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Resumen

La teoria modular de Tomita-Takesaki es una herramienta matematica notable a la hora
de poner un marco riguroso a la formulaciéon de la teoria de campos. En la presente tesis
abordaremos el estudio de tres tépicos desde la perspectiva que ella provee. Nuestro marco
tedrico serd el de la teoria cuantica de campos algebraica, en donde, segin veremos, a cada

region del espaciotiempo se le asocia un algebra de observables.

El primero de ellos, la dualidad de Haag, es una propiedad satisfecha por ciertas teorias de
campos, que establece que el conmutante del dlgebra de observables localizados en una regién
del espacio-tiempo es exactamente el algebra asociada a la regién causalmente desconectada.
Esta condicién tiene implicaciones directas sobre las medidas de entrelazamiento, y fue demos-
trada por primera vez para el campo escalar libre en diamantes causales por Araki en 1964.
Posteriormente, Eckmann y Osterwalder utilizaron la teoria modular de Tomita-Takesaki para
dar una demostracion directa de esta propiedad. En esta tesis presentaremos los resultados de
Araki de manera rigurosa y accesible, mostrando cémo se enuncia la dualidad de Haag en las
formulaciones de Segal y Weyl, tanto en la primera como en la segunda cuantizaciéon. Esto nos
permite comprender el marco de la prueba de Eckmann y Osterwalder. Nuestra contribucién
principal radica en una simplificaciéon de dicha prueba, utilizando el adjunto S* del operador

de Tomita S, en lugar de introducir varios operadores auxiliares.

Luego pasamos al estudio de un estado termal. Para el mismo realizamos varios célculos in-
novadores. Por ejemplo, la entropia relativa de Araki asociada a un intervalo acotado I = (a,b)
entre un estado termal y una excitacién coherente de éste en el modelo de corriente U(1) boséni-
ca, también conocido como el bosén quiral (derivada del mismo). Revisamos algunos resultados
recientes sobre la entropia de subespacios estandar y sobre la entropia relativa de estados no
puros, como los estados termales. Con antelacion, Bostelmann, Cadamuro y Del Vecchio obtu-
vieron la entropia relativa a temperatura finita para el intervalo no acotado (—oo,t), utilizando
resultados previos de Borchers y Yngvason. Nosotros encontramos una rotaciéon unitaria que
nos permite aprovechar todas las simetrias de PSL(2,R), obteniendo asi el grupo modular, el
hamiltoniano modular y la entropia relativa S de un intervalo acotado a temperatura finita.
Esta entropia relativa implica tanto una cota tipo Bekenstein como una cota similar a la QNEC,
aunque viola S” > 0 (derivada respecto a la longitud del intervalo, con su centro fijo). Exten-

demos estos resultados al caso del bosén libre sin masa en 1 + 1 dimensiones, obteniendo cotas
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analogas.

Para finalizar, y dado que el calculo de la entropia relativa al que acabamos de hacer referen-
cia requiri6 develar la evolucién modular asociada al estado termal en regiones tipo diamante en
1+ 1 dimensiones, nos abocamos al estudio de la conjugacién modular asociada a estados KMS
sobre regiones de tipo wedge de Rindler, y su relacién con la conjugacién modular del estado
de vacio. Con esto terminaremos por determinar ambos operadores modulares asociados a los
estados KMS geométricos, y ademds nos permite entender méas cabalmente lo que usualmente

se suele llamar el “second world.”



Abstract

Applications of Tomita—Takesaki Theory
in Quantum Field Theory

Tomita—Takesaki modular theory is a remarkable mathematical tool for providing a rigorous
framework for the formulation of quantum field theory. In this thesis, we address the study of
three topics from the perspective it offers. Our theoretical framework will be that of algebraic
quantum field theory, where, as we shall see, an algebra of observables is associated with each

region of spacetime.

The first of these topics, Haag duality, is a property satisfied by certain quantum field theo-
ries, which states that the commutant of the algebra of observables localized in a spacetime
region is exactly the algebra associated with the causally disconnected region. This condition
has direct implications for measures of entanglement and was first proven for the free scalar
field in causal diamonds by Araki in 1964. Subsequently, Eckmann and Osterwalder used To-
mita—Takesaki modular theory to give a direct proof of this property. In this thesis, we present
Araki’s results in a rigorous and accessible manner, showing how Haag duality is formulated in
both the Segal and Weyl frameworks, in both first and second quantization. This allows us to
understand the framework of the proof by Eckmann and Osterwalder. Our main contribution
lies in a simplification of this proof, using the adjoint S* of the Tomita operator S, instead of

introducing several auxiliary operators.

We then turn to the study of a thermal state, for which we perform several novel calculations.
For example, we compute Araki’s relative entropy associated with a bounded interval I =
(a,b) between a thermal state and a coherent excitation thereof in the U(1) bosonic current
model, also known as the chiral boson (its derivative). We review some recent results on the
entropy of standard subspaces and on the relative entropy of non-pure states, such as thermal
states. Previously, Bostelmann, Cadamuro, and Del Vecchio obtained the relative entropy at

finite temperature for the unbounded interval (—oo,t), using earlier results by Borchers and
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Yngvason. We find a unitary rotation that allows us to exploit all the symmetries of PSL(2, R),
thereby obtaining the modular group, the modular Hamiltonian, and the relative entropy S for
a bounded interval at finite temperature. This relative entropy implies both a Bekenstein-type
bound and a bound similar to the QNEC, although it violates S” > 0 (where the derivative is
taken with respect to the length of the interval, with its center fixed). We extend these results

to the case of the free massless boson in 1+ 1 dimensions, obtaining analogous bounds.

Finally, since the computation of the relative entropy mentioned above required uncovering
the modular evolution associated with the thermal state in diamond-shaped regions in 1 + 1
dimensions, we study the modular conjugation associated with KMS states on Rindler wedge
regions, and its relation to the modular conjugation of the vacuum state. In doing so, we fully
determine both modular operators associated with geometric KMS states, and this also allows

for a clearer understanding of what is usually referred to as the “second world.”
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Capitulo 1

Introduccion

Attempting a mathematical treatment of quantum fields may be a bit like
trying to run a cross-country mile in 4 minutes. One of the main obstacles
1s the psychological one arising from the prevailing opinion that it can’t really

be done.

Irving Segal, 1953, in the review of the book “Mathematical aspects of the
quantum theory of fields”, by K. O. Friedrichs.

Comenzaremos con un capitulo introductorio en el cual pueda exponer el asidero que se fue
generando a lo largo de los anos para el advenimiento de lo que hoy llamamos teoria cudntica
algebraica de campos (en adelante AQFT por sus siglas en inglés, también llamada local quantum
physics). Tal asidero tuvo lugar debido a varias situaciones atipicas que se presentan sobre todo
en teoria cudntica de campos (QFT a partir de ahora) al contrastarse con lo que venia siendo la
formulacién estandar de la mecdnica cudntica (QM en adelante), entre tales situaciones haremos
una somera presentacion de las que creemos maés influyentes: la existencia de representaciones’
no equivalentes para los observables de la teoria, la imposibilidad de asociar una matriz de
densidad a un estado arbitrario de la teoria, la imposibilidad de tomar trazas de operadores y
las divergencias ultravioletas asociadas con la entropia de von Neumann y consecuentemente
la de entrelazamiento. Como veremos, estas cuestiones encuentran una respuesta en el marco
de la AQFT. Para finalizar destacaremos las contribuciones de la presente tesis que conciernen
tanto a la dualidad de Haag como a los operadores modulares asociados a un estado termal y

la entropia relativa entre un estado termal y una excitacién del mismo. Este primer capitulo

tendré por propdsito por un lado introducir las nociones béasicas de AQFT (en las primeras

!Pensemos en las representaciones como una asignacién de nuestros observables a operadores lineales que

actiian sobre algin espacio de Hilbert (que deberd satisfacer ciertos requerimientos).



dos secciones, que podran ser omitidas por los lectores entendidos en el tema) y por otro en la
tercer y ultima seccidon comentar brevemente los principales resultados de la tesis que luego se

desarrollaran en detalle en los capitulos posteriores.

1.1. Los limites del Teorema de Stone-von Neumann

Desde 1927 cuando Werner Heisenberg dio a conocer las relaciones de conmutacion canoni-
cas (en adelante CCR) entre posicién ¢ y momento p de una particula con un grado de libertad

(ver [1], nos permitimos tomar i = 1)

[p.q] = —i (1.1.1)

estuvo claro que no seria posible asociar a ¢ y p operadores que actien sobre un espacio de
dimension finita puesto que de ser asi tomando traza sobre las CCR obtendriamos una contra-
diccion. Con esto se vislumbra la necesidad de ser cuidadosos con ciertos aspectos tales como la
asociacién entre cantidades fisicas como posicién y momento y operadores, la dimensionalidad
del espacio en el que uno se dispone a trabajar (representar tales operadores) y hasta de la
existencia de una traza finita en tal espacio. A lo largo de los anos estas cuestiones fueron

abordadas de distintas formas.

En su trabajo Heisenberg utiliza la mecdnica matricial, es decir que representa a la posicion
y el momento como matrices de tamarfio infinito (en consonancia con lo mencionado maés arriba),
y seis meses después de que enviara dicho trabajo a Zeitschrift fiir Physik, Erwin Schrodinger
envia otro a Annalen der Physik [2], en el cual se vale de una representacién de ¢ y p como

operadores actuando sobre el espacio de funciones L?(R):

qf(z) = xf(x) (1.1.2)
pf(x) = —if'(x)

estd claro que si pretendemos que §f € L?(R) entonces f no puede ser cualquier funcién de
L?(R), lo cual nos da la pauta de que ¢ es un operador que no esta definido en todo L?(R) y
es de hecho no acotado al igual que sucede con p. De hecho cualquier representacién de ¢ y p
se realizard mediante operadores no acotados, pues de (1.1.1) se desprende [p,q"] = —ing™ !
(para todo n € N) y de aqui via la desigualdad triangular nl/q)|" ' = n|l¢" | < 2|p|/l|q]|™,
implicando que o bien ¢ es (representado por un) no acotado, o lo es p. Recordemos que
g™~ = ||¢" || es valido para ¢ autoadjunto’. En breve veremos que de hecho ambos ¢ y p
deben ser representados por operadores no acotados. Y dado que los operadores no acotados
suponen sutilezas matemaédticas que en el caso de operadores acotados pueden pasarse por alto

es deseable no tratar con ellos, razén por la cual suponemos que Hermann Weyl se dispuso en

2En realidad ¢ y p son esencialmente autoadjuntos, pero aqui estamos pensando en sus extensiones autoad-

juntas, lo mismo aplica cada vez que digamos que son autoadjuntos.



1928 a reescribir la ecuacién (1.1.1) en una versién para operadores acotados (ver el capitulo
IV, §14 de su libro [3])

U(a)V (b) = eV (b)U(a), para todo a,b e R (1.1.3)
siendo U (a) = el y V(b) = ¢ dos grupos uniparamétricos de operadores unitarios (ya que
G y p son autoadjuntos el teorema de Stone nos asegura que U (a)y V(b) seran unitarios y por
ende acotados) asociados a la posicién y el momento respectivamente®. Notar que (1.1.3) se
desprende de inmediato de (1.1.1) solo usando la formula de Baker—Campbell-Hausdorff. De
hecho dada f € L%(R) se puede ver que si consideramos ¢ y p los utilizados por Schrédinger

(1.1.2), entonces U(a) y V(b) actuardn como

U(a)f(x) = e " f () (1.1.4)
V(b)f(z) = flz—b).

Alternativamente podemos definir los operadores unitarios*

~ 1 ~

W(y) = e2%U(a)V (b) = e_i%abf/(b)f](a) para todo v = (a,b) € R? (1.1.5)

con esta definiciéon Wi(y) = W(—v) y las CCR toman la forma:

W (1) W (72) = e2(®21 =902 (4 + ) (1.1.6)

esperamos que los subindices de a y b se sobreentiendan. Llamaremos a esta representacion la
de Segal®. Notemos que la expresién asb; — aiby define una forma simpléctica en R?, incluso
podemos generalizar esta representaciéon cambiando R? por R?" con n € N indicando los grados

de libertad de nuestro sistema fisico
W (1) W (72) = e 2702 (31 +79) (1.1.7)

esta vez con 1 y Y2 en R?” y o : R?” x R?" —» R una forma simpléctica. La generalizacién
de (1.1.3) a n grados de libertad se realiza mediante n grupos uniparamétricos asociados a n

posiciones y otros n asociados a los momentos, satisfaciendo

Ui (a)V;(b) = V;(b)Ui(a) para todo a,b € R e i # j (1.1.8)

A

Ui(a)Vi(b) = e "V;(b)U;(a) para todo a,b € R,

3Weyl usa U para el operador asociado al momento y V para el asociado a la posicién, aqui (al igual que en

varias referencias) usaremos la notacién contraria.
“Decidimos llamarlos W (como se suele hacer) a pesar de que en su trabajo [4] von Neumann los nota S.
®Para establecer un lenguaje més preciso, diremos que (1.1.1) son las CCR en la forma de Heisenberg, (1.1.2)

es la realizacién de Schrodinger, (1.1.3) son las CCR en la forma de Weyl, (1.1.4) es la exponenciacién de la
realizacién de Schrédinger y (1.1.6) son las CCR en la forma de Segal cuya versién para n grados de libertad es
(1.1.7).



con i,7 € {1,2,--- ,n}. Si bien en [3] Weyl enuncia dos resultados relevantes, como el hecho
de que los operadores g vy p pueden efectivamente exponenciarse a grupos uniparamétricos
de transformaciones unitarias y la fuerte afirmacién de que toda representacién de U; y V;
satisfaciendo (1.1.8) serd unitariamente equivalente a la de Schrodinger. Es el propio Marshall
Stone en su trabajo [5] publicado en 1930, quien afirma que Weyl no se interesé en demostrar
ninguno de ellos, y al mismo tiempo enuncia en forma precisa ambos teoremas. Luego con éxito
demuestra el primero de ellos concerniente a los grupos uniparamétricos de trasformaciones

unitarias.

Respecto al segundo resultado, lo enuncia con precisién: cualquier representacion irreducible®
de operadores ¢ y p satisfaciendo (1.1.1) como operadores actuando en un espacio de Hilbert
H (no necesariamente L?(IR)) es unitariamente equivalente a la representacién de Schrédinger
dada por (1.1.2), es decir que si ¢ y p son los que actian sobre H, habrd un mapa unitario
S : H + L*(R) que cumple

SgSlf=qf (1.1.9)
SpST'f =pf.
Pero Stone solo presenta un breve parrafo que da una idea de demostracién, en el que senala

que considerar los operadores

Ty = QrPQr — Pr, Sp = (Qr — 1)/ (Qr +1)

podria resultar de utilidad en la construccién del mapa S (cuya construccién delega a un
trabajo previo de von Neumann) y ademads senala como un punto dificil demostrar que los T},

son autoadjuntos sin hacer mencién a como efectivamente se puede probar.

Al afo siguiente John von Neumann publica [4] mencionando en la primer seccién, que
el propio Stone le habia confirmado que no estaba al tanto de avances respecto a su idea de
demostraciéon. También hace mencién a un intento de demostracién de Jordan (en [6]), sobre
éste menciona que el tratamiento que se le da a las series de potencias de operadores no es del

todo riguroso ya que se basa en suposiciones respecto a la convergencia.

Lo primero que hace von Neumann en su trabajo es destacar que el problema de ver si
dos operadores ¢ y p satisfaciendo (1.1.1) son o no equivalentes a los de Schrodinger estd
mal planteado desde el principio ya que la propia igualdad carece de sentido dado que el
dominio de definiciéon del miembro izquierdo no es la totalidad del espacio de Hilbert mientras
que el miembro derecho, al ser un multiplo de la identidad, no tiene problemas de dominio.
Argumenta entonces que una buena manera de plantear el problema es poniendo las relaciones
de conmutacién en la forma de Weyl y de hecho luego pasa a definir los operadores para ponerla

en la forma de Segal”, es decir como en (1.1.6).

SRepresentacién irreducible es aquella en la que no hay un subespacio propio de H (el Hilbert sobre el que se

actia) invariante por la accién de los representantes de ¢ y p.

"von Neumann nota S(a,b) a estos operadores en lugar de W (a, b).



Luego de poner el problema en la forma apropiada, se dispone a demostrar varios resultados

técnicos como por ejemplo la buena definicién de operadores auxiliares del estilo

A= // e~ 24"~ 1P" W («, B)ded B

que eventualmente le son tutiles para demostrar la existencia de un conjunto denso de puntos
fap (este denso se construye partiendo de los autovectores de A ) sobre el que los W(c, d)
actian de una forma particular (ver ecuacién (1.1.10) més adelante) y con ellos logra establecer
un mapa unitario en correspondencia con cualquier otra representacién W’(c/,d') y conjunto
denso de puntos f, , satisfaciendo las mismas particularidades respecto a W'(¢,d) que las
satisfechas por los fqp respecto de W(c,d). Ademés por cuestiones de densidad puede ver
que su mapa no solo estd bien definido globalmente sino que ademas es unitario. Por ultimo
construye tal conjunto denso para el caso concreto de la representacién de W(a, b) que se deriva

de la representaciéon de Schrodinger,
1 1 244 a
fapla) = n~iemslrra4i(es),
sobre los que la accién se traduce en

W (d, ¢)fap=e2lbemadlp oy (1.1.10)

Este bagaje adopté la forma de lo que hoy en dia llamamos el teorema de Stone-von Neumann
que en esencia establece que toda representacién irreducible y débil continua® de las CCR en
la forma de (1.1.7) o (1.1.8) es unitariamente equivalente a cualquier otra y en particular a la
que surge de exponenciar los ¢ y p en la representacién de Schrodinger (1.1.4) (el teorema estéd
enunciado en el Theorem VIII.14 de [7], pero se demuestra luego en Theorem XI1.84). Como
corolario de este teorema podemos afirmar que cualquier representacion “decente”de ¢ y p viene

dada por operadores ambos no acotados, ya que los representantes de Schrodinger lo son.

El teorema de Stone-von Neumann nos garantiza que, siempre que estemos bajo ciertas
hipétesis, algunas mas técnicas como irreducibilidad o continuidad débil y otras no tanto como
la finitud de los grados de libertad n € N, podemos asegurar que la representacién que le
asignemos a los grados de libertad del sistema es equivalente a la de Weyl, esto es mucho decir
ya que ésta ultima tiene una interpretacion fisica directa. Es inmediato de la formulacion en
variables canénicas, que la teoria cudntica de campos ostenta un nimero infinito de grados
de libertad, no obstante durante largo tiempo hubo un sentimiento generalizado de que éste
teorema de unicidad se debia cumplir ain relajando la condicién de finitud sobre los mismos.
Pero en 1953 Kurt Friedrichs publica [8], donde presenta dos representaciones no equivalentes de
las CCR para los observables de una teoria de campos, para esto construye una representacién

en la que el observable “ntmero de particulas”’no existe, a diferencia de la representacién usual

8Una representacién R : R — B(H) se dice débil continua si es un mapa continuo con la topologia débil en

B(H). Definiremos dicha topologfa en el transcurso de la tesis.



sobre el espacio de Fock (que veremos en detalle en la seccién 2.2.1). Asi Friedrichs pone limites
al rango de aplicabilidad del teorema de Stone-von Neumann, luego solo un ano después (de
la mano de Garding y Wightman en [9]) se ve que de hecho hay infinitas representaciones no
equivalentes de las CCR, dejando en claro que habrda que indagar sobre la relevancia fisica
de tales representaciones. Ya veremos en 2.2.1 que para poder construir una de entre tantas
representaciones posibles, ademéas de las CCR deberemos especificar de alguna forma el Hilbert
en cuestion, esto se puede hacer de diversas formas, a veces se hace pidiendo la existencia de
un vector de vacio, que es un vector invariante por los representantes del grupo de Poincaré.
Nosotros en cambio seguiremos la construccién de Araki de tal espacio en donde igualmente

queda claro que cierto vector satisface la propiedad de invarianza.

Para mostrar que la existencia de representaciones no equivalentes no es meramente un
tecnicismo necesario por cuestiones estrictamente matematicas, quiero comentar dos ejemplos
que me parecen relevantes. El primero de ellos se encuentra en la seccién I1.1.1 del libro [10]
de Rudolf Haag” y es la teorfa interactuante Ap?, alli él afirma que si comparamos dos teorias
con distintas constantes de acoplamiento A # X entonces ambas tendran representaciones de
las CCR no equivalentes (teorema de Haag), ademds destaca el hecho de que las relaciones de
conmutacién no fijan en manera alguna el espacio de Hilbert en el que se representan. Quitando

asi, segun mi entender, a dichos espacios del protagonismo que ostentaban en QM.

El segundo ejemplo es el del campo escalar libre masivo. En concreto en el libro de Reed y
Simon (ver Theorem X.46 en [7]) se afirma que si ¢ () ¥ 7Tm(+) son el campo y su momento
conjugado a tiempo fijo para un campo escalar libre y de masa m, entonces si mi #* mo las
representaciones de las CCR en la forma de Weyl {e?¢m1() ¢immi ()} y feioma () ¢imma ()} no son
equivalentes. Resumiendo, la idea de la demostracion radica en el hecho de que de existir tal

operador unitario T que via conjugacién mapee una representacion en la otra
Teupml (f)T_l — ei<)077l2 (f)
Teiﬂ'm1 (f)T_l — eiﬂ'mz (f)

para toda f funcién de testeo'’, se puede ver via un lema (que de hecho se puede pensar como

corolario de la dualidad de Haag'!) que el mismo debe satisfacer
TG, (R,a)T™" = Gy (R, a)

en donde G, son representaciones del grupo euclideo que fija el plano t = 0. Y esto llega a

mayores cuando de esta tltima igualdad se puede deducir primero que 7Q2 = kQ (siendo 2 el

9Uno de los principales fundadores de la AQFT, en su articulo [11] propone una teorfa basada en una asignacién

de algebras a regiones del espaciotiempo, tema que desarrollaremos en 1.2.

9 Aquf Reed y Simon consideran funciones en el espacio de Schwartz S(R?)

11Si bien atin no introdujimos la dualidad de Haag, el lema al que se hace referencia indica que si un operador
conmuta con todos los e*¥m (/) y los elmm(f) para toda f € S(R3) en entonces dicho operador es un multiplo de
la identidad.



vector de vacio y k € C) y de aqui que los propagadores asociados a distintas masas son iguales

(considerados como distribuciones temperadas sobre S(R3) x S(R?)) ya que

(2 0my (Fem: (9)92) = (8 Tom, (F)T ™ Teom, (9)T712) = (2, 0y (F)pma (9)2)

pero sabemos que estas distribuciones no son iguales. Como se desprende del hecho de que los

ntcleos de convolucién asociados dependen de la masa

7

A =) = Qpu()en ) = 5 [ 08— mo)a'y

donde p = /|p]2 + m2. Resulta claro entonces que distribuciones temperadas asociadas a

diferentes masas deben ser distintas. Volveremos sobre el nicleo Ag,f[ ) en el capitulo 2.

Por otra parte veremos en breve como en el marco de AQFT la construcciéon de Gelfand-
Naimark-Segal (construccién GNS a partir de ahora) nos proporciona una basta cantidad de
representaciones asociadas a estados, que como mencionamos en el contexto de QFT no hay

razoén para que sean equivalentes.

1.2. El nacimiento de la AQFT

En esta seccién se dard una brevisima introduccién al formalismo de la AQFT (para mds
detalles ver [10]). Con el foco puesto en la dindmica dada por las relaciones de conmutacién
entre observables de una dada teoria de campos y ya no en un espacio de Hilbert en particular es
que nace la AQFT. La misma se desarrolla de la mano de varios matematicos y fisicos entre los
que se encuentran, aparte de los ya mencionados: Huzihiro Araki, Irving Segal y Daniel Kastler.
Justamente fue éste ltimo quien junto a Haag publica el paper [12] en el que presentan lo que
luego se vino a llamar los axiomas de Haag-Kastler, una serie de axiomas que vienen a definir
lo que es una AQFT. Pero mucho antes en Junio de 1957, en la conferencia “Les problémes
mathematiques de la théorie quantique des champs” en Lille Francia, Haag ya habia presentado
en publico ante entre otros, Wightmann, Segal, Friedrichs y el propio Kastler la nocién de net de
algebras locales. Dicha net es la asignacion de un algebra para cada region del espaciotiempo y
mostré que la misma puede reproducir la estructura usual de particulas de una QFT. En aquel
entonces uno de los primeros éxitos fue la formulacion de la teoria de scattering de particulas
en este nuevo marco tedrico que era la AQFT, dicha construccién se vino a llamar Haag-Ruelle

scattering theory (ver [13] y [14]).

1.2.1. Observables y von Neumann algebras

Dadas la observaciones hechas al respecto de la falta de protagonismo del espacio de Hilbert
en el planteo de una dada teorfa, la AQFT se centra en las relaciones de conmutacion y las

representaciones de los observables que estas involucran u otros observables que un fisico podria



medir en un dado laboratorio en cierta region del espaciotiempo. La idea basica es que en
cada regién del espacio (o del espaciotiempo, dependiendo de como haya sido construida la
net, veremos ejemplos de ambos tipos en el capitulo 3) uno es capaz de medir una serie de
observables que pueden ser representados mediante operadores al igual que es usual hacer
en QM solo que ahora dichas representaciones se realizaran como operadores que acttian sobre
espacios de Hilbert de dimensién infinita (en el caso de infinitos grados de libertad) o meramente
como elementos de una C*-dlgebra (que enseguida definiremos). Asi en esencia la AQFT asocia
a cada region del espacio (o espaciotiempo) un conjunto de operadores que constituirdn un
algebra cuyos elementos autoadjuntos se entenderan como los observables que se pueden medir

en dicha regién.

Esta asignacién de regiones a dlgebras es lo que se denomina la net de von Neumann dlgebras,
luego a cada abierto O del espaciotiempo se le asignard un algebra A(Q). Aqui dependiendo
del autor o del ano puede variar el tipo de algebras a considerar, las mismas son en general

C*-4lgebras o von Neumann algebras tanto en sus versiones abstractas como concretas'?.

Por ejemplo Araki consideré A(Q) como 4lgebras de von Neumann concretas'® (ver [15]),
mientras que Segal por su parte present6 trabajos en los que A(Q) era una C*-dlgebras (que

enseguida definiremos) tanto abstractas como concretas (ver [16]).

Para no sobrecargar la notacion presentaremos las definiciones de C*-algebras concretas y
de von Neumann &algebras concretas y referiremos al lector a la bibliografia para indagar en sus
contrapartes abstractas (ver por ejemplo [10] capitulo IIT). Dado un espacio de Hilbert complejo

H, llamaremos como es usual B(H) al dlgebra de operadores acotados segun la norma

Ah
Al = sup 1A2a

. (1.2.1)
nerr ||Pl g

Una C*-dlgebra concreta es una x-subdlgebra'* de B(H) que es cerrada con la distancia
inducida por la norma ||-||5z. La topologia de las C*-dlgebras concretas tal vez no sea la més
apropiada para los observables. Uno de los problemas que acarrea la no separabilidad es la
imposibilidad de obtener representaciones irreducibles de U y V' como en la ecuacién (2.1.20)
que sean ambas débil continuas. Es pertinente adoptar para nuestra x-algebra de observables
una topologia mas chica (es decir con menor cantidad de conjuntos abiertos) de manera que en
dicha topologia la x-algebra en cuestién resulte separable.

15

Consideremos entonces una topologia dada por seminormas'° en lugar de normas. Definimos

12Se dicen concretas a las subélgebras de B(H) (operadores acotados sobre algin Hilbert), en oposicién a
abstractas que se resguarda para aquellas algebras que en principio no se piensan como subélgebras de operadores,
tanto las C*-4lgebras como las von Neumann &lgebras se presentan en ambas versiones.

13Esto es lo que se suele hacer cuando se representa un &lgebra abstracta via construccién GNS de un estado,
ver mas adelante 1.2.2.

14Una x-4lgebra es un 4lgebra asociativa sobre un cuerpo, equipada con una operacién de involucién (denotada
comtnmente por %), que satisface (a*)* = a y (ab)* = b*a” para cualesquiera a,b en el dlgebra.

15Una seminorma en un espacio vectorial V sobre un cuerpo K es una funcién p : V — R que satisface las



la familia de seminormas py, 1 (A) := [(h, Ak) ;| y mediante ellas la topologia débil como la més
chica para la cual pp i : B(H) — [0,00) son continuas en el origen. La razén por la que la
topologia débil es fisica es que la herramienta que un fisico tiene a disposicién para decidir
si un observable A se parece a (o estd cerca de) otro B es la medicién de sus elementos de
matriz mediante experimentos. Claro estd que solo puede realizar finitas de estas mediciones,
y ademaés con un cierto error. De esta forma el fisico dird que A y B son cercanos si ambos
estdn en un entorno béasico “chico”de la topologia débil (pensamos un entorno como chico si
se construyé con muchas mediciones independientes) o mejor atn, uno dird que una red de
observables Ayep — A (siendo A un conjunto dirigido'®) si para toda medicién de elementos de
matriz, no podemos distinguir Ay y A para A “grande”, es decir si pp, (A — Ay) — 0 para todo
h,k € H. Notemos que un abierto débil es también un abierto en la topologia usual inducida

por la norma ||'HB(H)-

Como ya mencionamos el algebra A(O) se piensa como el algebra de observables que se
pueden medir en la regién © C M?+!. En general en esta tesis trabajaremos con C*-dlgebras
en el sentido abstracto!” y a la hora de representarlas lo haremos mediante dlgebras de von

Neumann concretas,

Definicién 1.2.1 (4lgebra de von Neumann concreta). Un dlgebra de von Neumann concreta
N es una x-subdlgebra de operadores en B(H) que contiene al operador identidad y es cerrada

en la topologia débil.

Dado entonces que como mencionamos la topologia debil es méas chica que la inducida por

la norma, las von Neumann algebras son también C*-algebras.

Se puede encontrar una discusion sobre qué tipo de algebras han de considerarse en fisica

en el capitulo II1.3 del libro de Haag [10], aqui la evitaremos.

Como es sabido, para evitar problemas con los campos ¢(z), como el hecho de que ¢(z) |0)
tenga norma infinita, el procedimiento habitual es suavizarlos con funciones de testeo con
dominio en M?*! lo suficientemente suaves, obteniendo un campo esmereado ¢(f). Es asi como
los campos ¢(x) se entienden como distribuciones ¢(x)(f) := ¢(f) via integracién contra f. De
hecho ¢(f) es un operador y |0) pertenece a su dominio. Luego decimos que ¢ es una distribucién
a valores en operadores. Al ser los operadores del estilo ¢(f) no acotados, suele no trabajarse
directamente con ellos, sino con ciertos operadores acotados asociados a ellos. En nuestro caso

trabajaremos casi exclusivamente con exponenciales de los campos esmereados, ver por ejemplo

siguientes propiedades para todo z,y € V' y todo a € K: No negatividad p(z) > 0, homogeneidad p(azx) = |a|p(z)
y desigualdad triangular p(z+vy) < p(x)+p(y). Difiere de una norma solo por permitir que p(z) = 0 para algunos
x # 0.

16Un conjunto A se dice dirigido si estd equipado con una relacién reflexiva, transitiva y ademés, para todo

par de elementos A1, A2 € A, existe un elemento A € A tal que A1 < Ay A2 < A
17"Una C*-algebra abstracta A es una *-algebra, dotada de una norma ||-|| bajo la cual A es completa y satisface

llab|| < ||al|||b]] para todos a,b € A y cuya involucién cumple ||a*a| = ||a||* para todo a € A.
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la ecuacién (3.1.14). Esto nos evitard en gran medida tratar con las sutilezas relativas a los

dominios de operadores no acotados.

Entenderemos por net de von Neumann &lgebras una asignaciéon que a cada abierto O C
M4+ del espaciotiempo de Minkowski'® o incluso a abiertos relativos a una dada superficie de

Cauchy!? les asigna una C*-algebra A(Q) satisfaciendo los siguientes axiomas (de Haag-Kastler)

a) Isotonia: Si O C Oy entonces A(O;1) C A(O2) como es de esperar, dado que todos

aquellos observables que se pueden medir en O; también se podran medir en Os.
b) Aditividad: El élgebra asociada a una unién de regiones debe satisfacer
A(O1UOy) = A(O1) V A(O2),
siendo N V M el dlgebra de von Neumann mas chica que contiene a N y M.

c) Grupo de Poincaré: La componente conexa de la identidad del grupo de Poincaré tiene

una representacién a que actia sobre la net de algebras respetando

en el caso de que la net esté constituida por algebras concretas cominmente (L) actia
por conjugacién con un operador unitario U (L) sobre el mismo espacio de Hilbert H en

el que actian los observables.

d) Localidad: Si O; y Os son regiones espacialmente separadas de Minkowski, entonces
[A(O1), A(O2)] = 0,

ya que la medicién de un observable en 1 no puede afectar a la medicién de otro en Os

ambos se pueden diagonalizar simultdneamente y deben conmutar.

Si pensamos en la motivacion fisica que le dimos a la net entendiendo a sus elementos
autoadjuntos como los observables que un observador puede medir en una dada region, estos
axiomas se tornan bastante 16gicos, por ejemplo es natural que en una region del espaciotiempo
alguien pueda medir cualquier observables no solo de toda esa regién sino también de cualquier
subregion contenida en ella, resultando asi el axioma de isotonia. De la misma forma el axioma
de localidad se desprende de que es posible medir completamente observables que no guardan

relacién causal, etcétera.

Hasta ahora los axiomas no especifican nada respecto a la dindmica presente en nuestro
sistema, para eso se debe anadir el llamado time-slice axiom que llamaremos axioma de corte

temporal, que afirma

18Hay también formulaciones de AQFT en espaciotiempos curvos, pero no nos abocaremos a ellas en la tesis.
9Formalizaremos esto con més precisién en el siguiente capitulo (y los posteriores), hay diferentes nets para

abiertos y abiertos relativos, también hay que hacer diferencias entre abiertos acotados y no acotados en M+!,

entendiendo a las dlgebras de estos tltimos como el C*-limite inductivo de las primeras.
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e) Corte temporal: Si O1 C Oy y O1 contiene una superficie de Cauchy®’ de Oa, entonces

las algebras de ambas regiones deben coincidir,

A(O7) = A(Os).

Figura 1.1: Aqui ¥ es una superficie a tiempo fijo, O;1 C Oy y de hecho O3 es el dominio de
dependencia de @7 C ¥ (definicién en el péarrafo siguiente a la figura) de forma que este es una
superficie de Cauchy para O3, en estas condiciones el axioma de corte temporal establece que

las algebras de ambas regiones deben coincidir.

El dominio de dependencia (o desarrollo causal) de una regién B a tiempo fijo, serd llamado

cono o diamante sobre B y lo notaremos por (B)?!
OB)={zeM(z—-y)?<0Vye B
En el grafico Oy = ¢(0y).

En ciertas teorfas como por ejemplo para el compo escalar libre (campo de Klein-Gordon),
el axioma de corte temporal puede demostrarse directamente a partir de los axiomas previos y
de las propiedades del propagador causal. Esto se debe a que la propagacién de las soluciones
de las ecuaciones de movimiento estd completamente determinada por las condiciones iniciales

en una superficie a tiempo fijo. Veremos este ejemplo en detalle en el capitulo 2.

Para més detalles sobre los axiomas de Haag-Kastler ver [10] o [17] y para generalidades
de von Neumann &lgebras ver también [10] o [18]. No obstante para lograr cierto nivel de
autocontencién vamos a enunciar el teorema del doble conmutante de von Neumann que sera

utilizado en el capitulo 3. Dado S C B(H) un subconjunto, definimos su conmutante como
S'={A' e BH): AAA=AA" VAe S},

y usaremos la notacién S” = (S’)’. Algunas propiedades bésicas del conmutante son:

20Una superficie de Cauchy para © es una superficie ¥ de codimensién 1 tal que cada curva temporal en @

puede ser extendida a una curva temporal que intersecta a 3 en exactamente un punto.
21 Utilizaremos la signatura (4, —, —, —), de manera que x* = (2°)? — (z')? — (2%) — (2')?.
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= Si S C T entonces T" C 5.
n SC S =580y g = gln—1) gy >1.

= Si S es autoadjunto (es decir que para todo A € S, At € S también), entonces S’ también

lo es.

» Para cualquier S, S’ es una subdlgebra de B(H) cerrada en la topologfa débil y 1 € S’.

De acéa se deduce el teorema ya mencionado

Teorema 1.2.1 (del doble conmutante). Sea M C B(H) un subconjunto autoadjunto, entonces

M" es el dlgebra de von Neumann mds chica que contiene a M.

Un 4lgebra de von Neumann M se dice un factor si su centro es trivial, esto es MNM' = {\1}
solo consta de multiplos de la identidad. Ademads las dlgebras de von Neumann se clasifican en
tipos I, IT o III que definiremos en breve. Huzihiro Araki y Edward Woods mostraron en [19] que
las algebras de observables de interés en esta tesis son de hecho factores, y lograron clasificarlas
en de tipo I si el dlgebra en cuestion es dlgebra global asociada con el estado de vacio en

Minowski y de tipo III si es un algebra local (ver también [15] para esto tltimo).

De hecho veamos que es esperable que las algebras que utilizamos en fisica sean factores
(lo que no es trivial es decidir a cual de los tipos que en breve definiremos corresponden). Si
bien la definicion precisa de las dlgebras puede ser un poco engorrosa debido a tecnicismos de
indole matematico como la completacién en la topologia débil, o la exponenciacion de opera-
dores, podemos esencialmente pensar al algebra asociada con una regién O como el algebra de
operadores ¢(f) con f de soporte compacto en O. Evidentemente los multiplos del operador
identidad deberdn conmutar con todos los elementos de A(Q) pero, jhay més elementos en

A(O) que conmuten con todos los elementos de A(O)?

tiempo
I’ A
e 1
O . ‘ J
F (
{i 7 \\\
@ sue(/) | AN
3 N\ 7 ~ ’
@ recinto N N
o Tl
/ \

espacio

Figura 1.2: Aqui se exhibe (en 1+1 dimensiones) el recinto en cuyo interior estd soportada g,

los campos ¢(f) y ¢(g) no conmutaran en general.
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Notemos que si ¢(f) € A(O) al ser su soporte compacto dentro de un abierto O (ver figura
1.2), podremos encontrar otro recinto compacto dentro de O que esté temporalmente separado
de sup(f), asi es esperable que tomando una funcién g soportada en tal recinto se cumpla
que ¢(f) v ¢(g) no conmuten (recordemos que el axioma de localidad es valido para regiones
especialmente separadas). Para que conmuten deberia tratarse de una teorfa muy particular,??
pero esto seria una excepcién y no la regla. De modo que en la enorme mayoria de los casos
es esperable que un ¢(f) arbitrario en A(O) no conmute con todos los elementos de A(Q), es
decir ¢(f) ¢ A(O) N A(O)'. Este es un indicio fisico de porque los factores son importantes,

pospondremos por un momento la razén matemaética.

Para clasificar los factores en tipo I, II y III lo primero es notar que en un factor M se
puede establecer una relacién de orden entre proyectores: diremos que P; y P> en M seran

equivalentes médulo M y notaremos Py ~j; P» si existe un operador V' € M tal que
P=VV y P,=VV* (1.2.2)

y dicho operador V' mapea isometricamente la imagen Im(P;) sobre Im(FP,) y se anula sobre
el complemento ortogonal de Im(P;). Diremos que dos proyecciones en M cumplen P < P,

cuando Pjsoy Py pero hay una proyeccién P, € M tal que Im(ﬁg) CIm(P)y P ~np Ps.

Una proyecciéon P € M se dice minimal cuando es no nula y no existe una proyecciéon Q@ € M
tal que Q < P, asi mismo se dice infinita si posee una subproyeccién propia equivalente a si
misma mddulo M, de lo contrario se dice finita. Notar que una proyeccién P puede ser finita y

tener rango infinito.

La relacion asi definida es una relacion de orden que satisface tricotomia y en base a ella se

puede finalmente establecer la clasificaciéon de factores en

Tipo I: Un factor M se dice de tipo I si posee proyecciones minimales (no nulas) respecto a la

relacién de orden < definida arriba.

Tipo II: Un factor M se dice de tipo II si contiene una proyeccién finita, pero no contiene proyec-

ciones minimales;

Tipo III: Un factor M se dice de tipo III si no es de tipo I ni de tipo II.

Ya habiendo clasificado la totalidad de los factores, sera claro que el hecho de que toda

algebra de von Neumann sea suma®® de factores es una razén matematica de peso para que

22Por ejemplo para teorfas que respeten invarianza conforme, el conmutador de deberfa anular no solo en puntos
espacialmente separados, sino también en puntos temporalmente separados, dado que existen transformaciones
conformes que mapean unos puntos en los otros. En este caso el soporte del conmutador estaria restringido al

cono de luz.
23M4s preciso que suma es decir integral directa de von Neumann &lgebras, nocién que fue definida por von

Neumann en [20].
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el estudio de los mismos sea importante en cualquier contexto en el que se trabaje con von

Neumann algebras

Los factores de tipo I fueron clasificados exhaustivamente por Murray y von Neumann
(ver [21]): para cada n € N U {oo}, existe un tnico (salvo isomorfismos) factor de tipo I, a
saber, B(H), donde H es un espacio de Hilbert de dimensién n. Los factores de tipo II pueden
subdividirse ademas de acuerdo a si la proyeccién identidad Id es finita (tipo I7;) o infinita
(tipo I1,). Los factores de tipo III pueden subdividirse en tipos I1Iy con A € [0, 1], esta tltima
subclasificacién depende de la teorfa modular de Tomita-Takesaki y no serd abordada aqui.
Ademss toda élgebra de von Neaumann es suma directa de factores de tipos I, IT y III. En [15]
Araki demostré que las algebras locales de observables asociadas al vacio del campo escalar
libre en un abierto acotado del espaciotiempo de Minkowski son factores de tipo III, lo cual
como veremos nos obliga a generalizar ciertos conceptos de mucho interés como entropias o los
propios estados. Mientras que las algebras globales son de tipo I si estan asociadas al vacio del

campo escalar libre en Minkowski y de tipo III si son asociadas al estado termal.

En una von Neumann algebra M se define una traza tr como una funcién que toma valores

positivos sobre operadores positivos (con codominio R U {—o00,o0}) y que cumple
tr(AA) = Mr(A) siA>0
tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)
tr(UAUY) = tr(A)  para todo U € M unitario

para todo A, B € M. La existencia o no de una traza sobre una von Neumann &algebra esté
supeditada al tipo de la misma. En general en un factor las trazas quedan definidas por las
propiedades arriba mencionadas a menos de una constante multiplicativa. En las algebras de
tipo III todos los elementos no nulos tienen traza infinita, en las de tipo I se suele utilizar la
constante multiplicativa de manera que las proyecciones minimales tengan traza 1 en cambio en
las dlgebras de tipo II; la traza se normaliza de manera que ¢r(1) = 1. En las dlgebras de tipo
I, (con n € N) y II; solo hay elementos de traza finita, en cambio en las dlgebras de tipo I,
y Il podemos encontrar tanto elementos de traza finita como infinita. En particular diremos
que un algebra de von Neumann es semifinita si posee una traza que adopta valores tanto finitos
para ciertos proyectores pero vale infinito sobre el elemento neutro del dlgebra, estas serdn las

algebras de tipo I v 1.

1.2.2. Estados y construccion GNS

En QM llamamos estado puro a uno definido por medio de un vector en el espacio de
Hilbert asociado al sistema, dicho estado puro nos proporciona valores de expectacion para los
distintos observables de una manera directa via el formalismo del braket. Luego tenemos estados

mixtos que no son representados por vectores, sino que son una mezcla estadistica de ellos. Pero
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pretendemos y de hecho es posible también, extraer de ellos un valor de expectacién para cada
observable. Asi podemos pensar que un estado es una asignacion de valores medios para cada
observables de cierto sistema. Podemos pensarlo como una distribucién de probabilidad para los
distintos observables que uno pueda medir en un sistema dado. El mismo asigna en forma lineal
a cada uno de estos observables un valor; el valor de expectacién proveniente de la distribucién

de probabilidad en cuestion.

Bésicamente un estado sobre un sistema con dlgebra de operadores A serd una funcion lineal

@ : A — C que cumple w(aa') > 0 para todo a € Ay w(1) = 1.

En QM dado un sistema con finitos grados de libertad, un cierto estado ¢ de un dado sistema
siempre estd en correspondencia ¢ — p, uno a uno con una matriz de densidad (matrices
positivas autoadjuntas y cuya traza estd normalizada a 1). Dado que en QM en dimensién
finita el dlgebra de observables A se puede pensar como la subalgebra del dlgebra de matrices
operadores autoadjuntos sobre H, siendo H un espacio de Hilbert de dimensién finita. Se
deduce que p, pertenecerd al dlgebra de observables independientemente del estado ¢. La
mencionada correspondencia entre estados y matrices de densidad se realiza a través de la
traza T'r : B(H) — C, dado un estado ¢ que a cada observable A € B(H) le asigna su valor

medio, el operador densidad asociado a ¢ es definido por la igualdad
@(A) =Tr(p,A) para todo observable A € B(H), (1.2.3)

o sea aquel que reproduce los valores medios del estado en cuestién. Los estados puros y mixtos
se pueden caracterizar en términos de dicha matriz de densidad, ¢ se dice puro si ,0?0 = Py
(esto equivale a tener un estado vector, es decir que p, sea un proyector unidimensional, o a
Tr(p?p) = 1) y mixto o impuro si pi # py (0 Tr(pi) < 1). En el dado caso de que nuestro
espacio de Hilbert factorize en la forma H = Hp ® Hpg, y supongamos que Hj codifica los
grados de libertad de un cierto subsistema L, podemos considerar el algebras de operadores
asociada a dicho subsistema A = B(Hy) ® 1g y su conmutante A" = 1;, ® B(Hg). Dado un
estado global ¢ (es decir definido sobre B(H)) consideremos su restriccién al subsistema L o
mejor dicho a su algebra asociada A, dicha restriccién también tendrd via Tr! e A — C una
matriz de densidad asociada p, 4 denominada matriz de densidad reducida, la cual satisface

po,A € Ay reproduce los valores de expectacién
P(A) =Tr(p,A) = TT‘A(/)%AA) para todo A € A, (1.2.4)

como es sabido la matriz de densidad reducida a A se puede obtener de la matriz de densidad
global p, tomando traza parcial sobre una base de Hg. Cabe destacar que un dlgebra de von
Neumann genérica no tiene por qué admitir una descomposicién tensorial como la aqui exhibida
y en el caso de las dlgebras de tipo III de hecho sabemos que no se pueden factorizar en esta

forma.

Volveremos sobre estas cuestiones en la siguiente seccién 1.2.4 para relacionarlas con la
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entropia de entrelazamiento, pero ahora vamos a virar para introducir la definicién de estados

en AQFT. Consideremos A(M) el dlgebra asociada a todo Minkowski®*

Definicién 1.2.2. Un estado global es un funcional ¢ : A(M) — C, que satisface ||p| = 1,
©(A*A) > 0 para todo A € A(M).

La norma utilizada en la definicién es la norma de ¢ : A(M) — C como operador C-lineal
entre espacios normados. Ademés ¢ se dice real si p(A*) = p(A)*, y uno se va a permitir hablar
de la restriccién de un estado global a una cierta subalgebra o regién del espaciotiempo O para
indicar

gp‘A(O)(A) = ¢(A) para todo A € A(O), (1.2.5)

es decir que @}A(O) : A(O) — C. M3s en general, dada una *-algebra A se define

Definicién 1.2.3. Un estado ¢ sobre A es un funcional ¢ : A — C, que satisface ||¢|| = 1,
p(A*A) > 0 para todo A € A.

Decimos que un estado es puro cuando no es combinacion lineal convexa no trivial de dos
estados distintos entre si, definicién que viene a generalizar la ya mencionada en el caso de

estados definidos mediante matrices de densidad.

Si bien la AQFT no toma como objeto fundamental un espacio de Hilbert (cuyos vectores
son estados) como si lo hace la formulacién estdndar de la mecédnica cudntica, si es verdad que
dado un estado definido sobre una *-algebra de observables A podemos asociarle un espacio
de Hilbert sobre el cual dicho estado serd representado vectorialmente y sobre el que A se
representa mediante operadores actuando sobre él. A continuacién se dan las ideas principales

de dicha construccién que se puede encontrar en por ejemplo [10] o [18].

Construcciéon de Gelfand-Naimark-Segal

Supongamos entonces que ¢ es un estado sobre una x-algebra A, notemos que A es en
particular un C-espacio vectorial y de hecho se puede definir el siguiente producto interno sobre
él

(A,B), = ¢(A"B) paratodo A,B€ A (1.2.6)
Notemos que dado que ¢ es positivo por ser un estado el producto interno serd semidefinido
positivo, pero no necesariamente es positivo-definido, ya que podria haber elementos no nulos
A € A tales que ¢(A*A) = 0. Por lo tanto, debemos identificar un subconjunto particular de

A, que precisamente describe los elementos “nulos”bajo este producto interno.

Definimos el ideal de Gelfand asociado al estado ¢ como el conjunto de todos los elementos

de A que tienen norma cero con respecto a :

2"Matematicamente podemos pensar en ella como el C*-limite inductivo de la net A(Q) con O C M los abiertos

acotados.
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N, ={AcA|p(A*A) =0} (1.2.7)

N, es un ideal bilatero, satisface que A € N, implica BA € N, y AB € N, para todo B € A%.
@ @ @ @
Ahora, consideramos el espacio cociente A/N,, que contiene clases de equivalencia de la forma
Al = A+ N,. Sobre este espacio cociente, definimos un producto interno positivo-definido a
) P ) p P

través de la siguiente relacién:
([A],[B]) = <A,B>¢ siendo A € [A] y B € [B] representantes. (1.2.8)
Es facil ver que el producto interno estd bien definido en el sentido que no depende de los

representantes en las clases de equivalencia y ahora si es definido positivo.

La completacién de A/N,, con respecto a la norma inducida por este producto interno es
el espacio de Hilbert que buscamos, suele notarse H,. De esta forma, obtenemos un espacio de

Hilbert que surge de la representacién de la x-algebra A mediante el estado .

Finalmente, construimos una representacién ciclica del algebra A sobre este espacio de

Hilbert. Definimos un operador 7, para cada A € A que actia en H, de la siguiente manera:

m,(A)[B] = [AB] paratodo B € A

Es fécil verificar que esta accién estd bien definida, es decir, que si [B] = [B’'], entonces
[AB] = [AB’]. Ademas, es claro que 7, es un homomorfismo de x-dlgebras. De esta manera,
T, es una representacién de A sobre el espacio de Hilbert H,. Ademés m,(.A) tiene un vector

ciclico™ Q, = [I] (la clase de equivalencia del elemento identidad I € A) que cumple
P(A) = (Qp, 7 (A)Q2y) (1.2.9)

que es basicamente la expresién usual de valor de expectacién que usamos en cuantica.

Hay variedad de resultados importantes en relaciéon con dicha construccién. Por citar alguno

Teorema 1.2.2. La representacion GNS 7, (A) inducida por un estado ¢ es una representacion

irreducible de A si y solo si ¢ es puro.

La GNS también nos da una forma de determinar si un estado es fiel (asigna valor distinto
de cero a cualquier elemento positivo no nulo del 4lgebra) pues un estado fiel ¢ es aquel cuya

representacién GNS es inyectiva, es decir N, = 0.

Hay también un fuerte resultado de unicidad relativo a la representacién GNS de un estado.

Dada un &algebra de von Neumann M y un estado ¢, la construccién de GNS proporciona

25El ideal N, es bilateral ya que, para cualquier A € N, y B € A, la desigualdad de Schwarz para el estado
¢ implica que |p(B*A*AB)|* < p(B*B)p(A*A). Como ¢(A*A) = 0, se deduce que p(B*A*AB) = 0, por lo que
BA,AB € N,.

2Esto quiere decir que {7,(A4)Q, | A € A} es denso en H,,
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una representacion (m,, Hy,, Q) tal que p(a) = (Q,, m,(a)f2,) para todo a € M. Este triplete
es Unico a menos de equivalencia unitaria: si (7', H',Q)’) es otro triplete cumpliendo ¢(a) =
(', 7'(a)SY') entonces, entonces existe un unitario U : H, — H' tal que UQ = Qf, y U, (a) =
7'(a)U para todo a € M.

La construcciéon GNS nos permite dada una C*-dlgebra A asociarle diferentes von Neumann
algebras indexadas por los distintos estados sobre la C*-dlgebra y construidas via representacién
GNS, asi si por ejemplo ¢ y w son dos estados sobre A, entonces tenemos dos von Neumann
algebras dadas por m,(A)" y m,(A)”, y de hecho ambas pueden ser de distinto tipo. Sin ir més
lejos, como adelantamos en el caso del campo escalar libre la C*-algebra global se representara
como un algebra de von Neumann de tipo I si consideramos el estado de vacio, mientras que

para un estado termal serd de tipo III.

1.2.3. Estados KMS

A continuacién definiremos y presentaremos una breve resena sobre estados KMS, parte de

lo aqui expuesto se puede encontrar por ejemplo en capitulo 5 de [10].

En QM, un estado termal suele definirse via una matriz de densidad de la forma
e PH
P=—7

(1.2.10)

donde H es el hamiltoniano del sistema, [ es la temperatura inversa y Z = Tr(e*ﬁH ) es la

funcién de particién, que normaliza a 1 la traza de p.

Tipicamente, la funciéon de particién crece exponencialmente con el volumen del sistema,
ya que su logaritmo, la energia libre, es una cantidad extensiva. Por lo tanto, en el limite de
volumen infinito (el limite en el que se espera reproducir la termodindmica), la funcién de
particién diverge, lo que implica que e deja de ser de traza finita y, en consecuencia, la

matriz de densidad térmica no estd bien definida.

Por supuesto, el hecho de que el hamiltoniano no sea acotado no impide que podamos hacer
predicciones sobre el limite de volumen infinito. La manera usual de proceder es comenzar con
un volumen finito, calcular los valores de expectacién para luego tomar el limite de volumen
infinito. Este limite no existe para todos los observables: por ejemplo, la energia y otras cantida-
des extensivas divergen®’. Sin embargo, para los observables localizados en regiones acotadas, el
limite suele existir. Esto da lugar a un estado algebraico w en el algebra de todos los operadores
localizados en regiones acotadas, el cual no puede expresarse en términos de una matriz de
densidad. Pero dado que cualquier estado algebraico es continuo en la clausura uniforme de del

algebra sobre la que estd definido, podemos extender w a la clausura uniforme del dlgebra aso-

2TEl hamiltoniano generalmente no es un operador acotado. Como resultado, en muchos casos, las funciones

de él definidas no estan bien definidas en el limite termodindamico.
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ciada a todas las regiones acotadas, la cual es una C*-algebra usualmente denominada &lgebra

cuasilocal.

Para abordar esta dificultad en el contexto de la AQFT, se introduce la condicién KMS
(Kubo-Martin-Schwinger) como una caracterizacién alternativa de los estados termales. Un
marco adecuado para definir estos estados es, una C*-dlgebra A equipada con un grupo unipa-
ramétrico de automorfismos continuos «; con la topologia uniforme, a esta dupla se la llama
(C*-sistema dindmico. Un marco alternativo es el de los llamados W *-sistemas dindmicos, cons-
tituidos por un &lgebra de von Neumann A, y un grupo uniparametrico de automorfismos ay

que sea continuo en la topologia débil.

Se dice que un estado w de A satisface la condiciéon KMS a temperatura inversa  con
respecto a « si, para todo a,b € A, existe una funcién F,; acotada en la banda 0 < Imz < 3,

analitica en su interior y continua en su frontera, tal que

Fop(t) =wlao (b)), Fap(t+if) =w(ay(b)a), paratodot e R. (1.2.11)

Habra por tanto dos acepciones para estado KMS respecto a «, una para C*-sistemas
dindmicos y otra para W*-sistemas dinamicos. Cual de ellas aplique dependeré de si la dupla

(A, @) es uno u otro sistema.

Esta condicién esta inspirada en los estados termales tales y como los definimos en QM, ya
que la matriz de densidad térmal (1.2.10) satisface la condicién KMS con respecto al grupo de
traslaciones temporales oy (X) = e Xe~#H  Por lo general uno estd interesado en un grupo
de automorfismos que manifieste las traslaciones temporales, pero hay trabajos de estados
KMS respecto a grupos uniparamétricos de rotaciones u otros (aunque la definicién no esta en
principio inspirada en ellos). En el caso en que la matriz de densidad termal esté bien definida,
el estado algebraico correspondiente en B(#H) cumple la condicién KMS y no existen otras

matrices de densidad con esta propiedad.

Dado que la definicién KMS no hace referencia explicita a matrices de densidad, proporciona
un marco mas general para describir estados térmicos, especialmente en dlgebras de tipo III,
donde las trazas y matrices de densidad no son herramientas adecuadas. En general si el par
(A, a), es un sistema dindmico, diremos que un estado w sobre A es estacionario si es invariante
bajo la evolucién, es decir, si w(w(a)) = w(a) para todot € Ry a € A. Se desprende de
inmediato de la condicién de borde (1.2.11) tomando a =1y t = 0, que Fj 3(2) es una funcién
analitica acotada en la cinta 0 < Im(z) < f y periddica en la componente imaginaria. Luego
usando el teorema de Liuville resulta que Fj 3(2) es constante, y en particular Fy ;(t) = Fi(t),

es decir w(ay (b)) = w(b) para todo b € A, por lo tanto los estados KMS son estacionarios.

Veamos que, si la matriz de densidad estd bien definida, entonces el estado que ella define

en B(H) satisface la condicién KMS con respecto a las traslaciones temporales.

Consideremos primero un operador A que sea una combinacién lineal finita de operadores
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de la forma |m)(n|, con |m) e |n) autovectores del hamiltoniano. La funcién ¢ — ay(A) =

™ Ae~H e extiende a una funcién analitica C — B(H), y por lo tanto la funcién

1 . ,
Fxa(z) = 7 tr(e P X #H A=)

siendo X un operador acotado arbitrario, es analitica en todo C y en particular en una franja

de interés.
Ademas, satisface claramente la condicién de contorno (1.2.11), y esta acotada en cualquier

region donde Im z estd acotada, ya que

|FXA(Z)’ < HXeizHAe—izHH < HXH HeizHAe—izHH _ HXH He—(Imz)HAe(Imz)HH )

En particular, estd acotada en la franja Imz € [0,/], y por lo tanto satisface todas las
propiedades requeridas por la condicion KMS. De hecho, por el teorema de las tres lineas de

Hadamard®®, la analiticidad y acotacién, junto con la condicién de contorno (1.2.11), implican

Fxa()| < Jw({X, XT) w({A, A7) (1.2.12)

para z en la franja, donde { } denota el anticonmutador. Ahora, para cualquier operador acotado
Y, el operador Yy = PyY Py, donde Py denota la proyecciéon sobre el subespacio generado
por los primeros N autovectores de H, es del tipo considerado arriba (una combinacién lineal
finita de operadores de la forma |m)(n|), y las sucesiones {Ynx} y {Y]i,} convergen fuertemente
aY y YT respectivamente. La cota (1.2.12), junto con las propiedades de continuidad de los
estados normales?, implica que la sucesién { Fxy, } es uniformemente de Cauchy, y por lo tanto
converge uniformemente. Y lo hace a una funcién que estd acotada en la franja, es analitica en
su interior y continua en su frontera. Ademas, esta funcién satisface la condicién de contorno
(1.2.11) para los operadores X y Y, por las propiedades de continuidad de los estados normales,

asi que la condicién KMS esté satisfecha para pares arbitrarios de operadores.

Veamos ahora que la afirmacién reciproca también se cumple, es decir, que si un estado
normal en B(H) (ver nuevamente la nota al pie 29) satisface la condicién KMS con respecto a

las traslaciones temporales, entonces la matriz de densidad correspondiente es la p del termal

28E] teorema de las tres Lineas de Hadamard establece que si una funcién f(2) es holomorfa y acotada en
la banda abierta S = {z € C : a < Re(z) < b}, y continua en su clausura, entonces la funcién M(z) =
sup,cg | f(@ + iy)| es log-convexa en [a,b]. Es decir, para todo = € [a,b] y 6 € [0,1] con x = (1 — 0)a + 0b, se
cumple la desigualdad:
M(z) < M(a)' "M (®b)°.

El teorema es invariante bajo transformaciones conformes: la rotacién w = iz transforma la franja horizontal
z:0<Im(z) < g en la vertical w: —8 < Re(w) < 0, donde el teorema aplica directamente. La convexidad de

log M se preserva bajo esta transformacion lineal, justificando su uso en este contexto.
2%En la siguiente seccién 1.2.4 definiremos estados normales, pero nos adelantamos diciendo que son aquellos

que tienen una matriz de densidad asociada. O equivalentemente son continuos en la topologia débil en la bola

unitaria.
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(ver ecuacién (1.2.10)). Con tal fin, notemos que de la condicién KMS, se desprende que si b es
invariante bajo « (o sea ay(b) = b), entonces w(ab) = w(ba). Si el dlgebra es B(H) y w es normal,
esto implica que la matriz de densidad asociada p conmuta con todos los operadores invariantes
bajo a. Tomando a como el grupo de traslaciones temporales, obtenemos en particular que p
conmuta con H,y por tanto existe una base comtn a ambos operadores. Aplicando la condicién
KMS a los operadores |m)(n| y |n)(m|, donde |m) y |n) son elementos arbitrarios de esta base,

se obtiene finalmente que p tiene la forma usual asociada a estados termales en QM.

Ademas puede verse que todo estado normal y fiel sobre B(H) satisface la condicién KMS a
temperatura unitaria con respecto a algin grupo uniparametrico de automorfismos. De hecho,
la matriz de densidad p asociada a un estado fiel y normal es inyectiva, y por lo tanto puede
expresarse en la forma p = e H /Z para algiin hamiltoniano H. La condicién KMS se satisface

entonces respecto del grupo de automorfismos generado por este hamiltoniano, definido por

ar(X) = p 5 Xph.

De hecho, no existen otros grupos de automorfismos que satisfagan la condicién KMS sobre
B(#H). Todos los automorfismos de B(#) son internos, es decir, de la forma a(X) = UXUT
para algin unitario U, determinado salvo una fase global. Si a4 es un grupo uniparamétrico de
automorfismos, es posible elegir las fases para que U; también forme un grupo uniparamétrico.
Si un estado cumple la condicién KMS respecto de «, entonces como vimos serd invariante
bajo a, lo que implica que U; conmuta con la matriz de densidad p. Como consecuencia, U;
pertenece al doble conmutante {p}”, que es el dlgebra generada por funciones acotadas de p.
Asi, U; es una funcién de p, y sus vectores propios coinciden. Ademds la propiedad de grupo
impone que los valores propios de U; tengan la forma e***. De aqui, aplicando la condicién KMS

a operadores del tipo |m)(n|, con |m), |n) vectores propios de p, se concluye que
Ut = p_it.

Dicho resultado es pasible de generalizarse al caso de algebras de von Neumann arbitrarias.
Es decir, para todo estado normal y fiel w sobre una algebra de von Neumann A, existe un
unico grupo uniparamétrico de automorfismos de A con respecto al cual w satisface la condicién

KMS a una dada temperatura inversa f3.

Este grupo se denomina el grupo modular, o flujo modular, de w (a temperatura inversa f3).
Es importante observar que lo que se traslada del caso B(H) a dlgebras mds generales no es
la forma explicita del grupo, sino la existencia y unicidad de un grupo de automorfismos con
determinadas propiedades. En el caso de factores de tipo I, la forma es similar®: por ejemplo,
(X1 ® 1) = pfitleif ® 15, donde p; denota la matriz de densidad reducida obtenida al
tomar la traza parcial de la matriz de densidad global. Para otras algebras, sin embargo, el

grupo modular puede tener una estructura considerablemente mas compleja.

39Esto no es sorprendente, ya que un factor de tipo I es isomorfo a B(H).
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Parte del presente trabajo trata de determinar dicha evolucién modular para cierto tipo de
estados normales asociados a ciertas regiones, como se vera en el capitulo 4. Ademas en dicho
capitulo veremos como formular la nocién de estados KMS en el contexto del espacio de una

particula, es decir en la primera cuantizacién.

1.2.4. Entropias en teoria de cuantica campos

En teoria de la informacién clasica se define la entropia de Shannon asociada a una X

variable aleatoria discreta como la cantidad>!
—> pilogpi,
i

siendo p; las probabilidades asociadas a la variable aleatoria X. Dicha entropia es una medida
de la incerteza de dicha variable, siendo 0 si algtin p; = 1 y mayor en caso contrario®?. Podemos
justificar la interpretacién en terminos de la incerteza de la siguiente forma: primero podemos
asociar a un evento con probabilidad p de suceder, la nocién de sorpresa, no estaria mal definirla
como 1/p; ya que de esta forma cuanto menor sea la probabilidad de que el evento ocurra mayor
sorpresa le asociaremos a su ocurrencia. La desventaja que tiene esta nocién de sorpresa es que
no es aditiva para eventos independientes. Para obtener una funcién con esta propiedad sin
perder la interpretacion podemos aplicar una funcién creciente a nuestra “sorpresa”de modo
que convierta productos en sumas, el logaritmo parece servir. Asi podemos definir la sorpresa
de un evento con probabilidad p como log(%) = —log(p). Luego la entropia de Shannon de
una variable aleatoria X, termina siendo la esperanza de la sorpresa aplicada a X. Luego una
X con alta entropia de Shannon se corresponderd con una variable mas sorpresiva o incierta y
de lo contrario serd una variable poco sorpresiva o menos incierta, es decir que asignara valor

cercano a 1 a alguno de sus valores.

La version mecanica cuantica de esta medida de informacion es la entropia de von Neumann

que se asocia con un determinado estado via su matriz de densidad p como

Sun(p) = —Tr(plog(p)),

y si el estado es puro la misma se anula. Decimos que esta entropia generaliza la de Shannon
ya que en el caso de considerar una matriz densidad p diagonal, la Tr se traduce en una suma

de probabilidades y en consecuencia las definiciones son coincidentes.

En QM es de interés la entropia de entrelazamiento, dicha entropia surge al estudiar la res-
triccién de un estado ¢ definido globalmente (es decir sobre A(M) si pensamos en Minkowski) a
un subsistema con algebra A. Dicha restriccion gp‘ 4 bosee una entropia de entrelazamiento de-

bida justamente a su entrelazamiento con el complemento del sistema de interés. Si las dlgebras

31Similarmente se puede definir para variables continuas.
32 Adoptamos como es de esperar la convencién 0log(0) = 0.
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de observables son de tipo I (caso QM) entonces tanto el estado global ¢ como su restriccién
¢| 4 poseen sendos operadores de densidad asociados p, € B(H) y py.a € A (siendo A el dlge-
bra correspondiente al subsistema), en este caso definimos la entropia de entrelazamiento del
estado ¢ restringido al subsistema A como la entropia de von Neumann del estado restringido,

es decir
SeE(pla) = Sun(pgp,a) (1.2.13)

también llamada entropia de entrelazamiento del subsistema A (en el estado ¢). Para ser més

claros en cuanto a su interpretacién pongamos esto en términos de regiones del espaciotiempo.

En general se asocia la entropia de entrelazamiento (en un determinado estado) con una
cierta region del espacio de Minkowski, especificamente podemos pensar en un abierto relativo R
a una superficie a tiempo fijo ¥ y llamemos Q(R) a su dominio de dependencia. Consideremos la
subdlgebra A = A(O(R))*? del espacio de observables y un estado global ¢ del sistema. Entonces
la entropia de entrelazamiento asociada a R se define como la entropia de von Neumann de la

matriz de densidad reducida asociada a cp‘ A (que notdbamos py 4), 0 sea

SEE(R) := Sun(pe,A)- (1.2.14)

Si el estado global ¢ con el que empezamos es puro, entonces ésta entropia puede interpretarse
como una medida del entrelazamiento entre los grados de libertad dentro de la region R C X
v los que estan en su complemento relativo a 3, llamémoslo R¢. Esperamos que el lector sepa
disculpar el leve abuso de notacion al aplicar la entropia Spp primero a la restriccién de un

estado y luego a una region a tiempo fijo.

Es esperable que en teoria de campos la cantidad Sgg(R) sea infinita ya que los grados de
libertad tanto de dentro como fuera de la regién de interés son infinitos, veremos esto en breve
(ecuacién (1.2.19)). Ademds dada la clasificacién de algebras en tipos de inmediato empiezan
a surgir algunos interrogantes: ;Y si mi estado ¢ no tiene una matriz de densidad asociada?,
Ly si la tiene pero su restricciéon 90‘ A no?, y si estos operadores de densidad existen, jqué traza

uso en la ecuacién (1.2.14), la global o la asociada a mi algebra?

Respecto a la primer pregunta podemos decir que cuando se trata de estados globales en el
contexto de AQFT hay estados con matriz de densidad asociada (esto puede ser asi ya que el
algebra global no es de tipo III en general), dichos estados se denominan normales y pueden ser
caracterizados de manera equivalentes como estados continuos en la topologia débil en la bola
unitaria {a € A, |la|]| < 1}. Pero a diferencia de lo que pasa en QM, éstos ya no son todos los

estados posibles, hay estados globales que no vienen definidos por matrices de densidad.

Sucede que en el contexto de algebras locales en Minkowski éstas preguntas tienen sentido,
ya que las mismas son de tipo III (al menos para el campo escalar libre) y en dichas dlgebras

la traza solo puede valer 0 o oo impidiendo asi a sus operadores adoptar el rol de operador de

33 A(O(R)) es el dlgebra asociada via la net del dominio de dependencia de la regién espacial R.
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densidad asociado a cualquier estado definido sobre al algebra ya que un operador que se precie
de tal debe tener traza 1. Asi vemos que si hay un operador de densidad asociado a g@‘ A el

mismo no puede pertenecer a A.

Este es el estado de las cosas. Pero es interesante notar que las dlgebras de tipo II parecen
asociarse a regiones de teorias con gravedad, lo cual renové el interés (ver por ejemplo [22]
o [23]). Las 4lgebras de tipo II a diferencia de las de tipo III si admiten matrices de densidad ya
que las mismas albergan proyectores finitos y funciones trazas menos constrenidas que pueden
en particular tomar el valor 1. M4s atin si consideramos un algebra A de tipo II entonces hay una
suerte de matriz de densidad p,, 4 afiliada al algebra en cuestién asociada a gp‘ 4 En [24] Roberto
Longo y Edward Witten analizan una extensién de la nocién de entropia de entrelazamiento
introducida por Segal en 1960, la misma estd bien definida cuando el dlgebra de observables
es un algebra de von Neumann semifinita. Si el dlgebra es finita (o sea tipo I, con n € N o
tipo I11) entonces existe un unico estado 7 tipo traza, normal y fiel, de manera que podemos
extender nuestra nocién de operador de densidad asociado a un estado de manera casi igual
que para algebras de tipo I, con n € N a tipo I1; ya que dado un estado ¢ normal y fiel sobre

A, existe un tnico operador positivo y no singular p,, 4 afiliado®* a A que cumple
0(A) = 7(py,4A) para todo A € A. (1.2.15)

En estos términos la definicion de Segal es

Sr(#) = =7(pp,al0g(py,4)), (1.2.16)

y en algebras de tipo I, con n € N la relacién entre las entropias de Segal y de entrelazamiento

Sr(¢) = Ser(X.4) —log(n), (1.2.17)

que se desprende basicamente de nT = T'r. Esta generalizacién es valida incluso para algebras
de von Neumann semifinitas, de modo que ahora abarcamos algebras de tipo I y tipo I1. En
esta caso dado un estado 7 tipo traza, normal, fiel y semifinito sobre A y ¢ como antes entonces
podemos afirmar que existe p, 4 nuevamente afiliado a A y cumpliendo la ecuacién (1.2.15).
No obstante para algebras de tipo I, v Il €l estado 7 ya mencionado no es tinico, sino Unico
a menos de un reescaleo, con todo las entropias de Segal definidas segin tales reescaleos son

facilmente vinculables
Sxr(p) = S-(p) + log(A) para todo A > 0. (1.2.18)

Lo cierto es que en teoria de campos las algebras constituyentes de la net son de tipo III
(ver [15]) y las mismas no admiten estados de tipo traza, ni siquiera semifinitas, este hecho da

de baja nuestra correspondencia entre estados y operadores de densidad ya sea en el algebra

34Un operador T se dice afiliado a un 4lgebra de von Neumann M si cumple que UTU* = T para todo

operador unitario U € M'. Equivalentemente, T' conmuta con todos los proyectores de M’.
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de observables o bien afiliados a ella, lo cual tampoco permite aspirar a definir una entropia ya

sea de entrelazamiento o su generalizacion en la forma de Segal.

Ademas, dado ¢ un estado en A de tipo II como arriba, existe una sucesién de operadores
de densidad en A que tienden a p, 4 (una formulacién precisa de tal asercién se encuentra
en [25] capitulo V.2). Por ultimo si el dlgebra A es de tipo III, como de hecho lo es para el
caso A(O(X4)), no tengo operadores de densidad en el dlgebra y por ende no puedo definir
la entropia de entrelazamiento en la forma usual ni tampoco puedo conseguir una sucesién de

operadores de densidad en el dlgebra que aproximen a un dado estado.

Hay no obstante una forma de tratar la entropia de entrelazamiento, el método del “cut
off 7. Esencialmente dado un sistema fisico continuo, considera una malla discreta sobre él con
una separacion € entre puntos consecutivos, de modo de tratar con un sistema discreto a fin de
poder valerse de matrices de densidad y poder calcular la entropia de entrelazamiento como si
el dlgebra en cuestién fuese de tipo I,,. Resultando asi en general que (pensando que A es el
algebra asociada al dominio de dependencia de cierta region espacial d-dimensional X 4, cosa

que indicaremos por A = A(Q(X4)))

_ 9a-—2(9%4) 91(0%4)

S(Xa) a Tt 90(0%4) log(e) + So(Z.4), (1.2.19)

los coeficientes g son integrales sobre el 9% 4 y son independientes del estado ¢, mientras que Sy
es finito, depende del estado y de la regién. Uno quisiera “pasar al continuo” tomando el limite de
¢ tendiendo a cero, pero se ve que en tal situacién la entropia diverge y no esta bien definida en
consonancia con todo lo ya mencionado cuando tratamos su definiciéon desde la perspectiva de
AQFT y vimos que las trazas en algebras de tipo III son infinitas. Cabe destacar que el método
del cut off ha dado lugar al entendimiento de cuestiones como teoremas de irreversibilidad
del grupo de renormalizacién en dimensién 1 + 1 (ver [26]). No obstante su estructura de
divergencias, si es interesante el hecho de que debido a las propiedades mencionadas de los
coeficientes g, las divergencias se anulan si comparamos las entropias de distintos estados en
una misma regién. Esto nos lleva directamente a la nociéon de entropia relativa entre estados,
que luego definiremos. Otra forma de anular las divergencias es comparando un mismo estado
en dos regiones distintas, esto es basicamente lo que hacemos cuando definimos informacién

mutua.

Estas medidas de informacién (entropia relativa e informacién mutua) encuentran una bue-
na definicion en QFT y en particular en esta tesis nos avocaremos al estudio de la entropia
relativa entre dos estados muy particulares que seran introducidos en el capitulo 4. La entropia
relativa por ejemplo ha sido utilizada por Horacio Casini en [27] para darle sentido a la cota
de Bekenstein en QFT y demostrarla apelando a la propiedad de positividad de dicha entropfia.
No obstante en su trabajo la entropia relativa provenia de la diferencia de dos entropias de
entrelazamiento que eran calculadas tomando traza a una matriz de densidad como en (1.2.14),

es decir que se trabajaba con el método del cut off. Luego varios afios después la cota de Be-
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keinsten fue demostrada por Longo y Feng Xu en [28] sin apelar al método del cut off, sino
tomando como concepto primario la entropia relativa y eventualmente definiendo la entropia
de entrelazamiento a partir de ella (ver por ejemplo en [29]) sin necesidad de requerir estados

tipo traza

SEE( ) = sup {Z)‘ S SOZH(P Z/\ISOZ} ) (1'2'20)

donde el supremo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de ¢ en el espacio de

estados y S (¢ill¢) indica la entropia relativa entre ¢; y ¢.

Para cerrar la presente seccién introducimos brevemente el concepto de entropia relativa,
la misma como acabamos de mencionar admite una buena definicién en teoria de campos. La
nocion de entropia relativa en teoria de campos es el resultado de generalizacién tras generaliza-
cién de una nocién proveniente en primer instancia de la teoria de probabilidades. Para darnos
una idea béasica de qué mide, pensemos en una variable aleatoria discreta X con n posibles
resultados, y denotemos por p; a la probabilidad de que X = z;. Asi mismo notemos ¢; a la

probabilidad que cierto modelo (o teoria) otorga al evento X = x;.

Al realizar N mediciones del valor de X, los resultados observados serdan (a menos de una

permutacion)

{mediciones} = {x1, -+, 21,22, -+ ,x2,...}

N Observaciones

donde cada x; aparece aproximadamente p; N veces.

La probabilidad que la teoria le otorga a dichas N observaciones es

Pieoria({mediciones}) = H qll | ;R ~ 27N Xz pillogpi—logai)
l 1 pzN)

en la Ultima igualdad se utilizé la formula de Stirling suponiendo que N es grande. La divergencia
de Kullback-Leibler (también llamada entropia relativa) entre las distribuciones {p;} y {q;} se

define como

SHUpitl{a}) == > pillogp; —logq:)

i
Al observar el exponente de Pieoia({mediciones}) para valores grandes de N, se deduce que

si NS({pi}|[{¢:}) > 1, la teoria {g;} no es consistente con la distribucién real {p;}.

En QM este concepto de entropia relativa se generaliza a estados dados via matriz de
densidad. Sean p y x dos matrices de densidad asociadas a estados cudnticos, entonces se define

la entropia relativa entre dichos estados como

S(xllp) = Trx(log x — log p) (1.2.21)
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Cuando los estados estan relacionados clasicamente (es decir, cuando [p, x] = 0), la expresién
anterior se reduce a la de la teoria de probabilidad. La generalizacion aparece para estados tales
que [p, x] # 0, por ejemplo para los estados de qubit p = %(1 +o:)yx= %(1 + 0y), los cuales

no conmutan ya que [p, x] = 2io, (donde oy, 0, y 0, son las matrices de Pauli).

En QFT hay infinitos grados de libertad y como ya mencionamos hay problemas para
asociar matrices de densidad a los estados e incluso para definir una traza. Estamos interesados
en algebras de von Neumann de tipo III y por lo tanto es necesaria todavia otra generalizacién.
Dicha generalizacion es debida a Araki, serd brevemente mencionada al final del capitulo o en

mas detalle en el capitulo 4.

1.3. Teoria de Tomita-Takesaki

La teoria de Tomita-Takesaki es un marco matematico para el estudio de las algebras
de von Neumann. En particular describe como un estado puede inducir una estructura sobre
dichas dlgebras, y una nocién algebraica de temperatura. Se basa en la observacién de que, al
representar una algebra via la construccion de GNS de cierto estado, surge una descomposicién
natural en términos de dos operadores, que de momento notaremos A y J, los cuales codifican

informacién relevante del estado y su correspondiente algebra.

Un resultado central de la teoria es que el operador modular A genera un flujo uniparamétri-
co de automorfismos «;, conocido como flujo modular, que describe una evolucién interna en
algebra inducida por la GNS de un dado estado. Este flujo, como veremos, es crucial, ya que
proporciona una forma de definir estados termales a través de la condicién de KMS, tal y como

lo hicimos en la seccién precedente con el grupo uniparamétrico de traslaciones temporales.

1.3.1. Operadores modulares

Veamos entonces cémo se definen los mencionados operadores modulares. Como menciona-
mos en la seccién 1.2.2, dado un estado y una regién del espaciotiempo le podemos asignar un
algebra de von Neumann. Sea entonces M un algebra de von Neumann (que estard en general
asociada a un estado y una regién) actuando sobre un espacio de Hilbert H que contiene un
vector (2 ciclico y separante para M. Definimos el operador Sy sobre un subconjunto de H de
la siguiente manera:

SonAQ = A*Q), para todo A € M.

Notemos que, debido a la ciclicidad de €2, dicho operador esta definido sobre un conjunto denso
del espacio de Hilbert. Y gracias a que ) es separante para M, el operador goza de buena
definicién, es decir que si AQ = B para dos operadores A, B € M, entonces, SynAQ =

SoaBS. Més aun, Syq se puede extender a un operador antilineal bien definido y cerrado que
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denotaremos So?°, claramente éste tiltimo también estard definido sobre un denso de H. Ademas

ng = I en su dominio de definicién y Sqf) = Q.

Considerando la descomposicion polar del operador Sq,
Sq = JaAy? = A2 g,

nos valemos de dos operadores: Ag un operador positivo y autoadjunto y Jo un antiunitario. Ag
se denomina el operador modular y Jg la conjugacién modular (o involucién modular), ambos
se dicen asociados al par (M, Q). Notemos que Js% es el operador identidad y que Jqo = Jg‘l%.
En vistas de la descomposicién polar, podemos determinar que Aq = S4Sq, y dado que Ag es

autoadjunto y definido positivo, por cdlculo funcional su raiz cuadrada estd bien definida.

Ademés, AZ es un operador unitario para todo t € R, y el conjunto {A% | ¢ € R} forma un

grupo unitario continuo respecto a la topologia fuerte de operadores.

Usualmente se nota M’ al conjunto de todos los operadores lineales acotados en H que
conmutan con todos los elementos de M. Uno de los resultados méas tutiles de la teoria de

Tomita-Takesaki (y que de hecho utilizaremos en el capitulo 3) establece que

Teorema 1.3.1. Sea M wuna dlgebra de von Neumann con un vector §) ciclico y separante.

Entonces Jod = Q = Aq€) y se cumplen las siguientes igualdades:

JoMJg =My ASMAL" =M, para todot € R.

Ademds si definimos FoqA'QQ) = A™*Q, para todo A’ € M', y llamamos F a su clausura,

entonces se cumple

Aq = FqSq, Ag_zl = SoFo, Fq= JQAg_zl/z.
Es decir, en estas condiciones se tiene que Fn = S§ y por lo tanto S¢ es el operador de
Tomita de M’ si Sq es el de M. Una vez més remitimos al lector a [18] para la demostracién

del teorema.

El teorema previo es de gran importancia por varios motivos. No solamente lo utilizaremos
en la demostracién de la dualidad de Haag (ver siguiente seccién 1.4 o directamente el capitulo
3), sino que también nos provee de un grupo uniparamétrico de automorfismos. Con el mismo
se puede constituir un sistema algebraico dindmico, tal y como fue mencionado en la seccién

1.2.3. Volveremos a entrar en detalles sobre dicho grupo uniparamétrico en la seccién 4.1.

35Un operador es cerrado cuando su grafico lo es. Para ver que Soq admite una extensién cerrada que ademss

es Unica remitimos al lector a [18].
36Recordemos que para operadores antilineales el adjunto A* de un operador A satisface

(A*z;y) = (z; Ay) Vy € dom(A) y Vz € dom(A™).
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Concretamente, si nos remitimos al Theorem 5.3.10 en [30]. Dada M un algebra de von
Neumann y w un estado normal y fiel, el grupo uniparametrico de automorfismos modulares de
M (continuo en la topologia débil) dado por la conjugacion a;(A) := ALAA® hace de (M, ;)

un W*-sistema dindmico para el cual w es un estado KMS respecto a a.

Al grupo uniparamétrico «, se le llama grupo modular asociado a (M, w). El grupo modular
serd clave a la hora de construir un estado KMS concreto en el capitulo 5. Alli serd de suma
utilidad el conocer el grupo modular asociado al vacio en cierta regién del espaciotiempo, para

poder también determinar el asociado a un estado termal definido en otra region.

Volviendo al operador Fg, serd ttil el hecho de que sus operadores modulares estan rela-

_1
cionados con los de Sq. El teorema 1.3.1 nos indica que Fo = JoA?, y si comparamos esto
con la descomposiciéon polar del propio Fg: Fo = J&(A’Q)% (aqui primamos a los operadores

modulares asociados a Fy), obtenemos por unicidad de la descomposicién polar

Jo=Jo vy ALh=Ag

1
Por ltimo, de S(Q) = I, se deduce A,*> = JoAZJq, que elevando al cuadrado y usando

N

Js% = I, resulta en As_zl = JoAqJq. De aqui podemos concluir que si h es una funcién real

Sea ahora f = f1 + ify una funcién compleja, entonces

F(AGY = A(AGY —if2(AgY) = Jafi(Ag)Ja — idaf2(Ag) Jo

= (Jafi(Aq) —iJaf2(Aa))Ja = (Jafi(Aa)Ja + Jaifa(Aa))Ja
= Ja(f1(Aq) +if2(Aq))Ja = Jaf(Aa)Ja.

En la segunda linea se usé el hecho de que Jg es antilineal. Si aplicamos este resultado a la
funcién f(z) = 2%, con s € R,

5= JoAB Jg. (1.3.1)
Es decir, AS conmuta con Jg. Hecho que en el caso finito dimensional es mas directo de ver,
dado que ZQS es pasible de escribirse en términos de las matrices de densidad reducidas del

estado € (ver por ejemplo céapitulo 4 de [31]).

1.3.2. Operadores modulares relativos

Por otra parte también existe una nociéon de operadores modulares relativos. Dedicaremos
esta breve seccion a introducirlos. Si consideramos un segundo estado ® € H que no necesaria-

mente sea ciclico ni separante para el algebra M, se puede definir un operador.

Sq|pal) = a*® Va € M. (1.3.2)
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Una vez mas, este operador estd definido sobre un denso, dada la ciclicidad de €2 respecto a M.
Como sucedia en el caso no relativo, el operador Sq| es cerrable, notaremos de igual forma a
su clausura.

Similarmente al caso del operador de Tomita Sq, asociaremos al operador de Tomita re-
1
3
Q|®
operador positivo y autoadjunto y Jq e una isometrfa parcial (\inica si pedimos que se anule en
Ker(Sg))-

lativo Sq|¢, dos operadores, via su descomposicién polar Sqe = JooA siendo Agjp un

Si @ fuese a su vez ciclico y separante para M, también se podra definir Sp|n, en tal caso
Sqje ¥ Sp|n son mutuamente inversos sobre aquellos vectores que tenga sentido la composicién
de ambos mapas. Esto se deduce de la ecuacién (1.3.2) al aplicar Sg|o. Ademds, en tal caso

Jaje serfa un operador unitario.

Al igual que antes podemos definir ng‘q, como el operador tal que S&l(ba’ |©2) = a* |®) para
a e M.

Msés atin, de las siguientes igualdades (en las que a € M y a’ € M') se desprende una

relacion de importancia entre ambos operadores,

(Shiod' 19)5a1)) = (@ ®);012)) = (1®);d/a|92)

(12)5ad’|Q)) = (a” |®);d’ |Q)) = (a'[Q) ;0" [®))

= (' 19) ; Sjea ),

esto muestra que S;z| e = Sé)\ o Sobre su dominio comun. Notar que, esta tultima demostracion

también deja constancia de que S¢, = S, si tomamos ® como § (observese que Soln = Sa)-

Volviendo a la definicién Sqpaf2 = a*®, si se diera el caso de que ® no sea separante para
M, podria suceder que haya un operador no nulo a tal que a*® = 0. En tal caso af) estaria en
el nucleo de Sg|g. Entonces, esta vez al momento de aplicar el teorema de la descomposicion
polar ya no habra unicidad para el operador Jq¢ (a menos que le pidamos otras condiciones
)+

como que su dominio sea (ker Sqe)=, no obstante estos tecnicismos no seran de interés en la

presente tesis).

Es interesante notar que la definicién de Sg|e tiene sentido atin si 2y ® no estan en el mismo
espacio de Hilbert H, pero evidentemente si es necesario que el algebra de von Neumann en

cuestién actie sobre ambos espacios de Hilbert a los que cada uno de los vectores pertenezcan.

La teoria de Tomita-Takesaki es muy basta, si de mencionar propiedades se tratara, podriamos
llenar paginas y paginas, pero no pretendemos aqui hacer un anélisis exhaustivo ni muchisimo

menos, solo introducir las nociones que nos seran de utilidad en lo que sigue.
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1.4. Contribuciones de la tesis

En la presente tesis se logré aplicar exitosamente la teoria de Tomita-Takesaki trabajando
en el marco tedrico de la AQFT. A continuaciéon mencionaremos brevemente los tres principales

resultados de misma.

1. La dualidad de Haag establece que dado un estado ¢ y una subregién R de Minkowski®’,
la von Neumann algebra de observables correspondiente al complemento causal de R (que
notaremos por R') es exactamente el conmutante del dlgebra de observables asociada a
R. Dicha afirmacién es ligera pero sustancialmente distinta al axioma de localidad. Este

axioma afirma que®®:

Ap(R) C A, (R,

pero en contraste con esto, la dualidad de Haag se satisface cuando ademas

A, (R') = A, (R)". (1.4.1)

tiempo

4 \ espacio

Figura 1.3: La dualidad de Haag establece que las algebras de von Neumann correspondientes
a las dos regiones de la figura, que son wedges y complementos causales mutuos han de ser una

igual al conmutante de la otra.

Fue Araki quien en 1964 publicé [15] demostrando que, si consideramos ¢ como el estado
de vacio del campo escalar libre masivo en 341 dimensiones, la dualidad de Haag se satis-
face para cierto tipo de regiones (las llamadas diamantes, luego entraremos en detalles).
La cuestién radica en que la demostracién de Araki estd segmentada en dos publicaciones.
La primera de ellas [32], en la cual define y enuncia varias propiedades para un mapa que
asocia algebras de von Neumann a subespacios (o pares de subespacios) de un Hilbert. All{
enuncia y demuestra una version parcial de la dualidad de Haag formulada en términos de
dicho mapa. En un trabajo posterior [15], define un otro mapa que a ciertas regiones del

espaciotiempo les asocia subespacios, nuevamente define y demuestra una version parcial

3"Puede que otro espaciotiempo dependiendo del nivel de generalidad en que haya sido enunciada.
38En lo que sigue alivianaremos un poco la notacién, comenzaremos a notar A, (S) al dlgebra que en la seccién

1.2.2 llamébamos 7, (A(S))", siendo S un abierto cualquiera.
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de la dualidad de Haag para dicho mapa. Si bien su demostracion es rigurosa y es com-
pleta, nosotros pretendemos hacer algunos aportes. El primero de ellos, consiste en dejar
en claro los detalles por los cuales la versiéon de la dualidad de Haag dada por la ecuacién
(1.4.1) se desprende de las dos versiones parciales de la dualidad dadas por Araki. Esto
no envuelve una dificultad extrema, pero si que contribuye a al entendimiento global de

la dualidad en la forma que usualmente se la conoce.

Por otra parte, también logramos obtener una demostracién alternativa a la versiéon dada
por Araki en su primer trabajo (es decir su versién parcial de la dualidad para el mapa de
subespacios a dlgebras). Para esto, seguimos en parte el trabajo de Eckmann y Osterwalder
[33], en el cual se demuestra la dualidad para dicho mapa usando la teoria de Tomita-
Takesaki. El aporte de esta tesis en cuanto a la dualidad de Haag (que se desarrollara
en los capitulos 2 y 3) es por un lado presentar una versién innovadora y simplificada
respecto a la presentada en [33]. La simplificacién se debe a la utilizacién del adjunto del
operador de Tomita S (dejaremos para el cépitulo 3 la definicién precisa), en lugar de
a varios operadores auxiliares como lo hacen Eckmann y Osterwalder. En concreto, nos
ocupamos de conectar los trabajos [32], [15] y [33] de manera que se entienda claramente
porque las versiones de la dualidad que cada uno de ellos presentan terminan demostrando
lo que entendemos como dualidad de Haag para la net de una AQFT. Por tltimo, también
decidimos presentar un contraejemplo a la dualidad de Haag, es decir una regién que no la
satisfaga (por supuesto no serd un diamante), el mismo si bien esta presente en el trabajo
original de Araki [15], no lo esta con el detalle aqui presente ya que alli también decidimos

modificar algunas demostraciones, hacerlas mas detalladas y agregar graficos.

. También en el capitulo 2 volveremos en mas detalle sobre la nocién de estado KMS y de
entropia relativa que como dijimos es una medida de la distinguibilidad entre dos estados.

Recordemos que en QM, para dos matrices de densidad p y o, se define como

S(pllo) = Tr(plog p — plogo). (1.4.2)

Si el espacio de Hilbert del sistema se factoriza como producto de dos, se pueden reducir
cada una de las matrices de densidad a una de las particiones y calcular la entropia relativa
entre las matrices de densidad reducidas. El andlogo en QFT es reducir los estados a una
region del espacio-tiempo, es decir tratar con estados locales. Intuitivamente, cuanto mas
pequena sea esta region, menos operadores se tienen para caracterizar los estados y, por
lo tanto, la entropia relativa disminuye. Sin embargo, las regiones acotadas genéricas del
espacio-tiempo, como los diamantes causales, se asocian con algebras de von Neumann de
Tipo III, y estas dlgebras como vimos en la seccién 1.2.1 no poseen operadores con traza
finita, y segtin vimos en la seccién 1.2.4 tampoco matrices de densidad. No obstante, la

definicién de la entropia relativa (1.4.2) puede extenderse adecuadamente como veremos
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en el capitulo 4 siguiendo [34]. Adelantandonos un poco a eso mismo, dados dos estados®’
wy w' del dlgebra de von Neumann A(Q) asociada a alguna regién del espaciotiempo O,

representados ambos en un espacio de Hilbert por  y €', la entropia relativa de Araki es
So(w||w') = (2, 1log A0 9), (1.4.3)

donde Agrq es el operador modular relativo introducido en la seccién previa. El mis-
mo codifica la relacién entre ambos estados (ahondaremos en él en el capitulo 3). Esto
contrasta marcadamente con la entropia de entrelazamiento, que necesariamente diverge
debido al comportamiento ultravioleta genérico de las correlaciones a través del borde de

la regién correspondiente (ver [35]).

La entropia relativa de Araki (1.4.3) puede ser dificil de calcular en casos generales.
Recientemente se ha calculado en varias situaciones especificas para estados coherentes
actuando sobre el vacio de la QFT de un escalar libre: en el wedge de Rindler [36-38], en
un diamante causal en dimensiones espaciales mayores que 2 [39], y posteriormente en el
caso bidimensional [40]. Ademds, en el modelo bosénico de vacio con corriente U(1) (es
decir, un bosén sin masa en un rayo de luz), se calculé la entropia relativa de estados
coherentes para una semirrecta en [41] y se utiliz6 para obtener la expresién andloga para
regiones (no acotadas) del plano nulo en un escalar libre en [42]. Para resultados similares
en teorias conformes de campos fermiénicas libres, véase [43]. Para teorfas con interaccién,
hasta donde sabemos, los tinicos resultados disponibles corresponden a estados coherentes
en CFTs quirales [44,45], mientras que para QFT libres en espacios curvos, véase [46].
En particular para la entropia relativa entre el vacio de un campo escalar masivo y una

excitacion del mismo ver [47].

Todos los calculos anteriores comparan el estado de vacio con una excitaciéon coheren-
te del mismo (excepto [46]). Recientemente, en [48], entre otros resultados, se calculé la
entropia relativa para una semirrecta en el modelo térmico de corriente U(1). Es decir,
un estado KMS de temperatura inversa § se compard con una excitacién coherente del
mismo, restringido a una semirrecta. El hecho de que la entropia relativa se haya cal-
culado en una semirrecta es un punto importante, ya que por argumentos generales su
operador modular ya habia sido obtenido en [49] considerando el subgrupo de PSL(2,R)
generado solo por dilataciones y traslaciones. Incluso en el caso de vacio, se puede ver que
para obtener el operador modular de un intervalo acotado es necesario utilizar el grupo
completo PSL(2,R) de transformaciones conformes de la teoria quiral de bosones (esto lo

discutiremos en detalle en el capitulo 4).

Nosotros presentaremos el calculo de la entropia relativa de estados coherentes en un
intervalo acotado I C R para el modelo térmico de corriente U(1) y el bosén libre sin masa

a temperatura finita en 1 + 1 dimensiones restringido a un diamante causal. Destacamos

39En realidad deben ser estados normales y fieles.
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que gracias a la metodologia utilizada podremos establecer dos cotas rigurosas para cada
teoria, sin necesidad de regularizar cantidades infinitas: una cota tipo Bekenstein, es decir
una cota para la entropia en términos del tamano de la regién y energia del estado y, por
otra parte, una violacién controlada de la Condicién Cudntica de Energia Nula (QNEC,
de aqui en adelante por sus siglas en inglés), que ya habia sido anticipada en [48] en ciertos

casos.

. El estudio de la entropia relativa nos obligd a determinar el Hamiltoniano modular asocia-
do a un estado KMS en regiones de tipo diamante en 141 dimensiones. Este es una suerte
de Hamiltoniano que determina la evolucion del estado dentro del diamante en cuestion y
codifica la misma informacién que el flujo modular o el operador modular de dicho esta-
do. Ademsds, para completar el estudio de los operadores de la teoria de Tomita-Takesaki
relativos al estado termal, nos avocamos en el capitulo 5 al estudio del operador de con-
jugaciéon modular J asociado al estado termal restringido en una regién tipo wedge de
Rindler. Si bien dispone de una expresion formal, no queda claro a partir de la literatura
cémo se debe interpretar y aplicar en concreto sobre un operador, ya que la escritura for-
mal conlleva la evaluacién de los campos en argumentos complejos (en la literatura suele
denominarse a esto el second word, ver por ejemplo [50]). Nosotros logramos reproducir
tal expresion formal utilizando la construccién GNS para el estado termal y a la vez darle
sentido precisando como actian cada uno de sus elementos de matriz sobre un conjunto

denso. También discutiremos la forma de J en distintas purificaciones.
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Capitulo 2

Cuantizaciones del escalar libre

First quantization is a mystery, but second quantization is a functor

Edward Nelson, 1932-201/, Irving Segal doctoral student.

Recordemos del capitulo 1 que hay varias formas de representar las CCR, entre ellas desta-
can las de Weyl y de Segal. En particular, partiendo de la ecuacién de movimiento del campo
escalar libre, Araki en [32] y [15] usa el espacio de Fock como espacio sobre el cual repre-
sentar las formulaciones de Segal y Weyl de las CCR. En este capitulo presentaremos tales

representaciones.

2.1. Primera cuantizacion

2.1.1. El espacio de una particula H

El campo escalar libre de masa m > 0 satisface la ecuacién de Klein-Gordon'

(O 4 m?)p(z) = 0. (2.1.1)
Transformando Fourier esta ecuacién (ver (2.1.5) més adelante)
(=p* +m?).7(¢)(p) =0,

lo cual implica que .% (¢)(p) esta soportado en la unién de los hiperboloides {p € R*|p? = m?}

y dado que ¢ es real #(¢)(—p) = F(¢)(p)*. Luego ¢ queda definido por el valor de .7 (¢) en

el hiperboloide de masa positiva H,, := {p2 =m? p°> 0}. Motivados en esto y siguiendo

!Consideraremos la signatura (+,—,—,—) para el espaciotiempo de Minkowski, de manera que 00 = 9% —

—
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la linea en [51], podemos decir que si u : Hy,, U —H,, — C satisface u(—p) = u(p)*, podemos

construir una solucién a la ecuacién (2.1.1).

P(x) = (2;33 /R4 e_ipxé(p2 — m2)sgn(p0)u(p)d4p (2.1.2)
_ —1 e—ipx 2 m2 0 u 4, —1 e—ipx 2 m? 0 u 4
= ot L 0 'y — o [ o 'y
_ —1 efip:vu i 3. —1 eipxu *i 3
Ty /Rs (p)prdp P /RS (p) 20,07
= g [t e ity

entendiendo a partir del tercer renglén que p = (wp,p), siendo wy, := \/m, y realizando
la integral en R? sobre las coordenadas de p. Al calcular la norma de ¢(z) se ve que la misma
depende de la convergencia de la integral de la funcién u(p), pudiendo la misma diverger. De
este modo notamos que es preferible entender la expresién (2.1.2) como una distribucién ¢(u)

que serd solucidn débil® de (2.1.1).
Las soluciones débiles de la forma ¢(u) estardn bien definidas siempre que

d3
olp) Pa? i)ty < o) = 12 (22,20 )

uwe{a: H,U—H,, — C/ a(—p)=a(p)*y / y

R4
ya que en tal caso la ¢(u) serd finito.

Ademss si u = Z(h)|g,,u—m,, con h € SR R) (una funcién de Schwartz real), entonces

Fu(e) 1= 6(u) = 6(F (Wm,i-n,) = [ Alw = hia)dy (213)

= (2::)3 /R4 e_ipxé(pQ _ mQ)Sgn(pO)y(h) (p)d4p, (2.1.4)

donde A es el propagador causal®.Notemos que si la transformada de Fourier de h se anula
cuando la restringimos al hiperboloide H,,, entonces la solucién asociada es la trivial. Ademéds
si h es suave y de soporte compacto entonces la solucién asociada es suave (o sea que es

promovida de solucién débil a solucién a secas, ver Theorem 1 en [52])

En resumen, para cada h € S(R* R) tenemos una forma de asociarle solucién débil de
la ecuacién de Klein-Gordon, pasando por una funcién auxiliar .#(h)|g,,u—m,, definida en
H,, U —H,,. Notemos que asi podemos entender* a ¢ : S(R* R) — C como una distribucién
temperada que es solucién débil de (2.1.1). Dada h € S(R*, R) se satisface ¢((00 +m?)h) = 0

*Una solucién débil de (2.1.1) es una distribucién ¢ (temperada para nosotros) tal que ¢((0 + m?)f) = 0

para toda f € S(R*).
3Hay varias formas de definirlo, una es tomar la tltima igualdad de (2.1.3). Otra es definirlo como 2ReA(*),

ver més adelante (2.1.6).
“Cometiendo un claro abuso de notacién voy a llamar ¢(-) a lo que deberfa lamar ¢(.Z ()| w,,u—#,, )-
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va que transformando Fourier se tiene:
Z (@4 m?*)h] = (—p* + m*).F(h) = 0 en Hy, U —Hy,.

En lo que sigue construimos lo que usualmente se llama espacio de una particula H.

Consideremos el espacio de las funciones de Schwartz reales® S(R*, R). Definimos su trans-

formada de Fourier como,

FE)@) = 202 [ daf@)ens (2.1.5)
R4
Podemos definir una forma simétrica semi-definida positiva en S(R*, R) que toma valores en C
(nh)s =2 [ (@A @ - y)ha(y)dedy, (2.1.6)
R4 xR4

donde A (z) = ﬁ [ e %5(p? — m?)0(p°)d*p. Esta forma no es més que el producto inva-

riante de Lorentz en el hiperboloide de masa H,,. Lo cual se deduce de

(b1, ha)s = 2 / F ()" (0) 7 (h2) (0)3(p* — m*)(p°)d*p (2.1.7)

R4
= [ #0092
R3 ’ ’ W(ﬁ)’

donde w(p) = \/m =: wp. Hay un conjunto de funciones tales que (h,h)s = 0, estas
son las funciones cuya transformada Fourier se anula sobre H,,. Las denotaremos por Sy. Para
obtener un espacio de Hilbert debemos tener un producto definido positivo y para esto hemos
de cocientar nuestro espacio por Sp. En S(R* R)/Sy se puede definir una multiplicacién por 4°
como ih := K si F(h)|g, = iF(h)|y,,, con hy k' funciones de Schwartz reales sobre R%. Se
puede ver en [53] que esta definicién no depende de la eleccién de los representantes escogidos,
para ver un ejemplo de cémo actiia dicha multiplicacién sobre una gaussiana, dirijase al apendice

7.1.

Asi definida, la multiplicacién por i convierte (,)s en un producto interno complejo sobre
S(R*, R)/Sy. Si luego completamos S(R*, R)/Sy respecto a la norma inducida por tal producto
interno, terminamos con un espacio de Hilbert complejo que es el espacio de una particula que
denotaremos

H := S(R*,R)/So. (2.1.8)

Entendemos a este espacio equipado con la multiplicacién con i ya definida (extendida) y

denotamos al producto (, ).

®Sobre las que podemos representar con U(a, A) de I1SO(3, 1) actuando [U(a, A) f](z) = f(A" (z —a)), f€
S(R*,R), o equivalentemente [U(a, A).Z (£)](p) = e *F (f)(A™'p). Con el producto interno complejo de (2.1.8),

las representaciones se vuelven unitarias.
SEsto es darle una estructura compleja a S(R* R)/So.
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La forma de relacionar ‘H con las funciones de cuadrado integrable sobe el hiperboloide H,,
es la siguiente. El mapa E : S(R*, R) — Lo <R3, Cfui:) dado por E(h) = % (h)|g,, tiene imagen
densa (ver [54], capitulo X) y Ker(E) = Sy, luego E pasa al cociente S(R* R)/Sy como un

mapa inyectivo. Con lo cual

- 3
#H = S(RY,R)/Sy ~ L> <R3, dp> :
Wp

notemos que las estructuras complejas son compatibles dada la definicién de ¢ en H. Como ya
mencionamos antes, pero ahora en estos términos, dada [h] € S (R*, R) /So la podemos pensar
como un elemento de L? <R37 ‘:%’), y via ¢(E(h))Fp, como solucién débil de la ecuacién de
Klein-Gordon.

2.1.2. Espacios de funciones de testeo

Previo a definir CCR-algebras, vamos a introducir dos espacios de Hilbert reales sobre los que
se modelan. Ambos espacios de Hilbert se pondran en correspondencia con el espacio de Hilbert
complejo de una particula (#, (, )#). El primer espacio de Hilbert se notard por K, sus elementos
son funciones reales con dominio en el espaciotiempo que luego se usaran para construir campos
suavizados sobre regiones del espaciotiempo. El segundo espacio en cuestién serd notado K, y
como veremos en la seccion 2.1.4 estd intimamente relacionado con las condiciones iniciales del
campo a t = 0. Heuristicamente H es la semilla de lo que serdn las soluciones de Klein-Gordon,

mientras que K por su parte cumple el mismo rol pero para las condiciones iniciales del campo.

El espacio de Hilbert real de una particula de Segal K

Comenzando por el espacio de Hilbert complejo’ H visto como generado por funciones
de Schwartz reales médulo Sy, se puede definir® un espacio de Hilbert real K junto con una

estructura compleja 3, o sea un operador que actiia sobre K y satisface:

B =-B pZ=—1. (2.1.9)

Consideremos a H como espacio vectorial real con producto interno dado por Re{(,)x}. No-
temos que H es completo respecto a dicho producto. Luego llamemos K = H como espacios
vectoriales reales y usemos en K el producto interno (,)x = Re{(,)x}. Ademds notemos que

dado h € H, en el espacio de Hilbert real K los elementos h y ¢h son linealmente independientes,

"Lo que sigue es una construccién general de un espacio de Hilbert real con estructura compleja B a partir
de un espacio de Hilbert complejo arbitrario. Pero, para hacer contacto con lo que discutimos anteriormente,

tenemos en mente el espacio de Hilbert complejo H.
8En [15], primero se define un espacio de Hilbert real # de la misma manera en que lo hacemos para K y la

estructura compleja es dada por i, tomada de H. Luego se definen K y 3 como lo hacemos nosotros, y al final

(H, 1) es isomorfo a (K, 3). Nosotros no vamos a hacer esta distincién.
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cuando como elementos de H claramente no lo son (dado que H es un Hilbert complejo). Como

dijimos
(h1,ho)k := Re{(h1,ha)n} (2.1.10)
v 3 se define por
(h1, Bh2)k = —Im{(h1, ho)n}. (2.1.11)
Para ver que B2 = —1, notemos que {3 es un operador en K que mapea h a ih, pues (h1, Bha)x =

—Im{(hi, ho)n} = Re{i(hi, ho)n} = Re{(h1,ih2)n} = (h1,ih2)k, para todo hy y hs. Con lo
cual, B se puede identificar con la multiplicacién por el escalar i en . Entonces B?h = Bih =
i?h = —h. También se puede ver que B*, el adjunto de B, es —B: (—Bh1, ho)ic = —(Bh1, o)y =
—(ha, Bh1)x = Im{(ho, h1)y} = Im{m} = —Im{(h1, h2)x} = (h1, Bh2)k. En concreto,
B! = —p = B*. El rol del operador B es el de distinguir entre “posicién y velocidad” como

veremos luego.

La parte imaginaria del producto interno en H nos proporciona una estructura simpléctica
oen K
O'(hl7 hg) = IHl(hl7 hQ)H = *(hl, Bhg) (2112)

De manera que cuando hablemos de K estaremos hablando de un espacio de Hilbert real y
simpléctico cuyo producto interno denotaremos (,)x, dotado ademds de un operador 3 que

satisface (2.1.9) y se relaciona con ¢ mediante (2.1.12).

También hay que notar que dado (K,) un espacio de Hilbert real con un operador £
satisfaciendo (2.1.9), es posible definir un espacio de Hilbert complejo H. Como conjuntos
H = K.Y basandonos en (2.1.10) y (2.1.11) definimos

(h1,h2)y = (h1, h2)k — i(h1, Pha)k. (2.1.13)

Las propiedades definitorias de 3 se usan para probar que la ecuacién de arriba define un
producto interno en H. Para mostrar esto primero debemos definir una accién C ~ H, por
(a4 bi)h := ah + bph.

Veamos entonces que (2.1.13) es sesquilineal. Saca escalares reales afuera ya que el producto
interno en K es R-bilineal. Veamos qué sucede con la multiplicacién por ¢ en el argumento del

producto interno de H,

(ih1, ho)y = (Bha, ho)c — i(Bh1, Bha)k (2.1.14)
= (h1,—Bh2)k — i(h1, ha)x (2.1.15)
= (=) [(h1, ho)c — i(h1, Bh2)x] = (=i)(h1, ha)n, (2.1.16)

donde (2.1.9) y R-bilinealidad se usé. El comportamiento de la multiplicacién por i es el que uno

espera. De la misma manera uno puede ver que (2.1.13) es C-lineal en el segundo argumento.
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El espacio de Hilbert real K de Weyl de condiciones iniciales

El espacio de Hilbert real K es un subespacio de K C K que satisface K = K ®r BK (y
también ‘H = K + iK es su complexificacién). Por supuesto esto no nos proporciona un tnico

K, para ver los detalles de cémo constriur K ver [32].

En lugar de eso aqui haremos una conexién explicita entre K y el espacio de Hilbert real

de Segal K, en concreto la definicién es

K :={[h] € K| heSR%LR) es par en xo}H”K

Veremos que BK consiste de (la completacién de) el subespacio de funciones impares en 2°, y

H = K+ BK. Incluso més, se puede demostrar que K L 3K,y entonces K = K &r K, algo
que serd crucial a la hora de demostrar la dualidad de Haag. Como subespacios de K, tanto K

como K heredan el producto interno de K.

Comencemos por algunas afirmaciones bésicas. Dada f € S(R* R) podemos escribirla de

manera tinica como suma de una funcién par y una funcién impar en 2°, f = f + f_, siendo

frle) = (PG 0) + f(-a%8),  Fo@) = 5 (78 — (%),
En términos de la transformada de Fourier
FUIW) = S (FNDED+FNE D), FUIG) = 5(FOEH-F (O,

(2.1.17)

Por otra parte, el operador 3 es simple en el espacio de momentos. Recordemos que

F(Bf)(p) =iF(f)(p) parap € Hp 0

Z(Bf)(p) =i (£)(p)n@°),

con n(p®) una funcién par, suave y real tal que n(p°) = 1 si p° > m. Notemos que si p € H,,
en la segunda linea recuperamos la definicién de (3. Volveremos sobre esto en la seccién 2.1.4.
Si consideramos una funcién par f en 2°, es decir una funcién en K N S(R* R), y teniendo en

cuenta (2.1.17) obtenemos

FBS)p) =iZ(pn(") = in(po)%(f(f)(poaﬁﬁ +Z(HE°, -p)")

(in(@°)Z (/) (@°, D) = (in(@").Z (/) (°, —P))*)

N — N~

(y(ﬁf)(poam - Lgf([‘))f)(poa _m*)v
donde usamos que 7(p°) es real.

Un elemento genérico [f] € K es el limite de una sucesion { f, }neny € S(R* R) de funciones

pares en 2°, luego como f es acotado, B[f] = lim,, B f,,. Pero como vimos {B f,, }nen es una suce-

|
sién de funciones impares en 2°, entonces se tiene que K C {[f] € K| f € S(R4,R) impar en a:O}MK.
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De igual manera podemos ver que {[f] € K| f € S(R*R) impar 2°} C BK. Sea f €
S(R* R) e impar en z°,

)%, D) = F(£)(0°, —Pp))
—5(Z BN 5) — Z (BN 0" )
=~ (ZBHE".H) + F B, —5))
= in(")F((=Bf)+)p) = F(B(=BS)+)(p)

lo que muestra que f € BK. Pero recordemos que 3 es un operador cerrado ya que su in-
versa es acotada, entonces PK es un subespacio cerrado de K con lo cual atn clausuran-
do todavia persiste la inclusién {[f] € K| f € S(R* R) impar en 2°} C BK y se tiene
{[f/l€e K| feS(R%R) impar en xo}“ e C BK. Luego

K =T{h] €K| heS(RL,R) paren 20} 1%

BK ={[f]e K| fe€S[RYLR) impar en xO}MK

De aquf en més usaremos entonces K y BK para referirnos a funciones pares e impares en z°
respectivamente junto con sus limites.

Veamos que K Lx BK, es una afirmacion simple pero fundamental de aqui en adelante.

Comencemos por reescribir el producto interno de K de una forma més conveniente

(hl, hg)/g = Re{(hl, hg)g} = Im{i(hl, hg)g}

—— [ m@ie -~ phaly)dady (2.1.18)
R4 xR4

donde definimos A; = QIm{A(+)}. A1 pudiendo expresarse en la forma,

2

— (+) -~ 2 2 0\ 74

Ar(2) 2Im{A (z)} L /R cos(p2)d(p? — m2)8(p°)d4p
_ 1 / cos(wpzo —p- 2’) .

(2m)3 Wp
Entonces el producto interno hy y hsy es
hl,hg / / hl Al l‘ — )hz( )da:dy

R4 JR4

- 1/ / / hi(x) cos(w (aco — yo) — P (T - g’))hg( Ydxdy | — d’p

(27[')3 R3 R4 JR4 P wp

3p
(271r /R3 [/R4 /R4 hi(x cos(wp(q: —y )) cos(p'- (Z —¥))ha(y )dxdy] dp
que separando el factor cos (wp(:c —y )) en dos términos, que como puede verse se anularan ya
que o bien la integral en 2% o bien la de ° se anula si h; es una funcién par en 2° y hy es una
funcién impar en 2°. Luego (h1,ho)x = 0 para hy € K y hy € BK se sigue de la continuidad

del producto interno.
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Weyl Segal
inclusién
K = {funciones pares en 2%} K=SR4,R)/Sy
CK=K&®pK con estructura f
Fen K+1iK FE luego de B =14
espacio-H,,
12 (R, £2)
9 wp
¢

Espacios de soluciones reales de Klein-Gordon

(O+m*)® =0

Figura 2.1: El esquema resume la relacion entre los espacios de una particula o espacios de
funciones de testeo y las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon. El mapa E : S(R* R) —
Loy (RS, f—f) es dado por E(h) = .#(h)|m,, mientras que ¢ fue definida en la ecuacién (2.1.3).

2.1.3. CCR 4&algebras en forma abstracta

El CCR-4algebra en la forma de Segal se construye en base a un espacio vectorial real (K, ),
siendo (3 una estructura compleja en K. En esta construccién el dlgebra termina siendo la -
algebra generada por los elementos {W(h) : para todo h € K}, con la involucién dada por
W(f)* =W(—f) y satisfaciendo la versién de Segal de las CCR (ver ecuacién (1.1.7))

W (/)W (g) = e3UPIRW (f 4 g) = W(f + g)e 2719, (2.1.19)

para todo f,g € K. Notar que aqui o(f,g) = —(f, Bg)x es una forma simpléctica de modo que
en la bibliografia a veces se parte de (K, B) y otras de (K, o), es decir directamente de la forma
simpléctica. Nétese también que el elemento neutro del dlgebra viene dado por W (0) = 1g.
Por ahora entendemos W (f) como meros elementos abstractos de la CCR-algebra en la forma
de Segal y como tales no actian sobre ningin espacio de Hilbert. En la siguiente seccién nos
ocuparemos de construir dicha representacién, pero antes hagamos lo propio con el dlgebra de
las CCR en la forma de Weyl.

La CCR algebra en la forma de Weyl sobre K, es una *-dlgebra generada por los elementos

{U(f),V(g) : paratodo f,g € K}, con una involucién dada por
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satisfaciendo U(0) = V(0) = 1y junto con las reglas de conmutacién

U(fi+ f2) =U()U(f2)
V(g1 +92) = V(91)V(g2) (2.1.20)

U(f)V(91)U(f2)V(92) = U(f1 + f2)V (g1 + ga)e' 905,

con ly nuevamente el neutro del algebra.
Cabe destacar que dichas x-algebras son isomorfas,con isomorfismo dado por
K W(h) —s e2 PRV (g), (2.1.21)

con fy gen K, definidas por la relacién h = f + g, y (2.1.21) se extiende por C-linealidad.
Veremos que las relaciones de conmutacion implican que k deba respetar el producto de ele-
mentos de la forma W (h)W (hg2),mientras que para productos de forma general hay que usar
C-linealidad. Sean entonces h1, ho € K, entonces existen f1, g1, fo, g2 € K tales que hy = fi+p g1
y ha = fo+Bga y claramente hi+ha = (f1+ f2) + B (g1 +¢g2). Entonces si usamos ambas (2.1.19)
y (2.1.20), junto con el hecho de que K 1 BK y la unitariedad de 3 se puede chequear por
célculo directo que k(W (h1)W (hs2)) = k(W (h1))k(W (he)). Incluso también « respeta la invo-
lucién, k(W (h)*) = k(W (h))*. Lo que muestra que  es un isomorfismo de x-dlgebras. El hecho
de que k¥ manda el 1g a 1y es inmediato. Es posible anadir més estructura a ambas algebras,
por ejemplo una norma usando el radio espectral de los elementos del élgebra (ver [10]) y ver
que el isomorfismo sigue existiendo ahora como isomorfismo de C*-algebras, pero no entraremos

en estos detalles aqui.

Lo que sigue es presentar una representacién de estas algebras como operadores actuando
sobre un espacio de Hilbert y con tal fin en la secciéon 2.2.1 nos dedicaremos a construir dicho
espacio. Pero primero introduciremos dos construcciones concretas de los espacios de funciones
de testeo y como ya anticipamos, veremos los detalles de la relacién entre K y las condiciones

iniciales.
2.1.4. Construccién explicita de los espacios de 1-particula

Espacio de funciones de testeo de Segal

Estamos interesados en funciones reales sobre el espaciotiempo, en particular en S(R* R)
(médulo &p) junto con una estructura compleja 3, que ya fue introducida en forma abstracta.
En particular 3 es una estructura compleja compatible con el producto interno. Dicho producto
interno es determinado por el valor de las transformadas de Fourier evaluadas en el hiperboloide
de masa H,,. Esto motiva la definicién de 3 como una multiplicacién por ¢ en el espacio de

funciones de cuadrado integrable sobre H,,. Mas precisamente, si h € S(R*, R)

F(Bh)(p) =iF(h)(p) con p € Hy,. (2.1.22)
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Notemos que la igualdad ha de satisfacerse solo en el hiperboloide. Referimos al lector intere-
sado a [53] para ver una expresién més explicita de Bh, siendo h € S(R* R). Alli también
se demuestra que la definicién de (3 pasa bien al cociente por Sy e incluso en el apéndice de
tal referencia se puede encontrar un ejemplo concreto de la aplicacién de 3 sobre una funcién
particular h en el que podemos corroborar varias de las propiedades que venimos desarrollando,

como por ejemplo que Bh L h.

Espacio de funciones de testeo de Weyl y condiciones iniciales

Estamos listos para definir los espacios de testeo de condiciones iniciales §, y §x, que
son esenciales tanto para el estudio de las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon como
para la primera cuantizacién en la forma de Weyl. Comencemos con S(R3 R), ya que estamos
explorando el espacio de funciones en un tiempo fijo. Este espacio es denso en L?(R3,R), con

el producto interno estdndar. Definimos la transformada de Fourier (tridimensional)?.

FO0) = — | f@e e

«
y los operadores w® como multiplicacién por wy = (\/ D% + mQ) (en el espacio de momentos),

F (WD) = wy F(f) (D),
siendo a € Q.

En realidad, es posible y deseable considerar diferentes productos internos en S(R3, R), como

se hard evidente cuando establezcamos la conexién con K y 3K. Definamos, entonces,
_1 _1
(flafz)s& = (OJ 2f17w 2f2)L2
1 1
(91, 92)7 := (W2g1, w2 g2) 2.

Las completaciones de S(R3, R) bajo estos productos internos se denotan Sp ¥ 8, respectiva-
mente. Coloquialmente podriamos decir que §, es el espacio de funciones cuya transformada de
Fourier dividida por w3 estd en L2 con la medida de Lebesgue estandar, mientras que §, es el
espacio de funciones cuya transformada de Fourier multiplicada por w? estd en L?, también con
la medida de Lebesgue estandar; es decir, su decrecimiento debe ser mas rapido de lo necesario

para que estén en L%. Mds precisamente:

13:# C LQ(RgaR) - S'Sﬁ

con las inclusiones!’

J1: 8 = LA(R3R), jo: L*(R%R) — F,

9Utilizaremos tanto la transformada de Fourier tridimensional como la cuatridimensional, mediante un abuso
de notacién, ambas se denotardn por .#. Esperamos que sea claro por el contexto cual estamos utilizando.
1 1 1 1
9Estas aplicaciones son continuas, ya que ||f||Z2 = (w2 f,w2 f)2 = (W2 F(f),w2.Z(f))r2 > m||F(f)|[32 =

m||f||32. Entonces, ||j1]] < m™ 2. De manera similar, se puede ver que [|72]] < mos.
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La aplicacién w3 S(R3 R) — S(R3, R) se puede extender aw? : Sr— L%y aws : L2 s
siendo ambas extensiones sobreyectivas'!

0 con los espacios

., Como relacionamos los espacios K y K de funciones pares e impares en
recién definidos? La conexién entre estos espacios proviene de isomorfismos isométricos que

relacionan K con §,, y BK con §r. Denotamos estas aplicaciones como dg y 91,

502K—)S(p, 51:[3K—)S'ﬂ-.

Estén definidas por (para f € K NS(RYL,R) y g € BK NS(RY,R)),

F (00 f)(P) = F (f)(wp, P) Z(619)(P) = (iwp) ™ (9) (wp, D).

Aqui como aclaramos previamente en la nota al pie de pagina, abusamos un poco de la notacién
utilizando la transformada de Fourier tridimensional en los miembros izquierdos y la cuatridi-
mensional en los derechos. Estas aplicaciones se extienden a K y 3K por continuidad (veremos
que preservan la norma para los elementos en S(R* R)). Una pregunta natural es cémo el
operador {3 induce aplicaciones entre §, y §r. Podemos recurrir a los siguientes diagramas

conmutativos que definen BWT y Bmp-

B B
K —— BK BK —— K

ST

Srcp - - Sw SW - - gap

By,m Br,p

Esto es, B%ﬂ:éloﬁoéo_lmegp:(sOo[ﬁo&fl.

Para ver que dp y 41 son isometrias, comencemos por notar la forma que adopta la norma
||h]|% para h € KN S(R*R). De la definicién A; = 2Im{A™)} y las ecuaciones (2.1.7) y

(2.1.18), se desprende

2 2 d%p
Al = | [F (W) (wp, D)7
R3 W

P
Por otro lado, podemos calcular ||do f||% para f € KNSR, R) y ||619]|2 para g € BKNS(R*,R),

"Demostremos primero que w'/? : L? — S es sobreyectiva. Para cualquier f € §,, f = wl/? (o.)_l/?‘f), por
lo que necesitamos mostrar que w™*/2f € L2. Esto es sencillo: |\w71/2f\|2Lz = (w71/2f7w71/2f)L2 =(f, e =

[[fl|2 < co. De manera similar, se puede demostrar que w'/? . §, — L? es sobreyectiva.
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y verificar que coinciden con las normas de f y g en K, respectivamente. En efecto,

160£112 = (80.f,60f)p = (w280 f,w 280 f) 12 = (F(w™280f), F(w 200 f)) 12

= (wp 2 F (00 f)P)rwn > F (o)) 12 = (wp > F(f) (s )y % (BT (F)(p ) 12

N

d3
- / \Z () (DL = 17112
R3 wp

Andlogamente para d1,

11619112 = (619,619)r = (w2619, w2b19) 2 = (F (W2b1g), F(w2brg)) 2

1

= () F(019) 7). F10) )iz = (5 7, F(0) )3 - F () )

Wp
1 1 3
= () e 2D F e D)z = [ |17 @) DL = ol

Luego, do|knsms ) : KNS(RYLR) = FoNS(R?) y dilgrnsrsr) : BENS[RLR) = FNS(R?)

son isometrias y por tanto mapas inyectivos.

También podemos ver que do|xncgo(rey * K N CPRY) = F,NCFE(R3) y 01 lprncge (re)
BK NCS(RY) — Fr N CS(R?) son mapas sobreyectivos. Esbozamos la prueba aqui y dejamos
los detalles técnicos para el apéndice 7.2. Consideremos dos funciones f € Fr N CC(R3) y
g € F, N CSC(R3), entonces la solucién tnica C*(R*) al problema de valor inicial de Klein-

Gordon (ver la ecuacién (2.1.3) y el corolario 1.1 en [52]) estd dada por:

—1

p(E(h)(z) = [ Az —y)h(y)dy =

—ipT 2_m2 sen 0\ o 4
5 g L ) s )y

siendo A = 2Re{A(+)} es el propagador y h € C5°(R?) que satisface §;h— = f y —dphy = g,

0

donde h+ son las partes par e impar de h en z”, como se definié previamente. Para ver los

detalles al respecto lo remitimos al apéndice 7.2 en donde mostramos:

sE0.5 =)@ 2P 0w = @, (2129)
Pero por otro lado
s(Bm) 0. = 1@, P 0,3 = @)

luego como anticipamos do(—hy) =gy d1(h-) = f.

Maés atn, analicemos mds profundamente dg : K — §,. Si tomamos un g € §, arbitrario,
existe una sucesion g, cy en §e N C>0(R?) tal que g, — g en la topologia de Sy, PEro como
ya vimos, para cada g, existe un h,, € K N C§° (R*) tal que 6g(hn) = gn. Entonces, 6o(hy,) es
una sucesién de Cauchy y h, también, por lo que tiene un limite h € K. Asi, Jo| KNCge(RA)

KN CPRY) — S N Cs°(R3) se puede extender por continuidad a uno &y : K — S, tal que
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do(h) = g. El mismo argumento puede aplicarse a d; : K — Fr, obteniendo su sobreyectividad.

Por lo tanto, ambas aplicaciones 6y : K — §, y 01 : BK — Fr son isometrias biyectivas.

Ahora nos gustarfa trasladar el mapa (3 a los espacios de condiciones iniciales §, y §r-
Basdndonos en la subseccién anterior, al identificar K y BK con §, y §r respectivamente,
podemos pensar en el espacio de una particula como §,® 3§, y f deberia etiquetarse como B%ﬂ
0 Bmo dependiendo de dénde viva el elemento al cual se le aplica. Mas precisamente, podemos

escribir los elementos de §, @ §r como vectores columna y considerar B: S @ 8r — Sp @ Sr

2 0 BTI’,L,D
B=1_ :
(ﬁw 0 )

_ 1 0
Y se puede ver por célculo directo que % = — ( gw . ) . Ya que,
S

dada por la matriz

BW,QDOBLP,TI': (500605f1)o(51060561)
=dpoPBolpgoPodyt =dopody’
= oo (—1g)ody ' = —15,.
Y similarmente se ve que EWT o Bmw =—13,.

Para ver B* = —f es suficiente ver que (B%W)* = _Bm«p y (Bmso)* = —[_SWr. Mostremos

una de estas relaciones considerando nuevamente los diagramas conmutativos:

p §
K —— BK K — K

SR

g(p - - Sﬂ Sﬂ' - - Sap

B, B,

y para g € §, v f € §r se tiene
(Bg&,ﬂ'gv f)rr = (5;16¢,ﬂga5flf)K = (65619’5f1f)K
= (6"9,B* 61 flc = (6519, — BT f)ic
= (50_197 _6()_167r,§0f)/C = (g7 _Bw,apf)tp'

Noétese que hemos utilizado el hecho de que ambos ¢ son isometrias y que f* = —f. De manera
similar, ([_SMO)* = —By.x, lo que prueba que (2.1.9) se cumple para B. Entonces, en notacién

matricial tenemos

48



FO)-G) (G )G, =) ()
)\ f2 . Porw O )\ f .y By.rgi "\ fo S0 @B
= (Bw,¢f1792)¢ + (Bowgr, f2),. = (f1, —Borg2) . + (91, B <pf2)

GG 6, (G,

Mas adelante, necesitaremos ver cémo actia (3 sobre un elemento en §, o §7 en mayor

detalle. Consideremos una vez més el diagrama conmutativo:

p
K —— BK
do l l 01
S(p - - Sﬂ
Btp,ﬂ

Sea f € KNS(R* R) y recordemos que f f en el espacio de momentos esta dado por .7 (B f)(p) =
iZ (f)(p)n(p°) (ver los comentarios después de (2.1.22)). Usando también &y y 1 en el espacio

de momentos (2.1.4), obtenemos una expresién para 3, » en el espacio de momentos, mapeando

F(00f)(P) a F (1B f) (P). Es decir,
Bor (Z(00f)(D) = FZ (1B F)(B) = (iwp) " F (B f)(wp. )

= B (F () (wp,9) = wy F () (wp, D),

Esto significa que By, (h) = wljlh con h € §,NS(R3). Ademés, aplicando B, a esta igualdad
se obtiene —h = By, (w;lh), 0 Brp(f) = —wpf con f € FrNS(R3). Luego, extendemos esto
por continuidad a §, y §r.

2.2. Segunda cuantizaciéon

2.2.1. El espacio de Fock sobre H

A partir de H construiremos el espacio de Fock, que denotaremos I'(H). Se define por
L(H) = ;2 HO™, donde ® denota el producto tensorial totalmente simétrico (es decir, HO" =

Sym, H®"). Dado h € H, podemos construir operadores a(h) y a(h)* en I'(H) que actian

mediante
a(h)(hy © - @ hy) = izn:(h Bl ® by O R (2.2.1)
1 n n]:1 s Ibg )HIL J n e
(R ® - O hn) = VAT Th O bt @+ ® hn, (2.2.2)
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tomando el producto interno en H antilineal en el primer argumento y usando que h; significa
“saltar la funcién h;”. Nétese que sobre la unién de los estados de niimero de ocupacién finita,

satisfacen la conocida versién de los CCR (ver la Figura 2.2 a continuacién),

la(f), a*(9))(a) = (f, g)ne, (2.2.3)

para todo a € UY_,, @7]2;0 HO™. Notemos que UR_, @2]:0 HO™ C T(H) es una inclusién densa.

Por supuesto, a(h) es el llamado operador de aniquilacién y a*(h) el operador de creacién.
Usando estos operadores y el espacio de Fock I'(H), podemos proceder a construir las repre-
sentaciones de las dlgebras CCR en forma de Segal y Weyl. Regresaremos a los operadores de
creacion y aniquilacién en la seccion 3.1.2.

Noétese que lo que hemos descrito es el espacio de Fock de vacio, ya que el operador de

traslaciéon temporal unitaria U(Atd])) acttia como e At y sabemos que la transformada de
Fourier de una funcion de testeo estd soportada en el hiperboloide H,,, por lo que el generador

P? tiene espectro positivo.

2.2.2. Representacion del algebra de las CCR

En resumen, la representacion de Segal Wr toma un elemento h en el espacio de Hilbert
real K y da un operador unitario Wg(h) que actia sobre el espacio de Hilbert complejo I'(H),
satisfaciendo las relaciones (2.1.19). Para construir tal representacién, definimos el campo x(h)

para cada h € K como (la clausura de) una combinacién de operadores de creacién y aniquilacién

introducidos en la subseccién anterior!2.

x(h) = %(a*(h) Ta(h)),

pero esta vez, como a y a* tienen sus argumentos en K en lugar de en H (recordemos que

K = H como espacios vectoriales reales), la ecuacién (2.2.3) debe ser reemplazada por

[a(h1), a” (ha)|(a) = ((h1, h2)k —i(h1, Bh2)k) @ (2.2.4)

para todo a € UR?_ @HN:O HO™, de acuerdo con (2.1.13). Definimos Wr(h) = ¢X(M) y utilizando
esta versiéon de la conmutacion entre los operadores de creacién y aniquilacién, es inmediato

obtener
Wg(h1)Wg(he) = Wg(hy + hg)e%(hl’BhQ)’C = Wpg(h1 + hQ)efég(hl’hQ). (2.2.5)
Notaremos mg al mapa de la representacion de Segal de las CCR, el mismo estd dado por:

s : W(h) — Wg(h).

2Esto es lo que usualmente se entiende como el operador de campo escalar suavizado Jaa d*z, h(z)®(z).
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También tenemos que Wg(0) =1y Wg(h)* = Wgr(—h). Esta representacién proporciona una
C*-algebra unitaria concreta. Un hecho importante es que, aunque los operadores x(h) son no

acotados, son autoadjuntos y los operadores Wr(h) = ¢'X(®) son unitarios (ver [55]).

Existe otra forma de encontrar un espacio de Hilbert complejo 5 en el cual podemos
representar el dlgebra de CCR en la forma de Segal (o de Weyl), y esta es la construccién ya
mencionada en la seccién 1.2.2. Si el estado estd dado por la expresion w(W(h)) = e~ 1(mhK13,
se puede ver que el espacio de Hilbert complejo asi construido, .7, es unitariamente equivalente
a T'(H). Es decir que existe un mapa unitario U : 5 — T'(H) tal que Un,(a)U ! = 7g(a) para

todo a en el algebra CCR. Es por esto que, para nuestros propdsitos, basta con construir I'(H).

H,,-space Segal Weyl
H ~ L*(R3, ‘%p) K =S8[R4R)/Sy K = { funciones pares
con e.c. B enz' } CK=KopK
H,, CCR algebra Segal CCR algebra Weyl CCR algebra
iso
[a(f), alg)*] = i(f, 9)n W (h1)W (h2) = (@U(f) =

v
W(hy + h2)€%(h1,ﬁh2)lc U(f)V(g)e'f9)x

_________ P R

d \\ d \\ d ~

’ ’ \ ’ \
Fock vacuum rep. Segal vacuum rep.

1
|
|
|
}
}

a(f) y a(f)*
en el Fock sobre H

___________________

<

Wi (h) = eva(@ (W)Falh) _
\ en el Fock sobre H \Vp(g) = Wr(Bg) =: e”(g);

______________________

1
|
|
|
}
}
}
|
|
I
\

X
=
I
3
-
I
m@.
<
=

___________________

Figura 2.2: El diagrama muestra que a partir de los diferentes espacios de Hilbert de una
particula (H, K, K') podemos construir dlgebras que exhiben diferentes versiones de las CCR.
Estas proporcionaran formulaciones alternativas de la llamada segunda cuantizacién. El dlgebra

* es una #*-dlgebra unitaria. Las versiones de Segal y Weyl de las

generada por 1, a(f) y a(f)
CCR son C*-algebras isomorfas. La 1ltima fila indica un paso adicional, donde se introduce un
estado (el estado vacio aqui) y mediante la construccién de GNS se obtiene una representacién

en el espacio de Fock de H [32].

El algebra CCR de Weyl también tiene una representacion como operadores acotados en

13En general, para un estado Gaussiano sobre una CCR-4lgebra, siempre existe una representacién ciclica sobre

un Fock y por ende una escritura del estilo.
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I'(H). Obviamente, estamos buscando operadores Up(f) v Vr(g) para f,g € K que satisfacen
las relaciones (2.1.20). Primero definimos operadores no acotados po(f) y mo(g) para f,g € K
como combinaciones lineales de los operadores de creacién y aniquilacién'® sobre I'(H). Estas
combinaciones lineales son cerrables y sus clausuras son operadores autoadjuntos'® (es decir,
wo(f) vy mo(g) son esencialmente autoadjuntos). De forma explicita, trabajando con K C K = H

(una vez més como espacios vectoriales reales).

_ 1
V2
() = é(awg) —a(g)). (2.2.7)

o(f) (@*(f) + a(f)) (2.2.6)

con f,g € K'°. Nuevamente, es evidente que la relacién de conmutacién para los operadores de

creacién y aniquilacién (2.2.3) implica
[go(hl),ﬂ'(hg)] (O[) = i(hl, hg)KOz con hl, hy e KCK= 7‘[, (2.2.8)

para todo a € UR_, @gzo HO™. Definiendo Up(f) = ) y Vp(g) = €79 y usando las
relaciones de conmutacién para ¢(f) y 7(g) es directo ver que las relaciones en la ecuacién
(2.1.20) se satisfacen también para Ur y Vp. Mds ain, al igual que para la representacién de

Segal, los operadores Ur(f) y Vr(g) son unitarios.

Ademsds, antes teniamos un *-isomorfismo k entre las CCR-dlgebras en las formas de Segal
y de Weyl, pero a nivel de representaciones tenemos una igualdad: las representaciones de las

algebras CCR en las formas de Segal y Weyl estan relacionadas por
Wr(h) = e3V9%5Up(£)Vir(g), (2.2.9)

siendo h = f + Bg. Acé es evidente el rol de 3 asesorando a W en la discriminacién entre las
funciones de testeo asociadas a Up y a Vi (bédsicamente distinguiendo entre posicién y momento
dentro de K). Si escribimos (2.2.9) exhibiendo los operadores x, ¢ y 7, y utilizamos la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), obtenemos

X(f + Bg) = o(f) +7(g). (2.2.10)

MNuevamente, estos operadores se entienden formalmente como el operador del campo escalar y su operador
de momento conjugado: [p. d*zf(z)e(z) vy Jza d*zg(z)m(z), respectivamente. En la seccién siguiente veremos

que estdn etiquetados de manera equivalente por funciones en un tiempo fijo.
5Ver por ejemplo, [54], Teorema X.41.
16Es importante sefialar que estos operadores de creacién y aniquilacién, alimentados por funciones en K, estan

relacionados con aquellos en la representacién de Fock de las CCR en cuyo argumento habia funciones en H ver
ecuaciones (2.2.1) (el espacio de una particula). Cabe destacar que estos ultimos son las extensiones (lineales y

antilineales) de los primeros cuando se considera H como la complexificacién de K, es decir, K + iK.
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Capitulo 3

Dualidad de Haag para el campo

escalar libre

Duality means that one can make all local algebras maximal.

Rudolf Haag, Local Quantum Physics, 1996

3.1. Dualidad de Haag

3.1.1. Primer cuantizacién

Como mencionamos, el instrumento fundamental de la AQFT, es la net de algebras sobre
regiones del espaciotiempo. Esto significa que a cada regién abierta! del espaciotiempo se le
asigna un algebra de observables. La construccion de dicha net a veces se presenta como un pro-
ceso en dos pasos, conocido como primera cuantizacién y segunda cuantizacién. En la primera
cuantizacién, a cada regién del espaciotiempo se le asigna un subespacio vectorial real cerrado
(contenido en algun espacio de 1 particula). Denotaremos este mapa como S, tal que S(O) C K,
donde O es una regién abierta del espaciotiempo. La segunda cuantizacion es la construccién
de un mapa que asigna a cada subespacio S(O) una subélgebra R(Q) de la representacién de
un algebra CCR como operadores acotados, tal y como vimos en la Seccién (2.2.2). Ademds
dependiendo de en que formulacién se considere, habra ciertas variaciones a la hora de definir

los mapas de cuantizacién. Esto se hard evidente en la Seccién 3.1.2.

'En principio se consideran regiones abiertas acotadas, luego por aditividad podemos asociar dlgebras a
b p g y g0 p p g
uniones arbitrarias de este tipo de regiones. En particular se podrd, via limite inductivo de C*-dlgebras, asociar

una C™ a cada region abierta del espaciotiempo. Este procedimiento es el que mencionamos en la seccién 1.2.3.
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Sin ir mas lejos, ya en la formulacién de Weyl el mapa S no asigna subespacios reales cerrados
a regiones abiertas del espaciotiempo, sino que cada B abierto relativo a una regién spacelike
>, el mapa S le asigna un par de subespacios reales cerrados. La relacién entre ambos enfoques
se establecera una vez que definamos los mapas de primera cuantizaciéon para Segal y Weyl, lo

cual haremos a continuacién.

Definiremos ahora el mapa de primera cuantizacién S para la formulacién de Weyl. Sea

B C R? una regién medible de un corte ¥ a tiempo fijo de R*. Definimos
—5 -l =
Sr(B) :=jL2(B)" ¥,  Si(B):=Bj;" (L*(B)), (3.1.1)

donde R e I denotan las partes “real” e “imaginaria”, respectivamente. Aqui, j; : §r — L%y
j2 : L? — ., son las inclusiones continuas de (2.1.4), y L?(B) C L?(IR?) es el subespacio cerrado
de funciones de L?(R3) que se anulan fuera de B. Luego, como j; es continua, j; * (L*(B)) es
cerrado en §r, y dado que (B es unitaria, S;(B) también es cerrado en Sy Cabe destacar que
tanto Sg como Sy pertenecen a §,, y entonces tenemos el mapa de la primera cuantizaciéon de
Weyl:

B+ Sr(B) @r S1(B) C §, ®r §p ~ K @R K. (3.1.2)

Por otro lado, el mapa de primera cuantizacion en la presentacién de Segal se define por

0 55(0) =T[f]EX] e C([RELR), supp(f) C O ck, (3.1.3)

para cada abierto © C R%.

De aqui en més
0 = {:cE]R4| (z —y)? < 0 para todo y € o}, (3.1.4)

denotard el complemento causal de la regién O y B¢ denotara el complemento de la clausura
de B dentro de la misma superficie a tiempo fijo. Definamos ahora el desarrollo causal de B
como

OB)={zeM!(z—-y)? <0 Vyec B (3.1.5)

Inmediatamente tenemos que ¢(B)" = O(B¢), usando que (B€)¢ = B. Ahora podemos relacionar
ambos mapas de primera cuantizacién (3.1.1) y (3.1.3), lo cual se deduce de los isomorfismos

biyectivos dg y d1 descritos en detalle en la seccién anterior:

Ss(O(B)) ~ Sr(B) @r BSI(B) (3.1.6)
Recordemos que K = K @ BK, luego para aplicar el isomorfismo arriba mencionado a un
elemento de K, bastara con escribirlo como suma de un elemento en K y otro en BK (lo cual
se puede hacer de una tnica manera) y luego aplicarles 0y y 01 respectivamente (por supesto
la imagen de d; cae en §r, pero recordemos que §r C §, ~ K, donde el tltimo isomorfismo es

via dp).
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A continuacién nos ocupamos de demostrar que los mapas de primera cuantizacién en las
presentaciones de Weyl (3.1.2) y de Segal (3.1.3) satisfacen una propiedad de dualidad. Esta
propiedad, en la formulaciéon de Weyl, es el punto de partida de la prueba de la dualidad de
Haag en [33]. Comenzamos con la descripcién de esta dualidad en la formulacién de Weyl y
su demostracion, y luego hacemos lo propio en la formulaciéon de Segal, mostrando que en
consonancia con la ecuacién (3.1.6) la misma se satisface en una formulacién si y solo si se

satisface en la otra.

Dualidad en la forma de Weyl

Podemos establecer varias propiedades importantes para los mapas (3.1.1). Por ejemplo, la
isotonia establece que si By C Ba, entonces Sr(B1) C Sr(B2) v S1(B1) C S;(B3). Otra pro-
piedad relevante es la llamada aditividad, que se expresa como mll—\\@ = Spg (U xer B A)
(ver lema 2 en [15]). Sin embargo, aqui nos interesa principalmente la propiedad de dualidad,

la cual se expresa en el siguiente teorema

Teorema 3.1.1. La asignacion de subespacios a regiones B C R3 a tiempo fijo dada por (3.1.1)

satisface la dualidad de Haag en la forma de Weyl, esto es:

S;(B)t¢ =Sg(B°), Sgr(B)** =S;(B°) (3.1.7)

Demostracion. Primero notemos que L2(R?) = L?(B) @ L?*(B°), ya que L*(B) = L?(B°)*.2
A partir de aqui L significard 1. Luego,

i (LA(B)) ={g €8xl (f,9)r2=0VfeL*(B%}
={9 €8 (jof,wg)p, =0 Vf € L*(B)}

={g€F:| (of Brpg)p =0 Vf € L*(B)}.

_ TR TR
Lo cual significa que si g € j1_1 (L2(B)) entonces PBr g € [ngQ(BC)H ||¢} , en donde hemos
completado ngQ(BC) usando la continuidad del producto interno. En otras palabras, se tiene
Bmpjl [j L2(Be) = H“)} Por otra parte, si g € §, tal que g € [ngQ(BC)}L,
luego por deﬁn1c1on (j2f,9)¢ = 0 para todo f € L?(B¢). Condicién que se puede expresar
)

como (jaf, Bw,<pB<p,7rg o = 0 para todo f € L2(BC) por las relaciones de arriba se tiene

que B%Wg € j1_1 (Lo(B)), y luego |:j2L2(BC)|| o] C BMle_l (LQ(B)). Hemos mostrado que

[ngz(BC)lle = Brpi " (L*(B)). Recordando las definiciones (3.1.1) e intercambiando B
y B¢, se tiene

Sr(B)*" = S1(B°)
Esta es una de las relaciones que queriamos probar. La restante se obtiene tomando el comple-

mento ortogonal (notando que (Spt)* = Sg dado que Sg es cerrado) y volviendo a intercambiar
B con B°. O
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El teorema anterior establece que la dualidad de Haag se satisface en el contexto de la
primera cuantizacion. Se ha demostrado en la formulaciéon de Weyl, pero se puede traducir,

como explicaremos en la siguiente subseccion, a la formulacién de Segal.

Dualidad en la forma de Segal

Dado un subespacio real cerrado S de K, definamos su complemento simpléctico S’ C K, que
también es un subespacio real de I, como se puede ver utilizando la R-linealidad del producto

interno de K en el primer argumento:
S={hek|oh,f)=0, VfeS}. (3.1.8)

Si g € S C K, entonces por (2.1.12), (g,Bf)x = 0, lo que implica que (Bg, f)x = 0. Es decir,

Bg € STx. Razonando de manera inversa,
Str =S’ (3.1.9)

Ademss, debido a que el producto interno en K es la restriccién del de K, tenemos que para
SCK
Stx = BS' N K, (3.1.10)

Dentro de la presentacion de Segal, la dualidad para el primer mapa se enuncia como

55(0) = S5(0")

para cualquier @ = {(B) con B un subconjunto abierto de R3.

Gracias a (3.1.9) podemos reescribirla como
B (SS(O)L’C> = S5(0) (3.1.11)

Lema 3.1.1. La propiedad de dualidad en el contexto de la primera cuantizacion se cumple en

la forma de Segal si y solo si se cumple en la forma de Weyl.

Demostracién. Supongamos primero que (3.1.11) se cumple y veamos que (3.1.7) se cumple
también. Primero notemos que un subespacio S C K = K ®r BK define dos subespacios en
K, Pg(S) y BPsr(S) (donde P son proyectores, la notacién es sugerente). De esta manera, la

particiéon genera un mapa € de subespacios de IC a un par de subespacios de K ~ §, (via dy),

e(Ss) = (Pk(Ss), BPsx(Ss)) =~ (Sr,S1)
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Ahora, la dualidad para subespacios de K en la presentacién de Weyl proviene de aplicar el

mapa ¢ a (3.1.11) y tener en cuenta (3.1.6). En efecto, para alguin O = ¢(B),

£(BSs(0)'*) = &(Ss(0))
(PrBSs(O)**, BPyrBSs(0)*) = (Sr(B°),Sr(B))
(PxBSs(O)*%, PSs(O)'*) = (Sr(B),S1(B°))
(S1(B)*,Sr(B)*¥) = (Sr(B°),S1(B)).
Usamos el hecho® de que Pk (BS) = BPsx(S) (es decir, (BS)r = (S);) en la tercera linea, y
ambos PxSc = (PgS)** y (BS1r)tx = BS en la tltima linea.

Reciprocamente, usando (3.1.6), podemos obtener la versién de Segal de la dualidad desde

la versién de Weyl de la siguiente manera?

Ss(0(B)) = BSs(O(B))* = B[Sr(B) + BS(B)]*
= B [Sr(B)"< 1 (BSI(B) ™| = B |Sr(B)* N BSi(B)*]
— S1(B)** N BSR(B)** = [SI(B)LK @ BK} np [SR(B)LK ® BK}
- [SI(B)LK ® BK} N [K ® ﬁsR(B)LK] = (S1(B)** N K) & B(K N Sr(B)*x)
= S1(B)"X @ BSp(B)"* = Sp(B°) ® BSr(B°) ~ Ss(0(B°)) = Ss(0(B)),

donde usamos el hecho de que (BS)** = BS'%, la dualidad en la forma de Weyl y en ~ se

utilizé la ecuacién (3.1.6). O

Observacion 3.1.1. Hemos demostrado en el Teorema (3.1.1) que la dualidad se cumple en

la forma de Weyl, por lo que por el lema anterior también se cumple en la forma de Segal.

3.1.2. Segunda cuantizacion

Habiendo definido en la Seccién anterior el mapa de primera cuantizacion S que asigna
subespacios vectoriales reales a regiones del espaciotiempo, es momento de introducir la segunda
cuantizacién. Esto significa definir un mapa R que asigne a cada subespacio vectorial una algebra
de von Neumann. En lugar de seguir [15], ahora seguiremos [33]. La razén de esta eleccién es
que este ultimo hace uso del poder de la teoria modular de Tomita-Takesaki, lo que resulta en
una prueba maés directa de la dualidad de Haag. Ademas, hemos realizado una modificaciéon en

la prueba en [33] con el fin de que sea atin més simple.

2Esto es asf ya que dado h = ar + Bar € S con o's € K, aplicando p: Bh = par + B2a; = Bar — az. De
esta forma Pk (fh) = —ay asi como BPsr(h) = BPar = —ag.
31dentificamos K y Ty, K con §, ®r =, y B con B para hacer las expresiones més legibles.
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En [33], los autores trabajan exclusivamente en el contexto de Weyl, y haremos lo mismo la
mayor parte del tiempo. Sin embargo, es posible sin mucho esfuerzo traducir los resultados de
las siguientes subsecciones al contexto de Segal. Haremos algunos comentarios al respecto a lo

largo del texto.

Forma de Weyl

Recordemos que, de acuerdo con la Seccidn anterior, el mapa S en la presentacion de Weyl
en realidad asigna dos subespacios de §, ~ K para cada regién de tipo espacio B. Entonces,
el mapa de segunda cuantizacién Ry debe tomar dos subespacios K1 y Ko de K y dar una
subdlgebra de von Neumann Ry (K7, K2) de la representacién del dlgebra de CCR de Weyl
dada en la seccién 2.2.2. Para ser més precisos, Ry (K1, Ko) esta generada por Up(f) = e*#(/)
y Vie(g) = ™9 con fy g en K; y Ky respectivamente, obedeciendo las relaciones (2.1.20).

Como se puede adivinar, dados K7 y Ko, definimos
Rw (K1, Ky) = {e¥We™9)| e Ky, ge Ky} (3.1.12)

El doble conmutante asegura que Ry (K71, K3) es un élgebra de von Neumann, ya que el bi-
commutante de un conjunto autoadjunto es automadaticamente un algebra de von Neumann.
Recordemos que las dlgebras de von Neumann concretas son cerradas tanto débil como fuerte-

mente como subdlgebras de los operadores lineales acotados en un espacio de Hilbert.

Describamos con més precisién cémo se introducen ¢(f) y m(g). La parte real del espacio
de Fock complejo I'(H) (denotada por F;) consiste en combinaciones lineales reales de pro-
ductos simétricos entre elementos tales que su segundo componente de H (pensado como una

complexificacién de K) es cero. Es decir

oo
F=rm,

n=0

donde F¥ =R y

n

Fi = @ K

i=1
para n > 1. Aqui ® significa el producto tensorial simetrizado. Luego, podemos recuperar
nuestro espacio de Hilbert de Fock complejo de la subseccion 2.2.1 como la complexificacion de
Fp, I(”) = F» + iF,. Denotamos F(™ := ) 4 i]:,gn), por lo que, por ejemplo, F) ~ .
Luego, como de costumbre, se introducen los operadores de creacién y aniquilacién como se

explico en la subseccion 2.2.2.

Ahora, denotemos por Q al 1 € F(© es decir, el vector vacio. Entonces, para f,g€e K =

fﬁl),usando las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7) tenemos

e(f)r=—f im(9)Q = ——=g. (3.1.13)



Para construir el mapa de segunda cuantizacién, necesitamos exponenciar ¢(f) y m(g). Sin
embargo, hay que tener cuidado ya que sus dominios son solo un subconjunto denso en I'(H).
Usando el analisis funcional de operadores autoadjuntos no acotados, podemos afirmar que el
operador Up(t) = e#(f) estd acotado, con t € R, ya que ¢(f) es autoadjunto (ver nota al pie
15). Més aun, Up(t) es un grupo unitario fuertemente continuo que actia sobre el espacio de
Hilbert complejo I'(H) y, por el teorema de Stone, existe un unico operador autoadjunto que
genera tal grupo. Este es precisamente ¢(f). Lo mismo ocurre con ¢™(9) . En resumen, tenemos
la realizacién concreta (3.1.12) como un algebra de operadores acotados en el espacio de Fock

complejo I'(H).

Forma de Segal

Una construccion analoga se puede hacer utilizando la representacion Wr del dlgebra CCR

de Segal como en la Seccién 2.2.2. El mapa de segunda cuantizacién es

"

Rs(Y) = {eiX(h)] he Y} , (3.1.14)

donde Y es un subespacio cerrado de K y x estd relacionada con ¢ y 7 como en (2.2.10). Al igual
que el mapa de primera cuantizacién (3.1.3), este también satisface la propiedad de isotonia:
Rs(Y1) C Rs(Ya) si Yi C Ya, y la propiedad de aditividad: Rg (m) = (Unea Bs(Y2))”
(ver teorema 1 en [32]). Nétese que (Uyep RS(YA))” es la menor dlgebra de von Neumann
que contiene cada Rg(Y)). Estas propiedades también se pueden expresar en términos de las

subdlgebras de CCR, de Weyl representadas Ry (K7, K2) previamente definidas.

Es fécil ver a partir de (2.2.9) y las definiciones (3.1.12) y (3.1.14) que

RW(KI,KQ) = Rs(Kl DOr BKQ), K, Ky, C K. (3115)

3.2. Una simplificacion de la demostracién de Araki

Ya habiendo construido las nets en la primera y segunda cuantizacion, es decir estos mapas
que a cada regién del espaciotiempo le asocian un subespacio (o par de subespacios) y luego
que a cada subespacio (o par) le asocian un algebra, estamos en condiciones de componerlos
para formar una net que satisfaga los axiomas de Haag-Kastler. Haremos esto, pasaremos a
demostrar la dualidad de Haag para el caso de regiones de tipo diamante y para finalizar el

capitulo daremos un ejemplo de una region para la cual no se satisface la dualidad.

3.2.1. La dualidad en diamantes y Wedges

Consideremos B C R? y su complemento B¢ C R3. Queremos demostrar que

(Rw o Sw)(B) = (Rw o Sw)(B)’ (dualidad de Haag en la forma de Weyl). (3.2.1)
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Es decir, que Ry (Sr(B°),S1(B°)) = Rw(Sr(B),S1(B)), lo cual, por el Teorema 3.1.1, es
equivalente a
Rw (S;(B)*%,Sr(B) %) = Ry (Sr(B),S1(B)). (3.2.2)

Por lo tanto, nuestro objetivo es demostrar que RW(KQLK, Kf‘K) = Ry (K1, K»)', para K1, Ko C
K provenientes de un mapa de primera cuantizacién. De hecho, a partir de la definicion del
segundo mapa (3.1.12), es inmediato, usando el CCR (2.1.20), ver que RW(KQLK,KlLK) C
Rw (K1, K>3)', conocida como la propiedad de localidad. Resta entonces la demostracién de
la inclusién opuesta Ry (K7, K3) C RW(KQL K, Kf K) que daremos en la siguiente subseccién
utilizando la teorfa modular de Tomita-Takesaki. Cabe destacar que la expresién andloga en la

forma de Segal es
Rs(H') = Rs(H)'. (3.2.3)

Antes de demostrar Ry (K1, K2)' C RW(KQLK, KfK), introduzcamos las nets en las formas
de Weyl y Segal. Sea Ay el mapa que asocia cualquier conjunto abierto relativo B C {z €
R*|2% = 0} a un 4lgebra de von Neumann mediante la composicién Ay = Ry o Sy, definiendo
la net

Aw(B) = {e#Pe™9)| - f € Sp(B),g € Si(B)},

donde el subindice W representa subdlgebras de la representacion del algebra CCR de Weyl, y

Sr(B) y S;(B) son como en (3.1.1). De manera anéloga, para la formulacién de Segal tenemos
A5(0) = {XW] h e Ss(0)},

Notemos que la primera considera regiones a tiempo fijo, mientras que la segunda toma regio-
nes del espacio-tiempo. Queremos relacionar ambas nets. Al igual que en la seccién anterior,
consideramos una regién B a tiempo fijo (digamos 2° = 0) y su dominio de dependencia {(B)
como en (3.1.5)*. El siguiente lema es un resultado clave, donde, por tnica vez, se requiere
alguna condicién de diferenciabilidad para la frontera de B,

Lema 3.2.1 (Proposicién 3.3.2 en [56] o [15] seccién 6). Sea B C {x € R*2® = 0} una region

medible con frontera diferenciable a trozos y tal que int(B) = B. Entonces Ay (B) = Ag(O(B)).

No presentaremos aqui una demostracién pormenorizada de dicho lema, ya que la misma se
puede encontrar en ambas referencia (en detalle en [56]). No obstante comentaremos somera-
mente ciertos hechos. En la demostracion, es clave asociar, a cada regién R C M* un algebra

Ag(0) via limite proyectivo, es decir:

As(R) = [ 4s(0),
RCO

4Si B es acotado, pensemos en una bola, entonces O(B) es el diamante causal de la bola circunscrita en B,
mientras que si B no es acotado, pensemos en un semiespacio ¢(B) es una cuila limitada por dos hiperplanos
nulos [56].
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siendo R una regién arbitraria del espaciotiempo y O abiertos del espaciotiempo. Araki de-
muestra que independientemente de la hipdtesis de suavidad sobre el borde de B, si es una

regién a tiempo fijo, es valida:
Aw (B) C Ag(B) C As(O(B)). (3.2.4)

Pero lo que no es siempre cierto es Ay (B) C Ag(O(B)), para que ésta tltima sea valida basta

con que el borde se B sea suave a trozos, ya que la misma se desprende de:

Dr(B) = |J Dr(Ba),
BaCB

siendo Dg(B) el conjunto de funciones diferenciables de soporte compacto en B, y dicha igualdad
se cumple bajo la condicién de suavidad sobre el borde de B. Esta parte de la demostracién
radica en el hecho de que el algebra de Weyl de una dada region es el algebra inductiva de sus

subregiones propias®.

Otro tanto sucede a la hora de demostrar la contencién reciproca Ag(Q(B)) C Aw(B), en

donde ahora la hipétesis que cobra relevancia es la de int(B) = B, sin la cual dicha contencién

podria no satisfacerse.

Ahora, retomando nuestra linea y asumiendo por un momento que Ry (K1, K3) = Ry (K QL KK f K)
es valido, podemos concluir que la dualidad de Haag se cumple para regiones ¢ (B) que satisfacen

la hipétesis del lema anterior, dado que
As(0(B)) = Aw(B)" = Rw (Sr(B),S1(B))’
= Rw(S1(B)"*,Sr(B)"*) = Rw (Sr(B°),S1(B))
= Aw(B) = As(0(B°)) = As(0(B)").

En la segunda linea se utilizé la dualidad para el segundo mapa en la representacion de Weyl,

y en el siguiente paso se usé el Teorema 3.1.1.

Observacioén 3.2.1. La dualidad de Haag también se cumple en casos mds generales. Primero,
notemos que se cumple en cualquier otra region g - O(B), la transformada de O(B) bajo un
elemento del grupo de Poincaré g = (a,\). Esto se debe a la covarianza de Poincaré de la red
de dlgebras, es decir, A(g-O) = UgA(O)Ug_l, con Uy la representacion unitaria sobre el espacio
de Fock mediante la exponenciacion de la representacion unitaria irreducible que actiua sobre
el espacio de 1-particula U(a,A), dada en la nota al pie 5. De hecho, llamando O = {(B),
tenemos
A(g-0) =U,A(O)U, " = U, A0 U,
= (U, A0NUY = (A(g- 0

=A((g-0))

1
"En concreto esto quiere decir que Aw (B) = (UEQQB Aw (Ba)) .
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Segundo, también se cumple para cualquier conjunto abierto relativo no vacio B dentro de
una superficie de Cauchy ¥ del espacio-tiempo de Minkowski. FEsto se debe a que mo hay nada
particularmente excepcional en la superficie de Cauchyt =0, y el operador de Klein-Gordon es
un operador hiperbolico de Green y, por lo tanto, existe una solucion unica asociada a cualquier
par de condiciones iniciales (con las propiedades de reqularidad ya descritas) definidas sobre
una superficie de Cauchy arbitraria 3. Muchos de los pasos anteriores simplemente cambian por
evaluacion en X en lugar de en t = 0, y la derivada respecto a t se sustituye por una derivada
normal ortogonal a . Ademds, se puede reemplazar la definicion previa (3.1.5) de O(B) por
el completado causal de B, O(B) := B", sin referencia a la superficie de Cauchy x° = 0 y

considerando B como un conjunto abierto relativo no vacio en . Para mds detalles, ver [57].

En general, no hay razén para que la dualidad de Haag se cumpla en otros tipos de regiones.

En [15] se presenta un contraejemplo que explicaremos en detalle en la seccién 3.2.3.

3.2.2. Demostracion de la dualidad de Haag

Como ya mencionamos, en lugar de probar la inclusién Ry (K7, K2)' € Ry (K5, Ki-) como
en [15], podemos considerar el enfoque de [33]. La idea es que el conmutante de un dlgebra de
von Neumann M actuando sobre el espacio de Hilbert I'(H) (en realidad, cualquier espacio de

Hilbert) puede obtenerse directamente mediante la teoria modular.

Si existe un vector ciclico y separante® ) para M, entonces también es ciclico y separante

para M’ [55]. Consideremos el siguiente operador anti-lineal
SoAQ = A*Q, Ae M, (3.2.5)

que estd definido en un conjunto denso ya que €2 es ciclico. Ademds, Sy es cerrable (porque 2 es
separante para M) y su clausura S se llama operador de Tomita 7. El dominio de S est4 dado

por
D ={z € T'(H): H{zn}nen € MQ tal que nh_)rglo Ty =y Soxy, tiene un limite}.
El operador de Tomita S es invertible y, por lo tanto, tiene una unica descomposiciéon polar
S = JA? (3.2.6)

donde J es antiunitario y A = S*S es positivo y autoadjunto. Estos se denominan conjuga-

ciéon modular y operador modular, respectivamente. Destaquemos algunas de sus propiedades,

5Un vector € es ciclico para M, un &lgebra de von Neumann en un espacio de Hilbert #, si M es denso en

H. Ademas, 2 es separante para M si para cualquier A € M se cumple que AQ2 = 0 implica A = 0.
"Esperamos que no haya confusién entre el operador de Tomita S y los mapas de primera cuantizacién

estudiados en las secciones anteriores.
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primero tomando A = 1j; en la ecuacién (3.2.5), se tiene SQ = €. Segundo, de S% = 1),
obtenemos JAY2JAY2 = 1,; 0 A=1/2 = JAY2 ], por lo que

JQ(J—IAI/QJ) — A2 A2

luego, debido a la positividad de J —1A1/2 ] y 1a unicidad de la descomposicién polar, llegamos

a J? = 1. El dominio de S* es
D' ={z e T(H): Han}tnen C M'Q tal que lim z, =z y Fyz, tiene un limite}
n—oo
donde Fj es el operador cerrable definido por (ver [18], Proposicién 2.3.1.)

[YAQ = A*Q, A€R. (3.2.7)

Ahora estamos listos para enunciar un resultado importante de Tomita y Takesaki que

utilizaremos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Tomita-Takesaki, Theorema 10.1 de [58], o Teorema. 2.5.14 de
[55]). Sea M wun dlgebra de von Neumann en un espacio de Hilbert F que admite un vector

ciclico y separante S). Entonces, las siguientes dos relaciones se cumplen:
M = JMJ,
AYMA™" =M

para todo t € R.

El vector vacio Q es ciclico para las algebras Ry (Sgr(B),S;(B)): El Teorema de Reeh-
Schlieder asegura que, € es ciclico para el algebra de Segal Ag(O) [59], y en nuestro caso
estamos interesados en que O sea un “diamante” ((B) sobre B, en cuyo caso, por el Lema
3.2.1, tenemos Ag(Q(B)) = Aw(B) y entonces {2 es ciclico para Ry (Sr(B),Sr(B)). Ademas,
se sabe que si un vector es ciclico para un algebra, entonces es separante para su conmutante®.
En resumen, {2 es ciclico y separante para cualquier Ryy (K7, K2) con el par (K1, K2) proveniente
del primer mapeo de cuantizacién de Weyl (de ahora en adelante asumimos siempre esto). Por
lo tanto, el Teorema de Tomita-Takesaki (3.2.1) se aplica a nuestra situacién y, en particular,
tenemos

Ry (K1, Ks) = JRw (K1, Ko)J.

8En nuestro caso, Q también es ciclico, para Rw (K3, Ki") C Rw (K1, K>2)', y entonces podemos tomar
cualquier A € Rw (K1, K2) tal que AQ = 0, cualquier B € Rw (K3, Ki), y escribir

A(BQ) = BAQ =0,

lo que implica que A = 0 ya que anula un conjunto denso en I'(H).
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Sea j = J|]__(1

paso importante es demostrar que JK; C Kyy JK, C Ki-. Esto, a su vez, implicara (segiin

y = J|k la restricciéon de J al espacio real de una particula, entonces un

veremos):

Je() j = ei@(jf)

Je'™9) j = ¢im(J9) (3.2.8)

a partir de lo cual podemos deducir Ry (K1, Ks)' € Ry (K3, Ki) como sigue. Como ya
mencionamos, un elemento X € Ry (K1, K2)" puede escribirse como X = JYJ, donde Y €
Ry (K1, K3), y como las 4lgebras de von Neumann son cerradas en la topologia débil’, Y =
w—1im, Y, y X = w — lfmy, JY,J, donde Y,, € gen {ew(f)e”(g) /| fek, ge¢ K2}. Pero
cada uno de estos Y, es una suma finita de elementos e®Jkn)ei™(9kn) 1o que significa que hay

elementos fx, € K1y g, € Ko tales que

Y, = %aknei‘p(fk")em(gk"),
k=0
Nn
TYnd = ay, Je'#Uin) ] Jeim(0kn) 1
k=0

Nn, . R
=3 ag, eI fin)gimtonn)
k=0

que claramente pertenecen a Ry (K5, Ki-). Ademés, como las dlgebras de von Neumann son
cerradas en la topologia débil, se sigue que X = JYJ € RW(Kj,K f) Esto demuestra que
(3.2.8) implica la dualidad de Haag.

Sin embargo, para obtener una férmula explicita para J , en [33] se introducen varios operado-
res auxiliares (ver ecuacién 5 de dicha referencia). En cambio, para construir J solo trabajaremos
con Sy S* dado que se cumple

J=5(5*S)"1/2, (3.2.9)

Comencemos con el siguiente lema, que es una extensién del Lema 4 de [33].

Lema 3.2.2. Sean D y D’ los dominios (densos) de S y S* respectivamente, y E®) las pro-

yecciones ortogonales sobre F¥) | k € Ny. Entonces J, S y S* conmutan con las proyecciones,
EW = JE®
E® s c spk

Ek) g* C S* EF)

9Notaremos w — lim,, Z,, al limite débil de la sucesién Z,
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Mds ain, la restriccion de S a E® D es un operador cerrado y densamente definido en F*),
con dominio E®D = DNF®) que deja invariante D ﬂ}"r(k) (el cual es también invariante por
J). De manera andloga, la restriccion de S* a EW® D' es un operador cerrado y densamente

definido en F*) | con dominio E®D' = D' 01 F®) y deja invariante D' N Fo,

Demostracion. Teniendo en cuenta que E®) y J son operadores acotados, los dominios de los
operadores E®) J y JE®) son todo el espacio de Fock I'(H), mientras que el dominio de E®)S
es D. Sin embargo, el dominio de SE®) son aquellos vectores en el espacio de Fock tales que
su componente k estd en D, lo cual es un conjunto mas grande'’, y de manera similar para S*

pero con D’.

La parte de este lema que se refiere a S'y J se prueba en [33]. En contraste, las afirmaciones

relativas a S* son nuevas y merecen una explicacién. S*, siendo el adjunto de S, satisface

para todo ® € D’ y ¥ € D. Siguiendo esta notacién, es posible demostrar que E®® e D’ y
que E®) §* = §*E®)| 1),
(ST, EW®)p 5y = (EX) ST, @)ppy
= (SEWW, &) )
= (5@, EM W)y

= (E(’f)s*q>,\p)F(H).

Aqui hemos utilizado la ortogonalidad de E®) y que E®)§ C SE®),

Sid e f(l), entonces existen ®r, @7 € F, tales que ® = ®r+i®;, y notamos ¢ := dp—idP;
y Im{®} := &-(® — ). Cabe notar que un vector ® € FU) estd en F, siy solo si Im{®} = 0.
Para ver que S* deja invariante .7:51), es decir, que Im{S*®} = 0 para ¢ € .Fr(l) N D', podemos
proceder de la siguiente manera. Teniendo en cuenta que (¥, @)y = (¥, @) (), y la definicién

de S*, se cumplen las siguientes dos ecuaciones,

(S\Ij, (I))F(H) = (\IJ, S*CI))F(’H)a
(ST, @)py = (¥, 5*P)pz),

para U e FUNDy & € FOND'. De ahora en adelante, asumimos ademés que ® € F nD’,

es decir, que ® = ®. Restando la segunda de la primera, obtenemos

(ST, @)p(3) — (ST, P)pzy) = 2i(T, Im{S" @} )p3y).- (3.2.10)

10Bs posible tener un vector z € I'(#) tal que = ¢ D pero E® a2 € D, entonces podemos aplicarle S. Por eso

en el lema tenemos inclusiones y no igualdades.

65



Consideremos los dos casos por separado. Primero supongamos que ¥ € ]:ﬁl) N D, es decir,
que es puramente real: ¥ = W. Entonces el lado izquierdo de (3.2.10) se lee (2i Im{SV¥}, ®), lo
cual es cero, ya que sabemos que S deja invariante ]_-51) por el Lema 4 de [33], lo que implica
que Im{S*®} L (]__51) N D). Ahora supongamos que ¥ = iy, con x € F'n D. Entonces el
lado izquierdo de (3.2.10) se lee i(Sx,® — ®) = 0, donde hemos usado que S es antilineal y
que & = ®. Esto implica que Im{S*®} L (z'}",gl) N D), y tomando en cuenta el primer caso,
concluimos que Im{S*®} es ortogonal al conjunto denso F WA Dy, por lo tanto, se anula como
queriamos probar. No utilizaremos ni probaremos el caso k > 1, pero sigue de manera similar

a los argumentos usados para k = 1. O

Si examinamos mas a fondo el dominio de S restringido al espacio real de una particula
1 . .
]-'7( ) ~ K veremos que S puede actuar sobre estados de una particula, aunque no sean a priori

de la forma AQ, con A € Ry (K1, K2). Para eso serd ttil el siguiente lema:

Lema 3.2.3. Si K y K3 estan en posicion genérica (es decir, K1NKy = K ﬂKj = KQOKIL =
Kf‘ﬂKzJ- ={0}), entonces K1+ Ky C Dﬁ]-",gl), de modo que S puede actuar sobre estos vectores.

Demostracion. Para ver esto, tomemos un estado genérico de una particula

1 ) .
‘Ifzﬁ(f1+lf2+291—g2)a fi€ K1, g€ Ko

= (o(f1) +iv(f2) +m(g1) +im(g2))
Se puede escribir como el limite (en la topologia de norma de I'(H), ver [60], Proposicién 10.14)

lfm A1 [_i(exiw(ﬁm(gl)) — 1) o (M) m(92) 1)} Q
A—0

de estados en el dominio de S. Ademds, el limite

lim \—1§ [_i(emwﬁ)mgl)) 1) 4 (i) 4m(92) 1)} 9
A—0

existe y da como resultado (p(f1) —iv(f2) +7(g1) —im(g2)) 2 = % (fr —ifa+ig1 + g2). En-

tonces, como S es cerrado, obtenemos
S(fi+ifa+igi —g2) = f1 —ife+ig1 + g2- (3.2.11)

Esto muestra explicitamente cémo S actia sobre los estados de una particula y también que
Ki+KsCDn .7-',(1). Atin més, dado que (K + K2)* = Ki- N KQJ- = 0 (debido a la propiedad
de posicién genérica), tenemos que Kj + Ko es en realidad denso en ]:,gl) y, por lo tanto, es
denso en el dominio de S restringido al espacio de una particula. En [33] los autores afirman
que K1+ Ky = Dﬁ]ﬁgl), sin embargo, no vemos ¢cémo probar Dﬂ}"?gl) C K;1+ K». En cualquier

caso, a nuestros fines serd suficiente con lo que hemos afirmado arriba. O
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El hecho de que K; y K5 estén en posicién genérica se asumié en la prueba del Lema 4
en [33], y aqui mostramos en el Apéndice 7.3, siguiendo [15], que K7 y K3 estan efectivamente

en posicién genérica si se dan por los primeros mapas de cuantizacién!! Sg(B) y S;(B).

El siguiente teorema, que se aplica a espacios de Hilbert reales o complejos, a veces referido

como el teorema de las dos proyecciones de Halmos, es un resultado clave para tener un mayor
. _ o 1

control sobre J ya que nos permite escribir las restricciones a .7-"; )~ K de S y S* en “forma

matricial”.

Teorema 3.2.2 (Enunciado como en el Lema 5 de [33]). Sea K un espacio de Hilbert y K; y
K> dos subespacios cerrados de K en posicion genérica. Entonces, existe otro espacio de Hilbert
K. y una contraccién positiva T sobre él, con kerT = ker(1—T) = 0, tal que el par { K1, K2} es
unitariamente equivalente al par {T'(T),T(=T)}, lo que significa que existe un mapa unitario (u
ortogonal) U : K — K. ®w) K« que mapea K1 al grifico de Ty K» al grdfico de =T. Aqui T'(T)
denota el grafo de T' (esperamos sepan disculpar el solapamiento con la notacion del espacio de

Fock).

Para la demostracién de este teorema, véase [61] (en particular el Teorema 1 de dicho texto)
o [62], teorema 2.4, donde se puede ver que es posible identificar K con K, ®r Ky y que T puede
ser elegido como autoadjunto. Una contraccion es un operador lineal con norma menor o igual

al.

Apliquemos el teorema de Halmos al caso que nos ocupa. Llamando U al mapa ortogonal

que lleva Ky a I'(T) y Ky a I'(—T), entonces dado f € Ky y g € Ko, existen h,h’ € K, tales

U(f) = <1flh> , Ul(g) = <—;h’> )

La reciproca también se cumple (ya que U es inversible), es decir, para cualquier elemento de

que

la forma mostrada en el lado derecho de las ecuaciones anteriores, existen tnicos f € K y
g € K tales que se cumplan estas ecuaciones. Atin méas, podemos ver que Ki- y K3 también

se identifican con elementos de IC, ©r K,. Tomemos x,y € K., entonces tenemos
x 1 T h
elN(T) < , =0, VhekK,
y y) \TN) /) ook
& (z,h), = (—y,T(h))k., YheK.

= <_y> e I(T*) = I(T),

T

1E] hecho de que K1 y K» estén en posicién genérica implica inmediatamente que S = K; + BK> es un
subespacio separante, esto significa que S N RS = &. Ademds, se puede demostrar que S = K1 + K> es ciclico
(es decir, S + BS es denso en K) mediante la dualidad en la formulacién de Weyl y la propiedad de posicién
genérica. Sospechamos que esto se puede demostrar incluso sin invocar la dualidad en la formulacién de Weyl.

Un subespacio real cerrado S que sea ciclico y separante se llama estdndar.
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donde en la ultima linea usamos el hecho de que T puede ser elegido como autoadjunto, y esto

=T
implica que x = —T'(y). Entonces, (1:) € T(T)* siy solo si <x> = ( (y)>.
y Yy Y

Por lo tanto, tenemos las siguientes identificaciones

(UKy)* = { (Ty> € /c*} . (UKt = { <Ty> € IC*} (3.2.12)
Yy Yy

Llamemos S a la restriccién de S a D N ]-",El). Considerando f € K; y g € Ky, usando

(3.2.11) podemos escribir

Estas expresiones pueden ser utilizadas para definir S, que estd inducida sobre ['(T) por S como

S =USU!. Por lo tanto, para cualquier h € K,,

~( h ~ . h
S (Th> =SU(f) =US(f) =U(f) = (Th>

) - . h
S (_Th> =SU(g) =US(g) =U(-g) = - <_Th> :

De lo cual deducimos, por combinaciones lineales,
- (0 h
S = .
Th 0

~[h 0

S = ,
- 0 771 - 0o T
S = luego S* = )

Esto nos permite identificar
Ahora consideramos la descomposicién polar de S, S = J(S*S )%, y la restringimos a K7 + Ko

usando el lemma 3.2.2. Es decir, S = j(g*g)%, donde J = UJU . De manera explicita, usando

(3.2.2),
(0 T—1> (o T) (o T—l) 2 N (o 1)
= — J =
T 0 7 o) \T 0 10

lo cual coincide con la expresién en [33] (no hay distincién entre J y .J en esa referencia).

) ) e

De aqui y de (3.2.12) reconocemos que J acttia sobre K envidndolo a Ks

J(fy=u"YJu(f)=vu"tJ <Thh> =yt (T) e Ki.

S

Entonces,
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De manera andloga podemos mostrar que J mapea Ko a Kf En resumen, acabamos de

demostrar el siguiente lema:
Lema 3.2.4. Si K1, Ko C K estan en posicion genérica, entonces

JK, = Ky, JKy = Ki-. (3.2.14)

Ya completamos la primer paso de la demostracién, ahora nos apartamos de los cédlculos
técnicos de [33], de esta forma evitaremos introducir operadores no acotados adicionales, pero
llegaremos a la misma conclusién. A partir de ahora seguimos de cerca esa referencia, aclarando

algunos detalles relevantes.

Queremos demostrar el siguiente lema intermedio, que afirma algo més fuerte que (3.2.14),
ya que en términos generales sostiene que es valido para los campos ¢(f) y 7(g), y no solo para

J actuando sobre los vectores de una particula.

Lema 3.2.5. Sea f € K1 y g € Ko. Entonces

Jo(f) = ¢(Jf), Jn(9)J =n(Jg),
conjfeK2L ngeKli.
Antes de demostrar este lema, enunciemos y probemos el siguiente corolario importante,

que, segun la discusién después de (3.2.8), es suficiente para afirmar que la dualidad de Haag

se cumple.
Corolario 3.2.1. Con las condiciones del lema anterior:

Jeeh) g — eis&(jf)7

Jeim(9) j — ¢im(Jg)

Demostracion. Supongamos por un momento la validez del lema 3.2.5 para demostrar el coro-
lario. Sea A € Ry (K1, K3), entonces, por el Teorema de Tomita-Takesaki, para todo f € K;
se tiene

Je JAQ = AJee) JQ,

y entonces,

TP JAQ = AJ i (wfj V" 0= 4 Z 7”@(]: )
n=0 ’ n=0 n

> g Jf)

s (o)’

donde en la ltima igualdad usamos que e (If) ¢ Rw (K5, Kit) € Ry (K1, K3)' por localidad.

O = AN Q = ¢ieUUh) g0

Asf, JeeH)J = (1) en un conjunto denso, y por continuidad, en todo I'(#). De manera

andloga, se demuestra lo mismo para 7(g). d
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Como ya mencionamos anteriormente, la dualidad de Haag se deduce de este corolario.

Pasemos ahora a demostrar el lema 3.2.5.

Demostracion. Del hecho de que SQ = Q y J2 = 1 se tiene que AY2Q = JQ. Como J conmuta
con E© por el Lema 3.2.2 y notando que A es positiva, se sigue'? que JQ = . Entonces, si
fE€Kiyyg€ Ky,

J@U)JQ::;gjfzzw@U)Q, (3.2.15)
Jr(g)JQ = —i\}ijg =7(Jg)Q, (3.2.16)

donde Jf € Kiy Jg € Ki- como ya observamos en (3.2.14).

Ahora mostremos que de hecho Jo(f)J = @(Jf). Sea f € K; y U(t) = ™) un gru-
po uniparamétrico en Ry (K7, K3), entonces para cualquier B € Ry (K1, K2)' se cumple que
BU(t) = U(t)B y para todo ¥ € Dom(p(f)) tenemos

1U@#)T —

U = lim =
o(f) lm ,

en la topologia de norma de I'(#) [60] (este si es el espacio de Fock). Luego podemos considerar
BU(t)¥ = U(t)BY y tomar la derivada en ¢ = 0, obteniendo By(f)¥ = ¢(f)BY¥ para todo
U € Dom(p(f)), es decir, Bo(f) C ¢(f)B. Aclaramos estos tltimos pasos:

L 1U)v -
Beliw =Blig = —
., 1BU(t)V — BY
= lim —
t—0 2 t
., 1U(t)BY — BV
= lim —
t—0 2 t
:HmlU“)_le
t—0 1 t
= o(f)BY

donde en la segunda igualdad usamos que B es acotado, en la tercera linea usamos que B €
Rw (K1, K3)', y en la quinta linea usamos que, dado que el limite en la cuarta linea existe (el lado
izquierdo), entonces B¥ debe estar en el dominio de ¢( f) y, ademas, el limite en la cuarta linea es
igual a p(f)BY¥ (Proposicién 10.14 de [60]). Hemos demostrado que BDom(p(f)) € Dom(p(f))
y ©(f)B = By(f) sobre Dom(¢(f)). Cuando esto sucede para cualquier B € Ry (K7, K2)', se
dice que el operador no acotado ¢(f) esté afiliado a Ry (K1, K2) [55].

120tra forma de verlo es la siguiente: es un hecho que S* es el operador de Tomita del conmutante Ry (K7, K>)'
(ver [55]), que estd bien definido ya que  es un vector ciclico y separante para Rw (K1, K2), lo que implica que
también lo es para su conmutante Rw (K1, K2)'. Entonces, S*Q = Qy JQ = §(5*5)~1/2Q = Q.
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Podemos entonces escribir B = JAJ para algin A € Ry (K1, K3), que por el Teorema de
Tomita-Takesaki pertenece a Ry (K1, K2)', y luego obtenemos

JAJo(f) C o(f)JAJ, (3.2.17)
de donde

Jo(f)JAQ = Jo(f)JAT*Q
= Jo(f)(JAI)Q
= J(JAT)p(f)Q
= AJo(f)JQ

= Ap(Jf)Q (3.2.18)

donde hemos usado repetidamente J? = 1, JQ = €, y en la tltima linea usamos (3.2.15).
Note que Jf pertenece a K3 por (3.2.14), y que A € Ry (K1, K3) C Ry (Ks, Ki-)' por
localizacién. Repitiendo los mismos argumentos anteriores, podemos decir que go(j f) esté afi-
liado a Ry (K5, Ki-), y en particular Ap(Jf) C @(Jf)A. Entonces, (3.2.18) establece que
Jo(f)JAQ = @(J f) AL, 1o cual es equivalente a

JO(F) | Ry (i1 12)0 = (T )| Ryy (K1 K2)02 (3.2.19)

Ahora necesitamos mostrar que se pueden quitar las restricciones en ambos lados para obtener la
igualdad deseada y finalizar la demostracion. La idea para hacerlo es tomar clausura a ambos
lados de esta ecuacién, pero esto es delicado. En [33] los autores no dan muchos detalles y

creemos que este es un paso crucial, por lo tanto pasamos a detallar nuestro argumento.

Comenzamos con el lado derecho. El objetivo es mostrar que Ry (K7, K2)Q es un core'? para
cp(j f). Esto es equivalente a mostrar que go(j IRy (11, K2)0 €s esencialmente autoadjunto, ya
que en tal caso su clausura seria entonces una extensién autoadjunta, que por la unicidad de las
extensiones autoadjuntas para operadores esencialmente autoadjuntos debe ser <p(j f). Debido
a esto, queremos mostrar que Ry (K7, K2)Q es un conjunto (total'* ) de vectores analiticos'®
lo cual, por el teorema de Nelson (Teorema X.39 en [54]), implica que go(j IRy (k1,K2)0 €8
esencialmente autoadjunto. Entonces, consideremos U (t.J f) Ry (K1, K2)Q, con t € R, y veamos

a dénde llegamos,

13E] core de un operador X es un subespacio denso P C Dom(X) tal que el operador X estd determinado
univocamente por su accién en D. Es decir, si Y es otro operador en H que coincide con X en D, entonces
Y =X.

14Un conjunto total de vectores asociados a un operador X es un subconjunto D C Dom(X) tal que el conjunto

{X1 : 1 € D} es denso en el espacio de Hilbert H.
15Un vector analitico para algin operador A es un vector ¥ tal que Yoo AT tn—n, < oo para algun t > 0.

Usaremos que 2 es un vector analitico para ¢(f), y esto es cierto porque en realidad cualquier vector de particulas

finitas es analitico, como se muestra en el Teorema X.41 de [54].

71



U(tJ f)Rw (K1, K2)Q = Ry (K1, K2)U(tJ )9

(ite(J))" o

= Rw (K1, K3) ) ol

n>0
()"

- Z T‘P(jf)RW(Kl, K)p(Jf)" 10

— Z (iw(r;]!f))an(Kl, KQ)Q

donde en la primera linea usamos que U (tj f) pertenece a Ry (K1, K3)', en la segunda linea que
Q es un vector analitico para o(.Jf), en la tercera linea que o(.J f) est4 afiliado a Ry (K5, Ki) y
en la dltima linea simplemente repetimos el paso anterior. Este resultado dice, en primer lugar,
que tiene sentido aplicar <p(j f) n veces a cualquier elemento de Ry (K1, K2) y, en segundo lugar

y lo més importante, que la serie converge para cualquier ¢ € R. Es decir, si ¥ € Ry (K7, K2)(,

ip(Jf)"u .
D Mt” —UtJH U eF, teR (3.2.20)
= n!
La convergencia de esta serie de potencias para cualquier ¢ implica que el radio de convergencia
es 00, v luego realmente converge de manera uniforme y absoluta'®, lo que significa que W
es un vector analitico para gp(j f). Esto completa el argumento para mostrar que el cierre de

(P(jf)‘RW(K17K2)Q en el lado derecho de (3.2.19) es precisamente o(.J f).

Con el andlisis anterior completado, es mas facil mostrar cudl es el cierre del lado izquierdo
de (3.2.19). Primero, note que dado que ¢(f) es autoadjunto y lo es también J, entonces
Jo(f)J también es autoadjunto y es, obviamente, una extensién del lado izquierdo. Pero ahora
sabemos que el cierre de Jo(f)J|g,, (K, ,Kko)0 €8 go(jf), que es autoadjunto. Entonces, cp(jf)
también es una extensién autoadjunta de go(j HI Ry (K1,K2)Q> ¥ por unicidad de las extensiones
autoadjuntas para operadores esencialmente autoadjuntos, debe ser que Jp(f)J = gp(j f). El

mismo razonamiento se puede aplicar a 7(g). ]

3.2.3. Un contraejemplo de la dualidad

El contraejemplo que presentamos para la dualidad de Haag debe estar necesariamente
relacionado con una regién que no sea el desarrollo causal ¢(B) de una regién B en una superficie

de Cauchy. Fue originalmente construido en [15].

16Ver Teorema 2 en la Seccién 2.4 del Capitulo 2 en [63]. Estamos adaptando la prueba de allf a nuestro caso,

tomando la norma de Hilbert en su lugar.
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Primero establecemos algunos hechos que seran ttiles a continuacién. El primero de ellos
es que el mapa de segunda cuantizacién es un mapa inyectivo. Para fijar ideas, considérelo en
la forma de Segal como en (3.1.14). Si H; C Hj, entonces es claro que Rg(Hy) C Rg(Ha)
(isotonfa). Ahora probamos el reciproco de la isotonfa. Serd 1til escribir la CCR en la forma de

Segal (2.2.5) como

(W (n), W ()] = W)W () (1= 0P} (3.2.21)

Para demostrar que HiZHy implica Rg(H1)ZRs(H2), supongamos que H;ZHs. Entonces,
HiZHi y existe un elemento hy € Hy tal que hy ¢ Hi. Luego, al tomar un hy € H; tal que
(ha,h1)x # 0 y usar la ecuacién (3.2.21) con n = Bha y u = Ahq, es posible encontrar un A € R
tal que [W(Bha), W(Ah1)] # 0. Por lo tanto, W(Rh2) ¢ Rg(Hp)'. Por otro lado, aplicando
nuevamente la ecuacién (3.2.21) tomando n = Bhy y u € Ha, obtenemos de (p, h2) = 0 que
W (Bhs) € Rg(H2)'. Ahora supongamos que, de hecho, Rs(H;) C Rg(Ha2), lo que implica
Rs(H32)' € Rs(Hy)'. Pero esto es una contradiccién con lo que acabamos de mostrar: W(phg) €
Rs(Hs) y W(Bhsa) ¢ Rs(Hy)'. Por lo tanto, dos subespacios Hy, Hy de K satisfacen Rg(H1) =
Rs(Hy) siy solo si Hy = Ho.

La siguiente féormula también serd 1util. Para derivarla, recordemos el producto interno en
K (2.1.6) y la definicién de f (2.1.11). Dados hy, ha € K,

wa@K:—hﬂthM}:—m{%A» hﬂﬂ&“@—@@@ﬁh@}

4w R4

= —/ hi(x)2 Re{A(+)(;1: - y)}hz(y) dy dx
R4 x R4

:—/ m@m@—w@@mwm:—/;mmmﬂwm, (3.2.22)
R4 xR4 R4

donde usamos el propagador causal A = 2 Re{A(+)} y la ecuacién (2.1.2).

Como mencionamos, el contraejemplo que presentamos para la dualidad de Haag debe estar
necesariamente relacionado con una regién que no sea un diamante causal ni una wedge. La
regién propuesta es

B = O(Th) U O(T2),

donde llamamos 77 al intervalo abierto en el eje del tiempo (t1,t2), donde to > t1 > 0, Ty := =11,
y O(T;) = T!" (el complemento causal del complemento causal, es decir, la completacién causal
causal, como se define en (3.1.4)). Entonces, la regién B es la unién de dos diamantes separados

por un tiempo, y su complemento causal B’ se muestra en la Figura 3.1.

Definimos O(7T) como antes pero con T" = (—tg,t2), nuevamente un intervalo sobre el eje
del tiempo. Es facil ver que B’ = O(T)', ver Figura 3.2. Dado que O(T) es un diamante
causal, sabemos que la dualidad de Haag se cumple y Ag(O(T)) = As(O(T)") = Ag(B').

Entonces, para probar que la dualidad de Haag falla para la regién B, basta con demostrar
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Figura 3.1: Diagrama de la regién B = O(T1) U O(T%) y su complemento causal B’ en marrén.

que Ag(O(T)) # Ag(B). Pero, a partir de la observacién anterior sobre la propiedad de in-
yectividad del mapa de segunda cuantizacién, esto es equivalente a Sg(O(T")) # Ss(B). Pa-

ra demostrar esto, construimos una funcién que no pertenece a SS(O(T))J- pero pertenece a

Ss(B)t = Ss(0(T1) U O(To)) ™.
th tA

C(m) ‘

4

Figura 3.2: A la izquierda, un diagrama que muestra la regién O(7), el diamante causal de
(—ta,t2), y su complemento causal en marrén. A la derecha, O(71) y O(72) estan incluidos, y

el complemento causal es el mismo para By O(T).

El primer paso es observar la ecuacién bidimensional

»Po ¢ 2

74



que puede considerarse como una ecuacién de Klein-Gordon donde los roles de x y ¢ estan in-
vertidos y la masa es puramente imaginaria. Este tipo de ecuacién fue estudiado en detalle por
Robinett en [64], donde mostré que la causalidad atin se cumple. Es decir, para unos datos inicia-
les dados ¢(t,0) y %(f(t, 0), funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, existe
una solucién tnica ¢(t, x), también infinitamente diferenciable, que ademads satisface ¢(t,x) = 0
para cualquier (t,) tal que 22 < (t — t')? para todo ¢ € supp(¢(t,0)) U supp(%‘f(t, 0)). Luego,
al tomar condiciones iniciales diferenciables cuyo soporte estd contenido en el intervalo (—t1,¢1)
del eje temporal, obtenemos una solucién diferenciable ¢ (¢, x) cuyo soporte no interseca O(71)

ni ¢(7>), como se muestra esquematicamente en la Figura 3.3.

tA

4

¢

Figura 3.3: Las condiciones iniciales de ¢ estan soportadas en la gruesa linea negra en el
eje temporal. Su soporte estd representado como la regién beige y no interseca B. La linea
horizontal gruesa de color arcilla representa el soporte compacto de las condiciones iniciales de

G.

Ahora definimos las condiciones iniciales para el problema habitual de Klein-Gordon en
cuatro dimensiones

_ Odo

) = = (0,21 (D), (3.2.24)

8

91(Z) = ¢0(0,z1)hy (T), g2(

donde h;(Z) es una funcién infinitamente diferenciable con soporte compacto tal que hy (%) = 1
si |Z| < to. Luego consideramos el problema de valores iniciales

oG

O+m?)G(x) =0, G(0,%) = g1 (), 920

(0,7) = go(E). (3.2.25)

Por unicidad de la solucién en O(7T") y dado que ¢o(2, x!) satisface (3.2.25), entonces G(z) =
do(2°, 1) en O(T). Ademss, G proviene de aplicar el propagador causal A a una funcién g en

K, como se muestra a continuacién.
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Sabemos por el apéndice 7.2, considerando una ligera variacion de la ecuacién (7.2.4) (cam-
biando el tiempo cero por un tiempo arbitrario y siguiendo los mismos pasos que para su

deduccidén), que para cualquier s € R,

G(z) = » Az = y)os(y)dy (3.2.26)
donde ¢s(y) = —0(y’ - S)g;(s,zj’) —8'(y° = 5)G(s,9). (3.2.27)

Luego, tomando una x € C§°(R) tal que [, x(s)ds = 1, podemos reescribir G de una manera

atil
60) = [ x(6@xs = [ x(6) ([ Atw =)0 y) as

= | Alx—y) </Rx(5)¢s(y)d5> dy = Fy(x),

R4
donde
9(y) = /RX(S)cbs(y)dS- (3.2.28)

Afirmamos que g esta en K, incluso més, g € C§° (R*). Esto sigue del hecho de que, dado que g;
y g2 tienen soporte compacto, nuestra solucién G es espacialmente compacta (lo que significa
que, dado s € R, los soportes de G(s,%) y g—?%(s,gj’) son conjuntos compactos de R3, ver [17]

para més detalles). Vedmoslo explicitamente,

g(y) = /RX(S)abs(y)dS
== [ XI5 = ) 5 5.3+ X80P — )G, s
R 8y

=xX'(°)G(y)

donde en la ultima linea usamos la derivada débil. Escrito de esta manera, es obvio que g es
una funcién suave y también que tiene soporte compacto, ya que x tiene soporte compacto y

G es espacialmente compacta.

Anteriormente mencionamos que estamos buscando una funcién que no pertenezca a Sg(Q(T))+
pero que pertenezca a Sg(B)+ = Sg(O(T1)UO(T2))*. Afirmamos que esta funcién es Bg porque,
dado f € Sg(O(T1) U O(T»)),

(f,Bg)x = /R4 f(x)Fy(x)dx = » f(z)G(x)dx =0,

donde usamos la ecuacion (3.2.22) y el hecho de que G(z) se anula en ¢(77) U O(T2). Por otro
lado, mediante un célculo similar, Bg ¢ Ss(O(T))*.
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Capitulo 4

Entropia de exitaciones coherentes

You should call it entropy, for two reasons. In the first place your uncertainty
function has been used in statistical mechanics under that name, so it already
has a name. In the second place, and more important, nobody knows what

entropy really s, so in a debate you will always have the advantage.

John von Neumann, en una conversacion con Claude Shannon, ~1941

En este capitulo presentaremos dos calculos, el primero de ellos es una revisién de cémo
calcular la entropia relativa entre dos excitaciones del estado de vacio del bosén quiral, loca-
lizadas en cierto intervalo que puede o no ser acotado. El segundo resultado es andlogo, pero
esta vez la entropia relativa serd entre excitaciones coherentes del estado termal, aqui nuestro
resultado es valido atin para intervalos acotados, pudiendo generalizar el resultado en [48] vali-
do solo para semirrectas. Nuestro resultado es consistente con trabajos previos al respecto, por
ejemplo en [65] obtienen el mismo Hamiltoniano modular para el estado termal localizado en
un intervalo acotado. Alli ellos aplican el método de pasar al plano complejo y compactificar
la componente imaginaria imponiendo un periodo 5. Como se verd en breve, nuestro método
difiere del de ellos y ademads para el posterior calculo de la entropia relativa tampoco utilizamos

el método del cut off, sino que obtenemos la misma sin necesidad de tomar ningtun limite.

Ademss el enfoque de la teoria de Tomita-Takesaki nos permitird hallar de manera relativa-
mente directa varias cotas relevantes para la entropia, como la de Bekenstein o la QNEC tanto
para el estado de vacio como para el termal. Por iltimo extenderemos a dimensién 141 todos

los resultados.

Para abordar dichos cédlculo desde el punto de vista de la teoria de Tomita-Takesaki es
menester introducir primero los objetos de relevancia, y exhibir una férmula para la entropia

relativa en términos de ellos. Luego de hacer esto, pasaremos a contar un método de purificacién
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que serd la piedra angular para (en cierta forma que precisaremos) poder aplicar al estado termal

resultados a existentes para el estado de vacio.

4.1. Estructura modular del algebra de Weyl y purificacién de

estados

Ya vimos en la introduccion que una forma de enunciar las CCR es a través de una estructura
simpléctica, como se muestra en la ecuacién (1.1.7). Esta idea también se retomo en la ecuacién
(2.2.5), donde se utilizé la forma simpléctica o definida en la ecuacién (2.1.12) sobre el espacio
de una particula. La misma no solo facilita la escritura de las CCR, sino también como veremos

la de la definicién de estados KMS a nivel del espacio de una particula.

De aqui en adelante, dado un espacio simpléctico (K, o) siendo K un R-espacio vectorial,

obtenemos un algebra CCR, con las relaciones
W(f)W(g) = e “VOW(f+g), W(f)* =W(-f) (4.1.1)

donde f, g € K. Nos referiremos a esta algebra como CCR(/K, o).

Veamos ahora céomo se formula la condicién KMS en el espacio de una particula. El espacio
real de una particula I tiene asociada una forma simpléctica o que como ya mencionamos es
la parte imaginaria del producto interno de H. Podemos pensar en munir a /' de una forma

R-bilineal, simétrica y definida positiva 7 que satisfaga

a(f.9)* <7(f. N)r(9.9). (4.1.2)

Dicho 7 bien podria ser la parte real del producto interno de H, es decir el producto en I, pero
no necesariamente tiene que serlo. Cualquier 7 que satisfaga (4.1.2), define un estado quasifree
(ver [66]) mediante
Pp— 7lT(hzh)
w(W(h)) :=e 2 (4.1.3)

completandose la definicién via C-linealidad y continuidad a otro tipo de operadores. Si en
la ecuacién (4.1.3) cambiamos 7 por otra forma R-bilineal, simétrica y definida positiva que
cumpla la condicién (4.1.2) obtendremos otro estado quasifree y de hecho la correspondencia
es uno a uno, en particular el estado quasifree correspondiente a 7(hy,ho) = Re(hy, ho)x es el

estado de vacio.

La funcién de 2 puntos del estado cuasifree definido por (4.1.3) eswa(f, g9) = 7(f, g)+io(f,g).
Sin embargo, dicho estado puede no ser puro. Es puro si y solo si we es un producto interno
complejo. Mds precisamente, a partir de (4.1.2) se puede demostrar que existe una contraccién

D tal que
o(f,9) =7(f,Dg). (4.1.4)
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Debido a la no degeneracién de o, D es invertible y su descomposicién polar es D = C|D|.
Aqui, C' es una estructura compleja y el estado w es puro si y solo si wo es un producto interno
complejo, es decir, bilineal con respecto a la estructura compleja C. Esto es equivalente a la

afirmacién de que w es puro si y solo si [D| =1 (ver [67] para mas detalles).

Pospondremos la construcciéon de una purificacién de un estado no puro hasta el final de

esta seccién.

Diremos que (K, 7,0) es una estructura dindmica de una particula si existe un grupo uni-

paramétrico de operadores unitarios’ {U;};cr sobre H tal que oy W (h) = W (Uh).

Para estados quasifree si consideramos la condicién de borde de la KMS:
w(aoy4ig(b)) = w(a(b)a) (4.1.5)

y la aplicamos a operadores a = W(hy) y b = W(hz) con h; € K entonces asi, el miembro

izquierdo de la igualdad quedaria:

(W ()i (W (ha)) = (W ()W (Upsighs)) = w (€37 0Tisah W (g + Upyighs) )

_ e—%a(thH-mfm)w (W (hy + Ut+i6h2)) _ e_%g(hlyUt+i5h2)_27(h1+Ut+iﬁh2vh1+Ut+i5h2)

— 50 (h1,Uprigha) =5 [r(h1,h1)+27(h1,Ussigh2)+7(Usrigha Urrighe)]|

(&

Se ha hecho uso de que el estado es quasifree, de la relaciones CCR, la C-linealidad de los estados,

etc. Procediendo de igual manera en el miembro derecho de la ecuacién (4.1.5) obtenemos

w(ar (W (ha))W (hy)) = o~ 50 (Utha,h1)= 3 [r(h1,h1)+27(Utha,h1)+7(ha2,ha)]

Llamaremos condicién KMS en el espacio de una particula a una condicién suficiente para que

la KMS se de al nivel ya descripto en la segunda cuantizacion, diremos entonces que

Definicion 4.1.1. Un estado quasifree w definido sobre el dlgebra de von Neumann de opera-
dores W(h) con h € (K, T,0) se define por

W(W () = e

extendiendo por C-linealidad y continuidad débil y diremos que satisface la condicion KMS-
B de una particula si cumple que para todo hi,ho € K existe una funcion continua fn, p, :

R x i[0, 8] = C holomorfa en el interior de la banda y satisfaciendo la condicion de borde

Jha ha (t) = wa(h1,Utha) gy fhl,h2 (t+i8) = wa(Uthg, h1) (4.1.6)

para todo t € R. Donde wa(,) = 7(,) +io(,).

!Unitarios respecto al producto interno en X = H (como conjuntos) dado por 7 + i0, que no necesariamente
coincide con el producto interno complejo en H. Notemos que tales operadores U; deberan respetar por un lado
T y por otro o, es decir 7(h1, h2) = 7(Uth1,Uths2) e igualmente para o (nos referiremos a esto tltimo diciendo

que U; es un simplectomorfismo).
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Utilizando que wa(hi, ha) = 7(h1,h2) + io(h1, h2) nos damos cuenta que de la condicién

KMS de una particula se desprenden:
7(h1, Uttigha) = 7(Utha, h1)
o(h1,Ustigha) = o(Uiha, hy)
y en particular

7 1
- §U(h17 Utrigh2) — 3 [T(h1, h1) + 27 (h1, Upyighe) + 7(Usrighe, Uryigha))

; 1
= —%U(Uthg, ) + 2kri = o [r(h1, o) + 27 (Uihz, ) + 7(ha, o)
de donde se desprende (y de las cuentas previas a la definicién 4.1.1) que la condicién de borde
dada por la ecuacion (4.1.5) se debe satisfacer para estados quasifree y de hecho se satisface la

condicion KMS a nivel de segunda cuantizacién para el estado w pudiendo demostrarse también

la analiticidad de F apelando a la de f. Mdas atun la relacién exacta entre ambas es
Fyw () w (h) (2) = w(W (hn))w(W (hg))eFr.na () (4.1.7)

los detalles al respecto se encuentran por ejemplo en [68].

Entropia relativa en la segunda cuantizacion

Suponemos que tenemos un espacio de Hilbert complejo H con producto interno (f,g) =
wa(f,g). En otras palabras, asumimos por ahora que el estado es puro. Llamemos a su espacio
de Fock (bosénico) I'(H). Tenemos una representaciéon del algebra CCR(K, o) en el espacio de
Fock I'(H). De hecho, W(f) actia en I'(H) como V(f):

V(f)e° = e z{el, feHr (4.1.8)
con 1
f._ _
e._1@f@v§f®f@”. (4.1.9)

Si U es una operador unitario sobre H, es posible extender su accién mas alla del espacio de
una particula H a todo el dlgebra de operadores CCR(K, o). Dicha extensién se suele denotar
I'(U) (o €Y) y estd definida sobre todo I'(H)

N)=10UasUeU)eoUUeU)®--- (4.1.10)

Nétese que eVe = eU". En ocasiones abusando de la notacién definiremos operadores unitarios

U sobre el espacio de una particula y luego diremos que los aplicaremos a elementos del algebra

cualquiera sea su grado, con esto en realidad nos referiremos a la aplicacién de I'(U).

Llamando Q := €Y el vector de vacio

1

(Q,V()Q) = e 2 = w(W(f)). (4.1.11)
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Esto muestra que (V,I'(H),2) es una representaciéon de estado w, y como es ciclica (ver mas

adelante), es unitariamente equivalente a la GNS.
Podemos definir las algebras locales asociadas a un subespacio real-lineal dado H C H:
R(H) :={V(f); feH) (4.1.12)

Resulta que Q es ciclico (respectivamente separante) para R(H) si y solo si H es ciclico (res-
pectivamente separante). H es ciclico si H + iH = H mientras que es separante si H NiH = 0.

Si ademés H es también cerrado, se llama un subespacio estindar.

El operador de Tomita S asociado a R(H) (y 2) se define por (la clausura de)
SV(fIQ=V(f)'Q, V(f)eR(H) (4.1.13)

El operador de Tomita relativo Sq o asociado a R(H) se define por (la clausura de)

SoraV(H)Q=V(f) (4.1.14)
con descomposicién polar
S0 = Joalgr. (4.1.15)

Para algebras del estilo R(H) y estados ciclicos y separantes w y ', la entropia relativa de

Araki (ver [69]) se define como
Sa(w||w’) = —(Q,log A 0 ), (4.1.16)

siendo |Q) y |€) dos vectores ciclicos y separantes asociados a w y w’ respectivamente. Dicha
definicién generaliza la nocién de entropia relativa existente para estados dados por matrices

de densidad. Adem4ds la misma es pasible de escribirse en la forma:

d )
S =1—(Q,A% Q
Q'.Q Zdt< ) Q >t:()7

ver por ejemplo [37], proposicién 4.1.

Algunas de las propiedades mas relevantes de esta entropia relativa son (ver [35] o [29]):

» No negatividad: Sg(w||¢)) > 0, y Sr(w|t)) = 0 siy solo si w =1 en la regién R.
» Asimetria: En general, Sg(w||¢) # Sr(¢||w), lo cual refleja la ausencia de simetria.

= Aditividad: Si la regién R se puede descomponer en dos subregiones disjuntas Ry y Ra,
y los estados w y 1 son independientes® en esas subregiones, entonces la entropia relativa

total es la suma de las entropias relativas en cada subregion:

Sr(wll) = Sr, (W[[P) + Sry(wll¥).

2Entendemos por estados independientes en dos subregiones a aquellos estados que sean producto tensorial

de estados definidos sobre las dlgebras correspondientes a cada una de las regiones
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= Monotonia: La entropia relativa es mondétona respecto a la region R. Es decir, si R C
Ra, entonces Sg, (w]|1) < Sg,(w||?). Esto refleja que al ampliar la regién, la “discrepan-
cia” entre los estados aumenta ya que se cuenta con mas operadores para poder distin-

guirlos.

Entropia relativa entre estados coherentes en la primera cuantizacién

La entropia relativa entre estados genéricos es dificil de calcular, sin embargo se simplifica
considerablemente para estados coherentes®, dichos estados vienen a generalizar la nocién de
estado coherente de QM:

o) = e~ zlof? i o In) = ezl i (aa®)" 10) = e~zlofeeal gy
n=0 m n=0 nl
Es decir son excitaciones de un dado estado via un operador unitario, por ejemplo Q' = V(f)€2,

y llamaremos al estado algebraico correspondiente wy. Para ver esto, primero necesitamos in-

troducir una teoria modular para H C H, con H estdndar, siguiendo [70].

El operador de Tomita andlogo se define por la clausura de Sy (f +ig) = f —ig y su
descomposicién polar es
Sy = JyAY? (4.1.17)

Entonces, la entropia de un vector f € H con respecto a H se define por

Su(f) == —(f,log Auf) (4.1.18)

De hecho, en [37] se generalizé para f € H N Dom(Kp),

Su(f) :=—(f, PulogAnf)=o(f, PuiKguf), (4.1.19)

donde

d .
KH = —log AH = deA?f y (4.1.20)
U

u=0

es el Hamiltoniano modular de 1-particula y donde Py : H+H' — H, aqui Py es la denominada
proyeccion de corte, Py : H® H' — H y Py(h+ 1) = h para todo h € Hy I € H el
complemento simpléctico de H y es R-lineal, ademds asumimos que H es factorial, es decir,
H N H' = {0}. Siendo H' el complemento simpléctico de H. En dicho trabajo se demostré que
la entropia relativa de Araki (4.1.16), entre un estado coherente V' (f)2 y un estado puro €2, es

nada menos que la entropia del vector f € H N Dom(Kp):

S(wyllw) = o(f, PuiKnuf) = Su(f) (4.1.21)

Para su demostracién, ver por ejemplo [71] o [37]. Notemos que ahora podriamos calcular la

entropia relativa trabajando exclusivamente a nivel del espacio de Hilbert de 1-particula H.

3La entropfa relativa entre estados coherentes satisface S(wy||lwy) = S(wy—g||w), asf que no hay pérdida de

generalidad en asumir que un estado no es excitado por una unitaria de Weyl.
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4.1.1. Purificaciéon de w

Dado que estamos interesados en calcular la entropia relativa en el caso en que w es un
estado térmico, y dado que (4.1.21) es vélida para estados puros, necesitamos trabajar con una
purificacién de w. Esto se puede lograr mediante un procedimiento* que recordaremos ahora

mismo siguiendo [48] (véase también [67]).

A partir de (4.1.4), podemos obtener® una estructura compleja en K := K @ K:

i® = < A S D2> (4.1.22)

CvV1+ D? D

Llamemos H? a la complexificacién de K via dicha estructura compleja. El producto interno

complejo esta dado por
() =7%(,) +i0% (), (4.1.23)

donde 7% := 7@ 7y 0®(-,-) = 79(-, —i®"). Este producto interno se reduce a wy en K ~ K & 0:

(f®0,9®0)" =7(f,9) +io(f,9) = wa(f.9). (4.1.24)

Ademas, tenemos
CCR(K,0) C CCR(K?, %) (4.1.25)

De manera similar, para subespacios cerrados H C K:
CCR(H,0) C CCR(K,0) (4.1.26)
Y, lo més importante, sobre el dlgebra CCR(K, o) se cumple
WE(W(f ©0)) = e 27 G010 — (7 ( ) (4.1.27)

lo que justifica por qué el estado puro w® del dlgebra CCR(K®, 0?) es una purificacién de w.

La entropia relativa para estados no puros asociados a R(H), con H ~ H & 0 el subespacio

estdndar y factorial de H?, viene dada por [48]
Srm (willw) = 0% (f, Pui®Kp f), feK®0nDom(Kp). (4.1.28)

De hecho en [48] obtienen una expresién mas general para subespacios que no necesariamente
sean estandar. Pero nosotros prescindiremos de ella, ya que para el modelo U(1) el subespacio
asociado al intervalo acotado es estandar y factorial, como mostraremos. Nétese que en (4.1.28)
el hamiltoniano modular Ky estd asociado al operador modular que actia sobre el espacio

ampliado H¥, y Py es el proyector de corte sobre H & 0.

4Purificaciones hay infinitas. Acé presentamos una que parece canénica en CCR-4lgebras.
5Suponemos que K es completo con respecto a 7 y que o es no degenerada.

83



4.2. La corriente U(1) del bosén quiral

Nos interesaremos en particular en el caso del boson quiral libre. Recordemos que en di-
mensién 1+ 1 para ¢p(x) (x = (74, 2!) € R?) la funcién de dos puntos euclidea viene dada
por

(65(0),08(y)) =~ log(Ix — ) +¢

con ¢ constante (ver [72] seccién 2.3.4).

Volviendo al tiempo Lorentziano 7, — iz” nos queda la funcién de dos puntos en coordena-
das de Minkowski
1
(6(), 6(y)) = ——log(=(2" —")* + (&' —¢")?)

+

que en coordenadas nulas = = z° + 2! se puede escribir como

(9(x),0(y)) = _% log((az+ —y)(a” - y*)) = —% log(scJr - y+) - %bg(x* — y*)

que derivando a fin de regularizar las divergencias infrarrojas nos lleva a

1 1

(0+9(x),0+0(y)) = —

y analogamente para las derivadas respecto a la otra coordenada nula. Ademaés recordemos que
en coordenadas nulas en 1 4+ 1 dimensiones el campo escalar libre se descompone en ¢(z) =
¢+(zT) + ¢—(27) lo cual implica que las funciones de dos puntos de las derivadas de cada uno

de estos sumandos son
1 1
/ —+ / + - - -
<¢+($ )7¢+(y )>_ 77((E+—y+)27
y otra andloga para la restante coordenada nula. Esto se corresponde con la funcién de corre-

lacién de un campo de dimensién conforme 1. Luego consideraremos la corriente usualmente

denotada ¢’ (x) cuya funcién de dos puntos en su versién para campos esmereados es

f(z)g(y)

/ / __1 "
(@'(f), ¢'(9)) = w/RQd Wy~ (4.2.1)

donde se utilizé una prescripciéon de € — 0 para regularizar la integral. Luego en su versiéon
regularizada y esmereada, la teoria clasica se define mediante el espacio funciones reales con

soporte compacto K = C°(R) y estructura simpléctica

o(f.9) = Im{(#(f), 8/ (9))} = / f(@)g (z)dz (4.2.2)

Como vimos al inicio del capitulo, tenemos un dlgebra CCR(K, o) asociada a (K, o). Para pro-
ceder, necesitamos definir un estado quasifree mediante una forma bilineal simétrica y positiva
7. Comenzamos con el estado de vacio, que denotaremos por w, y luego pasamos a un estado
termal wg. Ya que como vimos el campo se factoriza en dos componentes quirales que notaremos

¢ (z7) y ¢/_(z7) ambas con la misma funcién de dos puntos, trataremos de momento con la
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teoria en 1 4 0 dimensiones, es decir sobre la linea nula, para luego retomar y generalizar los

resultados a dimensién espaciotemporal 2.

El grupo conforme local del espaciotiempo de Minkowski en dimensién 1 4 1 es infinito
dimensional (ver [72]). Via el mapa de Cayley
A 1 +iz*

1—ia*
podemos ir de la linea nula al circulo unitario y pensar en el grupo conforme como los difeo-

morfismos de S' que preservan orientacién Diff | (S).

En teorias conformes, las representaciones unitarias de energia positiva del grupo Diff , (S')
son necesariamente proyectivas (ver [73], [74] o [75]), esto impide la existencia de un estado
invariante bajo la accién de todo el grupo conforme. Como consecuencia, el estado de vacio para
una QFT en dos dimensiones es invariante solo ante un producto de dos grupos de Mobius,
SL(2,R)/Zy = PSL(2,R) C Diff (S'), siendo PSL(2,R) el grupo conforme global. Ademsés,
el grupo conforme en dimensién dos coincide con SO(2,2)y/Zs, que es el grupo conforme en

dimensién D > 2 (si consideramos D = 2).

4.2.1. El estado de vacio

El estado de vacio se define por

7(f,9) = —%PV dx dyf(x)g(y) (f, 99 )12 (4.2.3)

R2 (z—y)?
Donde $) es la transformada de Hilbert y PV el valor principal de la integral. El vacio es puro
ya que D = —§, la cual es unitaria o, de manera equivalente, D = —isgn(p) en el espacio de
momentos®. Si aplicamos la complexificacién descrita en la seccién anterior a X obtenemos el

producto interno complejo

(f,g9) = —% /R2 dz dy(xf—(xy)g—(yi)eﬁ =(f,99) 2 +io(f,g) (4.2.4)
= % OOO F®)*3(p)pdp (4.2.5)

lo cual permite establecer un isomorfismo H ~ L?(R., pdp). Este es el espacio de Hilbert de 1
particula en el vacio. Trabajaremos mayormente en el espacio de coordenadas (de posicién, y

no tanto en el espacio de momentos).

Como ya mencionamos un papel importante en éste trabajo lo juega la simetria PSL(2,R)

del modelo. La representacién unitaria de este grupo sobre H estd dada por

U(g)f(z) = flg~" =) (4.2.6)

Definimos la transformada de Fourier como f(p) = Ji dze™? f(z). Con esta convencién, la transformada de

Hilbert en el espacio de momento es isgn(p). Mds importante ain, el generador de traslaciones unitarias (4.2.9)

es positivo.
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donde un elemento del grupo g actia sobre la coordenada x mediante transformaciones lineales

fraccionarias:
ar +b

cx+d’
Contamos con tres subgrupos uniparamétricos relacionados con la descomposicién KAN (tam-
bién llamada de Iwasawa) de PSL(2,R)

0 il s
5 3 0 1 ¢
r(0) = COSQ@ sz Cae = L), = : (4.2.8)
—Sin§ CoS 5 0 e 2 0 1

a los cuales nos referiremos respectivamente como subgrupos de rotacién, dilatacién y traslacion.

g € PSL(2,R). (4.2.7)

Por ejemplo, el subgrupo dilatacién-traslacién actia de la siguiente manera sobre el espacio de
una particula’:
U(r(t) f(z) = flz—1),  U(S(s))f(z) = fle *x) (4.2.9)

tP  es positivo®. Esto

Observe que el generador de traslaciones P, definido por U(7(t)) = ¢’
se puede ver en el espacio de momentos si utilizamos la convencién ya establecida para la

transformada de Fourier.

Ahora podemos discutir la teorfa modular de subespacios estdandar de H. Consideremos
los subespacios H(I) = C(a,b) C H, los cuales son esténdar y factoriales (recordemos del
capitulo 2 que H se dice factorial si H N H' = {0}, para ver que H(I) lo es ver [70]). Dado que
la representacién anterior tiene P positivo, la evolucién modular en H(R, ) es (Teorema 3.3.1
de [70])

Alf sy =U (6(=27u)), uweR (4.2.10)

Ver también la ecuacién (5.3.25) en el capitulo siguiente 5 para una deduccién bastante directa
y explicita de esta evolucién modular. Esto se demuestra comprobando que F(u) := (g, A" f)
admite una continuacién analitica a la banda —1 < Im(u) < 0 y que se satisface la propiedad

KMS a temperatura —1:
(Al ) 129 = (0, A ) (4.2.11)
Por covarianza, U(g)H(I) = H(g - I), por lo que se tiene

W=U(g) AL UG, ueR, g-I=Ry (4.2.12)

Tengase en cuenta que g esta definido médulo la multiplicacién por una dilatacion a la izquierda,

pero esto no afecta a A%,

"Recodemos que tal accién se puede extender via (4.1.10) al 4lgebra de operadores. Notaremos tal extensién

de la misma forma, es decir, solo por U.
8En ciertas referencias las representaciones que nosotros notamos U(7(t)) y U(8(s)), se notan Ad(U(7(t))) y

Ad(U(6(s))) y se llaman las representaciones adjuntas.
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El intervalo (—oo,t)

Por ejemplo, considerando g como una rotacién de 7 seguida de una traslaciéon de t,

A o f@) = f (e (@ —t)+1). (4.2.13)
Podemos entonces calcular el hamiltoniano modular:
d i : d
Koo = Z@A(,w) T 2mi(t — x)% (4.2.14)

Y a partir de aqui, la entropia relativa de un estado y su excitacién coherente se desprende de

la ecuacién (4.1.21)

t

Shisoy@ille) = S () =27 [ (¢ )2 da (12.15)

—0o0

Aqui no es necesario que f esté localizado en el intervalo (—oo,t) [48].

El intervalo (a,b)

Podemos repetir el procedimiento anterior para un intervalo I = (a,b). El primer paso es
encontrar g tal que g-I = R_. La idea es proyectar I al circulo, formando un arco (6, 65). Luego,
empleamos dos simetrias (ver Figura 4.1). La primera consiste en una rotacién que mapea I en
(—o0,b'), lo cual se logra notando que en el circulo esto equivale a una rotacién de magnitud
—7 — 6. Posteriormente, (—o0o,b’) es mapeado a R_ mediante una traslaciéon de magnitud b'.

Notemos que las traslaciones fijan el infinito.

-7 =T 0

bl

Figura 4.1: A la izquierda, un intervalo genérico (a,b) proyectado al circulo. Primero se mapea
a (—oo,b’) mediante una rotacién de magnitud —7 — 6,, como se muestra en el diagrama del

medio. Luego, se mapea mediante una traslaciéon por &’ a R_, a la derecha.

Habiendo obtenido dicha transformacion g, podemos calcular la evolucion modular usando
(4.2.12),

ae” ™ (b —z) + bz — a)> ‘ (4.2.16)

e ?mu(h—x)+x—a

ﬁmﬂ@=f<
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En este caso el hamiltoniano modular es

2ri(x —a)(b—x) d
Kap) = et (4.2.17)

El ultimo ingrediente para calcular la entropia relativa es el proyector de corte P; asociado
al intervalo I = (a,b). Siguiendo la prueba de la Proposicién 4.2 en [48], se puede ver que

PrK;f(z) = x1(x)Krf(x), donde xr es | a funcién caracteristica del intervalo.

Proposicién 4.2.1. Sea f € C°(R), entonces se cumple que PIKrf(x) = x1(x)Krf(z).

Demostracion. Dado f € CZ°(R), definimos las funciones g(z) = xr(z)Krf(z) y ge(x) =
xre(z)K1f(x), que son funciones diferenciables por partes, por lo que sus transformadas de

Fourier decaen al menos como p~2 para p grande. Ademds,

1 -
gtz = X Re{ / rg<p>|2pdp} < oo,
7T 0

por lo que g € H y también g. € H. Ademas, o(g.,p) = 0 para todo ¢ € C>(I) porque
supp(gc) C I.. Entonces, por continuidad de o (con respecto a la topologia inducida por 7), se
tiene que g. € H(I). De manera similar, se puede ver que g € H(I). Como H(I) es factorial,
se concluye que PrK;rf(z) = Pr(g(z) + ge(x)) = g(x) = xr(z)Krf(x), lo que completa la

demostracion. O

Finalmente, la entropia relativa es

b Tr—a — X
Sk (willw) = Sr(f) =2 / (b)_(l;) f(x)*da. (4.2.18)

Es invariante bajo traslaciones, en el sentido de que S;(f) = S;.;(for~!). También es inmediato
ver que, manteniendo fijo el centro ¢ = (a+b)/2 del intervalo, es creciente respecto a la longitud

L=(b—a): %S 7(r)(f) > 0, como es de esperar se satisface monotonicidad.

Més atin, la entropia relativa (4.2.18) satisface una cota tipo Bekenstein’

b
Si(f) < WS/ f(x)? da =: TrgE(f), (4.2.19)

y una cota tipo QNEC!Y:

2 T 7 b 2
St = apaSin() =5 0P+ 1@ - 1 [ (o= 157) rera

)2 f(z)? d. (4.2.20)

YAqui E(f) := f; f'(z)?dz es la energfa de una particula asociada al intervalo de f € H.
9FEsta cota (para el intervalo centrado en 0) es la de la Proposicién 3.7 de [48], donde la cantidad relevante

T min{s,%} (1'"‘%)(%_1‘) , 2 . . e 2 . . 1
¥(s,L) es 2m [ min{s. £} ff (z)? dz. Es directo ver que T} satisface la hipétesis de suavidad C
2

de la proposicion.
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La QNEC, expresada en términos de la entropia relativa, establece que S”(A) > 0, en
donde A es una etiqueta continua para regiones del espaciotiempo cada vez mayores, es decir
O) C Oy si A < X. Sin embargo, en (4.2.20) observamos una violacién del QNEC, lo que ya
se anticipaba en [48]. De hecho (4.2.20) nos dice que, para obtener una violacién significativa
del QNEC, es necesario concentrar una cantidad considerable de energia cerca de los bordes
del intervalo (ademds, esta cota negativa puede saturarse). De manera andloga, la cota tipo
Bekenstein (4.2.19) implica que serd posible distinguir mejor a un estado coherente del vacio

cuanto mas energia se concentre en dicho intervalo.

4.2.2. El estado termal

A continuacién trabajaremos con el estado termal sobre la linea nula cuya existencia se
demostrara luego en el capitulo 5. De hecho este estado termal es el estado KMS geométrico
de [76,77]!'. El espacio simpléctico subyacente sigue siendo (C2°(R), o) con (4.2.2). El estado

térmico se define por la forma bilineal

f(x)g(y)
73(f,9) = —wPV dx d
5(f,9) R2 yﬁz sinh? (%(:U - y))

(4.2.21)

Esto da la funcién de dos puntos (ver [49]),

wl® = -7 1 (@)g(y) dx dy. 4.2.
5 (f:9) /R2 S st (%(x - ie) y (4.2.22)

Dicha funcién de dos puntos es invariante bajo traslaciones y satisface la condicién KMS con

respecto a las traslaciones. El espacio de Hilbert real K = L? (R+, T _pedf’ Bp) se obtiene tras

completar C°(R) con 73 [48].

Dado que el estado no es puro, primero procedemos a “purificarlo”. En espacio de momentos,
D = —i(1 — e~PP), lo cual utilizamos para construir ¥ (como se da en (4.1.22)) y luego H®, la
complexificacién de K @ K.

1

Hay operadores que actian como el grupo de dilato-traslaciénes'? en las semirrectas. Por

ejemplo, en H(R_) estos operadores vienen dados por

Us(5(s)) f(z) = f <—257T log (1 Fes(e B — 1)>> , (4.2.23)

Us(r (D) f(z) = f (:1; _ % log (1 + 2;75@3» ,

los cuales satisfacen
Us(6(s))Us(7(1))Us(6(—s)) = Us(7(e’t)).

11 Agradecemos a Yoh Tanimoto por sefialar esto.

12No estamos afirmando que estos operadores formen una representacién en K. Por ejemplo, existen valores
de los pardmetros para los cuales los logaritmos no estan definidos y la funcién se define como cero. No serd

necesario considerar este aspecto.
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Un resultado similar es valido en dimensién 1 + 1. En dimensiones mayores, hay estudios
de los grupos de traslacién y dilatacién en forma abstracta en [49] y se pretende de hecho dar
una representacién que para dimensiones bajas coincide con la aqui exhibida. En dicho trabajo
los autores apelan a la nocién técnica de half sided modular inclusions (inclusiones modulares
en adelante), de momento no es necesario para nosotros entrar en tales tecnicismos. Por lo que
a esta tesis compete, basta con conocer su accién en 1 y 1 + 1 dimensiones, siendo ésta ultima
como veremos no mas que una mera extension de la primera mediada por la utilizacion de

coordenadas nulas.

En concreto el operador modular asociado a H(R) se exhibe en la ecuacién (5.3.25) del
siguiente capitulo. Dicha ecuacion se halla sin apelar a ningin razonamiento que involucre
inclusiones modulares, tal deduccién es valida en dimensiones 1y 1+1 (que son las dimensiones
en las que trabajaremos). Caso contrario, si bien la evolucién modular sigue siendo del mismo
estilo, los argumentos utilizados en el capitulo 5 dejan de ser validos, y forma correcta de
deducir la evolucién modular sigue siendo la expuesta en [49] (ver por ejemplo el teorema 2.1
alli presente).

Estos operadores dejan wéﬁ ) invariante, lo que implica que

Ug(f®0+i%g@0):=Usf ®0+i"Usg @0, f,g ek, (4.2.24)

son unitarios en H® (mostraremos esto mas adelante). Debido a esto, el operador modular
asociado a H(R_) estd dado por'?® [48],

Alfjw ) = Ug (8(2mu)). (4.2.25)

Nétese que esto se reduce a (4.2.13) en el limite § — oo.

El intervalo (—oo,t)

A partir de esta tultima expresién, y conjugando con la traslacién (de vacio) U(t) como en

(4.2.12), se puede calcular el Hamiltoniano modular asociado a (—o0, 1),
2m
Koot (@) = 8i% (1= 50 (@), (4.2.26)
y la entropia relativa
t 2m
Snicssy(rlle) =5 [ (1=eF0) fiap da, (1.2.27)

Esta fue calculada por primera vez en [48]. Nétese que en la Proposicién 5.6 de dicha referencia
se muestra que el subespacio H ((—oo,t)) es tanto estdndar como factorial, por lo que la entropia

relativa se puede calcular con (4.1.21).

13 Tenemos una diferencia de signo con respecto a [48] en el pardmetro dentro de la dilatacién 6. Esto se traduce
en una diferencia de signo en el Hamiltoniano modular, pero la entropia relativa coincide con la ecuacién (5.22)

de dicha referencia.
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Si en la ecuacién (4.2.26) se toma limite con t — 0o, obtenemos como Hamiltoniano modular

asociado al estado termal en R
Knw) f(x) = Bi® f'(2), (4.2.28)

El intervalo (a,b)

Ahora queremos abordar el cilculo de la entropia relativa para el intervalo acotado I =
(a,b), que en [48] no es precisado. La estrategia es andloga al caso del vacio de la subseccién
anterior, pero hay tres aspectos que vale la pena mencionar. Primero, se debe demostrar que
los subespacios H(I) son estandar y factoriales (lo haremos al final). Segundo, la asignacién
I — H(I) ya no es covariante bajo PSL(2,R), es decir, Ug(g)H(I) # H(g - I). Sin embargo,

solo necesitamos encontrar un g tal que
Us(@)H(I) = H(R_), (4.2.29)

para luego conjugar con este unitario el operador modular de la recta real negativa (4.2.25) (de

manera completamente andloga a (4.2.12)). De forma explicita,

P =U@G) AL U@), ueR (4.2.30)

Tercero, no es inmediato generalizar el intento de construir g como en el caso del vacio
(ver Figura 4.1), ya que la rotacién unitaria ya no esté disponible (la rotacién en el vacio no
deja invariante wgﬁ )). En [49], los autores encuentran las dilataciones y traslaciones unitarias
(4.2.23), pero no asi rotaciones. Necesitamos encontrar un operador unitario que actiie como
una rotacién, es decir, que no fije el punto en el infinito (en la representacién de la recta real).

Proponemos que existe una funcién (6, z) tal que

Us(r(0))f(z) = fa(b,z)). (4.2.31)
Esto significa que «(f, ) debe cumplir las siguientes tres condiciones:
1. Identidad: a(0,2) ==
2. grupo uniparamétrico: a6y, a(f2,x)) = a(0; + 02, x)
—2 -2
3. w’)-compatibilidad: %%‘Z’y) sinh (%(a(@, x) —a(b, y))> = sinh <%(m - y))

Por supuesto, a(6, z) depende también de (. La tercera condicién, junto con (4.2.24), asegura
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que el operador U§9 inducido por Ug(r(6)) es unitario. Veamos por qué,
(U (r©0+i%g1®0),Ug(fo®0+i%g2©0))%

= (Us(r(0)) f1 © 0 +i®Us(r(6))g1 @0,
U, (r(e))fz © 0+ i®Us(r(0))g2 ® 0)®
=’ (froa(0,), f0a(0,) + wi” (g1 0 a(0,), 92 0 (0, )
+75(froa(f,-), ~Dga 0 (6, ) + its(f1 0 a6, ), g2 0 (0, "))
w( Dgi o a(6,), froa(0,) —its(g1 0 a(8,-), f 0 a(6, "))
=wl (froa(8,), foa(6,) +ws” (g1 0 a(6,), 920 (8, )
—o(froa(8,),g20 (0, ) +ims(f1 0 a6, ), g2 0 (0, )
+o (gloa( ), F20a(,)) = its(gr 0 a6, ), f2.0 (0, "))
=wl (froa(8,), f0a(6,) +ws” (g1 06, "), 920 (8, )
+ z’wémm o a(f,), 920 (6, ) — iwl” (g1 0 a6, ), fo 0 (6, "))
= wl (f1. f2) + 0§ (91, 02) + 1wl (f1,92) — il (01, )
=(fi00+i%H @0, LB0+i%g ®0)%, (4.2.32)

donde en la quinta igualdad usamos la condicion de wéﬁ )—compatibilidad. Para encontrar (6, x),

hay una pista proveniente de las reglas de producto de PSL(2,R) (dicha pista proviene de la

descomposicién de Iwasawa del miembro izquierdo de la igualdad):

5(s5)r(8)3(—s) = r (2arctan (e~A)) 8 <10g {MD . (MW>

1+ X2 14 e 202
donde A = tan &. Esto se traduce, mediante (4.2.23) y (4.2.31), en una ecuacién funcional:

(e +e7oa2) (500X 1) = (14 22) (eFo@eemn( TN ) AT Guh(s)A (4.2.33)
B
con
(s, x) = QE log <1 + e_s(e%Tz — 1)) (4.2.34)
7r
Es conveniente trabajar con A(\, z) definido por:

alf,x) = % log [1+ A\, )] (4.2.35)

Derivando respecto a s y estableciendo s = 0, obtenemos una PDE

A2 —1 B _2n AT A
———A —(1—-e 7")0,A = A — 4.2.
1A 4o (1-e7F7) 040 0) = 00 A02) + 5 (4.2.36)
que tiene infinitas soluciones de la forma
2m 1+ A2 27,
_ 3L _
Aa) =3 [ A+ — B ()\ (e 1))] , (4.2.37)
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para cualquier funcién B. De a(0,x) = x obtenemos

B(z) ~ B

el z— 0. (4.2.38)

De esto y la condicién 2 anterior (propiedad de grupo) evaluada en x = 0, obtenemos

z

B(z) = ———
(2) 24_2%

(4.2.39)

Ahora, al reemplazar esta forma de B en (4.2.37) y teniendo en cuenta (4.2.31) y (4.2.35),

Us (r(0)) f = f(a(b,-)) se puede mostrar que es compatible con wgﬁ ) (condicién 3 anterior)

donde

27
or €87 —1—20)
a(f,z) = s log [1 + A\, )], A\ z) = il - . (4.2.40)
27 Baes™ —1)+ 2
B
Veamos esto, primero reescribimos la condiciéon de compatibilidad de wéﬁ ),

sinh? (g(a(e, ) — (6, y))> _ aagi’ z) 8aéé;, Y) Gnn? <g(x _ y)> |

™

Un célculo directo (usando ep®) — (14 AN, l’))%) de la raiz cuadrada del lado izquierdo da

(1+ A\ 2))
(1+ 4\ y))

(1+AMy))

(14+ A\ 2))

T2

D= N
—_

[T ST

sinh <g(a(9,x) _ a(g,y))> 1

Elevando al cuadrado esta expresién y con (4.2.40),

sinh? <g(a(9,x) - a(e,y))> _

=Y\ 2)Y (), y) sinh? <g(g; - y)> (4.2.41)

1 [1 + AN z) 1+ AN y) 2}
41+A40Ny) 1+A0z)

donde
4B (N4 1) e 7

Yhe) = (87 (e —1) +21) (B8N +2m)e T — (82 +4n2) A}

Pero resulta que un célculo directo da

oJe
%(«9, z) =Y (\x)

lo que significa que la condiciéon de compatibilidad de wéﬁ ) se cumple.

Habiendo encontrado una rotacién unitaria, podemos implementar la primera transforma-

cién de la Figura 4.1 con Ug(r(6)) donde

, (4.2.42)



y teniendo en cuenta que el correspondiente unitario U EB (r(9)) en H® estd definida por (4.2.24).
Esta rotacién envia a a —oo y b a b’ = a(6,b), por lo que mapea H(I) a H((—o0,b')). Luego,
mediante una traslacién unitaria del vacio U(—b'), H((—o0,b)) se mapea a H(R_) como se

desea. La unidad U(g) es la composicién de estas dos transformaciones unitarias.

Desde (4.2.30), la evolucién modular en H(I) &0 es

sinh(ru)es @7 — sinh(%(b —a)+ 7Tu>e%

a,bf(x)@ozf 710g us used 690
(a,b) 2T _ Sinh(wu)e—g(a—i-b—:v) + sinh(—%(b — a) + 7ru> e B
(4.2.43)
Al diferenciar, el Hamiltoniano modular es
sinh (3(z — a)) sinh (3 (b — z))
K —2pi%—F & / 4.2.44
(ap)f(x) &0 =2pi Sh (56— ) f(z) &0 ( )
Coincide con (4.2.26) en el limite a — —oo y con (4.2.17) para f — oo. Al igual que en el

caso del vacio, se puede ver que PrKyf(z) = xr(z)Krf(x). La demostracién es similar a la
que mostramos anteriormente; la inica diferencia es que en este caso tenemos que ver que g
tiene norma finita respecto a 73, pero el mismo argumento funciona. Dado que f € C*™¢(R),
definimos nuevamente las funciones g(z) = xI(z)K1f(z) y ge(x) = xre(x)Krf(x), las cuales
son funciones diferenciables por tramos, por lo que su transformada de Fourier es acotada y

decae al menos como p~? para grandes p. Entonces,

1 > la)*p
HQHi = WRQ{/O mdp < 0.

Finalmente, la entropia relativa esta dada por

S (5ll) = 26 /b sinh ( (x — a)) sinh (%(b — x)) ) da 4245

smh( b—a)

lo cual es nuestro resultado principal de este capitulo. Esta entropia relativa coincide, con un

factor, con el Hamiltoniano modular en la teorfa con corte (ecuacién (4.2) en [65]). Esto puede
entenderse formalmente al notar que la entropia relativa puede relacionarse con una diferencia

de valores medios del Hamiltoniano modular K y una diferencia de entropias de entrelazamiento,
S(wallwr) = ((K1)2 — (K1)1) — (S2 — S1). (4.2.46)

En nuestro caso, el dltimo paréntesis es cero, ya que un estado es una aplicacién unitaria del
otro (en la representacién vectorial). Esto explica la conexién de (4.2.45) con el Hamiltoniano
modular de [65]. Dado que los argumentos de [65] son de validez general dentro de las CFTs, y
teniendo en cuenta la discusién anterior, es razonable esperar que en general (4.2.45) se cumpla
con f’(z)? reemplazado por la densidad de energia clasica Tpo(z) de la teorfa. Confirmaremos

esta expectativa en la siguiente seccion para la QFT escalar sin masa en 1+1 dimensiones.
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De manera idéntica al caso del vacio (4.2.18), la entropia relativa (4.2.45) es invariante por
traslacién y tiene derivada positiva con respecto a la longitud L del intervalo, manteniendo el

centro (a + b)/2 fijo. También existe un limite tipo Bekenstein

tanh ( ZL b b
Sap(f) < wg W(L‘”’> fl(z)?de < wg / f'(x)? d, (4.2.47)
32 a a
y un limite tipo QNEC'
d2 7.[.2 b 9 L , , )
@SI(L) (f) 2 _ﬁsulh'g(Lg)/a |:(CO§h(%L) - 1) +231nh (%(m)) (1 +COSh (%L))]f (.’L‘) d.’L'
(4.2.48)

donde ¢ = (a + b)/2. Discutiremos esta expresién més adelante.

Antes de concluir esta seccién, tenemos que mostrar que H(I) es estdndar y factorial, para
que la maquinaria que hemos estado utilizando, y en particular (4.1.21), sea valida. Lo haremos

en la siguiente Proposicién.

Proposicién 4.2.2. H(I) es estandar y factorial

Demostracidén. La condicién de separabilidad H(I)Ni® H(I) = 0 sigue exactamente como en la
Proposicién 5.6 de [48] (o con la légica de lo que sigue). La ciclicidad, (H (I)+i® H(I))* = 0, pue-
de demostrarse usando la rotacién unitaria (4.2.31). Dado cualquier H((a, b)) existe un subespa-
cio asociado Hy := H((—o0,V')) = Uga(r(é))H(I) obtenido mediante una rotacién en 8 dada por
(4.2.42) y explicada después de esa ecuacién. El subespacio Hy es, por la Proposicién 5.6 de [48],
estandar y factorial. Es inmediato mostrar que 0 = (Hy +i® Hy )+ = U§9 (r(0))(H(I)+i®H(I))*,
lo que implica que H(I) es ciclico. De manera similar, concluimos que H (I) es factorial, ya que
0= Hy N Hy, = U (r(0))(H(I)NH(I)). O

4.3. El bosén libre sin masa en 1+ 1 dimensiones a temperatura

finita

En esta seccién aprovechamos las cantidades que hemos calculado para el bosén quiral y
combinamos ambas quiralidades con el fin de obtener el flujo modular, el hamiltoniano modular
y la entropia relativa en el intervalo (a,b) para el bosén libre sin masa en dos dimensiones, ®.

* = t 4+ x, y los corrientes quirales (no suavizadas) de la

En primer lugar, definimos z
seccién anterior como ;¥ (z%) = 91¢ (2F) (més adelante daremos més detalles). En esta seccién

usaremos los simbolos + para denotar copias de los objetos quirales (con la excepcién de la

4pe nuevo, esto es lo mismo que el resultado de la Proposicién 3.7 de [48], esta vez Ty(s,L) es
9 ml’n{sy%} sinh %(TJ + %) sinh %(% — CL’)
ﬂ f— nn’n{s, %} Sil’lh %

la Proposicién.

f'(z)? dx. Es facil ver que tal T satisface la hipétesis de suavidad de
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estructura simpléctica o y la forma bilineal 7). Por ejemplo, H ahora se refiere a un espacio de

Hilbert del modelo bidimensional, mientras que H4 son los espacios de Hilbert del caso quiral.

El espacio simpléctico del bosén sin masa en dos dimensiones es'® [40]

K = CZ(R) @ CZ(R) (4.3.1)

con estructura simpléctica
720 ((1:90). (F2,2) = 5 [ delr(@)fae) ~ f(0)ge(a) (1.3.2)
Aqui, el par (f,g) € K debe interpretarse como las condiciones iniciales ®(0,z) = f(x),

®(0,z) = g(z) de una solucién ®(t,z) de la ecuacién de Klein-Gordon. En general,
O(t,z) = ¢4 (w) +6-(x7),  ¢F € CF(R). (4.3.3)
Luego, la estructura simpléctica (4.3.2) puede escribirse como

o20((f1,91), (f2,92)) = —/Rdfﬂ (61 (@)¢3"(2) + 61 (2)6; () (4.3.4)

La ausencia de mezcla entre las quiralidades implica que existe un isomorfismo simpléctico'® y

que mapea (IC,02p) en (K_ & K4, —(0 © 0)), con inversa dada por

- (m) _ (<z>/+<x> + ¢/_<—x>> _ (f(rv)) | (435)
¢ ¢ (z) + ¢ (—x) g(z)
A su vez, esto implica que el dlgebra CCR(K, 02p) es equivalente al producto tensorial
CCR(K_,—0) ® CCR(K4, —0),

con o como en (4.2.2). Mas precisamente, identificamos estas algebras CCR mediante

W(p—(2)) @ W(d4(x)) = W((d4(2) + ¢ (—2), ¢4'(2) + ¢-'(—2))) (4.3.6)

De hecho, esto constituye un x—isomorfismo entre las dlgebras. El cambio de signo en la estruc-
tura simpléctica o con respecto a la seccién anterior requiere un cambio de signo en la estructura

compleja!”, y estos dos signos terminan compensandose en la entropia relativa'® (4.1.21).

Dada una forma bilineal simétrica positiva 7op en K y su correspondiente estado cuasi-libre

en CCR(K, o2p), mediante los isomorfismos mencionados anteriormente obtenemos un estado

15 Aqui definimos f € O (R)si f € CF(R) y f(O) = 0. Esto es necesario para evitar el conocido problema
infrarrojo del campo sin masa en dos dimensiones [78].

1686 expresa més facilmente en el espacio de Fourier: q;i(:l:p) = %(f(p) + %g(p)).

Para, ver esto, nétese que 7 es independiente de este cambio de signo, ya que debe ser positiva. Por lo tanto,
a partir de la ecuacién que define la estructura compleja 7(-, D-) = o(-,-), se observa que un cambio de signo en

o se traduce en un cambio de signo en D y, por lo tanto, en la estructura compleja.
18F] hamiltoniano modular de una particula K no se ve afectado por este cambio de signo, ya que S no se ve

afectado segin su definicién, y tampoco S*, por lo que A = S§*S permanece invariante.

96



cuasi-libre de producto en CCR(K4,0) ® CCR(K_, o) con la misma 7 para cada copia quiral.

Por lo tanto, el espacio de Hilbert de una particula en el vacio es
HH_DHy (4.3.7)

donde H. son copias del espacio de Hilbert del bosén quiral L2(R ., pdp). El isomorfismo (4.3.5)
es anti-lineal, ya que en el espacio de momentos (o en el espacio de coordenadas, utilizando

propiedades de la transformada de Hilbert §)) se puede demostrar directamente que
Xl = —iax T, (4.3.8)

donde 7; es la estructura compleja del bosén quiral e iy es la estructura compleja en [39,40]
0 —1
- ( pl ) (4.3.9)
—lpl 0

Top (P, ¥) = gop (P, i)
= —0(¢+, (xi2¥)1) — (9, (xi2¥)-)
= —7(¢+, —11(x12¥)+) — T(P—, —11 (x12¥)-)
= 7(¢+, 11 (x12¥)+) + (P, in (xi2¥)-)

= 7(¢4, 1) + 7(d—,9-) (4.3.10)

Por lo tanto,

De manera anéloga, para el estado térmico tenemos
HE ~HE o HE (4.3.11)

con HY siendo dos copias del espacio de Hilbert purificado que construimos en la seccién anterior
(que llamamos H?, esperamos que no haya confusién). Los espacios de Fock estan relacionados
como

F(H®) ~T(HE) @ T(H?) (4.3.12)

De ahora en adelante identificamos todos estos espacios mediante los isomorfismos apropiados.

4.3.1. Flujo modular y Hamiltoniano modular

Consideremos un diamante causal con base (a,b) en la superficie de tiempo cero. Su corres-
pondiente subespacio estdndar es H(Q) de pares (f,g) € K con soporte en el intervalo (a,b) o,
equivalentemente, campos de Klein-Gordon ® con condiciones iniciales dadas por (f, g). Notese
que dicho diamante se describe en coordenadas nulas como (z~,z%) € ((—b, —a), (a,b)). Las
cunas derechas se obtienen en el limite b — oo, y de manera similar, tomando a — —oo se

obtienen las cunas izquierdas.

97



A nivel de una particula, tenemos
Ku) = Ki((—b—a)) @ Kr((as)- (4.3.13)
Esto se sigue del hecho de que para ®, ¥ € H())
Sty (® + i) = & — i
= 6y — T + 6 — i
= SH((=b—a)) (0= +107) + S((ap) ¢+ + i) (4.3.14)

lo que implica que S (o) ~ SH((=b,—a)) B SH((ab)) ¥> POT o tanto, Ap o) =~ Af((—p,—a) BAH((ah))-

La evolucién modular en el diamante es

3L}L(O) = Aihur((—b,—a)) D A?IL((a,b)) (4.3.15)

que explicitamente se escribe como

: 0 A J(—x) + [AY 0
[Ng(@ <f> ® ( )] () = <[ if((—b,—a))¢ ]/( z) + | Z((a,w)m]/(w)) . ( > (£316)

9 0 [AH((fb,fa))dL] (—z) + [AH((a,b))¢+] (x) 0
donde ¢+ deben interpretarse en términos de (f,g) usando el isomorfismo x, y la evolucién
de cada quiralidad estd dada en (4.2.43). Una presentacién mds intuitiva del fluyjo modular es

mostrar la transformacién geométrica de las coordenadas (¢, z) dentro del diamante, como se

ilustra en la Figura 4.2.

£

Figura 4.2: Flujo modular para baja temperatura (izquierda) y alta temperatura (derecha)

4.3.2. Entropias relativas y cotas

La entropia relativa en dos dimensiones es la suma de las entropias relativas de las copias
quirales, lo cual se sigue de (4.3.4) y (4.3.13). Antes de obtener una expresién explicita de las

entropias relativas en distintos casos, primero encontramos los Hamiltonianos modulares.

98



El wedge de Rindler

En una cuna derecha Wg(a) con base (a,00), dados (4.3.5) y (4.3.13), el correspondiente

Hamiltoniano modular del vacio actia sobre las condiciones iniciales como

Kuttwae) (f) _ ((KH((m,a))¢—)(_$) + (KH((a,oo))¢+)(ﬂf)>
(Wrla g (KH((=00,—a))®=)' (=) + (K ((a,00))?+) (%)

:_2m.< (—a+ )¢ (=2) + (@ — )¢/, (2) )
(a =)oY (=) + (= = a)¢, ) (2)

— 9w <(—a + )¢ (—x)+ (z —a) ;(@)
((a — 2)¢_(—2) + (z — a) ¢/, (x))’

— omi < (z - a)g(=) ) (4.3.17)
((z —a)f'(2))

Donde en la segunda linea hicimos uso de la antilinealidad entre los espacios quirales Hi y H.

Entonces,

0 _
Kooy = —27i o (4.3.18)

Sustituyendo este Hamiltoniano modular en (4.1.21),

SHWnr()((f,9)) =27 /Oo(m —a)Tyo(z)dx, (4.3.19)
Too(w) = 5(//(2)” + g(x)") (4.3.20)

siendo la densidad de energia clasica en t = 0 del campo de Klein-Gordon ®. Este es el mismo

resultado que en [36], con una traslacién por a.

De manera similar, para el estado térmico tenemos

1—e 5@ D) g(a)
Kyt (;) @ (g) = —Bi® [(<1 i e?(xa); Ji (x)}, & (8) (4.3.21)

Donde hemos utilizado (4.2.26) y (4.2.44) en el limite b — oo. La entropia relativa en la cufia

a temperatura finita es entonces,

Sg()WR(a))((f; 9)) = 5/@ (1 — 6_%(36_@)) Too(x)dx (4.3.22)

Noétese que esta expresion es valida incluso para condiciones iniciales soportadas fuera de = > a,
ya que el proyector de corte en (4.1.21) restringe la integral a la cuna [39]. La tnica restriccién
sobre las condiciones iniciales (f,g) es que pertenezcan al dominio del Hamiltoniano modular
(4.3.21).
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El intervalo

Repitiendo los célculos previos para el intervalo en t = 0, (a,b), obtenemos para el vacio,

(b—z)(z—a)

f ) ——g(z)
KH((ap)) (g) = —2mi [@{JM ) (x)}/ : (4.3.23)

La entropia relativa en el vacio de un estado coherente es

b — )T —a
St((ab)((f:9)) = 277/ (bb)_(a)Too(:c)d:z (4.3.24)

a

Por otro lado, a temperatura finita tenemos,

- (z)
8 f 0 PP smh(%(b— g 0
Hit(en) <g> v (0) = 2 [sinh(g(lta))smh( bx))f/(z)}' “Ao (4.3.25)

La entropia relativa de un estado coherente en la representacién del estado térmico es,

bsinh (Z(x —a))sinh (Z(b —x
SJ(LIB()(a,b))((f’ 9)) = 25/ (B(sinh (%)(b — CE)B)( ))Too(:c)d:r (4.3.26)

a

Esta expresion confirma, al menos para este modelo, la expectativa de que en una CFT la
entropia relativa de estados coherentes en un intervalo finito tiene esta forma, donde la depen-
dencia del modelo entra solo en Tpy. Debido a esto, las cotas obtenidas previamente para el

modelo quiral también se cumplen en este caso. La cota tipo Bekenstein se expresa como,

tanh (Z L b
S(a,b)((f,g))<7f£ M /Too(a:)dx

L b
< 772/ Too(x) dz. (4.3.27)
Mientras que la cota tipo QNEC es,
d? 2
Sl o ’ >__ "
dL2 I(L)((f 9)) > ﬁsinh3(L%)

@

x /ab [<cosh<gL> - 1)2 + 2sinh? (

4.4. Conclusiones

(z — c)) (1 + cosh2(gL>)] Too() dz. (4.3.28)

Hemos extendido la entropia relativa en R_ con 7' > 0 de [48] a un intervalo acotado
(ver (4.2.45)). Para lograr esto, encontramos un operador unitario en el espacio de Hilbert
térmico que implementa una rotacién. Dicho operador podria resultar 1til para otros calculos

relacionados.
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A partir de la entropia relativa (4.2.45), se pueden observar una cota tipo Bekenstein y
una cota tipo QNEC. Sin embargo, hay una violacién de la condicién QNEC S” > 0, y todo
esto concuerda con [48]. En el caso del vacio, dado un valor de energia E, podemos encontrar
una familia de funciones f,, € H(I) tal que S7(fy), dado en (4.2.20), tiende a cero (basta con
concentrar la densidad de energia cada vez més cerca del centro del intervalo), lo que permite
que la violacién de la condicion QNEC sea tan pequena como se desee. Por el contrario, en el
caso térmico esto no es posible, ya que siempre existe una cota para la violacion de la QNEC

dada por
Sy ™ h(Zr :
n) & ———————— -L)-1) E<O
1) = = G s (L) (o (52) 1)
independientemente de cémo se distribuya la densidad de energia (ver (4.2.48)).

Los célculos en el contexto de una corriente térmica U(1) dejaron un camino claro para
analizar el caso de un estado térmico del bosén libre sin masa en 1+ 1 dimensiones restringido
a un diamante causal. En la dltima seccién obtuvimos el Hamiltoniano modular (4.3.25) y la
entropia relativa (4.3.26) a temperatura finita en 1 4+ 1 dimensiones, con cotas andlogas a las

del caso quiral.
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Capitulo 5

Conjugacion modular del estado
KMS

The modular objects associated with the vacuum state and algebras of ob-
servables localized in certain wedge-shaped regions in Minkowski space have

geometric content

Stephen J. Summers, Tomita—Takesaki Modular Theory, 2003

En el presente capitulo seguiremos tratando con el estado termal. Construiremos de manera
explicita un estado termal de manera geométrica. Luego nos abocaremos a determinar otro de
sus operadores modulares. En el capitulo previo nos valimos de la ecuacién (4.2.25) de [49] para
escribir el operador modular asociado al estado termal en una semirrecta de la linea nula =T
o =~ . Resultado que luego extendimos a intervalos acotados en dimensiéon 1 y diamantes en
dimensién 1+ 1 (extendiendo lo mencionado en [49]). Como mencionemos alli, en dimensiones
bajas hay una forma mas directa de determinar el operador modular asociado al estado termal,
y en el presente capitulo nos disponemos a exhibir tal forma. No obstante el punto central serd
la determinacién, de manera rigurosa, de la conjugacién modular asociada al estado termal
en una region de tipo Wedge de Rindler y en regiones acotadas de tipo diamante. Més ain,
exhibiremos la forma que ésta adquiere en el caso del campo escalar libre sin masa, tanto en el

wedge de Rindler como en regiones acotadas.
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5.1. Construccion del estado termal geométrico

A continuacién presentamos una construccién explicita de un estado KMS. Con tal fin,
consideremos una aplicacién suave

o 01 — 02 (5.1.1)

bajo ciertas condiciones esta puede inducir un *-homomorfismo (ver por ejemplo la proposicién

2.4. en [79]) entre las respectivas dlgebras de operadores,
a:A(Or) = A(O2) (5.1.2)

esto es
aoA(O)=A00(0), OcCcO; (5.1.3)

Por ejemplo, en un campo primario de una CFT, si € O (ver por ejemplo [72], capitulo 4),

hy/2 h_/2

do (0 (), (5.1.4)

o

Oo

A(02) 3 ¢ () = a(g(x)) = oz

aqui, hy y h_ son los pesos conformes del campo primario ¢ bajo transformaciones de z& =

20+ 2l
Entonces si 2 es un estado global (o incluso un estado definido sobre A(Q3)), podemos

definir un estado inducido w, en A(O;) mediante

wala) == Qala)). (5.1.5)

Como caso particular destacado, si O; = M!*! el espacio de Minkowski 1 + 1 dimensional
y Oy = Wi = {z € M}t / 2! > ’xol} su wedge de Rindler derecho, entonces 2[5 (0,) es un
estado KMS con respecto al grupo uniparametrico de transformaciones generadas por los boost
de Lorentz. Este es el famoso resultado de Bisognano y Wichmann ver [80] y [81]. Para ver que

induce sobre M!*1, consideremos el mapa ¢ : M!*! — Wg dado por!
o2, 2) = (e%ﬂ“, —e_%%’> (5.1.6)
y la accién del subgrupo de boosts y traslaciones sobre M1,
7(t) (20, 2t 2 t) = (2% + ¢, 21, 2t), 8(s)(zy,x_,xt) = (e%zT, e %z, xb). (5.1.7)
Es inmediato que
oor(s)(a’,z!) = (e%r(er-‘rS), _e—%’f(xﬂrs))

2w 2m+ _2m, 2w 2T
:<eﬁseﬁx ,—e BeB” ):5<53)oa(:v0,x1),

:xOerlyx*:xOfxl.

'Recordamos nuestra convencién para coordenadas nulas: ™
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es decir, c o 7(s) = 0 (%’rs) o 0. Luego, definiendo andlogamente a las ecuaciones (4.2.9), una

representacion de las traslaciones y boots, es decir,
U(r() (2% a') = for(-D)@a"al),  U@(s)g(a®a') = god(=s)(a% '),  (5.18)

es directo ver que se satisface la siguiente relacién de conmutacion, en la que f € H (el espacio

de una particula) y « es el x-homomorfismo dado por la ecuacién (5.1.2),

(aoU(r))f = (U(r(t))f) oo = foooT(-t)
—fos (_Qﬁ”t> 0o = a <fo§ (—?t)) —U (5 <2ﬁﬁt>) (ao f)
~((s(51)) o) s

Escribamos este resultado en la forma

aoU(T(pt)) =U(§(2nt)) o v, (5.1.9)

que utilizaremos en breve para construir un estado KMS global respecto a las traslaciones.
La ecuacién (5.1.9) se mantiene a nivel del algebra (si trabajamos con la representacion de
Fock). Recordemos que todo unitario sobre el espacio de una particula admite una extensién
via (4.1.10) al algebra de operadores que actian sobre el espacio de Fock correspondiente.
Notaremos tal extension de la misma forma, es decir, solo por U. No obstante cabe destacar que
la relacion (5.1.9) se satisface a nivel dlgebra y no es necesario ni el espacio de una particula, ni
el Fock para decir que la misma es valida, es decir que dichas representaciones son contingentes

a este respecto.

Como mencionamos, por el resultado de Bisognano-Wichmann [81] es sabido que el estado
de vacio restringido al wedge de Rindler derecho es un estado KMS con respecto al grupo
uniparamétrico de los boosts en el plano apropiado. Por lo tanto de la ecuacién (5.1.9), se
deduce que la condicién KMS para el vacio respecto a los boosts en el wedge de Rindler, implica
la condicién KMS para el estado global w,, definido en (5.1.5) respecto al grupo uniparamétrico

de traslaciones temporales.

Seamos més precisos en este punto, veamos de manera explicita que la condicién KMS? se
cumple para el estado w,. Debido a Bisognano-Wichmann sabemos® que dados a,b € A(Wg)
existe una funcién ng(t) = Q(aU(d(—27t))(b)) definida en principio para t € R, pero admi-
tiendo una extension F gb(z) continua en la clausura de la banda 0 < Im{z} < /8 y analitica en
su interior, con condicién de borde Fé?b(t +1i8) = QU (6(—2nt))(b)a).

*Utilizaremos un argumento basado en la extensién de la ecuacién (5.1.9) a nivel dlgebra de operadores (como
se vera aplicaremos U a un operador b € A(Wg) en lugar de a una f en el espacio de una particula), pero esto
no es estrictamente necesario. Como se vio en el capitulo previo, especificamente en la definicién 4.1.1, es posible
definir KMS a nivel de una particula y trabajar con f en lugar de F', y ambos resultados serfan comparables via

la ecuacién (4.1.7).
3 Aqui notaremos  a Q|wy para no sobrecargar la notacién.
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Para aligerar ain maés la notacién, de ahora en adelante, utilizaremos w := w,. Definimos

para a,b € A(M) y t real la funcién Fy,(t) = w(aU(7(—pt))(b)) y observemos que

L Fy7(t) posee una extensién analitica a Fy,(2) en la banda 0 < Im{z} < 3, pues:

ap(t) = w(aU(7(=51))(b)) = Qo a(al(7(=f1)) (b)) = Qa(a)a o U(r(=f1)) (b))
= Qa(a)(U(=6(27t)) 0 a) (b)) = Fylay aqpy (1),

y esta ultima expresién como sabemos admite un extension analitica. En la cadena de
igualdades de arriba se utilizé la propia definicién de w, el hecho de que a es un *-

homomorfismo de dlgebras y por tltimo la ecuacién (5.1.9).

II. Evaluando F}’ (z) en el borde superior de la mencionada banda

©y(t+8) = F oy i (t +18) = QUUG(=27t)) 0 a)(B)a(a) = (a0 U(~7(81))) (B)ax(a))
— Qo a(U(r(~B1))(b)a) = w(U(r(~Bt)(b)a),

que es la condicién de borde requerida para afirmar que w es un estado KMS globalmente

definido respecto a las traslaciones temporales. Mds atin, de aqui se deduce que AY =

U(r(=pt)).

Se logré construir un estado KMS globalmente definido (respecto a las traslaciones tem-
porales), a partir del vacio de Rindler. Notemos que de A = U(7(—pt)) se desprende el

Hamiltoniano modular correspondiente a dicho estado termal global w,

d

Koy f(2) = i 5 U(r(=B0) f(@leco = i3 F (& + B)lico = i67'(2),

que es coherente con nuestro resultado del capitulo previo, véase la ecuacion (4.2.28).

5.1.1. La net conforme en el plano

Consideremos el conjunto de conos dobles O en el espacio-tiempo de Minkowski bidimen-
sional. Una net de Haag-Kastler es una net de dlgebras de von Neumann Ay en B(H) sobre un
espacio de Hilbert fijo H, con una representacién unitaria (continua en la topologia fuerte) U

del grupo de Poincaré 731 y un vector de vacio |€2), tal que se cumplen los siguientes axiomas:

Isotonia: si O; C Os, entonces Ap, C Ao,
Localidad: si O; esta separado espacialmente de O, entonces Ap, C “4/(’)2
Covarianza de Poincaré: U(g)ApU(g)* = Ao con g € 731

Positividad de la energia: el espectro conjunto del subgrupo de traslaciones en U esta

contenido en el cono de luz futuro cerrado V, = {(po,pl) e RbL pg > |p1|}
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Existencia del vector de vacio: Existe un vector unitario tinico (salvo fase) |Q2) en H
que es invariante bajo la accién de U, y ciclico para el algebra generada por la unién de

todas las Ap.

Aditividad: si O = U;0;, entonces Ap =V, Ao,

De estas condiciones, obtenemos la propiedad de Reeh-Schlieder (ya mencionada en el capitulo
3, ver [59]):

Reeh-Schlieder: El vector |Q2) es ciclico y separante para cada Ap.
La propiedad de Bisognano-Wichmann establece:

Bisognano-Wichmann: El grupo modular A% de Ay, con respecto a [Q2) es igual a
U(A(—27t)), donde A(t) denota el boost

cosht sinht
(sinht cosh t) .
Aunque esta propiedad no estd garantizada por los axiomas anteriores, si U se extiende al
grupo de Mobius actuando covariante sobre la net extendida al cilindro de Einstein, entonces
la net es una net covariante de Mobius en el circulo y se satisface la propiedad de Bisognano-
Wichmann. Dado que estamos interesados en teorias de campo conformes maés alla del grupo
conforme global, tenemos que exigir covarianza por difeomorfismos completos en las coordenadas
nulas 2% 4+ 2'. En otras palabras, consideramos las componentes quirales de la net de Mébius, y
definimos una net conforme en el circulo para luego restringirla a la recta real donde pertenecen
las coordenadas de tipo luz. Una net conforme (quiral) en el circulo es igual a la net descrita
anteriormente, pero: en lugar de conos dobles tenemos intervalos I C S!, el grupo de Poincaré
es reemplazado por el grupo PSL(2,R) actuando mediante transformaciones de Mobius en el
circulo, la positividad de la energfa es con respecto al generador de rotaciones de S!, la aditividad

no es un axioma sino una consecuencia (ver [82]), y tenemos covarianza por difeomorfismos

locales,

Covarianza conforme: La representacién U se extiende a una representacion unitaria

proyectiva de Diff(S!) tal que para cualquier intervalo I y a € A se cumple que,
U(g)ArU(g)* = Agr, g € Diff(S")

U(g)aU(g)" =a,  supp(g) € I'

El circulo puede verse como la compactificacién de la recta real mediante la transformada

de Cayley, y la net conforme en el circulo puede restringirse a la recta real Agr. Ademass, la
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positividad de la energia con respecto a las rotaciones del circulo es equivalente a la positividad

de la energia con respecto a las traslaciones en la recta real [83].

Asi tenemos el marco para estudiar el operador de conjugacién modular del estado térmico
wg sobre una net conforme quiral en la recta real Agr. Nétese que, trivialmente, el estado de
vacio estd purificado por el vector |2) con mg = id en cada Aj. Asi que de ahora en adelante
no haremos explicito 7 y simplemente escribiremos mg(a) como a incluso si hablamos de la

representacion de vacio.

5.2. Relacion entre el termal w y el vacio

Si € es el estado de vacio sobre Os, podemos definir el estado termal geométrico w como
en la ecuacién (5.1.5), es decir como un estado definido sobre el dlgebra correspondiente a la

region O; via el pullback w = Q o a. Recordemos que
a:A(Or) — A(Os)

y sea € un estado definido en A(Q3). Consideremos primero la representacién ciclica sobre un
dado espacio de Hilbert H, con |2) € H un vector asociado a 2. Andlogamente consideramos

|¥) y M. al vector y el espacio de Hilbert de cierta representacion ciclica de w.

Si a es sobreyectiva, y ademéas Qs tiene complemento causal no vacio, es licito definir el

operador U, : D C H — H,, por (en breve especificaremos D)

‘Uga(a)m) = 7(a)|T) \ (5.2.1)

ya que en tales condiciones todo elemento de A(O2) es de la forma a(a) con a € A(O1) y
ademas |Q2) es un vector ciclico y separante para A(O3). Més atn (ver teorema 2.3.6 en [55]),

para este operador se cumple la siguiente

Proposicion 5.2.1. Sea U, el operador previamente definido, entonces

1. Uy : H — Hy, es una transformacion lineal isométrica con dominio D = {a(a)|?); a € A(Oq)}.
2. Uy :D, CH,— H es el adjunto de U,, que satisface:

a) su dominio es Dy, = {m(a)|V); a € A(01)} y UiUsa(a)|?) = a(a)|).
b) es una transformacion lineal isométrica.

c) es cerrado.

En resumen, U} es un operador cerrado y densamente definido tal que UiUya(a)|2) = 1.

Usa(a)Ur = 7(a) (5.2.2)

en el subespacio denso w(A(O3))|V), para todo a € A(Oy).
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Demostracion. Demostremos en orden cada una de las afirmaciones,

1. Veamos que es isométrico. Para esto no usamos més que la definicién de U, y el hecho de

que 7 y a son homomorfismos. Sean a,b € A(O;),
(Usa(0)[82), Usa(a)|2) )3, = (m(0)| W), w(a)|¥) ),
= (W), 7(b*a)|¥) )3, = w(b®a)
= (192, a(b"a)[2) )x = (1), a(b*)a(a)[2) )

= (1), a(0)*a(a)[) )n = (D)D), (a)[82) )3

2. Como probamos que (U,a(b)|Q), Usa(a)|) )y, = (a(b)|), a(a)|) )y, se sigue que

Usa(a)|Q) pertenece al dominio de UZ. Ademas,
UsUsx(a)|) = Usm(a)|¥) = a(a)|®) (5.2.3)
o en resumen U}U, =1 (en el dominio de U,). Ahora veamos que U} es un isometria:
(Uzr (B B), (@) ) ) = (a(D)|), a(a)|) )

= (Usa(0)|0), Usax(a)|€) )3, = (7 (0)|W), 7(a)| W) )y,

3. Para demostrar que U,a(a)U} = m(a), usaremos que U;U, = 1 sobre un dominio denso:

Usa(a)UrUya()|Q) = Usar(ab)|Q2)
= 7m(ab)|¥) = 7(a)m(b)[¥) = m(a)Us(D)[2)
Dado que los elementos Uy (b)|€2) = 7(b)|¥) forman un subconjunto denso, se concluye
que Uya(a)U} = w(a) en m(A(O2))|¥).

O]

Esta proposicién proporciona una forma de mapear el GNS de (2 al GNS de w mediante
Ady, .

Corolario 5.2.1. Como U} es una isometria densamente definida, (U})* existe y satisface
(U*UE = 1. Ademds, por el Th. 5.10 de [8}], Uy, es cerrable y su clausura es precisamente

(UX)*, por lo que a partir de ahora tomamos U, cerrado y tenemos
U,U; =1=U;U,

Corolario 5.2.2. Dado que cualquier operador cerrado, densamente definido y acotado puede
extenderse a todo el espacio de Hilbert, podemos considerar a U, y su adjunto extendidos a todo

el espacio de Hilbert. En otras palabras, U, es unitario.
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En general, dada una net cualquiera de algebras de von Neumann correspondientes al estado
de vacio 2, supongamos que éstas actiian sobre un espacio de Hilbert H (ahora no necesaria-
mente el Hilbert de la GNS del vacio). Podemos realizar la misma construccién de un estado
térmico geométrico w sobre A(Q;) via pullback con el mapa «. Arribariamos asi a las mismas
conclusiones previas para el caso en que H era el espacio de Hilbert correspondiente a la GNS
del estado de vacio, incluso aunque ahora no lo sea; la ecuacién (5.2.1) y la proposicién 5.2.1

seguirian siendo vélidas.
Més ain, por el Teorema 5.10 en [84], sabemos que, dado que D(U,) es denso, D(UZ) es
denso si y solo si U, es cerrable (y ya sabemos que D(Uy) es denso). Ademas,

U, = (U})" (5.2.4)

También sabemos, por el mismo teorema, que U} es cerrado, y dado que ademas es acotado
v estd densamente definido, por lo tanto su dominio es todo el espacio de Hilbert H,, por el

Corolario 5.2.2. Por lo tanto, U} : H,, — H es una isometria y se cumple que

U,U; = 1.

g

5.2.1. Los operadores modulares en la representacion GNS

En la presente seccion nos dispondremos a hallar los operadores modulares de la teoria
de Tomita-Takesaki para el estado termal en cierta region O C . Para empezar queremos

encontrar

J = J|\Il>,A(O)- (525)

Podriamos tener Os = O C O;. En particular estamos interesados en el caso
O = traslacion tipo-espacio/nula de W, C W = Oy C O = Minkowski, (5.2.6)

como serfa el caso si consideramos el o dado por la ecuacién (5.1.6). De manera similar, en una
CFT 1D sobre un rayo de luz:

O=(t,o) C(0,00)=03C O =R Vt>0. (5.2.7)

Nétese que asumir Oz C O; implica que « es sobreyectiva (por isotonia).

En lo que sigue, obtendremos J a partir de la involucién modular Jo de 2 restringida a
A(Oy). Por ejemplo, en una CFT 1D o CFT 2D, sabemos que .J> es simplemente el operador
paridad.

Uno podria pensar que J también es el operador paridad. Pero esto no puede suceder, dado
que como sabemos, por la teoria de Tomita-Takesaki J debe mapear w(A(Q)) a su conmutante
m(A(O))', el cual es més grande que m(A(O’)). Podemos pensar en esto ultimo de la siguiente

forma. Si apelamos a la purificacién més usual para el estado termal, en ella se duplica el espacio
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de Hilbert asociado al vacio, obteniendo H ® H a fin de representar al estado termal mediante

el vector:
0) =) e PERE,) @ |Ey). (5.2.8)
n
Aqui |E,) son los autoestados del Hamiltoniano.

Los observables del sistema original son de la forma 7(a) = a ® 1, mientras que los de la
copia son 1 ® b. Claramente se satisface [a ® 1,1 ® b] = 0, de modo que el conmutante de
7(A(O)) no se reduce solo a w(A(O’)), sino que también involucra operadores que actian de

manera no trivial sobre la “segunda copia” del espacio de Hilbert.

Se deduce entonces que para el estado termal, la conjugacién modular involucra ambos
espacios de Hilbert, a diferencia del caso del vacio, y por lo tanto no puede ser meramente un

operador de paridad. Al menos si nos disponemos a trabajar en esta purificacion.

A fin de determinar J, continuaremos utilizando las construcciones GNS de ambos estados

tal y como lo hicimos en la seccién previa.

El operador de Tomita Sy y la conjugacién Jy en A(O)

Denotaremos Sp |yy a S(0),v)- Por definicion,
So,jw) 7(a)|¥) = 7(a”)|¥) (5.2.9)
Sy0) ) (a)|Q) = a(a’)|Q),  a€ A(O) C A(O) (5.2.10)

dado que a es un *-homomorfismo. De esta manera, usando la ecuacién (5.2.1) y la unitariedad

del operador U,, se tiene
UsSo(0),j0) Usm(a)|¥) = UsSy(0) 10y UsUsr(a)|€2)
= UsSo(0),10) @(a)[$2)
= Usa(a)[2) = Uyar(a”)[2)
= 7(a")|¥) = 7(a)"[¥)

lo que, por la ciclicidad de |¥) para el algebra m(A(O)), implica que (tras tomar clausura)

So,jwy = UsSs0),0Us (5.2.11)

y por ende también

Jo,jwy = UsJo0),0 Us (5.2.12)

Ambas relaciones son sumamente ttiles, ya que vinculan los operadores modulares de un estado

en cierta region con los del otro en la region transformada.

Como caso particular analicemos el caso en el que O = 02 = Ry C O; = R, entonces

27w
oy(zt) = e y 04+(0) = (1,00). En breve quedara claro el porque de la utilizacién del

110



indice +. Por lo tanto, J,, (0o es simplemente la involucién modular del estado de vacio [§2)
restringida a (1, 00), la cual se obtiene a partir de Jy .|, €l operador de paridad, de la siguiente

manera: si 7(t) es la traslacién en ¢, entonces (1,00) = 7(1)R4, por lo que

Jor @10 = Ja,00) o) = U(T(1)Jr, joyU(7(=1)) (5.2.13)

donde U(7(t)) es la representacién unitaria de las traslaciones en H. De aqui facilmente se

desprende la accién de J(q o) o) POr conjugacion

J1000,100 D(2T) 1,00y, 1000 = U(T (1)), 1oy U (T(=1)) ¢(z™) U(7(1)) Jr, oy U (T(—1))
=U(r(1))Jr, ¢z — 1)Jg, joyU(7(—1))
= U(r(1)e(1 —27)U(r(-1))
=¢2—z").

Utilizando (5.2.12) y (5.2.13) concluimos

g

JRJ”‘\D = UUU(T(l))JRJ”‘mU(T(—l))U*. (5.2.14)

Con esto y las ecuaciones (5.1.4) y (5.2.1) deducimos la accién de la conjugacién modular del
estado termal via conjugacién sobre los representantes de los campos en su propia representacién

GNS (recordemos de (5.1.4) la accién de a sobre campos primarios),

Jr, oy (@) Jry oy = Uy Jop iy o) Un, 7(0(21) Usy Jr oy Us,
= Usy J(1,00) 0 U, T(9(27)) Us J1,00) 1) U,

= Us, J(1,00),10) @(0(x1)) J1,00),10) Usr,

hy
do(xt)| 2 .
= Us, J(1,00),j00) gx&) Do (27)) J1,00),100 U,
)y
02 —o4(x E N
=0, |2 40 o w0,

Si & cumple 2 — o4 (x) > 0, entonces,

Tr jwy ©(d(a 1)) e,y jwy = Us,y

¢ (01 (07" (2 - 01(a7)) U,

— Uy, a (60722 — oy (a))) UL,

— 7 [6(07' (2 - o4 (z1)))]
- {gz, (fﬂ log(2 — 0+($+))>}
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Si esta condicién no se cumple, Ad(Us, ) no puede aplicarse tan directamente, y si uno insiste
en usarla como antes, aparece un argumento negativo dentro del log de o' (z) = % log(z).
De esta manera es como el niimero complejo ¢ hace su apariciéon en la literatura y la misma se
refiere a él como el “shadow world” (por ejemplo en [85] o mas recientemente en [50]). Nosotros

evitaremos este tipo de manipulacion ya que en principio es meramente formal.

Para poder aplicar Ad(U,, ) cuando ¢(2 — o4 (x7)) pertenece al dlgebra asociada a R_,

procedemos de la siguiente manera, usando que o4 (z%) —2 >0

hy
0 2 "
Jr, jwy ©(o(x™)) Jr, jw) = Fyes (2—o0y ()| @ (2—0p (™)) U;,
hy
9 + 2 +
= U, Jr, o) ort (U-&-(m ) — 2) ¢ (‘7-5-(3j ) — 2) Jry0)Us,
5 L
2
:UU+JR+7|Q>U U 8 - (O’+( +)—2) (25(0'+(CC ) )U: U, JR+ |Q>U
hy
0 2
:JR,|\II>U a T (0’+( )—2) ¢(U+(CE ) 2)U JR+ ‘\1;>

= Jr,w) Us, @ (¢(07 (o(zT) = 2))) Uy, Jrw)

= Jrjuy 7 [¢(07 (04 (2) = 2))] Jrw)-
Aqui hemos utilizado que la accién de Jg, o) por conjugacion es la inversién del argumento del
campo, que U, es unitario y la igualdad (5.2.12).

Asi obtenemos la accién por conjugacién Ad(U, ) sobre el dlgebra de la semirrecta negativa,
en términos de la involucién modular térmica sobre toda la recta real Jg |yy. Por lo tanto, en

la quiralidad positiva, se cumple:

B + +
¢ (a-log(2—0a(zT)))), 2—o(x™)>0
Jr, oy (@) Tk, juy = 3 N N
Jr oy (@ 57 log |2 — o (2T)]) ) Jr,|w), 2—0(x7) <0
(5.2.15)

Sera clave entonces, entender como actia Jg |g) por conjugacion, cosa que haremos en la
siguiente seccién, ver por ejemplo ecuacién (5.3.35) y los comentarios del parrafo que le siguen

a ella.

Estas expresiones para la conjugacién modular del estado termal y su accién por conjuga-
cién sobre R tienen una aplicacién directa en 1 + 1 dimensiones. La teoria del campo escalar
libre sin masa exhibe una estructura algebraica que satisface las CCR, y ademds sus soluciones
se factorizan en modos que se propagan hacia la izquierda y hacia la derecha. Dicho compor-

tamiento es inmediato a partir de [Jp = 0, y se refleja en la forma general de las soluciones
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clasicas del campo:
¢ (2°,2') = ¢4 (2° +2') + ¢_ (2% — 2'),

donde ¢4 y ¢_ representan las componentes quirales derecha e izquierda, respectivamente (como
ya utilizamos en el capitulo previo 4). A nivel de la net de dlgebras, esta descomposicién permite
que las algebras asociadas a regiones de tipo “diamante” factorizen como producto tensorial
de dos algebras cuyos operadores conmutan entre si. En particular para el bosén quiral estas
observaciones aplican solo al caso no masivo. Esto nos permite determinar la manera correcta de
actuar via conjugacién con el operador de conjugacién modular (valga la redundancia) asociado

al wedge de Rindler derecho Wg sobre un campo asociado al bosén quiral no masivo.

En general si 7 es una purificacién cualquiera (o sea una representacién ciclica del algebra
de las CCR’s tal que el termal es representado por un vector ciclico) y ¢(z) a un operador

genérico en el espacio de Hilbert asociado del vacio de Minkowski 1+1 dimensional, se tiene:

T oy T ( () Ty 1wy = Us o), ;o) Us T(0(2)) Us Jowi),j) Us

oo |2 9o |12 .
=Usdown) loy | 5 3| 0@ Lo U, (5.2.16)
donde usamos que Uim(a)U, = a(a) = ¢,(z) y la ecuacién (5.1.4). Ademas, dado que la

teoria del escalar no masivo en 1 + 1 dimensiones factoriza en quiralidades, se puede analizar

0

separadamente 2t = 20 + 2 y 2~ = 2° — 2. Cometeremos un leve abuso de notacién al seguir

llamando ¢ para cada una de las quiralidades del campo (y ya no ¢_ y ¢ ).

Dado que Wg, se escribe como R en la coordenada z* y R_ en la coordenada z~, anali-

cemos por separado cada semirrecta, véase la figura 5.1.

LB

v=

Figura 5.1: En la figura se ve como el wedge de Rindler derecho, es el producto cartesiano de

R_ en la linea nula z~ y Ry en la linea nula z™.
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En el rayo nulo x*, consideramos (como ya lo hicimos) o4 : R — R, dada por o, (z7) =
2m 4
e # " . Mientras que para la otra linea nula nos interesa la semirrecta R_ y por lo tanto toma-

_2m,
remos, o_(z”) =—e A" .

Procediendo de manera analoga a como hicimos antes, obtenemos:

ﬁ _ _
) 7 (6 (~£ 1082+ o). 2+ o(a7) > 0
Jr_jwy (P(27)) Jr_ jw) = 5 _ _
Jr oy (¢ (=27 log|2 +o(z7)]) ) Jr vy, 240(z7) <0
(5.2.17)

Con las ecuaciones (5.2.15) y (5.2.17) queda definida la accién por conjugacién del operador
Jy a menos de especificar 7 (la representacién) y W el vector ciclico y dependiendo del punto
del espaciotiempo podria requerirse conocer Jg |g) en dicha representacion. De momento men-
cionamos que 7 era una representacion GNS, lo cierto es que puede ser cualquier representacién

ciclica de vector ciclico |U).

En la siguiente seccién estudiaremos diferentes purificaciones (representaciones con distin-
tos vectores ciclicos) y surgirdn ecuaciones andlogas a las (5.2.15) y (5.2.17) en ese contexto
especifico y para regiones de tipo cunia de Rindler. Entonces quedaran especificados todos los
elementos, es decir, 7 (la purificacién), ¥ el vector ciclico y también la accién de Jo |y) en
dicha regién y purificacién en particular. Véase por ejemplo la ecuacién (5.3.16), en la cual
7 es la identidad, el vector ciclico |¥) es un cierto vector perteneciente al cono positivo (que

definiremos luego) del vector de vacio [©2) y como veremos Jyy,. 1wy = Jiw o)

Més atin, si (a,b) es un intervalo acotado de la recta real, podemos determinar J, ) |-
Con tal fin, nos valemos de una transformacién conforme v que mapea el intervalo (o(a), o (b))
a R4 de manera biyectiva (siendo o la ya mencionada o(x) = e%w). Incluso es posible escribir
como 7(t)or(f) sin necesidad de apelar a las dilataciones, para esto basta tomar los pardmetros
apropiados. En nuestro caso seran:

_ 1+o(a)o(b)

t= o) -1 8 = 2 arccot(a(b)). (5.2.18)

Asi, al igual que hace un momento determinamos J(1 ) o) apelando a Jg, |y, ahora podemos

hacer lo propio para determinar J(4(q) o (1)),/Q)

Jio(a),om)),j) = U(r(=0) o 7(=t)) Jr, 10y U (7(t) o 7(0)), (5.2.19)

siendo U la representacion en el espacio de una particula del vacio de las transformaciones
conformes dadas por (4.2.8). Esta ecuacién es andloga a (5.2.13). De ella y la ecuacién (5.2.12)

se desprende que
Jiap) vy = UsU(r(=0)U(7(=1))Jr, 10y U(7(1))U(7(6))Us. (5.2.20)

Luego, el la seccién 5.3.4, veremos como actia ésta conjugacién modular sobre un elemento

f @0 en la purificacién estdndar.
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Verifiquemos que efectivamente el operador Jp | definido como en (5.2.12) efectivamente,
mapea 7(A(O)) a 7(A(O))" por conjugacién, como de hecho sabemos que sucede para Jo.

Entonces, recordando la ecuacién (5.2.2) se tiene

Jo,1uym(A(0))Jo 1v) = UsJs0),0 Usm(A(O))UsJo(0),0 Us
= UsJ5(0),0 UA(O0))Jo0),0 Uy = UsJy0),0 A0(0))J50),0 Us
= Us A(0(0)) U; = Uy a(A(0))" Uy
= (Us a(A(0)) Ug)" = m(A(O))
donde se utilizé dos veces la ecuacién (5.2.2) y en la pentltima ecuacién usamos que UA'U* =
(UAU*) si U es unitario, es decir, si UU* = U*U = 1.

De la cadena de igualdades, se desprende que U, es responsable de incluir mas operadores

en el dlgebra conmutante 7(A(Q))" que solo aquellos en 7(A(0’)).

La involucién modular del estado termal en su representacion GNS

Sigamos analizando el estado KMS geométrico respecto al grupo uniparametrico U(7(t)).
Con el fin de aliviaran un poco la notacién y dado que en lo que queda de esta seccién no
volverd a aparecer la representacién de vacio, nos permitiremos notar m(a) = a (igual que antes
hacfamos con 7q) y [¥) = 1, entonces Sp, |¢y7(a)|¥) = 7(a)*|¥) se notard en la representacion

GNS

S01,|\I/)a = a*.
El adjunto S(*Q1 o) satisface, para b en su dominio,
w <a*5’(*91"\1,>b> = (a, S(*thq,>b> = (b, S(’)l,|\I/)a) = (b, a*) =w (b*a*)’

donde (,) es el producto interno en el Hilbert de la GNS del termal (ver ecuacién (1.2.6) en la

introduccién). Esto junto con la condicién KMS, implica que

(. St,)b) = w (@ UEEB)E) = (a, U(r(iB)H")

por lo que se tiene
So, jma = U(7(iB))a” (5.2.21)

donde a es tal que U(t)a™ admite una extensién analitica hasta Im(t) = if8. Definimos

y continuamos con la busqueda de Jo, |yy. Utilizando la notacion recién introducida como 7"y

le expresion dada para S5, |y en la ecuacion (5.2.21),
Ao, jwya = 50, jwySo, wya = So, jwa” = T(if)a
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y dado que T'(z) deberfa ser un grupo unitario de un pardmetro (al menos para Im(z) € [0, 5]),

ARVZ = (iw> a

Ol7|‘lj> 2

Finalmente, dado que S = A~1/27],
Jo,jwya =g’ 4 So, jma =T <’§) a*. (5.2.22)
Pero para que este operador tenga sentido, més alla de su expresion formal, es pertinen-
te hacer algunos comentarios més en relacién a la ecuacién (5.2.21). Segin se menciond, al
momento solo sabemos como actia Sp, |y) sobre algunos elementos particulares del élgebra,
resta entonces convencernos de que esto es suficiente para saber como actua Sp, |y sobre los
restantes. Con tal fin, supongamos que w es un estado normal y fiel sobre una algebra de von
Neumann A (como de hecho lo es el estado termal geométrico w cuando se restringe a regiones
locales, lo que se denomina “localmente normal”, ver por ejemplo [77]), y sea U(7(-)) el grupo
modular correspondiente. Se puede demostrar que la aplicacién ¢ — U(7(t))(a) es continua en

la topologia fuerte.

Diremos que un elemento a es analitico con respecto a U(7(-)) sila aplicacion t — U(7(t))(a)
se extiende a una funcién analitica C — A, la cual denotaremos por z — U(7(z))(a). Nétese que
la identidad es analitica, y que las combinaciones lineales y productos de operadores analiticos

también lo son.

Ademss, si a es analitico, entonces la funcién f(z) = [U(7(z))(a)]” es analitica y satis-
face f(t) = U(7(t))(a*) para t € R, por lo que a* también es analitico (con U(7(z))(a*) =
[U(7(2))(a)]"). Por lo tanto, los operadores analiticos forman una *-subdlgebra A, C A (véase
por ejemplo la seccién 2.5 en [18])

Esta subdlgebra es densa en A en la topologia fuerte, mds atin lo es densa por sucesiones®:

todo a € A es el limite fuerte de una sucesién {a,} C A.. De hecho, basta tomar

an = \/Z / Z dtU(7(t))(a) e ™" (5.2.23)

Nuevamente referimos al lector a [18] o la seccién 2.5.3 en [55]. Alli nos encontraremos con la

definicién precisa de este tipo de integral de operadores:

Teorema 5.2.1 (Proposicién 2.5.18 y Corolario 2.5.23 en [55]). Sea t — U(7(t)) un grupo
uniparamétrico de isometrias, continuo en la topologia fuerte, ademds sea p una medida de

Borel de variacion acotada sobre R. Entonces, para todo A € A, existe un B € A tal que
n(B) = /U(Tt(A)) du(t)  para todon € A*.

Este resultado nos avala a introducir la siguiente definicion

4Todo a € A es el limite fuerte de una sucesién {an} C A..
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Definicion 5.2.1. Si A y B estdn relacionados como en el teorema 5.2.1, entonces utilizaremos

la notacion

5= [Ur®)A) duo).
Notacién que de hecho ya fue utilizada en la ecuacién (5.2.23).

Para ver que los elementos a,, son analiticos respecto a U(7(-)), notemos primero que la

B \/Z/ " AU (1) (@) e, (5.2.24)

estd bien definida para todo z € C, ya que e(=2)* como funcién de t estd en Li(R). Ademas

siguiente funcion

si evaluamos en z real, digamos z = s € R, cambiamos variables y utilizamos la propiedad de

grupo de U(7(+)), obtenemos

\f / dtU(r(t))(a) e "9 = U(7(s))(an). (5.2.25)

Con lo cual todos los U(7(s))(a,) se extienden a funciones bien definidas en el plano complejo.

Resta demostrar que dichas funciones son analiticas. Pero dado n € A*,

B \/Z | den @ @) e (5.2.20)

Pero [n(U(7(t))(a))| < ||In||||A]] para todo t € R y en consecuencia 1(f,(z)) es analitica por el
teorema de convergencia dominada, que nos permitira derivar f,(z) haciéndolo directamente

dentro de la integral. Para ver que lim a, = a en la topologia fuerte ir a [55].
n—o0

Esto nos permite definir el operador Jo, gy no solo sobre elementos analiticos como en
la ecuacién (5.2.22), sino también extendiendo por continuidad, sobre elementos cualesquiera
del algebra A(O1). Y ya que ambos, dominio e imagen de Jo, |y tal y como lo definimos en
la ecuacién (5.2.22) son densos, resultard que la extensién por continuidad de Jo, |py es un
operador antiunitario, que es ni mas ni menos que la conjugacién modular del estado termal

geométrico restringido a la regién O;.

5.3. Purificaciones del estado termal global y local

Ya construido el estado termal geométrico, discutiremos ahora sus posibles purificaciones y
c6mo se expresa el operador conjugacién modular en cada una de ellas. Anteriormente en (5.1.5)
lo definimos algebraicamente y discutimos Jo ., en la representacion GNS. Ahora discutiremos

otras posibles representaciones ciclicas el y el J correspondiente.

5.3.1. Purificacién de ws con el vector de vacio [(2)

Como vimos al comienzo de este capitulo, tenemos una forma de definir un estado termal wg

béasicamente como el vacio restringido al wedge de Rindler derecho Wg. Podemos utilizar esto
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para purificar wg usando la representacién GNS de Q|y, (la identidad), es decir, consideramos
el triplete (g, H,|€2)) con:

m3(p(x)) == a(P(x)). (5.3.1)
Siendo a : M — Wpg el x-morfismo inducido por un o como el de la seccién 5.1. Entonces, para

cualquier campo ¢(x) localizado en cualquier lugar del espacio-tiempo de Minkowski,

(Qfmp(o(2))|) = (Qa(e(2))|) = Q(a(d(2))) = ws(d(x)) (5.3.2)

Por el teorema de Reeh-Schlieder sabemos que € es ciclico y separante para Ay, asi que esta

es una representacion ciclica para wg y A(Wg) = a(A(M)).

Por Bisognano-Wichmann [81] también conocemos la conjugacién modular del vacio J), Awp,

restringida al algebra de observables Ay, del wedge de Rindler Wg:

T, ) 0(@) T Ay, joy = 0(Lo(2)) = d(—x),  x€RT, (5.3.3)

Aqui Iy(x) es la inversion con respecto al origen. Dado que la evolucién modular y la conjugacién
modular estdn definidas tnicamente por un &dlgebra de von Neumann y un vector ciclico y
separante, podemos afirmar que la conjugacién modular Jy ) g, del vector representante de

wp (el vector de vacio |Q2)) sobre todo el dlgebra de observables, es .J A )

Taqn),576(6(2)) Taqn) 5 = 15l(Lo(2))] = (a0 ¢ o Io)(z) = |0’ (2)|"* ¢(~0 (x)) (5.3.4)

Este resultado se desprende de las ecuaciones (5.2.2) (tomado mg como m, en cuyo caso la

conjugacién por U, deja los elementos intactos) y (5.2.12).

Nétese que ¢(—o(x)) pertenece al dlgebra de la recta real negativa, o volviendo al espacio-
tiempo de Minkowski bidimensional, al dlgebra del wedge de Rindler izquierdo Wp,. Podemos
reescribir esta expresion para el campo suavizado ¢(f) por alguna funcién f con soporte com-
pacto arbitrario:

Jaampm3(S(f))aqmy,s = /" ¢(f oo™ o 1) (5.3.5)
Nétese que f o o~ ! tiene soporte en la recta real positiva, y por lo tanto ¢(f o o= o Ip)
pertenece al dlgebra de la recta real negativa. En otras palabras, este campo no es igual a algin
#(goo~!) para alguna funcién apropiada g y por lo tanto no pertenece a la representacién 3.
El conmutante del algebra generada por m5(¢(f)) vive fuera de la representacién, y no deberia
sorprender: no hay campos fuera de Minkowski. Sin embargo, el conmutante no es vacio ya que
existen operadores que conmutan con el algebra generada por mg(¢(f)), estos son los campos
del vacio suavizados con funciones con soporte en la recta real negativa (en 2D en el wedge

izquierdo Wp,).

5.3.2. Purificacién de wgs|4, con la representacién del vacio [Q2)

Al restringir el estado termal a un wedge derecho W, (una traslacién del wedge de Rindler

estandar Wg), dejamos espacio para otros campos del tipo mg(¢(f)) localizados fuera de W,.
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En particular, esperamos que el conmutante de Ay, , A}y, , contenga elementos como 75(¢(f))
con f con soporte dentro de W)/, el complemento causal de W,. Estamos llamando W, al
wedge derecho con borde en z = r, en el cual la quiralidad positiva corresponde a z* > r
(y = < r para la otra quiralidad). Para evitar saturar la notacién, escribiremos A, para el
algebra asociada con el intervalo (r, 00) en el modelo quiral. Con esta notacién, A es el dlgebra
de la recta real positiva. Podriamos considerar el dlgebra local asociada a un doble cono grande
en lugar de A,, y la idea seria exactamente la misma, asi que nos quedamos con las cufias o

semirrectas en 0 + 1.

Para estudiar esto, podemos tomar la purificaciéon anterior mediante la representacion ciclica
(5.3.1), y luego restringir esta representacién a Ay, o podemos primero restringir el estado
algebraico wg, obtener wg|4,, , y luego elegir alguna purificacién (que puede o no coincidir
con la anterior). En este ultimo caso, de hecho podemos usar la representacién de vacio, lo
que haremos més adelante. Por ahora, tomemos (5.3.1) y restrinjdmosla a campos ¢(x) tales
que x > r, para algin r € R finito. La diferencia con el caso anterior donde consideramos el
algebra de la recta real, es que ahora o mapea (r,00) a (o(r),o0), asi que no tenemos a mano
el resultado de Bisognano y Wichmann vélido para R,. Por supuesto, es simple adaptarlo,
trasladando (o (), 00) a la recta real positiva, aplicando Iy, y trasladando de vuelta a (o(r), 00).

La afirmacién (andlogamente a lo que vimos en la ecuacién (5.2.13)) es que

Tyl = U(T(0(r)Jag, joyU(7(o(r)))" (5.3.6)

lo cual sigue de la definicién del operador de Tomita S (para cada dlgebra local) y la covarianza

de la net de algebras. Entonces tenemos

Jarp = Ja, o) = UT(0(r)Jag joyU(r(o(r)))" (5.3.7)

Explicitamente,

JAU(T)JQ)‘z’(x)JAa(T),\m = ¢(20(r) — z), x € (o(r),00). (5.3.8)

Como era de esperar, 20(r) — z es una reflexién con respecto a x = o(r), que llamaremos I, ).
Esto significa que ¢(20(r) — x) pertenece a A;(r) = A(_so,0(r))- Nétese que si 20(r) —z > 0,
el campo ¢(20(r) — z) es de la forma m3(¢(y)), con y = o~ (20(r) — z), as{ que pertenece a
la representacion mg. Esto es diferente de la situacién anterior de la conjugacién modular del
algebra global, donde no habia espacio en la representacion mg para el conmutante de Ag, . Al
restringirnos a algun &lgebra local mds pequenia como A, el conmutante mg(A,)" = A;(T) =

A(—so,0(r)) s mds grande que antes y algunos de sus elementos pertenecen a 75(A(M)) = Ay.

Para un campo suavizado, tenemos ahora

T, 578(6(f)) a6 = |0'"*é(f oo™ or(a(r)) o Iyo(—a(r))),  supp(f) C (r,00) (5.3.9)

Como se esperaba, obtenemos un campo transformado suavizado sobre una funcién con soporte

en (—oo,0(r)). El “second world” puede aparecer si uno insiste en que todos los campos como
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(5.3.9) todavia estan en la imagen de 7g, es decir, que el lado derecho de (5.3.9) sea de la forma
¢(goo~1), para alguna funcién con soporte compacto g. Sin embargo, por la discusién anterior,
sabemos que sélo cuando el campo ¢(f) estd localizado dentro del intervalo (r,0~1(20(r)) esto
puede suceder, de lo contrario la (representacién del) campo transformado por la conjugacién
modular “se escapa” a la recta real negativa y no hay forma de que sea de la forma ¢(goo™1) =
m3(g), que s6lo puede estar localizado en la recta real positiva. Es cuando insistimos en que el

1 serd evaluado

campo transformado coincida con ¢(g o 0~1) que hay algiin problema y go o~
en un numero negativo. Esta es la raiz de los ntimeros complejos que a veces aparecen en la

literatura como ¢(iz) (ver por ejemplo [86]).

Otra forma en que el “second world” puede aparecer es en una purificacién donde duplicamos
el espacio de Hilbert H, como en &lgebras de tipo I, y esto es lo que hacemos en la seccién 5.3.4
para el caso especial de un campo libre. Pero primero, discutamos otra forma de purificar wg
restringido a algin dlgebra local. Ya hemos hecho esto usando (5.3.1) restringida a un algebra
local, pero ahora queremos usar otra purificacién, una donde la representacion es la identidad,
es decir, la del vacio. La desventaja es que el vector representante ya no es el vector de vacio

5.3.3. Purificacién de wg con la representacion del vacio
Ao

Primero algunas observaciones técnicas: necesitaremos que los estados KMS sean localmente
normales para usar un resultado sobre la conjugacién modular en el contexto de conos naturales.
La normalidad local significa que el estado restringido al algebra local Ay es normal, es decir,
puede escribirse como una matriz densidad actuando en cierto espacio de Hilbert. No conocemos
ningin resultado que garantice la normalidad local de un estado KMS con cierta generalidad
para una net de algebras de von Neumann locales. Sin embargo, si la net estd generada por
algebras de von Neumann locales con la split property, por [87], se sigue la normalidad local
de los estados KMS®. La split property es automética para nets conformes en el circulo [88].
Podemos entonces obtener una net conforme en 2D con la split property tomando el producto de
dos nets conformes quirales con la split property. Estamos asumiendo entonces que los modelos
bajo consideracién satisfacen la propiedad de split (por ejemplo la net de corriente U(1) que
describe un bosén quiral o la net Vir, generada por tensores de energia-momento, ver [77,79]

para mas detalles).

Queremos purificar el estado térmico en las algebras de von Neumann locales del vacio. En
otras palabras, queremos que la representacion ciclica sea la identidad. Para ser mas precisos,
consideremos algtin doble cono suficientemente grande O y llamemos a su algebra de vacio Ap,,

de modo que el estado de vacio |§2) es un vector ciclico y separante para Ap,. Consideremos

5 Agradecemos a Yoh Tanimoto por su correspondencia sobre estos puntos técnicos.
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entonces el cono natural correspondiente Pp,,
Po, = {A1/4am>; a€ Aoy, a> o} . (5.3.10)

Luego consideramos la restriccién de wg a Ap,. Por la propiedad 8 de la Proposicién en el
Apéndice 7.4, para un estado KMS (localmente normal) wg restringido a Ap,, wg| Ao, » tenemos

un estado vectorial ¥, en Pp, tal que
(o, lal¥o,) = wplag, (@),  a€ Ao, (5.3.11)

Asi hemos logrado una purificacion ciclica de wg| Ao, €1 el espacio de Hilbert de la representacién
de vacio con representacién dada por la identidad (la representacion es ciclica porque el estado
es fiel sobre Ap, 6 lo que implica que cualquier vector representante es separante, lo que por la
propiedad 6 del apéndice implica ciclico). Atin m4s, el representante vectorial pertenece al cono
Po, asociado con el dlgebra Ap,. En resumen, la representacién es (H, 7 = mq = id, Yo, €
Po,)- Con respecto a la purificacién de la subseccién anterior, hemos simplificado en cierta
medida la representaciéon cambiando mg = a por mq que es la identidad, con el precio a pagar

de que ahora el vector representante ya no es el vector de vacio |€2) sino algin vector ¥p, € Po,.

Ahora, para calcular la conjugacién modular asociada a algtin dlgebra méas pequenia Ap C Ap,,
procedemos de manera similar a como lo hicimos en la seccién anterior. Primero que nada, consi-
deremos una componente quiral de modo que tenemos una net conforme en el circulo restringida
a la recta real. Asi que cambiamos la notacién de acuerdo con las lineas anteriores: ahora te-
nemos un intervalo suficientemente grande Iy y repitiendo todo el razonamiento anterior, la
representacion ciclica del estado térmico local es (H, mq = id, ¥y, € Pr,). Estamos buscando

la conjugacion modular J; g asociada a wgly, y el algebra Ay C Ay, con I C Ij.

Como ya mencionamos al inicio del capitulo (ver ecuacién (5.2.1)), con las consideraciones

de m =id y o = mg, existe un unitario Uz, que satisface
Ujoﬂg(a)U}kO = a, a€ Ay, (5.3.12)

utilizando el mapa U, podemos mapear un dominio denso de una representacion ciclica a la
otra,
Uty a(@)U7, bW 1) = Usym(a)ms(0)|2) = ab|¥z,). (5.3.13)

Noétese que para un algebra local A; C Ajp, el estado reducido wg| 4, todavia esta representado
por [¥y,):
wgla, (@) = (1¥p),alPr)),  a€A (5.3.14)

pero esto es todo lo que podemos decir, ya que no sabemos cémo relacionar conos e inclusiones

de subdlgebras. En cualquier caso, tener la representacién ciclica (H, mq = id, ¥;, € Pp,)

SCualquier estado KMS es fiel sobre Ao, si el dlgebra cuasi-local estd generada por factores: esto es porque
en cada factor la representaciéon GNS del estado wg es fiel (es decir, inyectiva). Esto y la propiedad separante del

vector GNS, que se sigue por un argumento como en el Corolario 5.3.9 de [89], da un estado fiel sobre Ao, .
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y (5.3.14), junto con el unitario Uy, serd suficiente para nuestros propésitos, dado que nos

permitird establecer una igualdad de operadores sobre un subespacio denso.

El hecho de que |¥y,) es ciclico incluso para el algebra més chica A se desprende bésica-
mente de que el vacio lo es para «(Ay) por Reeh-Schlieder y de la unitariedad de Uj,. Notemos

que dado un a € Ay, tenemos
a|¥y,) = Ums(a) [Q) = Upala) Q)

que a partir de lo comentado arriba implica la ciclicidad de |¥y,) para el dlgebra A;.

Si en particular consideramos como el algebra Ay, a la de la cuna de Rindler Wr y A a la
de una de sus traslaciones W, (como en la seccién previa), y notemoslas como antes A, C Aj.
Como recién, tendremos un mapa unitario U, satisfaciendo (nuevamente ver (5.2.1), con las

consideraciones pertinentes)
JWT,‘\IIAO> = Urdyw,),0U, (5.3.15)

dicho U, sera inducido por un mapa o : Wr — W,. Siguiendo el mismo razonamiento que en
la seccién anterior, pero con la purificacién m = id y vector ciclico |¥ 4,) (que como en el caso
de I, lo tomo perteneciente al cono positivo del vacio), obtenemos la accién de la conjugacién

modular Jyy,, g sobre el campo ¢(z):

o lol, o0(x)), si[poo(x) € o(Wr),
Jw, 8 6(2) Jw, 5 = o 007() ! (@) & o(Wa) (5.3.16)
Jwpp @ (07 I10olgoo(z))) Jwyps, silgoo(z)€a(Wg).
Aqui, I, es la reflexién respecto al vértice del wedge o(W,.) en x! = ¢:
I (2% 2" v (=29 2¢ — 21), (5.3.17)

y I es la reflexién andloga respecto al vértice de o(Wg), o sea en x! = 1 ya que o(Wg) = W)

(ver figura 5.2).

Finalmente, gracias a la propiedad 7 de la Proposiciéon en el Apéndice 7.4, sabemos que
JWRO#I’ = JWRO,Q. Denotando por Ij la reflexion respecto al borde de Wy, podemos simplificar

la expresién anterior, obteniendo el resultado central:

¢(c7toljoo(z)), siI;oo(x) € o(Wr),

(5.3.18)
¢(looo toliolyoo(z)), siljoo(z)ea(Wg).

Jw, 5 d(v) Jw, s =
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Figura 5.2: En la figura se exhiben ambas cunas de Rindler W,, C W, y sus respectivas imagenes
via 0. Dados x,y € W,., o los mapea a o(W,). Luego se pueden dar dos casos, que la reflexién

I, de estas imégenes pertenezca a o(Wg) o que esté en o(Wg)'.

5.3.4. Purificacién estandar

En el espacio de Hilbert de una particula identificamos ®(f) = [ dz ®(z)f(z) simplemente

con f(z), una funcién con soporte compacto en R. El grupo conforme actia como
U(g)f(z) = flg~"x),  g€PSL(2,R) (5.3.19)

Tenemos o : R — R dada por
o(x)=e?s ", (5.3.20)

Como a0 A = A oo, se tiene que si W(f) es una unitaria de Weyl en la representacién del

vacio,

aW(f))=W(foo ™),  supp(f) CR, supp(foo ') C Ry (5.3.21)
El espacio de Hilbert térmico Hg se obtiene a partir del espacio de Hilbert del vacio H como

(f,9)us = (foo tgoo Ny, [, 9 €CF(R) (5.3.22)

lo cual puede entenderse, como antes, notando que la precomposicién con o' restringe el

producto interno del vacio a la semirrecta positiva. Desde ya, esta expresién puede verificarse
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de manera explicita, la idea es utilizar el cambio de variables z = 0~ !(z) en el producto interno
, )% de manera que surja en la integral un termino M que luego deviene en un
(0(zz)—0(2y))
sinh[% (2, — 2y)] dividiendo, tal y como se tiene en (, )y, ver (4.2.22).

Ahora, en la purificacién estdndar tenemos H,, = Hg®Hg, siempre a nivel de una particula.
Estamos usando el hecho que el espacio de Fock F(H,,) = F(Hz ® Hg) es isomorfo al producto
de espacios de Fock F(Hg) ® F(Hg). Esto implica que a partir de (5.2.1) obtenemos

Usfoo t=f@0, supp(f)CR (5.3.23)

Notar que supp(f oo~ !) C Ry, asi que sélo sabemos cémo actiia U, sobre (la representacién

del vacio de) A(R,). Esto serd importante en breve. También podemos escribir

UNf@0)=foo t, supp(f) C R (5.3.24)

Veamos que la evoluciéon modular Aﬁi o) puede obtenerse facilmente con la ayuda de Uy,
usando (5.2.11) y (5.3.24).

(Vo Al U3) £ 80 = Us Al oy f oo™
= U U(r(1)AE, qU(r(-1))f oo™
= Us U(r())U(8(=275)U(7(~1))f 00"
=U, foo tor(l)od(2ns)or(-1)

La funcién f = foo tor(1)0d(27ws)o7(—1) satisface supp(f) C (1,00) C R, asi que sabemos

cémo actuar sobre ella con U,. Por lo tanto,

2

¢ i@ @0 =1 [ Log 1+ (5 1)) o0 (5:3.29

que es el resultado correcto.

Por otro lado, el cdlculo de Jg, |¢) no es tan directo, y de forma similar a lo anterior llegamos

Ty wy f D0 = (Us Jo,) 0 Us) f D0 =Us Jom, o) foo
= U, U(r(1))Jr, joyU(7(=1))f o o l=U,foo o 7(1)oTo7(—1)

“="U, footor(l)olor(~1)oooo?

En breve haremos mencién a las comillas sobre al tltima igualdad, aqui I denota inversién
& — —x. Esta vez la funcién f = foo 'o7(1) oI or(—1) tiene soporte en (—oco,2), para

cualquier f con soporte en R. Asi que vemos que, a menos que el soporte de f esté restringido
B

, a-log2), no sabemos cémo actuar con Uy. Si ocurre que supp(f) C (—oo L og 2),

a (—OO ) 9
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obtenemos la accién geométrica conocida de la involucién modular, ya que en este caso el
dltimo renglén de la cadena de igualdades de arriba es vélido y

B

Jr juyf(z) 0= f |:27T log (2 — e%ﬁ’z)} @0, supp(f) C (—o0, % log 2) (5.3.26)

Notar que si se desprecian ingenuamente los soportes, puede aparecer un nimero complejo
dentro del argumento de f, de manera similar a lo que ocurre en la literatura y que a veces se
denomina “second world” o “shadow wolrd” [50]. Esto no es otra cosa que la segunda copia en
esta purificacién. Trabajemos ahora en detalle cémo actia U, sobre una funcién f en el caso
en que el soporte de f pertenece a R_. En tal situacién, podemos proceder de forma similar a

lo que hicimos en la representacién de GNS:
Usf=Us folol =UsJr,afol
=UsJr, oUsUsfol
=UsJow)aU, foloo®0
=Jry foloo®0, (supp(f) C R_) (5.3.27)

asi que necesitamos entender la involucién modular del vector de estado térmico |¥) sobre el

algebra global.

Y nuevamente podemos hacer el andlisis correspondiente para un intervalo (a,b) apelado a
la ecuacién (5.2.20), la (5.3.23), (5.3.24) y la forma en que las representaciones unitarias actian

sobre el espacio de una particula,

Jiap)jwy f(2) &0 = UsU(r(=0))U(7(=1)) Jr joy U (7 () U (r(0)) Uz f €0
= U U(r(=0)U(1(—1)) Jr, joyU(T(£))U (r(6)) f o 0 ()
= U U(r(=0)U(1(=1))Jg, oy f 0 0~ o 7(=6) o 7(—t) ()
= U,U(r(=0)U(r(=t))f oo o r(—0) o 7(—t) o I(x)
=Usfoo tor(—0)or(—t)olor(t)or(d)(z)
=foo lor(—=@)or(—t)oIlor(t)or(d)oo(z)®0
=t f(J(ap),|v) (7)) © 0,

entiéndase la tltima igualdad como definicién de jqp) jv)(2) = 0t or(=0) o 7(—t) o T o 7(t) 0
r(0) oo(z). Esta claro que supp(f) debera satisfacer ciertas condiciones para que efectivamente

J(ap),|w) actie sobre f(x) © 0 de la manera que se indic6 arriba. En efecto, sin mayores incon-

venientes puede verse que (utilizamos m = “T*'b y L = b — a para obtener una notacién maés

compacta)
cosh(%L)e%ﬁw — 62%m
Janw(®) = g log | —gr 5 cosh(31)
B

(5.3.28)
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de manera que para que j(,p) |w)(7) esté bien definida al argumento del logaritmo ha de ser

positivo, lo cual se da solo si

x>m+2€rlog<cosh(w;>> =bg 6 a:<m—2ﬁ7rlog(cosh<w;>> =ag.

Es decir que la accién presentada para Jig ) |w) f (2)®0 estd bien definida siempre que supp(f) C
(—00,ag) U (bg,00) y de lo contrario habra que proceder de manera similar a como lo hicimos
en la ecuacién (5.3.27). Vemos entonces que para que la accién de Jig) quede completa sobre

cualquier funcién de testeo, es necesario determinar la accion de Jg |y).
Procedemos a estudiar la involucién modular Jg ¢ del estado térmico global por medio de
sus elementos de matriz sobre el espacio denso’ D := C§°(R) ® 0+ i®C§°(R) & 0.
(1@0+i%01 @0, Jpu (f28 0+ % ®0))g = (fi ®0+i% B0, AY3Sru (0 +i%0:@0))g
= (1 ®0+i% ©0,A5 (20— ®0))s

, . . 1/2 .
Asi que necesitamos calcular los elementos de matriz de AR/ v lo cual hacemos mirando Ag v,

usando el mismo razonamiento que antes en la Seccién 5.2.1,

(@0+i®n®0,Apy (f250+i%g0 ®0))e = (f1®0+i% &0,5% ¢Srw (2B 0+i%g @ 0))g
= (18041 ®0,Sky (2B 0—iPg®0))g
=(fi®0+i% ©0,T(iB) f2 ® 0)g

+i{fi®0+i%g ©0,T(iB)g2 D 0)g

donde usamos la propiedad KMS wg(f,T(i8)g) = wa(g, f) y (f1 ®0,T(iB)f2 ® 0)g significa la
extension analitica ¢t — i de wg(f1,T(t) f2). En este punto, el operador 7'(if3) no esta definido,
solo lo estd la extensién analitica de estas funciones complejas dadas f y g con soporte compacto.
Podemos ser més explicitos: la extension analitica de la funcién de 2 puntos wg(f,T'(t)g) del

estado termal es:

f(z)g(y)
f_—z sinh? <%(a: —y—z)— iG)

wg(f,T(2)g) = 71T/R2 dx dy , Im z € [0,5) (5.3.29)

Recordando que el unitario Ty (t) actia como T (t)(f @0+iPg®0) =T () f ©0+iPT(t)g®0,
(i®0+i% ®0,Arw (fo®0+i%92©0))e = (/1 ©0+i%g1 ©0,T(if) f2 ® 0 +i®T(iff)g2 ® 0)a

=(f1®0+i%1 &0, Tx(iB)(f2 0+ Vg2 & 0))g

Una vez maés, el operador T (i) atin no tiene sentido, pero la expresién anterior representa la

continuacién analitica t — i como antes. Sin embargo, ahora podemos argumentar lo siguiente:

"Este procedimiento es anilogo a lo que hicimos al momento de definir Jg ¢ sobre los elementos analiticos de

una dada *-algebra. Esta vez hacemos lo propio a nivel del espacio de 1 particula.
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para cada z con Im z € [0,3), existe una forma sesquilineal densamente definida @, sobre el

espacio de Hilbert H?, definida por

Q.(fie0+i%g @0, foB0+i%gd0) == (fid0+i®g @0, Ts(2)(f200+i%g®0))e (5.3.30)

Debido a la linealidad (y antilinealidad), es suficiente estudiar @, en vectores de la forma f @ 0.
Para ver que estd acotada, hasta donde sabemos la manera mas sencilla es pasar al espacio de

Fourier, donde la funcién térmica de 2 puntos es

L[ f®)*a(p)
=_ [ P v 3.31
Wﬁ(fag) 7_[_/0 ppl—e*ﬂ}ﬂ*lé (533 )
Entonces tenemos
1 [ f(p) f(p)e*
% 0, 0)=|= dpp ot 2 v/
Q:(f©0. /S 0) 77/0 PP e
L~ o)) | )
= w/o dpp— | = If @0, Imz>0

lo cual muestra que la forma cuadritica asociada estd acotada en un dominio denso®. Asi,
podemos asegurar, gracias a un teorema bien conocido (ver Teo. 1.7 en [90]), que existe un

operador lineal acotado Q. en H¥ que representa a )., en el sentido de que
Q:(f120+i%91 80, B0+ ®0)=(f1i®0+i%H &0,0.(f2®0+i%g®0))e (5.3.32)

y a partir de ahora llamaremos Ty (2) a dicho operador, para respetar la notacién anterior.
Aunque en el espacio de coordenadas no parece sencillo escribir explicitamente cémo actia este

operador, en el espacio de Fourier (positivo) no es otra cosa que
Te(2)f(p) ®0 = f(p) ©0 (5.3.33)

Hemos demostrado que, al menos en el conjunto denso D,

A]Kq; = T@(Z,@), (en D) (5334)

Ahora queremos argumentar que A]}{ ‘21, = Tg(i/2). Como la raiz cuadrada positiva de un
operador autoadjunto positivo es tinica, por (5.3.33) tenemos que Ty (i3/2)% = Tw(iB) y que

T3 (i3/2) es positivo, con lo cual concluimos que A]}Q/ \21, = Tx(15/2). Volvamos al elemento de

8 Ademés, las identidades de polarizacién nos dicen que si la forma cuadrética asociada estd acotada en un
dominio denso D, entonces también lo estd la forma sesquilineal original @, : D x D — C. Podemos extender
facilmente sus secciones a todo el espacio de Hilbert en dos pasos. Primero, si tomamos un v fijo en D, Q. (v,-) :
D — C es un operador lineal acotado definido densamente, por lo tanto se puede extender a todo H como
un operador acotado. Lo mismo aplica a la otra seccién, aunque esta vez extendemos operadores antilineales.

Entonces, podemos pensar a @, como una forma sesquilineal acotada definida en todo el espacio H®.
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matriz de Jr v:

(ie0+i%9 @0, Jry (f2©0+i%g: ®0))g
= (A20+i%g ®0,T(i8/2) (f200—i®g @0))g
= (1 ®0+i%: ®0,T(iB/2)f2® 0 —i®T(iB/2)g2 ® O)s
=wp(f1, T(iB/2) f2) — wp(g1, T(iB/2)g2)
— i (wp(f1,T(iB/2)g2) + wp(g1, T(i8/2) f2)) (5.3.35)
Esto nos da los elementos de matriz de Jg y sobre el conjunto denso D de funciones suaves con
soporte compacto (utilizando (5.3.29)). Mds atin, por las mismas razones que antes, esto define

una forma cuadrética acotada que esté representada por un operador acotado (antilineal), que

no es otro que Jg v.

Notemos que, sobre el espacio original formado por elementos de la forma f&®0, los elementos

de matriz son reales. Esto se debe a que en

fi(@)fa(y)
B2 sinh? (%(w —y— zg) - ie)

w2

A T/ ) = [ dady (5.3.36)

el z en el sinh si miramos la ecuacién (5.3.29) es puramente imaginario. Por lo tanto, se tiene
que
05(f1 @0, Jrufo®0) =Im(f1 ®0,Jruwf2®0)s = (5.3.37)

lo cual significa que Jg v envia C5°(R) &0 a su complementario simpléctico (C5°(R) & 0)’, como

debe ser.

También podemos notar que Jr g efectivamente mezcla copias: supongamos que no lo hace,
es decir, que para todo f con soporte compacto se tiene Jg ¢ f © 0 = g @ 0, entonces para todo

h con soporte compacto se cumple que

0=0g5(h®0,Jruf®0)
= J@(h@O,gEBO)

=o(h,g) =>g=0

lo cual contradice el hecho de que Jg g es una involucién. Asi que, en efecto, Jr ¢ envia f &0

a algin g @ h con h distinto de cero.
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Capitulo 6

Conclusiones

La presente tesis constituye un esfuerzo por estudiar de manera rigurosa, dentro del marco
de la AQFT, diversas estructuras fisicas y matematicas, haciendo uso de la teoria de Tomita-
Takesaki. Més alla de la formulacién abstracta, el trabajo permite obtener resultados concretos
que evidencian lo propicio de tal marco para abordar problemas fundamentales, como la dua-
lidad de Haag, los operadores modulares de estados térmicos y el célculo de entropia relativa.

A lo largo de los distintos capitulos se lograron avances tanto conceptuales como técnicos.

El trabajo se inicia con un capitulo introductorio que sienta las bases conceptuales y ma-
tematicas de la tesis. En las primeras secciones se contextualiza el surgimiento de la AQFT a
partir de problemas y limitaciones inherentes a la formulacién estandar de la QF'T, en contraste
con la QM. Se discuten situaciones atipicas que motivaron este desarrollo, como la existencia
de representaciones unitariamente no equivalentes de los observables, la imposibilidad de defi-
nir matrices de densidad para estados arbitrarios, la carencia de una traza bien definida para
operadores y las divergencias ultravioletas que afectan a la entropia de von Neumann y, por
extension, a la entropia de entrelazamiento. Estas cuestiones ponen de manifiesto la necesidad
de un marco formal méas robusto, que la AQFT proporciona, permitiendo tratar de manera
consistente y unificada problemas que de restringirnos a la formulacion estdndar de la QFT,

solo son abordados con técnicas de cut off, el truco de réplicas o similares.

En el segundo capitulo se presentan las herramientas matematicas fundamentales para la
tesis, estableciendo el marco formal necesario para los resultados posteriores. Se introducen los
espacios de Hilbert de una particula y las distintas formulaciones de las CCR, incluyendo las
algebras de Weyl, Segal, asi como la construccién del espacio de Fock o construccion GNS.
Este andamiaje permite comprender cémo cada formulacion captura aspectos complementarios
de la cuantizacion bosdnica, por ejemplo en una de ellas salta a la vista la utilizacion de las
condiciones iniciales del campo sobre una superficie a tiempo fijo, mientras que en la otra no.
Y cémo los conceptos de estados y observables se trasladan de la primera cuantizacion al nivel

de Fock. A partir de estas estructuras, se presentan las representaciones concretas de las CCR
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en el contexto del campo escalar libre, siguiendo el enfoque de Araki, que utiliza el espacio de
Fock para representar las formulaciones de Segal y Weyl. Se introducen ademas conceptos clave
como la dualidad de Haag, la condicién KMS y la entropia relativa, tanto a nivel del espacio
de una particula como en la segunda cuantizacién. Este capitulo proporciona asi un marco
unificado que anticipa los resultados centrales de la tesis y prepara al lector para los capitulos
posteriores, donde se desarrollan en detalle las propiedades modulares de los estados termales

y sus implicancias en la teoria cuantica de campos.

En el capitulo 3 de esta tesis se desarrolla un estudio exhaustivo de la dualidad de Haag
para el campo escalar libre, abordando sus fundamentos tedricos, sus demostraciones y sus limi-
taciones. La investigacién se estructura en dos ejes principales: la reformulacion y simplificacién
de la demostracion clasica de Araki, y el andlisis de la validez de la dualidad en distintos tipos
de regiones del espaciotiempo, especificamente en diamantes y wedges. A través de una revisién
detallada de los mapas de primera y segunda cuantizacion, se establece un marco unificado que

conecta los trabajos de Araki con aportes propios basados en la teoria de Tomita-Takesaki.

Una de las contribuciones centrales de este capitulo reside en la simplificacién de la de-
mostracién de Araki sobre la dualidad de Haag. Frente a la segmentacion original en miltiples
trabajos y el uso de operadores auxiliares, aqui se propone una prueba alternativa que aprove-
cha de manera directa las propiedades del operador de Tomita S y su adjunto. Este enfoque,
toma ciertos elementos del trabajo de Eckmann y Osterwalder pero es sustancialmente depu-
rada, elimina redundancias y ofrece una visién més econémica y conceptualmente clara de por
qué se satisface la igualdad A,(R') = A,(R)" para regiones tipo diamante en el campo libre.
Asimismo, se explicitan los vinculos entre las versiones “parciales” de la dualidad presentadas
por Araki y la forma candnica utilizada en la AQFT contemporédnea, cerrando asi posibles am-
bigiiedades interpretativas. Finalmente, se presenta un contraejemplo que ilustra los limites de
la dualidad de Haag cuando se consideran regiones que no cumplen ciertas condiciones geométri-
cas. Este contraejemplo, aunque basado en ideas esbozadas por Araki, se desarrolla aqui con
mayor grado de detalles y se acompana de figuras que facilitan su comprensién. La existencia
de tal contraejemplo no solo matiza el alcance universal de la dualidad, sino que también enfa-
tiza la dependencia critica de la misma respecto de la estructura causal del espaciotiempo y la

naturaleza del estado considerado.

En el capitulo 4 se estudia la entropia relativa de Araki en el contexto de excitaciones
coherentes de estados bosonicos, con foco en el estado de vacio y el estado termal para el
bosoén libre no masivo en 1 4+ 1 dimensiones. El principal aporte de este capitulo consiste en la
obtencién de una expresion explicita y cerrada para la entropia relativa entre una excitacién
coherente y el estado de referencia (ya sea vacio o termal) localizada en un intervalo acotado,
generalizando resultados previos de la literatura que se restringian a semirrectas. Este calculo
se realiza mediante el aprovechamiento directo de la estructura modular (teoria de Tomita-

Takesaki) del dlgebra de observables, evitando por completo el uso de regularizaciones basadas
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en cut-offs o métodos de continuacion analitica en el plano complejo.

Una de las contribuciones centrales es la demostracién de que, para el estado térmico a
temperatura inversa 3, la entropfa relativa Sg(p)(wys|lw) asociada a una excitacién coherente

generada por una funcién suave f viene dada por la expresion local e integral

(%(m — a)) sinh (%(b - x))
sinh (%(b - a)>

b sinh
Swy(rlle) =25 | (f@)dr. (60)
Este resultado es consistente con la interpretacién de la entropia relativa como una medida de
la energia de la excitacién, ponderada por una funcién de peso que captura la estructura causal
y térmica de la region. A partir de esta férmula exacta, se derivan de manera rigurosa varias
cotas fisicamente relevantes. En primer lugar, se recupera una cota de tipo Bekenstein que limita
la entropia por la energia multiplicada por el tamano de la regién, ver (4.3.27). En segundo
lugar, se demuestra una version de la Quantum Null Energy Condition (QNEC) en la ecuacién
(4.3.28), validando asi, desde un enfoque puramente algebraico, principios fundamentales de la

teoria cuantica de campos en espacio-tiempo curvo.

Finalmente, el capitulo extiende estos resultados al caso del bosén libre sin masa en 1 + 1
dimensiones, mostrando la universalidad de las expresiones obtenidas y su conexién con la
densidad de la energfa clasica Too(x). El enfoque algebraico adoptado, basado en la purificacién

de estados y la teoria modular, simplifica y unifica célculos previos.

En el capitulo 5 se aborda la construccion geométrica explicita de un estado KMS y la
determinacién rigurosa de sus operadores modulares, con especial énfasis en la conjugacién
modular. El estudio se centra en dos escenarios de particular relevancia: el wedge de Rindler y
regiones acotadas de tipo diamante en 1 + 1 dimensiones. La principal contribuciéon de este
capitulo radica en la obtencién de una expresion precisa para la accién de la conjugacion
modular J asociada al estado térmico, superando el tratamiento meramente formal del ”shadow

world” presente en parte de la literatura.

Se demuestra que la accién de la conjugacion modular Jyy, gy sobre los campos en la

representacién GNS del estado térmico viene dada, para la quiralidad =™, por la expresién

B + +
¢ (a-log(2—a(zT)))), 2—o(x")>0
Jr, oy (@) Tk, juy = 3 N N
Jr oy (@ (g7 log2—o(@T)]) ) Jrw), 2—0(a") <0
(6.0.2)

En dicha expresién, segin vimos, la representacion w es arbitraria, y luego estudiamos como
casos particulares cuando m = « (el inducido por o), 7 = id y por ultimo 7 a valores en el
espacio de Fock. Y de hecho calculamos Jg |y, tanto para el caso en que m = a como para
el caso que toma valores en el Fock. Este resultado se deriva de una combinacién de técnicas
que incluyen la teoria de Tomita-Takesaki, la construccion de una isometria U, que relaciona

las representaciones del vacio y del estado térmico, y el uso de transformaciones conformes
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) 2m . . (
especificas (o (z7) = e#" ) que permiten mapear el problema a uno geometricamente mas

simple.

Un dato crucial es que J necesariamente mezcla las dos copias del espacio de Hilbert cuando
se trabaja en la purificacién estandar de tal estado, enviando funciones de soporte compacto
en una copia a elementos no triviales que tienen componentes en ambas copias. Este compor-
tamiento, lejos de ser una mera peculiaridad técnica, refleja la estructura del termofield double
inherente a los estados KMS y su conexién con la fisica de horizontes en el espacio-tiempo de
Rindler. Los resultados de este capitulo no solo complementan y generalizan los del capitulo
anterior, también esperamos proporcionen las herramientas algebraicas necesarias para explorar

la estructura modular de estados térmicos en teorias mas generales.
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Capitulo 7
Apéndice

7.1. Un ejemplo de la accién de f3

Como se explica en el cuerpo de la tesis, podemos definir 3 sobre K mediante su accién
sobre X N S(R*, R) como g(x) = (Bf)(x) con,

Z(9)(p) = iZ (f)(p)n(®"),

donde n € C*°(R) es impar y tal que 7(p°) = 1 para [p| > m. Ahora mostremos con un ejemplo

. ) . . . S —(20)2 72
sencillo cémo es g. Consideremos una funcién gaussiana f(2°, %) = e (@)"=7" "entonces

ola) = (Bf)(a".7) = 2 T a60) [ |16 s - x°>)dx0'] ap"

)2 o

[e.e]
(
= 2/ n(p°)vme™ ER sin(poxo)dpo
0

2 [T oy @D 0 0y 0

= 2/me n(p’)e” " sin(p’z”)dp
0

I I T NN i A N e o 0y 0

= 2\/7e n(p e 7 sm(px)dp + e 1 Sln(px)dp )

0

m

En general, n es lo suficientemente complicada como para que la primera integral no pueda
expresarse de una forma familiar. En su lugar, podemos considerar un procedimiento de limite
para tomar i como 7(p°) = 6(p° — m), para p° > 0, y de este modo deshacernos de la primera
integral anterior. Por supuesto, dicha 7 no es suave. Para superar este problema, tomamos una
sucesién de funciones acotadas y suaves 7, (p”) que se anulen en el intervalo [0,m — 1] y que
sean iguales a 1 para p® > m (y que se extiendan a la recta real negativa mediante la propiedad
de ser impar). Nétese que para una de estas funciones,

" 0y~ @2 0 0y 0 " 0y, —®% 0 0y o0
m@")e T sin(pa)dp" = [ (0)e T sin(p ) dy,
0 _1

n
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que tiende a cero porque el integrando estd acotado. Entonces, sustituyendo estas funciones 7,

en la expresién para (Bf)(z°, z) anterior y tomando el limite,

(Bf) (2%, z) = 2ﬁe_x2 /OO 6_# Silrl(poavo)dp0 (7.1.1)
= ire~ (&) +27) [erf(%(m — 2iz?)) — erf(%(m +2iz"))], (7.1.2)

donde er f es la funcién error. Debido a la propiedad er f(z*) = er f(z)*, el resultado es de hecho

real, como se esperaba.

Figura 7.1: A la izquierda, la funcién gaussiana f(t,x). A la derecha, g = B f.

En este ejemplo se ve explicitamente que, partiendo de f, que es una funcién par en x°,

obtenemos P f, que es impar (véanse las Figuras 7.1 y 7.2). Esta es en realidad una caracteristica
general, como se explica en la Subseccion 2.1.2. Solo para dar una intuicién cualitativa adicional,
mostramos a continuacién en la Figura 7.2 una vista “lejana” de B f, donde es evidente el
decaimiento répido, consistente con S(R? R), y una vista lateral donde también es evidente el

comportamiento impar en z° = t.

1

5
10 B e
Mr

0o

Figura 7.2: A la izquierda, una vista “lejana” de 3 f. A la derecha, una vista lateral de {3 f desde

la cual se vislumbran rasgos de imparidad.

7.2. WMas sobre las condiciones iniciales de la ecuacion de Klein-
Gordon

Dadas la funcién real f € C3°(R3?) C §r v g € C°(R3) C Fyp, en lo que sigue vamos a

buscar h € C®(R*,R) tal que ¢(E(h)) sea una funcién suave que resuelva el siguiente sistema:
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Problema de valor inicial de KG: ¢ ¢(FE(h))(0,7) = f(T) (7.2.1)
2 (0,7) = g(7)

Seguimos a [52], donde en el Corolario 1.1 se establece la relacién entre las condiciones
iniciales y la solucion. Sospechando que E en dicha referencia solo puede diferir en un signo
global con el operador A que hemos estado usando, creemos que h(z) deberia ser —pj(f)(z) +
p1(9)(x). Antes de mostrar que ésta es la solucién, describamos brevemente los mapas pg y p1

y sus correspondientes pull-backs pfy y pi.

Sea pp : S(RY) — S(R?) la restriccién a 2° = 0y p; : S(RY) — S(R?) la derivada respecto a
20 evaluada sobre la hipersuperficie 2 = 0. Los pull-backs de estos mapas acttian por precom-
posicién en el espacio de distribuciones temperadas pf) : S(R?)" — S(R%)’, es decir, pj(v) = vopg
para cualquier v € S(R3)’. De manera similar para p}. Podemos ver las condiciones iniciales

como elementos del espacio dual S(R3), ya que S(R?) C S(R3)'.

Dado h € S(R*) y la condicién inicial g en (7.2.1),
(P6(9))(h) = (g0 po)(h) = g(hlzo=o) = /g(f)h(oaf)dgx = /h($)5(9€0)9(f)d4x,

de donde leemos que pj(g)(x) = 6(2°)g(Z). De manera similar, con la otra condicién inicial y

P
/ _ (903 = 2R 0 3
N0 = (et =1 (g50.0) = [ 1@ 0ada @22
asi que vemos que py(f) = —§(2°)f(%), donde ' significa derivada débil. Ahora definimos la
distribucién
p(x) = —6()g(@) — & () (), (7.2.3)

y seguimos los pasos de la seccién 3.2.3, construyendo ps como en la ecuacién (3.2.27) y defi-

niendo una funcién suave
h(z) = / X(8)ps(x)ds, (7.2.4)
R
como en la ecuacion (3.2.28) para obtener nuestra solucién ¢(E(h))(x), con h una funcién suave.

Podemos ahora demostrar que ¢(E(h)) es la solucién de (7.2.1) dada por (2.1.2) con h como

en (7.2.4). Que sea una solucién es inmediato, ya que estamos propagando con el propagador
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causal de Klein-Gordon A. Evaluemos entonces ¢(FE(h)) en z° = 0,

oEIN0.9) = [P0 - ) F ('
= = [ a0 F W+ [ PSR =)o) F (W)
(2m)2 JR4 (2m)2 JRre
_ e PE Z(h) (w @ v PE @
7 AL ree O IR U e
R C B O,
(2#)% R3 2 Wp
f— 1 elﬁfio“ W 3 _ 1 ﬁ o 3
_mﬁ@ P 0w P %ﬁ@ 22 (500 ) ()

Al mismo tiempo, esto deberia ser igual a la condicién inicial f(Z). Solo para verificar que

todo funciona correctamente, mostremos esto explicitamente:

-1 d3p
EMW)(0,%) = | —— i 00 —p(z— h(y)d*y
oEW)0.7) = [ o [ sin(epa® =) - 5@ - 7) Phwa'y]
. Ve b
’ sin (wpy”) cos(p(T — 7)) —— W) d3pd*y
R4 JR3 wp
' =) — SOV (T
- b / sin (w) cos(FE — ) (¥")9(@) — &'y )f(y)dgpd4y
(2m)z Jr4 JR3 Wp
. N A (T T (7]
i oo Sln(wpyo) cos(p(& — 7)) (yw)f(y)d:sp(fly
p
1 L SO f(F
= G [ sreostean) costota - " Tt paty
57t L, L, costald = D)5 @ pay
{ / / 1p(Z— y d3pd3 }
(2m)% Jgs Jrs
=Re{Z 7 [Z()] (@)} = Re[f(@)] = f(T)
En la segunda linea descartamos una integral porque es impar en p. Esto confirma que é1h_ = f.

Un célculo practicamente idéntico muestra que do(—h) = g.
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7.3. Posicion genérica de subespacios

El objetivo de este apéndice es demostrar que los subespacios de §, definidos en el mapa

de primera cuantizacién (3.1.1) estdn en posicién genérica, es decir, que:

Sr(B)NS1(B) = {0},
Sr(B)NS;(B)*" = {0},
Sr(B)* NSi(B) = {0},

Sr(B)* NSy(B)* = {0}.

Para demostrar las segundas y terceras lineas, basta con probar que Sg(B)t Vv S;(B) = F, vy
Sr(B)V S;(B)t =3, (donde AV B = A+ B). La primera se deduce al notar que Sg(B)* Vv
S;1(B) = S;(B°) Vv S;(B) gracias al Teorema 3.1.1, y luego, por la definicién de Sy, se concluye
que Sr(B)* Vv S(B) = B(j; " (L3(B%)) V j; (LA(B))) = Bj; "(L*(R?)) = BFr = Fp- En cuanto
a Sr(B) V S;(B)t = §,, se puede demostrar de manera andloga utilizando la otra relacién en

el Teorema 3.1.1. Para las dos intersecciones restantes, necesitamos el siguiente resultado.

Lema 7.3.1 (Lema 5 en [15]). Si f € Sg(B) no es cero, entonces Bf nunca se anula en toda

[

la vecindad de ningin punto en (supp(f))©.

1 i(p-Z—wpz —
ot LT e e
)2

Para = € R?, esta es una solucién de la ecuacién de Klein-Gordon (O, + m?)F(z) = 0 con

Para demostrar esto, consideremos la funcién F(z) =

condiciones iniciales F(0,%) = (Bf)(%) y %(0, %) = —if(Z). Ademds, F'(z) es analitica para
Im z en el cono de luz pasado, ya que el integrando es analitico y la integral converge. Ahora,
consideremos un punto i € supp(f)¢ y asumamos que Bf se anula en alguna vecindad tridi-
mensional real de . Entonces, dado que f también se anula alli, la solucién de la ecuacién de
Klein-Gordon F'(x) se anula en una vecindad cuatridimensional real de (0, ). Por el teorema

de identidad, F'(z) se anula idénticamente, implicando que f(x) = 0.

Ahora podemos demostrar que Sp(B) N S;(B) = {0}. Esto es equivalente a BSr(B) N
BS;(B) = {0}, ya que B es unitaria. Consideremos entonces un g € BSg(B) N BS;(B). Como
g € BS;(B) = jfng(B), g debe anularse en todo B¢, pero al mismo tiempo, por el lema anterior
y el hecho de que g € BS r(B), g no puede ser cero en toda la vecindad de ningiin punto en
B¢ a menos que se anule identicamente. Por lo tanto, BSr(B) N BS;(B) = {0}. En cuanto a
la igualdad restante Sp(B)* NS;(B)+ = {0}, podemos aplicar el Teorema 3.1.1 para escribirla
como S;(B€)NSr(B¢) = {0}, que es equivalente a la primera, que acabamos de demostrar, solo

hay que intercambiar B con B°€.
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7.4. El cono positivo

En el marco de la teoria de algebras de operadores, la construccion del cono positivo natural
es una herramienta fundamental que establece un vinculo profundo entre la estructura algebraica
de un dlgebra de von Neumann y la estructura geométrica del espacio de Hilbert en el que actia.
Este objeto es central para la teoria modular y tiene aplicaciones de especial importancia para

nosotros en el capitulo 5.

Sea A un algebra de von Neumann que actia de manera ciclica y separante sobre un espacio
de Hilbert H, con vector ciclico y separante 2. La construcciéon modular de Tomita-Takesaki

nos provee de un operador modular A y una conjugaciéon modular J.

El cono positivo natural P se define como la clausura del conjunto de vectores obtenidos

al aplicar ciertos operadores modulares al vector de referencia:

P ={aJaJQ); a€ A}. (7.4.1)
Esta definicion, aunque abstracta, captura de manera canénica todos los “vectores positivos”
asociados al par (4, Q).

El cono P satisface una serie de propiedades notables que lo convierten en un objeto extre-

madamente rico y util.

Proposicién 7.4.1 (ver [91]). Sea A una dlgebra de von Neumann y 2 un vector ciclico y

separante. Entonces se cumple:

1. P:{A1/4aQ; a€A+}

2. AP =P, teR

3. JO =97, deP

4. aJaJP C P

5. P es un cono propio y autodual cuya envolvente lineal es H, es decir, span(P) = H
6. Si ® € P, entonces ® es ciclico para A si y solo si es separante para A

7. Si @ es ciclico para A (y por lo tanto separante), entonces la conjugacion modular y el

cono natural asociados a (A, ®) coinciden con J y P

8. Para todo estado normal ¢ sobre A, existe un tnico vector ®4 € P tal que ¢(a) =

(Pyla|®y) para todo a € A

Esta ultima es quizas la propiedad més importante. Establece una biyeccion entre los estados

normales del dlgebra A y los vectores en el cono P. Esto generaliza el Teorema de Representacion

138



de Riesz, permitiendo representar estados algebraicos abstractos como vectores concretos en el

espacio de Hilbert de una manera canénica y tnica.

La existencia del cono positivo natural P proporciona una geometria de orden candnica en
el espacio de Hilbert H, que estd intrinsecamente alineada con la estructura algebraica de A.
La propiedad de unicidad (punto 7) implica que, aunque la construccién depende de la eleccién
inicial de €2, los objetos resultantes J y P son en realidad independientes de esta eleccién,

siempre que el nuevo vector esté en el cono definido por el primero.
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