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Resumen

La Teoŕıa de Cuerdas es actualmente la principal candidata para formular una teoŕıa cuántica de

la gravedad y la unificación de las interacciones fundamentales. En su ĺımite de bajas enerǵıas,

se describe mediante teoŕıas de supergravedad en diez dimensiones, cuyas acciones efectivas

reciben correcciones perturbativas en el parámetro α′, asociado a la longitud de la cuerda.

Estas correcciones modifican las ecuaciones de movimiento y tienen implicaciones profundas

en compactificaciones y soluciones gravitacionales que resultan clave para la fenomenoloǵıa de

cuerdas. Un enfoque prometedor para estudiarlas es la Teoŕıa Doble de Campos (TDC), un

marco que incorpora de manera expĺıcita la dualidad T de la Teoŕıa de Cuerdas.

Esta tesis explora la extensión supersimétrica de la TDC con N = 1 y su relación con la

supergravedad heterótica, relevante para la conexión con el Modelo Estándar de part́ıculas. En

primer lugar, se estudian las simetŕıas de la supergravedad heterótica desde la perspectiva de

la TDC, con énfasis en la transformación β, perteneciente al sector no geométrico del grupo de

dualidad. Luego, se analizan las correcciones de primer orden en α′ en el marco de la TDC

supersimétrica, obteniendo la deformación de la transformación de Green-Schwarz generalizada

y sus efectos sobre la acción efectiva y las reglas de transformación supersimétrica. Finalmente,

se exploran aspectos perturbativos mediante el ansatz de Kerr-Schild y su generalización a la

TDC, lo que brinda una herramienta para construir soluciones con correcciones α′.

Los resultados obtenidos contribuyen a una mejor comprensión de las dualidades de cuerdas y

de las correcciones α′ en la supergravedad heterótica desde una perspectiva unificada. Asimismo,

abren nuevas v́ıas para explorar estructuras de la teoŕıa de cuerdas en contextos donde las

dualidades desempeñan un papel central.
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Abstract

Exploring N = 1 supersymmetric Double Field Theory

String Theory is currently the main candidate in formulating a quantum theory of gravity and

unifying the fundamental interactions. In its low-energy limit, it is described by ten-dimensional

supergravity theories, whose effective actions receive perturbative corrections in the parameter

α′, associated with the string length. These corrections modify the equations of motion and have

deep implications for compactifications and gravitational solutions, which are crucial for string

phenomenology. A promising approach to studying these corrections is Double Field Theory

(DFT), a framework that explicitly incorporates T-duality symmetry from String Theory.

This thesis explores the N = 1 supersymmetric extension of DFT and its connection to

heterotic supergravity, which is relevant to connect with the Standard Model of particle physics.

First, the symmetries of heterotic supergravity are studied from the perspective of DFT, with

emphasis on the β-transformation, which belongs to the non-geometric sector of the duality

group. Then, the first-order α′ corrections to supersymmetric DFT are analyzed, including the

deformation of the generalized Green-Schwarz transformation and its impact on the effective

action and supersymmetry transformation rules. Finally, perturbative aspects are explored

through the Kerr-Schild ansatz and its generalization within the DFT framework, which provides

an effective tool for constructing solutions with α′ corrections.

The results obtained contribute to a better understanding of string dualities and α′ cor-

rections in heterotic supergravity from a unified perspective. They also open new avenues for

investigating the structure of string theory in contexts where dualities play a central role.
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3.3.1 El álgebra de Clifford generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3.2 Contenido de campos y sus transformaciones . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3.3 La acción supersimétrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4 Parametrización y contacto con supergravedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Teoŕıa de Cuerdas [8–12] es una de las propuestas más prometedoras para formular una teoŕıa

cuántica de la gravedad y unificar las interacciones fundamentales. Desde sus inicios a fines de la

década de 1960, ha evolucionado significativamente, proporcionando un marco teórico que busca

reconciliar la mecánica cuántica con la relatividad general y describir de manera unificada las

cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: gravedad, electromagnetismo, interacción nuclear

fuerte e interacción nuclear débil. Su caracteŕıstica distintiva es la idea de que las part́ıculas

fundamentales emergen como modos de vibración de pequeños objetos unidimensionales, las

cuerdas, en lugar de puntos sin estructura interna.

En su formulación moderna, la Teoŕıa de Cuerdas ha generado diversas ĺıneas de investigación

con implicaciones teóricas y fenomenológicas importantes. Un ejemplo destacado es la conjetura

AdS/CFT [13], que establece una correspondencia holográfica entre una teoŕıa de gravedad

en un espacio Anti-de Sitter (AdS) y una teoŕıa de campos conformes (CFT) en su frontera.

Esta conjetura ha permitido estudiar aspectos como la termodinámica de agujeros negros y la

información en contextos gravitacionales [14]. Además, la introducción de objetos extendidos

de múltiples dimensiones, denominados branas, ha sido clave para entender la dinámica de la

teoŕıa y en sus aplicaciones a la cosmoloǵıa del universo temprano [15]. Asimismo, áreas como la

geometŕıa no conmutativa y las dualidades de cuerdas han sido impulsadas por estos desarrollos,

con posibles repercusiones en la f́ısica teórica y experimental.

Sin embargo, la Teoŕıa de Cuerdas introduce elementos menos intuitivos, como la existencia

de dimensiones extra (D = 26 en la versión bosónica y D = 10 en la versión supersimétrica) y la
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necesidad de supersimetŕıa. Otro desaf́ıo conceptual es la aparente existencia de cinco teoŕıas de

supercuerdas consistentes: Tipo I, Tipo IIA, Tipo IIB, Heterótica SO(32) y Heterótica E8×E8.

No obstante, gracias a las dualidades de cuerdas, se ha propuesto que estas cinco teoŕıas son

manifestaciones distintas de una teoŕıa subyacente, conocida como Teoŕıa M.

Las dualidades de cuerdas establecen conexiones entre las teoŕıas de supercuerdas y la Teoŕıa

M, revelando una estructura común. Entre ellas, la dualidad T relaciona teoŕıas formuladas en

geometŕıas diferentes, mientras que la dualidad S conecta versiones fuertemente y débilmente

acopladas de la teoŕıa de Tipo IIB. Su combinación da lugar a la dualidad U, que juega un papel

relevante en la Teoŕıa M. Estas dualidades también influyen en el ĺımite de bajas enerǵıas, donde

emergen teoŕıas de supergravedad como extensiones supersimétricas de la relatividad general que

incorporan campos de gauge y materia. La acción efectiva de supergravedad recibe correcciones

en α′, el parámetro de longitud de la cuerda, que introducen términos de orden superior en

derivadas y modifican las ecuaciones de movimiento. Dichas correcciones resultan cruciales para

el estudio de compactificaciones y soluciones gravitacionales en este marco.

Para abordar el estudio de estas correcciones, se han desarrollado distintos enfoques, siendo

uno de los más prometedores la Teoŕıa Doble de Campos (TDC) [16–22]. Esta formulación

se basa en duplicar las coordenadas del espacio-tiempo, extendiéndolo a 2D dimensiones con

simetŕıa global bajo O(D,D), el grupo ortogonal en el espacio doble, que incorpora de forma

manifiesta la dualidad T. En la TDC, los campos fundamentales son objetos covariantes bajo

O(D,D) y encapsulan la información del sector universal (NS-NS) de las teoŕıas de super-

gravedad. Además, extiende las simetŕıas locales estándar de la supergravedad, incluyendo

difeomorfismos y transformaciones de Lorentz generalizadas. Este marco ha resultado particu-

larmente útil para estudiar las correcciones α′ y la estructura de la acción efectiva, aprovechando

de forma sistemática las simetŕıas de dualidad presentes en la teoŕıa.

En este contexto, esta tesis busca extender la comprensión de la TDC en presencia de super-

simetŕıa N = 1, relevante para conectar con el ĺımite de bajas enerǵıas de la cuerda heterótica.

La descripción efectiva de esta cuerda corresponde a una supergravedad en diez dimensiones

que incluye no solo el campo gravitatorio, sino también un sector de gauge no abeliano, esencial

para la fenomenoloǵıa de la teoŕıa y su relación con el modelo estándar de part́ıculas. Para ello,

se desarrollaron y analizaron las siguientes direcciones:

1. Se estudiaron simetŕıas asociadas al grupo O(D,D), en particular la simetŕıa β en la
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supergravedad heterótica, una transformación no geométrica útil para la construcción de

correcciones α′ y la consistencia de la teoŕıa.

2. Se calcularon las correcciones de primer orden en α′ dentro de la TDC supersimétrica,

deformando la transformación de Green-Schwarz con términos supersimétricos y obte-

niendo modificaciones a la acción efectiva y a las reglas de transformación de los campos

fundamentales a orden α′.

3. Se exploraron aspectos perturbativos, partiendo desde una generalización del ansatz de

Kerr-Schild a la TDC supersimétrica. Este ansatz permite perturbar simultáneamente el

contenido bosónico y fermiónico de las teoŕıas de supergravedad, y resulta compatible con

la inclusión de correcciones de orden superior en derivadas

Esta tesis contribuye al entendimiento de las correcciones α′ en la supergravedad heterótica

desde la perspectiva de la TDC con supersimetŕıa. Los resultados obtenidos no solo tienen

implicaciones teóricas, sino que también pueden impactar la fenomenoloǵıa de la Teoŕıa de

Cuerdas, especialmente en compactificaciones y soluciones gravitacionales. Estos hallazgos abren

nuevas v́ıas de investigación en la f́ısica teórica y en la estructura fundamental de la teoŕıa.

1.1 Estructura de la tesis

Esta tesis está organizada de la siguiente forma:

Caṕıtulo 2: Una mirada a la Teoŕıa de Cuerdas

Se introducen los conceptos fundamentales de la teoŕıa de cuerdas, incluyendo su formu-

lación básica, las dualidades y el ĺımite de bajas enerǵıas donde emerge la supergravedad.

Se discuten las correcciones α′ y su impacto en la acción efectiva.

Caṕıtulo 3: La Teoŕıa Doble de Campos con supersimetŕıa N = 1

Se presentan los fundamentos de la Teoŕıa Doble de Campos (TDC) y su extensión super-

simétrica. Se revisan las estructuras matemáticas involucradas y se establece la conexión

con la supergravedad.

Caṕıtulo 4: Supersimetŕıa y simetŕıa β en Teoŕıa Doble de Campos

Se presentan los resultados de [1], donde se explora el papel de la simetŕıa β, una transfor-
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mación no geométrica perteneciente al grupo de dualidad. Se investiga su manifestación

en la supergravedad heterótica y su relación con la consistencia de la teoŕıa.

Caṕıtulo 5: Supersimetŕıa y correcciones α′ en Teoŕıa Doble de Campos

Se presentan los resultados de [2], donde se analizan las correcciones de primer orden

en α′ dentro de la TDC con supersimetŕıa N = 1. Se obtienen términos de interacción

fermiónicos, incluyendo la corrección a la transformación de Green-Schwarz, y se estudian

sus implicaciones en la estructura de la acción efectiva.

Caṕıtulo 6: Supersimetŕıa y el ansatz de Kerr-Schild en Teoŕıa Doble de

Campos

Se presentan los resultados de [3, 4], donde se extiende el ansatz de Kerr-Schild al marco

de la TDC con supersimetŕıa N = 1. Se analizan las ecuaciones de Killing para espinores,

la compatibilidad con la transformación de Green-Schwarz, y se discute la relación con la

copia doble clásica en el contexto de supergravedad heterótica.

Caṕıtulo 7: Conclusiones y comentarios

Se resumen los principales resultados de la tesis y se discuten posibles ĺıneas futuras de

investigación. Se enfatiza el papel de la TDC con supersimetŕıa N = 1 en el estudio de

correcciones α′ y su impacto en la fenomenoloǵıa de la teoŕıa de cuerdas.

Apéndices

Se detallan las convenciones utilizadas y cálculos complementarios, junto a parametriza-

ciones relevantes en supergravedad.

Cerramos con un comentario sobre el estilo. En f́ısica, muchas magnitudes tienen nombres

estandarizados en otros idiomas, especialmente en el contexto de la Teoŕıa de Cuerdas y la Teoŕıa

Doble de Campos, cuya traducción al español resulta poco natural. Por esta razón, a lo largo

de la tesis dichos términos no serán traducidos, pero se escribirán en itálicas. Además, para

resaltar conceptos clave, independientemente del idioma, se utilizarán negritas, evitando aśı

posibles confusiones.
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Caṕıtulo 2

Una mirada a la Teoŕıa de Cuerdas

En este caṕıtulo exploraremos de manera general algunos elementos de la Teoŕıa de Cuerdas, los

cuales resultarán útiles a lo largo de esta tesis, proporcionando el marco conceptual necesario

para comprender los temas centrales de nuestro estudio. Para una revisión más detallada de

los temas aqúı tratados, se recomienda consultar las referencias clásicas [23–32], junto a los

apuntes [33,34] y las referencias adicionales que se mencionan a lo largo del caṕıtulo.

Comenzaremos introduciendo la dinámica de las cuerdas y supercuerdas, analizando sus

propiedades básicas y las caracteŕısticas principales de sus espectros. Luego, abordaremos las

dualidades de cuerdas, herramientas poderosas que revelan conexiones profundas entre diferentes

teoŕıas y reǵımenes f́ısicos. Finalmente, discutiremos el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa,

donde emerge la supergravedad como una teoŕıa efectiva, y examinaremos las correcciones de

orden superior en derivadas que modifican este ĺımite.

2.1 Cuerdas y supercuerdas

A diferencia del marco tradicional de part́ıculas puntuales, la Teoŕıa de Cuerdas postula que

los constituyentes básicos de la naturaleza son objetos unidimensionales: las cuerdas. Estas se

propagan en un espacio-tiempo de D dimensiones, y sus vibraciones determinan sus propiedades

observables. Un aspecto fundamental de la teoŕıa es la distinción entre cuerdas abiertas y cuerdas

cerradas, dependiendo de si sus extremos están identificados o no. Esta condición de contorno no

solo afecta la dinámica de las cuerdas, sino que también influye en el espectro de estados f́ısicos
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descritos por sus modos de vibración. En particular, el espectro de la cuerda abierta incluye

un modo sin masa de esṕın uno [35], mientras que el espectro de la cuerda cerrada cuantizada

contiene un modo sin masa de esṕın dos [36]. Estos modos desempeñan un papel central en la

interpretación f́ısica de la teoŕıa, ya que el primero se asocia a los campos de gauge y el segundo

al gravitón, lo que sugiere una conexión natural entre la teoŕıa de cuerdas y una formulación

cuántica de la gravedad.

Un resultado notable de la cuantización de la teoŕıa es que la consistencia f́ısica determina la

dimensión del espacio-tiempo en el que viven las cuerdas. En el caso de la teoŕıa de cuerdas

bosónica, esta dimensión es D = 26. Esta restricción no es arbitraria, sino que surge de la

cancelación de anomaĺıas y la necesidad de preservar la invariancia conforme en la hoja de

mundo. Desde un punto de vista conceptual, el hecho de que la teoŕıa fije la dimensión del

espacio-tiempo en lugar de imponerla como un parámetro libre es una de sus caracteŕısticas más

distintivas y una de sus principales fortalezas.

Sin embargo, la teoŕıa de cuerdas bosónica, aunque matemáticamente elegante, presenta dos

problemas fundamentales que limitan su viabilidad como modelo f́ısico. En primer lugar, su

espectro no incluye fermiones, los cuales son esenciales para describir la materia en nuestro uni-

verso. En segundo lugar, contiene un modo taquiónico, es decir, un estado con masa imaginaria,

lo que indica la presencia de inestabilidades en la teoŕıa. Estas limitaciones sugieren que la

teoŕıa bosónica, en su formulación original, es incapaz de describir el universo observable.

La solución a estos problemas surgió con la introducción de la supersimetŕıa, una simetŕıa

que relaciona bosones y fermiones. Al extender la teoŕıa de cuerdas para incluir supersimetŕıa,

se obtienen las teoŕıas de supercuerdas, que resuelven ambos inconvenientes de manera

elegante. Por un lado, la supersimetŕıa introduce fermiones en el espectro, permitiendo la

descripción de la materia observada en el universo. Por otro lado, la relación entre bosones y

fermiones a través de la supersimetŕıa elimina el modo taquiónico, garantizando la estabilidad

de la teoŕıa [37,38]. Además, la supersimetŕıa permite la cancelación de anomaĺıas, asegurando

la consistencia matemática de la teoŕıa en un espacio-tiempo de diez dimensiones. De este modo,

la teoŕıa no solo fija la dimensión del espacio-tiempo, sino que en el caso supersimétrico este

número es menor que en la teoŕıa bosónica, acercándolo más a la realidad f́ısica.

En esta sección, presentaremos la acción que describe la dinámica de cuerdas libres y

analizaremos el espectro de part́ıculas tanto para cuerdas abiertas como cerradas. Esto lo
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haremos en el contexto de la cuerda bosónica y de la supercuerda, comparando sus propiedades

y diferencias clave.

2.1.1 La cuerda bosónica

Aśı como una part́ıcula describe una trayectoria unidimensional en el espacio-tiempo, conocida

como ĺınea de mundo, una cuerda traza una superficie bidimensional denominada hoja de

mundo1. La acción que gobierna la dinámica de la cuerda se construye por analoǵıa con la

de una part́ıcula puntual. Mientras que para una part́ıcula se extremiza la longitud de su

ĺınea de mundo, para una cuerda se propone una acción que extremiza el área de la superficie

bidimensional que describe al propagarse. Esta acción, conocida como acción de Nambu-

Goto [39, 40], está dada por

SNG = −T
∫
dσdτ

√
(Ẋ ·X ′)2 − Ẋ2X ′2 , (2.1.1)

donde (τ, σ) son coordenadas sobre la hoja de mundo: τ es una coordenada temporal que puede

interpretarse como el tiempo propio que describe la evolución de la cuerda, y σ es una coordenada

espacial que recorre cada punto de la cuerda a lo largo de su extensión. La función Xµ(τ, σ)

define un mapa de la hoja de mundo en el espacio-tiempo, y las derivadas

Ẋµ =
∂Xµ

∂τ
, X ′µ =

∂Xµ

∂σ
,

describen cómo cambia la posición de la cuerda con respecto a las coordenadas τ y σ. El ı́ndice

µ recorre las D dimensiones del espacio-tiempo, tomando los valores µ = 0, 1, . . . , D − 1.

El parámetro T no es simplemente una constante de proporcionalidad, sino que tiene una

interpretación f́ısica clave: es la tensión de la cuerda, que determina la escala de enerǵıa de la

teoŕıa. Esta tensión está relacionada con otras cantidades f́ısicas importantes, como la longitud

de la cuerda ℓs y la escala de masa Ms, a través de la constante α′. En concreto, se tiene:

T =
1

2πα′ , ℓs = 2π
√
α′ , Ms =

1√
α′
. (2.1.2)

La longitud de la cuerda ℓs representa la extensión espacial t́ıpica de una cuerda, mientras que

Ms es la escala de masa asociada a sus modos de vibración. Estas cantidades son fundamentales

para entender las propiedades f́ısicas de la teoŕıa y su conexión con fenómenos a bajas enerǵıas.

1A lo largo de esta tesis utilizaremos indistintamente el término “hoja de mundo” y su equivalente en

inglés, worldsheet.
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La acción (2.1.1) proporciona una interpretación sencilla y describe con precisión la dinámica

clásica de la cuerda. Sin embargo, la presencia de la ráız cuadrada en su expresión dificulta

considerablemente su cuantización. Para superar esta dificultad, se introduce una formulación

alternativa de la acción de la cuerda, clásicamente equivalente a la de Nambu-Goto, pero que

elimina la ráız cuadrada a costa de incorporar un nuevo campo

S = − 1

4πα′

∫
d2σ

√
−hhαβ ∂αXµ ∂βX

ν ηµν , (2.1.3)

donde h ≡ deth es el determinante de la métrica hαβ, y ∂α = ∂
∂σα denota la derivada parcial

con respecto a las coordenadas σα = (τ, σ) de la hoja de mundo. Los ı́ndices α, β, · · · = 0, 1

recorren las dimensiones de la hoja de mundo. Esta formulación es conocida como la acción de

Polyakov [41–44].

Desde la perspectiva de la hoja de mundo, la acción de Polyakov describe un conjunto de

campos escalares Xµ acoplados a una métrica dinámica hαβ, que actúa como un campo de

gravedad en dos dimensiones. Por otro lado, desde la perspectiva del espacio-tiempo, estos

campos Xµ corresponden a vectores que representan las coordenadas de la cuerda, cuyos ı́ndices

se contraen en la acción con la métrica de Minkowski ηµν del espacio-tiempo.

La acción (2.1.3) posee las siguientes simetŕıas:

1. Invariancia de Poincaré: La acción de Polyakov es manifiestamente invariante bajo trans-

formaciones de Poincaré en un espacio-tiempo de dimensión D

Xµ(σ) 7→ X̃µ(σ) = Λµ
νX

ν(σ) + cµ , (2.1.4)

hαβ(σ) 7→ h̃αβ(σ) = hαβ(σ) . (2.1.5)

Aqúı, Λµ
ν es una transformación de Lorentz y cµ un vector de traslación constante. Desde

la perspectiva de la teoŕıa de campos en la hoja de mundo, esta simetŕıa puede interpretarse

como una simetŕıa interna global.

2. Difeomorfismos (reparametrización de la hoja de mundo): Ante la redefinición de las

coordenadas de la hoja de mundo como σα 7→ σ̃α(σ), los campos transforman según

Xµ(σ) 7→ X̃µ(σ̃) = Xµ(σ) , (2.1.6)

hαβ(σ) 7→ h̃αβ(σ̃) =
∂σγ

∂σ̃α
∂σδ

∂σ̃β
hγδ(σ) , (2.1.7)
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siendo aśı una simetŕıa local. En particular vemos que los campos Xµ transforman como

escalares en la hoja de mundo, mientras que hαβ juega el papel de una métrica en dos

dimensiones.

3. Invariancia de Weyl: Esta simetŕıa local actúa de la siguiente manera

Xµ(σ) 7→ X̃µ(σ) = Xµ(σ) , (2.1.8)

hαβ(σ) 7→ h̃αβ(σ) = Ω2(σ)hαβ(σ) . (2.1.9)

Las configuraciones de cuerdas relacionadas por transformaciones de Weyl corresponden

al mismo estado f́ısico, lo que introduce una redundancia adicional en la descripción de

Polyakov que no está presente en la de Nambu-Goto.

La combinación de las simetŕıas locales sobre la hoja de mundo, difeomorfismos e invariancia de

Weyl, permite elegir convenientemente la métrica hαβ, eliminando grados de libertad mediante

un fijado de gauge. En particular, es posible fijarla en la forma

hαβ = ηαβ , (2.1.10)

es decir, la métrica de Minkowski en la hoja de mundo, lo que simplifica considerablemente la

teoŕıa.

Ahora analizaremos las ecuaciones de movimiento para Xµ que se obtienen a partir de la

variación de la acción de Polyakov (2.1.3). Si consideramos una variación infinitesimal de los

campos, la variación de la acción toma la forma

δS = − 1

4πα′

∫
dσdτ∂α

(√
−hhαβ∂βXµ

)
δXµ +

1

4πα′

∫
dτ

√
−h∂σXµδXµ

∣∣∣σ=l

σ=0
, (2.1.11)

donde l representa la longitud de la cuerda. La contribución del segundo término en la expresión

anterior corresponde a un término de borde, cuyo comportamiento depende de las condiciones

de contorno y que, en general, debe anularse. Para determinar las ecuaciones de movimiento

requerimos que la variación de la acción se anule para variaciones arbitrarias δXµ, lo que nos

lleva a

∂α

(√
−hhαβ∂βXµ

)
= 0 , (2.1.12)

la cual es equivalente a la ecuación de movimiento que se obtendŕıa a partir de la acción de

Nambu-Goto (2.1.1). Sin embargo, en la formulación de Polyakov, la métrica hαβ es un campo

dinámico que satisface su propia ecuación de movimiento.
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Antes de continuar con el análisis de la ecuación de movimiento, examinemos el término de

borde. Este debe evaluarse en función de las condiciones de contorno impuestas en los extremos

de la cuerda, considerando tanto cuerdas abiertas como cerradas.

Para una cuerda abierta, los dos extremos son independientes, por lo que los términos de

borde en σ = 0 y σ = l deben anularse de manera independiente. Para cada coordenada Xµ,

existen dos tipos posibles de condiciones de contorno:

• Condiciones de contorno de Dirichlet (D): δXµ

∣∣∣σ=l

σ=0
= 0 .

• Condiciones de contorno de Neumann (N): ∂σX
µ
∣∣∣σ=l

σ=0
= 0 .

El significado f́ısico de estas condiciones es claro: si un extremo de la cuerda cumple una condición

de Dirichlet, su posición está restringida a un punto fijo. En cambio, una condición de Neumann

indica que no hay flujo de momento en esa dirección, permitiendo el movimiento del extremo

de la cuerda en el espacio-tiempo. Dado que cada extremo de la cuerda puede cumplir una

condición diferente, existen cuatro combinaciones posibles de condiciones de contorno: (NN),

(ND), (DN) y (DD). Además, no es necesario que se imponga la misma condición en todas las

direcciones del espacio-tiempo, lo que permite configuraciones más generales.

Para cuerdas cerradas, la situación es diferente. En este caso, la coordenada σ es periódica,

es decir, σ ∼ σ + l. Por lo tanto, no hay bordes en σ = 0 y σ = l, ya que estos puntos están

identificados. La condición de periodicidad para cuerdas cerradas es:

Xµ(τ, σ + 2π) = Xµ(τ, σ) . (2.1.13)

Esta condición garantiza que la cuerda forma un lazo cerrado sin extremos. Como consecuen-

cia, el término de borde en la variación de la acción se anula automáticamente debido a la

periodicidad de Xµ, por lo que no es necesario imponer condiciones de contorno adicionales.

A partir de ahora, nuestro análisis se enfocará en cuerdas cerradas. Cuando sea pertinente,

mencionaremos las diferencias más relevantes con respecto a las cuerdas abiertas. Retomando

la ecuación de movimiento de los campos Xµ, podemos aprovechar las simetŕıas de la acción de

Polyakov para reescribir (2.1.12) en el gauge conforme (2.1.10), lo que nos lleva a

∂α∂
αXµ = 0 , (2.1.14)
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una ecuación de onda, cuya solución general es de la forma

Xµ(τ, σ) = Xµ
L(τ + σ) +Xµ

R(τ − σ) , (2.1.15)

con

Xµ
L(τ + σ) =

1

2
xµ +

1

2
α′pµ(τ + σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
α̃µ
ne

−in(τ+σ) ,

Xµ
R(τ − σ) =

1

2
xµ +

1

2
α′pµ(τ − σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αµ
ne

−in(τ−σ) . (2.1.16)

Las variables xµ y pµ representan la posición y el momento del centro de masa de la cuerda,

mientras que α̃µ
n y αµ

n corresponden a las amplitudes de oscilación de los modos (izquierdos y

derechos) de la cuerda. Para que Xµ sea real se requiere que los coeficientes de los modos de

Fourier cumplan con

αµ
n =

(
αµ
−n

)∗
, α̃µ

n =
(
α̃µ
−n

)∗
. (2.1.17)

Al cuantizar la teoŕıa, estos coeficientes se convierten en operadores de creación y aniquilación

de los modos de vibración de la cuerda. En términos de estos operadores, se define el número

de ocupación de los modos como

N =
∑
n>0

α−n · αn , Ñ =
∑
n>0

α̃−n · α̃n . (2.1.18)

La masa de los estados de la cuerda se determina a partir de la relación usual en el espacio-

tiempo de Minkowski, M2 = −p2, junto con condiciones derivadas2 a partir de la ecuación de

movimiento de la métrica de la hoja de mundo hαβ. A partir de esto, es posible obtener la

siguiente relación

M2 =
2

α′

(
N + Ñ − 2

)
. (2.1.19)

Además, los operadores N y Ñ deben satisfacer la denominada Level Matching Condition

(LMC), que impone

N = Ñ . (2.1.20)

Con esta estructura, podemos analizar el espectro de part́ıculas de la teoŕıa. Cada modo

de oscilación genera un nuevo estado, lo que implica que en la Teoŕıa de Cuerdas las part́ıculas

están asociadas a las vibraciones de la cuerda.

2No incluimos aqúı la derivación de estas condiciones, para lo cual remitimos a la bibliograf́ıa estándar

[23–34].
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Comencemos por el estado con N = Ñ = 0, cuya masa es M2 = − 4
α′ < 0. Este estado

se asocia a una part́ıcula escalar conocida como taquión. La presencia de taquiones introduce

inestabilidades en la teoŕıa y plantea problemas como la violación de causalidad. Se interpreta

generalmente como una indicación de que el vaćıo elegido es inadecuado. Sin embargo, la

introducción de supersimetŕıa permite remover el taquión de manera consistente [37,38].

El siguiente nivel corresponde a los estados sin masa (M2 = 0), que cumplen N = Ñ = 1.

Estos estados son fundamentales en la teoŕıa, ya que dominan la f́ısica a bajas enerǵıas. A

diferencia del taquión, los estados sin masa contienen excitaciones de osciladores. En concreto,

tienen un oscilador de cada tipo. Si denotamos el estado de vaćıo como |k⟩, donde k representa

el momento del centro de masa, los estados sin masa se pueden escribir como

ϵµνα
µα̃ν |k⟩ , (2.1.21)

siendo ϵµν un tensor de polarización que permite describir el estado más general posible. Para

identificar qué part́ıculas corresponden a estos estados, descomponemos ϵµν en representaciones

irreducibles del grupo de Poincaré:

ϵµν = gµν ⊕ bµν ⊕ ϕ , (2.1.22)

donde gµν es un tensor simétrico sin traza, que representa al gravitón; bµν , un tensor anti-

simétrico conocido como el campo de Kalb-Ramond; y ϕ es un escalar denominado dilatón.

Para estados con N = Ñ > 1, el espectro contiene part́ıculas masivas, es decir, excitaciones que

aparecen a enerǵıas muy altas.

En el caso de cuerdas abiertas, el análisis del espectro sigue un procedimiento similar, pero

con diferencias clave. La expansión de Xµ en modos normales contiene solo un conjunto de

osciladores αµ
n, ya que la cuerda no tiene propagación independiente de modos izquierdo y

derecho. Como resultado, el espectro está dado por

M2 =
1

α′ (N − 1) . (2.1.23)

Al igual que en la cuerda cerrada, el estado fundamental con N = 0 es un taquión, lo que sugiere

una inestabilidad en la teoŕıa. En el primer nivel excitado (N = 1), encontramos un conjunto

de estados sin masa que se agrupan en un campo de gauge Aµ, caracteŕıstica distintiva de la

cuerda abierta. En niveles superiores (N > 1), el espectro contiene estados masivos, análogos

a los de la cuerda cerrada. Mientras que la cuerda cerrada predice, entre otros, la presencia de
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la gravedad en el sector no masivo, la cuerda abierta da lugar a interacciones de gauge, lo que

sugiere su conexión con teoŕıas de Yang-Mills.

Finalmente, un aspecto caracteŕıstico de la Teoŕıa de Cuerdas es la restricción sobre la

dimensionalidad del espacio-tiempo. El análisis de las simetŕıas de la acción de Polyakov muestra

que la teoŕıa posee simetŕıa conforme. Sin embargo, al cuantizar la teoŕıa, surgen anomaĺıas

que rompen dicha simetŕıa. Para eliminarlas, se requiere un número espećıfico de campos en la

teoŕıa: 26. Dado que el ı́ndice µ enXµ etiqueta tanto el número de campos como las coordenadas

del espacio-tiempo, se concluye que la teoŕıa es consistente solo en una dimensión cŕıtica de

D = 26.

2.1.2 La cuerda supersimétrica

Como hemos visto, la teoŕıa de cuerdas bosónica enfrenta dos problemas fundamentales que

impiden su aplicación como modelo realista de la f́ısica observable. Por un lado, su espectro

carece de fermiones, los cuales son esenciales para describir la materia en nuestro universo; por

el otro, la presencia de taquiones señala inestabilidades y problemas de consistencia en la teoŕıa.

La solución a estas dificultades surge con la incorporación de la supersimetŕıa, una simetŕıa

que relaciona bosones y fermiones. Para introducir fermiones en el marco de la teoŕıa de cuerdas,

se modifica la acción de Polyakov añadiendo un término cinético para un espinor de Majorana

de dos componentes

ψµ =

ψµ
+

ψµ
−

 , (2.1.24)

que transforma además como un vector bajo el grupo de Lorentz del espacio-tiempo. La acción

resultante es [44]:

S = − 1

4πα′

∫
d2σ

(
∂αX

µ∂αXµ − iψ̄µγα∂αψµ

)
, (2.1.25)

donde γα es una representación bidimensional del álgebra de Clifford, generada por las matrices

γα, que satisfacen la relación de anticonmutación:

{γα, γβ} = 2ηαβ , (2.1.26)

con ηab la métrica de Minkowski en dos dimensiones. Esta estructura garantiza la consistencia

del sector fermiónico de la teoŕıa.
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La acción (2.1.25) es invariante bajo transformaciones supersimétricas en la hoja de mundo,

que intercambian bosones y fermiones. Concretamente, los campos Xµ y ψµ transforman como

δXµ = ϵψµ , δψµ = −iγα∂αXµϵ , (2.1.27)

donde ϵ es un parámetro infinitesimal fermiónico.

Al igual que en el caso bosónico, es necesario imponer condiciones de contorno para los

campos fermiónicos. En cuerdas abiertas se distinguen dos tipos:

• Condiciones de contorno de Ramond (R):

ψµ
+(0, τ) = ψµ

−(0, τ), ψµ
+(l, τ) = ψµ

−(l, τ). (2.1.28)

• Condiciones de contorno de Neveu-Schwarz (NS):

ψµ
+(0, τ) = ψµ

−(0, τ), ψµ
+(l, τ) = −ψµ

−(l, τ) . (2.1.29)

En el caso de cuerdas cerradas, las condiciones de contorno para los modos izquierdos y derechos

de la cuerda pueden elegirse de manera independiente, dando lugar a configuraciones periódicas

(R) o antiperiódicas (NS), que generan cuatro sectores distintos de la teoŕıa: R-R, NS-NS, R-NS

y NS-R. Esta estructura, que exhibe supersimetŕıa manifiesta en la hoja de mundo, se conoce

como el formalismo Neveu-Schwarz-Ramond (NSR) [45,46]. Cabe mencionar que, para conseguir

supersimetŕıa en el espacio-tiempo, es preciso aplicar la proyección GSO [37, 38], que garantiza

la correcta relación entre esṕın y estad́ıstica.

Otra formulación relevante de la teoŕıa de supercuerdas es el formalismo de Green-Schwarz

(GS) [47–49], que presenta la ventaja de hacer expĺıcita la supersimetŕıa en el espacio-tiempo. No

obstante, su cuantización ha sido posible únicamente en el gauge de cono de luz [50]. Además,

existe una cuantización covariante basada en este enfoque, conocida como el formalismo de

espinores puros, que mantiene la supersimetŕıa del espacio-tiempo de manera manifiesta [51,52].

La diversidad de condiciones de contorno en cuerdas abiertas y cerradas da origen a cinco

teoŕıas de supercuerdas distintas: tipo I, tipo IIA, tipo IIB, y las teoŕıas heteróticas E8 × E8 y

SO(32). En particular, la elección de condiciones NS en ambas direcciones (NS-NS) genera un

espectro que, entre otros campos, contiene el tensor métrico gµν , el campo antisimétrico bµν y el

dilatón ϕ. Este contenido es común a todas las teoŕıas de supercuerdas3, aśı como a la cuerda

bosónica.

3Con la excepción de la teoŕıa tipo I, que no contiene el campo de Kalb-Ramond bµν .
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En las teoŕıas tipo II, la imposición de condiciones de contorno R-R da lugar a la aparición

de tensores antisimétricos de distintos rangos, denotados como C(n), con n par en la teoŕıa tipo

IIB e impar en la tipo IIA. Por otro lado, las teoŕıas heteróticas combinan los modos izquierdos

de la cuerda bosónica con los modos derechos de la supercuerda, lo que da lugar a una estructura

con supersimetŕıa N = 1. No obstante, se diferencian en el grupo de simetŕıa bajo el cual se

agrupan los vectores de gauge.

En la siguiente tabla se resume el contenido de campos bosónicos de las cinco teoŕıas de

supercuerdas. Todas ellas requieren que la dimensión cŕıtica del espacio-tiempo sea D = 10,

Nombre Tipo de cuerdas Espectro bosónico SUSY

Tipo I cerradas y abiertas gµν , ϕ, Aµ, Cµν N = 1

Tipo IIA cerradas gµν , bµν , ϕ, Cµ, Cµνρ N = 2

Tipo IIB cerradas gµν , bµν , ϕ, C0, Cµν , C
+
µνρσ N = 2

Heterótica E8 × E8 cerradas gµν , bµν , ϕ, Aµ N = 1

Heterótica SO(32) cerradas gµν , bµν , ϕ, Aµ N = 1

en contraste con la cuerda bosónica, cuya dimensión cŕıtica es D = 26.

Finalmente, es importante destacar que los fermiones en el espacio-tiempo surgen del sector

mixto NS-R o R-NS en el caso de cuerdas cerradas, mientras que en cuerdas abiertas provienen

directamente del sector R. En consecuencia, las teoŕıas heteróticas y la tipo I incorporan un

gravitino, un dilatino y un gaugino, mientras que las teoŕıas tipo II poseen dos gravitinos y dos

dilatinos, lo que refleja su grado de supersimetŕıa duplicado.

2.2 Dualidades de cuerdas

Aunque las cinco teoŕıas de supercuerdas en diez dimensiones parecen, a primera vista, indepen-

dientes, pueden entenderse como distintos ĺımites de una teoŕıa unificada en once dimensiones:

la teoŕıa M. La relación entre estas teoŕıas se describe a través del concepto de dualidades de

cuerdas, las cuales establecen conexiones entre ellas y la teoŕıa M, proporcionando una visión

unificada de la teoŕıa de cuerdas. Además, estas dualidades introducen simetŕıas en el ĺımite

de bajas enerǵıas (supergravedad), lo que permite determinar propiedades de la acción efectiva,
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como las interacciones de orden superior en derivadas de los estados no masivos.

Entre estas simetŕıas, la dualidad T [53–56] juega un papel fundamental al conectar teoŕıas

formuladas en espacios geométricamente distintos. Esta dualidad se basa en la naturaleza uni-

dimensional de la cuerda, lo que permite que las cuerdas cerradas se enrollen alrededor de ciclos

no contraibles si el espacio tiene dimensiones compactas. Como consecuencia, el espectro de la

cuerda incluye modos de enrollamiento además de los modos de momento. La dualidad T inter-

cambia estos modos entre distintos espacios compactos, garantizando que la f́ısica permanezca

invariante.

Por otro lado, la dualidad S [57–60] es una simetŕıa no perturbativa que relaciona la teoŕıa

de cuerdas tipo IIB en el régimen de acoplamiento fuerte con su versión en el régimen de

acoplamiento débil. Dado que las dualidades T y S generan transformaciones que no conmutan

entre śı, su combinación da lugar a un grupo de simetŕıa más amplio conocido como dualidad

U [60]. Esta simetŕıa unificada resulta fundamental en el contexto de la teoŕıa M, ya que per-

mite conectar distintos reǵımenes de acoplamiento y diferentes geometŕıas de fondo, incluyendo

configuraciones no perturbativas.

Aunque las dualidades S y U son fundamentales para la comprensión global de la teoŕıa

de cuerdas y la teoŕıa M, su estudio detallado queda fuera del alcance de esta tesis. En su

lugar, exploraremos en profundidad la dualidad T, con especial énfasis en aquellos aspectos más

relevantes dentro de la teoŕıa de cuerdas para su integración en la Teoŕıa Doble de Campos.

2.2.1 Compactificación y dualidad T

Hasta ahora, hemos analizado el espectro de la cuerda cerrada y cómo sus modos excitados

generan part́ıculas sin masa. En este proceso, hemos visto que la consistencia de la teoŕıa exige

un número de dimensiones mayor al observado macroscópicamente, lo que sugiere que algunas

de ellas deben ser compactas y de tamaño reducido. A continuación, exploraremos cómo esta

compactificación modifica el espectro de la cuerda cerrada en el caso más simple: cuando una

de las dimensiones está enrollada en un ćırculo.

El primer efecto de la compactificación es la cuantización del momento en la dirección com-

pacta, ya que una onda propagándose en una dimensión periódica solo puede tener ciertos valores
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discretos de momento. Esto se expresa como

p =
n

R
, n ∈ Z . (2.2.1)

donde n es un número entero y R es el radio de la dimensión compacta.

El segundo efecto es que las condiciones de frontera para el campo escalar en esa dirección

se vuelven más generales

X(σ + 2π) = X(σ) + 2πwR, w ∈ Z , (2.2.2)

en comparación con (2.1.13). Aqúı, el número entero w indica cuántas veces la cuerda se enrolla

alrededor del ćırculo y se denomina número de enrollamiento (winding number).

Estos efectos modifican la relación entre los niveles de enerǵıa y la masa desde la perspectiva

de un observador en las direcciones no compactas. En particular, el espectro de masas queda

determinado por

M2 =
n2

R2
+
w2R2

α′2 +
2

α′ (N + Ñ − 2) . (2.2.3)

Además, la LMC, que originalmente impońıa N = Ñ , ahora se modifica según

N − Ñ = nw . (2.2.4)

Este resultado revela un aspecto caracteŕıstico de la teoŕıa de cuerdas: una cuerda con n > 0

unidades de momento en la dirección compacta adquiere una contribución a su masa que puede

ser replicada si la cuerda se enrolla w > 0 veces alrededor de esa dirección.

A partir de (2.2.3), observamos que el conjunto de estados permanece invariante bajo la

transformación

n↔ w, R↔ R̃ =
α′

R
, (2.2.5)

la cual intercambia los modos de momento con el número de enrollamiento, aśı como el radio del

espacio compacto. Esta simetŕıa, sin análogo en la f́ısica de part́ıculas, surge de la naturaleza

extendida de la cuerda: a diferencia de una part́ıcula puntual, la cuerda es sensible tanto a su

momento como a su interacción con la estructura global del espacio compacto.

La transformación (2.2.5) se conoce como dualidad T y, lejos de limitarse al espectro de

masas, constituye una simetŕıa exacta de la teoŕıa de cuerdas. Esta exactitud implica que la

f́ısica en un espacio compacto de radio R es completamente indistinguible de la correspondiente

a un espacio con radio R̃ = α′

R . En consecuencia, no existe un radio preferido en la teoŕıa de
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cuerdas: una compactificación con R > α′ describe exactamente la misma f́ısica que otra con

R < α′, pero con los roles de los modos de momento y enrollamiento intercambiados.

Este resultado sugiere que la noción clásica de geometŕıa debe ser revisada en el contexto de

la teoŕıa de cuerdas, donde la dualidad T revela la existencia de nuevas simetŕıas que van más

allá de las esperadas en un marco puramente gravitacional.

Compactificaciones toroidales: Transformaciones de O(d, d;Z)

Cuando más de una dimensión está compactificada, las transformaciones de dualidad T se or-

ganizan en una estructura de simetŕıa más amplia: el grupo O(d, d;Z), donde d es el número

de dimensiones compactas. En este marco, los números cuánticos n y w pueden interpretarse

como componentes de un vector en un espacio de dimensión 2d, sobre el cual actúa este grupo

de transformaciones.

El grupo O(d, d;Z) no solo generaliza la simetŕıa de la dualidad T en un ćırculo (2.2.5), sino

que también permite comprender cómo ciertas propiedades de la teoŕıa de cuerdas permanecen

invariantes bajo transformaciones del espacio compacto. Sus elementos pueden describirse me-

diante matrices 2d× 2d, que actúan linealmente sobre el espacio de momentos y enrollamientos.

Estas matrices, que denotamos por hMN , caracterizan transformaciones que dejan invariante la

métrica del grupo

hMP η
PQhNQ = ηMN , (2.2.6)

donde

ηMN =

 0 δij

δi
j 0

 , ηMN =

 0 δi
j

δij 0

 , ηMP η
PN = δMN . (2.2.7)

Aqúı, los ı́ndices M,N = 1, . . . , 2d corresponden a O(d, d;Z), mientras que los ı́ndices i, j =

1, . . . , d están restringidos al espacio compacto.

Los modos de momento ni y enrollamiento wi ahora son objetos d-dimensionales, que pueden

organizarse en un vector de momento generalizado:

PM =

wi

ni

 . (2.2.8)

En términos de esta cantidad, el espectro de masas se expresa como

M2 = (N + Ñ − 2) + PMHMNP
N , (2.2.9)
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donde

HMN =

 gij −gikbkj
bikg

kj gij − bikg
klblj

 , (2.2.10)

se denomina métrica generalizada [55,56]. La LMC toma la forma

N − Ñ =
1

2
PMηMNP

N , (2.2.11)

lo que implica que, para los estados no masivos (con N = Ñ = 1), los modos de momento y

enrollamiento deben ser ortogonales entre śı, es decir, niwi = 0.

Revisemos la estructura de O(d, d;Z). Cualquier elemento de este grupo de dualidad puede

generarse a partir de los siguientes cuatro subgrupos:

• Dualidades factorizadas:

h(k)MN =

δij − tij tij

tij δi
j − ti

j

 , t = diag(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) , (2.2.12)

donde el 1 en la matriz t, de dimensión d× d, está en la posición k-ésima. Estas transfor-

maciones generalizan la dualidad T del ćırculo (2.2.5) a través de las denominadas reglas

de Buscher [53, 54]:

gkk → 1

gkk
, gki →

bki
gkk

, gij → gij −
gkigkj − bkibkj

gkk
, (2.2.13)

bki →
gki
gkk

, bij → bij −
gkibkj − bkigkj

gkk
. (2.2.14)

Se observa que en la dirección k, g y g−1 se intercambian, tal como ocurre en el caso del

ćırculo, donde R y α′/R se transforman uno en el otro.

• Difeomorfismos:

hMN =

aij 0

0 ai
j

 , a ∈ GL(d) . (2.2.15)

Estas transformaciones corresponden a cambios de coordenadas dados por la matriz in-

vertible a.

• Desplazamientos B:

hMN =

δij 0

Bij δi
j

 , Bij = −Bji . (2.2.16)

Modifican el campo de Kalb-Ramond mediante una matriz antisimétrica Bij , sin alterar

la métrica.
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• Transformaciones β:

hMN =

δij βij

0 δi
j

 , βij = −βji . (2.2.17)

Introducen una matriz antisimétrica βij que afecta la estructura del espacio dual. Este

tipo de transformaciones pertencen al sector no geométrico de O(d, d;Z).

Aśı, para compactificaciones toroidales, la dualidad T actúa sobre los objetos relevantes como

HMN → hM
PhN

QHPQ , PM → hMNP
N , h ∈ O(d, d;Z) . (2.2.18)

La dualidad T también afecta al dilatón. Dado que las amplitudes de dispersión del dilatón

son invariantes bajo dualidad T, la relación entre el acoplamiento de cuerdas en d y d − 1

dimensiones debe preservarse. Aśı, la combinación invariante bajo dualidad T es

√
ge−2ϕ . (2.2.19)

Más allá de su papel fundamental en la teoŕıa de cuerdas, el grupo O(d, d;Z) se encuentra

inmerso en una estructura aún más amplia: O(d, d;R). Este último, a diferencia del primero,

es un grupo continuo que aparece como simetŕıa global de la teoŕıa de cuerdas en el ĺımite de

bajas enerǵıas.

En este contexto, O(d, d;Z) puede interpretarse como la realización discreta de O(d, d;R)

que surge al considerar los efectos de la cuantización en la teoŕıa de cuerdas. Mientras que

O(d, d;R) describe transformaciones continuas sobre los campos de fondo, O(d, d;Z) restringe

estas transformaciones a aquellas que preservan la estructura cuántica de la teoŕıa, como la

cuantización de los modos de momento y enrollamiento. Aśı, en tanto que O(d, d;R) describe

las simetŕıas clásicas de la teoŕıa, O(d, d;Z) captura las que persisten en el régimen cuántico.

Esta distinción es crucial para comprender cómo las dualidades y simetŕıas de la teoŕıa de cuerdas

se manifiestan en ambos niveles.

En la siguiente sección, exploraremos en detalle este ĺımite de bajas enerǵıas, donde la teoŕıa

de supergravedad emerge como una descripción efectiva de la teoŕıa de cuerdas en reǵımenes de

enerǵıa suficientemente pequeños.
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2.3 El ĺımite de bajas enerǵıas: Supergravedad

Las teoŕıas de supercuerdas, con sus torres infinitas de estados masivos, son dif́ıciles de tratar

en su formulación completa. En la práctica, es común trabajar en un régimen de enerǵıas donde

es posible una descripción en términos de una teoŕıa de campos efectiva. Aśı, en el ĺımite

de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas (cuando la enerǵıa es mucho menor que la escala

caracteŕıstica de la cuerda Ms), las contribuciones de los estados masivos pueden ignorarse de

manera segura, y la descripción más adecuada que se obtiene se da en términos de acciones de

supergravedad.

Las teoŕıas de supergravedad surgieron como extensiones de la relatividad general que incor-

poran campos bosónicos y fermiónicos, con una supersimetŕıa local que generaliza la simetŕıa

de Poincaré [61]. Aunque no se ha demostrado que la supergravedad sea una teoŕıa perturba-

tiva finita a todos los órdenes, sus acciones efectivas siguen siendo fundamentales en numerosas

aplicaciones. En particular, un resultado notable es que describen el comportamiento efectivo

de baja enerǵıa de las teoŕıas de supercuerdas.

Existen diversos métodos para obtener las acciones efectivas de supercuerdas, aśı como sus

correcciones en derivadas. Por ejemplo, pueden derivarse imponiendo simetŕıas del espacio-

tiempo y de gauge, aśı como la cancelación de anomaĺıas. Otra estrategia consiste en exigir que

la acción efectiva reproduzca las amplitudes de dispersión de la teoŕıa de cuerdas.

En esta sección, exploraremos la acción efectiva de supergravedad y su derivación a partir de

la teoŕıa de cuerdas. Además, analizaremos las correcciones en α′, las cuales incluyen términos

de orden superior en derivadas y permiten extender la validez de la descripción efectiva al

incorporar efectos caracteŕısticos de la teoŕıa de cuerdas.

2.3.1 La acción efectiva

Los estados sin masa de la cuerda cerrada corresponden a tres campos diferentes, los cuales

configuran el fondo en el que se propaga la cuerda. La acción de la cuerda en dicho fondo es

S =
1

4πα′

∫
d2σ

√
h
[
gµν(X)∂αX

µ∂αXν + ibµν(X)∂αX
µ∂βX

νϵαβ + α′ϕ(X)R(2)
]
, (2.3.1)

donde R(2) es el escalar de Ricci bidimensional de la hoja de mundo y ϵαβ es el tensor anti-

simétrico, normalizado de modo que
√
hϵ12 = +1. Aunque esta acción generaliza naturalmente
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la acción de Polyakov (2.1.3), introduce interacciones entre los campos escalares.

Aunque el acoplamiento del dilatón desaparece en una hoja de mundo plana (R(2) = 0), en

general viola la invariancia de Weyl incluso a nivel clásico. No obstante, esta violación puede

compensarse a nivel cuántico por una contribución de un loop, que surge de los acoplamientos

con gµν y bµν al calcular las funciones beta del grupo de renormalización, asegurando que la

invariancia de Weyl se preserve en la teoŕıa completa.

Para estudiar esta ruptura, analizamos la traza del tensor enerǵıa-momento4 ⟨Tα
α⟩. Cada

campo contribuye de manera distinta a esta traza, definiendo tres funciones beta diferentes:

⟨Tα
α⟩ = − 1

2α′βµν(g)γ
αβ∂αX

µ∂βX
ν − i

2α′βµν(b)ϵ
αβ∂αX

µ∂βX
ν − 1

2
β(ϕ)R(2) , (2.3.2)

las cuales están dadas por [62],

βµν(g) = α′Rµν + 2α′∇µ∇νϕ− α′

4
HµλκH

λκ
ν , (2.3.3)

βµν(b) = −α
′

2
∇λHλµν + α′∇λϕHλµν , (2.3.4)

β(ϕ) = −α
′

2
∇2ϕ+ α′∇µϕ∇µϕ− α′

24
HµνλH

µνλ , (2.3.5)

donde Hµνρ = 3∂[µbνρ].

Un fondo consistente en teoŕıa de cuerdas debe preservar la invariancia de Weyl, con lo cual

hay que exigir que el tensor enerǵıa-momento debe tener traza nula, lo que implica

βµν(g) = βµν(b) = β(ϕ) = 0 . (2.3.6)

Estas ecuaciones pueden interpretarse como las ecuaciones de movimiento del fondo en el que

la cuerda se propaga. Podemos buscar una acción en un espacio-tiempo 26-dimensional cuyas

ecuaciones de movimiento reproduzcan estas ecuaciones beta, lo cual nos lleva a la acción efectiva

S =

∫
d26X

√
−g e−2ϕ

[
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
HµνλH

µνλ

]
, (2.3.7)

donde R es el escalar de Ricci en 26 dimensiones. A partir de ahora, nos referiremos a esta

acción como la acción de supergravedad.

Comentarios sobre las acciones efectivas de supercuerdas

Las teoŕıas de supergravedad se caracterizan por el número de supersimetŕıas N y la dimensión

del espacio-tiempo D en el que están definidas. El número de componentes de los espinores

4El cual se obtiene a partir de la ecuación de movimiento para la métrica del worldsheet hαβ .
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irreducibles, conocidos como supercargas, determina el número máximo de supersimetŕıas que

una teoŕıa de campos puede tener, siempre que esta no incluya part́ıculas de esṕın mayor a dos.

Este ĺımite superior es de 32 supercargas.

Por ejemplo, en D = 4, un espinor tiene cuatro componentes reales, lo que implica que el

número máximo de supersimetŕıas es N = 8. Este es el caso de la supergravedad maximal en

cuatro dimensiones. Un ejemplo particularmente importante es la supergravedad en once dimen-

siones, donde el espinor tiene 32 componentes, correspondiendo a N = 1. En esta dimensión, la

teoŕıa de supergravedad es única, y solo existe un multiplete de supergravedad.

El procedimiento para calcular la acción efectiva de baja enerǵıa descrito en esta sección

también puede aplicarse a la teoŕıa de supercuerdas. Se ha demostrado que la aproximación de

baja enerǵıa de la supercuerda corresponde a una teoŕıa de supergravedad en diez dimensiones,

la cual es una teoŕıa cuántica de campos localmente supersimétrica. La supersimetŕıa en la hoja

de mundo induce supersimetŕıa en el espacio-tiempo, con N = 2 para las teoŕıas de tipo IIA

y IIB. La forma en que estas supersimetŕıas se manifiestan en la teoŕıa determina los distintos

Teoŕıa de supercuerdas Aproximación de baja enerǵıa (SUGRA)

Tipo IIA Tipo IIA con N = 2

Tipo IIB Tipo IIB con N = 2

Tipo I N = 1 + Super Yang-Mills SO(32)

Heterótica SO(32) N = 1 + Super Yang-Mills SO(32)

Heterótica E8 × E8 N = 1 + Super Yang-Mills E8 × E8

tipos de supercuerdas y sus respectivas acciones efectivas de baja enerǵıa, tal como se muestra

en la tabla anterior.

Como ejemplo, describiremos brevemente la acción efectiva de la cuerda heterótica [63, 64].

La estructura de la teoŕıa de cuerdas heterótica se basa en el hecho de que las cuerdas cerradas

que la componen tienen sectores de modos independientes para los movimientos hacia la derecha

y hacia la izquierda. En este marco, solo uno de los sectores es supersimétrico, lo que da lugar

a una supersimetŕıa con N = 1 en el espacio-tiempo. Esta supersimetŕıa es suficiente para

eliminar el taquión del espectro. En particular, el sector izquierdo puede coincidir con el de

una cuerda puramente bosónica, mientras que el sector derecho corresponde a los modos de una

supercuerda.
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Además, la teoŕıa de cuerdas heterótica incorpora una teoŕıa de gauge no abeliana del tipo

Yang-Mills, que surge de la compactificación del sector bosónico en un espacio interno de 16

dimensiones. Esta estructura conduce a una teoŕıa de supercuerdas en diez dimensiones. Por

consistencia cuántica, el grupo de gauge resultante debe ser SO(32) o E8 × E8. Aśı, la acción

efectiva de baja enerǵıa, es decir, el sector bosónico de la supergravedad heterótica [64], está

dada por

S =

∫
d10x

√
−g e−2ϕ

[
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
HµνρH

µνρ − 1

4
Fµν

iFµν
i + fermi terms

]
. (2.3.8)

2.3.2 Correcciones α′ en supergravedad

Un aspecto fundamental de las acciones efectivas de cuerdas es la presencia de correcciones de

orden superior en derivadas de los campos, conocidas como correcciones α′. Dichas correcciones

pueden obtenerse mediante cálculos de amplitudes de dispersión de estados de cuerdas [64–71]

o a partir de las condiciones de invariancia conforme de la teoŕıa en la hoja de mundo [72].

Además, las dualidades de cuerdas proporcionan una herramienta poderosa para determinar

estas correcciones [73].

A bajas enerǵıas, la acción efectiva de la teoŕıa de cuerdas está dada por (2.3.7). Sin embargo,

la teoŕıa predice una serie infinita de correcciones con derivadas superiores, que enriquecen la

estructura de la acción efectiva. Estas correcciones tienen implicaciones profundas, ya que

modifican las ecuaciones de movimiento clásicas, introducen términos de interacción y permiten

explorar fenómenos f́ısicos que no están presentes en la aproximación de supergravedad a orden

más bajo.

La acción efectiva completa puede escribirse como una expansión en potencias de α′, de la

forma

S =

∫
dDx

√
−g e−2ϕ

(
L0 + α′L1 + α′2L2 + α′3L3 + · · ·

)
, (2.3.9)

donde L0 corresponde al Lagrangiano de supergravedad al orden más bajo, y los términos Ln

representan las correcciones de orden n en α′. Los primeros términos de la serie están dados
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esquemáticamente por

L1 = Riem2 + · · · (bosónica/heterótica),

L2 = Riem3 + · · · (bosónica),

L3 = ζ(3)Riem4 + · · · (bosónica/heterótica/tipo IIA/IIB).

Aqúı, Riemn denota productos contráıdos de n tensores de Riemann, y ζ(3) es la función zeta

de Riemann evaluada en 3. Los términos L1 y L2 se conocen completamente para las distintas

teoŕıas que los contienen, mientras que en los últimos años se han hecho avances significativos

para determinar completamente la estructura de L3 [74–78].

Un aspecto importante de la expansión (2.3.9) es la aparición de la dualidad T cuando se

compactifica la teoŕıa en un toro T d. Esta simetŕıa aparece a todo orden en α′ [73] y proporciona

una herramienta clave para determinar las contribuciones de orden superior compatibles con la

teoŕıa de cuerdas.

En relación con el papel de la dualidad T en supergravedad, es importante destacar que

esta simetŕıa no está presente en la teoŕıa descompactificada, ya que los modos de enrollamiento

son infinitamente pesados y no contribuyen a la dinámica de baja enerǵıa. Sin embargo, en

una supergravedad completamente compactificada en D dimensiones (es decir, donde todas

las dimensiones son compactas, y entonces D = d), es posible reescribir la teoŕıa de manera

covariante bajo T-dualidad, o más generalmente bajo el grupo O(D,D;R)5. Esta reformulación

hace que la simetŕıa se manifieste a nivel de la teoŕıa de campos. Con esta idea surge la Teoŕıa

Doble de Campos, la cual será el objeto de estudio del siguiente caṕıtulo.

5En adelante utilizaremos la notación O(D,D) para referirnos al grupo continuo O(D,D;R). Especi-

ficaremos cuando nos refiramos a su subgrupo discreto cuando sea necesario.
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Caṕıtulo 3

La Teoŕıa Doble de Campos con

supersimetŕıa N = 1

La riqueza de fenómenos asociados a las dualidades de cuerdas ha motivado el desarrollo de

teoŕıas de campo que las incorporen como simetŕıas manifiestas. En este contexto, la Teoŕıa

Doble de Campos (TDC) [16–22] se propuso como un marco para incluir la dualidad T como

una simetŕıa fundamental en una teoŕıa de campo. Una extensión de esta idea, que también

incorpora la dualidad S y hace expĺıcita la simetŕıa U, es la Teoŕıa de Campos Excepcionales

(TCEx) [79–83].

Este caṕıtulo introduce los conceptos fundamentales de la TDC y su extensión supersimétrica

[84, 85], que constituyen la base del desarrollo de esta tesis. Para una exposición detallada, se

recomienda la consulta de los trabajos de revisión [86–88]. Además de presentar el marco teórico

necesario, aqúı se establece la notación utilizada a lo largo del trabajo.

Las primeras dos secciones abordan la TDC bosónica, con un énfasis especial en el formalismo

de frame generalizado [89], que ofrece el marco adecuado para incluir supersimetŕıa y considerar

correcciones de orden superior en derivadas. En la sección siguiente, se explora la extensión

supersimétrica N = 1 de la TDC, introducida en [84]. Por su parte, la cuarta sección conecta

con la teoŕıa de supergravedad, parametrizando los campos de la TDC en términos de multipletes

de supergravedad. Más adelante, se incluye el sector de gauge de la supergravedad heterótica y

se añaden términos de super Yang-Mills a la parametrización.
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3.1 Aspectos básicos de Teoŕıa Doble de Campos

La TDC está definida en un espacio doble equipado con coordenadas XM = (xµ, x̃µ), que

pertenecen a la representación fundamental del grupo de simetŕıas G = O(D,D). Los ı́ndices

M = 0, . . . , 2D − 1 etiquetan las coordenadas del espacio doble, donde D denota la dimensión

del espacio-tiempo, mientras que µ = 0, . . . , D − 1. La motivación para considerar un espacio

doble surge del interés por incluir a la dualidad T, presente en la teoŕıa de cuerdas, como una

simetŕıa de una teoŕıa de campos. Al duplicar las coordenadas, se incorporan las coordenadas

duales, permitiendo una descripción más simétrica y unificada de las relaciones entre modos de

momento y modos de enrollamiento.

La teoŕıa se construye utilizando multipletes del grupo de dualidad, haciendo de G una

simetŕıa manifiesta y global de la teoŕıa. Sea VM una densidad vectorial arbitraria con peso

w(V ), covariante bajo transformaciones de G, esta transforma según

VM = hMNV
N , h ∈ O(D,D) . (3.1.1)

Podemos definir una métrica invariante ante transformaciones de G, denotada como ηMN y dada

por

ηMN =

 0 δµν

δµ
ν 0

 , (3.1.2)

la cual, junto con su inversa ηMN , se utilizará para bajar y subir ı́ndices de O(D,D).

Los campos fundamentales son: un tensor generalizado simétrico HMN , denominado métrica

generalizada, y una densidad escalar d, conocida como dilatón generalizado. El tensor HMN

HMN =

 gµν −gµρbρν

bµρg
ρν gµν − bµρg

ρσbσν

 , (3.1.3)

combina la métrica del espacio-tiempo D-dimensional, gµν , y el campo antisimétrico, bµν , ex-

tendiendo el concepto de geometŕıa para incluir estructuras no riemannianas. Por otro lado, el

dilatón generalizado d está relacionado con el dilatón convencional de la teoŕıa de cuerdas, ϕ, a

través de

e−2d =
√
−ge−2ϕ , (3.1.4)

y afecta a la medida de integración en el espacio doble, influyendo en la acción efectiva de la

teoŕıa.
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Estos campos que, en principio dependen de las coordenadas dobles, contienen la información

del sector universal de las teoŕıas de supergravedad, correspondiente al ĺımite de bajas enerǵıas

de las teoŕıas de supercuerdas. Aunque formalmente los campos dependen del conjunto de coor-

denadas dobles, debe existir algún mecanismo para restringir la dependencia de las coordenadas

y además, dado que queremos una formulación invariante bajo dualidad T, tal restricción debe

ser invariante de dualidad. A continuación discutiremos una condición que restringe las posibles

configuraciones permitidas, consistentes con la f́ısica en D-dimensiones.

3.1.1 La derivada de Lie generalizada y el strong constraint

Además de duplicar el número de coordenadas espacio-temporales, en la TDC también se

ampĺıan las simetŕıas locales para reflejar las dualidades heredadas de la teoŕıa de cuerdas.

En particular, las transformaciones de difeomorfismos en el espacio doble se describen mediante

la derivada de Lie generalizada, cuya acción sobre VM está dada por

LξV
M = ξN∂NV

M +
(
∂MξN − ∂Nξ

M
)
V N + w(V )∂Nξ

NVM , (3.1.5)

con ξM el parámetro de difeomorfismos generalizado, dado por ξM = (ξµ, λµ), siendo ξµ el

parámetro de difeomorfismos usuales, y λµ el parámetro de transformaciones de gauge abelianas.

Si comparamos con la derivada de Lie convencional, es posible observar la aparición de

términos adicionales, que reflejan la estructura extendida de las simetŕıas en el espacio doble.

Por ejemplo, al actuar sobre la métrica generalizada (con peso w(H) = 0) se obtiene

LξHMN = ξP∂PHMN +
(
∂Mξ

P − ∂P ξM
)
HPN +

(
∂Nξ

P − ∂P ξN
)
HMP , (3.1.6)

mientras que sobre el dilatón generalizado e−2d (w(e−2d) = 1)

Lξe
−2d = ξM∂Me

−2d + ∂Mξ
Me−2d . (3.1.7)

La clausura del álgebra de difeomorfismos generalizados impone v́ınculos sobre las derivadas

respecto a las coordenadas generalizadas. Es aqúı donde aparece el denominado v́ınculo fuerte

(de ahora en más usaremos su denominación en inglés, strong constraint), dado por

∂M∂
M⋆ = ∂M ⋆ ∂M⋆ = 0 , (3.1.8)

donde ⋆ representa campos de O(D,D) o combinaciones de ellos, y las derivadas ∂M = (∂µ, ∂̃
µ)

forman parte de la representación fundamental de G. Si escribimos (3.1.8) usando coordenadas,
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encontramos que una posible solución es

∂̃µ⋆ = 0 . (3.1.9)

Este v́ınculo reduce efectivamente el espacio doble al espacio-tiempo convencional de D di-

mensiones y garantiza que la teoŕıa recupere los grados de libertad f́ısicos conocidos. Cuando

las coordenadas que se preservan corresponden a las coordenadas del espacio-tiempo usual, se

dice que el strong constraint se resuelve en el marco de supergravedad. En este marco, las

simetŕıas de la TDC se relacionan directamente con las simetŕıas de la supergravedad en D

dimensiones.

Consideremos entonces el caso en el que el strong constraint se resuelve en dicho marco. La

derivada de Lie generalizada (3.1.6) nos lleva a las transformaciones conocidas de los campos de

supergravedad

Lξgµν = Lξgµν , Lξbµν = Lξbµν + 2∂[µλν] , (3.1.10)

donde Lξ es la derivada de Lie usual en D-dimensiones. Esta expresión muestra que la derivada

de Lie generalizada unifica de manera elegante las simetŕıas de difeomorfismos y de gauge en

una sola estructura, respetando las transformaciones esperadas de los campos en supergravedad.

Covariancia ante difeomorfismos generalizados

Un aspecto importante en las teoŕıas de gravedad es la covariancia, que garantiza que las leyes

f́ısicas sean independientes del sistema de coordenadas elegido. Esto significa que las derivadas

de un tensor que transforma adecuadamente bajo las simetŕıas de la teoŕıa también deben trans-

formar como tensores bajo dichas simetŕıas. En el contexto de la TDC, examinar la covariancia

bajo difeomorfismos generalizados es esencial para asegurar la consistencia de la teoŕıa.

Veamos cómo transforma la derivada parcial de un vector VN bajo difeomorfismos general-

izados (al ser un vector, w(V ) = 0). Tenemos

δξ (∂MVN ) = ∂M (δξVN )

= ∂M
(
ξP∂PVN +

(
∂Nξ

P − ∂P ξN
)
VP

)
(3.1.11)

= Lξ (∂MVN ) + ∂M
(
∂Nξ

P − ∂P ξN
)
VP .

Se observa la aparición de un término extra que rompe la covariancia de la derivada parcial

bajo difeomorfismos generalizados. Para restaurar la covariancia, es necesario introducir un
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término de conexión que compense este término anómalo. Consideremos el objeto ΓMN
P , que

transforma según

δξΓMN
P = LξΓMN

P + ∂M
(
∂Nξ

P − ∂P ξN
)
. (3.1.12)

Con esto, podemos introducir la derivada covariante generalizada

∇MVN = ∂MVN − ΓMN
PVP , (3.1.13)

la cual, por construcción, transforma covariantemente

δξ (∇MVN ) = Lξ (∇MVN ) . (3.1.14)

El objeto ΓMN
P se denomina conexión af́ın generalizada, y juega un papel análogo al de la

conexión af́ın en la geometŕıa riemanniana, pero extendido al marco de la TDC.

Es posible imponer ciertas condiciones de compatibilidad para determinar las componentes

de la conexión af́ın. En relatividad general, por ejemplo, se requiere que la derivada covariante de

la métrica se anule (compatibilidad métrica) y que el tensor de torsión sea cero, lo que conduce

de manera única a los śımbolos de Christoffel. En TDC podemos estudiar condiciones similares.

Por ejemplo, la compatibilidad de la derivada covariante con la métrica invariante de grupo ηMN

∇MηNP = ∂MηNP − ΓMN
QηQP − ΓMP

QηNQ = −ΓMNP − ΓMPN = 0 , (3.1.15)

implica que la conexión es antisimétrica en los últimos dos ı́ndices, es decir, determina las

componentes

ΓM(NP ) = 0 . (3.1.16)

Veamos ahora otra condición relacionada con la generalización del tensor de torsión en la TDC.

Consideremos la siguiente definición

TMNP = Γ[MNP ] , (3.1.17)

la cual transforma covariantemente como un tensor de tres ı́ndices y se denomina tensor de

torsión generalizado. De su definición queda claro que imponer su nulidad determina la compo-

nente totalmente antisimétrica de la conexión af́ın

Γ[MNP ] = 0 . (3.1.18)

Si además consideramos condiciones sobre la métrica generalizada, se obtienen restricciones

adicionales sobre ΓMN
P . Sin embargo, a diferencia de la geometŕıa riemanniana en D dimen-

siones, en la TDC estas condiciones no son suficientes para determinar completamente todas las
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componentes de la conexión af́ın generalizada. Esta indeterminación dificulta la construcción

expĺıcita de un tensor de curvatura generalizado único, lo que a su vez, limita la incorporación

de correcciones de orden superior en derivadas. Retomaremos esta discusión más adelante.

3.1.2 La acción y las ecuaciones de movimiento

La dinámica de la TDC, se deriva a partir de una acción que es invariante bajo las simetŕıas

globales y locales de la teoŕıa. Esta acción, análoga a la acción de Einstein-Hilbert pero formulada

en el espacio doble, se expresa como

S =

∫
d2DX e−2dR(H, d) . (3.1.19)

El escalar de Ricci generalizado R(H, d) se define mediante la expresión

R(H, d) = 4HMN∂M∂Nd− ∂M∂NH
MN + 4∂MH

MN∂Nd− 4HMN∂Md∂Nd,

−1

2
HMN∂MH

KL∂KHNL +
1

8
HMN∂MH

KL∂NHKL +∆(SC)R , (3.1.20)

donde ∆(SC)R representa contribuciones que se anulan al imponer el strong constraint.

Al parametrizar la métrica y el dilatón generalizados en términos de los campos de su-

pergravedad, según (3.1.3) y (3.1.4) respectivamente, y resolver (3.1.8) en el marco de super-

gravedad, la acción (3.1.19) se reduce a la acción del sector NS-NS (Neveu-Schwarz) de las teoŕıas

de supergravedad en D dimensiones

S =

∫
dDx e−2ϕ

(
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
HµνρH

µνρ

)
, (3.1.21)

donde R es el escalar de Ricci convencional en D-dimensiones, ϕ es el dilatón y Hµνρ = 3∂[µbνρ]

es la curvatura asociada al tensor antisimétrico bµν .

Para obtener las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa, es necesario variar la acción (3.1.19)

respecto a los campos fundamentales, es decir, el dilatón generalizado d y la métrica generalizada

HMN . Esto nos lleva [22] a

δdS =

∫
d2DX e−2dK δd , (3.1.22)

δHS =

∫
d2DX e−2dKMN δHMN . (3.1.23)
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La variación de la acción respecto al dilatón generalizado está directamente relacionada con

el escalar de Ricci generalizado, resultando

K = −2R . (3.1.24)

Por su parte, la expresión para KMN es más elaborada. Consideramos (3.1.8), lo cual nos

conduce a

KMN =
1

8
∂MH

KL∂NHKL − 1

4
(∂L − 2 (∂Ld))

(
HLK∂KHMN

)
+ 2∂M∂Nd (3.1.25)

−1

2
∂(M |H

KL∂LH|N)K +
1

2
(∂L − 2 (∂Ld))

(
HKL∂(MHN)K +HK

(M |∂KH
L
|N)

)
.

Sin embargo, las variaciones de HMN no son arbitrarias, debido a que la métrica generalizada

está sujeta a la condición HMN = ηMPHPQη
QN . Como consecuencia, solo algunas proyecciones

de KMN contribuyen efectivamente a las ecuaciones de movimiento.

Para aislar las componentes relevantes, introducimos los proyectores

PMN =
1

2
(ηMN −HMN ) , PMN =

1

2
(ηMN +HMN ) , (3.1.26)

que permiten descomponer cualquier vector generalizado en sus componentes proyectadas

VM = PM
NVN + PM

NVN = VM + VM . (3.1.27)

Definimos entonces el tensor de Ricci generalizado como

RMN = PM
PPN

QKPQ + PM
PPN

QKPQ = KMN +KMN . (3.1.28)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento de la TDC se obtienen al imponer que las varia-

ciones de la acción se anulan para variaciones arbitrarias, pero permitidas, de los campos, resul-

tando en

R = 0 , RMN = 0 . (3.1.29)

Estas ecuaciones son las análogas en la TDC a las ecuaciones de Einstein en la relatividad

general, extendidas para incluir las dualidades y simetŕıas adicionales presentes debido al origen

cuerd́ıstico de la teoŕıa. Describen cómo el dilatón y la métrica generalizada evolucionan y se

relacionan en el espacio doble, respetando las restricciones impuestas por la teoŕıa.
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3.1.3 Curvaturas: El tensor de Riemann generalizado

Hasta ahora, hemos visto que la TDC posee una estructura geométrica análoga a la de la rela-

tividad general, pero definida en el espacio doble. La aparición de conexiones cuyas componentes

se determinan a través de condiciones de compatibilidad similares a las de la teoŕıa de Einstein

sugiere una riqueza geométrica significativa. Además, en la sección anterior observamos que al

calcular las ecuaciones de movimiento de la TDC, llegamos a la definición de los tensores de

curvatura generalizados R y RMN , lo cual nos lleva a considerar la posible existencia de un

tensor de Riemann generalizado RMNP
Q.

Sin embargo, es importante destacar una diferencia crucial entre la geometŕıa riemanniana

y la geometŕıa doble: a diferencia de lo que ocurre con la conexión af́ın en relatividad general,

en la geometŕıa doble no existen condiciones suficientes para determinar completamente todas

las componentes de la conexión af́ın generalizada. Esto tiene implicaciones significativas en

la construcción de los tensores de curvatura y en la formulación de las correcciones de orden

superior en derivadas [90].

Retomemos la idea del tensor de Riemann generalizado. Una primera aproximación es ex-

tender al espacio doble la definición convencional del tensor de curvatura, esto es

RMNP
Q = 2∂[MΓN ]P

Q + 2Γ[M |R
QΓ|N ]P

R . (3.1.30)

El problema que surge con esta definición es que no transforma como tensor ante difeomorfismos

generalizados. En geometŕıa riemanniana esta falla en la transformación se corrige imponiendo

la condición de torsión nula. Sin embargo, en la geometŕıa doble esta condición no cancela

todos los términos adicionales de la transformación. Para resolver este problema, se considera

la siguiente combinación

RMNPQ = RMNPQ +RPQMN + ΓRMNΓR
PQ , (3.1.31)

la cual transforma covariantemente bajo difeomorfismos generalizados. No obstante, se presenta

un nuevo desaf́ıo: esta combinación de conexiones y derivadas no proyecta las conexiones a su

parte determinada, por lo que nos queda un tensor de Riemann indeterminado.

Sin embargo esto no resulta un impedimento para definir el tensor de Ricci generalizado, ni

el escalar de Ricci generalizado, pues estos se obtienen a partir de trazas de las componentes de

(3.1.31) que nos llevan a las definiciones obtenidas v́ıa ecuaciones de movimiento. Por ejemplo,
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el escalar de curvatura generalizado está dado por

R = RMN
MN = −RMN

MN , (3.1.32)

constrúıdo con cantidades totalmente determinadas.

La imposibilidad de construir un tensor de curvatura totalmente determinado en la geometŕıa

doble es fundamental al intentar obtener correcciones en derivadas de orden superior en la

TDC y su conexión con las teoŕıas de supergravedad. Al no poder construir términos del tipo

RMNPQRMNPQ que sean covariantes de dualidad, debido a la indeterminación inherente en

las componentes de la conexión af́ın generalizada, se limita la capacidad de la TDC. Esto ha

motivado la busqueda de alternativas a lo largo de los años, generando un campo activo de

investigación.

3.2 El formalismo de frame generalizado

Para poder introducir campos fermiónicos y definir una teoŕıa supersimétrica, es necesario contar

con simetŕıas locales, tales como las transformaciones de Lorentz en la relatividad general. En

las teoŕıas geométricas convencionales, la introducción de un vielbein (conocido como vierbein

o tétrada en cuatro dimensiones) es fundamental para describir dichas simetŕıas y explorar la

estructura local de la variedad diferenciable. El vielbein actúa como un mapa entre el espacio

tangente y la variedad, permitiendo expresar cantidades geométricas en términos de referencias

locales.

En el contexto de la TDC, esto se logra en el formalismo de frame generalizado [89], el

cual no solo permite incorporar los campos fermiónicos necesarios para formular la extensión

supersimétrica de la teoŕıa, sino que también resulta esencial en el cálculo de correcciones de

orden superior en derivadas. En esta formulación se reemplaza la métrica generalizada como

campo fundamental de la teoŕıa por el frame generalizado EM
A, que parametriza el coset

G

H
=

O(D,D)

O(D − 1, 1)L ×O(1, D − 1)R
, (3.2.1)

donde G = O(D,D) corresponde al grupo de simetŕıas globales de la teoŕıa, mientras que

el grupo H = O(D − 1, 1)L × O(1, D − 1)R refleja la duplicación de las simetŕıas de Lorentz

(locales) necesarias para describir adecuadamente las propiedades geométricas del espacio doble

en la TDC.
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El frame generalizado está sujeto a los v́ınculos

ηMN = EM
AηABEN

B , HMN = EM
AHABEN

B , (3.2.2)

donde los ı́ndices M son ı́ndices del espacio doble, y los ı́ndices planos A se descomponen como

A = (a, a), con a, a = 0, . . . , D − 1. Las métricas ηAB y HAB son constantes, invertibles e

invariantes bajo la acción de H. La métrica ηAB sube y baja ı́ndices planos, mientras que la

métrica HAB satisface la condición HA
CHC

B = δA
B. Con estas métricas invariantes podemos

construir los proyectores

PAB =
1

2
(ηAB −HAB) , PAB =

1

2
(ηAB +HAB) , (3.2.3)

que permiten descomponer un vector de Lorentz doble en sus componentes proyectadas

VA = PA
BVB + PA

BVB = Va + Va . (3.2.4)

Estas componentes representan las proyecciones del vector en los subespacios definidos por los

proyectores, correspondientes a las dos copias del grupo de Lorentz H. Los proyectores, junto

con sus inversas, nos servirán para subir y bajar ı́ndices proyectados.

La derivada de Lie generalizada actúa sobre EM
A según

LξEM
A = ξN∂NEM

A +
(
∂Mξ

N − ∂NξM
)
EN

A , (3.2.5)

y tal como en el formalismo de métrica generalizada, la consistencia de la construcción requiere

la imposición del strong constraint (3.1.8). Junto al frame generalizado, el dilatón generalizado

d aparece en esta formulación como campo fundamental, transformando como un escalar ante

las simetŕıas de la teoŕıa.

En la siguiente sección, exploraremos la acción de las transformaciones de Lorentz en el

espacio doble y cómo afectan al frame generalizado, profundizando en la estructura local y las

simetŕıas de la teoŕıa.

3.2.1 Transformaciones de Lorentz en el espacio doble

La inclusión del grupo de simetŕıas locales internas H, requiere extender las transformaciones de

Lorentz al espacio doble. Una transformación infinitesimal de Lorentz para un vector genérico

VA, covariante bajo H, toma la forma

δΛVA = VBΛ
B
A , (3.2.6)
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y en particular, para el frame generalizado tenemos

δΛEM
A = EM

BΛB
A . (3.2.7)

La invariancia de las métricas ηAB y HAB ante esta transformación impone condiciones

sobre el parámetro de Lorentz doble ΛAB. Por ejemplo, consideremos la invariancia de η, esto

es δΛηAB = 0

δΛηAB = ηCBΛ
C
A + ηACΛ

C
B = ΛBA + ΛAB = 0 ,

de donde obtenemos ΛAB = −ΛBA, es decir, el parámetro de Lorentz doble es antisimétrico en

sus dos ı́ndices. Un cálculo similar, pero esta vez considerando la invariancia de HAB, conduce

a la condición Λab = Λab = 0.

Covariancia ante transformaciones de Lorentz

Aśı como con los difeomorfismos generalizados, resulta necesario covariantizar las derivadas al

incorporar la simetŕıa de Lorentz doble. Sea un vector de Lorentz, VA, su derivada covariante

estará dada por

∇MVA = ∂MVA + ωMA
BVB , (3.2.8)

donde ωMA
B es la conexión de spin generalizada. Nuevamente, podemos determinar algunas

de sus componentes al exigir ciertas condiciones de compatibilidad. Por ejemplo, la constancia

(covariante) de las métricas invariantes de H, nos conduce a

∇MηAB = 0 −→ ωMAB = −ωMBA , ∇MHAB = 0 −→ ωMab = ωMab = 0 . (3.2.9)

Es posible relacionar la conexión de spin generalizada y la conexión af́ın generalizada, deman-

dando que el frame generalizado sea compatible con la derivada covariante, esto es ∇MEN
A = 0.

Por lo tanto, no debe sorprendernos que no sea posible determinar todas las componentes de

la conexión de spin generalizada. En la sección siguiente profundizaremos en las componentes

que se pueden determinar a partir de la condición de compatibilidad del frame y en cómo estas

definen objetos que serán fundamentales en el cálculo de correcciones de orden superior en TDC.

3.2.2 Flujos generalizados

En la Teoŕıa Doble de Campos (TDC), la introducción de los flujos generalizados proporciona

una forma de encapsular la dinámica de la teoŕıa en términos de objetos que son, en gran medida,
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covariantes bajo las simetŕıas de la teoŕıa. Estos flujos emergen naturalmente al considerar las

componentes determinadas de la conexión de spin generalizada y juegan un papel crucial en la

construcción de la acción y las ecuaciones de movimiento en términos de cantidades invariantes.

La condición de compatibilidad del frame generalizado con la derivada covariante se expresa

como

∇MEN
A = ∂MEN

A − ΓMN
PEP

A − ωMB
AEN

B = 0 . (3.2.10)

Podemos aprovechar las propiedades de los ı́ndices planos, para lo cual resulta conveniente

aplanar los ı́ndices dobles utilizando el frame generalizado. Definimos aśı la conexión de spin

plana1 ωABC =
√
2EM

AωMBC , la conexión af́ın plana ΓABC =
√
2ΓMN

PEM
AE

N
BEPC , y la

derivada plana ∂A =
√
2EM

A∂M . Con estas definiciones, podemos manipular la condición de

compatibilidad (3.2.10) y utilizando las propiedades del frame generalizado, resolvemos para la

conexión de spin plana

ωABC = −∂AEN
BENC − ΓABC . (3.2.11)

Si bien (3.2.11) nos dice cómo es la conexión de spin generalizada, no es posible determi-

nar todas sus componentes, tal como anticipamos al finalizar la sección anterior. Esto se debe

a que no todas las componentes de la conexión af́ın generalizada quedan determinadas con

las condiciones de compatibilidad y de torsión nula. No obstante, podemos determinar cier-

tas componentes espećıficas: las componentes totalmente antisimétricas de la conexión de spin

generalizada y su traza.

Determinar las componentes totalmente antisimétricas de la conexión de spin generalizada es

posible gracias a que las condiciones planteadas nos conducen a Γ[ABC] = 0. Con esto obtenemos

ω[ABC] = − ∂[AE
N

BE|N |C] . (3.2.12)

Para determinar la traza de la conexión de spin imponemos que la derivada covariante ∇A se

puede integrar por partes en presencia de la medida de integración e−2d, esto es∫
d2DX e−2d V∇AV

A = −
∫
d2DX e−2d V A∇AV , (3.2.13)

para V y V A arbitrarios. Esto implica

ωBA
B = −

√
2e2d∂M

(
e−2dEM

A

)
. (3.2.14)

1Los factores de
√
2 se introducen por conveniencia pensando en la parametrización de los multipletes

de dualidad para hacer contacto con la supergravedad en D dimensiones.
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En este punto tenemos todos los ingredientes para definir los flujos generalizados

FABC = 3∂[AE
N

BE|N |C] , (3.2.15)

FA =
√
2∂ME

M
A − 2∂Ad , (3.2.16)

los cuales claramente están relacionados a las componentes determinadas de la conexión de spin

generalizada. En particular vemos que el flujo FABC es un objeto totalmente antisimétrico,

mientras que FA se asocia con la traza la conexión de spin.

Dado que estos objetos están escritos con ı́ndices planos, son manifiestamente invariantes

O(D,D), aśı como también cualquier combinación de ellos. De cualquier modo, su compor-

tamiento bajo las simetŕıas locales (difeomorfismos generalizados y transformaciones de Lorentz

dobles) requiere una consideración cuidadosa. Ante difeomorfismos generalizados es necesario

aplicar el strong constraint para que los flujos generalizados transformen como escalares

δξFABC = ξM∂MFABC , δξFA = ξM∂MFA . (3.2.17)

Aunque es posible relajar el strong constraint y aun aśı obtener transformaciones covariantes

para los flujos generalizados [91], nosotros consideraremos en todo momento el caso en el que

(3.1.8) se impone.

Por otra parte, ante transformaciones de Lorentz dobles tenemos

δΛFABC = −3∂[AΛBC] + 3ΛD
[AFBC]D , δΛFA = ∂BΛ

B
A + ΛB

AFB . (3.2.18)

Los primeros términos en ambas transformaciones indican que estos flujos no son objetos tenso-

riales bajo la simetŕıa de Lorentz doble, debido a las derivadas del parámetro. Sin embargo, es

posible construir combinaciones espećıficas de los flujos generalizados que sean invariantes ante

estas transformaciones y, por lo tanto, sean objetos completamente covariantes.

Los flujos generalizados dependen de los campos fundamentales de la TDC y, por tanto, son

objetos dinámicos. Podemos construir cantidades covariantes a partir de los flujos generaliza-

dos de forma tal que nos permita expresar la acción de la TDC en términos de estos objetos

exclusivamente.
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3.2.3 La acción y las ecuaciones de movimiento

La acción de la TDC en términos de los flujos generalizados se expresa como

S =

∫
d2DX e−2dR(E, d) , (3.2.19)

donde ahora el escalar de Ricci generalizado se expresa en términos de los flujos generalizados

R =
1

8
FABCFDEF

(
HADηBEηCF − 1

3
HADHBEHCF

)
−HAB

(
1

2
FAFB + ∂AFB

)
. (3.2.20)

En principio, la acción incluye todas las proyecciones de los flujos generalizados presentes en

el escalar de curvatura. Sin embargo, podemos utilizar la identidad de Bianchi

1

6
FABCF

ABC = 2∂AF
A + FAF

A , (3.2.21)

para escribir el escalar de Ricci generalizado utilizando un conjunto de proyecciones espećıfico.

Esto resultará útil para probar la invariancia de la acción al incluir supersimetŕıa. Obtenemos

entonces

R = 2∂aF
a + FaF

a − 1

6
FabcF

abc − 1

2
FabcF

abc . (3.2.22)

La acción (3.2.19) es invariante ante las distintas transformaciones de simetŕıa de la teoŕıa.

Las transformaciones de los campos fundamentales se resumen en las siguientes expresiones

δEM
A = hM

NEN
A + ξN∂NEM

A +
(
∂Mξ

N − ∂NξM
)
EN

A + EM
BΛB

A , (3.2.23)

δd = ξN∂Nd−
1

2
∂Mξ

M . (3.2.24)

Finalmente, al considerar las ecuaciones de movimiento, recordemos que la TDC es una teoŕıa

con restricciones, y las variaciones del frame generalizado no son completamente arbitrarias,

sino que están sujetas a v́ınculos. La situación es similar a la que encontramos al discutir el

formalismo de métrica generalizada, donde fue necesario considerar proyecciones espećıficas de

la variación de la acción respecto a la métrica generalizada, lo que nos condujo a definir el tensor

de curvatura de Ricci. Entonces, la variación de la acción respecto al dilatón generalizado y al

frame generalizado nos conducen a las siguientes ecuaciones de movimiento

R = 0 , Rab = 0 , (3.2.25)

donde R es (3.2.22) y

Rab = ∂aFb − ∂cFab
c + FcdaFb

cd − FcFab
c . (3.2.26)
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3.3 Teoŕıa Doble de Campos con supersimetŕıa N = 1

La Teoŕıa Doble de Campos (TDC) captura de manera elegante las simetŕıas y dualidades

presentes en las teoŕıas de supercuerdas. Para profundizar en la conexión con la supergravedad

y explorar las propiedades de la teoŕıa en presencia de fermiones, es esencial considerar su

extensión supersimétrica. En esta sección, presentamos la TDC con supersimetŕıa N = 1 en

diez dimensiones, a la que nos referiremos como TDC supersimétrica (TDCs).

La elección de D = 10 es natural, ya que en diez dimensiones los espinores de Majorana-Weyl

existen y son adecuados para describir la supersimetŕıa N = 1. Esto también coincide con las

dimensiones cŕıticas de las teoŕıas de supercuerdas, proporcionando un marco consistente para

estudiar la interacción entre bosones y fermiones en el contexto de la TDC.

3.3.1 El álgebra de Clifford generalizada

Para incorporar campos fermiónicos en la TDC, es necesario introducir una generalización del

álgebra de Clifford que refleje la estructura del espacio doble. Consideramos las matrices gamma

γa, que satisfacen una versión generalizada del álgebra de Clifford para el grupo O(9, 1)L

{
γa, γb

}
= −2P ab , (3.3.1)

donde Pab es el proyector correspondiente a una de las copias (HL) del grupo de Lorentz en el

espacio plano. Estas matrices pueden elegirse de manera que su parametrización corresponda a

las matrices gamma convencionales en diez dimensiones, facilitando la conexión con las teoŕıas

de supergravedad.

Es útil definir los productos antisimétricos de matrices gamma

γa...b = γ[a . . . γb] , (3.3.2)

los cuales pueden calcularse recursivamente utilizando el álgebra de Clifford (3.3.1). Estos

objetos son fundamentales para construir los términos de interacción y las transformaciones de

los campos fermiónicos. En el Apéndice B se proporcionan detalles sobre las convenciones y la

lista de identidades útiles de las matrices gamma en diez dimensiones.
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3.3.2 Contenido de campos y sus transformaciones

La TDCs incorpora, además de los campos bosónicos del formalismo de frame generalizado,

campos fermiónicos que completan el multiplete supersimétrico. Los campos fermiónicos funda-

mentales son: El gravitino generalizado Ψa, que transforma como un espinor de Majorana-Weyl

bajo O(9, 1)L y como un vector de O(1, 9)R; y el dilatino generalizado, que es un espinor de

Majorana-Weyl bajo O(9, 1)L y un escalar ante O(1, 9)R. Estos campos son escalares bajo las

transformaciones del grupo O(10, 10) y los difeomorfismos generalizados. Sus transformaciones

bajo las simetŕıas locales de la teoŕıa quedan expresadas como

δ(ξ,Λ)Ψa = ξM∂MΨa +ΨbΛ
b
a +

1

4
Λbcγ

bcΨa , (3.3.3)

δ(ξ,Λ)ϱ = ξM∂Mϱ+
1

4
Λbcγ

bcϱ . (3.3.4)

Tal como sucede con los vectores, la derivada de un espinor no es covariante bajo las trans-

formaciones de Lorentz dobles, por lo que necesitamos introducir una contribución adicional en

la derivada covariante. Para un espinor genérico2 Σ de O(9, 1)L, la derivada covariante actúa

como

∇AΣ = ∂AΣ− 1

4
ωAbcγ

bcΣ , (3.3.5)

y en particular, para los campos fermiónicos fundamentales de la teoŕıa tenemos

∇AΨb = ∂AΨb + ωAb
cΨc −

1

4
ωAbcγ

bcΨb , ∇Aϱ = ∂Aϱ−
1

4
ωAbcγ

bcϱ . (3.3.6)

Además de las simetŕıas G, H y de los difeomorfismos generalizados, ahora tenemos transfor-

maciones de supersimetŕıa N = 1. Estas transformaciones están parametrizadas por un espinor

de Majorana-Weyl ϵ, y (al orden más bajo en fermiones) están dadas por

δϵEM
A = −ϵγ[AΨB]EMB , δϵd = −1

4
ϵρ , (3.3.7)

δϵΨa = ∇aϵ , δϵϱ = −γa∇aϵ ,

las cuales reflejan cómo los campos bosónicos y fermiónicos se acoplan entre śı en el marco de

la supersimetŕıa N = 1.

2Por simplicidad omitimos los ı́ndices espinoriales.
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Resumen de las transformaciones de los campos fundamentales

Las transformaciones de los campos fundamentales de la TDCs bajo las distintas simetŕıas junto

con los parámetros asociados a cada transformación se resumen en la siguiente tabla

O(10, 10) Difeomorfismos O(9, 1)L O(1, 9)R SUSY

[hMN ] generalizados [ξM ] [Λab] [Λab] [ϵ]

EM
A vector vector vector vector ΨA

d escalar densidad escalar escalar escalar ϱ

ΨA escalar escalar espinor vector EM
A

ϱ escalar escalar espinor escalar d

En particular se destaca que las transformaciones de HL y HR corresponden a dos copias in-

dependientes del grupo de Lorentz, caracterizadas por distintas proyecciones del parámetro.

Además, la última columna muestra los compañeros supersimétricos de cada campo, resaltando

la relación entre los grados de libertad bosónicos y fermiónicos en el marco de la supersimetŕıa

N = 1.

3.3.3 La acción supersimétrica

Con las reglas de transformación y el contenido de campos establecidos, podemos construir la

acción de la TDCs. La acción, al orden más bajo en fermiones, es

S =

∫
d20X e−2d

(
R+Ψ

a
γb∇bΨa − ϱγa∇aϱ+ 2Ψ

a∇aϱ
)
, (3.3.8)

donde R es el escalar de Ricci generalizado dado por (3.2.22), y los términos fermiónicos repre-

sentan las contribuciones cinéticas y de interacción entre los campos fermiónicos.

Para demostrar la invariancia supersimétrica de la acción, utilizamos las identidades tipo

Lichnerowicz [92], que relacionan los operadores de Dirac y las derivadas covariantes

(
γa∇aγ

b∇b −∇a∇a

)
ϵ = −1

4
Rϵ ,

[
∇a, γ

b∇b

]
ϵ =

1

2
γbRabϵ , (3.3.9)

donde aparecen (3.2.22) y (3.2.26). Estas identidades son esenciales para verificar que la

variación de la acción bajo supersimetŕıa se anula.
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Es importante notar que, en la construcción de los términos bilineales fermiónicos, no apare-

cen contracciones entre las matrices gamma y el gravitino generalizado. Esto se debe a que los

ı́ndices proyectados contraen con los proyectores Pab y P ab, los cuales no tienen componentes

mixtas. Esta caracteŕıstica refleja la estructura intŕınseca de la TDC y tiene implicaciones en la

formulación de las interacciones fermiónicas de orden superior.

Interacciones entre cuatro fermiónes

Hasta este punto hemos discutido la extensión mı́nima de la teoŕıa para considerar supersimetŕıa

N = 1, con interacciones entre pares de fermiones acoplados a gravedad. Es posible considerar

interacciones no triviales entre cuatro fermiones, para lo cual debemos completar la acción (3.3.8)

según

S =

∫
d20X e−2d (R+ L2f + L4f ) , (3.3.10)

donde

L2f = Ψ
a
γb∇bΨa − ϱγa∇aϱ+ 2Ψ

a∇aϱ , (3.3.11)

mientras que L4f

L4f = − 1

384

(
ϱγabcϱ

)(
ΨdγabcΨd

)
+

1

192

(
ΨdγabcΨd

) (
ΨeγabcΨe

)
. (3.3.12)

Además de incluir nuevos términos en la acción, es necesaria la corrección de las transfor-

maciones de supersimetŕıa

δϵEM
A = −ϵγ[AΨB]EMB + δ(4)ϵ EM

A , δϵd = −1

4
ϵρ+ δ(4)ϵ d ,

δϵΨa = ∇aϵ+ δ(3)ϵ Ψa , δϵϱ = −γa∇aϵ+ δ(3)ϵ ϱ ,

en donde las etiquetas (3, 4) hacen referencia al número de fermiones en la transformación.

Un análisis dimensional nos permite ver que las correcciones a los campos bosónicos no son

posibles, ya que son de orden superior en derivadas. Sin embargo, es posible añadir términos

con 3 fermiones a las transformaciones de supersimetŕıa de los fermiones generalizados

δ(3)ϵ Ψa = −1

4
(ϵϱ)Ψa +

1

4

(
ϵγbΨa

)
γbϱ+

1

4

(
Ψaϱ

)
ϵ (3.3.13)

δ(3)ϵ ϱ =
1

384

(
ϱγabcϱ

)
γabcϵ+

1

96

(
ΨdγabcΨd

)
γabcϵ . (3.3.14)

Estas correcciones aseguran que la variación de la acción bajo supersimetŕıa se anule hasta el

orden considerado. La derivación de L4f y las transformaciones corregidas constituye uno de los

resultados originales de esta tesis y se detalla en la sección 4.3.1.
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Es interesante destacar que, debido a las propiedades de los proyectores y a la estructura de la

TDC, los términos de interacción entre cuatro fermiones son espećıficos y limitados. Este hecho

se relaciona con la simetŕıa β presente en supergravedad y tiene implicaciones en la formulación

de teoŕıas efectivas, tal como discutiremos en el caṕıtulo 4.

3.4 Parametrización y contacto con supergravedad

Como se mencionó anteriormente, la TDC se define en un espacio doble con coordenadas

XM = (xµ, x̃µ), pertenecientes a la representación fundamental de O(10, 10), conM = 0, . . . , 19.

Al imponer el strong constraint (3.1.8), podemos eliminar la dependencia en la mitad de las co-

ordenadas. En particular, al considerar la solución ∂̃µ⋆ = 0, es posible hacer contacto con la

supergravedad N = 1 en 10 dimensiones. Para lograr esto, necesitamos parametrizar los objetos

de la TDC (campos, parámetros de transformación, etc.) en función de los de supergravedad, y

además fijar un gauge que garantice que el número de grados de libertad coincida después de la

reducción dimensional. De esta forma, el grupo de Lorentz doble se identifica con el grupo de

Lorentz convencional en diez dimensiones

O(9, 1)L ×O(1, 9)R
Gauge fixing−−−−−−−−−→ O(1, 9) .

Comenzamos con la descomposición de los ı́ndices planos A = (a, a), que toman valores

a, a = 0, . . . , 9. Las métricas invariantes de H, ηAB y HAB, están dadas por

ηAB =

−gab 0

0 gab

 , HAB =

gab 0

0 gab

 , (3.4.1)

donde gab y gab son dos copias de la métrica de Minkowski 10-dimensional. Recordemos que, en

esta base, los ı́ndices proyectados (del espacio tangente) suben y bajan usando los proyectores

Pab, Pab, y sus inversas, construidas según (3.2.3).

El frame generalizado se parametriza según

EM
A =

1√
2

−eµa − bνµe
ν
a eµa

eµa − bνµe
ν
a eµa

 , (3.4.2)

el cual incorpora información sobre el campo de Kalb-Ramond bµν y la métrica gµν , a través de

los vielbeins 10-dimensionales eµ
a y eµ

a, que satisfacen

eµ
agabeν

b = eµ
agabeν

b = gµν . (3.4.3)
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Tras fijar el gauge identificaremos eµ
aδaa = eµ

aδaa = eµ
a, siendo eµ

a el vielbein de supergravedad,

y los ı́ndices a, b, · · · = 0, . . . , 9, ı́ndices de O(1, 9). Este paso reducirá el grupo de Lorentz doble

al grupo de Lorentz convencional.

La medida de integración de la acción de la TDC se debe identificar con la medida de

integración de supergravedad, esto es e−2d =
√
−ge−2ϕ, lo cual nos conduce a la parametrización

del dilatón generalizado

d = ϕ− 1

2
ln
√
−g , (3.4.4)

con g el determinante de la métrica 10-dimensional.

Para los campos fermiónicos, comenzamos con el gravitino generalizado. Su parametrización

es

ΨA =
(
Ψa,Ψa

)
= (0, ψaδ

a
a) . (3.4.5)

El dilatino generalizado se parametriza directamente como

ϱ = ρ , (3.4.6)

siendo ρ un espinor de O(1, 9). Sin embargo, si queremos conectar exactamente con la formu-

lación presentada en [93–95] en términos del campo λ, podemos utilizar la siguiente redefinición

de campos

ρ = 2λ+ γµψµ , (3.4.7)

donde tanto ψa, ρ y λ pertenecen a la representación espinorial de O(1, 9), con el gravitino

transformando también en la representación vectorial.

Ahora queremos expresar las transformaciones y la acción de la teoŕıa en términos de los

campos de supergravedad en diez dimensiones. Para ello, es necesario conocer la parametrización

de algunas componentes de los flujos generalizados definidos en las ecuaciones (3.2.15) y (3.2.16).

Las componentes relevantes de los flujos generalizados al orden que estamos estudiando son

Fabc = −3

(
w[abc] +

1

6
Habc

)
δabcabc , (3.4.8)

Fabc = −
(
wabc +

1

2
Habc

)
δaaδ

bc
bc ≡ −w(+)

abc , (3.4.9)

Fa =
(
∂µe

µ
a + eµae

ν
b∂µeν

b − 2eµa∂µϕ
)
δaa , (3.4.10)

donde definimos la conexión de spin con torsión w
(±)
abc = wabc ± 1

2Habc, siendo wabc la conexión

de spin usual en supergravedad y Habc = eµae
ν
be

ρ
cHµνρ la 3-forma de curvatura del campo bµν .
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En el apéndice A se detallan nuestras convenciones en supergravedad, y en el apéndice C se lista

la parametrización de todas las componentes de los flujos generalizados utilizados en la tesis.

Con esta parametrización, procedemos a expresar las transformaciones de los campos, omi-

tiendo las transformaciones bajo O(10, 10) para simplificar. Comenzamos analizando las trans-

formaciones de las componentes Eµ
a y Eµ

a, lo que nos permitirá obtener las transformaciones

de los inversos de los vielbeins 10-dimensionales. La transformación de Eµ
a es

δEµ
a = LξE

µ
a + Eµ

bΛ
b
a −

1

2
ϵγaΨ

bEµ
b

param.−−−−→ 1√
2
δeµaδ

a
a =

1√
2
Lξe

µ
aδ

a
a − 1√

2
eµbΛ

b
aδ

a
a − 1

2
√
2
ϵγaψ

beµbδ
a
a , (3.4.11)

mientras que la transformación de Eµ
a es

δEµ
a = LξE

µ
a + Eµ

bΛ
b
a +

1

2
ϵγbΨaE

µ
b

param.−−−−→ 1√
2
δeµaδ

a
a =

1√
2
Lξe

µ
aδ

a
a +

1√
2
eµbΛ

b
aδ

a
a − 1

2
√
2
ϵγbψae

µ
bδ

a
a . (3.4.12)

Para hacer contacto con la supergravedad en 10 dimensiones, realizamos un fijado de gauge

que implica identificar eµ
aδaa = eµ

aδaa = eµ
a, siendo eµ

a el vielbein de supergravedad y los ı́ndices

a, b, · · · = 0, . . . , 9, ı́ndices de O(1, 9). Esta identificación nos conduce a la relación entre los

parámetros de las transformaciones de Lorentz doble

Λab = −
(
Λab + ϵγ[aψb]

)
= Λab , (3.4.13)

donde Λab parametriza las transformaciones de O(9, 1)L, Λab las de O(1, 9)R, y Λab corresponde al

grupo de Lorentz O(1, 9) en supergravedad. Esta relación muestra cómo, tras el fijado de gauge,

las transformaciones de Lorentz dobles se combinan con las transformaciones de supersimetŕıa

para recobrar las transformaciones de Lorentz convencionales en diez dimensiones.

Después de fijar el gauge y realizar las identificaciones necesarias, podemos listar las trans-

formaciones de los campos del multiplete de supergravedad: (eµ
a, bµν , ϕ, ψa, ρ). Estas trans-

formaciones se obtienen a partir de las de la TDCs al expresar los campos en términos de los
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campos de supergravedad. Las transformaciones son

δeµ
a = Lξeµ

a + eµ
bΛb

a +
1

2
ϵγaψµ ,

δbµν = Lξbµν + 2∂[µλν] + ϵγ[µψν] , (3.4.14)

δϕ = Lξϕ− 1

4
ϵρ+

1

4
ϵγaψa ,

δψa = Lξψa + ψbΛ
b
a −

1

4
Λbcγ

bcψa +∇(+)
a ϵ− 1

4
(ϵρ)ψa −

1

4

(
ϵγbψa

)
γbρ+

1

4

(
ψaρ

)
ϵ ,

δρ = Lξρ−
1

4
Λabγ

abρ+ γµ∇µϵ− ∂ϕγµϵ− 1

384

(
ργabcρ

)
γabcϵ−

1

96

(
ψdγabcψd

)
γabcϵ .

La parametrización de la acción resulta en

S =

∫
d10x e e−2ϕ

[
R− 1

12
HabcH

abc + 4∇aϕ∇aϕ− ψaγb∇bψa + ργa∇aρ+ 2ψa∇aρ

+
1

24
Habc

(
ψµγabcψµ + 12ψaγbψc − ργabcρ− 6ψaγbcρ

)
(3.4.15)

− 1

384

(
ργabcρ

)(
ψdγabcψd

)
− 1

192

(
ψdγabcψd

) (
ψeγabcψe

) ]
.

Esta acción es invariante bajo las transformaciones (3.4.14). Tanto la acción como las transfor-

maciones de los campos coinciden exactamente con los resultados obtenidos previamente [93–95].

Esto confirma la consistencia de la parametrización realizada y valida el enfoque de conectar la

TDCs con la supergravedad en diez dimensiones.

3.5 La teoŕıa heterótica

En esta sección, extendemos la construcción previa de la Teoŕıa Doble de Campos con su-

persimetŕıa N = 1 para incluir campos de gauge [96, 97]. Para ello, ampliamos el grupo

de simetŕıa global a G = O(10, 10 + ng), y el grupo de simetŕıas del espacio tangente a

H = O(9, 1)L×O(1, 9+ng)R, donde ng es la dimensión del grupo de gauge considerado. Cuando

se incorporan las constantes de estructura, se obtiene una formulación covariante bajo dualidad T

del ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de supercuerdas heterótica [97], que captura las simetŕıas

y dualidades presentes en las teoŕıas con grupos de gauge no abelianos SO(32) o E8 × E8.

Observamos que las expresiones necesarias para esta descripción mantienen esencialmente la

misma estructura que las obtenidas anteriormente en la TDC sin campos de gauge. Sin embargo,

deben interpretarse en el contexto de los grupos extendidos G y H. La parametrización adecuada

de estos grupos y de los campos asociados nos conduce de manera natural a la supergravedad

heterótica, permitiendo explorar nuevas conexiones y generalizaciones.
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3.5.1 Gaugeando la Teoŕıa Doble de Campos supersimétrica

Con el objetivo de describir de manera completa la supergravedad heterótica, extendemos la

TDCs para incluir campos de gauge no abelianos. Basándonos en la formulación de la TDC en

presencia de campos de gauge abelianos introducida en [96], incorporamos los nuevos grados de

libertad asociados a los campos de gauge y mantenemos la consistencia de la teoŕıa ampliando

el grupo global de simetŕıas a G = O(10, 10 + ng), donde ng es la dimensión del grupo de gauge

considerado. De esta manera, las coordenadas generalizadas se extienden de 20 (o 2D en el caso

más general), a 20 + n,

XM =
(
xµ, x̃µ, x

i
)
, i = 1, . . . , ng . (3.5.1)

El grupo de simetŕıas del espacio tangente también se ampĺıa a H = O(9, 1)L×O(1, 9+ng)R,

lo que implica que los ı́ndices planos siguen la descomposición

A = (a,A) = (a, a, i) , i = 1, . . . , ng . (3.5.2)

Aśı, las métricas invariantes de G y H toman ahora la forma

ηMN =


0 δµν 0

δµ
ν 0 0

0 0 κij

 , ηAB =


−gab 0 0

0 gab 0

0 0 κij

 , HAB =


gab 0 0

0 gab 0

0 0 κij

 , (3.5.3)

donde κij = ei
iκijej

j es la métrica de Cartan-Killing del grupo de gauge (SO(32) o E8 × E8

en la teoŕıa heterótica), y el campo ei
i juega el papel de vielbein para el grupo de gauge. Las

contribuciones no abelianas del sector de gauge aparecen a través de los gauging fMNP [97], que

deforman tanto la derivada de Lie generalizada

LξV
M = ξN∂NV

M +
(
∂MξN − ∂Nξ

M
)
V N + w(V )∂Nξ

NVM + fMNP ξ
NV P , (3.5.4)

como los flujos generalizados

FABC = 3∂[AE
N

BE|N |C] +
√
2EM

AE
N

BE
P
CfMNP , (3.5.5)

y que se parametrizan según

fMNP =

fijk para MNP = i, j, k

0 otras combinaciones
, (3.5.6)
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siendo fijk las constantes de estructura del grupo de gauge no abeliano considerado. El strong

constraint (3.1.8), también se ve modificado por la introducción de los gauging, siendo

∂M∂
M⋆ = 0 , ∂M ⋆ ∂M⋆ = 0 , fMN

P∂P ⋆ = 0 , (3.5.7)

además de los v́ınculos

fMNP = f[MNP ] , f[MN
RfP ]R

Q = 0 . (3.5.8)

Los campos fundamentales ahora son:

• El frame generalizado EM
A, parametrizado como

EM
A =

1√
2


−eµa − Cρµe

ρ
a eµa −Aρ

ieρa

eµa − Cρµe
ρ
a eµa −Aρ

ieρa
√
2Aµie

i
i 0

√
2eii

 , (3.5.9)

donde Aµ
i representa vectores cargados ante el grupo de gauge, y además aparece la

combinación Cµν = bµν +
1
2Aµ

iAνi.

• El dilatón generalizado d, cuya parametrización es similar al caso sin campos de gauge

d = ϕ− 1

2
log

√
2 . (3.5.10)

• El gravitino generalizado ΨA, que al ser un vector de O(1, 9 + ng)R se descompone como

ΨA = (Ψa,Ψi) , (3.5.11)

donde a Ψi lo llamaremos gaugino generalizado. Estos campos se parametrizan según

Ψa = ψaδ
a
a , Ψi =

1√
2
χie

i
i , (3.5.12)

siendo χi el gaugino de la teoŕıa de supergravedad heterótica, compañero supersimétrico

del campo Aµ
i.

• El dilatino generalizado ϱ, dado por

ϱ = ρ . (3.5.13)
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Las transformaciones de los campos incluyendo al sector de gauge se expresan como

δEM
a = LξEM

a + EM
bΛb

a − 1

2
ϵγaΨBEM

B ,

δEM
A = LξEM

A + EM
BΛB

A +
1

2
ϵγbΨ

AEM
b , (3.5.14)

δd = Lξd−
1

4
ϵρ ,

δΨA = LξΨA + ΛB
AΨB +

1

4
Λbcγ

bcΨA +∇Aϵ−
1

4
(ϵϱ)ΨA +

1

4

(
ϵγbΨA

)
γbϱ+

1

4

(
ΨAϱ

)
ϵ ,

δϱ = Lξϱ+
1

4
Λbcγ

bcϱ− γa∇aϵ+
1

384

(
ϱγabcϱ

)
γabcϵ+

1

96

(
ΨDγabcΨD

)
γabcϵ ,

donde el parámetro de difeomorfismos se extiende para incluir el parámetro de transformaciones

de gauge ξM =
(
ξµ, λµ, λ

i
)
. Igualmente hay que extender la proyección ΛAB =

(
Λab,Λai,Λij

)
del parámetro de Lorentz doble, donde las componentes con ı́ndices de gauge deben fijarse con

la parametrización de manera que los grados de libertad se ajusten adecuadamente. Este fijado

de gauge nos lleva a identificar las componentes como

Λab = −
(
Λab + ϵγ[aψb]

)
= Λab , (3.5.15)

Λai =
1

2
√
2
ϵγaχi , (3.5.16)

Λij = fijkλ
keiie

j
j . (3.5.17)

Aplicando el fijado de gauge y parametrizando los campos en términos de los de super-

gravedad heterótica, obtenemos las transformaciones de los campos en D = 10 dimensiones

δeµ
a = Lξeµ

a + eµ
bΛb

a +
1

2
ϵγaψµ ,

δbµν = Lξbµν + 2∂[µλν] − ∂[µλ
iAν]i + ϵγ[µψν] +

1

2
ϵγ[µχ

iAν]i ,

δAµ
i = LξAµ

i + ∂µλ
i + f ijkλ

jAµ
k +

1

2
ϵγµχ

i , (3.5.18)

δϕ = Lξϕ− 1

4
ϵρ+

1

4
ϵγaψa ,

δψa = Lξψa + ψbΛ
b
a −

1

4
Λbcγ

bcψa +∇(+)
a ϵ− 1

4
(ϵρ)ψa −

1

4

(
ϵγbψa

)
γbρ+

1

4

(
ψaρ

)
ϵ ,

δχi = Lξχ
i + f ijkλ

jχk − 1

4
Λabγ

abχi − 1

4
Fab

iγabϵ− 1

4
(ϵρ)χi +

1

4

(
ϵγaχi

)
γaρ+

1

4

(
χiρ

)
ϵ

δρ = Lξρ−
1

4
Λabγ

abρ+ γµ∇µϵ− ∂µϕγ
µϵ− 1

384

(
ργabcρ

)
γabcϵ

− 1

96

(
ψdγabcψd

)
γabcϵ−

1

192

(
χiγabcχi

)
γabcϵ .

Observamos que ahora se incluyen las transformaciones de los campos del multiplete de super

Yang-Mills (Aµ
i, χi). Además tanto el dilatino como el campo de Kalb-Ramond adquieren
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nuevos términos expĺıcitos en sus reglas de transformación relacionados con el sector de gauge.

En particular, el campo de Kalb-Ramond adquiere una transformación de gauge no-abeliana

conocida como transformación de Green-Schwarz, que es fundamental para la cancelación de

anomaĺıas de gauge en la teoŕıa heterótica.

En estas transformaciones aparecen las curvaturas Fab
i = eµae

ν
bFµν

i yHabc = eµae
ν
be

ρ
cHµνρ,

asociadas a los campos Aµ
i y bµν respectivamente, y definidas mediante

Fµν
i = 2∂[µAν]

i − f ijkAµ
jAν

k , (3.5.19)

Hµνρ = 3
(
∂[µbνρ] − Cg

µνρ

)
, (3.5.20)

con Cg
µνρ la forma de Chern-Simons de gauge, dada por

Cg
µνρ = A[µ

i∂νAρ]i −
1

3
fijkAµ

iAν
jAρ

k , (3.5.21)

la cual también juega un papel importante en la cancelación de anomaĺıas.

Finalmente, la acción de la TDCs se puede escribir como

S =

∫
d20X e−2d

[
2∂aF

a + FaF
a − 1

6
FabcF

abc − 1

2
FAbcF

Abc

+Ψ
A
γb∇bΨA − ϱγa∇aϱ+ 2Ψ

A∇Aϱ (3.5.22)

− 1

384

(
ϱγabcϱ

)(
ΨDγabcΨD

)
+

1

192

(
ΨDγabcΨD

)(
ΨEγabcΨE

) ]
,

cuya parametrización nos lleva a

S =

∫
d10x e e−2ϕ

[
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
HµνρH

µνρ − 1

4
Fµν

iFµν
i (3.5.23)

−ψµγν∇νψµ + ργµ∇µρ+ 2ψµ∇µρ−
1

2
χiγµ∇µχi + χi

(
γµψν − 1

4
γµνρ

)
Fµν

i

+
1

24
Hµνρ

(
ψλγµνρψλ + 12ψµγνψρ − ργµνρρ− 6ψµγνρρ+

1

2
χiγµνρχi

)
+ four fermi terms.

]
,

la acción de la teoŕıa de supergravedad en 10 dimensiones con supersimetŕıa N = 1 acoplada a

campos de Yang-Mills. Para los grupos de gauge SO(32) o E(8)×E(8), esta acción se corresponde

con el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de supercuerdas heterótica. Los términos con cuatro

fermiones serán discutidos en detalle en el caṕıtulo 4, en el contexto del estudio de la simetŕıa

β de la supergravedad heterótica.
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Caṕıtulo 4

Supersimetŕıa y simetŕıa β en Teoŕıa

Doble de Campos

La acción efectiva resultante de la reducción de Kaluza-Klein del ĺımite de bajas enerǵıas de

la teoŕıa de cuerdas compactificada en un toro d-dimensional posee una simetŕıa global con-

tinua O(d, d,R) a todo orden en α′ [73]. Esta simetŕıa es la manifestación a bajas enerǵıas

del grupo discreto de dualidad T, O(d, d,Z), asociado a las compactificaciones toroidales en

teoŕıa de cuerdas. Recientemente se ha demostrado que el sector no geométrico de esta simetŕıa,

parametrizado por un bivector β, actúa efectivamente como una simetŕıa oculta sobre los campos

del sector universal NS-NS [98,99], y sobre los campos RR en la formulación democrática de las

teoŕıas de Tipo II [100] de la teoŕıa en diez dimensiones, fijando sus acoplamientos y definiendo

una simetŕıa efectiva de la teoŕıa no compactificada. Por lo tanto, la simetŕıa β emerge como

una herramienta valiosa para calcular términos de derivadas superiores en la expansión en α′ de

la teoŕıa de cuerdas.

En este caṕıtulo extendemos el análisis de la simetŕıa β para explorar sus efectos en la su-

pergravedad heterótica, incluyendo el sector de gauge y los campos fermiónicos. Este caṕıtulo

se basa en los resultados presentados en [1]. En la primera sección, obtenemos las transforma-

ciones β de los campos del multiplete de gravedad y del multiplete de super Yang-Mills de la

supergravedad heterótica, usando el formalismo de frame de la Teoŕıa Doble de Campos con

supersimetŕıa N = 1 (TDCs), presentado en el caṕıtulo anterior.

Posteriormente, completamos el análisis derivando la acción de la supergravedad heterótica
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considerando términos bilineales en fermiones. Mientras que los acoplamientos entre campos

bosónicos están determinados de manera única por la simetŕıa β, identificamos cuatro combi-

naciones de acoplamientos fermiónicos bilineales invariantes bajo β, cuyos coeficientes relativos

pueden ser fijados mediante supersimetŕıa. Es notable que, aunque la simetŕıa β no determina

completamente la parte fermiónica de la acción, restringe los posibles acoplamientos fermiónicos

al orden más bajo en α′.

En la sección siguiente, analizamos las interacciones que involucran cuatro fermiones y en-

contramos dos combinaciones invariantes bajo la simetŕıa β. Los coeficientes relativos de estos

términos en la acción también pueden ser determinados por supersimetŕıa. Finalmente, a partir

del marco de la TDCs, derivamos los términos cúbicos en fermiones en las transformaciones de

supersimetŕıa y obtenemos la acción cuártica correspondiente.

4.1 La simetŕıa β en Teoŕıa Doble de Campos

En esta sección extendemos el procedimiento desarrollado en [98, 99] para incluir tanto el sec-

tor de gauge como el sector fermiónico de la supergravedad heterótica. Comenzamos con una

descripción del sector no geométrico del grupo O(d, d) y su manifestación en la TDC. A con-

tinuación, obtenemos expĺıcitamente las reglas de transformación β de los campos de la teoŕıa

en diez dimensiones a partir de la TDCs, enfatizando su impacto en el sector gauge y en los

campos fermiónicos. Esta ampliación del marco teórico nos permitirá comprender mejor las

implicaciones de la simetŕıa β en la supergravedad heterótica y establecer las bases para los

análisis posteriores en el caṕıtulo.

4.1.1 El sector no geométrico de O(d, d)

Las transformaciones globales continuas del grupo O(d, d) emergen naturalmente al realizar re-

ducciones de Kaluza-Klein en supergravedad, compactificando d de las D dimensiones originales.

Infinitesimalmente, estas transformaciones están parametrizadas por una matriz antisimétrica y

constante hM
N introducida en (2.2.18), que toma la forma

hM
N =

aµν βµν

Bµν −aµν

 . (4.1.1)
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Estas transformaciones pueden clasificarse según su naturaleza:

• Subgrupo geométrico: Incluye los difeomorfismos en d dimensiones aµν , además de

los desplazamientos ŕıgidos del campo de Kalb-Ramond, representados por Bµν . Este

subgrupo genera transformaciones que dejan invariante la acción de la teoŕıa en D dimen-

siones.

• Subgrupo no geométrico: Las transformaciones asociadas al bivector constante βµν

pertenecen a este sector. Estas no admiten una interpretación geométrica convencional

y no son simetŕıas de la teoŕıa completa en D dimensiones, sino que emergen tras la

compactificación.

A pesar de que las transformaciones no geométricas no son simetŕıas exactas en la teoŕıa

original, en los últimos años se demostró [98,99] que el sector no geométrico puede considerarse

como una simetŕıa efectiva del Lagrangiano del sector universal (NS-NS) antes de cualquier

compactificación. En este contexto, la simetŕıa β se convierte en una simetŕıa efectiva de la

supergravedad al imponer la restricción

βµν∂ν⋆ = 0 . (4.1.2)

Esta condición garantiza que las configuraciones de los campos sean independientes de las di-

recciones donde β tiene componentes no nulas, coherentes con el marco de la compactificación,

lo cual permite promover la simetŕıa al nivel del grupo O(D,D).

Para comprender mejor la condición (4.1.2), podemos apoyarnos en la TDC. Las derivadas

∂M pertenecen a la representación fundamental de O(D,D + ng) y por lo tanto, transforman

linealmente bajo la acción del grupo, es decir

δβ∂M⋆ = hM
N∂N ⋆ . (4.1.3)

Recordemos que una solución al strong constraint está dada por la sección de supergravedad,

lo cual equivale a fijar ∂M = (∂µ, 0, 0). Sin embargo los elementos no geométricos de O(D,D+ng)

rompen la elección de la sección

δβ∂M⋆ = (0, βµν∂ν , 0) ⋆ , (4.1.4)

por lo que es necesario imponer la restricción (4.1.2) para restablecerla y mantener la consistencia

de la teoŕıa.
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4.1.2 Las transformaciones β de los campos

Si inclúımos las transformaciones de O(10, 10+ng) en el conjunto de transformaciones (3.5.14), y

consideramos únicamente términos bilineales en fermiones (los términos cuárticos se analizarán

en la última sección de este caṕıtulo), obtenemos

δEM
a = hM

NEN
a + LξEM

a + EM
bΛb

a − 1

2
ϵγaΨBEM

B ,

δEM
A = hM

NEN
A + LξEM

A + EM
BΛB

A +
1

2
ϵγbΨ

AEM
b , (4.1.5)

δd = Lξd−
1

4
ϵϱ ,

δΨA = LξΨA + ΛB
AΨB +

1

4
Λbcγ

bcΨA +∇Aϵ ,

δϱ = Lξϱ+
1

4
Λbcγ

bcϱ− γa∇aϵ ,

las cuales pueden parametrizarse siguiendo (3.5.9)-(3.5.13). De aqúı en adelante, consideraremos

sólo los elementos antisimétricos constantes βµν de hM
N ∈ O(10, 10 + ng), correspondientes al

sector no geométrico del grupo. Es decir, usaremos la parametrización

hM
N =


0 βµν 0

0 0 0

0 0 0

 . (4.1.6)

Con esto en mente, podemos parametrizar las transformaciones (4.1.5). En particular, para

el frame generalizado, tenemos

δEµ
a

param.−−−−→ δeµa = −βµν (eνa + Cρνe
ρ
a)− eµbΛ

b
a −

1

2
ϵγaψ

beµb ,

δEµ
a

param.−−−−→ δeµa = βµν (eνa − Cρνe
ρ
a) + eµbΛ

b
a −

1

2
ϵγbψae

µ
b ,

donde hemos omitido las difeomorfismos generalizados para simplificar la expresión.

Para que los grados de libertad de la teoŕıa doble coincidan, al reducirse, con los de la teoŕıa

en diez dimensiones, es necesario realizar un fijado de gauge , eµ
a = eµ

a. Esto relaciona el

grupo de Lorentz doble H con el grupo de Lorentz de la supergravedad heterótica O(1, 9). Este

fijado de gauge conduce a la coincidencia de las transformaciones de los vielbeins, estableciendo

la relación

Λab + Λab = −2βab + ϵγ[aψb] , (4.1.7)
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donde βab = βµνeµaeνb. Diferentes soluciones de esta ecuación están relacionadas mediante

redefiniciones del parámetro de Lorentz estándar en supergravedad. Elegimos la solución

Λab = −Λab − βab + ϵγ[aΨb] , Λab = Λab − βab , (4.1.8)

siendo Λab el parámetro de Lorentz de la teoŕıa en diez dimensiones.

Determinaremos las componentes con ı́ndices de gauge en el parámetro de Lorentz a partir

de la transformación de las componentes Eµi = 0 y Ei
i = ei

i = const., del frame generalizado.

Esto nos lleva a

Λai =
√
2βµνAµieνa +

1

2
√
2
ϵγaχi , (4.1.9)

Λij = −βµνAµiAνj + fijkλ
k . (4.1.10)

Ahora, podemos completar el conjunto de transformaciones (3.5.18) incluyendo las transfor-

maciones β

δβeµ
a = βνρCµρeν

a ,

δβbµν = −βλρ
(
gµλgρν + bµλbρν −AρiA[µ

igν]λ +
1

4
AµiAλ

iAρjAν
j

)
,

δβAµ
i = βρν (gµν + Cµν)Aρ

i , (4.1.11)

δβϕ =
1

2
βµνbµν ,

δβψa = −βµν
(
ψµeνa + χiAµ

ieνa +
1

4
γµνψa

)
,

δβχ
i = βµν

(
2Aµ

iψν +Aµ
iAν

jχj −
1

4
γµνχ

i

)
,

δβρ = −1

4
βµνγµνρ ,

las cuales están sujetas a la condición (4.1.2).

4.2 Simetŕıa β de la supergravedad heterótica

En esta sección derivamos la acción invariante bajo las reglas de transformación β que acabamos

de obtener, considerando términos bilineales en fermiones. Al exigir la invariancia β de la

combinación más general de términos invariantes bajo difeomorfismos, transformaciones de gauge

y transformaciones de Lorentz, se fijan de manera uńıvoca los acoplamientos de los campos
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bosónicos de la supergravedad heterótica. Sin embargo, en el sector fermiónico, encontramos

cuatro combinaciones invariantes bajo β de términos bilineales en fermiones, cuyos coeficientes

relativos deben ser determinados por supersimetŕıa.

4.2.1 Sector bosónico

Comenzamos considerando la combinación más general de términos invariantes bajo las simetŕıas

locales, que pueden construirse a partir de los campos bosónicos de la supergravedad en D = 10

con supersimetŕıa N = 1, acoplada a campos de Yang-Mills. Esta combinación se expresa como

SB =

∫
d10x

√
−gf(ϕ)L =

∫
d10x

√
−gf(ϕ)

[
R+ a□ϕ+ b(∇ϕ)2 + cH2 + dF 2

]
, (4.2.1)

con H2 = HabcH
abc y F 2 = FabiF

abi. Cabe destacar que, aunque aqúı hemos utilizado una

única función escalar f(ϕ), una combinación más general consistente con las simetŕıas de gauge

podŕıa incluir diferentes funciones fi(ϕ) frente a cada uno de los cinco términos dentro de los

corchetes. Esta generalización es directa, ya que cada función satisfará la misma ecuación que

f(ϕ).

Nuestro objetivo es analizar si la invariancia de la acción ante transformaciones β, es decir

δβSB = 0 , (4.2.2)

es suficiente para determinar todos los coeficientes de los acoplamientos presentes en la acción.

Para ello, necesitamos calcular la variación de los objetos involucrados en la acción. Usando las

transformaciones (4.1.11) junto a la condición (4.1.2), obtenemos

δβ
√
−g =

√
−gβabbab , (4.2.3)

δβwabc = −β[bd
(
Hc]ad + Fc]a

iAdi

)
+

1

2
βa

d
(
Hbcd + Fbc

iAdi

)
, (4.2.4)

δβR = −2∇a

[(
Ha

bc +Ab
iFcai

)
βbc

]
− 1

2
∇aβ

bc
(
Ha

bc + 2F i
ab

iAci − Fbc
iAai

)
,(4.2.5)

δβ (∇ϕ)2 = βbc
(
Ha

bc + F a
b
iAci

)
∇aϕ , (4.2.6)

δβ□ϕ =
1

2
∇a

[(
Ha

bc + F a
biAc

i
)
βbc

]
+∇aϕβ

bc
(
Ha

bc + F a
biAc

i
)
, (4.2.7)

δβFab
i = 2β[a

cFb]c
i +

(
∇cβab − 2∇[aβb]

c + βcd
(
Habd + Fab

jAdj

))
Ac

i , (4.2.8)

δβHabc = −3∇[aβbc] − 3βd[aFbc]
iAdi , (4.2.9)

donde todos los ı́ndices curvos fueron aplanados utilizando el vielbein eµ
a, o su inversa. Por

ejemplo: Aa
i = eµaAµ

i. Nótese que inclúımos la variación de la conexión de spin wabc, la cual
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no aparece de manera expĺıcita en la acción sino a través del escalar de Ricci R y de las derivadas

covariantes, por lo que debe tomarse en cuenta.

La variación de la acción (4.2.1) toma la forma

δβSB =

∫
d10x

√
−gf(ϕ)

{
− 2

(
1− 1

4
b

)
∇a

[(
Ha

bc +AbiFc
ai
)
βbc

]
(4.2.10)

+(a+ b)∇aϕβ
bc
(
Ha

bc + F a
biAc

i
)
− 1

2
(1 + 12c)∇aβbcH

abc

−1

2
(1 + 4d)∇aβbc

(
2F abiAc

i −AaiF bc
i

)
+ 2(d− 3c)βdaFbc

iAdiH
abc

}
+
1

2

∫
d10x

√
−gβabbab

(
2f(ϕ) + f ′(ϕ)

) [
R+ a□ϕ+ b(∇ϕ)2 + cH2 + dF 2

]
,

y a partir de aqúı, la invariancia ante transformaciones β, esto es, que se cumpla (4.2.2) nos

conduce a los siguientes valores para los coeficientes

a = −b = −4 , c = − 1

12
, d = −1

4
, f(ϕ) = e−2ϕ . (4.2.11)

Estos coeficientes corresponden precisamente a la acción del sector bosónico de la super-

gravedad en diez dimensiones con supersimetŕıa N = 1

SB =

∫
d10x

√
−ge−2ϕ

[
R+ 4□ϕ− 4(∇ϕ)2 − 1

12
HµνρH

µνρ − 1

4
FµνiF

µνi

]
, (4.2.12)

que para los grupos de gauge SO(32) y E8 × E8 coincide con el ĺımite de bajas enerǵıas de la

teoŕıa de supercuerdas heterótica. Este resultado completa el análisis en [98,99] con la inclusión

del sector de gauge.

4.2.2 Sector fermiónico

Para obtener el sector fermiónico de la acción, invariante bajo la acción de la simetŕıa β, con-

sideramos todos los posibles acoplamientos fermiónicos bilineales invariantes bajo las simetrias
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locales, dados por

F1 = ργa∇aρ , F2 = ψaγ
abc∇bψc , F3 = ψaγ

a∇bψb , F4 = ψaγ
b∇aψb ,

F5 = ψ
a
γb∇bψa , F6 = χiγ

a∇aχ
i , F7 = ργab∇aψb , F8 = ρ∇aψa ,

F9 = ψaγ
ab∇bρ , F10 = ψa∇aρ ,

Bϕ
1 = ψbγ

bψa∇aϕ , Bϕ
2 = ργabψa∇bϕ , Bϕ

3 = ρψa∇aϕ ,

BH
1 = ργabcρHabc , BH

2 = χiγabcχiHabc , BH
3 = ψaγ

abcdeψbHcde , BH
4 = ψdγ

abcψdHabc ,

BH
5 = ψ

a
γbcdψdHabc , BH

6 = ψ
a
γbψcHabc , BH

7 = ργabcdψdHabc , BH
8 = ργabψcHabc ,

BF
1 = ργabχiFab

i , BF
2 = ψcγ

abcχiFab
i , BF

3 = ψ
a
γbχiFab

i . (4.2.13)

En realidad, se debeŕıa incluir un término
√
−gfi(ϕ) delante de cada acoplamiento en la lista

(4.2.13). No obstante, el razonamiento utilizado para los acoplamientos de campos puramente

bosónicos sigue siendo válido, lo que conduce a un factor invariante global de
√
−ge−2ϕ, que

omitiremos para simplificar. Para calcular cómo transforma cada uno de los términos propuestos,

las siguientes transformaciones β serán útiles

δβ (∇aρ) = −1

4
∇a

(
βbcγbcρ

)
− 1

8

[(
Hdbc +AdiF

i
bc

)
βa

d − 2
(
Hdab +AdiF

i
ab

)
βc

d
]
γbcρ ,

(4.2.14)

δβ (∇aψb) = ∇a

[
βbc

(
ψc +Ac

iχ
i
)
− 1

4
βcdγcdψb

]
−1

2

[(
Hdbc +AdiF

i
bc

)
βa

d − 2
(
Hda[b +AdiF

i
a[b

)
βc]

d
]
ψc

−1

8

[(
Hecd +AeiF

i
cd

)
βa

e − 2
(
Heac +AeiF

i
ac

)
βd

e
]
γcdψb , (4.2.15)

δβ
(
∇aχ

i
)

= ∇a

[
βbc

(
2Ab

iψc +Ab
iAc

jχjχ
i − 1

4
γbcχ

i

)]
−1

8

[(
Hdbc +AdjF

j
bc

)
βa

d − 2
(
Hda[b +AdiF

i
a[b

)
βc]

d
]
γbcχi . (4.2.16)

Sin embargo, no todos los términos listados en (4.2.13) están permitidos por la simetŕıa β, lo

cual vamos a discutir a continuación. Una inspección general de los términos revela la siguiente

estructura

δβT = δQCT + δNCT , (4.2.17)

donde T denota cualquier acoplamiento fermiónico bilineal construido a partir de los campos

ρ, ψa y χi, δQCT es una transformación cuasi -covariante y δNCT es una transformación no

covariante, es decir, que contiene acoplamientos diferentes de los de T .
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En particular a partir de la transformación del gravitino listada en (4.1.11), podemos ver que

la estructura T ab
c1...cn = ψ

a
γc1...cnψ

b transforma como la suma de los siguientes dos términos

δQCT
ab

c1...cn = βadT
db

c1...cn + βbdT
ad

c1...cn − βc1
dT ab

dc2...cn − · · · − βcn
dT ab

c1...d ,(4.2.18)

δNCT
ab

c1...cn = βadAd
iχiγc1...cnψ

b + βbdAd
iψ

a
γc1...cnχi . (4.2.19)

Nótese que si el ı́ndice vectorial de uno de los gravitinos (a o b) está contráıdo con el ı́ndice

vectorial de una matriz γ, las correspondientes transformaciones β en (4.2.18) se suman y no

pueden ser canceladas por las variaciones de ningún otro término. De hecho, términos en los

que el ı́ndice vectorial de un gravitino o de una matriz γ está contráıdo con el de una derivada

o un campo bosónico, se transforman en expresiones en las que un ı́ndice de β está contráıdo

con el gravitino o la matriz γ, y el otro con el campo bosónico. Por lo tanto, la simetŕıa β no

permite la contracción de los ı́ndices vectoriales de los gravitinos con los de las matrices γ, y los

acoplamientos F2, F3, F4, F7, F9, B
ϕ
1 , B

ϕ
2 , B

H
3 , B

H
5 y BH

7 no pueden pertenecer a un lagrangiano

invariante bajo β. Esta observación solo es válida cuando la teoŕıa está escrita en términos de

ψa, χ
i y ρ = 2λ+ γaψa, es decir, el dilatino λ solo aparece a través del dilatino generalizado ρ.

Este resultado también puede deducirse fácilmente a partir de la TDCs, donde se sigue del

hecho de que el ı́ndice vectorial del gravitino transforma bajo O(1, 9)R y el ı́ndice espinorial bajo

O(9, 1)L, reflejando su relación con la teoŕıa de cuerdas, pues los campos fermiónicos pertenecen

al sector R-NS (o NS-R) en el espectro de cuerdas.

Más aún, puesto que las transformaciones (4.1.11) preservan el número de dilatinos, la in-

variancia β de los acoplamientos fermiónicos propuestos se puede analizar de forma separada a

través de tres combinaciones de términos

L0 = F5 + a1F6 + a2B
F
3 + a3B

H
2 + a4B

H
4 + a5B

H
6 , (4.2.20)

L1 = F8 + b1F10 + b2B
ϕ
3 + b3B

F
1 + b4B

H
8 , (4.2.21)

L2 = F1 + cBH
1 , (4.2.22)

los cuales transforman según

δβL0 = (1− 2a1)βacA
ci
(
ψ
a
γb∇bχi −∇bψ

a
γbχi

)
− (1 + 2a5)

[
2βcd(−wd

ab +
1

2
Hd

ab) + βbdw
d
ac +

1

2
βbd

(
Hd

ac +Ad
iF

i
ac

)]
ψ
a
γbψc

− (1 + 2a2 − 2a5)βc
dAdiFab

i ψ
a
γbψc + (2a1 + a2)β

bcFab
iAc

jχiγ
aχj
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+
1

8
(a5 + 24a3)

[(
Hdab +AdiF

i
ab

)
βc

d −∇aβbc

]
χjγ

abcχj

+
1

8
(1 + 24a4)

[ (
Hecd +AeiFcd

i
)
βb

e −∇dβbc

]
ψ
a
γbcdψa

−
[
(2a5 − a2)HdabAc

iβcd − (1 + 2a1 + 2a2)
(
Ac

iwdabβ
cd + Fbc

iβa
c
) ]

ψ
a
γbχi

+ 2(a4 − 2a3)A
e
iHbcdβaeψ

a
γbcdχi , (4.2.23)

δβL1 = (1 +
1

2
b2)β

cdHacd ρψ
a +

1

8
(1− b1 + 16b3 − 8b4)AdiF

i
bcβa

dψ
a
γbcρ

+
1

8
(1− b1 + 8b4)

[
(−2wdbc +Hdbc)βa

d − 2
(
2wdab +Hdab +AdiFab

i
)
βc

d

]
ψ
a
γbcρ

+
1

4

[
(1− b1 + 8b3)wacd + 4(b3 − b4)Hacd

]
βabAb

iχiγ
cdρ , (4.2.24)

δβL2 = − 1

8
(1 + 24c)

[
∇aβbc −

(
Hdab +Ad

iFabi

)
βc

d
]
ργabcρ . (4.2.25)

Cada uno de estos términos debe anularse por separado. Vemos entonces que la simetŕıa β

fija todos los coeficientes relativos para cuatro combinaciones distintas de términos fermiónicos,

quedando por fijar estos cuatro coeficientes globales. De esta forma, la combinación invariante

β más general que se puede construir con bilineales fermiónicos es

α1

(
F1 −

1

24
BH

1

)
+ α2

(
F8 + F10 − 2Bϕ

3

)
+ α3

(
8 F10 +BF

1 +BH
8

)
+ α4

(
F5 +

1

2
F6 −BF

3 − 1

48
BH

2 − 1

24
BH

4 − 1

2
BH

6

)
, (4.2.26)

que nos conduce a la acción

SF =

∫
d10xee−2ϕ

[
α1

(
ργa∇aρ−

1

24
ργabcρHabc

)
+ α2

(
ρ∇aψa + ψa∇aρ− 2ρψa∇aϕ

)
+ α3

(
8ψa∇aρ+ ργabχiFab

i + ργabψcHabc

)
+ α4

(
ψaγ

b∇bψa +
1

2
χiγ

a∇aχ
i − ψ

a
γbχiFab

i − 1

48
χiγabcχiHabc

− 1

24
ψdγ

abcψdHabc −
1

2
ψ
a
γbψcHabc

)
. (4.2.27)

Los cuatro coeficientes indeterminados pueden parametrizarse recurriendo a la supersimetŕıa.

Obtenemos aśı

α1 = −α4 = 4α3 . (4.2.28)

Los términos con coeficiente α2 corresponden a una derivada total y pueden ser descartados. La
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acción toma entonces la forma

SF = α1

∫
d10xee−2ϕ

[
ργa∇aρ−

1

24
ργabcρHabc +

1

4

(
8ψa∇aρ+ ργabχiFab

i + ργabψcHabc

)
−

(
ψaγ

b∇bψa +
1

2
χiγ

a∇aχ
i − ψ

a
γbχiFab

i − 1

48
χiγabcχiHabc

− 1

24
ψdγ

abcψdHabc −
1

2
ψ
a
γbψcHabc

)]
+ α2

∫
d10xe∇a

(
ρψae−2ϕ

)
.

(4.2.29)

Finalmente, considerando la acción bosónica SB (4.2.12), la transformación de supersimetŕıa

nos fija α1 = 1, y la suma

S = SB + SF , (4.2.30)

coincide totalmente con la acción de la supergravedad en D = 10 con N = 1 acoplada a super

Yang-Mills [93], a menos de derivadas totales y redefiniciones de campos, además de omitir las

interacciones cuárticas en fermiones. En particular, coincide con la acción de la supergravedad

heterótica presentada en [95] si tomamos en cuenta las siguientes redefiniciones de campos:

ϕ−3 → e−2ϕ, R → −R, Hµνλ → 1
3
√
2
Hµνλ, Bµν → 1√

2
bµν , λ → 1

2
√
2
(ρ − γµψµ), Aµ → 1√

2
Aµ,

χ→ 1√
2
χ.

4.3 Interacciones entre cuatro fermiones

En esta sección, construimos todas las posibles combinaciones de términos cuárticos en fermiones

invariantes bajo la simetŕıa β . Es importante mencionar que, al orden más bajo de la expansión

en α′, estos términos no contienen derivadas.

A partir de (4.2.18), observamos que la invariancia bajo β solo permite contracciones del

ı́ndice vectorial de un gravitino con el de otro gravitino. Estos gravitinos contráıdos pueden

considerarse dentro del mismo bilineal utilizando la identidad de Fierz

(
ψMφ

)
(ηNχ) = − 1

32

5∑
n=0

Cn

(
ψγc1...cnχ

)
(ηNγc1...cnMφ) , (4.3.1)

donde C0 = C1 = 2, C2 = −1, C3 = −1
3 , C4 = 1

12 , C5 = 1
120 , y ψ,φ, η, χ son fermiones de

Majorana-Weyl arbitrarios. Entonces, existe un esquema en el cual los gravitinos solo aparecen

en la estructura ψdγabcψd, ya que los acoplamientos bilineales ηγc1···cnη de espinores de Majorana-

Weyl η solo son diferentes de cero para n = 3. Un análisis similar se aplica a los gauginos. Dado
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que la invariancia de gauge solo permite contracciones entre ellos mismos, utilizando (4.3.1),

siempre se puede encontrar un esquema donde solo aparezcan en la estructura χiγabcχi.

En el esquema en el que los ı́ndices vectoriales de los gravitinos solo se contraen entre śı, y

los gauginos solo se contraen entre gauginos, los dilatinos solo pueden aparecer en pares. Sin

embargo, (4.3.1) implica que el único acoplamiento cuártico de dilatinos, (ργabcρ)(ργabcρ) se

anula. Por lo tanto, solo se permite un único factor ργabcρ en un acoplamiento cuártico de

fermiones. En resumen, solo se permiten tres bloques fundamentales para los acoplamientos

cuárticos de fermiones al orden más bajo en α′: (ργabcρ), (χiγabcχi) y (ψ
d
γabcψd).

La transformación β de cada uno de estos bloques fundamentales es

δβ

(
ργabcρ

)
= 3βd[aργbc]dρ , (4.3.2)

δβ

(
χiγabcχi

)
= −4βdeAe

iχiγ
abcψd + 3βd[aχiγ

bc]
dχi , (4.3.3)

δβ

(
ψ
d
γabcψd

)
= 2βdeAe

iχiγ
abcψd + 3βd[aψeγ

bc]
dψ

e , (4.3.4)

las cuales sugieren las siguientes definiciones

Y abc ≡ χiγabcχi + 2ψ
d
γabcψd and Zabc ≡ ργabcρ , (4.3.5)

permitiendo condensar las transformaciones (4.3.2)-(4.3.4) en

δβY
abc = 3βd[aY bc]

d and δβZ
abc = 3βd[aZbc]

d . (4.3.6)

Es sencillo verificar que la combinación Y 2 junto a Y ·Z son los únicos acoplamientos cuárticos

de fermiones invariantes bajo la simetŕıa β, en términos de los tres bloques fundamentales

previamente mencionados. El Lagrangiano cuártico en fermiones es

LF = − 1

48× 16

√
−g e−2ϕ

(
YabcY

abc − YabcZ
abc

)
. (4.3.7)

Esta expresión coincide exactamente con las interacciones cuárticas de fermiones obtenidas

en [93, 95], donde dichas interacciones están distribuidas en varios términos con derivadas co-

variantes y curvaturas de gauge. La misma forma simple del Lagrangiano y las reglas de trans-

formación de supersimetŕıa fueron obtenidas en [101] utilizando geometŕıa generalizada.

La simplicidad de esta expresión resalta el poder de la simetŕıa β como un principio organi-

zador y sugiere que puede ser una herramienta útil para calcular acoplamientos de derivadas de

mayor orden.
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4.3.1 Derivación desde la TDCs

El resultado anterior sobre las interacciones cuárticas de fermiones se deduce únicamente usando

como argumento la simetŕıa β de la supergravedad. No obstante, también puede obtenerse a

partir de la TDCs tal como se mencionó en la sección 3.3.3. En esta sección analizamos la con-

tribución de cuatro fermiones a la acción de la TDCs. Utilizando una identidad de Fierz modifi-

cada para TDCs, derivamos el lagrangiano con interacciones cuárticas en fermiones y mostramos

que puede expresarse con solo dos términos independientes. Además, calculamos las correcciones

cúbicas en fermiones a las transformaciones supersimétricas de los campos fermiónicos funda-

mentales, necesarias para garantizar la invariancia supersimétrica.

La identidad de Fierz en TDC

Comenzamos presentando la versión generalizada de la identidad de Fierz en TDC

(
ΨMΦ

) (
ΓNΘ

)
= − 1

32

5∑
n=0

(−1)nCn

(
Ψγa1...anΘ

) (
ΓNγa1...anMΦ

)
, (4.3.8)

con coeficientes C0 = 2, C1 = 2, C2 = −1, C3 = −1
3 , C4 = 1

12 , C5 = 1
120 . En comparación con

la definición estándar en supergravedad (4.3.1), es necesario considerar un factor (−1)n debido

al álgebra de Clifford (3.3.1), puesto que los ı́ndices se contraen con el proyector PAB, lo cual

resulta en un signo negativo para un número impar de contracciones de ı́ndices una vez que

parametrizamos.

La acción

Ahora podemos proponer la contribución de cuatro fermiones a la acción fermiónica en TDC.

La forma más general del lagrangiano con interacciones cuárticas en fermiones es

L4f = a0
(
ϱγABCϱ

) (
ϱγABCϱ

)
+ a1

(
ϱγABCϱ

) (
ΨDγABCΨD

)
+ a2

(
ΨDγABCΨD

)(
ΨEγABCΨE

)
+a3

(
Ψ(Dγ

ABCΨE)

)(
Ψ(DγABCΨ

E)
)
+ a4

(
Ψ[Bγ

AΨC]

)(
Ψ[BγAΨ

C]
)

+a5

(
Ψ[Fγ

ABCDEΨG]

)(
Ψ[FγABCDEΨ

G]
)
+ a6

(
ΨAϱ

) (
ΨAϱ

)
+ a7

(
ΨAγBCϱ

) (
ΨAγBCϱ

)
+a8

(
ΨAγBCDEϱ

) (
ΨAγBCDEϱ

)
. (4.3.9)

Utilizando identidades de Fierz, se puede demostrar que el término con coeficiente a0 se anula,

mientras que los términos con a3 . . . a5 y a6 . . . a8 pueden reescribirse como los términos con
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coeficientes a2 y a1, respectivamente. Aśı, el lagrangiano se reduce a

L4f = α1

(
ϱγABCϱ

) (
ΨDγABCΨD

)
+ α2

(
ΨDγABCΨD

)(
ΨEγABCΨE

)
. (4.3.10)

Para fijar el coeficiente relativo entre estos dos términos en la acción, recurrimos a la super-

simetŕıa. Debemos determinar entonces las correcciones cúbicas en fermiones a las transforma-

ciones supersimétricas de los campos fermiónicos, con lo cual la invariancia supersimétrica fijará

los coeficientes.

Transformaciones

Al orden más bajo en fermiones, las reglas de transformación supersimétricas de los campos

fundamentales de la TDC son

δϵEM
A = −ϵγ[AΨB]EMB , δϵd = −1

4
ϵϱ , (4.3.11)

δϵΨA = ∇Aϵ , δϵϱ = −γa∇aϵ . (4.3.12)

Las transformaciones de los campos bosónicos no pueden modificarse añadiendo términos con

cuatro fermiones, ya que esto introduciŕıa correcciones de orden α′. Por otro lado, las trans-

formaciones de los fermiones śı permiten la inclusión de nuevos términos que contengan tres

fermiones, pero sin incluir derivadas de los campos.

Las modificaciones con tres fermiones a las transformaciones de los campos fermiónicos más

generales que podemos construir en la TDC son

• Gravitino:

δ(3)ϵ ΨA =
5∑

n=0

[
bn

(
ϵΓ(n)ϱ

)
Γ(n)ΨA + cn

(
ϵΓ(n)ΨA

)
Γ(n)ϱ+ dn

(
ΨAΓ

(n)ϱ
)
Γ(n)ϵ

]
= b0 (ϵϱ)ΨA + b2

(
ϵγbcϱ

)
γbcΨA + b4

(
ϵγbcdeϱ

)
γbcdeΨA

+c1

(
ϵγbΨA

)
γbϱ+ c3

(
ϵγbcdΨA

)
γbcdϱ+ c5

(
ϵγbcdefΨA

)
γbcdefϱ

+d0
(
ΨAϱ

)
ϵ+ d2

(
ΨAγ

bcϱ
)
γbcϵ+ d4

(
ΨAγ

bcdeϱ
)
γbcdeϵ . (4.3.13)

Nótese que, debido a la contracción de ı́ndices proyectados, no es posible incluir términos

cuadráticos en gravitinos en la transformación. Aplicando identidades de Fierz, obtenemos

δ(3)ϵ ΨA = β1 (ϵϱ)ΨA + β2

(
ϵγbcϱ

)
γbcΨA + β3

(
ϵγbcdeϱ

)
γbcdeΨA

+β4

(
ϵγbΨA

)
γbϱ+ β5

(
ΨAϱ

)
ϵ , (4.3.14)
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que puede simplificarse a

δ(3)ϵ ΨA = ξ1 (ϵϱ)ΨA + ξ2

(
ϵγbcdeϱ

)
γbcdeΨA , (4.3.15)

utilizando nuevamente identidades de Fierz, y absorbiendo algunos términos en el parámetro

de Lorentz de O(9, 1)L. Sin embargo, para facilitar la comparación con la literatura exis-

tente, es preferible utilizar (4.3.14), ya que los términos con coeficientes β4 y β5 aparecen

en la transformación presentada en [95].

• Dilatino:

δ(3)ϵ ϱ =

5∑
n=0

[
en

(
ϵΓ(n)ϱ

)
Γ(n)ϱ+ fn

(
ϵΓ(n)ΨA

)
Γ(n)ΨA + gn

(
ϱΓ(n)ϱ

)
Γ(n)ϵ

+hn

(
ΨAΓ(n)ΨA

)
Γ(n)ϵ

]
= e0 (ϵϱ) ϱ+ e2

(
ϵγabϱ

)
γabϱ+ e4

(
ϵγabcdϱ

)
γabcdϱ

+f1

(
ϵγbΨA

)
γbΨA + f3

(
ϵγbcdΨA

)
γbcdΨA + f5

(
ϵγbcdefΨA

)
γbcdefΨA

+g3

(
ϱγabcϱ

)
γabcϵ+ h3

(
ΨAγbcdΨA

)
γbcdϵ . (4.3.16)

Una vez más, podemos aplicar identidades de Fierz para llegar a

δ(3)ϵ ϱ = ζ1

(
ϱγabcϱ

)
γabcϵ+ ζ2

(
ΨAγbcdΨA

)
γbcdϵ . (4.3.17)

Variación de la acción

La invariancia de la acción se expresa a través de δS = 0, donde la acción está dada por

S =

∫
dXe−2d (R+ L2f + L4f ) , (4.3.18)

con R el escalar de Ricci generalizado (3.2.22), y L2f el lagrangiano con bilineales fermiónicos

definido en (3.3.11). Sabemos que la acción a orden cuadrático en fermiones es invariante, por

lo que debemos ocuparnos solamente de los términos cuárticos que resultan de la variación, lo

cual se traduce en

−2δϵdL2f + δϵL2f + δϵL4f = 0 . (4.3.19)

En la segunda contribución, debemos considerar todas las interacciones cuárticas en fermiones

que se generan. Algunas de estas provienen directamente de las transformaciones supersimétricas

de orden superior (en fermiones) de los campos fermiónicos, mientras que otras surgen de la

variación de los campos bosónicos en la derivada covariante.
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Después de integrar por partes algunos términos, la variación de la acción resulta entonces

δS =
1

2
(ϵϱ)

(
ΨAγb∇bΨA

)
− 1

2
(ϵϱ)

(
ϱγa∇aϱ

)
+ (ϵϱ)

(
ΨA∇Aϱ

)
+2δ(3)ϵ ΨAγb∇bΨA − 1

2

(
ϵγbΨC

)(
ΨAγb∇CΨA

)
+

(
ϵγbΨC

)(
∇AΨ

AγbΨC

)
+
(
ϵγbΨC

)(
ΨAγb∇AΨC

)
− 2δ(3)ϵ ϱγa∇aϱ+

1

2

(
ϵγaΨ

B
) (
ϱγa∇Bϱ

)
+2δ(3)ϵ ΨA∇Aϱ− 2δ(3)ϵ ϱ∇AΨ

A +
(
ϵγbΨA

)(
ΨA∇bϱ

)
(4.3.20)

+
1

2

(
ϵγdΨA

) (
∇cΨ

Aγcdϱ
)
+

1

2

(
ϵγdΨA

) (
ΨAγcd∇cϱ

)
+2α1

(
ϵγabcd∇dϱ

)(
ΨEγabcΨE

)
+ 4α1

(
ϵγabcdϱ

)(
ΨEγabc∇dΨE

)
+6α1

(
ϵγab∇cϱ

) (
ΨDγabcΨD

)
+ 12α1

(
ϵγabϱ

) (
ΨDγabc∇cΨD

)
−2α1

(
ϵγabc∇DΨ

D
)(

ϱγabcϱ
)
− 4α1

(
ϵγabcΨ

D
)(

ϱγabc∇Dϱ
)

−4α2

(
ϵγabc∇EΨ

E
)(

ΨDγabcΨD

)
− 8α2

(
ϵγabcΨ

E
)(

ΨDγabc∇EΨD

)
,

la cual debe ser nula. Analizando esta variación orden a orden según el número de dilatinos,

podemos determinar los coeficientes. Obtenemos:

α1 = − 1

384
α2 =

1

192
,

β1 = −1

4
, β2 = 0 , β3 = 0, β4 =

1

4
, β5 =

1

4
,

ζ1 =
1

384
ζ2 =

1

96
.

Podemos entonces fijar las contribuciones cuárticas en fermiones al lagrangiano de la TDCs

L4f = − 1

384

(
ργABCρ

) (
ΨDγABCΨD

)
+

1

192

(
ΨDγABCΨD

)(
ΨEγABCΨE

)
, (4.3.21)

la cuales se reducen precisamente a Y ·Z y Y 2 al parametrizar los campos. Los términos cúbicos

en fermiones que completan las transformaciones supersimétricas de los fermiones toman la

forma

δ(3)ϵ ΨA = −1

4
(ϵρ)ΨA +

1

4

(
ϵγBΨA

)
γBρ+

1

4

(
ΨAρ

)
ϵ (4.3.22)

δ(3)ϵ ρ =
1

384

(
ργABCρ

)
γABCϵ+

1

96

(
ΨAγBCDΨA

)
γBCDϵ , (4.3.23)

cuya parametrización conduce a las contribuciones cúbicas en fermiones para las reglas de trans-

formación supersimétrica de los campos estándar de la supergravedad listados en (3.5.18) [95].
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4.4 Conclusiones

Este caṕıtulo aborda el estudio de la simetŕıa β, ampliando los resultados de [98–100] para

incluir los sectores de gauge y fermiónicos sin masa de la supergravedad heterótica.

Las reglas de transformación β para los campos fundamentales se derivaron desde la TDCs,

haciendo un fijado de gauge del grupo de Lorentz doble O(9, 1)L × O(1, 9 + ng)R al grupo de

Lorentz O(1, 9) de la supergravedad. Si bien el marco de la TDCs es conveniente, la simetŕıa β

opera directamente sobre los campos de la supergravedad estándar sin necesidad de introducir

coordenadas duales o recurrir a formulaciones alternativas.

Aunque la supergravedad en diez dimensiones no es invariante bajo O(10, 10), la compactifi-

cación en T d introduce invariancia O(d, d) y, por lo tanto, simetŕıa β. La condición βµν∂ν ... = 0

restringe las configuraciones de los campos para que no dependan de las coordenadas en las

que β tiene componentes diferentes de cero, lo que reduce efectivamente la acción a la teoŕıa

compactificada, manteniendo las estructuras en diez dimensiones.

Mientras que la simetŕıa β determina completamente las interacciones bosónicas, produce

cuatro acoplamientos fermiónicos bilineales y dos términos cuárticos, cuyos coeficientes relativos

deben ser fijados por la supersimetŕıa. La menor capacidad predictiva de la simetŕıa β en el sector

fermiónico se debe a que las transformaciones preservan el número de dilatinos generalizados, a

diferencia de los dilatones. No obstante, la simetŕıa β funciona como un principio organizador

eficaz, permitiendo un tratamiento independiente de los términos con diferentes números de

dilatinos generalizados y excluyendo contracciones como γaψa en el esquema en el que los campos

fermiónicos son ψa, ρ y χi.

Más allá de la importancia evidente de identificar nuevas simetŕıas, determinar la simetŕıa

β en los sectores de gauge y fermiónico de la supergravedad heterótica podŕıa ser relevante para

comprender la estructura de dualidad en el ĺımite de baja enerǵıa de la teoŕıa de cuerdas cuando

se incluyen términos de derivadas superiores. Aunque la simetŕıa β restringe los acoplamientos

fermiónicos a orden cero en α′, estas restricciones pueden eludirse a órdenes superiores mediante

redefiniciones de campos. Por ejemplo, términos que involucren la contracción de los ı́ndices

vectoriales de los gravitinos con las matrices γ, que no están permitidos en el esquema discutido

en este caṕıtulo, podŕıan introducirse en otros esquemas tras redefiniciones de campos.
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Caṕıtulo 5

Supersimetŕıa y correcciones α′ en

Teoŕıa Doble de Campos

En el ĺımite de bajas enerǵıas, la teoŕıa de cuerdas heterótica se reduce a una supergravedad con

N = 1, acoplada a super Yang-Mills en diez dimensiones [64]. La expansión en α′ introduce una

serie de interacciones de orden superior en derivadas, cuyas primeras contribuciones se conocen

expĺıcitamente. En particular, las interacciones entre los campos bosónicos hasta O(α′3) se

determinaron a partir del cálculo de amplitudes de dispersión en teoŕıa de cuerdas, tanto a nivel

árbol [64–67] como a un loop [68–71], aśı como de la cancelación de anomaĺıas conformes [72].

Las contribuciones de los campos fermiónicos se calcularon mediante métodos de supersimetŕıa

[94,95,103–114]. La supersimetŕıa determina los términos del orden más bajo en la expansión y

explica las correcciones en derivadas. No obstante, las reglas de transformación de los campos

requieren modificaciones iterativas, orden a orden en α′, las cuales están restringidas por otras

simetŕıas y dualidades de la teoŕıa de cuerdas.

En este caṕıtulo, basado en los resultados de [2], profundizamos en la estructura de la

expansión en α′ de la supergravedad heterótica, a partir de una formulación que genera una

torre infinita de correcciones de orden superior en derivadas, denominada la identificación de

Bergshoeff-de Roo generalizada [115]. Espećıficamente, en [2] realizamos una expansión

perturbativa de la construcción exacta de [115] para obtener las correcciones de primer orden a

la TDC supersimétrica con N = 1 (TDCs).

Al parametrizar los multipletes de dualidad en términos de multipletes de supergravedad
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y de super Yang-Mills, demostramos que la transformación generalizada de Green-Schwarz su-

persimétrica y covariante bajo dualidad, fija completamente las deformaciones de primer orden

en las reglas de transformación de los campos. Además, construimos la acción invariante, in-

cluyendo términos de hasta cuatro derivadas para todos los campos bosónicos y fermiónicos sin

masa de la cuerda heterótica, aśı como términos bilineales en fermiones.

Este caṕıtulo está estructurado de la siguiente manera: en la primera sección presentamos la

identificación de Bergshoeff-de Roo generalizada y su papel en la obtención de las correcciones

en α′. En las secciones 2 y 3, presentamos las correcciones de primer orden para la TDCs y

la supergravedad heterótica, respectivamente, incluyendo en ambos casos términos bilineales en

fermiones. Finalmente, en la última sección discutimos los resultados obtenidos y los compara-

mos con la literatura existente.

5.1 El formalismo de Bergshoeff-de Roo generalizado

En esta sección se presentan algunos aspectos fundamentales del formalismo desarrollado en

[115], en particular, aquellos necesarios para obtener las correcciones de primer orden a la TDCs.

En [115], se introdujo un mecanismo exacto, supersimétrico y manifiestamente covariante

bajo dualidad, con simetŕıa global G = O(D,D + k), donde k es la dimensión del grupo

O(1, D − 1 + k). Esto constrasta con la construcción de la sección 3.5, donde el grupo es

O(D,D+ng) y ng representa la dimensión del grupo de gauge heterótico SO(32) o E8×E8. En

esta formulación, en cambio, el sector de gauge codifica las derivadas de orden superior.

Los multipletes de G se parametrizan mediante elementos de G = O(D,D) para preservar

la covariancia de dualidad. Al identificar los vectores de O(D,D) con los flujos generalizados

de O(D,D + k), que cumplen el rol de conexión de esṕın, se obtiene una generalización de la

transformación de Green-Schwarz, que requiere una torre infinita de términos con derivadas

superiores, covariantes bajo O(D,D), en la acción invariante de gauge.

En adelante, tal como hicimos en los caṕıtulos anteriores, fijamos la dimensión en D = 10, ya

que nos interesa considerar el contenido de campos fermiónicos de la TDCs, y usaremos śımbolos

caligráficos para distinguir los objetos de O(10, 10 + k) de los objetos de O(10, 10).

El vielbein generalizado EMA es un elemento de O(10, 10 + k), parametrizado en términos
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de los campos de O(10, 10) como

EMa = EM
a , EMa = (△

1
2 )M

P EP
a , EMα = −AM

β eβ
α ,

Eαa = 0 , Eαa = EM
aAM

α , Eαα = (□
1
2 )α

β eβ
α .

(5.1.1)

Nótese que esta parametrización difiere de (3.5.9) y de construcciones previas, por ejemplo,

[116,117], donde el vielbein generalizado se parametriza con multipletes de GL(10). Los ı́ndices

M = (M,α) y A = (A,A) toman valores M = 0, . . . , 19, A ≡ a = 0, . . . , 9; A = (a, α),

a = 0, . . . , 9 y α, α = 1, . . . , k. En la parametrización aparece el vector AM
α ∈ O(10, 10), que

satisface

AM
α = PM

NAN
α , (5.1.2)

donde la proyección está fijada por la elección del grupo de dualidad O(10, 10+ k), en contraste

con O(10 + k, 10), que daŕıa una teoŕıa equivalente relacionada a través de una transformación

de Z2. Además, aparecen también los objetos

□α
β = κα

β −AMαA
Mβ , (5.1.3)

△M
N = ηM

N −AMαA
Nα , (5.1.4)

que codificarán la información relacionada a las correcciones de orden superior.

La parametrización (5.1.1) preserva la restricción

EMAηABENB = ηMN , (5.1.5)

donde ηMN y ηAB son las métricas invariantes de O(10, 10 + k) y O(9, 1)L × O(1, 9 + k)R,

respectivamente, parametrizadas según

ηMN =


0 δµ

ν 0

δµν 0 0

0 0 καβ

 , ηAB =


−δab 0 0

0 δab 0

0 0 καβ

 , (5.1.6)

con las métricas de Cartan-Killing de O(1, 9 + k) relacionadas a través de

eα
ακαβeβ

β = καβ . (5.1.7)

El gravitino generalizado de O(10, 10 + k) se descompone como ΨA = (0,Ψa,Ψα), donde

Ψa es el gravitino generalizado de la TDCs y Ψα es un gaugino del grupo gauge O(1, 9 + k)R,

que posteriormente se identificará como una función de los campos generalizados de O(10, 10).

73



El dilatino generalizado de O(10, 10 + k) estará representado por ϱ, y su parametrización será

directamente el dilatino generalizado de O(10, 10). Las matrices gamma pertenecen a O(9, 1)L

y verifican (3.3.1).

Las reglas de transformación de los campos de O(10, 10+k) tienen la misma forma funcional

que (3.5.14), a saber

δEMA = ξP∂PEMA + (∂MξP − ∂PξM)EPA + gfMN
PξNEPA

+ EMBTB
A − ϵγ[AΨB]EMB ,

δd = ξP∂Pd−
1

2
∂Pξ

P − 1

4
ϵ̄ρ (5.1.8)

δΨA = ξM∂MΨA + TB
AΨB +

1

4
TBCγ

BCΨA +∇Aϵ

δϱ = ξM∂Mϱ+
1

4
TABγ

ABϱ− γA∇Aϵ ,

donde g−2 ∼ α′ es la constante de acoplamiento de gauge, y TAB parametriza la simetŕıa local

de Lorentz O(9, 1)L ×O(1, 9 + k)R en el espacio doble.

La derivada covariante que actúa sobre el parámetro de supersimetŕıa ϵ es

∇Aϵ = EAϵ−
1

4
ωABCγ

BCϵ , (5.1.9)

donde ∂A =
√
2EM

A∂M, y ωABC es la conexión de spin generalizada de O(10, 10+k), que define

los flujos generalizados de O(10, 10 + k) mediante

FABC = 3∂[AEN
BENC] + g

√
2fMNPEM

AEN
BEP

C = −3ω[ABC] , (5.1.10)

FA =
√
2e2d∂M

(
EM

Ae
−2d

)
= −ωBA

B , (5.1.11)

fMN
P =

fαβγ for M,N ,P = α, β, γ

0 otras combinaciones
. (5.1.12)

Similarmente, debemos imponer condiciones equivalentes a (3.5.7) y (3.5.8)

∂M∂M⋆ = 0 , ∂M ⋆ ∂M⋆ = 0 , fMNP∂M⋆ = 0 , (5.1.13)

fMNP = f[MNP] , f[MN
RfP]R

Q = 0 . (5.1.14)

La variación δEαa = 0 nos permite fijar la componente Tα
b del parámetro de Lorentz doble

Tα
b =

(
∂P ξαEP b − 1

2
ϵγcΨbEαc

)
(□− 1

2 )αβe
β
α , (5.1.15)
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mientras que la constancia del mapa eα
β nos conduce a δeα

α = 0, y a partir de alĺı determinamos

la componente Tα
β

Tα
β =

(
δ(□

1
2 )α

βeβ
β − ξP∂PEαβ + ∂P ξαEP β − gfαβ

γξβEγβ − 1

2
ϵγbΨβEαb

)
(□− 1

2 )αδe
δ
α .

(5.1.16)

Los generadores de gauge (tα)A
B dan lugar a la relación

VA
B = −gVα (tα)A

B , (5.1.17)

lo que permite escribir

−gξα(tα)AB ≡ TAB , −gEαa (tα)CD ≡ 1√
2
Aa

CD . (5.1.18)

Estos generadores satisfacen [tα , tβ] = fαβ
γ tγ y Tr(tαtβ) = XRδ

α
β , donde XR es el ı́ndice de

Dynkin de la representación. Parametrizando δEMa se obtiene

δAaCD = ξP∂PAaCD − ∂aTCD − 2Aa[C
BTB]D −Ab

CDTab + ϵγaΨCD , (5.1.19)

donde

ΨCD ≡ g√
2
ΨβEα

β(tα)CD . (5.1.20)

Para eliminar estos grados de libertad adicionales, es conveniente definir

F∗
aCD = FaCD − 1

2
ΨCγaΨD , (5.1.21)

lo que permite establecer la identificación de Bergshoeff-de Roo generalizada entre las conexiones

de gauge y esṕın generalizadas

AMCD = F∗
MCD , (5.1.22)

y definir ΨCD como la curvatura del gravitino generalizada

ΨCD = ∇[CΨD] +
1

2
ωB

CDΨB , (5.1.23)

ya que ambos lados de (5.1.22) y (5.1.23) transforman de la misma manera. Los pasos principales

de la demostración se pueden encontrar en [115].
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5.2 El orden α′ de la Teoŕıa Doble de Campos con

supersimetŕıa N = 1

Ahora procederemos a calcular las correcciones de primer orden en α′ a las reglas de transfor-

mación de los campos generalizados de O(10, 10 + ng), aśı como a la acción de la Teoŕıa Doble

de Campos con supersimetŕıa N = 1, basándonos en la identificación de Bergshoeff-de Roo

generalizada.

5.2.1 Transformaciones de los campos

Las reglas de transformación (5.1.8) inducen deformaciones de orden superior en derivadas

para las transformaciones (3.5.14)1 de los campos de O(10, 10 + ng). A continuación calcu-

laremos las modificaciones de primer orden, expandiendo los coeficientes (□
1
2 )α

β y (△
1
2 )M

N en

la parametrización de los multipletes de O(10, 10 + k). Para simplificar la presentación, vamos

a omitir el sector de gauge de los multipletes de O(10, 10 + ng), es decir, tomaremos ng = 0, y

obtendremos las reglas de transformación inducidas de los campos de O(10, 10). El sector de

gauge se incluirá trivialmente más adelante.

Es conveniente expresar primero las componentes de los flujos generalizados de O(10, 10+k),

(5.1.10) y (5.1.11) en términos de los flujos de O(10, 10), definidos en (3.2.15) y (3.2.16). Los

términos de primer orden en la expansión de los coeficientes (□
1
2 )α

β y (△
1
2 )M

N toman la forma

(□
1
2 )α

β ∼= κα
β − 1

2
AMαA

Mβ , (△
1
2 )MN

∼= ηMN − 1

2
AMαANβκ

αβ . (5.2.1)

Estos objetos entran en la parametrización de los campos, dada por (5.1.1), y a través de estos,

en los flujos generalizados. Aśı obtenemos, por ejemplo, la componente Fabc

Fabc = Fabc + F
(3)
abc = Fabc −

3b

4

(
∂[aF

∗cd
b − 1

2
Fd[abF

∗dcd − 2

3
F ∗c

e[aF
∗
b
ed

)
F ∗
c]cd

, (5.2.2)

en donde hicimos la identificación (5.1.22) y usamos

F ∗
Mbc

= PM
NF ∗

Nbc
=

1√
2
EM

aF ∗
abc

=
1√
2
EM

a

(
Fabc −

1

2
ΨbγaΨc

)
, (5.2.3)

además de b = 2
(1−XR)g2

, y donde la etiqueta (3) hace referencia al número de derivadas de los

campos bosónicos del objeto. Las correcciones de orden α′ a las distintas componentes de los

flujos generalizados se listan en el apéndice C.

1En este caṕıtulo no se consideran las interacciones cuárticas en fermiones.
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Veamos ahora la forma que toman las reglas de transformación (5.1.8), teniendo en cuenta

que la transformación del dilatón generalizado, aśı como las transformaciones de difeomorfismos

de todos los campos, no reciben correcciones, y que solamente consideraremos contribuciones al

orden más bajo en fermiones:

• Frame generalizado: La identificación EMa = EM
a implica δEMa = δEM

a, y de (5.1.8)

obtenemos

δEM
a = L̂ξEM

a + EM
bTb

a + EMβTβ
a +

1

2
ϵγbΨaEMb . (5.2.4)

Utilizando el parámetro (5.1.15) y la siguiente relación

AM
βf(□)β

α = AN
αf(△)M

N , (5.2.5)

que se cumple para cualquier función f , se obtiene

δEM
a = L̂ξEM

a + EM
bTb

a −AM
β∂P ξαEP

a(□− 1
2 )αβ +

1

2
ϵγbΨa(△− 1

2 )M
NENb . (5.2.6)

El segundo término en el lado derecho de esta expresión permite identificar Tab con la

componente Λab del parámetro de Lorentz de O(9, 1)L × O(1, 9)R. El tercer término

contiene la deformación

δ
(1)
Λ EM

a =
b

2
F ∗
Mbc

EN
a∂NΛbc , (5.2.7)

que corresponde a la generalización covariante de O(10, 10) de la transformación de Green-

Schwarz [118]. Finalmente, el último término en (5.2.6) contiene la corrección de primer

orden a la regla de transformación de supersimetŕıa

δ(1)ϵ EM
a = − b

8
ϵγbΨaF ∗

Mbc
F ∗
N

bcEN
b . (5.2.8)

Siguiendo un razonamiento similar, se puede ver que la otra proyección transforma como

δ(1)EM
a =

b

2
F ∗NcdEN

a
(
− ∂MΛcd +

1

4
ϵγbΨbFbcdEM

b
)
, (5.2.9)

donde hemos identificado

Tab = Λab +
b

4
F ∗
[b
cd∂a]Λcd . (5.2.10)

• Gravitino: Las correcciones de primer orden a las reglas de transformación del gravitino

de O(10, 10) pueden obtenerse de (5.1.8) y toman la forma

δ(1)Ψa =
b

16
∂bΛcdFc

cdγbcΨa +
b

2
Ψcd∂aΛcd +

1

4
F

(3)
abcγ

bcϵ. (5.2.11)
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Nótese que hay dos correcciones a las transformaciones de Lorentz. El primer término

en el lado derecho puede interpretarse como una transformación generalizada de Green-

Schwarz, y el segundo depende de la curvatura del gravitino.

• Curvatura del gravitino: A partir de la componente de gauge de la transformación del

gravitino en (5.1.8), encontramos que la curvatura del gravitino obedece la regla de trans-

formación

δΨab = ξM∂MΨab+2Ψc[bΛ
c
a]+

1

4
Λcdγ

cdΨab+
1

2
∂cΛabΨ

c+
1

2
F ∗c

ab∂cϵ+
1

8
F

(2)

cdab
γcdϵ . (5.2.12)

• Dilatino: Las correcciones de primer orden a las reglas de transformación del dilatino

generalizado que se obtienen de (5.1.8) son

δ(1)ϱ =
b

16
∂bΛcdF

∗
c
cdγbcϱ− b

8
γaF ∗

abc
F ∗dbc∂dϵ−

1

12
F

(3)
abcγ

abcϵ− 1

2
F (3)
c γcϵ . (5.2.13)

Incluyendo el sector de gauge

En este punto resulta trivial incluir el sector de gauge en la TDCs. Tal como se hizo en el

caṕıtulo 2 para el orden más bajo de la expansión en α′, basta con extender el grupo de dualidad

O(10, 10) → O(10, 10+ng), el sector derecho del grupo de Lorentz doble O(1, 9)R → O(1, 9+ng)R

y los ı́ndices del espacio doble M →M = (M, i), ā→ Ā = (ā, ī), de manera consistente. Ahora,

los flujos generalizados y la curvatura del gravitino incluyen las contribuciones del sector de

gauge, y en particular las constantes de estructura.

La extensión directa de los ı́ndices en las ecuaciones (5.2.7 - 5.2.13) proporciona las siguientes

reglas de transformación de primer orden para los campos generalizados de O(10, 10 + ng)

δ(1)EM
a = − b

2
EN

aF ∗N
CD

(
∂MΓCD − 1

4
ϵγbΨBFb

CDEM
B

)
, (5.2.14a)

δ(1)EM
A =

b

2
F ∗
M

CD

(
EN

A∂NΓCD − 1

4
ϵγbΨAFNCDE

N
b

)
, (5.2.14b)

δ(1)ΨA =
b

16
∂bΓCDFc

CDγbcΨA +
b

2
ΨDC∂AΓCD +

1

4
F

(3)

Abc
γbcϵ , (5.2.14c)

δ(1)ϱ =
b

16
∂bΓCDFc

CDγbcϱ− b

8
γaFaBCF

dBC∂dϵ−
1

12
F

(3)
abcγ

abcϵ− 1

2
F (3)
a γaϵ . (5.2.14d)
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5.2.2 La acción supersimétrica a orden α′

La acción invariante bajo las reglas de transformación (5.1.8) tiene claramente la misma forma

funcional que (3.5.22), pero depende de los multipletes de O(10, 10 + k), es decir

SO(10,10+k) =

∫
d20+kX e−2d

(
R̃(E , d) + Ψ

A
γb∇bΨA − ργa∇aρ+ 2Ψ

A∇Aρ

)
, (5.2.15)

con el escalar de Ricci generalizado

R̃(E , d) = 2∂AFA + FAFA − 1

6
FABCF

ABC − 1

2
FABCF

ABC , (5.2.16)

la extensión de O(10, 10+k) de (3.2.22). Por lo tanto, esta acción contiene correcciones de orden

superior en términos de los campos de O(10, 10 + ng). Tenemos entonces, hasta primer orden

R̃ = R+ bR(1) = R− F
(3)

Abc
FAbc − 1

3
F

(3)
abcF

abc + 2F
(3)
d F d + 2∂aF

(3)a

+
b

4
∂dF

aF ∗d
BCF

∗
a
BC +

b

8
F (2)AB

cdF
(2)

AB
cd , (5.2.17)

donde R es el escalar de Ricci generalizado a orden cero, dado por (3.2.22), pero incluyendo el

sector de gauge heterótico. Nótese que esta ecuación está escrita usando los flujos generalizados

de O(10, 10+ng) y su correcciones. Reemplazando las expresiones (C.2.1)2, R(1) puede escribirse

como

R(1) =
1

4

[
(∂a∂bF

∗b
CD)F

∗aCD + (∂a∂bF
∗a

CD)F
∗bCD + 2(∂aF

∗CD
b )F ∗a

CDF
b

+(∂aF
∗aCD)(∂bF

∗b
CD) + (∂aF

∗CD
b )(∂aF ∗b

CD) + 2(∂aFb)F
∗b

CDF
∗aCD

+(∂AF
∗
bCD

)F ∗CD
c F ∗Abc − (∂aF

∗
bCD

)F ∗CD
c F abc + 2(∂aF

∗a
CD)F

∗CD
b F b (5.2.18)

−4(∂aF
∗CD
b )F ∗a

CEF
∗bE

D +
4

3
F ∗E

aCF
∗
bED

F ∗CD
c F abc + F ∗b

CDF
∗CD
a FbF

a

+F ∗CE
a F ∗

bED
F ∗a

CGF
∗bGD − F ∗CE

b F ∗
aED

F ∗a
CGF

∗bGD − FAbdF
∗d

CDF
∗CD
c FAbc

]
,

que depende del gravitino generalizado a través de la componente F ∗
aBC

del flujo generalizado,

definida en (5.2.3).

De manera similar, podemos definir

L̃F = Ψ
A
γb∇bΨA − ϱγa∇aϱ+ 2Ψ

A∇Aϱ = LF + L
(1)
F , (5.2.19)

2Donde los ı́ndices planos, proyectados con PAB , están extendidos para incluir el sector de gauge (es

decir, c, d, ...→ C,D, ...).
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donde LF fue introducido en (3.3.11), y las correcciones de primer orden están dadas por

L
(1)
F =

1

2

[
1

4
Ψ

A
γb∂cΨAF

cCDFbCD − 1

8
Ψ

A
γbcdΨA(∂bFcCD)Fd

CD

+
1

16
Ψ

A
γbcdΨAFabcF

a
CDFd

CD +
1

12
Ψ

A
γbcdΨAFbC

EFcEDFd
CD

−1

4
Ψ̄AγbΨCFb

EFFdACF
d
EF + 2Ψ

A
γbΨCD(∂AFb

CD)− 2Ψ
A
γbΨCDFAbcF

cCD

−2Ψ
CD

γb∂bΨCD − 1

6
Ψ

CD
γbcdΨCDFbcd − 4ΨCEγ

bΨE
DFb

CD − 1

4
ϱγa∂bϱF

bCDFaCD

+
1

8
ϱγabcϱ∂aFbCDFc

CD − 1

16
ϱγabcϱFabdF

d
CDFc

CD − 1

12
ϱγabcϱFaC

EFbEDFc
CD

−1

4
Ψ

A
γbcϱ(∂AFb

CD)FcCD +
1

4
Ψ

A
γbcϱFAbdF

d
CDFc

CD − 2Ψ
CD

F a
CD∂aϱ

+Ψ
CD

γabϱ(∂aFbCD)−Ψ
CD

γabϱFaC
EFbED − 1

2
Ψ

CD
γabϱFabcF

c
CD

]
, (5.2.20)

la cual incluye el sector de gauge heterótico.

En conclusión, las correcciones de primer orden manifiestamente covariantes bajo dualidad

a la acción de la TDCs (3.5.22) en términos de los múltiples de O(10, 10 + ng), están dadas por

la suma de R(1) y L
(1)
F . La acción

SN=1 DFT =

∫
d20+ngXe−2d

(
R+R(1) + LF + L

(1)
F

)
, (5.2.21)

es invariante bajo las reglas de transformación (3.5.18, 5.2.14), hasta términos con cuatro

derivadas y dos fermiones.

5.3 El orden α′ de la supergravedad heterótica

Para establecer una conexión con la teoŕıa efectiva a bajas enerǵıas de la cuerda heterótica,

en esta sección parametrizamos los multipletes de dualidad de O(10, 10 + ng) en términos de

los multipletes de supergravedad y super Yang-Mills. Primero, examinamos las deformaciones

de las reglas de transformación de supersimetŕıa. Luego, expresamos la acción supersimétrica

invariante bajo O(10, 10 + ng) en términos de los campos de la teoŕıa en diez dimensiones.

Derivamos todos los términos de la acción efectiva de la cuerda heterótica, incluyendo términos

con hasta cuatro derivadas de los campos y términos fermiónicos bilineales. A lo largo de esta

sección, comparamos nuestros resultados con propuestas previas en la literatura, destacando

similitudes y diferencias.
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5.3.1 Transformaciones de los campos

Las correcciones a las reglas de transformación de los campos covariantes de dualidad (5.2.14)

inducen correcciones de orden superior en derivadas a las reglas de transformación de los campos

de supergravedad y super Yang-Mills que parametrizan los campos generalizados (3.5.9 - 3.5.13).

En consecuencia, esperamos que existan redefiniciones de orden α′ de las parametrizaciones, que

ahora denotamos como ẽµ
a, b̃µν , ϕ̃, Ã

i
µ, ψ̃µ, ρ̃, χ̃i, en términos de los campos covariantes de gauge

y Lorentz, por ejemplo

ẽµ
a = eµ

a +O(α′) , b̃µν = bµν +O(α′) , ψ̃µ = ψµ +O(α′) , etc.

Para encontrar las relaciones entre ambos conjuntos de campos, es conveniente enfocarnos

primero en las parametrizaciones de los flujos generalizados y curvaturas, aśı como en sus reglas

de transformación. A partir de los términos de primer orden en la acción (5.2.21), vemos que

solo son necesarias las expresiones del orden cero de los flujos generalizados. Denotamos la

parametrización de F ∗
aCD

como

Ω̂aCD =
(
ŵ

(−)
acd , F̂

i
ac, Âa

ij
)
, (5.3.1)

donde los sombrerosˆdistinguen objetos que contienen fermiones, y los ı́ndices colectivos del

espacio tangente C = (c, i) incluyen los ı́ndices de gauge. En términos de los campos de

supergravedad y super Yang-Mills, las componentes son

ŵ
(−)
abc ≡

(
w

(−)
µbc −

1

2
ψbγµψc

)
eµa , (5.3.2)

con w
(±)
abc = wabc ± 1

2Habc,

F̂ab
i ≡ − 1√

2

(
F i
µν −

1

2
ψ[µγν]χ

i

)
eµae

ν
b , (5.3.3)

donde Fµν
i es la curvatura del campo de Yang-Mills definida en (3.5.19), y

Âa
ij ≡ −

(
Aµ

kfk
ij +

1

4
χiγµχ

j

)
eµa . (5.3.4)

La curvatura del gravitino generalizada ΨAB se parametriza como

Ψ̃AB = ΨAB − 1

2
Ω̂cABψ

c ≡ ψAB − 1

2
√
2
Ω̂iABχ

i − 1

2
Ω̂cABψ

c , (5.3.5)
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con

ψab ≡ eµ[ae
ν
b]∇(+)

µ ψν , (5.3.6a)

ψai =
1

2
√
2

(
∂aχi −

1

4
ŵ

(+)
abc γ

bcχi −
1

2
√
2
F̂bciγ

bcψa

)
, (5.3.6b)

ψij =
1

4
√
2
F̂bc[iγ

bcχj] , (5.3.6c)

y

Ω̂iAB =
(
F̂abi, Âaij ,

√
2fijk

)
(5.3.7)

la parametrización de las componentes FABi del flujo generalizado.

Parametrizando las reglas de transformación de Lorentz y supersimetŕıa de F ∗
aBC

δF ∗
aBC

= −∂aΛBC + Λb
aF

∗
bBC

− 2ΛD
[BF

∗
C]Da

+ ϵγaΨBC , (5.3.8)

obtenemos

δΩ̂µCD = −∂µΛCD + 2Ω̂µB[DΛ
B
C] + ϵ̄γµΨCD , (5.3.9)

donde los parámetros de Lorentz generalizados Λab y ΛAB se parametrizan como −Λ̃ab + ϵγ[aψ̃b]

y Λ̃AB = (Λ̃ab, Λ̃ai, Λ̃ij), con Λ̃AB = ΛAB +O(α′). Aqúı, Λab es el generador de las transforma-

ciones de O(1, 9), mientras que Λai =
1

2
√
2
ϵγaχi y Λij = fijkλ

k dependen de los parámetros de

supersimetŕıa y de gauge según (3.5.16) y (3.5.17).

La transformación (5.3.9) contiene, además de las transformaciones de Lorentz estándar, la

variación de supersimetŕıa de la conexión de spin con torsión [94,95]

δϵŵ
(−)
µbc = ϵγµψbc +

3

4
ϵγ[ρχiF̂

i
µν]e

ν
be

ρ
c , (5.3.10)

las transformaciones de supersimetŕıa y de gauge de la curvatura de Yang-Mills

δϵF̂µci =
1

2

[
∇µ (ϵ̄γcχi)− ϵ̄γµ∇cχi +

1

4
ϵ̄γµ

(
1

2
Hcνργ

νρχi − F̂νρiγ
νρψc

)]
(5.3.11)

y

δλF̂µci = fijkλ
jF̂µc

k , (5.3.12)

aśı como las transformaciones de gauge y supersimetŕıa de orden cero de la conexión de Yang-

Mills Aµ
i, que se muestran en la ecuación (3.5.18).

De manera similar, a partir de la transformación de la curvatura del gravitino generalizada

δΨAB = 2ΨC[BΛ
C
A] +

1

4
Λcdγ

cdΨAB +
1

2
∂CΛABΨ

C +
1

2
F ∗c

AB∂cϵ+
1

8
F (2)

cdAB
γcdϵ (5.3.13)
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obtenemos

δΨCD = 2ΨB[DΛ
B
C] +

1

8
R̂µνCDγ

µνϵ , (5.3.14)

donde hemos definido

R̂µνCD = −2∂[µΩ̂ν]CD + 2Ω̂[µ|C|
EΩ̂ν]ED , (5.3.15)

cuyas componentes son

R̂µνcd = R̂
(−)
µνcd − F̂µτ

iF̂νλie
τ
[ce

λ
d] , (5.3.16)

R̂µνc
i =

√
2

(
∇(−)

[µ F̂ i
ν]c +

1

4
χiγ[µχ

jF̂ν]cj

)
, (5.3.17)

R̂µν
ij = F k

µνf
ij
k + F̂ iλ

[µF̂
j
ν]λ +

1

2
∇[µ

(
χiγν]χ

j
)
. (5.3.18)

En particular, (5.3.14) contiene la transformación de supersimetŕıa de la curvatura del gravitino

estándar de supergravedad

δϵψab =
1

8

(
R̂

(−)
µνab +

3

2
T̂µνab

)
γµνϵ , (5.3.19)

donde R̂
(−)
µνab es la 2-forma de curvatura constrúıda a partir de la conexión de spin con torsión

ŵ
(−)
µab, y T̂µνab = F̂[µν

iF̂ab]i, en concordancia con [94,95].

Ahora nos enfocamos en la parametrización de los campos fundamentales. Comenzamos con

las reglas de transformación deformadas de las componentes EM
a y EM

a del frame generalizado,

dadas en (5.2.14a) y (5.2.14b). Por supuesto, diferentes redefiniciones conducen a multipletes

de supergravedad que obedecen reglas de transformación distintas. Una de particular interés es

la siguiente

ẽµ
a = eµ

a − b

8

(
ŵ

(−)
bcd ŵ

(−)acd + 2T̂b
a + ÂbijÂ

aij
)
eµ

b , (5.3.20)

ϕ̃ = ϕ− b

16

(
ŵ(−)acdŵ

(−)
acd + 2T̂ + ÂaijÂaij

)
, (5.3.21)

donde T̂ab = F̂aciF̂b
ci y T̂ = T̂a

a. Se sabe que los términos cuadráticos en las conexiones de

esṕın y de gauge son necesarios para eliminar las transformaciones de Lorentz no convencionales

de los campos de supergravedad eµ
a y ϕ [118, 119]. Junto con los términos covariantes de

gauge T̂ , estas parametrizaciones determinan los campos eµ
a y ϕ que obedecen las reglas de

transformación de supersimetŕıa y Lorentz de orden cero. Para obtener este resultado, se fija

el gauge tal que ẽµa = ẽµa ≡ ẽµa, δE
i
i = 0 y δEµ

i = 0, y aśı absorber varios términos en los

parámetros de Lorentz. Como consecuencia, se necesita la siguiente parametrización para el
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gravitino covariante bajo dualidad

ψ̃a = ψa −
b

2
Ω̂aCDΨ

CD +
b

8
Ω̂a

CDΩ̂bCDψ
b . (5.3.22)

Curiosamente, estas parametrizaciones inducen una deformación de la variación de super-

simetŕıa del gravitino que puede ser absorbida en la torsión de la conexión de esṕın mediante la

siguiente modificación de la curvatura del campo de Kalb-Ramond

H̃µνρ = 3

[
∂[µb̃νρ] − ζC(g)

µνρ +
b

2
Ĉ(L)
µνρ +

b

2
F̂[µ

ci∇(−)
ν F̂ρ]ci +

b

8
Ak

[µ∂ν
(
χiγρ]χ

j
)
fijk

+
b

8
χiγ[µχ

j
(
∂νAρ]

k −Al
νAρ]

mfklm

)
fijk −

b

8
χiγ[µχ

jF̂ν
ciF̂ j

ρ]c

]
, (5.3.23)

donde aparece la forma de Chern-Simons de Yang-Mills C
(g)
µνρ, definida en (3.5.21), multiplicada

por el coeficiente

ζ = 1 +
1

2
bς , ςκij = fi

klfjlk , (5.3.24)

que contiene una deformación de primer orden. También aparece en la redefinición de Hµνρ

el objeto Ĉ
(L)
µνρ, que denota la forma de Chern-Simons de Lorentz de la conexión de esṕın con

torsión ŵ
(−)
µab.

Ĉ(L)
µνρ = ŵ

(−)
[µ

cd∂νŵ
(−)
ρ]cd +

2

3
ŵ

(−)
[µ

bcŵ
(−)
νcd ŵ

(−)
ρ]

d
b . (5.3.25)

Los términos bilineales en gauginos en (5.3.23) pueden ser absorbidos en la deformación de

primer orden de la forma de Chern-Simons de Yang-Mills reemplazando Ai
µ → Âµ

jk, pero esto

no es conveniente por razones que se aclararán más adelante.

La 3-forma H̃µνρ (5.3.23) puede reescribirse de forma compacta como

H̃µνρ = 3

[
∂[µb̃νρ] − C(g)

µνρ +
b

2
Ĉµνρ

]
, (5.3.26)

donde

Ĉµνρ = ∂[µΩ̂ν
CDΩ̂ρ]CD +

2

3
Ω̂[µ|CD|Ω̂ν

DEΩ̂ρ]E
C . (5.3.27)

En el esquema donde el dilatino se denota como λ, una parametrización del dilatino análoga a

(5.3.22) también conlleva el reemplazo deHµνρ de orden más bajo por H̃µνρ en su transformación

de supersimetŕıa. Como resultado, la combinación ρ̃ = 2λ̃+ γaψ̃a y su regla de transformación

de supersimetŕıa permanecen sin deformación. Espećıficamente, ρ̃ = ρ y δϵρ = δ
(0)
ϵ ρ. Por lo

tanto, en el esquema donde el dilatino se denota como ρ, ni el campo mismo ni su regla de
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transformación se modifican. De δEµ
i y δΨi en (5.2.14), se puede observar que las reglas de

transformación del campo de gauge y del gaugino no están deformadas, por lo que no es necesario

redefinir estos campos.

Finalmente, a partir de las reglas de transformación de las componentes Eµā o Eµa, y uti-

lizando las parametrizaciones definidas anteriormente, obtenemos

δ(1)b̃µν = − b
2

(
∂[µΛ

CDΩ̂ν]CD + ϵ̄γ[µΨ
CDΩ̂ν]CD

)
. (5.3.28)

Esta expresión compacta contiene información sobre las transformaciones de gauge, Lorentz y

supersimetŕıa del campo b̃, las cuales analizaremos por separado. Al expandir el primer término

en (5.3.28), se obtiene

− b
2
∂[µΛ

CDΩ̂ν]CD = − b
2

(
∂[µΛ

cdŵ
(−)
ν]cd + ∂[µλ

kÂν]
ijfijk −

1

2
∂[µ

(
ϵγcχi

)
F̂ν]ci

)
. (5.3.29)

El primer término en el lado derecho corresponde al sector de Lorentz de la transformación de

Green-Schwarz [102], que requiere la inclusión de la forma de Chern-Simons de Lorentz (5.3.25)

en H̃µνρ. Este término no puede eliminarse mediante redefiniciones del campo b [118]. Los

términos bilineales fermiónicos en ŵ
(−)
νcd pueden cancelarse redefiniendo b̃µν = bµν− b

2w[µ
cdψcγν]ψd,

pero elegimos no hacerlo porque (5.3.25) está definido con la correspondiente contribución

fermiónica, y por lo tanto H̃µνρ es invariante bajo Lorentz.

La contribución bosónica del segundo término en (5.3.29), constituye la corrección de primer

orden a la transformación de Green-Schwarz de Yang-Mills

δλbµν = −∂[µλiAν]i , (5.3.30)

resaltando la deformación ς de la métrica de Killing en (5.3.24). Esta transformación tampoco

puede eliminarse mediante redefiniciones del campo b. En su lugar, es conveniente cancelar los

términos fermiónicos en Âµ
ij redefiniendo

b̃µν = bµν +
b

8
Ak

[µχ
iγν]χ

jfijk , (5.3.31)

con el fin de comparar con resultados estándar. Con esta redefinición, (5.3.23) se convierte en

H̃µνρ = Hµνρ +
3b

2

(
∇(−)

[µ F̂ν
ciF̂ρ]ci −

1

4
χiγ[µχ

jF̂ν
ciF̂ j

ρ]c +
1

4
χiγ[µχ

jFνρ]
kfijk

)
, (5.3.32)

donde

Hµνρ = 3

(
∂[µbνρ] − ζC(g)

µνρ +
b

2
Ĉ(L)
µνρ

)
. (5.3.33)
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Finalmente, el tercer término en (5.3.29), junto con el segundo término en (5.3.28), contienen

las deformaciones de primer orden de la transformación de supersimetŕıa de bµν , esto es

δ(1)ϵ bµν =
b

2

(
ŵ

(−)cd
[µ δϵŵ

(−)
ν]cd − ςAi

[µδϵAν]i + F̂[µ
ciδϵF̂ν]ci +∇(−)

[µ

(
ϵ̄γbχi

)
F̂ν]bi

)
. (5.3.34)

El primer término en (5.3.34) fue introducido originalmente en [104] para restaurar la covarian-

cia de Lorentz manifiesta en la variación supersimétrica de la curvatura del campo bµν . Poste-

riormente, fue reobtenido en [94] como consecuencia de la propuesta de que las conexiones de

Yang-Mills y la conexión de spin con torsión deben aparecer simétricamente en la supergravedad

con N = 1 en diez dimensiones acoplada a super Yang-Mills. El segundo término en (5.3.34)

refleja la deformación ς de la métrica de Killing (5.3.24) en la transformación de supersimetŕıa

de orden cero (3.5.18). Estos dos términos son los análogos evidentes de las transformaciones

de Green-Schwarz de Lorentz y Yang-Mills

δΛbµν = − b
2
∂[µΛ

cdŵ
(−)
ν]cd , δλbµν = −ζ∂[µλkAk

ν] , (5.3.35)

como se señaló en [104]. Aqúı, estas transformaciones se derivan directamente de la formulación

manifiestamente covariante bajo dualidad de la teoŕıa.

Es notorio que el segundo término en (5.3.28) puede obtenerse a partir de la transformación

de orden cero del campo bµν en (3.5.18) con las identificaciones Ai
µ ↔ Ω̂µ

CD, χi ↔ ΨCD, i.e.

una generalización de la simetŕıa Ai
µ ↔ ŵ

(−)cd
µ , χi ↔ ψcd empleada en [94, 95] para obtener

el superinvariante de Riemann al cuadrado. Esta identificación generalizada juega un papel

crucial en la demostración de la invariancia supersimétrica de la acción de primer orden, como

discutimos en la siguiente sección.

En resumen, las definiciones (5.3.20 - 5.3.22) y (5.3.31) conducen a campos de supergravedad

y super Yang-Mills que obedecen las reglas de transformación de orden cero, excepto por las

deformaciones de primer orden en (5.3.34) y el reemplazo Hµνρ → H̃µνρ en la transformación de

supersimetŕıa del gravitino3, que toma la forma

δϵψµ = ∂µϵ−
1

4
w̃

(+)
µabγ

abϵ , (5.3.36)

con w̃
(+)
µab = wµab +

1
2H̃µνρe

ν
ae

ρ
b.

Claramente, las leyes de transformación dependen de la elección de la parametrización. Por

3También en la del dilatino en el esquema (ρ→ λ), siendo δϵλ = − 1
2γ

µ∂µϕϵ+
1
24H̃abcγ

abcϵ.
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ejemplo, podŕıamos definir

ẽ′µ
a = eµ

a − b

8

(
ŵ

(−)
b

cdŵ
(−)a
cd + ÂbijÂ

aij
)
eµ

b , (5.3.37)

ϕ̃′ = ϕ− b

16

(
ŵ(−)acdŵ

(−)
acd + ÂaijÂaij

)
, (5.3.38)

y expresiones similares para sus compañeros supersimétricos, que están relacionadas con las

parametrizaciones anteriores mediante redefiniciones de campo covariantes bajo transforma-

ciones de gauge y de Lorentz. Se sabe que esta parametrización reproduce los términos con

cuatro derivadas en el sector bosónico de la acción efectiva de la cuerda heterótica cuando

b = α′ [119]. Además, los campos definidos de esta manera obedecen la misma dinámica clásica

que los de (5.3.20) y (5.3.21), ya que las acciones efectivas correspondientes difieren solo en

términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento de orden cero.

Sin embargo, las definiciones (5.3.37, 5.3.38) inducen correcciones de primer orden com-

plicadas en las reglas de transformación supersimétrica de los campos de supergravedad. Por

esta razón, preferimos mantener los campos que obedecen leyes de transformación con la menor

cantidad de deformaciones.

Antes de pasar a la construcción de la acción invariante bajo las transformaciones modifi-

cadas, vamos a analizar las deformaciones propuestas en las referencias [94, 95]. En particular,

nos preguntamos si existe una parametrización del vielbein covariante bajo dualidad en términos

de uno covariante bajo gauge que transforme según lo propuesto en [94] o en [95], es decir

δ(1)eµ
a = −3α′

32
ϵγστγµψ

νTλνστe
λa , o δ(1)eµ

a =
3α′

16
ϵγ[λχ

iFνρ]iHµ
νρeλa , (5.3.39)

respectivamente, escritas aqúı usando nuestras convenciones. Nótese que solo examinamos los

términos que involucran al sector de gauge, ya que el sector gravitatorio coincide hasta el orden

considerado. En concreto, buscamos una cantidad Eµ
a tal que

eµ
a = eµ

a + Eµ
a and δ(1)eµ

a = δ(0)Eµ
a . (5.3.40)

Las expresiones más generales que pueden reproducir alguna de las transformaciones (5.3.39)

pueden escribirse esquemáticamente como

Eµ
a = am1

(
ψ..γ

...ψ.e
)
µ
a + am2

(
ψ.γ

...χFe
)
µ
a (5.3.41)

o como

Eµ
a = bm1 HbcdH

acdeµ
b + bm2 (ψ.γ

...ψ.He)µ
a + bm3 (ργ...ψ.He)µ

a + bm4 (χγ...ψ.Fe)µ
a

+bm5 (χγ...χFe)µ
a + bm6 (ργ...χFe)µ

a + bm7 (χγ...χHe)µ
a , (5.3.42)
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donde los términos entre paréntesis representan todas las posibles contracciones de ı́ndices y

números de matrices γ, enumeradas por el supráındice m, mientras que ψ. y ψ.. denotan el

gravitino y la curvatura del gravitino, respectivamente. Sin embargo, hemos encontrado que

ninguna de las expresiones en (5.3.39) puede ser reproducida.

De hecho, la transformación supersimétrica de Green-Schwarz generalizada, parametrizada

con los campos que reproducen los términos bosónicos de la acción efectiva de la supergravedad

heterótica, impone fuertes restricciones sobre las posibles deformaciones de la teoŕıa. En par-

ticular, no admite las propuestas (5.3.39). Esto no implica que dichas propuestas estén en

conflicto con la teoŕıa de cuerdas. Para establecer la invariancia de la acción que implementa

esas transformaciones de supersimetŕıa bajo transformaciones de O(d, d), seŕıa necesario reducir

dimensionalmente la teoŕıa a 10− d dimensiones.

Cabe destacar que las deformaciones (5.3.34) y (5.3.36) se obtuvieron a partir de las reglas

de transformación de los multipletes de O(10, 10 + k), cuyo álgebra cierra exactamente. En

consecuencia, la teoŕıa evita un procedimiento iterativo como el de [94,95] que solo garantiza la

consistencia hasta un cierto orden. Además, la supersimetŕıa se mantiene manifiesta a todos los

órdenes y las reducciones dimensionales preservarán la invariancia bajo dualidad T esperada en

la teoŕıa.

5.3.2 La acción supersimétrica a orden α′

Si bien es un ejercicio laborioso, la acción (5.2.21) puede parametrizarse de manera directa.

Utilizando identidades de Bianchi e integraciones por partes, la acción de la teoŕıa a orden

O(α′) puede escribirse de forma compacta como

S =

∫
d10x e e−2ϕL , (5.3.43)

con

L = R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
H̃µνρH̃

µνρ − 1

4
FµνiF

µνi +
α′

8
R̂µνABR̂

µνAB

−ψµγν∇νψµ + ργµ∇µρ+ 2ψµ∇µρ−
1

2
χiγµ∇µχi + χi

(
γµψν − 1

4
γµνρ

)
F i
µν

+
1

24
H̃ρστ

(
ψµγρστψµ + 12ψργσψτ − ργρστρ− 6ψργστρ+

1

2
χiγρστχi

)
+α′

[
ΨABγµDµ(w, Ω̂)ΨAB − 1

24
HµνρΨ

ABγµνρΨAB −ΨAB

(
γµψν − 1

4
γµνρ

)
R̂µνAB

]
,
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donde hemos tomado b = α′, y definimos

Dµ(w, Ω̂)ΨAB = ∂µΨAB + 2Ω̂µ[A
CΨB]C − 1

4
wµcdγ

cdΨAB . (5.3.44)

Tal como esperábamos, el sector puramente bosónico reproduce la expresión obtenida a partir

del cálculo de amplitudes de dispersión [65–67], esto es

S|bos =

∫
d10xee−2ϕ

[
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
H

µνρ
Hµνρ −

1

4
ζF i

µνF
µν
i

+
α′

8

(
R(−)ab

µν R(−)µν
ab −

1

2
TµνT

µν − 3

2
TµνρσT

µνρσ

)
+
α′

4
e.o.m.

]
, (5.3.45)

donde e.o.m. se refiere a una combinación de las ecuaciones de movimiento de orden cero ∆gµν ,

∆ϕ, ∆Aνi y ∆bρν , listadas en el Apéndice D. Esta combinación es

e.o.m. =
1

2
∆eµaT

µa −
(
1

4
∆ϕTµν +∆(Ab)iν∆Aiµ +Ai

λAiρ∆b
λ
µ∆b

ρ
ν

)
gµν , (5.3.46)

con ∆(Ab)iν =
(
∆Ai

ν − 2Ai
λ∆b

λ
ν

)
. La corrección de primer orden a la métrica de Killing inclu-

ida en el coeficiente ζ y todos los términos en e.o.m. pueden eliminarse mediante redefiniciones

de campos covariantes de gauge. Sin embargo, como argumentamos en la sección anterior, los

campos redefinidos obedeceŕıan reglas de transformación de supersimetŕıa más complicadas. In-

virtiendo el argumento, podemos pensar que al agregar términos proporcionales a las ecuaciones

de movimiento en la acción, las deformaciones de las reglas de transformación de supersimetŕıa

pueden minimizarse.

La aparente simplicidad de las correcciones de primer orden con términos bilineales en

fermiones en (5.3.43) se debe a las definiciones (5.3.1), (5.3.5) y (5.3.15). Los términos que

son independientes de los campos de super Yang-Mills (es decir, aquellos en los que todos los

ı́ndices colectivos A,B, ... toman los valores a, b, ...) coinciden exactamente con la ecuación (2.11)

de [95]. Este resultado se obtuvo reemplazando Ai
µ → ŵ

(−)cd
µ y χi → ψcd en el Lagrangiano. De

hecho, se puede recuperar el Lagrangiano L(R2) de [95] reemplazando

ΨAB → ψab , R̂µνAB → R
(−)
µνab , H̃µνρ → Hµνρ

en (5.3.43). Sin embargo, las estructuras con ı́ndices colectivos del espacio tangente A,B, ...

contienen campos de super Yang-Mills además de los campos de supergravedad. Nótese que

H̃µνρ involucra la generalización de la forma de Chern-Simons de Lorentz (5.3.25) definida en

(5.3.27). Como era de esperar, los términos en los que los ı́ndices colectivos toman los valores
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i, j, ... no coinciden con las expresiones correspondientes L(RF 2) + L(F 4) en [95], ya que las

reglas de transformación de supersimetŕıa de los campos difieren en términos dependientes de

los campos de Yang-Mills.

Invariancia supersimétrica

Probar la invariancia supersimétrica de la acción (5.3.43) resulta de la observación de que tanto

la acción como las reglas de transformación de los campos tienen la misma estructura que las

correspondientes en [95], aunque con ı́ndices colectivos, excepto por los términos contenidos

en Λci = 1
2
√
2
ϵ̄γcχi, que se cancelan en la variación de la acción. A continuación mostramos

la invariancia supersimétrica de la acción (5.3.43) ante las transformaciones de supersimetŕıa

(3.4.14), (5.3.28) y (5.3.36), junto con las reglas transformación

δΩ̂µCD = −∂µΛCD + 2Ω̂µE[DΛ
E
C] + ϵγµΨCD = −DµΛCD + ϵγµΨCD , (5.3.47a)

δR̂µνCD = 2R̂µνE[DΛ
E
C] − 2D[µ (ϵγνΨCD) , (5.3.47b)

δΨCD = 2ΨE[DΛ
E
C] +

1

8
R̂µνCDγ

µνϵ . (5.3.47c)

Sabemos que a orden cero la teoŕıa es invariante [103], por lo cual nos enfocamos en las

variaciones de orden α′

(δS)(1) =

∫
d10xee−2ϕ

[
−eµaδ(0)eµaL(1) − 2δ(0)ϕL(1) + δ(0)L(1) + δ(1)L(0)

]
, (5.3.48)

de donde obtenemos

(δS)(1) = −α
′

8
ϵρ

(
HµνρĈ

µνρ − 1

2
R̂µνCDR̂

µνCD

)
+

3α′

8
ϵγ(µψλ)HµνρĈλ

νρ

−3α′

2
ϵγµψν

(
∇ρϕĈµν

ρ − 1

2
DρĈµν

ρ +
1

12
R̂µρCDR̂ν

ρCD

)
+

3α′

8
ϵγµχ

iFνρiĈ
µνρ

+
α′

2
δ(0)Ω̂µ

CD

(
∆bµνΩ̂νCD +

1

2
HµνρR̂νρCD + 2∇νϕR̂

µνCD −DνR̂
µνCD

)
+
α′

8
δ(0)ψµ

(
γρστψµĈρστ + 12γσψτ Ĉµστ − 3γστρĈµστ + 8γνΨCDR̂µνCD

)
−α

′

8
δ(0)ρ

(
(γρστρ+ 3γστψρ) Ĉρστ − 2γµνΨCDR̂µνCD

)
+
α′

16
δ(0)χiγρστχiĈρστ

+2α′δ(0)ΨCD

(
/D(w, Ω̂)ΨCD −

(
/∇ϕ+

1

24
/H

)
ΨCD +

1

2

(
γµψν − 1

4
γµνρ

)
R̂µνCD

)
+δ(1)b̃µν∆b

µν − 2δ(1)ψµ∆ψµ + 2δ(1)ρ∆ρ . (5.3.49)
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Las variaciones (5.3.47) dependen expĺıcitamente del parámetro de supersimetŕıa y también a

través de Λci = 1
2
√
2
ϵ̄γcχi. La dependencia expĺıcita tiene la misma estructura que las trans-

formaciones correspondientes en [94,95], con la sustitución de los ı́ndices colectivos C,D, ... por

c, d, .... Dado que las acciones correspondientes también tienen la misma estructura, podemos

asegurar que estos términos se cancelan en (5.3.49).

Los términos dependientes de Λci aparecen en δ(0)Ω̂µCD, δ
(1)bµν y δ(0)ΨCD. Podemos descar-

tar la última contribución, ya que es de orden superior en fermiones. Las dos primeras contribu-

ciones pueden reescribirse como

(δS)(1) =
α′

2
Dρ

[
∂µΛ

CDΩ̂νCD − Ω̂µ
EDΩ̂ν

C
DΛEC

]
Hµνρ

+
α′

2
DνDµΛ

CDR̂µν
CD − α′

4
DµΛ

CDHµνρR̂νρCD ,

expresión que se anula tras realizar algunas integraciones por partes.

5.4 Conclusiones

En este caṕıtulo presentamos los resultados de [2], en donde derivamos las correcciones de

primer orden en α′ a la TDCs expandiendo el formalismo exacto, supersimétrico, y covariante

bajo dualidad de [115]. Al descomponer el grupo de simetŕıa global O(10, 10+ k) en multipletes

de O(10, 10 + ng), la teoŕıa incorpora términos de derivadas superiores a todos los órdenes.

En [2] conservamos términos con hasta cuatro derivadas de los campos y términos fermiónicos

bilineales.

Las reglas de transformación de los multipletes de O(10, 10 + k) inducen deformaciones de

derivadas superiores en las de los campos de O(10, 10 + ng). En particular, producen una

generalización supersimétrica de la transformación de Green-Schwarz covariante bajo dualidad

que se encontró en [118]. Para conectar con el ĺımite de bajas enerǵıas de la cuerda heterótica,

parametrizamos los multipletes covariantes de dualidad en términos de campos de supergravedad

y super Yang-Mills. La inclusión de términos de derivadas superiores requiere redefiniciones de

campos no convencionales y no covariantes en las parametrizaciones de las estructuras covari-

antes bajo dualidad. Las redefiniciones que reproducen las interacciones de cuatro derivadas de

los campos bosónicos de la acción efectiva de la cuerda heterótica se encontraron en [118, 119].

Aqúı, trabajamos con un conjunto de campos relacionados con estos últimos mediante redefini-
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ciones covariantes de gauge. Excepto por la 2-forma de Kalb-Ramond, los campos obedecen

las reglas de transformación de orden cero con una modificación de la curvatura de la 2-forma

en las variaciones de supersimetŕıa. Las transformaciones de Lorentz y de gauge no abelianas

de la 2-forma están deformadas por el mecanismo de Green-Schwarz, como era de esperar, y

sus transformaciones de supersimetŕıa están deformadas por términos tipo Green-Schwarz más

algunos términos adicionales de derivadas superiores dependientes de Yang-Mills.

También construimos la acción invariante con hasta cuatro derivadas de los multipletes de

O(10, 10+ ng) y términos bilineales en fermiones, parametrizando la expresión manifiestamente

covariante bajo dualidad (5.2.21), en términos de los campos que obedecen reglas de transfor-

mación de supersimetŕıa con el conjunto mı́nimo de deformaciones. Como era de esperar, las

interacciones de los campos bosónicos coinciden con los resultados obtenidos de las amplitudes

de dispersión de la cuerda heterótica, a menos de términos proporcionales a las ecuaciones de

movimiento.

Las extensiones supersimétricas de las formas de Chern-Simons de Yang-Mills y Lorentz se

han construido utilizando el método de Noether. En particular, en [94,95] la obtienen a partir de

la acción de orden cero (3.5.23), utilizando la simetŕıa entre las conexiones de gauge y de esṕın

con torsión. Los términos de tres derivadas que son independientes de los campos de Yang-Mills

en la acción (5.3.43) coinciden con esos resultados. Sin embargo, los términos dependientes de

los campos de Yang-Mills no coinciden con las expresiones correspondientes de los invariantes

propuestos en esas referencias, ya que las deformaciones de las reglas de transformación difieren

en términos dependientes de los campos de Yang-Mills.

Hasta donde sabemos, las interacciones de baja enerǵıa de tres derivadas que involucran

fermiones no se han construido directamente a partir de la teoŕıa de cuerdas. En este sentido,

hacemos énfasis en que la acción y las reglas de transformación que hemos obtenido se derivan

de un formalismo exacto, supersimétrico, y covariante bajo dualidad, en el cual se evita un

procedimiento iterativo que solo garantiza consistencia hasta un orden dado, como el presen-

tado en [94, 95]. Además, la supersimetŕıa es manifiesta a todos los órdenes, y las reducciones

dimensionales preservarán la dualidad T, esperada de la teoŕıa de cuerdas. Más aún, la trans-

formación de Green-Schwarz generalizada restringe fuertemente las modificaciones a las reglas

de transformación de supersimetŕıa de orden cero y, en particular, no permite las propuestas

de [94, 95]. Como se argumentó, esto no implica que estas últimas estén en conflicto con la
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teoŕıa de cuerdas. Para establecer si son compatibles con la dualidad T, la acción invariante

correspondiente debeŕıa reducirse dimensionalmente.
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Caṕıtulo 6

Supersimetŕıa y el ansatz de

Kerr-Schild en Teoŕıa Doble de

Campos

En el marco de la Relatividad General, una de las técnicas más poderosas para encontrar solu-

ciones exactas es el ansatz de Kerr-Schild [120, 121]. Este método consiste en deformar una

métrica de fondo, solución de la teoŕıa, con una perturbación exacta y lineal construida a partir

de vectores nulos y geodésicos. Dicha estructura permite linealizar las ecuaciones de Einstein

e identificar soluciones no triviales, como el agujero negro de Kerr. Esta idea fue generalizada

al contexto de la Teoŕıa Doble de Campos en [122], y extendida posteriormente en una serie

de trabajos [123–127], mostrando que el ansatz de Kerr-Schild generalizado (gKSA) permite

obtener soluciones exactas mediante la perturbación simultánea del contenido bosónico del sec-

tor NS-NS, preservando la linealidad de las ecuaciones de movimiento, incluso cuando los campos

perturbados presentan no linealidades.

En este caṕıtulo se presentan los resultados de [3,4]. En particular, en [3] se aplica el gKSA

a la extensión supersimétrica con N = 1 de la TDC, permitiendo extender el ansatz al sector

fermiónico de la teoŕıa. Además, en [4] se explora la incorporación de correcciones de orden

superior en derivadas, mostrando que es posible compatibilizar el gKSA con deformaciones

a primer orden en α′. No obstante, las ecuaciones de movimiento resultantes adquieren una

complejidad estructural considerable, lo que representa un desaf́ıo tanto para la obtención como

95



para el análisis de soluciones expĺıcitas.

El caṕıtulo está estructurado de la siguiente manera: en la primera sección se revisa el ansatz

de Kerr-Schild tanto en Relatividad General como en la TDC, destacando sus similitudes y

diferencias. A continuación se presenta su extensión supersimétrica, analizando la perturbación

de los campos fermiónicos y la estructura de las ecuaciones de Killing para espinores, en el marco

de la TDCs. Luego se incorporan correcciones de primer orden en α′ compatibles con el gKSA,

considerando las deformaciones asociadas a la transformación de Green-Schwarz. Por último, se

discute cómo este formalismo permite extender el programa de la copia doble clásica, incluyendo

el sector fermiónico y las correcciones en derivadas propias de la teoŕıa heterótica.

6.1 El ansatz de Kerr-Schild

En esta sección presentamos algunos aspectos relevantes del ansatz de Kerr-Schild. Comenzamos

revisando su formulación en el contexto de la relatividad general y luego extendemos la discusión

a la TDC, resaltando las principales diferencias y las caracteŕısticas novedosas que surgen en el

marco covariante bajo dualidad.

6.1.1 En Relatividad General

El ansatz de Kerr-Schild consiste en definir la métrica del espacio-tiempo D-dimensional gµν ,

como una perturbación a una métrica de fondo g̃µν , la cual satisface las ecuaciones de Einstein

en el vaćıo (no necesariamente es la métrica de Minkowski)

gµν = g̃µν + κφlµlν . (6.1.1)

Aqúı, κ es un parámetro de expansión, φ una función escalar que depende de las coordenadas,

y lµ un vector nulo1 respecto a g y g̃

gµν lµlν = g̃µν lµlν = 0 . (6.1.2)

La nulidad de lµ respecto de ambas métricas impone fuertes restricciones sobre el término de

perturbación, lo que conlleva importantes simplificaciones. Por ejemplo, los ı́ndices de lµ suben

1Un vector nulo no tiene norma pero śı dirección. Es ortogonal a śı mismo, ya que l · l = 0.
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y bajan tanto con g como con g̃

lµ = gµν l
ν = g̃µν l

ν , lµ = gµν lν = g̃µν lν .

Una de las consecuencias más relevantes es la expresión que se obtiene para la métrica inversa.

Para calcularla, comenzamos con

gµν = (g̃µν + κφlµlν)
−1 = (δρν + κφlρlν)

−1 g̃µρ ,

que tras una expansión en serie de Taylor se convierte en

(δρν + κφlρlν)
−1 =

(
δρ

ν − κφlρl
ν + κ2φ2lρl

λlλl
ν + · · ·

)
,

que debido a la condición de nulidad (6.1.2) anula todos los términos de orden O(κ2). Esto

conduce a la expresión compacta

gµν = g̃µν − κφlµlν . (6.1.3)

Aśı, la métrica inversa mantiene una estructura simple, estrechamente relacionada con la métrica

de fondo. Además, al considerar el ansatz de Kerr-Schild el determinante de la métrica per-

manece invariante

det (g) = det (g̃) , (6.1.4)

lo cual simplifica el tratamiento de formas de volumen y la evaluación de invariantes de curvatura.

Quizas la principal ventaja del ansatz de Kerr-Schild es su capacidad para linearizar las

ecuaciones de Einstein. Esto es consecuencia de una condición de consistencia sobre el vector

nulo, el cual debe satisfacer también la ecuación geodésica respecto de ambas métricas

lµ∇̃µlν = 0 , lµ∇µlν = 0 . (6.1.5)

Estas condiciones geodésicas aseguran que la perturbación no introduce no linealidades adi-

cionales, lo cual facilita la resolución de las ecuaciones de Einstein. Considerando conjuntamente

la nulidad y la condición geodésica sobre lµ, la ecuación de Einstein en el vaćıo toma la forma

Rµν = κR(1)
µν + κ2φlµl

ρR(1)
ρν = 0 , (6.1.6)

donde R(1) denota los términos lineales en κ,

R(1)
µν =

1

2
κ∇̃ρ

(
∇̃µ(φlν lρ) + ∇̃ν(φlµlρ)− ∇̃ρ(φlµlν)

)
. (6.1.7)

Por lo tanto, la ecuación de Einstein se reduce a la condición R
(1)
µν = 0.
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6.1.2 En Teoŕıa Doble de Campos

Una generalización del ansatz de Kerr-Schild a la Teoŕıa Doble de Campos (TDC) fue propuesta

en [122]. Esta consiste en perturbar la métrica generalizada con un par de vectores de O(D,D)

HMN = H̃MN + κφ
(
KMK̄N + K̄MKN

)
, (6.1.8)

siendo κ el parámetro de expansión, mientras que φ es una función escalar que ahora depende

de las coordenadas dobles.

La métrica generalizada de fondo H̃MN debe satisfacer la condición

ηMN = H̃MP η
PQH̃QN , (6.1.9)

mientras que los vectores K y K̄ cumplen condiciones de nulidad

KMK
M = 0 , K̄MK̄

M = 0 , (6.1.10)

y condiciones de quiralidad sobre el fondo

P̃MNK
N = KM ,

¯̃
PMNK̄

N = K̄M , KMK̄
M = 0 , (6.1.11)

donde P̃ y
¯̃
P son los proyectores (3.1.26) definidos en términos de H̃. Bajo estas condiciones,

el ansatz para la métrica (6.1.8) satisface automáticamente la restricción (6.1.9), sin necesi-

dad de truncamientos. Además, las condiciones de quiralidad (6.1.11) siguen siendo válidas al

reemplazar los proyectores de fondo por los proyectores definidos por la métrica generalizada

perturbada.

Para comparar esta construcción con el ansatz convencional de Kerr-Schild, parametrizamos

los vectores K y K̄ en términos de vectores D-dimensionales lµ y l̄µ

KM =
1√
2

 lµ

(−g̃µν + b̃µν)l
ν

 , K̄M = − 1√
2

 l̄µ

(g̃µν + b̃µν)l̄
ν

 . (6.1.12)

Sustituyendo esta parametrización en (6.1.10), se obtiene que lµ y l̄µ también son vectores nulos

lµg̃µν l
ν = lµlµ = 0 , l̄µg̃µν l̄

ν = l̄µ l̄µ = 0 , (6.1.13)

pero no son ortogonales entre śı, l · l̄ = lµ l̄µ = lµ l̄ν g̃µν ̸= 0 . Aqúı, los ı́ndices suben y bajan

usando la métrica de fondo g̃.
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Parametrizando la métrica generalizada (6.1.8) según (3.1.3), se obtienen la métrica y el

campo de Kalb-Ramond

gµν = g̃µν +
κφ

1− 1
2κφ(l · l̄)

l(µ l̄ν) , (6.1.14)

bµν = b̃µν +
κφ

1− 1
2κφ(l · l̄)

l[µ l̄ν] , (6.1.15)

aśı como la métrica inversa

gµν = g̃µν − κφl(µ l̄ν) . (6.1.16)

Una diferencia clave respecto al ansatz convencional es que esta generalización permite per-

turbar tanto la métrica como el campo de Kalb-Ramond, debido a la presencia de dos vectores

nulos independientes. Además, se cumple que

lµg
µν l̄ν ̸= lµg̃

µν l̄ν . (6.1.17)

Ambos enfoques coinciden si se identifica lµ = l̄µ, en cuyo caso l · l̄ → l · l = 0, recuperando la

forma usual

gµν = g̃µν + κφlµlν , gµν = g̃µν − κφlµlν , (6.1.18)

mientras que b̃µν permanece sin perturbar. El determinante de la métrica está dado por

det g = (det g̃)

(
1− 1

2
κφ(l · l̄)

)−2

, (6.1.19)

lo cual reproduce el resultado clásico cuando l = l̄. Cabe destacar que, a diferencia del caso

original, tanto la métrica como el campo de Kalb-Ramond presentan una dependencia no lineal

en κ, aunque las ecuaciones de movimiento seguirán siendo lineales.

Con el objetivo de incorporar supersimetŕıa y correcciones α′, es necesario estudiar el frame

generalizado. Una propuesta compatible con las restricciones (3.2.2) y con la métrica (6.1.8) es

EM
a = ẼM

a +
1

2
κφKbK̄

aẼM
b , (6.1.20)

EM
a = ẼM

a − 1

2
κφK̄bK

aẼM
b , (6.1.21)

donde ẼM
A representa el fondo, mientras que los vectores planos se definen como

Ka = ẼM
aKM , K̄a = ẼM

aK̄M . (6.1.22)

La parametrización de ambas componentes del frame conduce a

eµ
a = ẽµ

a +
κφ

2− κφ
(
l · l̄

) lµ l̄ν ẽνa , eµ
a = ẽµ

a +
κφ

2− κφ
(
l · l̄

) l̄µlν ẽνa , (6.1.23)

99



siendo los vielbeins inversos

eµa = ẽµa − 1

2
κφl̄µlν ẽν

a , eµa = ẽµa − 1

2
κφlµ l̄ν ẽν

a . (6.1.24)

Estos objetos satisfacen el fijado de gauge

ẽµ
agabẽν

b = ẽµ
agabẽν

b = g̃µν , eµ
agabeν

b = eµ
agabeν

b = gµν , (6.1.25)

necesario para identificar el vielbein de supergravedad y reducir el grupo de Lorentz doble al

grupo de Lorentz convencional.

Para completar el análisis del contenido de campos en TDC, es necesario estudiar el papel

del dilatón generalizado en presencia del ansatz. El dilatón de la TDC, d, no está sujeto a

restricciones y no tiene por qué ser lineal. En [122] se propuso

d = d̃+

∞∑
n=1

κnd(n) , (6.1.26)

donde d̃ es el dilatón de fondo y d(n) son perturbaciones dependientes de las coordenadas dobles.

En lo que sigue consideraremos solamente contribuciones de d(n) constantes.

Para estudiar las ecuaciones de movimiento (3.2.25), resulta esencial examinar la modi-

ficación de los flujos generalizados ante el ansatz. Como paso preliminar, listamos algunas

condiciones útiles que derivan de la nulidad

Ka∂bKa = 0 , K̄a∂bK̄a = 0 . (6.1.27)

También consideramos la generalización al espacio doble de la condición geodésica (6.1.5)

Ka∇̃aK̄b = 0 −→ Ka∂aK̄b = F̃abcK
aK̄c , (6.1.28)

K̄a∇̃aKb = 0 −→ K̄a∂aKb = F̃abcK̄
aKc .

Bajo estas condiciones, los componentes relevantes de los flujos generalizados se vuelven

Fa = F̃a −
1

2
κ∂b

(
φK̄bKa

)
− 1

2
κφK̄bKaF̃b , (6.1.29)

Fabc = F̃abc −
3

2
κφK̄dK[aF̃bc]d , (6.1.30)

Fabc = F̃abc − κ∂[b
(
φKc]K̄a

)
− κφK̄dK[bF̃c]ad +

κφ

2
KdK̄aF̃dbc , (6.1.31)

Fabc = F̃abc + κ∂[b
(
φK̄c]Ka

)
+ κφKdK̄[bF̃c]ad −

κφ

2
K̄dKaF̃dbc . (6.1.32)

En en [122] se mostró que las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir del gKSA incluyen

términos cuadráticos en el parámetro de perturbación. Para la ecuación de movimiento del
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dilatón generalizado estos términos se anulan al imponer las condiciones (6.1.28) y asumir que

las perturbaciones d(n) son constantes, obteniendo aśı

R = R̃ − κ∂a∂b

(
φKaK̄b

)
− κ∂a

(
φKaK̄b

)
F̃b − κφKaK̄b∂aF̃b (6.1.33)

−κφKaK̄b∂bF̃a − κ∂b

(
φKaK̄b

)
F̃a − κφKaK̄bF̃aF̃b

−1

2
κφKaK̄bF̃a

cdF̃bcd + 2κ∂b
(
φKcK̄a

)
F̃ abc + 2κφK̄dKbF̃cadF̃

abc ,

mientras que para el frame generalizado la ecucación de movimiento se puede escribir de manera

esquemática como Rab = R̃ab + κR(1)
ab + κ2R(2)

ab , con

R(1)
ab = −1

2
∂a∂c

(
φK̄cKb

)
+

1

2
∂c∂b

(
φKcK̄a

)
− 1

2
∂c∂

c
(
φKbK̄a

)
− 1

2
∂a

(
φK̄cKb

)
F̃c

+
1

2
∂b

(
φKcK̄a

)
F̃ c − 1

2
∂c

(
φKbK̄a

)
F̃ c − 1

2
∂c

(
φK̄dKc

)
F̃bad −

1

2
∂c

(
φKdK̄a

)
F̃db

c

−1

2
∂b

(
φKcK̄d

)
F̃cda +

1

2
∂d

(
φK̄aKc

)
F̃b

cd − 1

2
∂a

(
φK̄dKc

)
F̃b

cd +
1

2
∂d

(
φK̄dKc

)
F̃abc

−1

2
φK̄cKb∂aF̃c +

1

2
φKcK̄a∂cF̃b +

1

2
φK̄dKb∂cF̃ad

c − 1

2
φK̄dKc∂cF̃bad −

1

2
φKdK̄a∂cF̃db

c

+
1

2
φK̄dKc∂dF̃abc +

1

2
φK̄dKbF̃cadF̃

c − 1

2
φK̄dKcF̃badF̃

c − 1

2
φKdK̄aF̃dbcF̃

c

+
1

2
φK̄dKcF̃abcF̃d −

1

2
φK̄eKbF̃

cdeF̃cda +
1

2
φK̄eK

cF̃b
deF̃cda +

1

2
φKeK̄dF̃eb

cF̃cda

+
1

2
φKeK̄dF̃aceF̃b

cd − 1

2
φKeK̄aF̃dceF̃b

cd − 1

2
φK̄eKcF̃edaF̃b

cd , (6.1.34)

R(2)
ab = −1

4
∂d

(
φK̄aKc

)
∂b

(
φKcK̄d

)
+

1

4
∂d

(
φK̄aKc

)
∂c

(
φKbK̄

d
)
+

1

4
∂a

(
φK̄dKc

)
∂b

(
φKcK̄d

)
−1

4
∂a

(
φK̄dKc

)
∂c

(
φKbK̄

d
)
+

1

4
∂d

(
φK̄dKc

)
∂c

(
φKbK̄a

)
− 1

4
∂d

(
φK̄dKc

)
∂b

(
φKcK̄a

)
−1

4
φKdK̄a∂d∂c

(
φK̄cKb

)
− 1

4
φK̄dKc∂d∂b

(
φKcK̄a

)
+

1

4
φK̄dKc∂d∂c

(
φKbK̄a

)
−1

4
φK̄eKc∂e

(
φK̄dKb

)
F̃cad −

1

4
φK̄eKb∂d

(
φK̄aKc

)
F̃ cde +

1

4
φK̄eKb∂a

(
φK̄dKc

)
F̃ cde

+
1

4
φKeK̄a∂b

(
φKcK̄d

)
F̃dce −

1

4
φKeK̄a∂

c
(
φKbK̄

d
)
F̃dce −

1

4
φK̄eKc∂

c
(
φKbK̄

d
)
F̃eda

−1

4
φK̄dKb∂e

(
φK̄eKc

)
F̃cad −

1

4
φKdK̄a∂d

(
φK̄cKb

)
F̃c +

1

4
φK̄eKc∂c

(
φKbK̄a

)
F̃e

−1

4
φ2KdK̄aK̄

cKb∂dF̃c −
1

4
φ2K̄eKcK̄dKb∂eF̃cad +

1

4
φ2KeK̄aK̄fKbF̃dceF̃

cdf

+
1

4
φ2K̄eKcK̄fKbF̃edaF̃

cdf − 1

4
φ2K̄eKcK̄dKbF̃cadF̃e . (6.1.35)

Vemos que la ecuación de movimiento del frame generalizado contiene términos cuadráticos

en κ, incluso cuando consideramos contribuciones constantes del dilatón, y que, contrario a lo

que pasa en relatividad general, no es posible escribir dichas contribuciones en función de las de
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primer orden [4], es decir, no existen coeficientes a1, a2, tal que podamos escribir

R(2)
ab = a1κK̄aK̄

cR(1)
cb + a2κKbK

cR(1)
ac .

Aśı, la aplicación del gKSA a las ecucaciones de movimiento de la TDC nos muestra, sin

ninguna sorpresa, que la estructura del espacio doble es un poco más complicada que la del

espacio D-dimensional. Sin embargo, es posible recuperar la linealidad de las ecuaciones de

movimiento a nivel de supergravedad manteniendo los vectores l y l̄, rompiendo el grupo de

simetŕıa O(D,D) e imponiendo las ecuaciones de movimiento de los campos, como se demostró

en [122].

6.2 Extensión supersimétrica del gKSA

En esta sección se presentan los resultados de [3], donde se analiza la compatibilidad del gKSA

con la estructura supersimétrica de la Teoŕıa Doble de Campos con N = 1. Como en los

caṕıtulos previos, se considerará el caso D = 10. Se muestra que las propiedades fundamentales

del gKSA se preservan al extender el formalismo al sector fermiónico, y que la supersimetŕıa

impone fuertes restricciones sobre las posibles deformaciones de los campos. En primer lugar, se

estudian las perturbaciones fermiónicas inducidas por el gKSA, en paralelo con el tratamiento del

sector bosónico. Luego, se introduce una alternativa basada en las ecuaciones de Killing para es-

pinores, que resultan especialmente útiles para construir soluciones supersimétricas. Finalmente,

se analizan ejemplos concretos que ilustran la eficacia del método para generar soluciones no

triviales que preservan parte de la supersimetŕıa.

6.2.1 Perturbación de los campos

Para extender el ansatz de Kerr-Schild generalizado al marco de la TDCs, es necesario incorporar

los campos fermiónicos: el gravitino generalizado Ψa y el dilatino generalizado ϱ. Al igual que

en el caso del dilatón generalizado d, no existen restricciones a priori sobre la forma de sus

perturbaciones, más allá de las simetŕıas propias de cada campo. Considerando esto, se propone

la siguiente expansión en el parámetro κ

Ψa = Ψ̃a +

∞∑
n=1

κnΘ
(n)
a , ϱ = ϱ̃+

∞∑
n=1

κnp(n) , (6.2.1)
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donde Θ
(n)
a y p(n) son los términos de perturbación a cada orden. Ambos campos transforman

como escalares bajo O(10, 10) y bajo difeomorfismos generalizados, y como espinores de O(9, 1)L.

Adicionalmente, Θ
(n)
a transforma como un vector bajo O(1, 9)R, mientras que p(n) es escalar

respecto de ese subgrupo.

El objetivo es determinar si la supersimetŕıa impone restricciones sobre estas expansiones

en presencia del gKSA. Para ello, analizamos la perturbación de las transformaciones super-

simétricas (3.3.7), las cuales son satisfechas automáticamente por los campos de fondo. Con-

sideramos también las condiciones que acompañan al gKSA: la nulidad de los vectores y la

condición geodésica, además de la constancia de las perturbaciones del dilatón d(n).

La transformación de la componente EM
a del frame generalizado2 conduce a

δEM
a → κδ

(
φKaK̄b

)
ẼM

b = κnϵγaΘ
(n)

b
ẼM

b + ẼM
bΛb

a , (6.2.2)

donde el segundo término corresponde a una contribución al parámetro de Lorentz dada por

Λab = κφϵγ[aΨ̃
cKb]K̄c. Enfocándonos en la parte supersimétrica se obtiene

κδ
(
φKaK̄b

)
= κnϵγaΘ(n)b . (6.2.3)

Esta expresión muestra que no es posible obtener transformaciones independientes para los

vectores K y K̄, sino únicamente para la combinación que perturba al frame. Además, se ve

que esta relación es consistente solamente si n = 1, lo que implica que la supersimetŕıa restringe

la forma de la perturbación del gravitino generalizado, limitándola a ser lineal

Ψa = Ψ̃a + κΘa . (6.2.4)

Al analizar la transformación del gravitino, y considerando la perturbación (6.2.4), se obtiene

δΨa → κδΘa =
1

2
κφK̄aK

b∂bϵ+
1

4
F

(1)
abcγ

bcϵ , (6.2.5)

donde F
(1)
abc representa la parte de orden κ del flujo generalizado perturbado (6.1.31). Esto nos

permite escribir

δΘa =
1

2
φKbK̄a∇̃bϵ−

1

4
∇̃b

(
φKcK̄a

)
γbcϵ , (6.2.6)

donde ∇̃ denota la derivada covariante construida exclusivamente con campos de fondo. Esta

transformación resultará particularmente interesante en la siguiente subsección.

2Considerar la componente EM
a lleva al mismo resultado, salvo por la corrección del parámetro Λab.

103



La transformación del dilatón generalizado, cuyas perturbaciones no afectan la dinámica de

la teoŕıa, conduce a p(n) = 0. Sin embargo, al analizar la transformación supersimétrica del

dilatino ϱ = ϱ̃ se obtiene

∇̃b

(
φK̄bKa

)
γaϵ = 0 , (6.2.7)

condición que también adquirirá relevancia en la sección siguiente.

Finalmente, es posible preguntarse qué ocurre si se relaja la condición de constancia para las

perturbaciones del dilatón. En ese caso, la transformación del gravitino (6.2.6) permanece lineal,

pero se introducen v́ınculos adicionales entre los flujos generalizados [3]. En ese escenario, tanto

las perturbaciones del dilatón como del dilatino permanecen en principio arbitrarias, siempre que

estén al mismo orden en la expansión en κ. En general, no es común considerar perturbaciones

expĺıcitas de los campos fermiónicos, ya que su comportamiento está determinado principal-

mente por sus transformaciones supersimétricas. En cambio, resulta más habitual trabajar con

las ecuaciones de Killing para los espinores, las cuales encapsulan de manera más directa las

condiciones para la preservación de supersimetŕıa. En la siguiente subsección abordaremos este

enfoque, y mostraremos cómo las ecuaciones de Killing se ven afectadas al considerar el gKSA.

6.2.2 Ecuaciones de Killing para espinores

Las ecuaciones de Killing para espinores (KSE, por sus siglas en inglés) establecen las condiciones

necesarias para que las transformaciones supersimétricas de los campos fermiónicos se anulen.

En el contexto de la TDCs, dichas condiciones adoptan la forma

δΨa = ∇aϵ = 0 , δϱ = −γa∇aϵ = 0 , (6.2.8)

es decir, se requiere que se anulen las variaciones dadas en (3.3.7). Si bien las soluciones de las

KSE suelen satisfacer también las ecuaciones de movimiento, el rećıproco no siempre se cumple.

Las configuraciones que verifican ambas condiciones se denominan soluciones supersimétricas.

Con el objetivo de analizar la estructura de las KSE, exploramos cómo el ansatz de Kerr-

Schild generalizado permite linealizar estas ecuaciones, de manera análoga a lo que ocurre con las

ecuaciones de movimiento. Las KSE que surgen a partir de las transformaciones de supersimetŕıa

del gravitino y del dilatino se expresan como

∇aϵ = Daϵ+
1

4
Fabcγ

bcϵ = 0 , (6.2.9)
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−γa∇aϵ = −γaDaϵ−
1

12
Fabcγ

abcϵ− 1

2
Faγ

aϵ = 0 , (6.2.10)

donde Da =
√
2EM

A∂M representa una derivada plana definida a partir del frame perturbado

EM
A, el cual contiene la información tanto del frame de fondo como de su deformación.

Si el espinor ϵ es solución de las KSE en el fondo, es decir, si satisface

∇̃aϵ = ∂aϵ+
1

4
F̃abcγ

bcϵ = 0 , (6.2.11)

−γa∇̃aϵ = −γa∂aϵ−
1

12
F̃abcγ

abcϵ− 1

2
F̃aγ

aϵ = 0 , (6.2.12)

entonces es posible rastrear cómo actúa la deformación inducida por el gKSA sobre dichas

ecuaciones. Esto conduce a las condiciones

φKbK̄a∇̃bϵ−
1

2
∇̃b

(
φKcK̄a

)
γbcϵ = 0 , (6.2.13)

y

∇̃b

(
φK̄bKa

)
γaϵ = 0 , (6.2.14)

las cuales coinciden con las ecuaciones de Killing obtenidas en [122].

Estas expresiones están estrechamente relacionadas con los resultados obtenidos al perturbar

los campos fermiónicos, como se discutió en la sección anterior. En particular, puede observarse

que la KSE asociada al gravitino (6.2.13) coincide con la transformación supersimétrica de la

perturbación del gravitino en el ĺımite Θa → 0. Por su parte, la ecuación (6.2.14) es precisamente

la que se obtiene al considerar la transformación supersimétrica del dilatino bajo el gKSA,

incluyendo las perturbaciones de todos los campos relevantes.

6.3 Incorporación de correcciones α′

El estudio de correcciones de orden superior en derivadas dentro del marco del ansatz de Kerr-

Schild generalizado puede abordarse de manera natural considerando la acción de la TDC con

términos a primer orden en α′, tal como fue propuesta en [118]. En dicho trabajo se construyó

una acción covariante bajo O(D,D) que incluye contribuciones con cuatro derivadas, y cuya

forma general es

S =

∫
d2DX e−2d

(
R+ aR(−) + bR(+)

)
, (6.3.1)
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donde R representa el escalar de Ricci generalizado al orden más bajo en α′ (3.2.22), mientras

que R(+) contiene términos de orden α′, dados expĺıcitamente en (5.2.18). El término R(−)

se obtiene de R(+) mediante una transformación Z2, y los coeficientes a y b, proporcionales a

α′, determinan el tipo de teoŕıa en el ĺımite de supergravedad (bosónica, heterótica, tipo II o

HSZ) [118]. En particular, la elección a = 0, b = α′ corresponde a la supergravedad heterótica,

y fue el caso considerado en [4]. Al aplicar el gKSA en este marco, se obtuvo en [4] la forma

perturbada del lagrangiano, que puede escribirse como

R(+) = R̃(+) + κ (T0 + T1 + T2 + T3) +O(κ2) . (6.3.2)

donde los términos Ti recogen las contribuciones de orden κ que resultan de la expansión, y se

encuentran listados expĺıcitamente en el Apéndice A de [4].

La acción (6.3.1) se obtuvo a partir de una generalización de la transformación de Green-

Schwarz para el frame generalizado. Para que la deformación inducida por el gKSA sea con-

sistente con dicha transformación, es necesario considerar su efecto tanto sobre el propio frame

como sobre las derivadas planas y los flujos generalizados. En [118] se propuso la transformación

de Green-Schwarz generalizada

δ
(1)
Λ EM

a =
α′

4
DaΛcdFbcdEM

b , δ
(1)
Λ EM

a = −α
′

4
DbΛcdF

acdEM
b . (6.3.3)

la cual recibe modificaciones inducidas por la presencia del gKSA.

Para que la deformación (6.3.2) sea compatible con esta transformación, deben cumplirse

ciertas condiciones adicionales. En primer lugar, los flujos generalizados de fondo deben satis-

facer

∂[b
(
φKc]K̄a

)
+ φK̄dK[bF̃c]ad −

φ

2
KdK̄aF̃dbc = 0 ,

∂[b
(
φK̄c]Ka

)
+ φKdK̄[bF̃c]ad −

φ

2
K̄dKaF̃dbc = 0 .

Además, los parámetros del grupo de Lorentz doble deben recibir correcciones a primer orden

en α′, dadas por

Λab = −α
′

4
κφK̄eK[a∂

eΛcdF̃b]cd , Λab = −α
′

4
κφKeK̄[a∂b]Λ

cdF̃ecd .

Con estas consideraciones, la transformación de Lorentz que recibe la perturbación del frame

generalizado queda expresada como

δ
(
K̄aKb

)
=
α′

4
K̄aKe∂eΛ

cdF̃bcd . (6.3.4)
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Esta transformación resulta crucial para asegurar la invariancia de la acción deformada bajo

la simetŕıa de Lorentz modificada, validando aśı la compatibilidad del ansatz de Kerr-Schild

generalizado con la incorporación de correcciones a orden α′.

6.4 Relación con la Copia Doble Clásica

Según la conocida relación de Kawai–Lewellen–Tye (KLT) [128], las amplitudes de dispersión

de cuerdas cerradas pueden factorizarse en términos de amplitudes de cuerdas abiertas. A nivel

de teoŕıa de campos, esta propiedad se manifiesta en la relación de Bern–Carrasco–Johansson

(BCJ) [129–131], que establece que las amplitudes gravitacionales pueden obtenerse como el

cuadrado de amplitudes de Yang-Mills, mediante una correspondencia entre ı́ndices cinemáticos

y de color.

Esta relación ha sido extendida del régimen cuántico al régimen clásico. En particular, se ha

demostrado que ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein —como las obtenidas mediante el

ansatz de Kerr-Schild convencional— pueden asociarse a soluciones de las ecuaciones de Maxwell

o Yang-Mills linealizadas. Este es el contenido esencial de la copia doble clásica [132]. En

este contexto, el vector nulo y geodésico del ansatz de Kerr-Schild lµ, puede identificarse con un

campo de gauge Aµ, y el escalar φ con un campo escalar bi-adjunto linealizado. Sin embargo,

esta construcción está limitada al sector puramente gravitacional. Como se argumenta en [122],

el ansatz de Kerr-Schild convencional no permite representar de manera consistente el campo

de Kalb–Ramond, lo cual impide extender la copia doble clásica al sector NS-NS de la teoŕıa de

cuerdas.

El gKSA ofrece una v́ıa natural para superar esta limitación y extender la copia doble clásica

al sector NS-NS de las supergravedades, gracias a la introducción de dos vectores nulos indepen-

dientes, lo cual permite perturbar simultáneamente la métrica y el campo de Kalb-Ramond de

forma controlada. En [122] se asume la existencia de un vector de Killing, cuya contracción con

las ecuaciones de movimiento resultantes del gKSA permite derivar dos ecuaciones de Maxwell

independientes. Esta estructura puede incluso extenderse al sector fermiónico: las ecuaciones

de Killing para espinores en TDCs pueden contraerse con un vector de Killing para derivar las

ecuaciones BPS de una teoŕıa de Maxwell supersimétrica. De este modo, surge una versión super-

simétrica de la copia doble, que establece una correspondencia entre soluciones gravitacionales
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que preservan supersimetŕıa y soluciones BPS en teoŕıas de gauge supersimétricas. En [4] se es-

tudia la extensión de esta estructura al régimen con correcciones de orden superior en derivadas.

En particular, se analizan las contribuciones de primer orden en α′ en el ĺımite de bajas enerǵıas

de la teoŕıa de cuerdas heterótica, dentro del marco del gKSA.

El punto de partida es considerar un fondo que admita al menos un vector de Killing tal que

su derivada de Lie sobre los campos fundamentales se anule. Además, mediante una elección

adecuada del sistema de coordenadas, dicho vector puede tomarse como covariantemente con-

stante, lo cual facilita las construcciones expĺıcitas. Como se sigue del gKSA, la métrica y el

campo de Kalb-Ramond se perturban mediante dos vectores nulos lµ y l̄µ (6.1.14-6.1.15), los

cuales se identifican con un par de campos de gauge abelianos Aµ y Āµ, de manera análoga a la

copia doble clásica.

Bajo esta identificación, la dinámica se reduce a un par de ecuaciones de Maxwell modifi-

cadas por correcciones de orden α′ en derivadas, en acuerdo con la estructura esperada de la

relación KLT para la teoŕıa heterótica. En particular, al contraer las ecuaciones de movimiento

perturbadas con uno o dos vectores de Killing, se aislan las contribuciones relevantes al nivel

de copia simple y copia cero, reproduciendo la dinámica efectiva de los campos de gauge hasta

orden O(α′)

κ

4

[
∇̃µFµν + (∇̃ρFµσ)R̃ν

µρσ
]
= 0 ,

κ

4

[
∇̃µF̄µν + (∇̃ρF̄µσ)R̃ν

µρσ
]
= 0 . (6.4.1)

Por su parte, la ecuación correspondiente a la copia cero no recibe correcciones en derivadas a

este orden:

κ

4
∇̃µ∇̃µφ = 0, . (6.4.2)

Estos resultados muestran que el ansatz de Kerr-Schild generalizado ofrece un marco ro-

busto para extender la estructura de copia doble clásica a teoŕıas efectivas con correcciones en

derivadas. La incorporación de dos vectores nulos permite representar de manera completa el

sector NS-NS, y las identificaciones adecuadas con los campos de gauge aseguran que la relación

gravedad-gauge se mantenga incluso en presencia de términos de orden α′. De este modo, el

gKSA se consolida como una herramienta eficaz para investigar la conexión entre gravedad y

teoŕıas de gauge.
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6.5 Conclusiones

Este caṕıtulo aborda el estudio del ansatz de Kerr-Schild generalizado (gKSA) en el marco de la

Teoŕıa Doble de Campos con supersimetŕıa N = 1 y correcciones α′, integrando los resultados

de [3,4]. El gKSA, originalmente introducido para extender soluciones de Relatividad General a

teoŕıas de campos con simetŕıa de T-dualidad, permite perturbar simultáneamente la métrica y

el campo de Kalb-Ramond preservando la linealidad de las ecuaciones de movimiento, propiedad

que ha sido clave para su aplicación al sector bosónico de la TDC.

En la primera parte del caṕıtulo se mostró cómo extender el gKSA al sector fermiónico,

respetando las estructuras de supersimetŕıa de la TDCs. Se encontró que la perturbación del

gravitino generalizado debe ser lineal, mientras que el dilatino y el dilatón pueden recibir per-

turbaciones no restringidas. A partir del análisis de las transformaciones supersimétricas se

obtuvieron expresiones para las ecuaciones de Killing para espinores, mostrando que también se

linealizan bajo el gKSA y permitiendo establecer condiciones suficientes para la existencia de

soluciones supersimétricas.

En la segunda parte se incorporaron correcciones de primer orden en α′ asociadas a la teoŕıa

heterótica. A partir de la acción general propuesta en [118], se aplicó el gKSA y se obtuvo

una deformación lineal del lagrangiano con cuatro derivadas, que conserva la invariancia bajo

la transformación de Green-Schwarz generalizada. La consistencia de esta deformación impone

nuevas condiciones sobre los vectores nulos y requiere correcciones espećıficas en los parámetros

de Lorentz, todo lo cual fue verificado expĺıcitamente.

Por último, se exploró la relación entre el gKSA y la copia doble clásica. El uso de dos

vectores nulos permite extender esta correspondencia al sector NS-NS completo y al caso super-

simétrico. Además, se mostró que la estructura de copia doble puede mantenerse en presencia

de correcciones de orden α′, reproduciendo de manera efectiva las ecuaciones de Maxwell de-

formadas esperadas a partir de la relación KLT, a pesar de no satisfacer automáticamente la

dualidad color-cinemática. Estos resultados posicionan al gKSA como una herramienta eficaz

para el análisis de soluciones supersimétricas, con correcciones de derivadas superiores, y con

una interpretación natural dentro del programa de la copia doble.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y comentarios

En esta tesis se han explorado diversos aspectos que contribuyen a una mejor comprensión de la

Teoŕıa Doble de Campos y su extensión supersimétrica con N = 1 (TDCs). El trabajo se basa

en los resultados de [1–4], que proporcionan un marco sólido para el estudio de la supersimetŕıa,

la dualidad T y las correcciones α′ dentro de la descripción efectiva de la teoŕıa de cuerdas

heterótica. A continuación, se resumen las principales conclusiones de esta investigación

Simetŕıa β de la supergravedad heterótica

Se analizó el papel de la simetŕıa β en la supergravedad heterótica, extendiendo resultados

previos al sector de gauge y fermiónico sin masa. Los principales hallazgos fueron:

• Se derivaron las reglas de transformación bajo β para los campos de gauge y fermiónicos

de la supergravedad heterótica a partir de la TDCs. Si bien este marco es conveniente

para analizar la simetŕıa β, también se mostró que es posible estudiarla directamente en

supergravedad.

• Se verificó que la simetŕıa β determina completamente las interacciones de los campos

bosónicos, pero posee un menor poder predictivo en el sector fermiónico. No obstante,

resulta útil en la construcción de acoplamientos fermiónicos bilineales y cuárticos, cuyos

coeficientes relativos quedan fijados por la supersimetŕıa.

• En relación con el punto anterior, se construyeron las interacciones de cuatro fermiones
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tanto en la TDCs como en la supergravedad heterótica al orden más bajo en α′, encon-

trando acuerdo con la literatura existente.

Supersimetŕıa, dualidad T, y correcciones α′

En este apartado se obtuvieron las correcciones α′ para la TDCs. Los resultados principales

fueron:

• Se derivaron las correcciones de primer orden para la acción y las reglas de transformación

de la TDCs. El formalismo preserva la supersimetŕıa a todos los órdenes y garantiza que

las reducciones dimensionales sean T-duales. La acción obtenida incluye términos con

hasta cuatro derivadas de los campos y acoplamientos bilineales fermiónicos.

• Al parametrizar los multipletes covariantes bajo dualidad en términos de los campos de

supergravedad y super Yang-Mills, se estableció una conexión con la acción efectiva de

la cuerda heterótica. Se confirmó que las interacciones bosónicas coinciden con los re-

sultados obtenidos mediante amplitudes de dispersión en teoŕıa de cuerdas, mientras que

las interacciones fermiónicas ofrecen nuevas perspectivas sobre los acoplamientos con tres

derivadas, en particular en el sector de gauge.

• La introducción de ı́ndices colectivos generalizados del espacio tangente permitió incorpo-

rar términos dependientes del campo de Yang-Mills dentro de estructuras gravitacionales,

lo que simplifica la construcción de soluciones supersimétricas y facilita la extensión de

soluciones gravitacionales conocidas al sector Yang-Mills.

El ansatz de Kerr-Schild generalizado

Se estudió la incorporación del ansatz de Kerr-Schild generalizado (gKSA) en el marco de la

TDCs. Los principales resultados obtenidos fueron:

• Se extendió el gKSA al sector fermiónico de la TDCs, mostrando que la perturbación del

gravitino generalizado debe ser lineal para mantener la consistencia con la supersimetŕıa.

Las transformaciones supersimétricas permitieron derivar las ecuaciones de Killing para

espinores, fundamentales para la construcción de soluciones que preservan supersimetŕıa.
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• Se incorporaron las correcciones de primer orden en α′ dentro del gKSA y se analizó su

impacto sobre la acción efectiva y la transformación de Green-Schwarz. Se verificó que las

deformaciones inducidas por el gKSA son compatibles con la simetŕıa de Lorentz doble,

siempre que se impongan ciertas condiciones adicionales sobre los flujos y los parámetros

de transformación.

• Se exploró la relación entre el gKSA y la copia doble clásica. En particular, se mostró

cómo las ecuaciones de movimiento perturbadas permiten derivar ecuaciones de Maxwell

con correcciones de cuatro derivadas, en acuerdo con la estructura de la relación KLT en

el contexto de la cuerda heterótica.

El marco covariante de dualidad desarrollado en esta tesis proporciona una herramienta

poderosa para el estudio de correcciones de orden superior en derivadas dentro del ĺımite de ba-

jas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas. Este enfoque no solo simplifica la construcción de acciones

invariantes, sino que también garantiza su compatibilidad con las dualidades de cuerdas. La in-

teracción entre la simetŕıa β, la supersimetŕıa y la dualidad T resalta el papel fundamental de las

simetŕıas en la organización y restricción de las correcciones de orden superior, proporcionando

una nueva perspectiva sobre la estructura de la expansión en α′.

Perspectivas futuras y direcciones de investigación

Los resultados de esta tesis abren diversas ĺıneas de investigación para el futuro. A continuación,

se destacan algunas direcciones prometedoras:

• Extensión a órdenes superiores en α′: Un paso natural es construir correcciones de

segundo orden y superiores en la teoŕıa TDCs. Las correcciones cuadráticas del sector

bosónico de la TDC fueron calculadas en [133] y estudiadas en profundidad en [134–136].

La extensión supersimétrica permitiŕıa aumentar la comprensión sobre el papel de los

objetos gravitacionales con ı́ndices colectivos introducidos en [2]. En cuanto a los términos

de O(α′3), se sabe que existen contribuciones en la acción efectiva proporcionales a ζ(3),

comunes a las supergravedades que describen el ĺımite de bajas enerǵıas de las teoŕıas de

supercuerdas [65,66,137–139], aunque los formalismos de dualidad presentan limitaciones

para reproducirlos [140–142]. No obstante, resulta interesante explorar algunos términos
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a este orden dentro del formalismo considerado en esta tesis, especialmente aquellos con

ocho derivadas dependientes de campos de super Yang-Mills, que, hasta donde se sabe,

no han sido obtenidos por otros métodos.

• Comparación con métodos alternativos: La relación entre supersimetŕıa y la simetŕıa

O(d, d) ha sido ampliamente estudiada [2, 115, 117, 143–149]. En particular, las deforma-

ciones de primer orden en las transformaciones supersimétricas de los campos heteróticos

obtenidas en [2]1 difieren de las obtenidas mediante la supersimetrización de las formas de

Chern-Simons [95]. Tal como se mencionó en el cuerpo del trabajo, esto no implica que los

resultados de [95] sean incompatibles con la teoŕıa de cuerdas. Para comprobar la compat-

ibilidad entre supersimetŕıa y la simetŕıa O(d, d), resulta necesario compactificar la teoŕıa

en diez dimensiones. Sin embargo, comparar distintas formulaciones no es trivial debido a

las redefiniciones de campos, que pueden incluir términos de gauge no covariantes [118]. En

este contexto, la simetŕıa β resulta especialmente útil, ya que sus transformaciones actúan

covariantemente sobre los multipletes de los difeomorfismos en diez dimensiones, evitando

las redefiniciones de campo requeridas en el procedimiento estándar de Kaluza-Klein. Se

espera avanzar en la comprensión de esta diferencia y conciliar ambos resultados.

• Compactificaciones y supergravedades gaugedadas: Reducir dimensionalmente la

TDCs por medio de compactificaciones generalizadas de Scherk–Schwarz [119, 150] per-

mitiŕıa estudiar las correcciones α′ en supergravedades gaugeadas de menor dimensión,

incluyendo los acoplamientos fermiónicos. Estas correcciones podŕıan tener implicaciones

relevantes en la fenomenoloǵıa de cuerdas, particularmente en la estabilización de módulos

y los acoplamientos de Yukawa. La aplicación de estos resultados en modelos efectivos de

cuatro dimensiones podŕıa proporcionar nuevas perspectivas sobre la compactificación y

la f́ısica más allá del Modelo Estándar.

• Aplicaciones a soluciones supersimétricas: Un resultado interesante de [2] es la

aparición natural de los ı́ndices colectivos del espacio tangente, lo que permite incorporar

términos dependientes del campo de Yang-Mills de orden superior dentro de estructuras

gravitacionales. Esto conduce a modificaciones relativamente simples de las reglas de

transformación supersimétrica a orden cero en α′, lo que permite emplear las ecuaciones

1Véase también [149], donde la reducción toroidal de las variaciones supersimétricas de los fermiones

a O(α′) coincide con [2] al fijar el grupo de Lorentz doble al de supergravedad.
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de los espinores de Killing a dicho orden para obtener soluciones clásicas con correcciones

de orden superior. Estas propiedades no solo simplifican la construcción de nuevas solu-

ciones supersimétricas, sino que también facilitan la extensión de soluciones conocidas del

sector gravitacional al sector de Yang-Mills [151–160]. Explorar cómo estas interacciones

modifican soluciones conocidas en supergravedad heterótica podŕıa proporcionar infor-

mación clave sobre la influencia de las correcciones de orden superior en escenarios f́ısicos

concretos.

• Deformaciones integrables y modelos σ: Otra dirección en la que este trabajo podŕıa

resultar útil es el estudio de deformaciones integrables en modelos σ bidimensionales.

Comprender la relación entre el bi-vector β y la ecuación de Yang–Baxter clásica podŕıa

proporcionar nuevas técnicas para generar soluciones en supergravedad [161–166]. En

particular, este enfoque podŕıa ser adecuado para extender las deformaciones estudiadas

en el sector de gauge de la cuerda heterótica [166], incorporando además la supersimetŕıa.
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Apéndice A

Convenciones

En este apéndice recopilamos las convenciones y definiciones empleadas a lo largo de la tesis.

A.1 Convenciones y definiciones

Métricas

Adoptamos la convención de signatura mayormente positiva para la métrica. En particular, la

métrica plana en D dimensiones está dada por

gab = diag(−1,+1,+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
D−1 veces

) ,

y la utilizaremos para subir y bajar ı́ndices de O(1, D−1). Podemos utilizar el vielbein eµ
a para

construir la métrica de la variedad según:

gµν = eµ
aeν

bgab , (A.1.1)

con la cual vamos a contraer ı́ndices espacio-temporales.

Conexiones y derivadas covariantes

Consideremos un tensor Tν
ρ que transforma bajo representaciones del grupo GL(D). Su derivada

covariante está dada por

∇µTν
ρ = ∂µTν

ρ − Γλ
µνTλ

ν + Γρ
µλTν

λ , (A.1.2)
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siendo Γλ
µν las componentes de la conexión af́ın. Si demandamos que la conexión esté libre

de torsión, y la constancia covariante de la métrica (A.1.1), las componentes de la conexión se

pueden determinar completamente como

Γλ
µν =

1

2
gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) , (A.1.3)

y se denominan śımbolos de Christoffel.

Podemos definir, de manera análoga, la derivada covariante de un tensor Ta
b que transforma

ante O(1, D − 1)

∇µTa
b = ∂µTa

b − wµa
cTc

b + wµc
bTa

c , (A.1.4)

donde wµa
b es la denominada conexión de spin. La constancia de la métrica plana nos conduce

a la condición de antisimetŕıa wµab = −wµba. La compatibilidad del vielbein con la derivada

covariante se expresa como

∇µeν
a = ∂µeν

a − Γρ
µνeρ

a + wµb
aeν

b = 0 , (A.1.5)

lo cual nos permitirá determinar las componentes de la conexión de spin, a través de

wµbc = −eνb∂µeνc + Γρ
µνe

ν
beρc

= eµ
a
(
−eµ[aeνb]∂µeνc + eµ[ae

ν
c]∂µeνb + eµ[be

ν
c]∂µeνa

)
(A.1.6)

= eµ
awabc .

En este contexto, resultará útil definir la conexión de spin con torsión

w
(±)
abc = wabc ±

1

2
Habc , (A.1.7)

y con ella la derivada covariante∇(±)
a Vb = ∂aVb−w

(±)
ab

cVc, que surge naturalmente en los términos

de orden α′ de las transformaciones supersimétricas y la acción efectiva de la supergravedad

heterótica.

También podemos ver cómo actúa la derivada covariante sobre un tensor de gauge T i

∇µT
i = ∂µT

i − f ijkAµ
jT k , (A.1.8)

con Aµ
j el campo de Yang-Mills, que cumple el papel de conexión, y f ijk la constante de

estructura del grupo de gauge. Por último, la derivada covariante de un espinor ε es

∇(±)
µ ε = ∂µε−

1

4
w

(±)
µabγ

abε , (A.1.9)

donde la torsión de la conexión de spin puede ser nula.
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Curvaturas

El conmutador de derivadas covariantes actuando sobre tensores/espinores[
∇(±)

µ ,∇(±)
ν

]
Gρci = −Rσ

ρµνGσci +R(±)
µνc

dGρdi − Fµν
jGρc

kfijk (A.1.10)[
∇(±)

µ ,∇(±)
ν

]
ε =

1

4
R(±)

µνabγ
abε , (A.1.11)

define el tensor de curvatura de Riemann

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µκΓ
κ
νσ − Γρ

νκΓ
κ
µσ

= eρaeσ
bRµνab = eρaeσ

b
(
−2∂[µwν]ab + wµa

cwνcb − wνa
cwµcb

)
, (A.1.12)

y la curvatura de Yang-Mills

F i
µν = 2∂[µA

i
ν] − f ijkA

j
µA

k
ν . (A.1.13)

El tensor de Riemann admite la inclusión de torsión, R
(±)
µνρλ simplemente con el reemplazo

w → w(±) en su definición. Las trazas del tensor de Riemann permiten definir el tensor de

Ricci

Rµν = Rρ
µρν = eρaeνbRρµ

ab , (A.1.14)

y el escalar de Ricci en D dimensiones

R = gµνRµν = eµae
ν
bRµν

ab . (A.1.15)

También podemos construir la curvatura asociada al campo de Kalb-Ramond bµν

Hµνρ = 3∂[µbνρ] , (A.1.16)

la cual debe ser modificada cuando la teoŕıa de supergravedad se acopla a super Yang-Mills, de

manera que

Hµνρ = 3

(
∂[µbνρ] −Ai

[µ∂νAρ]i +
1

3
fijkA

i
µA

j
νA

k
ρ

)
= 3

(
∂[µbνρ] − Cg

µνρ

)
, (A.1.17)

donde Cg
µνρ es la forma de Chern-Simons, definida en (3.5.21).
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Apéndice B

Espinores y matrices gamma

Este apéndice presenta las convenciones para espinores y matrices gamma en la Teoŕıa Doble de

Campos y en supergravedad, destacando su quiralidad y propiedades clave para la construcción

de bilineales. También incluye identidades útiles para los productos de matrices gamma en

ambos contextos, fundamentales para los cálculos de este trabajo.

B.1 Teoŕıa Doble de Campos

En TDC, el contenido de campos fermiónicos está compuesto por el gravitino generalizado ΨA

y el dilatino generalizado ϱ. El gravitino ΨA es un espinor de Majorana-Weyl que transforma

como un espinor bajo O(9, 1)L, y como un vector bajo O(1, 9 + ng)R, mientras que el dilatino ϱ

es un espinor de Majorana-Weyl que transforma unicamente como un espinor de O(9, 1)L. Estos

espinores tienen quiralidades opuestas, dadas por

γ11ΨA = ΨA , γ11ϱ = −ϱ , (B.1.1)

donde γ11 es la matriz de quiralidad en diez dimensiones, análoga a γ5 en cuatro dimensiones.

Se define como

γ11 = −γ0γ1 · · · γ9 . (B.1.2)

Una base para el espacio de matrices gamma en diez dimensiones está dada por

Γ(n) =
{
1, γa, γab, γabc, · · · , γa1···a10

}
. (B.1.3)

Para dos espinores η y κ, el bilineal ηΓ(n)κ es simétrico ante el intercambio η ↔ κ cuando
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n = 0, 3, 4, 7, 8, y antisimétrico para n = 1, 2, 5, 6, 9, 10. Además, si η y κ tienen la misma

quiralidad, entonces n debe ser impar; de lo contrario, n debe ser par.

Dado que para n > 5 un producto de n matrices gamma puede reescribirse en términos del

tensor de Levi-Civita ε multiplicado por un producto de 10 − n matrices gamma y γ11, basta

considerar solamente los términos con n ≤ 5 en la construcción de bilineales fermiónicos.

Productos de matrices gamma

El álgebra de Clifford (3.3.1) determina las siguientes identidades para las matrices gamma de

O(9, 1)L

γaγb = γab − Pab , (B.1.4a)

γabγc = γabc − 2γ[aPb]c , (B.1.4b)

γaγbc = γabc − 2Pa[bγc] , (B.1.4c)

γabγ
cd = γab

cd − 4γ[a
[dPb]

c] + 2P[b
[c Pa]

d] , (B.1.4d)

γabγ
cde = γab

cde − 6γ[a
[dePb]

c] + 6γ[eP[b
c Pa]

d] , (B.1.4e)

γabcγ
de = γabc

de − 6γ[ab
[ePc]

d] + 6γ[aPc
[d Pb]

e] , (B.1.4f)

γabcγ
def = γabc

def − 9γ[ab
[efPc]

d] + 18γ[a
[fPc

dPb]
e] − 6P[c

[d Pb
e Pa]

f ] . (B.1.4g)

B.2 Supergravedad

Una vez que resolvemos el strong constraint en el marco de supergravedad, necesitamos hacer

el fijado de gauge

O(9, 1)L ×O(1, 9 + ng)R −→ O(1, 9)×G ,

siendo G el grupo de gauge, que debe ser SO(32) o E8 × E8 para poder conectar con la super-

gavedad heterótica.

El contenido de campos fermiónicos de la teoŕıa está compuesto por el gravitino ψa, un

dilatino ρ y un gaugino χi, todos ellos espinores de Majorana-Weyl que transforman bajo O(1, 9),

con quiralidad determinada por

γ11ψa = ψa , γ11ρ = −ρ , γ11χ
i = χi . (B.2.1)
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La matriz γ11 se define de manera análoga a su versión en TDC, pero ahora en términos de las

matrices gamma de O(1, 9). Las propiedades de permutación entre espinores son similares a las

presentadas previamente en el contexto de la TDC.

Productos de matrices gamma

El álgebra de Clifford
{
γa, γb

}
= 2gab determina las siguientes identidades para las matrices

gamma de O(1, 9)

γaγb = γab + gab , (B.2.2a)

γabγc = γabc + 2γ[agb]c , (B.2.2b)

γaγbc = γabc + 2ga[bγc] , (B.2.2c)

γabγ
cd = γab

cd + 4γ[a
[dδb]

c] + 2δ[b
[c δa]

d] , (B.2.2d)

γabγ
cde = γab

cde + 6γ[a
[deδb]

c] + 6γ[eδ[b
c δa]

d] , (B.2.2e)

γabcγ
de = γabc

de + 6γ[ab
[eδc]

d] + 6γ[aδc
[d δb]

e] , (B.2.2f)

γabcγ
def = γabc

def + 9γ[ab
[efδc]

d] + 18γ[a
[fδc

dδb]
e] + 6δ[c

[d δb
e δa]

f ] . (B.2.2g)
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Apéndice C

Flujos generalizados

En este apéndice se muestra la parametrización de las componentes de los flujos generalizados

de O(10, 10 + ng)

FABC = 3∂[AE
N

BE|N |C] +
√
2EM

AE
N

BE
P
CfMNP , FA =

√
2∂ME

M
A − 2∂Ad ,

involucradas en el cálculo de las transformaciones supersimétricas y de la acción efectiva de la

supergravedad heterótica. También vamos a parametrizar los flujos generalizados de O(10, 10+k)

de la identificación de Bergshoeff - de Roo generalizada en términos de los flujos generalizados

de O(10, 10 + ng), para aśı determinar las correcciones α′ de estos últimos.

C.1 Parametrización de los flujos de O(10, 10 + ng)

Considerando las parametrizaciones (3.5.9, 3.5.10) en la definición de los flujos generalizados

obtenemos la parametrización de las componentes

Fabc = −
(
wabc +

1

2
Habc

)
≡ −w(+)

abc , (C.1.1a)

Fabc =

(
wabc −

1

2
Habc

)
≡ w

(−)
abc , (C.1.1b)

Fabc = 3

(
w[abc] −

1

6
Habc

)
, (C.1.1c)

Fabc = −3

(
w[abc] +

1

6
Habc

)
, (C.1.1d)

Fa = Fa =
(
∂µe

µ
a + eµae

ν
b∂µe

b
ν − 2eµa∂µϕ

)
, (C.1.1e)
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en las cuales los términos correspondientes al sector de gauge aparecen en Habc a través de

la forma de Chern-Simons de gauge. Además tenemos las componentes con ı́ndices de gauge

expĺıcitos

Fiab = Fabi = Fabi = − 1√
2
eµae

ν
beiiF

i
µν , (C.1.2a)

Faij = −eiie
j
je

µ
aAµ

kfijk , (C.1.2b)

Fijk =
√
2ei

i
ej
j
ek
k
fijk (C.1.2c)

C.2 Correcciones α′ de los flujos generalizados

Ahora vamos a parametrizar los flujos generalizados de O(10, 10 + k), definidos en (5.1.10) y

(5.1.11), utilizando la parametrización (5.1.1). Tal como lo explicamos en la sección 5.2.1, esta

parametrización induce correcciones de orden α′ en los flujos generalizados de O(10, 10 + ng).

A continuación listaremos las componentes1 involucradas en el cálculo de la acción de primer

orden (5.2.21)

Fabc
∼= Fabc + F

(3)
abc = Fabc −

3b

4

(
∂[aF

∗cd
b − 1

2
Fd[abF

∗dcd − 2

3
F ∗c

e[aF
∗
b
ed

)
F ∗
c]cd

, (C.2.1a)

Fabc
∼= Fabc + F

(3)
abc = Fabc −

b

4

(
∂aF

∗cd
[b + F ∗ecdFae[b

)
F ∗
c]cd

, (C.2.1b)

Fabc
∼= Fabc + F

(3)

abc
= Fabc +

b

8
F ∗
def
F ∗ef

aF
d
bc , (C.2.1c)

Fabc = Fabc , (C.2.1d)

Fabcd
∼= F

(2)

abcd
= −2∂[cF

∗
d]ab

+ 2F ∗
a
e
[cF

∗
d]eb

+ FcdeF
∗e

ab , (C.2.1e)

Fabcd
∼= F

(2)

abcd
=

1√
2
∂bF

∗
acd

− 1√
2
FadbF

∗d
cd , (C.2.1f)

Fa
∼= Fa + F (3)

a = Fa +
b

8

[
F ∗b

cdF
∗cd
a Fb + ∂b

(
F ∗b

cdF
∗cd
a

)]
, (C.2.1g)

Fa = Fa , (C.2.1h)

siendo el parámetro b = 2
(1−XR)g2

, las etiquetas (2) y (3) indican el número de derivadas de los

campos bosónicos, y donde además usamos

F ∗
abc

= Fabc −
1

2
ΨbγaΨc , Fαcd =

1√
2gXR

FABcd(tα)
ABeαα . (C.2.2)

1Si bien se lista la parametrización en términos de los campos de O(10, 10), recordemos que la extensión

a O(10, 10 + ng) es trivial, v́ıa a, b −→ A,B.
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Apéndice D

Ecuaciones de movimiento

En este apéndice, presentamos las ecuaciones de movimiento de los campos de supergravedad a

orden cero en α′, incluyendo términos bilineales en fermiones. Estas se obtienen a partir de la

variación de la acción

S =

∫
d10x e e−2ϕ

[
R+ 4∇µϕ∇µϕ− 1

12
HµνρH

µνρ − 1

4
Fµν

iFµν
i

−ψµγν∇νψµ + ργµ∇µρ+ 2ψµ∇µρ−
1

2
χiγµ∇µχi + χi

(
γµψν − 1

4
γµνρ

)
Fµν

i

+
1

24
Hµνρ

(
ψλγµνρψλ + 12ψµγνψρ − ργµνρρ− 6ψµγνρρ+

1

2
χiγµνρχi

)]
,

con respecto a cada uno de los campos dinámicos. En la expresión anterior se han omitido los

términos cuárticos en fermiones, y se ha adoptado el esquema en el que el dilatino está contenido

en el campo ρ.

Además de describir la dinámica clásica de la teoŕıa, estas ecuaciones cumplen un rol funda-

mental al considerar redefiniciones de campos. Como es bien sabido, dos teoŕıas cuyas acciones

efectivas difieren únicamente por términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento están

relacionadas por una transformación de campos y conducen a la misma matriz S. En consecuen-

cia, describen la misma f́ısica. Las ecuaciones de movimiento, entonces, no solo determinan las

soluciones clásicas del modelo, sino que también permiten identificar equivalencias f́ısicas entre

formulaciones efectivas aparentemente distintas.

A continuación, presentamos expĺıcitamente las ecuaciones de movimiento correspondientes

a cada uno de los campos de la supergravedad heterótica a orden cero en α′.
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D.1 Métrica y vielbein

Considerando variaciones arbitrarias de gµν obtenemos la ecuación de movimiento de la métrica

∆Gµν =
1

4
gµν∆ϕ+Rµν + 4∇µϕ∇νϕ− 1

4
HµλσHν

λσ − 1

2
FµλiFν

λi (D.1.1)

−ψµγ
λ∇λψν − ψλγµ∇νψλ + ργµ∇νρ+ 2ψµ∇νρ−

1

2
χiγµ∇νχi +

1

8
ψλγµ

στψλHνστ

−1

8
ργµ

στρHνστ +
1

16
χiγµ

στχiHνστ +
1

2
ψσγµ

τρHνστ −
1

4
ψµγστρHνστ + ψµγ

σψτHνστ

−1

2
ψσγµψ

τHνστ +
1

24
ψµγ

ρστψνHρστ + χiγµψλFν
λi − χiγλψµFν

λi − 1

2
χiγµλρFν

λi ,

con ∆ϕ la ecuación de movimiento del dilatón. Si variamos el vielbein eµa, se llega a

∆eµ
a = 2eνa∆Gµν . (D.1.2)

D.2 Dilatón

La variación de la acción efectiva respecto al dilatón determina una ecuación de movimiento

proporcional al Lagrangiano de la teoŕıa

∆ϕ = −2L . (D.2.1)

D.3 Campo de Kalb-Ramond

La ecuación de movimiento para el campo antisimétrico bµν toma la forma

∆bνρ =
1

2
∇µHµνρ −∇µϕHµνρ (D.3.1)

−1

8
∇µ

(
ψλγµνρψλ + 12ψ[µγνψρ] − ργµνρρ− 6ψ[µγνρ]ρ+

1

2
χiγµνρχi

)
+
1

4

(
ψλγµνρψλ + 12ψ[µγνψρ] − ργµνρρ− 6ψ[µγνρ]ρ+

1

2
χiγµνρχi

)
∇µϕ .

D.4 Gravitino

La ecuación de movimiento del gravitino ψµ = eµ
aψa, es

∆ψµ = 2∇νψµγ
ν − 2ψµγ

ν∇νϕ+ 2∇µρ+
1

12
ψµγ

ρστHρστ −
1

4
Hµνρ

(
4ψργν − ργνρ

)
− Fµν

iχiγ
ν

(D.4.1)
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D.5 Dilatino

El campo ρ obedece la siguiente ecuación de movimiento

∆ρ = −2∇µργ
µ + 2ργµ∇µϕ− 2∇µψ

µ + 4ψµ∇µϕ− 1

12
Hρστ

(
ργρστ + 3ψργστ

)
− 1

4
Fµν

iχiγ
µν

(D.5.1)

D.6 Campo de gauge

Los campos de gauge Aµ
i satisfacen una ecuación de movimiento que incluye los términos ha-

bituales de tipo Yang–Mills, además de interacciones con los campos de fondo y los fermiones

de la teoŕıa.

∆Aµ
i =

1

2
HµνρF

νρi +Aρ
i∆bρµ −∇νFµν

i + 2Fµν
i∇νϕ (D.6.1)

−1

2
χjγµχ

kf ijk −
1

8
F νρi

(
ψλγµνρψλ + 12ψ[µγνψρ] − ργµνρρ− 6ψ[µγνρ]ρ+

1

2
χjγµνρχj

)
+2∇νχi

(
γ[µψν] −

1

4
γµνρ

)
+ 2χi∇ν

(
γ[µψν] −

1

4
γµνρ

)
− 4χi

(
γ[µψν] −

1

4
γµνρ

)
∇νϕ .

D.7 Gaugino

Finalmente, la ecuación de movimiento del gaugino queda determinada según

∆χi = ∇µχiγ
µ − χiγ

µ∇µϕ+
1

24
Hρστχiγ

ρστ −
(
ψνγµ − 1

4
ργµν

)
Fµνi . (D.7.1)
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