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Resumen

Esta tesis se centra en el andlisis de las aproximaciones por elementos finitos mixtos
de Raviart - Thomas para operadores elipticos de la forma:

—div(aVu) = f
donde el coeficiente a = a(x) es una funcién no negativa que posee singularidades.

En primer lugar obtenemos estimaciones a priori del error para el caso de érdenes
fraccionarios, generalizando de esta manera los resultados conocidos previamente para
6rdenes enteros. Para ello, fue necesario extender las estimaciones del error de interpo-
lacién de Raviart-Thomas con la norma L? con peso adaptéandolas a funciones definidas
en espacios de Sobolev fraccionarios. Un desafio importante con el que nos topamos, fue
establecer una definicion de estos espacios que resultara adecuada para nuestro propésito.

Por otro lado, introducimos y analizamos un estimador de error a posteriori basado
en un postproceso de la solucion numérica. Demostramos la eficiencia y confiabilidad de
nuestro estimador.

Ademas, incluimos ejemplos numéricos para la aproximaciéon de Raviart-Thomas de
orden mas bajo que ilustran nuestros resultados tedricos tanto para estimaciones a priori
como a posteriori. En el caso del estimador a posteriori extendemos los resultados a condi-
ciones de borde mixtas con el objetivo de aplicarlo a un problema degenerado introducido
por Caffarelli y Silvestre como forma de resolver el Laplaciano fraccionario espectral.
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Abstract

Mixed finite element method for degenerate
elliptic problems.

This thesis is focused on the analysis of the approximation via mixed finite elements
of Raviart - Thomas for elliptic operators of the form:

—div(aVu) = f

where the coefficient a = a(z) is a non-negative function that exhibits singularities.

First, we obtain a priori error estimates for the fractional order case, generalizing the
previously known results for integer orders. To this end, it was necessary to extend the
interpolation error estimates of Raviart-Thomas with weighted L?-norm adapting them
to functions defined in fractional Sobolev spaces. An important challenge we encountered
was establishing a definition of these spaces that was suitable for our purposes.

On the other hand, we introduce and analyze an a posteriori error estimator based
on a postprocess of the numerical solution. We prove both the efficiency and reliability
of our estimator.

We include numerical examples for the lowest-order Raviart-Thomas approximation
that illustrate our theoritical results for both a priori and a posteriori estimates. In the
case of the a posteriori estimator, we extend the results to mixed boundary conditions
with the purpose of applying it to a degenerate problem introduced by Caffarelli and
Silvestre as a method to solve the spectral fractional Laplacian.



Introduccion

A lo largo de este tesis analizamos la aproximacién por elementos finitos mixtos de
Raviart-Thomas (ver por ejemplo los libros [10, 14]) de problemas elipticos de la forma

—div(aVu) = f en un dominio D C R", (0.0.1)

donde a = a(z) es una funcién no negativa.

En particular, nos interesan problemas elipticos degenerados en el sentido que el co-
eficiente a(x) no cumple que
A<a(z) <A

para A, A € R.q (es decir, problemas que no son uniformemente elipticos).

En los métodos mixtos se quieren aproximar dos variables de manera simultanea.
Estas variables pueden aparecer naturalmente en el problema o introduciendo una nue-
va variable. En nuestro caso, planteando o = —aVu, la ecuacién antes mencionada se
convierte en el sistema de primer orden

{ o+aVu=0 en D (0.0.2)

dive = f en D.

Si bien al aproximar simultdneamente ambas variables se incrementa el costo del
problema discreto ya que se aument6 el nimero de variables, la ventaja es que en muchos
casos, las singularidades de a y de Vu se compensan haciendo que la variable o sea mas
regular y en consecuencia mas facil de aproximar de manera eficiente.

El andlisis de la aproximacion por elementos finitos se centra en el estudio de las
estimaciones de error. Estas se dividen en a priori (ver por ejemplo los libros cldsicos
[12, 21]) v a posteriori (ver por ejemplo [3, 43]). La teoria, tanto para estimaciones a priori
como a posteriori [12, 14] estd ampliamente desarrollada para problemas uniformemente
elipticos [12, 21, 30] tanto para el caso estandar como el mixto. Sin embargo, para el caso
degenerado, hay pocos trabajos y quedan muchos problemas por investigar. Podemos
mencionar por ejemplo los trabajos de Nochetto, Otarola y Salgado [36] o el trabajo de
Chen, Nochetto, Otarola y Salgado [20]. En ambos se estudié la aplicacién del método
estandar para problemas no uniformemente elipticos.
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En cuanto a métodos mixtos, en los trabajos [8, 33] se tratan problemas degenerados
particulares y de distinta indole que los que consideramos nosotros, y en [19] se trata la
misma clase de problemas que en esta tesis. Todos estos trabajos son sobre estimaciones
a priori.

En esta tesis obtenemos resultados tanto sobre estimaciones a priori como a posteriori.
Nuestras estimaciones a priori extienden al caso de orden fraccionario los resultados de
[19] mientras que las estimaciones a posteriori que introducimos y analizamos son los
primeros resultados para la aproximacién por métodos mixtos de problemas degenerados.
Para el desarrollo de nuestra teoria, suponemos que el coeficiente a pertenece a la clase
de Muckenhoupt A,.

La estructura de esta tesis esta centrada en tres capitulos. El primero retine resultados
preliminares que se utilizan en el desarrollo de todo el trabajo. El segundo esté dedicado
al andlisis de las estimaciones a priori mientras que el tercero aborda el estudio de las
estimaciones a posteriori.

A continuacién describimos cada capitulo.

Comenzamos el Capitulo 1 introduciendo las clases de Muckenhoupt A,. Estas fue-
ron introducidas por Muckenhoupt en [34] para caracterizar los pesos para los cuales
el operador maximal de Hardy-Littlewood estd acotado. Presentamos algunos ejemplos
ilustrativos.

Introducimos los espacios de Sobolev con peso con los que trabajaremos. La teoria
de elementos finitos para problemas uniformemente elipticos utiliza los espacios clasicos
de Sobolev. Sin embargo, para los problemas degenerados que nos interesan es necesario
reemplazar estos espacios por versiones con pesos, las cuales han sido utilizadas en el
andlisis tedrico de ecuaciones diferenciales desde hace alrededor de cincuenta afios [32].

En los ultimos tiempos se llevaron a cabo varios trabajos donde se utilizaron normas
con peso para analizar aproximaciones numéricas, algunos ejemplos de esto son [2, 22,
36, 38, 37| para el caso del método estandar de elementos finitos, y [19] para el método
mixto.

Puede suceder que una solucién pertenezca al espacio de Sobolev de orden m pero no
al m 4+ 1, es por esto que la escala entera no es suficiente para medir la suavidad de las
funciones, y por lo tanto, es necesario considerar espacios de Sobolev de érdenes fraccio-
narios. En el caso de ecuaciones degeneradas esta pérdida de suavidad puede deberse a
singularidades del coeficiente de difusiéon o del dominio.

En el caso de normas sin peso, las normas usuales para probar estimaciones de or-
den fraccionario son la de los espacios de Sobolev-Slobodeckij, también conocidas como
espacios de Sobolev fraccionarios.

Por lo tanto, la primera pregunta para generalizar la estimacién del error a normas
con peso, es cudl serfa una definicién razonable de los espacios de Sobolev fraccionarios
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con peso. Por esto damos una definicion til que se ajusta a nuestro propésito y motivada
por las seminormas pesadas que han sido utilizadas para probar desigualdades del tipo
de Poincaré.

Una vez definidos los espacios y citados resultados como el teorema de trazas para
espacios de Sobolev, y Sobolev fraccionario, continuamos con la presentacién del pro-
blema modelo. Mostramos la existencia y unicidad de la solucién y llevamos a cabo la
formulacién mixta débil del mismo.

Por tltimo introducimos los espacios de Raviart- Thomas [41], la aproximacién por ele-
mentos finitos mixtos obtenida mediante estos y construimos el operador de interpolacién
de Raviart-Thomas para finalmente enunciar la propiedad del diagrama conmutativo.

En el Capitulo 2 desarrollamos el anélisis de las estimaciones del error a priori. En el
trabajo [19] se obtienen estimaciones a priori para problemas degenerados del tipo (0.0.1)
en el caso en que a esta en la clase Ay. Extendemos los resultados obtenidos en ese trabajo
a ordenes de aproximacion fraccionarios.

Con el fin de tener un resultado de aproximacion polinomial para funciones en espacios
de Sobolev fraccionarios con pesos comenzamos enunciando la desiguladad de Poincaré
fraccionaria. Luego, obtenemos un resultado general sobre las estimaciones de error para
la interpolacion de Raviart-Thomas. Continuamos por aplicar las estimaciones probadas a
problemas elipticos degenerados y mostramos como nuestros resultados pueden extenderse
a dominios suaves. Finalmente presentamos algunos resultados numéricos para el caso de
orden méas bajo de Raviart-Thomas.

Por tultimo, en el Capitulo 3 introducimos y analizamos un estimador a posteriori para
el caso degenerado.

Al momento se han desarrollado una variedad de técnicas y métodos para estimar
el error a posteriori [3, 43], desde enfoques globales hasta locales, que juegan un papel
crucial en la mejora de la eficiencia y precision de estos métodos.

Particularmente, para la aproximacion por métodos mixtos en el caso de problemas
uniformemente eliptico hubo diversos acercamientos. En el trabajo de A. Alonso [4] se
trabaja con a(x) = 1 y para el caso de dos dimensiones, usando la descomposicién de
Helmholtz. Después de ese trabajo, se introdujeron distintos argumentos para obtener
resultados para el caso de coeficientes variables y espacios de mayores dimensiones (ver
por ejemplo [18, 17, 16, 46]).

La teéria de [4] fue extendida en [18] para operadores con coeficientes variables in-
cluyendo a las ecuaciones uniformemente elipticas de la forma (0.0.2), cuya funcién a(z)
es suave. Sin embargo, si s6lo asumimos que a € A, los argumentos de [4] no pueden
aplicarse. En efecto, si o, es la solucion numérica aproximada, el estimador para o — o,
obtenido de esa manera involucra el salto a~'o}, sobre los bordes entre los elementos,
pero estos saltos no estan bien definidos para una funcién arbitraria cualquiera a € A,.
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Un método distinto es construir un estimador del error basado en un postproceso de la
soluciéon numérica obtenida. Este enfoque fue considerado para la aplicacion del método
mixto en trabajos como [16, 17, 46]. Dadas las caracteristicas consideradas en nuestro
caso, decidimos adoptar el enfoque propuesto en [46] y en este capitulo mostramos una
generalizacién de esta teorfa a ecuaciones del tipo (0.0.1) con una funcién a € As.

Introducimos un estimador de error basado en un postproceso de la aproximacion de
la variable escalar u, y demostramos la eficiencia y confiabilidad de este estimador.

Para finalizar aplicamos nuestro estimador a posteriori a un problema degenerado
introducido por Caffarelli-Silvestre [15] para resolver el laplaciano fraccionario. Para esto
mostramos como nuestro estimador de error puede extenderse a casos con condiciones de
borde mixta.

Presentamos resultados numéricos sobre la aproximacion de Raviart-Thomas de or-
den mas bajo para este problema, utilizando mallas quasi-uniformes y mallas refinadas
adaptativamente utilizando nuestro estimador.

Publicaciones relacionadas con la tesis:

» El Capitulo 2 extiende y muestra resultados de:

[5] M. L. Alvarez, M. G. Armentano y R. G. Durédn, Raviart- Thomas interpolation in
fractional weighted Sobolev spaces. Computers and Mathematics with Applications,
168: 39-45, 2024. Elsevier

» El Capitulo 3 retine resultados de:

[6] M. L. Alvarez y R. G. Duran, A posteriori error estimates for mixved approxi-
mations of degenerate elliptic problems. Applied Numerical Mathematics, 188(1):
146-159, 2023. Elsevier



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Clase de Muckenhoupt A4,

Consideramos el operador maximal de Hardy-Littlewood definido como
1
Mf(x) =sup —— f
( ) r>0 ‘B(ZE,T)’ B(z,r) | ‘

para f € Li (R"), donde B(z,r) denota la bola de radio r centrada en z.

Las clases A, fueron introducidas por Muckenhoupt en [34] para caracterizar las me-
didas para las cuales el operador antes presentado es acotado.

Definicién 1.1.1. Dado 1 < p < oo, sea w € L;, (R™) una funcién no negativa, decimos

que w pertenece a la clase de Muckenhoupt A, si cumple que,

oep (o f) (L) < o

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B C R".

Algunos ejemplos clésicos de funciones que pertenecen a la clase A, son w(z) =
|z —20|® paraz € R" con —n < a < n(p—1),n € Ny p > 10 las funciones w(z) = dr(z)?
paraz € R" con —1 < f < p—1y p > 1, donde dr(z) es la funcién distancia a I, superficie
suave de dimension n — 1 de R".

En el desarollo de la teorfa utilizaremos el siguiente famoso resultado para p = 2 (ver
por ejemplo [24]).

Existe una constante C,,, que depende solo de la dimension, tal que

M fllez @y < Culw]a, |l fllz2 n)- (1.1.3)

donde L2 (R") denota al espacio de Lebesgue con la medida w(z)dz sobre R™.



6 Preliminares

1.2. Espacios de Sobolev con peso

Partiendo de los clasicos espacios normados L definiremos espacios con peso w € A,.

Ahora bien, para cualquier 1 < p < oo y cualquier conjunto abierto D C R". Dada
una funcién w € A, con 1 < p < oo denotamos por LP (D) al espacio de Lebesgue con la
medida w(z)dz.

Definicién 1.2.1. Dado un dominio D C R", 1 < p < 0o y m € Z>( definimos el espacio
de Sobolev
WrP(D)={ve Ll (D): D% € LE (D) Vl]a| <m}.

Introducimos ahora los espacios de Sobolev fraccionarios con pesos.

Definicién 1.2.2. Dado un dominio D C R", 1 < p < o0, y w € A,, definimos, para
0 < s < 1, el espacio de Sobolev fraccionario

W{Z’p(D) == {'U e LZ(D) |U|W{Z’p(D) < OO} 5

donde

v(z) —v(y)

Este resulta un espacio de Banach con la norma dada por

1oz 0y = 1011Zg ) + [l )

En [32], A. Kufner profundiza la teoria sobre los espacios de Sobolev con peso.

Notemos que dejaremos de escribir el subindice w si w(x) = 1, para recuperar la
notacién estandard de W*?(D) con 0 < s < 1 o W™P(D) con m € Zs. Para p = 2
denotamos por H (D) al espacio WS*(D) con 0 < s < 1 o por H™(D) al espacio
WSL’Q(D) con m € ZZO'

Finalmente definiremos los espacios de Sobolev con peso para todo orden positivo.

Definiciéon 1.2.3. Dado un dominio D C R", 1 < p <ooym € Z>y 0 < s <1
definimos el espacio de Sobolev

WatsP(D) ={v € LE(D) :v € Wy»(D) y D*v € Wi*(D) V|a|=m}.  (1.2.4)

De la misma forma que antes, dejaremos de escribir el subindice w si w(z) = 1. En
el caso p = 2 denotamos por H™*(D) al espacio WT$2(D) con 0 < s < 1y m € Zxq.
Para los espacios de campos vectoriales, utilizaremos notaciones analogas pero con letras
en negrita.

A continuacién recordamos algunos resultados auxiliares que seran usados en el desa-
rrollo de la teoria. Usaremos C' para denotar una constante genérica. Dadas dos cantidades
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Ay B, la notacion A < B significa que A < C'B. También escribimos A ~ B cuando
A < By B < A Comenzaremos por citar el teorema de trazas para espacios de Sobolev
[27] y espacios de Sobolev fraccionarios:

Lema 1.2.1. Sea D un dominio Lipschitz cualquiera y I' el borde de D. Existe una
constante C', que depende solo de D, tal que

H’U”Ll(r) S C”’UHWl,l(D) Yv € Wl’l(D). (125)

Notemos que para w € A, se tiene que
H} (D) c Wh(D), (1.2.6)

en efecto, como w™! € L'(D) aplicando la desigualdad de Schwarz tenemos

1/2
ety < ([ 07) " Iollncoy (127)

De esta manera queda definida para funciones en H} (D) la traza sobre I', o cualquier
subconjunto medible de él.

Para el caso fraccionario tenemos la siguiente variante del resultado de trazas:

Lema 1.2.2. Sea D un dominio Lipshcitz, dados 1 < p < coy v € WP(D), si 1/p <
s < 1 tenemos que

[vllzey S llvllwse o)

Demostracion. La prueba de este resultado se puede ver en [1] o [13]. O

1.3. Operadores elipticos de segundo orden

A lo largo de esta tesis trabajaremos con el siguiente problema:

Sea Q) C R™, n > 2, un politopo Lipschitz y a € L{. (R") una funcién no negativa. Sea

H, () la clausura en H,(Q) de las funciones Cg°(2) y sea (H, ,(€2))* su espacio dual.
Dada f € (H,((€))*, consideramos el siguiente operador eliptico de segundo orden:

(1.3.1)

U = en I

—div(aVu) = f en ()
0
donde I" es el borde de €.
Nos interesan problemas degenerados en el sentido que el coeficiente a puede volverse

infinito o cero en subconjuntos de €. Para el desarrollo de nuestra teoria supondremos
que a pertenece a la clase de Muckenhoupt A,.
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Introduciendo el campo vectorial & = —aVu el problema (1.3.1) se transforma en el
sistema equivalente de primer orden dado por:

o+aVu=0 en(
dive=f en() (1.3.2)
u=0 enl.

1.3.1. Existencia y unicidad del problema modelo

Para mostrar la existencia y unicidad del problema (1.3.1) comenzaremos por recordar
primero el siguiente resultado:

Dado un dominio Lipschitz acotado 2 C R™ y w € A,, se tiene la siguiente desigualdad
con pesos de Poincaré (ver [35]). Para v € Hy, (1), se tiene

]2 < Cl|VV|lLz @) (1.3.3)
donde la constante depende solo de w y ).

Teorema 1.3.1. Dadaa € Ay y f € (H, ,(92))* el problema definido en (1.3.1) tiene una
solucién tnica u € H, ((Q). Y, ademas,

lull iy g0y S I 1l o) (1.3.4)

Demostracion. La prueba sigue los argumentos clasicos aplicando el teorema de Lax—Milgram.
Partiendo de la formulaciéon débil del problema:

Hallar u € H, ,(Q2) tal que

/aVu-Vv:/fv ‘V’UEH;O(Q).
Q Q

Notemos que el lado izquierdo de la igualdad es una forma bilineal continua en el espacio
H, (£2). Usando que vale (1.3.3) la forma resulta coercitiva.

]

1.3.2. Formulacion mixta débil

Recordemos que buscamos aproximar simultaneamente las variables o y u.

Para esto vamos a trabajar con los siguientes espacios con peso. Consideramos :

H,(div, D) = {T € L2(D) : divt € L2(D)}, (1.3.5)
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el cual resulta un espacio de Hilbert con la norma dada por

HTH%Iw(dw,D) = ||7'H%g,(p) + ||diVT||%gU(D)-

Partiendo de (1.3.2), multiplicando por funciones de prueba e integrando por partes,
obtenemos la formulacién mixta débil:

Se busca o € H,-1(div, Q) y u € L3(Q) tal que

/a_la'-T—/udiVT:O V7 € H,-1(div, Q)
Q Q

/vdiva:/fv Vv € L2()
Q Q

Notemos que la condiciéon de contorno de Dirichlet esta implicita en la formulacién débil.

(1.3.6)

1.4. Aproximacion por método mixto de elementos
finitos

Dado D un dominio poligonal cualquiera, consideramos 75, una triangulacién confor-
me en simplex de D, es decir D = Uger, K (ver [21]).

Sea h = maxge7, hi el tamano de la malla, con hg el didmetro de cada elemento K.
Se define a {7} como una familia regular de particiones, si existe una constante positiva
v tal que, para todo K € T, y todo h, se cumple que,

h
K<y (1.4.1)
PK

donde pk es el diametro de la bola méas grande contenida en K.

Definicién 1.4.2. El espacio local de Raviart Thomas [41] de orden £ > 0 en un simplex
K C R" esta dado por:
RTr(K) =Pr(K)+ xPp(K), (1.4.3)

donde Py (K) denota el espacio de los polinomios de grado menor o igual que k res-
tringido a K, y Pr(K) = Pp(K)™.
Introducimos también los espacios globales de Raviart-Thomas [41]:

Definicién 1.4.4. Sea 7, una triangulaciéon conforme, definimos el espacio global de
Raviart-Thomas como:

Sy ={r € H(div,D): T|x € RTx(K) VK € T} (1.4.5)
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Necesitaremos también definir para la aproximacion mixta el espacio:

ViF ={ve L*(D): v|x € Pu(K) VK € T} (1.4.6)

Tanto la aproximacién por métodos mixtos, como el andlisis del error lo llevaremos a
cabo para un k fijo, por lo tanto dejamos de lado la dependencia en la notacién y notamos
a los espacios por Sy vy Vj,.

De esta manera, para la variable vectorial usaremos el espacio S}, definido en (1.4.5) y
para la variable escalar, el espacio V}, definido en (1.4.6), obteniendo como aproximacién
mixta:

Se busca o, € S, y u, € Vj, tal que

/a_la'h-T—/uhdiVT:() V1T e Sy,
Q Q

/vdivah,:/fv Yv € V.
Q Q

Observemos que el lado izquierdo de la primera ecuacion tiene sentido siempre que
a~' € L'(Q), en particular, si a € As.

(1.4.7)

En [10, 14] se puede encontrar la existencia y unicidad de la solucién discreta.

Si bien el problema continuo original estd bien definido para f € (Hy,(€2))*, la defini-
cién de la solucion via el método mixto de elementos finitos por Raviart-Thomas requiere
mas regularidad de la funcién f para que fQ fv esté bien definida para v € V. Una
hipétesis suficiente es que f € L'(Q), condicién que utilizaremos en algunos de nuestros
ejemplos numéricos.

1.4.1. Operadores II;, y P, y la propiedad del diagrama conmu-
tativo

Para el desarrollo de nuestra teoria es necesario que los espacios de elementos finitos
cumplan la propiedad del diagrama conmutativo. Para la misma, necesitamos definir a
los operadores 11, y P.

Llamando F; a las caras (lados en 2D) de K y m,; a los vectores normales exteriores
correspondientes, definimos a la interpolacion de Raviart—Thomas en cada elemento K,
IIx como (ver, por ejemplo, [14]):

/HKU'nipk:/o"nipk Vpr € Pe(F3), i=1,--- ,n+1
Fi Fi
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y,si k> 1,

/ o - pr_1de :/ O - Pi-1 Vpr-1 € Pr_1(K),
K K

donde TIx : HL (K) — S,(K). Dado que las funciones restringidas a W' (K) perte-
necen a L'(0K), los grados de libertad estdn bien definidos para o € W1 (K). Como
mencionamos en la Seccién 1.2, para w € A, resulta que H) (K) C WH(K) y asi Tk estd
bien definido en H (K). Entonces, el espacio global para la aproximacién de la variable
vectorial para una particién Ty, es el ya definido en (1.4.5), S",j, y el asociado a la variable
escalar es el espacio V;¥ dado por (1.4.6).

La proyeccién P, se da localmente por (P,v)|x = Pxv donde Py : L2(K) — Pp(K)
se define por

/ (v—Pgv)pr =0 Vpi € Pu(K).
K

Notemos que Py es la proyeccién ortogonal en L?(K) (sin el peso). Destacamos que
Px estd bien definido en L'(K) y, por lo tanto, en particular, en L2 (K).

Trabajaremos para un k fijo, tenemos entonces asociadas a estas particiones los espa-
cios de elementos finitos, S;, C Hy(div, D), Vj, C L2 (D), el operador

My : Hy(div, D)n [ ] Hy(K)" — S

KeTy,
tal que (II,7)|x = lIxkT VK € T, y por tltimo, la proyeccién L*-ortogonal
B, : L2 (D) = Vj,.

De modo que se cumple que
diVSh = Vh, (148)

y, para todo T € Hy(div, D) N []xer. Hy(K)",
/ div(r —=IIpm)v=0  Yv e V. (1.4.9)
D

Y, por consecuencia, la propiedad del diagrama conmutativo, es decir :

H,,(D)" —%— L%(D)
th lph (1.4.10)

Sh L) Vi, — 0
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donde reemplazamos H,(div, D) N [[xcr H,(K)" por el subespacio H, (D)", para
simplificar notacién.

En resumen, se tiene que,



Capitulo 2

Estimaciones a priori del error

El anélisis de error se divide en dos pasos. El primero consiste en demostrar esti-
maciones para el error de aproximacion en términos del error para algin operador de
interpolacion o proyeccion apropiado. Esta parte del andlisis se puede realizar para espa-
cios finitos mixtos generales, siempre que cumplan con la llamada propiedad del diagrama
conmutativo (1.4.10), asi como con algunas estimaciones de estabilidad con peso para las
proyecciones apropiadas.

Llevaremos a cabo el andlisis de las estimaciones del error a priori de problemas
elipticos no uniformes como el planteado en (1.3.1). Partiremos por el caso de orden
entero, para continuar con el caso de orden fraccionario. Para esto, recordaremos algunos
resultados de [19] en los que se prueba que la estimacién 6ptima del orden del error de
la soluciéon de Raviart-Thomas via el método mixto se sigue de la estimacion del error
con normas con peso apropiados. Y extenderemos estos resultados para el caso de orden
fraccionario.

Trabajaremos con el sistema equivalente de primer orden definido en (1.3.2):

o+aVu=0 wenD
dive=f enD
u=0 enl.

2.1. Estimaciones de error para elementos de Raviart-
Thomas

Supongamos que tenemos una familia regular de particiones {7,} del dominio D, es
decir, que satisfacen la condicién de regularidad dada en (1.4.4). Esto es necesario para
demostrar estimaciones de error para los operadores 11, y P, definidos en la Seccion 1.4.1.
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Partiendo de que se cumplen (1.4.8), (1.4.9) y por lo tanto (1.4.11), probaremos primero,
para el caso donde o es una funcién suave, la estimacion del error de interpolacién para
la familia de espacios de Raviart-Thomas de orden arbitrario £ > 0 en un K simplex
cualquiera y de dimensiéon general n. Luego, para el caso donde o no es suave, nos
restringiremos al caso k£ = 0.

Trabajamos en un elemento de referencia fijo K para luego cambiar variables via la
transformacién de Piola. Dado un simplex K, sea ® una transformacién afin dada por
®(z) = az + b que transforma K en K, recordamos las siguientes estimaciones,

h hy
A<=y A< =E (2.1.1)
Pi PK

La transformacion de Piola estd dada por

1
o(*) = Tt 4]
donde x = ®(Z). Se sabe que (ver [14, Lema 3.4] para més detalles)

A (7)

—

lIpo =llko. (2.1.2)
Consideramos ahora una variante de la desigualdad del estilo de Poincaré para K, un
elemendo cualquiera de {7,}.

Lema 2.1.1. Sea K un simplex de {7}, sea w € L, (R™) una funcién no negativa. Dado
0<s<l,m=0ywveH:K), tenemos

H’U — UK”L?U(K) 5 hi<|’l) Hs (K) (2.1.3)

donde vi = ﬁ fK V.

Demostracion. Observemos que

1
vle) = v = /K (v(z) — v(y))dy

y luego,

o(o) = Pt = o | ([ <v<x>—v<y>>dy)2w<x>dx
i | @ - Py
Ry g R

|z —y|" 2
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por lo que,

2
H(K):

hy™ [v(z) — v(y)?
v(r) —v wadeK—/ =L w(w)dydr < hE|v
[ 10te) = o Putyir < M [ D= @iy < 1

]

Damos ahora una demostraciéon sencilla de la desigualdad de Poincaré con pesos cuan-
do el dominio es un simplex para tener informacién explicita de la dependencia de la
constante en términos del didmetro, de la regularidad del elemento y de la constante A,
del peso. Como consecuencia observamos que la constante en la desigualdad est& unifor-
memente acotada en familias regulares de mallas.

Lema 2.1.2. Sea K C R"™ un simplex tal que hx/px < 7. Entonces si w € Ay y
v € HL(K), se tiene

lv = vkllrz, ) < Cp iVl 22 (1) (2.1.4)

con Cp = Cpy"[w]a, donde C,, es la constante en (1.1.3).

Demostracion. Por densidad podemos suponer que v es diferenciable. Entonces, dado
r € K, tenemos

1 1
v(x)—vK:W/K/O Vo(x +t(y —x)) - (z — y) dt dy.

Sea g € L2(R") la extensién por cero fuera de K de |Vuv|. Intercambiando el orden de
integracién, haciendo el cambio de variables z = = 4+ t(y — x), y usando que |z — y| < hg
y que |z — x| < thg obtenemos

hx /1 1/
v(x) — gl < — — z)dz dt
’ ( ) K| = ‘K‘ 0 n ool <thi g( )

1
|B(x, thk)] 1
<h / g(z)dzdt
TR B )] S, O

1
1

<A7"h —_ 2)dzdt < y"hgMg(x).

> K/(] ‘B(ﬂf,th}(” o a|<thi g( ) =7 Nk g( )

Por lo tanto, (2.1.4) se deduce de (1.1.3). O

Utilizando este lema conjuntamente con la desigualdad de Poincaré fraccionaria dada
en el Lema 2.1.1 damos a continuacién un resultado de aproximacién polinomial para
funciones en espacios de Sobolev fraccionarios con pesos. En el caso de espacios de orden
entero este resultado fue demostrado en [36, 19] pero damos aqui una demostraciéon mas
corta siguiendo el argumento dado por Verfiirth en el caso sin pesos (ver [44]). Por otra
parte, en el caso de orden no entero y sin pesos el resultado estd contenido en [25] pero,
nuevamente, nuestro argumento es mas sencillo.
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Lema 2.1.3. Sea K C R" un simplex tal que hg/px < . Entonces si w € Ay y
v € HMS(K), con k € Zso y 0 < s < 1, existe un polinomio pj, = pi(v) € Py tal que

0 = Prlyi ) S lgiraey Vi =05 5k (2.1.5)

Demostracion. Dada v € HEYS(K) sea py, € Py tal que

/ D%py, :/ D*v V|a| < k.
K K

Los grados de libertad estan bien definidos porque H*(K) C W*(K). Ademés, como el
nimero de condiciones es igual a la dimension de Py, la existencia de py se sigue de la
unicidad. Para ver esta tltima consideremos p € Py, tal que [, D*p = 0, Y|a| < k. Si
|a| =k, D*p es constante y con integral cero, por lo tanto, D*p = 0. Andlogamente se ve
ahora que las derivadas de orden k — 1 son todas nulas, e iterando el argumento se llega
a que p = 0.

Usando que fK D*(v — pg) = 0 para todo |a| < k, podemos aplicar reiteradamente la
desigualdad de Poincaré (2.1.4) y tenemos,

v = pellzz ) S hiclv — pilma ey S hilv — prlrz) S -
< Sl = prlag ) S PRI s

donde en el dltimo paso usamos nuevamente (2.1.4) cuando s = 1 y la desigualdad del
Lema 2.1.1s1 0 < s < 1. [

En lo que sigue, usaremos la hipétesis de regularidad (1.4.4) y el siguiente resultado:

Observacién 2.1.1. Parap > 1y w € A, tenemos,

(|_]1{| /K w(x)dx) (% /K w(x)—pildx)p_l <yl (2.1.6)

con 7 la constante de regularidad.

Demostracion. Sean B; una bola que contiene a K y sea By la bola méas grande contenida
en K tenemos que

(o) (i e

(5 G o) G o)

Usando que |By| < |K| < |By| y la hipéteisis de regularidad (1.4.4) podemos concluir que
1Bl _

- n

<A™
| K|

Tomando supremo sobre B; tenemos el resultado (2.1.6) O]
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~

Teorema 2.1.4. Dado K = ®(K) C R” un simplex y k£ > 1, sea Ilx la interpolacién
de Raviart-Thomas sobre RT (K). Siw € Ay y 7 € H¥™(K) con 0 < s < 1, entonces
existe una constante C' que depende solo de n, k, s, [w]a, v la constante de regularidad
v tal que,

”7‘ — HKTHL%}(K) < Oh];(+S|T|HZL€U+S(K)- (2.1.7)

Demostracion. Procediendo exactamente como en el [14, Teorema 3.1], pero utilizando
el teorema de trazas (1.2.5) en K y utilizando (1.2.7) para wg en K, obtenemos

1/2
7@ < gy < ([ o8] 170, &

donde la constante depende solo del elemento de referencia y n. Luego, elevando al cua-
drado esta desigualdad, multiplicando por wg (%) e integrando, obtenemos

1/2 1/2
L U R X
K K K YK
(o) Uoost) = (G o) G fov) =
e ) \Ue )7 NIK ) NIk S

donde hemos usado (2.1.6) en el caso p = 2. Por lo tanto,

Pero,

~ 1/2 »
a7l ) < Cloli, 1+ e, )

donde C depende solo de v y n. Haciendo ahora el cambio de variables z = ®(z) y usando
(2.1.1), obtenemos (ver detalles en [14, Teorema 3.1]),

Tk T llee (i) < C {17 lle2 ) + il Tla a0 § 5 (2.1.8)

donde la constante depende solo del elemento de referencia, [w]a, y la constante de
regularidad .

Recordamos que P,(K) C 85, v que dado p € Pi(K), Ilxp = p. Luego,
|7 —x7llz ) = |7 — P — Ui (7 — Pz, x)
< C{lIT = pllLa, ) + hilm = Playo |
y eligiendo ahora, p = py(7) € Pr(K) como en el Lema 2.1.3, obtenemos (2.1.7).

]

El analisis del error desarrollado hasta el momento no se puede aplicar directamente
para estimar el error en cada elemento K € Tj, para el caso fraccionario con s € (0,1).
Comenzaremos por repasar un resultado de la desigualdad de trazas para el caso frac-
cionario seguido de un resultado de inmersiéon entre espacios Sobolev con pesos y sin
peso.

Denotaremos por ¢ a cualquier (n — 1)-dimensional simplex que forma parte de 0K.
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Lema 2.1.5. Dados l <p<ocoyv e W (K), si 1/p<s<1ym=0 tenemos que

[\
ol < (W (ol + Biclohus).

Demostracion. Se sigue del resultado del teorema de trazas para dominios Lipschitz (ver
[28, Teorema 1.5.1.2] aplicado en un elemento de referencia combinado con argumentos
estdandar de reescale. O

Lema 2.1.6. Para0 <e<s<1l,1<p<2ywe€ A, conq=2/p, tenemos que
H;(K) Cc W =P(K)

y, mas atn, para v € H (K),

, 1/pq’
H'UHLP(K) § HvHLa(K)</ w(gj)_q /‘de> (2.1.9)
K

[Vl ws—erry S M|V

y 1/pq’
Ha(K)(/KW(l‘)_" /4 dx) (2.1.10)

donde ¢’ es el exponente dual de ¢ y la constante detras depende de € y p.

Demostracion. Escribiendo
/ o(@)Pdz = / (@) P () (),
K K

la estimacién en (2.1.9) se sigue de la desigualdad de Holder con q y ¢'.

Para probar la estimacién en (2.1.10), aplicando la desigualdad de Holder tenemos,

— P 1
N gy ST N S
K

K ly—a|a™ |y — a7

lu(y) —v(z)> , \V4 1 1d
SR =t —
/K Kk |y — x|t K |y — z|nera

1 1/q
([ ) <on2
K |y — x|n—epe

con C' dependiendo de € y p. Entonces,

jo(y) — v(@)? | \Ve
(K dy> dx

Como

|U‘€VS*51P(K) S Chig/

K ‘y—l""HS
— 2 1/q
:Chsp/ Mw z)d w(x) Ydg.
] (] e w@dy) )

Luego, usando nuevamente la desigualdad de Holder obtenemos (2.1.10). O]
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Probaremos ahora las estimaciones del error del caso de orden fraccionario 1/2 < s <
1. Para este, vamos a restringir nuestro analisis al espacio de Raviart-Thomas de orden
mas bajo.

Teorema 2.1.7. Dados 1/2 < s <1y w € Ay, para 7 € HY,(K) tenemos que

HT — HK THL%U(K) ,S h;(’T HfU(K) (2.1.11)

Demostracion. Usaremos la siguiente propiedad clésica de las clases A,:

Dado w € A,y entonces existe ¢ que depende de w, 1 < ¢ < 2s, tal que w € A, (ver
por ejemplo [23, 42]). Luego, podemos escribir a ¢ = 2/p con p € (1,2) y tomar £ > 0 tal
que 1/p < s—e.

Del Lema 2.1.6 podemos concluir que H? (K) C W*=P(K) y tal que IIx7 esta bien
definido. Méas aun, si P; denota el vértice opuesto a /¢;, tenemos

n+1
Mer =Y (/E T ni>¢gi, (2.1.12)
i=1 i

donde las funciones bases estan definidas como

(x = B)
(z) = 2.1.13
Usando el Lema 2.1.5 para W* =P(K) en cada ¢; tenemos
| [ 7] < Il < 1617 e,
b (2.1.14)

< (1

|K’1/p ) (HTHLP(K)+h?5’T|WS*E*p(K))7

donde p’ denota el exponente dual de p.

Por otro lado, se sigue de (2.1.13) que |9y, || (k) < hi/n|K], y usando esta estima-
cién junto a (2.1.14) en (2.1.12) obtenemos

hK |€z| s—e
M lhomc) S (s ) (Il + i riwe-esco)
1

5 |K|1/p<HTHLP(K) + h.;;E’T‘WS_E’p(K))‘

Por lo tanto, de (2.1.9) y (2.1.10), obtenemos

/

1 s N\ /pa
M o) S i lisn + i) ([ wms/e)™

K
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Luego,
1/2
IMcrlugoe < Merls ([ )
K

1 1/2 —d/q 1/pq’ s
<‘KW( w) ( w ) <||r||Lgu<K>+hK|r|HmK>>

/ )"( / =02) " el )
w T2 (K + T|H: (K
|K| |K| ) K )

Usando (2.1.6) concluimos que

1/2 s
e llea o) < [l (s o) + BTl (s0))-

Para finalizar la prueba usamos esta estimacién y algunos argumentos clasicos algebraicos,
de hecho, dado que Il se puede pensar como la funcion identidad entre las funciones
vectoriales que son constantes, entonces

| — HKT”LE,(K) = |l7 —7 — k(T _F>HL%,J(K)

S (7 =Tl x) + P TlH (1))
y por lo tanto, (2.1.11) se sigue de la desigualdad de Poincaré dada en (2.1.3). O

Lema 2.1.8. Dado K C R" un simplex, k € Z>o y 0 < s < 1. Sea Pk la proyeccién
L?-ortogonal sobre Py (K). Entonces, si w € As, existe una constante C' que depende solo
de n, k, [w]a, y la constante de regularidad + tal que,

| Pz, ) < Cllvll L2 k) (2.1.15)

y, siv € H¥S(K),

lv — Prvllzz ) < ChEE o] gues (2.1.16)

(K)

Demostracion. Sea {pa}|a|<k Una base ortonormal de Py (k). Entonces tenemos

Pgo(x) =" ( /K vpa) Pa(2)

«

y luego,

1/2
Pev()] < 3 Ipale ol < 3 lpal2 ( /K w-l) ol .

Pero, dado que ||p, || r2(k) = 1, mediante una estimacion inversa estandar sabemos que
Ipall2, < C/|K|, y por lo tanto,

C _
Pl < o ([ ) Iz
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donde la constante depende de n y k. Multiplicando por w(z), integrando y usando
(2.1.6), obtenemos

1PrvlZs,00) < Clwlasllvlzs )

y asf se cumple (2.1.15).

Ahora, para cualquier p € Py, (K), tenemos Pxp = p, y por lo tanto

v = Prvllrz ) < lv —p = Px(v = p)llrz ) < Cllv = pllrz )

donde en la ultima desigualdad hemos utilizado (2.1.15). Por lo tanto, eligiendo p =
Pr+s(v) como el polinomio de Taylor promediado en K dado por el Lema 2.1.3, obtenemos
(2.1.16). O

2.2. Aplicacién a problemas elipticos degenerados

Para la aplicacién a problemas elipticos degenerados partimos de la aproximacién
mixta enunciada en (1.4.7) bajo la hipétesis que 7 € H,-1(div, Q2), espacio definido en
(1.3.5). La siguiente estimacién de error se sigue de argumentos similares a los dado
en [10, 14]. Incluiremos la demostracién para ver que los argumentos usuales se pueden
adaptar para problemas degenerados. Despreciamos los errores de integraciéon numérica
asumiendo que todas las integrales se pueden calcular exactamente.

Lema 2.2.1. Supongamos que a” ' € L'(Q) y o € L2_,(Q2). Si o es la solucién de (1.3.6),
y o, es la solucion de (1.4.7), entonces

lo = onllez @ < llo=Thol .

Demostracion. Restando la segunda ecuacion en (1.4.7) de la segunda en (1.3.6) y usando
(1.4.9) obtenemos

/div (Il —op)v=0 Yv € V.
Q

Dado que II,o0—0op, € Sy, y vale que (1.4.8) tenemos que div(Il,o—o) = 0. Tomando
T =1l,0 — o) en (1.3.6) y (1.4.7), obtenemos

/Qal (0 —op)- (o —0o,) =0

y asi,
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lo—onlliz o) = /Qa_l (0 —on) - (o —1l0o)
< llo = onllee_, @lle = Mol (),

y el lema queda probado. O

Para estimar el error en la aproximacion de la variable escalar, necesitamos el siguiente
resultado que generaliza al caso con peso la existencia de inversos continuos del operador
divergencia.

Lema 2.2.2. Sea w € Aj, entonces, dada ¢ € L2 (), existe 7 € H (Q) tal que

divr =¢

I 7][a, ) < Cllolls @),

donde la constante C' depende sélo de n, 0 y w.

Demostracion. Extendemos ¢ por cero fuera de €2 y definimos u = ® % ¢ donde & es la
solucion fundamental del Laplaciano en R™. Tenemos entonces

Au=¢ (2.2.1)

Se sabe que
0%u
83:1-633]-

donde R; y R; son transformadas de Riesz, las cuales son continuas en L2 si w € Ay (ver
por ejemplo [42, 23]). En consecuencia,

i

Por otra parte, llamando d al diametro de {2, para x € () se tiene que,

lz—y|<d ‘LC - y‘n—l

= —R;R;¢

0?u
aiﬂiax]’

S 9l (2.2.2)
13,(Rn)

dy S Mg(x)

donde en el ultimo paso usamos un lema conocido de Hedberg [29].
Entonces, por (1.1.3) resulta que

||VUHL%U(Q) N ’|¢||L%U(Q)

lo que junto con (2.2.1) y (2.2.2) implican que 7 := Vu cumple las condiciones del
enunciado. O
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Lema 2.2.3. Sean (o,u) y (o, u;) las soluciones de (1.3.6) y (1.4.7) respectivamente.
Sea a € Ay y 11, tal que cumple (2.2.4), entonces

[ = unll2e) < llu = Baullzo) + Cllo = onllez_ @), (2:2.3)
donde C' depende de la constante en el Lema 2.2.2.

Demostracion. Partiendo del Lema 2.2.2, existe 7 € H!_,(Q) N H!_, (div, Q) tal que

divr = (Pyu — up)a

Il @) < Cll(Phu = un)allzz_ ()

Y, considerando el siguiente resultado de estabilidad con normas con peso :

HHhT||L371(Q) < C||7'|’Hi71(m- (2.2.4)

El cual se prueba usando que
|7 — Hh"'HLj_l(Q) < ChHVTHLZ_I(Q)>
junto a la inmersién de H!_,(Q) en L2_,(Q) y la definicién de la norma H}_, (Q2).

Luego, combinando estos resultados con (1.4.9) estamos en condiciones de probar
(2.2.3),

| Phu — Uh”%g(g) = /(Phu — up)divT = /(Phu — up)div I, T
0 Q

= /(u — up)divIl,T = / a Yo —oy) T
Q

Q
<llo—onlle:_, @7z,
<Cllo—aulez_,@lrla_ @
<Clo - U'hHLz,

L @[Pru = unllzz@

finalmente, por desigualdad triangular, se tiene lo que se queria probar. [

Ahora bien, combinando el Lema 2.2.1 y Lema 2.2.3, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.2.4. Bajo las hipdtesis dadas en el Lema 2.2.3, tenemos

lv = unll20) < llu = Prullz) + Cllo — oz o)-
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Usando en forma conjunta las estimaciones de error obtenidas en (2.1.7) y (2.1.16),
junto a los resultados anteriores, podemos enunciar el teorema principal para la aproxi-
macion por elementos de Raviart—Thomas en familias regulares de mallas.

Teorema 2.2.5. Sea 7T, una triangulacion regular de 2. Para k € Z>1, 0 < s < 1 sea
Sy y Vi los espacio definidos en (1.4.5) y (1.4.6). Si (o,u) € H,-1(div,Q) x L2(Q) y
(oh,un) € Sy x V, son las soluciones de (1.3.6) y (1.4.7) respectivamente, luego, para
a € A,, existe una constante C' que depende solo de €2, a, n, k y v tal que,

lo—onll2_ @ < Chk+s|U|H’;f§(Q)-

[ — unl 20y < CR* {|0|H’;t;(9) + ’U\H§+S(Q)} :

Demostracion. La estimacion del error para o se sigue del Lema 2.2.1 combinado con la
estimacién (2.1.7) aplicada al peso a™! (recordando que a € A siy solo si a™! € Ay).

Por otro lado, observamos que (2.1.7) implica la hipdtesis (2.2.4) asumida en el Lema
2.2.3. Entonces, para acotar el error para u, aplicamos ese lema, junto a (2.1.7) nueva-
mente y (2.1.16). O

A continuacién, adaptando el andlisis desarrollado hasta el momento tenemos las
estimaciones del error para el caso donde o estd en un espacio de orden fraccionario.

Teorema 2.2.6. Sea f tal que Py f, y que la aproximacién numérica estan bien definidas.
Sea {7} una triangulacién regular de €). Si la solucién del problema continuo cumple
que (o,u) € (H:_,(Q), H:(Q)), para algin 1/2 < s < 1,y a™' € Ay, tenemos que

lo = onlle2_ @ < Ploln: @ (2.2.5)

|lu — UhHLg(Q) < hs{’a' H () + |u Hg(Q)}. (2.2.6)

Demostracion. Dado que o € H2_,(Q2) con s > 1/2, se sigue que I, estd bien definida,
como f y P,f también, se puede aplicar el Lema 2.2.1 junto al Teorema 2.1.7 para
w(z) = a~!(x) obteniendo (2.2.5).

De la misma manera, podemos aplicar el Lema 2.2.3 y luego (2.2.5), junto a aplicar
el Lema 2.1.1 para asi obtener (2.2.6). O

2.3. Dominios curvos

En las secciones previas de este capitulo hemos asumido que el dominio era un polito-
po. Sin embargo, dado que estamos considerando condiciones Dirchlet homogéneas (i.e.,
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la condicién natural para la formulacién mixta), el resultado puede extenderse a dominios
con frontera suave. Por simplicidad restringiremos nuestro estudio a dominios planos. Su-
ponemos que, 0f) puede dividirse en un nimero finito de arcos tal que cada uno puede
ser representado por una funcién paramétrica de clase C*.

Si generalizamos los triangulos a tridngulos con un lado curvo, el dominio €2 puede ser
perfectamente cubierto por triangulaciones 7, tales que todos los triangulos sin lados en
0f) sean triangulos estandar, y aquellos con un lado en 952 sean triangulos generalizados,
es decir, tienen dos lados rectos y uno curvo. De acd en adelante llamaremos a estos
triangulos, tridngulos generales.

Por consiguiente, puede redefinirse el espacio de Raviart-Thomas para un triangulo
general K en dos dimensiones como,

RTo(K) = Po(K) + aPy(K),

y de esta manera el espacio global y la aproximacion mixta por elementos finitos queda
defnida como en (1.4.5), (1.4.6) y (1.4.7) pero ahora usando 7.

El préximo paso es ahora extender la definicion de Il a elementos en 7, y generalizar
el Teorema 2.1.7 sobre la estimacién del error para el caso con dominios curvos.

Es necesario incluir un poco de notacién: Dado K tal que K N o # © llamamos
(1,45 a los lados rectos, vy, gg, al lado curvo. P;, son los vértices opuestos correspondientes
a cada lado para i = 1,2,3. Finalmente, {5 es el segmento P, P,, vy K C K el tridngulo
que tiene a P; como vértices, llamamos «; al dngulo interior de K de cada vértice F;,
1 = 1,2,3. También notaremos por m;, con ¢ = 1,2 y nz a la normal exterior unitaria de
l;, i = 1,2 y l5 respectivamente. (ver Figura: 2.1)

En el siguiente lema construiremos las bases para RTO(I? ) que nos permitirdn defi-
nir la interpolacién de Raviart-Thomas y extender la estimacion del error a triangulos
generales. Mostraremos también que las funciones bases pueden tener una expresion equi-
valente a la dada en (2.1.13). Por simplicidad vamos a explicar en detalle el caso K C K,
sin embargo otros casos pueden tratarse con argumentos similares.

Lema 2.3.1. Definimos

(o _(lL‘—P3)
2/%3()_ 2|f’€|

_ (2 @) o) =
) ?/121(55) - 2|f{,’ - ¢52< )

(z — Q)
2|K|

Y

donde )7 y @2 son los puntos definidos por

K\ K
Q1 — Pi| = |£2|%,

y el dngulo entre P, — Q) y el vector ng es m/2 + aq, y

|K\ K|
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Py

Figura 2.1: Triangulo general junto a las referencias necesarias sobre los elementos de la
prueba del Lema 2.3.1.

y el dngulo entre P, — Q5 y el vector nz es /2 + ay (ver Figura 2.1).

Luego,
g, -3 =1, /¢g3~ni:O para ©=1,2 (2.3.1)
EB Zi
y
g, My =0, /Wi'nj:@j para 1=1,2 y j53=12 (2.3.2)
83 Ej

Demostracion. De la definicion de 1y, se puede ver que fg Yy, -m; =0, parai = 1,2. Mas
ain, observemos que [ 7 divyy, = 1y por lo que, la primera condicién de (2.3.1) se sigue
del teorema de la divergencia.

Para probar (2.3.2) consideramos, por ejemplo, i = 1. Como @, forma parte de una
linea recta contenida en /5 se tiene que fez 1y, -n2 = 0. Por otro lado, aplicando el teorema

de la divergencia en K \ K tenemos

i ‘ 5] K\ K|
¢€1 * N3 = 77/}( ‘N3 —f-/ div wg = = (Pl - Ql) - Ng + = (233)
A o R\K ' 9K K|
pero,
|£s] ||
— (P, — Q1) n3g=—|P — Q1| cos(7/2 + «
2|K|( 1 — Q1) - ns 2|K|| 1 — Q1 cos(m/2 + )
- ~ (2.3.4)
= —— 2 SlIlOél - ~ 9
2|K| K| |K]|
donde hemos usado que sina; = %. Luego, tomando (2.3.4) y combindndolo con
(2.3.3) obtenemos [; b, - 73 = 0. Finalmente, el resultado [, 1, - m1 = 1 se sigue

nuevamente del teorema de la divergencia. O
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Una consecuencia inmediata de este lema es la existencia de la interpolacion de
Raviart-Thomas en cualquier tridangulo. En efecto, dado 7 € H (K), para cualquier
s> 1/2y w € Agg, definimos

Hf(‘l':i</e7'-ni>ﬂ)gi+</gT-ﬁg)@/)gza
i=1 i 3

y se puede concluir de (2.3.1) y (2.3.2), que Il satisface la propiedad del diagrama

conmutativo también para este caso, i.e., si II;, es la proyecciéon global asociada a 7T, se
tiene que div [1,7 = P, (div 7). Més atin, la estimacion del error puede probarse para este
caso con los mismos argumentos usados en la prueba del Teorema 2.1.7.

Teorema 2.3.2. Dadon s > 1/2, w € Ay, y K e '771, para T € Hfu([?) tenemos

|7 — 1z THL%U([?) S bl

Hs, (K)

Demostracion. Los puntos claves de la prueba del Teorema 2.1.7 son los lemas 2.1.5 y
2.1.6 dados en la Seccién 2.1, el Lema 2.1.1 definido en la Seccién 1.2 del Capitulo 1 junto
a las cotas para las funciones bases. Todos estos resultados siguen valiendo para K.

Primero, el teorema de trazas recordado en el Lema 2.1.5 puede probarse cambiando
variables a un tridngulo de referencia. De hecho, podemos definir la transformacion in-
versible F: K — K , donde K es un elemento de referencia de orden uno, es decir que
este resulta mapeable debido a que su inversa es de clase C!, |Jg| ~ h%, donde Jr es el
Jacobiano de F', y la primera derivada de F'y F~! son O(h) y O(h™!) respectivamente.
(ver [47, Teorema 1]).

Por otro lado, los Lemas 2.1.1 y 2.1.6 siguen valiendo para K , de hecho sélo se ha
usado la regularidad del elemento K pero no su condicién de simplex.

Finalmente las cotas de las funciones bases usadas en los mencionados triangulos
generales se siguen del Lema 2.3.1 considerando que, de la definicién de @Q;, i = 1,2
obtenemos |P; — Q;| < hi- O

Uniendo estos argumentos concluimos que el Teorema 2.2.6 sigue valiendo para domi-
nios curvos.

2.4. Experimentos numéricos

Por ultimo, en esta seccion presentaremos algunos resultados numéricos sobre apro-
ximaciones a un poblema via elementos de Raviart-Thomas de orden mas bajo en dos
dimensiones.
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Consideramos el problema (1.3.1) para Q = {x € R?: |z] < 1} y a(x) = |z|*, el cual
pertenece a Ay cuando o € (—2,2), y tomando una funcién f tal que la solucién exacta
es u(r) = |z|® — 1 para algiin 3.

El siguiente lema serd ttil para determinar condiciones sobre s tales que o0 € H?_, (2).
Lema 2.4.1. Sea  C R” un dominio convexo acotado y w(z) = |x|° con § > —n. Para

O<s<1,sis<g+£+%y(5<251uego, v; = xzj|z|st € HE(Q), paraj=1,---,n

Demostracion. Primero observemos que, dado 2§ + 6 > —n tenemos que v; € L2/(). De
esta manera, lo tnico que resta chequear es si |[vj|g; ) es finito. Dividiremos la prueba
en dos casos.

Caso ¢ < 0:

Descomponemos el dominio de integracién 2 x ) tal que AU B con
A={(z,y) e QxQ: |z|/2 < |z —y|},y B:=(QxQ)\A
A su vez partimos la integral sobre A en dos partes:

Primero, dado que £ < 0, para |y| < |x|, tenemos |y;|y|*~" — x;]z|7 1 < |y|*, y como
|z| < 2|z — y| en A, obtenemos

iyl =yl TP s // yl* | s
dydr < dyd
// |z — y[nies [ dydze S ’x‘n+2s|w| yax

An{lyl<|=[} An{ly|<[z[}

S/ (/ |y|25dy) |2|° " da
o \J (i<l

pero, de las hipotesis tenemos que 26 > —n + 2s —d > —n, y por lo tanto

E—-1 £E—112
|yj|y| $J|l’| | |x|5dydx < |I,|2§+5—23 <
|n+25 ~ Q

An{ly|<|z}

pues 2§ + 9 — 25 > —n.

Por otro lado, para |z| < |y|, usamos que en A, |y| < |y — x| + |z] < 3|z — y[, lo que

implica
|1L“g|£'3|£ F—ylyl [+
// — e [l dydz S iz — y[rtes T s ydT

An{lz|<[y[} Andlz|<|y[}

§/|y’n2s/ ’x|2£+5dl,dy§/|y|2§+52s<oo
Q {z[<ly[} Q
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pues 26 + 0 — 25 > —n.

Ahora trabajaremos con la integral definida en B. En este caso tenemos |z| — |y| <
|z —y| < |x|/2 y consecuentemente |z| < 2|y|. Por otro lado |y| < |z —y| + |z| < 3|z|/2.
Entonces, en B tenemos |z| ~ |y|.

Lo que implica, usando el teorema del valor medio, que
gl = yly[SHE S [l R e — gl

Por lo tanto,

|x]|x|5 1—yj|y|é P x> 5
/ ’n+25 ‘$| dydl‘ S | |n+25 2|I| dydl‘

5/ |$|2§_2+6/ |I—y|_n_2s+2dydl’
Q {lz—yI<|z]/2}
§/ 2|20 25dr < 0o

Q

pues 26 + 0 — 2s > —n.
Caso ¢ > 0:

Descomponemos el dominio de integracién como en el caso £ < 0. Ahora tenemos que

T el 71 S ]

An{lyl<[=[} An{ly|<|=[}

W%M 26+5—2
// n+25dyd:v§/|x| $HO25 0y < o0
{ly—z|>|=|/2} [z — | Q

pues 26 + 0 — 25 > —n.

Por otro lado,

&-1 _ £—1|2 2¢

An{|z[<|y[} Aﬂ{|m|<|y\}

y usando que en A tenemos |y| < 3|z — y|, obtenemos

A6 — gy 1916112
// |xj|$| y]‘y’ ‘ |$|5dyd1’§// |y|2€_”_25|x|5dxdy
|lz|<lyl}

‘.’L‘ _ y‘n+2s
An{lz|<|y|}

< / 22 dy < oo
Q
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donde usamos que § > —ny 2§ +0 —2s > —n.

Finalmente, la integral sobre B puede ser acotada de la misma manera que en £ <

0. [l

Ahora mostraremos los resultados numéricos obtenidos para distintas combinaciones
de a y  para mallas quasi uniformes, en esta seccién usaremos la notacién || - ||,-1 para
referirnos a la norma L2, Observemos que o(z) = —fz|z[*™ 2y f(z) = —B(a +
B)|x|**F=2. Por lo tanto, f € L*(Q) siempre que a+ 3 > 0, y por lo que, la aproximacién
mixta via elementos finitos esta bien definida en este caso.

Para cada caso, usaremos el Lema 2.4.1, con £ = a+ [ —1y § = —« para determinar
el orden de la regularidad de la solucién vectorial o.

Consideramos cuatro casos, dos donde el coeficiente a(z) se anula (o sea a > 0) y dos
donde se hace infinito (a < 0). Para el caso a > 0 tomamos las siguientes combinaciones
deayp,a=3/4, =1/4,y a =3/2, f = —1/8. Tenemos entonces que o = —ix|z[:|_1
para la primera y, o = Lz|z| 7%/, para la segunda.

Dado que 6 < 0, la hipdtesis 0 < 2s es trivial, y por lo tanto se sigue del Lema 2.4.1
que o € H?_,(Q) para s < 5/8 en ambos ejemplos.

Ahora estamos en condiciones de mostrar el orden tedrico de convergencia aplicando
el Teorema 2.3.2. Para hacer esto es necesario chequear que a~*(z) = |z|° € Ay, lo cual
es conocido que equivale a —2 < § < 2(2s — 1) (ver por ejemplo [23]). Nuevamente, dado
que en ambos ejemplos —2 < § < 0, esta condicién se cumple para s > 1/2.

Tabla 2.1: Errores obtenidos para el ejemplo: a =3/4y = 1/4.

h o — onlla-
1,9e-01 | 1,5834e-01
9,5e-02 | 1,0507e-01
4,7e-02 | 6,9053e-02
2,3e-02 | 4,5130e-02

Tabla 2.2: Errores obtenidos para el ejemplo: a« = 3/2y = —1/8.

h HU — Uh”a*l
1,9e-01 | 5,5075e-02
9,5e-02 | 3,6015e-02
14,7602 | 2, 3457602
2,3¢-02 | 1,5247¢-02

Para el caso a < 0, tomamos los valores « = —3/10, 5 =3/4,y a = —1/6, 5 = 5/6.
Para estos casos, tenemos que o = —%x|x|*31/20 para los primeros y, o = %m|x|*4/3, para
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error

10° 16"
h

Figura 2.2: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o para mallas

uniformes con « = 3/4 y f = 1/4 obtenido via un ajuste de cuadrados minimos con

escala logaritmica. En este caso eoc = 0,55 y orden tedrico esperado, s < 5/8.

error

Figura 2.3: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o para mallas
uniformes con « = 3/2 y = —1/8 obtenido via un ajuste de cuadrados minimos con
escala logaritmica. En este caso eoc = 0,59 y orden teérico esperado, s < 5/8.

los segundos.

Para chequear la hipdtesis § < 2s notemos que en el primer ejemplo § = —(—3/10) =
3/10 y 2s = 2% (3/5) = 6/5, donde 3/10 < 6/5, por lo tanto se cumple la hipétesis y
usando el Lema 2.4.1 que o € H?_,(Q2) para s < 3/5. En el segundo ejemplo tenemos
una situacion similar 6 = —(—1/6) = 1/6, 2s = 2% (2/3) =4/3 > 1 y como 1/6 < 4/3,
por el Lema 2.4.1 se sigue que o € H?_,(Q2) para s < 2/3.

Chequeamos a~!(z) € Ay, para mostrar el orden tedrico de convergencia. Nuevamente
usamos que —2 < 0 < 2(2s — 1). Para ambos ejemplos § > 0 por lo tanto § > =2,y
d < 2(2s — 1) se cumple pues, para el primer caso 3/10 < 2% (2% (3/5) —1) =2/5y
1/6 < 2% (2%(2/3) — 1) =2/3 para el segundo.
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Tabla 2.3: Errores obtenidos para el ejemplo: a = —3/10y 8 = 3/4.

h o —onlla-
4,9¢-02 | 5,6944e-01
2,45¢-02 | 4,2327e-01
1,2¢-02 | 3,0131e-01
6,1c-03 | 1,6344e-01
3,066-03 | 1,1344e-01

Figura 2.4: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o para mallas
uniformes con « = —3/10 y = 3/4 obtenido via un ajuste de cuadrados minimos con
escala logaritmica. En este caso eoc = 0,60 y orden teérico s < 3/5.

Figura 2.5: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o para mallas
uniformes con & = —1/3 y § = 5/6 obtenido via un ajuste de cuadrados minimos con
escala logaritmica. En este caso eoc = 0,67 y orden tedrico s < 2/3.

Las Figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 muestran los graficos de log(h) vs log(||o — op||a-1)
para los valores de a y [ propuestos y el orden experimental de convergencia (eoc). Y,
en las Tablas 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 se tiene, para cada ejemplo, el error con respecto a h
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Tabla 2.4: Errores obtenidos para el ejemplo: a = —1/3 y 8 = 5/6.

h HO’ — Gh“a*1
4,9e-02 | 5,0767e-01
2,45¢-02 | 3,6305e-01
1,2¢-:02 | 2,4766e-01
6,1e-03 | 1,2498¢-01
3,06e-03 | 8,2942¢-02

obtenido mediante un ajuste via cuadrados minimos.
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Capitulo 3

Estimaciones a posteriori

En este capitulo vamos a introducir y analizar un estimador del error a posteriori para
el método mixto de elementos finitos para el problema planteado en (1.3.1).

Para esto, partiendo del sistema transformado (1.3.2) optamos por construir un esti-
mador del error basado en un postproceso que aproxime a la soluciéon numérica de dicho
problema.

3.1. Estimacion general abstracta

El punto de partida para estudiar la estimacion del error a posteriori fue propuesto,
para el caso regular, por Vohralik en [46]. Este resultado, como el Lema 3.2.1, pueden verse
como una generalizacién de la famosa identidad Prager-Synge [40, 11]. La prueba dada
en [46] es puramente geométrica, y, por lo tanto, puede ser aplicada al caso degenerado
que estamos estudiando.

Lema 3.1.1. Sea w € Ay y sean o, 7,n € L2 (Q2) funciones arbitrarias. Tenemos que

/Q(T—O') Mw . (3.1.1)

|7 = oLz @ < |7 — Nz @ + .
@ @ |m — oLz @

Demostracion. Notemos que el segundo término del lado derecho en (3.1.1) es la longitud
de la proyeccién ortogonal de 7 — o sobre la recta generada por o y m, (h en la Figura
3.1). En la misma se puede observar que la estimacién sobre |7 — o||r2 @) se deduce
de que |7 — ||z (@) es mayor o igual que la distancia de 7T a esa recta, aplicando la
desigualdad triangular.

O



36 Estimaciones a posteriori

T T

|
|
|
o 0 7 o .0
. n
h ' h

Figura 3.1: Idea geométrica de la prueba del Lema 3.1.1. Izquierda: Caso ||T — o (|12 ) <
[N — o||L2 (). Derecha: Caso ||T — o2 < |1 — ollL2 @)

Usaremos el Lema 3.1.1 para obtener una estimacion del error al aproximar la variable
vectorial o. El argumento es andlogo al dado en [46] para el caso regular sin embargo
necesitaremos sumar también una version con peso de la desigualdad de Poincaré para el
caso de simplex, esta fue enunciada en el Lema 2.1.2.

3.2. Estimacién de error a posteriori

3.2.1. Resultados preliminares

Ya probamos que el problema tiene solucién para f € (H!_,(Q))* como L2 ,(Q) C
(H! ,(Q))*, entonces dado f € L?_,(f2), existe una tnica solucién

(o, u) € Hy-1 (div, Q) x L2(Q)
de la formulacién mixta débil dada en (1.3.6).

Para la aproximacién por elementos finitos de (1.3.6) usaremos los elementos de
Raviart-Thomas (1.4.3). Dada una particién 7y, consideramos los espacios Sy, y V}, defi-
nidos en (1.4.5) y (1.4.6) para aproximar la variable vectorial y escalar respectivamente.
Asi, la aproximacién mixta por elementos finitos es la dada en (1.4.7).

Consideramos Py, la proyeccién ortogonal ya definida en el Capitulo 1. Como P, : L*(Q2) —
Vj, estd definida en el espacio mds grande L'(€2), por lo tanto también en L2, (2), ya que
por la desigualdad de Schwarz sabemos que L2, (Q2) C L*(Q).

Para definir el primer estimador del error debemos introducir la oscilacion local y
global de f,
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ngsc,K = h%(”f - thHiQ_l(K) ’ ngsc = Z nzsc,K' (321)
a Ke'ﬁL

Lema 3.2.1. Sea o y o, soluciones de (1.3.6) y (1.4.7) respectivamente. Luego

HO’h - O-HL(QL—I(Q) < [frrllf(g) HO'h + CZVSHL?L_I(Q) + CP Nosc < HO’h - UHLi—l(Q) + CP Nosc-
a,0

(3.2.2)

Demostracion. Tomemos s € HiO(Q) y apliquemos (3.1.1) para la funcién o, donde
T =0,y M= —aVs, luego

[y et

low— ol @ < llow +aVsle @ + |
L2, (Q) L2_,(Q) lo+aVs|r2_ o

Como o = —aVu con u € H, (), tenemos que (o + aVs)/|lo + aVsllyz () = aVr
parar € H c}70(9) y luego, reescribiendo el segundo término del lado derecho, obtenemos

/Q(U—Uh)'VT~

Ahora, de la segunda ecuacién en (1.3.6) y (1.4.7) tenemos div (o — o) = f — Puf, e
integrando por partes obtenemos

[e=an-vil=| S [r-ppr

KeTh
donde hemos usado que las funciones constantes a trozos estan contenidas en Vj,, la
desigualdad de Schwarz, (2.1.4), y [|[V7|L2( = 1. Como s € H, () es arbitrario, la
ultima estimaciéon combinada con (3.2.3) nos devuelve la primera desigualdad en (3.2.2).
Por otro lado, la restante desigualdad se deduce de que o = —aVu con u € H, ()
combinada con la definicién de infimo. O

(3.2.3)

lon = ol @ < llon+aVs|r2_ @) +

S CVP Tosc)

> [U-nne-m

KeTh

Para obtener un estimador computable tomaremos una funcién particular s € H, ;(£)
para estimar el infimo de (3.2.2), una eleccién arbitraria de s no alcanza pues dard una
cota superior, pero esta puede ser mas grande de lo conveniente. Para que esto no suceda
seguiremos la construccion propuesta en [45] para el caso uniformemente eliptico. También
probaremos que el andlisis propuesto en ese trabajo puede ser extendido a problemas
donde el coeficiente a € A,.

Para la construccion de la funcién s de forma que resulte una buena aproximacion del
infimo en (3.2.2) primero se define una aproximacién no conforme para u y segundo, se
aplica un procedimiento basado en promedios para obtener una aproximaciéon continua.
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3.2.2. Postproceso de la variable escalar

Vamos a considerar el caso donde k es par y n = 2. La idea principal es extender
el postproceso y andlisis introducido en [9] para el caso uniforme. En dicho trabajo los
autores consideran el espacio local

Ry1(K) = Pryr (K) + Brys(K),

donde By, 3(K) es el espacio de las funciones burbujas, i.e., funciones polinomiales de
grado menor o igual que k 4+ 3 que valen 0 en 0K.

Dada la particién 7, introducimos la notacion &, para el conjunto de sus lados.
Notamos por &) v £ a los lados que son interiores o que pertenecen al borde I" respecti-
vamente. Dado ¢ € &), y K, Ky € T, elementos vecinos que contienen al lado ¢, notamos
por [v], al salto de v sobre ¢, es decir,

[v]e == (vl e = (v]a)les

y la restriccién de v sobre ¢ cuando ¢ € £2, [v]; := (v|x)|e. Omitiremos la dependencia
de ¢ cuando no haya confusiones.

El espacio no conforme de elementos finitos introducido en [9] es,

R,kfrl _ {’UZ U’K c RkJrl(K),VK E'ﬁl y /p[[’l}]]gzo, VpEPk(E),WE Eh}
y4

Luego, en [9], los autores introducen una aproximacién no-conforme 4, de u, que se
obtiene al postprocesar uy,, la aproximacién mixta de elementos finitos. De esta manera
la solucién iy, € RiT satisface

/ Vi, -1 = —/ aloy-T VT € RTr(K). (3.2.4)
K K

Cuando k = 0, @, puede obtenerse resolviendo el sistema definido en (3.2.4) sumandole
a éste, la ecuacién | o Un = /,  Un- Se puede ver también que este sistema tiene solucion
tnica en R;(K) y que para cualquier 7 € RT ;(K) se cumple que,

/a_lah-r—/ahdiv‘r—l—/ up T -m; = 0.
K K oK

Luego, dado ¢ € &, sumando la ecuacién planteada en dos elementos vecinos K; y K»
que contienen a ¢, (o s6lo uno, si ¢ estd en 0f2), y tomando T soportada en la unién
de ambos, es decir K; U Kj, se sigue que [,[v], = 0, es decir, @, € Rj. Ahora bien,
para la construccién de @, para el caso par k > 2 nos referimos a lo demostrado en [9].
Los argumentos dados alli se aplican a nuestro caso, en efecto, no se usa la elipticidad
uniforme para dicha construccién. En lo que sigue, usaremos que u;, cumple (3.2.4) (ver|9,
(2.24) en péag. 29]) aunque no puede obtenerse directamente de ésta.

Observacion 3.2.1. Ideas similares pueden aplicarse para el caso k impar, sin embargo
la construccién del espacio Rit! es mas complicada. (ver [9, 7]).



3.2 Estimacién de error a posteriori 39

3.2.3. Estimaciones del error a priori para uy

Mostraremos que la solucién u;, permite alcanzar un orden 6ptimo de aproximacién de
u también para el caso con peso. Esto es una consecuencia inmediata de (3.2.4) combinada
con la condicién inf-sup dada en el siguiente lema.

Lema 3.2.2. Si a € A, entonces existe una constante C' que depende de [a]4, v de la
constante de regularidad de K tal que, para todo v € Ry, 1(K) tenemos

Vo -
IVolle2(xy < C sup IK# (3.2.5)
TERT 1(K) ||T||L371(K)
Demostracion. Observemos primero que, para todo v € Ry, 1(K),
/ Vo-r1=0 VreRT((K) = Vuv=0. (3.2.6)
K

Si ¢ € &, llamando ny a la normal exterior en £ y dado ¢ € Py (¢), se sigue del lema [41,
Lema 4] que existe 7 € RT(K) tal que 7-mny = ¢q, 7 -ny = 0 en los otros dos lados de
K,y divT es constante. Por otro lado, podemos asumir que | v =20, por lo que

O:/VU-T:/UQ.
K ¢

Luego, se tiene que v|; = cqp 41 donde gy 11 es el polinomio de Legendre de grado & + 1
en ¢, y como k + 1 es un nimero impar, esto puedo suceder sobre los tres lados solo si
¢ = 0. Sean \;, 1 < i < 3 las coordenadas baricéntricas asociadas a K, tenemos que
v = A AgA3p para algin p € Py. Luego, tomando 7 € RT x(K) tal que div T = p,

0:/ UdiUT:/ )\1)\2)\3]92
K K

y entonces p = 0. De esta manera el resultado dado en (3.2.6) queda demostrado.

Ahora, para el caso a = 1, la desiguladad (3.2.5) se sigue por argumentos clésicos,
primero trabajando en un elemento de referencia y usando equivalencia de normas y luego
haciendo un cambio adecuado de variables. Por otro lado, para a € A, tenemos

1/2 1 1/2
9olizuo < ([ a) I90llimo <€ (57 [ 0) 190l
p K1 )i

donde en la ultima desigualdad hemos usado la usual estimacion inversa. Andlogamente,

1 N2
7oz 0 =€ (e [a) " el

y por lo tanto, si C; es la constante en el caso no pesado, se sigue, de acuerdo a (2.1.6)
que el resultado (3.2.5) se tiene con C' ~ Cyy™ [a]i‘/j. O



40 Estimaciones a posteriori

Con este resultado podemos estimar el error de aproximacion para y,.

Corolario 3.2.3. Existe C' tal que

190 )l < {llo = auliz o+ IV =Ollzao | (327
vERE11(K)

Demostracion. Dado v € Ry11(K), T € RT(K) y que vale (3.2.4) tenemos que

[T
:/Ka_l(a—ah)-'r—l—/KV(u—v)-T )

<|o - a'hHLZ_l(K)”THLz_l(K) +[[V(u— U)HL?Z(K)HTHLE_I(K);
y luego (3.2.7) se sigue de (3.2.5) y de aplicar la desigualdad triangular. O

Observacion 3.2.2. El orden 6ptimo de convergencia para soluciones suaves se sigue de
usar una de las estimaciones probadas en el Teorema 2.2.5 para el primer término del
lado derecho de (3.2.7) y la estimacién del error de aproximacién con normas con peso
dada en el Lema 2.1.3 para el segundo.

3.2.4. Aproximacion conforme

Queremos usar la aproximaciéon no conforme w, construida para obtener una solu-
cién conforme apropiada para utilizar en (3.2.2). La forma natural de hacer esto es con
el interpolador de Lagrange, promediando los valores de u; sobre cada elemento, este
procedimiento fue utilizado en numerosos trabajos (ver: [26, 31, 39]).

Dado K € Ty, sea Nk un conjunto unisolvente para Ry.1(K) obtenido agregando
nodos interiores a los nodos usuales para la interpolacién de Lagrange Pjyy1(K). Defini-
mos, a su vez, N' = UgNx y para cada V € N llamamos Ty al conjunto de todos los
elementos que contienen a V' y denotamos por |Ty| a su cardinal.

De esta manera introducimos al operador
Tow: RITY — RETL N HY(Q),

alcanza con definir valores en los nodos e interpolando estos. Dada ¢ € R,’i“ y cualquier

V € N definimos
av¢ ¢|K Ve
|T P>

KeTy
Zowd(V) =0, V e 9.

Observemos que si V' estd en el interior de K, se tiene que Z,,¢(V) = ¢(V).
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A continuacién mostraremos que Z,, U, da una aproximacion conforme de u al menos
tan buena como . Notamos con £x al conjunto de lados que al menos contienen un
vértice de Ky con U(K) a la unién de los elementos que comparten un lado o un vértice
con K. Se puede ver que vale:

IV(¢ = Za®)|[ioiey < C D 1K T2]1710)- (3.2.8)

EEgK

La demostracién de esto esta esencialmente contenido en ([31], Teorema 2.2]). Aun-
que alli se enuncia globalmente puede verse, siguiendo la demostracion, que el resultado
es local. Por otra parte en ese trabajo se utilizan normas Lo pero es facil ver, usando
desigualdades inversas, que puede obtenerse (3.2.8).

Para v € H!(K), para todo K € Ty, usaremos la notacién standard (V,v)|x =
V(v|k).

Lema 3.2.4. Si a € Ay, existe una constante C' que depende de [a]4, ¥ de la constante
de regularidad de la malla tal que

IV (u = Zovtin) [z () < ClIVR(u — @) Lz x))- (3.2.9)

Demostracion. Alcanza con que ver que
|V (in — Zawtin) |2 (k) < C|Valu — @)Lz wx))- (3.2.10)

Dado un lado interior ¢ € €k, sea K, v K, los elementos que comparten ¢. Como u €
HI(Q) c WH(Q) se tiene [up], = [un — ule. Por otro lado, llamamos @y, i = 1,2 a la
restriccion de uy, sobre K;, sabemos que

1 _ 1 .
my = m/g(uh,l —u) = m/e(um —u)

y por lo tanto tenemos que
[in — ulle = (tny —w)le = me — ((Un2 — u)le — my).
Sin embargo, usando el teorema de trazas clasico obtenemos que
an; —u—mell i) < C{h lans —w—mell Ly + 11V (g —w)lx) }

que combinado con la desigualdad de Poincaré para funciones con promedio igual a cero
en ¢ tenemos

[t —uw —me|l ey < IV (@i — u)llzrx,)
y por lo tanto
ITa@n]llzr o) < NIVa(tn — u)llL (xuk,)-
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La misma desigualdad puede ser probada de forma andloga para ¢ € Ex N &Y. Luego,
usando esta desigualdad y la estimacién (3.2.8), tenemos que

19— i) [ a0 < ( / ) 19 Gtn — Zowitn) e s
1 N
<O ([ @) 190t = 0
w7\

1
<C (/ a) (/ a_l) |Vt — )3
K12\ Jx U(K) L2(U(K))

sin embargo como |K| ~ |U(K)|, la desigualdad (3.2.10) tendrd una constante que de-
pende de [a]4, vy de la constante de regularidad de la malla.

]

Observacién 3.2.3. Juntando lo observado en (3.2.10) y la Observacién 3.2.2 concluimos
que ||V (u — Zavtin)||1L2(k) s también de orden éptimo.

3.2.5. Estimador computable para el error a posteriori

Definimos el estimador de forma local y global de la siguiente manera

773,1{ = [lo +aVIavﬁhHi271(K) M= Z 77c2r,K
¢ KeTy,

el cual combinado con la oscilacién 7,,. definida en (3.2.1) nos da el siguiente estimador
a posterior:

Teorema 3.2.5. Sean (o, u) y (o, up) las soluciones de (1.3.6) y (1.4.7) respectivamente,
y sea U € Rﬁ“ tal que cumpla (3.2.4). Tenemos las siguientes estimaciones

lo = onllrz_, @) + V(v = Zavtin)|[L20) < 370 + 2 Cp nose (3.2.11)

ok < |l —onllez_ o) + V(U = Zavtin) ||z x)- (3.2.12)

Demostracion. Como Ly, i, € H, ((€2), de la primera desigualdad dada en (3.2.2) se sigue
que
HO' - o-hHLi_l(Q) < No + CVP Nosc-

Mientras que para el otro término tenemos que,
[V (u — Iavah)HL?l(ﬂ) =|lo+ avzavahHLi_l(Q) <|lo - o'hHLi_l(Q) + Mo < 216 + Cpose-

Sumando ambas desigualdades, se prueba (3.2.11). Por otro lado, (3.2.12) se sigue inme-
diatamente de sumar y restar o = —aVu en la definicién de 74 k. O
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3.3. Otras condiciones de borde

En esta seccion vamos a extender los argumentos desarrollados previamente en este
capitulo bajo simples modificaciones a otros tipos de condiciones de borde. Considera-
mos un modelo en particular con condiciones mixtas de borde, este fue introducido por
Caffarelli y Silvestre en [15] para transformar un problema no-local en un problema local
degenerado. Por simplicidad nos restrigiremos al analisis del caso de grado mas bajo de
Raviart-Thomas el cual es el que estaremos utilizando para los ejemplos numéricos.

Consideramos, para a € (—1, 1),
—div (y*Vu(z,y)) =0 en Q= (0,1) x (0,L)

— lim,_,g yag—Z =g en I'y=(0,1) x {0} (3.3.1)
u=0 en I'p=00\Ty

para g € L?(I'y) dada.

Para llevar a cabo la solucién de la formulacién débil es necesario imponer la condicion
o, -n = PNg, donde P/ es la proyeccién L?-ortogonal sobre las constantes a trozos de
la malla inducida por 7T, en I'y. A su vez, las funciones test en la primera ecuacién son
restringidas a 7 € S, tal que 7-n =0 en ['y.

Los argumentos desarrollados en el analisis del error a posteriori pueden aplicarse pues
a(x,y) = y* pertenece a Ay cuando —1 < o < 1.

Necesitaremos el siguiente resultado para trazas de las funciones en H . ().

Lema 3.3.1. Sea R un rectangulo tal que un lado ¢ C I'y y el otro lado es de largo k.
Luego, para v € H;a, —-1l<a<l,

o129 < CT " olZs, ry + K1 oy 22, )}

donde la constante depende de « pero no de v.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad consideramos el rectangulo R = [0, |¢]] x [0, k].
Tenemos

k
yE[o(z,0)] < ¥ oz, y)| + y8 / o, (2, )| dt
0

y luego, elevando al cuadrado e integrando sobre y obtenemos,

k k 2
ka“w(x,owsc{ / g o, y) [Py + k1 ( / t%‘t‘%rvym,t)rdt)}
0 0

con la constante dependiendo solo de a. Completamos la prueba usando la desigualdad
de Schwarz e integrando sobre /. O]
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Para obtener el estimador del error adecuado tenemos que modificar (3.2.2) de forma
tal de considerar las nuevas condiciones de borde. Con esta idea introducimos el espacio
Hyor, () tal que Hjap (Q) C Hya(2) con la condicién que v|p, = 0. Notemos en
particular que u € Hya p ().

Como el lado derecho f vale cero, no tenemos el término 7,,. en (3.2.1) pero si debemos
incluir la osilacién de g sobre I'y. Denotamos con Ey el conjunto de lados sobre I'y y asi
definimos

ngsc,f = |£|1—0l||g o Pévg“%?(@) ’ ngSC,FN - Z ngsc,ﬁ' (332)
LeEN

Modificando la prueba del Lema 3.2.1 obtenemos el siguiente resultado, notemos que
usaremos nuevamente por comodidad la notacién || - ||, para referirnos a || || L2y v || - [la-2
para referirnos a [| - [[12_ (), cuando no resulte ambiguo.

2

Lema 3.3.2. Existe una constante positiva C' tal que

low—alye < i fon+ 5 Vsly o+ Crissery < 05— 0l + Chipry. (3.33)

y*I'p

Demostracion. Trabajando de la misma manera que en el Lema 3.2.1 obtenemos que,
para cualquier s € Hy. - (€2),

lon —olly-« < |lon +y*Vs|y-o + ‘/(o‘ —oyp) - Vr (3.3.4)
Q

donde r € Hja (Q) y [|[Vr|lye = 1. Para el segundo término tenemos

/g}(a—ahww:/mw—ah)-nr:/FN<9—P,§Vg>r=/ (9— PYg) (r — PY'r)

I'n

y luego,

/ (0 —an)-Vr| < 3 llg = Pglllir - PVrl
Q LeEN

1/2 1/2
< (Z o'y - P,ivgrﬁz(@) (Z Gl —mni%)

leEn le€n

(3.3.5)

donde 7, es cualquier constante. Dada ¢ € £y definimos Ty al elemento tal que ¢ C 0Ty
y tomamos al rectangulo R, tal que contenga T, y a parte de los elementos vecinos que
cumplan que ambos lados de Ry sean del orden de |¢|. Luego, usando el Lema 3.3.1 en R,
tenemos
Ir = 72l < CUA 2 = rela, iy + 12NV, )

y asi, tomando r, como el promedio de r sobre R, y usando la desigualdad con peso de
Poincaré obtenemos
2 1- 2
lr = rellzaw < CU VLR, gy
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combinando este resultado con (3.3.4), (3.3.5) y que ||Vr||,« = 1 tenemos la primera
desigualdad en (3.3.3). La segunda desigualdad en (3.3.3) se sigue de tomar a u € Hpja
y que o = —y*Vu. n

Los restantes argumentos para definir el estimador del error son los mismos a los del
caso de condiciones de Dirichlet, salvo modificaciones simples. No se impone ninguna
condicién sobre los lados I'y en la definicién de R}, por lo que el operador

Zow: Rl — Ry, N Hyap (Q)

se define por

1
Za'u(b(v) = W K;V ¢|K<V)> V € Q M I‘N

Iav¢(v) =0, V eTlp.

3.4. Experimentos numéricos

En la siguiente seccion presentamos resultados numéricos de la aproximacién de grado
més bajo de elementos de Raviart-Thomas a la solucién de (3.3.1) para distintos valores
de . Consideramos dos tipos de datos de Neumann, g. La primera es tal que se anula en
los extremos de la frontera 'y, de esta manera es compatible con el caso homogéneo de
Dirichlet, condicién impuesta sobre I'p. Y la segunda no es compatible, en este caso se
produce una singularidad extra en las esquinas mencionadas.

Para el primer caso de dato de Neumann tomamos

L(52)

e

2

g(z) =dysintxr, donde d,=2"

Para esta g, y para L = 400, la solucién exacta estd dada por
Uso(T,Y) = ca(\/%y)FTaKkTa(\/%y) sin x

donde ¢, =272 /T (52), vy K 1o (x) es la funcién de Bessel modificada del segundo tipo
(ver [36]). La diferencia entre uy, y la solucién v dada en (3.3.1) decae exponencialmente
en L (ver [36, 19]) para el andlisis del error), y por lo que, tomando L suficientemente
grande dependiendo del tamano de la malla, esta diferencia es despreciable en compara-
cién con la discretizacion del error. Para los ejemplos propuestos se puede ver que alcanza
con tomar L = 5, usaremos este valor y consideraremos u,, como la solucién exacta para
estimar los errores.

Primero resolveremos el caso para mallas quasi-uniformes. Usando la estimacion ge-
neral del error calculada en el Teorema 2.2.5 (ver [19]), junto a la estimacién a priori
probada en el Lema 5.1 del trabajo [19] en referencia a la solucién de (3.3.1). El orden
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+e

. _lta . .
esperado de convergencia para o es N~ 1 7% con ¢ > 0 arbitrario, y donde N es el

numero de elementos.

El orden numérico obtenido es N=¢ con ¢ = 0,46 para o = 3/5 y, ( = 0,14, para
a = —3/5 (Ver Figura 3.2).

a=-0.6 0=0.6

error
>
!
}
*
error
>

Figura 3.2: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o para mallas
uniformes versus obtenido via un ajuste de cuadrados minimos con escala logaritmica.
Izquierda Caso oo = —3/5 donde eoc = 0, 14. Derecha: Caso o = 3/5 donde eoc = 0, 46.

- _lta
El orden tedrico esperado es N~ 4 T¢ para ambos casos.

Segundo, resolveremos el mismo problema con una malla adaptativa basada en el
procedimiento propuesto. Los experimentos numéricos muestran que, para los ejemplos
considerados, la parte del estimador correspondiente a la oscilacion del dato 7,s. 1, puede
ser desestimada con respecto a 7,, por lo que sélo se usa este tultimo para marcar los
elementos a refinar. En cada paso calculamos 1,4, = mMéXgeT, o x ¥V seleccionamos los
elementos K tales que 1y x > Mimaz/2.

Las Figuras 3.3a, 3.3b, 3.5a y 3.5b muestran los 6rdenes de convergencia de los ejem-
plos numéricos para o« = 1/4, « = 3/5, « = —1/4 y a = —3/5 respectivamente. Las Fi-
guras 3.3 y 3.5 muestran algunas mallas obtenidas mediante el proceso de adaptatividad.
Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran los errores al realizar distintos refinamientos consecutivos
paraa=1/4y a=—1/4.

La Tabla 3.3 muestra los valores de eoc, y eocy,, asociados a o, —o||,-1 v a ||V (u —
Zavtin)||lo para los distintos valores de o mencionados para el caso de mallas adapatitivas
. . _HJ+8

y el orden esperado de convergencia para o para el caso de mallas uniformes, N~"1 *¢,

con € > (0 arbitrario. Notemos que en el caso de mallas adaptatitvas el orden es mejor.
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a=0.25

:

*  lo—anllz

* V(= La(@n))|z,
N2

Figura 3.3: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o y Vu para
mallas adaptativas via un ajuste de cuadrados minimos con escala logaritmica. Izquierda:
Caso o = 1/4, eocy = 0,53 y eocy, = 0,48. Derecha: Caso a = 3/5, eoc, = 0,43 y

a=0.6

:
* H”*UhHLj .

* V(= Lo(@)llz,
N2

.. _1
eocy, = 0,41. El orden tedrico esperado es N~z para ambos casos.

Tabla 3.1: Cantidad de elementos y errores obtenidos para el ejemplo oo = 1/4.

N lon —olla-r | V(4 — Zavtin) la
169 | 1,6304e-01 2,4129e-01
195 | 1,4856e-01 2,2493e-01
239 | 1,3714e-01 1,9857e-01
333 | 1,1306e-01 1,6753e-01
408 | 9,9153e-02 1,5001e-01
563 | 8,6459e-02 1,312e-01
754 | 7,4915e-02 1,1525e-01
1064 | 6,2648e-02 9,8303e-02
1381 | 5,6196e-02 8,9983e-02
1911 | 4,8054e-02 7,7484e-02
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Tabla 3.2: Cantidad de elementos y errores obtenidos para el ejemplo o = —1/4.
N Jllon=ollar | [[V(u—=Zowtn)lla
237 | 3,6678e-1 3,191e-1
315 | 3,0595e-1 2,6897e-1
386 | 2,7446e-1 2,2932e-1
509 | 2,4409e-1 2,0515e-1
667 | 2,1116e-1 1,7164e-1
936 | 1,8117e-1 1,4896e-1
1212 | 1,6272e-1 1,275e-1
1637 | 1,4301e-1 1,111e-1
2202 | 1,2609e-1 9,6564e-2
3082 | 1,1118e-1 8,264e-2

Tabla 3.3: Valores eoc, y eocy,, obtenidos en el caso de mallas adaptatitvas junto al orden

tedrico esperado para el caso uniforme para o = —1/4, a = =3/5, a =1/4y a =3/5
« cocy | eocy, | N~ te
1/4 | 53e1 | 4.8¢-1 | 3 le-1
3/5 | 4,3e-1 | 4,1e-1 | 4e-1
-3/5 | 4,3e-1 | 4,8¢-1 | le-1
/4| 4,701 | 5,301 | 1,8e-1
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(b) Malla final

(¢) Zoom sobre la malla final

Figura 3.4: Mallas adaptativas para el caso o = 1/4.

Para terminar damos los resultados de aplicar un proceso de adaptatividad al proble-
ma (3.3.1) en el caso de frontera no compatible Neumann dada por g = 1.

También, en este caso, el orden éptimo de convergencia es el esperado. Este resultado
se puede ver en la Figura 3.6, algunas mallas se muestran en la Figura 3.7 y los errores
para los distintos refinamientos en las tablas 3.4 y 3.5 paraa = 1/4y o = —1/4.

Y, en la Tabla 3.6, se muestran los valores de eoc, y eocy, paraa =1/4y a = —1/4.
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Figura 3.5: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o y Vu para
mallas adaptativas via un ajuste de cuadrados minimos con escala logaritmica. Izquierda:
Caso a = —1/4, eocy, = 0,47 y eocy, = 0,53. Derecha: Caso a = —3/5, eocy = 0,43 y
eocy, = 0,48. El orden tedrico esperado es N ~3 para ambos casos.
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Figura 3.6: Mallas adaptativas para el caso a = —1/4.
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Tabla 3.4: Cantidad de elementos y errores obtenidos para el ejemplo oo = 1/4.

N [flon—olus [ V(= Zuin)a
28 2,3424e-1 3,6651e-1
56 1,4728e-1 2,3049e-1
66 | 3,7993e-2 1,0553e-1
103 | 7,8644e-2 1,3788e-1
149 | 4,9456e-2 1,0882e-1
204 | 6,4824e-2 9,4505e-2
302 | 4,0186e-2 8,7412e-2
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Tabla 3.5: Cantidad de elementos y errores obtenidos para el ejemplo o = —1/4.
N _|lon=ollar | [[V(u = Zavtin)la
28 | 2,1492e-1 1,6153e-1
38 | 8,8841e-1 6,9268e-2
54 | 1,1488e-2 8,2987e-2
74 | 5,4741e-2 3,5677e-2
100 | 6,6046e-2 4,2717e-2
151 | 5,4269e-2 5,6245e-2
193 | 4,4006e-2 3,4090e-2
241 | 3,0032e-2 2,7909e-2
310 | 2,9306e-2 2,1484e-2
467 | 3,3631e-2 3,3343e-2
Tabla 3.6: Valores eoc, y eocy, obtenidos en el caso de mallas adaptatitvas para o = —1/4
y a=1/4.
a €0Cy | €OCyy
1/4 10,54 | 0,54
-1/4 10,62 | 0,53
o =025 ‘ " a=-0.25
* To ol ‘ = To ol
* VG Ttz V=L@,
g 107 8 10

Figura 3.7: Evolucién del orden experimental de convergencia del error de o y Vu para
mallas adaptativas via un ajuste de cuadrados minimos con escala logaritmica. [zquierda:
Caso a = 1/4,e0c, = 0,54 y eocy, = 0,54. Derecha: Caso a = —1/4, eoc, = 0,62 y
eocy, = 0,53. El orden tedrico esperado es N -2 para ambos casos.
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