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UN ESTUDIO POLIEDRAL DEL ROUTING AND SPECTRUM
ALLOCATION PROBLEM

El problema de ruteo y asignacion de espectro (RSA) surge en el contexto de las redes
de fibra 6ptica flexible y consiste en determinar rutas éptimas para un conjunto de de-
mandas a través de una red, mientras de manera simultanea se asigna un intervalo del
espectro electromagnético a cada demanda, sujeto a restricciones de no superposicion.
Como solucién clave para gestionar el trafico de datos a gran escala en dichas redes, el
RSA ha ganado atencion significativa, a pesar de ser un problema NP-dificil. Dado que
la aplicacion de técnicas de programacion entera ha demostrado ser exitosa para varios
problemas de optimizacion combinatoria, el objetivo principal de esta tesis es utilizar-
las en el contexto del RSA. Comenzamos presentando varios modelos de programacion
entera para el problema y analizamos su efectividad. Basdandonos en los resultados,
definimos el politopo asociado a la formulaciéon con mejor desempeno sobre instancias
conocidas y presentamos un estudio poliedral del mismo, incluyendo su dimension y
familias de desigualdades que definen facetas. Luego de este estudio y dada la compleji-
dad del problema, definimos una relajacion de la formulacién dada por un subconjunto
de variables de la formulacién original, con el fin de identificar desigualdades vélidas
que puedan ser tutiles dentro de un entorno de métodos de planos de corte. Presentamos
propiedades bésicas de esta formulacién relajada, identificamos varias familias de des-
igualdades que inducen facetas y mostramos que algunas de ellas pueden separarse en
tiempo polinomial. Finalmente, incluimos experimentos computacionales que ofrecen
indicios sobre la contribucion de estas desigualdades en la préctica.

Palabras clave: problema de ruteo y asignacion de espectro, combinatoria poliedral,
programacion lineal entera, investigacién operativa, redes de fibra éptica.






A POLYHEDRAL STUDY OF THE ROUTING AND SPECTRUM
ALLOCATION PROBLEM

The routing and spectrum allocation (RSA) problem arises in the context of flexible
grid optical networks, and consists in determining optimal routes for a set of demands
through a network while simultaneously assigning an interval of the electromagnetic
spectrum to each demand, subject to non-overlapping constraints. As a key solution to
managing large-scale data traffic in such networks, RSA has gained significant attention
despite being an NP-hard problem. Since applying integer programming techniques has
shown to be successful for several combinatorial optimization problems, the main goal
of this thesis is to use these techniques for the RSA. We start by presenting several
integer programming models for the problem and analyze their effectiveness. Based
on the results, we define the polytope associated with the formulation with the best
performance over known instances, and a polyhedral study of it is presented, including
its dimension and facet-inducing families of inequalities. After this study and given
the complexity of the problem, we define a relaxation of this formulation given by a
subset of variables from the original formulation, in order to identify valid inequalities
that could be useful within a cutting-plane environment for tackling real instances. We
present basic properties of this relaxed formulation, we identify several families of facet-
inducing inequalities, and we show that some of them can be separated in polynomial
time. Finally, we include computational experiments that provide preliminary evidence
of the practical contribution of these inequalities.

Keywords: routing and spectrum allocation problem, polyhedral combinatorics, inte-
ger linear programming, operations research, fiber optic networks.

II1






AGRADECIMIENTOS

Agradezco principalmente a mi director, Javier Marenco, por su infinita paciencia, por las in-
contables reuniones, correos y consultas, y por acompanar durante todo este proceso siempre de forma
positiva y con la mayor de las simpatias. Haber trabajado con él fue un placer y un privilegio; espero
haberme llevado al menos una minima parte de su capacidad de trabajo y forma de pensar.

Agradezco muy especialmente a los miembros del jurado por el tiempo y la dedicacion invertidos
en la lectura y evaluacién de este trabajo. Sus observaciones contribuyeron enormemente a mejorar la
version final de esta tesis. A Cid de Souza, por sus comentarios detallados que ayudaron a mejorar
la consistencia técnica del trabajo realizado; a Juan José Salazar, por sus sugerencias relativas a
la organizacién y presentacion del contenido, que permitieron mejorar la estructura general del docu-
mento; y a Enrico Malaguti, por sus aportes sobre posibles extensiones y alternativas del problema,
que serviran como punto de partida para futuras investigaciones.

Agradezco a Flavia Bonomo, Guillermo Durdn y a todo el Departamento de Computacion,
por su dedicaciéon y compromiso con la formaciéon académica. Muchas gracias a los miembros de la
Subcomisién de Doctorado del Departamento, en particular a Isabel Méndez y Esteban Mocskos,
por su atencién y la ayuda brindada en todo el proceso.

Agradezco mucho a Annegret Wagler y Hervé Kerivin, por la hospitalidad y calidez durante
mi estadia en Clermont-Ferrand, una experiencia que fue clave para el desarrollo de esta tesis.

Agradezco a todos los companeros y amigos del grupo de Optimizacién de la UNGS, principal-
mente a Marcelo Bianchetti, Diego Delle Donne, Ménica Braga y Manuela Blaum por los
trabajos hechos en conjunto, las discusiones y las colaboraciones; y a los amigos que hice en la UBA
—Facundo Gutiérrez, Joaquin del Priore, Florencia Ferndndez, Agustina Lépez y Leén
Maislin— por haber hecho del cursado de las materias una experiencia divertida.

Agradezco muchisimo a Graciela Nasini y Daniel Negrotto, por sus gestiones, consejos y apo-
yo, que fueron fundamentales para la realizaciéon de este doctorado.

Agradezco a todos los que forman y formaron parte de Findo, especialmente a Diego Varela,
Ignacio Ortega, Marcela Marincioni, Melina Ciunne, Gonzalo Nini, JuliAn Martini y Emi-
liano Gorr, por hacer facil el dia a dia durante tantos anos. Un especial agradecimiento a Federico
Patane, por su amistad y por todas las ayudas logisticas, sin las cuales este proyecto habria resultado
mucho mas dificil.

Agradezco a mi familia por el carino y apoyo incondicional de siempre.
Finalmente, agradezco profundamente a Carmela, quien me acompané dia a dia durante estos

anos, con un amor infinito, una energia inagotable y una paciencia increible. Sin su apoyo constante,
y todas las experiencias compartidas, este trabajo jaméas se habria completado.






Para Carmela.






PUBLICACIONES DERIVADAS DE ESTA TESIS

A continuacion, se listan las contribuciones publicadas o enviadas a publicacién que se relacionan
con esta tesis:

= El contenido del Capitulo 2 fue publicado en:

Federico Bertero, Marcelo Bianchetti, y Javier Marenco. Integer programming models for the
routing and spectrum allocation problem. TOP, 26:465-488, 2018.

= El contenido del Capitulo 3 fue aceptado para su presentacién en el XIII Latin American Algo-
rithms, Graphs, and Optimization Symposium y publicado en:

Federico Bertero y Javier Marenco. An initial polyhedral study of the routing and spectrum
allocation problem (extended abstract). Procedia Computer Science (en prensa).

= Los principales resultados del Capitulo 4 fueron presentados en el XII Latin-American Algo-
rithms, Graphs and Optimization Symposium y publicados en el siguiente abstract extendido:
Federico Bertero, Herve Kerivin, Javier Marenco, y Annegret Wagler. A polyhedral study of

a relaxation of the routing and spectrum allocation problem (brief announcement). Procedia
Computer Science, 223:391-393, 2023.

= El contenido de los Capitulos 4 y 5 estd bajo revisién en:

Federico Bertero, Herve Kerivin, Javier Marenco, y Annegret Wagler. A polyhedral study of
a relaxation of the routing and spectrum allocation problem. Enviado a la edicién especial
de Discrete Applied Mathematics dedicada al XII Latin-American Algorithms, Graphs and
Optimization Symposium.

IX






Indice general

o Introduccidn ... oL oL 1
1.1. Problema de ruteo y asignacion de espectro . . . . . . . .. ... 1
1.2. Complejidad computacional . . . . . . . ... L o 3
1.3. Estado del arte y fundamentos tedricos . . . . . . . . ... oo oL 4
1.4. Problemas de coloreo . . . . . . . . . .. 7
1.5. Contenido de latesis . . . . . . . . . . . L 7

.. Formulaciones de programacién entera parael RSA . . . . . . .. ... ... ... 11
2.1. Definiciones generales . . . . . . . .. L 11
2.2. Formulaciones de asignacién demanda-rango (DR) . . .. ... ... .. ... .. ... 13
2.3. Formulaciones de asignacién demanda-slot (DS) . . . . ... ... ... ... .. .... 16
2.4. Formulaciones de asignacién demanda-slot-enlace (DSL) . . . . . ... ... ... ... 17
2.5. Formulacién de asignacién demanda-rango-enlace (DRL) . . . . . .. ... . ... ... 19
2.6. Experimentos computacionales . . . . . . .. .. Lo L 20

.. Estudio poliedral de la formulacion DR-AOV . . . . . . ... . ... ... .. 29
3.1. Propiedades generales . . . . . . . . ... L e 30
3.2. Desigualdades véalidas . . . . . . . . ... L 40

3.2.1. Restricciones de la formulacién . . . . . .. ..o 40
3.2.2. Grafo de conflictos y relacion con chromatic scheduling . . . . ... ... ... 44
3.2.3. Desigualdades clique . . . . . . . . .. 47
3.2.4. Desigualdades clique doble . . . . . . . ... o 51
3.3. Consideraciones sobre el grafo de conflictos . . . . .. ... .. ... 58

.. Estudio poliedral de una relajacion del problema . . . . .. .. ... .. ... ... ... 61
4.1. Propiedades generales del poliedro asociado a la relajacion . . . . . . . . ... ... .. 62
4.2. Familias de desigualdades validas . . . . . .. . .. ... .. L L oL 66

4.2.1. Desigualdades telescopicas . . . . . . . . ... Lo oL o 66
4.2.2. Desigualdades telescopicas reforzadas . . . . . . . . ... L. 69
4.2.3. Desigualdades telescopicas extendidas . . . . . . . . .. ... 72
4.2.4. Desigualdades telescopicas medias . . . . . . . ... Lo 76
4.3. Facetas provenientes del politopo del subgrafo aciclico . . . ... ... ... ... ... 79

.. Experimentos computacionales . . . . . ... ... 83
5.1. Plan de experimentacidn . . . . . . . . ... Lo e 83
5.2. Resumen de resultados computacionales . . . . . . . .. ... 0oL 85
5.3. Detalles de implementacién . . . . . . . . .. .. 87

. Conclusiones y trabajo a futuro . . . . . . . . . . ... 91
6.1. Formulaciones de programacién lineal entera. . . . . . . .. .. ... ... 92
6.2. Estudio poliedral . . . . . . . . . . L 92
6.3. Formulacion relajada . . . . . . . . ... oL e 93
6.4. Experimentos computacionales . . . . . . ... .. L Lo oo 94
6.5. Trabajo a futuro . . . . . . . . . . L 95



Apéndice . ... ... ... ...
A.. Teorema de unos consecutivos

B.. Resultados detallados . . . .



1. INTRODUCCION

Las redes de fibra éptica han revolucionado las telecomunicaciones al permitir la transmisién
de datos a altas velocidades y con una minima pérdida de senal [34]. A diferencia de los medios
tradicionales, las fibras Opticas usan pulsos de luz para transmitir informacién a través de cables
delgados hechos de vidrio o plastico. Esta tecnologia ha sido fundamental para satisfacer la creciente
demanda de ancho de banda impulsada por aplicaciones como la transmision de video, el uso de
servicios en la nube y el Internet de las cosas (IoT).

A medida que la demanda de datos siguié aumentando, las redes de fibra éptica evolucionaron
hacia configuraciones mas eficientes y avanzadas, como las redes 6pticas coherentes y las redes DWDM
(Multiplexacién por Divisién de Longitud de Onda Densa). Estas innovaciones permitieron maximizar
la capacidad de las fibras mediante el uso de multiples longitudes de onda para transmitir diferentes
senales simultdneamente. Sin embargo, las redes tradicionales tenian limitaciones en su capacidad de
adaptarse de forma dindmica a los cambios en el tréfico y la demanda [53].

Para superar estas restricciones, surgieron las redes eldsticas de fibra éptica (EON), disenadas
para asignar espectro y recursos de manera flexible [33]. En este contexto, se introduce el concepto de
slot, que representa una unidad bésica de espectro en el dominio de las frecuencias. A diferencia de
las redes tradicionales de grilla fijas (Fixed Grid), las redes eldsticas usan grillas flexibles (FlexGrid),
permitiendo que los slots se combinen dindmicamente para ajustar el ancho de banda necesario. Esta
capacidad de asignar y reorganizar espectro de manera eficiente permite a las redes eldsticas optimizar
el uso de los recursos y adaptarse mejor a la creciente y variable demanda de trafico de datos.

1.1. Problema de ruteo y asignacién de espectro

El problema de Ruteo y Asignacién de Espectro (RSA, por sus siglas en inglés) surge a medida que
las redes elasticas de fibra éptica comenzaron a implementarse, debido a la necesidad de determinar
simultaneamente las mejores rutas para un conjunto de demandas de tréafico y la asignacién més
eficiente de slots de espectro en estas rutas.

El RSA es complejo debido a la naturaleza combinatoria de sus componentes. Por un lado, el ruteo
implica encontrar un camino adecuado entre el origen y el destino para un conjunto de demandas,
considerando factores como la capacidad y la longitud de los enlaces de la red. Por otro lado, la
asignacion de espectro debe garantizar que los slots asignados a una determinada demanda sean
iguales en todos los enlaces de la ruta correspondiente; que los slots asignados a cada demanda sean
contiguos; y, por ultimo, que no se asigne un mismo slot a diferentes demandas si sus rutas comparten
al menos un enlace de la red.

Formalmente, consideremos un grafo dirigido G = (V, E), que representa una red de fibra 6ptica;
un conjunto de demandas D, donde cada demanda d tiene la forma (s4,tq,vq) € V x V X Z,, siendo
sq € V el nodo de origen, tg € V el nodo de destino, y vq € Zy el volumen (se denomina con este
término a la cantidad de slots requeridos); y un ntmero fijo de slots disponibles § € Z,. El RSA
consiste en determinar una ruta y asignar un conjunto de slots consecutivos para cada demanda en
D, garantizando que dos demandas que comparten al menos un arco en sus rutas no utilicen slots en
comun. En otras palabras, para cada demanda d € D se debe asignar un camino P; C E que conecte
84 con tg y un intervalo I compuesto por vy slots consecutivos en el rango [0, 5 — 1], de manera que,
para cualquier par de demandas d # d’, si Py N Py # 0, entonces Iy N Iy = (. Para simplificar la
notacion, definimos las funciones s,¢ : D — V y v : D — Z, de manera que para toda demanda
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d = (Sq,ta,v4) € D se tiene s(d) = sq, t(d) = tq, y v(d) = vq4.

En la Figura 1.1 se presenta un ejemplo con una solucién para una instancia del problema sobre
una red representada mediante el grafo G formado por seis nodos (V1, ..., Vg). Los arcos dirigidos de
G indican los enlaces de transmisién entre los nodos, mientras que los bloques de colores sobre cada
enlace representan la asignacion de slots de espectro a las demandas a satisfacer, asociando cada color
a una demanda. Cada enlace cuenta con una capacidad limitada de seis slots, y a cada una de las
siguientes cuatro demandas se le debe asignar una ruta y un conjunto contiguo de slots, garantizando
que no haya solapamiento en los enlaces compartidos:

» dy = (V1,V3,3)
» dy = (V2,V6,2)
= d3 = (V1,V2,4)
= dy = (Vy,V2,3)

A la demanda d; se le asigna la ruta formada por los enlaces (V1,Va) y (Va, V3), siendo éste el
camino més corto entre su origen V; y su destino Vi, y los slots {0,1,2}. A ds se le asignan los enlaces
(Va,V3) y (V3,Vs), siendo también éste el camino corto entre Vo y Vg, y los slots {3,4}. En este caso,
dados los enlaces usados por dg, no serfa posible asignar los slots {0, 1,2}, ya que el enlace (V3,V3)
es también usado por dy, que tiene asignados estos tres slots. A ds se le asignan los enlaces (V7,Vy)
y (Va, Vo) y los slots {0,1,2,3}. Cabe destacar que, siendo el origen y el destino de esta demanda los
nodos Vi y V3, respectivamente, el camino mds corto entre ellos estd formado por el enlace (Vi,V3).
Sin embargo, no es posible asignar este camino a ds, ya que el volumen de la demanda excede los
slots disponibles en el enlace. Por tltimo, a la demanda dy4 se le asignan los enlaces (Vy, Vi), (V5,Vs) v
(Vs, V2) v los slots {0,1,2}. De forma andloga al caso anterior, no es posible asignar a esta demanda
la ruta més corta entre su origen y su destino, ya que estarfa formada por el enlace (Vy, V2), el cual
solo dispone de dos slots libres.

Como funcién objetivo para el RSA, en la literatura se encuentran al menos cuatro criterios
utilizados:

= Minimizar el maximo indice de slot ocupado: Este objetivo busca compactar todas las demandas
dentro del intervalo mas bajo posible, reduciendo el ancho espectral total utilizado y facilitando
la ubicacién de futuras demandas sin modificar las demandas existentes [17, 25].

= Minimizar el nimero total de slots consumidos: En lugar de fijarse en la posicién del ultimo
slot, esta métrica considera la cantidad de slots efectivamente asignados en alguno de los en-
laces, priorizando configuraciones que utilicen la menor cantidad de slots aunque se produzcan
“huecos” entre ellos [38, 60].

= Minimizar la suma de las longitudes de las rutas: En este caso, se pone el foco sobre el nime-
ro total de enlaces utilizados, buscando minimizar la longitud de las rutas asignadas a cada
demanda [49, 58].

= Enfoques multi-criterio: Algunas propuestas combinan consumo eléctrico, ancho espectral maxi-
mo y slots utilizados totales, buscando un balance entre eficiencia energética y eficiencia espectral
[31, 40, 42].

En este trabajo utilizamos como funcién objetivo la minimizacién de la longitud total de las rutas
asociadas a las demandas. Mds precisamente, la funcién objetivo es la suma de las longitudes de los
caminos asignados a todas las demandas, siendo la longitud de un camino la cantidad de enlaces en
la red que el camino utiliza. Cuando la capacidad de los enlaces no es un factor limitante, asignar
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dy dy dy dy |dy dy d, d,

d3 d3 dj dj dy dy dy

d3 d3 d3 da d2 d2

dy d, dg dy dg dg

Fig. 1.1: Ejemplo de solucién del RSA en una red pequena. El grafo esta formado por seis nodos y arcos
dirigidos que representan los enlaces de transmision. La asignacion de slots a las demandas
estd representada por los bloques coloreados sobre los arcos. Cada enlace cuenta con una
capacidad limitada de seis slots, y a cada una de las cuatro demandas se le asigna una ruta
y un conjunto contiguo de slots.

el camino mas corto a cada demanda garantiza optimalidad segiin este objetivo. En cambio, cuando
la capacidad de los enlaces es més limitada, entonces no siempre es posible asignar a cada demanda
un camino minimo entre sus nodos de origen y destino, y entonces la componente de ruteo se vuelve
no trivial dadas sus interacciones con la asignacién de slots. Dado que la finalidad principal de la
tesis es profundizar en el estudio poliedral del RSA —estudio en el cual la funcién objetivo tiene
un rol secundario—, esta funcién objetivo simplifica la presentacion y evita complejidades adicionales
asociadas con la asignacion de espectro.

1.2. Complejidad computacional

En esencia, el RSA combina dos subproblemas NP-dificiles ampliamente estudiados. La seleccién
de rutas para multiples demandas se puede ver como un problema de flujo multiproducto (donde cada
demanda corresponde a un producto) y la asignacién del espectro se ha estudiado en la literatura bajo
diferentes nombres, incluyendo coloreo de intervalos y chromatic scheduling [43].

En detalle, el subproblema de ruteo en RSA puede modelarse como un flujo multicommodity
(multiproducto), donde cada demanda debe seguir una tnica ruta entre su origen y destino sin exceder
las capacidades de los enlaces. Este problema, incluso sin considerar espectro, es NP-dificil en casos
muy bésicos [24]. En particular, en [46] se demuestra que el flujo multicommodity con tan solo dos
commodities (y capacidades unitarias en los enlaces) es NP-dificil. Esto implica que la componente de
ruteo del RSA tiene asociada la dificultad del problema de encontrar caminos disjuntos o de satisfacer
miultiples demandas en la red, que pertenece a la clase NP-dificil. Esta complejidad persiste aun
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cuando las topologias de red a usar son relativamente simples. Por ejemplo, el problema de ruteo de
dos demandas es NP-dificil incluso en topologias tipo drbol o anillo [5].

Por otro lado, el subproblema de asignacién de espectro de RSA, por si solo, también es NP-dificil.
Si todas las rutas ya son conocidas o se determinan de manera tnica (por ejemplo, si la red éptica
es un arbol), entonces el problema se reduce a la asignacién del espectro y consiste unicamente en
determinar los canales de cada demanda. Este problema equivale a una variante de coloreo de grafos
donde cada par de demandas que comparten al menos un enlace se considera en conflicto y no puede
tener asignados los mismos slots. En el caso especial donde cada demanda requiere de solo un slot, el
problema se reduce al Routing and Wavelength Assignment (RWA) con ruteo fijo, cuyo componente de
asignacion es esencialmente un problema de coloreo de grafos tradicional (cada demanda es un vértice
y existe una arista de conflicto si dos demandas comparten algin enlace). El problema de coloreo
de vértices es NP-dificil [26], por lo que incluso esta simplificacién del RSA es dificil de resolver de
forma 6ptima. Cuando las demandas requieren multiples slots consecutivos, como en redes flexibles,
nos enfrentamos a una variante mas general denominada coloreo de intervalos. En esta variante, cada
vértice del grafo de conflictos -que representa una demanda- debe ser coloreado con un bloque de colores
contiguos de tamano igual al ancho de banda requerido por la demanda asociada. En consecuencia,
el subproblema de asignacién de espectro (ain con ruteo fijo) es NP-dificil, y es NP-completo decidir
si existe una asignacién de espectro factible dentro de un espectro éptico dado, incluso cuando la red
éptica es un camino simple [56].

Dado que tanto el ruteo como la asignacion de espectro por separado son problemas NP-dificiles,
el RSA es al menos tan dificil como cada componente por separado [16, 61]. La combinacién de ambas
decisiones en el RSA produce un espacio de busqueda complejo, donde las decisiones de seleccién
de enlaces para las demandas afectan directamente a las de asignacién de espectro. Es decir, elegir
caminos distintos puede evitar o crear conflictos de espectro entre demandas, alterando el grafo de
conflictos que buscariamos colorear. Esta dependencia entre los subproblemas implica la complejidad
que se tiene al intentar resolver el ruteo y luego la asignacion de forma éptima.

En [9] se demuestra formalmente que el problema pertenece a la clase NP-dificil al reducir una
version del problema de planificaciéon con multiples procesadores al RSA.

La complejidad asociada a este problema justifica la necesidad de enfoques avanzados para abordar
instancias de tamano real.

1.3. Estado del arte y fundamentos tedricos

Dada la importancia que el RSA ha despertado en los ltimos afios, se han aplicado diversos
enfoques de resolucién dentro del area de la optimizacion combinatoria, tanto exacta como heuristica
e hibrida. El problema puede ser considerado como un problema de esta disciplina, ya que se dispone
de un conjunto finito de soluciones factibles definido en términos combinatorios, sobre el cual se busca
encontrar la mejor segin algin criterio. Como muchos otros problemas dificiles en ciencias de la
computacién y en investigacién de operaciones, el RSA se enfrenta a un crecimiento exponencial del
espacio de busqueda a medida que aumenta el tamafio de la instancia a resolver, por lo que se requieren
métodos especificos para gestionar la complejidad computacional de este problema y, en la medida de
lo posible, garantizar la obtencién de soluciones éptimas.

En este contexto, la programacion lineal entera (PLE) proporciona un marco matemético para
modelar y resolver problemas de optimizacion combinatoria, que ha demostrado ser clave para esta
clase de problemas [2, 4, 10]. En un modelo de PLE, se introducen variables de decisién enteras que
representan las elecciones discretas del problema, una funcion objetivo lineal que representa el costo o
beneficio a optimizar, y restricciones lineales que representan las condiciones y limitaciones a cumplir
por las soluciones. La formulaciéon general de un problema de PLE puede expresarse como:
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Minimizar (o maximizar) ¢!,
sujeto a: Ax <b, xz€Z",
donde x es el vector de variables enteras, Az < b representa un conjunto de restricciones lineales y
¢’z es la funcién objetivo a minimizar o maximizar. Esta herramienta de formulacién captura una
amplia gama de problemas combinatorios, ya que las variables enteras permiten modelar decisiones o
conteos discretos, mientras que las restricciones lineales permiten imponer capacidades, precedencias,
compatibilidades, etc. Por ejemplo, una variable binaria podria indicar si se selecciona o no un deter-
minado elemento de un conjunto, y las restricciones aseguran que se satisfacen requerimientos sobre
el elemento a seleccionar.

A pesar de ser un problema NP-dificil, en el contexto de la PLE se han desarrollado métodos exactos
que intentan obtener soluciones éptimas de forma eficiente. El més bésico es el algoritmo ramificacion
y acotacion (branch-and-bound), que explora el espacio de soluciones mediante un arbol de busqueda.
Cada nodo de este arbol se corresponde con un subproblema definido por restricciones adicionales
(generalmente, fijando el valor que toman las variables), cuyo valor éptimo de la relajacién lineal
asociada sirve como cota para descartar nodos. Este procedimiento divide el problema en subproblemas
mas pequenos, pero crece exponencialmente en el peor caso. Para potenciar esta estrategia, el algoritmo
de ramificacion y poda (branch-and-cut) introduce la generaciéon de planos de corte en la misma
estructura de arbol. De esta manera, cuando la relajaciéon lineal de un nodo retorna una solucién
fraccionaria, se buscan desigualdades vdlidas, es decir, desigualdades lineales que sean satisfechas por
todas las soluciones enteras, y que ademds sean violadas por la solucién fraccionaria actual (y en este
caso se denominan cortes). Dichas desigualdades se afiaden dindmicamente al modelo, produciendo
relajaciones lineales mas fuertes y, por ende, facilitando la poda de ramas. Por su parte, los algoritmos
de planos de corte (cutting planes) se basan en resolver repetidamente la relajacién lineal anadiendo
cortes hasta alcanzar la solucién entera. Este tltimo método no suele aplicarse de forma aislada, ya que
puede generar gran cantidad de cortes y tener una complejidad computacional asociada muy grande,
y suele integrarse dentro de los algoritmos de ramificacién y poda.

Se han propuesto diversos modelos de PLE para el RSA, por ejemplo, en [13] y [17]. En estas
formulaciones se busca minimizar la cantidad de slots de espectro alocados por las demandas y se
utilizan variables enteras para modelar la asignacién de slots y arcos a demandas. En [16, 35, 41, 51, 59]
se presentan también formulaciones de PLE para el RSA en el marco de una resoluciéon mediante
métodos heuristicos, utilizando como entrada del problema conjuntos de caminos precalculados y/o
intervalos de slots para las demandas. De esta manera, se busca también minimizar la cantidad de
slots asignados por las demandas, pero utilizando variables enteras para representar la asignacion de
rutas e intervalos de slots a demandas. Una limitacién de estos enfoques es su alto tiempo de computo
por lo que muchos de los trabajos mencionados combinan modelos exactos con algoritmos heuristicos
diseniados especificamente para manejar redes de mayor tamano. Estas heuristicas permiten obtener
soluciones cercanas al éptimo en tiempos significativamente menores, logrando un equilibrio entre
precision y eficiencia computacional.

Como se mencioné anteriormente, una forma de acelerar la resolucién de un modelo de PLE
(especialmente cuando la cota dual no es ajustada) es agregar planos de corte durante la resolucién.
La busqueda de desigualdades vélidas asociadas a una formulacién de programacion lineal entera
(PLE) conduce de manera natural al estudio de los poliedros correspondientes:

P(A,b) = conv{x € Z" : Az < b},

dmbito conocido como combinatoria poliedral. La combinatoria poliedral se ha consolidado como una
herramienta sumamente poderosa en el campo de la optimizacién combinatoria, y no solo ha permitido
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el desarrollo de algoritmos eficientes, sino que, reciprocamente, la existencia de tales algoritmos suele
implicar la posibilidad de caracterizaciones poliedrales [55].

En algunos casos particulares, se dispone de una descripcion completa de la cdpsula convexa del
conjunto de soluciones, que puede ser usada para resolver el problema de separacién del poliedro
asociado a la formulacién en tiempo polinomial. En [30] se demostré que los problemas de separacién
y optimizacién sobre un poliedro son polinomialmente equivalentes; esto es, si uno de ellos admite una
resolucién en tiempo polinomial, entonces el otro también. A partir de esta equivalencia, existe una
conjetura generalizada que sugiere que si un problema de optimizacién combinatoria puede resolverse
en tiempo polinomial, entonces deberia existir alguna formulacién de PLE del problema para la cual
la capsula convexa de sus soluciones admite una caracterizacién “elegante”.

En este sentido, la estructura combinatoria del poliedro puede proporcionar informacién valiosa
sobre el problema asociado, y la identificacién de desigualdades vélidas y facetas permite mejorar las
formulaciones del problema y reducir el espacio de bisqueda. Este enfoque es una herramienta que ha
demostrado ser eficiente para la resolucion de problemas de optimizacién combinatoria, por ejemplo,
el problema del viajante de comercio o problemas de asignacidn de tareas [3, 18, 50].

Como se menciond brevemente més arriba, cuando las instancias a resolver tienen tamanos de-
masiado grandes, es habitual recurrir a enfoques heuristicos. Para el RSA, una opcién es predefinir
los valores de algunas variables en los modelos de programacion lineal entera, dejando que el mode-
lo determine el resto de las decisiones. Cuando se fijan algunas decisiones, como caminos posibles o
intervalos de slots para las demandas, es crucial garantizar que dichas decisiones prefijadas incluyan
una representacion lo suficientemente amplia del espacio de soluciones, asegurando asi que las solucio-
nes obtenidas sean cercanas al 6ptimo. Sin embargo, identificar conjuntos de variables que permitan
cubrir de manera efectiva las posibles combinaciones de rutas e intervalos de slots tiene asociada una
complejidad significativa. Para enfrentar este desafio, se han presentado enfoques que descomponen
el problema en subproblemas manejables, especialmente mediante técnicas basadas en generacion de
columnas, permitiendo construir iterativamente conjuntos de variables relevantes. Por ejemplo, en los
trabajos recientes [23, 36, 37, 54] se han propuesto heuristicas basadas en generacién de columnas que
construyen dinamicamente rutas e intervalos de slots para las demandas e incorporan tinicamente las
variables necesarias en cada iteracién. Este enfoque, si bien no garantiza la optimalidad global, reduce
de forma notable el tamano de los modelos y, en consecuencia, la carga computacional asociada.

En [1, 9, 15] se utiliza uno de los enfoques de descomposiciéon mds utilizados, que consiste en
dividir el problema RSA en dos subproblemas, buscando asi reducir el espacio de bisqueda que tiene
asociado el problema general. En una primera etapa se calcula el conjunto de los k caminos més cortos
entre el origen y destino de cada demanda. Una vez que se determiné una ruta para cada demanda, se
resuelve el problema de asignacion de espectro, el cual consiste en asignar los slots asociados al espectro
para cada demanda, teniendo la ruta de la misma ya establecida. En [21] se presenta un procedimiento
metaheuristico para obtener el mejor orden de resolucién basado en descomposicién para una instancia
del RSA, es decir, si resolver la asignacién de espectro basada en el ruteo o si resolver el ruteo basado
en candidatos de intervalos de espectro precalculados.

Ademsds de las heuristicas mencionadas, se han propuesto en trabajos anteriores enfoques meta-
heuristicos para el RSA, buscando encontrar soluciones para instancias grandes en tiempos mas cortos
que los enfoques exactos, aunque sin garantizar su optimalidad [11]. Los algoritmos genéticos han
sido utilizados para el RSA en [14] donde se implementa una heuristica Biased Random-Key Gene-
tic Algorithm (BRKGA). De manera similar, en [45] y [52] se implementaron algoritmos basados en
la metaheuristica de optimizacién de colonias de abejas; en [27] un algoritmo basado en biisqueda
tabd; en [62] un algoritmo basado en la metaheuristica de optimizacién del lobo gris; y en [63] un
procedimiento genético hibrido, el cual incluye una heuristica y un algoritmo genético. En todos estos
casos, comparando contra el uso de modelos de PLE estandar y utilizando solvers como CPLEX, los
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algoritmos presentados obtienen soluciones cercanas al 6ptimo con un rendimiento significativo.

1.4. Problemas de coloreo

Como se mencioné en la Seccion 1.2, el RSA estd estrechamente relacionado con variantes del
problema de coloreo de grafos. El problema de coloreo de intervalos (también llamado chromatic sche-
duling) implica asignar colores consecutivos a los vértices de un grafo, donde cada color representa
un recurso o intervalo de tiempo distinto, de modo que los vértices adyacentes (que representan de-
mandas de recursos superpuestas) reciban colores diferentes, minimizando la cantidad total de colores
utilizados.

Formalmente, dado un conjunto de vértices T' = {¢1,...,t,}, el objetivo del problema es asignar
un intervalo de colores {s,...,s: + d(t) — 1} a cada vértice ¢ donde s; es el primer color asignado a t
y d(t) es la cantidad fija de colores que necesita ¢. El conjunto disponible de colores que tenemos es
{0,...,£ — 1} con t € Z. El conjunto de aristas E representa conflictos tales que, para cada par de
vértices (t1,t2) € E, el dltimo color del intervalo de ¢; debe ser menor que el primer color del intervalo
de to, o viceversa. El objetivo es encontrar una asignacién de intervalos que satisfaga las restricciones
de conflictos, mientras se minimiza el niimero total de colores asignados.

En [43] se demostré que el politopo de chromatic scheduling tiene una fuerte simetria, que permite
simplificar muchas demostraciones. En este trabajo recurriremos a argumentos similares, enfatizando
las similitudes entre los politopos de coloreo y la componente de coloreo que incluye el RSA.

Si bien los aspectos poliedrales de los problemas de coloreo relacionados con el RSA han sido am-
pliamente estudiados [47] y existen algunos trabajos en el tema sobre coloreo de intervalos y chromatic
scheduling [19, 43], los aspectos tedricos y combinatorios poliedrales del RSA no han sido estudiados
en profundidad [8, 64, 20]. En particular, la complejidad del problema aplicada a ciertas familias de
grafos sigue siendo desconocida, y no hay estudios en la literatura en cuanto a la facetitud de posibles
desigualdades validas para distintas formulaciones del problema.

1.5. Contenido de la tesis

La presente tesis se enmarca en la linea de investigacion que busca aplicar técnicas de programacion
lineal entera al RSA. Especificamente en los aspectos tedricos y poliedrales vinculados a su estructura
combinatoria, los cuales han recibido escasa atencién en la literatura. En este contexto, el objetivo
central de este trabajo es contribuir a llenar ese vacio mediante un estudio poliedral en profundidad
de una de las formulaciones mas prometedoras —la formulaciéon DR-AOV—, con el propdsito de
comprender mejor su estructura y desarrollar herramientas que mejoren su capacidad de resolucién.

El Capitulo 1 comienza con una descripciéon del RSA, un problema que surge en el contexto de
redes de fibra éptica eldsticas y que busca simultdneamente encontrar rutas 6ptimas para un conjunto
de demandas de trafico y asignar eficientemente franjas de espectro electromagnético -llamadas slots-
a lo largo de esas rutas. El problema es complejo debido a su naturaleza combinatoria, que implica
restricciones de ruteo y asignacién de espectro. Por un lado, el ruteo requiere identificar una ruta
adecuada entre el origen y el destino de cada demanda, teniendo en cuenta la capacidad y la longitud
del enlace de la red. Por otro lado, la asignacion de espectro debe garantizar que los intervalos asignados
sean contiguos, idénticos en todos los enlaces de la ruta y que no se compartan con otras demandas
con las que se comparte al menos un enlace.

En la Seccién 1.2 se describe la complejidad computacional del problema. En la Seccién 1.3 se
hace una breve introduccién a la optimizaciéon combinatoria, a la programacion lineal entera y a la
combinatoria poliedral, y se presentan trabajos donde se usan técnicas provenientes de estas areas,
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buscando obtener soluciones para instancias del RSA. En la Seccién 1.4 se definen los problemas de
coloreo con los que el RSA comparte algunas caracteristicas.

En el Capitulo 2 se presentan miltiples formulaciones de programacién lineal entera para abordar
el RSA. Las formulaciones emplean distintos conjuntos de variables de decisién y de restricciones que
conducen a dos enfoques de modelado: uno con conjuntos de variables separados para las asignaciones
de demandas a enlaces y de demandas a slots, y otro con un conjunto de variables unificado para
ambos. A partir de estos enfoques y de la forma en que se realiza la asignacién de demandas a slots, se
propusieron cuatro familias de formulaciones con evaluaciones basadas en el objetivo de minimizar la
cantidad de arcos utilizados. El rendimiento computacional de las formulaciones resultantes se evaltia
en dos etapas, considerando diferentes topologias de red, demandas y cantidad de slots disponibles,
mostrando que algunas formulaciones tienen dificultades al tratar de ser aplicadas sobre las instancias
de mayor tamano.

En el Capitulo 3 comenzamos un estudio poliedral sobre la cdpsula convexa de las soluciones
factibles de la formulacién DR-AOV, que fue la de mejor rendimiento en los experimentos presentados
en el Capitulo 2. Este modelo utiliza dos familias de variables binarias para indicar si una demanda
utiliza un enlace especifico y para administrar el orden de las demandas que comparten un arco, y una
familia de variables enteras para representar el primer slot del intervalo de espectro asignado a cada
demanda. Las restricciones garantizan la conservacién del flujo a través de la red y la asignacién de
demandas a slots contiguos, evitando la superposicién en pares de demandas que comparten enlaces.

Al comienzo de la Seccién 3.1 se define el poliedro P(G, D, 3) como la cipsula convexa de las
soluciones factibles asociadas a la formulacién DR-AOV y cémo éste cumple una propiedad de si-
metria de las soluciones, similar a como se da en problemas derivados del problema clasico de coloreo.
Luego, se presentan definiciones y conceptos necesarios para determinar la dimensién de P(G, D, 3).
Especificamente, se considera el conjunto de pares de demandas L que comparten al menos un enlace
en toda solucién, el grafo de factibilidad G4 asociado a una demanda d (con el fin de determinar los
nodos y enlaces que nunca seran parte de una ruta de d) y el poliedro PR(G, D) que contiene todos los
caminos factibles a ser usados por las demandas que se quieren satisfacer. A partir de estas estructuras
auxiliares y del célculo de la dimensién de PR(G, D), se deriva un sistema minimal de ecuaciones para
P(G, D, 5) y la dimensién del mismo.

En la Seccién 3.2 se identifican y caracterizan desigualdades validas del poliedro y se establecen las
condiciones bajo las cuales definen facetas del mismo. Considerando el grafo de conflictos de demandas
asociado al conjunto L de una instancia del RSA, se presenta la relacién del RSA con el chromatic
scheduling, donde la asignacion de slots a las demandas a satisfacer se puede corresponder con el
coloreo de los vértices, garantizando la no superposicién de recursos. A partir de la relaciéon entre
los poliedros asociados a ambos problemas, se busca establecer condiciones necesarias bajo las cuales
desigualdades validas y facetas del chromatic scheduling puedan ser aplicadas al RSA. El andlisis
se extiende a familias de desigualdades clique, presentando las condiciones bajo las cuales estas son
véalidas y definen facetas de P(G, D, 3).

En el Capitulo 4, dada la complejidad del RSA y en particular haciendo hincapié en las dificultades
relacionadas con la asignacion de espectro, se presenta una formulacién de PLE derivada de la formu-
laciéon DR-AQOV, que se corresponde a una relajacién del problema obtenida al eliminar la componente
de ruteo en la red. Se define el poliedro RP(D,5) como la capsula convexa de todas las soluciones
factibles que satisfacen las restricciones de la formulacion relajada y se demuestran las condiciones
bajo las cuales el mismo tiene dimensién completa. Se verifica la simetria entre soluciones del poliedro
y se presentan algunas de sus implicancias.

En la Seccién 4.2 se presenta una serie de familias de desigualdades vélidas para RP(D, §), moti-
vadas por el hecho de que cualquier desigualdad vélida para este politopo también sera valida para la
formulacién DR-AOV. En un principio, se presentan las familias de desigualdades llamadas telescopicas
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izquierda y derecha, que buscan acotar los slots asignados para cada demanda en funcién de la suma
de las diferencias de volumen entre elementos consecutivos en un conjunto de demandas posicionadas
a la izquierda o a la derecha, respectivamente. Se demuestra que estas desigualdades definen facetas
de RP(D,3) bajo ciertas condiciones y que pueden ser separadas en tiempo polinomial, reduciendo el
problema a un problema de camino minimo en un grafo aciclico dirigido. Se hacen presentaciones y
demostraciones analogas para las familias de desigualdades validas telescdpicas reforzadas izquierda y
derecha, telescopicas extendidas izquierda y derecha, y telescopicas medias.

En la Seccién 4.3 se estudian las facetas provenientes del politopo del subgrafo aciclico P4c(K|p))-
Se demuestra que una proyeccién del poliedro RP(D,5) estd contenida en Pac(K|p), por lo que
toda desigualdad vdlida de este poliedro sigue siéndolo para RP(D,§). Se presentan condiciones que
permiten asegurar que también se preserve la propiedad de definir facetas del poliedro correspondiente.

En el Capitulo 5 se detallan los experimentos computacionales realizados, destinados a evaluar la
contribucién de las familias de desigualdades presentadas en el capitulo anterior, dentro de un entorno
de planos de corte. Las pruebas se llevaron a cabo utilizando la formulacién DR-AOV sobre multiples
instancias, variando parametros como la topologia de red, el niimero de slots disponibles y el conjunto
de demandas, con el fin de observar el efecto de agregar los cortes dindmicos asociados a las familias
de desigualdades de la Seccién 4.2, tanto en la reduccién del drbol de busqueda como en la mejora de
la cota inferior de la relajacion lineal.

Los resultados muestran que, en la mayoria de los casos, el nimero de nodos explorados en el
arbol se reduce, y la cota inferior se ve mejorada hasta en un 8 %. Sin embargo, la sobrecarga de
computo que implica la separacion exacta de estas familias de desigualdades no siempre se compensa
con la disminucién del tamano de la biisqueda, por lo que se discuten posibles optimizaciones y la
incorporacién de estrategias heuristicas que equilibren la generacién de cortes y el tiempo de resolucion.
Dado que el objetivo principal no es implementar un procedimiento de ramificacién y corte completo
para el RSA, en esta seccién sélo se discuten estas posibilidades sin estudiar en forma completa sus
implicancias computacionales.

Finalmente, en el Capitulo 6 se exponen las conclusiones mas destacadas de este trabajo y se
presentan diferentes lineas de trabajo a futuro, como variantes de los modelos de PLE presentados, el
uso de heuristicas en la separacién de desigualdades y la extension de las familias de cortes. De esta
forma, se busca sentar las bases para continuar este estudio y potenciar los resultados obtenidos.
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2. FORMULACIONES DE PROGRAMACION ENTERA PARA EL RSA

En este capitulo presentamos familias de formulaciones compactas de PLE para el RSA que sur-
gen del trabajo [6] realizado en el marco de esta tesis y en colaboracién con Marcelo Bianchetti.
Cada modelo utiliza distintos conjuntos de variables y restricciones, lo que conduce a descripciones
matematicas alternativas del mismo problema. Un aspecto interesante de este trabajo consiste en la
comparacion empirica de dichas representaciones para determinar cudles resultan més efectivas en la
resolucién del problema. Con este propdsito, se realizan experimentos computacionales, centrandose
en su rendimiento en términos de tiempo de ejecucién y escalabilidad. Para garantizar consistencia
en dichas evaluaciones, se aplica la misma funcién objetivo en todos los modelos. Esta evaluacién
nos permite identificar la formulacién que ofrece el mejor desempeno, ya sea por alcanzar soluciones
oOptimas en el menor tiempo o por lograr la menor brecha de optimalidad dentro de un tiempo limite
predefinido. Esto resalta la importancia de explorar multiples formulaciones y analizar su desempeno
computacional.

2.1. Definiciones generales

En las Tablas 2.1, 2.2 y 2.3 se presenta la notacién asociada a conjuntos, constantes y variables
utilizadas en las formulaciones del actual capitulo.

Conjuntos Descripcion

\%4 Conjunto de nodos de la red

ECVxV Conjunto de arcos dirigidos (enlaces)

D Conjunto de demandas

0" (j)CFE Conjunto de arcos que ingresan al nodo j.
St(j)CE Conjunto de arcos que salen al nodo j.
0(j) CE Conjunto de arcos incidentes al nodo j.

Tab. 2.1: Definicién de conjuntos utilizados en las formulaciones de PLE.
Para abordar el RSA mediante programacioén lineal entera, consideramos dos formas naturales de
modelar el mismo:

= Utilizando un conjunto de variables para representar el enrutamiento y otro conjunto de variables
para la asignacion de slots.

= Utilizando un tnico conjunto de variables para la representacién del enrutamiento y para la
asignacion de slots.

En primer lugar, presentaremos los modelos que utilizan dos conjuntos de variables separados
para la asignacién de demandas a enlaces y de demandas a slots. Luego describimos los modelos que

11



12 2. Formulaciones de programacion entera para el RSA

Constantes Descripcion Dominio

s Cantidad de slots disponibles por arco Zy

v(d) Volumen de la demanda d {0,...,5 -1}
s(d) Origen de la demanda d \%

t(d) Destino de la demanda d \%

Tab. 2.2: Definicién de constantes utilizadas en las formulaciones de PLE.

integran ambas decisiones en un tnico conjunto de variables, asignando simultdneamente demandas a
enlaces y slots.

Dentro de cada una de estas dos categorias, se consideran dos enfoques para gestionar la asignacién
de slots consecutivos a las demandas:

= Asignacién explicita demanda-slot: Se utilizan variables que indican si un slot especifico estd
asignado a una demanda en particular.

= Asignacién implicita demanda-rango de slots: Se utilizan variables que identifican el primer y/o
dltimo slot asignada a cada demanda. Dado que el volumen de la demanda es fijo, si el slot s es
el primer slot asignado a la demanda d, entonces el rango de slots {s,...,s+v(d) — 1} también
estard asignado a d.

Basdndonos en estas consideraciones, las formulaciones de PLE que se presentan a continuacién
se agrupan en cuatro familias:

= Demanda-Rango (DR): Modelos que utilizan conjuntos separados de variables para el enruta-
miento y la asignacién de slots, y emplean la asignacion implicita de rangos de slots.

= Demanda-Slot (DS): Modelos que también separan las variables para el enrutamiento y los slots,
pero con una asignacion explicita de slots de forma individual.

= Demanda-Slot-Enlace (DSL): Modelos que integran en un tnico conjunto de variables las deci-
siones de enrutamiento y asignacion de slots, utilizando la asignacién explicita de slots.

= Demanda-Rango-Enlace (DRL): Modelos que también unifican las decisiones en un solo conjunto
de variables, pero emplean la asignacién implicita de rangos de slots.

Como se mencioné anteriormente, aunque es posible considerar diversas funciones objetivo segin
necesidades especificas o preferencias, como podria ser la diferencia entre el maximo y el minimo slot
utilizado entre todos los arcos, el nimero total de slots asignados en todos los enlaces de red, la suma
de todas las longitudes de las rutas asignadas, optamos por utilizar una funcién objetivo que minimice
la cantidad de arcos empleados en las soluciones.

Cabe aclarar que las denominaciones empleadas para las formulaciones de PLE presentadas a
continucacion no son autoexplicativas, ya que provienen de la nomenclatura utilizada en el articulo
previamente publicado en inglés [6]. En dichas siglas, el prefijo identifica la familia de formulaciones a
la que pertenece el modelo (DR, DS, DSL, DRL), mientras que el sufijo se corresponde a las iniciales
del nombre de la formulacién en inglés (por ejemplo, Base Formulation para BF). Se mantiene esta
convencioén por coherencia con la publicacién original.
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Variable Descripciéon Dominio
Yde Indica si la demanda d usa el arco e {0, 1}
lg Indica el primer slot asignado la demanda d Zy
rd Indice el ultimo slot asignado la demanda d Zy
Zad Indica si para las demandas d y d’ se cumple que {0, 1}
rg < lg
Tdd' Indica si las demandas d y d’ comparten un arco {0, 1}

y se cumple que rq < g
Wi Indica si la demanda d tiene asignado el slot s {0, 1}

Udes Indica si la demanda d tiene asignado el slot s {0, 1}
en el enlace e

las Indica si la demanda d tiene asignado el slot s {0, 1}
como primer slot

Tds Indica si la demanda d tiene asignado el slot s {0, 1}
como ultimo slot

lies Indica si la demanda d en el arco e tiene asignado {0, 1}
el slot s como primer slot

Tab. 2.3: Definicién de variables utilizadas en las formulaciones de PLE.

2.2. Formulaciones de asignacién demanda-rango (DR)

En esta familia de formulaciones buscamos asociar arcos con demandas para definir las rutas, y el
primer y tultimo slot con demandas para definir los intervalos de slots.

Formulacién base (DR-BF)

En esta primera formulacién asociamos arcos con demandas para definir los caminos y, ademas,
modelamos el primer y el ultimo slot asignado a cada demanda. Para ello, para cada demanda d € D
y cada arco e € FE, utilizamos la variable binaria 4. de modo que yge = 1 si y sélo si el camino
correspondiente a la demanda d tiene asignado el arco e. Por otro lado, para cada demanda d € D se
utilizan las variables l4,74 € {0,...,5— 1}, de manera que el intervalo de slots asignado a la demanda
d queda definido por {lg4,...,rq}. Finalmente, para garantizar que los intervalos de slots asociados a
pares de demandas cuyos caminos no son disjuntos no se solapen, introducimos la variable binaria zg4/
tal que, para dos demandas d y d’, si rq < g entonces zqqy = 1.
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min Z Z Yde (2.1)

deD ecE
s.t.
1 sij=s(d)

S Yae— >, vae=1 1 si j = t(d) VjeV,vde D (2.2)
e€s(4) e€st(4) 0 en caso contrario
aa + 2aa = 1 Vd,d' € D, d # d (2.3)
ra+1<lp+ 53— 240 — Yde — Ydre) vd,d' € D, 3:2(2’, (2.4)
ra —lg+1 = v(d) vde D (2.5)
0<lg<rqg<s—ov(d) Vd € D (2.6)

Con la funcién objetivo (2.1) buscamos minimizar el nimero total de arcos en todas las rutas
asignadas. Las restricciones (2.2) constituyen un sistema cldsico de conservacién de flujo en redes,
garantizando que cada demanda d recorra un camino desde su origen s(d) hasta su destino t(d). Las
restricciones (2.3) y (2.4) establecen que, para cada par de demandas d, d’, el intervalo de slots de una
de ellas debe posicionarse a la izquierda del intervalo de slots de la otra cuando comparten al menos un
arco. Es decir, si las demandas d y d’ comparten el arco e, entonces las restricciones (2.3) implican que
Zdd' + Yde + Ydre = 3 0 Zard + Yde + Ydare = 3, imponiendo, por lo tanto, que ry < Iy o rqr < lz. Notar que
las restricciones (2.3) se definen para todos los pares de demandas, pero solo resultan efectivas cuando
dichas demandas comparten al menos un arco, ya que en esos casos es necesario imponer un orden
entre sus intervalos de slots. En caso contrario, las desigualdades asociadas (2.4) quedan inactivas.
Las restricciones (2.5) y (2.6) aseguran que el nimero de slots asignado a cada demanda satisfaga su
volumen requerido.

Limite con un slot (DR-OSB)

Las restricciones (2.5) permiten eliminar las variables r, ya que éstas pueden expresarse en funcién
de las variables . Reemplazando las restricciones (2.5) y (2.4) por la dada a continuacién, obtenemos
esta nueva formulacién.

lg >1lg+ ’U(d) — 5(3 — Zdd’ — Yde — yd’e) vd, d e D, Vee F (27)

Variables alternativas de orden (DR-AOV)

Se reemplaza la variable z por la variable x, buscando una alternativa para asegurar que los
intervalos asociados a pares de demandas con caminos no disjuntos no se superpongan. La variable
Tgq es igual a 1 si los caminos asignados a las demandas d y d’ comparten un arco y g < lg. La
formulacién DR-AOV queda definida por las familias de restricciones (2.1), (2.2), (2.5), (2.6) y las que
se presentan a continuacién:

Vd,d' € D, d+# d,
Vee F

ra+1< Lo+ 5(1 — zag) Vd,d € D, d#d (2.9)

Tdgdr + Tard 2 Yde + Ydre — 1 (2.8)
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Las restricciones (2.8) aseguran que si dos demandas d y d’ comparten un arco, entonces zqq = 1
0 xgq = 1. Las restricciones (2.9) aseguran que si 44 = 1 entonces r4 + 1 < Iz, por lo que los slots
asignados a d’ deberdn tener indices mayores a los slots asignados a d. Si x4q = 1 entonces pasaria
lo opuesto. Dado que por las restricciones (2.8) o (2.9) no puede ocurrir que g = 1y xgqg = 1,
aseguramos que todo par de demandas que comparten un enlace no tendréd asignado un mismo slot.
Por otro lado, si las demandas d y d’ no comparten un enlace, no es necesario imponer que las variables
Taq' Y Tqq no puedan ser ambas iguales a 1.

Sobre esta formulacién puede aplicarse una variaciéon que simplifica la representacién de la asigna-
cién de slots para cada demanda. En lugar de utilizar dos familias de variables para denotar el primer
y el ultimo slot a usar por cada demanda, se puede hacer uso de la igualdad I3 = r4+v(d) — 1. De este
modo, se conserva unicamente la variable asociada al primer slot de cada demanda, mientras que el
ultimo slot queda definido de forma implicita. Con esta modificacién, las restricciones (2.9) del modelo
se sustituyen por las que se muestran a continuacién.

la+v(d) < ly +5(1 — z40) Vd,d' € D,d # d' (2.10)

Asignacién binaria de slots (DR-BSA)

Partiendo de la formulacién base DR-BF, una alternativa a la asignacién de slots a demandas me-
diante las variables enteras [ y r consiste en utilizar variables binarias. Implementamos esta asignacion
mediante la variable binaria l4s para cada demanda d € D y cada slot s € {0,...,5 — v(d)}, de modo
que lgs = 1 si s es el primer slot asignado a la demanda d y lgs = 0 en caso contrario. Cuando lgs = 1,
los slots {s,...,s+v(d) — 1} son asignados a la demanda d. El modelo DR-BSA utiliza la familia de
restricciones (2.2) y las que se presentan a continuacién:

s—v(d)
> las=1 Vde D (2.11)
s=0

stou(d)—1

Z Zd’s’ §3_yde_yd’e_lds
s’=maz{0, s—v(d’')+1}

Vd,d’eD,d#d’:VeEE, (2.12)
Vs €{0,...,5—v(d)}

Las restricciones (2.11) aseguran que cada demanda tenga asignado exactamente un tnico primer
slot. Las restricciones (2.12) aseguran que si el slot s es el primer slot asignado a la demanda d, entonces
los siguientes v(d) — 1 slots son asignados a d, es decir, ninguno de estos slots va a ser asignado como
el slot inicial de otra demanda que comparta al menos un enlace con d. De esta manera, logramos
satisfacer las restricciones de no superposicion.

Restricciones mas ajustadas (DR-SC)

La familia de restricciones (2.12) asegura en una Unica restriccién que los slots asignados a la de-
manda d son consecutivos. En la formulacién DR-SC se expresa esta restriccién del problema utilizando
las siguientes v(d) desigualdades para cada demanda d’' distinta de d y cada slot:

Vd,d' € D,d+d, Ve € E,
lir(s+iy <3 = Yde — Yare — las Vs € {0,...,5 —v(d)}, (2.13)
Vi€ {1 o(d),...,v(d) — 1}
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Las restricciones (2.13) aseguran que si dos demandas diferentes d y d’ comparten un enlace e
y siendo s el primer slot asignado a d, no puede existir un slot en el intervalo {s,...,s + v(d) — 1}
asignado a d’ como primer slot.

2.3. Formulaciones de asignacién demanda-slot (DS)

En esta familia de formulaciones se busca una asociaciéon explicita de slots a demandas, en lugar
de una asignacién de intervalos de slots mediante el uso de las variables [ y .

Formulacién base (DS-BF)

En esta formulacién, para cada demanda d € D y cada slot s € {0,...,5 — 1}, la variable binaria
wgys toma el valor 1 si la demanda d utiliza el slot s y el valor 0 en caso contrario. Para la asignacién
de arcos a demandas, utilizamos las variables y como en los modelos anteriores.

min Z Z Yde (2.14)

deD ecE
s.t.
(2.2)
vd,d € D,d+d,
Yde + Wds + Yd'e + Wars <3 Ve € E, (215)
Vs e {0,...,5—1}
wq,s =0 Vd € D (2.16)
- vd € D,
Z wysr > v(d)(Was — Wags+1)) Vs € {u(d) 51} (2.17)
S/:l-‘rS—'U(d) geeey
5—1
> was = v(d) vd € D (2.18)
s=0

Con la funcién objetivo (2.14), al igual que en los casos anteriores, buscamos minimizar el nimero
total de arcos en todas las rutas asignadas. Las restricciones (2.2) aseguran la definicién de un camino
del inicio al destino para cada demanda y son las mismas que se usaron en las formulaciones previas.
Las restricciones (2.15) aseguran que al menos una de las variables yge, Wys, Yare ¥ Wars NO estard
activa y de esa manera, si dos demandas comparten al menos un enlace, no compartiran ningun slot.
Las restricciones (2.16) y (2.17) aseguran la contigiiidad de los intervalos de slots de manera que si un
slot s es asignado a la demanda d y el slot s + 1 no lo es, entonces los v(d) — 1 slots previos a s deben
estar asignados a d. Para facilitar la formulacién, suponemos la existencia de la variable wq 5, a la cual
se le asigna el valor 0. Cabe mencionar que la familia de restricciones (2.17) podria reemplazarse por
un conjunto de desigualdades de la forma wgy > wgs — wg s+1 para todo s’ € {s—v(d)+1,...,s}, las
cuales dominan a (2.17). En efecto, al sumar dichas desigualdades se obtiene exactamente la restriccién
(2.17), por lo que ambas son equivalentes. Finalmente, las restricciones (2.18) aseguran que el volumen
de cada demanda sea satisfecho.

Restricciones de contigiiidad alternativa (DS-ACC)

En esta formulacién, se reemplazan las restricciones (2.17) por las siguientes:



2.4. Formulaciones de asignacién demanda-slot-enlace (DSL) 17

Vs,s' €40,...,5—1},

Was + Wasr < Wasp1 +1 s'>s Yde D
b)

(2.19)

Las restricciones (2.19) aseguran que todos los slots asignados a una demanda sean consecutivos,
forzando que si wgs — wq,s+1 = 1 entonces s debe ser el dltimo slot asignado a la demanda d, por lo
que wgy = 0 para todo s’ tal que s’ > s.

Restricciones de contigiiidad mas ajustadas (DS-SCC)

Se busca otra forma de expresar las restricciones (2.17) y se reemplazan por las siguientes:

Vd € D,

) was = 1 . (2.20)
e oy Vi€ {0,...,0(d) -1}
s = j (mod v(d))
vde D
>, wa > > Was . i ’ (2.21)
5€{0,...,i}: s€{0,...,i—1}: Vi€ {0,...,5 —v(d)}
s = 1 (mod v(d)) s+1 = i (mod v(d))

Las restricciones (2.20) y (2.21) aseguran que para cada demanda y cada enlace van a existir
exactamente v(d) variables consecutivas activadas, y el resto con valor nulo. Este hecho no es sencillo de
ver, por lo que en el Apéndice A se presenta una demostracién de que estas restricciones son suficientes
para lograr la configuracién enunciada. Finalmente, las restricciones (2.21) evitan asignaciones de slots
que se extienden desde los tltimos indices del espectro hasta los primeros, impidiendo configuraciones
de tipo circular. Por ejemplo, si § = 8 y v(d) = 3, una asignacién que utilice los slots 6, 7,0 resultaria
invalida ya que la desigualdad correspondiente a ¢ = 1 tendrfa wqo = 1 en el lado derecho, por lo que
seria violada.

2.4. Formulaciones de asignacién demanda-slot-enlace (DSL)

En esta familia de formulaciones se presenta una asociacion explicita de slots a demandas y enlaces,
manejando de esta manera el ruteo y la asignacién de slots con solo una familia de variables. La
principal ventaja de esta representacion es la facilidad para garantizar que cada slot es asignado a lo
sumo a una demanda en cada enlace.

Formulacién base (DSL-BF)

Se utilizan las variables u relacionando demandas con enlaces y slots de manera tal que para cada
demanda d € D, cada enlace e € E y cada slot s € {0,...,5 — 1}, uges = 1 indica que la demanda d
utiliza el slot s sobre el enlace e.
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min Z Z 2_: Udes/V(d) (2.22)

deD eeE s=0

s.t.
B _ VieV,j#s(d),j#td),
D taes— D s =0 Wde D, Vse{0,....5—1} (2.23)
e€d(j) e€dt(j)
_ VieV,j=s(d),
D, taes =0 Vde D, Vs € {0,...,5—1} (2.24)
e€d(j)
5—1
Vi eV, j=s(d),
Z Zudes > v(d) vd E( )D (2.25)
e€dt(j) s=0
D tges <1 Vec E,Vs€{0,...,5—1} (2.26)
deD
Ude,s = 0 Vde D,Ve € E (2.27)
s—1
Vd e D, Ve e F,
Z Udes’ Z 'U(d)(ude,sfl - udes) Vs € {’U(d) _1 5 1} (228)
s'=s—v(d) e

La funcién objetivo (2.22), al igual que en las formulaciones anteriores, busca minimizar el nimero
de arcos usados en el ruteo. Las restricciones (2.23), (2.24) y (2.25) aseguran la definicién de un
camino del inicio al destino para cada demanda. Especificamente, las restricciones (2.23) imponen
conservacion de flujo para cada nodo del grafo y cada demanda, excepto para el inicio y el destino
de la demanda correspondiente. Las restricciones (2.24) previenen el uso de arcos entrantes al nodo
inicio de la demanda correspondiente, y las restricciones (2.25) evitan flujos vacios. Las restricciones
(2.25) podrian expresarse como una igualdad en lugar de una desigualdad, manteniendo la correctitud
del modelo. Las restricciones (2.27), (2.28) aseguran la contigiiidad de slots y que el volumen de la
demanda correspondiente es satisfecho. Cuando uge s—1 — Udes 7# 0 se tiene que el slot s es el dltimo
slot usado por la demanda d, por lo que se asegura que todas las variables ug.; para ¢ en el intervalo
s —v(d) y s tendrén valor 1. Dado que se tiene que cubrir cada posible combinacién de pares de slots
consecutivos, incluido el ultimo par de slots, se incluye una variable ug4.5 ficticia, la cual siempre tiene
valor nulo. La restriccién (2.28) estd dominada por el conjunto de desigualdades uges' > Ude,s—1 — Udes,
cuya suma equivale a la desigualdad presentada.

Restricciones alternativas de satisfacibilidad y contigiiidad (DSL-ASCC)

Las restricciones (2.27) y (2.28) pueden ser reemplazadas por las siguientes:

min{s—1, s+v(d)}
0(d) Uges < > Udes’ Vde D,Vee E,Vse{0,...,5—1} (2.29)
s’=maz{0, s—v(d)}
Vd e D,Ve e F,

2.30
Vs1,82 € {0,...,5—1}, 52 > 51 (2.30)

Udes, + Udesy < ude(s1+1) +1

Las restricciones (2.29) aseguran que el nimero de slots usados por d en e sea mayor o igual a v(d)

y de esta manera se garantiza la satisfacibilidad de cada demanda. Las restricciones (2.30) aseguran
que si la demanda d tiene asignado el slot s1 y s2 (con s1 < s3) en el enlace e, entonces todo slot en el
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rango {si,..., sz} debe ser también asignado a d en el enlace e. La restriccién (2.30) se podria definir
considerando un indice adicional i € {s;+1,..., 82} y restricciones de la forma tuges, +Udes, < Udei +1,
sin embargo la forma actual resulta suficiente para garantizar la contigiiidad y evita incrementar el
nimero de restricciones del modelo.

Agregando limites a los slots (DSL-ASB)

En esta formulacién, se busca una asignacién implicita de los intervalos de slots asignados
a cada demanda. Para esto, en lugar de las variables enteras l; y 74, este modelo utiliza
variables binarias asociadas a cada demanda y a cada slot. Parad € Dy s € {0,...,5 — 1},
definimos la variable binaria lgs (resp. r4s) de modo que lgs = 1 (resp. r4s = 1) cuando s es
el primer (resp. dltimo) slot asignado a d. En este contexto, la formulacién DSL-ASB usa las
restricciones (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.29) y las siguientes:

8(ras — las) = v(d) — 1 Vd € D (2.31)
s=0
5—1
> s =1 vd € D (2.32)
s=0
5—1
ras = Vd e D (2.33)
s=0
Uges < > las Vd e D, Ve e E, Vs €{0,...,5—1} (2.34)
s'=max{0, s—v(d)+1}
min{s—1, s+v(d)+1}
Udes < > Tas Vde D,Ve € E, Vs €{0,...,5—1} (2.35)

s'=s

Las restricciones (2.31) aseguran que el rango asignado a la demanda correspondiente
satisface su volumen. Si s1 y s2 son el primer y dltimo slot asignado a la demanda d, respec-
tivamente, entonces lgs, = 745, = 1 mientras que lzy = 0 para todos los slots s’ diferentes a
51y rqs = 0 para todos los slots s’ diferentes a so. De esta manera, el lado izquierdo de las
restricciones se reduce a s — s1. Las restricciones (2.32) y (2.33) aseguran que cada demanda
tenga exactamente un primer y un dltimo slot. Las restricciones (2.34) y (2.35) aseguran que
cualquier slot usado por una demanda pertenezca al rango especificado por las variables [ y r
correspondientes, relacionando de esta manera las variables u con las variables [ y r. Obser-
vemos que, dado que cada demanda tiene exactamente un primer y un ultimo slot asignado,
las restricciones (2.31)—(2.33) implican que el indice asociado al primer slot l4s siempre sera
menor que el correspondiente al ultimo slot r4s. En efecto, la igualdad (2.31) garantiza que la
diferencia entre ambos indices sea precisamente v(d) — 1, asegurando asi que el rango asignado
a cada demanda coincida con su volumen requerido.

2.5. Formulacién de asignacién demanda-rango-enlace (DRL)

En la siguiente formulacion se asignan los intervalos de slots de forma implicita, repre-
sentando el primer slot utilizado por cada demanda en cada enlace. Para ello, utilizamos la
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variable binaria l4.s para cada d € D, e € E'y s € {0,...

,8—v(d)}, de modo que lges = 1 si

y solo si la demanda d tiene asignado el slot s sobre el enlace e y s es el slot inicial asignado

ad.

Formulacién base (DRL-BF)

5—1
min Z Z Z ldes

deD eeFE s=0
s.t.

Z ldes_ Z ldes—o

e€d=(j) e€dt(j)

Z ildes =0

e€d— ()s =0

Z Zldes—l

ecdt(j) s=

min{s—1, s+v(d)—1}

Z Z ld’es’ < §(1

d’'eD:d#d" s'=maz{0, s—v(d’)+1}

VieV,j#s(d),j#td),
Vde D,Vs e {0,...,5—1}

VjeV,j=s(d),Vde D

VjeV,j=s(d),Vde D

Vd e D,Ve € E,
Vs e€{0,...,5—1}

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

En esta formulacién buscamos minimizar la funcién objetivo (2.36), nuevamente con el fin

de reducir el nimero total de enlaces utilizados en el ruteo. Las restricciones (2.37), (2.38) y
(2.39) aseguran la existencia de caminos factibles para cada demanda, eliminando ciclos que
empiecen y terminen en el nodo inicial, y garantizando que cada demanda tenga asignado
un tunico slot inicial, respectivamente. Las restricciones (2.40) aseguran el no solapamiento
de slots, siendo que si una demanda d tiene asignado el slot s como slot inicial en el enlace
e, entonces s y los préximos v(d) — 1 slots no pueden ser asignados a ninguna otra demanda
diferente de d en el enlace. La restriccién (2.40) podria reemplazarse por la desigualdad

min{s, 5—v(d)}

Z Z ldes’ < 17

deD s'=max{0, s—v(d)+1}

Veec E, Vs € {0,...,5— 1}

la cual garantiza que ningun slot s sea asignado a mas de una demanda sobre el mismo enlace.

2.6.

Experimentos computacionales

En esta seccién evaluamos el desempeno computacional de las formulaciones de PLE

presentadas en las secciones anteriores. Se comparan los modelos en términos de tiempo de
resolucién, calidad de la solucién y escalabilidad, utilizando instancias de prueba con diferentes
caracteristicas asociadas a la topologia de red, cantidad de demandas y slots disponibles.
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Descripcién de las instancias de prueba

Las instancias a ser utilizadas sobre las formulaciones se generaron considerando diferentes
caracteristicas de la topologia de red, de las demandas a satisfacer y de la cantidad de slots
disponibles, buscando realizar un analisis exhaustivo y representativo:

= Topologias de red: Consideramos diversas topologias cldsicas utilizadas en la litera-
tura de redes de fibra éptica:
e British Telecom (20 nodos, 32 enlaces)
e COST239 (11 nodos, 26 enlaces)
e Deutsche Telekom-14 (14 nodos, 23 enlaces)
o Deutsche Telekom-21 (21 nodos, 32 enlaces)
e EON (19 nodos, 35 enlaces)
e NSF (14 nodos, 21 enlaces)
e Spanish Telefonica (21 nodos, 34 enlaces)

e UKNET (21 nodos, 39 enlaces)

» Cantidad de demandas: Para cada topologia, generamos conjuntos de demandas con
los tamafios que se muestran a continuacién. Ademads, cada demanda tiene un volumen
asociado generado con una distribucién uniforme sobre {0,...,5 — 1}, y también un
inicio y destino generados uniformemente sobre V.

e [D| =10
e [D| =20
e [D| =40
e [D| =80

s Cantidad de slots disponibles: Evaluamos los siguientes valores posibles para s, los
cuales dependen de la cantidad de demandas |D|:

o 5 =2[D|

e 5=2|D|+10
e 5 =2|D|+20
e 5=2|D|+30

En esta etapa, los valores son generados con fines experimentales y no representan nece-
sariamente valores realistas de trafico o capacidad. Cada combinacion de estos parametros
genera instancias con distintos niveles de dificultad computacional, entendida esta en funcién
de los valores adoptados por los parametros del problema —por ejemplo, el tamano de la red,
la cantidad y volumen de las demandas y la cantidad total de slots disponibles—, los cuales
determinan el esfuerzo computacional requerido para su resolucién y nos permiten evaluar la
escalabilidad de las formulaciones. De este modo, se terminan generando 128 instancias que
se buscan resolver sobre las 12 formulaciones de PLE presentadas.
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Configuracion experimental

Las pruebas fueron realizadas en una computadora con procesador Intel i5 @ 2.10 GHz
y 8 GB de memoria RAM, con sistema operativo Ubuntu 14.04 LTS. Se utiliz6 IBM ILOG
CPLEX 12.6 [32] como solver de optimizacién, junto con OPL (Optimization Programming
Language) como lenguaje de modelado para la formulacién de los problemas.

Dada la gran cantidad de pruebas que se realizaron, se fijé un tiempo limite de 600
segundos. Si la solucién éptima no se alcanza dentro de ese lapso, la ejecucién se detiene. En
caso de que el tamano del modelo generado sea tal que CPLEX no sea capaz de manejarlo,
se retorna una excepcion de falta de memoria. Por otro lado, dado que el volumen, el inicio
y el destino de las demandas son generados de forma aleatoria, la instancia puede resultar no
factible.

Resultados

En la Tabla 2.4 y en las Figuras 2.1 y 2.2 se presenta un resumen del desempeiio de cada
formulacién de PLE en los experimentos computacionales. Las métricas reportadas incluyen:

» % Resuelto: Porcentaje de instancias que fueron resueltas por optimalidad dentro del
tiempo limite.

% Tiempo limite: Porcentaje de instancias que no alcanzaron la optimalidad dentro
del tiempo maximo propuesto.

% Memoria: Porcentaje de instancias que no llegaron a construirse debido a una
excepcién de falta de memoria.

Méximo |D|: Méximo nimero de demandas que pudieron resolverse de manera éptima
en alguna instancia.

Considerando solo las formulaciones con mejor rendimiento dentro de sus respectivas fa-
milias, y sin incluir una formulacién de la familia DRL por su similitud con la familia DSL en
la evaluacién, las formulaciones con mejor performance son las DR-AOV, DS-SCC y DSL-BF,
las cuales se comparan a continuacion en término de cantidad promedio de variables, restric-
ciones y tiempos de resolucion. Los resultados se presentan en funcién del tamano de las
instancias, determinado por los valores adoptados por los pardmetros |D| y §, y el promedio
se calculé sumando los valores de todas las instancias de cada tamafio y dividiendo por el
total de instancias de dicha categoria.

El tamano de los modelos, medido en términos del niimero de variables y restricciones,
crece seguin lo mostrado en la Tabla 2.5 con el tamano de las instancias. Como consecuencia,
a partir de ciertos valores de |D| y §, no es posible finalizar la generacién de los modelos
asociados. En particular, la formulacién DS-SCC no pudo ser generada para instancias con
més de 40 demandas y 90 slots, mientras que en la formulacion DSL-BF se tuvo la misma
limitacién a partir de instancias con 80 demandas y 160 slots.

En cuanto a la cantidad de restricciones, el modelo DS-SCC presenté la mayor cantidad
debido a la familia de restricciones asociada a la propiedad de no solapamiento. Se requieren
|D||D||E'|s restricciones para asegurar que ningin par de demandas tenga asignado un mismo
slot en un mismo enlace. La cantidad de restricciones total en este modelo es un orden de
magnitud en |D| superior al nimero de variables de DSL-BF y es lo que termina impidiendo



2.6. Experimentos computacionales 23

Formulacién % Resuelto % Tiempo limite % Memoria  Méax. |D|
DR-BF 86 14 0 40
DR-OSB 85 15 0 40
DR-AOV 90 10 0 40
DR-BSA 37 4 59 20
DR-SC 22 0 78 10
DS-BF 34 18 48 10
DS-ACC 38 3 59 20
DS-SCC 46 2 52 20
DSL-BF 46 52 2 20
DSL-ASCC 17 17 64 10
DSL-ASB 21 32 47 10
DRL-BF 35 9 o6 10
Promedio 43.6 14.5 38.6 19.2

Tab. 2.4: Resumen del desempefio de las formulaciones de PLE en términos de resolucién 6ptima,
tiempo limite, errores de memoria y tamano maximo de conjunto de demandas resuelto.

la generacién de instancias debido a limitaciones de memoria. En este aspecto, DR-AOV
resulté ser el modelo més eficiente, ya que el nimero de restricciones fue hasta dos 6rdenes
de magnitud menor en comparacién con DS-SCC y un orden de magnitud en |D| menor en
comparacién con DSL-BF. Ademads, al no depender de 3, el nimero de restricciones no se ve
afectado por modificaciones en este parametro.

En cuanto a la cantidad de variables, el modelo DSL-BF present6 un nimero significa-
tivamente mayor que los deméds. Esto se debe a la forma en que se representa la asignaciéon
de demandas a enlaces y slots, utilizando un conjunto de variables de tamano |D||E|s. En
contraste, en las otras familias de modelos, la asignaciéon de demandas a enlaces y slots se
representa por separado, lo que reduce considerablemente la cantidad de variables. La formu-
lacién DS-SCC presenta un numero teérico de variables igual a |D|(|E| 4 5), menor que el de
DR-AOV, que contiene |D||E| + 2|D| + |D||D| variables.

El niimero de variables y restricciones que tiene asociada cada familia de formulaciones
es presentada en la Tabla 2.5, considerando la formulaciéon de mayor tamafio dentro de cada
familia.

En términos de tiempos de ejecucion y cantidad de instancias resueltas, el modelo DR-
AOV fue el de mejores resultados ya que resolvié la mayor cantidad de instancias en forma
optima, mostrando ademas los mejores tiempos de resolucion. La formulacién DS-SCC resolvié
la menor cantidad de instancias de manera 6ptima, debido a que en muchas de ellas la
formulacion no pudo ser generada por su tamano. Por otro lado, aunque la formulacién DSL-
BF tuvo menos instancias sin resolver, esto se debié principalmente a excepciones por limite
de tiempo, lo que podria mitigarse aumentando el tiempo maximo de resolucion.
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0 % Resuelto % Tiempo Limite H % Memoria
100 %

80 |

60 |
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Fig. 2.1: Distribucién de porcentaje de instancias segin el estado de resolucion

Familia Variables Restricciones

Demanda-rango (DR) O(|D||E| +|D|5)  ©(|D|?|E|5)
Demanda-slot (DS) O(|D||E|+ |D|s)  ©(|DJ*|E|5)
Demanda-slot—enlace (DSL) O(|D||E|5+|D|5) ©(|D||E|S)
o( o(

Demanda-rango—enlace (DRL) |D||E| 5) |D||E| 5)

Tab. 2.5: Numero de variables y restricciones de las familias de formulaciones de PLE presentadas,
considerando la formulaciéon de mayor tamano dentro de cada familia.

Escenarios realistas

Para finalizar con esta seccion, presentamos los resultados de los experimentos computacio-
nales realizados con las formulaciones DR-AOV, DS-SCC y DSL-BF en escenarios realistas.
Para ello, utilizamos las topologias de red British Telecom (14 nodos y 21 aristas) y NSF (20
nodos y 32 aristas) y una cantidad de 32 o 320 slots disponibles - slots de 12.5GHz y dos
anchos de espectro 6ptico: 400GHz y 4000GHz -. Para cada d € D, el volumen v(d) se generd
siguiendo una distribucién uniforme en {1,2,4}, mientras que los nodos de origen y destino
fueron seleccionados de manera aleatoria dentro del conjunto de vértices V. El tamano del
conjunto de demandas |D| varia segun la topologia de la red y el nimero de slots. En la
red NSF, cuando § = 32, se consideran instancias con |D| = 30, 50 y 80, mientras que para
5 = 320 se emplean los valores 100, 150 y 180. En la red British Telecom, los valores de |D|
fueron 30, 50 y 70 en ambos casos (5§ = 32 y § = 320). La eleccién de estos valores se realizé
con el propésito de controlar la dificultad y el tamafio de las instancias. Por un lado, las
instancias generadas con la red British Telecom, 5 = 32 y |D| = 80 resultaron imposibles de
resolver para cualquier modelo, incluso con un limite de tiempo de una hora. Por otro lado,
dado que la red NSF cuenta con solo 14 nodos, no es posible generar mas de 182 demandas
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Fig. 2.2: Maximo numero de demandas resueltas de manera éptima para cada formulacién.

sin repetirlas. Para esta segunda etapa de evaluacion, establecemos un tiempo limite de 1800
segundos.

En términos de performance se observan diferencias significativas entre las tres formula-
ciones analizadas:

» La formulacién DR-AOV fue la que presenté los mejores tiempos de resolucién en todas
las configuraciones de prueba. En particular, para la red NSF con § = 32, los tiempos de
resolucion estuvieron en el rango de entre 1y 6 segundos, mientras que para § = 320, los
tiempos incrementaron, llegando a 365 segundos en la instancia de mayor tamafo. En la
red British Telecom, el comportamiento de esta formulacion fue similar, con tiempos de
resolucién que variaron entre 2 y 122 segundos, dependiendo del tamano de la instancia.

» La formulacién DS-SCC presenté dificultades en varias instancias, ya que no fue posible
generar el modelo por la gran cantidad de restricciones asociada. En particular, para
la red NSF, no fue posible generar los modelos a partir de instancias con 50 demandas
y § = 32, y en todos los casos con s = 320. En la red British Telecom, este problema
ocurrié en instancias de menor tamano, no siendo posible generar los modelos sobre
instancias con 50 demandas y § = 32, y en todas las instancias con § = 320.

s La formulacién DSL-BF presenté tiempos de resolucion intermedios entre los modelos
anteriores. Para NSF con § = 32, los tiempos de resolucién variaron entre 3 y 22 segun-
dos, mientras que con § = 320 se incrementaron hasta alcanzar valores que superaron
los 243 segundos en las instancias més grandes. En la red British Telecom se tuvieron
valores en el rango de entre 10 y y 151 segundos, dependiendo del tamano de la instan-
cia. Sin embargo, a diferencia de DS-SCC, la formulacién DSL-BF logré resolver mas
instancias, aunque en los casos de mayor tamano se alcanzo el limite de tiempo de 30
minutos, impidiendo obtener una solucién éptima.

Las Tablas 2.6 y 2.7 muestran en detalle los resultados asociados al rendimiento de las
formulaciones en los experimentos donde se utiliza NSF y British Telecom como topologia de
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red, respectivamente. Si una resolucién excede el tiempo limite, se utiliza la etiqueta Tiempo.
En el caso en que no es posible generar la formulacién en memoria debido al tamano de la
instancia, se utiliza el caracter “-”.

Formulacién 5= 32 5 =320
|ID| =30 |D|=50 |D|=80 |D|=100 |D|=150 |D|=180

DR-BF 1 5 18 21 100 109
DR-OSB 2 6 18 30 76 296
DR-AOV 1 3 6 13 42 365
DR-BSA 33 129 594 - - -
DR-SC 51 179 - - - -
DS-BF 17 50 - - - -
DS-ACC 20 65 - - - -
DS-SCC 14 49 - - - -
DSL-BF 3 4 22 243 Tiempo Tiempo
DSL-ASCC 18 29 161 - - -
DSL-ASB 11 21 Tiempo - - -
DRL-BF 13 26 104 Tiempo Tiempo Tiempo

Tab. 2.6: Tiempos computacionales de las formulaciones en experimentos realistas con NSF como
topologia de red, en segundos.

Nuevamente, las formulaciones BF, OSB y AOV de la familia DR, junto con DSL-BF,
presentan el mejor rendimiento, esta vez teniendo en cuenta los tiempos de resolucion y el
tamano de las instancias que se pueden manejar sin obtener una excepcion de memoria. Para
todas las formulaciones de la familia DS y la mayoria de DSL, no es posible generar los
modelos en memoria.

En conclusién, la formulacién DR-AOV demostré nuevamente ser la formulacién con me-
jor performance, logrando resolver todas las instancias en tiempos relativamente bajos. La
formulacion DS-SCC, en contraste, presenté dificultades debido a la gran cantidad de restric-
ciones, lo que impidié su generacién en la mayoria de los casos. Y por ultimo, la formulacién
DSL-BF logré resolver mas instancias que la formulacion DS-SCC, pero en los casos de mayor
tamano, los tiempos de resolucién alcanzaron el limite establecido.

Estos resultados refuerzan el interés en la formulacion DR-AOV como una alternativa
prometedora dentro de las distintas estrategias de modelado mediante PLE del RSA. Su
capacidad para resolver de forma eficiente instancias de mayor tamano sugiere que un estudio
mas profundo de su estructura combinatoria y poliedral podria aportar herramientas tedricas
para explicar y potenciar su eficiencia, motivando asi las lineas de trabajo desarrolladas en el
resto de esta tesis.
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Formulacién s = 32 5 =320

|ID| =30 |D|=50 |D|=70 |D|=100 |D|=150 |D|=200
DR-BF 2 11 261 51 285 923
DR-OSB 2 9 19 81 349 Tiempo
DR-AOV 2 5 9 23 60 122
DR-BSA 64 1200 Tiempo - ; ]
DR-SC 201 Tiempo Tiempo - - -
DS-BF 51 335 Tiempo - - i
DS-ACC 37 1148 Tiempo - - -
DS-SCC 65 362 Tiempo - - -
DSL-BF 10 27 151 Tiempo Tiempo Tiempo
DSL-ASCC 48 72 Tiempo - - -
DSIL-ASB 59 240 Tiempo - - i
DRL-BF 27 50 656 Tiempo Tiempo -

Tab. 2.7: Tiempos computacionales en segundos de formulaciones en experimentos realistas con British

Telecom como topologia de red.
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3. ESTUDIO POLIEDRAL DE LA FORMULACION DR-AOV

En este capitulo, presentamos un estudio poliedral de la cdpsula convexa formada por el
conjunto de soluciones factibles de la formulacién DR-AOV. Nuestro enfoque esté dirigido al
andlisis de los aspectos poliedrales de este modelo, con el objetivo de llenar un vacio en la lite-
ratura existente sobre el RSA. En particular, estamos interesados en determinar la dimensién
del poliedro asociado y en la derivaciéon de nuevas clases de desigualdades validas. Ademas,
para las nuevas familias de desigualdades presentadas, buscamos establecer las condiciones
bajo las cuales definen facetas. Al abordar estos aspectos, nuestro proposito es aportar cono-
cimientos tedricos que ayuden a una mejor comprension de la estructura poliedral del RSA,
sentando asi las bases para futuros estudios y aplicaciones précticas.

Trabajamos sobre la formulacion DR-AOV dado que mostré el mejor desempeno en los
experimentos reportados en el Capitulo 2. En este modelo, para cada demanda d € D y cada
arco e € F, la variable binaria y,4. indica si la demanda d utiliza o no el arco e. Para cualquier
par de demandas distintas d,d’ € D, la variable binaria x4y es igual a 1 si las demandas d y
d’ comparten un arco y el primer slot asignado a d es menor que el asignado a d’. Ademés,
para cada demanda d, la variable entera [; representa el primer slot del intervalo de espectro
asignado a d y, dado que el volumen de demandas es fijo, a d se le asigna el intervalo de slots
{lgy...,lqg+ v(d) — 1}. La formulacién DR-AOV completa se presenta a continuacién.

min Z Zyde (3.1)

deD ecE
-1 si u = s(d)
S e > Yae = 1 si u = t(d) VueV,vde D, (32)
e€s—(u) ecd+(u) 0  en caso contrario
Taga +Tard 2 Yde + Yare — 1 vd, d e D,d# d’,Ve e F, (3 3)
lg+v(d) < lg+8(1—xqq) vd,d € D,d +d, (3.4)
0 < lg < 5—v(d) Vd € D, (3.5)
yae € 10,1} Vd € D,Ve € F, (3.6)
Tad € {0, 1} vd, d e D,d 75 d. (3 7)

Las restricciones (3.2) imponen condiciones de conservacién de flujo para cada demanda,
garantizando asi la existencia de un camino desde el origen hasta el destino de cada deman-
da. Por otra parte, las restricciones (3.3) establecen la relacién entre demandas que tienen
asignado un mismo enlace, de modo que si las demandas d y d’ comparten un arco, al menos
una de las variables x40 y g4 debe tomar valor 1. A continuacién, las restricciones (3.4)
establecen un orden en la asignacion de los slots para las demandas que comparten un enlace:
si zqe = 1, entonces el primer slot asignado a d, 4, debe preceder al primer slot asignado a
d', ly, vy viceversa. Observemos que T4y y Zqq no pueden tomar el valor 1 al mismo tiempo,
ya que las restricciones (3.4) impondrian que Iy + v(d) < lg y lg + v(d’) < g, lo cual no es
posible. Por tltimo, en las restricciones (3.5)—(3.7) se definen los dominios de las variables.

29
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3.1. Propiedades generales

En esta seccion se define formalmente el poliedro asociado al conjunto de soluciones facti-
bles del modelo DR-AOV. Luego de la definicién, se procede a presentar algunas caracteristicas
y propiedades combinatorias que serdn utilizadas para calcular la dimensién del poliedro.

Definicion 3.1. Definimos el poliedro P(G, D,s) como la cépsula convexa de todas las
soluciones (y,1,z) € ZIPIEHIPIHIDE=ID) que satisfacen las restricciones (3.2)-(3.7).

El politopo P(G, D, 5) tiene una propiedad especial de simetria. Para cada solucién z =
(y,l,x) € P(G,D,3) existe una solucién simétrica respecto a la asignacién de espectro z =
(y,1,7), donde el vector [ se obtiene sustituyendo Iy por [y = 5 — v(d) — I para todas las
demandas d € D y Z se obtiene sustituyendo 4,4, POr Zd,d, = Td,d, Para todos los pares
de demandas diferentes di,ds € D. Esta solucién simétrica se corresponde con reflejar la
asignacién de slots con respecto a (s —1)/2.

A modo de ejemplo de la propiedad de simetria presentada, en la Figura 3.1 se muestra
la solucién simétrica asociada a la asignacion de slots dada en el ejemplo de la Seccién 1.1,
a la que llamaremos solucion original. Con este ejemplo se busca ilustrar la relaciéon entre
la solucién original y su correspondiente solucién simétrica. Siendo § = 6, la demanda d;
que tenia el slot 0 como primer slot en la solucién original pasa a tener asignado el 3 como
primer slot, mientras que la demanda ds, que tenia el slot 3 como primer slot, pasa a tener
el slot 1 como slot inicial. Esto se aplica al resto de demandas, preservando la factibilidad de
la solucion e invirtiendo el orden en que las demandas se ubican en el espectro, reflejandose
ademas en la variable z4,4,, que intercambia su valor con z4,q4, .

dq dy dy dy | dy di di|dy

d3 d3 d3 ds dy|dy|dy

dy d3 d3 dg

dy dy |dg dy dy |dg

Fig. 3.1: Representacién de la solucién simétrica asociada al ruteo y a la asignacién de espectro del
ejemplo presentado en la Seccién 1.1. Se obtienen nuevas asignaciones aplicando £y = 5 —
v(d) = €q ¥ Taydy = Tdyd,, evidenciando la propiedad de simetria en el modelo.
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En la Tabla 3.1 se muestran los valores de las variables Iy v Iy de la solucién original y
simétrica, respectivamente. A pesar de las diferencias, ambas soluciones son véalidas y cumplen
con las restricciones del problema.

Demanda | v(d) | 4 (Solucién original) | lg (Solucién simétrica)
dy 3 0 3
da 2 3 1
ds 4 0 2
dy 3 0 3

Tab. 3.1: Comparacién entre la solucion original y la simétrica para cada demanda.

En el problema de chromatic scheduling se encuentra que las asignaciones de colores (o, en
nuestro caso, espectro) exhiben una simetria andloga a la presentada para el RSA: una asigna-
cién puede transformarse en otra “reflejada” sin afectar la factibilidad de la solucién asociada.

Esta simetria en las soluciones que definen P(G, D, §) nos permite obtener el siguiente resul-
|

d-ésima coordenada es v(d), para cada d € D. Definimos ademds 1 = (1,...,1) € ZPl como
el vector de unos de dimensién |D).

tado, que sera de utilidad a lo largo de este trabajo. Definimos v € Zlf como el vector cuya

Teorema 3.1. Sea a7y + BTl +~yTx < 7y una desigualdad vdlida para P(G, D, s), entonces
la desigualdad simétrica aTy — BTl +3Tx < g — BT(51 — v) es vdlida para P(G, D, s), donde
Nad' = Yard para cada d,d" € D, d # d'. Ademds, si la desigualdad original define faceta de
P(G,D,s), la desigualdad simétrica también lo hace.

Demostracion. En primer lugar probaremos que la desigualdad simétrica es valida para
P(G,D,5). Sea z = (y,l,x) € P(G, D,3) una solucién factible y sea z = (y,[,7) su solu-
cién simétrica asociada, donde § = vy, lg = 5 — v(d) — lg para d € D, y Tqq = Tgq para
d,d € D, d # d'. Verificamos primero que (¢,[,Z) € P(G, D,5) mostrando que esta solucién
también satisface (3.2)—(3.7).

» Restricciones (3.2). Para todo d € D, e € E tenemos que Yge = Yge, ¥ siendo que (y, 1, x)
satisface (3.2), tenemos que (7,[,7) también satisface (3.2)

» Restricciones (3.3). Para todo d # d', e € E tenemos que
Ta + Tard = Tad + Tdd' = Yde + Yde — 1 = Yde + Yare — 1,
dado que (y, [, x) satisface (3.3).
» Restricciones (3.4). Para d,d" € D,d # d', tenemos que
lg+v(d) = (5 —v(d) —lg) +v(d) =5 — g,
lg +5(1—Zga) = (5—v(d) = lg) +5(1 —zgq) =5 —v(d) = lg + 5 — 52qq.
La restriccién de (3.4) que debe verificarse es

S§—1g<5-— ’U(d/) — gy —|—§(1 _xd’d),
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0, equivalentemente,
(ld - ld/) + 35— U(d/) —Sxqq > 0.

Es fécil ver que esta iltima expresién es exactamente la restriccion (3.4) escrita para el
par (d',d) y, como (y,l,z) es una solucién factible, se cumple esta desigualdad.

» Cotas de las variables . De 0 < 1; < 5 —v(d) se deduce
0<s5—v(d)—1lg<5—v(d),
de modo que (7,1, Z) cumple (3.5).

» Dominio de las variables y. Dado que no hay cambio en la variable y4e, (3.6) permanece
siendo valido.

s Dominio de las variables x. El cambio de x44 por x44 no altera el dominio de la variable,
por lo que (3.7) permanece siendo vélido.

Dado que (%,[,%) es una solucién factible, entonces cumple la desigualdad vélida, es decir
aTg+ BT+ Tz < mg. Pero aTg + BTl + T2 = Ty + BT(51 — v — ) + 5Tz. Como (y,1, ) es
una solucién arbitraria, entonces la desigualdad a7y — BTl + 4Tz < o — S7(51 — v) es vélida
para P(G, D, s).

Ahora, sea H = {(y,l,x) € P(G,D,s) : aTy + BTl + vz = mp} la cara asociada a
la desigualdad. Dado que hay k = dim(P(G, D, 5)) puntos afinmente independientes en H,
(yh 14 2h), ..., (y*, 1%, ), construyendo la solucién simétrica asociada a cada uno de ellos,
tenemos los puntos (7',1',z1),..., (g*,1*, z¥). Estos puntos cumplen

Tyt — BTN + 37" = 7y — BT(51 — v), h=1,..., k.

Dado que cada uno de los puntos (7', 1, z'), ..., (I¥,1*, z¥) se obtiene reflejando la asignacién
de slots con respecto a (5 — 1)/2, lo cual es una transformacién afin, el conjunto H' =
{(y,l,x) € P(G,D,3) : aTj — Tl +37% = mp — B7(51 — v)} contiene k puntos afinmente
independientes, y su dimension es la misma que la de H. Por lo tanto, si aTy+ 8Tl +~Tz < mg
define una faceta, entonces aTy — 57l + 7Tz < 7y — 57(51 — v) también lo hace.

O]

En particular, tenemos las siguientes consecuencias para las restricciones que definen

P(G,D;,s).
Corolario 3.1.

1. La restriccion lg+ v(d) < lg + 5(1 — zqq) es simétrica a lg +v(d") <lg+5(1 — z4q),
para cualquier d,d’ € D, d # d'.

2. La restriccion Tqgy + Tgd > Yde + Yare — 1 €8 simétrica consigo misma (es decir, su
restriccion simétrica es nuevamente Taqy +Tarq > Yde+Yare — 1), para cualquier d,d’ € D,

d+d.
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Vamos ahora a explorar la estructura poliedral de P(G, D, s). Para esto, introducimos
algunas definiciones que seran ttiles a lo largo de esta seccién en la determinacion de la
dimensién de P(G, D, s). Dada una solucién factible (y,l,z) € P(G,D,5s), decimos que la
demanda d € D estd ubicada a la derecha de la demanda d’ € D\{d} sily > lg +v(d'), y que
la demanda d esté ubicada a la izquierda de la demanda d’ si lg > 1z + v(d).

Definicion 3.2. Sea D un conjunto de demandas sobre el cual suponemos dado un orden
total arbitrario, denotado por “<”. Definimos el conjunto de demandas que comparten enlaces
L(G,D,s) C D x D asociado a G, D y § como

L(G,D,s) = { (d,d)ye D x D: d<d y en toda solucién (y,l,x) € P(G, D, 5)
existe un arco e € E tal que yge = ygre =1 ¢.

En otras palabras, L(G, D, 3) es el conjunto de pares de demandas (d,d’) € Dx D, d < d',
tales que en toda solucién factible de P(G, D, 5), los caminos asociados a d y d' comparten
al menos un arco e € E. Es importante observar que el arco e no tiene que ser el mismo en
todas las soluciones.

El conjunto L(G, D, 5) puede verse como un conjunto de demandas conflictivas, es decir,
demandas a las que se les deben asignar conjuntos disjuntos de slots en cualquier soluciéon. Por
lo tanto, si (d,d’) € L(G, D, 5) el intervalo de slots asignado a d debe estar completamente a la
izquierda o a la derecha del intervalo de slots asignado a d’' y tenemos que z4y + 2449 = 1. Esta
informacién es importante para nuestros propdésitos, ya que la condicién z4q +x4q = 1 propor-
ciona una ecuacion satisfecha por todos los puntos en P(G, D, 5), acotando asi la dimensién
de este politopo. Cuando el contexto esté claro, nos referiremos al conjunto L(G, D, §) como
L para simplificar la notacién.

La Figura 3.2 presenta un ejemplo de la construccién del conjunto L(G, D, s). Sea G el
grafo representado en la figura, D = {d; = (s1,t1,4),d2 = (s2,t2,2),ds = (s3,t3,2)} y § = 4.
En este caso, a la demanda d; se le asignara el arco e; o es y dado que no hay suficientes
slots, da v d3 no podréan utilizar el arco asignado a dj. De esta manera, independientemente
del arco asignado a dj, las demandas do y d3 compartirdn un arco en cada solucioén, y por lo
tanto, el par (dz,d3) serd un elemento del conjunto L asociado a la instancia.

Este ejemplo evidencia que el conjunto L no se deriva inicamente a partir de la estructura
de G, sino que también depende de § y D. Si se tuviese un valor mayor de § o se redujeran
los voliimenes requeridos por di, do o ds, los caminos asociados a estas demandas podrian no
compartir un mismo arco en toda solucién y, en consecuencia, el par (dz,d3) no perteneceria

O .

Fig. 3.2: Instancia en la que se muestran las posibles asignaciones de arcos para la demanda d; (arcos
e1 y e2) y cémo, debido a la cantidad de slots disponibles (5 = 4), las demandas ds y ds
deben compartir un arco, implicando que el par (ds, d3) sea un elemento del conjunto L.
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Recordemos que para toda demanda d € D, llamamos s(d) € V al nodo de origen de la
demanda, ¢(d) € V al nodo de destino de la demanda, y v(d) € Z4 a la cantidad de slots
requeridos por la demanda (es decir, su volumen).

Definicion 3.3. Sea d € D una demanda sobre el grafo dirigido G = (V, E). El grafo de
factibilidad asociado a la demanda d es el grafo dirigido G4 = (Vy, E4), donde

» FE; incluye todos los arcos que aparecen en algin camino dirigido entre s(d) y ¢(d), y
todos los arcos que pertenecen a algun ciclo dirigido de G,

sV} estd formado por todos los nodos incidentes a los arcos de Ey.

El grafo de factibilidad G4 contiene todos los arcos que la demanda d puede usar en
alguna solucién. Estos son los que aparecen en un camino entre s(d) y t(d), mas todos los
arcos que estan en algun ciclo del grafo (es relevante observar que puede haber arcos en las
dos categorias). En la Figura 3.3 los arcos con trazado grueso ilustran Ey, el cual incluye los
arcos de la ruta {s(d), u, t(d)}, y los arcos del ciclo {a, b, c}. Por otro lado, los vértices
resaltados, asociados al ciclo y al camino, son los elementos de V.

° s(d) >@ >@ @

Fig. 3.3: Ejemplo del grafo de factibilidad G4 = (Vg, E4) asociado con la demanda d. Los arcos del
camino con trazado grueso entre el origen s(d) y el destino t(d), junto con los arcos del
ciclo resaltado constituyen las aristas de Eg;, mientras que los vértices igualmente realzados
identifican el conjunto V.

El grafo de factibilidad asociado a d € D sera de utilidad para identificar arcos que no
pueden ser usados por la demanda d en ninguna solucién, lo que implica que las variables y
asociadas deben tomar valor cero. Esta observacién serd de ayuda para determinar la dimen-
sién de P(G, D, 5) y, para ello, a continuacién, presentamos una definicién auxiliar.

Definicion 3.4. Si d € D es una demanda, definimos el politopo de todos los caminos de d
como

PR(G,d) = conv{y e {0,1}171

-1 si u = s(d)
Z Yde — Z Yde = 1 si u = t(d) VuEV}.

e€d— (u) e€dt (u) 0  en caso contrario

El poliedro PR(G,d) describe todos los caminos que puede usar la demanda d en la
formulacién DR-AOV. Este poliedro posee una estructura bien conocida, dado que su matriz
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de coeficientes es precisamente la matriz de incidencia del grafo G [2]. Los dos lemas siguientes,
asociados a la dimension de este poliedro, presentan resultados que nos ayudardn mas adelante
a identificar un sistema minimal de ecuaciones para P(G, D, s).

Lema 3.1. Sea Gg = (Vg, Ey) el grafo de factibilidad asociado a la demanda d € D, entonces
dim(PR(Gg,d)) = |Eq| — ([Val = 1)

Demostracion. Sean |Vy| = n y |E4| = m. Estableceremos la dimensién de PR(Gg4,d) por
induccion sobre el nimero de caminos entre s(d) y ¢(d).

Si existe solo una solucién factible en PR(Gg4,d), entonces G4 es un camino sin nodos
aislados y se deduce que m = n — 1 (el nimero minimo de aristas en un grafo dirigido conexo
simple). La dimensién del poliedro en este escenario estd dada por:

dim(PR(G4,d)) =0=m—-n+1=(n—-1)—n+1.

Asi, la dimensién del poliedro es 0, lo que corresponde a un tinico punto para este camino.

Si hay més de una solucién factible en PR(Gy,d), entonces o bien existen més de dos
caminos entre s(d) y t(d), en cuyo caso existe un vértice v cuyo grado de salida es estrictamente
mayor que 1, o bien existe un ciclo aislado en G4, que incluye digamos a un vértice v. A partir
de v tomamos un camino dirigido o bien un ciclo con todos nodos de grado 2:

C = (v=1, V1,..., 0y =w)

hasta el primer vértice w cuyo grado de entrada es al menos 2 o bien hasta w = v si se trata
de un ciclo aislado. El camino o ciclo P puede estar formado por solo uno o varios arcos, y
tenemos que 41 (v;) = 6 (v;) = 1 parai = 1,...,v,/_1. En cualquier caso C es un camino
inducido en el grafo dirigido, por lo que sea n’ el niimero de nodos intermedios y m’ el niimero
de arcos de C, se tiene que m' = n’ + 1.

Sea Gp \ C el grafo obtenido al eliminar de G4 los arcos de C', manteniendo los vértices
sin cambios. Por induccién, tenemos que

dim(PR(G4\ C,d))=m —m' — (n—n' - 1) =m —n.

Como existe una solucién en G4 que incluye las variables de C' (que no estan en G4 \ C),
la dimensién de PR(Gg4,d) es al menos uno més que la dimensiéon de PR(Gy4 \ C,d). Por lo
tanto, tenemos que dim(PR(Gq \ C,d)) es mayor o igual a m —n + 1. Sin embargo, como la
formulacion asociada a G4 tiene m variables y n igualdades, de las cuales n—1 son linealmente
independientes, su dimensién es como maximo m — (n — 1).

Por lo tanto, la dimensién de PR(Gq,d) es m — (n —1).

O

Ademaés de la demostracién por induccién sobre el ntimero de caminos, el resultado se
puede obtener de forma directa al notar que la matriz de incidencia de un grafo es totalmente
unimodular y, en particular, que para un grafo conexo con n vértices su rango es n — 1 [48].
Dado que PR(Gy, d) se caracteriza mediante las ecuaciones de conservacion de flujo (definidas
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por la matriz de incidencia) y las restricciones que definen los valores que pueden tomar las
variables, se deduce inmediatamente que su dimension es |Eq| — (|Vg| — 1).

Si (y,l,x) € P(G,D,s) es una solucién factible y d € D es una demanda, definimos
Y+d € RUPI-DIE] como el vector obtenido a partir de y eliminando las coordenadas asociadas
a la demanda d, es decir, y.4 es la proyeccién de y sobre las variables {Yae}aep\(d},cc- Si
AC P(G,D,s)yde D, definimos Aq := {y+q : existe (I, z) tal que (y,l,x) € A}.

Lema 3.2. Sea F una cara (no necesariamente propia) de P(G,D,5), y supongamos que
avy + BTl +~Tx = m para todo (y,l,x) € F. Si

(a) para cada d € D existe un conjunto A C F formado por |Eq4| — |Vy| +2 puntos afinmente
independientes y tal que |Aq| =1, y

(b) existe \g € R tal que BTl 4+ ~+Tx = Ao para todo (y,l,x) € F,
entonces a es una combinacion lineal de las restricciones de conservacion de flujo (3.2).

Demostracion. Fijemos una demanda d € D. La hipdtesis (a) garantiza que se pueden encon-
trar |Eq| — |Va| + 2 puntos afinmente independientes en F tales que las variables y asociadas
a las demandas en D\{d} son iguales en todos estos puntos. Sean p’, ..., p* estos puntos, con
k = |E4| — |V4] + 1. Como estos puntos estdn en F'y aTy + 5Tl +~Tx = 7 para toda solucién
(y,l,x) € F, tenemos

(o, B,y)p' =m9 Vie{0,...,k},

implicando

aTpy + BTp; +~Tp, =m0 Vi€ A{0,...,k}.
Por la hipétesis (b), existe Ao € R tal que BTl + Tz = )¢ para todo (y,l,z) € F, por lo que
la dltima expresién es equivalente a

OszZ:TFof)\o Vi e {0,...,k}.

Dado que es posible expresar aTp, como la suma de sus componentes asociadas y no asociadas
a d, respectivamente, tenemos

O‘Il*p;d* + a;d(p;);éd =m—Xo Vie€{0,..., k}.

Por hipétesis (a) y considerando el conjunto Frq = {yzq : (y,l,x) € F}, tenemos que
a; d(p;);ﬁd es constante, llamemos g € R a este valor. Tenemos entonces

OéIl*Piyd* =7y — Ao —po Vie{0,...,k}.

En estas ecuaciones, por definicién, tenemos que la componente de p; .. asociada a las variables
{Ydeteep\E, s cero, y entonces tenemos |Eg| — |Vy| + 2 igualdades afinmente independientes
para |E,4| incognitas con al menos algin coeficiente no nulo. Si tomamos una ecuacién (fija)
arbitraria y la restamos de las demds ecuaciones, obtenemos un sistema de |Ey4| — |Vy| + 1
ecuaciones linealmente independientes para | Fy| incégnitas. Por definicién, cualquier multiplo
no nulo de los vectores de coeficientes de ecuaciones (3.2) es solucién de este sistema, y tales
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multiplos (excepto uno de ellos seleccionado arbitrariamente) son linealmente independientes.
Por lo tanto, cualquier solucién « de este sistema es combinacién lineal de los vectores de

coeficientes de las ecuaciones (3.2).
O

Como comentario sobre el argumento del lema que se acaba de presentar, si tenemos un
nimero suficientemente grande de slots, entonces la hipétesis (a) se cumple de forma trivial y
existe al menos una solucién para cada ruta. Por otro lado, la hipédtesis (b) exige que la cara
F no sea definida en términos de las variables y.

Utilizando las definiciones y resultados presentados a lo largo de la secciéon, podemos
afirmar que las siguientes familias de igualdades son satisfechas por P(G, D, 5):

Taa +xqq = 1 v(d, d/) € L(G,D,s), (3.8)
Yie = Vde D, Ve € E\ E,. (3.9)

@)

Si (d,d") € L(G, D, 5), entonces en toda solucién existe un arco utilizado por d y d', y la
restriccién (3.3) implica que 44 0 44 debe tomar valor 1. Como ambas variables no pueden
tener valores no nulos al mismo tiempo, la igualdad (3.8) se debe cumplir necesariamente.
Por otra parte, la igualdad (3.9) surge del hecho de que no es posible encontrar una solucién
que satisfaga las restricciones (3.2) y al mismo tiempo tenga y4e = 1 parad € Dy e € E\ Ey,
dado que el arco e no es alcanzable desde s(d) por ningun flujo definido por estas restricciones.

Denotamos por spmin(G, D) el menor entero s tal que P(G, D, s) no es vacio, es decir,

P(G, D, smin(G,D)) # 0 y P(G,D,smin(G,D) — 1) = (. Ademés, definimos Ap como el
volumen méximo sobre las demandas de D, es decir, Ap := maxgepv(d).

Teorema 3.2. Si § > smin(G, D) + 2Ap, las restricciones (3.2), (3.8) y (3.9) definen un
sistema minimal de ecuaciones de P(G, D, 5).

Demostracion. Como se mencioné més arriba, las ecuaciones (3.8) y (3.9) son cumplidas por
todas las soluciones factibles. En efecto, si (d,d’) € L(G,D,3) entonces en toda solucién
factible d y d’ comparten al menos un arco, y esto implica que 244 + 249 = 1. Por otra parte,
en ninguna solucién es factible usar un arco que no pertenece a ningiin camino entre el origen
y el destino de toda demanda o a un ciclo espurio en G, implicando que (3.9) también se
cumple.

Sea A = (a, 8,7) € RIPIEHIDIHIDP=ID) v \; € R tales que Az = Ao para toda solucién
z = (y,l,x) € P(G,D,s). Veremos que (A, \g) es una combinacién lineal de los vectores de
coeficientes de las ecuaciones (3.2), (3.8) y (3.9). Para esto, verificaremos que los coeficientes
de X\ cumplen ciertas condiciones, las cuales se mostraran a continuacién.

Fijemos una demanda d € D arbitraria. Sea 2 = (§,1,2) € P(G,D\{d},5 — v(d) — 1),
que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que syin (G, D\{d}) < smin(G,D) <
§—2Ap < 5—v(d) — 1. Construimos una solucién factible z = (y,l,z) € P(G, D, 5) seteando
I = I + v(d) + 1 para todo i € D\{d}, yic = ic para todo i € D\{d} y todo e € E, y
xij = Z;; para todo i,j € D\{d}, i # j. Fijamos ademds l; = 0 y seteamos las variables y
asociadas con d para que representen un camino entre s(d) y t(d). Finalmente, fijamos x4; = 1
para todo i € D\{d}. Esta construccién corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo
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{v(d)+1,...,5—1}, y asignarle el intervalo de slots {0, ...,v(d) — 1} a la demanda d, fijando
las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (¢, I, 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I, = [;+1, es decir, moviendo el intervalo asociado a la demanda d un slot a la
derecha, y con el resto de las variables sin alterar. La solucién 2’ es factible dado que ahora la
demanda d recibe el intervalo {1,...,v(d)}, que no se superpone con los intervalos asignados
al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2z’ pertenecen a P(G, D, s), tenemos que
Az = X2/ = X\g. Més atn, estas dos soluciones solo difieren en la componente d de [, implicando:

Bala = Balg = Ba(la + 1).

Por lo tanto, se concluye:
Ba=0 Vde D. (Condicién 1)

Fijemos ahora un par arbitrario de demandas (d,d’) € (D x D)\ L(G,D,s),d # d', y
definamos maxy g = max{v(d), v(d')}. Sea 2 = (¢,1,%) € P(G,D\{d,d'},5 — v(d) — v(d')),
que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que spyin(G, D\{d,d'}) < spmin(G, D) <
5 —2Ap < 5 —wv(d) — v(d'). Construimos una solucién factible z = (y,l,z) € P(G,D,3)
seteando I; = I; + v(d) + max, ¢ para todo ¢ € D\{d,d'}, yic = Uie para todo ¢ € D\{d,d'}
y todo e € E, y x;j; = &;; para todo i,j € D\{d,d'}, i # j. Fijamos ademds lq = I/, = v(d)
(esto es posible dado que (d,d') ¢ L(G,D,3)), x40 = xgq = 0 y seteamos las variables y
asociadas con d y d' para que representen dos caminos disjuntos entre s(d) y t(d), y s(d') y
t(d'), respectivamente (que existen puesto que de lo contrario tendriamos (d,d’) € L(G, D, 3)).
Finalmente, fijamos 24 = z4; = 1 para todo i € D\{d,d'}. Esta construccién corresponde
a ubicar la solucién 2 en el intervalo {v(d) + maxqq,...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de
slots {v(d),...,v(d) + maxyqs — 1} a las demandas d y d’, dejando los primeros v(d) slots a
la izquierda libres, y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’, 2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I/, = 0 y z},;, = 1. La solucién 2’ se corresponde a ubicar a la demanda d a
la izquierda de d', y es factible dado que ahora d recibe el intervalo {0,...,v(d) — 1}, que no
se superpone con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como
2/ pertenecen a P(G, D, s) y solo difieren en las variables Iy y 244, tenemos que:

Bald + Yad Taar = Baly + Y Ty -

Por Condicién 1 tenemos que g = 0 y reemplazando las variables 44 y ), por sus valores,
llegamos a:

vaw =0 Y(d,d) € (D x D)\ L(G, D,3),d # d (Condicién 2)

Fijemos ahora un par arbitrario de demandas (d,d’) € L(G,D,s), d # d'. Sea 2 =
(9,1,%) € P(G,D\{d,d'},5—v(d)—v(d)), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado
que Spin (G, D\{d,d'}) < spin(G, D) < §—2Ap < 5—v(d) —v(d’). Construimos una solucién
factible z = (y,1,2) € P(G,D,5) seteando l; = I; + v(d) + v(d') para todo i € D\{d,d'},
Yie = Uie para todo i € D\{d,d'} y todo e € E, y x;; = Z;j para todo i,j € D\{d,d'}, i # j.
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Fijamos ademéds Iy = 0, Iy = lg + v(d), zqe = 1 y seteamos las variables y asociadas con d
y d' para que representen caminos entre s(d) y t(d), y entre s(d') y t(d’), respectivamente.
Finalmente, fijamos 24, = x4; = 1 para todo i € D\{d,d'}. Es decir, situamos la demanda
d a la izquierda del intervalo, la demanda d’ a la derecha de d, y el resto de las demandas a
la derecha de estas dos. Esta construccion corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo
{lg +v(d'),...,5—1}, y asignarle el intervalo de slots {0, ...,y +v(d') — 1} a las demandas
dy d', fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible z’ = (y/,1’, 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I/, =0, lg = lg +v(d') y 2y, = 1, es decir, moviendo solo la demanda d’ a la
izquierda del intervalo y a d a la derecha de d’. La solucién 2’ es factible ya que el intercambio
de los intervalos asociados a las demandas d y d’ no se superpone con los intervalos asignados
al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2z’ pertenecen a P(G, D, 35) y solo difieren
en las variables I, lfi, Ty ¥ Tard, tenemos que:

Bala + Bala + VaaTaw + Yaratad = Baly + Barlly + Yaa Tyg + YardTiyq-

Por Condicién 1 tenemos que 84 = B4 = 0 y reemplazando las variables z y 2’ por sus valores,
llegamos a:
Yaa = Yaa V(d,d) € L(G, D, 5) (Condicién 3)

Fijemos una demanda d € D arbitraria. Sea 2 = (§,1,%) € P(G,D\{d},5 — v(d) — 1),
que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que $pin(G, D\{d}) < s$min(G, D) <
5§ — Ap < 5§ — v(d). Construimos una solucién factible z = (y,l,z) € P(G, D, ) seteando
I =1 para todo i € D\{d}, yic = Uie para todo i € D\{d} y todo e € E, y z;; = &;; para
todo 4,5 € D\{d}, ¢ # j. Fijamos ademéds lj = syin(G, D) y x;q = 1 para todo ¢ € D\{d}.
Siendo p°,...,p* € PR(G4,d) puntos afinmente independientes, con k = |Ey| — |V4| + 1,
construimos k + 1 soluciones obtenidas a partir de z, estableciendo yg, = p’, parai =0,...,k,
y con el resto de las variables sin alterar. Cada una de estas soluciones se corresponde a
ubicar la solucién en el intervalo {0,...,snin(G, D) — 1}, y asignarle el intervalo de slots
{smin(G, D), ..., $min(G, D) + v(d) — 1} a la demanda d, fijando las restantes variables de
manera acorde, y son factibles dado que la demanda d no se superpone con los intervalos
asignados al resto de las demandas. De esta forma, segtin lo probado en el Lema 3.1 y tomando
a todo P(G, D, 3) como la cara F', tenemos un conjunto formado por |E4| — |Vy| + 2 puntos
afinmente independientes tales que las variables y asociadas a las demandas en D \ {d} son
iguales en todos estos puntos. De esta manera vemos que la hipétesis (a) del Lema 3.2 se
cumple. Ademas, las condiciones anteriores muestran que STl + Tz es constante para todas
las soluciones (y,l,z) € P(G,D,5), con lo cual la hipétesis (b) del Lema 3.2 también se
cumple. Este lema nos permite concluir que los coeficientes « son una combinacién lineal de
las ecuaciones de conservacién de flujo (3.2).

De esta manera, las condiciones presentadas muestran que (A, A\g) es una combinacién
lineal de los vectores de coeficientes de las ecuaciones (3.2), (3.8) y (3.9), implicando que las
restricciones (3.2), (3.8) y (3.9) definen un sistema minimal de ecuaciones de P(G, D,s). O

Corolario 3.2. Si 5 > spin(G, D) + 2Ap, la dimensidn de P(G,D,5) es |D|(|E| — |V]) +
|D|2 + |D| - |L(G7Dv‘§)| - ZdeD ’E\Ed|
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El Corolario 3.2 caracteriza la dimensién de P(G, D, 5) cuando § > spin(G, D) +2Ap. Si
el nimero de slots disponibles 5 es menor que sy (G, D), no existen soluciones factibles vy,
por lo tanto, P(G, D, 5) es vacio. Por otro lado, la dimensién de este poliedro para los casos
donde § < spin(G, D)+ 2Ap resulta dificil de caracterizar, dado que depende fuertemente de
la estructura del grafo G y de las especificaciones de las demandas. Una situacion similar se da
en el politopo asociado al coloreo de vértices cldsico (cuando el niimero de colores disponibles
es igual al nimero cromético del grafo) y en los politopos asociados al coloreo por intervalos
(bajo una hipétesis similar a la presentada aqui). Obtener una caracterizacién completa de la
dimension de estos poliedros en estos casos es una linea de investigacion interesante, aunque
puede ser dificil arribar a un resultado de estas caracteristicas.

3.2. Desigualdades validas

Aunque comprender completamente la estructura de P(G, D, §) es una tarea no trivial
dado que el RS A es NP-dificil, en esta seccién comenzamos dicho estudio presentando familias
de desigualdades validas y demostrando que, bajo ciertas condiciones sobre el conjunto de
demandas conflictivas L, estas desigualdades definen facetas de este politopo.

3.2.1 Restricciones de la formulacion

Comenzamos centrandonos en la familia de restricciones (3.4), que estd relacionada con
el problema de coloreo por intervalos y puede proporcionar planos de corte interesantes para
la formulacién asociada.

Teorema 3.3. Si 5§ > syin(G,D) 4+ 3Ap y L(G,D,3) = 0, la desigualdad (3.4) define una
faceta de P(G, D, s).

Demostracion. Sea F la cara de P(G, D, 5) asociada a la desigualdad (3.4), y supongamos que
Az = g para todo z € F. Veremos que (A, \o) = ((«, 3, ¥), \o) es una combinacién lineal de
(3.4) y los vectores de coeficientes del sistema minimal de ecuaciones de la formulacién, por
lo que F es faceta de P(G,D,s). Para esto, verificaremos que los coeficientes de A cumplen
ciertas condiciones.

Sea 2 = (4,1,2) € P(G,D\{d,d'},5—v(d) —v(d') — 1), que existe puesto que este poliedro
es no vacio dado que spyin(G, D\{d,d'}) < smin(G,D) < 5§ —3Ap < §—v(d) —v(d) — 1.
Construimos una solucién factible z = (y,1,z) € P(G, D, 5) seteando I; = I; + v(d) + v(d') + 1
para todo i € D\{d,d'}, yic = Jic para todo i € D\{d,d'} y todo e € E, y x;; = &;; para todo
i,j € D\{d,d'}, i # j. Fijamos ademds lg = 0, lg = v(d), 2499 = 1y zgq = 0, y seteamos
las variables y asociadas con k, d y d’ para que representen caminos entre s(k) y ¢(k), entre
s(d) y t(d), y entre s(d') y t(d'), respectivamente. Finalmente, fijamos z4 = z4; = 1 para
todo i € D\{d,d'}. Es decir, situamos a la demanda d a la izquierda del intervalo, a la
demanda d’ a la derecha de d, y el resto de las demandas a la derecha de d’, dejando un slot
libre a la derecha de d’. Esta construccién corresponde a ubicar la solucién 2 en el intervalo
{lo +v(d)+1,...,5—1}, y asignarle el intervalo de slots {0, ...,y +v(d')—1} alas demandas
dy d', fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I, = l;+1=1,1), =1y +1 = I3+ v(d) + 1, es decir, moviendo d y d’
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un slot a la derecha. La solucién 2’ es factible dado que ahora las demandas d y d' reciben
intervalos que no se superponen con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado
que tanto z como 2’ pertenecen a F' y solo difieren en las variables Iy y Iy, tenemos que:

Bala + Barlar = Bally + Barlly,

y reemplazando las variables I, tenemos que

Bala + Barlar = Ba(lg + 1) + Ba (lgr + 1).

Por lo tanto:
Ba = —PBar- (Condicién 1)

Fijemos una demanda i € D\{d, d'} arbitraria. Sea 2 = (4,1, %) € P(G, D\{i},5—v(i)—1),
donde Iy = I + v(d), que existe dado que § > spin (G, D) + 2Ap. Construimos una solucién
factible z = (y,l,z) € P(G, D, 5) seteando I, = I + v(i) + 1 para todo k € D\{i}, Yke = Uke
paratodo k € D\{i} y todo e € E,y x1; = Zj; para todo k, j € D\{i}, k # j. Fijamos ademas
l; = 0, y seteamos las variables y asociadas con i para que representen un camino entre s(i) y
t(7). Finalmente, fijamos x; = 1 para todo k € D\{i}. Esta construccién corresponde a ubicar
la solucién 2 en el intervalo {v(i)+1,...,5—1}, y asignarle el intervalo de slots {0,...,l; — 1}
a la demanda i, fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I = l; + 1 = 1, es decir, moviendo ¢ un slot a la derecha. La solucién
2" es factible dado que ahora la demanda 7 recibe un intervalo que no se superpone con los
intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2’ pertenecen a F y
solo difieren en la variable [;, tenemos que:

Bili = Bili = Bi(li + 1)

Por lo tanto, se concluye
Bi=0 Vie D\{d,d}. (Condicién 2)

Fijemos una demanda k € D \ {d,d'} arbitraria y definamos maxjq = max{v(d) +
o(d'), v(k)}. Sea una solucién 2 = (3,1, 2) € P(G, D\{d,d', k}, 5—maxgyq ,—v(k)), que existe
puesto que este poliedro es no vacio dado que spin (G, D\{d,d’, k}) < smin(G, D) < 5—3Ap <
5 —maxgyq ; — v(k). Construimos una solucién factible z = (y,l,x) € P(G, D, 5) seteando
l; = Zi+maxd+d/,k+v(k) para todo i € D\{d,d', k}, yie = 9ie para todo i € D\{d,d’, k} y todo
e € E,y z;; = &;; para todo ¢,j € D\{d,d', k}, i # j. Fijamos ademds lq = l; = 0 (lo cual
es posible dado que L(G,D,3) = 0), lg = v(d), xge = 1y xqx = 0, y seteamos las variables
y asociadas con k, d y d’ para que representen caminos entre s(k) y t(k), entre s(d) y t(d), y
entre s(d’) y t(d'), respectivamente, cuidando que los dos primeros sean disjuntos. Finalmente,
fijamos xg; = Tg; = xp; = 1 para todo i € D\{d,d’, k}. Es decir, situamos las demandas d y
k a la izquierda del intervalo, la demanda d’ a la derecha de d, y mantenemos v(k) slots libres
a la derecha de d’, o a la derecha de k en caso de que v(k) > v(d) + v(d’), y finalmente el
resto de las demandas a la derecha de los slots libres. Esta construccion corresponde a ubicar
la solucién £ en el intervalo {maxg gt + v(k),...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de slots
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{0,...,maxgq r +v(k) — 1} a las demandas d, d’ y k, y fijando las restantes variables de
manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’, 2") como la obtenida a partir
de z estableciendo l;c = maxXgid k Y :):Zlk =1, es decir, situando la demanda k a la derecha de
la demanda d. La solucién 2’ es factible dado que la demanda k recibe un intervalo que no se
superpone con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2’
pertenecen a F'y solo difieren en las variables x4 y [, tenemos que:

/
YdkTdk = VdkTdk»

y reemplazando los valores de las variables x en las soluciones, llegamos a que vz = 0. A
partir de construcciones similares se obtiene que vgr = 0 y que e = 0, y asi llegamos a:

Ydk = VYd'k = Vkd' = 0 Vk (= D \ {d7 d/} (Condicién 3)

Fijemos ahora dos demandas arbitrarias ¢,7 € D\ {d,d’}, i # j y definamos maxjq; ; =
méax{v(d) + v(d'), v(i), v(j)}. Sea ahora una solucién 2 = (3,1,%) € P(G,D\{d,d',i,j},5 —
maxg4q i ;+v(J)), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que sp,in (G, D\{d,d’,4,j}) <
smin(G, D) < 5—3Ap < 5—maxg;q;;—v(j). Construimos una solucién factible z = (y,1,z) €
P(G, D, 3) seteando [}, = I + maxg,q ;; + v(j) para todo k € D\{d,d', 4,3}, Yre = Ure para
todo k € D\{d,d',i,j} y todo e € E, y xpp = Zpp para todo k, k' € D\{d,d',i,j}, k # k'. Fi-
jamos ademds Iy = I; = [; = 0 (lo cual es posible dado que L(G, D, 5) = 0), lo = v(d), x4 = 1
y i = 0, y seteamos las variables y asociadas con 4, j, d y d’ para que representen caminos
entre s(i) y t(i), entre s(j) y t(j), entre s(d) y t(d), y entre s(d') y ¢(d') respectivamente, cui-
dando que los tres primeros sean disjuntos. Finalmente, fijamos xq, = xgx = x5 = xj, = 1
para todo k € D\{d,d',i,j}. Es decir, situamos las demandas d, i y j a la izquierda del inter-
valo, la demanda d’ a la derecha de d, y mantenemos v(j) slots libres a la derecha de d’, o a
la derecha de la demanda con mayor volumen entre i y j en caso de que v(i) > v(d) +v(d’) o
v(7) > v(d) +v(d’), y finalmente el resto de las demandas a la derecha de los slots libres. Esta
construccién corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo {maxgiq ;; +v(k),...,5— 1},
y asignarle el intervalo de slots {0, ..., max4.q¢;; + v(k) — 1} a las demandas d, d’, i y j, y
fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo l; = maXqtqij ¥ argj = 1, es decir, situando la demanda j a la derecha
de la demanda . La solucién 2’ es factible dado que ahora la demanda j recibe un intervalo
que no se superpone con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z
como z' pertenecen a Iy solo difieren en las variables z;; y [;, tenemos que:

YijTij = %jw;-j,
y reemplazando los valores de las variables x en las soluciones, se obtiene:
Yij = 0 VZaJ €D \ {d7 d/} (Condicién 4)

Sea una solucién 2 = (j,1, %) € P(G, D\{d,d'},5—2v(d)—v(d")), que existe puesto que este
poliedro es no vacio dado que spin (G, D\{d,d'}) < spin(G,D) < 5—3Ap < 5—2v(d)—v(d).
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Construimos una solucién factible z = (y,1,z) € P(G, D, 5) seteando I; = I; + v(d) + v(d')
para todo i € D\{d,d'}, yic = Jic para todo i € D\{d,d'} y todo e € E, y x;; = I;; para
todo 4,5 € D\{d,d'}, i # j, y manteniendo los v(d) slots més a la derecha libres. Fijamos
ademds lg =0, lg = v(d), xge =1y zgq = 0y seteamos las variables y asociadas con d y d’
para que representen caminos entre s(d) y t(d), y s(d’') y t(d’), respectivamente. Finalmente,
fijamos z4; = x4; = 1 para todo i € D\{d, d'}. Es decir, situamos la demanda d a la izquierda
del intervalo, la demanda d’ a la derecha de d, y el resto de las demandas a la derecha de d’,
dejando v(d) slots libres a la derecha del intervalo. Esta construccién corresponde a ubicar
la solucién Z en el intervalo {ly + v(d’),...,§ — v(d) — 1}, y asignarle el intervalo de slots
{0,...,lg +v(d')—1} alas demandas d, d’, y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I/, = 0,1/, = s —v(d), zqe = 0y x4q4 = 1, es decir, asignando a la demanda
d' los v(d') slots mds a la izquierda, y a la demanda d los v(d) slots mds a la derecha . La
solucién 2’ es factible dado que ahora la demanda d recibe un intervalo que no se superpone
con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2z’ pertenecen
a Iy difieren en xqq, xq4q, lg, gy v en las variables x asociadas a la demanda d y a cada
demanda i € D \ {d,d'}. Sin embargo, estas ultimas variables y sus coeficientes v asociados
se cancelaran por Condicién 4 y, por lo tanto, tenemos:

Bala + Barlar + Vadr Taar + YaraTara = Bally + Barlly + Ydar Ty + Yara®lyg-

Reemplazando las variables = y [ por los valores que se tienen en ambas soluciones, llegamos
a

Bav(d) + vyaa = Ba(5 —v(d)) + Yaa,

y, aplicando Condicién 1 tenemos que
Y@ = Bas + Yard- (Condicién 5)

Fijemos una demanda i € D\d, d’ arbitraria. Sea 2 = (§,1, %) € P(G, D\{i,d,d'},5—v(i)—
v(d)—v(d’')—1) que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que sy (G, D\{i,d,d'}) <
Smin (G, D) < 5 —wv(d) — v(d’) — v(i) — 1. Construimos una solucién factible z = (y,l,z) €
P(G, D, 5) seteando I; = I; para todo j € D\{d,d’,i} y comenzando desde el primer slot a la
izquierda del intervalo, yje = yje para todo j € D\{d,d',i} y todo e € E, y xj;y = &;;» para
todo j,j" € D\{d,d',i}, j # j'. Fijamos ademas lg = $pin(G, D), lg = lg+v(d), l; = lg+v(d)
Y Tja = jo = xj;1 para todo j € D\{d,d',i}. Siendo p°, ... ,p* € PR(G;,1) puntos afinmente
independientes, con k = |E;| — |V;| + 1, construimos k + 1 soluciones obtenidas a partir de z,
estableciendo ¥ = p’, para j =0, ..., k, y con el resto de las variables sin alterar. Cada una
de estas soluciones se corresponde a ubicar la solucién en el intervalo {0, ..., syin(G, D) —1},
y asignarle el intervalo de slots {spmin(G, D), ..., Smin(G, D) + v(d) + v(d') + v(i) — 1} a las
demandas d, d’' y i, y fijando las restantes variables de manera acorde. Estas soluciones son
factibles dado que la demanda i no se superpone con los intervalos asignados al resto de
las demandas y pertenecen a F' dado que la demanda d se encuentra de forma contigua a la
izquierda de d’. De esta forma, segiin lo probado en el Lema 3.1, tenemos un conjunto formado
por |E;| — |V;| + 2 puntos afinmente independientes tales que las variables y asociadas a las
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demandas en D\ {i} son iguales en todos estos puntos. De esta manera vemos que la hipétesis
(a) del Lema 3.2 se cumple. Ademas, las condiciones anteriores muestran que 57l + Tz es
constante para todas las soluciones (y,l,z) € P(G,D,3), con lo cual la hipdtesis (b) del
Lema 3.2 también se cumple. Este lema nos permite concluir que los coeficientes « son una
combinacién lineal de las ecuaciones de conservacién de flujo (3.2).

Dado F, el vector de coeficientes m puede verse como

(0 ooy 1 0oy 1,000 0, 0,0y 5 e, 0 ),
~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—
A lg ld’ In 12 Tgq! Tn,n—1

mientras que el vector de coeficientes de (3.8) se puede escribir como

(0 ,..., 1 ..., 0).
—~— ~— ~—
12 Tqal Tn,n—1

Entonces, buscamos coeficientes a y b tales que

0,...,a,...,—a,...,0,0,...,8a+0b,...,0) = (5,7).
Sean a y b los siguientes:
a = B,
baar = Vddr,
bij =v; Vi,j€D\{d,d}.

Con esta configuracién, tenemos que

(Oa"-aﬁda"-7_ﬁda'-'70307"->§ﬁd+7d’d7""0):(B?V)'

Luego, teniendo en cuenta Condicién 4, llegamos a

(07"'7/Bd7"'7_6d7'"70707"'7’}/dd,7"'70):(1877)'

De esta manera, A puede formarse como la combinacién lineal de 7 y los vectores de coeficientes
del sistema minimal de ecuaciones de la formulacién, implicando que la desigualdad (3.4)
define faceta para P(G, D, 5).

O

3.2.2 Grafo de conflictos y relacién con chromatic scheduling

Cuando L(G, D, 5) # (), indicando que existen pares de demandas que comparten al menos
un arco en cada solucién, surge el grafo de conflictos correspondiente a estas demandas. Las
aristas de este grafo (que se corresponden con pares de demandas en L) proporcionan una
relacién estrecha entre el RSA y el problema de chromatic scheduling, y en el resto de esta
seccidn estamos interesados en las consecuencias poliedrales de este hecho.
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Definicion 3.5. Sea (G, D, §) una instancia del RSA, definimos el grafo de conflictos G. =
(Ve, B, w) asociado a esta instancia, siendo V., = D, E. = {dd' € D x D : (d,d') € L(G, D, 3)
o (d,d) € L(G,D,3)}, y w : V. = Z4 una funcién de pesos que asigna a cada vértice el
numero de slots que la demanda asociada requiere.

En este grafo, dos demandas representadas por vértices estan unidas por una arista cuando
comparten al menos un enlace en todas las soluciones factibles, implicando que cualquier asig-
nacién de espectro debe garantizar que vértices adyacentes en G, reciban conjuntos disjuntos
de slots.

Para plantear una solucién del problema de chromatic scheduling, se utiliza una variable de
intervalo acotada [l; para cada i € V. que puede interpretarse como el primer color asignado
al vértice i. Adicionalmente, se define un conjunto de variables binarias z;; que indican el
orden relativo entre los intervalos de colores asignados a los vértices ¢ y j, para ij € E.. En
particular, z;; = 1 si y solo si los colores de 7 son menores a los de j, es decir,

L+ w(i) < 1.

Una instancia de chromatic scheduling es factible cuando existe una asignacién de valores
a las variables [ y = que satisfaga las desigualdades dadas a continuacion, impidiendo la
superposicién de colores para todo par de vecinos en G, y garantizando la consistencia en la
asignacién.

Li4+w(i) <lj+501—xij) Vi,j€FE.i<j (14)
i +w(j) <li+ 5z Vi,j€ Eei<j (15)
zi; €{0,1} Vi,j € i <j (16)
l;€{0,....5—w(@i)} Viel, (17)

Definicion 3.6. Sea G = (V, E,w) un grafo donde E es un conjunto que describe conflictos
entre vértices y w : V — Z_ son los pesos asociados a los elementos de V. Dada una cantidad
de colores 8, el politopo de chromatic scheduling C(G,5) C RIVIHIEl ge define como la cépsula
convexa de todas las soluciones enteras (I,z) € RIVI+IZl que satisfacen las restricciones (14)-
(17).

El problema de chromatic scheduling y el RSA guardan una estrecha relacién, pues ambos
problemas involucran la asignacion de recursos contiguos bajo restricciones que evitan con-
flictos. En chromatic scheduling, se asignan colores a los vértices de un grafo de tal manera
que no existan dos vértices en conflicto que compartan el mismo color. De forma andloga,
en RSA se asignan rutas y slots de frecuencia a las demandas de la red, garantizando que
sus transmisiones no se solapen ni interfieran entre si. Como se muestra en la Definicién 3.5,
ambos pueden representarse mediante un grafo de conflictos, donde cada vértice modela una
tarea o demanda de comunicacién, y las aristas reflejan la incompatibilidad entre ellas. Bajo
este enfoque, la solucion a cada problema se interpreta como un coloreo de dicho grafo.

A pesar de las diferencias en sus restricciones y objetivos especificos, estos problemas
comparten propiedades poliedrales estructurales en comun y la proyeccién de P(G, D, §) sobre
las variables [ y z estd incluida en C(G., §), con G. = (D, L, v). Esta relacién se puede explorar
para derivar resultados ttiles. En particular, las desigualdades que son vélidas para C(G, )
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son validas para P(G, D, s), ofreciendo asi una manera de usar resultados conocidos en el
dominio del chromatic scheduling para el RSA. En el siguiente teorema formalizaremos esta
observacion.

Teorema 3.4. Si fTl4+~Tz < my es una desigualdad vilida de C(G¢, §) con G. = (D, L(G, D, 5),v),
entonces la desigualdad 5Tl +~Tx < m es vdlida para P(G, D, 3).

Demostracion. Sea z = (y,l,z) € P(G, D, 5) una solucién entera factible. Los vectores [ y x
especifican una asignacion de intervalos de slots a demandas respetando las restricciones de
contigiiidad y no solapamiento entre los slots asociados a pares de demandas en conflicto, y
pueden ser extendidos a una asignacién ', 2’ € C(G,, 5) satisfaciendo 7' + T2’ < my. Dado
que G. = (D,L(G,D,5),v) y L(G,D,5) C D x D, entonces STl' + 4Tz’ < BTl + ~Tz < .
Siendo que esta desigualdad solo involucra las variables x y [, la desigualdad es véalida para
P(G,D;,s). O

Por otra parte, el siguiente teorema presenta las condiciones necesarias para que una
desigualdad que define faceta de P(G, D, 5) defina faceta de C(G., 5).

Teorema 3.5. Sea BTl + vTx < 7wy una desigualdad que define faceta de P(G,D,3) tal
que Vg = 0 para todo (d,d’) € D x D con (d,d') ¢ L(G,D,s) y (d',d) ¢ L(G,D,s). Si
5> $min(G, D) + 2Ap, entonces BTl +~yTx < 7y define una faceta de C(Ge, 3).

Demostracion. Sea F = {(l,z) € C(G,35) : Tl +~Tx = mp}, con G, = (D, L,v), la cara
de C(G,, 5) definida por BTl + yTz < my. Cualquier solucién z = (y,l,x) € P(G, D, s) puede
convertirse en una solucién p(z) de C(G,, §) simplemente tomando las componentes x y [ de
z que estan presentes en la definicién de C(G, s), es decir, aplicando la proyeccién p(z) =
p(y,l,z) = (I,2") donde 2’ solo estd definida para los pares de demandas que pertenecen a L
Y Ty = Taqr y ¥lyy =1 — xqa para todo (d,d") € L (que, por definicién, cumple d < d’).

La proyeccién p genera soluciones factibles de C'(G¢, §). Ademds, como las variables que
no se tienen en cuenta en la proyeccién tienen un valor nulo como coeficiente asociado en T,
las soluciones proyectadas cumplen 571 + yTx < my por igualdad.

El Corolario 3.2 establece la dimensién de P(G, D, s). Dado que § > syin(G, D) + 2Ap,
que aTy + BTl + yTx < m define faceta de P(G, D, ) y que las variables = asociadas a los
pares de demandas que no estdn en L (es decir, L) y todas las variables y quedaron fuera
de la proyeccién, existen |D| + |L| puntos, p(z'), ..., p(z/PIHE) € C(G., 5), que satisfacen
BTl +~Tz < mp por igualdad y cada uno de esos puntos pertenece a RIPI+2IE],

Como !, = x4q para todo (d,d') € L, las soluciones proyectadas cumplen la igualdad
T + vyq = 1 para todo (d,d’) € L. En virtud de estas igualdades, podemos eliminar
las variables {xd’d}(d,d’)e 1, de estas soluciones sin perder la independencia afin entre ellas,
obteniendo asf un conjunto de |D|+ |L| puntos afinmente independientes en RIPHIE De esta
forma, construimos en F' un conjunto de |D|+ |L| soluciones afinmente independientes, lo que
implica que F es faceta de C(G,, §). O

El Teorema 3.5 proporciona algo de informacién sobre la estructura de P(G, D, 5), al de-
mostrar que las desigualdades que definen facetas de P(G, D, 5) pueden transferirse a C (G, 5)
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bajo condiciones especificas. Aunque esto no proporciona una caracterizacién de todas las des-
igualdades que definen faceta de P(G, D, s), este resultado presenta una condicién necesaria
para una desigualdad, en términos de las variables x y [, para definir faceta de P(G, D, s),
para un valor arbitrario de s. Esto nos brinda una estrategia general para la bisqueda de
desigualdades que inducen facetas de P(G, D, 5), es decir, tomando familias de desigualdades
que definan faceta de C(G,, §) y explorando sus propiedades de facetitud para P(G, D, 5).

Por otro lado, el Teorema 3.5 establece una condicién suficiente bajo la cual una desigual-
dad que define faceta de P(G, D, s) define faceta de C(G,, §). Sin embargo, esta implicacién
no se da en forma reciproca: el obtener una faceta de P(G, D, 3s) a partir de una faceta de
C (G, s) no es trivial ya que requiere extender la desigualdad a las variables y y a las varia-
bles x asociadas a pares de demandas que no pertenecen a L. En este sentido, el Teorema 3.5
ayuda a orientar la busqueda de facetas, tarea que se realiza a continuacién.

3.2.3 Desigualdades clique

A continuacién, presentaremos familias de desigualdades validas de C'(G., §) provenientes
de la literatura de chromatic scheduling [44]. Estas familias, ademds de ser desigualdades que
definen facetas de C(G., ), satisfacen las condiciones dadas en el Teorema 3.5, es decir, los
coeficientes de las variables x asociadas a los pares de demandas (d,d’) € (D x D)\ L(G, D, 3)
y todas las variables y son nulas en ellas. Demostraremos que son vélidas para P(G, D, s) vy,
ademds, que un subconjunto de estas define facetas de P(G, D, 5).

Si G = (V,E) es un grafo e i € V, definimos N (i) := {j € V :ij € E} como el conjunto
de vecinos de i. Ademas, decimos que un conjunto de vértices K C V es una clique si ij € E
para todo i,j € K, i # j.

Definicion 3.7. Sea G. = (V., E.) el grafo de conflictos asociado con L(G, D, 5), sea d € D
y sea K C N(d) una clique en G, definimos

la> Y v(k)kg (18)

como la desigualdad de clique simple asociada con d y K.
Lema 3.3. La desigualdad de clique simple (18) es vdlida para P(G, D, s).

Demostracion. Sea z = (y,l,z) € P(G, D, 3) una solucién factible. Sea K’ C K el conjunto de
demandas tal que el intervalo de cada k € K’ se encuentra situado a la izquierda del intervalo
de d, es decir, los k € K’ tal que xy = 1. Dado que K es una clique, los intervalos asociados
a las demandas en K son disjuntos, implicando

ld Z Z U(k) = Z mkdv(k),
keK' ke K

por lo que la desigualdad de clique simple (18) es vélida para P(G, D, 3) O
Exploramos ahora condiciones que garantizan que (18) define una faceta de P(G, D, 3).

Teorema 3.6. Si para cada demanda i € N(d) \ K eziste al menos una demanda u € K tal
que (u,i) ¢ L(G,D,s) yv(u) > v(i), y tenemos que 5 > spyin(G, D) + 3Ap, la desigualdad
de clique simple (18) define una faceta de P(G,D,s).
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Demostracion. Sea F la cara de P(G, D, ) asociada a la desigualdad de clique simple (18),
y supongamos que Az = Ao para todo z € F. Veremos que (A, \o) = ((a, 8, ), Ao) es una
combinacién lineal de (18) y los vectores de coeficientes del sistema minimal de ecuaciones
de la formulacién, por lo que F es faceta de P(G, D,3). Para esto, verificaremos que los
coeficientes de A\ cumplen ciertas condiciones.

Fijemos una demanda i € D \ {d} arbitraria. Sea 2 = (4,0,2) € P(G,D\{d,i},5 —
v(d) — v(i) — 1) que existe dado que § > syin(G, D \ {d,i}) < spin(G,D) < § —3Ap <
5§ —v(d) — v(i) — 1. Construimos una solucién factible z = (y,l,z) € P(G, D, 5s) seteando
Iy = Iy + v(d) + v(i) + 1 para todo k € D\{i,d}, yre = Gre para todo k € D\{i,d} y todo
e € B,y xyj = Zy; para todo k,j € D\{i,d}, k # j. Fijamos ademds lq = 0, [; = v(d) y
seteamos las variables y asociadas con i y d para que representen caminos entre s(i) y (i),
y s(d) y t(d), respectivamente. Finalmente, fijamos x4 = 1, x;, = 1 para todo k € D\{i,d}.
Es decir, situamos la demanda d a la izquierda del intervalo, la demanda ¢ a la derecha de
d, un slot libre a la derecha de i, y el resto de las demandas a la derecha del slot libre. Esta
construccién corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo {l; +v(i) +1,...,5 — 1}, ¥
asignarle el intervalo de slots {0, ...,l; +v(i) — 1} a las demandas d y i, fijando las restantes
variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible z’ = (y/,1’, 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I} = [; 4+ 1, es decir, moviendo la demanda ¢ un slot a la derecha. La solucién
2" es factible dado que ahora la demanda 7 recibe un intervalo que no se superpone con los
intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2’ pertenecen a F y
solo difieren en la variable [;, implicando

Bili = Bil; = Bi(l; + 1).

Por lo tanto, se concluye que
Bi=0VieD,i#d. (Condicién 1)

Fijemos ahora dos demandas i,j5 € D \ {d},i # j tal que (i,7) € L(G,D,5). Sea una
solucién 2 = (§,1,&) € P(G,D\{d,i,7},5 — v(d) — v(i) — v(j)), que existe puesto que este
poliedro es no vacio dado que $yin(G, D\{d,%,5}) < smin(G,D) < § —3Ap < §—wv(d) —
v(i) — v(j). Construimos una solucién factible z = (y,1,z) € P(G, D, 5) seteando Iy = I +
v(d) + v(i) + v(j) para todo k € D\{d,i,7}, yke = Ure para todo k € D\{d,i,j} y todo
e € B,y xpp = Ty para todo k, k' € D\{d,i,j}, k # k'. Fijamos ademds Iy = 0, [; = v(d),
lj =v(d)+v(i), x4; = xgj = x5 = 1, y seteamos las variables y asociadas con d, i y j para que
representen caminos entre s(d) y t(d), s(i) y t(i), y s(j) y t(j), respectivamente. Finalmente,
fijamos x4, = 1 para todo k € D\{d,i,j}. Es decir, situamos la demanda d a la izquierda del
intervalo, la demanda ¢ a la derecha de d, la demanda j a la derecha de i, y el resto de las
demandas a la derecha de j. Esta construccion corresponde a ubicar la solucién 2 en el intervalo
{v(d) +v(i) +v(j),...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de slots {0, ...,v(d) + v(:) + v(j) — 1}
a las demandas d, 7, j y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I} = v(d) y I; = I} + v(j) es decir, situando la demanda j a la derecha de
la demanda d y la demanda 7 a la derecha de j. La solucién 2’ es factible dado que ahora las



3.2. Desigualdades validas 49

demandas ¢ y j reciben intervalos que no se superponen con los intervalos asignados al resto
de las demandas. Dado que las soluciones difieren solo en las variables l;, I;, x;; y xj;, y por
Condicién 1 sabemos que §3; = 3; = 0, tenemos

Yy = Wi, j) € LG, D,5)\ 8(d), i,j € D\ {d} (Condicién 2)

Fijemos ahora una demanda k € K tal que (d,k) € L(G,D,Ss). Sea una solucién Z =
(9,1,2) € P(G, D\{d,k},5—v(d) —v(k)), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado
que Spmin (G, D\{d, k}) < spin(G, D) < 5—2Ap < §—v(d) — v(k). Construimos una solucién
factible z = (y,1,z) € P(G,D,5) seteando I; = I; + v(d) + v(k) para todo i € D\{d,k},
Yie = Yie para todo i € D\{d,k} y todo e € E, y x;; = Z;; para todo i,j € D\{d,k},
i # j. Fijamos ademéas Iy = 0, [y = v(d), zgqx = 1y zxq = 0, y seteamos las variables
y asociadas con d y k para que representen caminos entre s(d) y t(d), y entre s(k) y t(k),
respectivamente. Finalmente, fijamos x4; = xx; = 1 para todo ¢ € D\{d, k}. Es decir, situamos
la demanda d a la izquierda del intervalo, la demanda k a la derecha de d, y el resto de las
demandas a la derecha de estas. Esta construccién corresponde a ubicar la solucién 2 en el
intervalo {v(d) + v(k),...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de slots {0,...,v(d) + v(k) — 1} a
las demandas d y k, y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo [}, = 0, I/, = v(k), z/), = 0y 2}, = 1, es decir, situando la demanda k a
la izquierda del intervalo y a la demanda d a la derecha de k. La solucién 2’ es factible dado
que las demandas d y k reciben intervalos que no se superponen con los intervalos asignados
al resto de las demandas. Dado que las soluciones difieren en las variables x4, Trq, ld, Ik,
tenemos

YakTdk + VkdTkd + Bald + Bl = Yarly, + YrdThq + Baly + Bily,-

Por Condicién 1 sabemos que B = 0, y reemplazando los valores asociados a las variables,
obtenemos
Yar = Bav(k) + Yka  Vk € K. (Condicién 3)

Fijemos ahora una demanda i € N(d)\K. Sea una solucién 2 = (4,1, &) € P(G, D\{d, i}, 35—
v(d) — Ap), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que syin (G, D\{d,i}) <
Smin(G, D) < 5§ —2Ap < 5 —v(d) — Ap. Construimos una solucién factible z = (y,l,z) €
P(G, D, 5) seteando I, = I, + v(d) + Ap para todo k € D\{d,i}, yre = Gre para todo
k € D\{d,i} y todo e € E, y x}; = &1 para todo k,j € D\{d,i}, k # j. Fijamos ademas
lg=0,1; =Ap, x4; = 1 y x;g = 0, y seteamos las variables y asociadas con d y i para que
representen caminos entre s(d) y t(d), y entre s(i) y t(4), respectivamente. Finalmente, fijamos
xgr = T = 1 para todo k € D\{d,i}. Es decir, situamos la demanda d a la izquierda del
intervalo, la demanda i en los proximos Ap slots a la derecha de d, y el resto de las demandas
a la derecha de estas. Esta construccién corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo
{v(d)+Ap,...,5—1}, y asignarle el intervalo de slots {0,...,v(d)+ Ap —1} a las demandas
d y i, y fijando las restantes variables de manera acorde.

Por hipétesis, existe una demanda u € K tal que (u,i) ¢ L(G,D,s) y v(u) > v(i).
Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,’,2’) como la obtenida a partir
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de z estableciendo I} = I;, = 0 y I/, = v(u). Es decir, situando las demandas i y u a la
izquierda del intervalo y la demanda d a la derecha de u. La solucién 2’ es factible dado que
la demanda d recibe intervalos que no se superponen con los intervalos asignados al resto de
las demandas y la demanda u se superpone solo con la demanda ¢, lo cual es posible dado
que (u,i) ¢ L(G, D, 3s). Por otro lado, dado que d solo tiene a la izquierda a i y a u, es decir,
Ty =,y =1,y 2, = 0 para todo j € D\ {i,u}, y siendo que Iy = v(u) = > ;e zpav(k),
entonces 2’ satisface F. De esta manera, tenemos que

Bala + Bili + Bulu + Yia%id + YudTud = Bally + Bill + Bull, + VidTig + YudThqs

y reemplazando los valores de las variables [ y x, y los coeficientes de la Condicién 1, llegamos
a

Ydi + Yau = Bav(w) + Yid + Vud-

Finalmente, aplicando Condicién 3 obtenemos
Yai = Yia Vi€ N(d)\ K. (Condicién 4)

Dado que las variables y no participan en la desigualdad de clique simple (18), se puede
demostrar de manera similar a la prueba del Teorema 3.3 que los coeficientes v son una com-
binacion lineal del sistema minimal de ecuaciones. Las condiciones presentadas muestran que
(A, Ag) es una combinacién lineal del vector de coeficientes de (18). Luego, queda demostrado
que la desigualdad de clique simple induce faceta de P(G, D, s). O

Es posible generalizar la hipétesis de que para cada demanda i € N(d) \ K exista al
menos una demanda u € K tal que (u,7) ¢ L(G,D,s) y v(u) > v(i). Para ello, introducimos
la siguiente definicidn.

Definicion 3.8. Dado un conjunto A C D y una clique K C A en G, decimos que K cubre
A (o, alternativamente, que K es una clique de cubrimiento de A) si cada vértice i € A\ K
satisface v(i) < D e\ vk v(K), v existe una solucién tal que i utiliza un camino P y cada
k € K tiene asignado un camino disjunto a P.

Dada esta definicién, resulta que K sea una clique de cubrimiento de N(d), junto a que
5> S$min(G, D)+ 3Ap, es condicién suficiente para que (18) defina una faceta de P(G, D, s).

Considerando esta generalizacién de la hipdtesis, al momento de construir la solucién 2z’
asociada a la Condicién 4, se deberia situar la demanda ¢ a la izquierda del intervalo, ubicar las
demandas de U; de forma secuencial iniciando también en la primera posicion a la izquierda y
d a la derecha de los elementos de U;. Dado que d solo tiene a la izquierda a ¢ y a los elementos
de Uj, es decir, xjq = 1, xyq = 1 para todo u € U;, y xjq = 0 para todo d € D\ {U; U {i}}, y
siendo que g = >, 7. v(u) = >y Trav(k), entonces 2’ satisface F'. Asi, se llega al mismo
resultado.

Cuando § < spin(G, D)+3Ap, no es posible garantizar que (18) defina una faceta, aunque
en este contexto es posible que esto efectivamente se cumpla, dependiendo de la estructura
del grafo G y de las especificaciones de las demandas. La desigualdad de clique simple (18)
describe la relacién entre el primer slot asignado a d y el primer slot disponible en el intervalo
{0,...,s—1}, reflejando cémo los voliimenes de las demandas conflictivas pueden desplazar a d
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hacia slots superiores. Utilizando el Teorema 3.1, podemos obtener una desigualdad simétrica
con las mismas propiedades, en este caso estableciendo una relacién analoga entre la cota
superior del intervalo asignado a d y la cota derecha de los slots disponibles.

Definicion 3.9. Sea G, el grafo de conflictos asociado con L(G, D, 5), sea d € V.. un vértice
de G, y sea K C N(d) una clique en G, definimos

la+v(d) 5= v(k)wa (19)
keK

como la desigualdad de clique simple opuesta asociada con d y K.

Teorema 3.7. La desigualdad de clique simple opuesta (19) es wvdlida para P(G,D,5).
Ademds, si para cada demanda i € N(d) \ K existe al menos una demanda u € K tal que
(u,i) ¢ L(G,D,s) yv(u) > v(i), ¥y § > smin(G, D) + 3Ap, la desigualdad induce una faceta
del poliedro.

El Teorema 3.7 se puede demostrar de manera similar al Lema 3.3 y al Teorema 3.6.

3.2.4 Desigualdades clique doble

Consideramos ahora una familia de desigualdades vélidas que describe la relaciéon entre
los intervalos de slots asignados a dos demandas vecinas en G.. A cualquier par de demandas
de este tipo siempre se les debe asignar intervalos que no se superpongan, lo que da lugar
al siguiente resultado. Si K C D, definimos v(K) como la suma del volumen de los nodos
involucrados en una clique dada K, es decir, v(K) := >, p v(k).

Definicion 3.10. Sea G, el grafo de conflictos asociado con L(G, D, 5), sea (d,d") una arista
de G,y sea K C N(d) N N(d") una clique en G.. Definimos

g+ o(d)+ Y v(k)(@ar — zaw) < lo + (5 — v(K))z4q (20)
keK

como la desigualdad de clique doble asociada con d, d' y K.

La desigualdad de clique doble (20) establece que el ultimo slot asignado a la demanda d
(es decir, l;+v(d) —1) debe ser estrictamente menor que el primer slot asignado a la demanda
d’ siempre que x4y = 1. Ademds, la distancia entre estos dos slots estd acotada interiormente
por la suma de los volumenes de todas las demandas de K cuyos intervalos de slots se sitian
entre los intervalos asignados a d y d’.

Lema 3.4. La desigualdad de clique doble (20) es vdlida para P(G,D,5).

Demostracion. Supongamos una solucién entera factible z = (y,l,z) € P(G,D,s). Dadas
las demandas d,d € D, probaremos que en los dos valores posibles para la variable x4y la
desigualdad se cumple.

» En el caso en que x4y = 1, la restriccién lg + v(d) < lgy + 5(1 — z44) se reduce a:

ld + ’U(d) < ld"
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Ademds, tenemos que la diferencia entre el lado izquierdo y derecho de la desigualdad
(20) es la siguiente:

A=[la+o(d) + Y v(k)(@a — zaw)] — [l + (5 — v(K))zad,
ek

y como zgq = 0, el término (s — v(K))zgzq es cero, obteniendo que:

A= (lg+v(d)—ly+ Z v(k)(xgr — Tark)-
keK

Dado que g+ v(d) < g, se tiene que lg + v(d) — Iy < 0.

Finalmente, como KU{d, d’} es una clique en el grafo de conflictos, cada par de demandas
del conjunto K U {d,d'} estd unido por una arista, por lo que sus intervalos asociados
no se pueden superponer, y tenemos que la expresién Iy — (I4 + v(d)) es mayor o igual
a la suma de los volimenes de las demandas cuyos intervalos se encuentren entre los
intervalos de d y d’, implicando que z satisface (20).

En el caso en que x4 = 0, la diferencia antes vista queda dada de la siguiente manera:

A=[lg+o(d) + > vk) (@a — zar)] — [la + (5 — v(K))zad),
keK

y ya que Tgq =1,

A = [lg+v(d) = lo — (5= o(K))| + Y v(k)(xak — Tark)-
keK

La restriccion Iy + v(d) < lg + 5 (1 — 244) con x4y = 0 permite deducir:

lg+v(d) <lgy+5,

de donde
i+ v(d) — Ly — (5 — 0(K)) < 5 — (5 — o(K)) = v(K).

Por consiguiente,

A<o(K)+ > vlk)(@a — Tak)-
keK

Podemos obtener A < 0 si vemos que se cumple

U(K) + Z U(k)(ﬂjdk - xd’k) <0.
keK

Siendo k € K tal que zgr =0y zgr = 1 tenemos que:

> vk) (@ar — var) < — > (k).

keK keK :xg =1 N xq,=0
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Luego,

oK)+ o(k) (wak — zaw) < v(K) - > v(k) <0,

keK keK :xg =1 A xq,=0

y de esta manera se satisface que A < 0, implicando que z satisface (20).

Asi, la desigualdad (20) se satisface para toda solucién en P(G, D, s).
O

Del mismo modo, las desigualdades de clique doble definen facetas para P(G, D, §) siempre
que para todo vértice i € N(d) N N(d') exista al menos un u € K tal que (u,i) ¢ L(G, D, 5)
y v(u) > v(i) y siempre que exista un nimero suficientemente grande de slots disponibles.

Teorema 3.8. Si para cada demanda i € (N(d) N N(d'))\K eziste al menos una demanda
u € K tal que (u,i) ¢ L(G,D,s) y v(u) > v(i), y tenemos que § > syin(G, D) +4Ap, la
desigualdad de clique doble (20) define una faceta de P(G,D,s).

Demostracion. Sea F una cara de P(G, D, s) asociada a la desigualdad de clique doble (20),
y supongamos que Az = Ao, Vz € F. Veremos que (A, A\g) = ((«, 5, 7), Ao) es una combinacién
lineal de (20)y los vectores de coeficientes del sistema minimal de ecuaciones de la formulacion,
implicando que esta desigualdad define una faceta de P(G, D, 5). Para esto, verificaremos que
los coeficientes de A cumplen ciertas condiciones, las cuales se mostraran a continuacién.

Fijemos una demanda i € D\{d, d'} arbitraria. Sea un punto 2 = (4,1, #) € P(G,D\{d,d',i},5—
v(d)—v(d")—v(i)—1) que existe dado que 5§ > spin (G, D\{d,d’,i}) < spmin(G, D) < 5—3Ap <
5—v(d)—v(d")—v(i) — 1. Construimos una solucién factible z = (y,l,z) € P(G, D, 3) seteando
I = I +v(d)+v(d') +v(i)+1 para todo k € D\{i,d,d'}, yre = Jre para todo k € D\{i,d,d'}
y todo e € E, y xj = &, para todo k,j € D\{i,d,d'}, k # j. Fijamos ademés l; = 0,
lg =v(d), l; =1y +v(d') y seteamos las variables y asociadas con i, d, d’ para que represen-
ten caminos entre s(i) y ¢(i), s(d) y t(d), y s(d’) y t(d'), respectivamente. Finalmente, fijamos
xg; = 1, gy = 1, xj, = 1 para todo k € D\{i,d,d'}. Es decir, situamos la demanda d a la
izquierda del intervalo, la demanda d’' a la derecha de d, la demanda ¢ a la derecha de d’,
un slot libre a la derecha de i, y el resto de las demandas a la derecha del slot libre. Esta
construccién corresponde a ubicar la solucién 2 en el intervalo {l; + v(i) + 1,...,5 — 1}, y
asignarle el intervalo de slots {0, ...,l;+v(i) —1} a las demandas d, d' y i, fijando las restantes
variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’, 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I} = I; + 1, es decir, moviendo la demanda 7 un slot a la derecha. La solucién
2’ es factible dado que ahora la demanda ¢ recibe un intervalo que no se superpone con los
intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que tanto z como 2’ pertenecen a F y
solo difieren en la variable [;, implicando

Bil; = Bili = Bi(li + 1).

Por lo tanto, se concluye
Bi=0 Vie D\{d,d}. (Condicién 1)
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Sea una solucién 2 = (§,1,2) € P(G, D\{d,d'},5—v(d)—v(d')), que existe puesto que este
poliedro es no vacio dado que syin (G, D\{d,d'}) < spin(G, D) < 5—2Ap < 5—v(d) —v(d').
Construimos una solucién factible z = (y,1,z) € P(G, D, 5) seteando I, = I, +v(d) +v(d') + 1
para todo k € D\{d,d'}, yre = Jre para todo k € D\{d,d'} y todo e € E, y xpp = Zpp para
todo k,k" € D\{d,d'}, k # k. Fijamos ademés lq = 0, lg = v(d), ©¢; = xgj = 1, y seteamos
las variables y asociadas con d y d’ para que representen caminos entre s(d) y t(d), y s(d')
y t(d), respectivamente. Finalmente, fijamos 24, = 1 para todo k € D\{d,d'}. Es decir,
situamos la demanda d a la izquierda del intervalo, la demanda d’ a la derecha de d, y el resto
de las demandas a la derecha de d’, manteniendo el slot contiguo a la derecha de d’ vacio. Esta
construccién corresponde a ubicar la solucién 2 en el intervalo {v(d) +v(d')+1,...,5—1},y
asignarle el intervalo de slots {0,...,v(d) +v(d")} a las demandas d y d’, fijando las restantes
variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,!’,;2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I, = lg+ 1y I, = lg + 1, es decir, moviendo las demandas d y d’ un slot
a la derecha. La solucién 2’ es factible dado que ahora las demandas d y d’ reciben intervalos
que no se superponen con los intervalos asignados al resto de las demandas. De esta forma,
tenemos que

Bala + Barla = Balyy + Barlar-

Reemplazando los valores de las variables por los dados en las soluciones, llegamos a
Ba = —PBa- (Condicién 2)

Fijemos dos demandas i,j € D \ {d,d'} tales que (i,j) € L(G,D,3). Sea una solucién
2= (g,1,&) € P(G,D\{d,d,i,j},5 —v(d) — v(d') — v(i) — v(j)), que existe puesto que este
poliedro es no vacio dado que syin (G, D\{d,d’,i,j}) < spin(G,D) < §—4Ap < 5—v(d) —
v(d") —v(i) — v(j). Construimos una solucién factible z = (y,l,x) € P(G, D, §) seteando I, =
le+v(d)+v(d)+v(i)4v(j) para todo k € D\{d,d',,j}, yre = Gie para todo k € D\{d,d',i, 5}
y todo e € E, y xgr = Zpp para todo k, k' € D\{d,d',i,j}, k # k'. Fijamos ademés [; = 0,
lj =1 +v(i), lg = l; +v(j), lo = la+v(d), Tia = Tjqg = Tia = Tjg = Tij = Taw = 1,y
seteamos las variables y asociadas con d, d’, i y j para que representen caminos entre s(d)
y t(d), s(d) y t(d), s(i) y t(i), y s(j) y t(j), respectivamente. Finalmente, fijamos x4, = 1
para todo k € D\{d,d',i,j}. Es decir, situamos la demanda i a la izquierda del intervalo, la
demanda j a la derecha de i, la demanda d a la derecha de j, la demanda d’ a la derecha de
d, y el resto de las demandas a la derecha de d’. Esta construccién corresponde a ubicar la
solucién Z en el intervalo {v(i) + v(j) + v(d) + v(d'),...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de
slots {0,...,v(i) + v(j) + v(d) + v(d’) — 1} a las demandas d, d', 7, j y fijando las restantes
variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo l;- =0y I =v(j), es decir, intercambiando los intervalos asociados a las
demandas ¢ y j. La solucién 2’ es factible dado que las demandas 7 y j reciben intervalos
que no se superponen con los intervalos asignados al resto de las demandas. Dado que las
soluciones difieren solo en las variables [;, [;, z;; y xj;, y que por el resultado previo sabemos
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que los coeficientes asociados a las variables /; y [; son nulos, se obtiene:
Yij =i V(i,j) € L(G,D,5), i,j € D\ {d,d'}. (Condicion 3)

Fijemos ahora dos demandas i,j € D \ {d,d’} tales que (i,j5) ¢ L(G,D,5). Conside-
rando una construccién anédloga al caso anterior, existe una solucién factible z = (y,l,z) €
P(G, D, s) donde los espectros asociados a las demandas i y j se superponen a la izquierda
del intervalo (lo cual es posible ya que (i,7) ¢ L(G,D,3)), con l; = 1j = x5 = xj; = 0. A
partir de 2, se construye una nueva solucién 2’ = (y/,l', ') estableciendo I; = v(i) y zi; = 1,
es decir, desplazando j a la derecha de ¢, de modo que los espectros asociados a ¢ y j no se
superponen. Asi, obtenemos que:

vi; =0 Y(i,j) ¢ L(G, D,5), i,j € D\ {d,d'}. (Condicién 4)

Fijemos ahora una demanda k € K. Sea una solucién factible Z = (g, I, %) e P(G,D\{d,d, k},5—

v(d)—v(d")—v(k)—Ap), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que syin (G, D\{d,d’, k}) <
$min(G, D) < 5§ —4Ap < 5—v(d) — v(d') — v(k) — Ap. Construimos una solucién factible
2= (y,l,x) € P(G, D, 35) seteando I; = I; +v(d) +v(d') +v(k)+Ap para todo i € D\{d,d’, k},
Yie = Yie para todo i € D\{d,d',k} y todo e € E, y x;; = &;; para todo i,j € D\{d,d', k},
i # j. Fijamos ademas I, = 0, lg = v(k), lg = v(k) +v(d), xpq = Tkar = Tqo = 1, y seteamos
las variables y asociadas con d, d' y k para que representen caminos entre s(d) y t(d), s(d') y
t(d’), y entre s(k) y t(k), respectivamente. Finalmente, fijamos x4 = z4; = xx; = 1 para todo
i € D\{d,d',k}. Es decir, situamos la demanda k a la izquierda del intervalo, la demanda d
a la derecha de k, la demanda d’ a la derecha de d, luego mantenemos Ap slots sin asignar
y finalmente el resto de las demandas a la derecha de estos slots libres. Esta construcciéon
corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo {2v(k) + v(d) +v(d’),...,5— 1}, y asignarle
el intervalo de slots {0, ...,lq+v(d) +v(k) — 1} a las demandas d y k, manteniendo Ap slots
libres, y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible z’ = (y/,1’, 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I}, = 0, I}, = v(d), I, =1}, +v(k) y «l; = 1, es decir, situando la demanda k a
la derecha de la demanda d y a la demanda d’ a la derecha de k. La solucién 2’ es factible dado
que las demandas k y d’ reciben intervalos que no se superponen con los intervalos asignados
al resto de las demandas. Dado que las soluciones difieren en las variables x4, Tgq, Ik, lar,
tenemos

Bilk + Barler + YakTar + Vea®ka = Billy + Barlly + YakTiy, + VedTha

Siendo que xg, = 0, iy = 1, B, = 0, lg = lg+v(d) y Uy = lg+v(d) + v(k), y que por
Condicién 2, tenemos 85 = — (4, obtenemos,

Yar = v(k)Ba + Vka Vk € K. (Condicién 5)

De manera andloga al caso anterior, pero planteando el intervalo de k a la derecha del
intervalo de d’ en z y luego intercambiando estos dos intervalos en 2’ de manera que el intervalo
de k quede a la izquierda del intervalo de d’, obtenemos:

Yk = v(k)Bar + year VK € K. (Condicién 6)
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Fijemos ahora una demanda i € [N(d) N N(d')] \ K. Sea una solucién 2 = (4,1,%) €
P(G,D\{d,d',i},5—v(d) —v(d") — Ap), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado
que s$min(G, D\{d,d’,i}) < smin(G,D) < § —3Ap < 5—v(d) —v(d') — Ap. Construimos
una solucién factible z = (y,1,2) € P(G,D,5) seteando Iy, = I}, + v(d) + v(d') + Ap para
todo k € D\{d,d',i}, yre = Ure para todo k € D\{d,d',i} y todo e € E, y xy; = &1, para
todo k,j € D\{d,d',i}, k # j. Fijamos ademds l; = 0, l; = Ap, lg = Ap +v(d), xig = 1,
Ty = 1y zq9 = 1, y seteamos las variables y asociadas con d, d' y i para que representen
caminos entre s(d) y t(d), s(d') y t(d'), y s(i) y t(i), respectivamente. Finalmente, fijamos
Tap = Tqp = X = 1 para todo k € D\{d,d',i}. Es decir, situamos la demanda i en los
primeros Ap slots del intervalo, la demanda d a la derecha de i, la demanda d’ a la derecha
de d y el resto de las demandas a la derecha de estas. Esta construccién corresponde a ubicar
la solucién 2 en el intervalo {Ap + v(d) + v(d'),...,5 — 1}, y asignarle el intervalo de slots
{0,...,Ap + v(d) + v(d') — 1} a las demandas d, d' y 7, y fijando las restantes variables de
manera acorde.

Por hipétesis, existe una demanda v € K tal que (u,i) ¢ L(G,D,s) y v(u) > v(i).
Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (3,1, ') como la obtenida a partir de z
estableciendo I/, = 0, I} = I}, = v(d), I, = v(d) + v(u). Es decir, situando la demanda d a la
izquierda del intervalo, las demandas 7 y u a la derecha de d y la demanda d’ a la derecha de
u. La solucién 2’ es factible dado que la demanda d recibe intervalos que no se superponen con
los intervalos asignados al resto de las demandas. Por otro lado, dado que d tiene a la derecha
aiyau,esdecr, 2/, =a, =1y ), =0,ysiendo que I}, = v(d) +v(u) = 3 1c g Trav(k),
2’ satisface F'. De esta manera y aplicando Condicién 2, Condicién 4 y Condicién 6, tenemos
que

Yai = Yia Vi € [N(d)NN(d)]\ K. (Condicién 7)

Repitiendo el argumento anterior, esta vez con d’, tenemos que
Yd'i = Yid' - (Condicién 8)

Fijemos ahora una demanda i € N(d)\N(d'). Sea una solucién 2 = (j,1, %) € P(G, D\{d,d',i},5—

v(d)—v(d")—v(i)), que existe puesto que este poliedro es no vacio dado que sy (G, D\{d,d’,i}) <
$min(G, D) < §—=3Ap < 5—v(d)—v(d")—v(i). Construimos una solucién factible z = (y,l,z) €
P(G, D, 5) seteando Iy, = I}, + v(d) 4+ v(d') 4 v(i) para todo k € D\{d,d',i}, yre = Jre para
todo k € D\{d,d’,i} y todo e € E, y x}; = & para todo k,j € D\{d,d',i}, k # j. Fijamos
ademds Iy = 0, g = v(d), l; = v(d) + v(d), xger = xg; = xg; = 1, y seteamos las variables
y asociadas con d, d' y i para que representen caminos entre s(d) y t(d), s(d') y t(d'), y s(i)
y t(i), respectivamente. Finalmente, fijamos x4, = zg = x; = 1 para todo k € D\{d,d',i}.
Es decir, situamos la demanda d a la izquierda del intervalo, la demanda d’ a la derecha de d,
la demanda i a la derecha de d’, y finalmente el resto de las demandas a la derecha de i. Esta
construccién corresponde a ubicar la solucién 2 en el intervalo {v(i) +v(d) +v(d'),...,5—1},
y asignarle el intervalo de slots {0,...,v(i) + v(d) + v(d') — 1} a las demandas d,d’" y i, y
fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2’ = (y/,1’,2") como la obtenida a partir
de z estableciendo I} = 0, I}, = v(3), I/, = v() + v(d) y z/; = 0, es decir, situando la demanda



3.2. Desigualdades validas 57

i a la izquierda del intervalo, la demanda d a la derecha de i y la demanda d’ a la derecha
de d. La solucién 2’ es factible dado que las demandas d, d’ y i reciben intervalos que no se
superponen con los intervalos asignados al resto de las demandas. Siendo que las soluciones
solo difieren en las demandas d, d’ y i, tenemos

Yai = Yia Vi € N(d)\ N(d'). (Condicién 9)

Usando la misma construccion que en el caso anterior, pero estableciendo que i sea adya-
cente a d' y no adyacente a d’, llegamos a

Yai = Yir Vi € N(d)\ N(d). (Condicién 10)

Sea una solucién 2 = (4,1,%) € P(G,D\{d,d'},5 — 2v(d) — 2v(d')), que existe puesto
que este poliedro es no vacio dado que spin (G, D\{d,d'}) < spin(G,D) < 5§ —4Ap < 5 —
2v(d) — 2v(d'). Construimos una solucién factible z = (y,l,x2) € P(G, D, 5) seteando I, =
I, + v(d) + 2v(d') para todo k € D\{d,d'}, Yxe = Gre para todo k € D\{d,d'} y todo e € E, y
T = Tpp para todo k, k' € D\{d,d'}, k # k. Fijamos ademés lg = v(d'), lg = v(d") + v(d),
gy = 1, y seteamos las variables y asociadas con d y d' para que representen caminos
entre s(d) y t(d), y s(d’) y t(d’), respectivamente. Finalmente, fijamos x4, = x4 = 1 para
todo k € D\{d,d'}. Es decir, mantenemos v(d') slots sin asignar a la izquierda del intervalo,
situamos la demanda d a la derecha del intervalo asociado a los slots libres, la demanda d’ a la
derecha de d, y el resto de las demandas a la derecha de d’, manteniendo los tiltimos v(d) slots
del intervalo sin asignar. Esta construccién corresponde a ubicar la solucién Z en el intervalo
{2v(d")+v(d)—1,...,5—v(d) — 1}, y asignarle el intervalo de slots {v(d’),...,v(d)+2v(d")} a
las demandas d y d’, manteniendo los primeros v(d’) slots y los tltimos v(d) slots sin asignar,
y fijando las restantes variables de manera acorde.

Construimos ahora una nueva solucién factible 2z’ = (y/, ', 2’) como la obtenida a partir de
z estableciendo I, =0y I/, = 5 —v(d), es decir, moviendo las demandas d’ y d a los extremos
izquierdo y derecho, respectivamente. La solucién 2’ es factible dado que ahora las demandas
d y d’ reciben intervalos que no se superponen con los intervalos asignados al resto de las
demandas y dado que zgqp — g = 0, 2/, =0y 2/, =1 para todo k € N(d) N N(d'), zy 2/
satisfacen F'. De esta forma, tenemos que

dbd d'vd’ dkLdk d'kld'k) = d:j d’ Zl’ d'k /d’k; d'd il’d-

Bala + Barla + (YakZax + YaxTar) = Baly + Baly + VarkTg + YardT
keK keK

Reemplazando los valores de lg, I/}, I!y, x40 y @), y siendo que Bq = — B4, obtenemos
> (Vawtar + Yartar) = BaS+ > YakTlyy, + Yad-

keK keK

Dado que v = v(k)Ba, Yok = —v(k)Ba vy Bar = —Bq llegamos a
0=B4(s— > v(k)) +aa
keK

Implicando que
Yard = —Ba(5 — v(K)). (Condicién 11)
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Dado que las variables y no participan en la desigualdad de clique doble (20), se puede
demostrar de manera similar a la prueba del Teorema 3.3 que los coeficientes a son una
combinacién lineal del sistema minimal de ecuaciones.

Esto demuestra que (A, Ag) es una combinacién lineal del vector de coeficientes de (20) y
de las ecuaciones del sistema minimal, dando por demostrado que la desigualdad de clique
doble define faceta de P(G, D, s). O

De manera andloga al caso de las desigualdades clique simple, es posible generalizar la
condicién de que para cada demanda i € N(d) N N(d') exista al menos una demanda u € K
tal que (u,i) ¢ L(G,D,5)y v(u) > v(i). De esta manera, que K sea una clique de cubrimiento
de N(d) N N(d'), junto a que § > spin(G, D) + 4Ap, es condicién suficiente para que (20)
defina una faceta de P(G, D, 3).

En este caso, considerando la generalizacién de la hipétesis, al momento de construir
la solucién 2’ asociada a la Condicién 7, se deberfa situar la demanda d a la izquierda del
intervalo, la demanda i y las demandas de U; (estas ubicadas de forma secuencial) iniciando
a la derecha de d y d' a la derecha de los elementos de U;. Dado que d tiene a la derecha
a todos los elementos de U;, es decir, x4, = 1 vy x4, = 0 para todo u € U;, y siendo que
o = v(d) + 2 cr, v(u) = ek Trav(k), 2’ satisface F. De esta forma, se llega al mismo
resultado.

Las desigualdades presentadas anteriormente son tutiles para fortalecer las restricciones
que definen cotas en las variables asociadas a la asignacién de los intervalos de slots. Las
desigualdades de clique simple lo hacen involucrando un vértice d en el grafo de conflictos G,
y una clique incluida en el vecindario de d, y la desigualdad de clique doble involucrando una
arista d,d’ en E. y una clique incluida en la interseccién de los vecindarios de d y d'.

3.3. Consideraciones sobre el grafo de conflictos

Las desigualdades vélidas presentadas en este capitulo estan basadas en conocer los ele-
mentos de L. Siendo éste un conjunto computacionalmente dificil de generar, ya que, como
vimos anteriormente, no se deriva Unicamente a partir de la estructura de G, sino que tam-
bién depende de 5y D, la aplicacién practica de estos resultados es compleja. Sin embargo,
es posible centrarse en un subconjunto de L para obtener resultados practicos que, si bien
no capturan toda la complejidad del enfoque original, pueden proporcionar conocimientos
significativos.

Llamemos L’ a un subconjunto de L que solo contenga elementos de L razonablemente
faciles de calcular. Un ejemplo de estos pares de demandas faciles de calcular se puede ver en
un grafo G = (V, E) compuesto por dos subgrafos disjuntos G1 = (V1, Ey) vy Go = (Va, E9)
unidos por un tnico arco puente (u,v), de manera tal que

V1 = {Sl,SQ,U}, E1 = {(sl,u), (SQ,U)}, VQ = {U,tl,tg}, E2 = {(U,tl), (U,tg)}

de modo que V = Vi U Vo U{u,v} y E = Ey U Ey U {(u,v)}. Considerando las demandas
dy = (s1,t1) y d2 = (s2,1t2), dado que los origenes de ambas demandas se hallan en Gy y sus
destinos en Gg, toda ruta factible para d; y d2 debe utilizar el arco (u,v). Esto implica que
las rutas de dy y do comparten al menos un arco en todas las soluciones de P(G, D, 3), de
manera que el conjunto L(G, D, §) contiene el par (dy,dz2). La Figura 3.4 describe el ejemplo
presentado.
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Fig. 3.4: Grafo compuesto por dos subgrafos unidos por un arco puente (u,v). Cualquier ruta que
conecte la demanda dy = (s1,t1) y la demanda ds = (s2,t2) debe utilizar (u, v), de modo que
el conjunto L(G, D, 5) incluye el par (dy, dz).

El conjunto L’ proporciona un método préctico para generar desigualdades validas e iden-
tificar candidatos que definan facetas sin requerir el conjunto completo. Aunque no captura
todas las desigualdades posibles asociadas con L, permite una derivacién eficiente de desigual-
dades que pueden ser aplicadas para fortalecer la formulacién del problema en la practica.

Identificar los elementos de L faciles de generar también es un desafio. En el ejemplo
anterior, los pares de demandas unidos por un puente en comun representan un subconjunto
facilmente identificable, pero la identificacién de otros pares de demandas a menudo depende
de caracteristicas especificas de la instancia, y puede ser necesario considerar otros atributos
de la misma, como los voliimenes de las demandas o todos los caminos posibles para ciertas
demandas.

Un enfoque que puede resultar 1til para identificar pares de demandas conflictivos con-
siste en analizar la conectividad del grafo. En particular, los puntos de articulacion y los
arcos puentes dividen el grafo en componentes que pueden tratarse de manera independiente,
determinando subconjuntos de demandas cuya conectividad las obliga a compartir ciertos
enlaces entre dichas componentes. Esta descomposicién reduce la complejidad asociada con
la construccién de subconjuntos de L.

Dada esta complejidad, vale la pena estudiar una relajaciéon de este problema, siendo que
simplificando ciertas restricciones podriamos obtener informacion ttil sobre la estructura de
P(G, D, s), lo que ayudaria a mejorar la resolucién exacta del RSA en la practica. Llevamos
a cabo esta tarea en el siguiente capitulo.
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4. ESTUDIO POLIEDRAL DE UNA RELAJACION DEL PROBLEMA

Los resultados presentados en el capitulo anterior sugieren que estudiar las propiedades
de facetitud de la formulacién DR-AOV puede ser dificil. Con el fin de enfocarnos en la
asignacién de espectro, en este capitulo introducimos y analizamos una formulacién relajada
que solamente se enfoca en la componente de asignacién de espectro y deja de lado la definicién
de las rutas para las demandas. La regién factible de esta formulacién relajada incluira a la
proyeccién de P(G, D, s) sobre las variables [ y x, de modo tal que toda desigualdad valida
para esta relajacion es valida para la formulacién DR-AOV. Por este motivo, estudiar su
estructura combinatoria no sélo constituye un aporte desde el punto de vista tedrico, sino que
provee desigualdades trasladables de forma directa a la resolucién del RSA en un entorno de
planos de corte.

Dado un conjunto D de demandas, un volumen v(i) € Z, asignado a cada demanda
1 € D, y una cantidad § € Z, de slots disponibles, consideramos la siguiente formulacién. Al
igual que en el capitulo anterior, la variable entera [; representa el inicio del intervalo de v(7)
slots asignados a la demanda 4, para 7 € D, y la variable binaria z;; representa si el intervalo
asignado a la demanda ¢ se encuentra a la izquierda del intervalo asignado a la demanda 7,
parai,j € D, i # j.

Li+v() < 1j+5(1—wxy) Vi,j € D, i # 7, (4.1)
vty <1 Vi,je D, i+ 7, (4.2)
0 < I < 5—wv(i) Vi e D, (4.3)

vy € {0,1} Vi,jeD, i (4.4)

Las restricciones de antiparalelismo (4.1) exigen que los intervalos de slots asignados a
las demandas ¢ y j sean disjuntos siempre que x;; = 1 0o xj; = 1, para i,j € D, i # j. Las
restricciones de 2-ciclos (4.2) establecen que x;; = x;; = 1 no es factible, para i,j € D, i # j.
Sin embargo, no es obligatorio que z;; + xj; = 1, es decir, permitimos que los intervalos de
slots asociados se superpongan estableciendo z;; = xj; = 0. Esta situaciéon también es factible
en la formulacién original, aunque en conexién con los intervalos de slots asignados a ¢ y j.
La restriccién (4.3) establece la no negatividad l; > 0 y una cota superior para la variable de
cada demanda ¢ € D. Finalmente, las restricciones (4.4) establecen que las variables x son
binarias.

En la Figura 4.1 se muestran dos soluciones factibles de la formulacién relajada a una
instancia simple donde D = {1, 2}, tal que v(1) = 3, v(2) = 5,y § = 12. En la subfigura 4.1-(a)
se presenta una solucion tal que 1 y 2 ocupan intervalos de slots disjuntos y se establece 15 = 1
para reflejar que {1 +v(1) < l. Por otro lado, en la subfigura 4.1-(b) se muestra una asignacién
en la que los intervalos asignados a 1 y 2 tienen un slot en comun, donde x12 = x91 = 0.

En este capitulo se presentan diversas familias de desigualdades vélidas para la formula-
cién relajada. Como toda desigualdad vélida para dicha relajacién es valida para P(G, D, §),
se pone especial énfasis en caracterizar las que, ademads, definen facetas. Buscamos establecer
las condiciones que garantizan esta propiedad y analizar la complejidad computacional de los
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2 2

(a) X12 21, 21 ZO7 ll 21, l2 =1. (b) 12 = T21 :O, ll 22, 12 =4.

Fig. 4.1: Ejemplo de dos soluciones factibles de la formulacién relajada a una instancia simple de dos
demandas 1, 2, donde v(1) =3, v(2) =5,y § = 12.

problemas de separacién asociados. El objetivo principal es identificar familias de desigual-
dades validas fuertes que podrian ser tutiles dentro de un entorno de planos de corte para
resolver el RSA.

4.1. Propiedades generales del poliedro asociado a la relajacion

Definimos el poliedro RP(D, ) como la cédpsula convexa de todas las soluciones (I, z) €
ZIPIH(IDP=IDD) que satisfacen las restricciones (4.1)-(4.4). Para i € D, sea e; el vector unitario
de dimensién |D| que tiene valor 1 en la entrada correspondiente a la demanda i. De manera
similar, para i,j € D, i # j, sea e;j; el vector unitario de dimensién |D|(|D| — 1) que tiene
valor 1 en la entrada correspondiente al par de demandas (i, j), donde los pares de demandas
estdn ordenados lexicogréficamente, de manera que la notacién e;; se refiere a una entrada
fija de e para cualquier i,j € D, i # j fija. Definimos 0 = (0,...,0) € ZP! como el vector de
ceros de longitud |D|.

Teorema 4.1. El poliedro RP(D, 5) tiene dimensién completa |D|? si y solo si 5 > v(i)+v(3)
para cada i,j € D, i # j.

Demostracion. Supongamos primero § > v(i) + v(j) para cada i,j5 € D, i # j. Se puede
observar que existen soluciones (I,z) € RP(D, s) con

s [ =0 Yy T = 0,
s [=¢ yx=0paratodoi e D,y
» [ =0(i)-e; y z = e;; para todos los pares de demandas diferentes i,j € D, i # j.

Todos estos puntos pertenecen a RP(D, 5) y son afinmente independientes, lo que demuestra
que la dimensién de RP(D,5) es |D|+ (|D|? — |D|) = | D|?. Por el contrario, si v(i) +v(j) < 5
para algtin ¢,j € D, ¢ # j, entonces cualquier solucién factible tiene x;; = x; = 0, por lo
tanto RP(D, 5) no tiene dimensién completa en este caso.

O

Al igual que el poliedro asociado a la formulacion DR-AOV presentado en la Seccién 3.1 y
el asociado a la formulacién de chromatic scheduling presentado en la Seccién 3.2, RP(D, s)
satisface una propiedad de simetria, la cual viene dada como se describe a continuacion. Para
cada solucién (I,x) € RP(D,5), definimos su solucién simétrica z = (I, %) con respecto a la
asignacioén de espectro, con [ = 5-1 —v — [, donde v denota el vector que describe el volumen
de las demandas en D, y Z tiene entradas Z;; = x;; para todo par de demandas diferentes
i,j € D. De hecho, (I,Z) se obtiene reemplazando el intervalo I(i) = {l;,...,l; + v(i) — 1} en
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(1, z) para todas las demandas i € D por su “espejo” I1(i) = {5 —v(i) —l;,...,5—1; — 1}, con
respecto al espectro {0,...,5 — 1}, y claramente tenemos que la solucién simétrica asociada
con (I,Z) es (I,z). La Figura 4.2 ilustra la correspondencia entre una solucién de RP(D,5) y
la solucién simétrica asociada. Debido a la simetria de las soluciones que componen RP (D, 3),
obtenemos inmediatamente el siguiente resultado.

Solucién original

L] [z]

Solucién simétrica

Fig. 4.2: Ejemplo de la simetria presente en RP(D,5) sobre una instancia con dos demandas 1y 2,
donde v(1) = 4, v(2) = 3 y § = 16. La figura superior representa una solucién (I, z) donde
x12 = 1, zo1 = 0, [; = 3 y Iy = 10, mientras que la inferior muestra la solucién simétrica
asociada (I,z) donde Z1o =0, o1 = 1, [; =9y Iy = 3.

Teorema 4.2. Sea aTl+ Tz < 7y una desigualdad vdlida (respectivamente, que define faceta)
de RP(D,3), entonces la desigualdad simétrica —aTl + 3Tz < 79 — aT(51 — v) es vdlida
(respectivamente, define faceta) para P(G,D,5), donde Baqy := Bgq para cada d,d € D,
d#d .

Demostracion. Primero probaremos que la desigualdad —aTl+3Tz < mp—aT(51—v) es valida
para RP(D,3). Sea (I,x) € RP(D,5) una solucién factible y sea (I,Z) la solucién simétrica
asociada a (I, ), donde l; = 5—v(i)—l; parai € Dy Z;j = xj; parai,j € D, i # j. Verificamos
primero que (I,7) € RP(D, 3) mostrando que esta solucién también satisface (4.1)—(4.4).

s Restricciones de antiparalelismo. Para i,j € D,i # j, tenemos que
li+v(i) = (58 —v(@) = ;) +v(i) =5 -1,
Li4+51—25)=(5—v()— ) +5(1 —zji) =5 —v(j) —j +5— 5.
La restriccién de antiparalelismo que debe verificarse es
5=l <5 —v(j) — I +5(1 - 251),
0, equivalentemente,
li—=l)+5—v(j)—5x5 > 0.
Es facil ver que esta 1ltima expresién es exactamente la restriccion de antiparalelismo

(4.1) escrita para el par (j,7) y, como (I,z) es una solucién factible, se cumple esta
desigualdad.

s Restricciones de 2-ciclos. Para todo i # j, tenemos que
Tij + Ty = xj + w5 < 1,

dado que (I, x) satisface (4.2).
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» Cotas de las variables . De 0 < 1; < § —v(i) se deduce

de modo que (I,Z) cumple (4.3).

» Dominio de las variables x. El cambio de x;; por xj; no altera el dominio de la variable,

por lo que (4.4) permanece siendo vélido.

Dado que (I,Z) es una solucién factible, entonces cumple la desigualdad vélida, es decir
aTl+ 7z < mp. Pero aTl+ 872 = aT(51 —v —1) + Tx. Como (I, z) es una solucién arbitraria,
entonces la desigualdad —aTl + Tz < 79 — aT(51 — v) es también vélida para RP(D, 3).
Ahora, sea H = {(I,x) € RP(D,5) : aTl 4+ Tz = my} la cara asociada a la desigualdad.
Dado que hay k& = dim(RP(D, 5)) puntos afinmente independientes en H, (I*,21), ..., (I¥, z%),

construyendo la solucién simétrica asociada a cada uno de ellos, obtenemos los puntos (I*, z!), ...

Estos puntos cumplen
—aTl" + 87" = mg — aT (51 — v), h=1,... k.

Dado que cada uno de los puntos (I',z'),..., (¥, Z¥) se obtiene reflejando la asignacién de
slots con respecto a (5 — 1)/2, lo cual es una transformacién afin, el conjunto H' = {(I,z) €
RP(D,5): —aTl + Tz = m9 — aT(51 — v)} contiene k puntos afinmente independientes. Por
lo tanto, si aTl + Tz < my define una faceta, entonces su desigualdad simétrica también lo

hace.
O

En particular, tenemos las siguientes consecuencias para las restricciones que definen
RP(D,s).

Corolario 4.1.

1. La restriccion de antiparalelismo l; + v(i) < lj + 5(1 — x45) es simétrica a lj + v(j) <
li + 5(1 — zj;), para cualquier i,j € D, i # j.

2. La restriccion de 2-ciclos x5 + x5 < 1 es simétrica consigo misma (es decir, su restric-
cion simétrica es nuevamente x;; + xj; < 1), para cualquier i,j € D, i # j.

3. La cota inferior 0 < l; para l; es simétrica a su cota superiorl; < §—wv(i), para cualquier
1€ D.

Con respecto a las restricciones de la formulacion de PLE relajada presentada, tenemos
el siguiente resultado directo.

Proposicion 4.1. Si § > v(i) +v(j), entonces
1. Las restricciones de antiparalelismo (4.1) definen facetas de RP(D,5),

2. Las restricciones de 2-ciclos (4.2) definen facetas de RP(D,3s), y

7(l7€7

7k

).
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3. La restriccion de no negatividad x;; > 0 define una faceta de RP(D,5), para i,j € D,

i .
Demostracion. Consideremos las caras F', G y H de RP(D,s) definidas por (4.1), (4.2) y
xi; > 0, respectivamente, para i,j € D, i # j fijos. La hipotesis sobre 5 implica que RP(D, 5)

tiene dimensién completa, por el Teorema 4.1, por lo que la demostracion consiste en construir,

para cada una de las caras definidas, |D|? soluciones afinmente independientes que satisfagan

la cara en cuestién por igualdad.

1. Consideremos las siguientes soluciones factibles que satisfacen (4.1) por igualdad.

La solucién ((5 — v(i)) e;, 0) cumple (4.1) por igualdad.

Para cada k € D \ {i,j}, construimos la solucién ((5 — v(i))e; + ex, 0). Como
zi; =0y l; =0, (4.1) se cumple por igualdad.

Las soluciones ((§ —v(i) —v(j))e; + (5—v(i))ei, €ji) y (v(i)ej, e;j) cumplen
(4.1) por igualdad.

Para cada par ordenado (p,q) € (D x D)\ {(i,7)}, p # ¢, realizamos la siguiente
construccién. Si g # i consideramos la solucién ((5 — v(i)) e; + v(p) eq, €pq). Por
otra parte, si ¢ = i entonces tomamos la solucién ((5 — v(i)) €;, €p9). En ambos
casos la solucién cumple (4.1) por igualdad.

Es facil ver que los puntos dados son afinmente independientes, dado que cada punto

en la secuencia especificada asigna un valor no nulo a una variable que en las soluciones

anteriores estaba en cero. Ademas, se tienen |D|? = dim(RP(D, 3)) soluciones en F' por
lo que (4.1) define una faceta de RP(D, s).

2. Consideremos las siguientes soluciones factibles que satisfacen (4.2) por igualdad.

Para cada k € D\{j}, consideremos la solucién (v(i) e;+ ey, €;;), que cumple (4.2)
por igualdad dado que tiene x;; = 1.

Consideremos ademds la solucién (v(i) e;, €;5), que también cumple (4.2) por igual-
dad.

Consideramos ademés las soluciones (v(j) €;, €5:) y ((v(j)+1) e;, €j;). La segunda
solucion es afinmente independiente con las anteriores, dado que no cumple [; =
v(j)xj; mientras que las soluciones anteriores si cumplen esta ecuacién.

Para cada (p,q) € (D x D)\ {(4,7),(J,0)}, p # q, si ¢ # i y q # j entonces
construimos la solucién (v(p) eq + v(i) €;, €5 + €pq). Si ¢ = i construimos la so-
lucién (méx{v(j),v(p)} i, €ji + €pq). Finalmente, si ¢ = j entonces construimos
la solucién (méx{v(i),v(p)} €;, €ij + epq). En todos los casos, se cumple (4.1) por
igualdad y se tiene x,, = 1.

Nuevamente, es facil ver que los puntos dados son afinmente independientes. Ademas,
se tienen |D|? = dim(RP(D, 5)) soluciones en G por lo que (4.2) define una faceta de
RP(D,s).
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3. Consideremos las siguientes soluciones factibles que satisfacen la restriccion de no ne-
gatividad x;; > 0 por igualdad.

= La solucién (O, O) cumple z;; = 0.
= Para cada k € D, construimos la solucién (ek, O). Dado que I, = 1 y todas las
variables x, incluida x;;, valen 0, se cumple z;; = 0.

» Para cada par ordenado (p,q) € (D x D)\ {(4,7)}, p # ¢, construimos la solucién
(v(p) €q, epq). En estas soluciones solamente z,, vale 1, por lo tanto se cumple
SL‘Z']' =0.

Los puntos dados son afinmente independientes, puesto que en todas las soluciones
(excepto la primera) una variable toma un valor positivo y en las soluciones anteriores
esta variable tiene valor nulo. Ademds, se tienen |D|?> = dim(RP(D, 5)) soluciones en
H por lo que la restriccién de no negatividad x;; > 0 define una faceta de RP(D, 5).

O]

Los resultados presentados en la siguiente seccién implican que la restriccién z;; < 1y las
cotas l; > 0y l; < 5—w(i) estdn dominadas por desigualdades validas més fuertes, de manera
que estas restricciones no definen facetas de RP(D, s).

4.2. Familias de desigualdades validas

En esta seccién presentamos varias familias de desigualdades vélidas para RP(D, 5), mo-
tivadas por el hecho de que cualquier desigualdad valida para este politopo también sera
valida para la formulacion DR-AOV del RSA. Los resultados de facetitud no se traducen
directamente de un politopo a otro, pero ain asi pueden proporcionar una idea sobre la forta-
leza de las desigualdades identificadas, por lo que también abordamos esta cuestién. Sumado
a esto, exploraremos los problemas de separacion asociados con cada familia presentada de
desigualdades validas, mostrando que es posible resolver todas ellas en tiempo polinomial.

4.2.1 Desigualdades telescopicas

La idea de las siguientes familias de desigualdades es definir cotas para cada demanda
1 € D en funciéon de la suma de las diferencias de volumen entre elementos consecutivos de un
conjunto de demandas que se encuentran a la izquierda o a la derecha de i. Las desigualdades
resultantes proporcionan una versién reforzada de las restricciones (4.3) que especifican cotas
inferiores y superiores para las variables [.

Definicion 4.1. Seai € Dy A= {ji,...,j51} € D\{i} conv(j;) > v(j—1) paral=2,...,t.

Definimos
U(jl) sil=1
& = . . .
v(5;1) —v(ji—1) en caso contrario
para l=1,...,t. En este contexto, definimos

t
l; > Z Qg T4, (45)
=1
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como la desigualdad telescopica izquierda (LTI), y
t
li<s-— v(l) - Zajlxijw (4'6)
=1

como la desigualdad telescdpica derecha (RTI) asociada con iy A.

En la Figura 4.3 se presenta de manera esquematica cémo se construyen las desigualdades
telescopicas. En la parte izquierda se representan, a distinta altura, los valores asociados a los
coeficientes a para las demandas ji, jo y j3. De este modo, se ve que el valor para la demanda
J1 es su propio volumen, mientras que para las demandas sucesivas se toma la diferencia de
volumen con respecto a la demanda “anterior”, siguiendo el orden establecido por la definicién,
esto es v(j2) —v(j1) y v(j3) — v(j2) para las demandas jo y js, respectivamente. A la derecha,
el intervalo de la demanda ¢ muestra que la cota para [; queda definida a partir de la suma de
estas diferencias (o de la diferencia con § — v(i) en el caso de la variante izquierda), tal como
establecen las desigualdades I; > > a2, vy li < 5—v(i) — > aj,x45,. La figura busca mostrar
c6mo, en el acumulado de estas diferencias de volumen, se obtienen cotas méas ajustadas para
las variables [ que las dadas por las restricciones basicas de la formulacién.

J1 I V(2 - V(1)

JZ ] V(i3) - V({j2)

—_— .uter

2 ][' ]

Fig. 4.3: Representacién grafica de la construccién del coeficiente v asociado a las demandas, utilizado
para definir las desigualdades telescopicas izquierda y derecha de una demanda 4 y un conjunto

A= {j1,Jo, J3}-

Para cualquier i € Dy A C D\ {i}, la desigualdad RTI es simétrica a la desigualdad
LTI asociada. Por lo tanto, todos los resultados de validez y facetitud para las desigualdades
LTI también se aplican a las desigualdades RTI. Si A C D, recordemos que llamamos

v(A) = 2ieav(d):
Proposicion 4.2. Las desigualdades telescopicas izquierda y derecha son vdlidas para RP(D, 5).

Demostracién. Sea (I,z) € RP(D,5) N ZIP" una solucién factible arbitraria, y r € {1,...,t}
el indice més grande de {1,...,t} tal que x;; = 1. El célculo

r t
L=l +o(is) > v(ie) =Y o > Y g,
=1 =1

muestra que ([, z) satisface (4.5), y el Corolario 4.1 implica que (I, z) satisface (4.6).



68 4. Estudio poliedral de una relajacion del problema

Teorema 4.3. Seani € D y A C D\{i}. Las desigualdades LTI y RTI asociadas con i y A
definen facetas de RP(D,3) si

(a) 3> v(k)+ v(k') para todo k,k' € D, k #Fk, y

(b) v(jt) = méxpep iy (k).

Demostracion. La hip6tesis (a) implica que RP(D,s) es de dimensién completa, por el Teo-
rema 4.1. Consideremos las siguientes soluciones factibles que satisfacen (4.5) por igualdad.
Sea 3 := (0, 0) la solucién factible que tiene todas las entradas | y = con valores nulos. Este
vector es una solucion valida y se encuentra en la cara F' definida por [; > Zle aj,xj,;. Para
k € D\ {i}, definimos la solucién y* := (e, 0) como la solucién obtenida al establecer I = 1
y dejando las variables restantes con valores nulos. Nuevamente, no es dificil verificar que
y* € F. Finalmente, para k,k’ € D, k # k', consideremos la solucién y**" construida de la

siguiente manera:

» Sik=1iyk' € A, entonces las entradas x,; para todos los r € A con v(r) < v(k') se
establecen con valor 1. También fijamos ; = v(k') y dejamos todos los valores restantes
con valores nulos. Tenemos que 271521 ajz;; = v(k') = 1;, por lo que esta solucién
satisface (4.5) por igualdad.

» Sik=1iyk' & A, entonces fijamos z,; = 1 para cadar € AU{k’}. También establecemos
l; = v(ji), mientras que todas las variables restantes se fijan en valores nulos. El calculo
Z’;:l o, = v(ji) junto con la hipétesis (b) implica que esta solucién es factible y también
satisface (4.5) por igualdad.

» Si k # i, entonces fijamos z, = 1, Iy, = v(k') y todas las variables restantes con valores

nulos. Nuevamente, dicha solucién satisface (4.5) por igualdad.

No es dificil verificar que los puntos en A := {3°} U {yk}kep\{i} U {ykkl}k,k/eD,k;ﬁk’ son afin-
mente independientes. Ademds, A esta compuesto por |D|? = dim(RP(D, 5)) soluciones en F,
por lo que (4.5) define una faceta de RP(D, s). Por el Teorema 4.2, la desigualdad simétrica

(4.6) también define una faceta de este politopo.
O

Si la hipétesis (a) del Teorema 4.3 se cumple, entonces la hipdtesis (b) también es necesaria
para la facetitud. De hecho, si existe una demanda k € D\{i} con v(k) > v(j;), entonces no es
posible construir una solucién que satisfaga (4.5) por igualdad y tal que x; = 1, ya que esto
implicaria que Zle aj,xji < v(je) <wv(k) <I;. Luego, tenemos que xy; = 0 en cada solucién
en la cara de RP(D, 5) definida por (4.5) que, por la dimensién completa de RP(D, §), no es
una faceta de este politopo.

Dada una solucién fraccionaria (I*,x*), el problema de separacion asociado a una familia
F de desigualdades validas consiste en determinar si existe o no alguna desigualdad de F
violada por (I*,z*). El siguiente resultado muestra que las desigualdades LTI y RTI pueden
ser separadas en tiempo polinomial mediante una reduccién al problema de camino minimo
en grafos dirigidos. Para k € Z,, definimos sp(k) como la complejidad computacional del
camino minimo en un grafo aciclico dirigido con k nodos.
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Teorema 4.4. Las desigualdades LTI y RTI admiten un procedimiento de separacion que
puede ejecutarse en tiempo O(|D|sp(|D])).

Demostracién. Fijamos un i € D y consideramos el grafo dirigido G* = (D U {0}, E?), donde

E'" = {(0,5):j€ D}

U {5 15,5 € D\{i},v(5) < v(5)}
U {(4.1):j € D\{i}}.
Recordemos que D = {1,...,n}, por lo tanto 0 ¢ D. En este contexto, cualquier camino

P =(0,7j1,...,7t 1) en G* desde el nodo 0 al nodo i representa un conjunto Ap = {j1,...,j:} C
D\{i} con v(j;) > v(ji—1) para I = 2,...,t, tal como lo requieren las desigualdades LTI.
Asociamos un peso w, a cada arco e € E' de este grafo de la siguiente manera:

= v(j) 93 para j € D\{i},
wjj (U(J’) v(f)) 5 para j, i’ € D\{i},v(j) < v(j"),
wj; = 0 para j € (D U{0})\{i}.

Con esta definicién, el peso de un camino P es igual al lado derecho de la desigualdad LT'1
(4.5) asociada con i y Ap. En consecuencia, existe un camino de 0 a i en este grafo con peso
mayor que [} siy solo si existe una desigualdad LTI violada asociada con 7. Calcular el camino
de peso méaximo de 0 a i en este grafo -que puede realizarse mediante cualquier algoritmo de
camino minimo que admita arcos de peso negativo, ya que G* es un grafo aciclico dirigido-
proporciona dicho camino, siempre que tal camino exista.

O]

4.2.2 Desigualdades telescopicas reforzadas

Las familias de desigualdades que se presentardn en esta subseccion estan basadas en la
idea de las presentadas en la seccién anterior, con la diferencia de que, para definir las cotas
de cada demanda ¢ € D, ademads de la suma telescépica de los volimenes de un conjunto de
demandas que se ubiquen ya sea a la izquierda o a la derecha de %, se tomara en cuenta otra

demanda k € D\ {i}.

Definicion 4.2. Sean i,k € D, i #ky A = {j1,...,5¢} € D\{i,k} con A # 0y v(j) >
v(ji—1) para l = 2,...,t. Definimos

B {v(jl) sil=1
Qj =

v(ji) —v(ji—1) en caso contrario

paral=1,...,t. En este contexto, definimos

t

i > (o(k) + v0)aw + 3 i — (), (4.7)
=1
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como la desigualdad telescdpica reforzada izquierda (LRTI), y

t

51— (i) 2 (o(k) + 00z + 3 agang, — o). (4.8)
=1

como la desigualdad telescdpica reforzada derecha (RRTI) asociada con i, j y A.

Para cualquier i,k € D, i # k y cada A C D\ {i}, la desigualdad telescépica reforzada
derecha asociada con i, j y A es simétrica a la desigualdad telescépica reforzada izquierda aso-
ciada a 7, j y A. Por lo tanto, todos los resultados de validez y facetitud para las desigualdades
LRTI también se aplican a las desigualdades RRT'I.

Proposicion 4.3. Las desigualdades telescopicas reforzadas izquierda (4.7) y las desigualda-
des telescdpicas reforzadas derecha (4.8) son vdlidas para RP(D,5).

Demostracién. Sea (I,z) € RP(D,5) N ZPP” una solucién factible arbitraria. Si zy; = 0,
entonces Y 5_; o, zk < Soi_y aj, = v(j;) implica que el lado izquierdo de (4.7) es menor o
igual a 0, por lo tanto (4.7) se satisface con ([, x). Por lo tanto, supongamos que xg; = 1.
Definimos A := {l € {1,...,t} : xj;; = 1}, y establecemos v = max{v(j;) : l € A} si A# 0y
v =0si A= (. Tenemos Zle Tk = > yeq @ < 0. Como xg; = 1, entonces l; > Iy + v(k)
y, ademds, [, > v. Combinando estas observaciones, obtenemos que (I, x) satisface (4.7). Dado
que (I,x) es una solucién factible arbitraria, se concluye que (4.7) es una desigualdad vélida
para RP(D,s).

0

Teorema 4.5. Sean i,k € D, i # k y A C D\{i,k}. Las desigualdades LRTT y RRTI
asociadas a i, k y A definen facetas de RP(D,s) si

(a) v(i) +v(k) +v(r) < § para todo r € D\{i,k}, y
(b) v(r) <wv(je) +v(k) para todo r € D\(AU{i, k}).

Demostracion. Consideremos la cara F' de RP(D,s) definida por (4.7). La hipétesis (a) im-
plica que RP(D, s) tiene dimensién completa, por el Teorema 4.1, por lo que la demostracién
consiste en construir |D|? soluciones afinmente independientes dentro de F' (es decir, que
satisfacen (4.7) por igualdad).

» Construimos una solucién y° = (1°,2°) estableciendo I, = 0, [; = v(k) y I, = v(k) +v(i)
para cada r € D\{4, k}. También fijamos x; = xj, = 1 paral =1,...,ty establecemos
las variables x restantes en valores nulos, por lo que 3° € F.

» Para cada r € D\{i, k}, construimos las soluciones (1%, 2° + ep,.), (19,2° + e;,), y (10 +
er,2"). Estas soluciones son afinmente independientes con las soluciones construidas
previamente, que tienen zy, = 0, z;; = 0, y [, = 0. De esta manera construimos 3|D|—6

soluciones.
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» Ahora, para r = 1,...,t, construimos la solucién y" = (I", z") estableciendo I, = v(j,),
l; = v(jr) + v(k), y dejando las [ variables restantes con valores nulos. También esta-
blecemos xp; = 1, z;,, = 1 para s = 1,...,r, dejando las z variables restantes con
valores nulos. Tenemos 3" € R y, ademads, y" es afinmente independientes con las solu-
ciones construidas previamente, ya que x;.; = 1 en esta soluciéon pero x; = 0 en las
soluciones anteriores. Esta construccién proporciona t nuevas soluciones.

» Paracadar € D\{i, k}, construimos la solucién (I, x'+e,;). Esta solucién es factible por
la hip6tesis (b) y es afinmente independiente con las soluciones construidas previamente,
las cuales tienen x,; = 0. De esta manera construimos |D| — 2 soluciones.

» Consideremos ahora la solucién w® = (I, &) definida estableciendo I = 5 —v(k) y I, = 0
para cada r € D\{k}. También fijamos x;, = 1 paral=1,...,t, y dejamos las variables
x restantes con valores nulos. Tenemos w® € F dado que el lado derecho de (4.7) es nulo
para esta solucién. Ademés, w es afinmente independiente con las soluciones anteriores,
yva que zp; = 0 en esta solucién, siendo que las soluciones anteriores tienen xx; = 1. Por
otro lado, consideramos la solucién (i , & + e, es decir, la solucién obtenida de w® al
hacer x;; = 1. Esta solucién es afinmente independiente con las soluciones construidas
previamente, que tienen z;; = 0. Finalmente, construimos la solucién (i —eg, Z), es decir,
la solucién obtenida de w® disminuyendo [;;, en una unidad. Esta solucién es afinmente
independiente con las soluciones anteriores, que satisfacen

t

Ik = E :O‘jlezk + (8 —v(k)(1 — zi),
=1
mientras que esta nueva solucion no lo hace. De esta manera, construimos tres nuevas
soluciones afinmente independientes en F'.

s Para cada r € D\(AU {i, k}), construimos la solucién (I, + e,1), es decir, la solucién
obtenida de w® fijando z,, = 1. Esta solucién es afinmente independiente con las solu-
ciones anteriores, que tienen z,;, = 0. De esta manera construimos |D| — ¢ — 2 nuevas
soluciones afinmente independientes en F'.

» Para cada r,s € D\{i,k}, r # s, construimos una solucién a partir de w® estableciendo
l, =0,1ls =v(r)y ;s = 1 y dejando las variables restantes sin cambios. Nuevamente,
esta solucidn es afinmente independiente con las soluciones anteriores, que tienen x,; = 0
y esto proporciona (|D| — 2)(]D| — 3) nuevos puntos afinmente independientes.

De esta manera, hemos construido | D|? soluciones afinmente independientes en F'y, por tanto,
define una faceta de RP(D, s).
O

Nuevamente, las desigualdades LRT'I y RRT'I pueden separarse en tiempo polinomial, a
través de una reduccion al problema de camino minimo en grafos dirigidos.

Teorema 4.6. Las desigualdades LRTI y RRTI admiten un procedimiento de separacion
que puede ejecutarse en tiempo O(|D|?sp(|D))).
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Demostracion. Para cada par de demandas i,k € D, i # k, construimos el grafo dirigido
G/ = ((D\{k}) U {0}, E"/¥), donde

EVF = {(0,4):j € D\{i,k}}
U {4 15,5 € D\{i, k},v(5) < (i)}
U {(,4):j € D\{i, k}}.
Cualquier camino P = (0, j1,...,Jt, 1) en G/* desde el nodo 0 al nodo i representa un con-

junto Ap = {j1,...,75:} € D\{i} con v(j;) > v(ji—1) para [ = 2,...,t. Dada una solucién
fraccionaria (I*,x*), asociamos un peso w, a cada arco e € Ei/k de este grafo, definido como

woj = v(j) x;‘k para j € D\{i, k},
wiy = (W(5') = v(5)) T, para j, j' € D\{i, k},v(j) <w(j"),
wji = —v(j) +v(j) T3, para j € D\{i,k}.

Existe un camino de 0 a i en este grafo con peso mayor que [ — v(k) x}, si y solo si existe
una desigualdad LRTI violada asociada con i y k. Nétese que G/* no incluye un arco de 0
a i para asegurar que A # (), como lo requieren las desigualdades LRTI. Combinando estas

observaciones, se obtiene el resultado deseado.
O

4.2.3 Desigualdades telescopicas extendidas

Las familias de desigualdades que se presentardn en esta subseccién siguen la idea de
las presentadas en la seccién anterior. En este caso, fijamos una demanda ¢ y una segunda
demanda k, y consideramos las demandas entre ellas, ademéas de las demandas a la izquierda
de la demanda k. Aunque la desigualdad resultante tiene muchos términos de “correccién” y
puede parecer débil, la cara asociada es, de hecho, una faceta del politopo estudiado.

Definicion 4.3. Seai,k € D,i #ky A= {j1,...,51} € D\{i,k}con A # Dyv(j) > v(ji—1)
para |l = 2,...,t. Definimos

{U(jl) sil=1
Qg5 =

v(j;) —v(j—1) caso contrario

paral=1,...,t. En este contexto, definimos

t
li > v(k)xg + Z Qg (mjlz‘ + Xk + Trj, — 1), (4.9)
=1

como la desigualdad telescdpica extendida izquierda (LETI) y

t
li <s5-— U(Z) — v(k):cik — Z Ay, (.’L‘jlk + Ty, + Tjk — 1), (4.10)
=1

como la desigualdad telescopica extendida derecha (RETI) asociada con i, k'y A.
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Nuevamente, las desigualdades RET'I son simétricas a las desigualdades LET'I, por lo que
con demostrar validez y facetitud para una de ellas queda demostrada la validez y facetitud
de la desigualdad simétrica.

Proposicion 4.4. Las desigualdades telescopicas extendidas (4.9) y (4.10) son vdlidas para
RP(D,s).

Demostracion. Sea (I,z) € RP(D,5) N ZP* una solucién factible arbitraria y consideremos
los siguientes casos:

» Caso 1: zy; = 0. Llamemos A := {l € {1,...,t} : xj,; = 1}. Tenemos [; > maxjc 4, v(j;) >
ZleAl aj,. Dado que, ademads, z,; +x1j, < 1 paral =1,...,t, el siguiente cdlculo mues-
tra que (4.9) se cumple:

t
o(k) @ri + Yl bt ag, —1) < Y ag <
=0 =1 <0 leA;

» Caso 2: zg; = 1. Esto implica que l; > I + v(k). Llamemos A4; := {l € {1,...,t} :
i =1}y Ag :={l € {1,...,t} : x5, = xj,; = 1}. Tenemos que I, > maxeq, v(j;) >
> tea, @ ¥, de manera similar, que l; — (I + v(k)) > maxea, v(ji)) > D ca, V-

Combinando estas afirmaciones, obtenemos que (4.9) se cumple:

t
v(k) xklz + ; k(T + Tk + Thg, — 1)

v(k) + > apapit Y g+ Y g (@ T+ T, — 1)

<

leAy leAs leA\(A1UA9) <0
< U(k) + Z Qg + Z Qg

leA l€eAs

< (k) + U+ (i — (s + oK) = L.

Dado que (I, z) es una solucién factible arbitraria, podemos concluir que (4.9) es una des-
igualdad vélida para RP(D,s).
O

Teorema 4.7. Sea i,k € D, i # k y A C D\{i,k}. Las desigualdades LETI y RETI
asociadas con i, k y A definen facetas de RP(D,§) si

(a) v(i) +v(k) +v(r) < § para todo r € D\{i, k},
(b) v(je) < v(k), y
(c) v(r) <wv(k)+v(j) para todo r € D\(AU{i, k}).

Demostracion. Llamemos F' a la cara de RP(D, 5) definida por (4.9). La hipétesis (a) implica
que RP(D,s) tiene dimensién completa, por el Teorema 4.1, por lo que la demostracién
consiste en la construccién de | D|? soluciones afinmente independientes dentro de F' (es decir,
que satisfacen (4.9) con igualdad).
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Construimos una solucién y° = (19 2°) estableciendo I, = 5 — v(k) y las variables [
restantes con valores nulos. Ademds, establecemos z;, = 1 para l = 1,...,t y las
variables z restantes en valores nulos, por lo que y" € F.

Construimos la solucién y* = (1°

—eg, 2%), es decir, la solucién obtenida de 3° al estable-
cer I, = 5—v(k) — 1. Tenemos y* € F ya que la variable I}, no aparece en (4.9). Ademés,

y* es afinmente independiente con y°, que tiene un valor diferente en la variable Ij,.

Construimos la solucién y* = (1°,2° + e;;,), es decir, la solucién que se obtiene de y"
fijando z;, = 1. Tenemos y' € F ya que la variable x;; no aparece en (4.9), y ¢’ es
afinmente independiente con las soluciones anteriores, que tienen x;. = 0.

Para [ = 1,...,t, llamamos y' a la solucién obtenida de y° haciendo I; = wv(j;) y
xji = 1 para r = 1,...,[. Nuevamente, tenemos y! € F y esta solucién es afinmente
independiente con las soluciones construidas previamente, que tienen z;,; = 0. De esta

manera construimos t nuevas soluciones en F'.

Para r € D\{i, k}, consideremos la solucién §" = (I° + e,,z), es decir, la solucién que
se obtiene de y° al hacer I, = 1. Nuevamente tenemos §" € F y la independencia afin
de esta solucién respecto de los puntos anteriores viene dada por el hecho de que y"
tiene [, = 1 pero esta variable toma valor 0 en los puntos anteriores. De esta manera
construimos |D| — 2 puntos adicionales en F'.

Para r € D\{i,k}, consideremos la solucién §" = (I° + v(i)e,,2° + e;), es decir, la
solucién obtenida de y° estableciendo I, = v(i) y x; = 1. Tenemos " € F ya que las
variables [, y x;» no aparecen en (4.9), y 9" es afinmente independiente con respecto a
las soluciones anteriores, que tienen x; = 0. De esta manera construimos |D|—2 puntos
adicionales en F'.

Para r,s € D\{i,k}, 7 # s, construimos una solucién a partir de 3° estableciendo
ls = v(r), zys = 1 y dejando las variables restantes sin cambios. Nuevamente, esta
solucién pertenece a F' y es afinmente independiente con las soluciones anteriores. Esto
proporciona (|D| — 2)(|D| — 3) nuevas soluciones en F.

Para r» € D\(A U {i,k}), consideremos la solucién (I°,z° + e,1), es decir, la solucién
obtenida a partir de y° al establecer z,;, = 1. Nuevamente, esta solucién pertenece a F y
es afinmente independiente con las soluciones anteriores. Esta construccién proporciona
|D| — t — 2 nuevas soluciones en F'.

Para 7 € D\(A U {4, k}), consideremos la solucién obtenida a partir de 3° al establecer
Iy =5—v(k)—v(r), l, =5—v(r), zr = 1, y dejando las variables restantes sin cambios.
Como la variable xp, no aparece en (4.9), tenemos que esta solucién pertenece a F'.
Ademss, esta solucién es afinmente independiente con los puntos anteriores, que tienen
zgr = 0. De esta manera, construimos |D| — ¢t — 2 nuevas soluciones en F.

Para | = 1,...,t, consideremos la solucién §' obtenida a partir de y° al establecer
ly =5 —vk)—v(), lj; =5—v(), zkj, = 1, i = 0, y dejando las variables
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restantes sin cambios. Nuevamente tenemos ' € F ya que el tltimo término de (4.9) es
nulo. Esta nueva solucién es afinmente independiente con las soluciones anteriores, que
tienen xy;, = 0. Observamos también que todas las soluciones construidas hasta este
punto tienen wxy; + xj, = 1 para todo [ = 1,...,t. De esta forma obtenemos ¢ puntos
adicionales en F'.

» Construimos la solucién w estableciendo I}, = 0, [; = v(k) y I, = v(i) + v(k) para cada
r € D\{i, k}. Establecemos también xy; = 1y x3j, = 1 paracadal=1,...,t, y fijamos
todas las variables z restantes con valores nulos. Tenemos w’ € F ya que I; = v(k) y el

0

ultimo término en (4.9) es igual a 0. La solucién w” es afinmente independiente con las

soluciones construidas previamente, que tienen z; = 0.

» Paral = 1,...,t, construimos la solucién w' obtenida a partir de w® fijando l;, =0,
xkj, = 0y x;,; = 1. Esta construccién es factible por la hipétesis (b), y tenemos w' € F.
Dado que todas las soluciones anteriores tienen x; + x; = 1 pero en esta solucién

l

tanto x; como xy; toman valores nulos, entonces w' es afinmente independiente con

los puntos anteriores. Esta construccién proporciona ¢ puntos adicionales en F.

» Para r € D\(A U {i,k}), construimos una solucién estableciendo I, = 0, [;, = v(k)
para cada l € {1,...,t}, i = v(k) + v(ji), y fijando las variables [ restantes con valores
nulos. Establecemos también xy;, = z;; = 1 paral=1,...,t, y x,; = 1. Esta solucién
es factible por la hipdtesis (c), pertenece a F, y es afinmente independiente con las
soluciones construidas previamente, que tienen x,; = 0. Esta construccién proporciona
|D| — ¢t — 2 puntos adicionales en F.

De esta manera, hemos construido |D|? soluciones afinmente independientes en F' que, por
tanto, es una faceta de RP(D, s).
O

De manera similar a las familias de desigualdades anteriores, las desigualdades LETI y
RETI pueden ser separadas en tiempo polinomial mediante una reduccién al problema de
camino minimo en grafos dirigidos .

Teorema 4.8. Las desigualdades LETI y RETI admiten un procedimiento de separacion
que puede ejecutarse en tiempo O(|D|?sp(|D))).

Demostracion. Para cada i,k € D, i # k, construimos el grafo dirigido G*** = ((D\{k}) U
{0}, E"7F), donde

E™F = {(0,5):j € D\{i,k}}

U {05 14,5 € D\{i, b} v(j) < (i)}
U {(9) :j € D\{i, k}}.
Recordemos que 0 ¢ D, por lo que en esta construccién el vértice 0 no se corresponde a

ninguna demanda de D. Nuevamente, cualquier camino P = (0, j1,..., /%) en G** desde
el nodo 0 al nodo i representa un conjunto Ap = {ji,...,j:} € D\{i} con v(j;) > v(ji-1)
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para [ = 2,...,t. Dada una solucién fraccionaria (I*,z*), asociamos un peso w, a cada arco
e € E'% de este grafo, definido como

wo; = v(j) (le + x;‘k + xzj -1) para j € D\{i, k},
wjjr = (v(§) —v(j)) (@5 + @, + ap — 1) para j,7 € D\{i,k},v(j) < v(j’),
Wj; = 0 para j € D\{Z, k}

En este grafo existe un camino de 0 a 7 con un peso mayor que [; —v(k) x}, si y solo si existe
una desigualdad LETI asociada con i y k violada. Nétese que G** no incluye un arco de
0 a 4, por lo que nos aseguramos de que A # (), como lo requieren las desigualdades LETI.
Combinando estas observaciones, se obtiene el resultado buscado.

O

4.2.4 Desigualdades telescopicas medias

Las desigualdades consideradas en esta seccidon provienen de una idea similar a las des-
igualdades LTI y RT'I, proporcionando en este caso una version reforzada de las restricciones
de antiparalelismo (4.1).

Definicion 4.4.Seai k€ D,i#k,y A={j1,...,5:.} € D\{i,k}, con v(j;) > v(j;—1) para

[ =2,...,t. Definimos
v(71) sil=1
Q5 =

v(ji) —v(ji—1) caso contrario

paral=2,...,t,y

B =19 v(j) sit=1
0 sit=0
En este contexto, definimos
¢
e > L 0(i) + Y oy (@i, + 25k — 1) — (5= B)(1 — zar), (4.11)
=1

como la desigualdad telescopica media (MT1I) asociada con i, k'y A.
Proposicion 4.5. Las desigualdades telescopicas medias son vdlidas para RP(D,s).

Demostracion. Sea (I,z) € RP(D,5) N ZP* una solucién factible arbitraria y consideremos
los siguientes casos.

» Caso 1: l; + v(i) < li. Llamemos M := {l € {1,...,t} : x4, = x;, = 1} al conjunto
de demandas de A ubicado entre i y k. Sea v = max;eps v(j;) el mayor volumen entre
las demandas en M si M # (), y © = 0 en caso contrario. Tenemos I; + v(i) + 0 < I y
también ), aj, < 0, lo que implica que (I, z) satisface (4.11).
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» Caso 2: l; + v(i) > l. En este caso tenemos z;; = 0y 5 + xj,, < L paral=1,...,t.
Llamemos N := {l € {1,...,t} : xj; = 1} al conjunto de demandas de A ubicado antes
de k,y R:={l € {1,...,t} : 245, = 1} al conjunto de demandas de A ubicado después
de i. Né6tese que N N R = (). Definimos vy = méaxjey v(j;) si N # 0 y ox = 0 en caso
contrario, y g = maxjer v(j;) si R # 0 y og = 0 en caso contrario. Tenemos I > On y
l; +v(i) < §— vgR, por lo tanto

I — (i +o(i) > on—(5—vr) > B—5.

Como x5, + xjr < 1 para l € {1,....t}\(N UR) y xy = 0, concluimos que (I, x)
satisface (4.11).

En ambos casos tenemos que se satisface (4.11). Siendo que (/,z) es una solucién factible
arbitraria, podemos concluir que (4.11) es una desigualdad vélida para RP(D, s).
O

Teorema 4.9. Sea i,k € D, i #k y A C D\{i,k}. La desigualdad MT1I asociada con i, k y
A define una faceta de RP(D,s) si

(a) §>v(i) +v(r) +v(s) para cada r,s € D\{i}, r # s,
(b) v(r) <wv(j) para cada r € D\(AU{i, k}), y
(c) B>v(i)+v(k)+5.

Demostracion. Llamemos F a la cara de RP(D, 5) definida por (4.11). La hipétesis (a) implica
que RP(D,5) es de dimensién completa, por el Teorema 4.1, por lo que la demostracién
consiste en la construccién de | D|? soluciones afinmente independientes dentro de F' (es decir,
que satisfacen (4.11) con igualdad).

» Construimos la solucién y° = (1%, 2%) estableciendo I; = 0, Iy = v(i) y I, = v(i) + v(k)
para cada r € D\{i,j}. Fijamos también z;; = 1 y x;, = 1 para cada r € D\{i, k}, y
las variables z restantes en valores nulos. Esta solucién es factible segin la hip6tesis (a)
y, ademds, no es dificil verificar que y° € F.

= Construimos la solucién y* a partir de y° estableciendo I; = 1, I, = v(i) + 1 y mante-
niendo las variables restantes sin cambios, es decir, y* = (I° + ¢; + e, 2°). Nuevamente,
tenemos y* € F y y* es afinmente independiente con 3%, que tiene I; = 0.

» Para r € D\{i, k}, consideremos la solucién y" = (I° — e,,2%), es decir, la obtenida a
partir de y° estableciendo I, = v(i) y manteniendo las variables restantes sin cambios.
Nuevamente, y" € F, por lo que esta construccién proporciona | D|—2 nuevas soluciones.

» Para r € D\{i, k}, consideremos la solucién 7" = (I°, 2% + ey,), es decir, la obtenida a
partir de y° al establecer x1, = 1 y manteniendo las variables restantes sin cambios. Esta
solucion es afinmente independiente con las soluciones anteriores, que tienen xj, = 0.
Nuevamente, esta construccién proporciona |D| — 2 nuevas soluciones en F'.
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Para r € D\{i,k}, construimos la solucién w" estableciendo I, = 0, [; = v(r) y ls =
v(r) + v(i) para cada s € D\{i,r}. Establecemos también z,;, = 1, ;s = 1 para cada
s € D\{i,r} y las variables z restantes con valores nulos. La solucién w" pertenece
a I’y es afinmente independiente con las soluciones construidas previamente, ya que
esta solucion tiene x,, = 1 mientras que las anteriores x,r = 0. Nuevamente, esta
construccién proporciona |D| — 2 nuevas soluciones en F.

Para r € D\{i, k}, construimos la solucién w" a partir de y" estableciendo x,; = 1y
dejando las variables restantes sin cambios. Esta solucién es afinmente independiente
de las soluciones anteriores, que tienen x,; = 0.

» Para r = 1,...,t, construimos la solucién 2r estableciendo I; = 0, l;, = v(i) para
l=1,...,7,y ls =v(i) + v(jr) para cada s € D\({i} U {j1,...,7r}). Fijamos también
Ty, = Tjr = L paral =1,...,r, x5 = 1, y las variables x restantes con valores nulos.

La soluciéon w’" es afinmente independiente con las construidas anteriormente, ya que
esta solucién tiene z;5, + xj,,r = 2 mientras que las anteriores x;;, + x;,1 = 1. De esta
manera, construimos ¢ nuevos puntos en F'.

Para r € D\(AU {4, k}), construimos la solucién 2" estableciendo l; = 0, [;, = v(i) para
l=1,...,t,l, =v(i) y ls = v(i) + v(j;) para cada s € D\(A U {i,r}). Fijamos también
x;s = g, = 1 paracada s € AU{r}, z;; = 1y las variables x restantes con valores nulos.
La hipdtesis (b) garantiza que esta construccién proporciona una solucién factible. No
es dificil verificar que 2" € F'. Finalmente, la solucién w" es afinmente independiente
con las construidas previamente, ya que esta solucién tiene x;. + x,; = 2 mientras que
las anteriores tienen z; + z, = 1. Esta construccién proporciona |D| — ¢t — 2 puntos
adicionales en F'.

» Para 7,5 € D\{i,k}, r # s, construimos la solucién z"* a partir de y" estableciendo
I, =v(i), ls = v(i) + v(r), z,s = 1 y dejando las variables restantes sin cambios. Esta
solucién es afinmente independiente con los puntos construidos previamente ya que 2™
tiene x,s = 1, mientras que las soluciones anteriores tienen x,s = 0. Esta construccién
genera (|D| — 2)(|D| — 3) puntos adicionales en F'.

= Ahora construimos una soluciéon w € F' con x; = 0, por lo tanto esta solucion sera
afinmente independiente con las soluciones anteriores, que tienen x;; = 1.

e Sit =0, entonces establecemos l; = §—v(i) y todas las variables restantes (incluida
x;1) en valores nulos.

e Sit = 1, entonces establecemos l; = 5§ —v(i) — v(j1), lj, =5 —v(j1), xij, =1y
todas las variables restantes en valores nulos.

e Sit > 2, entonces establecemos l; = 5 — v(i) — v(j¢), {; = v(ji—1) ¥ lj, = 5 — v(Ji)-
Fijamos también z;;, = 1y xj, = 1 paral = 1,...,t — 1. Todas las variables
restantes se establecen en valores nulos.

La hip6tesis (c¢) implica que estas construcciones proporcionan soluciones factibles. En
todos los casos, obtenemos una solucién w € F' con z;; = 0.
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= Finalmente, construimos la solucién w a partir de w estableciendo x; = 1 y mantenien-
do las variables restantes sin cambios. Nuevamente, esta solucién satisface (4.11) con
igualdad y es afinmente independiente con las soluciones anteriores, que tienen xp; = 0.

De esta manera, hemos construido |D|? soluciones afinmente independientes en F' que, por
tanto, define una faceta de RP(D,5).
O

Siguiendo un procedimiento similar al de la subseccién anterior, podemos demostrar que
las desigualdades MT'I pueden ser separadas en tiempo polinomial.

Teorema 4.10. Las desigualdades telescopicas medias admiten un procedimiento de separa-
cion que puede ejecutarse en tiempo O(|D|*sp(|D])) .

Demostracion. Fijemos i,k € D, i # k, y consideremos el grafo dirigido G* = (D, E),
donde

E" = {(i,5):j € D\{i}}
U {05 1 4.3" € D\{i,k},v(j) < v(i")}
U {(,k) 1 j € D\{i, k}}.
Cualquier camino P = (4, j1, ..., ji, k) en G desde el nodo i al nodo k representa un conjunto

Ap segin lo requieran las desigualdades LTI. Asociamos un peso w, a cada arco e € E** de
este grafo, definido de la siguiente manera:

wi; = v(j) (23 + 25, — 1) para j € V\{4,k},

Wik = 07

wiir = (v(F") —v(j)) (x5 + a5y, — 1) para j,7 € D\{i,k},v(j) < v(j),
wjp = —v(j) (1 —aj) para j € D\{i, k}.

Existe un camino de i a k en este grafo con un peso mayor que [} — ¥ — v(z) + 5(1 — z};)
si y solo si existe una desigualdad MT1 violada asociada con ¢ y k. Nuevamente, el calculo
del camino de peso maximo de i a k en este grafo permite determinar si existe tal camino.
Repetimos este procedimiento para cada i y k, obteniendo asi el resultado.

O

4.3. Facetas provenientes del politopo del subgrafo aciclico

Dado un grafo dirigido G = (N, A), el politopo del subgrafo aciclico [29] representa con-
juntos de arcos correspondientes a digrafos aciclicos (es decir, subgrafos no necesariamente
inducidos de G' que no admiten ciclos), y se define como

Pic(G) = conv{z € {0,1}1] Z z;; < |C| — 1 para cada ciclo C' C A}.
ijeC
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Las variables z en cualquier solucién de RP(D,3s) forman un grafo aciclico. De hecho, si
C={j,...,jt} € D, t> 2 entonces cualquier punto en RP(D, 5) satisface

t—1

Tjjy + ijljhrl < t—1 (4.12)
=1

Cualquier solucién entera factible que viole (4.12) tiene x5, = 1y xj,j,,, = 1 para k =
1,...,t — 1 que, junto con las restricciones (4.1) implica {;, < lj, < ... < [, < lj,, una
contradiccién. Por lo tanto, la proyecciéon de RP(D, s) sobre las variables z estd incluida en
Pac(K|p)). Estas observaciones dan lugar a la siguiente proposicion.

Proposicion 4.6. Cualquier desigualdad vdlida para Pac(K|p|) también es vdlida para RP(D, ).

Es interesante observar que la facetitud también se conserva, siempre que el nimero de
slots disponibles sea lo suficientemente grande.

Teorema 4.11. Sea 77z < m una desigualdad que induce una faceta de Pac(K|p|). Si
52> icpv(i), entonces 7w < mg induce una faceta de RP(D,5).

Demostracion. Sea F = {(l,z) € RP(D,s) : n'x = m} la cara de RP(D,5) definida por
nTz < m. Cualquier solucion x € Pac(K|p|) se puede convertir en una solucién s(z) =
(I,x) € RP(D,5), de la siguiente manera. Construimos un grafo dirigido G5 = (D, A;) con
las demandas como su conjunto de nodos, y un arco ij € A, entre todo par de demandas
i,j € D, i # j, siempre que z;; = 1. Recorremos G, en orden topoldgico y, para cada demanda
1 € D dentro de dicho orden, fijamos I; como el valor minimo segun las variables x. Dado que
5> .cpwv(i), esta construccién genera una solucién factible.

Como Pac(K|p)) tiene dimensién completa, existen |D[(|D| — 1) puntos afinmente inde-

pendientes z!, ..., z/PIIPI-1) ¢ PAC(K|D‘) que satisfacen 7Tz < my por igualdad.
Tomando y' = (I}, ) := s(z') y sea S = (il, ..+, %|p|) una secuencia de demandas en orden

decreciente con respecto a su variable [ en y', es decur, lzlt > lZ1 14, Para todot=1,...,|D|—1.

Para t = 1,...,|D|, definimos w’ := (! z,‘nmt €i,, ) como la solucién obtenida a partir de
y' desplazando una unidad hacia la derecha los intervalos asignados a las tltimas |D| — ¢ + 1
demandas en S. Cada una de estas soluciones es afinmente independiente de las soluciones
anteriores, ya que difiere de las soluciones anteriores en una componente de la variable [.

Finalmente, para i = 2,...,|D|(|D| — 1), definamos ¢’ := s(z%). La independencia afin de
{x’}'D‘ PI=1) asegura que {y }'DMD| Y sean también afinmente independientes.

De esta manera, construimos un conjunto {yi}yi'l(w'*l) U {wt}!g1 de | D|? soluciones afin-
mente independientes en F. La hipétesis 5 > Y .. v(i), junto con el Teorema 4.1, aseguran
que RP(D, 3) tiene dimensién completa, y por lo tanto podemos concluir que F' es una faceta
de este politopo.

O

La condicién 5 > ). pv(i) implica que la cantidad de slots disponibles es suficiente para
acomodar todas las demandas sin solapamiento, por lo que el problema se reduce a resolver
la asignacion de rutas. Es interesante notar que en este caso es posible resolver el problema
en tiempo polinomial.
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El resultado asociado al Teorema 4.11 implica que la desigualdad de k—ciclo (4.12, con
k > 2, es valida para RP(D,s). Ademds, en este caso particular podemos obtener una cota
mejorada de § asegurando la facetitud, como presenta el siguiente enunciado.

Teorema 4.12. Si 5§ > v(C) + v(i) para todo i € D\C, entonces la desigualdad de k-ciclo
(4.12) define faceta de RP(D,5s)

Esta familia de desigualdades, que sélo involucra las variables z, también es “heredada”
del politopo de ordenamiento lineal [12, 22, 28, 39, 57], y podria ser 1itil para prohibir ciclos
dirigidos en soluciones fraccionarias.

Es interesante notar que las desigualdades x;; +x;; < 1 de la formulacién de PLE relajada
se corresponden a desigualdades de k-ciclos con k = 2. Los resultados en [30] implican direc-
tamente que la familia de desigualdades de k-ciclos puede ser separada en tiempo polinomial.
Respecto a la simetria, para todas las desigualdades de k—ciclos asociadas a A C D con
|A| = k > 3, existen dos direcciones posibles para un ciclo, y la desigualdad asociada con una
direccién es simétrica a la desigualdad asociada con la direccién opuesta.
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5. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES

En este capitulo se presentan experimentos computacionales realizados con el fin de evaluar
la contribucién dentro de un entorno de planos de corte de las familias de desigualdades
identificadas en el Capitulo 4. Dado que el objetivo de esta tesis es obtener informacion
estructural sobre el poliedro asociado a la formulacién DR-AOV del RSA, en este capitulo no
buscamos implementar un procedimiento competitivo de ramificacién y corte para el RSA,
sino que con estos experimentos buscamos obtener informacion empirica sobre la fuerza de
estas familias de desigualdades. En particular, dado que estas desigualdades son vélidas para
una relajacién de la formulacién original, nos interesa estudiar si son capaces de cortar puntos
en la relajacion lineal de la formulacién DR-AOV completa y, en caso afirmativo, cudl es el
aporte de estos cortes al procedimiento global.

La Seccién 5.1 presenta un resumen de la implementacién realizada y del plan de ex-
perimentacién. Siguiendo la literatura existente sobre el RSA, esto implica determinar las
topologias sobre las que se realizan experimentos y el mecanismo para generar aleatoriamente
las demandas sobre la topologia seleccionada. En la Seccién 5.2 se presenta un resumen de los
resultados, que se reportan con detalle en el Apéndice B. Finalmente, la Seccién 5.3 describe
detalles de la implementacién.

5.1. Plan de experimentacion

Los experimentos fueron llevados a cabo con la formulacién DR-AOV (3.1)-(3.7) sobre
instancias con diferentes configuraciones. La implementacién se realizé6 en Java utilizando
CPLEX 22.4 como software de optimizacién, interactuando con la API CPLEX Concert. Los
experimentos se realizaron en una computadora con 8 procesadores de 3.2 GHz y 16 GB de
memoria RAM.

Las instancias que se buscan resolver son generadas con el procedimiento descrito en [7]
y cada una tiene asociada una topologia de red, un conjunto de demandas y un tamano fijo
de slots disponibles. Para la construccién de cada instancia se parte de una topologia de red
dirigida considerada un grafo G = (V| E). A cada enlace se le asigna una capacidad de § slots.
Luego, para la generacién del conjunto de demandas D, se fija un porcentaje p € (0, 1] que
determina el volumen maximo vmax = p - § que se le puede asociar a una demanda y un
valor que determina la cantidad total de demandas a construir. Para cada demanda d € D
se elige al azar su par de origen y destino, y un volumen tomado de manera uniforme en el
intervalo [%vmax, Vmax]. En la Figura 5.1 se presentan algunas de las topologias usadas en
los experimentos descritos en este capitulo.

Para cada instancia se construye un modelo de PLE y se activan diferentes niveles de
cortes, basados en las familias de cortes presentadas a lo largo del Capitulo 4. Esto nos
permite evaluar sistematicamente las mejoras de rendimiento y calidad de solucién obtenidas
mediante la incorporacién de cada familia de desigualdades validas.

Para realizar una comparacién con una versién de CPLEX que se asemeje lo méximo
posible a un algoritmo tipo ramificacién y acotacion bésico, se configuré el solver de tal forma
que desactivara las técnicas avanzadas que incluye por defecto. Esto es, se buscé desactivar la
simplificacién previa del modelo -llamada presolve-, la generacién automaéatica de cortes y las

83



84 5. Experimentos computacionales

(c) 14n-46m-Telekom (d) 16n-46m-EURO

Fig. 5.1: Ejemplo de los grafos no dirigidos asociados a las topologias usadas en los experimentos. Cada
arista mostrada en la figura se corresponde con dos arcos paralelos y opuestos en la topologia
real.
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heuristicas internas, ajustando la estrategia de ramificacién al modo maés basico disponible. De
este modo, buscamos que CPLEX trabaje casi como un algoritmo de ramificacién y acotacién
“puro”, sin recurrir a la inteligencia adicional que normalmente ayuda en la busqueda del
espacio de soluciones. Por otro lado, se establecié un tiempo limite de resolucién de 10 minutos
y una diferencia entre el valor de la mejor solucién entera conocida y la cota inferior de un
minimo del 10 %.

Se experiment afiadiendo dindmicamente cortes provenientes de las familias de desigual-
dades presentadas en la Seccién 4.2 con los métodos de separacion exacta basados en la reso-
lucién de un subproblema de camino minimo. Para esto, se implementaron los procedimientos
de separacién correspondientes, que nos permiten identificar subconjuntos de desigualdades
validas que resultan violadas. No se consideraron las familias desigualdades vélidas presenta-
das en la Seccién 3.2, dado que para su generacion se requiere conocer el conjunto L(G, D, §),
cuya obtencién es no trivial, como se describe en la Seccién 3.3, optando por familias de
desigualdades con separacién mas eficiente.

5.2. Resumen de resultados computacionales

En una primera etapa, se utilizaron diferentes configuraciones de demandas, slots y volume-
nes por demanda sobre cinco topologias de varios tamafios, obteniendo un total de 225 instan-
cias. Utilizando el limite de tiempo de ejecucién de 10 minutos y siendo 36 de las instancias
infactibles, fue posible resolver 155 de las 225 instancias por optimalidad, y en 85 de estas
155 instancias, el nimero de nodos en el arbol de enumeracion se reduce cuando se anaden
las desigualdades identificadas en este trabajo.

La Tabla 5.1 resume el efecto de agregar dindmicamente los cortes a un procedimiento de
ramificacion y acotacién, agrupando las instancias por topologia y niimero de slots disponibles
(en grupos formados por 9 instancias), y reportando el nimero promedio de cortes agregados
y nodos en el drbol de enumeracion para cada grupo de instancias. Esta métrica muestra una
disminucién en 20 de estos 25 grupos de casos, logrando una mejora promedio del 30 %, y los
mejores resultados se obtienen cuando se utilizan las desigualdades telescopicas extendidas
o todas las familias de desigualdades. Notar que, no obstante, estos grupos corresponden
a distintas configuraciones de topologia y tamano de instancia, por lo que los resultados
no son estrictamente comparables entre si, aunque permiten observar una tendencia. En 70
instancias, agregar estas desigualdades no produce una mejora en el nimero promedio de
nodos. Aunque la sobrecarga introducida por los procedimientos de separacién en nuestra
implementacion no se compensa con la reduccién en el nimero de nodos, estos resultados
computacionales sugieren que estas desigualdades podrian ser tutiles con una implementacion
mas eficiente de los procedimientos de separacién o con una busqueda heuristica de cortes
efectivos en tiempos més cortos que nuestra implementaciéon. Como alternativa, también es
posible reforzar la formulacién inicial incorporando desigualdades validas generadas mediante
metodos heuristicos.



Topologia s Formulacién R&A Telescopicas Fortalecidas Extendidas Todas
Variables Restricciones | Nodos | Nodos Cortes | Nodos Cortes | Nodos Cortes | Nodos  Cortes
06n-9m-n6s9 10 1249.11 10011.11 23.25 | 116.00 388.78 8.50  453.67 | 7.50 325.89 | 59.75  393.56
06n-9m-n6s9 50 1523.33 12350.33 71.20 | 120.80 590.89 | 137.60 338.67 | 41.40 568.56 | 106.40  706.89
06n-9m-n6s9 100 1380.44 11169.44 19.60 | 32.80 466.67 | 22.20 222.44 | 19.60 446.33 | 14.00 509.00
06n-9m-n6s9 500 1080.89 8318.56 19.00 4.00 1070.00 | 4.00 724.89 | 2.00 706.56 4.00 807.33
06n-9m-n6s9 1000 | 1312.44 10427.44 15.40 | 48.40  484.11 17.80 265.11 | 48.80 579.22 | 40.60 517.33
14n-46m-Telekom 10 3029.33 67295.11 7.50 73.50  474.89 | 126.00 520.56 | 15.00 355.00 | 92.00  449.78
14n-46m-Telekom 50 2822.75 61912.75 9.25 11.50  336.62 37.75 175.88 | 36.00 362.38 8.75 411.00
14n-46m-Telekom 100 2488.56 51873.44 175.17 | 166.17 605.22 | 222.33 361.11 | 99.50 499.22 161.33  509.44
14n-46m-Telekom 500 2426.11 50401.22 22.67 | 22.83 T712.11 17.50 566.22 | 12.50 544.00 | 20.17 623.11
14n-46m-Telekom 1000 | 2762.78 59886.33 43.33 27.67 47244 | 26.67 380.89 | 27.00 611.67 | 16.33  454.00
21n-70m-Telefénica 10 3862.44 110279.56 5.80 22.00  374.33 36.00 532.67 | 5.40 346.33 19.80  403.11
21n-70m-Telefénica 50 3103.67 71463.33 11.50 11.00  538.56 8.50  357.78 | 10.00 370.00 5.50 456.00
21n-70m-Telefénica 100 3630.22 101599.11 3.20 3.00 540.33 4.00  383.67 5.60 398.33 4.80 440.00
21n-70m-Telefénica 500 3376.50 90416.25 9.29 8.43 719.33 15.57  620.56 | 16.71  705.11 10.86  817.56
21n-70m-Telefénica 1000 | 3517.78 90269.56 43.17 | 90.67  642.22 31.83 438.89 | 48.00 667.56 | 11.67 709.67
28n-82m-EURO28 10 2448.78 48517.44 11.40 51.40 432.67 12.40 442.89 1740 357.11 15.60 419.11
28n-82m-EURO28 50 3202.33 76000.33 17.25 | 28.75  467.22 20.75 393.62 | 19.75  399.12 20.00  483.00
28n-82m-EURO28 100 2900.44 63901.33 19.50 | 42.33  501.22 39.33 473.38 | 16.83 337.38 11.33  432.22
28n-82m-EURO28 500 3677.50 99432.50 6.50 7.50 548.33 8.25 407.67 | 6.25 561.33 | 36.25  906.11
28n-82m-EURO28 1000 | 2851.00 66657.44 25.33 21.33  515.44 18.50 379.33 | 14.00 470.56 36.33  612.11
43n-176m-EurolLarge 10 7890.33 287709.56 187.80 | 406.00 431.00 | 365.80 382.89 | 319.60 354.44 | 186.40 449.78
43n-176m-EuroLarge 50 8811.56 329102.00 61.83 17.33  338.00 27.67 264.89 | 33.33 337.11 | 16.50 487.11
43n-176m-EuroLarge | 100 9892.67 395318.67 9.00 30.00  457.78 17.33 278.22 | 12.67 351.33 | 26.67  466.56
43n-176m-EuroLarge | 500 8406.78 316550.22 6.00 4.67 573.22 5.00 372.11 | 13.67 702.22 10.67  525.56
43n-176m-EuroLarge | 1000 | 9000.78 352166.00 26.20 20.40  538.00 39.80 420.56 | 14.20 573.00 19.60  540.67

Tab. 5.1: Niimero promedio de variables y restricciones de las formulaciones, cortes y nodos del arbol para cada grupo compuesto por nueve

instancias, agrupando por topologia y ntimero de slots.
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La principal contribucién esperada del agregado dinamico de cortes dentro de un entorno
de planos de corte es una reduccién en la cota dual dada por la relajacion lineal del modelo a
resolver. Para probar si éste es realmente el caso con los cortes identificados en este trabajo,
realizamos una segunda etapa de experimentos explorando diferentes configuraciones de de-
mandas, slots y voliimenes por demanda sobre ocho topologias de varios tamaiios, obteniendo
un total de 120 instancias. En esta etapa se utilizaron instancias distintas de las de la primera
etapa, con el proposito de profundizar el analisis sobre casos maés representativos para evaluar
el impacto de los cortes. Por cada una de las topologia se generaron 15 instancias considerando
distintos valores § y |D|, y para tres de ellas no se encontré una solucién para la relajacion
lineal por lo que no fueron consideradas en las tablas donde se muestran los resultados.

La Tabla 5.2 resume los resultados clave, agrupando las instancias en tres categorias
basadas en el nimero de slots disponibles 5: la Categoria 1 incluye instancias con 1-50 slots,
la Categoria 2 incluye instancias con 60-200 slots y la Categoria 3 incluye instancias con 300—
1000 slots. Por cada topologia, cada categoria estda formada por 5 instancias, a excepcién de
la Categoria 3, que esta formada por 15 instancias. Como muestra esta tabla, la cota inferior
presenta una mejora con la adicién de los cortes y esta diferencia en la funcién objetivo
representa una mejora que alcanza el 8 %, siendo 4% la mejora en promedio. Este efecto
tiende a hacerse mas evidente a medida que aumenta la densidad asociada a las instancias
(es decir, la relacién entre el nimero de slots necesarios y el nimero de slots disponibles).
De hecho, para muchas instancias de densidad baja, la soluciéon éptima consiste en enrutar
cada demanda a través del camino maés corto en la red desde el origen de la demanda hasta el
destino de la misma, y la relajacién lineal proporciona esta cota obtenida directamente, por
lo que en estos casos no se puede esperar ninguna mejora en la cota mediante el agregado
dindmico de cortes.

5.3. Detalles de implementacion

Para concluir el capitulo, presentamos los aspectos practicos de la implementacién des-
cribiendo la forma en que se estructuran y llaman las clases encargadas de la lectura de las
topologias y demandas, de la construccién de los modelos de programacion lineal entera, y del
agregado de forma dinamica de las desigualdades vélidas durante la ejecucién del algoritmo
de ramificacion y corte. Se describe la creacién de los objetos y la ejecucion de las rutinas con
o sin generacion de cortes, buscando clarificar qué componentes intervienen en cada configu-
racién, como se activan o desactivan las familias de cortes y de qué manera se registran las
métricas utilizadas para comparar las distintas estrategias.

El disenio comienza con clases dedicadas a leer datos de entrada. Las clases GraphReader
y RSAInputReader analizan los archivos de texto que describen las entradas del problema, es
decir, las topologias de red mediante la lista de nodos y arcos, y las demandas, mediante su
origen, destino y volumen. Una vez que la clase GraphReader crea una instancia de la clase
Graph, esta se configura en un objeto RSAInput, junto con una lista de objetos Demand que
almacenan los detalles de cada demanda a satisfacer y un entero que refleja el total de slots
de frecuencia de red disponibles. Por lo tanto, una instancia de la clase RSAInput encapsula
todos los datos de entrada del problema necesarios para construir el modelo de PLE.

Al ejecutar los experimentos, la clase Main es la principal y la encargada de leer los ar-
chivos de entrada, crear las variables de los modelos de PLE asociados a las instancias y
establecer los parametros de CPLEX. Segtin un “nivel” elegido de desigualdades vélidas, la
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, _ Promedio Promedio | Promedio Promedl?
Topologia 3 Lo, ) . R porcentaje
relajacion lineal | mejor cota | diferencia . ;:

diferencia
061n-9m-n6s9 1-50 155.9067 163.5205 7.6138 4.73%
061n-9m-n6s9 60-200 170.8500 180.8151 9.96516 571%
061n-9m-n6s9 300-1000 150.0637 158.9748 8.9111 5.89%
11n-52m-COST239 1-50 238.1752 245.6510 7.4758 2.96 %
11n-52m-COST239 60-200 216.6710 222.9614 6.2904 3.14%
11n-52m-COST239 | 300-1000 234.3600 240.2475 5.8876 2.49%
16n-46m-EURO 1-50 276.8167 286.7515 9.9347 3.63%
16n-46m-EURO 60-200 286.5810 297.3609 10.7799 3.78%
16n-46m-EURO 300-1000 262.9226 272.1930 9.2704 3.48%
20n-62m-ARPANet 1-50 267.8052 278.0881 10.2829 3.81%
20n-62m-ARPANet 60-200 293.9659 305.9209 11.9550 4.09%
20n-62m-ARPANet | 300-1000 295.5031 308.5102 13.0071 4.32%
21n-70m-Telefonica 1-50 285.5502 294.8573 9.3071 3.20%
21n-70m-Telefonica 60-200 322.7973 333.0226 10.2253 3.20%
21n-70m-Telefonica | 300-1000 330.7213 342.7061 11.9848 3.81%
24n-86m-UBN24 1-50 387.9755 394.7601 6.7846 1.67%
241n-86m-UBN24 60-200 322.7309 329.8747 7.1439 2.20%
24n-86m-UBN24 300-1000 392.6948 396.5214 3.8266 1.04%
28n-82m-EURO28 1-50 341.8751 353.2392 11.3641 3.13%
28n-82m-EURO28 60-200 314.6125 327.9629 13.3504 4.25%
28n-82m-EURO28 300-1000 325.4728 337.4390 11.9662 3.75%
30n-112m-Spain 1-50 372.9570 377.3910 4.4340 1.26 %
30n-112m-Spain 60-200 425.3485 428.0734 2.7248 0.67%
30n-112m-Spain 300-1000 382.2924 385.1981 2.9057 0.83%

Tab. 5.2: Mejora promedio obtenida al agregar cortes en el nodo raiz del procedimiento de
ramificacién y acotamiento, agrupando en tres categorias segtiin el nimero

de slots, en grupos de entre 5 y 15 instancias.
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clase Main también dara la devolucion de llamada RSASeparator al optimizador. RSASepara-
tor es una subclase de IloCplex. UserCutCallback e implementa una logica de planos de corte.
Siempre que el optimizador encuentra una solucién fraccionaria durante su busqueda en el
arbol de ramificacién y acotacién, RSASeparator inspecciona la asignacion parcial de las va-
riables chequeando si violan alguna de las restricciones. Esto lo hace mediante la construccion
de un grafo dirigido donde los pesos de los arcos reflejan la diferencia en los volimenes de las
demandas y la superposicién indicada por las variables fraccionarias. La clase BellmanFord
contiene una implementacién propia del algoritmo de Bellman-Ford y es la encargada de cons-
truir, dado un grafo de entrada y dos nodos asociados a demandas, la ruta mas corta entre
ellos. Al interpretar dichas rutas, la clase RSASeparator identifica subconjuntos de demandas
cuyas asignaciones parciales violan las restricciones del RSA. Cualquier violacién detectada
da como resultado la generacion de nuevas desigualdades que se devuelven al optimizador,
ajustando de manera incremental la region factible. Vale la pena notar que no es posible usar
el algoritmo de Dijkstra para encontrar la ruta més corta entre dos nodos debido a que los
pesos de los arcos son negativos.

Cuando se busca realizar comparaciones contra una configuracién simplificada de CPLEX,
se intenta que éste ejecute un algoritmo de ramificacién y acotacién lo méas simplificado po-
sible, como se describié previamente. Bajo esta configuracién, es posible registrar las mejoras
de los cortes definidos por el usuario y que termina anadiendo la clase RSASeparator. Al
ejecutar tanto el entorno de planos de corte haciendo uso de la clase RSASeparator como
el basico de CPLEX sobre las mismas topologias de red y escenarios de demanda, podemos
medir las mejoras en términos de tiempo de ejecucién, funcién objetivo y comportamiento de
convergencia. Todos los experimentos se ejecutaron con limites fijos de tiempo o memoria,
y se registran métricas de rendimiento relevantes, como gap de optimalidad, los nodos en el
arbol de enumeracién y la cantidad de cortes de usuario agregados.

La Figura 5.2 muestra un diagrama UML con la relacién entre las clases mencionadas y
como fluyen los datos desde los procedimientos encargados de la entrada de datos hasta la
rutina principal del optimizador y luego de regreso a través del mecanismo de generacién de
planos de corte.

Al integrar estos componentes, la solucién asociada al conjunto de clases presentadas ofre-
ce un entorno flexible y modular para la ejecucién de distintos procedimientos de resolucion
del RSA, activando o desactivando las caracteristicas avanzadas de CPLEX y registrando sis-
teméticamente su rendimiento. Los detalles de cada ejecucién (archivos de topologia, archivos
de demandas, configuraciones y salidas de CPLEX, y registros de solucién) constituyen la ba-
se para extraer conclusiones significativas sobre como escalan y se comportan en la préactica
las diferentes estrategias implementadas.
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@ MainClass

© RSAlnputReader o LAZY : boolean
o ONLY_ROOT : boolean

o main(args) : void

o read(file) : RSAlnput

o solvelnstance(...) : void
read(file)
callback|
© RSAInput -y
o demands : List<Demand> © GraphReader @RSASeparator
o network : Graph
o availableSlots : int o read(file) : Graph o main() : void
o setNetwork(g : Graph) : void
read(file),
manage setNetwork() uses|
A

@ Demand © Graph

o vertices : int © BellmanFord
o arcs : List<Arc>

o source : int

o destination : int
ovolume : int o addEdge(i, j) : void
o isEdge(i, j) : boolean

o findShortestPath(...) : List

Fig. 5.2: Diagrama de clases UML de alto nivel que representa las relaciones entre los principales com-
ponentes del marco de solucién del RSA. Las flechas muestran cémo fluye la informacién desde
la lectura de topologia y demandas (GraphReader y RSAInputReader) hacia las estructuras
Graph y RSAInput, que luego son utilizadas por la clase Main para construir y resolver el
modelo de PLE. El callback RSASeparator depende de la clase BellmanFord para detectar
violaciones de restricciones en soluciones fraccionarias.



6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

Esta tesis se ha centrado en el problema de ruteo y asignacién de espectro en redes

6pticas eldsticas, aborddndolo mediante técnicas de programacién lineal entera (PLE). Desde
el comienzo, el trabajo se orient6 a lograr aportes tedricos sobre aspectos poliedrales del RSA,
analizando la estructura del espacio de soluciones de una de las formulaciones presentadas
e introduciendo un procedimiento para la generacién de planos de corte derivados de este
estudio con el fin de evaluar su impacto computacional.

El trabajo siguié cuatro hitos relacionados entre si:

= Diseno y evaluacién de formulaciones de PLE para el RSA. Se propusieron
varias modelos de PLE con distintos juegos de variables y restricciones, los cuales se
compararon mediante dos etapas de experimentacién computacional, identificando a la
formulacion DR-AOV como la de mejor relacion entre tamano, calidad de la relajacion
y tiempo de resolucién.

Analisis poliedral de la formulacion DR-AOYV. Se definié el poliedro asociado a
la formulacién DR-AOV como P(G, D, s), se determiné su dimensién mediante la iden-
tificacién de un sistema minimal de ecuaciones y se estudié la propiedad de simetria
presente en él. Se caracterizaron familias de desigualdades derivadas de la relacién de
P(G, D, s) con poliedros asociados al problema de coloreo por intervalos, y se estable-
cieron condiciones bajo las cuales dichas desigualdades definen facetas de P(G, D, 5).

Estudio poliedral de una relajacién de la formulacién DR-AOV. Aislando la
componente de asignacién de espectro, se introdujo una relajaciéon de la formulacion
DR-AOV y se definié el poliedro asociado RP(D, s). Sobre este, se demostré que tiene
dimension completa y se estudio la propiedad de simetria que presenta. Se derivaron las
familias de desigualdades telescépicas, fortalecidas, extendidas y medias, y se establecie-
ron, por un lado, condiciones bajo las cuales las mismas definen facetas de RP(D,3s), y
por otro lado, procedimientos de separacién con complejidad computacional polinomial.
Ademds, se mostré que una proyecciéon de RP(D, 5) estd contenida en el politopo del
subgrafo aciclico.

Integraciéon en un esquema de ramificacién y corte. Las familias de cortes que
surgen a partir del estudio de RP(D, §) se incorporaron dindmicamente a la formulacién
DR-AOV. Los experimentos, realizados sobre un amplio conjunto de instancias usando
diversas topologias, nimeros de slots y demandas, mostraron reducciones en el tamano
del arbol de bisqueda y mejoras en la cota inferior.

Este capitulo busca repasar el trabajo realizado en cada uno de los capitulos, destacando

las dificultades encontradas y los hallazgos maés relevantes, teniendo en cuenta las contri-
buciones tedricas, los resultados computacionales obtenidos y sus implicancias. Ademas, se
incluyen posibles lineas de trabajo a futuro destinadas a ampliar y mejorar las metodologias
presentadas.

91
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6.1. Formulaciones de programacion lineal entera

Una de las contribuciones de esta tesis es la exploracién exhaustiva de alternativas de
disefio para formulaciones de programacion lineal entera para el RSA, buscando que los mo-
delos resultantes sobrelleven de manera eficiente el crecimiento en el tamano de los modelos a
medida que aumenta el tamano de las topologias de red y el nimero de demandas a satisfacer.

Para esto, se plantearon familias de formulaciones que varian en la configuracién y nocién
de sus variables de decision; en algunas se adopta un enfoque tal que se distinguen las familias
de variables de ruteo y las de asignacion de espectro, mientras que en otras se integran estas
decisiones en una misma familia de variables. Se obtuvo un total de 12 formulaciones sobre las
cuales se realiz6 un andlisis comparativo utilizando topologias de red tomadas de la literatura
y distintas configuraciones de demandas a satisfacer y slots disponibles.

Se encontré que ciertas formulaciones presentan problemas de escalabilidad debido a la
gran cantidad de restricciones y variables de los modelos asociados, tanto en la construccion
como en la resolucién de los mismos. En particular, en las familias de formulaciones que
incorporan ruteo y asignacién de espectro a nivel de slots individuales (DS y, sobre todo,
DSL) el tamaifio de los modelos provoco errores de memoria al momento de la construccién
considerando conjuntos de demandas de més de 70 elementos. Por otro lado, en las familias
de formulaciones en las que la asignacién de espectro se hace a nivel intervalo (DR y DRL),
el comportamiento varia entre si se usa una o dos familias de variables para el ruteo y la
asignacién de espectro. En el caso de la formulacién DRL-BF fue posible la construccién de
los modelos con un nimero mayor de demandas (hasta 180), aunque con dificultades en la
resolucién de los mismos. El mejor comportamiento con respecto a la construccién y resolucion
de los modelos se encontré combinando variables binarias que modelan el uso de enlaces por
demanda y el orden de asignacién de demandas que comparten enlaces, junto con variables
enteras que indican el primer slot asignado a cada demanda, como en la familia DR. Dentro de
esta familia de formulaciones, la DR-AOV demostro ser la de mejor eficiencia computacional.

Desde el inicio se adopté por buscar minimizar la longitud total de ruta como funcién
objetivo. Tal vez el incorporar un segundo criterio (por ejemplo, el balance de espectro)
habria permitido otro tipo de anélisis sobre las formulaciones.

Como resultado de este andlisis y de los experimentos realizados, el buen desempeno
asociado a la formulacion DR-AOV nos motivé a profundizar sobre este modelo desde un
aspecto poliedral, buscando fortalecer la base tedrica del problema y la formulacion.

6.2. Estudio poliedral

Tras identificar la formulacién DR-AOV como mas prometedora desde el punto de vis-
ta computacional, el trabajo realizado en esta tesis se centra en un estudio del poliedro
P(G, D, 3s), definido como la cédpsula convexa de las soluciones factibles asociadas a esta for-
mulacién. La primera parte de este estudio se dedicé a caracterizar la dimensién de P(G, D, §),
necesitando para esto la introduccién de estructuras auxiliares:

» El conjunto L(G, D, §), que describe los pares de demanda que comparten al menos un
enlace en cualquier solucién.

= El grafo de factibilidad G, utilizado para eliminar los enlaces que nunca son validos
para una demanda d € D.



6.3. Formulacion relajada 93

» El poliedro PR(G, d), definido por todas las combinaciones de rutas factibles en G para
una demanda d € D.

A partir de estas estructuras y de la dimensién asociada a PR(G, d), es posible derivar un
sistema minimal de ecuaciones de P(G, D, s) y, a partir de éste, determinar la dimensién del
poliedro estudiado. Una vez caracterizado este parametro, se buscé identificar desigualdades
validas para P(G, D, s) y analizar las condiciones bajo las cuales estas desigualdades definen
faceta del poliedro, contribuyendo de esta manera a una comprensién m&s profunda de la
estructura poliedral del problema.

Se encontré que el conjunto L(G, D, 3) es clave, tanto para determinar la factibilidad de
restricciones asociadas a la formulacion como para encontrar nuevas familias de desigualdades
que definan facetas de P(G, D, 3s). En el caso en que L(G, D,S) no es vacio, y mediante el
grafo de conflictos entre demandas, se establecié una relacion entre el RSA y los problemas de
coloreo, buscando identificar familias de desigualdades validas asociadas a algunas derivacio-
nes de esta familia de problemas. Para las desigualdades de clique, conocidas en el contexto de
coloreo por intervalos, se establecieron condiciones suficientes bajo las cuales definen facetas
de P(G,D,5s).

Por lo nombrado anteriormente y lo visto en el capitulo, se encuentra que el analisis de
P(G, D, 3) esta fuertemente vinculado con L(G, D, s). Asi, la dificultad encontrada en este
estudio se basa en la complejidad asociada a la caracterizacién de los pares de demandas que
en toda soluciéon comparten al menos un enlace. Al no ser trivial identificar estos elementos, el
uso de L como herramienta tedrica queda sensiblemente limitado. Sin embargo, la posibilidad
de construir subconjuntos de L(G,D,3) cuyos elementos se identifiquen de forma simple
otorga a dicho conjunto un valor practico concreto.

6.3. Formulacion relajada

Como se menciond, la complejidad computacional asociada a generar el conjunto L(G, D, 3)
limité la aplicacion practica de estos resultados. Esto motivé el planteo de una nueva formula-
cion, simplificando ciertas restricciones, buscando asi obtener conocimiento adicional sobre la
estructura combinatoria de P(G, D, §). Se introdujo entonces una relajacién de la formulacién
DR-~AQV, centrandose en la componente de asignacién de espectro y simplificando el resto
de las restricciones. Esto condujo a la definicién del poliedro RP(D, 3), el cual se estudi6 en
profundidad, buscando asi fortalecer la formulacién original.

En un principio, se caracterizé la dimension y la propiedad simetria que posee RP (D, 3),
y se demostré que las desigualdades de antiparalelismo, las restricciones sobre 2-ciclos y la
no-negatividad de un juego de variables definen facetas de este poliedro. Por otro lado, se
propusieron las siguientes familias de desigualdades validas:

» Desigualdades telescopicas derechas e izquierdas: Estas familias buscan acotar la asig-
nacién de slots de una demanda 7 considerando la suma de las diferencias de volumen
de otras demandas a la derecha/izquierda de 1.

s Desigualdades telescopicas reforzadas derechas e izquierdas: Estas familias buscan acotar
la asignacién de slots de pares de demandas de forma andloga a la familia anterior.

s Desigualdades telescopicas extendidas derechas e izquierdas: Estas familias buscan aco-
tar la asignacién de slots de pares de demanda ¢, j considerando tanto las demandas
entre ¢ y j, como las que se encuentran a la derecha/izquierda de i.
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s Desigualdades telescépicas medias: Esta familia busca acotar la asignacién de slots de
pares de demandas i, j teniendo en cuenta demandas que se sitian entre ¢ y j.

» Desigualdades k-ciclo: Esta familia se hereda del politopo del subgrafo aciclico y busca
acotar la asignacion de slots estableciendo un orden entre los intervalos asignados a las
demandas.

En este contexto, dos de las contribuciones centrales de este capitulo son:

= Se presentaron y demostraron las condiciones bajo las cuales estas familias de desigual-

dades definen facetas de RP(D,s).

= Se demostrd que su separacion puede lograrse en tiempo polinomial, mediante reduc-
ciones al problema de camino minimo en grafos dirigidos adecuadamente construidos.

El segundo punto destacado, ademas de ser un resultado significativo desde el punto de
vista tedrico, hace a estas desigualdades particularmente valiosas para su integracién en un
entorno de planos de corte. Ademads, su estructura sugiere la aplicacién de procedimientos de
separacion heuristicos simples en caso de que los algoritmos polinémicos no sean efectivos en
la préactica.

6.4. Experimentos computacionales

Si bien la presente tesis tiene un marco tedrico y se centra en el estudio del poliedro
asociado a la formulacién DR-AOV, se llevaron a cabo experimentos computacionales con
el objetivo de tener una aproximacién acerca del potencial de las familias identificadas en
el Capitulo 4. Se implementé un algoritmo de ramificacién y corte, y procedimientos de
separacion, de manera de incorporar las desigualdades de forma dindmica en un entorno de
planos de corte. Los resultados obtenidos se pueden resumir en los dos siguientes puntos.

s Reduccion en el tamano del drbol de bisqueda. En la mayoria de las instancias la in-
corporacion de las familias telescépicas, fortalecidas, extendidas o medias disminuyé el
numero de nodos del drbol de busqueda, logrando una mejora promedio del 30 %.

s Mejoras en la cota dual. Los cortes aportaron hasta un 8 % de mejora en la relajacién
lineal, con un 4 % de mejora promedio, tendiendo a ser mayor a medida que aumenta
la relacion entre el numero de slots necesarios y el numero de slots disponibles de las
instancias. Es decir, en configuraciones donde se tienen pocos slots disponibles frente a
los necesarios, el uso de estos cortes mejoré en mayor medida la cota inferior dada por
la relajacion lineal de la formulacién original.

Aunque el tiempo requerido por los procedimientos de separacién exacta de los cortes, mas
alld de tener una complejidad polinomial, tiende a compensar parte de la mejora obtenida
en términos de reduccién del tamano del arbol de bisqueda, estos resultados sugieren lineas
concretas de trabajo a futuro, que se describiran en la préxima seccion.
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6.5. Trabajo a futuro

A partir de los desarrollos tedricos y practicos llevados a cabo en esta tesis, surgen diversas
lineas de investigacién futuras.

Una direccién natural consiste en el disefio de nuevas formulaciones de programacién lineal
entera que puedan ofrecer una mejor escalabilidad o relajaciones lineales més ajustadas que el
modelo DR-AOV. Si bien esta formulacién tiene asociadas las mejores métricas sobre el resto
de las formulaciones presentadas, puede que este resultado esté limitado por los experimentos
realizados.

Otra direccién de investigacién relevante consiste en incorporar incertidumbre en los mode-
los, considerando versiones estocésticas del problema de RSA. En particular, podria modelarse
la variabilidad en los volimenes de demanda mediante programacién estocastica, buscando
soluciones que permanezcan factibles frente a diferentes escenarios de trafico. Asimismo, la
disponibilidad de los enlaces podria representarse como un parametro aleatorio, permitiendo
estudiar escenarios con fallas en la red y ponderar su impacto sobre las decisiones en el ruteo
y en la asignacién de espectro.

Por otro lado, la incorporacién de restricciones practicas adicionales, como limites de
latencia, requerimientos de proteccién o consumo energético, enriqueceria aiin mas el marco
de modelado y abriria nuevos desafios tedricos. Un ejemplo de esto podria ser el estudio de
variantes del RSA en las que se relaje la restriccién de continuidad de espectro, permitiendo
que una misma demanda utilice diferentes slots a lo largo de su ruta mediante técnicas de
conversion de longitud de onda o espectro. Si bien este enfoque introduce un costo adicional
asociado al equipamiento de los nodos con hardware de conversion, aumentaria la aplicabilidad
del enfoque en contextos de planificacién y operaciéon de redes en tiempo real.

Otra linea de trabajo interesante consiste en explorar formulaciones alternativas en las que
las variables de decision se definan en términos de rutas precomputadas en la red, como se hi-
z0, por ejemplo, en los trabajos [16, 35, 51]. Este enfoque podria simplificar la representacién
matematica del problema, reduciendo el niimero de variables y restricciones, y potencialmente
mejorando los tiempos de resolucién. En este contexto, la principal dificultad esta en garan-
tizar que el conjunto de rutas consideradas sea lo suficientemente amplio, manteniendo al
mismo tiempo la factibilidad computacional de los modelos, y se podrian utilizar métodos de
descomposiciéon como generaciéon de columnas y descomposicién de Benders.

En el ambito tedrico, el estudio poliedral realizado sobre la formulacién DR-AOV podria
ampliarse mediante la exploracién de nuevas familias de desigualdades vélidas y la busqueda
de una caracterizacion mas completa del espacio de soluciones que describe el problema. Desde
el punto de vista practico, seria relevante desarrollar procedimientos de separacién heuristicos
efectivos para las familias de desigualdades presentadas, con el fin de mejorar el uso de estas
desigualdades dentro de un entorno de planos de corte.

Por otro lado, en este trabajo nos centramos en la relacién entre el RSA y una familia
de problemas derivados del problema de coloreo. Si bien ain queda mucho por explorar para
profundizar en las relaciones con estas familias de problemas, siendo que este problema tiene
una componente de ruteo y otra de asignacién de recursos, y ambos problemas son amplia-
mente estudiados, se podrian analizar relaciones entre el RSA y otras familias de problemas
de optimizacién combinatoria.

En cuanto a la resolucion practica del RSA, el desarrollo de un procedimiento completo de
ramificacion y corte mas eficiente representa un paso natural hacia adelante. Este algoritmo
deberia integrar rutinas eficientes para la separacién y administracion de las desigualdades
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presentadas durante el proceso de resolucién. Por otro lado, en [7] se mostré que la adicién
de heuristicas iniciales a un algoritmo de ramificaciéon y corte sobre otra formulacién tuvo
un impacto positivo en su rendimiento, por lo que seria interesante implementar e incorporar
este tipo de técnicas.

Por 1ultimo, dada la relevancia practica del problema estudiado, resultaria interesante
poder llevar investigaciones futuras hacia aplicaciones reales. Tener la posibilidad de experi-
mentar sobre conjuntos de datos provenientes de trafico y redes épticas operativas permitiria
evaluar con mayor precisién los resultados obtenidos y contrastar la eficacia de los cortes en
escenarios realistas. Ademads, como se observé en los experimentos, ciertas métricas de me-
jora muestran una relaciéon con la estructura de las instancias. Un anélisis de los atributos
asociados a instancias reales facilitaria el diseno de estrategias a medida capaces de explotar
rasgos especificos.
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Apéndice A

TEOREMA DE UNOS CONSECUTIVOS

Fijamos una demanda d y un enlace e usado por esta demanda. Sea x; una variable binaria
tal que es igual a uno si y solo si el slot s es usado por la demanda d, y consideremos las
siguientes restricciones:

> zs = 1 Vi e {0,...,v(d) — 1} (A.1)

s€{0,...,5—1}:
s = i (mod v(d))

oo a > > s Vi€ {0,...,5—v(d) -1} (A.2)
s€{0,...,i—1}: s€{0,...,i—2}:
s = i (mod v(d)) s+1 =i (mod v(d))

Teorema A.1. Sea x* € {0,1}%, las restricciones A.1 y A.2 asequran que hay exactamente
v(d) variables consecutivas en el vector {zf, ..., z%_;} tomando el valor 1.

Demostracion. Usando las restricciones A.2 y una propiedad de las restricciones A.1 pode-
mos probar que hay al menos v(d) variables consecutivas tomando el valor 1, y usando las
restricciones A.1 podemos probar que el resto de las variables del vector binario z* toman el
valor 0.

Parai=0,...,5§ —v(d) — 1, sea C; la restricciéon A.2 asociada al indice i, y sean L; y R;
el lado izquierdo y derecho de Cj, respectivamente. Es decir, tenemos que:

Dado que Ry = 0 y como el conjunto de indices de L; es igual al conjunto de indices de
Ri4q para todo ¢ en {0,...,5 —v(d) — 1}:

Ls_yay = Rs—v@ = Ls—y@y-1 =+ =>R1=Lo> Ry =0
Es decir, tenemos que:
Liy1 > L; Vie {0,...,§—v(d) — 1} (A?))

Ahora, sea I; el conjunto de indices asociados a L, es decir, I; = {s € {0,...,i — 1} :
s = i mod v(d)}. De esta manera, el indice i es el mayor elemento en I, y dado que i ¢
Liv1,.. i ¢ Livy(g—1, para ¢ =0,...,v(d) =1y i=0,...,5—¢— 1 concluimos que el tinico
indice mayor a ¢ en Iy, es i + g:

{i' € Lipg:i >it={i+q} (A.4)
Ahora, sean LI; el lado izquierdo de la restriccién A.1 asociado al indice i, y o = {s €
{0,...,5—1} : s =imodv(d)}. Dado que I; C «;, entonces las restricciones A.1 implican:
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*
=
y z, = 1 entonces L;» = 1. De manera andloga, por A.3 y A.5, Ly = 1 para todo k > ¢*. En

Sea p el menor indice tal que x 1y ¢* el menor indice tal que zj, € L;. Dado que A.4

particular,
Lp=1Vke{i*...,i" +v(d) — 1}

Por la definicién de p, tenemos que :U;;, = 0 para todo p’ < p. Esto implica que en cada
Ly, tal que i* < k < i* 4+ v(d), solamente las variables las variables con indices mayores a p

pueden tomar el valor 1, pero a causa de A.4, algunas de estas son {szrl’ cee ‘7:1*;+u(d)—1}‘ Por
lo tanto, tenemos al menos v(d) variables consecutivos tomando el valor 1.
Ahora, si consideramos la unién de los conjuntos {s € {0,...,5 — 1} : s =i mod v(d)}
para i € {0,...,v(d) — 1}, dado que sus elementos son disjuntos tenemos:
v(d)—1

{s€{0,...,5—1}:s=1imodv(d)},
=0

lo que es equivalente a
{s€{0,...,5—1}:s=imodv(d), i €{0,...,v(d) —1}}.

Y de esta manera,

v(d)—1
U {se€fo,....s -1} :s=imoduv(d)} ={0,...,5 -1}
=0

Implicando que existen a lo sumo v(d) variables tomando el valor 1:

> Yz < (@)

i€{0,...0(d)—1} s€{0,...i—1}:
s = i mod v(d)
De esta manera, tenemos que existen exactamente v(d) variables consecutivas tomando el

valor 1.
O



Apéndice B

RESULTADOS DETALLADOS

En esta seccién se muestran los resultados completos obtenidos de los experimentos compu-
tacionales realizados para evaluar la contribucion de las familias de desigualdades identificadas
en un entorno de planos de corte. La Tabla B.1 presenta, para cada instancia, el efecto de
agregar de manera dindmica las diferentes familias de desigualdades (telescépicas, fortaleci-
das, extendidas o todas ellas) en un procedimiento de ramificacién y acotacién. Para cada
topologia y niimero de slots disponibles s, se reporta el niimero de cortes generados y el nime-
ro promedio de nodos explorados en el arbol de enumeracion. De esta forma, puede observarse
en detalle cémo la inclusion de cortes influye en la reduccién del nimero de nodos.
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, _ , . Telescépicas Fortalecidas Extendidas Todas
Topologfa D] y méxiep v(i) | RéA Nodos Cortes | Nodos | Cortes | Nodos | Cortes | Nodos | Cortes | Nodos
06n-9m-n6s9 6 | 1000 900 0 0 0 0 0 0 0 0 0
06n-9m-n6s9 7 10 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
06n-9m-n6s9 7 100 90 2 0 2 0 2 0 2 0 2
06n-9m-n6s9 9 50 45 2 0 2 0 2 0 2 0 2
06n-9m-n6s9 11 10 9 5 13 14 4 4 2 4 27 15
06n-9m-n6s9 12 | 100 90 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 12 | 500 450 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 13 10 9 - 10 - 6 - 0 - 21 -
06n-9m-n6s9 13 | 500 450 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 13 | 1000 900 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 14 50 45 1 0 1 0 1 0 1 0 1
06n-9m-n6s9 15 | 500 450 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 16 | 1000 500 1 0 1 0 1 0 1 0 1
06n-9m-n6s9 18 50 45 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 18 | 100 90 - 0 - 0 - 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 20 50 25 252 501 400 633 616 326 116 990 439
06n-9m-n6s9 20 | 100 50 43 159 112 140 81 320 48 122 26
06n-9m-n6s9 20 | 1000 900 - 0 - 0 0 - 0 -
06n-9m-n6s9 22 10 3 24 14 11 14 6 5 10 34 10
06n-9m-n6s9 22 10 5 64 185 439 39 24 31 16 322 214
06n-9m-n6s9 22 | 100 50 4 1 4 1 4 0 4 2 4
06n-9m-n6s9 23 10 5 - 1610 - 1796 - 890 - 1402 -
06n-9m-n6s9 23 | 500 250 37 11 7 10 7 22 3 35 7
06n-9m-n6s9 24 | 100 30 37 64 39 14 11 69 31 118 29
06n-9m-n6s9 25 50 25 63 240 180 101 47 126 69 338 68
06n-9m-n6s9 27 | 500 150 1 0 1 0 1 0 1 0 1
06n-9m-n6s9 31 | 500 250 - 3061 - 2252 - 2932 - 3051 -
06n-9m-n6s9 34 | 1000 500 29 382 139 124 40 942 153 551 72
06n-9m-n6s9 36 50 15 38 67 21 40 22 55 19 204 22
06n-9m-n6s9 37 10 5 - 741 - 1365 - 960 - 947 -
06n-9m-n6s9 37 | 1000 300 29 75 35 51 24 67 30 340 69
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30
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500
500
1000
10
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instancia. Cada fila representa una instancia individual.

32
32
33
33
34
35
42
43
43
44
46
47
47
48
o1
55
56
58
63
68
71
71
73
74
79
85

10
100
50
500
500
100
50
100
500
1000
100
50
100
50
1000
10
50
1000
10
10
100
500
500
50
100
1000

50
45
150
250
90
15
50
250
500
50
15
30
25
300

25
300

30
150
150

15

30
300

15
18

s = o

219

100

106
42

658
39
595
194
195
138
80
2
254
210
279
378
142
183
177
156
267
101
424
232
292

21
83
13

27

66
7
100

69
105
113

824
74
224
749
430
108
37
4
328
75
350
399
113
185
240
53
151
49
174
128
414

63
42
o1

61
103

173

105
66

986
153
957
565
230
200
27
3
389
149
280
797
194
178
109
84
382
88
469
310
890

21
304
187

17
790
239
778
432
386
331

88

4
492
258
308
648
176
213
017
247
559
180
603
468

1669

Tab. B.1: Numero de cortes y nimero de nodos en el drbol de enumeraciéon cuando se agregan dindmicamente cortes de cada familia a cada
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Por otro lado, la Tabla B.2 muestra en detalle la mejora obtenida en la cota inferior de
la relajacién lineal al agregar las familias de cortes en el nodo raiz del procedimiento de
enumeracion. Esto se aplica sobre cada una de las instancias construidas, mostrando tanto
la cota original de la relajacién lineal como la nueva cota (“Mejor cota”) luego de agregar
los cortes, asi como la diferencia absoluta y relativa entre ambas. Estos resultados permiten
verificar en qué medida las desigualdades propuestas refuerzan la formulaciéon y mejoran la
cota inferior, lo cual puede resultar favorable a la hora de reducir los tiempos computacionales
y el tamafio del arbol de bisqueda.

Topologia s D| Max. Rel.ajamon Mejor cota | Diferencia leeren(:l.a Cortes
Volumen lineal porcentaje | agregados

061-9m-1n6s9 10 85 10 135.1000 135.4416 0.3416 0.25% 566
061-9m-1n6s9 15 | 109 15 173.3002 177.5124 4.2122 2.43% 850
061-9m-1n6s9 20 | 123 19 189.4500 203.8601 14.4101 7.61% 3762
061n-9m-1n6s9 30 95 29 153.6333 165.8301 12.1968 7.94% 2225
061n-9m-1n6s9 40 80 38 128.0500 134.9584 6.9084 5.40 % 1728
061-9m-1n6s9 60 | 125 57 193.3670 207.2837 13.9167 7.20 % 4037
061-9m-1n6s9 80 | 116 76 189.0628 197.2538 8.191 4.33% 4079
061n-9m-1n6s9 100 | 83 95 125.5400 131.5114 5.9714 4.76 % 2052
061-9m-1n6s9 150 | 123 143 196.3600 210.4883 14.1283 7.20% 4930
061n-9m-1n6s9 200 | 101 190 149.9200 157.5384 7.6184 5.08 % 2643
061-9m-n6s9 300 | 94 285 145.4633 152.8232 7.3599 5.06 % 2986
061-9m-1n6s9 400 | 103 380 156.3900 166.6401 10.2501 6.55 % 3027
061-9m-1n6s9 600 | 89 570 136.5800 143.6838 7.1038 5.20% 2660
061n-9m-1n6s9 800 | 94 760 139.2700 147.3987 8.1287 5.84 % 2616
06n-9m-n6s9 1000 | 111 950 172.6150 184.3282 11.7132 6.79 % 3686
11n-52m-COST239 10 95 10 154.2000 156.7242 2.5242 1.64% 311
11n-52m-COST239 15 | 159 15 264.6669 264.7666 0.0997 0.04 % 667
11n-52m-COST239 20 | 183 19 298.0004 313.8351 15.8347 5.31% 2554
11n-52m-COST239 30 | 145 29 235.8333 247.2780 11.4447 4.85% 2239
11n-52m-COST239 60 | 122 57 208.2502 213.3898 5.1396 2.47% 2407
11n-52m-COST239 | 100 | 99 95 150.0000 157.9682 7.9682 5.31% 1220
11n-52m-COST239 | 150 | 156 143 248.4336 255.3421 6.9085 2.78 % 4311
11n-52m-COST239 | 200 | 162 190 260.0002 265.1454 5.1452 1.98% 3546
11n-52m-COST239 | 300 | 99 285 165.7667 169.8564 4.0897 247% 1980
11n-52m-COST239 | 400 | 110 380 184.2926 188.6245 4.3319 2.35% 2062
11n-52m-COST239 | 600 | 169 570 284.8571 292.1045 7.2474 2.54 % 5133
11n-52m-COST239 | 1000 | 191 950 302.5234 310.4047 7.8813 2.61% 5006
16n-46m-EURO 10 | 108 10 289.8004 291.0000 1.1996 0.41 % 919
16n-46m-EURO 15 | 102 15 283.5000 286.5461 3.0461 1.07% 737
16n-46m-EURO 20 | 115 19 300.4000 321.6405 21.2405 7.07% 2677
16n-46m-EURO 30 82 29 241.8333 255.5338 13.7005 5.67 % 1256
16n-46m-EURO 40 93 38 268.5500 279.0369 10.4869 3.91% 2019
16n-46m-EURO 60 | 102 57 283.5500 296.2622 12.7122 4.48% 2389
16n-46m-EURO 80 81 76 207.9000 215.3413 7.4413 3.58 % 1580
16n-46m-EURO 100 | 104 95 295.7400 309.5449 13.8049 4.67% 2297
16n-46m-EURO 150 | 113 143 317.0867 327.5814 10.4947 3.31% 3066
16n-46m-EURO 200 | 113 190 328.6283 338.0745 9.4462 2.87T% 2994
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Apéndice B. Resultados detallados

16n-46m-EURO
16n-46m-EURO
16n-46m-EURO
16n-46m-EURO
16n-46m-EURO
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
20n-62m-ARPANet
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
21n-70m-Telefonica
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24

300
400
600
800
1000
10
15
20
30
40
60
80
100
150
200
300
400
600
800
1000
10
15
20
30
40
60
80
100
150
200
300
400
600
800
1000
10
15
20
30
40
60
80
100
150
200
300
400

102
101
91
95
0]
62
116
85
110
74
105
102
80
112
105
109
113
127
79
71
66
79
127
104
125
109
132
129
82
116
133
125
74
120
130
94
135
142
129
131
90
122
89
94
120
109
121

285
380
570
760
950
10
15
19
29
38
57
76
95
143
190
285
380
570
760
950
10
15
19
29
38
o7
76
95
143
190
285
380
570
760
950
10
15
19
29
38
o7
76
95
143
190
285
380

283.6500
274.1175
246.8167
276.9088
233.1200
194.0000
343.5672
241.1000
337.5339
222.8250
333.9833
275.9625
234.0300
322.2738
303.5800
320.0733
344.3275
374.4057
229.7438
208.9650
173.3000
226.2666
376.7006
305.7338
345.7500
292.0333
362.9755
360.1206
228.2067
370.6506
394.6206
350.7330
200.0000
338.7342
369.5186
297.8500
430.3674
426.1507
393.5339
391.9756
283.3333
377.7255
260.3700
324.2400
367.9855
321.1533
393.5331

293.9324
285.3124
253.4527
288.7900
239.4775
194.5000
344.4332
261.1339
358.6377
231.7358
344.6345
285.1333
243.9796
332.4092
323.4478
333.0716
358.1364
395.0144
239.5701
216.7583
181.2500
227.3667
392.7283
317.6461
355.2952
304.8260
372.3128
371.2073
234.9690
381.7979
404.8303
364.1335
210.7429
352.3696
381.4543
297.8500
431.4666
438.4250
405.1811
400.8777
287.5900
385.7757
267.1344
330.5134
378.3601
328.5213
396.6618

10.2824
11.1949
6.6360
11.8812
6.3575
0.5000
0.866
20.0339
21.1038
8.9108
10.6512
9.1708
9.9496
10.1354
19.8678
12.9983
13.8089
20.6087
9.8263
7.7933
7.9500
1.1001
16.0277
11.9123
9.5452
12.7927
9.3373
11.0867
6.7623
11.1473
10.2097
13.4005
10.7429
13.6354
11.9357
0.0000
1.0992
12.2743
11.6472
8.9021
4.2567
8.0502
6.7644
6.2734
10.3746
7.3680
3.1287

3.63%
4.08%
2.69 %
4.29%
2.73%
0.26 %
0.25%
8.31%
6.25 %
4.00%
3.19%
3.32%
4.25%
3.14%
6.54 %
4.06 %
4.01%
5.50 %
4.28%
3.73%
4.59%
0.49 %
4.25%
3.90 %
2.76 %
4.38%
2.57%
3.08%
2.96 %
3.01%
2.59 %
3.82%
5.37%
4.03%
3.23%
0.00%
0.26 %
2.88%
2.96 %
2.27%
1.50 %
2.13%
2.60 %
1.93 %
2.82%
2.29%
0.80 %

2751
2450
2214
2219
1606
338
886
1058
2407
1223
2739
2273
1431
2704
2409
2743
2718
3604
1540
1338
323
323
2687
2026
2917
1998
2974
2838
1510
2606
4074
2733
1346
2625
2991
617
813
1316
1694
1194
1563
2196
1381
1665
2481
2342
1726
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24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
24n-86m-UBN24
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
28n-82m-EURO28
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain
30n-112m-Spain

600
800
1000
10
15
20
30
40
60
80
100
150
200
300
400
600
800
1000
10
15
20
30
40
60
80
100
150
200
300
400
600
800
1000

125
140
134
74
96
76
103
95
78
84
97
7
85
87
93
98
69
86
90
128
147
88
96
119
138
145
143
86
117
127
138
93
86

570
760
950
10
15
19
29
38
o7
76
95
143
190
285
380
570
760
950
10
15
19
29
38
57
76
95
143
190
285
380
570
760
950

396.6490
401.8456
450.2928
276.7000
389.2000
280.2000
393.6006
369.6750
299.2667
305.6625
366.9200
285.3533
315.8600
329.9767
349.4100
375.0050
253.6825
319.2900
301.6000
425.3339
506.5509
299.2000
332.1000
390.4836
443.8381
502.2309
481.4651
308.7250
433.9903
420.4379
466.5274
281.1725
309.3340

400.5020
405.4751
451.4466
276.7000
395.3307
290.1743
423.1967
380.7944
310.6697
316.2550
381.2575
298.4796
333.1525
340.6931
363.1867
386.0376
266.0285
331.2492
302.3000
427.7233
511.6817
307.6621
337.5878
395.5849
446.3248
504.3395
483.1519
310.9658
434.5600
422.9081
470.2610
285.3802
312.8812

3.8530
3.6295
1.1538
0.0000
6.1307
9.9743
29.5961
11.1194
11.4030
10.5925
14.3375
13.1263
17.2925
10.7164
13.7767
11.0326
12.3460
11.9592
0.7000
2.3894
5.1308
8.4621
5.4878
5.1013
2.4867
2.1086
1.6868
2.2408
0.5697
2.4702
3.7336
4.2077
3.5472

0.97%
0.90 %
0.26 %
0.00 %
1.58 %
3.56 %
7.52%
3.01%
3.81%
3.47%
3.91%
4.60 %
5.47 %
3.25%
3.94%
2.94%
4.87%
3.75%
0.23%
0.56 %
1.01%
2.83%
1.65 %
1.31%
0.56 %
0.42%
0.35%
0.73%
0.13%
0.59 %
0.80 %
1.50 %
1.15%

2121
2180
1594
489
573
1047
2136
1885
1418
1631
1893
1417
1613
2072
1813
2257
1145
1595
514
559
1134
1320
1657
1275
1475
1489
1625
1346
1239
1109
1658
1523
1568

Tab. B.2: Mejora en la funcién objetivo de la relajacién lineal cuando se agregan cortes de cada familia
dindmicamente (es decir, en el nodo raiz del drbol de enumeracién).
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