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Lógicas para razonar sobre grafos con datos

Resumen

En esta tesis analizamos varios problemas relevantes en el área de Teoŕıa de Bases de Datos y
nos enfocamos particularmente en casos donde la información se almacena en una estructura con
forma de grafo. En la actualidad resulta indispensable realizar estudios formales sobre este tipo
de estructuración de los datos debido a la creciente popularidad de sistemas para el manejo de
información como la World Wide Web, o su extensión la Web Semántica, que basan su operabilidad
en tecnoloǵıas que generan y analizan la información almacenada en documentos con formatos como
XML o grafos RDF. En general, el mantenimiento de una base de datos suele darse a través de
lenguajes ontológicos y para estructuras con forma de grafos han surgido varias propuestas en
las últimas décadas, como el Web Ontology Language (OWL), que es una familia de lógicas de
descripción usadas para gestionar la forma de un grafo a través de meta-información, o el Shapes
Constraint Language (SHACL) que valida la información de un grafo RDF a través de formas.
Similarmente, se han creado lenguajes para realizar consultas sobre grafos, la mayoŕıa de los cuales
toman como base implementaciones navegacionales relativas a propiedades básicas de grafos, como
accesibilidad, conectividad, verificación de caminos, etc.

Bajo esta noción, muchos planteamientos teóricos surgen naturalmente, por ejemplo, la incon-
sistencia de una base de datos respecto a un conjunto de restricciones es un problema básico que se
puede analizar bajo un rigor lógico. Por un lado, hay varias maneras de formalizar esta situación,
que depende tanto de las clases de estructuras a considerar como del lenguaje ontológico utilizado
para razonar sobre tales estructuras. Y por otro lado, hay varias maneras de lidiar con bases
inconsistentes en la práctica, ya sea tratando de eliminar la inconsistencia manipulando la base
de datos, o manteniendo el estado actual de la base pero identificando la información certera, es
decir, los datos que prevalecerán independientemente del tipo de modificación que se haga sobre
la base original. Concretamente, los problemas que se estudiaron en este trabajo son

� Reparación de un data-grafo inconsistente respecto a un conjunto de restricciones definido sobre
el lenguaje GXPath y varios de sus fragmentos;

� Controlabilidad finita del problema de decisión Ontology Mediated Query Answering (OMQA),
cuyos resultados fueron caracterizados por ciertos patrones de grafos.

En el primer punto, se obtuvieron múltiples resultados de complejidad según distintos criterios
de reparación y se analizaron algunos casos donde el método de reparación es determińıstico. En el
segundo punto se definió un tipo de grafo subyacente especial asociado a consultas regulares, que
llamamos esqueleto, con el que se dio una descripción completa de la propiedad de controlabilidad
finita para OMQA en base a caracteŕısticas topológicas espećıficas de los esqueletos.

En otra ĺınea de trabajo, también se planteó un nuevo lenguaje denominado CPDL+, que ex-
tiende al conocido Propositional Dynamic Logic (PDL), con un operador de programas recursivo
que llamamos programa conjuntivo y que es compatible con los demás operadores sintácticos de
PDL. La semántica de este lenguaje se da a través de Estructuras de Kripke, que es una variación
de sistemas de transición y que puede entenderse como un grafo con múltiples etiquetas en ejes



y nodos. En relación a los puntos ya discutidos, CPDL+ puede entenderse como un lenguaje de
consulta sobre data-grafos. Para este lenguaje estudiamos varios problemas lógicos y computa-
cionales que avalan su importancia. Demostramos que extiende estrictamente a distintas familias
de lenguajes; que el problema de satisfacibilidad de CPDL+ es decidible; que tiene la propiedad
de modelo con ancho de árbol acotado (es decir, si una fórmula φ de CPDL+ es satisfacible, es
satisfacible en un modelo con ancho de árbol acotado); que tiene un juego de bisimulación que
lo caracteriza; y analizamos el problema model checking asociado. Además, muchos de estos re-
sultados se obtuvieron analizando distintos fragmentos de CPDL+ definidos a través de las clases
de grafos con ancho de árbol acotado, con lo cual obtuvimos una jerarquización estrictamente
creciente de CPDL+.

Palabras clave: bases de datos, grafos, ontoloǵıa, respuestas consistentes, satisfacibilidad, deci-
bilidad, lógica modal, lógicas de descripción, lógica de primer orden, segundo orden monádico,
lenguajes regulares



Logics to reason over graphs with data

Abstract

In this thesis we analize several problems that are relevant in the field of Database Theory
and we focus particularly on those cases where the information is stored in a graph-like structure.
Nowadays it turns out essential to do formal research about this kind of structures dued to the
increasing popularity of data management systems such as the Wold Wide Web, or its extension
the Semantic Web, whose operability is based on technologies that generate and analize the data
stored in documents like XML files or RDF graphs. Generally, the management of a database is
usually specified by an ontology language and several of such languages have been proposed for
graph-like structures in the last decades, like Web Ontology Language (OWL), which is a family
of description logics used to manage shapes of graphs through metadata information, or Shapes
Constrints Language (SHACL) which validates information in a RDF graph through shapes. In
a similar way, many more query languages have been created, most of which are based on the
implementation of basic navigational properties related to graphs, like reachability, connectedness,
path verification, etc.

Under this notion, multiple theoretical approaches emerge naturally, for instances, the inconsis-
tency of a database with respect to a set of constraints is a basic problem that can be studied with
logic rigor. On one hand, there are many ways to formalize this situation, according to the class of
structures to consider and the ontology language used to reason about them. On the other hand,
there are also many ways to deal with inconsistency in pactrice, whether through elimination of
the inconsistency by changing the database, or by keeping the inconsistency but at the same time
identifying the certain information, that is, the data that prevails no matter how the inconsistency
in the database is fixed. Concretely, we study the following problems:

� Repairing of an inconsistent data-graph with respect to a set of constraints over the language
GXPath and fragments of GXPath;

� Finite controlability of the decision problem Ontology Mediated Query Answering (OMQA),
whose results are characterized by graph patterns.

For the first item we obtained several complexity results according to different criteria of re-
pairing and studied some cases where the repairing method turned out to be deterministic. For
the second item we defined a special underlying graph structure for regular queries that we called
skeleton, which allow us to give a complete description for the finite controllability property of
OMQA according to specific topological characteristics of the skeletons.

In another venue, we developed a new language called CPDL+, that extends the well-known
Propositional Dynamic Logic (PDL) with a recursive program operator called conjuctive program,
which is compatible with PDL’s syntactic operators. The semantic of this language is given by
Kripke structures, which is a variation of transition systems, similar to a graph with multiple
labels on edges and nodes. In conection with the previous discussion, CPDL+ can be thought as a
query language over graph databases. For this language we study several logic and computational
problems that support its importance. We prove that CPDL+ is far more expressive than many



families of languages; that CPDL+ satisfiability problem is decidable; that it has the bounded-
treewidth-model property (that is, if a formula φ of CPDL+ is satisfiable, it is satifiable in a model
with bounded treewidth); that CPDL+ is characterized by a bisimulation game; and we analize the
CPDL+ model checking problem. Moreover, many of these results were obtained analizing distinct
fragments of CPDL+ given by classes of graphs with bounded treewidth, for which we interpreted
CPDL+ as a strictly increasing hierarchy.

Key words: database, graphs, ontology, consistent answers, satisfiability, decidability, modal logic,
description logics, first order logic, monadic second order logic, regular languages
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Introducción

La tendencia actual en el área de Bases de Datos tradicionales es aceptar que la inconsistencia es
inherente a cualquier aplicación real, especialmente en lo que concierne a Big Data management,
y que como tal debe ser formalizada y usada en los procesos de manejo de datos, idea explorada
en muchos art́ıculos relevantes y ampliamente citados como [19, 57, 96]. Más recientemente, este
enfoque se ha trasladado al contexto de bases de datos semi-estructuradas, como se ve en varios
trabajos que involucran distintos formatos de almacenamiento de información no tabulares tales
como: documentos XML [90, 161], NoSQL databases con semántica BASE (Basically-Available,
Soft-state, Eventual consistency) [27], y el caso que nos compete en este trabajo, bases de datos
orientadas a grafos [32,44,49]. En muchos de estos trabajos podemos observar diferentes enfoques
para lidiar con problemas de inconsistencia, ya sea eliminando los datos conflictivos, agregando
datos para complementar información requerida, o manteniendo la inconsistencia pero identificando
la información que estará siempre presente en un posible o eventual arreglo de la base de datos.
Una idea común en todas estas propuestas es el uso de herramientas provenientes de la lógica y de
la teoŕıa de modelos, puesto que muchos de los lenguajes comúnmente utilizados en la práctica para
el acceso y el manejo de la información, como SQL, ProLog, Datalog, entre otros, se fundamentan
en fragmentos de la lógica de primer orden, y por tanto, un análisis riguroso en base a aspectos
teóricos resulta indispensable aśı como interesante.

En el marco general que engloba a este trabajo analizamos un par de problemas relaciona-
dos a (1) el manejo de la inconsistencia presentada en bases de datos orientadas a grafos con
respecto a cierto conjunto de restricciones, los cuales se forman según los requisitos de una on-
toloǵıa preestablecida, y (2) el estudio y desarrollo de nuevos formalismos lógicos que permitan
explorar aspectos estructurales y sintácticos distintos a los ya conocidos y aplicados sobre modelos
con forma de grafos.

Desde un punto de vista formal resulta necesario, y a veces ineludible, explorar distintas al-
ternativas descriptivas y notacionales para representar a las bases de datos concisamente como
objetos matemáticos y como se ve en la Figura 1, esto podŕıa realizarse de múltiples maneras. A
pesar del uso masivo de las bases de datos orientadas a grafos en las últimas décadas, no se ha
logrado establecer un concenso de representabilidad en el ámbito operativo, teniendo en la actu-
alidad dos grandes alternativas de modelización: los RDF graphs vinculados a los estándares de
la Web Semántica, y los Property graphs vinculados a estándares ISO (International Organization
for Standardization). Por esta razón, no hay un lenguaje estándar único para razonar sobre bases
de datos orientadas a grafos (tal como lo es SQL para el modelo relacional de bases de datos),
por lo que es usual encontrar, entre los argumentos que abogan en favor del uso de las bases de
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Conjunto de hechos

Estructura relacional

Figura 1: Por lo general, trabajamos con estructuras con forma de grafos con etiquetas en nodos y ejes,
como el gráfico de la izquierda. A la derecha, dos maneras conjuntivas de representar a esta estructura.

datos orientadas a grafos, un compilado de distintas opciones que basan su desarrollo en técnicas o
herramientas muy variadas entre śı. Es el caso de lenguajes declarativos de consulta como Cypher
y GQL (Graph Query Language), que fueron diseñados con la misma perspectiva operacional
de SQL, y que son usados en sistemas como Neo4j, que está fundamentalmente desarrollado en
Java [170]. Si bien en términos generales una base de datos orientada a grafos es básicamente un
grafo con (múltiples) etiquetas en ejes y nodos, esta noción también puede diferir conceptualmente,
dada la amplia variedad de comunidades cient́ıficas que han abordado este tipo de estructuras. A
lo largo de este trabajo usaremos distintos paradigmas para representar a este tipo de estructuras,
como detallamos a continuación con una breve explicación:

� Data-grafos: en el Caṕıtulo 1 utilizamos el mismo esquema teórico de [127, 169] y definimos
un data-grafo como una terna G = (V,E,D) donde (V,E) es un digrafo con conjunto de
nodos V , conjunto de ejes etiquetados E, y una (única) función D que asigna a cada nodo
en V un valor de dato. En los trabajos citados se argumenta por qué este tipo de asignación
de datos sobre los nodos no implica una limitación con respecto a la alternativa de asignar
múltiples valores, como suele hacerse en la práctica. Más a favor de este argumento, en
el Teorema 27 del Caṕıtulo 1 mostramos mediante una reducción cómo relacionar una base
de conocimientos a un data-grafo (con restricciones) de manera eficiente y preservando la
semántica de la ontoloǵıa subyacente, con el propósito de hallar la complejidad de un problema
de decisión intŕınsecamente relacionado a propiedades de satisfacibilidad. A pesar de que el
mencionado teorema muestra un resultado negativo de indecibilidad, queda claro que en un
sentido de representabilidad el concepto de data-grafo engloba muchas nociones estructurales
vistas en otro tipo de modelos (particularmente en lo que se refiere a estructuras finitas),
varios de los cuales usaremos en los siguientes caṕıtulos. Otra razón para haber utilizado este
esquema tiene que ver con el tipo de lenguajes altamente expresivos que fueron considerados
para razonar sobre data-grafos, de lo que hablaremos más adelante.

� Grafos de conocimiento: una exposición similar sobre lo alejado que estamos de plantear
una definición definitiva y conciliatoria de lo que es un data-grafo en general y de cómo estos
debeŕıan ser representados, se encuentra en [117]. En el caso espećıfico de las áreas de Rep-
resentación del Conocimiento e Inteligencia Artificial, una larga discusión se ha generado a
ráız del término knowledge graph usado por Google para referirse a determinadas herramientas
de mejoras semánticas aplicadas en sus motores de búsqueda [159]. Como se expone en [38],
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“aunque no haya un acuerdo preciso, es de entendimiento común que un grafo de conocimiento
es una larga red de entidades, e instancias”. Sin embargo, Bellomarini et al. indican más ade-
lante que esto aún no es suficiente, más aún, considerando que a nivel tecnológico, un sistema
de gestión y manejo de bases de conocimiento (KGMS) apropiado debe ser capaz de realizar
tareas como (i) incorporar grandes cantidades de datos; (ii) incorporar conocimiento basado
en reglas; (iii) realizar tareas complejas de razonamiento dadas instancias de los puntos ante-
riores. Bajo esta perspectiva, se establece que como mı́nimo un grafo de conocimiento debe
describirse mediante (a) hechos que forman parte de una verdad observable y (b) reglas que
determinan verdades derivables de nuestro conocimiento observado, lo cual podŕıa ser en un
sentido sintáctico, bajo sistemas axiomáticos y derivaciones, o a nivel semántico, como nos
compete en este trabajo. En términos más técnicos, un grafo de conocimiento se puede en-
tender como un par K = (A, T ), donde T es un conjunto denominado TBox que consta de
reglas pertenecientes a un lenguaje de ontoloǵıas (de lo que hablaremos más adelante), y A
es un conjunto (posiblemente infinito) denominado ABox de cierto tipo de verdades atómicas
o hechos, es decir, expresiones de la forma P (t̄), donde P es un concepto (i.e. un predicado
unario) o un rol (i.e. un predicado binario) y t̄ es una tupla de términos constantes o nulls.
Este enfoque relativo al esquema relacional es ampliamente utilizado en Representación del
Conocimiento, muy particularmente dentro de la comunidad que trabaja con lógicas de de-
scripción (DLs) [56,131]. Bajo este tipo de estructuras, presentamos en el Caṕıtulo 2 algunos
resultados que se basan en determinar propiedades de derivabilidad (semantic entailment) de
consultas navegacionales de grafos, a partir de una base de conocimiento con ontoloǵıas re-
stringidas según determinados fragmentos de la lógica de primer orden. Dado que el tipo de
ontoloǵıas consideradas en esa publicación lindan y se relacionan ı́ntimamente con varias DLs
conocidas, optamos por usar impĺıcitamente el concepto de grafo de conocimiento a lo largo
de ese caṕıtulo.

� Estructuras de Kripke: originalmente concebido como un modelo de transición para analizar
semánticamente varios problemas de sistemas axiomáticos de la lógica modal [123], las estruc-
turas de Kripke se convirtieron en el modelo estándar sobre los cuales razonan varias familias de
lenguajes denominadas lógicas dinámicas, entre las que se encuentran la lógica modal, Proposi-
tional Dynamic Logic (PDL) [88], e incluso toda una serie de lenguajes nuevos definidos en [85]
y que presentaremos en el Caṕıtulo 3. Las lógicas dinámicas se proponen como herramientas
descriptivas de propiedades matemáticas y proposicionales de programas. Tradicionalmente,
las estructuras de Kripke se entienden como una variante de los sistemas de transición prop-
uestos por Kripke, y se definen como un grafo cuyos nodos representan estados o mundos
alcanzables de un sistema y cuyos ejes representan transiciones entre estados, junto con un
etiquetamiento de nodos que representan propiedades satisfechas en el estado. Siguiendo con
nuestra discusión previa, una estructura de Kripke es básicamente una base de datos orientada
a grafos. Si bien esta asociación de estructuras de Kripke vistas como bases de datos no es
usualmente considerada entre los investigadores de las lógicas dinámicas (en principio porque
las lógicas dinámicas se estudian con un propósito distinto al de los lenguajes ontológicos y
de consulta), se vuelve relevante para la cohesión de este trabajo, en particular porque uno
de los objetivos conseguidos en [85] fue definir un lenguaje lo suficientemente expresivo para
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capturar a varias lógicas dinámicas ya conocidas, aśı como a varias extensiones de RPQ que
es la base de todo sistema de consulta con propiedades navegacionales o de caminos, esencial
para el análisis de bases de datos orientadas a grafos.

Como se estableció en cada uno de los puntos previos, la razón para trabajar con distintos
esquemas teóricos se debe en parte a la gran cantidad de lenguajes existentes en la literatura
para razonar sobre estructuras orientadas a grafos, incluidas las lógicas dinámicas. A lo largo
de esta investigación decidimos estudiar varios de estos enfoques, lo que conllevó a considerar la
posibilidad de unificar varios aspectos terminológicos y de notación, lo cual se ha realizado hasta
cierta medida. Sin embargo, como ya hemos argumentado, muchos de los lenguajes explorados
requieren de ciertas particularidades semánticas e interpretativas que hemos decidido mantener en
esta presentación. Describiremos a continuación cuáles lenguajes fueron estudiados en este trabajo
y su influencia o uso que tendrán en los siguientes caṕıtulos.

� Regular Path Query (RPQ): la particularidad de trabajar con estructuras con forma de
grafos supone que propiedades básicas de grafos vinculadas a aspectos topológicos (d́ıgase, ac-
cesibilidad, conectividad, camino más corto, etc.), debeŕıan ser idealmente implementables en
algún lenguaje lógico que razone sobre este tipo de estructuras, de ah́ı el origen de los denom-
inados lenguajes navegacionales. Entre los lenguajes de este estilo, y de los que representan
un núcleo dentro del área, está RPQ [1,35,64], que se compone principalmente de expresiones

de la forma x
L−→ y, donde x, y son variables y L es una expresión regular definida sobre un

alfabeto preestablecido, y que se interpreta sobre una estructura como el conjunto de pares de
nodos (u, v) conectados por un camino etiquetado con una palabra de L. RPQ y varias de sus
conocidas extensiones como 2RPQ, C2RPQ y UC2RPQ (definidos en la sección de Nociones
Básicas), estarán presentes a lo largo de este trabajo cumpliendo distintos roles. Particular-
mente serán bastante relevantes en el Caṕıtulo 2 para el planteamiento del problema central
(finite controllability of Ontology Mediated Query Answering) donde se utiliza como lenguaje
de consulta, y en el Caṕıtulo 3 definimos una lógica altamente expresiva que denominamos
CPDL+, que también contiene a UC2RPQ. Notemos que los lenguajes basados en RPQ resul-
tan insuficientes para plantear consultas que involucren información de datos de nodos, aśı que
el contexto en el que este lenguaje aparecerá en los problemas expuestos por lo general involu-
crará alguna extensión o relación con otros lenguajes que enlazan propiedades de accesibilidad
y de datos o metadatos, en simultáneo. RPQ induce un lenguaje ontológico llamado Regular
Path Constraint (RPC) que se compone de expresiones de tipo L1 ⊆ L2, donde L1 y L2 son un
par de RPQs. Este lenguaje será relevante en algunos resultados como el Teorema 26, bajo la
semántica usada en [32]. Un trabajo previo donde se utilizó esta ontoloǵıa es [1], pero los RPC
se evalúan en grafos con un elemento distinguido, por lo que los RPC en este caso se usan para
imponer condiciones locales, a diferencia de la semántica que adoptamos en este trabajo.

� Modal logic y guarded fragments: la consideración de técnicas y resultados propios de
la lógica modal en el marco de la lógica de predicados generó varios aportes teóricos impor-
tantes a finales de los años 90, relevantes hasta la actualidad tanto en las áreas de lógica
matemática como en teoŕıa de bases de datos. Con esto en mente, entre los primeros traba-
jos que trascendieron ampliamente se encuentra el de [15], donde se presenta al denominado
guarded-fragment de la lógica de primer orden (GFO). Este lenguaje se define como la colección
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de fórmulas de primer orden con ciertos patrones de cuantificación relativizada que emulan el
comportamiento de los operadores modales. Aśı por ejemplo, si x̄, ȳ son tuplas de variables
de primer orden, ψ(x̄, ȳ) una fórmula en GFO con variables libres contenidas en x̄, ȳ y α(x̄, ȳ)
una expresión atómica, entonces también están en GFO las expresiones

(∀x̄.α)ψ := ∀x̄(α→ ψ) y (∃x̄.α)ψ := ∃x̄(α ∧ ψ).

En cualquiera de estas expresiones a α se le denomina guarda. Estas formas de cuantifi-
cación restringida engloban la interpretación usual de los operadores modales □ y ♢ bajo la
semántica de estructuras de Kripke por medio de la conocida traducción estándar [18,46], que
permite traducir las fórmulas de la lógica modal a fórmulas equivalentes de la lógica de primer
orden. La importancia de esta correspondencia se ve reforzada por propiedades descriptivas
de modelos como el Teorema de Caracterización de van Benthem [165], que establece que la
lógica modal es el fragmento invariante por bisimulación de la lógica de primer orden. Como
se demuestra en [15] y en varios trabajos posteriores igual de relevantes como [53, 107, 110],
esta amalgama resultó sumamente provechosa en la búsqueda de fragmentos decidibles de la
lógica de primer orden que gozaran de buenas propiedades computacionales y matemáticas,
ya provistas en la lógica modal básica, tal como sucede con GFO. Por ejemplo, es bien sabido
que el problema de satisfacibilidad de GFO es decidible y 2ExpTime-completo, que posee la
propiedad de modelo finito (i.e. si una fórmula de GFO es satisfacible, es satisfacible en un
modelo finito) y la propiedad de modelo tipo-árbol (i.e. si una fórmula de GFO es satisfacible,
es satisfacible en un modelo de treewidth acotado). Varios de estos resultados se obtuvieron
adaptando la caracterización por bisimulación de la lógica modal, algo que discutiremos con
mayor profundidad en el Caṕıtulo 3, donde abordamos una serie de problemas similares en
la Sección 3.4.2. En lo concerniente a bases de datos orientadas a grafos y razonamiento on-
tológico, la incorporación de aspectos modales para gestionar este tipo de estructuras resulta
natural al tener en cuenta por un lado que varias lógicas de descripción pueden sumergirse
como fragmentos de GFO [67,106], y por otro lado, que muchos lenguajes navegacionales son
adaptables con operadores modales, como veremos más adelante.

� Guarded negation first order: con un enfoque similar al de los trabajos citados en el punto
anterior, en [30] definen el fragmento guarded negation de la lógica de primer orden (GNFO),
que generaliza a GFO preservando varias de sus buenas propiedades: GNFO es decidible y
2ExpTime-completo, tiene la propiedad de modelo tipo-árbol y la de modelo finito, decidir si
una sentencia de GNFO tiene un modelo finito es 2ExpTime-completo, y el poder expresivo
de GNFO está caracterizado por un juego de bisimulación. Con GNFO también es posible
absorber otros fragmentos de la lógica de primer orden que son incomparables con GFO, por
ejemplo, el fragmento unary negation (UNFO) [30, 164], por lo que GNFO es más expresivo
que ambos lenguajes. Análogo a la definición de GFO, en GNFO solo se puede introducir el
śımbolo de negación en una expresión si las variables libres se encuentran al alcance de una
guarda. Esto lo presentaremos formalmente en la Sección 2.1 del Caṕıtulo 2, donde además
veremos la relación de GNFO con otros fragmentos importantes de la lógica de primer orden
que abarcan distintos tipos de restricciones usados en teoŕıa de bases de datos y bases de
conocimiento asociadas a lógicas de descripción.
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� Description Logics (DL): la incorporación del Web Ontology Language en los estándares
del World Wide Web Consortium (W3C) significó en los primeros años de la década de los
2000 una gran oportunidad para explorar el alcance pragmático de varios lenguajes de repre-
sentación, entre ellos las lógicas de descripción. Uno de los focos centrales del W3C, abordado
en los protocolos de la Web Semántica1, es la búsqueda de un sistema integrador capaz de
realizar una lectura exitosa y desambiguada de la información proveniente de distintas fuentes,
particularmente a través de una correcta representación de los metadatos. En este sentido,
se requiere el uso de un lenguaje apropiado para describir el contenido de una base de datos
mediante conceptos, categorizaciones y relaciones entre entidades (tal cual como en un grafo
de conocimiento), con el que se pueda razonar e inferir de manera automatizada la información
que pueda resultar significativa para algún usuario. Varias lógicas de descripción bastante estu-
diadas durante la década de los 90 en el ámbito de Representación del Conocimiento cumpĺıan
con estos requerimientos, además de contar con una serie de buenas propiedades computa-
cionales que las posicionaron entre las opciones más destacadas para su implementación en la
Web Ontology Language. De las lógicas de descripción más primigenias y representativas se
encuentra ALC [22, 155], que se distingue por proporcionar una amplia variedad de construc-
tores de concepto y de fórmulas a través de una sintaxis simple y que resulta ser equivalente
semánticamente a la lógica (multi)modal básica [154]. Debido a esto último, podŕıamos pensar
en ALC como un fragmento de la lógica de primer orden que se puede sumergir en las lógicas
GFO y GNFO ya discutidas, por lo que varios de los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 2
valdrán particularmente en algunas clases de fórmulas correspondientes a ciertas lógicas de de-
scripción. Por otra parte, en la Sección 1.2.2 del Caṕıtulo 1 trabajaremos espećıficamente con
ALCOIF , una lógica de descripción altamente expresiva que extiende a ALC con conceptos
nominales (O) y de inversión (I) y que permite establecer restricciones de funcionalidad sobre
los roles (F). El uso de ALCOIF (Definición 10) resulta bastante significativo para establecer
una relación no trivial entre una DL bastante expresiva como ALCOIF y un lenguaje de
carácter navegacional del que hablaremos a continuación.

� Reg-GXPath: En [127] se investigan varios lenguajes de consulta que fueron diseñados para
combinar topoloǵıa de grafos y datos. Algunas extensiones conocidas de XPath cumplen
con estas caracteŕısticas, pero generalmente los lenguajes basados en XPath se usan muy
particularmente para procesar la información contenida en documentos XML [62], los cuales
suelen abstraerse como estructuras con forma de árbol. En la mayoŕıa de los casos, al trabajar
con fragmentos o extensiones de XPath se mantiene el mismo criterio semántico, por ejemplo,
para fragmentos de XPath sobre árboles no ordenados [135] y árboles ordenados [91,104]; y para
versiones data-aware de XPath2 sobre árboles no ordenados [82] y árboles ordenados [5, 48].
En muy contados casos se ha tratado a XPath como lenguaje de consulta para estructuras de
grafos más generales [58, 134]. Precisamente en [127] se definió una familia de lenguajes tipo
XPath, denominada GXPath, para razonar sobre grafos con datos. Varios de estos lenguajes
se construyen considerando ciertos operadores implementados en extensiones de XPath como

1https://www.w3.org/TR/owl-features/
2Estas versiones involucran el uso de operadores modales que testean comparación de valores datos, los cuales

también serán considerados en Reg-GXPath.

https://www.w3.org/TR/owl-features/
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en otros lenguajes de carácter modal como PDL. Por ejemplo, uno de tales lenguajes es
#GXPathreg(c,eq), que aqúı hemos renombrado Reg-GXPath (Definición 12) por comodidad
lectora, el cual se define por recursión mutua entre expresiones de nodo y camino, y que cuenta
con varios tests que analizan el valor de dato almacenado en los nodos de un data-grafo. Otra
caracteŕıstica que distingue a Reg-GXPath es el uso del operador de complementación para
expresiones de camino, con lo cual podemos expresar otras propiedades navegacionales de
interés como intersección o incluso contención de caminos, siendo esto último estudiado en
muchos casos v́ıa RPCs. Motivados por esta relación, en el Caṕıtulo 1 proponemos una noción
de consistencia (Definición 15), que puede entenderse como un criterio de satisfacibilidad global
de un conjunto de expresiones de Reg-GXPath sobre una estructura de data-grafo. Bajo esta
semántica, es posible relacionar a Reg-GXPath con otros lenguajes, particularmente en el
ámbito de modelos finitos. Por ejemplo, como ya mencionamos en el punto anterior, en la
demostración del Teorema 26 traducimos ALCOIF a Reg-GXPath. En [127, Section 4.2]
se plantea otra posible relación de la familia GXPath con el conocido PDL, que es también
relevante en este trabajo.

� Propositional Dynamic Logic (PDL): Originalmente propuesto como un lenguaje para
razonar sobre el comportamiento de programas [88], PDL ha sido adaptado y considerado
en otros ámbitos, por ejemplo, como lenguaje de consulta para bases de datos orientadas a
grafos [8, 162]. En un principio, el propósito de estudiar un lenguaje como PDL era encontrar
un conjunto de axiomas y reglas de inferencia para probar propiedades de programas como
terminación o equivalencia. En [156] se propone un esquema axiomático y reglas de inferencia
para PDL el cual se demuestra completo. Este análisis fue pulido posteriormente en [122]
donde proporcionan una demostración corta y elemental de la completitud del sistema de
Segerberg. Trabajos similares han surgido a lo largo de los años para extensiones de PDL
[72, 147]. Por otra parte, PDL también ha recibido mucha atención por el lado de la Teoŕıa
de Modelos. En su trabajo original Fischer y Ladner dieron varios resultados de esta ı́ndole,
como los siguientes: PDL tiene la propiedad de modelo pequeño, es decir, si una fórmula de
PDL es satisfacible entonces es satisfacible en un modelo de tamaño a lo sumo exponencial
en el tamaño de la fórmula; la propiedad de modelo de árbol, es decir, si una fórmula de
PDL es satisfacible entonces es satisfacible en un modelo con forma de árbol; el problema
de satifacibilidad de PDL es ExpTime-completo; etc. Existen muchas extensiones de PDL
cuyos problemas de satisfacibilidad asociados comprenden una complejidad que va desde ser
ExpTime hasta ser indecidibles, siendo [114] uno de los primeros trabajos que explora los ĺımites
de la decibilidad de lenguajes basados en PDL. Algunos trabajos similares y de bastante
relevancia para esta tesis (espećıficamente para el Caṕıtulo 3) son [66, 103] que abordan el
problema de satisfacibilidad de PDL extendido con operadores loop, intersection y converse, y
demostraremos varios resultados que subsumen ambos papers bajo la propuesta de una nueva
extensión de PDL.

En la próxima sección hablaremos más espećıficamente de los resultados obtenidos en este
trabajo y de cómo fueron utilizados los esquemas estructurales y sintácticos presentados en esta
introducción para el planteamiento de los principales problemas a tratar.



Contribuciones

A lo largo de esta investigación nos dedicamos a estudiar distintos problemas que son centrales
en Teoŕıa de Bases de Datos, Teoŕıa del Conocimiento y Lógica Dinámica, que se pueden abordar
con técnicas computacionales y matemáticas relacionadas a Lógica Clásica y Teoŕıa de Modelos.
Concretamente, nuestros resultados se basan en el estudio de los siguientes problemas:

� Reparación de un data-grafo bajo distintos criterios semánticos y ontológicos.

� Análisis de respuestas a consultas mediadas por ontoloǵıas (denominado CQA u OMQA según
distintos contextos) y la propiedad de controlabilidad finita.

� Extensiones expresivas de PDL que preservan buenas propiedades lógicas y computacionales y
sus relaciones con otros lenguajes lógicos.

Detallaremos a continuación cómo se abordaron estos planteamientos con una breve descripción
de los mismos, y hablaremos de los casos o versiones que serán analizados en cada caṕıtulo y cuáles
resultados originales se obtuvieron, los cuales pueden ser de interés para las comunidades en las
áreas de Bases de Datos, Teoŕıa del Conocimiento, Lógica Matemática, Teoŕıa de Modelos, Lógicas
Dinámicas, Lógicas Modales, y semejantes. En esta sección mencionaremos las publicaciones
[7, 85,86] cuyos contenidos forman parte de esta tesis doctoral.

Caṕıtulo 1:
Reparación de data-grafos

Cuando lidiamos con bases de datos inconsistentes, una serie de cuestionamientos surgen nat-
uralmente: ¿es identificable el origen de la inconsistencia?, ¿es posible modificar la base para
restablecer la consistencia?, ¿es costoso realizar estos cambios? Desde la aparición del trascen-
dental art́ıculo [19], que aborda estas preguntas en el contexto de bases de datos relacionales con
restricciones expresables en standard format,3 fueron adaptadas las ideas de ese trabajo a otros
esquemas, incluyendo a las bases de datos orientadas a grafos sujetas a distintos tipos de restric-
ciones. En este trabajo, Arenas, Bertossi y Chomicki formalizaron la idea de reparación de una
base de datos inconsistente como una base de datos consistente que difiere mı́nimamente de la
base original, donde esto último se establece mediante una noción de distancia entre estructuras
dada por propiedades conjuntistas. Muy ligado al concepto de reparación se encuentra el de Con-
sistent Query Answering (CQA), que se basa en identificar las respuestas a consultas que siempre

3Este formato de fórmulas incluye familias básicas de restricciones como denial constraints, functional depen-
dencies e inclusion dependencies.
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aparecerán en posibles reparaciones de una base inconsistente, lo cual es relevante en muchos con-
textos, por ejemplo, cuando existe más de una manera de restaurar la consistencia. Esta noción
semántica ha sido clasificada posteriormente como certain semantics o AR semantics [43], para
contrastarla con otras opciones de tolerancia de inconsistencia. Para nuestro propósito usaremos
impĺıcitamente la semántica de brave repairs de CQA, que bajo cierta perspectiva puede entenderse
como la propiedad contraria de certain semantics.

En el Caṕıtulo 1 exponemos los resultados obtenidos en [7], donde fueron analizadas varias
versiones del problema de reparación de un data-grafo inconsistente con respecto a restricciones
provenientes del lenguaje Reg-GXPath y varios fragmentos de este. La noción de consistencia uti-
lizada en este trabajo (Definición 15) se presenta bajo un criterio de satisfacción global que permite
subsumir mediante traducciones computables varios tipos de lenguajes, ya sea de restricción como
los RPCs (visto en la demostración del Teorema 26) u ontológicos como ALCOIF (visto en la
demostración del Teorema 27). Varios resultados de evaluación y model checking para expresiones
en Reg-GXPath fueron demostrados en [127] y son aplicables a nuestra semántica (Teorema 20),
lo cual aprovechamos para acotar polinomialmente determinados procesos a lo largo del caṕıtulo.
Los criterios de reparación considerados se basan en propiedades de subconjuntos (cuando es
válido eliminar información, introducido en la Sección 1.2.1 como subreparación) y superconjuntos
(cuando es válido agregar información, introducido en la Sección 1.2.2 como superreparación), que
suelen considerarse como planteamientos razonables en la práctica, particularmente bajo suposi-
ciones de incorrectitud e incompletitud de la información [61].

Nuestros planteamientos se hacen en general con el formato input/output, donde en este caso el
input es un par (G,R) con G un data-grafo (Definición 11) y R un conjunto finito de restricciones,
y el output es una reparación de G con respecto a R (para la versión funcional del problema de
reparación) o una respuesta afirmativa o negativa (para la versión de decisión) según si existe o
no una reparación de G con respecto a R. Tanto en el contexto de subreparaciones como en el de
superrepaciones, abordamos en un principio el problema de reparación de data-grafos considerando
la totalidad de los recursos sintácticos de Reg-GXPath, lo cual derivó en varios resultados de
intratabilidad e indecibilidad. En espećıfico, obtenemos que dado un input (G,R),

� es NP-completo decidir si existe una subreparación no vaćıa de G con respecto aR (Teoremas 21
y 22);

� es indecidible decidir si existe una superreparación de G con respecto a R (Teorema 26 y 27).

Debido al aspecto negativo de estos resultados, buscamos casos tratables limitando el poder
expresivo de las restricciones. De entre todos los fragmentos de Reg-GXPath definidos en el
Caṕıtulo 1 el más destacado para este propósito es el denominado Reg-GXPathpos, que se obtiene
a partir de Reg-GXPath prohibiendo el uso de la negación ¬ en las expresiones de nodo, y del
operador de complementación en las expresiones de camino. Para inputs (G,R) con R un conjunto
finito de restricciones en Reg-GXPathpos, obtuvimos lo siguiente:

� en caso de existir, se puede computar en tiempo polinomial una subreparación no vaćıa de G
con respecto a R cuando este solo consta de expresiones de nodo (Teoremas 25);

� es polinomial decidir si existe una superreparación de G con respecto a R cuando R solo consta
de expresiones de nodo (Teorema 33);
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� es polinomial decidir si existe una superreparación de G con respecto a R cuando solo se utiliza
una cantidad finita y fija de valores de datos (Teorema 35).

Un resumen detallado de todos estos resultados se encuentra en la Tabla 1.1, donde además se
especifican otros aspectos técnicos. Para los resultados tratables también se demostraron algunas
propiedades semánticas que se plantearon espećıficamente para obtener la cota de complejidad
polinomial deseada, pero cuya aplicabilidad podŕıan independizarse de los fines de esta tesis. Entre
−24,29−31 y el Teorema 32, que además permiten concluir la correctitud de los Algoritmos 1 y
2, los cuales están asociados al problema de computar una subreparación y decidir si existe una
superreparación, respectivamente.

Si bien el art́ıculo [7] está expresamente dedicado al problema de computar reparaciones de un
data-grafo inconsistente, en algunos casos relacionaremos nuestros planteamientos a casos concretos
de CQA estudiados en [32,151], espećıficamente para las demostraciones de los Teoremas 26 y 27.
Sin embargo, el siguiente caṕıtulo del que hablaremos a continuación estará enteramente dedicado
a analizar este problema en el contexto de bases de conocimiento.

Caṕıtulo 2:
Controlabilidad finita de consultas regulares mediadas por ontoloǵıas

El mencionado art́ıculo [19] inspiró un planteamiento análogo de CQA bajo el esquema de bases
de conocimiento que suele denominarse Ontology-Mediated Query Answering (OMQA) [42,45,126]
y que surge de la necesidad de adoptar estrategias de consulta respecto a semánticas que toleran
inconsistencias, ante la imposibilidad de identificar y corregir errores de los datos almacenados en
una base de conocimientos. Más espećıficamente, OMQA se basa en el cómputo de las respuestas
comunes de una consulta bajo una semántica restringida por factores ontológicos y estructurales.
Por ejemplo, en [19, 126] las consultas se evalúan en subreparaciones (es decir, bases consistentes
que difieren mı́nimamente de la base original, como en el Caṕıtulo 1, Sección 1.2.1), mientras que
en [42, 45] se evalúan en subestructuras consistentes (es decir, la semántica queda determinada
expĺıcitamente por la ontoloǵıa bajo una noción de incorrectitud de los datos). Otros tipos de
semántica se discutirán en el Caṕıtulo 1 Sección 1.2.2, tomados de los art́ıculos [32,151] menciona-
dos previamente y que vinculamos a la noción de superreparación.

En [86], cuyo contenido se desarrollará a lo largo del Caṕıtulo 2, estudiamos versiones de OMQA
con las siguientes caracteŕısticas:

a) las estructuras sobre las que se razonan son conjuntos de hechos, o ABoxes en la terminoloǵıa
de bases de conocimiento;

b) la ontoloǵıa O, está determinada por fragmentos de GNFO (Sección 2.1A), y a un subconjunto
finito Γ de O se le denomina TBox en la terminoloǵıa de bases de conocimiento;

c) el lenguaje de consulta Q está dado por fragmentos de UC2RPQ definidos a partir de ciertas
clases de grafos subyacentes especiales que hemos llamado esqueletos (Sección 2.2);

d) la semántica depende del conjunto de interpretaciones de un par (G,Γ), donde G es un ABox
finito y Γ un TBox (notemos que la semántica no es de reparaciones ni subestructuras como
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en los art́ıculos citados anteriormente, dado que en [86] trabajamos con otra noción semántica
que será explicada en breve.).

Para hacer notoria la dependencia respecto a O y Q como los lenguajes particulares a tratar,
denotaremos por OMQAQ,O (léıdo como OMQA de Q bajo O) al problema de decisión que toma
como input una tupla (G,Γ, q, ā), donde G es una base de conocimiento (o modelo), Γ es un con-
junto finito de fórmulas en O, q es una consulta en Q de aridad k y ā es una k-tupla de elementos
de G. El output es śı, cuando ā pertenece a la evaluación de q en toda interpretación de (G,Γ),
donde esto último alude de manera muy abstracta a la semántica referida en d). Los detalles for-
males de esta propiedad se presentarán en la Sección 2.1 en términos de entailment. Cabe destacar
que en [86] distinguimos dos nociones distintas de OMQA de acuerdo a la definición concreta de
interpretación a considerar: cuando aceptamos que estas pueden ser de cardinal infinito trataremos
con el problema OMQA a secas, pero si las interpretaciones solo pueden ser finitas trataremos con
finite OMQA (o FOMQA para recortar). Si estas dos nociones coinciden bajo un esquema partic-
ular de los puntos a)−c), decimos que OMQA de Q bajo O es finitamente controlable. El estudio
de esta propiedad es justamente el eje central del Caṕıtulo 2, donde analizaremos varias versiones
de OMQA que cumplen esta propiedad y otras que no. Algunos trabajos previos que abordan
planteamientos similares al nuestro son [149, 150], donde demuestran la controlabilidad finita de
OMQA para bases de datos relacionales con semántica de mundo abierto4, y consultas UCQ bajo
distintos tipos de restricciones, como key dependencies e inclusion dependencies, que son básicas y
fundamentales en Teoŕıa de Bases de datos; [13], donde usan un esquema similar a los trabajos de
Rosati pero bajo otro tipo de restricciones que generalizan a las inclusion dependencies; y [101],
respecto a bases de conocimiento y lógicas de descripción que involucran roles transitivos. Ninguno
de estos trabajos aborda el caso de consultas regulares o navegacionales. Por otra parte, algunos
trabajos que śı consideran lenguajes de consulta navegacionales y demuestran la decibilidad del
problema FOMQA sin utilizar propiedades de controlabilidad finita son [113], respecto a consultas
UCRPQ y restricciones en ALC y [112], respecto a consultas P2RPQ (positive existential two-way
regular path queries) y restricciones en la lógica de descripción SQu.

La primera versión de OMQA que analizamos fue OMQA de UC2RPQ bajo GNFO, que resulta
ser decidible (Proposición 36), pero no queda claro si la versión FOMQA también lo es. El
resultado principal de este caṕıtulo (Teorema 38) expone una caracterización completa de las
versiones finitamente controlables de OMQA basadas en fragmentos de UC2RPQ y GNFO y
como consecuencia directa de este teorema obtenemos que OMQA de UC2RPQ bajo GNFO no
es finitamente controlable, pero la decidibilidad de FOMQA sigue siendo un problema abierto. El
Teorema 38 se puede considerar como una respuesta parcial a esta pregunta, pues proporciona
condiciones suficientes sobre Q y O que aseguran la decidibilidad de FOMQAQ,O.

El uso de GNFO como el lenguaje ontológico base se debe tanto a razones técnicas como inte-
grales. Técnicas, porque haremos uso de muchas de las propiedades de GNFO mencionadas en la
Introducción, además de un procedimiento conocido como chase (introducido en la Sección 2.1 con
referencias a trabajos previos como [70,140,150]) que resulta fundamental para nuestros resultados;
e integrales, pues como se expuso en la Introducción, GNFO abarca muchos tipos de lenguajes de

4El postulado de semántica de mundo abierto estipula que los hechos que no aparecen en una base no son
necesariamente falsos. Esto es similar a nuestra exposición informal de interpretación del punto d).
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restricciones usados en Teoŕıa de Bases de Datos, aśı como varias lógicas de descripción usadas en
Representación del Conocimiento, por lo que los resultados de este caṕıtulo pueden ser relevantes
en ambas áreas. Los fragmentos precisos de GNFO que utilizaremos en este caṕıtulo (ver Figura 2)
son familias de fórmulas de primer orden que se pueden describir como reglas existenciales (también
llamadas reglas Datalog± o tgds, Sección 2.1B).

GNFOFGF1TF1

ID

Figura 2: Mapa de los lenguajes ontológicos considerados en el Caṕıtulo 2, donde cada flecha indica el
orden de expresividad entre estos, siendo el lenguaje a la izquierda de la flecha el menos expresivo. Las
siglas se refieren a los siguientes fragmentos de la lógica de primer orden: FG es por frontier-guarded tgds,
F1 es por frontier-1 tgds, TF1 es por term-frontier tgds, e ID es por inclusion dependencies.

Es bien conocida la contención de todos estos fragmentos en GNFO, pero damos un pequeño
argumento de su validez en la Sección 2.1C donde mostramos que cualquier fórmula de FG es
traducible a una expresión equivalente en GNFO. En [23,25,26] se hallan relaciones más detalladas
de expresabilidad, decidibilidad y complejidad de los lenguajes F1, ID y FG, entre muchos otros.
El uso de constantes en expresiones de FG puede ser motivo de discusión y su inclusión u omisión
en la sintaxis se suele decidir por razones técnicas. Dado que nosotros śı permitimos el uso de
constantes en las fórmulas de F1, surgió la necesidad de distinguir algunas expresiones en base a
un criterio más detallado de guarda y de términos frontera, dando lugar al fragmento TF1 que
caracteriza uno de los casos de controlabilidad finita estudiados en este caṕıtulo, debido a una
propiedad estructural relacionada al chase que analizamos en la Sección 2.1(c).

Los fragmentos de UC2RPQ que utilizaremos se definen mediante propiedades estructurales
referentes al grafo subyacente de una consulta. En muchos trabajos se ha utilizado la noción
de grafo de Gaifman para asociar consultas a grafos, en particular en los casos de conjunctive
queries [21, 105] y consultas regulares [31]. Esto permite estudiar clases de consultas basadas en
propiedades de grafos como aciclicidad o bounded treewidth, que suelen estar ligadas a procesos
polinomiales. Sin embargo, en muchos casos esta representación puede ser insuficiente o inadecuada
para la obtención de resultados más rigurosos. Otras nociones de grafos utilizadas para representar
propiedades estructurales de consultas han sido grafos de incidencia [60], graph patterns [33], o los
ya mencionados esqueletos que fueron introducidos en [86] y que veremos formalmente al comienzo
de la Sección 2.2. Sin mayores detalles, los esqueletos son multigrafos dirigidos con nodos y
ejes etiquetados, donde los nodos están asociados a las variables de una consulta y los ejes a los
átomos de la consulta. Las etiquetas de nodo indican cuáles variables aparecen libres o ligadas en
la consulta y las etiquetas de ejes indican cuáles átomos se corresponden a un lenguaje finito o
infinito. Respecto a este tipo de etiquetado establecimos ciertas propiedades topológicas de grafos
(por ejemplo, un ciclo infinito se entiende como un ciclo no dirigido donde algún eje está etiquetado
con un lenguaje infinito), dando paso al planteamiento de las siguientes clases de esqueletos:
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S0: esqueletos que no contienen ciclos infinitos

S1: esqueletos cuyos ciclos infinitos contienen un nodo libre

S2: esqueletos cuyos ciclos infinitos y ligados contienen un nodo a distancia finita de uno libre

Dada una clase de esqueletos S, el fragmento UC2RPQ(S) consta de todas las consultas en
UC2RPQ cuyos esqueletos pertenecen a S. Puesto que S0 ⊊ S1 ⊊ S2, obtenemos una cadena
creciente de lenguajes de consulta:

UC2RPQ(S0) ⊊ UC2RPQ(S1) ⊊ UC2RPQ(S2) ⊊ UC2RPQ

Estos fragmentos establecen un patrón de expresividad que muestra un contraste respecto a
los lenguajes ontológicos, pues como se infiere del Teorema 38, para mantener la propiedad de
controlabilidad finita, entre más expresiva sea la ontoloǵıa menos expresivo debe ser el lenguaje de
consulta, y viceversa. El gráfico de la Figura 3 ilustra esta situación junto con la referencia exacta
de los resultados más importantes de este caṕıtulo.

Resultados de
controlabilidad finita
de OMQAQ,O:

Lema 40

Proposiciones 41,43−45

Proposiciones 42,46

Q O

GNFO

FG

F1 ID

TF1

UC2RPQ(S0)

UC2RPQ(S1)

UC2RPQ(S2)

Figura 3: Diagrama de los resultados más importantes del Caṕıtulo 2. Las regiones coloreadas indican
el rango en el que vaŕıan las consultas y los conjuntos de restricciones en el problema OMQAQ,O donde
se cumple la respectiva propiedad de controlabilidad finita. Note que el orden de expresividad entre los
lenguajes de consulta es inverso al orden de expresividad de las ontoloǵıas. El compendio de todos estos
resultados conforman el planteamiento del Teorema 38.

Caṕıtulo 3:
Extensiones de PDL mediante propiedades de grafos

En este caṕıtulo presentamos un lenguaje nuevo llamado CPDL+ (Sección 3.2), el cual fue definido
originalmente en [85], y que extiende a PDL con el operador de programas converse y un operador
recursivo que hemos denominado programa conjuntivo, que asemeja la noción de clausura de un
lenguaje bajo cuantificación existencial y conjunción lógica, de manera similar a como se define el
fragmento CQ de la lógica de primer orden, o C2RPQ como extensión de 2RPQ, o CQPDL como
extensión de PDL [40]. Cuando se compone con los demás operadores de PDL también podemos
asemejar otras nociones como nesting, explorado en [50] para expresiones y consultas regulares.
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La particularidad del operador de programa conjuntivo es que se introduce junto a la noción de
grafo subyacente, que servirá para establecer criterios de expresabilidad basados en propiedades
topológicas de grafos. Como es usual en lenguajes basados en PDL, la semántica adoptada es el
de estructuras de Kripke.

De manera similar a los art́ıculos [66, 88, 103] donde estudian PDL y extensiones de este a
nivel semántico, haremos un análisis análogo de CPDL+, en el que gran parte de los resultados
se basan en estudiar varios fragmentos espećıficos que restringen el tipo de programas conjuntivos
posibles bajo condiciones de ı́ndole estructural. Más espećıficamente, dada una clase G de grafos
finitos y conexos, definimos CPDL+(G) como el fragmento de CPDL+ tal que los grafos subyacentes
asociados a los programas conjuntivos están en G (Sección 3.2). Varios lenguajes de este estilo
serán utilizados para obtener propiedades de CPDL+ por medio de una representación jerárquica,
es decir, analizaremos CPDL+ a través de cadenas crecientes de fragmentos.

Como primeros resultados, procedemos a verificar que los conocidos lenguajes loop-CPDL e
ICPDL son equivalentes a CPDL+(G⟲) y CPDL+(G∩) respectivamente, para ciertas clases finitas
G⟲ y G∩ (Proposiciones 51 y 52), quedando establecido aśı que el operador de programa conjuntivo
engloba distintos tipos de operadores que aumentan las capacidades expresivas de PDL y además
que cualquier expresión de loop-CPDL e ICPDL es representable sintácticamente por ciertos pa-
trones de grafos bastante simples. El esquema de estos resultados se da v́ıa traducciones, por
ejemplo, para

(L1,L2) ∈ {(loop-CPDL,CPDL+(G⟲)), (CPDL+(G⟲), loop-CPDL)}
obtenemos que para toda expresión e de L1 existe una expresión equivalente Tr(e) de L2, donde
Tr es una función que realiza sustituciones sintácticas de manera inductiva con respecto a la
estructura de e. Para ICPDL y CPDL+(G∩) se puede plantear una solución análoga, pero para la
demostración de la Proposición 52 optamos por una v́ıa más larga aunque más provechosa para
lo que abordaremos en las siguientes secciones. En este punto haremos uso de ciertas clases G
definidas con respecto a un parámetro ampliamente utilizado en Teoŕıa de Grafos denominado
treewidth. Intuitivamente, el treewidth es un parámetro natural que indica qué tan similar es
un grafo a un árbol, y dado un grafo G, su treewidth (denotado como tw(G)) se calcula en
base a las descomposiciones de árbol de este. Estos conceptos los repasaremos en la Sección 3.1,
donde definiremos las clases TWk con k ≥ 1, que consta de todos los grafos finitos G tales que
tw(G) ≤ k. Retomando la relación con ICPDL, demostramos por una serie de resultados de
reescritura (Lemas 53−58) que los siguientes lenguajes son equivalentes:

ICPDL, CPDL+(G∩), CPDL+(TW1), CPDL+(TW2)

En términos de expresabilidad, la equivalencia entre CPDL+(TW1) y CPDL+(TW2) resulta
intrigante, pues a pesar de la robustez y variedad de grafos en TW2 con respecto a TW1,

5

semánticamente no hay un aumento real del poder expresivo de CPDL+(TW2) con respecto al
de CPDL+(TW1), simplemente CPDL+(TW2) tiene más expresiones que CPDL+(TW1).

5TW1 solo consta de árboles. TW2 se puede caracterizar de muchas maneras, pero sin entrar en detalles contiene
a TW1 y además grafos que no tienen a K4 como menor, por ejemplo los ciclos [73].
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Es natural preguntarse en este punto si todos los fragmentos CPDL+(TWk) son equivalentes en-
tre śı, o en caso contrario, si existe una regla que determina cuáles fragmentos CPDL+(TWk+1) son
más expresables que CPDL+(TWk). Esto quedará resuelto en las siguientes secciones del caṕıtulo
en cuestión, donde daremos criterios de bisimulación que caracterizan a cada CPDL+(TWk) con
k ≥ 2. La propiedad de bisimulación suele describirse como un juego Spoiler-Duplicador, donde
Spoiler y Duplicador son dos contrincantes que bajo ciertas reglas intentan demostrar que dos
estructuras son distintas (misión de Spoiler) o que son iguales (misión de Duplicador). En general,
los juegos Spoiler-Duplicador se describen por rondas, que constan de una jugada realizada por
Spoiler y de una respuesta dada por Duplicador. Los juegos Spoiler-Duplicador son particular-
mente valiosos en Teoŕıa de Modelos, ya que funcionan como técnicas para verificar equivalencia
lógica entre estructuras. Las reglas de este tipo de juegos y las condiciones de victoria se suelen
correlacionar con lenguajes lógicos, lo que permite en muchos casos entender con bastante rigurosi-
dad el alcance del poder expresivo de tales lenguajes, en especial en lo que concierne a modelos
finitos. Algunos ejemplos clásicos de juegos Spoiler-Duplicador6 son:

� Juegos de Ehrenfeucht-Fräıssé: definido en [94] y adaptado al formato de juego en [78], este juego
permite obtener un criterio de equivalencia lógica entre estructuras respecto al fragmento Lm
de la lógica de primer de orden que consta de todas las sentencias con rango de cuantificación
a lo sumo m. En este caso, el número constante m se corresponde con la máxima cantidad de
rondas de las que consta una partida del juego.

� Juegos de piedras: en [118, 121] definen juegos que constan de una cantidad finita de piedras,
digamos k, que Spoiler y Duplicador deben disponer sobre los elementos del universo de un par
de estructuras. Después de jugar un máximo de m rondas se verifica si Duplicador fue siempre
capaz de generar homomorfismos parciales. En el caso de [118] el juego propuesto se analiza
con alternancia,7 que otorga a Spoiler la posibilidad de escoger la estructura donde realizará su
jugada. Con este criterio, se demuestra que el juego se corresponde con el fragmento Lkm de la
lógica de primer orden que consta de todas las fórmulas de rango de cuantificación a lo sumo m
y que se expresan con a lo sumo k variables. En el caso de [121] analizan un juego similar pero
sin la condición de alternancia, lo que denominan como existential k-pebble game, y la condición
de victoria de Duplicador se verifica ad aeternum, es decir, para toda ronda m Duplicador debe
ser capaz de generar un homomorfismo parcial. El lenguaje que se corresponde con este juego
es la lógica infinitaria Lk que consta de expresiones que no tienen más de k variables, y que
se obtienen de fórmulas atómicas, igualdades, negación de igualdades, disyunción infinitaria,
conjunción infinitaria y cuantificación existencial.

� Juegos de bisimulación: este tipo de juegos se pueden entender como un juego con una sola
piedra. En el caso básico, asumimos que las estructuras sobre las que se desarrolla el juego
son grafos con etiquetas en ejes y nodos. A diferencia de los juegos previos, en la bisimulación
se establece una condición de movimiento relativo a la posición de la ronda previa, esto es,
en cada ronda Spoiler escoge el grafo en el que va a jugar y mueve la correspondiente piedra

6Más recientemente este tipo de juegos se han analizado con un rigor algebraico [2,137], habiendo sido caracter-
izados por ciertas familias de categoŕıas de comónadas.

7Los juegos Spoiler-Duplicador también se suelen llamar back-and-forth games, donde el adjetivo back-and-forth
alude a la noción de alternancia aqúı mencionada.
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a un nodo a distancia a lo sumo 1 de donde se encontraba la piedra al comienzo de la ronda
(en otras palabras, Spoiler puede dejar la piedra donde está o moverla a un nodo adyacente).
Esta restricción permite establecer conexiones con operadores modales y de hecho, el lenguaje
capturado por esta noción de juego es justamente la lógica modal básica. La noción de bisim-
ulación fue introducida independientemente por van Benthem [165] en el contexto de teoŕıa de
correspondencia modal, por Milner [136] y Park [142] en teoŕıa de concurrencia, y por Forti
y Honsell [92] en teoŕıa de conjuntos sin el axioma de buena fundación. Ver [152] para una
perspectiva histórica.

Nuestro formato de juego será definido en la Sección 3.4, descrito como una mezcla de juego
de bisimulación y juego de piedras. Por conveniencia, hemos dividido nuestro análisis en varias
subsecciones para lidiar por separado con distintas caracteŕısticas del juego. En espećıfico, en la
Sección 3.4.1 definimos la relación de simulación G[⇀k] como un juego no alternante con k ≥ 3
piedras, donde en cada ronda Spoiler mueve cualquiera de las piedras de su modelo a un nodo
que se encuentre a distancia a lo sumo 1 de la posición relativa de las k − 1 piedras restantes, y
Duplicador debe responder generando algún homomorfismo parcial. La condición de victoria de
Duplicador es como la considerada en [121], es decir, Duplicador tiene una estrategia ganadora
en cualquier número de rondas. Bajo estas descripciones y considerando algunas condiciones
semánticas extras,8 demostramos el Teorema 60 que caracteriza el juego de simulación G[⇀k] con
el fragmento positivo de CPDL+(TWk−1) (expresiones de CPDL+(TWk−1) que no contienen el
śımbolo ¬). El desfase en el sub́ındice se debe a una correlación con un desfase también presente
en el concepto de treewidth.

En la Sección 3.4.2 definimos la relación de bisimulación G[⇀↽k] que es la versión alternante
de G[⇀k]. Tal como se describió antes para los juegos de piedras, alternante quiere decir que
Spoiler puede escoger el modelo donde jugar al comienzo de cada ronda, pero en nuestro caso
solo puede cambiar de modelo con la condición de que las piedras estén apiladas (definido en
J3). Aunque esto parezca una imposición bastante restrictiva de alternancia, en realidad esto
se correlaciona con algunas caracteŕısticas puntuales de CPDL+: este lenguaje es de naturaleza
modal, para expresiones unarias contamos con el operador de negación, y además sus expresiones
deben armarse respetando cierta noción de conexidad. La caracterización de esta versión de juego
de bisimulación con el lenguaje CPDL+(TWk−1) queda demostrado con los Teoremas 62 y 63.

Antes de mostrar la aplicabilidad de estos resultados en el análisis del poder expresivo de
los lenguajes CPDL+(TWk), veremos en la Sección 3.4.3 una reducción de nuestro esquema de
juego de bisimulación al juego de bisimulación básico de la lógica modal, que por comodidad, lo
presentamos en dos partes: el Teorema 64 para la relación G[⇀k] y el Teorema 65 para G[⇀↽k].
De estos resultados se desprende que el problema de decisión asociado al juego de bisimulación de
CPDL+(TWk) es decidible en tiempo polinomial (Corolario 67).

En la Sección 3.5 usaremos los juegos de bisimulación para demostrar que CPDL+(TWk) es
más expresable que CPDL+(TWk−1), para todo k ≥ 3 (ver Figura 4). Esto se deducirá de la

8Por lo general, los juegos Spoiler-Duplicador se plantean de modo que una estrategia ganadora de Duplicador
implique una propiedad de equivalencia lógica entre modelos, pero el rećıproco de esto puede no valer a menos que
se consideren ciertas restricciones. Cuando estas se imponen, se suele denominar a esa caracterización del juego
como propiedad de Hennessy-Milner, en analoǵıa al Teorema de Hennessy-Milner que da condiciones suficientes
para que el concepto de bisimulación básico coincida con el de equivalencia de modelos respecto a la lógica modal.
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propiedad de modelo de treewidth k planteada en el Corolario 69 y que establece que toda fórmula
satisfacible de CPDL+(TWk) también se satisface en un modelo numerable de treewidth a lo sumo
k. En la Introducción ya hemos hablado de propiedades similares, como

� la propiedad de modelo finito satisfecha en lenguajes como GNFO, PDL y la lógica modal,

� la propiedad de modelo tipo-árbol satisfecha en algunos guarded fragments de la lógica de primer
orden e incluso de primer orden extendido con operadores de punto fijo [111],

� la propiedad de modelo de árbol satisfecha por la lógica modal, PDL y las lógicas de descripción
análogas [22].

Más parecido a nuestro resultado, en [66] reducen el problema de satisfacibilidad de loop-CPDL
al de hallar un cactus graph9 que cumple con ciertas condiciones de camino. Por otra parte, en [103]
demuestran que ICPDL tiene la propiedad de modelo casi-árbol, o más espećıficamente, que toda
fórmula de ICPDL satisfacible, también se satisface en un modelo con treewidth a lo sumo 2.
Considerando que en este punto ya fue demostrada la equivalencia entre ICPDL y CPDL+(TW2),
nuestra propiedad de modelo de treewidth k es una generalización compatible con la propiedad de
modelo casi-árbol de ICPDL.

= CPDL+CPDL+(TW1) = CPDL+(TW2) CPDL+(TW3) CPDL+(TW4) · · ·

Figura 4: Relaciones entre los lenguajes CPDL+(TWk), donde cada flecha indica el orden de expresividad
entre estos, siendo el lenguaje a la izquierda de la flecha el menos expresivo. La primera igualdad es parte
del Corolario 59 y las flechas son casos particulares del Teorema 70. La unión de todos estos fragmentos
conforman el lenguaje CPDL+.

Del Corolario 69 y de la relación que podemos establecer con lógicas de punto fijo (Proposición
50) también se deriva una noción simplificada de satisfacibilidad de CPDL+: para verificar que
una fórmula de CPDL+ es satisfacible basta con ver que es satisfacible sobre modelos numerables
con treewidth acotado. Naturalmente, procederemos a estudiar la complejidad de este problema
de decisión en la Sección 3.6. Para esta parte basamos nuestras demostraciones en las realizadas
en [103] para satisfacibilidad de ICPDL, adaptándolas al nuevo operador de programa conjuntivo.
La estrategia se basa en una serie de reducciones vinculadas a problemas de decisión relacionadas a
propiedades de autómatas. En la Sección 3.6.1 definiremos un TWAPTA T como un tipo especial
de autómata alternante que reconoce árboles infinitos ω-regulares y en base a estos conceptos
demostraremos que

� para toda fórmula φ de CPDL+ existe una fórmula φ′ de CPDL+ y un TWAPTA T tales que
φ es satisfacible si y solo si φ′ es satisfacible en un árbol T ∈ L(T ), o en otras palabras, el
problema de satisfacibilidad de fórmulas en CPDL+ es reducible al problema de satisfacibilidad
de CPDL+ respecto a árboles ω-regulares;

� para toda fórmula φ de CPDL+, existe un TWAPTA T (φ) tal que si T ∈ L(T (φ)), entonces
T codifica una estructura de Kripke K que satisface a φ, con lo cual podemos plantear una

9Un cactus graph es un grafo conexo tal que todo par de ciclos distintos no se conectan en más de un nodo. En
particular, todo cactus graph tiene treewidth a lo sumo 2.
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reducción del problema de satisfacibilidad de CPDL+ respecto a árboles ω-regulares al problema
emptiness de lenguajes aceptados por TWAPTAs (ver Teorema 71 tomado de [167]).

Con esto obtenemos que satisfacibilidad de CPDL+ es decidible y aprovechando varios resulta-
dos de [103], algunos de los cuales los adaptamos para expresiones en CPDL+, se deducen cotas de
complejidad para varias versiones del problema de satisfacibilidad (Teorema 83). En esta parte se
vuelven relevantes varias relaciones que deduciremos entre determinados parámetros denominados
conjunctive width e intersection width (Proposiciones 80−82). Los resultados más importantes de
este caṕıtulo junto con un mapa de las relaciones de expresividad de CPDL+ con otros lenguajes
se encuentran resumidos en la Figura 3.1.

Para finalizar este caṕıtulo, en la Sección 3.7 damos cotas de complejidad del problema Model
Checking para expresiones de CPDL+.

Esquemas de razonamiento
Datos vs. sin datos / ontoloǵıa vs. sin ontoloǵıa

Por último, destacamos que a lo largo del trabajo se estudiaron tres esquemas de razonamiento
semántico que dependen de factores tanto estructurales como descriptivos para el planteamiento
formal de los distintos problemas a tratar:

(1) grafos con datos y con ontoloǵıas: en el Caṕıtulo 1 usamos un lenguaje data-aware (es decir,
cuya sintaxis involucra operadores de comparación de datos), utilizado para analizar problemas
con semántica especificada por restricciones, como reparación y CQA;

(2) grafos sin datos y con ontoloǵıas: en el Caṕıtulo 2 analizamos OMQA y FOMQA (problemas
análogos a CQA) sobre bases de conocimiento, cuyos hechos interpretamos como información
estructural y por lo tanto, se trata de estructuras sin datos;

(3) grafos sin datos y sin ontoloǵıas: en el Caṕıtulo 3 usamos estructuras de Kripke (nuevamente,
modelos sin datos) de manera irrestricta, es decir, sin conjuntos de restricciones que limiten la
semántica.

El cuarto esquema, grafos con datos y sin ontoloǵıas, fue estudiado por los directores de esta
tesis en varios proyectos pasados, como en [5, 6, 82–84] para estructuras de árboles con datos, y
también en [3, 87] para grafos con datos.



Nociones básicas

Grafos y Lenguajes Navegacionales

El término grafo será utilizado a lo largo de este trabajo para referirse a muchos tipos de modelos,
en particular, en varias partes hablaremos del grafo subyacente de una expresión o fórmula, y
este será representado como un grafo no dirigido (con posibles etiquetas en ejes y nodos), pero los
detalles puntuales serán presentados en cada caṕıtulo, dado que el uso de estos grafos se restringe a
propiedades muy espećıficas. En otro contexto, también hablaremos del grafo asociado a distintos
tipos de estructuras, que en general los tratamos como grafos dirigidos con etiquetas en ejes y
nodos, lo cual desarrollaremos a continuación.

Por A denotamos a un conjunto no vaćıo numerable de śımbolos binarios, cuyos elementos
serán denominados de distintas formas a lo largo del trabajo: etiquetas de ejes (Caṕıtulo 1),
roles (Caṕıtulo 2), programas básicos o atómicos (Caṕıtulo 3). La razón de esta indeterminación
terminológica fue discutida en la Introducción, pero en la generalidad de este trabajo asumimos
que los śımbolos de A se interpretan como es usual, es decir, como relaciones binarias respecto
a un dominio, lo que podemos visualizar como un grafo con ejes etiquetados. Más formalmente,
una interpretación de A, o un grafo (etiquetado) sobre A es una tupla G = (V, {→r| r ∈ A}),
donde V es el conjunto de nodos (o dominio de G) y →r⊆ V × V es el conjunto de ejes o aristas
con etiqueta r. Escribimos u

r−→ v para indicar que (u, v) ∈→r. y usamos el término arista para
referirnos también a u

r−→ v.
Independientemente del formalismo teórico que usemos en cada caṕıtulo, conviene ver al con-

junto A como un alfabeto cuyos elementos se usan para describir patrones de caminos. Una forma
básica y ampliamente utilizada en distintas áreas para consultar sobre estructuras con forma de
grafos es el de expresión regular.

Definición 1 (Sintaxis de expresiones regulares). Una expresión regular L sobre A está dada por
la gramática:

L ::= ε | r | L ◦ L | L ∪ L | L∗,

donde ε se denomina la palabra vaćıa y r ∈ A. Una expresión regular es 2-way cuando agregamos
a la gramática las expresiones r− con r ∈ A, o en otras palabras, L es una expresión regular 2-way
si es una expresión regular sobre A± = A ∪ {r− | r ∈ A}.

Si en una expresión L no se utiliza la estrella de Kleene decimos que es no recursiva, y si además
no se utiliza ∪ decimos que es una palabra. El śımbolo ◦ se corresponde con la concatenación que

xx
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por lo general omitiremos de la notación. Para una expresión regular L, usamos L+ para denotar
a LL∗, y Lk+1 para denotar a LLk con k ∈ N y L0 = ε.

Definición 2 (Semántica de expresiones regulares). Dado un grafo G sobre A, cualquier expresión
regular sobre A queda también interpretada con respecto a G bajo la siguiente semántica:

JεKG := {(u, u) | u ∈ V },
Jr KG := →r,

Jr−KG := {(u, v) ∈ V 2 | (v, u) ∈ Jr KG},
JL1 ⋆ L2KG := JL1KG ⋆ JL2KG para ⋆ ∈ {◦,∪},

JL∗KG := la clausura reflexiva y transitiva de JLKG.

Notemos que para la definición de JL1L2KG estamos usando la composición estándar de rela-
ciones: dadas dos relaciones binarias R, S sobre un conjunto V ,

RS := {(x, z) | ∃y ∈ V.(x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S}.
Además, para todo entero k ≥ 0, Rk+1 := RRk, donde R0 = {(x, x) | x ∈ V }. De esta manera,

tenemos que para toda expresión regular L y k ≥ 0, ocurre que JLkKG = JLKkG.
La importancia de la Definición 2 radica en que ahora podemos hacer referencia a caminos en

un grafo G inducidos por expresiones regulares. En general, un camino en G es una sucesión de la
forma

u0
r1−→ u1

r2−→ u2
r3−→ · · ·un−1

rn−→ un, (A)

donde los ui son nodos de G y ui−1
ri−→ ui son aristas de G. Decimos que (A) es un camino simple

si todos los ui son distintos entre śı; y que (A) es un ciclo si u0 = un.
La etiqueta de (A) es la palabra L = r1 · · · rn. Bajo estas condiciones decimos que hay un

camino de u0 a un con etiqueta L, denotado como u0
L−→ un. Esta idea es fácilmente generalizable

a expresiones regulares.

Definición 3. Sea L una expresión regular (2-way) sobre A, G un grafo sobre A y u, v nodos de

G. Decimos que hay un camino de u a v con etiqueta en L, denotado u
L−→ v, si (u, v) ∈ JLKG.

Dado que toda expresión regular está asociada a un lenguaje regular, la definición anterior
equivale a decir que existe una palabra en el lenguaje regular asociado a L que es etiqueta de un
camino de u a v. En muchos casos a lo largo del trabajo haremos uso de esta noción, en especial
cuando requiramos el uso de autómatas para los resultados más técnicos.

Por otra parte, todos los problemas que se plantearán en cada caṕıtulo dependerán en gran
medida del razonamiento semántico asociado a lenguajes de interés en el ámbito de estructuras con
forma de grafos, ya sea a modo de consultas o en un sentido ontológico. En cualquier caso, el uso
de lenguajes navegacionales basados en expresiones regulares serán fundamentales. En adelante,
Var denota a un conjunto infinito numerable de variables.

Definición 4. Una regular path query sobre el alfabeto A, o RPQ, es una expresión de la forma

x
L−→ y donde x, y ∈ Var y L es una expresión regular sobre A. Una 2-way RPQ, o 2RPQ, se define
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análogamente, pero con L una expresión regular 2-way sobre A. Cuando se sobreentiendan las

variables, reescribimos la (2)RPQ x
L−→ y simplemente como L.

La semántica para este tipo de expresiones es la esperada. Dada una (2)RPQ q = x
L−→ y

y un grafo G con dominio V , un homomorfismo de q sobre G es una interpretación de variables
h : {x, y} → V tal que (h(x), h(y)) ∈ JLKG. Tomando JqKG como el conjunto de todos los
pares (h(x), h(y)) donde h es un homomorfismo de q sobre G, es fácil ver que si x ̸= y, entonces
JqKG = JLKG, lo que justifica el abuso de notación de la Definición 4. También diremos que

q = x
L−→ y es no recursiva o que es una palabra cuando en correspondencia L sea no recursiva o

una palabra.

Otro lenguaje bastante importante surge de aplicar un proceso similar al utilizado para definir
el conjunto CQ de consultas conjuntivas de la lógica de primer orden,10 pero aplicado a (2)RPQ.
En lo que sigue extenderemos directamente a 2RPQ, ya que las extensiones análogas de RPQ
surgen como fragmentos que no utilizan los śımbolos r−.

Definición 5. Una fórmula de C2RPQ sobre A es una expresión de la forma

∃z̄
(
x1

L1−→ y1 ∧ · · · ∧ xm
Lm−−→ ym

)
, (B)

donde para todo i = 1, . . . ,m, xi, yi son variables (no necesariamente distintas entre śı), z̄ es una
tupla de variables tomadas de entre los xi e yi, y cada Li es una 2RPQ sobre A. A este tipo de
expresiones se les denota como q(x̄), donde x̄ es una tupla de las variables que no aparecen en z̄.
A las variables que aparecen en x̄ se les denomina variables libres de q y a las que aparecen en z̄
variables ligadas. Si no hay variables libres se denota simplemente q y se dice que es una expresión
Booleana. La aridad de q(x̄) es la dimensión de x̄.

La semántica se da nuevamente por interpretaciones: para una C2RPQ q igual que (B) y un
grafo G con dominio V , un homomorfismo de q sobre G es una interpretación h que asigna a cada
variable xi e yi un elemento de V y tal que (h(xi), h(yi)) ∈ JLiKG para todo i = 1, . . . ,m. Si k
es la dimensión de x̄, entonces JqKG se corresponde con el conjunto de k-tuplas h(x̄)11, donde h
es un homomorfismo de q en G. Escribimos () para la tupla vaćıa. Si q es Booleana, escribimos
JqKG = {()} si existe un homomorfismo de q sobre G, o JqKG = {} en caso contrario. Escribimos
G, h |= q para indicar que h es un homomorfismo de q sobre G.

Notemos que el uso del término homomorfismo para referirnos a interpretaciones que hacen
verdaderas a las fórmulas q tiene sentido cuando vemos a este tipo de expresiones como grafos (ver
Figura 5).

Definición 6. Una unión de C2RPQ, o UC2RPQ, es una disyunción finita q1(x̄) ∨ · · · ∨ qn(x̄) de
C2RPQs qi que comparten la misma tupla x̄ de variables libres. La aridad de una tal UC2RPQ es
la dimensión de x̄ y si esta es 0, decimos que la fórmula es Booleana.

10Un CQ sobre A es básicamente un CRPQ en el que no se usa la estrella de Kleene ni la unión, ver [71, Section
2.1.4] para una definición más general.

11Abuso de notación: dada una tupla x̄ = (x1, . . . , xk), h(x̄) denota la k-tupla (h(x̄1), . . . , h(x̄k)).
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Figura 5: A la izquierda el grafo correspondiente al CRPQ q(x, y, z) = x
r
∗

−→ y ∧ z str−−→ y ∧ z s∪t−−→ x y a
la derecha un grafo G, ambos definidos sobre el alfabeto A = {r, s, t}. Las flechas verdes indican cómo es
una interpretación h tal que G, h |= q, o en otras palabras, h certifica que (u2, u2, u3) ∈ JqKG.

La semántica para fórmulas UC2RPQ se obtiene extendiendo naturalmente la de C2RPQ vista
en la Definición 5, e interpretando ∨ de la manera usual. Podemos definir un lenguaje ontológico
basado en expresiones regulares.

Definición 7. Una regular path constraint, o RPC, es una expresión de la forma L1 ⊆ L2, donde
Li es un RPQ. Dado un grafo G, decimos que G satisface L1 ⊆ L2, denotado G |= L1 ⊆ L2, si
JL1KG ⊆ JL2KG. Una 2RPC se define análogamente tomando cada Li como un 2RPC.

Valiéndonos del uso de variables podemos definir C2RPC y UC2RPC de manera análoga (ver
[32]), pero no se dará el caso en este trabajo en el que recurramos a tales expresiones, por lo que
omitimos su planteamiento formal. Una (2)RPC L1 ⊆ L2 se dice que es una restricción de palabra
si L1, L2 son palabras.

En muchos casos haremos uso de estas familias de expresiones como han sido presentadas, pero
en general también estamos interesados en extensiones de RPQ que involucren valores de datos o
etiquetas de nodos en interacción con expresiones regulares. Una forma usual de realizar este tipo
de adaptaciones es a través de operadores con caracteŕısticas modales, por lo que hablaremos un
poco al respecto.

Lógica Modal

Además de A consideremos otro conjunto infinito numerable P disjunto de A. A los elementos
de P los llamamos etiquetas de nodos.12 En este caso, extendemos la noción previa de grafo a la
de grafo con nodos etiquetados dado como una tupla G = (V, {→r| r ∈ A}, {Xp | p ∈ P}) donde
Xp ⊆ V para todo p ∈ P.

Definición 8 (Sintaxis). La lógica (multi)modal básica, o ML, sobre A y P está dada por la
gramática

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | ⟨r⟩φ
donde p ∈ P y r ∈ A. A ⟨r⟩ se le denomina operador modal con ı́ndice r o diamante r.

12Al igual que sucede con las etiquetas de ejes, los elementos de P tendrán distintos nombres a lo largo del
trabajo. Por otra parte, en el Caṕıtulo 1 no usaremos etiquetas de nodos sino valores de datos, cuya definición e
interpretación será dada en ese caṕıtulo.
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La idea de los operadores modales es establecer desde un punto de vista local la noción de
accesibilidad a través de un eje con la etiqueta correspondiente al ı́ndice del operador modal. Más
formalmente,

Definición 9 (Semántica de ML). Dado un grafo G sobre A y P, las expresiones de ML también
quedan interpretadas con respecto a G bajo la siguiente semántica:

JpKG := Xp,

J¬φKG := V \ JφKG,
Jφ1 ∧ φ2KG := Jφ1KG ∩ Jφ2KG,

J⟨r⟩φKG := {u ∈ V | ∃v ∈ V.u r−→ v, v ∈ JφKG}.

Algunas generalizaciones de ML surgen de considerar operadores modales indexados por ex-
presiones complejas, que pueden ser generadas ya sea con lenguajes regulares, o por recursión
mutua como veremos en los lenguajes usados en los próximos caṕıtulos (Reg-GXPath y PDL son
ejemplos de esto, pero estos serán presentados más adelante). Otras generalizaciones surgen de la
interpretación de ML como un fragmento de la lógica de primer orden, que a su vez se puede sumer-
gir en otras clases de fórmulas de primer orden, como por ejemplo, GNFO que será presentado en
el Caṕıtulo 2.

La relación de ML con lenguajes ontológicos ha sido estudiado ampliamente en distintas áreas
y su uso resulta particularmente importante en Teoŕıa de Representación del Conocimiento.

Bases de Conocimiento y Lógicas de Descripción

Se dará el caso en este trabajo en el que debamos saltar a planteamientos propios y usuales de
la Teoŕıa de Representación del Conocimiento. Por ejemplo, en el Caṕıtulo 1 requerimos el uso
de un problema computacional indecidible con respecto a un tipo de restricciones pertenecientes
a una lógica de descripción altamente expresiva; y en el Caṕıtulo 2 el problema de estudio central
(Ontology Mediated Query Answering) lo presentamos con la nomenclatura y terminoloǵıa de bases
de conocimiento.

Consideremos un vocabulario compuesto de un conjunto finito de predicados Pred y un conjunto
infinito de constantes NI (también denominados nombres de individuos). Los predicados unarios
usualmente se denominan conceptos y al conjunto de conceptos lo denotamos por NC; los predicados
binarios se denominan roles, y al conjunto de roles lo denotamos por NR.13 Usamos N±

R para denotar
el conjunto de todos los roles junto con sus inversas, es decir, roles de la forma r− para r ∈ NR.

Un término es un elemento de Var ∪̇NI. Un átomo α es de la forma P (t̄) donde P es un
predicado de aridad k y t̄ una k-tupla de términos. Un ground atom o hecho es un átomo cuyos
términos son solo constantes. Denotamos por terms(α) al conjunto de términos en α y extendemos
la notación a cualquier conjunción de átomos. Para r ∈ NR, a veces escribiremos t

r−→ t′ en lugar
de r(t, t′). También usaremos las letras x, y, z, . . . [resp. x̄, ȳ, z̄, . . .] para denotar variables [resp.

13Una identificación posible con lo mostrado en las secciones previas es que los conceptos son etiquetas de nodos
y los roles son etiquetas de ejes, pero notemos que en Pred tenemos relaciones de cualquier aridad.
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tuplas de variables]; a, b, c, . . . [resp. ā, b̄, c̄, . . .] para denotar constantes [resp. tuplas de constantes];
y t, t′, . . . [resp. t̄, t̄′, . . .] para denotar términos [resp. tuplas de términos].

Un modelo o ABox es un conjunto (posiblemente infinito) de hechos. El dominio activo de un
modelo G, denotado adom(G), es el conjunto de todas las constantes que aparecen en sus hechos.
Para un modelo G, denotamos por G± a la extensión de G donde se agregaron los hechos r−(b, a)
para cada r(a, b) ∈ G con r ∈ NR.

Cualquier modelo G se puede visualizar como un hipergrafo, pero dado que estamos principal-
mente interesados en estudiar propiedades relacionadas a grafos, por lo general simplificamos la
noción de grafo (subyacente) de G a lo siguiente: dado un modelo G, definimos graph(G) como el
conjunto {P (ā) ∈ G | P ∈ NC∪NR}, que es un grafo (posiblemente infinito) cuyo conjunto de nodos
es (́ımplicitamente) adom(G), y cuyos ejes, etiquetas de ejes y etiquetas de nodos están dados por
los hechos de G que provienen de predicados binarios y unarios. Casi siempre cuando hablemos
de G, estaremos refiriéndonos espećıficamente a graph(G), a menos que se especifique lo contrario
o quede claro del contexto. Todas las propiedades básicas de grafos (accesibilidad, camino entre
nodos, etiqueta de caminos, camino simple, ciclos, etc) son aplicables a ABoxes G entendiéndose
que se analizan respecto a graph(G). De igual forma, cualquier expresión de UC2RPQ definida
sobre el conjunto de roles que aparecen en un modelo G también es interpretable en G por medio
de graph(G).

Como se mencionó previamente, usaremos varios lenguajes lógicos para razonar sobre modelos,
entre los cuales están GNFO y varias lógicas de descripción que presentaremos a continuación.

Definición 10 (Sintaxis). La lógica de descripción ALC está dada por la gramática

A,B ::= ⊤ | C | ¬A | A ⊓B | A ⊔B | ∀r.A | ∃r.A (C)

donde C ∈ NC, r ∈ NR. A cualquier expresión de (C) se le denomina concepto (complejo).
Una inclusión de conceptos o axioma ALC es una expresión de la forma A ⊑ B donde A,B son
conceptos.

En la definición anterior hemos presentado el lenguaje básico ALC que fue introducido en
[154, 155]. Con el tiempo varias extensiones de ALC se han considerado extendiendo la sintaxis
presentada en (C) con nuevos conceptos, por ejemplo, la lógica de descripción ALCOI se obtiene
añadiendo a la sintaxis de ALC operadores nominales (nOminals), es decir, los conceptos {a} con
a ∈ NI; e inversas de roles (Inverses) para expresiones con cuantificadores, es decir, los conceptos
∀r−.A y ∃r−.A. El conjunto de los nominales lo denotamos por N{I}, que asumimos disjunto de

NC ∪ N±
R ∪ NI.

14 Un axioma ALCOI A ⊑ B se define análogo a un axioma ALC salvo que A,B
son conceptos de ALCOI.15

La lógica de descripción ALCOIF se define como ALCOI salvo que añadimos un nuevo tipo
de axioma de la forma Fun(r) con r ∈ NR, que se interpreta como una condición de funcionalidad
sobre el rol r.

Una base de conocimientos, o KB de ahora en adelante, es un par K := (G,Γ), donde G (la
ABox) es un conjunto finito de hechos y Γ (la TBox) es un conjunto finito de axiomas. En lo

14También asumimos que hay una función computable de NI a N{I} dada por a 7→ {a}.
15Las lógicas de descripción ALCI y ALCO también suelen aparecer en la literatura. Ver [22] para una fuente

más amplia del tema.
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que sigue consideraremos axiomas de ALCOIF pero como ya hemos mencionado previamente, Γ
podŕıa considerarse en base a otro tipo de formalismos lógicos, como GNFO que será utilizado en
el Caṕıtulo 2. Denotamos cn(K) al conjunto de nombres de concepto en K, roles(K) al conjunto
de roles en K, ind(K) al conjunto de individuos en K (esto incluye a los individuos que determinan
algún nominal en K) y nom(K) ⊆ N{I} al conjunto de nominales en K (es decir, los nominales que
aparecen en alguna inclusión de conceptos en Γ).

Definimos una interpretación o asignación sobre una KB K como un par I = (∆I , ·I) donde
∆I es un conjunto no vaćıo llamado dominio de I, y ·I es una función llamada función de inter-
pretación, cuyo dominio es cn(K) ∪ roles(K) ∪ ind(K) y está definida como sigue:

� CI ⊆ ∆I para cada nombre de concepto C;

� rI ⊆ ∆I ×∆I para cada nombre de rol r;

� aI ∈ ∆I para cada nombre de individuo a.16

La semántica para los conceptos (C) se definen de la siguiente manera:

⊤I := ∆I , (¬A)I := ∆I \ AI , {a}I := {aI},
(A ⊓B)I := AI ∩BI , (A ⊔B)I := AI ∪BI ,

(∀r.A)I := {u ∈ ∆I | ∀v.(u, v) ∈ rI ⇒ v ∈ AI},
(∃r.A)I := {u ∈ ∆I | ∃v.(u, v) ∈ rI ∧ v ∈ AI}.

Una interpretación I es un modelo de K = (G,Γ) si se cumplen las siguientes condiciones:

(I1) aI ∈ CI para cada aserción C(a) en G;

(I2) (aI , bI) ∈ rI para cada aserción r(a, b) en G;

(I3) AI ⊆ BI para cada inclusión de conceptos A ⊑ B en Γ;

(I4) para cada Fun(r) en Γ es cierto que (u, v), (u,w) ∈ rI implica v = w, para todo u, v, w ∈ ∆I .

El conjunto de nombres de concepto usados en cualquier KB se puede extender con nuevos
śımbolos para obtener un KB equivalente donde las inclusiones de conceptos admiten una forma
normal, como se realiza en [101], por lo que asumimos sin pérdida de generalidad que cualquier
TBox de ALCOIF solo contiene inclusiones de concepto de la forma

d
iAi ⊑

⊔
j Bj, A ⊑ ∀r.B, A ⊑ ∃r.B, A ≡ {a}, (D)

donde Ai, Bj, A,B son nombres de concepto y {a} es un nominal. Esto concluye todo lo relacionado
a la ontoloǵıa que se utilizará en la Sección 1.2.2.

Algunos conceptos computacionales

En varias instancias de este trabajo hablaremos de la complejidad de determinados problemas y
también haremos uso de cierta terminoloǵıa que suele usarse en teoŕıa de bases de datos. En esta

16En el Caṕıtulo 2 haremos uso de la standard name assumption que establece que los nombres de individuo se
interpretan como śı mismos en cualquier interpretación.
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parte no ahondaremos en detalles técnicos, solo aclararemos la terminoloǵıa que se usará a lo largo
del trabajo.

En general, decimos que un problema de decisión es indecidible si no existe un algoritmo (o
máquina de Turing) que lo resuelva, en caso contrario, se dice que es decidible. Existen muchas
formas para clasificar problemas de decisión pero las más tradicionales se basan en el uso de
recursos temporales o espaciales. Algunas clases de complejidad que mencionaremos son:

� PTime, la clase de los problemas de decisión que se resuelven en tiempo polinomial por una
máquina de Turing determinista.

� NP, la clase de los problemas de decisión que se resuelven en tiempo polinomial por una
máquina de Turing no determinista.

� coNP, la clase de problemas de decisión cuyos complementos se encuentran en NP.

� ExpTime, la clase de los problemas de decisión que se resuelven en tiempo exponencial por una
máquina de Turing determinista. 2ExpTime (3ExpTime) es análogo para tiempo doblemente
(resp. triplemente) exponencial.

� PSpace, la clase de los problemas de decisión que se resuelven en espacio polinomial por una
máquina de Turing determinista.

Dado un problema de decisión L y una clase de complejidad C, decimos que L es C-hard si todo
problema de C se puede reducir a L mediante reducciones que no usen recursos superiores a los de
C. Por ejemplo, para las clases PTime y NP se suele pedir que las reducciones sean polinomiales,
mientras que para clases como ExpTime se pueden usar reducciones exponenciales. Decimos que
L es C-completo si L es C-hard y además pertenece a C.

En muchos de los planteamientos que abordaremos en este trabajo se tratarán con problemas
de decisión que requieren varios valores de entrada, que pueden ser un grafo G y un conjunto de
expresiones R. En algunos casos, uno de estos parámetros podŕıan fijarse, lo cual es una simplifi-
cación común y razonable para problemas computacionales que lidian con (in)consistencia de bases
de datos y que da lugar a los términos de data complejidad (cuando se fija R), y de complejidad
de expresión cuando se fija G. En modo contrario, cuando ambos parámetros vaŕıan, el análisis
computacional de los problemas se denomina complejidad combinada. Toda esta terminoloǵıa la
adoptamos de [168].



Caṕıtulo 1

Reparación de data-grafos

Enfoque computacional El libre acceso a grandes volúmenes de datos induce el desarrollo de
nuevas aplicaciones que lidien correctamente con los ı́ndices semánticos y búsquedas de respuestas
consistentes, lo cual en muchos casos involucra tareas avanzadas de razonamiento por encima de
la data existente. Modelos alternativos para el almacenamiento de datos, tales como las bases de
datos orientadas a grafos se vuelven cada vez más populares a medida que permiten representar
efectivamente una gran cantidad de datos voluminosos. Este tipo de estructuras son especialmente
útiles cuando la topoloǵıa subyacente que relaciona a los individuos de una base de datos es
tan importante como los datos en śı, como sucede en análisis de redes sociales [80], procedencia
de datos [14] y Web Semántica [20]. En este caṕıtulo usaremos como estructuras a los data-
grafos como fueron introducidos en [127]. Una base de datos orientada a grafos es comúnmente
consultada a través de lenguajes navegacionales tales como los RPQ o generalizaciones de este [35],
que capturan la noción de conectividad entre nodos unidos por un camino etiquetado con una
palabra perteneciente a un lenguaje regular (Definición 4). En muchos casos, a estos lenguajes de
consulta se les añaden nuevas operaciones para aumentar su expresabilidad, lo que en consecuencia
podŕıa aumentar la complejidad de evaluación entre otros aspectos computacionales.

RPQ y sus extensiones más comunes (por ejemplo C2RPQ o NRE [34]) solo pueden actuar
sobre los ejes del data-grafo, dejando a un lado cualquier posible interacción con la data alma-
cenada en los nodos. Esta limitación condujo al diseño de una familia de lenguajes denominada
GXPath [127], cuyo propósito principal es el de consultar sobre estructuras como los data-grafos,
como una generalización del uso del lenguaje XPath [157] sobre estructuras tipo XML1. Análogo
al caso de bases de datos relacionales, para los data-grafos también se espera que la forma de estos
esté condicionada por ciertas reglas denominadas restricciones de integridad. Cuando la base de
datos no satisface estas restricciones, una manera de abordar tal problema es buscando una base
de datos similar (es decir, una que difiera lo mı́nimo posible de la base original) que śı satisfaga
las restricciones, o en otras palabras, se busca una reparación de la base de datos con respecto a
las restricciones dadas. Algunos de los primeros trabajos que abordan formalmente el problema de
hallar reparaciones de bases de datos tradicionales bajo cierto tipo de restricciones expresables en
Cálculo Relacional son [19, 97], donde se proponen algunas técnicas basadas en propiedades con-

1https://www.w3.org/TR/xpath/

1

https://www.w3.org/TR/xpath/
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juntistas que también asumimos bajo el esquema de data-grafos. En [19,41] presentan en paralelo
las nociones de reparación y de respuestas consistentes de consultas (CQA), que será de relevancia
más adelante en este caṕıtulo y también será el foco de otros resultados que abordaremos en el
Caṕıtulo 2. Sin embargo, el problema de computar reparaciones ha sido tratado independiente-
mente de su conexión con CQA [9, 61, 95, 172], e incluso varios sistemas de gestión de bases de
datos cuentan con sus propias herramientas de reparación automatizada.

En [7] estudiamos el problema de reparación de un data-grafo inconsistente con respecto a
ciertos tipos de restricciones. Nuestra propuesta se basó en considerar varios lenguajes de consulta
definidos en [127] y establecer un criterio de satisfacibilidad global para que puedan ser utilizados
como ontoloǵıas. Un trabajo previo que se basa en una consideración similar es [12], donde adaptan
PDL con una semántica de grafos conexos con elemento ráız y establecen un formalismo lógico
que captura varios tipos de restricciones como inclusiones de concepto o de camino, valiéndose del
comportamiento modal de PDL. En nuestro caso, consideramos lenguajes que además de evaluar
la existencia de determinados patrones de caminos, estos pueden verse influenciados por la data
almacenada en los nodos. A pesar del reciente interés por establecer a GQL como el lenguaje
estándar para data-grafos [93], hemos optado por trabajar con Reg-GXPath (Definición 12) y
varios de sus fragmentos, por las siguientes razones: (1) Reg-GXPath cuenta con las caracteŕısticas
sintácticas necesarias para relacionar patrones de camino con lectura de datos, además de contar
con una noción de comparación de valores de datos básica; (2) Reg-GXPath cubre varias de
las funcionalidades requeridas en un lenguaje navegacional, incluidas los patrones de nodo y de
camino implementadas en GQL; (3) varios de los resultados de complejidad obtenidos son válidos
incluso para fragmentos menos expresivos que Reg-GXPath, como Core-GXPath o Reg-GXPathpos;
(4) Reg-GXPath es fácil de interpretar y de comparar con otros lenguajes tradicionales y cuenta
con varias propiedades computacionales favorables, todo lo cual fue discutido en [127].

Enfoque lógico/matemático La terminoloǵıa reparación que abordaremos en este caṕıtulo
alude desde un punto de vista pragmático a la idea de redefinir, cambiar, eliminar, agregar o actu-
alizar aspectos puntuales de una estructura que generan algún tipo de inconsistencia con respecto
a ciertos requerimientos ontológicos. Desde un punto de vista lógico, esto se puede entender como
el proceso de analizar la satisfacibilidad de una fórmula perteneciente a algún lenguaje formal.
Todas las formas listadas para reparar una estructura inconsistente pueden plantearse en términos
de teoŕıa de modelos, por ejemplo, el eliminar o agregar información a una estructura se puede
entender en términos de subestructuras, mientras que un cambio o actualización de los datos, se
puede entender como una reinterpretación de un śımbolo relacional o funcional. Quizás el ingre-
diente extra que difiere en lo que respecta a consideraciones lógicas usuales sea el requerimiento
de que una tal reparación debe ser minimal, entendiéndose por esto que si es posible manipular la
estructura para obtener la consistencia deseada, una reparación es aquella que se consigue con la
mı́nima cantidad de modificaciones hechas a la estructura original.

Las estructuras presentadas en este caṕıtulo también pueden entenderse en el sentido usual de
la teoŕıa de modelos. Un data-grafo es esencialmente una estructura sobre un lenguaje relacional
que solo consta de relaciones unarias y binarias, por lo que siempre recurriremos al apoyo visual
cuando representemos un data-grafo simplemente como un grafo dirigido con etiquetas en ejes y
nodos. Dado que el marco teórico utilizado en [7] es el mismo que el de [127], mantendremos gran
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parte de la notación y terminoloǵıa de ambos art́ıculos. Otras razones para llamar a las estructuras
data-grafos en lugar de simplemente grafos son: (1) Un data-grafo tiene también la particularidad
de que la asignación de nodos a etiquetas es funcional, a diferencia del enfoque relacional donde los
nodos pueden contar con múltiples etiquetas. Esto suele aplicarse en modelado de archivos XML
cuando se describen estructuralmente como data-árboles con un solo atributo por nodo [157], pero
también puede pensarse como una simplificación menor, como veremos en algunos resultados más
adelante. Un data-grafo se entiende entonces como una generalización natural de un data-árbol.
(2) Otro aspecto a considerar es que en teoŕıa de bases de datos es normal pensar y asumir que las
estructuras son entes finitos, lo que representa otra diferencia tácita con el enfoque relacional de
la teoŕıa de modelos donde, exceptuando consideraciones semánticas, las estructuras pueden ser
de cualquier cardinal, pudiendo ser entonces estructuras infinitas. El prefijo data que aparece en
los conceptos de este caṕıtulo sugiere que nos limitamos a estructuras finitas.

En la Sección 1.1 damos todas las definiciones y notación necesarias para el desarrollo y ex-
plicación de los resultados principales y repasamos la noción de reparación, bajo el esquema on-
tológico propuesto para el lenguaje Reg-GXPath. En la Sección 1.2 damos los distintos criterios
de reparación, subset repair (Sección 1.2.1) y superset repair (Sección 1.2.2), los correspondientes
problemas de decisión que denominamos ∃Subset Repair y ∃Superset Repair, sus versiones
funcionales, analizamos la complejidad de estos problemas bajo distintos criterios ontológicos, y
analizamos algunos casos tratables. En la Tabla 1.1 se puede ver un resumen de los resultados
obtenidos en este caṕıtulo, destacando las particularidades que permiten dar con las cotas de
complejidad respectivas.

Reg-GXPathpos Reg-GXPath

criterio

lenguaje

path expr. node expr. path expr. node expr.

subset
repair

NP-completo

en d.c. incluso

para restricciones

en Core-GXPath

(Teo. 21)

PTime en c.c.

incluso para

versión funcional

(Teo. 25)

NP-completo

en d.c.

(Lower bound por

Teo. 21 o Teo. 22)

NP-completo

en d.c.

(Teo. 22)

superset
repair

NP-completo

en e.c. incluso

para restricciones

en Core-GXPath

(Teo. 34)

PTime en c.c.

(Teo. 33)

PTime con bounded labels∗ (Teo. 35)

Indecidible

en d.c.

(Teo. 26)

Indecidible en

c.c. con posible

adaptación a e.c.

(Teo. 27)

d.c.: data complejidad; c.c.: complejidad combinada; e.c.: complejidad de expresión
∗
bounded labels: finitas etiquetas de ejes y nodos

Tabla 1.1: Resultados de la complejidad computacional de las distintas variaciones consideradas de los
problemas ∃Subset Repair y ∃Superset Repair bajo restricciones de Reg-GXPath y varios de sus
fragmentos. En la fila superior la separación de los lenguajes en path expressions y node expressions
indica que el resultado se obtuvo espećıficamente para restricciones de ese tipo.
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1.1 Preliminares

A lo largo de este caṕıtulo el conjunto de etiquetas (de ejes) A es finito y D denota un conjunto
infinito numerable disjunto de A, cuyos elementos se denominan valores (de datos). Para los
ejemplos y las demostraciones, supondremos que tanto D como A son conjuntos que constan de
palabras, i.e. secuencias finitas del alfabeto latino.

Definición 11. Un data-grafo sobre D ∪̇A es una tupla G = (V,D, {→r| r ∈ A}) donde V es un
conjunto, el par (V, {→r| r ∈ A}) es un grafo sobre A y D : V → D es una función que asigna a
cada nodo un valor de dato.2

Simplificamos la notación de data-grafo a (V,D,E), donde E := {(u, a, v) | u a−→ v}. En general,
un data-grafo G = (V,D,E) lo pensamos como un grafo dirigido y etiquetado cuyo conjunto de
nodos es V , cada nodo u ∈ V tiene asignado un valor en D(u) ∈ D y (u, a, v) ∈ E es un eje
o flecha etiquetada (ver Figura 1.1). Denotamos ∂E al conjunto de pares (u, v) ∈ V 2 tales que
(u, a, v) ∈ E para alguna etiqueta a. Cuando los valores de datos sean irrelevantes, (por ejemplo, al
estudiar solo propiedades de camino), denotaremos un data-grafo simplemente como G = (V,E).
En general, asumimos que V y E son conjuntos finitos. Como en [127], definimos el tamaño de G
como |G| := |V |+ |E|.

1

David

2

Mauro

3

Marı́a

4

Julieta

child
of

ch
ild

of

n
ib
li
n
g
o
f

sibling of

sibling of

sibling of

sibling of

Figura 1.1: Ejemplo de un data-grafo G donde los nodos representan personas y los ejes relaciones de
parentesco. En este caso tenemos cuatro individuos (o nodos) 1, 2, 3, 4, una función D que les asigna
nombres y el conjunto E que indica la relación familiar que hay entre cada par de individuos.

A continuación definimos el lenguaje con el cual realizaremos consultas sobre este tipo de
estructuras.

Definición 12. Reg-GXPath3 es el lenguaje que se compone de las siguientes expresiones, dado
por un esquema de recursión mutuo:

φ, ψ ::= c= | c ̸= | φ ∧ ψ | ¬φ | ⟨α⟩ | ⟨α = β⟩ | ⟨α ̸= β⟩
α, β ::= ε | ⊔ | a | a− | α ◦ β | α ∪ β | α | α∗ | αn,m | φ?,

2Los valores de datos difieren de las etiquetas de nodo, que no serán usadas en este caṕıtulo.
3Originalmente en [127] denotaron a este lenguaje como #GXPathreg(c,eq), pues surge como una combinación

de varios extensiones conocidas de XPath. Nosotros optamos por una notación más simple, al igual que para los
fragmentos presentados más adelante.
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donde c ∈ D, a ∈ A y n,m ∈ N. A las fórmulas del primer renglón se les llama expresiones de
nodo y a las del segundo renglón se les llama expresiones de camino. Usamos el śımbolo η para
referirnos a una expresión cualquiera de Reg-GXPath. En la Figura 1.2 se muestra la interpretación
semántica JηKG de cualquier expresión η dado un data-grafo G.

Semántica para expresiones de nodo

Jc=KG := {u ∈ V | D(u) = c},
Jc̸=KG := V \ Jc=KG,

Jφ ∧ ψKG := JφKG ∩ JψKG,
Jφ ∨ ψKG := JφKG ∪ JψKG,

J¬φKG := V \ JφKG,
J⟨α⟩KG := {u ∈ V | ∃v ∈ V.(u, v) ∈ JαKG},

J⟨α = β⟩KG := {u ∈ V | ∃u1, u2 ∈ V.(u, u1) ∈ JαKG, (u, u2) ∈ JβKG, D(u1) = D(u2)},
J⟨α ̸= β⟩KG := {u ∈ V | ∃u1, u2 ∈ V.(u, u1) ∈ JαKG, (u, u2) ∈ JβKG, D(u1) ̸= D(u2)},

Semántica para expresiones de camino

JεKG := {(u, u) | u ∈ V },
J⊔KG := ∂E,

JaKG := {(u, v) ∈ V 2 | (u, a, v) ∈ E},
Ja−KG := {(u, v) ∈ V 2 | (v, a, u) ∈ E},

Jα ⋆ βKG := JαKG ⋆ JβKG para ⋆ ∈ {◦,∪,∩},
JαKG := V 2 \ JαKG,

Jφ?KG := {(u, u) | u ∈ V, u ∈ JφKG},
Jαn,mKG :=

⋃m
k=n(JαKG)k,

Jα∗KG := la clausura reflexiva y transitiva de JαKG.

Figura 1.2: Semántica para el lenguaje Reg-GXPath (Definición 12) dado un data-grafo G = (V,D,E).

Dado que el complemento de una expresión de camino funciona como una negación sobre
relaciones binarias, usamos la notación α ⇛ β para denotar α ∪ β y para expresiones de nodo
usamos la notación usual φ⇒ ψ para denotar ¬φ∨ψ. De igual manera consideramos los operadores
α ∩ β y φ ∨ ψ definidos como es usual y cuya semántica se incluyó en la Figura 1.2. Una relación
interesante bajo este contexto es que φ ∨ ψ equivale a ⟨φ? ∪ ψ?⟩, por lo que podemos seguir
aludiendo al operador ∨ incluso si no contamos con ¬.

El tamaño de una expresión η de Reg-GXPath, denotado |η|, es el número de śımbolos que la
componen, salvo si η = αn,m que en este caso se define como |α|+ log n+ logm.

A pesar de que usamos tipograf́ıas distintas para representar a los elementos de D y A, por lo
general usaremos la notación ↓a y ↓−a para distinguir con mayor facilidad a las etiquetas a y a− que
aparezcan en una expresión η de Reg-GXPath. Por ejemplo, escribimos ↓child of (Maria=)? ↓sister of

en lugar de child of(Maria=)?sister of. Algunos fragmentos de Reg-GXPath que se usarán más
adelante son:



1.1. Preliminares 6

� Core-GXPath que se obtiene restringiendo el uso de la estrella de Kleene a etiquetas a y sus
inversas a−.

� Reg-GXPathpos que se obtiene restringiendo el uso de la negación ¬φ y del complemento α en
cualquier expresión. Aqúı se mantienen el resto de operadores, incluyendo la expresión c̸=, que
semánticamente es la negación de c=.

� Core-GXPathpos que es la intersección de los dos anteriores.

Ejemplo 13. Note que toda expresión regular L (Definición 1) es también una expresión de
camino de Core-GXPathpos. Abusando un poco de la notación, en general diremos que 2RPQ
(Definición 4) es un fragmento estricto de Core-GXPathpos.

Por otra parte, Reg-GXPath y sus fragmentos presentados están limitados a expresar relaciones
unarias y binarias. Esto los hace incomparable con otras extensiones bastante usadas de 2RPQ,
como C2RPQ y UC2RPQ. Este hecho es consecuencia de [127, Theorem 4.24].

Ejemplo 14. Con Core-GXPath podemos expresar la idea de amistad transitiva en una red social
mediante α := ↓+friend of. Este es un ejemplo común de expresión regular y no requiere mucho de las
capacidades de Core-GXPath. Una propiedad más interesante que mezcla expresiones regulares
con valores de datos es la siguiente:

β := ⟨↓follows (Luis=)?⟩? ↓+friend of ⟨↓follows (Luis=)?⟩?,
que pide identificar pares de nodos que son amigos por transitividad y que siguen a alguien con
el valor de dato Luis (aunque no necesariamente a un mismo usuario de nombre Luis). En una
base de datos social donde hay enlaces familiares, podemos identificar a las personas que no tienen
descendientes tocayos con la siguiente expresión:

φ := ¬⟨ε =↓+father of⟩.
Note que las dos últimas propiedades no es posible expresarlas en muchos lenguajes navega-

cionales como RPQ o C2RPQ, dado que en estas no se permite comparar valores de datos.

Consistencia Dado un data-grafo G espećıfico y una expresión η de Reg-GXPath, podŕıamos
preguntarnos si esta captura a todos los nodos de G. Cuando esto suceda pensaremos en η como
una restricción de integridad de G y en caso contrario, asumiremos que ha surgido un tipo de
inconsistencia entre G y η. Más rigurosamente, definimos la noción de consistencia de la siguiente
manera:

Definición 15. Sea G = (V,D,E) un data-grafo yR = Rn∪Rp un conjunto finito de restricciones,
donde Rn y Rp consisten de expresiones de nodo y camino, respectivamente. Decimos que (G,R)
es consistente, denotado G |= R, si las siguientes condiciones se cumplen:

� para todo φ ∈ Rn, tenemos que JφKG = V , denotado G |= φ;

� para todo α ∈ Rp, tenemos que JαKG = V 2, denotado G |= α.

En otro caso, decimos que (G,R) es inconsistente. Cuando JφKG ̸= V [resp. JαKG ̸= V 2],
decimos que G no satisface φ [resp. α]. Decimos que un nodo u [resp. un par de nodos (u, v)]
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(a) (b)
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Figura 1.3: (a) Modificación de la base de datos de la Figura 1.1 aplicando el proceso (1). (b) Análogo
aplicando el proceso (2). En ambos casos se toma el conjunto de restricciones R del Ejemplo 16.

de G incumple una expresión de nodo φ [resp. una expresión de camino α] si u ̸∈ JφKG [resp.
(u, v) ̸∈ JαKG]. Parafraseando, (G,R) es inconsistente si alguna expresión de R se incumple.

A lo largo del trabajo decimos simplemente queG es (in)consistente, cuandoR se sobreentienda.
Todos los resultados de complejidad obtenidos consideran aR conteniendo solo expresiones de nodo
o solo expresiones de camino, por lo que en muchos casos vamos a considerar simplemente R = Rn

o R = Rp. Los sub́ındices n y p siempre serán un indicativo del caso a tener en cuenta.

Ejemplo 16. Consideremos el data-grafo G de la Figura 1.1 y el siguiente conjunto de restricciones
de integridad R = {α, β} donde

α := ↓sibling of⇛ ↓−sibling of,

β := ↓child of↓sibling of⇛ ↓nibling of,

que expresan la simetŕıa de hermanos y que el hijo de un hermano es necesariamente un sobrino,
respectivamente. Notemos queG es inconsistente ya que (3, 4) ̸∈ JβKG. Una manera para solucionar
este problema seŕıa quitar de nuestro conjunto de restricciones a la expresión β, lo que seŕıa
suficiente pues JαKG = V 2. Dado que por lo general las restricciones representan reglas inamovibles
de una teoŕıa o realidad del mundo y que la consistencia suele ser un requisito epistemológico a
garantizar, quisiéramos arreglar desde la data conocida el problema de inconsistencia sin modificar
nuestro conjunto de restricciones preestablecido. Hay dos soluciones notorias que se obtienen al
modificar el conjunto de flechas E de G (ver Figura 1.3): (1) agregando la relación (3, nibling of, 4);
(2) eliminando la relación (3, child of, 1).

Notemos que si bien eliminar la flecha (1, sibling of, 4) arreglaŕıa el problema con β, la incon-
sistencia persistiŕıa con α, pero una solución plausible seŕıa eliminar el nodo 4 (junto con todas
sus flechas incidentes) del data-grafo, aunque esto podŕıa considerarse como un cambio abrupto
respecto a la base de datos original.

Reparaciones Dado un data-grafo G inconsistente con respecto a un conjunto de restricciones
R, nos gustaŕıa computar un nuevo data-grafo G′ consistente y que difiera mı́nimamente de G, el
cual llamaremos reparación. Hay diferentes nociones de reparación en la literatura, algunas de las
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cuales son: las conjuntistas [163], las basadas en atributos [171], y las basadas en cardinalidad [130].
En este trabajo nos limitamos a trabajar con las reparaciones conjuntistas para establecer una
semántica de mı́nima diferencia entre data-grafos.

La noción de minimalidad que usaremos está basada en la diferencia entre los conjuntos de nodos
y ejes del data-grafo original y su posible reparación. Por lo general, este concepto se suele presentar
en términos de la diferencia simétrica de conjuntos, pero en varios trabajos se ha establecido que
este criterio viene acompañado de una alta complejidad, incluso para ontoloǵıas simples como se
ve en [9, 126]. Por ello, es común que solamente se consideren reparaciones conjuntistas que se
obtienen solo añadiendo o solo eliminando información como se realiza en [32, 132, 163]. A estos
procesos los llamamos reparaciones subconjuntistas y superconjuntistas, según el caso.

Definición 17. Sean G = (V,D,E) y G′ = (V ′, D′, E ′) un par de data-grafos. Decimos que G
es subdata-grafo de G′ [sim. G′ es superdata-grafo de G], denotado G ⊆ G′ si y solo si V ⊆ V ′,
E ⊆ E ′ y para todo u ∈ V , D(u) = D′(u).

Como es usual, dado un data-grafo G = (V,D,E) y un conjunto X ⊆ V , podemos definir el
subdata-grafo generado por X como la tupla GX = (X,DX , EX) donde D′ := D|X y

EX := {(u, a, v) ∈ E | u, v ∈ X}.
GX se puede entender como el subdata-grafo de G más grande con dominio X. Dados dos

subdata-grafos G1 = (V1, D1, E1), G2 = (V2, D2, E2) de G definimos la unión de G1 y G2 como la
tupla G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, D′, E1 ∪ E2) donde

D′(u) :=

{
D1(u) si u ∈ V1,
D2(u) si u ∈ V2.

Note que D′ está bien definida pues D1 y D2 coinciden en V1∩V2. De manera análoga podemos
definir la intersección de G1 y G2, denotado G1 ∩G2.

Definición 18. Sean G y G′ un par de data-grafos y R un conjunto de restricciones. Decimos
que G′ es una reparación subconjuntista o subreparación de G [resp. superconjuntista o super-
reparación] con respecto a R si:

� (G′,R) es consistente;

� G′ ⊆ G [resp. G ⊆ G′]; y

� no existe un data-grafo H tal que (H,R) sea consistente y G′ ⊊ H ⊆ G [resp. G ⊆ H ⊊ G′].

Denotamos al conjunto de las subreparaciones [resp. superreparaciones] de G con respecto a
R como Rep⊆(G,R) [resp. Rep⊇(G,R)].

Ejemplo 19. En el Ejemplo 16, los data-grafos (a) y (b) de la Figura 1.3 son una superreparación
y una subreparación de G con respecto a R, respectivamente.

1.2 Computando reparaciones

En esta sección, estudiaremos la complejidad computacional del problema de hallar reparaciones
dando como entrada un data-grafo finito y un conjunto finito de restricciones. Empezamos men-
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cionando un dato bastante útil de Reg-GXPath demostrado en [127, Theorem 4.3.] y que usaremos
a lo largo del caṕıtulo.

Teorema 20. Dada una expresión α de Reg-GXPath y un data-grafo G, es posible computar
el conjunto JαKG en tiempo polinomial en el tamaño de G y α, más espećıficamente, en tiempo
O(|α| · |V |3), donde V es el conjunto de nodos de G.

Se concluye a partir de este resultado que dado un conjunto finito R de expresiones de
Reg-GXPath, es posible verificar si G es consistente con respecto a R en tiempo polinomial en el
tamaño de G y R, donde el tamaño de R se define como |R| :=

∑
α∈R |α|.

Hemos dividido esta sección en dos partes para analizar por separado los problemas relacionados
a reparaciones cuando nos restringimos a subdata-grafos o superdata-grafos. Más allá de lo natural
que parezca esto, la razón principal se debe a que también estudiamos el problema de reparación
según distintos fragmentos de Reg-GXPath. Otra consideración a tener en cuenta es que en algunos
casos se fijará el conjunto de restricciones R, obteniendo resultados en data complejidad.

1.2.1 Subreparaciones

Denotamos por ∅ al data-grafo vaćıo. Dado que este satisface cualquier conjunto de restricciones,
concluimos que cualquier data-grafo G tiene una subreparación dado cualquier conjunto de restric-
cionesR. Para entender la complejidad de encontrar tales subreparaciones, definimos los siguientes
problemas computacionales donde L representa un fragmento de Reg-GXPath:

Subset Repair
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Una subreparación G′ ̸= ∅ de G con respecto a R.

∃Subset Repair
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Decidir si G tiene una subreparación G′ ̸= ∅ con respecto a R.

Ambos problemas dependen expĺıcitamente de L por lo que en los siguientes resultados siem-
pre se especificará el fragmento de Reg-GXPath a considerar. Note que ∃Subset Repair es el
problema de decisión asociado a Subset Repair y además, ∃Subset Repair se puede reducir a
Subset Repair, dando aśı una cota inferior para la complejidad del problema general de computar
subreparaciones. También es fácil notar que ∃Subset Repair con respecto a L = Reg-GXPath
está en NP, ya que por el Teorema 20 podemos verificar no determińısticamente en tiempo poli-
nomial si algún subdata-grafo no vaćıo de G satisface R.

Teorema 21. Existe un conjunto finito Rp ⊂ Core-GXPathpos tal que ∃Subset Repair es
NP-completo en data complejidad, cuando se fija R = Rp en la entrada.

Demostración. Construiremos una reducción de 3SAT a ∃Subset Repair, considerando un con-
junto fijoRp de expresiones de camino que describiremos más adelante. Dada una fórmula proposi-
cional ϕ en 3CNF de n variables p1, . . . , pn y m cláusulas c1, . . . , cm, queremos armar un data-grafo
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Gϕ = (V,D,E) tal que Gϕ tiene una subreparación no vaćıa con respecto a R si y solo si ϕ es
satisfacible. Daremos el conjunto R luego de describir la reducción ϕ 7→ Gϕ.

Esta reducción depende solo de una cantidad finita de etiquetas, espećıficamente, el conjunto de
etiquetas a usar es {cycle, sat, valid} ⊂ A. De hecho, como los valores de datos serán completamente
irrelevantes, definiremos Gϕ simplemente como el par (V,E).

Reducción. El conjunto de nodos V lo definimos como

V := {⊥i | 1 ≤ i ≤ n} ∪̇ {⊤i | 1 ≤ i ≤ n} ∪̇ {uj | 1 ≤ j ≤ m}.
Codificaremos la información de ϕ en los ejes del data-grafo con la etiqueta sat de la siguiente

manera: para todo par de ı́ndices i, j,

(⊤i, sat, uj) ∈ E si y solo si el literal pi aparece en cj,

(⊥i, sat, uj) ∈ E si y solo si el literal ¬pi aparece en cj.

Note que las flechas con etiqueta sat no solo indican qué literales aparecen en determinada
cláusula, sino que indican el valor de verdad que debeŕıa tener la correspondiente variable proposi-
cional para que la cláusula se satisfaga.

En principio, buscamos que para cada ı́ndice i solo uno de los nodos ⊥i,⊤i se mantenga en
algún subdata-grafo de Gϕ, en correspondencia con el posible valor de verdad que una valuación
asignaŕıa a cada variable proposicional pi. Usaremos la etiqueta valid para este propósito. Para
todo par u, v ∈ V , (u, valid, v) ∈ E excepto si ocurre alguno de los siguientes casos:

u = ⊥i y v = ⊤i para algún 1 ≤ i ≤ n,

u = ⊥i y v = uj para algún 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m,

u = ⊤i y v = uj para algún 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

La etiqueta cycle la usaremos para garantizar que mantendremos en el dominio una cantidad
mı́nima de nodos necesarios. Para todo u, v ∈ V , (u, cycle, v) ∈ E si ocurre alguno de los siguientes
casos:

u = uj y v = uj+1 para algún 1 ≤ j ≤ m− 1,
u = um y v = ∗1 para ∗ ∈ {⊥,⊤},
u = ∗1i y v = ∗2i+1 para ∗1, ∗2 ∈ {⊥,⊤} y 1 ≤ i ≤ n− 1,
u = ∗n y v = u1 para ∗ ∈ {⊥,⊤}.

Note que si para cada i eliminamos uno de los nodos ⊥i,⊤i, se genera un único ciclo con la
etiqueta cycle. La Figura 1.4 muestra el grafo Gϕ para una fórmula particular ϕ. Note que |Gϕ|
es polinomial en el tamaño de ϕ, definido simplemente como n+m.
Restricciones. El conjunto Rp consta solo de las siguientes expresiones:

β1 := ↓+cycle,
β2 := ↓valid ∪ ↓valid ↓sat .

La fórmula β1 indica que todo par de nodos debe pertenecer a la cláusura transitiva de cycle, lo
cual se garantiza directamente si el data-grafo contiene un ciclo con la etiqueta cycle que pasa por
todos los nodos. La fórmula β2 indica que todos los nodos se conectan por la relación valid o por
un camino de tamaño 2 con la etiqueta valid ◦ sat.
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(a) (b)

⊥1⊤1 ⊥2⊤2 ⊥3⊤3 ⊥4⊤4

u1u2u3

⊥1⊤1 ⊥2⊤2 ⊥3⊤3 ⊥4⊤4

u1u2u3

Figura 1.4: Para la fórmula ϕ = (p1 ∨¬p2 ∨ p3)∧ (p2 ∨ p3 ∨ p4)∧ (¬p1 ∨¬p3 ∨¬p4), el data-grafo Gϕ se
puede entender de la siguiente manera: (a) Las flechas verdes representan la relación cycle y las flechas
naranjas la relación sat. (b) La relación valid se representa con el color morado, en este gráfico se muestran
con flechas punteadas todas las relaciones que no aparecen en Gϕ. Luego, Gϕ es la superposición de (a)
y el complemento de (b).

Notemos que (Gϕ,Rp) es inconsistente, dado que la fórmula β2 se incumple particularmente en
(⊥i,⊤i) para todo 1 ≤ i ≤ n. Esto implica que en caso de existir una subreparación no vaćıa de
Gϕ, esta no podŕıa contener los nodos ⊥i y ⊤i a la vez, sin embargo, debe contener al menos uno
de los dos porque necesitamos que la fórmula β1 se siga cumpliendo. La Figura 1.5 muestra una
reparación no vaćıa para el Gϕ de la Figura 1.4.

(a) (b)

⊤1 ⊥2 ⊥3 ⊤4

u1u2u3

⊤1 ⊥2 ⊤3 ⊤4

u1u2u3

Figura 1.5: Para Gϕ de la Figura 1.4, estos dibujos representan subdata-grafos, donde la relación valid no
se muestra, pero se considera subyacente. (a) En este caso tenemos una subreparación de Gϕ con respecto
a Rp, que se corresponde con la valuación p1 7→ 1, p2 7→ 0, p3 7→ 0, p4 7→ 1 que hace verdadera a la fórmula
ϕ. (b) En este caso tenemos un subdata-grafo que no puede ser una subreparación porque la fórmula β2 se
incumple en (⊤1, u3). Note que este data-grafo está asociado a la valuación p1 7→ 1, p2 7→ 0, p3 7→ 1, p4 7→ 1
que hace falsa a ϕ.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposición.

Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. ϕ es satisfacible.

2. Gϕ tiene una subreparación no vaćıa con respecto a Rp.
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1. implica 2. Sea f una valuación de {p1, . . . , pn} tal que f |= ϕ y definamos el subdata-grafo

(no vaćıo) Gϕ,f = (V ′, E ′) como sigue:

V ′ := {⊥i | 1 ≤ i ≤ n y f(pi) = 0} ∪ {⊤i | 1 ≤ i ≤ n y f(pi) = 1} ∪ {uj | 1 ≤ j ≤ m},
E ′ := {(u, a, v) ∈ E | u, v ∈ V ′}.

Claramente β1 se cumple porque tenemos un ciclo con la etiqueta cycle en Gϕ,f , garantizado
por solo haber eliminado uno entre ⊥i,⊤i para cada i.

Para β2 solo falta verificar que si ∗i ∈ V ′ con ∗ ∈ {⊥,⊤} entonces (∗i, uj) ∈ Jβ2KGϕ,f
para todo

j. Como f |= ϕ entonces f |= cj para todo j, pero por definición de cláusula, esto ocurre si existe
un literal ℓ en cj tal que f |= ℓ. Supongamos que ℓ = pk para algún k. Por definición de Gϕ,f ,
tenemos que ⊤k ∈ V ′ y (⊤k, sat, uj) ∈ E ′. Dado que (∗i, valid,⊤k) ∈ E ′ para todo par i, k (vale
incluso si i = k pues ∗i = ⊤k en este caso), obtenemos que hay un camino con la etiqueta valid◦sat
de ∗i a uj. Análogamente si ℓ = ¬pk.

Hemos obtenido que Gϕ,f es consistente con respecto a Rp, lo cual es suficiente para garantizar
que Gϕ tiene una subreparación no vaćıa. Si bien podŕıamos demostrar que Gϕ,f es justamente
una subreparación, dejamos esta parte de la prueba hasta aqúı.
2. implica 1. Supongamos que G′ = (V ′, E ′) es una subreparación no vaćıa de G con respecto a

Rp. Primero veamos que V ′ satisface lo siguiente: (a) {uj | 1 ≤ j ≤ m} ⊂ V ′ y (b) ⊥i ∈ V ′ si y
solo si ⊤i ̸∈ V ′ para todo 1 ≤ i ≤ n.

En efecto, como V ′ ̸= ∅, entonces (u, u) ∈ Jβ1KG′ para algún u ∈ V ′. Dado que la relación cycle
no es reflexiva en G para ningún nodo tampoco lo es en G′, por lo que debe existir un camino en
G′ (y en G) de la forma

v1
cycle−−→ v2

cycle−−→ · · · vk−1
cycle−−→ vk,

con ℓ > 1 y v1 = vk = u. Por definición de G, tal recorrido solo es posible si pasamos al menos
una vez por todos los nodos de la forma uj (sucediendo aśı (a)) y por al menos uno de los nodos
⊥i y ⊤i para cada i. Ahora, si ⊥i,⊤i ∈ V para algún i, entonces β2 se incumple en (⊥i,⊤i), por
lo que (b) debe suceder.

Definamos la valuación f como f(pi) = 0 si ⊥i ∈ V ′, o f(pi) = 1 si ⊤i ∈ V ′, para todo i, la
cual está bien definida por (b). Tenemos que f |= ϕ si y solo si f |= cj para todo j, y esto último
sucede si f |= ℓ para algún literal ℓ en cj. Veamos que esto último ocurre para todo j.

Sea ∗1i ∈ V ′ con ∗1 ∈ {⊥,⊤} y fijemos j. Como (∗1i , uj) ∈ Jβ2KG′ , esto solo es posible si

hay un camino con etiqueta valid ◦ sat de ∗1i a uj, es decir, existe ∗2k con ∗2 ∈ {⊥,⊤} tal que

∗1i
valid−−→ ∗2k

sat−→ uj es un camino en G′. Consideremos el literal ℓ dado por ℓ = ¬pk si ∗2 = ⊥ o

ℓ = pk si ∗2 = ⊤, que por definición de G se encuentra en cj. Dado que f |= ℓ, obtenemos que
f |= cj.

El teorema anterior dice que basta con considerar un conjunto finito de expresiones de camino
positivas para que ∃Subset Repair sea intratable en data complejidad. De hecho, las fórmulas
propuestas son expresiones de RPQ. Veremos que es posible obtener la misma conclusión para un
conjunto fijo de expresiones de nodo.

Teorema 22. Existe Rn ⊂ Reg-GXPath finito tal que ∃Subset Repair es NP-completo en data
complejidad, cuando se fija R = Rn en la entrada.
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Demostración. Nuevamente reducimos 3SAT a ∃Subset Repair. Dada una fórmula proposi-
cional ϕ en 3CNF de n variables p1, . . . , pn y m cláusulas c1, . . . , cm, queremos armar un data-
grafo Gϕ = (V,D,E) tal que Gϕ tiene una subreparación no vaćıa con respecto a R si y solo si
ϕ es satisfacible. Igual que en el teorema anterior, daremos el conjunto R luego de describir la
reducción ϕ 7→ Gϕ.

Esta reducción dependerá del conjunto de etiquetas {assign, pos, neg, aux} ⊂ A y de valores de
datos {var, clause, false, true} ⊂ D. Note que a diferencia de la demostración anterior, ahora
śı requeriremos de valores de datos.
Reducción. El conjunto de nodos V lo definimos como

V := {⊥,⊤} ∪̇ {vi | 1 ≤ i ≤ n} ∪̇ {uj | 1 ≤ j ≤ m}.
Los valores de datos se asignan de la siguiente manera:

D(⊥) = false, D(⊤) = true,

D(vi) = var, para todo 1 ≤ i ≤ n,

D(uj) = clause, para todo 1 ≤ j ≤ m.

Codificaremos la información de ϕ en los ejes del data-grafo con las etiquetas pos, neg de la
siguiente manera: para todo par de ı́ndices i, j,

(uj, pos, vi) ∈ E si y solo si el literal pi aparece en cj,

(uj, neg, vi) ∈ E si y solo si el literal ¬pi aparece en cj.

Para todo ı́ndice i, agregamos las flechas (vi, assign,⊥) y (vi, assign,⊤). En principio, buscamos
que para cada ı́ndice i, el nodo vi se conecte solo con uno de los nodos ⊥,⊤ en algún subdata-
grafo de Gϕ, en correspondencia con el posible valor de verdad que una valuación asignaŕıa a cada
variable proposicional pi.

Por último agregamos a E los ejes que componen el siguiente ciclo con etiqueta aux y el cual
usaremos para garantizar que la subreparación (en caso de existir) debe tener el mismo conjunto
de nodos que Gϕ:

⊥ aux−−→ ⊤ aux−−→ v1
aux−−→ · · · aux−−→ vn

aux−−→ u1
aux−−→ · · · aux−−→ um

aux−−→ ⊥. (A)

La Figura 1.6 muestra el grafo Gϕ para una fórmula particular ϕ. Note que |Gϕ| es polinomial
en el tamaño de ϕ, que se define como n+m.
Restricciones. El conjunto Rn consta solo de las siguientes expresiones:

ψ1 := ⟨↓aux⟩,
ψ2 := ¬(var= ∧ ⟨↓assign ̸=↓assign⟩),
ψ3 := clause= ⇒

(
⟨↓pos↓assign (true=)?⟩ ∨ ⟨↓neg↓assign (false=)?⟩

)
.

La fórmula ψ1 indica que de todo nodo sale una flecha aux, lo cual se garantiza directamente
si el data-grafo contiene un ciclo con la etiqueta aux que pasa por todos los nodos. La fórmula ψ2

indica que de todos los nodos con valor var no pueden salir dos flechas assign a nodos con valores
distintos. Por último, la fórmula ψ3 indica que toda cláusula de ϕ debe satisfacerse. Como dato
curioso, el conjunto Rn propuesto es de hecho un subconjunto de Core-GXPath.

Note que en la base de datos actual, ni ψ1 ni ψ3 se incumplen, mientras que ψ2 se incumple en
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⊥⊤

v1 v2 v3 v4

u1 u2 u3

Figura 1.6: Data-grafo Gϕ para la fórmula ϕ = (p1 ∨ ¬p2 ∨ p3) ∧ (p2 ∨ p3 ∨ p4) ∧ (¬p1 ∨ ¬p3 ∨ ¬p4),
omitiendo los valores de datos. Las flechas verdes representan a la relación aux, la cual forma un ciclo
que pasa por todos los nodos del data-grafo. Las flechas grises representan la relación assign. Las flechas
rojas y azules indican la codificación de ϕ, con las flechas rojas representando a neg y las azules a pos.

vi para todo i, por lo que Gϕ es inconsistente con respecto a Rn. Una subreparación no vaćıa de
Gϕ requeriŕıa que para todo i alguna de las relaciones (vi, assign,⊥), (vi, assign,⊤) se elimine. La
Figura 1.7 muestra una reparación no vaćıa para el Gϕ de la Figura 1.6.

(a) (b)

⊥⊤

v1 v2 v3 v4

u1 u2 u3

⊥⊤

v1 v2 v3 v4

u1 u2 u3

Figura 1.7: Para Gϕ de la Figura 1.6 estos dibujos representan subdata-grafos, con los valores de datos
omitidos. Tanto el data-grafo (a) como (b) son consistentes con respecto a Rn, pero solo (b) es una
subreparación y es aquella que está en correspondencia con la valuación p1 7→ 1, p2 7→ 0, p3 7→ 0, p4 7→ 1,
mientras que (a) solo está en correspondencia con la valuación parcial p1 7→ 1, p3 7→ 0, p4 7→ 1.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposición.

Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. ϕ es satisfacible.

2. Gϕ tiene una subreparación no vaćıa con respecto a Rn.

1. implica 2. Sea f una valuación de {p1, . . . , pn} tal que f |= ϕ y definamos el subdata-grafo

(no vaćıo) Gϕ,f = (V,E ′) donde E ′ es E salvo las flechas de la forma (vi, assign,⊥) si f(pi) = 1 y
(vi, assign,⊤) si f(pi) = 0.

Dado que mantenemos todas las demás flechas, es fácil ver que Jψ1KGϕ,f
= V y Jψ2KGϕ,f

= V ,
la primera igualdad porque mantenemos el ciclo sobre V con la etiqueta aux y la segunda porque



1.2. Computando reparaciones 15

hemos removido para cada vi exactamente una de las relaciones (vi, assign,⊥), (vi, assign,⊤), por
lo que ahora ningún nodo incumple la restricción ψ2.

Para ψ3, notemos que en cada clásula cj existe un literal ℓ tal que f |= ℓ. Si ℓ = pi para algún

i, entonces por definición de Gϕ,f tenemos el camino uj
pos−→ vi

assign−−−→ ⊤, de donde uj ∈ Jψ3KGϕ,f
.

Si ℓ = ¬pi, obtenemos un resultado análogo con el camino uj
neg−−→ vi

assign−−−→ ⊥.
Como Gϕ,f es consistente con respecto a Rn concluimos que Gϕ tiene una subreparación no

vaćıa. Omitimos el detalle menor de demostrar que Gϕ,f es una subreparación.

2. implica 1. Supongamos que G′ = (V ′, D′, E ′) es una subreparación no vaćıa de G con respecto
a Rn. Necesitamos definir una valuación f sobre el conjunto {p1, . . . , pn} tal que f |= ϕ. Primero
veamos que V ′ = V . Dado que Jψ1KG′ = V ′ y V ′ ̸= ∅, entonces existe al menos una flecha en G′ de
la forma (u, aux, v), que a su vez tiene que ser parte del ciclo (A). Dado que v ∈ Jψ1KG′ por ser G′

consistente, la flecha del ciclo (A) que sigue a (u, aux, v) también tiene que estar en G′, obteniendo
aśı que todo el ciclo (A) es parte de G′, lo que implica que V ′ = V . En consecuencia, D′ = D.

Ahora, como V ′ contiene a todos los elementos vi y a ⊥,⊤, debemos poder verificar que para
todo i, (vi, assign,⊥) o (vi, assign,⊤) está en E ′ (más no ambos a la vez por ψ2). Notemos que esto
se debe al hecho particular de que G′ es subreparación y no solo a la consistencia con respecto a
Rn, como se ilustra en el ejemplo de la Figura 1.7(a). En efecto, supongamos que G′ es consistente
con respecto a Rn pero para algún i, ni (vi, assign,⊥) ni (vi, assign,⊤) están en E ′. Definamos el
data-grafo H = (V,D,E ′′), donde E ′′ = E ′ ∪{(vi, assign,⊥)}. Entonces G′ ⊊ H ⊊ G y es fácil ver
que H es consistente con respecto a Rn, contradiciendo que G′ es una subreparación.

Por lo anterior, podemos definir una valuación f sobre {p1, . . . , pn} dada por f(pi) = 0 si
(vi, assign,⊥) ∈ E ′, o f(pi) = 1 si (vi, assign,⊤) ∈ E ′, para todo i. Tenemos que f |= ϕ si y solo
si f |= cj para todo j, y esto último sucede si f |= ℓ para algún literal ℓ en cj. Veamos que esto
último ocurre para todo j.

Como uj ∈ V ′ y D′(uj) = clause, por ψ3 debe existir un camino de la forma uj
pos−→ vi

assign−−−→ ⊤
o uj

neg−−→ vi
assign−−−→ ⊥ en G′, para algún i. Por definición de f y G, si ocurre el primer caso es porque

el literal ℓ = pi aparece en cj y f(pi) = 1, o si ocurre el segundo caso es porque ℓ = ¬pi aparece en
cj y f(pi) = 0, pero en ambos casos f |= ℓ como queŕıamos demostrar.

En vista de los teoremas anteriores, nos mostramos interesados en saber si se puede replicar el
resultado de intratabilidad de ∃Subset Repair para un conjunto de expresiones de nodo positivas.
Para responder si esto es posible estudiamos la siguiente propiedad de monotońıa para el fragmento
positivo de Reg-GXPath:

Lema 23. Sea G un data-grafo, G ⊆ G′ un superdata-grafo y η una expresión de Reg-GXPathpos.
Entonces JηKG ⊆ JηKG′.

Demostración. Procederemos por inducción estructural. Sean G = (V,D,E) y G′ = (V ′, D′, E ′)
dos data-grafos, con G′ superdata-grafo de G y η una expresión de Reg-GXPathpos.

Los casos bases cuando η es una expresión de nodo son c= y c̸= para algún c ∈ D. Dado que
D(u) = D′(u) para todo u ∈ V , entonces Jc=KG ⊆ Jc=KG′ y Jc̸=KG ⊆ Jc̸=KG′ .
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Los casos bases cuando η es una expresión de camino son ε, ⊔, y a, a− para todo a ∈ A. Dado
que V ⊆ V ′ y E ⊆ E ′, entonces JεKG ⊆ JεKG′ y J⊔KG ⊆ J⊔KG′ . Para una etiqueta a, tenemos que
toda flecha (u, a, v) en G tambien es una flecha en G′, por lo que JaKG ⊆ JaKG′ y Ja−KG ⊆ Ja−KG′ .

Para el caso inductivo, supongamos que φ, ψ son expresiones de nodo de Reg-GXPathpos, α, β
son expresiones de camino Reg-GXPathpos y que para todas estas expresiones vale la tesis del
enunciado. Varias de las igualdades utilizadas a continuación surgen de la Figura 1.2. Empezamos
con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando η es una de las siguientes fórmulas:
(a) φ ∧ ψ; (b) ⟨α⟩; (c) ⟨α = β⟩; (d) ⟨α ̸= β⟩.
(a) Directo, pues Jφ ∧ ψKG = JφKG ∩ JψKG y Jφ ∧ ψKG′ = JφKG′ ∩ JψKG′ .

(b) Sea u ∈ J⟨α⟩KG. Entonces existe v ∈ V tal que (u, v) ∈ JαKG. Como JαKG ⊆ JαKG′ por hipótesis
inductiva, obtenemos que u ∈ J⟨α⟩KG′ .

(c) Sea u ∈ J⟨α = β⟩KG. Entonces existen v1, v2 ∈ V tales que (u, v1) ∈ JαKG, (u, v2) ∈ JβKG
y D(v1) = D(v2). Como JαKG ⊆ JαKG′ y JβKG ⊆ JβKG′ por hipótesis inductiva, obtenemos que
u ∈ J⟨α = β⟩KG′ .

(d) Análogo al caso anterior.

Cuando η es una expresión de camino estudiamos los siguientes casos: (e) α ◦ β; (f) α ∪ β;
(g) α∗; (h) αn,m; (i) φ?.

(e) Sea (u, v) ∈ Jα ◦ βKG. Entonces existe v1 ∈ V tal que (u, v1) ∈ JαKG y (v1, v) ∈ JβKG. Como
JαKG ⊆ JαKG′ y JβKG ⊆ JβKG′ por hipótesis inductiva, obtenemos que (u, v) ∈ Jα ◦ βKG′ .

(f) Directo, pues Jα ∪ βKG = JαKG ∪ JβKG y Jα ∪ βKG′ = JαKG′ ∪ JβKG′ .

(g) Sea (u, v) ∈ Jα∗KG. Entonces existen nodos v1, v2, . . . , vn ∈ V tales que v1 = u, vn = v y
(vi, vi+1) ∈ JαKG para todo 1 ≤ i ≤ n− 1. Como JαKG ⊆ JαKG′ por hipótesis inductiva, obtenemos
que (u, v) ∈ Jα∗KG′ .

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (u, u) ∈ Jφ?KG si y solo si u ∈ JφKG y JφKG ⊆ JφKG′ por hipótesis inductiva, obtenemos
que Jφ?KG ⊆ Jφ?KG′ .

Este hecho nos permite describir un procedimiento efectivo para hallar una subreparación,
basado en la siguiente observación: si G no satisface una expresión de nodos positiva φ y u es un
nodo de G tal que u ̸∈ JφKG, entonces no existe una subreparación de G que satisfaga a φ y que
contenga a u. Esto queda formalizado con la siguiente propiedad:

Lema 24. Sea G un data-grafo, R un conjunto de restricciones en Reg-GXPathpos y v un nodo
de G que incumple una expresión de nodos de R. Entonces Rep⊆(G,R) = Rep⊆(GX ,R), donde
GX es el subdata-grafo de G generado por X = V \ {v}, con V el conjunto de nodos de G.

Demostración. Veamos que Rep⊆(G,R) ⊆ Rep⊆(GX ,R).
Sea G′ ∈ Rep⊆(G,R). Notemos primero que v no es nodo de G′. Sea φ ∈ R la expresión

de nodo que v incumple y supongamos que v ∈ JφKG′ . Como φ es una expresión positiva, por el
Lema 23, v ∈ JφKG, lo cual es una contradicción. Luego, G′ es un subdata-grafo de GX consistente
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con respecto a R. Además, G′ ∈ Rep⊆(GX ,R), de lo contrario, existiŕıa G′ ⊊ H ⊆ GX consistente
con respecto a R, lo que implica que G′ no seŕıa reparación de G.

Veamos ahora que Rep⊆(GX ,R) ⊆ Rep⊆(G,R).
Sea G′ ∈ Rep⊆(GX ,R) con G′ = (V ′, D′, E ′). Sabemos que V ′ ⊆ X. Sea φ ∈ R la expresión

de nodo que v incumple y supongamos que G′ ̸∈ Rep⊆(G,R), entonces existe G′ ⊊ H ⊆ G que es
consistente con respecto a R. Notemos que por monotońıa de φ, v no puede ser nodo de H, es
decir, que H también es subdata-grafo de GX y por lo tanto G′ ̸∈ Rep⊆(GX ,R), contradicción.

Para todo par de subdata-grafos G1 y G2 de un mismo data-grafo G vale la siguiente propiedad
para toda expresión de nodo φ positiva:

JφKG1
∪ JφKG2

⊆ JφKG1∪G2
⊆ V1 ∪ V2,

donde Vi es el conjunto de nodos de Gi para i = 1, 2. Como consecuencia del Lema 23, si G1

y G2 satisfacen φ, entonces G1 ∪ G2 también satisface φ Por lo tanto, si R solo se compone de
expresiones de nodos positivas, concluimos que para todo G hay una única subreparación de G
con respecto a R. El siguiente algoritmo muestra el proceso para obtener la subreparación bajo
las condiciones anteriores.

Algoritmo 1: Subset Repair para conjuntos de expresiones de nodo positivas

Datos: Un data-grafo G = (V,D,E) y Rn ⊂ Reg-GXPathpos finito
Resultado: Una subreparación de G con respecto a Rn

1 X ← V ;
2 H ← G;
3 mientras (H,R) sea inconsistente hacer
4 Y ← {u ∈ X | u incumple algún φ ∈ Rn};
5 X ← X \ Y ;
6 H ← HX ;

7 fin
8 devolver H

Este método para computar una subreparación de un data-grafo G dado un conjunto R de
expresiones de nodos positivas es correcto por el Lema 24 y culmina en cualquier entrada (G,Rn)
ya que el data-grafo vaćıo siempre es consistente. El conjunto X se puede computar en tiempo
polinomial y dado que hay a lo sumo |V | iteraciones, concluimos lo siguiente:

Teorema 25. Dado un data-grafo G y un conjunto R de expresiones de nodo positivas, es posible
computar la única subreparación de G con respecto a R en tiempo polinomial.

Note que los Teoremas 21 y 25 establecen un criterio frontera de intratabilidad para el problema
∃Subset Repair respecto a la clase de fórmulas L = Reg-GXPathpos, según si se consideran con-
juntos de restricciones con o sin expresiones de camino. Concluimos esta sección haciendo notar que
aunque el uso de expresiones de camino eleva notablemente la complejidad de ∃Subset Repair, la
clase de expresiones de nodo positivas no deja de ser vastamente expresiva, como se puede observar
en [127, Example 4.1].
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1.2.2 Superreparaciones

Comenzamos aclarando que a diferencia de lo que sucede con las subreparaciones, no siempre
existe una superreparación para cualesquiera G y R, lo cual se puede corroborar con un simple
ejemplo. Sea G = ({u}, D,E), donde D(u) = c, E = ∅, y R que solo tiene a φ := c̸=. Como u
también es nodo de cualquier superdata-grafo G′ de G, entonces u ̸∈ JφKG′ , es decir, no existe un
superdata-grafo de G que sea consistente con respecto a R. Note que el conjunto R consta de una
expresión de nodo muy simple perteneciente a Reg-GXPathpos.

Por otra parte, podŕıa darse el caso que un conjunto de reglas induzca una extensión consistente
pero infinita (notemos que se evita el uso del término reparación en este caso). Por ejemplo, para
el mismo G de antes y R = {ψ, α} con ψ := ⟨↓−r ⟩ y α := ↓∗r ⇛ ε, podemos generar la estructura

· · · v4
r−→ v3

r−→ v2
r−→ v1

r−→ u,

que es consistente con respecto a R, pues todo elemento tiene un r-padre como pide ψ y no hay
r-ciclos como pide α.

Para estudiar la complejidad de hallar superreparaciones, definimos los siguientes problemas
computacionales:

Superset Repair
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Una superreparación G′ de G con respecto a R.

∃Superset Repair
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Decidir si G tiene una superreparación G′ con respecto a R.

Un problema computacional que usaremos en las próximas demostraciones y que también será
relevante en otros caṕıtulos es el problema de respuestas consistentes a consultas, denotado CQA
por sus siglas en inglés y el cual fue introducido en [19]. En lo que sigue usaremos este problema
como una herramienta para obtener la complejidad de nuestros problemas de reparación, pero más
adelante en el Caṕıtulo 2 nos dedicaremos a estudiar instancias de CQA en el contexto de bases
de conocimiento. Existen muchas versiones de este problema que dependen de la escogencia de un
dominio adecuado para los parámetros de entrada, pero en términos muy generales se trata del
siguiente planteamiento:

CQA (Consistent Query Answering)
Entrada: Una estructura M , un conjunto finito Γ ⊂ O, una consulta q ∈ Q

de aridad k y una k-tupla ā de elementos M .
Salida: Decidir si ā ∈ JqKK para todo K ∈ Rep(M,Γ).

Denotamos (M, ā) ∈ CQA(q,Γ) cuando la respuesta de CQA en la entrada (M,Γ, q, ā) es
afirmativa y (M, ā) ̸∈ CQA(q,Γ) en caso contrario. En otros contextos, este problema se denomina
(en inglés) como Ontology Mediated Query Answering (OMQA) o también Q Entailment from O
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Knowledge Bases. Aqúı el conjunto O representa un lenguaje de ontoloǵıas, tal cual como en este
caṕıtulo usamos Reg-GXPath (y sus fragmentos) para ese propósito; Q representa un lenguaje
de consulta; M simboliza una estructura relacional apropiada para ambos lenguajes; JqKK es el
conjunto de k-tuplas de elementos de K donde la consulta q se cumple; y Rep(M,Γ) un conjunto
de estructuras consistentes con respecto a Γ relacionadas con M y que establecen un criterio
de reparación. En muchos casos esos criterios se basan en propiedades conjuntistas y para esta
sección nos limitamos a tratar con casos de superestructuras de M , es decir, cuando Rep(M,Γ)
consta de estructuras K que extienden a M minimalmente, representado como Rep⊇(M,Γ). Bajo
este criterio, nos referimos al problema CQA más espećıficamente como Superset CQA.

El formato con el que hemos presentado a CQA es el usual y en algunos ámbitos se clasifica
como certain semantics, en alusión a la condición de que la tupla ā debe pertenecer a todo conjunto
de respuestas JqKK . Una variación de esta condición es pedir que ā pertenezca a algún conjunto
JqKK , lo que se denomina como brave semantics [43]. Respecto a un lenguaje lo suficientemente
expresivo como para capturar el complemento de las consultas q, podemos pensar que los conceptos
de certain semantics y brave semantics son duales. En las siguientes demostraciones trabajaremos
realmente con el complemento de CQA.

Análogo al problema de reparaciones, con CQA nos restringimos a estructuras finitas (aunque
se podŕıa tener más arbitrariedad como sucederá en el caṕıtulo siguiente). Con pocos recursos
sintácticos de Reg-GXPath obtenemos el siguiente resultado negativo.

Teorema 26. Existe un conjunto finito Rp ⊂ Reg-GXPath tal que ∃Superset Repair es inde-
cidible cuando se fija R = Rp en la entrada.

Demostración. Construiremos una reducción del problema Superset CQA (una versión tomada
de [32]) a ∃Superset Repair. En [32, Theorem 4] prueban que Superset CQA (con O y Q
descritos más adelante) es indecidible para una escogencia particular de los parámetros q y Γ.

La versión de Superset CQA con la que lidiamos en esta demostración es aquella donde O es
la familia de restricciones de palabra sobre A (Definición 7) y Q la familia de RPQs no recursivas.

En [32, Theorem 4] prueban que existe un conjunto finito Γ1 de restricciones de palabra y una
fórmula no recursiva q1 tales que Superset CQA es indecidible incluso cuando Γ y q se fijan
como Γ1 y q1 en la entrada. Nuestro propósito ahora es demostrar que para todo grafo G = (V,E)
y par (u, v) ∈ V 2 existe un data-grafo d(G) tal que (G, (u, v)) ̸∈ CQA(q1,Γ1) si y solo si d(G) tiene
una superreparación con respecto a Rp, donde Rp es un conjunto fijo de expresiones de camino
que construiremos a partir de q1 y Γ1. Por lo tanto, nuestro problema también es indecidible.
Reducción. Sin pérdida de generalidad, supongamos que en A hay una etiqueta aux que no se
usa en las expresiones de Γ1 ni en q1. Sea d(G) = (V,E ′) donde E ′ = E∪{(u, aux, v)}. Note que la
etiqueta aux sirve solo para identificar al par (u, v) como parte de la entrada del problema CQA.
Restricciones. Como vimos en el Ejemplo 13 cualquier RPQ L se puede entender como una
expresión de camino en Reg-GXPath y bajo esta consideración, definamos Rp como el conjunto
de expresiones {L1 ⇛ L2 | L1 ⊆ L2 ∈ Γ1} ∪ {↓aux⇛ q1}.

Las fórmulas L1 ⇛ L2 tienen exactamente la misma semántica que L1 ⊆ L2, la cual expresa
que si entre dos nodos hay un camino con etiqueta L1 también hay un camino con etiqueta L2. La
fórmula ↓aux⇛ q1 indica que entre todo par de nodos conectados por un eje con etiqueta aux, no
puede haber un camino con etiqueta q1.
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Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposición.

Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. (G, (u, v)) ̸∈ CQA(q1,Γ1).

2. d(G) tiene una superreparación con respecto a Rp.

1. implica 2. Existe un grafo H ∈ Rep⊇(G,Γ1) tal que (u, v) ̸∈ Jq1KH . Sea el data-grafo d(H)
que consta de los mismos nodos y flechas que H además de (u, aux, v). Es claro que d(H) es un
superdata-grafo de d(G) que satisface todas las fórmulas L1 ⇛ L2 en Rp. Veamos que también
satisface ↓aux⇛ q1. En efecto, el único par que podŕıa incumplir esta fórmula es (u, v), pero
como Jq1KH = Jq1Kd(H), obtenemos la consistencia de d(H) con respecto a Rp. Más aún, d(H) es
superreparación pero dejamos este hecho sin verificar.
2. implica 1. Sea G′ una superreparación de d(G) con respecto a Rp. Consideremos el grafo

H que consta de los mismos nodos y flechas que G′ salvo (u, aux, v). De manera similar al caso
anterior, tenemos que H es un supergrafo de G que satisface Γ1. El hecho de que (u, v) ̸∈ Jq1KH se
debe a que G′ satisface ↓aux⇛ q1 y Jq1KH = Jq1KG′ , por lo que (G, (u, v)) ̸∈ CQA(q1,Γ1).

Ahora demostraremos una versión del Teorema 22 para superreparaciones y nuevamente con la
ontoloǵıa restringida a expresiones de nodo, pero esta vez el resultado se cumplirá en complejidad
combinada. Se mantiene como problema abierto si la indecibilidad obtenida vale también en data
complejidad (en cuyo caso el Teorema 26 seŕıa un corolario trivial), o si por el contrario, para
cualquier conjunto de expresiones de nodo R fijo, ∃Superset Repair es decidible.

Teorema 27. ∃Superset Repair es indecidible incluso cuando consideramos R variando como
conjuntos de expresiones de nodo Rn ⊂ Reg-GXPath.

Demostración. Ahora usaremos otra versión de Superset CQA que aparece en [151]4. En ese
art́ıculo analizan el problema tomando Q como 2RPQ y O como ALCOIF (ver los conceptos
de estos lenguajes en Nociones Básicas). La idea es dar una reducción de Superset CQA a
∃Superset Repair, con los lenguajes Q y O ya mencionados y usar [151, Corollary 16] donde se
establece que esta versión de CQA es indecidible. Este resultado se mantiene incluso considerando

solo una cantidad finita de nombres de rol y queries q de la forma ∃x.x L−→ x, con L una 2RPQ y
x ∈ Var.5

Haremos uso de todas las convenciones establecidos en el preámbulo de este trabajo dadas en
Nociones Básicas, por lo que recomendamos tener frescos los conceptos de lógicas de descripción
ah́ı presentados antes de proceder con la lectura de esta larga prueba. Para simplificar algunos
detalles técnicos, asumimos que NR ⊆ A. Veamos que bajo estas consideraciones, nuestro problema
también es indecidible.

Para cada KB K y consulta q construiremos un data-grafo G(K) y un conjunto de restricciones
de nodo R(K, q) tales que G(K) tiene una superreparación con respecto a R(K, q) si y solo si hay

4Espećıficamente, usaremos el problema denominado finite 2RPQ entailment from ALCOIF KBs, renom-
brado aqúı como Superset CQA por consistencia notacional.

5Técnicamente, q es una C2RPQ por el uso del cuantificador. Aqúı usamos la terminoloǵıa de [151] en lugar de
la establecida en la Definición 4.
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un contra-modelo finito para K y q, es decir, un modelo finito de K que no satisface q. Note que
a diferencia de las demostraciones anteriores, el conjunto de restricciones en este caso śı depende
de la instancia de Superset CQA a considerar, de ah́ı que este teorema lo demostraremos para
complejidad combinada.
Reducción. El data-grafo G(K) usará solo las etiquetas de eje en Σe := NR ∪{total}, donde total
es una etiqueta auxiliar que no está en NR. Los valores de datos que usaremos son

Σn := {PJ | J ⊆ NC ∪ N{I} y |J | <∞} ∪̇ {TJ | J ⊆ NC ∪ N{I} y |J | <∞}.
Intuitivamente, usaremos los valores PJ como una descripción preliminar de los conceptos que

aparecen en la ABox de K y los valores TJ como una descripción total de los conceptos usados en
un modelo de K. Note que Σn es numerable, pues los ı́ndices J se toman como los subconjuntos
finitos de un conjunto numerable. Asumimos que contamos con una forma computacional para
construir Σn ⊆ D dado K. A un nodo que tenga valor PJ lo llamaremos nodo parcial y a uno que
tenga valor TJ lo llamaremos nodo total. Diremos que un nodo con valor de dato PJ o TJ contiene
el nombre de concepto C si C ∈ J .

En particular, dado un KB K finito, el par (G(K),R(K, q)) se definirá sobre el conjunto de
valores de datos {PJ | J ⊆ cn(K) ∪ nom(K)} ∪̇ {TJ | J ⊆ cn(K) ∪ nom(K)}. En adelante,
asumimos que los ı́ndices I, J de los valores de datos vaŕıan como subconjuntos de cn(K)∪nom(K).
Sea K = (G,Γ) y definamos G(K) = (V,D,E) dado por

� V := ind(K);

� para todo a ∈ V , D(a) := PJ , donde J = {C ∈ NC | C(a) ∈ G} ∪ {{a} : {a} ∈ nom(K)};

� E := {(a, r, b) | r(a, b) ∈ G}.
En pocas palabras, G(K) es el grafo subyacente de G, excepto que hemos recopilado todos los

nombres de conceptos sobre un individuo a en un único valor de dato PJ . Notemos que J incluye
a {a} solo en caso de que haya una inclusión de conceptos en K que contenga a este nominal.
Restricciones. Presentamos ahora el conjunto de fórmulas R(K, q), que consta de expresiones
de nodo denotadas por ψi, las cuales presentamos junto con una corta descripción de la propiedad
que queremos modelar en cada caso:

(i) La fórmula ψ1 es la conjunción de las siguientes expresiones:

ψ1
1 :=

∧
I

(P =
I ⇒ ⟨↓total

( ∨
I⊆J

T =
J

)
?⟩),

ψ2
1 := ¬⟨↓−total↓total ∩ ε⟩,

ψ3
1 := ⟨↓total⟩ ⇒

∨
J

P =
J .

La fórmula ψ1
1 significa que cada nodo parcial debe conectarse a un nodo total por medio de la

relación total, preservando el valor de dato original ; la fórmula ψ2
1 implicaŕıa que todo nodo parcial

se conecta precisamente con solo un nodo total ; y la fórmula ψ3
1 que toda flecha con etiqueta total

debe salir de un nodo parcial. En conjunto, ψ1 significa que total es una asignación de los individuos
de K.
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Añadimos los siguientes conceptos y convenciones que serán útiles más adelante. Un nodo total
conectado a un nodo parcial por medio de la relación total se llama la contraparte total del nodo
parcial. Por conveniencia, decimos que un eje o flecha que sale [resp. entra] de un nodo parcial
también es un eje que sale [resp. entra] de su contraparte total. Dos nodos están relacionados con
el mismo nodo total si existe un camino entre ellos con etiqueta en

εS := (↓total ∪ ↓−total)
∗. (B)

Esta expresión de camino se usará en varias partes de esta prueba.

(ii) Para cada φ :=
d
iAi ⊑

⊔
j Bj en Γ consideremos:

ψφ2 := ¬
∨

∀i. Ai∈I
∀j. Bj ̸∈I

T =
I ,

que indica que todo nodo total que contiene todos los conceptos Ai también debe contener algún
concepto Bj. Aśı, ψ2 es la conjunción de todas las fórmulas ψφ2 .

(iii) Para cada φ := A ⊑ ∀r.B en Γ consideremos:

ψφ3 := ¬⟨
( ∨
A∈I

T =
I

)
? εS ↓r εS

( ∨
B ̸∈J

T =
J

)
?⟩,

que indica que un nodo total que contiene el concepto A no puede conectarse mediante r con otro
nodo total que no contenga el concepto B. La subexpresión εS ↓r εS sirve para solapar todos los
casos en los que ↓r es una flecha que entra o sale de un nodo total, como se establece al final del
inciso (i). Aśı, ψ3 es la conjunción de todas las fórmulas ψφ3 .

(iv) Para cada φ := A ⊑ ∃r.B en Γ consideremos:

ψφ4 :=
∨
A∈I

T =
I ⇒ ⟨εS ↓r εS

( ∨
B∈J

T =
J

)
?⟩,

que indica que un nodo total que contiene el concepto A debe conectarse mediante r con otro nodo
total que contiene el concepto B. Aśı, ψ4 es la conjunción de todas las fórmulas ψφ4 .

(v) Para cada φ := A ≡ {a} en Γ consideremos:

ψφ5 :=
∨

{a}∈I

P =
I ⇒ ⟨↓total

( ∨
A∈J

T =
J

)
?⟩,

ψφ6 :=
∨
A∈J

T =
J ⇒ ⟨↓−total

( ∨
{a}∈I

P =
I

)
?⟩,

de modo que ψφ5 ∧ψ
φ
6 indica que un nodo total contiene el concepto A si y solo si es la contraparte

total de un nodo parcial que contiene el nominal {a}. Aśı, ψ5 y ψ6 son la conjunción de todas las
fórmulas ψφ5 y ψφ6 , respectivamente.

(vi) Para cada Fun(r) en Γ, consideremos

ψr7 := ¬⟨
(∨

I

T =
I

)
? εS ↓−r εS ↓r εS

(∨
I

T =
I

)
? ∩ ε⟩,
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que dado un modelo I de K, simula el comportamiento funcional de rI en el contexto de data-
grafos. El problema con esta propiedad radica en que no podemos acotar la cantidad de flechas
con etiqueta r que salen de los nodos parciales de un data-grafo, pero śı podemos controlar que por
medio de estas flechas se llegue a un mismo nodo total forzando a que ciertos patrones de grafos
no sucedan en nuestras estructuras, simulando un comportamiento funcional de la relación r. En
la Figura 1.8 se ven algunos de los patrones que no queremos que aparezcan en una reparación
de G(K) y cómo la fórmula ψr7 lidia con cada caso particular para tratar con la condición de
funcionalidad de r en el sentido de data-grafos. Luego, ψ7 es la conjunción de todos los ψr7.

(vii) Por último, debemos añadir una restricción que asegure la no satisfacibilidad de la consulta
q. Para ello necesitamos la siguiente traducción especial que transforma fórmulas L de 2RPQ en
fórmulas LS de Reg-GXPath:

ε 7→ εS ,

r 7→ εS ↓r εS , para todo r ∈ Σ,

r− 7→ εS ↓−r εS , para todo r ∈ Σ,

L1 ⋆ L2 7→ LS
1 ⋆ L

S
2 , para ⋆ ∈ {◦,∪},

L∗ 7→ (LS )∗.

Para q = ∃x.x L−→ x, añadimos en R(K, q) la restricción ψq := ⟨ε ∩ LS⟩. Note que si eliminamos

cada aparición del śımbolo ↓total de una palabra ω de LS , obtenemos simplemente una palabra de
L. La fórmula ψq indica que para cada nodo no puede haber un ciclo que empiece y termine en ese

nodo y cuya etiqueta pertenezca a LS .

(a) (b) (c) (d) (e)

r

r

r

r
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r
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Figura 1.8: En las cajas superiores se muestran algunos patrones que no queremos que aparezcan en
una reparación como se especifica en la restricción ψr7. En las cajas inferiores, se muestra cómo arreglar
cada problema al unir el nodo problemático □ con un nodo ■. Los nodos se interpretan como sigue: □
nodos totales no deseados; ■ nodos totales; # nodos parciales;  cualquier tipo de nodo. Los ejes sin
etiqueta representan ejes con etiqueta total, y por lo tanto los nodos □ y ■ son la contraparte total del
nodo # incidente.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposición.
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Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. Existe un contra-modelo I para K y q.

2. G(K) tiene una superreparación con respecto a R(K, q).

1. implica 2. Sea I = (∆I , ·I) un contra-modelo finito para K y q. Definamos el data-grafo

G′ = (V ′, D′, E ′), donde V ′ := V ∪∆I , D′|V := D, para todo u ∈ ∆I , D(u) = TI con

I = {C ∈ cn(K) | u ∈ CI} ∪ {{a} ∈ nom(K) | aI = u},
y E ′ es E extendido con las siguientes flechas:

(a, total, aI), para cada a ∈ V , y

(u, r, v), para cada par u, v ∈ ∆I tales que (u, v) ∈ rI .

Como los elementos u ∈ ∆I se pueden ver como nodos de I y G′ vamos a subrayarlos para
distinguir en qué contexto estamos, por ejemplo, u expresará u ∈ ∆I como nodo de G′. A lo largo
de la prueba solo nos interesará interpretar cualquier expresión de nodo o de camino en G′, por lo
que simplificamos la notación J · KG′ a la más sencilla J · K.

Como I es modelo de K, entonces (1) si r(a, b) es una aserción, entonces ambas flechas (a, r, b)
y (aI , r, bI) están en E ′, y (2) si {a} es un nominal en K, entonces J

∨
{a}∈I P

=
I K = {a}. Estas dos

propiedades serán relevantes en un instante.
Demostraremos que G′ satisface las expresiones en R(K, q) una por una.

(i) Las fórmulas ψ1
1 y ψ3

1 se satisfacen por definición de G′, mientras que ψ2
1 se satisface porque la

aplicación ·I es funcional sobre el conjunto V = ind(K), por lo que no es posible que exista en G′

un camino u
total

−

−−−→ a
total−−→ v con u ̸= v. Luego, Jψ1K = V ′.

(ii) Supongamos que φ :=
d
iAi ⊑

⊔
j Bj está en Γ y sea x ∈ V ′. Analicemos por casos. Si x es

un nodo parcial, entonces x ∈ Jψφ2 K. Si x = u y no contiene algún concepto Ai, entonces x ∈ Jψφ2 K.
Si x = u y contiene todos los conceptos Ai, para probar que x ∈ Jψφ2 K basta con verificar que x
también contiene algún concepto Bj. Sea D′(x) = TJ , con Ai ∈ J para todo i. Por definición de

G′, u ∈ ∆I y u ∈ AI
i para todo i. Dado que I |= Γ, tenemos que u ∈ BI

j para algún j y por
definición de D′, Bj ∈ J . Luego, Jψ2K = V ′.

(iii) Supongamos que φ := A ⊑ ∀r.B está en Γ y sea x ∈ V ′. Si x es un nodo parcial, o un nodo
total que no contiene el concepto A, entonces x ∈ Jψφ3 K. Si x = u contiene el concepto A pero ↓r
no es una flecha que sale de x (ver en inciso (i) el significado de flecha saliendo) entonces x ∈ Jψφ3 K.
El único caso restante es cuando x = u contiene el concepto A y hay flechas ↓r que salen de x,
para el cual debemos verificar que si x alcanza un nodo y mediante un camino con etiqueta en
εS ↓r εS , entonces y contiene el concepto B. Note que si y es el nodo final de tal camino, entonces
y es de la forma v.

Dado lo anterior, por definición de G′ basta considerar el siguiente par de casos: (a) (x, r, y) es
flecha de G′; (b) x alcanza a y por un camino con etiqueta ↓−total↓r↓total, por lo que x e y seŕıan las
contrapartes totales de ciertos nodos parciales: x = aI y y = bI para a, b ∈ V . El caso (a) ocurre
solo si (u, v) ∈ rI y dado que u ∈ AI y I |= Γ, entonces v ∈ BI , como queŕıamos. Ahora, note
que (b) ocurre solo si r(a, b) es una aserción, en cuyo caso debe suceder que (aI , bI) = (u, v) ∈ rI
y hemos cáıdo en el caso anterior.
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(iv) Supongamos que φ := A ⊑ ∃r.B está en Γ y sea x ∈ V ′. Si x es un nodo parcial, o un
nodo total que no contiene el concepto A, entonces x ∈ Jψφ4 K. Si x = u contiene el concepto A,
para probar que x ∈ Jψφ4 K debemos verificar que x alcanza un nodo y que contiene el concepto B
mediante un camino con etiqueta en εS ↓r εS . En efecto, por definición de G′, tenemos que u ∈ AI

y como I |= Γ, existe v ∈ ∆I tal que (u, v) ∈ rI y v ∈ BI . Tomando y = v obtenemos el resultado.

(v) Supongamos que φ := A ≡ {a} está en Γ y sea x ∈ V ′. Dado que J
∨

{a}∈I P
=
I K = {a} por (2),

si x ̸= a entonces x ∈ Jψφ5 K. Si x = a, solo necesitamos probar que la contraparte total de a, o sea,
el nodo aI , contiene el concepto A. Pero esto es claro del hecho que I |= Γ y por lo tanto aI ∈ AI .

Ahora, con un argumento similar, si x es un nodo parcial, o un nodo total que no contiene el
concepto A, entonces x ∈ Jψφ6 K. Pero si x contiene el concepto A, debemos verificar que x es la
contraparte total de a. Por definición de G′, x = u para algún u ∈ ∆I , y dado que u ∈ AI ,
entonces u = aI , como queŕıamos.

(vi) Supongamos que Fun(r) está en Γ y sea x ∈ V ′. Si x es un nodo parcial o no le entra una

flecha r, entonces x ∈ Jψr7K. Supongamos que x = v y que hay un camino v
ε
S
r
−
ε
S
r ε

S

−−−−−−−→ w en
G′. Entonces x ∈ Jψr7K siempre que v = w. Por (1), tenemos que existe un nodo total u tal que

v
r
−

−→ u
r−→ w es un camino en G′, pero esto equivale a tener (u, v), (u,w) ∈ rI . Como I |= Γ,

entonces v = w.

(vii) Esta parte la probaremos por el contrarrećıproco: si JψqK ̸= V ′, entonces I satisface la
consulta q, es decir, hay un ciclo en I donde se lee una palabra en L.

Primero, notemos que para cada α en 2RPQ, nodos a en V = ind(K) y x en V ′ = V ∪∆I , se
tiene por definición del traductor LS y de G′ que

(a) (a, x) ∈ JαSK si y solo si (aI , x) ∈ JαSK, y

(b) (x, a) ∈ JαSK si y solo si (x, aI) ∈ JαSK.
Dado que (aI , r, bI) es un eje de G′ para cada aserción r(a, b) en K, también concluimos que

(c) si (u, v) ∈ JαSK entonces (u, v) ∈ JαK.
En otras palabras, si u y v son dos nodos totales conectados por un camino con etiqueta en αS ,

entonces también están conectados por un camino que no recorre ningún eje ↓total y cuya etiqueta
está en α. Antes de demostrar esta propiedad, concluimos la prueba de este inciso. Supongamos
entonces que JψqK ̸= V ′ y sea x ∈ V ′ un nodo que incumple ψq. Por definición, esto equivale a

(x, x) ∈ JLSK. Luego, por (a) y (b), podemos suponer que x es de la forma u y por (c) tenemos
que (x, x) ∈ JLK, lo que implica que en I hay un ciclo con una palabra en L.

Demostración de (c) Por inducción en la estructura de α. Sean u, v nodos totales de G′ tales

que (u, v) ∈ JαSK.
Si α = ε, entonces u = v porque ↓total es funcional en G′, por lo que (u, v) ∈ JαK.
Si α =↓r, hay un par de casos para analizar. Si u o v no son la contraparte total de nodos

parciales, entonces (u, r, v) es un eje de G′ por definición de E ′, de donde (u, v) ∈ JαK. Si ambos
son la contraparte total de nodos parciales a, b, entonces por (1), (u, v) ∈ JαK.

Si α =↓−r , análogo a lo anterior.
Si α = α1 ∪ α2, entonces (u, v) ∈ JαS

i K para i = 1 o i = 2, de donde (u, v) ∈ JαiK ⊆ JαK por
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hipótesis inductiva.
Si α = α1 ◦α2, entonces (u, y) ∈ JαS

1 K y (y, v) ∈ JαS
2 K para algún y ∈ V ′. Si y es un nodo total,

entonces por hipótesis inductiva (u, y) ∈ Jα1K, (y, v) ∈ Jα2K, y por lo tanto, (u, v) ∈ JαK. Si y es
un nodo parcial, por (a) y (b), (u, yI) ∈ Jα1K, (yI , v) ∈ Jα2K y procedemos igual que antes.

Si α = α∗
1, procedemos análogamente al caso anterior, lo que concluye esta demostración.

Hemos obtenido que G′ es un data-grafo finito que contiene G(K) y satisface R(K.q) y por lo
tanto contiene una reparación de G(K).
2. implica 1. Sea G′ = (V ′, D′, E ′) una superreparación de G(K) con respecto a R(K, q). Vamos

a construir un contra-modelo para K y q aplicando una relación de equivalencia sobre V ′. Sea ∼ la
relación sobre V ′ definida como: u ∼ v si y solo si (u, v) ∈ JεSK. Usamos la estrella de Kleene para
garantizar que la relación es transitiva y reflexiva, mientras que la simetŕıa es una consecuencia
directa de la definición. Esencialmente, estamos colapsando cada nodo parcial con su contraparte
total, la cual sabemos que existe pues la fórmula ψ1 de (i) se satisface. Para cada u ∈ V ′, denotamos
por [u] a su clase de equivalencia. Consideremos I = (∆I , ·I), donde ∆I := V/ ∼ y la función ·I
se define como sigue:

� CI := {[u] ∈ ∆I | ∃J,∃u′ ∼ u.D′(u′) = TJ y C ∈ J} para cada nombre de concepto C;

� rI = {([u], [v]) ∈ ∆I ×∆I | ∃u′ ∼ u, v′ ∼ v. (u′, r, v′) ∈ E ′} para cada nombre de rol r;

� aI := [a] para cada nombre de individuo a.

Note que cada clase [u] contiene exactamente un nodo total y podŕıa contener muchos o ningún
elemento de ind(K) y otros nodos parciales agregados en G′ al reparar G(K). Denotaremos por
[u]T al nodo total de la clase [u].

Demostraremos que I es un contra-modelo para K = (G,Γ) y q. Por definición, se tiene que
aI ∈ CI para cada aserción C(a) en G y (aI , bI) ∈ rI para cada aserción r(a, b) en G. Por lo que
las condiciones (I1) y (I2) se cumplen. Ahora veremos que (I3) se cumple para todos los casos de
fórmulas tipo (D) que podŕıan estar en Γ.

Supongamos que
d
iAi ⊑

⊔
j Bj está en Γ y sea [u] ∈ ∆I tal que [u] ∈ AI

i para cada i. Para el

nodo u′ = [u]T de G′, sabemos que D′(u′) = TJ con Ai ∈ J para cada i. Dado que G′ satisface la
restricción ψ2 del inciso (ii), se sigue que Bk ∈ J para algún k, lo que implica que [u] ∈ BI

k .
Supongamos que A ⊑ ∀r.B está en Γ y sean [u], [v] ∈ ∆I tales que [u] ∈ AI y ([u], [v]) ∈ rI .

Entonces, D′([u]T ) = TI con A ∈ I y existen un par de nodos de G′ tales que u′ ∼ u, v′ ∼ v
y (u′, r, v′) ∈ E ′. Dado que G′ satisface ψ3 del inciso (iii), si D′(v′) = TJ para algún ı́ndice J
entonces B debe estar en J . Si D′(v′) = PJ , entonces [u]T y [v]T están conectados por un camino
con etiqueta en εS ↓r εS y por lo tanto D′([v]T ) = TJ ′ con B ∈ J ′. En cualquier caso, obtenemos

que [v] ∈ BI .
Supongamos que A ⊑ ∃r.B está en Γ y sea [u] ∈ ∆I tal que [u] ∈ AI . Entonces D′([u]T ) = TI

con A ∈ I y dado que G′ satisface ψ4 del inciso (iv), existe un nodo v tal que D′(v) = TJ con
B ∈ J y [u]T y v están conectados por un camino con etiqueta en εS ↓r εS . Esto implica que
([u], [v]) ∈ rI y [v] ∈ BI .

Supongamos que A ≡ {a} está en Γ y sea [u] ∈ ∆I . Si [u] ∈ AI , entonces D′([u]T ) = TJ con
A ∈ J . Como G′ satisface ψ6 del inciso (v), [u]T es la contraparte total de un nodo parcial con
valor de dato PI tal que {a} ∈ I. Pero por definición de G′ esto solo ocurre si [u] = aI . Por otra
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parte, si [u] = aI , como G′ satisface ψ5 del inciso (v), debe suceder que el valor de dato [u]T es
algún TJ con A ∈ J , lo que implica que [u] ∈ AI .

Para (I4), supongamos que Fun(r) está en Γ y que ([u], [v]), ([u], [w]) ∈ rI . Debemos probar que
[v] = [w], o equivalentemente, que [v]T = [w]T . La Figura 1.8 refleja algunos patrones indeseables
que pueden surgir al reparar G pero que la fórmula ψ7 del inciso (vi) soluciona. Por hipótesis,
existen u1 ∼ u, u2 ∼ u, v1 ∼ [v]T y w1 ∼ [w]T tales que (u1, r, v1) y (u2, r, w1) son flechas de G′. En
otras palabras, tenemos que en G′ existe el siguiente camino:

[v]T
ε
S

−→ v1
r
−

−→ u1
ε
S

−→ u2
r−→ w1

ε
S

−→ [w]T ,

Como G′ satisface ψ7, este camino solo puede existir si [v]T = [w]T , como queŕıamos.
Finalmente, debemos chequear que I no satisface la consulta q y lo argumentaremos por con-

trarrećıproco. Supongamos que hay un ciclo en I donde se lee una palabra en el lenguaje L
comenzando y terminando en [u] ∈ ∆I . Probaremos que hay un ciclo en G′ donde se lee una
palabra del lenguaje LS . Más aún, este ciclo contiene al nodo [u]T y la palabra léıda comienza y
termina en dicho nodo. Supongamos que el ciclo en I es la secuencia

[u0]
r1−→ [u1]

r2−→ [u2] · · · [un−1]
rn−→ [un],

donde [u0] = [un] = [u] y r1r2 · · · rn ∈ L. Por definición de I,

[u0]T
r
S
1−→ [u1]T

r
S
2−→ [u2]T · · · [un−1]T

r
S
n−→ [un]T ,

es un camino en G′, que es de hecho un ciclo pues [u0]T = [un]T . Dado que rS1 r
S
2 · · · rSn es una

palabra en LS , G′ no puede satisfacer ψq del inciso (vii) ya que ([u]T , [u]T ) ∈ JLSK.

Como se dijo al comienzo de esta sección, algunos conjuntos muy simples de restricciones
podŕıan impedir la existencia de superreparaciones. Los Teoremas 26 y 27 indican que debemos
imponer restricciones importantes de Reg-GXPath para obtener resultados de decibilidad. Ahora
analizaremos qué sucede cuando nos limitamos a expresiones positivas.

Definición 28. Sea η una expresión de Reg-GXPath. Definimos el conjunto de valores de datos
presentes en η, denotado Dη, como el conjunto de los c ∈ D tales que c= o c̸= es usado en η. Dado
un conjunto R de expresiones, definimos DR :=

⋃
η∈R Dη.

Si bien la noción de superreparación podŕıa generar la aparición arbitraria de nuevos valores
de datos, el siguiente lema garantiza que bajo restricciones en Reg-GXPathpos podemos establecer
algún tipo de control.

Lema 29. Sea G = (V,D,E) un data-grafo y R un conjunto de expresiones en Reg-GXPathpos.
Si hay una superreparación G′ de G con respecto a R, entonces hay una superreparación de G que
solo usa valores de datos en DR ∪ Im(D) ∪ {c1, c2}, con c1, c2 valores de datos frescos.

Demostración. Sea G′ = (V ′, D′, E ′) una superreparación de G con respecto a R. Vamos a asumir
que en G′ aparecen al menos tres valores de datos c1, c2, d que no están en DR ∪ Im(D), pues de
lo contrario G′ seŕıa la superreparación del enunciado. Dividamos el conjunto V ′ en dos partes:
Vs que contiene todos los nodos con valores de datos en DR ∪ Im(D) ∪ {c1, c2} y Vd que contiene
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los nodos con el resto de valores de datos usados en G′. Definimos a su vez V i
d = {vi | v ∈ Vd} con

i = 1, 2 que serán simplemente dos copias de Vd disjuntas entre śı y disjuntas con Vs.
Sea H = (VH , DH , EH) donde VH := Vs ∪ V 1

d ∪ V 2
d ; DH |Vs := D′ y DH(vi) := ci para vi ∈ V i

d ; y
EH se obtiene a partir de E al substituir todas las flechas de la forma (u, a, v), (v, a, u) y (v, a, w)
con v, w ∈ Vd y u ∈ Vs por (u, a, vi), (vi, a, u) y (vi, a, wj), respectivamente y para i, j = 1, 2. Para
ver que H es una superreparación usaremos la siguiente propiedad cuya demostración se consigue
más adelante.

Lema 30. Para toda expresión η de Reg-GXPathpos que solo usa valores de datos en DR∪ Im(D),
y cualesquiera u, u′ ∈ Vs, v, w ∈ Vd e i, j = 1, 2, se cumplen las siguientes implicaciones:

0. si u ∈ JηKG′ [o (u, u′) ∈ JηKG′ ], entonces u ∈ JηKH [resp. (u, u′) ∈ JηKH ];

1. si v ∈ JηKG′ entonces vi ∈ JηKH ;

2. si (u, v) ∈ JηKG′ entonces (u, vi) ∈ JηKH ;

3. si (v, u) ∈ JηKG′ entonces (vi, u) ∈ JηKH ;

4. si (v, w) ∈ JηKG′ entonces (vi, wj) ∈ JηKH .

Sea φ una expresión de nodo en R. Como JφKG′ = V ′, por el lema anterior, tenemos que si
u ∈ Vs entonces u ∈ JφKH , y si v ∈ Vd entonces v1, v2 ∈ JφKH , de donde JφKH = VH . Un argumento
similar sirve para demostrar que si α es un expresión de camino enR, entonces JαKH = VH×VH .

Demostración del Lema 30. Procederemos por inducción estructural para demostrar las cinco pro-
piedades simultáneamente. Los casos bases cuando η es una expresión de nodo son d= y d̸= para
algún d ∈ DR y es claro que u ∈ JηKG′ [o v ∈ JηKG′ ] si y solo si u ∈ JηKH [resp. vi ∈ JηKH ]. Los
casos bases cuando η es una expresión de camino son ε,⊔, y a, a− para todo a ∈ A. Para η = ε es
trivial y para los casos restantes se cumple directamente la propiedad por definición de H.

Para el caso inductivo, supongamos que φ, ψ son expresiones de nodo de Reg-GXPathpos, α, β
son expresiones de camino de Reg-GXPathpos y que para todas estas expresiones vale la tesis de
la afirmación. Empezamos con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando η es una
de las siguientes fórmulas: (a) φ ∧ ψ; (b) ⟨α⟩; (c) ⟨α = β⟩; (d) ⟨α ̸= β⟩. En lo que sigue haremos
la demostración para el nodo v ∈ Vd, pues para u ∈ Vs se usa un argumento similar.

(a) Directo, pues Jφ ∧ ψKG′ = JφKG′ ∩ JψKG′ y Jφ ∧ ψKH = JφKH ∩ JψKH .

(b) Si v ∈ J⟨α⟩KG′ , existe v1 ∈ V ′ tal que (v, v1) ∈ JαKG′ . Si v1 ∈ Vs, por hipótesis inductiva ı́tem
3 tenemos que (vi, v1) ∈ JαKH y por lo tanto vi ∈ J⟨α⟩KH . Análogo si v1 ∈ Vd aplicando el ı́tem 4.

(c) Si v ∈ J⟨α = β⟩KG′ , entonces existen v1, v2 ∈ V tales que (v, v1) ∈ JαKG′ , (v, v2) ∈ JβKG′ y
D′(v1) = D′(v2). Si v1, v2 ∈ Vs, entonces DH(v1) = DH(v2) y por hipótesis inductiva ı́tem 3
tenemos que (vi, v1) ∈ JαKH y (vi, v2) ∈ JβKH . Los casos v1 ∈ Vs, v2 ∈ Vd y v1 ∈ Vd, v2 ∈ Vs
son imposibles. Si v1, v2 ∈ Vd, entonces DH(vj1) = DH(vj2) = cj y por hipótesis inductiva ı́tem 4

tenemos que (vi, vj1) ∈ JαKH y (vi, vj2) ∈ JβKH . En cualquier caso posible siempre obtenemos que
vi ∈ J⟨α = β⟩KH .

(d) Si v ∈ J⟨α ̸= β⟩KG′ , entonces existen v1, v2 ∈ V tales que (v, v1) ∈ JαKG′ , (v, v2) ∈ JβKG′ y
D′(v1) ̸= D′(v2). Si v1, v2 ∈ Vs, entonces DH(v1) ̸= DH(v2) y por hipótesis inductiva ı́tem 3
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obtenemos el resultado. Si v1, v2 ∈ Vd, entonces DH(v11) ̸= DH(v22) y por hipótesis inductiva ı́tem
4 obtenemos el resultado. La situación más interesante ahora es la posibilidad de que v1 ∈ Vs y
v2 ∈ Vd (o vicecersa), pues podŕıa suceder que D′(v1) = cj con j = 1, 2 y tendŕıamos que aplicar la

hipótesis inductiva con mayor conveniencia. Si D′(v1) = c1 consideremos el nodo v22 de H, de modo
que DH(v22) = c2 ̸= c1 = DH(v1). Por hipótesis inductiva ı́tems 3 y 4 obtenemos respectivamente
que (vi, v1) ∈ JαKH y (vi, v22) ∈ JβKH . Análogo para el resto de combinaciones posibles. En todos
los casos siempre obtenemos que vi ∈ J⟨α ̸= β⟩KH .

Cuando η es una expresión de camino estudiamos los siguientes casos: (e) α ◦ β; (f) α ∪ β;
(g) α∗; (h) αn,m; (i) φ?. En lo que sigue haremos la demostración para el par (u, v) con u ∈ Vs y
v ∈ Vd, excepto para la última expresión, donde esta escogencia no tiene sentido. Para el resto de
casos se sigue un argumento similar.

(e) Si (u, v) ∈ Jα ◦ βKG′ , entonces existe v1 ∈ V ′ tal que (u, v1) ∈ JαKG′ y (v1, v) ∈ JβKG′ . Si
v1 ∈ Vs, por hipótesis inductiva ı́tems 0 y 2 obtenemos que (u, v1) ∈ JαKH y (v1, v

i) ∈ JβKH , de
donde, (u, vi) ∈ Jα ◦ βKH . Si v1 ∈ Vd, se obtiene el mismo resultado aplicando hipótesis inductiva
ı́tems 2 y 4.

(f) Directo, pues Jα ∪ βKG′ = JαKG′ ∪ JβKG′ y Jα ∪ βKH = JαKH ∪ JβKH .

(g) Si (u, v) ∈ Jα∗KG′ , entonces existe n ≥ 1 tal que (u, v) ∈ JαnKG′ (note que descartamos el
caso n = 0 por el simple hecho de que u ̸= v por hipótesis). Vamos a demostrar que para αn

vale la afirmación, lo cual haremos por inducción en n ≥ 1. Para n = 1 estamos en la situación
(u, v) ∈ JαKG′ , de donde (u, vi) ∈ JαKH por hipótesis inductiva ı́tem 2. Supongamos que para n = k

vale la afirmación y que (u, v) ∈ Jαk+1KG′ . Como αk+1 = α ◦αk, con la hipótesis inductiva estamos

en la situación del ı́tem (e), de donde (u, vi) ∈ Jαk+1KH y por lo tanto (u, vi) ∈ Jα∗KH .

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (x, y) ∈ Jφ?KG′ si y solo si x = y y x ∈ JφKG′ , en este caso vamos a demostrar la propiedad
cuando x = u y x = v, pero estos salen aplicando directamente hipótesis inductiva ı́tems 0 y 1,
respectivamente.

El Lema 29 no garantiza que la superreparación H obtenida será de tamaño polinomial con
respecto a |G| y |R|, pues su tamaño depende directamente de |G′|, pero podemos refinar el proceso
para obtener algo más deseable.

Lema 31. Sea G = (V,D,E) un data-grafo y Vc un conjunto de nodos de G con valor de dato c

y sea vc un nodo nuevo. Consideremos el data-grafo H = (V ′, D′, E ′) donde V ′ := (V \ Vc)∪{vc};
D′|V \Vc := D y D′(vc) := c; y E ′ se obtiene a partir de E al substituir todas las flechas de la
forma (u, a, v), (v, a, u) y (v, a, v′) con u ∈ V \ Vc y v, v′ ∈ Vc por (u, a, vc), (vc, a, u) y (vc, a, vc),
respectivamente. Para toda expresión η de Reg-GXPathpos, si G |= η, entonces H |= η.

Solo como intuición gráfica antes de dar la demostración, note que H es el colapso de todos los
nodos en Vc a un nuevo representante vc, preservando todas las relaciones ya existentes en G. A
esta proceso lo denominamos contracción. La Figura 1.9 muestra un ejemplo de tal proceso. Note
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que el rećıproco del Lema 31 no es cierto, pues en este gráfico se ve que la contracción satisface la
expresión de camino positiva α := ⊔ mientras que el data-grafo original no.

• •

•

•

•

•
•

•

Figura 1.9: A la izquierda un data-grafo donde los nodos rojos representan que tienen el mismo valor de
dato. Los ejes sin flecha representan simetŕıa. Del lado derecho la contracción de todos los nodos rojos.
Note que este nuevo data-grafo es reflexivo y simétrico.

Demostración del Lema 31. Vamos a demostrar primero algo un poco más general.

Afirmación. Sea h : V → V ′ dada por h(u) := u para todo u ∈ V \ Vc y h(u) := vc para todo
u ∈ Vc. Para η en Reg-GXPathpos, verifiquemos que si u ∈ JηKG [o (u, v) ∈ JηKG], entonces
h(u) ∈ JηKH [resp. (h(u), h(v)) ∈ JηKH ].

Demostración. Procederemos por inducción estructural. Los casos bases cuando η es una
expresión de nodo son d= y d̸= para algún d ∈ D y es claro que u ∈ JηKG si y solo si h(u) ∈ JηKH .

Los casos bases cuando η es una expresión de camino son ε,⊔, y a, a− para todo a ∈ A. Cuando
η = ε es trivial y los casos restantes cumplen la propiedad por definición de H.

Para el caso inductivo, supongamos que φ, ψ son expresiones de nodo de Reg-GXPathpos, α, β
son expresiones de camino de Reg-GXPathpos y que para todas estas expresiones vale la tesis del
enunciado. Empezamos con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando η es una de
las siguientes fórmulas: (a) φ ∧ ψ; (b) ⟨α⟩; (c) ⟨α = β⟩; (d) ⟨α ̸= β⟩.
(a) Directo, pues Jφ ∧ ψKG = JφKG ∩ JψKG y Jφ ∧ ψKH = JφKH ∩ JψKH .

(b) Si u ∈ J⟨α⟩KG, existe v ∈ V tal que (u, v) ∈ JαKG. Por hipótesis inductiva, (h(u), h(v)) ∈ JαKH ,
de donde, h(u) ∈ J⟨α⟩KH .

(c) Si u ∈ J⟨α = β⟩KG, entonces existen v1, v2 ∈ V tales que (u, v1) ∈ JαKG, (u, v2) ∈ JβKG y
D(v1) = D(v2). Por hipótesis inductiva y definición de H tenemos que (h(u), h(v1)) ∈ JαKH ,
(h(u), h(v2)) ∈ JβKH y D′(h(v1)) = D′(h(v2)), de donde h(u) ∈ J⟨α = β⟩KH .

(d) Análogo al caso anterior.

Cuando η es una expresión de camino estudiamos los siguientes casos: (e) α ◦ β; (f) α ∪ β;
(g) α∗; (h) αn,m; (i) φ?.

(e) Si (u, v) ∈ Jα ◦ βKG, entonces existe v1 ∈ V tal que (u, v1) ∈ JαKG y (v1, v) ∈ JβKG. Por
hipótesis inductiva, (h(u), h(v1)) ∈ JαKH y (h(v1), h(v)) ∈ JβKH , de donde (h(u), h(v)) ∈ Jα ◦ βKH .

(f) Directo, pues Jα ∪ βKG = JαKG ∪ JβKG y Jα ∪ βKH = JαKH ∪ JβKH .
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(g) Si (u, v) ∈ Jα∗KG, entonces existen nodos v1, v2, . . . , vn ∈ V tales que v1 = u, vn = v y
(vi, vi+1) ∈ JαKG para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Por hipótesis inductiva, (h(vi), h(vi+1)) ∈ JαKH para
todo 1 ≤ i ≤ n− 1. De donde (h(u), h(v)) ∈ Jα∗KH .

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (u, u) ∈ Jφ?KG si y solo si u ∈ JφKG, por hipótesis inductiva, h(u) ∈ JφKH , de donde
(h(u), h(u)) ∈ Jφ?KH .

Continuación de la demostración del Lema 31. Ahora, si η es una expresión de nodo y G satis-
face η, entonces JηKG = V y por la afirmación anterior, h(u) ∈ JηKH para todo u ∈ V . Luego, por
sobreyectividad de h, obtenemos que H satisface η. Un argumento similar sirve cuando η es una
expresión de camino.

La afirmación demostrada en el lema anterior se puede adaptar para obtener que Reg-GXPathpos

es invariante v́ıa homomorfismos de data-grafos, que es una propiedad interesante desde el punto
de vista de la Teoŕıa de Modelos. Con ayuda de estos lemas, probaremos el siguiente hecho
importante.

Teorema 32. Sea G = (V,D,E) un data-grafo y R un conjunto de expresiones en Reg-GXPathpos.
Si hay una superreparación de G con respecto a R, entonces hay una superreparación cuyo tamaño
depende polinomialmente de |G| y |R|.

Demostración. Sea G′ = (V ′, D′, E ′) una superreparación de G con respecto a R que usa a lo sumo
|DR|+ |V |+ 2 valores de dato, el cual existe por Lema 29.

Para todo c ∈ Im(D′), sea Vc = {v ∈ V ′ \ V | D′(v) = c} y sea H el data-grafo que se obtiene
de contraer todos los conjuntos Vc. Por el Lema 31, H satisface R. H es un superdata-grafo de
G, por lo que debe contener una superreparación, aśı que basta ver que su tamaño está acotado
polinomialmente en función de |G| y |R| para demostrar el teorema.

Notemos que H también usa a lo sumo |DR| + |V | + 2 valores de dato y, de hecho, aparte de
los nodos de G, H tiene a lo sumo un nodo por cada valor de dato, de esta manera el tamaño
de su dominio está acotado por k = |DR| + 2|V | + 2. El tamaño máximo que puede tener H es
entonces O(k2). Como en general, |DR| ≤ |R| y |V | ≤ |G| entonces |H| = O(p(|G|, |R|)) para
algún polinomio en dos variables p.

Este teorema muestra que ∃Superset Repair está en NP cuando nos restringimos a expre-
siones de Reg-GXPathpos, pues podemos adivinar una extensión consistente de tamaño a lo sumo
polinomial en el tamaño de la entrada considerando solo dos śımbolos de valor de datos nuevos,
como se estableció en la demostración anterior. Más aún, si nos restringimos a expresiones de
nodo, podemos adaptar el Algoritmo 1 para el caso de superreparaciones. Para ello, consider-
emos las siguientes definiciones. Sea Σ ⊂ A finito, G = (V,D,E) un data-grafo finito, R un
conjunto de restricciones de nodo en Reg-GXPathpos, ambos definidos sobre Σ ∪ D y c1, c2 un
par de valores de datos que no están en DR ∪ Im(D), que serán los valores de datos extras re-
queridos para hallar una posible superreparación de G. Consideremos a parte un conjunto de
nodos V1 = {vc | c ∈ DR ∪̇ {c1, c2}} que siempre se puede definir de modo que V1 ∩ V = ∅, y sea
D1 : V1 → D la función dada por D1(vc) = c. Sea el data-grafo H = (VH , DH , EH) que extiende a
G de la siguiente manera:
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� VH := V ∪̇V1;

� para todo u ∈ VH , DH(u) := D(u) si u ∈ V , y DH(u) := D1(u) si u ∈ V1;

� EH := {(u, r, v) | u, v ∈ VH , r ∈ Σ}.
Al grafo H lo denotamos complete(G,R) y es claro que se puede construir en tiempo polinomial

en el tamaño de G y R. Todo el proceso de construcción de V1 y complete(G,R) asumimos que lo
tenemos descrito con macros que usaremos en el Algoritmo 2. Por Teorema 32, si existe una super-
reparación de G con respecto a R entonces existe un subdata-grafo de H que es superreparación
de G.

Algoritmo 2: ∃Superset Repair para conjuntos de expresiones de nodo positivas

Datos: Un data-grafo G = (V,D,E) y Rn ⊂ Reg-GXPathpos finito
Resultado: ¿Existe una superreparación de G con respecto a Rn?

1 X ← V ∪̇V1;
2 H ← complete(G,Rn);
3 mientras (H,Rn) sea inconsistente hacer
4 Y ← {u ∈ X | u incumple algún φ ∈ Rn};
5 si Y ∩ V ̸= ∅ entonces
6 devolver No
7 fin
8 X ← X \ Y ;
9 H ← HX ;

10 fin
11 devolver Śı

El Algoritmo 2 busca una subreparación de H = complete(G,Rn) con respecto a Rn que con-
tenga a G. Recordemos que respecto a expresiones de nodo, un data-grafo inconsistente siempre
tiene una única subreparación, y este algoritmo hace lo mismo que el Algoritmo 1 en la entrada
(H,Rn), salvo que en cada iteración verifica que no se estén eliminando elementos de G. El algo-
ritmo es correcto por monotońıa de Reg-GXPathpos (Lema 23), y porque cualquier superreparación
deG contenida enH debe estar contenida en la (única) subreparación deH. Notemos que a diferen-
cia del Algoritmo 1 que directamente resuelve la versión funcional del problema de subreparación,
en este caso simplemente respondemos la versión de decisión del problema de superreparación,
porque con respecto a G no hay necesariamente determinismo de superreparación (dicho de otra
forma, pueden haber múltiples superreparaciones de G, todas contenidas en la subreparación de
H). De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 33. Existe un algoritmo polinomial que responde si un data-grafo G tiene una super-
reparación con respecto a un conjunto R de expresiones de nodo positivas.

A pesar de lo anterior expuesto, el problema ∃Superset Repair resulta intratable en general.

Teorema 34. ∃Superset Repair respecto a expresiones positivas es NP-completo incluso en
complejidad de expresión, es decir, cuando en la entrada (G,R) se considera algún G fijo y R
variando en Reg-GXPathpos.
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Demostración. Construiremos una reducción de 3SAT a ∃Superset Repair. Dada una fórmula
proposicional ϕ en 3CNF de n variables x1, . . . , xn y m cláusulas c1, . . . , cm, queremos armar un
data-grafo Gϕ = (V,D,E) y un conjunto de expresiones Rϕ tales que Gϕ tiene una superreparación
con respecto a Rϕ si y solo si ϕ es satisfacible.

Para esta reducción usaremos solo una etiqueta de A que denotamos simplemente como ↓ y
valores de datos {pi | i ∈ N} ∪̇ {ni | i ∈ N} ∪̇ {aux} ⊂ D. Un nodo con valor de dato pi representa
al literal xi y con valor de dato ni representa al literal ¬xi.
Reducción. Para cualquier ϕ, fijamos Gϕ como el data-grafo G = (V,D,E), donde V = {v},
D(v) = aux y E = ∅. Para esta demostración hemos dejado que la codificación de ϕ se almacene
en las restricciones, como mostramos a continuación.
Restricciones. Para cada 1 ≤ i ≤ n, definimos la fórmula

αi := (p=i )? ↓∗ (n̸=i )? ∪ (p̸=i )? ↓∗,
indicando que no puede haber simultáneamente nodos con valores de dato pi y ni. En efecto,
supongamos que H es un data-grafo que satisface αi y sean u, v nodos de H con valores de dato
pi y ni, respectivamente. Como (u, v) ∈ JαiKH , debe ocurrir que (u, v) ∈ J(p=i )? ↓∗ (n̸=i )?KH o
(u, v) ∈ J(p̸=i )? ↓∗KH , pero el primer caso no puede ser por el valor de v y el segundo no puede ser
por el valor de u. Note entonces que la aparición de un valor de dato pi o ni se puede corresponder
con la idea de asignar el valor 1 o 0 (según el caso) a la variable proposicional xi.

Sea la cláusula cj y ℓ1, ℓ2, ℓ3 los literales que contiene. Definimos el valor de dato cj,k con
k = 1, 2, 3, como pi si ℓk = xi, o como ni si ℓk = ¬xi. Aśı, para cada 1 ≤ j ≤ m, definimos la
fórmula

βj :=↓∗ (c=j,1 ∨ c=j,2 ∨ c=j,3)? ↓∗,
indicando que todo par de nodos se conectan por un camino que pasa por un nodo cuyo valor de
dato es cj,k con k = 1, 2, 3. Notemos que las expresiones αi y βj están de hecho en Core-GXPathpos.
La Figura 1.10 muestra una reparación para una fórmula ϕ particular.

v
aux

u1
p1

u2
n2

u3
n3

u4
p4

Figura 1.10: Una superrepación de G con respecto a Rϕ para ϕ = (x1∨¬x2∨x3)∧(x2∨x3∨x4)∧(¬x1∨
¬x3 ∨ ¬x4), que se corresponde con la valuación x1 7→ 1, x2 7→ 0, x3 7→ 0, x4 7→ 1 que hace verdadera a la
fórmula ϕ.

Note que la satisfacibilidad de cualquiera de las restricciones también implica que el data-grafo
es completo con respecto a la relación ↓∗. Definimos Rϕ := {αi | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {βj | 1 ≤ j ≤ m} y
finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposición.

Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. ϕ es satisfacible.
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2. G tiene una superreparación con respecto a Rϕ.

1. implica 2. Sea f una valuación de {x1, . . . , xn} tal que f |= ϕ y sea Gϕ,f = (V ′, D′, E ′) con:

V ′ := {v}∪{ui | 1 ≤ i ≤ n}; D′(v) := D(v), D′(ui) := pi si f(xi) = 1 o D′(ui) := ni si f(xi) = 0;
y E ′ := V ×{↓}×V . Notemos que Gϕ,f es un superdata-grafo de G y que tenemos por cada ı́ndice
i exactamente un nodo con valor pi o ni. Como Gϕ,f es completo respecto a la relación ↓, entonces
cada fórmula αi se satisface.

Fijemos la fórmula βj. Por hipótesis, hay un literal ℓk de cj que se satisface. Supongamos que
ℓk = xi para algún i. Entonces por definición de Gϕ,f , el nodo ui tiene valor de dato pi y como
Gϕ,f es completo, para todo par de nodos u,w podemos construir un camino de u →∗ ui →∗ w,
como exige βj. Análogo para ℓk = ¬xi. Entonces Gϕ,f satisface βj para todo j.

2. implica 1. Sea H una reparación de G con respecto a Rϕ. Como H satisface αi para cada
i, puede suceder que hay un nodo u con valor de pi, o valor ni, o no hay ningún nodo con estos
valores de dato.

Definamos la valuación f de {x1, . . . , xn} como f(xi) = 1 si H tiene un nodo con valor de dato
pi, o f(xi) = 0, en caso contrario. Veamos que f |= ϕ, que equivale a demostrar que f |= cj para
todo j, que equivale a ver que cj tiene un literal que se satisface. Como H satisface βj, entonces
para un par de nodos u,w de H, debe existir un camino u→∗ u′ →∗ w, donde u′ es un nodo con
valor de dato cj,k con k = 1, 2, 3. Por definición, esto implica que el literal ℓk de cj es de la forma
xi si cj,k = pi, o de la forma ¬xi si cj,k = ni. En cualquier caso tenemos que f |= ℓk.

El uso de una cantidad no acotada de valores de datos es en realidad un aspecto necesario para
obtener la intratabilidad de ∃Superset Repair respecto a restricciones positivas. En efecto, para
D1 ⊂ D finito y fijo, consideremos las ideas previas al planteamiento del Algoritmo 2 y supongamos
que ahora G = (V,D,E) y R (que en este caso también puede contener expresiones de camino)
están limitados a usar solo śımbolos de Σ∪D1. Notemos que bajo esta consideración, el tamaño de
H = complete(G,R) solo depende de |G| y más aún, por monotońıa de Reg-GXPathpos, basta con
verificar que HX |= R con V ⊆ X ⊆ V ∪̇V1. Notemos que este HX se puede hallar a fuerza bruta

en tiempo polinomial, porque solo hay a lo sumo 2|D1| de tales data-grafos, es decir, una cantidad
fija constante para cualquier entrada G. Finalizamos esta sección con el siguiente enunciado.

Teorema 35. ∃Superset Repair respecto a expresiones positivas definidas sobre una cantidad
finita de etiquetas fijas es PTime en complejidad combinada.



Caṕıtulo 2

Controlabilidad finita de consultas
regulares mediadas por ontoloǵıas

Estudiaremos una versión del problema CQA, presentado en la Sección 1.2.2, en el contexto de
bases de conocimiento y que denominamos de ahora en adelante como Ontology-Mediated Query
Answering (OMQA) en concordancia con el art́ıculo [86], en el que se basa este caṕıtulo. Informal-
mente, este problema consiste en la identificación de las respuestas comunes de una consulta sobre
todas las extensiones relevantes o mundos posibles de una base de conocimiento inconsistente e in-
completa. En el caṕıtulo anterior, entend́ıamos una extensión relevante como una superreparación
(es decir, una estructura consistente y minimal) de un data-grafo inconsistente con respecto a un
conjunto de restricciones. En [126] analizan el problema de respuestas consistentes de bases de
conocimiento bajo reparaciones definidas por membreśıas, que es análogo a la idea de reparaciones
de bases de datos definidas por diferencia simétrica. En este caṕıtulo nos liberamos de la condición
extra de minimalidad que caracteriza a las reparaciones, pero abordamos el caso de extensiones
consistentes (posiblemente infinitas) de una base inconsistente con respecto a cierto tipo de re-
stricciones que engloban varias clases conocidas de lógicas de descripción y que serán introducidas
como fragmentos decidibles de la lógica de primer orden.

Uno de los problemas de mayor importancia de las últimas décadas trata sobre el manejo y
mantenimiento de bases de datos masivas, para las cuales dar respuestas a consultas, incluso para
las más básicas, puede resultar una tarea altamente costosa. Esto ha dado lugar al desarrollo de
varias técnicas que se centran justamente en el problema de responder consultas, y particularmente,
para los casos en los que hay una ontoloǵıa circundante. En el esquema de la Web Semántica se
encuentra la comunidad OWL (Web Ontology Language) que se enfoca en el desarrollo de sistemas
automáticos para derivabilidad (entailment) y respuestas a consultas (query answering), en especial
cuando estas respuestas provienen de una base de conocimientos. Algunos trabajos que surgen
bajo esta perspectiva son [74, 75] donde desarrollan técnicas escalables para responder consultas
mediante procesos de refinamiento y sumarización; [116] donde se establece un BPR (Business
Process Repository) con una semántica para almacenar ontoloǵıas y razonar con ellas; [144] donde
se plantea una lógica de descripción ideal para razonar con grandes volúmenes de información y
un método de respuestas a consultas con mecanismos de mapeo espećıficos y de acceso eficiente a
la data. A diferencia de los trabajos citados, el problema OMQA no solo se basa en computar el
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conjunto de soluciones de una consulta, sino que con este se busca identificar con qué información
ya existente en la base se pueden obtener respuestas a consultas que estarán siempre presentes en
posibles extensiones consistentes, lo cual lo podemos pensar como un problema de derivabilidad
en un sentido lógico, es decir, qué información es semánticamente consecuente bajo una ontoloǵıa
y consultas dadas. Varios trabajos destacados en la ĺınea de bases de conocimiento son [45, 141]
donde recopilan bastante teoŕıa (incluyendo varios resultados de complejidad) desarrollada para
lógicas de descripción básicas y consultas navegacionales; y [55, 138] para reglas existenciales y
consultas conjuntivas Booleanas y no Booleanas.

Cuando nos restringimos a extensiones consistentes finitas, denominamos este problema finite
OMQA, o FOMQA. Para superreparaciones, en [32] analizan el problema CQA de RPQs bajo
RPCs, que resulta ser indecidible (para más detalles técnicos sobre esto, ver la demostración
del Teorema 26). En este mismo trabajo obtienen un resultado tratable cuando consideran a
las restricciones como reglas existenciales GAV (global-as-view), es decir, cuando las contenciones
tienen una conjunción de átomos del lado izquierdo y un solo átomo del lado derecho. Otra
instancia conocida donde se usan RPQs para el lenguaje de consulta es [151] (ver la demostración
del Teorema 27), donde se estudia la indecibilidad de CQA de 2RPQ bajo restricciones ALCOIF ,1

que es una lógica de descripción altamente expresiva. Hasta donde sabemos, no hay otros trabajos
previos a [86] aparte de los mencionados que traten el problema FOMQA con (extensiones de)
RPQ como el lenguaje de consulta, siendo que la mayoŕıa de trabajos al respecto suelen fijar como
lenguaje de consulta a las conjunctive queries (CQs), o uniones de CQs (UCQs) [25, 100, 101], o
variaciones de estos que son menos expresivos que los lenguajes navegacionales usuales. Respecto a
la ontoloǵıa, como se puede observar en los trabajos previamente citados, se han estudiado muchas
versiones de FOMQA bajo restricciones dadas por lógicas de descripción, o fragmentos decidibles
de la lógica de primer orden, como los guarded fragments [158], que serán muy importantes en este
caṕıtulo.

En particular, nos interesa analizar el caso cuando OMQA sobre extensiones consistentes ar-
bitrarias coincide (como problemas computacionales) con OMQA sobre extensiones consistentes
finitas, identificando y clasificando los fragmentos de los lenguajes ontológicos y de consulta donde
esta relación existe. A tal propiedad la denominamos controlabilidad finita, tal como fue intro-
ducida en [119], donde demostraron que el problema Query Answering de CQs bajo dependencias
de inclusión (ID) es decidible. En ese trabajo, el problema de controlabilidad finita para ID se
dejó abierto. Esta noción fue retomada en [149, 150] bajo ontoloǵıas dadas por IDs y dependen-
cias funcionales, quedando resuelta positivamente la mencionada pregunta abierta de Johnson y
Klug, al aplicar un método que denominaron chase finito. Este procedimiento fue generalizado
en [53] donde demostraron controlabilidad finita respecto a ontoloǵıas en GFO y consultas UCQs.
Desde el punto de vista de Teoŕıa de Bases de Datos, estudiar el criterio de controlabilidad finita
tiene sentido en virtud de que las bases de datos son técnicamente estructuras finitas, para lo cual
establecer teoŕıas lógicas de razonamiento y deducción puede resultar muy dif́ıcil y complicado,
mientras que si se establece que para ciertos lenguajes vale la controlabilidad finita es posible
en muchos casos utilizar técnicas y herramientas estándar de teoŕıa de modelos, donde no hay

1En realidad, en [151] se estudia la complejidad de varias versiones del problema Finite Entailment que está
ı́ntimamente relacionado a CQA y FOMQA.
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restricciones de cardinalidad.
En este caṕıtulo analizamos la controlabilidad finita de OMQA de Q bajo O, cuando Q es un

fragmento de UC2RPQ y O un fragmento de GNFO. Los fragmentos de UC2RPQ a considerar
dependerán de propiedades relacionadas al esqueleto de una consulta, que hemos definido como
una especie de grafo subyacente donde los nodos y las aristas de este grafo se etiquetan en función
de las caracteŕısticas sintácticas de la consulta asociada, estos conceptos se presentarán en la
Sección 2.2 junto con el planteamiento del resultado principal del caṕıtulo. En el Teorema 38
hemos clasificado los fragmentos de UC2RPQ (definidos por clases de esqueletos especiales) que
son finitamente controlables bajo ciertos fragmentos de GNFO. Esta clasificación es completa, en el
sentido de que el teorema se ha planteado con condiciones necesarias y suficientes para garantizar
la controlabilidad finita de OMQA. La demostración de la necesidad se aborda en la Sección 2.3
y la estrategia principal (Lema 40) se basa en reducir una variante de OMQA a el problema de
satisfacibilidad de GNFO el cual es decidible y tiene la propiedad de satisfacibilidad finita [157], de
donde se desprende nuestro resultado de controlabilidad finita. Para esta parte usamos una versión
generalizada de OMQA, que denotamos gOMQA, con el propósito de definir ciertas reducciones
que bajo el planteamiento usual de OMQA no es claro cómo se podŕıa realizar. La demostración
de la suficiencia se aborda en la Sección 2.4, argumentando por contrarrećıproco y la estrategia se
basa en plantear contraejemplos que construimos aprovechando propiedades conocidas del chase
standard [56], que serán repasadas en la Sección 2.1 de preliminares.

2.1 Preliminares

Śımbolos, estructuras y morfismos Usaremos gran parte de las convenciones de bases de
conocimientos dadas en Nociones Básicas, particularmente las referentes a conceptos estructurales
como modelos, grafo subyacente, dominio activo, etc, pero aprovechamos este espacio introducir
conceptos que son relevantes para este caṕıtulo. En cuanto al lenguaje ontológico, no haremos uso
de ALCOIF , sino que definiremos en esta sección nuestro lenguaje de interés, GNFO.

A diferencia de los data-grafos, el tipo de estructuras utilizadas en el caṕıtulo anterior, un
modelo o ABox puede especificar interacciones entre más de dos individuos del dominio activo
bajo una misma relación, es decir, no estamos restringidos a usar predicados binarios o unarios.
Otra diferencia semántica notoria es que los individuos de un modelo no contienen data, lo que
difiere del caṕıtulo anterior donde introdućıamos esta noción como una forma de etiquetado bajo
la cual ciertos lenguajes teńıan acceso a la información contenida en los nodos de un data-grafo
para realizar verificaciones comunes como comparación de datos. En este caso, un hecho de la
forma P (a) con P un predicado unario y a un individuo, refleja simplemente una caracteŕıstica
estructural del modelo en cuestión, similar a lo que sucede con las funciones de etiquetadoo de
estados de un sistema de transición [52]. Si bien en la demostración del Teorema 27 vimos que
un modelo finito (que solo usa predicados unarios y binarios) puede reinterpretarse como un data-
grafo, donde los hechos unarios que involucran un mismo individuo se sumergen en un único
valor de dato, aclaramos que esta reducción funciona en un sentido netamente computacional. En
general, no es directo ni claro cómo traducir los resultados de este caṕıtulo al esquema teórico del
Caṕıtulo 1.
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Un homomorfismo de un modelo A a un modelo B es una función h : adom(A)→ adom(B) tal
que si R(ā) ∈ A entonces R(h(ā)) ∈ B. Decimos que h preserva un conjunto C ⊆ NI, si h(c) = c
para todo c ∈ C. Un homomorfismo de una conjunción de átomos φ a un modelo B es una función
h : terms(φ) → adom(B) que preserva todas las constantes de φ y además si R(t̄) es un átomo
de φ entonces R(h(t̄)) ∈ B. Notemos que esta segunda noción de homomorfismo es similar a la
presentada en la Definición 5, pero para expresiones en CQ. Preservar constantes bajo este tipo
de homomorfismos se corresponde con la standard name assumption2 que asumimos a lo largo de
este caṕıtulo.

Consultas mediadas por ontoloǵıas En adelante, consideramos una restricción como una
propiedad de un modelo descrita mediante un lenguaje lógico. Dado un lenguaje de consulta Q y
un lenguaje ontológico o de restricciones O, el problema Ontology-Mediated Query Answering de
Q bajo O se describe como3

OMQA
Entrada: Un modelo finito G, un conjunto finito de restricciones Γ ⊆fin O,

una consulta q(x̄) ∈ Q de aridad k, y una k-tupla ā de adom(G).
Salida: Decidir si para todo G ′ que extiende a G y satisface todas las

propiedades de Γ, tenemos que ā está en el conjunto de respues-
tas q(G ′).

También estudiamos una versión generalizada de este problema, que será útil a nivel técnico
para obtener algunas reducciones. Con Q y O como antes, el problema OMQA generalizado se
define como

gOMQA
Entrada: Un modelo finito G, un conjunto finito de restricciones Γ ⊆fin O,

una consulta q(x̄) ∈ Q de aridad k, y X un conjunto finito de k-
tuplas de adom(G).

Salida: Decidir si para cada G ′ ⊇ G que satisface Γ existe ā ∈ X tal que
ā ∈ q(G ′).

Note que gOMQA restringido a conjuntos unitarios es equivalente a OMQA, de ah́ı el adjetivo
generalizado. El problema finite ontology-mediated query answering (FOMQA) y su generalización
(gFOMQA) se definen análogos a los problemas anteriores, excepto que ahora G ′ vaŕıa sobre todas
las extensiones finitas y consistentes de G.

Escribimos OMQAQ,O [resp. FOMQAQ,O] para denotar el conjunto de 4-tuplas (G,Γ, q(x̄), ā)4

tales que el problema OMQA [resp. FOMQA] de Q bajo O arroja una respuesta positiva. Para

2Las constantes se interpretan de la misma manera en todos los modelos.
3Este problema es un planteamiento particular del esquema general de CQA presentado en la Sección 1.2.2.
4El par (G,Γ) es una base de conocimiento en la terminoloǵıa usada anteriormente en este trabajo.
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el caso de las versiones generalizadas, las 4-tuplas son de la forma (G,Γ, q(x̄), X) con X un con-
junto finito de k-tuplas y se denota al conjunto de respuestas afirmativas como gOMQAQ,O [resp.
gFOMQAQ,O].

Una instancia negativa (G,Γ, q(x̄), ā) OMQAQ,O [resp. FOMQAQ,O] cumple que existe un
modelo [resp. un modelo finito] G ′ ⊃ G que satisface Γ pero ā ̸∈ q(G ′). A tal G ′ lo llamamos
contra-modelo [resp. contra-modelo finito] de (G,Γ, q(x̄), ā). Los contra-modelos para instancias
negativas de gOMQAQ,O y gFOMQAQ,O se definen análogamente.

Observe que OMQAQ,O ⊆ FOMQAQ,O [resp. gOMQAQ,O ⊆ gFOMQAQ,O] siempre, pero la
contención contraria no es necesariamente cierta. Si OMQAQ,O = FOMQAQ,O [resp. gOMQAQ,O =
gFOMQAQ,O], decimos que OMQA [resp. gOMQA] de Q bajo O tiene la propiedad de controla-
bilidad finita.

Regular Path Queries Consideramos lenguajes regulares sobre cualquier subconjunto de N±
R

definidos por expresiones regulares como es usual. Usaremos los aspectos establecidos en el
Caṕıtulo y en general usaremos fragmentos de UC2RPQ como el lenguaje de consulta Q. Solo
aclaramos que en una instancia (G,Γ, q, ā) de OMQA (y cualquiera de sus variantes) podemos
considerar q como Booleana tomando ā = ().

Lenguajes de restricción Comenzamos definiendo el lenguaje ontológico más expresivo para
esta parte: el fragmento guarded-negation de la lógica de primer orden. Guarded-negation first
order logic (GNFO) es el fragmento de la lógica de primer orden con igualdad, dada por la siguiente
gramática, donde P ∈ Pred y α ∈ Pred ∪̇ {=}:

φ ::= P (x̄) | x = y | ∃xφ | φ ∨ φ | φ ∧ φ | α(x̄ȳ) ∧ ¬φ(ȳ). (A)

Acá P (x̄) y α(x̄ȳ) son átomos, que posiblemente contienen constantes y cuyas variables libres
están entre las variables de x̄ y x̄ȳ, respectivamente. En una expresión de la forma α(x̄ȳ)∧¬φ(ȳ)
llamamos al átomo α(x̄ȳ) guarda. El tamaño de una fórmula φ es el número de śımbolos utilizados
para escribirla y se denota por |φ|.

Asumimos la semántica usual para este tipo de expresiones y dado un modelo G y una sentencia
φ de GNFO, escribimos G |= φ para indicar que G satisface φ. Decimos que G satisface un conjunto
finito Γ de sentencias en GNFO si G satisface

∧
φ∈Γ φ.

Observe que en GNFO, fórmulas con a lo sumo una variable libre son cerradas bajo negación,
debido a la equivalencia ¬φ(x) ≡ (x = x∧¬φ(x)) (análogo para sentencias). GNFO posee muchas
buenas propiedades computacionales y de expresividad, varias de las cuales están recopiladas en
el survey de [158]. En particular, tiene la propiedad de modelo finito (si φ ∈ GNFO es satisfacible,
entonces es satisfacible en un modelo finito), y su problema de satisfacibilidad es decidible y
2ExpTime-completo [30]. Es bien conocida la relación de GNFO con varios fragmentos importantes
de la lógica de primer orden como GFO y UNFO, pero en este trabajo abordaremos expresiones
de otra ı́ndole y que presentamos a continuación.

Una regla existencial (también conocida como regla Datalog±, o más tradicionalmente depen-
dencia generadora de tuplas TGD) es una sentencia de primer orden de la forma

∀x̄ȳ(φ(x̄ȳ)⇒ ∃z̄ψ(x̄z̄)), (B)
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donde φ y ψ son conjunciones de átomos. Llamamos a φ y ψ el cuerpo y la cabeza de la regla (B),
respectivamente, y a x̄ las variables frontera. En [36] fueron definidos estos tipos de expresiones con
la intensión de unificar bajo un mismo esquema formal varios tipos de restricciones (también lla-
madas dependencias) ampliamente utilizados en bases de datos relacionales. Presentamos algunas
familias de reglas existenciales de interés para nuestros resultados.

� Una regla existencial es frontier-guarded si hay un átomo en el cuerpo (al que llamamos guarda)
que contiene a todas las variables frontera; denotamos FG al conjunto de todas las reglas
existenciales frontier-guarded.

� Una regla existencial es de frontier 1 si tiene a lo sumo una variable frontera; denotamos F1 al
conjunto de todas las reglas existenciales de frontera 1.

� Una regla existencial es term-frontier 1 si es de frontera 1 y su cuerpo y átomo tienen a lo sumo
un término en común (i.e. podŕıa tratarse de una variable o una constante). En particular, la
regla (∀x)R(c, x)⇒ S(c, x) donde c es una constante, es de frontera 1, pero no es term-frontera
1. Denotamos TF1 al conjunto de todas las reglas existenciales de term-frontera 1.

� Una inclusion dependency es una regla existencial sin constantes cuya cabeza y cuerpo consisten
de un solo átomo; denotamos por ID al conjunto de todas las dependencias de inclusión.

Si bien en GNFO podemos disponer de cuantificadores existenciales con libertad, no es el caso
de los cuantificadores universales, que por lo general solo pueden introducirse ante la presencia de
una guarda. Para ver que una expresión en FG se ajusta al esquema (A), notemos primero que
una expresión de la forma (B) es equivalente a:

∃u
(
u = u ∧ ¬∃x̄ȳ(φ(x̄ȳ) ∧ ¬∃z̄ψ(x̄z̄))

)
, (C)

donde u es una variable cualquiera que se usa para introducir la negación externa mediante la
guarda u = u. Si suponemos que (B) es FG entonces φ debe tener un subátomo α(x̄w̄) (con las
variables de w̄ todas en ȳ), el cual puede asociarse con ¬∃z̄ψ(x̄z̄) para justificar la aparición de
esta segunda negación, por lo que (C) seŕıa en este caso una expresión de GNFO. Notemos que el
tamaño de la expresión (C) es polinomial con respecto al tamaño de la fórmula (B). De manera
similar podemos ver que las clases ID, F1, TF1 también son definibles en GNFO, a través de
traducciones polinomiales.

OMQA de UC2RPQ bajo GNFO Como ya se discutió, el problema OMQA de CRPQ bajo
GNFO es decidible incluso cuando el lenguaje de restricciones se extiende con operadores de punto
fijo (GNFP) [30] y ya vimos que con GNFO se pueden expresar reglas existenciales con guardas,
incluyendo las frontier-guarded y varias otras subclases.

Proposición 36. El problema OMQA de UC2RPQ bajo GNFO es decidible.

Demostración. Esto es consecuencia de un resultado de [40], donde definen el lenguaje GNFP-UP
que extiende a GNFP (y por lo tanto, también a GNFO), captura a UC2RPQ y cuyo problema
de satisfacibilidad asociado es decidible.

Esta reducción sigue un argumento similar al utilizado en las demostraciones de los Teoremas 26
y 27. Dada una instancia I = (G,Γ, q(x̄), ā) del problema OMQA de UC2RPQ bajo GNFO,
definiremos una fórmula ϕI que será satisfacible si y solo si I tiene un contra-modelo.
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Para G definimos ϕG :=
∧
P (ā) P (ā), que es una sentencia que solo usa términos constantes y por

lo tanto está en GNFP-UP. Para Γ definimos ϕΓ :=
∧
φ∈Γ φ que está trivialmente en GNFP-UP.

En [40, Example 4], muestran cómo traducir una consulta en C2RPQ a una expresión equivalente
en GNFP-UP, lo cual puede extenderse a uniones de C2RPQs. Para q(x̄) y ā, definimos ϕq,ā como
la traducción de la sentencia ¬q(ā).

Definimos ϕI := ϕG ∧ ϕΓ ∧ ϕq,ā para la cual se cumple

Afirmación. Las siguientes son equivalentes:

1. ϕI es satisfacible.

2. I tiene un contra-modelo.

1. implica 2. Existe un modelo G ′ y un homomorfismo h : terms(ϕI) → adom(G). Como h

preserva constantes entonces G ′ extiende a G por satisfacer ϕG. Es directo que G ′ satisface Γ por
definición de ϕΓ. Dado que ϕq,ā y ¬q(ā) poseen la misma semántica, entonces G ′ satisface ϕq,ā si y
solo si ā ̸∈ q(G ′), lo que implica que G ′ es un contra-modelo de I.
2. implica 1. El argumento es análogo a lo anterior.

Sin embargo, el respectivo problema FOMQA permanece abierto y por los momentos no es
posible aplicar una demostración análoga a la anterior. Se sabe que el problema de satisfacibilidad
finita para GNFP es decidible [29], pero no es claro si el problema de satisfacibilidad finita para
GNFP-UP también lo es. Para el caso de restricciones definidas por reglas existenciales con guardas
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 37. [24] El problema OMQA de UC2RPQ bajo reglas existenciales con guarda es
2ExpTime-completo en complejidad combinada y PTime-completo en data complejidad.

Chase En la literatura relacionada con teoŕıa de bases de datos, teoŕıa de dependencias y teoŕıa
de la demostración, el chase puede hacer referencia a un par de conceptos ı́ntimamente relacionados.
El chase puede referirse a (1) ciertos procedimientos algoŕıtmicos usados para decidir (o aceptar)
instancias del problema de implicación de dependencias, o (2) modelos universales que surgen de
extender algún otro modelo inconsistente respecto a un conjunto de restricciones. La conexión entre
ambos conceptos radica en que los procesos aludidos en (1) por lo general involucran la generación
de los modelos mencionados en (2), lo cual se puede formalizar incluso en los casos cuando no
hay garant́ıa de la terminación del chase como algoritmo, dando como resultado en estos casos
un modelo universal infinito. En el ámbito de reglas existenciales (y reglas de igualdad que no
serán definidas en este trabajo) fue aplicado originalmente este procedimiento en [36,37] donde se
analizaron distintos casos del problema de implicación respecto a varias subclases de dependencias.
Como proceso algoŕıtmico existen much́ısimas adaptaciones, varias de las cuales fueron estudiadas
y definidas en [70], donde además analizan el problema de terminación del chase. En este trabajo
requeriremos el chase bajo reglas existenciales en el sentido de modelo universal como se define
en [56], cuya construcción describimos a continuación mediante un proceso denominado restricted
TGD chase rule.

Sea Nnull un conjunto infinito de nulls indexados, que utilizaremos para describir el dominio
activo de los modelos universales aparte de las constantes NI. A diferencia de las constantes sobre



2.2. Resultados Principales 42

las cuales asumimos la standard name assumption, dos nulls distintos pueden corresponderse con
una misma constante mediante algún homomorfismo o asignación.

Dado un conjunto Γ de reglas existenciales, Chase(G,Γ) es un modelo posiblemente infinito
definido como la unión

⋃
i≥0 Gi tal que G0 = G, y para cada i > 0, Gi es un modelo que extiende

a Gi−1 con una cantidad finita de nuevos átomos que certifican la cabeza de las reglas, cuando
sea que el cuerpo se satisfaga. Concretamente, sea S el conjunto de todos los pares (ψ, h) tales
que existe una regla ∀x̄ȳ(φ(x̄ȳ) ⇒ ∃z̄ψ(ȳz̄)) en Γ y un homomorfismo h de φ(x̄ȳ) a Gi−1 tal que
Gi−1 ̸|= ∃z̄ψ(h(ȳ)z̄). En este caso decimos que la tupla h(ȳ) activa la regla ∀x̄ȳ(φ(x̄ȳ)⇒ ∃z̄ψ(ȳz̄)).
Para cada par (ψ, h) de S, sea gψ,h : z̄ → Nnull \ adom(Gi−1) cualquier función inyectiva de
las variables en z̄ a nulls de modo que la imagen de cualesquiera dos de tales funciones tengan
intersección vaćıa. Definimos Gi como la extensión de Gi−1 con todos los hechos en ψ(h(ȳ), gψ,h(z̄)),
para cada (ψ, h) ∈ S. Notemos que para todo t ∈ adom(Gi−1), al generar Gi solo se agregan nuevos
hechos que involucran a t en caso de que exista una tupla ā de adom(Gi−1) que contenga a t y active
una regla de Γ. Observe que Gi−1 = Gi si y solo si Gi−1 |= Γ. Además, cada Gi es único salvo por
renombramiento de los términos en Nnull \ adom(G) y por lo tanto, Chase(G,Γ) también es único.
Llamamos a Gi el i-ésimo paso del chase, denotado Chasei(G,Γ). A todo este proceso se le suele
llamar el Chase ‘standard’ o ‘restrictivo’. Hay tres propiedades fundamentales de Chase(G,Γ) que
usaremos en nuestras pruebas:

(a) Chase(G,Γ) satisface Γ.

(b) Chase(G,Γ) es un modelo universal en el siguiente sentido: si G ′ ⊇ G y G ′ satisface Γ, entonces
hay un homomorfismo de Chase(G,Γ) a G ′ que preserva a adom(G).

(c) Para los casos particulares cuando Γ ⊆ TF1, para cada i ≥ 0 y t ∈ adom(Chasei(G,Γ)), hay
un j ≥ i tal que todos los hechos que contienen a t en Chase(G,Γ) ya están presentes en
Chasej(G,Γ); en particular, esto significa que Chase(G,Γ) es de ramificación finita.

Las propiedades (a) y (b) son bien conocidas y comúnmente citadas, tanto para los casos
de chase finito como infinito [54, 79, 140], mientras que la propiedad (c) ocurre por el siguiente
hecho: cuando un término t ∈ adom(Chasei(G,Γ)) activa una regla existencial TF15 ∀xȳ(φ(xȳ)⇒
∃z̄ψ(xz̄)) de Γ (con x el único elemento frontera de la regla), entonces en Chasej(G,Γ) con j > i,
la regla no se vuelve a activar en t. Sea j lo suficientemente grande para garantizar que hasta el
j-ésimo paso del chase, todas las reglas de Γ que se pudieron haber activado en t, se activaron y
se solucionaron en el siguiente paso. Por definición de Chase(G,Γ), todos los hechos que contienen
a t, ya deben estar en Chasej(G,Γ). La Figura 2.1 muestra que la propiedad de ramificación finita
se pierde incluso para reglas en F1.

2.2 Resultados Principales

Como se anticipó al comienzo de este caṕıtulo, nuestros resultados caracterizan las clases de
fórmulas en UC2RPQ finitamente controlables basadas en la forma de sus grafos subyacentes.
Sin embargo, como queremos ser mucho más descriptivos, modificamos la noción usual de grafo

5Otro caso por considerar es cuando t es una constante y la regla es de la forma ∀ȳ(φ(tȳ) ⇒ ∃z̄ψ(tz̄)), pero el
razonamiento es el mismo al del párrafo.
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Figura 2.1: Chase(G,Γ) para G = {r(u, v)} y Γ = {(∀x)(r(u, x) ⇒ (∃z)r(x, z) ∧ r(u, z)}). El i-ésimo
paso del chase se identifica con el modelo generado por G y los primeros i nulls: n1, . . . , ni. Notemos que
Γ se compone de una única fórmula en F1 que no está en TF1 por tener como términos frontera a la
constante u y a la variable x. El chase resultante no es de ramificación finita pues para todo i tenemos
que r(u, ni) ∈ Chase(G,Γ).

subyacente para que indiquen cuáles nodos provienen de una variable libre y cuáles ejes tienen un
lenguaje finito como etiqueta. Llamaremos a este grafo el esqueleto de un C2RPQ. El propósito
es definir una clase de esqueletos S tal que (i) cada consulta con esqueleto en S es finitamente
controlable; y (ii) para cada esqueleto sk ̸∈ S existe una consulta que no es finitamente controlable
y cuyo esqueleto es sk. Definiremos una clase S1 con tal propiedad para cada lenguaje de restric-
ciones que contienen dependencias de inclusión y que estén contenidas en GNFO; y otra clase S2
estrictamente más grande que S1 y que satisface la propiedad para reglas existenciales F1.

Definiciones Un multigrafo es una tuplaM = (V,E, η) donde V es un conjunto finito de vértices,
E es un conjunto finito de ejes etiquetados, y η : E → V × V es una función que asocia a cada eje
el par que indica el vértice de origen y el de llegada. El grafo subyacente no dirigido GM de M es el
grafo no dirigido simple que tiene a V como conjunto de vértices y {{v, v′} : e ∈ E, η(e) = (v, v′)}
como conjunto de ejes. Un camino simple no dirigido (resp. ciclo no dirigido) de M es una sucesión
(posiblemente vaćıa) de ejes que induce un camino simple (resp. un ciclo) en GM .

Un esqueleto es una terna (M, ν, µ) donde M = (V,E, η) es un multigrafo, ν : V → {b, f} y
µ : E → {∞, < ∞}. En este contexto, decimos que un vértice v ∈ V es libre (free en inglés) o
ligado (bound en inglés) dependiendo de si ν(v) = f o ν(v) = b. La distancia entre dos vértices
v, v′ es finito si existe un camino no dirigido e1, . . . , en de M tal que µ(ei) =<∞ para todo i. Un
ciclo no dirigido e1, . . . , en de M es infinito si µ(ei) =∞ para algún i y es ligado si para cada i tal
que η(ei) = (v1, v2) tenemos que ν(v1) = ν(v2) = b.

Dado un C2RPQ q y un esqueleto sk = (M, ν, µ), decimos que sk es el esqueleto de q si para
M = (V,E, η) tenemos que V es el conjunto de variables de q, E es el conjunto de átomos de q,

η(e) = (v1, v2) si y solo si el átomo e es de la forma v1
L−→ v2 para algún L, ν(v) = b si y solo si

v está ligado en q, y ν(e) = ∞ si y solo si el átomo e es de la forma v1
L−→ v2 con L un lenguaje

infinito. Ver Figura 2.2 para un ejemplo de una consulta y su esqueleto.
Usualmente nos referiremos a los elementos de V y E como vértices y átomos de sk. El esqueleto

de una fórmula en UC2RPQ es el conjunto de esqueletos de las C2RPQ que contiene. Dado un
conjunto de esqueletos S, definimos la clase UC2RPQ(S) como el conjunto de todas las consultas
en UC2RPQ cuyos esqueletos están en S.

Definimos S1 como el conjunto de todos los esqueletos tales que cada ciclo infinito no dirigido
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Figura 2.2: A la izquierda una consulta C2RPQ con variables libres y, z, a la derecha el esqueleto
correspondiente. En los próximos gráficos identificamos los ejes con etiqueta ∞ con aquellas flechas de
mayor grosor, los nodos con etiqueta b con nodos circulares y aquellos con etiqueta f con nodos cuadrados.
En un esqueleto la dirección de las flechas puede no ser completamente relevante pero se mantienen para
especificar de manera más sencilla los contraejemplos que se construirán en la Sección 2.4.

contiene un nodo libre. Por ejemplo, el esqueleto de la Figura 2.2 está en S1. Definimos S2 como el
conjunto de todos los esqueletos tales que cada ciclo infinito no dirigido y ligado contiene un vértice
a distancia finita de uno libre. Ver Figura 2.3 para algunos ejemplos. Por definición, S1 ⊊ S2.

Figura 2.3: A la izquierda un par de consultas y a la derecha sus respectivos esqueletos. El esqueleto
de arriba pertenece a S2 pero no a S1. El esqueleto de abajo no está en S2.

Nuestros resultados se resumen de la siguiente manera.

Teorema 38. Para cada clase S de esqueletos, para cada O0 ∈ {ID,F1}, para cada lenguaje de
consulta CRPQ(S) ⊆ Q ⊆ UC2RPQ(S), tenemos que

1. Si O0 ⊆ O ⊆ GNFO, entonces OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo O es finitamente controlable
si y solo si S ⊆ S1;

2. OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo TF1 es finitamente controlable si y solo si S ⊆ S2.
Observe que el Teorema 38 se plantea como una equivalencia general y esta es la razón por la

que O tiene tanto una cota inferior {ID,F1} como una cota superior GNFO en las hipótesis del
ı́tem 1. Alternativamente, se podŕıa replantear como:

(1.a) Si O ⊆ GNFO y S ⊆ S1, entonces OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo O es finitamente
controlable.

(1.b) Si O0 ⊆ O y S ̸⊆ S1, entonces OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo O no es finitamente
controlable.

Notemos que los ı́tems del Teorema 38 también reflejan entre śı una especie de dualidad de
poder expresivo en el siguiente sentido: entre más complejas sean las consultas (como las del ı́tem
2 en comparación a las de 1), más restringida debe ser la ontoloǵıa (en 1 hay más opciones para
O que en 2).
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Estrategia de la prueba. Dividiremos la demostración del Teorema 38 en dos secciones. Las
implicaciones de derecha a izquierda de ambos ı́tems del Teorema 38 (demostradas en la Sección 2.3)
se cumplen por reducciones al problema de satisfacibilidad de GNFO. Dado que GNFO tiene la
propiedad de modelo finito, se obtiene la controlabilidad finita. Estas reducciones no son directas
y se dan mediante el siguiente esquema, donde S0 es una clase de esqueletos por definir que está
estrictamente contenida en S1:
(i) gOMQA de UC2RPQ(S2) bajo reglas TF1 se reduce a gOMQA de UC2RPQ(S1) bajo reglas

TF1 (Proposición 42);

(ii) gOMQA de UC2RPQ(S1) bajo GNFO se reduce a gOMQA de UC2RPQ(S0) bajo GNFO
(Proposición 41);

(iii) gOMQA de UC2RPQ(S0) bajo GNFO se reduce al problema de satisfacibilidad (finita) de
GNFO (Lema 40), y por lo tanto, es finitamente controlable.

En particular, para (i) necesitamos trabajar con la versión generalizada de OMQA. De hecho,
no es claro para nosotros cómo reducir consultas de UC2RPQ(S2) a UC2RPQ(S1) sin pasar por
la versión generalizada y es por ello que hemos definido esta versión de OMQA. Una conclusión
rápida de complejidad que podemos obtener con estas reducciones es la siguiente:

Corolario 39. El problema (F)OMQA de UC2RPQ(S0) bajo reglas en GNFO es decidible y
2ExpTime en complejidad combinada.

La cota de complejidad del Corolario 39 es una consecuencia directa del hecho de que la re-
ducción del Lema 40 es polinomial, en combinación con que el problema de satisfacibilidad de
GNFO es 2ExpTime-completo [30]. Las reducciones de los ı́tems (ii) y (iii) también son polinomi-
ales, por lo que podemos obtener la misma cota para las versiones de OMQA ah́ı mencionados.

Las implicaciones de izquierda a derecha del Teorema 38 (demostradas en la Sección 2.4)
se cumplen por contraejemplos. Es decir, para (S,O) ∈ {(S1,F1), (S1, ID), (S2,TF1)}, y algún
sk ̸∈ S, exhibiremos un modelo G, una tupla de elementos t̄, una consulta q ∈ CRPQ con esqueleto
sk y un conjunto de restricciones Γ en O para los cuales t̄ está en el conjunto de respuestas q(G ′),
para toda extensión finita G ′ ⊇ G que satisface Γ, pero t̄ no está en el conjunto de respuestas
q(Chase(G,Γ)).

2.3 Reducciones a GNFO

En esta sección, demostraremos las implicaciones de derecha a izquierda de ambos ı́tems del Teo-
rema 38. Observe que para esta dirección es suficiente demostrar la controlabilidad finita de
gOMQA para UC2RPQ(S1) (resp. UC2RPQ(S2)) bajo GNFO (resp. TF1). Para obtener ambos
resultados, necesitamos definir una clase auxiliar de esqueletos. Sea S0 el conjunto de todos los
esqueletos que no contienen un ciclo no dirigido infinito. Notemos que S0 es un subconjunto propio
de S1.

Lema 40. gOMQA de UC2RPQ(S0) bajo GNFO es finitamente controlable.
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El Lema 40 es nuestro resultado técnico principal y su prueba se deja para el final de la sección.
Usando esto, podemos demostrar la implicación de derecha a izquierda del ı́tem 1 del Teorema 38.

Proposición 41. gOMQA de UC2RPQ(S1) bajo GNFO es finitamente controlable.

Demostración. La idea es bastante simple: romper todos los ciclos en la consulta introduciendo
nuevas variables libres y aplicar el Lema 40.

Sea q(x̄) en UC2RPQ(S1) una consulta con k variables libres x̄ = (x1, . . . , xk). Supongamos que
la variable xi ocurre mi veces en q(x̄). Para k′ =

∑
imi y la tupla ȳ = (y11, . . . , y

m1
1 , . . . , y1k, . . . , y

mk
k )

de dimensión k′, definimos la consulta q′(ȳ) como el resultado de reemplazar la j-ésima ocurrencia
de xi en q(x̄) por yji (que asumimos que no está ocurriendo en q), para i = 1, . . . , k. Cualquier ciclo
en q(x̄) tiene una variable libre y este ciclo no aparece en q′(ȳ), dado que en q′(ȳ) cada variable
libre se usa exactamente una vez. Por lo tanto, q′(ȳ) ∈ UC2RPQ(S0). La Figura 2.4 muestra el
proceso para una consulta particular.

Figura 2.4: A la izquierda la consulta q(y, z) de la Figura 2.2 cuyo esqueleto está en S1. A la derecha
la consulta q′(y1, y2, z1, z2, z3) que resulta de aplicar el método de reescritura de la demostración. Las
ĺıneas punteadas solo especifican aquellas nuevas variables que son copias de y, z respectivamente y que se
interpretarán como la misma constante bajo la asignación ν ′. Note que la conexidad del esqueleto original
no se preserva necesariamente con el método descrito.

Observe que para cualquier modelo G y valuación ν : x̄→ adom(G), tenemos que G, ν |= q si y
solo si G, ν ′ |= q′, donde ν ′ es la valuación definida por ν ′(yji ) = ν(xi). Por lo tanto, gOMQA para
q(x̄) y X es equivalente a gOMQA para q′(ȳ) y X ′, con

X ′ = {(c1, . . . , c1︸ ︷︷ ︸
m1 veces

, . . . , ck, . . . , ck︸ ︷︷ ︸
mk veces

) | (c1, . . . , ck) ∈ X}.

Luego, por Lema 40, se sigue el resultado.

Para el ı́tem 2 del Teorema 38 reduciremos el problema al ı́tem 1 por medio de dos hechos:
(i) estamos trabajando con la versión generalizada gOMQA de OMQA; y (ii) que el Chase bajo
reglas TF1 tiene la propiedad (c).

Proposición 42. gOMQA de UC2RPQ(S2) bajo TF1 es finitamente controlable.

Demostración. Reduciremos el problema gOMQA para UC2RPQ(S2) al problema gOMQA para
UC2RPQ(S1) (ambos bajo reglas en TF1). Sea q(x̄) ∈ UC2RPQ(S2) donde x̄ = (x1, . . . , xk) son
las k variables libres de q, sea G un modelo finito, sea Γ un conjunto finito de reglas en TF1, y sea
X un conjunto finito de k-tuplas de constantes.



2.3. Reducciones a GNFO 47

Sea Z el conjunto más pequeño de variables de q(x̄) que contienen a todas las variables libres

y que satisfacen que para cualquier átomo x
L−→ y de q donde L es finito, tenemos que x ∈ Z si y

solo si y ∈ Z. Supongamos que Z contiene r variables ligadas y1, . . . , yr de q(x̄) y consideremos
ahora la consulta q′(x̄ȳ), con ȳ = (y1, . . . , yr), que resulta de convertir a todas las variables en Z \ x̄
libres. Por ejemplo, en la primera consulta de la Figura 2.3 se liberaŕıan las variables y, z mientras
que x permaneceŕıa ligada. Observemos que q′(x̄ȳ) ∈ UC2RPQ(S1).

Sea m un número mayor que la longitud de cualquier lenguaje finito en q(x̄). Sea U el conjunto
de todas las constantes y nulls de Chase(G,Γ) a distancia ≤ m de una constante en G. Por la
propiedad (c), U es finito. Sea G+ = Chasei(G,Γ), con i suficientemente grande para que G+
contenga a U . Notemos que G+ contiene a G. Consideremos ahora el conjunto de tuplas de aridad
k + r de átomos en G+, definido como X ′ = X × U r. Ahora demostraremos que (G,Γ, q(x̄), X)
es una instancia positiva de gOMQA si y solo si también lo es (G+,Γ, q′(x̄ȳ), X ′). Concluimos la
demostración por Proposición 41, por el hecho de que q′(x̄ȳ) ∈ C2RPQ(S1) y que TF1 ⊆ GNFO.

Para la implicación de izquierda a derecha, sea G ′ ⊇ G+ un modelo que satisface Γ. Dado que
G ′ ⊇ G sabemos por hipótesis que para alguna k-tupla ā ∈ X, tenemos que G ′, {x̄ 7→ ā} |= q(x̄).
Esto implica que hay una r-tupla de constantes b̄ tal que G ′, {x̄ȳ 7→ āb̄} |= q′(x̄ȳ). Por la selección
de ȳ, cualquier constante c de b̄ está a distancia a lo sumo m de una constante en G y luego c ∈ U .
Por lo tanto, āb̄ ∈ X ′ como queremos.

Para la implicación de derecha a izquierda, observamos primero que Chase(G,Γ) satisface Γ
por propiedad (a) del Chase y Chase(G,Γ) ⊇ G+ por construcción. Por hipótesis sabemos que
para alguna k-tupla ā y alguna r-tupla b̄ = (b1, . . . , br) ∈ U r tales que āb̄ ∈ X ′ se cumple que
Chase(G,Γ), {x̄ȳ 7→ āb̄} |= q′(x̄ȳ). Sea G ′ ⊇ G un modelo que satisface a Γ. Por la propiedad (b)
del Chase, tenemos que hay un homomorfismo h : Chase(G,Γ) → G ′ tal que h(a) = a para cada
a ∈ adom(G). Dado que cualquier consulta en UC2RPQ se preserva bajo homomorfismos, tenemos
que G ′ |= q′(ā, h(b1), . . . , h(br)) y esto implica que G ′ |= q(ā).

Para finalizar esta sección daremos la demostración del Lema 40, que se obtiene mediante una
reducción al problema de satisfacibilidad de GNFO.

Demostración del Lema 40. Para simplificar consideramos que q(x̄) está en CRPQ(S0), pero el
argumento se puede adaptar fácilmente para q(x̄) en UC2RPQ(S0). Sea G un modelo finito, Γ
un conjunto finito de sentencias en GNFO, q(x̄) en CRPQ(S0) una consulta con k variables libres
x̄ = (x1, . . . , xk) y sea X ⊆fin (adom(G))k un conjunto de k-tuplas. Construiremos una sentencia
φ en GNFO tal que

φ es satisfacible (resp. finitamente satisfacible) si y solo si hay un modelo
(resp. modelo finito) G ′ ⊇ G que satisface Γ y tal que X ∩ q(G ′) = ∅. (†)

Dado que GNFO tiene la propiedad de modelo finito, estaŕıa lista la demostración. Primero
introduciremos algunas nociones necesarias para la prueba. Luego definiremos φ, verificaremos
que está en GNFO y que satisface (†).

Regiones. Veamos algunas nociones sobre el esqueleto sk de q. Una región de sk = (M, ν, µ)
es el esqueleto de un subgrafo conexo de M . Una región finita rg de sk es una región en la cual
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µ(e) =< ∞ para cada átomo e en rg. Aunque sk ∈ S0 podŕıa contener ciclos, la idea es pensar
en sk como un árbol dirigido con etiquetas, identificando cada región finita maximal con un único
nodo, que se conecta con otros nodos solo por medio de lenguajes infinitos. En adelante, por
región finita nos referimos a una región finita maximal de sk y para simplificar y sin pérdida de
generalidad, asumimos que sk es conexo. Cuando vemos las conexiones entre regiones finitas de
sk ∈ S0, estas solo se pueden dar por medio de ejes etiquetados con un lenguaje infinito. En este
sentido, el grafo resultante luce como un árbol, como se ve en el ejemplo de la Figura 2.5. La
definición de φ se vale de esta estructura para describir, desde las hojas de este árbol hacia arriba,
la ejecución de los autómatas correspondientes a los lenguajes regulares que aparecen en q. En el
siguiente párrafo introducimos algo de notación para nombrar diferentes partes de este árbol, que
se usarán en la definición formal de φ.

Decimos que dos regiones finitas de sk están conectadas si hay un eje infinito e tal que su vértice
de origen está en una de las regiones y el vértice de llegada está en la otra región. Note que por
definición de S0, una región no se conecta consigo mismo y dos regiones se conectan con a lo sumo
un lenguaje infinito (de otro modo sk contendŕıa un ciclo infinito). Además el grafo simple cuyos
nodos son las regiones finitas y las aristas son los ejes infinitos que conectan regiones finitas, es un
árbol (de otro modo, la existencia de un ciclo en el grafo junto con la conectividad de las regiones,
implicaŕıa que hay un ciclo infinito en sk).

Designamos una región root de sk como la ráız, y usamos la nomenclatura usual de árboles
(padre, hijo, etc.). Para una región rg, denotamos por ch(rg) al conjunto de todos sus hijos. Observe
que si rg es el padre de rg′ (es decir, si rg′ ∈ ch(rg)), entonces hay exactamente una variable y′

en rg′, exactamente una variable y en rg y exactamente un lenguaje regular infinito L tales que

y
L−→ y′ o y′

L−→ y está en sk. Denotaremos a las variables y′ e y por srcrg′ y tgtrg′ , respectivamente.

Definimos Lrg
′ como L en el caso y′

L−→ y, y como L− en el caso y
L−→ y′. La interfase-a-padre

de una región rg ̸= root es srcrg, es decir, el nodo que conecta a una región con su región padre.
La interfase-a-hijo de una región rg es {tgtrg′ | rg

′ ∈ ch(rg)}, es decir, los nodos que conectan a
una región con sus regiones hijos. La contracción por regiones de sk con ráız root es el digrafo
T con forma de árbol con etiquetas, cuyo conjunto de nodos VT es el conjunto de regiones finitas
maximales de sk, el conjunto de ejes etiquetados ET ⊆ VT × VT se define como (rg′, rg) ∈ ET si y
solo si rg es el padre de rg′, y para (rg′, rg) ∈ ET definimos la etiqueta ℓ(rg′, rg) = Lrg

′ . Note que
cada eje de T apunta hacia la ráız root. Ver Figura 2.5 para un ejemplo.

A veces nos referimos a una región rg también como un nodo de T . Para facilitar la prueba,

reemplazamos algunos átomos xi
Li−→ yi con yi

L
−
i−−→ xi en q(x̄), para que la nueva dirección concuerde

con las de T .

Expresando regiones en primer orden. Para cada átomo x
L−→ y de q con L finito, hay una

fórmula equivalente χL(x, y) en la lógica de primer orden con igualdad que es positiva, existencial
y computable en tiempo lineal. La existencia de esta fórmula se puede garantizar por inducción en
la expresión L usando la gramática de las RPQ de la Definición 1 obviando la estrella de Kleene.
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Figura 2.5: Contracción por regiones de un esqueleto en S0 de alguna consulta q impĺıcita. Las regiones,
que también son los nodos de este árbol, están representados por las cajas con borde rayado. Las aristas
de este árbol se corresponden con los átomos infinitos de q, que conectan las distintas regiones. El gráfico
ilustra también cuáles variables de q son las interfaces con padres e hijos de cada región. Para la región
rg0 tenemos que ψrg0

= ∃x4(χrs|t(x4, x3) ∧ χs(x4, x2) ∧ χr(x1, x3) ∧ χr|s(x1, x2))

Para cada región rg ̸= root de sk definimos la fórmula

ψrg(b̄rg, w̄rg, srcrg)
def
= ∃z̄rg

∧
t

L−→t
′
es un

átomo en rg

χL(t, t′), (D)

donde b̄rg es la tupla de variables ligadas de rg que están en la interfase-a-hijo de rg, w̄rg es la tupla
de variables libres de rg, srcrg es la interfase-a-padre de rg, y z̄rg es la tupla de variables ligadas en
rg que no están en b̄rg. Ver Figura 2.5 para un ejemplo. Cuando rg = root definimos ψrg de manera
similar, excepto que la variable srcrg (la cual no está definida) se omite y escribimos sencillamente
ψroot(b̄root, w̄root). Si no hay átomos en rg definimos ψrg simplemente como ⊤.

Las variable libres de ψrg están entre las de b̄rg, w̄rg, srcrg. Observe que bajo esta notación la
tupla de variables libres podŕıa tener repeticiones: en el caso cuando la interfase-a-padre de rg es
también una interfase-a-hijo (es decir, si srcrg ∈ b̄rg), o si srcrg es libre (ver Figura 2.5). Note que
ψrg es básicamente la subfórmula de q(x̄) cuyo correspondiente esqueleto es rg, excepto que las
variables ligadas en b̄rg aparecen libres en ψrg, i.e., rg es el esqueleto de ∃b̄rgψrg.
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Sea adom(G) = {v1, . . . , vn}. Denotamos por v̄ a la tupla (v1, . . . , vn). Para cada variable y de
q(x̄) y k-tupla de constantes ā = (a1, . . . , ak) ∈ (adom(G))k, definimos ā[y] como la constante ai
cuando y = xi es una variable libre de q(x̄), y como el nombre de variable y en otro caso. Para
cada ā ∈ X, definimos ψārg como el resultado de reemplazar cada variable y ∈ w̄rg con ā[y] en ψrg.
Las variables libres de ψārg están entre b̄rg, srcrg. Expĺıcitamente usamos la notación ψārg(b̄rg, srcrg)
para destacar este hecho, aunque srcrg podŕıa no estar en esta fórmula.

La fórmula φ. Supongamos que q(x̄) = ∃ȳ
∧
i∈I ti

Li−→ t′i. Para cada lenguaje regular Li, de-
notamos al autómata finito no determińıstico que lo acepta como Ai y asumimos que tiene un
estado inicial q0 y un estado final qf . Si para la región rg, Lrg = Li, entonces identificamos Arg

con Ai (recordemos que hemos cambiado la dirección de estos lenguajes para que concuerden con
la dirección de los ejes del árbol T , por lo que además tendŕıamos que ti = srcrg y t′i = tgtrg).

Definimos φ sobre la signatura que extiende la de G (tanto la de constantes como la de predi-
cados) con relaciones unarias sāAi

, para cada estado s de Ai (i ∈ I), y para cada ā ∈ X. Concre-
tamente, la sentencia φ se define como

φ
def
= φ1 ∧ φ2 ∧

∧
ā∈X

(φā3 ∧ φā4 ∧ φā5).

La idea es que si φ se cumple en una estructura M entonces φ1 expresa que G ⊆ M, y φ2

que M satisface las restricciones. φā3 expresa que cualquier región rg ̸= root que puede realizarse
en M y que es una hoja en T es forzada a empezar el autómata Arg de su interfase-a-padre;
cualquier región que puede realizarse enM también es forzada a empezar, con la condición de que
los autómatas de todos sus hijos hayan alcanzado el estado final. φā4 expresa que los estados del
autómata de cualquier lenguaje infinito en q(x̄) son forzados a difundirse sobre M de acuerdo a
ciertas reglas. Finalmente, φā5 expresa que si todos los nodos en la interfase-a-hijo de root están
en el estado final de los lenguajes correspondientes, entonces root no se realiza en M.

Observe que las sentencias φ1 y φ2 se codifican en GNFO, como se realizó en la demostración
de la Proposición 36. Mostramos ahora cómo definir las subsentencias restantes.

φā3: Iniciación de autómatas. Para cualquier ā ∈ X y región rg, sea

θārg(b̄rg, srcrg)
def
= ψārg(b̄rg, srcrg) ∧

∧
rg

′∈ch(rg)

qf
ā
A

rg
′
(ā[tgtrg′ ]). (E)

Cuando rg es una hoja, la gran conjunción de (E) se define como ⊤. Cuando rg = root,
simplemente escribimos θāroot(b̄root). Para cualquier ā ∈ X y rg ̸= root, definimos

φā3
def
=

∧
rg ̸=root

∀b̄rg∀srcrg(θārg(b̄rg, srcrg)⇒ q0
ā
Arg

(ā[srcrg])).

La idea de φā3 es que para cada región rg ̸= root, se debe forzar a que se active el cómputo del
autómata correspondiente a la interfase-a-padre de rg, cuando todos los nodos de la interfase-a-hijo
de rg llegaron al estado final, y la restricción dada por rg sea satisfecha. Esto se hace para cualquier
posible asignación de las variables en b̄rg y de srcrg, cuando este aparece libre en ψārg. Observe que
si rg′ es un hijo de rg, tenemos que ā(tgtrg′) es una constante en adom(G) en caso de que tgtrg′ esté
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libre, y es una variable en b̄rg en otro caso. Una situación similar ocurre con srcrg: en caso de que
srcrg sea libre entonces ā(srcrg) ∈ adom(G) y el cuantificador ∀srcrg es espurio; sino, ā(srcrg) = srcrg
y está universalmente cuantificado. Como consecuencia de esto, obtenemos que φā3 es la conjunción
de reglas existenciales TF1, por lo que está en GNFO.

φā4: Cómputos de autómatas. Para cualquier ā ∈ X, definimos

φā4
def
= ∀x, y

∧
Li en q(x̄), |Li|=∞,

t
α−→s en Ai

(
tāAi

(x) ∧ χα(x, y) =⇒ sāAi
(y)

)
.

La fórmula φā4 fuerza a que se esparzan los estados de los lenguajes infinitos en q(x̄) como
relaciones unarias sobre los nodos del modelo (los lenguajes finitos ya son tratados en φā3). Como
χα es un átomo, entonces φā4 está en TF1 y por lo tanto está en GNFO.

φā5: La ráız no termina. Finalmente, para cada ā ∈ X, definimos φā5
def
= ¬∃b̄rootθāroot(b̄root).

Niega la posibilidad de que todos los nodos en la interfase-a-hijo de root puedan alcanzar el estado
final y que la región root se pueda realizar. Como la negación que aparece en φā5 se usa sobre una
sentencia existencial y θāroot es una conjunción de átomos, entonces esta fórmula está también en
GNFO.

Verificación de (†). Ya verificamos que φ está en GNFO, por ser conjunción de fórmulas en
GNFO.
Implicación de izquierda a derecha de (†) Sea H un modelo que satisface φ y sea H′ el reducto

de H a los śımbolos de predicado en G. Dado que H |= φ1 ∧ φ2, H′ ⊇ G y H′ satisface Γ. Es
suficiente demostrar que ā ̸∈ q(H′) para todo ā ∈ X, dado que H es finito si y solo si H′ lo es.

Asumamos por contradicción que ā ∈ X es una k-tupla de constantes tal que H′ |= q(ā).
Entonces hay una valuación ν en H′ que interpreta todas las variables b̄rg, srcrg, para todas las
regiones rg en sk, de modo que H, ν |= ψārg(b̄rg, srcrg) para cualquier rg. Más aún, si rg es el padre
de rg′ entonces hay un camino con etiqueta w en H′ de ν(srcrg′) a ν(tgtrg′), con w ∈ Lrg

′ .
Se puede demostrar por inducción (simultánea) en T que para cualquier región rg:

1. H, ν |= θārg(b̄rg, srcrg),

2. q0
ā
Arg

es verdadero en H en el nodo ν(ā[srcrg]), y

3. qf
ā
Arg

es verdadero en H en el nodo ν(ā[tgtrg]).

El caso básico es cuando rg es una hoja de T , para el cual obtenemos directamente 1 ya que
θārg(b̄rg, srcrg) = ψārg(b̄rg, srcrg). Como H |= φā3 y H, ν |= θārg(b̄rg, srcrg), entonces H, ν |= q0

ā
Arg

(ā[srcrg]),

lo que se traduce al ı́tem 2. Dado que srcrg y tgtrg son únicos, entonces ν(srcrg) = ν(ā[srcrg]) y
ν(tgtrg) = ν(ā[tgtrg]) y sabemos que existe un camino de ν(srcrg) a ν(tgtrg) con etiqueta w ∈ Lrg.

Como H |= φā4, los predicados sāArg
asociados a los estados s del autómata Arg se esparcen en el

dominio activo de H, tal como indican las transiciones de Ar y ya que w es una palabra aceptada
por Arg y q0

ā
Arg

es verdadero en el nodo ν(srcrg), entonces qf
ā
Arg

es verdadero en el nodo ν(tgtrg),
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cumpliéndose 3. El paso inductivo se demuestra con un argumento similar bajo la hipótesis de que
para todos los hijos de una región rg valen 1, 2 y 3.

En particular, el ı́tem 1 es verdadero para rg = root. Dado que root no tiene interfase-a-padre,
esto significa que H, ν |= θāroot(b̄root) y esto contradice que H |= φā5.

Implicación de derecha a izquierda de (†) Asumimos que hay un modelo H ⊇ G que satisface Γ

tal que H ̸|= q(ā) para cada ā ∈ X y definamos el modelo de primer orden H′ como el inducido
por H más alguna interpretación para las relaciones unarias sāArg

, para cada ā ∈ X, región rg de

sk y estado s de Arg de manera que H′ |= φ.
Definimos la interpretación de sāArg

sobre el dominio activo de H recursivamente como sigue:

i. Si rg es una hoja en sk entonces q0
ā
Arg

es verdadero en H′ en todos los elementos d de H′ tales

que para alguna asignación ν sobre las variables b̄rg, srcrg, tenemos 1) H, ν |= θārg(b̄rg, srcrg) y 2)
d = ν(srcrg). En pocas palabras, para las regiones rg que sean hojas estamos inicializando los
cómputos del autómata Arg siempre que sea posible.

ii. sāArg
es verdadero en todos los elementos d de H′ tales que hay una transición t

α−→ s en Arg y

un elemento c de H′ que satisface tāArg
y c

α−→ d en H′.

iii. Si rg no es una hoja en sk ni root entonces q0
ā
Arg

es verdadero en H′ en todos los elementos

d de H′ tales que para alguna asignación ν sobre las variables b̄rg, srcrg, tenemos 1), 2) como
en el ı́tem i. y 3) para todo hijo rg′ de rg tenemos que ν(tgtrg′) satisface qf

ā
A

rg
′
. Nuevamente,

estamos inicializando los cómputos de Arg siempre que sea posible.

Por construcción es claro que H′ |= φ1 ∧ φ2 y también es claro que para cualquier ā ∈ X
tenemos que H′ |= φā4 por ii. También es directo que si para algún ā ∈ X, alguna valuación ν y
alguna región rg, existen constantes d y e en H′ donde son verdaderos los conceptos q0

ā
Arg

y qf
ā
Arg

,

respectivamente, entonces hay un camino de d a e cuya etiqueta está en el lenguaje Lrg.
Sea ā ∈ X y ν una valuación que interpreta todas las variables de b̄rg, srcrg, para todas las

regiones rg en sk. Las reglas i. y iii. garantizan que H′, ν |= θārg(b̄rg, srcrg) =⇒ q0
ā
Arg

(ā[srcrg]) para

todo rg ̸= root, por lo que H′ |= φā3. Para ver que H′ |= φā5, analizamos algunos casos.

� Supongamos que ν es tal que para alguna región rg, ocurre que H′, ν ̸|= θā
rg

′(b̄rg′ , srcrg′) con

rg′ ∈ ch(rg), entonces H′, ν ̸|= θārg(b̄rg, srcrg). En efecto, como H′ |= φā3, en d = ν(srcrg′) no

puede ser verdadero el predicado q0
ā
A

rg
′ , por lo que Arg

′ nunca inicializó bajo esta valuación

(en general, todos los predicados sāA
rg
′ tienen interpretación vaćıa en H′). En consecuencia, el

predicado qf
ā
A

rg
′

tampoco es verdadero en ν(tgtrg) y aśı H′, ν ̸|= θārg(b̄rg, srcrg) (ver la definición

(E) para mayor claridad). Luego, H′, ν ̸|= θāroot(b̄root).

� Supongamos que para todo rg ̸= root, H′, ν |= θārg(b̄rg, srcrg). Para todo rg′ ∈ ch(root), tenemos
que q0

ā
A

rg
′ es verdadero en ν(srcrg′). Si además ocurre que para todo rg′ ∈ ch(root) es verdadero

el concepto qf
ā
A

rg
′

en ν(tgtrg′), entonces H′, ν ̸|= ψāroot(b̄root), de lo contrario, el reducto de H′ a

los śımbolos de G, es decir, el modelo H, satisfaceŕıa q(ā). Luego, H′, ν ̸|= θāroot(b̄root).

Esto demuestra que H′ |= φā5, lo que finaliza la prueba de este teorema.
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2.4 Los casos que no son finitamente controlables

Primero veremos que los casos que no son finitamente controlables se pueden hallar para cualquier
esqueleto fuera de S1 bajo reglas FG, incluso si solo consideramos reglas sin constantes. Esto
significa que el ı́tem 1 del Teorema 38 se cumple para cualquier fragmento T de GNFO que
contiene a FG sin constantes.

Proposición 43. Si S ⊊ S1, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo FG no es finitamente controlable.
Esto se cumple incluso para un conjunto que solo contiene una regla sin constantes.

Demostración. Demostraremos que si sk ̸∈ S1 existe un modelo G, una consulta q ∈ CRPQ({sk}),
una tupla ā de constantes de G y un conjunto finito Γ de reglas FG tales que

1. q(ā) es falso en algún modelo infinito que extiende a G y que satisface Γ (en particular, esto se
cumple en Chase(G,Γ)), y

2. q(ā) es verdadero en todas las extensiones finitas de G que satisfacen Γ.

Como en la Proposición 42, usaremos el Chase. El esqueleto sk da la forma de q, donde solo
tenemos que especificar los lenguajes que queremos usar como etiquetas, respetando la cardinalidad
(finita/infinita) de acuerdo al esqueleto. Supongamos que sk tiene variables libres x̄ = x1, . . . , xk.
Debe haber algún eje infinito en un ciclo ligado. En este eje, ponemos s+, y en el resto de los ejes
de este ciclo colocamos t∗ para cada eje infinito y ε para cada eje finito. Para el resto de los ejes de
sk colocamos r∗ o r | ε, dependiendo de si son infinitos o finitos, respectivamente. Ver Figura 2.6
para un ejemplo particular.

El conjunto de reglas FG se define como el conjunto que consta solamente de la siguiente
fórmula:

∀x, y((x
r−→ y ∧ x r−→ x)⇒ ∃z(y

s−→ z ∧ x r−→ z ∧ z r−→ x)).

Sea G = {v r−→ v} y ν la valuación dada por ν(xi) = v para todo i. Se puede demostrar
que Chase(G,Γ) es el modelo infinito mostrado en la Figura 2.6. Observe que todos los ejes de
G están etiquetados con r o s, por lo que si Chase(G,Γ), ν |= q, debeŕıa haber un ciclo no trivial
con etiqueta en el lenguaje s+ en Chase(G,Γ), lo cual no es cierto. Entonces Chase(G,Γ), ν ̸|= q,
cumpliéndose el ı́tem 1.

Para 2, sea G ′ un modelo finito que extiende a G y que satisface Γ. Sea h : Chase(G,Γ) → G ′
un homomorfismo. Debe haber algún i < j tal que h(ni) = h(nj). Consideremos la siguiente
asignación ν ′ de variables de q a vértices de G ′: todas las variables libres son mapeadas a h(v) = v,
y todas las demás variables son mapeadas a h(ni). Demostramos que cada átomo en q es verdadero
en G ′ bajo ν ′.

Supongamos que x
L−→ y es un átomo en q. Si x y y son libres en q, entonces L es r | ε o r∗, y

ν ′(x) = ν ′(y) = h(v). Por lo que el átomo es verdadero, pues ε ∈ L. Si x es libre e y ligado en q,
entonces L es r | ε o r∗, y ν ′(x) = h(v) y ν ′(y) = h(ni). El átomo es verdadero, ya que r ∈ L y
en Chase(G,Γ) existe el eje v

r−→ ni. Si x está ligado e y es libre, el argumento es similar al caso
anterior. Si x e y están ambos ligados en q, entonces ν ′(x) = ν ′(y) = h(ni). Por construcción,
ocurre que ε ∈ L, en cuyo caso el átomo es verdadero, o L = s+, en cuyo caso el átomo también
es verdadero, ya que existe un ciclo no trivial h(ni)

s−→ h(ni+1)
s−→ · · · s−→ h(nj) = h(ni) en G ′.
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Figura 2.6: A la izquierda la consulta que se construye dado un esqueleto particular sk que no está en
S1. A la derecha Chase(G,Γ) para los G,Γ como en las demostraciones de las Proposiciones 43 y 44.

Aceptando el uso de constantes en las reglas, se puede probar de manera similar lo siguiente.

Proposición 44. Si S ̸⊆ S1, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo F1 no es finitamente controlable.

Demostración. Procedemos como en la prueba de la Proposición 43, solo que ahora el conjunto Γ
consta de la regla

∀y(v
r−→ y ⇒ ∃z(y

s−→ z ∧ v r−→ ∧z r−→ v)),

que usa la constante v. El Chase generado es el mismo que en la prueba de la Proposición 43, ver
Figura 2.6.

Observemos que en la demostración anterior el uso de la constante v en las reglas es comple-
tamente necesario, ya que por el ı́tem 2 del Teorema 38, si no permitimos constantes estaŕıamos
en la clase TF1 y bajo esta ontoloǵıa el problema es finitamente controlable para consultas en
UC2RPQ(S2). Notemos que justamente el esqueleto sk de la Figura 2.6 pertenece a S2.

Proposición 45. Si S ̸⊆ S1, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo ID no es finitamente controlable.

Demostración. Razonamos nuevamente como en la demostración de la Proposición 43. Dado sk,
fijamos q con esqueleto sk definiendo sus átomos como en esa prueba (ver Figura 2.6). Definimos
G = {R(v, v, w), v

s−→ w, v
r−→ v}, y la valuación ν para cada variable libre xi de q se define como

ν(xi) = v. El conjunto de reglas es

Γ = {R(x, y, z)⇒ R(x, z, t), R(x, y, z)⇒ y
s−→ z,

R(x, y, z)⇒ x
r−→ z, R(x, y, z)⇒ z

r−→ x}
(las variables x, y, z, t están cuantificadas impĺıcitamente). Tenemos que Chase(G,Γ) es el modelo
de la Figura 2.7 extendido con los hechos {R(v, v, w), R(v, w, n1)} ∪ {R(v, ni, ni+1) | i ≥ 1}. El
resto de la prueba es igual al de la Proposición 43.
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Figura 2.7: Chase(G,Γ) para G,Γ en la demostración de la Proposición 45. Notemos que el gráfico
muestra realmente a graph(G), como se definió en la Sección 2.1. Los hechos que dependen del predicado
R quedan impĺıcitos y son como se describen en la demostración.

Este es el único resultado en este caṕıtulo donde requerimos salir del esquema de grafos y utilizar
un predicado ternario para el planteamiento del conjunto de restricciones. Note que gran parte
de la estrategia de estas demostraciones depende de que podamos establecer los hechos v

r−→ ni y
ni

r−→ v para lidiar con los átomos finitos de la consulta q al ser mapeados en G ′. Dado que las IDs
no admiten constantes y no más de un átomo en el cuerpo y la cabeza de sus fórmulas, una relación
ternaria es la alternativa apropiada para generar estos hechos, ya que de esta manera podemos
aludir a la relación de la constante v con otro par de constantes sin usar a v expĺıcitamente en las
fórmulas. Veamos por último el contraejemplo correspondiente al ı́tem 2 del Teorema 38.

Proposición 46. Si S ̸⊆ S2, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo TF1 no es finitamente contro-
lable.

Demostración. De nuevo, como en la demostración de la Proposición 43. Definimos q con esqueleto
sk etiquetando como antes, pero esta vez el ciclo distinguido C solo tiene variables ligadas, las
cuales están todas a distancia infinita de cada variable libre. Tomamos G y ν también como en
esa demostración.

El conjunto Γ ahora consta solamente de la regla

∀x, y(x
r−→ y ⇒ ∃z(y

r−→ z ∧ z r−→ y ∧ y s−→ z)).

Se sigue que Chase(G,Γ) es el modelo finito de la Figura 2.8, y como en las demostraciones
anteriores tenemos que Chase(G,Γ) ̸|= q.

Sea G ′ un modelo finito que extiende a G y satisface Γ. Sea h : Chase(G,Γ) → G ′ un homo-
morfismo y sea i < j tal que h(ni) = h(nj). Consideremos la siguiente asignación ν ′: si x es una
variable libre o ligada a distancia finita de una variable libre, ν ′(x) = h(v) = v. Para el resto de
las variables x, ν ′(x) = h(ni).

Supongamos que x
L−→ y es un átomo en q. Si x e y son variables a distancia finita de una

variable libre, entonces x
L−→ y es verdadero en G ′, ν ′ ya que por construcción tenemos que ε ∈ L. Si

x está a distancia finita de una variable libre e y no (o viceversa), entonces L es infinito. Notemos

que ni x ni y pertenecen a C. Por construcción, L = r∗ y entonces el átomo x
L−→ y es verdadero en

G ′, ν ′. Supongamos que x e y son variables a distancia infinita de cualquier variable libre. Entonces
ν ′(x) = ν ′(y) = h(ni). Si x e y están ambos fuera de C, entonces ε ∈ L y estamos listos. Si uno
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de los dos está C y el otro no, el argumento es similar. Si tanto x como y están en C, entonces

ε ∈ L o L = s+. En ambos casos el átomo x
L−→ y es verdadero en G ′, ν ′.

Figura 2.8: A la izquierda la consulta que se construye dado un esqueleto particular sk que no está en
S2. A la derecha Chase(G,Γ) para G,Γ como en la demostración de la Proposición 46.



Caṕıtulo 3

Extensiones de PDL mediante
propiedades de grafos

La Lógica Proposicional Dinámica, o PDL por sus siglas en inglés, se propuso originalmente como
una lógica modal para razonar sobre el comportamiento de programas [88, 89]. Este lenguaje se
compone de dos tipos de expresiones: fórmulas, que se interpretan como relaciones unarias sobre
estructuras de Kripke (generalizando a la lógica modal); y programas, que se interpretan como rela-
ciones binarias sobre estructuras de Kripke, las cuales se definen siguiendo un esquema de recursión
mutua (Sección 3.2). Algunos de los resultados principales obtenidos por Fischer y Ladner son de
carácter computacional, dando procedimientos y las respectivas complejidades para decidir model
checking y satisfacibilidad de PDL, aśı como de carácter semántico, demostrando propiedades como
el Teorema de Modelo Pequeño (toda fórmula de tamaño n satisfacible se satisface en un modelo
de tamaño a lo sumo 2n), que implica que PDL posee la propiedad de modelo finito, de la que
hablamos en el caṕıtulo anterior como una propiedad que se cumple para el lenguaje GNFO. Poco
después estos resultados fueron complementados por [146] donde se da una cota superior para la
complejidad del problema de satisfacibilidad de PDL en base a procedimientos determińısticos, y
por [39] donde se dan resultados análogos para PDL bajo semántica de modelos determińısticos.
Otros trabajos que siguen una ĺınea similar a los ya citados son [160], donde extienden a PDL con
operadores de loop y converse, preservando la decibilidad del lenguaje pero no aśı la propiedad de
modelo finito; [66] donde extienden a PDL con el operador strong loop, que junto al operador con-
verse referenciamos más adelante en este trabajo bajo el nombre de loop-CPDL (Sección 3.3); [65]
donde definen IPDL como PDL más el operador de intersección de programas, y demuestran que
el problema de satisfacibilidad de IPDL es 2ExpTime. Este último resultado fue complementado
por [125] donde prueban que el problema de satisfacibilidad de IPDL es de hecho 2ExpTime-
completo; cuando se considera intersección junto a converse se obtiene ICPDL (Sección 3.3) cuyo
problema de satisfacibilidad es decidible v́ıa una reducción a MSO [133], pero este resultado fue
mejorado unos años más tarde por [103] donde demuestran que es 2ExpTime-completo. En relación
a los lenguajes que hemos utilizado en los caṕıtulos previos, RPQ (Ejemplo 13) se encuentra nat-
uralmente contenido en PDL, y Reg-GXPath y otros lenguajes tratados en [128] comparten varias
similitudes semánticas con PDL, que permiten establecer relaciones con las cotas de complejidad
de PDL obtenidas por Fischer y Ladner.
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Debido en parte a este tipo de adaptaciones, PDL ha sido utilizado en distintas áreas de las
ciencias computacionales, en particular, en lógicas de descripción [99], lógicas epistémicas [166],
śıntesis de programación [143], o incluso ha sido considerado como lenguaje de consulta para
bases de dato semi-estructuradas [8, 162], entre otras muchas aplicaciones. En [85] abordamos un
enfoque más arraigado a la Teoŕıa de Modelos y propusimos una extensión de PDL, denotada
como CPDL+, para la cual demostramos una serie de propiedades sintácticas y semánticas que
muestran su amplio poder expresivo, a la vez que se preservan varias propiedades computacionales
ya presentes en PDL, todo lo cual será expuesto a lo largo de este caṕıtulo.

Como ya hemos visto, PDL ha sido extendido desde su concepción con varios operadores
sintácticos que aumentan su poder expresivo, esto debido tanto a la sencillez de su sintaxis como
a la amplia variedad de propiedades fundamentales que posee. Bajo esta noción, gran parte del
material existente se podŕıa dividir en dos vertientes cuyos propósitos son: (i) estudiar extensiones
más expresivas y decidibles de PDL respecto a operadores compatibles con la sintaxis y semántica
usual de PDL, (ii) analizar el ĺımite de la decibilidad de PDL cuando se extiende con operadores
no regulares. En particular, los resultados mostrados en este caṕıtulo caen en la primera de estas
vertientes. Algunos ejemplos del segundo punto son [51,114,115,129], que si bien difieren de nuestro
objetivo, varias de las técnicas utilizadas en estos trabajos son similares a las que aplicaremos más
adelante. En la Sección 3.2 introducimos una operación recursiva que denominamos programa
conjuntivo, que es una forma de realizar un tipo generalizado de clausura conjuntiva sobre PDL,
similar a como se construye C2RPQ a partir de 2RPQ (ver Ejemplo 13 o Sección 2.1). Más
importante aún, veremos en la Sección 3.3 que otros operadores ya mencionados como strong
loop e intersección de programas también son abarcables por los programas conjuntivos mediante
traducciones polinomiales, lo que garantiza que CPDL+ es un lenguaje que unifica bajo un mismo
operador varias clases de lenguajes de consulta, incluso algunas que son incomparables entre śı.
Nuestra estrategia en este punto se basa en garantizar la equivalencia de los lenguajes mencionados
a fragmentos de CPDL+ que dependen de propiedades topológicas de grafos impuestas sobre los
grafos subyacentes de los programas conjuntivos.

Esta nueva extensión de PDL surgió al intentar establecer un criterio de bisimulación para
ICPDL mediante un juego de múltiples piedras, similar a los planteados para la lógica infini-
taria [121]. Las conclusiones de esta idea se abordarán en la Sección 3.4, donde obtenemos
una caracterización de varios fragmentos de CPDL+ definidos por propiedades de treewidth aco-
tado (bounded treewidth), que es un parámetro que indica qué tan similar es un grafo a un árbol
(Sección 3.1). Los fragmentos en cuestión los denotamos por CPDL+(TWk) con k ∈ N, los cuales
forman una jerarquización estrictamente creciente de CPDL+, es decir, se cumple que

CPDL+ =
⋃
k∈N

CPDL+(TWk)

y CPDL+(TWk+1) es más expresivo que CPDL+(TWk) para todo k ≥ 2. Esta última propiedad se
demuestra formalmente en la Sección 3.5, por medio de los criterios de simulación planteados en
la sección previa y por una propiedad de modelo de ancho de árbol acotado (Corolario 69), lo que
funciona como una generalización de un resultado análogo obtenido en [103] para ICPDL y modelos
de treewidth 2. Por último, en la Sección 3.6, demostramos que el problema de satisfacibilidad de
CPDL+ es decidible, siguiendo un esquema similar al de [103] donde demuestran la decibilidad del
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problema de satisfacibilidad de ICPDL por medio de una reducción a un problema de autómatas.
La Figura 3.1 muestra algunos de los resultados obtenidos.

<latexit sha1_base64="efbEn9kJARd4NKEFqLpKIVDmiyM="></latexit>

CPDL

<latexit sha1_base64="4AaM2x4h0Yr5w7J24FsyEW3/pnY="></latexit>

ICPDL

<latexit sha1_base64="mpJF/cWaJ8ZdEjsFLc7v+4oUKt4="></latexit>

CPDL+

<latexit sha1_base64="D9ubQ+wk31KCwEO6GpPZbHtkIoE="></latexit>

CPDL+(TW1)
<latexit sha1_base64="GNGWh/3GzN5U+QxwoYPYBhVS5S4="></latexit>

CPDL+(TW2)

<latexit sha1_base64="RhW9MfP/on9Z1J1+ntKiEr6NwAw="></latexit>

CPDL+(TW: )

<latexit sha1_base64="hXZcpsACa3riedpOJgAyGvvwmJ4="></latexit>

PDL
<latexit sha1_base64="MJ3IwYLrcDKFDIzIF6ZZ8RglRVs="></latexit>

ML

<latexit sha1_base64="6miFiltII253qHzJzVfaVnjEUiM="></latexit>

Regular Queries

<latexit sha1_base64="AeBL6Zqk37FYO7/JHJMxJaVyXxI=">AAAB7XicbZDLSsNAFIYn9VbjrerSzWBRXJVE8LIRC25cVrAXaEOZTCbt2EkmzJwUSug7uHGhiBsXPohv4Kb4Nk4vC239YeDj/89hzjl+IrgGx/m2ckvLK6tr+XV7Y3Nre6ewu1fTMlWUVakUUjV8opngMasCB8EaiWIk8gWr+72bcV7vM6W5jO9hkDAvIp2Yh5wSMFat1Q8k6Hah6JScifAiuDMoXn+O7KvkfVRpF75agaRpxGKggmjddJ0EvIwo4FSwod1KNUsI7ZEOaxqMScS0l02mHeIj4wQ4lMq8GPDE/d2RkUjrQeSbyohAV89nY/O/rJlCeOllPE5SYDGdfhSmAoPE49VxwBWjIAYGCFXczIpplyhCwRzINkdw51dehNppyT0vnd05xfIxmiqPDtAhOkEuukBldIsqqIooekCP6Bm9WNJ6sl6tt2lpzpr17KM/sj5+ADOPkzY=</latexit>...

<latexit sha1_base64="AeBL6Zqk37FYO7/JHJMxJaVyXxI=">AAAB7XicbZDLSsNAFIYn9VbjrerSzWBRXJVE8LIRC25cVrAXaEOZTCbt2EkmzJwUSug7uHGhiBsXPohv4Kb4Nk4vC239YeDj/89hzjl+IrgGx/m2ckvLK6tr+XV7Y3Nre6ewu1fTMlWUVakUUjV8opngMasCB8EaiWIk8gWr+72bcV7vM6W5jO9hkDAvIp2Yh5wSMFat1Q8k6Hah6JScifAiuDMoXn+O7KvkfVRpF75agaRpxGKggmjddJ0EvIwo4FSwod1KNUsI7ZEOaxqMScS0l02mHeIj4wQ4lMq8GPDE/d2RkUjrQeSbyohAV89nY/O/rJlCeOllPE5SYDGdfhSmAoPE49VxwBWjIAYGCFXczIpplyhCwRzINkdw51dehNppyT0vnd05xfIxmiqPDtAhOkEuukBldIsqqIooekCP6Bm9WNJ6sl6tt2lpzpr17KM/sj5+ADOPkzY=</latexit>...

<latexit sha1_base64="AeBL6Zqk37FYO7/JHJMxJaVyXxI=">AAAB7XicbZDLSsNAFIYn9VbjrerSzWBRXJVE8LIRC25cVrAXaEOZTCbt2EkmzJwUSug7uHGhiBsXPohv4Kb4Nk4vC239YeDj/89hzjl+IrgGx/m2ckvLK6tr+XV7Y3Nre6ewu1fTMlWUVakUUjV8opngMasCB8EaiWIk8gWr+72bcV7vM6W5jO9hkDAvIp2Yh5wSMFat1Q8k6Hah6JScifAiuDMoXn+O7KvkfVRpF75agaRpxGKggmjddJ0EvIwo4FSwod1KNUsI7ZEOaxqMScS0l02mHeIj4wQ4lMq8GPDE/d2RkUjrQeSbyohAV89nY/O/rJlCeOllPE5SYDGdfhSmAoPE49VxwBWjIAYGCFXczIpplyhCwRzINkdw51dehNppyT0vnd05xfIxmiqPDtAhOkEuukBldIsqqIooekCP6Bm9WNJ6sl6tt2lpzpr17KM/sj5+ADOPkzY=</latexit>...

<latexit sha1_base64="6Qnehke4wNjKKp4tRfhlhxMJWKo="></latexit>

CQPDL

<latexit sha1_base64="oIFy/FC32OJxAxnNE5nJSvcXvwQ="></latexit>

PS
��

��
<latexit sha1_base64="tl8gSIPwmjH7+Bcke61v23iSXL8="></latexit>

E�
�T

��
�

<latexit sha1_base64="S5EVLCWoe8rDJegcdV7Fr3bQ9vY="></latexit>

E�
�S

��
��

<latexit sha1_base64="pQjFEXqqU4IXCPWqKBpBodZswbA="></latexit> 2E
��

T�
��

<latexit sha1_base64="0l9vJ0YhXNiOTHFhl8KncPmFd2I="></latexit> 3E
��

T�
��

<latexit sha1_base64="JAhFZLUPZHHx+jcY0sM8xm1YDM0="></latexit>

loop-CPDL

<latexit sha1_base64="zwepjEX+OVpXmCPAh8IV3XyqZOs="></latexit>

CQ

<latexit sha1_base64="q+iUjaERYJ/y1sMYb0BEi1QrsRY="></latexit>

NP

<latexit sha1_base64="AeBL6Zqk37FYO7/JHJMxJaVyXxI=">AAAB7XicbZDLSsNAFIYn9VbjrerSzWBRXJVE8LIRC25cVrAXaEOZTCbt2EkmzJwUSug7uHGhiBsXPohv4Kb4Nk4vC239YeDj/89hzjl+IrgGx/m2ckvLK6tr+XV7Y3Nre6ewu1fTMlWUVakUUjV8opngMasCB8EaiWIk8gWr+72bcV7vM6W5jO9hkDAvIp2Yh5wSMFat1Q8k6Hah6JScifAiuDMoXn+O7KvkfVRpF75agaRpxGKggmjddJ0EvIwo4FSwod1KNUsI7ZEOaxqMScS0l02mHeIj4wQ4lMq8GPDE/d2RkUjrQeSbyohAV89nY/O/rJlCeOllPE5SYDGdfhSmAoPE49VxwBWjIAYGCFXczIpplyhCwRzINkdw51dehNppyT0vnd05xfIxmiqPDtAhOkEuukBldIsqqIooekCP6Bm9WNJ6sl6tt2lpzpr17KM/sj5+ADOPkzY=</latexit>...

<latexit sha1_base64="zBgG8n43kOiUaL7Ljd9OJ4vwRv4="></latexit> 2E
��

S�
��

�

<latexit sha1_base64="Z3cKgl0ZuIyIH9Mc+AQWHYd8oXM="></latexit>

CPDL+(;)

<latexit sha1_base64="YcuLLoT3RYRJzO05DYZ3G7xKmio="></latexit>

CPDL+(G )

<latexit sha1_base64="Pk+5ymQHAAcSeaEB2FzBpfvnzt8="></latexit>

C2RPQ

<latexit sha1_base64="iXDRSux57wrQusIbwr2kMwfnovM="></latexit>

C2RPQ(TW: )

<latexit sha1_base64="hOnWb3HT7q9hjUDgBmGx/0RnKhE="></latexit>

C2RPQ(TW2)

<latexit sha1_base64="YAHPvi3xuViSxD5WJBPqB+Y7Zr8="></latexit>

C2RPQ(TW1)

Figura 3.1: Mapa de expresividad y complejidad para lenguajes basados en formalismos de PDL y CQ.
Las flechas van en dirección al lenguaje más expresivo, cuyas relaciones se dan por medio de traducciones
polinomiales, excepto la que sale de Regular Queries [148], que es exponencial. En los casos de CQ,
C2RPQ, Regular Queries y CQPDL nos restringimos a consultas conexas de aridad 1 para establecer
la comparación del poder expresivo. Por C2RPQ(TWk) denotamos al conjunto de consultas (conexas)
C2RPQ cuyos grafos subyacentes tienen treewidth ≤ k. Las cotas de complejidad corresponden a las de
los problemas de razonamiento asociados a cada formalismo lógico: satisfacibilidad para lógicas cerradas
por negación, y containment para lenguajes de la familia CQ/C2RPQ. En azul destacamos la familia de
lenguajes introducidos en este caṕıtulo.

3.1 Preliminares

Usamos la notación estándar ū para denotar una tupla de elementos de algún conjunto X y ū[i]
para denotar su i-ésima componente. Si q̄ = (q1, . . . , qk) es una tupla y 1 ≤ i ≤ k, por q̄[i 7→ r]
denotamos a la tupla (q1, . . . , qi−1, r, qi+1, . . . , qk). Para una función f : X → Y usualmente
escribimos f(ū) para denotar (f(ū[1]), . . . , f(ū[k])), donde k es la dimensión de ū.

Un grafo (simple, no dirigido) es un par G = (V,E) donde V es un conjunto no vaćıo de vértices
y E es un conjunto de aristas, es decir, conjuntos no vaćıos de vértices de tamaño a lo sumo 2.
Nos referiremos a V y E como V (G) y E(G), respectivamente. Por lo general asumimos que los
grafos son finitos (es decir, que V (G) es finito), salvo que se especifique lo contrario.
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Veamos algunos conceptos de grafos que se usarán bastante en este caṕıtulo. Un clique o grafo
completo es un grafo G tal que para todo u, v ∈ V (G), {u, v} ∈ E(G). Dado un grafo G y
B ⊆ V (G), decimos que B es subclique de G si {{x, y} | x, y ∈ B, x ̸= y} ⊆ E(G). Un árbol es
un grafo conexo sin ciclos (y en particular, sin aristas de la forma {v}).

Una descomposición de árbol de un grafo G es un par (T,v) donde T es un árbol y v es una
función que asigna a cada vértice de T , llamado bolsa, un conjunto de vértices de G, es decir,
v : V (T ) → ℘(V (G)). Cuando x ∈ v(b) decimos que la bolsa b ∈ V (T ) contiene al vértice x.
El tamaño de una bolsa b es el cardinal de v(b). Además, se deben satisfacer las siguientes tres
propiedades:

TD1 cada vértice x de G está contenido en al menos una bolsa de T ;

TD2 para cada eje {x, y} de G hay al menos una bolsa de T que contiene tanto a x como a y; y

TD3 para cada vértice x de G, el conjunto de bolsas de T que contienen a x define un subgrafo
conexo (un subárbol) de T .

La descomposición de árbol de un grafo infinito es un árbol infinito y una función que satisfacen
las condiciones anteriores. El ancho de (T,v) es el máximo (o supremo, si T es infinito) de los
valores |v(b)| − 1 cuando b vaŕıa en V (T ). El treewidth de G, denotado tw(G), es el mı́nimo de
todos los anchos de las descomposiciones de árbol de G. Denotamos por TWk al conjunto de todos
los grafos (finitos) de ancho ≤ k. Ver Figura 3.2 para ejemplos de descomposiciones de árbol.

Intuitivamente, el treewidth de un grafo se entiende como un parámetro que indica qué tan
similar es el grafo a un árbol; entre más bajo el valor, más parecido a un árbol es. En particular,
TW1 consta de todos los árboles (y bosques) finitos. Otra propiedad útil para entender algunos
ejemplos posteriores es que todo clique de tamaño k está en TWk−1, y si un grafo G contiene un
clique de tamaño k entonces tw(G) ≥ k−1. Esto último es debido a que los vértices que conforman
el clique deben aparecer juntos necesariamente en alguna bolsa de cualquier descomposición de
árbol de G.

Figura 3.2: A. Un grafo simple; B. Una descomposición de árbol de ancho 3; C. Una descomposición
de árbol que demuestra que el treewidth del grafo A es 2 (no puede ser 1 por no ser un árbol). Note
que los cliques formados por los vértices 1, 2, 3 y 3, 4, 5 deben conformar al menos una bolsa en cualquier
descomposición de árbol.

Sean P y A conjuntos infinitos numerables y disjuntos dos a dos, que contienen proposiciones
atómicas y programas atómicos, respectivamente. Una estructura de Kripke es una tupla

K = (X, {→a| a ∈ A}, {Xp | p ∈ P}), (A)
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donde X es un conjunto no vaćıo de mundos denotado por W (K), →a⊆ X × X es una relación
de transición para cada a ∈ A, y Xp ⊆ X es una relación unaria para cada p ∈ P. La distancia
entre dos mundos de K es simplemente la longitud del camino más corto en el grafo subyacente
de K. Decimos que K es de grado finito si cada mundo de K tiene un número finito de vecinos a
distancia 1.

Una subestructura de K es una estructura de Kripke K ′ = (X ′, {→′
a| a ∈ A}, {X ′

p | p ∈ P})
tal que X ′ ⊆ X; →′

a⊆→a para todo a ∈ A; y X ′
p ⊆ Xp para todo p ∈ P. Dado un subconjunto no

vaćıo X ′ ⊆ X, la subestructura inducida por X ′ es la subestructura K ′ de K tal que W (K ′) = X ′

y es maximal con esta propiedad.
Sean K = (X, {→a| a ∈ A}, {Xp | p ∈ P}) y K ′ = (X ′, {→′

a| a ∈ A}, {X ′
p | p ∈ P}). Recorde-

mos que un homomorfismo entre K y K ′ es una función f : X → X ′ tal que para todos w,w′ ∈ X
tenemos que w ∈ Xp implica que f(w) ∈ X ′

p y (w,w′) ∈→a implica que (f(w), f(w′)) ∈→′
a, para

cada p ∈ P y a ∈ A. Una función f : X̂ → X ′ con X̂ ⊆ X es un homomorfismo parcial si es un
homomorfismo de K̂ a K ′, donde K̂ es la subestructura de K inducida por X̂. Sea Homk(K,K

′) el
conjunto de todos los pares de tuplas (ū, v̄) ∈ W (K)k×W (K ′)k tales que {ū[i] 7→ v̄[i] | 1 ≤ i ≤ k}
es un homomorfismo parcial deK enK ′. Por conveniencia, asumimos que Homk(K,K

′) posee todas
las tuplas homomorfas de menor orden, o en otras palabras, que Homk(K,K

′) ⊆ Homk+1(K,K
′)

para todo k ≥ 1.
Por último, definimos el treewidth de una estructura de Kripke como el treewidth de su grafo

subyacente. Otras definiciones usuales de grafos como clique, conexidad, camino, etc, también son
aplicables a estructuras de Kripke. Varias de estas definiciones ya fueron utilizadas en caṕıtulos
anteriores.

3.2 PDL y sus extensiones

Las expresiones de CPDL pueden ser fórmulas φ o programas π, definidos por la siguiente gramática,
donde p vaŕıa en P y a en A:

φ ::= p | ¬φ | φ ∧ φ | ⟨π⟩
π ::= ε | a | ā | π ∪ π | π ◦ π | π∗ | φ?

(B)

Definimos la semántica de programas JπKK y de fórmulas JφKK en una estructura de Kripke K
como (A), donde JπKK ⊆ X ×X y JφKK ⊆ X, como sigue:

JpKK := Xp para p ∈ P,
J¬φKK := X \ JφKK ,

Jφ1 ∧ φ2KK := Jφ1KK ∩ Jφ2KK ,
J⟨π⟩KK := {u ∈ X | ∃v ∈ X.(u, v) ∈ JπKK},

JεKK := {(u, u) | u ∈ X},
JaKK :=→a ,

JāKK := {(v, u) ∈ X2 | (u→a v)},
Jπ1 ⋆ π2KK := Jπ1KK ⋆ Jπ2KK para ⋆ ∈ {∪, ◦},



3.2. PDL y sus extensiones 62

Jπ∗KK := la clausura reflexiva y transitiva de JπKK ,
Jφ?KK := {(u, u) | u ∈ X, u ∈ JφKK}.

Escribimos K, u |= φ para u ∈ JφKK y K, u, v |= π para (u, v) ∈ JπKK y escribimos φ1 ≡ φ2

(resp. π1 ≡ π2) si Jφ1KK = Jφ2KK (resp. Jπ1KK = Jπ2KK) para cada estructura de Kripke K, en
cuyo caso decimos que φ1, φ2 (resp. π1, π2) son equivalentes. A los programas de la forma φ? se
les denomina test. PDL es el fragmento de expresiones en CPDL que no usan programas atómicos
de la forma ā.

Algunas otras relaciones que se pueden introducir bajo la semántica dada y que extienden la
sintaxis (B) de manera natural son las constantes Booleanas, true = p ∨ ¬p con p ∈ P y false =
¬true; la disyunción de fórmulas φ ∨ ψ = ¬(¬φ ∧ ¬ψ); y la modalidad usual ⟨π⟩φ = ⟨π ◦ φ?⟩.
También podemos reescribir algunas operaciones ya establecidas como φ∧ψ ≡ ⟨φ?⟩ψ ≡ ⟨φ? ◦ ψ?⟩,
que pueden ser útiles más adelante.

CPDL se puede extender de distintas maneras agregando operadores de fórmulas o programas
con semánticas particulares. Algunos de los lenguajes más conocidos y utilizados los describimos
a continuación.

ICPDL se define como CPDL más intersección de programas π ::= π ∩ π cuya semántica está
dada por Jπ1 ∩ π2KK := Jπ1KK ∩ Jπ2KK . Para un programa en ICPDL π definimos su inversa π−1

como sigue:

∗−1 = ∗ ∗ ∈ {ε, φ?}
a−1 = ā a ∈ A
ā−1 = a a ∈ A

(π1 ⋆ π2)
−1 = π−1

2 ⋆ π−1
1 ⋆ ∈ {◦,∪,∩}

(π∗)−1 = (π−1)∗

Por inducción estructural, se puede demostrar fácilmente que

Proposición 47. π es un programa de ICPDL si y solo si π−1 es un programa de ICPDL, y
(u, v) ∈ JπKK si y solo si (v, u) ∈ Jπ−1KK para toda estructura de Kripke K.

loop-CPDL se define como CPDL más el operador de fórmulas φ ::= loop(π) cuya semántica
está dada por Jloop(π)KK := {x | (x, x) ∈ JπKK}. Notemos que loop-CPDL se puede considerar
como un fragmento de ICPDL pues las expresiones loop(π) y ⟨π ∩ ε⟩ poseen la misma semántica.

Hasta aqúı hemos tratado con conceptos ya conocidos y que forman parte de la literatura desde
hace un tiempo. A continuación, veremos la teoŕıa desarrollada en [85].

Añadiendo esteroides Consideremos el conjunto de variables Var. Un átomo de programa es
una expresión de la forma π(x, x′) donde x, x′ ∈ Var1 y π es un programa de (alguna extensión de)
CPDL. La idea es usar la “atomización” de programas para definir nuestra extensión de CPDL
mediante un operador iterativo especial. Primero, dado un átomo de programa π(x, x′) definimos
vars(π(x, x′)) := {x, x′} y para un conjunto C de átomos de programa definimos vars(C) :=⋃
A∈C vars(A).

1Es posible que x = x′.
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CPDL+ se define como CPDL más programas de la forma π ::= C[xs, xt] donde:

(1) C es un conjunto finito no vaćıo de átomos de programa;

(2) xs, xt ∈ vars(C); y

(3) el grafo subyacente GC de C es conexo2, donde GC se define como (V (GC), E(GC)), donde
V (GC) = vars(C) y E(GC) = {vars(A) | A ∈ C}.

Llamamos a este tipo de expresiones programas conjuntivos. Dado que {xs, xt} ⊆ vars(C), también
definimos vars(C[xs, xt]) := vars(C). Por otra parte, para π = C[xs, xt] se define el grafo subya-
cente Gπ igual a GC añadiendo el eje {xs, xt}. Ver Figura 3.3 para ejemplos de grafos subyacentes.
Note que por recursividad, los conjuntos C se pueden componer a su vez de programas conjuntivos
atomizados.

Figura 3.3: A. Representación gráfica del conjunto C que consta de los átomos de programa
π13(x1, x3), π12(x1, x2), π14(x1, x4), π

′
14(x1, x4), π33(x3, x3), π32(x3, x2), π24(x2, x4), π42(x4, x2); B. GπB

con
πB = C[x1, x2]; C. GπC

con πC = C[x3, x4]; D. GπD
con πD = C[x2, x2]. Observe que GπB

,GπD
∈ TW2,

pero GπC
∈ TW3 \ TW2.

La semántica para programas conjuntivos está dada por interpretaciones. Decimos que una
función f : vars(C)→ W (K) es una asignación de satisfacción de C sobre K si (f(x), f(x′)) ∈ JπKK
para todo átomo de programa π(x, x′) ∈ C. La semántica JC[xs, xt]KK de un programa conjuntivo
en una estructura de Kripke K es el conjunto de todos los pares (f(xs), f(xt)) ∈ W (K) ×W (K)
donde f es una asignación de satisfacción de C. Para un par de mundos u, v ∈ W (K) tenemos
que K, u, v |= C[xs, xt] si y solo si existe una asignación de satisfacción f de C sobre K tal que
f(xs) = u y f(xt) = v. La propiedad (3) permite demostrar la siguiente proposición:

Proposición 48. Para toda estructura de Kripke K, mundos u, v ∈ W (K) y programa π de
CPDL+, si K, u, v |= π entonces u, v pertenecen a una misma componente conexa de K.

Demostración. Para los casos básicos ε y a, ā con a ∈ A esto es obvio. El resto de los casos se de-
ducen directamente de la hipótesis inductiva. Haremos solo el análisis para programas conjuntivos:
sea π = C[xs, xt] y supongamos que K, u, v |= π. Entonces existe una asignación de satisfacción f
de C sobre K tal que f(xs) = u y f(xt) = v. Por definición, tenemos que K, f(x), f(x′) |= π′ para
todo π′(x, x′) ∈ C, y por hipótesis inductiva, los mundos f(x), f(x′) están en una misma compo-
nente conexa de K. Como GC es conexo y la propiedad de conexidad es transitiva y simétrica,

2Para algunos resultados que se demostrarán más adelante podŕıamos prescindir de la restricción de conexidad
para el grafo subyacente de programas conjuntivos, pero la incluimos para establecer relaciones con otras lógicas ya
conocidas, como ICPDL y loop-CPDL.
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entonces todos los elementos en {f(x) | x ∈ vars(C)} pertenecen a una misma componente conexa
de K, en particular, esto vale para u y v.

De la demostración anterior también podemos deducir que si K, u, v |= π, entonces u y v están
conectados por un camino en K que solo usa programas atómicos que aparecen en π.

Note que los programas conjuntivos se interpretan como relaciones binarias y los lenguajes
lógicos que introduciremos a continuación se limitan a este tipo de expresiones, pero fácilmente
podemos extender las ideas ya vistas para lidiar con relaciones de mayor aridad: dado C un
conjunto de átomos de programa y z̄ una n-tupla de vars(C), la expresión C[z̄] se denomina
programa generalizado, cuya semántica viene dada naturalmente como el conjunto JC[z̄]KK que
consta de todas las tuplas f(z̄) donde f es una asignación de satisfacción de C. El grafo subyacente
GC[z̄] se define igual a GC añadiendo los ejes {y, y′} para todo par de variables y, y′ que aparecen
en z̄, es decir, la tupla z̄ genera un subclique en GC[z̄]. Sobre los programas generalizados también
vale la propiedad de la Proposición 48, bajo la suposición de que GC sea conexo. Como ya se
dijo, este tipo de expresiones no formarán parte de los lenguajes a tratar, pero serán de ayuda en
algunas demostraciones.

Para una clase G de grafos definimos CPDL+(G) como el fragmento de CPDL+ cuyos progra-
mas conjuntivos tienen alguna forma permitida en G, o más formalmente, CPDL+(G) es CPDL+

restringido a los programas conjuntivos π = C[xs, xt] tales que Gπ es isomorfo a un elemento de
G. Por lo general trabajaremos con clases de grafos cerradas por isomorfismos pero en algunos
ejemplos usaremos clases finitas de grafos, por simpleza.

Algunas veces haremos alusión a ICPDL+ que es igual a CPDL+ extendido con intersección de
programas (∩), cuya semántica es similar a la dada para ICPDL. Observe que cualquier expresión
de ICPDL también es una expresión de ICPDL+ que no utiliza programas conjuntivos y cuya
semántica se preserva; por lo tanto, ICPDL+ extiende a ICPDL. Análogamente, ICPDL+(G) se
define como CPDL+(G) extendido con intersección de programas.

Para una expresión e de ICPDL+, denotamos por sub(e) al conjunto de todas las subexpresiones
de e que se define como el conjunto más pequeño que satisface lo siguiente:

� e ∈ sub(e),

� si ψ ∧ ψ′ ∈ sub(e) entonces {ψ, ψ′} ⊆ sub(e),

� si ¬ψ ∈ sub(e) entonces ψ ∈ sub(e),

� si ⟨π⟩ ∈ sub(e) entonces π ∈ sub(e),

� si ⋆ ∈ {◦,∪,∩} y π ⋆ π′ ∈ sub(e), entonces {π, π′} ⊆ sub(e),

� si π∗ ∈ sub(e), entonces π ∈ sub(e),

� si ψ? ∈ sub(e) entonces ψ ∈ sub(e),

� si C[xs, xt] ∈ sub(e) y π(x, y) ∈ C, entonces π ∈ sub(e).

Si una fórmula ψ está en sub(e) decimos que es una subfórmula de e, y si un programa π está en
sub(e) decimos que es un subprograma de e. Una expresión en CPDL+ o en ICPDL+ es positiva
si no contiene subfórmulas del tipo ¬ψ.
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Definimos el tamaño |e| de expresiones e de ICPDL+ por inducción como sigue:

|ε| = |p| = |a| = |ā| := 1 p ∈ P y a ∈ A,
|π1 ⋆ π2| := 1 + |π1|+ |π2| ⋆ ∈ {∪,∩, ◦}
|¬φ| = |φ?| := 1 + |φ|
|⟨π⟩| := 1 + |π|

|C[xs, xt]| := 1 +
∑

π(x,x
′
)∈C

(
|π|+ 2

)
Notemos que en el caso de programas conjuntivos C[xs, xt], su tamaño depende impĺıcitamente

del cardinal de C.
La introducción de ICPDL+ se hace por razones técnicas, puesto que no añade poder expresivo

a CPDL+, como se demuestra a continuación.

Proposición 49. ICPDL+ y CPDL+ son equivalentes en términos de poder expresivo. Más aún,
para cualquier clase G que contiene al grafo que consta de un solo eje entre dos nodos distintos se
tiene que ICPDL+(G) y CPDL+(G) son también equivalentes en términos de poder expresivo.

Demostración. π1 ∩ π2 es equivalente a {π1(x, y), π2(x, y)}[x, y] con x ̸= y.

Para un par de lenguajes lógicos L1 y L2 que admiten expresiones de fórmulas y programas,
decimos que L2 es (al menos) tan expresivo como L1, denotado L1 ≦ L2, si hay una función Tr
que manda fórmulas de L1 a fórmulas de L2 y programas de L1 a programas de L2 que preserva
equivalencias, es decir, tal que para toda estructura de Kripke K, fórmula φ de L1 y programa π de
L1, ocurre que JφKK = J Tr(φ)KK y JπKK = J Tr(π)KK . A tales funciones las llamamos traducciones.

Escribimos L1 ≨ L2 para denotar que L1 ≦ L2 y L2 ≦̸ L1. Escribimos L1 ≡ L2 para denotar que
L1 ≦ L2 y L2 ≦ L1, en cuyo caso decimos que L1 y L2 son equiexpresivos. Por ejemplo, de la
Proposición 49 obtenemos que ICPDL+ y CPDL+ son equiexpresivos.

La Lógica de Menor Punto Fijo (o LFP por sus siglas en inglés) resulta relevante en este con-
texto, ya que es bien conocido que con LFP podemos expresar la clausura reflexiva y transitiva
de un conjunto, mientras que las demás operaciones de programas como unión, inversión, concate-
nación, intersección y los programas conjuntivos se pueden interpretar fácilmente con conectivos
Booleanos y cuantificadores de primer orden. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 50. ICPDL+ ≦ LFP.

A continuación veremos algunas relaciones más interesantes entre varios de los lenguajes ya
definidos. Dado que las traducciones pueden fungir como reducciones entre problemas de de-
cisión, muchas veces nos referiremos a estas como traducciones polinomiales (resp. exponenciales),
implicando que vienen acompañadas de un algoritmo determińıstico que las computa en tiempo
polinomial (resp. exponencial) en el tamaño de la entrada, aunque esto quedará impĺıcito a lo largo
del caṕıtulo. En general, nos limitaremos a demostrar que si Tr es una traducción de expresiones del
lenguaje L1 a L2, entonces el tamaño de Tr(e) depende polinomialmente (resp. exponencialmente)
del tamaño de e.
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3.3 Relación de CPDL+ con loop-CPDL e ICPDL

Sea G⟲ := {G} la clase que solo posee un grafo G = ({v}, {{v}}) que consta de un solo nodo v y
un lazo en v.

Proposición 51. loop-CPDL y CPDL+(G⟲) son equiexpresivos, v́ıa traducciones polinomiales.

Demostración. La traducción Tr1 de loop-CPDL a CPDL+(G⟲) se basa en reemplazar recur-
sivamente cada ocurrencia de una subfórmula loop(π) donde π no usa el operador loop, por
⟨{π(x, x)}[x, x]⟩. Más detalladamente,

Tr1(∗) = ∗ ∗ ∈ P ∪ {ε}
Tr1(φ ∧ ψ) = Tr1(φ) ∧ Tr1(ψ)

Tr1(¬φ) = ¬Tr1(φ)

Tr1(⟨π⟩) = ⟨Tr1(π)⟩
Tr1(φ?) = Tr1(φ)?

Tr1(π1 ⋆ π2) = Tr1(π1) ⋆ Tr1(π2) ⋆ ∈ {◦,∪}
Tr1(π

∗) = Tr1(π)∗

Tr1(loop(π)) = ⟨{Tr1(π)(x, x)}[x, x]⟩ (C)

Para verificar que Tr1 preserva la semántica de las expresiones, todos los casos son directos por
hipótesis inductiva, aunque desarrollaremos (C) solo para ilustrar el concepto de semántica para
programas conjuntivos.

Sea K una estructura de Kripke y u ∈ Jloop(π)KK . Por definición, u ∈ Jloop(π)KK si y
solo si (u, u) ∈ JπKK y por hipótesis inductiva, esto último ocurre si y solo si (u, u) ∈ J Tr1(π)KK .
Definamos C = {Tr1(π)(x, x)} y notemos que la interpretación f tal que f(x) = u es una asignación
de satisfacción de C y por lo tanto, (u, u) ∈ JC[x, x]KK , o equivalentemente, u ∈ J⟨C[x, x]⟩KK , como
queŕıamos demostrar.

Definiendo el tamaño de la fórmula loop(π) como |π|+ 1, se obtiene que Tr1(π) se computa en
tiempo lineal en el tamaño de π.

Para la traducción Tr′1 de CPDL+(G⟲) a loop-CPDL observemos primero que todo programa
conjuntivo es de la forma {π1(x, x), . . . , πn(x, x)}[x, x]. Si esta expresión es tal que ningún πi
contiene un programa conjuntivo, entonces es equivalente a (loop(π1) ∧ · · · ∧ loop(πn))?. Por lo
que basta realizar un reemplazo recursivo como en el caso anterior. La traducción Tr′1 se define
igual a Tr1 salvo el caso de la igualdad (C) que se sustituye por

Tr′1(C[x, x]) =

 ∧
π(x,x)∈C

loop(Tr′1(π))

? (D)

Veamos que Tr′1 preserva la semántica de los programas conjuntivos. Sea K una estructura de
Kripke y u ∈ W (K) tal que (u, u) ∈ JC[x, x]KK . Luego, (u, u) ∈ JπKK para todo π(x, x) ∈ C y por
hipótesis inductiva, esto ocurre si y solo si (u, u) ∈ J Tr′1(π)KK para todo π(x, x) ∈ C. Entonces,
u ∈ Jloop(Tr′1(π))KK para todo π(x, x) ∈ C y de acá es directo que (u, u) ∈ J Tr′1(C[x, x])KK , como
queŕıamos demostrar.
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Igual que con Tr1, también sucede que Tr′1 se computa en tiempo lineal.

Sea G∩ := {G} la clase que solo posee un grafo G = ({v, v′}, {{v, v′}}) que consta de un solo
eje entre un par de nodos distintos. La idea es demostrar la siguiente proposición.

Proposición 52. ICPDL y CPDL+(G∩) son equiexpresivos, mediante traducciones que se pueden
computar en tiempo polinomial.

Sin embargo, en lugar de dar las traducciones en una sola demostración como se hizo para la
Proposición 51, vamos a demostrar una serie de lemas que introducirán una clase de fragmentos
importantes de CPDL+ más adelante.

Lema 53. ICPDL ≦ CPDL+(G∩), mediante una traducción polinomial.

Demostración. La traducción Tr2 de fórmulas de ICPDL a fórmulas de CPDL+(G∩) y de programas
de ICPDL a programas de CPDL+(G∩) se define como Tr1 de la Proposición 51 exceptuando la
regla (C) que se sustituye por la siguiente regla con x ̸= y:

Tr2(π1 ∩ π2) = {Tr2(π1)(x, y),Tr2(π2)(x, y)}[x, y]. (E)

Por hipótesis inductiva y la Proposición 49 restringida a programas de ICPDL, obtenemos lo
deseado.

Recordemos que TWk es la clase de todos los grafos que tienen una descomposición de árbol
de ancho ≤ k. Claramente, CPDL+(TWk) ≦ CPDL+(TWk+1) para todo k ∈ N. Notemos también
que CPDL+(G⟲) y CPDL+(G∩) son fragmentos de CPDL+(TW1), porque las clases G⟲ y G∩ constan
ambos de grafos en TW1. Unificando todo esto con el Lema 53 queda lo siguiente:

Corolario 54. ICPDL ≦ CPDL+(G∩) ≦ CPDL+(TW1) ≦ CPDL+(TW2).

Si demostramos la equiexpresabilidad de ICPDL con CPDL+(TW2) queda demostrada la
Proposición 52. Para ello veamos primero algunos resultados técnicos. El próximo lema establece
que cualquier programa conjuntivo C[x, y] en CPDL+(TWk) puede pensarse como uno cuyo grafo
subyacente tiene una descomposición de árbol de ancho ≤ k y tal que todas sus bolsas son sub-
cliques de C[x, y].

Lema 55. Dado un programa conjuntivo C ′[x, y] en CPDL+(TWk), se puede computar en tiempo
polinomial otro programa C[x, y] en CPDL+(TWk) tal que C[x, y] ≡ C ′[x, y], vars(C) = vars(C ′)
y GC[x,y] tiene una descomposición de árbol (T,v) de ancho ≤ k tal que para cualquier b ∈ V (T ),
v(b) es subclique de GC[x,y].

Demostración. Sea (T,v) una descomposición de árbol de ancho ≤ k de GC
′
[x,y] y consideremos

A = A ∩ sub(C ′[x, y]) como el conjunto de programas atómicos que aparecen en C ′. Definamos C
como C ′ ∪D, donde

D = {((∪a∈Aa) ∪ (∪a∈Aā))∗(z1, z2) | b ∈ V (T ), z1, z2 ∈ v(b), z1 ̸= z2}.
Es claro que vars(D) = vars(C ′) y que (T,v) es una descomposición de árbol de GD donde cada

bolsa es un subclique en GD. Dado que GC
′ es conexo, por la Proposición 48 y su nota posterior,
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sucede que C[x, y] ≡ C ′[x, y]. Más aún, (T,v) también es una descomposición de árbol de GC[x,y].
Dado que D tiene a lo sumo |vars(C ′)| átomos de programa y computar una descomposición de
árbol de ancho ≤ k se puede hacer en tiempo lineal [47], entonces toda la construcción de C se
puede realizar en tiempo polinomial.

El siguiente lema es la clave para obtener una traducción de CPDL+(TW2) a ICPDL:

Lema 56. Sea C un conjunto finito de átomos de programa de la forma π(z1, z2), donde π es un
programa de ICPDL, z1, z2 ∈ Var, GC es un clique y |vars(C)| ≤ 3. Entonces:

(1) Para cualesquiera x, y ∈ vars(C), x ̸= y, existe un programa de ICPDL πC[x,y] tal que πC[x,y] ≡
C[x, y].

(2) Para cualquier x ∈ vars(C), hay un programa de ICPDL πC[x,x] tal que πC[x,x] ≡ C[x, x].

Además, estas traducciones se pueden hacer en tiempo polinomial.

Demostración. Para z1, z2 ∈ vars(C), con z1 ̸= z2, sea

Πz1z2
=

 ⋂
π(z1,z2)∈C

π

 ∩
 ⋂
π(z2,z1)∈C

π−1


Πz1

=

 ∧
π(z1,z1)∈C

⟨π ∩ ε⟩

?

donde π−1 es la inversa de π y una conjunción con rango vaćıo se define por ⟨ε⟩. Note que siempre
que z1 ̸= z2, Πz1z2

nunca es una intersección vaćıa, porque GC es un clique, es decir, siempre hay
un átomo de programa π(z1, z2) o π(z2, z1) en C. Para x ̸= y definamos los programas de ICPDL
πC[x,y] y πC[x,x] como sigue:

� Si vars(C) = {x, y, z} con x ̸= z ̸= y, entonces

πC[x,y] = Πx ◦ (Πxy ∩ (Πxz ◦ Πz ◦ Πzy)) ◦ Πy

πC[x,x] = ⟨πC[x,y]⟩?

� Si vars(C) = {x, y}, entonces

πC[x,y] = Πx ◦ Πxy ◦ Πy

πC[x,x] = ⟨πC[x,y]⟩?

� Si vars(C) = {x}, entonces
πC[x,x] = Πx

Se puede demostrar que πC[x,y] ≡ C[x, y] y πC[x,x] ≡ C[x, x]. En efecto, supongamos que
vars(C) = {x, y, z} y sea K una estructura de Kripke y u, v mundos de K. Supongamos primero
que (u, v) ∈ JC[x, y]KK . Por definición, existe una asignación de satisfacción f : {x, y, z} → W (K)
tal que f(x) = u, f(y) = v y (f(z1), f(z2)) ∈ JπKK para todo π(z1, z2) ∈ C. En particular,
esto implica que (f(z1), f(z2)) ∈ JΠz1z2

K para todo z1, z2 ∈ vars(C), de donde se obtiene que
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(u, v) = (f(x), f(y)) ∈ JπC[x,y]KK . Rećıprocamente, si (u, v) ∈ JπC[x,y]KK , como las fórmulas Πz1

son tests por definición de πC[x,y] obtenemos que

(u, u) ∈ JΠxKK , (u, v) ∈ JΠxy ∩ (Πxz ◦ Πz ◦ Πzy)KK , (v, v) ∈ JΠyKK .

Desarrollando la inclusión de en medio, obtenemos que existe un mundo w ∈ W (K) tal que

(u, v) ∈ JΠxyKK , (u,w) ∈ JΠxzKK , (w,w) ∈ JΠzKK , (w, v) ∈ JΠzyKK .

Claramente, la función f : {x, y, z} → W (K) dada por f(x) = u, f(y) = v, f(z) = w es
una asignación de satisfacción de C sobre K. El resto de los casos por tratar salen de manera
completamente análoga.

La Figura 3.4 ilustra un ejemplo de cómo construir los πC[x,y] y πC[x,x] del Lema 56. El caso
general podŕıa involucrar situaciones un poco más complejas, como que en el programa conjuntivo
hay varios átomos de programa π1(z1, z2), . . . , πn(z1, z2) para un mismo par de variables z1, z2, o de
la forma π(z1, z1) que no son mostrados en el ejemplo. A veces incluso se podŕıa necesitar ‘invertir’
algún subprograma para obtener el programa ICPDL deseado, como sucede en la definición de la
fórmula Πz1z2

de la demostración anterior.

Figura 3.4: Ejemplo de las traducciones hechas en la demostración del Lema 56 donde se asume que
cada subprograma πij es un programa de ICPDL.

Usando el Lema 56 se puede mostrar la traducción de ICPDL+(TW2) a ICPDL+. Por razones
técnicas, en este punto decidimos trabajar con ICPDL+ en lugar de CPDL+ ya que simplificará las
cuentas.

Lema 57. ICPDL+(TW2) ≦ ICPDL.

Demostración. Sea e un expresión en ICPDL+(TW2) y sean c1(e) =
⋃
C[x,y]∈sub(e) vars(C), c2(e) el

conjunto de subexpresiones de e que no son expresiones en ICPDL, y c3(e) la complejidad sintáctica
de e. Finalmente, sea c(e) = (|c1(e)|+ |c2(e)|, c3(e)). Definiremos una traducción Tr(e) de fórmulas
de ICPDL+(TW2) a fórmulas de ICPDL y de programas de ICPDL+(TW2) a programas de ICPDL
dada por recursión en el orden lexicográfico de c.

Para los casos aparte de los programas conjuntivos, Tr se define como Tr1 de la Proposición 51,
reemplazando además la condición ⋆ ∈ {◦,∪} por ⋆ ∈ {◦,∪,∩}. Notemos que si e′ es una subex-
presión de e, entonces |c1(e′)| + |c2(e′)| ≤ |c1(e)| + |c2(e)| y c3(e

′) < c3(e), aśı que por la segunda
componente de c e hipótesis inductiva podemos garantizar que Tr está bien definida y preserva la
semántica de las expresiones.
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Para el caso de un programa conjuntivo C[x, y], supongamos que C = {πi(xi, yi) | i = 1, . . . , n}
y GC[x,y]

∈ TW2. Si todos los πi son programas de ICPDL y vars(C) ≤ 3, entonces C satisface

las hipótesis del Lema 56. En caso de que x = y, existe un programa de ICPDL πC[x,x] ≡ C[x, x]
y definimos Tr(C[x, y]) = πC[x,x]. En caso de que x ̸= y, existe un programa de ICPDL πC[x,y] ≡
C[x, y] y definimos Tr(C[x, y]) = πC[x,y].

En caso contrario, hay un πi que no es un programa de ICPDL o |vars(C)| > 3. Definimos
Tr(C[x, y]) = Tr(D[x, y]) para un conjunto de átomos D que estamos por definir.

(1) Si πi no es un programa de ICPDL, tomamos D = C \ {πi(xi, yi)} ∪ {Tr(πi)(xi, yi)}, donde
por hipótesis inductiva Tr(πi) es un programa de ICPDL equivalente a πi. Observe que en
este caso (a) c1(D[x, y]) ⊆ c1(C[x, y]), ya que por construcción no hemos agregado nuevas
variables a D; y (b) c2(D[x, y]) ⊊ c2(C[x, y]), ya que en D hemos sustituido al menos una
expresión de C que no es un programa de ICPDL y no agregamos ninguno nuevo. Por lo
tanto, c(D[x, y]) < c(C[x, y]).

(2) Sino, todos los πi son programas de ICPDL pero vars(C) > 3. Sea (T,v) una descomposición
de árbol de ancho ≤ 2 del grafo subyacente de C[x, y] con una bolsa ráız que contiene a x
y a y (lo cual es posible fijar porque GC[x,y] contiene al eje {x, y}), tal que las hojas de T
son bolsas de tamaño al menos 2 (y a lo sumo 3) que no estén incluidos en la bolsa padre.
Por el Lema 55 podemos asumir sin pérdida de generalidad que para toda bolsa b, v(b) es un
subclique de GC[x,y]. Como vars(C) > 3, entonces T debe constar de al menos dos bolsas.
Escojamos cualquier hoja b de T y sea b′ el padre de b en T y denotemos B = v(b) y B′ =
v(b′). Consideremos CB como el conjunto de todos los átomos de programa A ∈ C tales que
vars(A) ⊆ B. Observe que CB satisface las hipótesis del Lema 56.

� Supongamos que B′ ∩ B = {z1} y B ⊇ {z1, z2} con z1 ̸= z2. Tomamos D como el
conjunto de todos los átomos de programa en C excepto aquellos en CB, más el programa
de ICPDL πCB [z1,z1]

≡ CB[z1, z1] del Lema 56. Note que z2 ∈ vars(C) \ vars(D).

� Supongamos que B′ ∩B = {z1, z2} y B ⊇ {z1, z2, z3} con zi ̸= zj para i ̸= j. Tomamos D
como el conjunto de todos los átomos de programa en C excepto aquellos en CB, más el
programa de ICPDL πCB [z1,z2]

≡ CB[z1, z2] del Lema 56. Note que z3 ∈ vars(C)\vars(D).

Observe que en ambos puntos c1(D[x, y]) ⊊ c1(C[x, y]), y c2(D[x, y]) ⊆ c2(C[x, y]) (de hecho,
c2(C[x, y]) = ∅) por lo que c(D[x, y]) < c(C[x, y]).

Es directo que Tr(C[x, y]) ≡ Tr(D[x, y]) en todos los casos analizados. Luego, por hipótesis
inductiva aplicada a D, cualquier expresión de ICPDL+(TW2) se ha transformado a una expresión
equivalente en ICPDL. Esto concluye la construcción de la traducción. Solo falta ver que existe
una fórmula en ICPDL equivalente a π = C[x, y] cuyo tamaño es polinomial respecto a |π|, lo cual
realizaremos en una proposición aparte.

La Figura 3.5 ilustra un ejemplo de traducción de un programa conjuntivo C[x1, x2] donde C
solo contiene átomos de programa de la forma π(z1, z2) con π en ICPDL (es decir, el caso (2)
de la demostración anterior). Como indica la demostración, dada la descomposición de árbol de
GC[x1,x2]

, se pueden remover sucesivamente las hojas de este árbol hasta obtener una única bolsa.
Cada vez que una hoja b se remueve, todos los átomos de programa en C que solo usan variables de
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B = v(b) se remueven para ser sustituidos por un programa en ICPDL que contiene la información
dada por B.

Figura 3.5: Un programa conjuntivo C[x1, x2] que se compone solamente de programas de ICPDL y los
pasos dados en la demostración del Lema 57 ı́tem (2) para construir una expresión equivalente de ICPDL
dada una descomposición de árbol de treewidth 2 de GC[x1,x2]

. Note que el árbol de la imagen muestra
información adicional que no es parte de la definición de una descomposición de árbol. Ver Figura 3.4
para la definición de πC[x3,x3]

y πC[x1,x2]
.

Lema 58. Para todo programa conjuntivo C ′[x, y] de ICPDL+(TW2), existe una fórmula equiva-
lente π de ICPDL cuyo tamaño es polinomial en el tamaño de C ′[x1, x2].

Demostración. Daremos primero un proceso de traducción para un programa conjuntivo C ′[x, y]
que satisface el caso (2) de la demostración anterior, es decir, cuando ocurre que C ′ solo consta
de átomos de programa π′(z1, z2) con π′ en ICPDL. Consideremos el Algoritmo 3, que toma como
entrada uno de tales programas conjuntivos y devuelve un π en ICPDL equivalente.

El primer par de ĺıneas del algoritmo se pueden realizar en tiempo polinomial porque una
descomposición de árbol de ancho ≤ 2 se puede computar en tiempo lineal [47] y C[x, y] se puede
definir por Lema 55. Para evaluar los casos de los condicionales asumimos de antemano que T
satisface las condiciones impuestas en el ı́tem (2) (las bolsas de T son de tamaño al menos 2 y
ninguna bolsa está contenida en su bolsa padre), lo cual claramente no altera el tiempo de ejecución
del algoritmo que seguirá siendo polinomial.

Para un programa π de ICPDL, denotamos por t(π) a su complejidad sintáctica (o tamaño)
y para un conjunto D de átomos de programa de la forma π(z, z′) con π en ICPDL, definimos
t(D) =

∑
π(z,z

′
)∈D t(π).3

3Este es un parámetro distinto al del tamaño de un programa conjuntivo.
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Algoritmo 3: Traducción de ICPDL+(TW2) a ICPDL para el caso (2)

Datos: C ′[x, y] en ICPDL+(TW2) donde C ′ solo tiene programas π′(z1, z2) con π′ en
ICPDL y z1, z2 ∈ Var

Resultado: Un programa π de ICPDL tal que π ≡ C ′[x, y]
1 sea (T,v) una descomposición de árbol de ancho ≤ 2 de GC

′
[x,y];

2 sea C[x, y] ≡ C ′[x, y] tal que (T,v) es una descomposición de árbol de GC[x,y] y para todo

b ∈ V (T ) es un clique en GC[x,y];

3 mientras T no sea una bolsa hacer
4 sea B una hoja de T ;
5 sea B′ el padre de B en T ;
6 sea CB := {π′(z1, z2) ∈ C | {z1, z2} ∈ B} ;
7 si B′ ∩B = {z1} y B \B′ ̸= ∅ entonces
8 C := C \ CB ∪ {πCB [z1,z1]

}
9 fin

10 si B′ ∩B = {z1, z2} (z1 ̸= z2) y B = {z1, z2, z3} (zi ̸= zj) entonces
11 C := C \ CB ∪ {πCB [z1,z2]

}
12 fin
13 Remover B de T ;

14 fin
15 si x ̸= y entonces
16 devolver πC[x,y]

17 en otro caso
18 devolver πC[x,x]

19 fin

La construcción de los programas de ICPDL πCB [z1,z1]
y πCB [z1,z2]

que surgen de aplicar el
Lema 56 se pueden realizar en tiempo O(t(CB)). En efecto, al inspeccionar la definición de estos
programas como fue dada en la demostración del Lema 56, se puede observar que existe una
constante k tal que para cualesquiera B y z1, z2 ∈ vars(CB) (z1 = z2 incluso),

t(πCB [z1,z2]
) ≤ k|CB|+ t(CB).

Luego, para la salida πC[x,y] del Algoritmo 3 se tiene que t(πC[x,y]) ≤ k|C| + t(C). Esto ya
prueba el enunciado de esta proposición para el caso de programas conjuntivos como en (2), pero
aclaramos además que el Algoritmo 3 se ejecuta en tiempo polinomial, ya que como T es de tamaño
polinomial en el tamaño de GC

′
[x,y], solo tiene una cantidad polinomial de bolsas, por lo que el

ciclo del algoritmo solo realiza una cantidad polinomial de iteraciones.
Para el caso general, sean π un programa conjuntivo de ICPDL+(TW2) y C ′[x, y] ∈ sub(π),

donde C ′ solo consta de átomos de programa π′(z1, z2) con π′ un programa en ICPDL. Ejecutamos
el Algoritmo 3 en la entrada C ′[x, y] para obtener un programa de ICPDL equivalente πC′

[x,y].

Sustituimos C ′[x, y] por πC′
[x,y](x, y) en π y repetimos el procedimiento. El resultado final es

claramente un programa de ICPDL de tamaño polinomial en el tamaño de π.
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Dado que CPDL+(TW2) ≦ ICPDL+(TW2), hemos obtenido la Proposición 52, pero más pre-
cisamente, podemos concluir el siguiente corolario debido a los Lemas 53, 54, 57 y 58:

Corolario 59. ICPDL, CPDL+(G∩), CPDL+(TW1) y CPDL+(TW2) son equiexpresivos, mediante
traducciones polinomiales.

3.4 Criterios de simulación para CPDL+(TWk)

Siguiendo la ĺınea de la sección anterior donde se utilizaron los fragmentos CPDL+(TWk) para
caracterizar algunas extensiones conocidas de CPDL, estamos interesados en seguir explorando el
alcance del poder expresivo de estos lenguajes. En este sección, caracterizaremos a CPDL+(TWk)
mediante una forma de juego de (bi)simulación usando piedras, similar a los juegos de caracteri-
zación para fragmentos de la lógica de primer orden con finitas variables [118].

3.4.1 Relación de simulación

Definiremos la noción de k-simulación entre un par (K,K ′) de estructuras de Kripke mediante un
juego de dos jugadores al estilo de Ehrenfeucht-Fräıssé que denotamos G[⇀k]. El tablero del juego
tiene como conjunto de posiciones S ∪D, con

S = {s} × Homk(K,K
′)

D = {d1, . . . , dk} × (W (K)k ×W (K ′)k)

donde a Spoiler le corresponden las posiciones de S y a Duplicador las de D.4 El conjunto de
movimientos o jugadas válidas G[⇀k] es el conjunto más pequeño que satisface lo siguiente:

J1 Hay un movimiento de (s, ū, v̄) a (di, ū
′, v̄) si ū′ = ū[i 7→ w], donde w es un mundo de K a

distancia ≤ 1 de ū[j], para algún 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j; y

J2 Hay un movimiento de (di, ū
′, v̄) a (s, ū′, v̄′) si v̄′ = v̄[i 7→ w], donde w es un mundo de K ′ a

distancia ≤ 1 de v̄[j], para algún 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j.

Dada una posición de tipo (s, ū, v̄) o (di, ū, v̄), decimos que ū (resp. v̄) es una configuración en
K (resp. K ′). Visto como un juego, podemos pensar que Spoiler tiene a su disposición k piedras
dispuestas sobre algunos mundos de K, lo que determina una configuración ū en K y Duplicador
tiene a su disposición k piedras dispuestas sobre algunos mundos de K ′, lo que determina una
configuración v̄ en K ′. Dadas estas configuraciones, una jugada tipo J1 válida de (s, ū, v̄) a
(di, ū

′, v̄) quiere decir que Spoiler movió la i-ésima piedra (que se hallaba en ū[i]) al mundo w,
obteniendo entonces la nueva configuración ū′ = ū[i 7→ w] y di indica que ahora le toca jugar a
Duplicador y de ser posible debe mover su i-ésima piedra mediante una jugada válida tipo J2.

La condición de victoria para Duplicador es cualquier juego infinito, que es una forma de
“condición de salvación”, que implica determinación (posicional) del juego. Para más información
sobre este tipo de juegos referimos la lectura de [108, Chapter 2].

4Usamos la notación (s, ū, v̄) en lugar de (s, (ū, v̄)) para los elementos de S y (di, ū, v̄) en lugar de (di, (ū, v̄))
para los elementos de D.
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Figura 3.6: Izquierda: un par de estructuras de Kripke K y K ′ definidos con finitos átomos. Centro:
un ejemplo de un juego G[⇀2] sobre K y K ′. Gráficamente, los vectores en las posiciones se pueden
pensar como movimientos de piedras que se encuentran sobre los mundos de las estructuras de Kripke.
La notación (Si) indica que jugó Spoiler moviendo la piedra i (representadas por distintos colores especi-
ficados en la imagen), y análogo para (Di) indicando el movimiento respuesta de Duplicador. El orden
de los movimientos es: (S1), (D1), (S2), (D2). De hecho, Duplicador siempre puede responder cualquier
movimiento de Spoiler enG[⇀2], por lo queK,u1 ⇀2 K

′, v1. Derecha: una representación de árbol de una
estrategia ganadora para Spoiler en G[⇀3] sobre K y K ′. Se muestran todas las posibles respuestas de
Duplicador, el cual no puede responder después de (S2) en ambas ramas, por lo que K,u1 ̸⇀3 K

′, v1. Ob-
serve queK,u1, u1 |= π yK ′, v1, v1 ̸|= π para π = {c(xs, x4), a(xs, x3), a(x3, x4), b(xs, x2), b(x2, x4)}[xs, xs].
Para no sobrecargar la imagen, en ambos desarrollos de juegos solo mostramos la configuración de la ju-
gada hecha por el jugador en turno.
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Dadas dos estructuras de Kripke K,K ′ y tuplas de mundos ū ∈ W (K)k y v̄ ∈ W (K ′)k, decimos
que K ′, v̄ k-simula a K, ū, denotado K, ū ⇀k K

′, v̄, si

C1 (s, ū, v̄) es una posición válida de G[⇀k] en (K,K ′) (es decir, (ū, v̄) induce un homomorfismo
parcial), y

C2 Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, ū, v̄).

siempre que todos los mundos en ū estén en una misma componente conexa de K. Observe
que si hay elementos de ū en distintas componentes conexas de K, entonces K, ū ⇀k K

′, v̄ para
todo v̄ ∈ W (K ′)k. Si todos los elementos de ū están en una misma componente conexa de K
y K, ū ⇀k K

′, v̄, entonces los mundos de v̄ también deben pertenecer a una misma componente
conexa de K ′. Además, por la condición C2, ocurre que si Spoiler pasa de la configuración ū a ū′

aplicando la regla J1, entonces Duplicador necesariamente debe poder realizar un movimiento J2
donde v̄′ es tal que K, ū′ ⇀k K

′, v̄′. Ver la Figura 3.6 para ejemplos de victorias de Spoiler y de
Duplicador.

Nos permitimos el siguiente abuso de notación: Si ū1 y ū2 son n-tuplas con n < k, escribir
K, ū1 ⇀k K

′, ū2 quiere decir realmente queK, ū′1 ⇀k K
′, ū′2, donde ū′i es la k-tupla ū′i[j] = ūi[j] para

todo 1 ≤ j ≤ n y ū′i[j] = ūi[n] para todo n+ 1 ≤ j ≤ k. En términos de juegos, la tupla ū1 indica
que Spoiler tiene sus primeras n piedras dispuestas en los mundos de ū1 y las k−n piedras restantes
están apiladas con la n-ésima piedra (análogo para Duplicador). Aśı por ejemplo, si escribimos
K, v ⇀k K

′, v′ tenemos que Spoiler (resp. Duplicador) tiene todas sus k piedras apiladas sobre el
mundo v de K (resp. sobre el mundo v′ de K ′), o si tenemos K, u, v ⇀k K

′, u′, v′ entonces Spoiler
tiene la primera piedra sobre u y las k − 1 piedras restantes sobre v (análogo para Duplicador).

Demostraremos ahora uno de los resultados más importantes de este caṕıtulo.

Teorema 60. Sea k ≥ 2. Dadas dos estructuras de Kripke K,K ′ donde K ′ es de grado finito, y
mundos u, v ∈ W (K) y u′, v′ ∈ W (K ′), las siguientes son equivalentes:

(1) para cada fórmula positiva φ de CPDL+(TWk), K, v |= φ implica K ′, v′ |= φ;

(2) K, v ⇀k+1 K
′, v′;

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa positivo π de CPDL+(TWk), K, u, v |= π implica K ′, u′, v′ |= π;

(2) K, u, v ⇀k+1 K
′, u′, v′.

Más aún, la hipótesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

Demostración. (1) implica (2) Argumentamos por contrarrećıproco y analizamos primero la
implicación para programas.

Supongamos que K, u, v ̸⇀k+1 K
′, u′, v′, es decir, u, v están en una misma componente conexa

de K y no ocurre C1 o C2. Debemos hallar un programa π en CPDL+(TWk) tal que K, u, v |= π
pero K ′, u′, v′ ̸|= π. Cuando no ocurre C1, es decir, cuando ((u, v), (u′, v′)) ̸∈ Homk(K,K

′), el
resultado es bastante directo, basta analizar las finitas posibilidades para que esto último suceda,
lo cual ocurre cuando:

� existe un átomo a ∈ A tal que (u, v) ∈ JaKK y (u′, v′) ̸∈ JaKK′ , por lo que tomamos π = a; o
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� existe p ∈ P tal que u ∈ JpKK y u′ ̸∈ JpKK′ (resp. v ∈ JpKK y v′ ̸∈ JpKK′), por lo que tomamos
π = p? ◦ π′ (resp. π = π′ ◦ p?) donde π′ es un camino que conecta a u con v en K.

Cuando no ocurre C2, tenemos que hay una estrategia ganadora de Spoiler en un número
acotado de rondas en G[⇀k+1] comenzando desde la posición (s, (u, v), (u′, v′)). Consideremos esta
estrategia descrita como un árbol de altura finita cuyos vértices están etiquetados con posiciones
de G[⇀k+1]. En particular, pedimos que este árbol satisfaga que:

(i) la ráız debe etiquetarse con (s, (u, v), (u′, v′)),

(ii) cualquier vértice con etiqueta (di, ū, v̄) tiene un hijo con etiqueta (s, ū, v̄′) para cada posible
movimiento de (di, ū, v̄) a (s, ū, v̄′) en G[⇀k+1],

(iii) cualquier vértice con etiqueta (s, ū, v̄) tiene exactamente un hijo (di, ū
′, v̄), tal que el movimiento

de (s, ū, v̄) a (di, ū
′, v̄) es válido en G[⇀k+1],

(iv) cada hoja debe tener etiqueta de tipo (di, ū, v̄) y no hay movimiento posible en G[⇀k+1] desde
esa posición.

Observe que como K ′ es de grado finito, hay solo un número finito de movimientos que se pueden
hacer en G[⇀k+1] desde cualquier posición correspondiente a Duplicador, por lo que el árbol de
estrategia de Spoiler tiene ramificación finita y por lo tanto este árbol es finito.

De esta estrategia ganadora de Spoiler, consideremos el árbol T y función λ : V (T )→ W (K)k+1

que resultan de:

(1) remover todos los vértices y etiquetados con posiciones de Spoiler exceptuando la ráız (es decir,
solo mantenemos la configuración inicial (u, v) que le corresponde a Spoiler), y añadir un eje
entre el padre de y y el (único) hijo de y, y

(2) proyectar la etiqueta de cada vértice en la componente que corresponde a W (K)k+1 (es decir,
λ(x) = ū si la etiqueta de x en el árbol de estrategia era de la forma (s, ū, v̄) o (di, ū, v̄)).

De este árbol se puede construir un programa conjuntivo C[xs, xt] en CPDL+(TWk) que con-
tiene todos los tipos de homomorfismos de las tuplas. Sea Q el conjunto de todos los pares (y, i),
donde y es un vértice de T y 1 ≤ i ≤ k + 1, y sea ≈ la relación de equivalencia más fina sobre
Q tal que: (a) (y, i) ≈ (y, i′) si λ(y)[i] = λ(y)[i′], y (b) (y, i) ≈ (y′, i) si y′ es un hijo de y y
λ(y)[i] = λ(y′)[i].5 El programa conjuntivo C usará una variable por cada clase de equivalencia de
≈, las cuales denotamos como [y, i] para cada par (y, i) en Q, y contiene a los siguientes átomos
de programa:

(i) p?([y, i], [y, i]) si λ(y)[i] ∈ JpKK , y

(ii) a([y, i], [y′, j]) si y = y′ y (λ(y)[i], λ(y)[j]) ∈ JaKK .

La variable xs (resp. xt) es la clase [y, i] donde y es la ráız de T y λ(y)[i] = u (resp. λ(y)[i] = v).
Ver Figura 3.7 para una ilustración. Existe la posibilidad de que no se hayan agregado átomos de
programa que contengan a xs o xt, o también podŕıa suceder que GC quede disconexo. En tales
casos, extendemos a C con el programa conjuntivo π′(xs, xt) donde π′ es un camino que conecta a
u con v en K (similar a lo realizado cuando no ocurre C1).

Demostraremos ahora algunas propiedades de C[xs, xt].

5Intuitivamente, la regla (a) relaciona las piedras de Spoiler que ocupan una misma posición en una configuración
determinada y (b) indica la permanencia de una piedra en una misma posición de una jugada a otra.
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Figura 3.7: Construcción del programa conjuntivo C[xs, xt] que resulta de la estrategia ganadora de
Spoiler con 3 piedras de la Figura 3.6.

Afirmación. C[xs, xt] ∈ CPDL+(TWk).

Demostración. Por construcción, GC es conexo. Por otra parte, GC[xs,xt]
está en TWk porque

(T, λ) induce la descomposición de árbol (T, λ′) de ancho ≤ k, donde λ′(y) = {[y, i] | 1 ≤ i ≤ k+1}
para cada y ∈ V (T ).

Afirmación. K, u, v |= C[xs, xt] y K
′, u′, v′ ̸|= C[xs, xt].

Demostración. Para ver que K, u, v |= C[xs, xt] consideremos la asignación f : vars(C) → W (K)
dada por f([y, i]) = λ(y)[i], la cual está bien definida porque para todo par (y, i), (y′, i′) ∈ Q,
(y, i) ≈ (y′, i′) implica λ(y)[i] = λ(y′)[i′] por definición de ≈. Luego, f es una asignación de
satisfacción de C.

Veamos que K ′, u′, v′ ̸|= C[xs, xt] por contradicción. Si K ′, u′, v′ |= C[xs, xt], consideremos
f ′ : vars(C)→ W (K ′) la correspondiente asignación de satisfacción, la f del párrafo anterior y la
descomposición de árbol (T, λ′) de la afirmación anterior. Para cada y ∈ V (T ) definamos Cy como
el conjunto de todos los átomos de programa π(x, x′) en C tales que x, x′ ∈ λ′(y). Tenemos que
f (resp. f ′) es una asignación de satisfacción de C si y solo si f (resp. f ′) es una asignación de
satisfacción de Cy para todo y ∈ V (T ). Definamos además para cada y ∈ V (T ) las tuplas

ūy = (f([y, 1]), . . . , f([y, k + 1]))

v̄y = (f ′([y, 1]), . . . , f ′([y, k + 1]))

de mundos de K y K ′, respectivamente. Como Cy codifica la subestructura de K generada por la

tupla ūy, cuando sustituimos la componente ūy[i] por la correspondiente variable [y, i],6 obtenemos
entonces que (ūy, v̄y) ∈ Homk(K,K

′) para todo y ∈ V (T ).
Sea y → y′ una arista de T . Vamos a ver que esta arista se corresponde con algunos movimientos

válidos en G[⇀k+1] que se utilizan en el árbol de estrategia de Spoiler. Si y es el nodo ráız de
T , ūy (resp. v̄y) se corresponde con la configuración u, v de Spoiler (resp. u′, v′ de Duplicador),
y por lo tanto, la arista y → y′ proviene de la primera jugada realizada por Spoiler en su árbol
de estrategia. Esto implica que ūy y ūy′ son iguales salvo en alguna componente 1 ≤ i ≤ k + 1.

Como (ūy′ , v̄y′) ∈ Homk(K,K
′), entonces v̄y y v̄y′ son iguales salvo en la componente i-ésima. Por

6Este fue el proceso realizado durante la construcción del programa C[xs, xt].
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definición de G[⇀k+1] tenemos que los movimientos

de (s, ūy, v̄y) a (di, ūy′ , v̄y) y

de (di, ūy′ , v̄y) a (s, ūy′ , v̄y′)
(F)

son válidos, y por lo tanto, deben aparecer en el árbol de estrategia de Spoiler. Más general,
supongamos que a las configuraciones ūy y v̄y llegamos por medio de una serie de jugadas que
aparecen en el árbol de estrategia de Spoiler. Igual que antes, la diferencia entre ūy y ūy′ , y
entre v̄y y v̄y′ es debido a una misma componente i, por lo que en G[⇀k+1] son válidos algunos
movimientos tipo (F) que además deben aparecer en el árbol de estrategia de Spoiler por definición.

Notemos que el análisis anterior es válido incluso si y′ es una hoja de T , pero esto es una
contradicción, porque en el árbol de estrategia de Spoiler no debeŕıan existir nodos etiquetados
con jugadas hechas por Duplicador por debajo de las de tipo (di, ūy′ , v̄y).

Observemos que técnicamente C podŕıa tener infinitos átomos de programa, esto porque entre
dos mundos de una estructura de Kripke de grado finito podŕıan haber infinitas transiciones. Sin
embargo, del hecho que K ′, u′, v′ ̸|= C[xs, xt] y de que K ′ es de grado finito, se puede extraer un
conjunto finito C ′ ⊆ C tal que K ′, u′, v′ ̸|= C ′[xs, xt] como describimos a continuación.

Consideremos el conjunto F de funciones f : vars(C) → W (K ′) tales que (i) f(xs) = u′,
f(xt) = v′, y (ii) para todo x ̸= xs, xt, f(x) está a distancia a lo sumo |vars(C)| de u′ o v′. Como
K ′ es de grado finito, F es finito. Para cada f ∈ F , escogemos un átomo de programa af (xf , yf )
de C que no se cumple en K ′ bajo la asignación f , es decir, tal que (f(xf ), f(yf )) ̸∈ JafKK′ . Sea
C ′ el conjunto de todos estos programas, más una cantidad finita de átomos de programa de C
para asegurar que (a) vars(C ′) = vars(C) y (b) GC

′ es conexo. Notemos que C ′ es finito y que
K ′, u′, v′ ̸|= C ′[xs, xt], ya que si existiera una asignación de satisfacción f : vars(C ′) → W (K ′),
entonces f ∈ F y C ′ tendŕıa que incluir el átomo af (xf , yf ) que no se satisface en K ′ por definición.

El caso de K, u ̸⇀k+1 K
′, u′ es análogo, simplemente se construye C[xs, xt] como antes pero se

fija xt igual a xs. La fórmula final es entonces ⟨C[xs, xs]⟩.
(2) implica (1) Esta implicación la demostraremos por inducción estructural en la expresión y
de hecho veremos algo un poco más general que lo planteado en el enunciado del teorema. Para
cualquier (ū, v̄) ∈ ∪1≤n≤k+1(W (K)n×W (K ′)n),7 si K, ū ⇀k+1 K

′, v̄ y K, ū |= e para una expresión
positiva e de CPDL+(TWk), veamos que K ′, v̄ |= e.

▷ e = p para p ∈ P Como K, v ⇀k+1 K
′, v′, hay un homomorfismo parcial tal que v 7→ v′, y por

lo tanto, si K, v |= p entonces K ′, v′ |= p.

▷ e = a para a ∈ A Como K, u, v ⇀k+1 K
′, u′, v′, hay un homomorfismo parcial tal que u 7→ u′

y v 7→ v′, y por lo tanto, si K, u, v |= a entonces K ′, u′, v′ |= a.

▷ e = ā para a ∈ A Análogo al caso anterior.

▷ e = φ1 ∧ φ2 Si K, v |= φ1 ∧ φ2 entonces K, v |= φi para cada i = 1, 2. Luego, por hipótesis

inductiva tenemos que K ′, v′ |= φi para i = 1, 2, lo cual implica que K ′, v′ |= φ1 ∧ φ2.

▷ e = π1 ∪ π2 Análogo al caso anterior.

7Tomar la unión sobre 1 ≤ n ≤ k + 1 tiene sentido para tratar con el último caso.
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▷ e = φ? Si K, u, v |= φ? entonces u = v y K, u |= φ. Por hipótesis inductiva, K ′, u′ |= φ. Como

K, u, v ⇀k+1 K
′, u′, v′, hay un homomorfismo parcial tal que u 7→ u′ y v 7→ v′, pero como

u = v, entonces u′ = v′, lo cual implica que K ′, u′, v′ |= φ?.

▷ e = ⟨π⟩ Si K, v |= ⟨π⟩, entonces existe un mundo ṽ en K tal que K, v, ṽ |= π. Dado que: (1) v

y ṽ son parte de una misma componente conexa de K, (2) K, v ⇀k+1 K
′, v′, y (3) k + 1 ≥ 3,

se sigue que hay un mundo ṽ′ en K ′ tal que K, v, ṽ ⇀k+1 K
′, v′, ṽ′. Más precisamente, ṽ′ se

puede obtener usando la estrategia ganadora de Duplicador, pues si Spoiler realiza una serie de
movimientos para pasar de la configuración v a la configuración v, ṽ, estas jugadas deben ser
replicadas por Duplicador en K ′, pudiendo aśı pasar de la configuración v′ a la configuración
v′, ṽ′ y de modo que se preserve la relación ⇀k+1. Ahora, por hipótesis inductiva, se obtiene
que K ′, v′, ṽ′ |= π, de donde, K ′, v′ |= ⟨π⟩.

▷ e = π∗ Supongamos que K, u, v |= π∗. Veamos que podemos reducir este caso al de programas
conjuntivos. Analizamos esto por el número de iteraciones. El caso K, u, v |= π0 sucede si y
solo si u = v, en cuyo caso u′ = v′ por definición de ⇀k+1, y aśı K ′, u′, v′ |= π0. Supongamos
que K, u, v |= πn con n ≥ 1. Si consideramos el programa conjuntivo π̃ = C[xs, xt], donde
C = {π(xs, y1), π(y1, y2), . . . , π(yn−1, xt)}, tenemos que πn y π̃ son equivalentes. Como las
subexpresiones (propias) de π̃ son iguales a las subexpresiones (propias) de π∗, basta con que
apliquemos la hipótesis inductiva a π̃.

▷ e = π1 ◦ π2 Igual que antes, lo reduciremos al caso de programas conjuntivos, considerando
ahora que π1 ◦ π2 equivale a C[xs, xt] con C = {π1(xs, y), π2(y, xt)}.

▷ e = C[xs, xt] Este es el caso más interesante de esta implicación y de hecho, demostraremos su

validez valiéndonos de los programas generalizados Ĉ[z̄], donde z̄ ∈ vars(Ĉ)n con 2 ≤ n ≤ k+1.
Notemos que en z̄ puede haber repetición de variables. Por definición de grafo subyacente, si
consideramos una descomposición de árbol de GĈ[z̄], todas las variables en z̄ deben estar
contenidas en alguna bolsa, puesto que z̄ genera un subclique de tamaño t en GĈ[z̄]. Además,
si suponemos que GĈ[z̄] ∈ TWk, entonces sin pérdida de generalidad podemos considerar una
descomposición de árbol de GĈ[z̄] con una bolsa que solo contiene las variables de z̄ y a la que
denominamos por conveniencia bolsa ráız. Demostraremos ahora algunas propiedades.

Afirmación. Para todo Ĉ ⊆ C y z̄ ∈ vars(Ĉ)n con 2 ≤ n ≤ k + 1, tales que GĈ[z̄] ∈ TWk, y para

todo v̄ ∈ W (K)n y v̄′ ∈ W (K ′)n: si K, v̄ ⇀k+1 K
′, v̄′ y v̄ ∈ JĈ[z̄]KK, entonces v̄

′ ∈ JĈ[z̄]KK′.

Demostración. Sea π = Ĉ[z̄] y (T,v) una descomposición de árbol de Gπ con bolsa ráız b (es decir,
en v(b) solo están las variables de z̄). Supongamos que K, v̄ ⇀k+1 K

′, v̄′ y v̄ ∈ JπKK , y veamos

que v̄′ ∈ JπKK′ . Sea h : vars(Ĉ) → W (K) una asignación de satisfacción de Ĉ tal que v̄ = h(z̄).

Debemos mostrar una asignación de satisfacción h′ : vars(Ĉ)→ W (K ′) tal que v̄′ = h(z̄).
Supongamos que la ráız b de T tiene ℓ hijos b1, . . . , bℓ y sean T1, . . . , Tℓ los correspondientes

subárboles. Sea ȳi cualquier vector de variables (distintas dos a dos) de v(bi) ∩ v(b), es decir, las
variables en común que están en la bolsa ráız b y su i-ésimo hijo bi. Asumimos que en ȳi hay a lo
sumo k variables distintas, ya que de lo contrario v(bi) = v(b), pero sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que en (T,v) no pasa esto.
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Sea v̄0 = v̄ y v̄i = h(ȳi) para todo 1 ≤ i ≤ ℓ. Definamos C0 como el conjunto de todos los
átomos de programa π′(x, x′) de Ĉ tales que x, x′ ∈ v(b)8, y para todo 1 ≤ i ≤ ℓ, sea Ci ⊆ Ĉ \ C0

el conjunto de átomos de programa π′(x, x′) de Ĉ \ C0 tales que x, x′ ∈ v(b′) para alguna bolsa
b′ de Ti. Se sigue que K, v̄ |= Ĉ[z̄] si y solo si K, v̄i |= Ci[ȳi] para todo 0 ≤ i ≤ ℓ. Tenemos dos
posibilidades: C0 = Ĉ o C0 ⊊ Ĉ.
C0 = Ĉ Este caso implica que todas las variables de Ĉ son aquellas de z̄. Consideremos la

función h′ : vars(Ĉ) → K ′ tal que h′(z̄[j]) = v̄′[j]. Primero, h′ está bien definida, ya que si
para una variable x de z̄ se tiene que x = z̄[j] = z̄[j′] con j ̸= j′, entonces v̄′[j] = v̄′[j′] pues
v̄[j] = h(z̄[j]) = h(z̄[j′]) = v̄[j′] y (v̄, v̄′) define un homomorfismo parcial por hipótesis. Segundo,
h′ es una asignación de satisfacción, pues para todo átomo de programa π′(x, x′) ∈ Ĉ se tiene que
(a) (h(x), h(x′)) ∈ Jπ′KK ; y (b) como k+ 1 ≥ 3, K,h(x), h(x′) ⇀k+1 K

′, h′(x), h′(x′)9, entonces por
hipótesis inductiva en π′ tenemos que (h′(x), h′(x′)) ∈ Jπ′KK′ , como queŕıamos demostrar.

C0 ⊊ Ĉ En este caso tenemos que |Ci| < |Ĉ| para todo 0 ≤ i ≤ ℓ. Para cada i, si ni es la dimensión

de la tupla v̄i, entonces para todo 0 ≤ j ≤ ni, si v̄i[j] = v̄[k], definimos v̄′i[j] = v̄′[k], obteniendo
aśı la ni-tupla v̄′i de mundos de K ′. Note que v̄′0 = v̄′.

Podemos aplicar la hipótesis inductiva sobre cada Ci ya que (a) K, v̄i |= Ci[ȳi]; y (b) como
k+1 ≥ 3, K, v̄i ⇀k+1 K

′, v̄′i.
10 Aśı, K ′, v̄′i |= Ci[ȳi] para todo 1 ≤ i ≤ ℓ. Sea h′i : vars(Ci)→ W (K ′)

una asignación de satisfacción tal que h′i(ȳi) = v̄′i y consideremos la función h′ := h′0 ∪ · · · ∪ h′ℓ.
Primero, h′ está bien definida, pues si x está en ȳi con i ̸= 0, entonces para ciertos j y k tenemos
que h′i(x) = v̄′i[j] = v̄′[k] = h′0(z̄[k]), es decir, todas las funciones h′i coinciden con h′0 en las variables
que tienen en común. Segundo, h′ es una asignación de satisfacción de Ĉ, ya que K ′, v̄′ |= Ĉ[z̄] si
y solo si K ′, v̄′i |= Ci[ȳi] para todo 0 ≤ i ≤ ℓ.

Hemos demostrado que la propiedad del teorema vale para todos los subprogramas generalizados
de e = C[xs, xt] que satisfacen las condiciones de la afirmación anterior, y en particular, también
vale para el mismo e, quedando demostrado aśı el teorema.

3.4.2 Relación de bisimulación

Definimos ahora la noción de bisimulación sobre (K,K ′), como antes, a través de un juego de dos
jugadores G[⇀↽k], similar a lo que hicimos para el juego G[⇀k]. Asumamos a lo largo de esta
sección y sin pérdida de generalidad que K y K ′ tienen conjuntos de mundos disjuntos. Esta vez
el tablero de juego de G[⇀↽k] tiene como conjunto de posiciones S ∪D, con

S = {s} × (Homk(K,K
′) ∪̇Homk(K

′, K)),

D = {d1, . . . , dk} × ((W (K)k ×W (K ′)k) ∪̇ (W (K ′)k ×W (K)k)),

8Cabe la posibilidad de que C0 = ∅, pero por conexidad de GĈ podemos asumir que hay al menos un átomo de
programa en C0.

9Como los mundos en v̄ están en la misma componente conexa de K y contamos con al menos 3 piedras para
jugar, siempre es posible para Spoiler pasar de la configuración v̄ a la configuración h(x), h(x′), lo cual Duplicador
puede copiar pasando de la configuración v̄′ a h′(x), h(x′).

10Análogo al caso anterior, Spoiler puede pasar de la configuración v̄ a v̄i y Duplicador responde pasando de la
configuración v̄′ a v̄′i para todo 1 ≤ i ≤ ℓ.
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donde a Spoiler le corresponden las posiciones de S y a Duplicador las de D. El conjunto de
movimientos o jugadas válidas G[⇀↽k] es el conjunto más pequeño que satisface lo siguiente:

J1 Hay un movimiento de (s, ū, v̄) a (di, ū
′, v̄) si ū′ = ū[i 7→ w], donde w es un mundo a distancia

≤ 1 de ū[j], para algún 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j;

J2 Hay un movimiento de (di, ū
′, v̄) a (s, ū′, v̄′) si v̄′ = v̄[i 7→ w], donde w es un mundo a distancia

≤ 1 de v̄[j], para algún 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j; y

J3 Hay un movimiento de (s, ū, v̄) a (s, v̄, ū) si ū[1] = · · · = ū[k] (y por lo tanto, v̄[1] = · · · = v̄[k]).

Note que las reglas anteriores no especifican dónde están ubicadas las tuplas ū y v̄, pero se infiere
que un movimiento tipo J3 realizado por Spoiler indica que este ha cambiado de modelo, teniendo
ahora la opción de mover las piedras que se encuentran en K ′, en cuyo caso, Duplicador debe
responder con un movimiento en K. Nuevamente, la condición de victoria para Duplicador es
cualquier juego infinito.

A partir de esto, definimos las siguientes nociones de juego: las de k-semi-simulación y k-
bisimulación. Dadas dos estructuras de Kripke K,K ′ y tuplas de mundos ū ∈ W (K)k y v̄ ∈
W (K ′)k, decimos que hay una k-semi-simulación de K, ū a K ′, v̄, denotado K, ū ⇀⇁k K

′, v̄, si

C1 (s, ū, v̄) es una posición válida de G[⇀↽k] (es, decir, (ū, v̄) induce un homomorfismo parcial),

C2 Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, ū, v̄),

siempre que todos los mundos en ū estén en una misma componente conexa de K. Decimos que hay
una k-bisimulación entre K, ū y K ′, v̄, denotado K, ū⇀↽k K

′, v̄, si K, ū⇀⇁k K
′, v̄ y K ′, v̄ ⇀⇁k K, ū.11

Por la regla de juego J3, es directo que si u ∈ W (K), v ∈ W (K ′) y K, u ⇀⇁k K
′, v, entonces

K ′, v ⇀⇁k K, u.
Si Duplicador tiene una estrategia ganadora, es claro que también la tiene incluso si Spoiler

nunca utiliza la nueva regla J3, por lo que también vale directamente lo siguiente.

Proposición 61. Si K, ū ⇀⇁k K
′, v̄ entonces K, ū ⇀k K

′, v̄.

Recordemos que en el Teorema 60 la relación de k-simulación lidia con las expresiones positivas
de CPDL+(TWk). La intención de introducir estos nuevos juegos es para abarcar ahora las demás
expresiones que utilizan el śımbolo de negación de fórmulas ¬. Para la relación de k-semi-simulación
tenemos lo siguiente:

Teorema 62. Sea k ≥ 2. Dadas dos estructuras de Kripke K,K ′ donde ambas son de grado finito,
y mundos u, v ∈ W (K) y u′, v′ ∈ W (K ′), las siguientes son equivalentes:

(1) para cada fórmula φ de CPDL+(TWk), K, v |= φ implica K ′, v′ |= φ;

(2) K, v ⇀⇁k+1 K
′, v′;

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa π de CPDL+(TWk), K, u, v |= π implica K ′, u′, v′ |= π;

(2) K, u, v ⇀⇁k+1 K
′, u′, v′.

Más aún, la hipótesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

11Acá también asumimos las mismas consideraciones notacionales descritas para k-simulación.



3.4. Criterios de simulación para CPDL+(TWk) 82

Demostración. (1) implica (2) Procedemos por contrarrećıproco como en la demostración del

Teorema 60. Supongamos que K, u, v ⇀̸⇁k+1 K
′, u′, v′. El caso en el que u y v se encuentran en

diferentes componentes conexas de K o cuando ((u, v), (u′, v′)) ̸∈ Homk(K,K
′) son triviales, aśı

que asumamos lo contrario. Esto significa que Spoiler tiene una estrategia ganadora en un número
acotado de rondas en G[⇀↽k+1] comenzando desde la posición (s, (u, v), (u′, v′)).

La estrategia ganadora de Spoiler es de nuevo un árbol finito, cuyos vértices son etiquetados
con posiciones de G[⇀↽k+1]. En particular: (i) la ráız debe etiquetarse con (s, (u, v), (u′, v′)),
(ii) cualquier vértice con etiqueta (di, ū, v̄) tiene un hijo con etiqueta (s, ū, v̄′) para cada posible
movimiento de (di, ū, v̄) a (s, ū, v̄′) en G[⇀↽k+1], (iii) cualquier vértice con etiqueta (s, ū, v̄) tiene
exactamente un hijo, cuya etiqueta es consistente con un movimiento de G[⇀↽k+1] (recordemos
que Spoiler cuenta con dos tipos de movimientos esta vez, aśı que esta etiqueta podŕıa ser de tipo
(di, ū

′, v̄) o (s, v̄, ū), según la jugada que haya realizado Spoiler), (iv) para cada hoja que debe
tener etiqueta de tipo (di, ū, v̄), no hay movimiento posible en G[⇀↽k+1] desde esa posición. Como
K y K ′ son de grado finito, hay solo un número finito de movimientos que se pueden hacer desde
cualquier posición en G[⇀↽k+1], por lo que el árbol de estrategia de Spoiler tiene ramificación finita
y por lo tanto este árbol es finito.

De esta estrategia de Spoiler, sea el árbol T y función λ : V (T )→ (W (K)k+1 ∪̇W (K ′)k+1) que
resultan de: (1) remover todos los vértices y etiquetados con posiciones de Duplicador exceptuando
las hojas, y añadir un eje entre el padre de y y los hijos de y, y (2) proyectar la etiqueta de cada
vértice en la componente que corresponde a la primera estructura (es decir, λ(x) = ū si la etiqueta
de x en el árbol de estrategia era de la forma (s, ū, v̄) o (di, ū, v̄)). En este árbol, diremos que un
eje y′ → y es de intercambio si se corresponde con una jugada de tipo J3 hecha por Spoiler en
su árbol de estrategia. Sin pérdida de generalidad, podemos imponer que no haya secuencias de
ejes de intercambio salvo de tamaño 1, puesto que en términos de juegos, si hubiese dos ejes de
intercambio seguidos esto querŕıa decir que Spoiler saltó de una estructura a otra solo para regresar
a la anterior en la siguiente jugada, lo cual es fútil para una estrategia ganadora.12 Construiremos
un programa conjuntivo π = C[xs, xt] tal que K, u, v |= π y K ′, u′, v′ ̸|= π, mediante un proceso de
podado del árbol T (o análogamente, si u = v podemos definir la expresión ⟨C[xs, xs]⟩).

Para todo y ∈ V (T ), denotamos Ty al subárbol de T que tiene a y como ráız. Tratemos
primero con los ejes de intercambio y′ → y tales que Ty no tiene ejes de intercambio. Para todo
1 ≤ i ≤ j ≤ k + 1 sucede que λ(y)[i] = λ(y)[j], porque y surge de haber aplicado la regla de juego
J3. Si a cada Ty le aplicamos el mismo proceso que al árbol T de la demostración del Teorema 60

obtendremos un programa conjuntivo Cy[x, x] asociado que pertenece a CPDL+(TWk).
13

Consideremos el árbol T ′ que resulta de remover los ejes de intercambio y′ → y tales que Ty no
tiene ejes de intercambio (no estamos podando todo el árbol Ty′ , sino solamente el eje y′ → y y el

árbol Ty). En T ′ aplicamos nuevamente el proceso anterior, ligeramente modificado: para cada eje
de intercambio ŷ′ → ŷ tal que T ′

ŷ no tiene ejes de intercambio, definimos el programa conjuntivo

12Sin esta restricción, podŕıamos lidiar sintácticamente con esta situación con una “doble negación”, pero prefe-
rimos simplificar la prueba asumiendo que Spoiler ganó de la manera más sucinta posible.

13Análogo a la demostración del Teorema 60, Cy codifica las jugadas realizadas por Spoiler desde la configuración
λ(y). En este caso, x se define como la única variable que aparece en la bolsa ráız de la descomposición de árbol
asociada a Cy.
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Cŷ[x, x] que codifica las jugadas de Spoiler desde la configuración λ(ŷ) hasta las hojas de T ′
ŷ, más

algunos programas conjuntivos que surgen de los ejes de intercambio y′ → y de T tales que y′

es hoja de T ′. Los programas agregados son de la forma πy = (¬⟨Cy[x, x]⟩)?(z, z), donde z es la
(única) variable que se puede definir con la bolsa y′.

Aplicamos este proceso reiteradamente hasta alcanzar un subárbol de T que no tiene ejes de
intercambio, y definimos π = C[xs, xt], donde xs, xt son las variables que surgen de tener en la ráız
de T la configuración u, v. De manera análoga a la demostración del Teorema 60, se puede asumir
que todos los conjuntos de programas conjuntivos definidos son finitos, sabiendo que K y K ′ son
ambos de rango finito. Además, por inducción en el número de ejes de intercambio, podemos
concluir que π está en CPDL+(TWk), ya que los programas conjuntivos πy no alteran el treewidth
de los grafos subyacentes involucrados.

Falta ver que K, u, v |= π y que K ′, u′, v′ ̸|= π. Sea T̂ el subárbol de T que se obtiene de
podar en cada rama los ejes de intercambio más cercanos a la ráız de T , (es decir, T̂ es el subárbol
maximal que muestra todas las jugadas de Spoiler en K antes de realizar un movimiento tipo J3)
y sea π̂ = Ĉ[xs, xt] el programa conjuntivo que lo codifica. Por construcción de π = C[xs, xt],
tenemos que C es igual Ĉ, más los programas πŷ = (¬⟨Cŷ[x, x]⟩)?(z, z), donde ŷ es tal que ŷ′ → ŷ

es un eje de intercambio de T con ŷ′ una hoja de T̂ y z es la (única) variable que se puede definir
con la bolsa ŷ′. Hay dos posibilidades: T̂ = T , o bien T̂ es un subárbol propio de T .
T̂ = T Este caso implica que T no tiene ejes de intercambio, o equivalentemente, que Spoiler
nunca hizo un movimiento tipo J3 en su árbol de estrategia. Entonces π es el mismo programa
que se construye en la demostración del Teorema 60, para el cual vale la propiedad.
T̂ es subárbol propio de T Este caso implica que tenemos programas de la forma πŷ en C y debe-
mos mostrar una asignación de satisfacción f : vars(C) → W (K). Igual que en la demostración
del Teorema 60, podemos asumir que los elementos de vars(C) son las clases de equivalencia [y, i],
donde y es un elemento de V (T̂ ) y 1 ≤ i ≤ k + 1. Aśı que consideremos f([y, i]) = λ(y)[i], la
cual está bien definida y devuelve las configuraciones de Spoiler en su árbol de estrategia como se
especifican en T̂ . Solo debemos verificar que K, f(z) |= ⟨πŷ⟩, puesto que el resto de programas en
C se satisfacen bajo la valuación f por construcción.

Sea el eje de intercambio ŷ′ → ŷ, el cual se corresponde con una jugada tipo J3 en el árbol
de estrategia de Spoiler. Como la configuración de Spoiler al llegar al nodo y′ es f(z), entonces
existe un mundo w en K ′ tal que la jugada que se realizó en espećıfico fue un movimiento de
(s, f(z), w) a (s, w, f(z)). Como Tŷ es el árbol que surge de considerar la estrategia ganadora
de Spoiler desde el nodo ŷ con etiqueta (s, w, f(z)) y Tŷ tiene menos ejes de intercambio que T ,
por hipótesis inductiva, podemos concluir que K ′, w |= ⟨Cŷ[x, x]⟩ y K, f(z) ̸|= ⟨Cŷ[x, x]⟩, lo cual
equivale a tener que K, f(z) |= ⟨πŷ⟩ y K ′, w ̸|= ⟨πŷ⟩.

Notemos que en este último caso hemos demostrado también que K ′, u′, v′ ̸|= π.

(2) implica (1) La prueba se realiza por inducción estructural en las expresiones, como en la
demostración del Teorema 60. Los casos básicos salen por la Proposición 61. Debemos analizar
un caso nuevo:

▷ φ = ¬ψ Como K, v ⇀⇁k+1 K
′, v′, aplicando la regla J3, debe suceder que K ′, v′ ⇀⇁k+1 K, v, y

por hipótesis inductiva, K ′, v′ |= ψ implica K, v |= ψ, que es equivalente a decir que K, v |= φ
implica K ′, v′ |= φ.
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El resto de los casos se deducen exactamente como en la demostración del Teorema 60, salvo que
la hipótesis inductiva se formula sobre expresiones que pueden contener el śımbolo de negación.

Como CPDL+(G) es cerrado por negación de fórmulas, entonces K, v⇀⇁k+1K
′, v′ equivale a que

para toda fórmula φ en CPDL+(TWk), K, v |= φ si y solo si K ′, v′ |= φ. Para obtener un resultado
similar para programas, solo necesitamos la clausura simétrica de esta noción, que viene dada por
la relación de k-bisimulación.

Teorema 63. Sea k ≥ 2. Dadas dos estructuras de Kripke K,K ′ donde ambas son de grado finito,
y mundos u, v ∈ W (K) y u′, v′ ∈ W (K ′), las siguientes son equivalentes:

(1) para cada fórmula φ de CPDL+(TWk), K, v |= φ si y solo si K ′, v′ |= φ;

(2) K, v ⇀↽k+1 K
′, v′;

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa π de CPDL+(TWk), K, u, v |= π si y solo si K ′, u′, v′ |= π;

(2) K, u, v ⇀↽k+1 K
′, u′, v′.

Más aún, la hipótesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

3.4.3 Conexión con la lógica modal clásica

Culminamos esta parte de juegos de bisimulación mostrando que es posible adaptar nuestros es-
quemas (Secciones 3.4 y 3.4.2) al juego de bisimulación de la lógica modal básica, que describimos
a continuación. Sean las estructuras de Kripke

K = (X, {→a| a ∈ A}, {Xp | p ∈ P})
K ′ = (X ′, {→′

a| a ∈ A}, {X ′
p | p ∈ P}).

(G)

Para v ∈ X y v′ ∈ X ′, decimos que K ′, v′ ML-simula a K, v, denotado K, v ⇀ K ′, v′, si existe
Z ⊆ X ×X ′ tal que vZv′ y para todo uZu′ tenemos que

(1) u ∈ Xp implica que u′ ∈ X ′
p para todo p ∈ P; y

(2) si u→a w entonces existe w′ ∈ X ′ tal que u′ →′
a w

′ y wZw′.

Es bien conocido que si K ′ es de grado finito entonces K, v ⇀ K ′, v′ ocurre si y solo si cualquier
fórmula modal positiva verdadera en v también lo es en v′ [46, Theorem 2.78].

Veremos ahora que la k-simulación ⇀k se puede reducir a la ML-simulación ⇀. Para K como
en (G) y k > 0 definamos la siguiente estructura de Kripke:

Sk(K) = (SK,k, {→K,k
i | i ∈ Ak}, {SK,kr | r ∈ PK,k}),

donde

� SK,k = Xk,

� Ak = {1, . . . , k},

� PK,k = (P× {1, . . . , k}) ∪ (A× {1, . . . , k}2) ∪ {1, . . . , k}2,

� ū →K,k
i v̄ si y solo si hay un 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j, y w ∈ X a distancia ≤ 1 de ū[j] tal que

v̄ = ū[i 7→ w], y
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� para p ∈ P, v̄ ∈ SK,k(p,i) si y solo si v̄[i] ∈ Xp; para a ∈ A, v̄ ∈ SK,k(a,i,j) si y solo si v̄[i] →a v̄[j]; y

v̄ ∈ SK,k(i,j) si y solo si v̄[i] = v̄[j].14

Teorema 64. Para estructuras de Kripke K,K ′, w̄ ∈ W (K)k y w̄′ ∈ W (K ′): K, w̄ ⇀k K
′, w̄′ si

y solo si Sk(K), w̄ ⇀ Sk(K
′), w̄′.

Demostración. Sean K,K ′ como en (G). Se puede demostrar que para cualesquiera ū ∈ Xk y
ū′ ∈ X ′k, vale que Sk(K), ū ⇀ Sk(K

′), ū′ es equivalente a (ū, ū′) ∈ Homk(K,K
′) por ı́tem (1).

Supongamos que Sk(K), w̄ ⇀ Sk(K
′), w̄′ v́ıa la relación Z. Primero observemos que (s, w̄, w̄′) es

una posición válida de G[⇀k] sobre (K,K ′). Veamos que Duplicador tiene una estrategia ganadora
en G[⇀k] desde (s, w̄, w̄′) que es el resultado de “copiar” a Z de la siguiente manera: supongamos
que ūZv̄ y Spoiler realiza el movimiento de (s, ū, v̄) a (di, ū

′, v̄), donde ū′ = ū[i 7→ w] y w es un
mundo de K a distancia ≤ 1 de ū[j], para algún 1 ≤ j ≤ k con i ̸= j. Dado que ū→K,k

i ū′ y ūZv̄,

por ı́tem (2) de ⇀ sobre Sk(K) y Sk(K
′), existe v̄′ ∈ X ′k tal que ū′ →K

′
,k

i v̄′ y ū′Zv̄′. Por definición,
(s, ū′, v̄′) es una posición válida y Duplicador hace el movimiento de (di, ū

′, v̄) a (s, ū′, v̄′). Todo
esto vale desde la posición (s, w̄, w̄′) y por lo tanto Duplicador tiene una estrategia ganadora.

Para la otra dirección, supongamos que Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, w̄, w̄′),
descrito por un árbol T sin hojas cuyos vértices están etiquetados con posiciones de G[⇀k]. En
particular, este árbol cumple que: (i) la ráız está etiquetada por (s, w̄, w̄′), (ii) cualquier vértice
con una etiqueta tipo (di, ū, v̄) tiene exactamente un hijo con etiqueta (s, ū, v̄′) cuya etiqueta es
consistente con un movimiento de G[⇀k], y (iii) cualquier vértice con etiqueta tipo (s, ū, v̄) tiene
un hijo por cada posible movimiento de G[⇀k]. Sea Z ⊆ Xk ×X ′k dado por la propiedad ūZv̄ si
y solo si (s, ū, v̄) es una etiqueta de algún nodo de T . Es directo que Z satisface los ı́tems (1) y
(2), y que Sk(K), v̄ ⇀ Sk(K

′), v̄′ v́ıa Z.

Análogamente, podemos establecer una relación entre k-semi-simulación y ML-simulación,
adaptando un poco la metodoloǵıa anterior. SeanK yK ′ como en (G) tales que ademásX∩X ′ = ∅.
Definimos las estructuras de Kripke Qk(K,K

′) y Q′
k(K,K

′) como sigue:

Qk(K,K
′) = (Q, {→i| i ∈ AQ}, {Qq | q ∈ PQ}),

donde

� Q = Xk ∪X ′k,

� AQ = {1, . . . , k} ∪ (X ×X ′) ∪ (X ′ ×X),

� PQ = (P× {1, . . . , k}) ∪ (A× {1, . . . , k}2) ∪ {1, . . . , k}2,

� para cada 1 ≤ i ≤ k, ū→i v̄ si y solo si hay un Y ∈ {X,X ′} tal que ū ∈ Y k y hay un 1 ≤ j ≤ k
con i ̸= j, y w ∈ Y a distancia ≤ 1 de ū[j] tal que v̄ = ū[i 7→ w],

� para cada (v1, v2) ∈ (X ×X ′)∪ (X ′×X), ū1 →(v1,v2)
ū2 si y solo si ū1[i] = v1 y ū2[i] = v2 para

todo 1 ≤ i ≤ k (notar que en caso de que v1 ∈ X, entonces ū1 ∈ Xk y ū2 ∈ X ′k; y en caso de
que v1 ∈ X ′, entonces ū1 ∈ X ′k y ū2 ∈ Xk), y

14La estructura Sk(K) describe los movimientos válidos realizados por algún jugador (Spoiler o Duplicador),
donde las etiquetas en Ak codifican las movidas de las piedras y las etiquetas en PK,k codifican las subestructuras

de K generadas por cada tupla ū ∈ Xk.
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� para (X̃, →̃) ∈ {(X,→), (X ′,→′)}, si v̄ ∈ X̃k, entonces para p ∈ P, v̄ ∈ Q(p,i) si y solo si

v̄[i] ∈ X̃p; para a ∈ A, v̄ ∈ Q(a,i,j) si y solo si v̄[i]→̃av̄[j]; y v̄ ∈ Q(i,j) si y solo si v̄[i] = v̄[j],

y
Q′
k(K,K

′) = (Q′, {→′
i| i ∈ AQ}, {Q′

q | q ∈ PQ}),
donde

� Q′ = Q,

� para cada 1 ≤ i ≤ k, ū→′
i v̄ se define como en Qk(K

′, K ′) reemplazando →i por →′
i,

� para cada (v1, v2) ∈ (X×X ′)∪ (X ′×X), ū2 →(v1,v2)
ū1 si y solo si ū1 →(v1,v2)

ū2 en Qk(K,K
′),

� y Q′
(p,i), Q

′
(a,i,j) y Q′

(i,j) se definen como en Qk(K,K
′) reemplazando Q(p,i) por Q′

(p,i), Q(a,i,j) por
Q′

(a,i,j) y Q(i,j) por Q′
(i,j).

Bajo este esquema, podemos demostrar lo siguiente.

Teorema 65. Para estructuras de Kripke K,K ′, w̄ ∈ W (K)k y w̄′ ∈ W (K ′): K, w̄ ⇀⇁k K
′, w̄′ si y

solo si Qk(K,K
′), w̄ ⇀ Q′

k(K,K
′), w̄′.

Demostración. Similar a la demostración del Teorema 64, solo aclaramos que la inclusión de los
śımbolos→i con i ∈ (X ×X ′)∪ (X ×X ′) sirven (como se indica en la definición de las estructuras
Qk(K,K

′) y Q′
k(K,K

′)) para lidiar con las jugadas tipo J3 que puede realizar Spoiler durante
alguna partida.

De este teorema se obtiene que

Corolario 66. Para estructuras de Kripke K,K ′, w̄ ∈ W (K)k y w̄′ ∈ W (K ′): K, w̄ ⇀↽k K
′, w̄′ si

y solo si Qk(K,K
′), w̄ ⇀ Q′

k(K,K
′), w̄′ y Q′

k(K,K
′), w̄′ ⇀ Qk(K,K

′), w̄.

Consideremos los siguientes problemas de decisión:

k-simulation

Entrada: K,K ′ estructuras de Kripke, ū ∈ W (K)k, ū′ ∈ W (K ′)k

Salida: Decidir si K, ū ⇀k K
′, ū′

k-bisimulation

Entrada: K,K ′ estructuras de Kripke, ū ∈ W (K)k, ū′ ∈ W (K ′)k

Salida: Decidir si K, ū ⇀↽k K
′, ū′

Restringidos a estructuras finitas podemos valernos de algunos resultados conocidos para obtener
cotas de complejidad para ambos problemas. En [120] demuestran que el problema de bisimulación
entre los estados de unos FSPs15 se puede decidir en tiempo polinomial. Bajo este mismo esquema,
en [28] demuestran que este problema de bisimulación es PTime-completo.

Observe que cuando K es una estructura finita, entonces tanto Sk(K,K
′) como Qk(K,K

′) son
también finitos y de tamaño polinomial con respecto a K.

15Un Finite State Process (FSP) se puede pensar como un autómata finito no determinista con posibles transi-
ciones vaćıas. En este sentido, los FSPs incluyen a las estructuras de Kripke finitas como submodelos. El esquema
de simulación entre FSPs sigue las mismas reglas descritas para ML-simulación dadas al comienzo de esta sección.
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Corolario 67. Bajo estructuras de Kripke finitas, los problemas k-simulation y k-bisimulation
se puede resolver en tiempo polinomial.

3.5 Separabilidad

Ya vimos que los lenguajes CPDL+(TW1) y CPDL+(TW2) son equiexpresivos. En esta sección
analizaremos qué sucede entre CPDL+(TWk) y CPDL+(TWk+1) para k ≥ 2. Los próximos resul-
tados serán una consecuencia directa de la siguiente “propiedad de modelo tipo árbol”.

Proposición 68. Para cada k ≥ 3, estructura de Kripke K y mundo u ∈ W (K), existe una
estructura de Kripke K̂ de treewidth ≤ k − 1 y un mundo û ∈ W (K̂) tales que K, u ⇀↽k K̂, û.
Además, si K es numerable, K̂ tiene una descomposición de árbol numerable de ancho ≤ k − 1.

Demostración. Consideremos el conjunto S de los subconjuntos no vaćıos de a lo sumo k − 1
mundos de K. Sea T el árbol infinito con nodos V (T ) = {u}·S∗ (es decir, los nodos son secuencias
finitas sobre S que comienzan con {u}) y con ejes {x, y} si x es un prefijo de y de longitud |y| − 1.
Decimos que {u} es el nodo ráız de T y lo denotamos r. Denotemos por λ(x) al último conjunto
de x ∈ V (T ) (es decir, λ(y · S) = S para cada S ∈ S y y ∈ S∗).

Para un par de mundos v, v′ de K y un par de nodos x, x′ de T , escribamos como ≈ a la
clausura reflexiva, simétrica y transitiva de

{((v, x), (v′, x′)) | x′ es hijo de x en T, v = v′ y v ∈ λ(x) ∩ λ(x′)}.
La clase de equivalencia del par (v, x) bajo ≈ se denota [v, x].16 Definimos K̂, û como

(1) W (K̂) = {[v, x] | v ∈ W (K), x ∈ V (T ), v ∈ λ(x)};

(2) para cada programa atómico a ∈ A tenemos que JaKK̂ consiste de todos los pares ([v, x], [v′, x])
tales que (v, v′) ∈ JaKK ;

(3) para cada proposición atómica p ∈ P tenemos que JpKK̂ consiste de todos los mundos [v, x]
tales que v ∈ JpKK ; y

(4) û = [u, r].

Finalmente, consideremos la función v : V (T ) → ℘(W (K̂)) que asigna a cada x ∈ V (T ) el
conjunto {[v, x] | v ∈ λ(x)}.

Afirmación. (T,v) es una descomposición de árbol de K̂ de treewidth a lo sumo k − 1.

Demostración. Para cada bolsa x de T , |v(x)| = |λ(x)| ≤ k − 1. Por definición de ≈, para todo
mundo [v, x] ∈ W (K̂), el subgrafo de T generado por todas las bolsas y tales que [v, x] ∈ v(y)
(o equivalentemente, tales que [v, x] = [v, y]) es conexo, cumpliéndose TD3. Por definición de K̂,
todos sus nodos y ejes están contenidos en alguna bolsa de T , cumpliéndose TD1 y TD2.

Vamos a ver que por construcción, K̂ es k-bisimilar a K.

16Intuitivamente, con la relación ≈ identificamos los subárboles maximales de T donde un mundo v aparece en
λ(x) para todo nodo x del subárbol.
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Afirmación. K, u⇀↽k K̂, û.

Demostración. Demostraremos algo más general. Para cualquier (k− 1)-tupla ū de mundos de K
y cualquier nodo de T de la forma x = w · {ū[1], . . . , ū[k − 1]}, tenemos que K, ū ⇀↽k K̂, ¯̂u, donde
¯̂u[i] = [ū[i], x] con 1 ≤ i ≤ k − 1.

Notemos que {ū[i] 7→ ¯̂u[i]}i<k es (a) una función (si ū[i] = ū[j], entonces [ū[i], x] = [ū[j], x], por
reflexividad de ≈), y (b) biyectiva (si ¯̂u[i] = ¯̂u[j] entonces (ū[i], x) ≈ (ū[j], x) y por definición de
≈, ū[i] = ū[j]). Más aún, por definición de K̂, tanto {ū[i] 7→ ¯̂u[i]}i<k como {¯̂u[i] 7→ ū[i]}i<k definen
homomorfismos parciales de Homk(K, K̂) y Homk(K̂,K), respectivamente. Con esto ya tenemos
una de las condiciones para que se cumpla K, ū ⇀⇁k K̂, ¯̂u y K̂, ¯̂u⇀⇁k K, ū.

Por lo anterior, queda claro que Spoiler siempre puede realizar movimientos tipo J3 cuando
la configuración se lo permite. Ahora veremos que para cualquier movimiento tipo J1 que realice
Spoiler en K o en K̂, Duplicador le responde.

Sea u′i ∈ W (K) a distancia ≤ 1 de algún ū[j] con i ̸= j, y consideremos el mundo en K̂ dado
por ¯̂u[i 7→ û′i], donde û′i = [u′i, x

′] y x′ = x · ({ū[j] | j ̸= i} ∪ {u′i}). Como x′ es hijo de x en T ,
entonces para todo j ̸= i, [ū[j], x] = [ū[j], x′] y por lo demostrado en la parte anterior, tenemos
que (ū[i 7→ u′i], ¯̂u[i 7→ û′i]) ∈ Homk(K, K̂).

Simétricamente, sea û′i ∈ W (K̂) a distancia ≤ 1 de algún ¯̂u[j] con i ̸= j. Por definición de K̂,
existe un mundo u′i de K y una bolsa x′ tales que: (i) û′i = [u′i, x

′], (ii) ¯̂u[j] = [ū[j], x] = [ū[j], x′],
y (iii) u′i está a distancia ≤ 1 de ū[j]. Más aún, para todo j′ ̸= i y a ∈ A, si (û′i, ¯̂u[j′]) ∈ JaKK̂
(resp. (¯̂u[j′], û′i) ∈ JaKK̂) entonces (u′i, ū[j′]) ∈ JaKK (resp. (ū[j′], u′i) ∈ JaKK).17 Por lo tanto,

tenemos que (¯̂u[i 7→ û′i], ū[i 7→ u′i]) ∈ Homk(K̂,K).

Por último, observemos que (T,v) y K̂ son numerables si K es numerable.

CPDL+ es definible con la lógica de menor punto fijo (Proposición 50), y por lo tanto hereda la
propiedad de modelo numerable de Löwenheim-Skolem: si una fórmula de CPDL+ es satisfacible,
entonces es satisfacible en una estructura numerable. De donde obtenemos la siguiente propiedad,
consecuencia del Teorema 63 y de la Proposición 68:

Corolario 69. Para todo k ≥ 2, CPDL+(TWk) tiene la “propiedad de modelo de treewidth k”:
si una fórmula φ ∈ CPDL+(TWk) es satisfacible, entonces es satisfacible en una estructura de
Kripke numerable de treewidth a lo sumo k.

Con estos resultados demostraremos el siguiente teorema de separación:

Teorema 70. Para cada k ≥ 3, CPDL+(TWk−1) ≨ CPDL+(TWk).

Demostración. En esencia, probaremos que la presencia de un clique de tamaño (k + 1) se puede
expresar en CPDL+(TWk) pero no en CPDL+(TWk−1), para todo k ≥ 3. Sea la siguiente fórmula

ξk+1 := ⟨C[x1, xk+1]⟩ ∧ ¬⟨C ′[x1, y]⟩, (H)

donde C = {a(xi, xj) | 1 ≤ i < j ≤ k + 1} y C ′ = {a(x1, y), a(y, y)}, para algún a ∈ A fijo.
Notemos que ξk+1 es una fórmula en CPDL+(TWk) ya que GC es un clique de tamaño k + 1 y

17De nuevo, por definición de K̂, cualquier relación entre nodos de K̂ debe provenir de una relación ya existente
en K.
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todo clique tiene treewidth igual a su tamaño, y GC
′ tiene treewidth 1. Veamos que ξk+1 no puede

expresarse en CPDL+(TWk−1).
Primero, si K es una estructura de Kripke y u1 ∈ W (K) son tales que K, u1 |= ξk+1, deben

existir mundos u2, . . . , uk+1 de K, todos distintos entre śı y de u1, tales que (ui, uj) ∈ JaKK para
todo 1 ≤ i < j ≤ k + 1, es decir, el conjunto {u1, . . . , uk+1} genera una subestructura de K que
restringida a la etiqueta a forman un clique (dirigido). De hecho, ξk+1 es satisfacible.

Ahora, supongamos que ξk+1 puede expresarse en CPDL+(TWk−1). Como ξk+1 es satisfacible,
por el Corolario 69, esta fórmula se satisface en una estructura de Kripke K numerable de treewidth
a lo sumo k. Por lo anterior, en K debe existir una clique de tamaño k+ 1, pero esto no es posible
por propiedades de descomposición de árbol.

Algo a tener en cuenta es que si bien la Proposición 68 funciona para k ≥ 2, no es cierta la
propiedad de modelo de treewidth 1 (o sea, no vale Corolario 69 para k = 1), porque la caracteri-
zación entre ⇀↽k y CPDL+(TWk−1) del Teorema 63 se cumple a partir de k = 3. Más aún, dado
que CPDL+(TW1) ≡ CPDL+(TW2) (Corolario 59), tenemos que ξ3, que es la fórmula (H) para
k = 2, es de hecho expresable en CPDL+(TW1). Con todo esto hemos demostrado también que la
igualdad

CPDL+ =
∞⋃
k=1

CPDL+(TWk)

representa una jerarquización estrictamente creciente (a partir de k = 3) de lenguajes cada más
expresivos, y cada uno caracterizado por su propio juego de bisimulación.

3.6 Satisfacibilidad de CPDL+

El problema de satisfacibilidad para un fragmento C de CPDL+ se describe como

satisfiability for C
Entrada: Una expresión e que es una fórmula o un programa de C
Salida: Decidir si existe una estructura de Kripke K y mundos u, v ∈ W (K)

tales que u ∈ JeKK (en caso de que e sea fórmula) o (u, v) ∈ JeKK
(en caso de que e sea programa)

La decibilidad de este problema para CPDL+(TWk) se sigue del Corolario 69, del hecho de
que las expresiones de CPDL+ se pueden traducir efectivamente a la Lógica de Segundo Orden
Monádico (MSO por sus siglas en inglés) [133], y el conocido resultado de que satisfacibilidad
de MSO sobre estructuras de treewidth acotado es decidible (Teorema de Courcelle [63]). Ya que
cualquier expresión de CPDL+ pertenece a CPDL+(TWk) para algún k, se sigue que satisfacibilidad
de CPDL+ es también decidible.

Quisiéramos ahora precisar la complejidad de los problemas de satisfacibilidad. Para ello
seguiremos el esquema de la demostración de [103, Theorem 4.8] sobre satisfacibilidad de ICPDL
y lo adaptaremos para el caso más general de CPDL+. Usaremos las mismas definiciones y nomen-
clatura de [103] y las siguientes demostraciones serán bastante parecidas a las del art́ıculo citado
pero destacaremos las partes donde nuestras pruebas se diferencian.
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Para las demostraciones realizaremos una serie de reducciones como sigue:

� Del problema de satisfacibilidad de CPDL+(TWk) sobre estructuras arbitrarias a estructuras
de treewidth k (trivial por Corolario 69).

� Del problema de satisfacibilidad de CPDL+(TWk) sobre estructuras de treewidth k al problema
de satisfacibilidad de CPDL+(TWk) sobre “árboles regulares” (Lema 76).

� Del problema de satisfacibilidad de CPDL+ sobre árboles regulares al problema emptiness de
un modelo de autómata sobre árboles.

Los problemas a introducir dependen de un tipo especial de autómatas denominados TWAPTAs
(por las siglas en inglés de two-way alternating parity tree automaton), por lo que explicaremos
primero algunos conceptos relacionados a estos, tomados de [103].

Sean ΣN un alfabeto de etiquetas de nodo y ΣE un alfabeto de etiquetas de eje, ambos finitos
y no vaćıos. Un árbol con etiquetas (ΣN ,ΣE), o simplemente, un (ΣN ,ΣE)-árbol es una función
parcial T : Σ∗

E → ΣN cuyo dominio, denotado dom(T ), es cerrado por prefijos (si w1 ·w2 ∈ dom(T ),
entonces w1 ∈ dom(T )). Esta condición también permite ver a T con una estructura subyacente
de árbol:

(i) los elementos de dom(T ) son los nodos de T ; y

(ii) si w ∈ Σ∗
E y d ∈ ΣE son tales que wd ∈ dom(T ), entonces w es el padre de wd.

Si wd ∈ dom(T ), decimos que es el d-sucesor de w, y rećıprocamente, que w es el d-predecesor
de wd; bajo este contexto, si u = w y v = wd, podemos pensar que (u, d, v) es un eje etiquetado
de T . Notemos que estos árboles siempre tienen como ráız a la palabra vaćıa, denotada como
ε. Si dom(T ) = Σ∗

E decimos que T es completo. En el resto de la sección trabajaremos con
árboles completos y usamos tree(ΣN ,ΣE) para denotar el conjunto de todos los (ΣN ,ΣE)-árboles
completos. Si ΣE no es importante o se sobreentiende, escribiremos simplemente ΣN -árboles.

Para un conjunto finito X, denotamos por B+(X) al conjunto de todas las fórmulas Booleanas
positivas donde los elementos de X se usan como variables. Las constantes true y false se admiten
como expresiones Booleanas positivas válidas, es decir, true, false ∈ B+(X) para cualquier X. En
general, podemos asumir que los elementos de B+(X) están en forma normal disyuntiva. El dual
de un elemento de B+(X) se define como la fórmula Booleana positiva que se obtiene de sustituir
el śımbolo ∧ por ∨, y viceversa. En principio, el dual de una fórmula Booleana en forma normal
disyuntiva está en forma normal conjuntiva, pero se puede reescribir a una fórmula equivalente en
forma normal disyuntiva de tamaño exponencialmente mayor al de la original. Por otra parte, true
y false son duales entre śı. Como es usual hacer, un subconjunto Y ⊆ X se puede interpretar
como una valuación, simplemente asignando el valor true a los elementos de Y y false a los
elementos de X \ Y . Notemos que true es el único elemento de B+(X) que se satisface para la
valuación Y = ∅.

Para un alfabeto de ejes ΣE, denotamos ΣE = {ā | a ∈ ΣE}, que se considera como una copia
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disjunta de ΣE. Para u ∈ Σ∗
E y d ∈ ΣE ∪ ΣE ∪ {ε} definimos:

u · d =


ud si d ∈ ΣE

u si d = ε

v si existen v ∈ Σ∗
E, a ∈ ΣE tales que u = va y d = ā

indefinido en otro caso.

Informalmente, los TWAPTAs son autómatas de recorrido que en cada transición pueden leer
la etiqueta en ΣN del nodo actual y moverse a un hijo chequeando la etiqueta en ΣE especificada,
o moverse (si es posible) al padre chequeando la etiqueta en ΣE especificada, o mantenerse en
el mismo nodo. Más aún, este modelo de autómata incluye alternancia, aśı que las transiciones
se pueden pensar como combinaciones Booleanas positivas de este tipo de movimientos no de-
termińısticos. El criterio de aceptación está basado en lo que se denomina como condición de
paridad.

Formalmente, un TWAPTA sobre tree(ΣN ,ΣE) es una tupla T = (S, δ, s0,Acc), donde

� S es un conjunto finito no vaćıo de estados,

� δ : S×ΣN → B+(mov(ΣE)) es la función de transición, donde mov(ΣE) = S× (ΣE ∪ΣE ∪{ε})
es el conjunto de movimientos,

� s0 ∈ S es el estado inicial, y

� Acc : S → N es la función de prioridad.

Para s ∈ S y d ∈ ΣE ∪ ΣE ∪ {ε}, escribimos el correspondiente movimiento como ⟨s, d⟩.
Intuitivamente, ⟨s, d⟩ con d ∈ Σe significa que el autómata env́ıa una copia de śı mismo en el
estado s al d-sucesor del nodo actual del recorrido. Similarmente, ⟨s, d̄⟩ significa que se env́ıa
una copia al d-predecesor (en caso de existir), y ⟨s, ε⟩ significa que nos mantenemos en la misma
posición.

El comportamiento o cómputo de los TWAPTAs se define en términos de lecturas. Sea T un
TWAPTA, s ∈ S un estado de T , T ∈ tree(ΣN ,ΣE) y u ∈ Σ∗

E un nodo. Una (s, u)-lectura de T
sobre T es un (S × Σ∗

E)-árbol TR (no necesariamente completo) tal que

� TR(ε) = (s, u), y

� para todo α ∈ dom(TR), si TR(α) = (p, v) y δ(p, T (v)) = θ, entonces hay un subconjunto
Y ⊆ mov(ΣE) que satisface θ y tal que para todo (p′, d) ∈ Y , v · d está definido y existe un
sucesor β de α en TR con TR(β) = (p′, v · d).

Decimos que una (s, u)-lectura TR es exitosa si para todo camino infinito α1α2 · · · en TR (que
se asume comienza desde la ráız), el siguiente número es par:

min{Acc(s′) | s′ ∈ S con TR(αi) ∈ {s′} × Σ∗
E para infinitos i}.

Para s ∈ S y s0 el estado inicial de T , definimos

JT , sK := {(T, u) ∈ tree(ΣN ,ΣE)× Σ∗
E | existe una (s, u)-lectura exitosa de T sobre T},

JT K := JT , s0K.
El lenguaje L(T ) aceptado por T se define como

L(T ) := {T ∈ tree(ΣN ,ΣE) | (T, ε) ∈ JT K}.
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Para un TWAPTA T = (S, δ, s0,Acc), definimos su tamaño como |T | := |S| y definimos su
ı́ndice i(T ) como max{Acc(s) | s ∈ S}. El tamaño |δ| de la función de transición δ es la suma de
las longitudes de todas las fórmulas Booleanas positivas que aparecen en el rango de δ. Si L(T1) y
L(T2) son lenguajes con T1, T2 un par de TWAPTAs sobre tree(ΣN ,ΣE), entonces se puede construir
(con la técnica estándar de lenguajes regulares) un TWAPTA T tal que L(T ) = L(T1) ∩ L(T2), y
esta construcción se puede hacer en tiempo lineal en función de T1 y T2.

El respectivo problema emptiness para TWAPTAs se define como aquel que dado un TWAPTA
T , se debe decidir si L(T ) ̸= ∅. El siguiente teorema implica que el problema emptiness para
TWAPTAs, es decidible en ExpTime.

Teorema 71. [103, Theorem 3.1] Dado un TWAPTA T con función de transición δ, se puede

chequear en tiempo exp(|T |+ i(T )) · |δ|O(1) si L(T ) ̸= ∅, donde exp(n) = 2n
O(1)

.

Este enunciado es en realidad una adaptación de varios resultados obtenidos en [167] respecto
a two-way automatas que es un concepto distinto al de TWAPTAs, pero lo suficientemente similar
para garantizar la validez del Teorema 71.

En la Sección 3.6.2 haremos una construcción inductiva de fórmulas a TWAPTAs y para ello
requeriremos usar un tipo de autómatas no determińısticos denominados NFAs cuya definición la
tomamos también de [103]. Formalmente, un NFA A sobre un TWAPTA T (cuyo conjunto de
estados es S) es una tupla (Q, p0, q0,→A), donde Q es un conjunto finito de estados, p0 y q0 son
dos estados seleccionados, denominados inicio y final, respectivamente, y →A es un conjunto de
transiciones etiquetadas de las siguientes formas:

(1) q
a−→A q′,

(2) q
ā−→A q′,

(3) q
T ,s−−→A q′ con s ∈ S,

donde q, q′ ∈ Q y a ∈ ΣE.
Las transiciones del tercer tipo son llamadas transiciones de testeo. Los NFAs definen relaciones

binarias sobre el conjunto de nodos de un (ΣN ,ΣE)-árbol completo. Para hacer esto expĺıcito, dado
T ∈ tree(ΣN ,ΣE) definimos ⇒A,T⊆ (Σ∗

E × Q) × (Σ∗
E × Q) como la relación más pequeña tal que

para todo u ∈ Σ∗
E, a ∈ ΣE, p, q ∈ Q y s ∈ S, tenemos que:18

(1) (u, p)⇒A,T (ua, q) si p
a−→A q,

(2) (ua, p)⇒A,T (u, q) si p
ā−→A q,

(3) (u, p)⇒A,T (u, q) si p
T ,s−−→A q y (T, u) ∈ JT , sK.

Dado un NFA A = (Q, p0, q0,→A) sobre un TWAPTA, definimos su tamaño como |A| := |Q|.
Note que el tamaño del TWAPTA sobre el que se define A no se considera en su tamaño.

Por último, sea JAK := {(T, u, v) | T ∈ tree(ΣN ,ΣE), u, v ∈ Σ∗
E, y (u, p0) ⇒∗

A,T (v, q0)}. Note
que en esta definición el estado inicial de T no tiene un rol importante, aśı que por lo general en
estos casos nos referiremos a un TWAPTA simplemente como una terna T = (S, δ,Acc).

18Otra forma de interpretar a la relación ⇒A,T es que los estados en Q se propagan sobre los nodos del árbol T
como indica A. Un proceso similar se realizó en el Caṕıtulo 2 en la demostración del Lema 40.
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3.6.1 Satisfacibilidad sobre árboles ω-regulares

Consideremos el siguiente problema

ω-regular tree satisfiability
Entrada: Una fórmula φ de CPDL+ y un TWAPTA T
Salida: Decidir si φ es satisfacible con respecto a L(T ), es decir, si existe

un árbol en L(T ) que visto como una estructura de Kripke es un
modelo de φ

Para esta parte asumimos que las fórmulas φ y los árboles se describen respecto a conjuntos
A ⊆ A y P ⊆ P finitos y no vaćıos. Más precisamente, si prog(φ) := {a ∈ A | a ocurre en φ}
y prop(φ) := {p ∈ P | p ocurre en φ} entonces prog(φ) ⊆ A, prop(φ) ⊆ P y los TWAPTAs T
computan sobre (℘(P ), A)-árboles. Tales árboles T se pueden identificar con una estructura de
Kripke

T (K) := (dom(T ), {→a| a ∈ A}, {Tp | p ∈ P}), (I)

donde →a= {(u, ua) | ua ∈ dom(T )} para todo a ∈ A y Tp = {u ∈ dom(T ) | p ∈ T (u)} para todo
p ∈ P . Observe que las estructuras de Kripke derivadas de esta manera son determińısticas, es
decir, la relación de transición →a es una función parcial para todo a ∈ A.

Decimos que la fórmula φ es satisfacible con respecto a L(T ) si existe T ∈ L(T ) tal que
ε ∈ JφKT (K). Ahora probaremos que si φ es una fórmula en CPDL+(TWk) con k ≥ 2, existen φ′

de CPDL+ y un TWAPTA T tales que φ es satisfacible si y solo si φ′ es satisfacible con respecto
a L(T ).

Para la reducción trabajaremos con (℘(P ), A)-árboles, donde P y A son los siguientes conjuntos
finitos de proposiciones atómicas y programas atómicos:19

P = {t} ∪̇ prop(φ) ∪̇ ({0, 1, · · · , k} × prog(φ)× {0, 1, · · · , k}),
A = {a, b, 0, 1, · · · , k}.

La idea es que cada árbol T aceptado por T codifique una estructura de Kripke K junto con
una descomposición de árbol buena de K de ancho ≤ k. Una descomposición de árbol (U,v) se
dice que es buena si

1) U es un árbol binario y

2) si {b, b′} es una arista de U entonces v(b) ⊆ v(b′) o v(b′) ⊆ v(b).

Considerar solo estructuras de Kripke numerables no es ningún problema pues contamos con
el Corolario 69 y además

Lema 72. [103, Lemma 4.1] Si K tiene una descomposición de árbol numerable de ancho ≤ k,
entonces K también tiene una descomposición de árbol buena de ancho ≤ k.

Siguiendo el esquema de [103], definiremos cuándo un (℘(P ), A)-árbol es válido. La idea original
hecha para treewidth 2 y la intuición detrás de estos conceptos se discuten en [103], nosotros

19Estos conjuntos se pueden construir polinomialmente en función de |φ|.
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hemos tomado esas ideas y las hemos extendido de forma directa para algún valor treewidth
k ≥ 2 fijo. En la siguiente definición se describirá tanto un (℘(P ), A)-árbol como una función
v : {a, b}∗ → {0, 1, . . . , k} cuya finalidad se aclarará cuando decodifiquemos la estructura de
Kripke correspondiente.

Un (℘(P ), A)-árbol completo T se dice válido si para todo v ∈ A∗ ocurre lo siguiente:

a) si v ∈ {a, b}∗ e i ∈ {0, 1, . . . , k}, entonces T (vi) = ∅ o {t} ⊆ T (vi) ⊆ {t} ∪ P ; en estos casos
fijamos v(v) = {i | t ∈ T (vi)};

b) si v ∈ {a, b}∗, entonces T (v) ⊆ v(v)× prog(φ)× v(v);

c) si v ∈ {a, b}∗ y c ∈ {a, b}, entonces v(v) ⊆ v(vc) o v(vc) ⊆ v(v);

d) si v ̸∈ {a, b}∗ ∪ {a, b}∗{0, 1, . . . , k}, entonces T (v) = ∅.

Lema 73. Existe un TWAPTA T tal que T ∈ L(T ) si y solo si T es un (℘(P ), A)-árbol válido.

Demostración. Sea T = (S, δ, s0,Acc) tal que S = {s0, s1}, Acc(si) = i. La función de transición δ
será descrita por partes, especificando las acciones que realiza al ser evaluado en un (℘(P ), A)-árbol
completo T :20

� si v ∈ {a, b}∗,

δ(s, T (v)) =


∧
r∈A(s0, r), si s = s0 y en v se cumplen a)−c),

(s1, i), si s = s0 y en v no se cumple a) para i ∈ {0, . . . , k}
(s1, a) ∧ (s1, b), si s = s1 o en v no se cumple b) o c)

� si v ∈ {a, b}∗ e i ∈ {0, 1, . . . , k},

δ(s, T (vi)) =

{∧
r∈A(s0, r), si s = s0,∧
r∈A(s1, r), en caso contrario

� si v ̸∈ {a, b}∗ ∪ {a, b}∗{0, 1, . . . , k},

δ(s, T (v)) =

{∧
r∈A(s0, r), si s = s0 y T (v) = ∅,∧
r∈A(s1, r), en caso contrario

Notemos que T descrito de esta forma implica directamente que si T es válido entonces existe
una (s0, ε)-lectura exitosa de T sobre T , espećıficamente, el (S × A∗)-árbol completo TR, tal que
TR(v) = (s0, v) para todo v ∈ A∗. Por otra parte si T no es válido y TR es una (s0, ε)-lectura
de T sobre T , entonces debe existir un v ∈ dom(TR) ⊆ A∗ tal que δ(s0, T (v)) = θ, donde θ es
una conjunción de átomos de la forma (s1, r) con r ∈ A. Por definición de T ocurre que para
todo elemento vu, con u ∈ A+, TR(vu) = (s1, vu), por lo que TR tiene una rama infinita donde s0
aparece finitas veces y s1 aparece infinitas veces, no cumpliéndose aśı la condición de paridad para
que TR sea una lectura exitosa.

20Técnicamente, la función δ debeŕıa depender solamente de la etiqueta T (v) y no referir al elemento v. Decidimos
describir a δ de esta forma por claridad argumentativa. Toda mención a v puede ser sustituida con una propiedad
referente a etiquetas en S × ℘(P ).
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En adelante asumimos que el T del Lema 73 está fijo. Dado un (℘(P ), A)-árbol T válido,
definiremos una estructura de Kripke que denotamos por K(T ). Primero, consideremos el conjunto

PT = {u ∈ {a, b}∗{0, 1, . . . , k} | t ∈ T (u)}
y sea ∼ la relación de equivalencia más chica sobre PT que contiene a todos los pares (ui, uci) ∈
PT × PT , donde u ∈ {a, b}∗, c ∈ {a, b} y 0 ≤ i ≤ k. Denotamos por [u] a la clase de equivalencia
de u ∈ PT y por X a PT/ ∼. Luego,21

K(T ) := (X, {→r| r ∈ prog(φ)}, {Xp | p ∈ prop(φ)}), (J)

donde

→r = {([ui], [uj]) | u ∈ {a, b}∗, (i, r, j) ∈ T (u)}, y

Xp = {[u] ∈ X | p ∈ T (u)}.
En lo que sigue asumimos que las estructuras de Kripke solo usan śımbolos de prop(φ)∪prog(φ),

excepto si son de la forma T (K) que usan śımbolos de ℘(P ) ∪ A. El siguiente resultado es una
adaptación de [103, Lemma 4.5.].

Lema 74. Si K es una estructura de Kripke numerable que tiene una descomposición de árbol
buena de width a lo sumo k, entonces K es isomorfo a K(T ) para algún (℘(P ), A)-árbol T válido.
Rećıprocamente, para todo (℘(P ), A)-árbol T válido, K(T ) tiene treewidth a lo sumo k.

Demostración. Sea K una estructura de Kripke numerable y (U,v) una descomposición de árbol
buena de K con ancho ≤ k. Por comodidad y sin pérdida de generalidad, asumimos que U es un
árbol binario numerable completo22 con dominio dom(U) = {a, b}∗ y ráız ε, y que para cada bolsa
u existe una función inyectiva fu : v(u) → {0, 1, . . . , k} tal que si u′ es hijo de u en U , entonces
para todo v ∈ v(u) ∩ v(u′), fu(v) = fu′(v). Notemos que por definición de descomposición de
árbol, para todo mundo v de K, fu(v) siempre da el mismo valor para toda bolsa u que contiene
a v.

Consideremos el siguiente (℘(P ), A)-árbol completo T :

� si u ∈ {a, b}∗, entonces T (u) = {(fu(v), r, fu(v
′)) | v, v′ ∈ v(u), r ∈ prog(φ) y v

r−→ v′},

� si u ∈ {a, b}∗ e i ∈ {0, 1, . . . , k}{
∅, si no existe v ∈ v(u) tal que fu(v) = i

{t} ∪ {p ∈ prop(φ) | f−1(i) ∈ Xp}, en caso contrario

� si u ̸∈ {a, b}∗ ∪ {a, b}∗{0, 1, . . . , k}, entonces T (u) = ∅.
Que T sea válido se deduce directamente de la condición 2) que U satisface. Notemos que para

todo mundo v de K y bolsa u que contiene a v, si i = fu(v) entonces t ∈ T (ui), en otras palabras,
por definición de K(T ) (ver J), [ui] = [u′i] para cualesquiera bolsas u, u′ que contienen a v. Esto
último determina una función f : K → K(T ) dada por f(v) = [ufu(v)], donde u es cualquier bolsa
de U que contiene a v. Que f sea un isomorfismo es directo de la definición de K(T ).

21No confundir K(T ) con T (K) definido en (I).
22Si U tuviese hojas, podemos extenderlo añadiéndole un par de hijos a cada hoja asignándoles la misma imagen

por medio de v que tiene el padre.
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Para el rećıproco, supongamos que T es un (℘(P ), A)-árbol válido y construyamos para K(T )
una descomposición de árbol (U,v) de ancho ≤ k. Tomemos U como el árbol binario completo
con dominio {a, b}∗ y v dada por

v(u) = {[ui] | i ∈ {0, 1, . . . , k} y t ∈ T (ui)},
para todo u ∈ {a, b}∗. Notemos que para todo mundo [ui] de K(T ) existe una bolsa en U que lo
contiene (espećıficamente u) y por lo tanto se cumple TD1; todos los ejes de K(T ) son de la forma
([ui], r, [uj]), y por la misma razón de antes obtenemos que se cumple TD2; por definición de la
relación ∼ ocurre que para todo mundo [ui] de K(T ), el conjunto {u′ ∈ {a, b}∗ | u′i ∼ ui} define un
subárbol de T , lo cual implica que U satisface TD3. Luego, (U,v) es una descomposición de árbol
de K(T ) de ancho ≤ k. Que (U,v) sea buena se deduce de la propiedad c) que T satisface.

Solo nos queda definir la fórmula φ′. Para ello consideremos el programa auxiliar

π1
∼ =

⋃
i∈{0,1,...,k}

t? ◦ ī ◦ (a ∪ b ∪ ā ∪ b̄) ◦ i ◦ t?

y fijemos π∼ = t? ◦ (π1
∼)∗. Es fácil ver que para cualquier (℘(P ), A)-árbol T válido, Jπ∼KT (K) es

igual a la relación ∼.
Para la fórmula φ de CPDL+ definamos φ̂ que se obtiene haciendo el siguiente reemplazo

sintáctico en φ:

� cada programa atómico r ∈ prog(φ) se sustituye por

r̂ =
⋃

i,j∈{0,1,...,k}

π∼ ◦ ī ◦ (i, r, j)? ◦ j ◦ π∼

� y cada proposición atómica p ∈ prop(φ) por p̂ = ⟨π∼⟩p.
Por inducción estructural se puede demostrar el siguiente resultado que es una adaptación

trivial de [103, Lemma 4.6].

Lema 75. Para toda fórmula φ de CPDL+, (℘(P ), A)-árbol válido T y u ∈ PT se tiene que
u ∈ Jφ̂KT (K) si y solo si [u] ∈ JφKK(T ).

Definamos φ′ = ⟨(0 ∪ 1 ∪ · · · ∪ k) ◦ t?⟩φ̂. Para esta expresión obtenemos el siguiente resultado
que es una adaptación de [103, Lemma 4.7].

Lema 76. φ es satisfacible en una estructura de treewidth a lo sumo k si y solo si φ′ es satisfacible
con respecto a T . Más aún, CW(φ′) = CW(φ).

Demostración. La igualdad de los conjunctive widths es directa, por lo que solo probaremos la
doble implicación.

Supongamos que φ es una fórmula de CPDL+(TWk) satisfacible. Por el Corolario 69, φ es
satisfacible en K, u donde K es una estructura de Kripke numerable de treewidth a lo sumo k, que
a su vez es isomorfa a un K(T ) con T un (℘(P ), A)-árbol válido (Lema 74), y u es un mundo de K.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el isomorfismo de K a K(T ) mapea u a [εi] para
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algún i ∈ {0, 1, . . . , k} y que t ∈ T (εj) si y solo si j = i.23 Basta ver entonces que ε ∈ Jφ′KT (K), lo
cual se reduce a ver que εi ∈ Jφ̂KT (K). Por el Lema 75, esto es lo mismo que [εi] ∈ JφKK(T ), lo cual
ocurre por el isomorfismo entre K y K(T ).

Si φ′ es satisfacible con respecto a T , existe un (℘(P ), A)-árbol válido T tal que ε ∈ Jφ′KT (K),
y por lo tanto, para algún i ∈ {0, 1, . . . , k}, ocurre que εi ∈ Jφ̂KT (K). Por el Lema 75, esto es lo
mismo que [εi] ∈ JφKK(T ), es decir, φ es satisfacible en el modelo K(T ), [εi].

Esta reducción es polinomial solo si el valor de k se considera fijo, en caso contrario la reducción
es exponencial.

3.6.2 De CPDL+ a autómatas

Como en la sección anterior, fijemos conjuntos finitos P ⊆ P y A ⊆ A. Sea φ una fórmula en
CPDL+ tal que prog(φ) ⊆ A y prop(φ) ⊆ P y sea T un TWAPTA sobre tree(℘(P ), A). Vimos que
el problema ω-regular tree satisfiability se basa en decidir si dados tales φ y T , se tiene
que φ es satisfacible con respecto a L(T ). Demostraremos que este problema está en 2ExpTime
mediante una reducción computable en tiempo exponencial al problema emptiness para TWAPTAs.
En realidad trabajaremos con ICPDL+ en lugar de CPDL+ para adecuarnos mejor a la reducción
hecha en [103] para ICPDL.

El ingrediente principal de la reducción es una traducción definida por inducción mutua que
asigna (i) fórmulas de ICPDL+ a TWAPTAs y (ii) programas de ICPDL+ a NFAs sobre TWAPTAs.

En nuestro contexto de árboles, para una fórmula ψ y un programa π de ICPDL+, definamos
los conjuntos JψK y JπK como sigue:

JψK := {(T, u) | T ∈ tree(℘(P ), A), u ∈ A∗, u ∈ JψKT (K)},
JπK := {(T, u, v) | T ∈ tree(℘(P ), A), u, v ∈ A∗, (u, v) ∈ JπKT (K)}.

El propósito de esta parte es mostrar cómo convertir

� cada fórmula ψ en un TWAPTA T (ψ) tal que JT (ψ)K = JψK y

� cada programa π en un TWAPTA T (π) y un NFA A(π) sobre T (π) tales que JA(π)K = JπK.
La construcción se hará por inducción sobre la estructura de las expresiones. La definición del

TWAPTA T (ψ) para cada fórmula ψ y del TWAPTA T (π) y NFA A(π) para cada programa π
se hará como en [103, §3.2], pero en nuestro desarrollo debemos agregar el caso de los programas
conjuntivos. Comencemos definiendo los TWAPTAs de fórmulas.

(a) ψ = p ∈ P Tomamos T (ψ) = ({s0}, δ, s0, s0 7→ 0), donde para todo γ ⊆ P tenemos que
δ(s0, γ) = true si p ∈ γ y δ(s0, γ) = false en caso contrario. Claramente, JT (ψ)K = JψK.

(b) ψ = ¬θ T (ψ) se obtiene de T (θ) aplicando un proceso de complementación estándar, donde
todas las fórmulas Booleanas positivas del lado derecho de la función de transición se dualizan
y la condición de aceptación se complementa incrementando la prioridad de cada estado por
uno. Este caso se analiza y formaliza en [139].

23Estamos asumiendo que u es el único mundo de K que aparece en la bolsa ráız de la descomposición de árbol
usada para definir T . Esto es posible realizarlo siempre haciendo unas modificaciones menores en la demostración
del Lema 74.
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(c) ψ = ⟨π⟩ En [103] definen el TWAPTA asociado a ⟨π⟩φ, que abarca nuestro caso cuando
tomamos φ = ⊤, por lo que detallamos la construcción hecha para el caso más general ψ =
⟨π⟩φ. Por inducción, asumimos que se ha construido

un NFA A(π) = (Q, p0, q0,→A) sobre un TWAPTA T (π) = (S1, δ1,Acc1)

tal que JπK = JA(π)K. También se ha construido un TWAPTA

T (φ) = (S2, δ2, s2,Acc2)

tal que JφK = JT (φ)K. Podemos asumir que Q,S1 y S2 son disjuntos entre śı. El TWAPTA
T (ψ) simulará primero a A(π) y luego a T (φ). Sea el TWAPTA T (ψ) = (S, δ, p0,Acc), con
S = Q∪S1 ∪S2. Para los estados en S1 y S2, las transiciones de T (ψ) son como las de T (π) y
T (φ), respectivamente. Para simular a A(π) notamos primero que es fácil ejecutar transiciones
de tipo

q
a−→A(π) r y q

ā−→A(π) r,

pues basta que T (ψ) navegue hacia arriba o hacia abajo del árbol como se requiera. Para

ejecutar una transición q
T (π),s−−−→A(π) r, se procede universalmente para simular a T (π) en el

estado s y luego simular a A(π) en el estado r. Para asegurar que la simulación de A(π)
termina, la función de prioridad de T (ψ) asigna 1 a todos los estados de Q.24 Para empezar
la simulación de T (φ) después de que la simulación de A(π) haya terminado, añadimos una
ε-transición de q0 a s2. Formalmente, para q ∈ Q y γ ⊆ P , definimos

δ(q, γ) =
∨
{⟨r, a⟩ | q a−→A(π) r} ∨

∨
{⟨r, ā⟩ | q ā−→A(π) r}∨∨

{⟨s, ε⟩ ∧ ⟨r, ε⟩ | q T (π),s−−−→A(π) r}

y con una disyunción adicional ⟨s2, ε⟩ si q = q0. La función de prioridad Acc se define como
Acc(s) = 1 si s ∈ Q y Acc(s) = Acci(s) cuando s ∈ Si con i ∈ {1, 2}. Es directo chequear que
JT (ψ)K = JψK.

(d) ψ = φ1 ∧ φ2 Dado que φ1 ∧ φ2 ≡ ⟨φ1?⟩φ2, podemos ver a este tipo de fórmulas como parte
del caso anterior y de las construcciones para programas que haremos a continuación.

Pasamos ahora a traducir programas cuyo proceso requiere la construcción de un NFA A sobre
un TWAPTA T . La parte que difiere de lo realizado en [103] es el caso (i), pero igual que hicimos
con las fórmulas, reproducimos la idea de la traducción de programas para el resto de los casos:

(e) π = a ó π = ā con a ∈ A El NFA A = A(π) tiene una única transición entre los estados

seleccionados p0 y q0, la cual es p0
a−→A q0 ó p0

ā−→A q0, respectivamente. Claramente, JπK = JAK.
Dado que A no tiene transiciones de testeo, no importa definir un TWAPTA T (π) en este caso.
Para estimar el tamaño del autómata construido, asumimos que T (π) tiene un solo estado y
que su ı́ndice es 1.

(f) π = φ? Asumimos que existe un TWAPTA T (φ) = (S, δ, s0,Acc) tal que JφK = JT (φ)K. El
TWAPTA T (π) es T (φ) (sin el estado inicial). El NFA A(π) tiene solo dos estados selecciona-

24Esta condición implica que si T tiene una (p0, u)-lectura exitosa TR por medio de T (ψ), esta se construye
usando solo una cantidad finita de estados de Q en cualquier camino infinito de TR.
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dos p0 y q0 con la transición p0
T (π),s0−−−−→ q0. Por lo tanto, tenemos que

JπK = {(T, u, u) | (T, u) ∈ JT (φ)K} = JA(π)K.

(g) π = π1 ∪ π2, π = π1π2 ó π = π∗
1 Definimos A(π) usando las construcciones estándar de los

autómatas para unión, concatenación y estrella de Kleene. En los primeros dos casos, se
define T (π) como la unión disjunta de T (π1) y T (π2), mientras que para π = π∗

1 fijamos
T (π) = T (π1).

(h) π = π1 ∩ π2 Este en el caso más complicado y largo tratado en [103], por lo que referimos
directamente a la lectura del art́ıculo.

(i) π = C[xs, xt] Este caso difiere de lo hecho en [103]. Por hipótesis inductiva, asumimos que

para cada átomo de programa π′(x, x′) ∈ C hay un TWAPTA T (π′) y un NFA A(π′) sobre
T (π′) tal que JA(π′)K = Jπ′K. Sin pérdida de generalidad, supongamos que todos los conjuntos
de estados son disjuntos entre śı, por lo que para hacer notoria esta distinción, nos referiremos
a los NFAs y a los TWAPTAs de los átomos de programa como A(π′(x, x′)) y T (π′(x, x′)) y
sea Q la unión de todos los conjuntos de estados de A(π′(x, x′)), con π′(x, x′) ∈ C.

Para cualquier π′(x, x′) ∈ C y estados p, q de A(π′(x, x′)) consideremos un nuevo tipo de
programa denotado p 99K q con la semántica Jp 99K qK := JAp,q(π′(x, x′))K, donde Ap,q(π′(x, x′))
es el resultado de establecer a p y q como los estados inicial y final, respectivamente, del NFA
A(π′(x, x′)) sobre el TWAPTA T (π′(x, x′)). Notemos que, formalmente, p 99K q depende tanto
de A(π′(x, x′)) como de T (π′(x, x′)), pero dado que los conjuntos de estados son disjuntos,
los autómatas pueden recuperarse ineqúıvocamente, y por lo tanto quedan impĺıcitos en la
definición. Un programa ICPDL sobre Q25 es cualquier programa descrito por la sintaxis

π ::= ε | π ∪ π | π ∩ π | π ◦ π | π∗ | p 99K q,
donde p, q ∈ Q. Todas estas expresiones con la semántica esperada. Veamos ahora cómo
traducir C[xs, xt] a un programa ICPDL sobre Q equivalente y de ah́ı basta con aplicar la
traducción de los casos previos.

Supongamos que vars(C) = {x1, . . . , xn} y consideremos variables auxiliares y1, . . . , yn−1

distintas de los xi. TC denota cualquier árbol cuyos nodos son U = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn−1},
y tal que todas las variables xi son hojas de TC y el subgrafo generado por las variables yj
forman un árbol binario. Además, las aristas de TC pueden tener una etiqueta ε o no, cuyo
propósito se explicará más adelante. Los nodos de una arista con etiqueta ε se dice que son
similares, y esta relación la cerramos por transitividad. Para cualquier par de nodos x, y ∈ U ,
escribamos x⇝TC

y para denotar al (único) camino simple de x a y en TC . Sea st : U → ℘(Q)
una función que asigna cada variable y al conjunto de estados Qy ⊆ Q tal que para cada átomo
de programa π′(x, x′) ∈ C:

• si el camino x ⇝TC
x′ contiene a y, entonces Qy contiene exactamente un estado de

A(π′(x, x′)), y si p0, q0 son los estados inicial y final de A(π′(x, x′)) entonces p0 ∈ Qy si
y = x o q0 ∈ Qy si y = x′;

25En algunos casos diremos “programa ICPDL sobre autómatas”, sobreentendiéndose que Q es la unión (disjunta)
de todos los conjuntos de estados de los autómatas involucrados.
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• si x = x′ = y, entonces Qy contiene solo el estado final de A(π′(x, x′));

• de otro modo, Qy no contiene estados de A(π′(x, x′)).

Las aristas con etiqueta ε sirven con el siguiente propósito: si en TC hay una arista {y, y′} con
etiqueta ε entonces st(y) = st(y′).

La intuición es que con TC adivinamos la forma como C podŕıa ser mapeado a algún árbol
de tree(℘(P ), A), y con st adivinamos los estados intermedios en los caminos que certifican
la satisfacción de cada átomo de programa en C. Las aristas con etiquetas ε indican cuáles
variables se superponen al ser interpretadas en un algún árbol de tree(℘(P ), A).

Sea S el conjunto de todos los pares (TC , st) que verifican las condiciones anteriores (más
adelante veremos que el tamaño de S se puede acotar apropiadamente). Sea (TC , st) ∈ S y
{y, y′} cualquier arista de TC . Si esta arista tiene etiqueta ε, definimos el programa ρ(y, y′)
como ε(y, y′). En caso contrario, si existen estados q ∈ st(y) y q′ ∈ st(y′) pertenecientes a
algún NFA común A(π′(x, x′)), tenemos que en el camino x ⇝TC

x′ ocurre que (a) se visita
primero a y y luego a y′, o (b) se visita primero a y′ y luego a y. Y aśı, asociamos a cada
tupla (y, y′, q, q′) el átomo de programa ρ(y, y′) con ρ = q 99K q′ si sucede (a), o el átomo
de programa ρ(y′, y) con ρ = q′ 99K q si sucede (b). Si π′(y, y) ∈ C y p0, q0 son los estados
inicial y final de A(π′(y, y)), asociamos a la tupla (y, y, p0, q0) el átomo de programa ρ(y, y)
con ρ = p0 99K q0. Para unos TC y st escogidos, consideremos CTC ,st como el conjunto de todos
los átomos de programa ρ(y, y′) descritos de esta manera. Observemos que por definición

(1) vars(CTC ,st) = vars(C) ∪̇ {y1 . . . , yn−1} con n = |vars(C)|,
(2) el número de átomos de programa de CTC ,st es a lo sumo polinomial en el número de

átomos de programa de C (es de hecho cuadrático, pues por cada programa π(x, x′) ∈ C
se agrega solo un átomo de programa ρ(y, y′) por cada posible eje del camino x⇝TC

x′ y
TC tiene exactamente 2n− 2 aristas),

(3) el grafo subyacente de CTC ,st tiene treewidth 1 (pues es igual a TC si ignoramos las eti-
quetas), y por lo tanto, el grafo subyacente de CTC ,st[xs, xt] tiene treewidth ≤ 2,

y también

(4) ∪(TC ,st)∈SJCTC ,st[xs, xt]K = JC[xs, xt]K, lo cual verificamos a continuación.

Demostración. Sea T ∈ tree(℘(P ), A) y u, v ∈ A∗. Si existe (TC , st) ∈ S tal que (T, u, v) ∈
JCTC ,st[xs, xt]K es bastante directo que (T, u, v) ∈ JC[xs, xt]K. Basta ver que si f es una
asignación de satisfacción de CTC ,st sobre T (K) con f(xs) = u y f(xt) = v, entonces
f ′ : vars(C) → A∗ dada por f ′(x) = f(x), es también una asignación de satisfacción de
C en T (K). Supongamos que π(x, x′) ∈ C con x ̸= x′, que A(π(x, x′)) es su respectivo
autómata con p0, q0 los estados inicial y final, y que el camino x⇝TC

x′ es de la forma

z0 = x→ z1 → · · · → zm → x′ = zm+1,

donde zj ∈ {y1, . . . , yn−1} para todo j = 1, . . . ,m. Por definición de st, tenemos que
p0 ∈ st(x), q0 ∈ st(x′) y para toda arista {zi, zi+1} que no tiene etiqueta ε en TC , existen
estados q ∈ st(zi), q

′ ∈ st(zi+1) de A(π(x, x′)) tales que (f(zi), f(zi+1)) ∈ JAq,q′(π(x, x′))K.
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Conectando todo esto llegamos a que

(f ′(x), f ′(x′)) = (f(x), f(x)) ∈ JA(π(x, x′))K,

y por hipótesis inductiva, (f ′(x), f ′(x′)) ∈ JπK. El caso cuando x = x′ es trivial.

Supongamos ahora que (T, u, v) ∈ JC[xs, xt]K y veamos que existe (TC , st) ∈ S tal
que (T, u, v) ∈ JCTC ,st[xs, xt]K. Sea f : vars(C) → A∗ una asignación de satisfacción tal
que f(xs) = u, f(xt) = v y (f(x), f(x′)) ∈ Jπ′KT (K) para todo π′(x, x′) ∈ C. Más aún,
probaremos que TC se puede armar con la siguiente propiedad que llamaremos similitud:
para todo xi, xj, xk ∈ vars(C), para llegar de f(xi) a f(xj) hay que pasar necesariamente
por f(xk) si y solo si en TC para llegar de xi a xj hay que pasar por un nodo y ∈
{y1, . . . , yn−1} que es similar a xk (es decir, el camino y ⇝TC

xk solo tiene aristas con
etiqueta ε). Diremos que los nodos f(xi) y f(xj) son cercanos si f(xi) = f(xj) o no existe
xk tal que f(xk) está en el camino más corto entre f(xi) y f(xj) en T .

Definiremos TC por inducción en |vars(C)|. Si vars(C) = {x} tomamos TC como el
grafo con un solo nodo x. Si vars(C) = {x, x′}, basta con tomar TC como el árbol con
aristas {x, y1}, {x′, y1}, donde una de estas tiene etiqueta ε y la segunda también si ocurre
que f(x) = f(x′). Ahora, supongamos que |vars(C)| > 2 y sea x una variable tal que
f(x) no tiene descendientes en T que sean imagen de f . Aplicando la hipótesis inductiva
respecto al conjunto vars(C)\{x}, obtenemos un árbol T ′

C con las siguientes propiedades:

� los nodos de T ′
C son vars(C) \ {x} y las variables auxiliares {y1, . . . , yn−2},

� las variables {y1, . . . , yn−2} inducen un árbol binario y las variables en vars(C) \ {x}
son hojas de T ′

C ,

� T ′
C tiene la propiedad de similitud.

El árbol TC se define con una alteración sencilla de T ′
C . Sean z1, . . . , zm todos los

elementos en vars(C) \ {x} tales que f(x) y f(zi) son cercanos. Notemos que por como
fue escogido x, todos las imágenes f(zi) también son cercanas entre śı. Si f(zi) = f(x)
para algún i, consideremos la arista {y, zi} de T ′

C con y ∈ {y1, . . . , yn−2}, y definamos
TC como T ′

C , excepto que {y, zi} se sustituye con {y, yn−1} (que estará etiquetada con ε
según si {y, zi} lo está) y {yn−1, zi}, {yn−1, x} ambas etiquetadas con ε. Por otra parte,
si f(zi) ̸= f(x) para todo i, consideremos el subárbol de T ′

C más chico que solo contiene
a las hojas z1, . . . , zm (este árbol existe pues como ya se dijo todos los f(zi) son cercanos
entre śı). Sea {y, y′} una arista de este subárbol que no está etiquetada con ε y tal que
y ∈ {y1, . . . , yn−2}. En este caso, definimos TC como T ′

C excepto que {y, y′} se sustituye
con las aristas {y, yn−1}, {yn−1, y

′} y {yn−1, x}, ninguna de estas etiquetadas con ε. El
caso en el que la arista {y, y′} no etiquetada no exista, implica que f(zi) = f(zj) para todo
par de ı́ndices i, j, y basta con tomar cualquier arista {y, y′} y hacer la misma sustitución
de antes salvo que {y, yn−1}, {yn−1, y

′} se etiquetan con ε pero {yn−1, x} no.

Hasta ahora queda descrito el árbol TC . Para definir st, primero extenderemos f a
una función g : vars(C) ∪̇ {y1, . . . , yn−1} → A∗ tal que para todo par de variables x, y, si
{x, y} es una arista de TC con etiqueta ε entonces g(x) = g(y) y si y ∈ {y1, . . . , yn−1}
entonces g(y) es el antepasado común más cercano de todos los g(x) = f(x) con x ∈
vars(C) que sean descendientes de y en TC . Supongamos que π(x, x′) ∈ C, y como
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(f(x), f(x′)) ∈ JπKT (K), por hipótesis inductiva, (T, f(x), f(x′)) ∈ JA(π)K. Por definición
de g, si y está en el camino x ⇝TC

x′, entonces en el camino que conecta a f(x) con
f(x′) en T se tiene que pasar necesariamente por g(y). Todo esto implica que la relación
(T, f(x), f(x′)) ∈ JA(π)K se puede descomponer en muchas de la forma

(T, g(x), g(z1)) ∈ JAp0,q1(π)K,
(T, g(z1), g(z2)) ∈ JAq1,q2(π)K,

...

(T, g(zm), g(x′)) ∈ JAqm,q0(π)K,

donde los zi son los nodos que componen el camino x ⇝TC
x′ y los qi son estados de

A(π). Definimos st de modo que bajo las condiciones anteriores p0 ∈ st(x), q0 ∈ st(x′) y
qi ∈ st(zi) para todo i.

Por construcción, obtenemos que (T, u, v) ∈ JCTC ,st[xs, xt]K donde la respectiva asig-
nación de satisfacción es la función g.

Para cualquier Ĉ[xs, xt] = CTC ,st[xs, xt] con (TC , st) ∈ S, podemos construir un programa

de ICPDL sobre Q equivalente, llamado π̂TC ,st de tamaño |C|O(1) (esto es por Corolario 59
y por (2)). Entonces, C[xs, xt] es equivalente a una unión exponencial de programas de
ICPDL tipo π̂TC ,st con (TC , st) ∈ S. La cota exponencial para |S| la probaremos más adelante
(Proposición 80) después de definir ciertos parámetros de interés. Ahora, podemos aplicar a
esta última expresión la traducción para ICPDL (la del art́ıculo [103], referenciado antes como
el caso (h)) obteniendo el TWAPTA T (C[xs, xt]) y el NFA A(C[xs, xt]) sobre T (C[xs, xt]) tal
que JA(C[xs, xt])K = JC[xs, xt]K.

Hasta aqúı queda descrita la traducción de expresiones en ICPDL+ a TWAPTAs. Ahora
verificaremos que esta reducción es exponencial en el tamaño de la expresión. Para ello volveremos
a seguir el esquema de [103] y lo extenderemos a los casos que nos conciernen.

Tamaño del autómata El ancho de intersección iw(π) de un programa π de ICPDL se define
en [103] como sigue:

iw(a) = iw(ā) := 1 para todo a ∈ A,
iw(φ?) := 1 para toda fórmula φ de ICPDL,

iw(π1 ∪ π2) = iw(π1 ◦ π2) := max{iw(π1), iw(π2)},
iw(π∗) := iw(π), iw(π1 ∩ π2) := iw(π1) + iw(π2).

Esto se generaliza a cualquier expresión e definiendo IW(e) como el máximo de los anchos de
intersección de los subprogramas de e (o 1 si no tiene subprogramas). El interés por el parámetro
IW radica en el hecho de que para una expresión e de ICPDL, el tamaño de los autómatas
construidos son solo exponenciales en IW(e):

Lema 77. [103, Lemma 3.6] Para cada programa π de ICPDL, |A(π)| ≤ 2 · |π|iw(π).
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Lema 78. [103, Lemma 3.7] Para cada expresión e de ICPDL, |T (e)| ≤ |e| + 8 · |e|2·IW(e)+1 y
i(T (e)) ≤ |e|. Si e es una fórmula, entonces para la función de transición δ de T (e) ocurre que

|δ| ≤ 2|e| · |e|O(IW(e)).

Por la construcción hecha en [103] (que hemos reproducido parcialmente en las páginas ante-
riores), la cota para el ı́ndice en el lema anterior puede mejorarse a i(T (e)) ≤ nd(e), donde nd(e)
denota el número máximo de negaciones encajadas (negation depth en inglés) en la expresión e
(más 1). Expĺıcitamente, nd(e) se define como

nd(p) = nd(a) = nd(ā) := 1 p ∈ P y a ∈ A,
nd(¬φ) := nd(φ) + 1

nd(⟨π⟩) = nd(π∗) := nd(π)

nd(φ?) := nd(φ)

nd(π1 ⋆ π2) := max{nd(π1), nd(π2)} ⋆ ∈ {∪,∩, ◦}
Extendemos esta definición a programas conjuntivos definiendo

nd(C[xs, xt]) := max
π(x,y)∈C

{nd(π)}.

En nuestra construcción, dada una expresión en CPDL+ obtenemos un ancho de intersección
polinomialmente acotado en función de la expresión, ya que en cada paso convertimos un programa
conjuntivo en una unión de programas de ICPDL de tamaño polinomial sobre el autómata ya
construido. Concretamente, el ancho de intersección de cada π̂TC ,st es a lo sumo el número de
átomos de CTC ,st, por lo tanto, es cuadrático en el número de átomos de C. Más aún, esta
construcción no cambia el número de negaciones encajadas. Para hacer expĺıcitas estas cotas,
utilizaremos un nuevo parámetro cw(e), denominado ancho de conjunción:

cw(a) = cw(ā) := 1 para todo a ∈ A,
cw(φ?) := 1 para toda fórmula φ de CPDL+,

cw(π1 ∪ π2) = cw(π1 ◦ π2) := max{cw(π1), cw(π2)},

cw(π∗) := cw(π), cw(C[xs, xt]) :=
∑

π(x,y)∈C

cw(π).

(K)

Esta función se extiende fácilmente a ICPDL+, ya que por medio de la Proposición 49 podemos
establecer simplemente cw(π1 ∩ π2) := cw(C[x, y]), donde C = {π1(x, y), π2(x, y)} con x ̸= y.
Notemos que para todo programa conjuntivo π = C[xs, xt], |C| ≤ cw(π). Generalizamos CW(e)
para cualquier expresión e como el máximo de los anchos de conjunción de los subprogramas de e (o
1 si no tiene subprogramas). El siguiente es un resultado que relaciona los parámetros ya definidos
y que necesitamos para establecer cotas de complejidad para el problema de satisfacibilidad.

Proposición 79. Sea π = C[xs, xt] un programa conjuntivo de ICPDL+ y π′ =∪(TC ,st)∈S π̂TC ,st el
equivalente programa de ICPDL sobre los autómatas asociados a π (construcción (i)). Entonces
valen las siguientes propiedades:

(1) El tamaño de π′ está acotado por exp(|π|);

(2) iw(π′) ≤ cw(π)O(1);
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(3) nd(π′) = nd(π).

Demostración. Dado que cada π̂TC ,st es de tamaño cw(π)O(1), como resultado de la traducción poli-
nomial del Corolario 59, aplicado al programa conjuntivo CTC ,st[xs, xt] que es de tamaño cuadrático
sobre |C|, el resultado (1) se obtiene acotando a |S|, lo cual realizaremos en la demostración de la
Proposición 80. El hecho que iw(π′) sea polinomial en cw(π) se debe a que

iw
(∪TC ,st

π̂TC ,st
)

= max
TC ,st
{iw(π̂TC ,st)}, (L)

y nuevamente, a que cada π̂TC ,st es de tamaño polinomial respecto a cw(π). Por último, (3) se
cumple simplemente por construcción de π′.

El siguiente es nuestro resultado análogo del Lema 77.

Proposición 80. Para cada programa π de ICPDL+, |A(π)| está acotado por exp(|π|).

Demostración. Caso base Cualquier programa π sin subprogramas conjuntivos es simplemente
un programa de CPDL. Entonces la cota en el tamaño del NFA equivalente del Lema 77 aplica,
considerando además que en estos casos iw(π) = cw(π).
Caso inductivo Solo analizaremos el caso de programas conjuntivos. Si π = C[xs, xt], con
C = {πi(xi, yi) | 1 ≤ i ≤ n}, por hipótesis inductiva tenemos que |A(πi)| está acotado por
exp(|πi|), para todo 1 ≤ i ≤ n.

Consideremos el programa π′ =∪(TC ,st)∈S π̂TC ,st construido en (i) a partir de π. Entonces

|A(π)| = |A(π′)| ≤
∑

(TC ,st)∈S

|A(π̂TC ,st)|

≤
∑

(TC ,st)∈S

2 · |π̂TC ,st|
iw(π̂TC,st)

≤ 2 ·
∑

(TC ,st)∈S

cw(π)cw(π)
O(1)

≤ 2 · exp(cw(π)) · |S|.
La primera desigualdad es consecuencia del caso (g); la segunda debido a que cada π̂TC ,st es

un programa de ICPDL y por Lema 77; la tercera porque |π̂TC ,st| es polinomial en |C|, porque
iw(π̂TC ,st) ≤ iw(π′) por (L) y por Proposición 79(2); y la cuarta es por reescritura.

Para acotar el cardinal de S usaremos la hipótesis inductiva y la definición de los pares (TC , st)
dada en (i). La cantidad de árboles TC es exponencial en la cantidad de nodos,26 que es un valor
lineal en cw(π). Para acotar la cantidad de funciones st recordemos que para cada nodo y de TC ,
el conjunto st(y) contiene a lo sumo un estado de cada NFA |A(πi)|. De esta manera,

|S| ≤ exp(cw(π)) ·
( n∏
i=1

(|A(πi)|+ 1)
)cw(π)

.

26Recordemos que TC es un árbol binario respecto a ciertos nodos y las demás caracteŕısticas de TC como las
hojas o los ejes etiquetados solo influyen en un factor exp(cw(π)).
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Luego,
n∏
i=1

(|A(πi)|+ 1) ≤
n∏
i=1

exp(|πi|)

≤
n∏
i=1

exp(|π|)

≤ exp(|π|)cw(π).

(M)

La primera desigualdad se da por hipótesis inductiva y las siguientes porque |πi| ≤ |π| y

reescritura de la productoria. Dado que las expresiones exp(|π|) y exp(|π|)cw(π) son del mismo
orden, obtenemos el resultado requerido.

Proposición 81. Para cada expresión e de ICPDL+, |T (e)| está acotado por exp(|π|). Si e es una
fórmula, entonces para la función de transición δ de T (e) ocurre que |δ| ≤ 2|e| · |e|CW(e)

O(1)

.

Demostración. Caso base Cualquier expresión e sin subprogramas conjuntivos es simplemente
una expresión de ICPDL. Entonces la cota para el tamaño del TWAPTA equivalente del Lema 78
aplica, considerando además que en estos casos IW(e) = CW(e).
Caso inductivo Solo analizaremos el caso de programas conjuntivos. Si π = C[xs, xt], con
C = {πi(xi, yi) | 1 ≤ i ≤ n}, por hipótesis inductiva tenemos que |A(πi)| está acotado por
exp(|πi|), para todo 1 ≤ i ≤ n.

Consideremos el programa π′ =∪(TC ,st)∈S π̂TC ,st construido en (i) a partir de π. Entonces

|T (π)| = |T (π′)| ≤
∑

(TC ,st)∈S

|T (π̂TC ,st)|

≤
∑

(TC ,st)∈S

9 · |π̂TC ,st|
2 iw(π̂TC,st)+1

≤ 9 ·
∑

(TC ,st)∈S

cw(π)cw(π)
O(1)

≤ 9 · exp(cw(π)) · |S|.
La primera desigualdad es consecuencia del caso (g); la segunda debido a que cada π̂TC ,st es

un programa de ICPDL y por Lema 78; la tercera porque |π̂TC ,st| es polinomial en |C|, porque
iw(π̂TC ,st) ≤ iw(π′) por (L) y por Proposición 79(2); y la cuarta es por reescritura. Ya vimos en la
demostración de la Proposición 80 que |S| está acotado por exp(|π|), de donde obtenemos nuestro
resultado.

La cota para |δ| se obtiene de las desigualdades dadas en Lema 78 y en Proposición 79(2).

Combinando estos últimos resultados con la complejidad del problema de emptiness para
TWAPTAs dada por el Teorema 71 obtenemos lo siguiente:

Proposición 82. Para un TWAPTA T con función de transición δ y para una fórmula φ de
CPDL+, podemos decidir en tiempo

exp(|T |+ i(T ) + exp(|φ|)) · |δ|O(1)
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si existe algún T ∈ L(T ) tal que ε ∈ JφKT . Por lo tanto, ω-regular tree satisfiability para
CPDL+ está en 2ExpTime.

Demostración. Aplicamos la complejidad del problema emptiness dada por el Teorema 71, junto
con las cotas obtenidas para el tamaño y el ı́ndice de un TWAPTA (Proposición 81). Dada una
fórmula φ de CPDL+, consideremos el TWAPTA T (φ) con función de transición δ. Se puede
chequear en tiempo

exp(|T (φ)|+ i(T (φ))) · |δ|O(1) ≤ exp(exp(|φ|) + nd(φ)) · exp(|φ|)
≤ exp(exp(|φ|))

si L(T (φ)) es no vaćıo. Luego, dada la fórmula φ y un TWAPTA T con función de transición δ,
se puede chequear en tiempo

exp(|T |+ i(T ) + exp(|φ|)) · |δ|O(1)

si L(T ) ∩ L(T (φ)) es no vaćıo.

Dado que la reducción presentada en la Sección 3.6.1 es polinomial para fórmulas con treewidth
acotado, pero exponencial en general, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 83. El problema de satisfacibilidad de CPDL+(TWk) es 2ExpTime y el problema de
satisfacibilidad de CPDL+ es 3ExpTime.

3.7 Model Checking de CPDL+

Consideremos el siguiente problema

model checking CPDL+

Entrada: una estructura de Kripke K (finita), un mundo w de K y una
fórmula φ de CPDL+

Salida: Decidir si K,w |= φ

Este problema se sabe que es PTime-completo para fórmulas en PDL, ICPDL, y muchas otras
variantes de PDL [124]. En general model checking CPDL+ está en PNP, donde el oráculo de
NP se utiliza para adivinar una posible asignación de satisfacción para algún programa conjuntivo
C[xs, xt] que sea subexpresión de φ. Como cota inferior tenemos el siguiente resultado.

Lema 84. model checking CPDL+ es DP-hard.

Demostración. Consideremos el problema de graph homomorphism que dado un par (G,H) de
grafos simples y finitos, decide si hay un homomorfismo de G a H. Este problema es NP-completo
incluso si G y H son conexos. El problema en el que dada una terna (G1, G2, H) de grafos
simples, conexos y finitos, decide si hay un homomorfismo de G1 a H y no hay un homomor-
fismo de G2 a H es DP-completo, por lo que basta hacer una reducción de este problema a
model checking CPDL+.

Para ello usaremos dos programas atómicos r, s y definiremos una estructura de Kripke K que
dependerá de H, y una fórmula φ de CPDL+ que dependerá de G1 y G2. A K lo definimos tal que
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� W (K) = V (H);

� Xp = ∅ para todo p ∈ P;

� →r= W (K)×W (K); y

� →s= {(u, v) | {u, v} es arista de H} (claramente, si (u, v) ∈→s entonces (v, u) ∈→s).

Para definir φ, consideremos primero una función biyectiva vi : V (G) → Var, que se puede
ver como un renombramiento de los nodos del grafo Gi a variables. Para cada arista {u, v} de Gi

definamos el átomo de programa s(vi(u),vi(v)), y sea Ci el conjunto de todos estos programas.
Escojamos para cada i un par de variables distintas xi, yi ∈ vars(Ci), y definamos φ como

⟨r∗⟩⟨C1[x1, y1]⟩ ∧ ¬⟨r∗⟩⟨C2[x2, y2]⟩.
Para cualquier mundo u de K, es claro que si K, u |= φ, entonces la primera subfórmula de φ

induce un homomorfismo de G1 en H, y la segunda fórmula implica que no existe un homomorfismo
de G2 en H. Y un argumento similar sirve para el rećıproco.

Para fragmentos de CPDL+ podemos obtener mejores resultados. Sea G una clase de grafos.
Definimos el problema

model checking CPDL+(G)
Entrada: una estructura de Kripke K (finita), un mundo w de K y una

fórmula φ de CPDL+(G)
Salida: Decidir si K,w |= φ

Teorema 85. Para cualquier clase G de grafos conexos y finitos:

(1) si G ⊆ TWk para algún k, entonces model checking CPDL+(G) es PTime-completo;

(2) en otro caso, model checking CPDL+(G) no es PTime, bajo la hipótesis de que G es recur-
sivamente enumerable y W[1] ̸= FPT. Esto se mantiene incluso para el fragmento positivo de
CPDL+(G).

Demostración. (1) El procedimiento para mostrar que model checking CPDL+(TWk) está
en PTime es un algoritmo clásico de programación dinámica. Dada una fórmula φ y una estructura
de Kripke K, iterativamente etiquetamos los mundos de K con subexpresiones ψ de φ en base al
etiquetado de subexpresiones de ψ. Usaremos una relación unaria Uψ ⊆ W (K) para cada fórmula
ψ ∈ sub(φ) y una relación binaria Bπ ⊆ W (K) ×W (K) para cada programa π ∈ sub(φ), que se
inicializan todos como conjuntos vaćıos. Comenzamos procesando todas las proposiciones atómicas
p ∈ sub(φ) y programas atómicos a ∈ sub(φ): fijamos Up = Xp y Ba =→a. Para los inversos de

programas atómicos ā ∈ sub(φ) fijamos Bā = (→a)
−1. Ahora, sea ψ ∈ sub(φ) tal que todas las

subexpresiones en sub(ψ) \ {ψ} ya se procesaron. Procesamos ψ como sigue:

� Si ψ = ψ1 ∧ ψ2, fijamos Uψ = Uψ1
∩ Uψ2

,

� si ψ = ¬ψ′, fijamos Uψ = W (K) \ Uψ′ ,

� si ψ = ⟨π⟩, fijamos Uψ = {w ∈ W (K) | ∃w′.(w,w′) ∈ Bπ}.
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Estas operaciones se realizan en tiempo polinomial. Para procesar programas, sea π ∈ sub(φ)
tal que todas las subexpresiones en sub(π) \ {π} ya se procesaron. Procesamos π como sigue:

� Si π = π1 ⋆ π2 con ⋆ ∈ {◦,∪}, fijamos Bπ = Bπ1
⋆ Bπ2

,

� si π = (π′)∗, fijamos Bπ = B∗
π
′ ,

� si π = C[xs, xt], evaluamos C como si fuera una CQ sobre las expresiones ya procesadas para
definir Bπ.

Los primeros dos ı́tems se pueden hacer en tiempo cuadrático. Para el caso de programas
conjuntivos nos valemos del hecho de que la evaluación de CQs de treewidth ≤ k se puede hacer
en tiempo polinomial [60, Theorem 3], realizando un proceso sobre la descomposición de árbol de
la consulta de abajo hacia arriba. Esto proporciona un algoritmo que es lineal en el tamaño de φ
y polinomial en K, donde el grado del polinomio es k + 1 si φ ∈ CPDL+(TWk).

La cota inferior surge porque model checking de la lógica modal es PTime-hard [125, Proposi-
tion 5].

(2) Esto se obtiene del hecho de que una afirmación similar se conoce para CQs: model checking
de CQs Booleanas sobre relaciones binarias cuyos grafos subyacentes están en G no es PTime a
menos que W[1] = FPT [109, Corollary 19]. El resultado se sigue de una reducción polinomial del
problema de evaluación de CQs Booleanas al model checking CPDL+(G): una CQ Booleana
q se cumple en una estructura (finita) K si y solo si la fórmula ⟨C[x, x]⟩ se satisface en algunos
mundos de K, donde C es el conjunto de átomos de q y x es cualquier variable de q. Esta reducción,
que es polinomial, implica que model checking CPDL+(G) no puede estar en PTime bajo la
hipótesis de que W[1] ̸= FPT.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Para finalizar hablaremos de algunos temas de discusión recientes y de cómo nuestros resultados
contribuyen o son de relevancia en estos planteamientos, comparando con otros trabajos surgidos
en paralelo y que abordan problemas similares a los nuestros. También mencionaremos posibles
direcciones nuevas de investigación que se desprenden de esta tesis.

Estandarización. En abril del año 2024 fue oficializado por la International Organization for
Standardization (ISO) que GQL (siglas de Graph Query Language) sea el lenguaje de consulta
estándar para el manejo y administración de bases de datos orientadas a grafos, en analoǵıa al
papel que cumple SQL respecto a las bases de datos relacionales. En concreto, GQL es un lenguaje
que permite razonar sobre property graphs1 [16, 69], que es una forma de representación de la
información que prioriza el almacenamiento de datos y búsqueda óptima de respuestas a consultas,
a diferencia de otros modelos como los RDF graphs (que es un W3C standard), más enfocado a
la interoperabilidad de distintas entidades. Muchos de nuestros resultados y planteamientos se
pueden entender en esta misma ĺınea, ya sea desde los resultados de reparación y CQA (también
llamado OMQA) vistos en los Caṕıtulos 1 y 2, hasta los resultados de satisfacibilidad y model
checking del Caṕıtulo 3. En virtud del creciente interés que ha habido por GQL en los últimos
años, se vuelve necesario explorar con rigurosidad teórica muchos aspectos formales del mismo, lo
cual se encuentra en un estado inicial de desarrollo [98]. Algunos trabajos recientes ya apuntan
en esta dirección valiéndose de los standards de W3C para la Web Semántica, como [17, 145],
donde se establece la equivalencia de SPARQL (lenguaje de consulta para RDF graphs y que es
también un W3C standard) con el álgebra relacional, [59], donde estudian el containment problem
para varios fragmentos de SPARQL, o [10, 11], donde analizan los problemas de reparación y
CQA para restricciones expresadas en el fragmento SHACL de SPARQL. Por otra parte, GQL
generaliza a los CRPQ por medio de la implementación de graph patterns [69], siendo esta una
caracteŕıstica que comparte con SPARQL. Si bien a lo largo del trabajo utilizamos lenguajes
altamente expresivos como Reg-GXPath y CPDL+ que son incomparables con GQL y SPARQL,
puede resultar beneficioso analizar el impacto de nuestros resultados para la comunidad de GQL
en base a las similitudes sintácticas y semánticas que todos estos lenguajes poseen entre śı.

1En particular, todos los tipos de modelos finitos que usamos en este trabajo (data-grafos, bases de conocimiento
y estructuras de Kripke) se pueden entender como property graphs.
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Opciones de lenguajes con fines ontológicos. Reg-GXPath se presentó originalmente como
un lenguaje de consulta para grafos con valores de datos en los nodos [127]. La expresividad de
Reg-GXPath en relación a otros lenguajes de consulta y lenguajes lógicos fue estudiado detal-
ladamente por Libkin et al. incluyendo además algunos resultados de interés relacionados a query
containment y query equivalence, que son relevantes para optimización de evaluación y análisis
estático [169]. Otras opciones de lenguajes que consideramos para analizar los problemas del
Caṕıtulo 1 son RQM (regular query with memory) y RDPQ (regular data path query) [127, 128],
pero ambos tienen una complejidad de evaluación de PSpace, mientras que la de Reg-GXPath es
PTime en complejidad combinada, lo que influyó en la decisión de utilizar Reg-GXPath por encima
de estas otras opciones. Otra razón se debe a ciertos aspectos sintácticos que permiten considerar
a Reg-GXPath como un lenguaje de restricciones, ya que cuenta con la negación para expresiones
de nodo y complementación para expresiones de camino, permitiendo aśı subsumir muchos tipos
de restricciones que se expresan mediante implicación. La noción de consistencia usada en este
caṕıtulo (Definición 15) toma en cuenta este detalle al ser presentada bajo un criterio de satis-
facción global. Conceptualmente, esto parece alejarse de la visión actual de la Web Semántica
que ha planteado en los últimos años varias nociones de consistencia basadas en el uso de graph
patterns [76, 77] con la idea de capturar clases tradicionales de restricciones como dependencias
funcionales o reglas existenciales [81], pero esto último ciertamente se asemeja a nuestra intención
de escoger un lenguaje que abarca distintos tipos de expresiones.

Paradigmas semánticos. En muchos casos, al estudiar problemas como reparación y CQA se
establecen suposiciones lógicas como la semántica de mundo abierto, que es compatible con el con-
cepto de subreparación usado en el Caṕıtulo 1. Sin embargo, nuestro análisis no se limitó a esta
condición y estudiamos distintas semánticas que lidian con inconsistencias, como las superrepara-
ciones vistas también en el Caṕıtulo 1 o las extensiones consistentes del Caṕıtulo 2. Otra forma
de lidiar con inconsistencias que es de sumo interés se basa en reparaciones conjuntistas respecto
al operador de diferencia simétrica, que fue de hecho estudiada para bases de datos orientadas a
grafos en [32] bajo restricciones en C2RPC, sin embargo, estos resultados no son fácilmente adapt-
ables a nuestro esquema adoptado de [127] basado en data-grafos y requiere del planteamiento
de ciertos formalismos que hemos dejado para trabajo futuro. El problema de CQA para restric-
ciones y consultas en Reg-GXPath no fue estudiado aún, pero notamos que respecto a semántica
de subreparación y con restricciones en Reg-GXPathpos la complejidad de CQA es polinomial, en
vista del Teorema 25, que establece que bajo estas condiciones un data-grafo inconsistente posee
una única subreparación que se puede computar en tiempo polinomial. Por otra parte, CQA fue
rigurosamente estudiado en el Caṕıtulo 2 habiéndose obtenido varios resultados de decibilidad de
este problema respecto a determinados fragmentos de UC2RPQ y GNFO caracterizados por la
propiedad de controlabilidad finita, pero la decibilidad de CQA para el caso concreto de consultas
en UC2RPQ bajo restricciones en GNFO sigue abierto. En [113] se obtiene una respuesta parcial
y afirmativa a esta pregunta considerando consultas en UCRPQ y restricciones definidas en la
lógica de descripción ALC, obteniendo además la cota superior de 2ExpTime. Sin embargo, las
técnicas utilizadas en el art́ıculo de Gutiérrez-Basulto et al. difieren de las aplicadas en este trabajo.
Creemos que algunos resultados similares a los de [113] se pueden obtener mediante reducciones
como la del Lema 40, pero definiendo ahora una expresión en MSO en lugar de GNFO, lo cual
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puede ser una alternativa distinta y quizás más intuitiva de lo hecho por Gutiérrez-Basulto et al.
Por último, nuestros resultados fueron basados en el ampliamente conocido lenguaje UC2RPQ,
pero todo lo realizado es fácilmente adaptable a generalizaciones de UC2RPQ que involucren el
uso de constantes e incluso conjunción con relaciones de cualquier aridad.

Identificando inconsistencias bajo criterios probabiĺısticos. La alternativa de computar
una reparación puede no ser siempre viable en la vida real y en muchos casos resulta necesario
incorporar herramientas estad́ısticas como alternativa para reconocer las posibles impurezas de una
base de datos y que pueden ser dif́ıciles de detectar y eliminar siguiendo estrictos razonamientos
lógicos. Inspirados por [68] donde introducen el concepto de Probabilistic Unclean Database (PUD),
en [4] analizamos los problemas de data cleaning (inferir el data-grafo con mayor probabilidad
dado un PUD) y probabilistic query answering (computar la probabilidad de una respuesta sobre
un data-grafo inconsistente observado) con el mismo trasfondo teórico del Caṕıtulo 1 y de [7]. Los
resultados de [4] no forman parte de este trabajo por alejarse del enfoque principalmente lógico
que subyace en el esquema general, pero destacamos que el mismo surgió como continuación de [7]
tratando de seguir una ĺınea de investigación de carácter más aplicado.

Más sobre CPDL+. En relación al Caṕıtulo 3 quedan varios planteamientos por investigar
en torno al lenguaje CPDL+. En los resultados de satisfacibilidad estudiados en la Sección 3.6
una fórmula se decide si es satisfacible o no sobre estructuras de Kripke posiblemente infinitas,
pero desconocemos si el planteamiento análogo de satisfacibilidad finita es computable. Por los
resultados obtenidos en la Sección 3.3 intuimos que esto puede ser dif́ıcil de responder, ya que
generaliza el problema de decidir si una fórmula en loop-CPDL es satisfacible sobre estructuras
de Kripke finitas, cuya decidibilidad es un problema abierto [103, §7]. Tampoco es claro si los
resultados de satisfacibilidad obtenidos son adaptables al caso de programas generalizados. Un
planteamiento análogo al de model checking para estructuras infinitas aparece en algunos trabajos
con el nombre de infinite state model checking y ha sido estudiado para CPDL [102] e ICPDL [103], e
intuimos que las cotas de complejidad conocidas para estos lenguajes pueden extenderse a CPDL+.
Creemos que nuestros resultados del Caṕıtulo 3 también podŕıan valer considerando extensiones
de CPDL+ que admitan el uso de constantes, modelados como nominales, pero los detalles de esta
conjetura se dejan como trabajo futuro. Por otra parte, los resultados de bisimulación vistos en
la Sección 3.4 fueron adaptados recientemente para corresponderse con otra propiedad de grafos
ampliamente estudiada denominada path width, y los resultados de ese desarrollo formaron parte
de una tesis de grado en Computación dirigida por el autor de este documento [153].
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