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Légicas para razonar sobre grafos con datos

Resumen

En esta tesis analizamos varios problemas relevantes en el drea de Teoria de Bases de Datos y
nos enfocamos particularmente en casos donde la informacién se almacena en una estructura con
forma de grafo. En la actualidad resulta indispensable realizar estudios formales sobre este tipo
de estructuracién de los datos debido a la creciente popularidad de sistemas para el manejo de
informacion como la World Wide Web, o su extensién la Web Semantica, que basan su operabilidad
en tecnologias que generan y analizan la informacién almacenada en documentos con formatos como
XML o grafos RDF. En general, el mantenimiento de una base de datos suele darse a través de
lenguajes ontoldgicos y para estructuras con forma de grafos han surgido varias propuestas en
las tltimas décadas, como el Web Ontology Language (OWL), que es una familia de légicas de
descripcion usadas para gestionar la forma de un grafo a través de meta-informacion, o el Shapes
Constraint Language (SHACL) que valida la informacién de un grafo RDF a través de formas.
Similarmente, se han creado lenguajes para realizar consultas sobre grafos, la mayoria de los cuales
toman como base implementaciones navegacionales relativas a propiedades basicas de grafos, como
accesibilidad, conectividad, verificacién de caminos, etc.

Bajo esta nocion, muchos planteamientos tedricos surgen naturalmente, por ejemplo, la incon-
sistencia de una base de datos respecto a un conjunto de restricciones es un problema béasico que se
puede analizar bajo un rigor 16gico. Por un lado, hay varias maneras de formalizar esta situacion,
que depende tanto de las clases de estructuras a considerar como del lenguaje ontolégico utilizado
para razonar sobre tales estructuras. Y por otro lado, hay varias maneras de lidiar con bases
inconsistentes en la practica, ya sea tratando de eliminar la inconsistencia manipulando la base
de datos, o manteniendo el estado actual de la base pero identificando la informacion certera, es
decir, los datos que prevaleceran independientemente del tipo de modificacion que se haga sobre
la base original. Concretamente, los problemas que se estudiaron en este trabajo son

e Reparacién de un data-grafo inconsistente respecto a un conjunto de restricciones definido sobre
el lenguaje GXPath y varios de sus fragmentos;

e Controlabilidad finita del problema de decisién Ontology Mediated Query Answering (OMQA),
cuyos resultados fueron caracterizados por ciertos patrones de grafos.

En el primer punto, se obtuvieron multiples resultados de complejidad segtin distintos criterios
de reparacién y se analizaron algunos casos donde el método de reparacién es deterministico. En el
segundo punto se definié un tipo de grafo subyacente especial asociado a consultas regulares, que
llamamos esqueleto, con el que se dio una descripcion completa de la propiedad de controlabilidad
finita para OMQA en base a caracteristicas topologicas especificas de los esqueletos.

En otra linea de trabajo, también se planteé un nuevo lenguaje denominado CPDLY, que ex-
tiende al conocido Propositional Dynamic Logic (PDL), con un operador de programas recursivo
que llamamos programa conjuntivo y que es compatible con los demés operadores sintacticos de
PDL. La semantica de este lenguaje se da a través de Estructuras de Kripke, que es una variacién
de sistemas de transicién y que puede entenderse como un grafo con miltiples etiquetas en ejes



y nodos. En relacién a los puntos ya discutidos, CPDL" puede entenderse como un lenguaje de
consulta sobre data-grafos. Para este lenguaje estudiamos varios problemas logicos y computa-
cionales que avalan su importancia. Demostramos que extiende estrictamente a distintas familias
de lenguajes; que el problema de satisfacibilidad de CPDL" es decidible; que tiene la propiedad
de modelo con ancho de 4rbol acotado (es decir, si una férmula ¢ de CPDL' es satisfacible, es
satisfacible en un modelo con ancho de arbol acotado); que tiene un juego de bisimulacién que
lo caracteriza; y analizamos el problema model checking asociado. Ademas, muchos de estos re-
sultados se obtuvieron analizando distintos fragmentos de CPDL" definidos a través de las clases
de grafos con ancho de arbol acotado, con lo cual obtuvimos una jerarquizacién estrictamente

creciente de CPDL'.

Palabras clave: bases de datos, grafos, ontologia, respuestas consistentes, satisfacibilidad, deci-
bilidad, légica modal, légicas de descripcion, logica de primer orden, segundo orden monédico,
lenguajes regulares



Logics to reason over graphs with data

Abstract

In this thesis we analize several problems that are relevant in the field of Database Theory
and we focus particularly on those cases where the information is stored in a graph-like structure.
Nowadays it turns out essential to do formal research about this kind of structures dued to the
increasing popularity of data management systems such as the Wold Wide Web, or its extension
the Semantic Web, whose operability is based on technologies that generate and analize the data
stored in documents like XML files or RDF graphs. Generally, the management of a database is
usually specified by an ontology language and several of such languages have been proposed for
graph-like structures in the last decades, like Web Ontology Language (OWL), which is a family
of description logics used to manage shapes of graphs through metadata information, or Shapes
Constrints Language (SHACL) which validates information in a RDF graph through shapes. In
a similar way, many more query languages have been created, most of which are based on the
implementation of basic navigational properties related to graphs, like reachability, connectedness,
path verification, etc.

Under this notion, multiple theoretical approaches emerge naturally, for instances, the inconsis-
tency of a database with respect to a set of constraints is a basic problem that can be studied with
logic rigor. On one hand, there are many ways to formalize this situation, according to the class of
structures to consider and the ontology language used to reason about them. On the other hand,
there are also many ways to deal with inconsistency in pactrice, whether through elimination of
the inconsistency by changing the database, or by keeping the inconsistency but at the same time
identifying the certain information, that is, the data that prevails no matter how the inconsistency
in the database is fixed. Concretely, we study the following problems:

e Repairing of an inconsistent data-graph with respect to a set of constraints over the language
GXPath and fragments of GXPath;

e Finite controlability of the decision problem Ontology Mediated Query Answering (OMQA),
whose results are characterized by graph patterns.

For the first item we obtained several complexity results according to different criteria of re-
pairing and studied some cases where the repairing method turned out to be deterministic. For
the second item we defined a special underlying graph structure for regular queries that we called
skeleton, which allow us to give a complete description for the finite controllability property of
OMQA according to specific topological characteristics of the skeletons.

In another venue, we developed a new language called CPDL', that extends the well-known
Propositional Dynamic Logic (PDL) with a recursive program operator called conjuctive program,
which is compatible with PDL’s syntactic operators. The semantic of this language is given by
Kripke structures, which is a variation of transition systems, similar to a graph with multiple
labels on edges and nodes. In conection with the previous discussion, CPDL" can be thought as a
query language over graph databases. For this language we study several logic and computational
problems that support its importance. We prove that CPDL" is far more expressive than many



families of languages; that CPDL" satisfiability problem is decidable; that it has the bounded-
treewidth-model property (that is, if a formula ¢ of CPDL" is satisfiable, it is satifiable in a model
with bounded treewidth); that CPDL" is characterized by a bisimulation game; and we analize the
CPDL" model checking problem. Moreover, many of these results were obtained analizing distinct
fragments of CPDL" given by classes of graphs with bounded treewidth, for which we interpreted
CPDL" as a strictly increasing hierarchy.

Key words: database, graphs, ontology, consistent answers, satisfiability, decidability, modal logic,
description logics, first order logic, monadic second order logic, regular languages
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Introduccion

La tendencia actual en el area de Bases de Datos tradicionales es aceptar que la inconsistencia es
inherente a cualquier aplicacién real, especialmente en lo que concierne a Big Data management,
y que como tal debe ser formalizada y usada en los procesos de manejo de datos, idea explorada
en muchos articulos relevantes y ampliamente citados como [19,57,96]. M4és recientemente, este
enfoque se ha trasladado al contexto de bases de datos semi-estructuradas, como se ve en varios
trabajos que involucran distintos formatos de almacenamiento de informacion no tabulares tales
como: documentos XML [90, 161], NoSQL databases con seméntica BASE (Basically-Available,
Soft-state, Eventual consistency) [27], v el caso que nos compete en este trabajo, bases de datos
orientadas a grafos [32,44,49]. En muchos de estos trabajos podemos observar diferentes enfoques
para lidiar con problemas de inconsistencia, ya sea eliminando los datos conflictivos, agregando
datos para complementar informacion requerida, o manteniendo la inconsistencia pero identificando
la informacién que estara siempre presente en un posible o eventual arreglo de la base de datos.
Una idea comuin en todas estas propuestas es el uso de herramientas provenientes de la logica y de
la teoria de modelos, puesto que muchos de los lenguajes comtinmente utilizados en la practica para
el acceso y el manejo de la informaciéon, como SQL, ProLog, Datalog, entre otros, se fundamentan
en fragmentos de la logica de primer orden, y por tanto, un andlisis riguroso en base a aspectos
tedricos resulta indispensable asi como interesante.

En el marco general que engloba a este trabajo analizamos un par de problemas relaciona-
dos a (1) el manejo de la inconsistencia presentada en bases de datos orientadas a grafos con
respecto a cierto conjunto de restricciones, los cuales se forman segin los requisitos de una on-
tologia preestablecida, y (2) el estudio y desarrollo de nuevos formalismos légicos que permitan
explorar aspectos estructurales y sintacticos distintos a los ya conocidos y aplicados sobre modelos
con forma de grafos.

Desde un punto de vista formal resulta necesario, y a veces ineludible, explorar distintas al-
ternativas descriptivas y notacionales para representar a las bases de datos concisamente como
objetos matematicos y como se ve en la Figura 1, esto podria realizarse de multiples maneras. A
pesar del uso masivo de las bases de datos orientadas a grafos en las tltimas décadas, no se ha
logrado establecer un concenso de representabilidad en el ambito operativo, teniendo en la actu-
alidad dos grandes alternativas de modelizacion: los RDF graphs vinculados a los estandares de
la Web Semadntica, y los Property graphs vinculados a estdandares ISO (International Organization
for Standardization). Por esta razon, no hay un lenguaje estandar inico para razonar sobre bases
de datos orientadas a grafos (tal como lo es SQL para el modelo relacional de bases de datos),
por lo que es usual encontrar, entre los argumentos que abogan en favor del uso de las bases de

i
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Figura 1: Por lo general, trabajamos con estructuras con forma de grafos con etiquetas en nodos y ejes,
como el grafico de la izquierda. A la derecha, dos maneras conjuntivas de representar a esta estructura.

datos orientadas a grafos, un compilado de distintas opciones que basan su desarrollo en técnicas o
herramientas muy variadas entre si. Es el caso de lenguajes declarativos de consulta como Cypher
y GQL (Graph Query Language), que fueron disenados con la misma perspectiva operacional
de SQL, y que son usados en sistemas como Neo4j, que estd fundamentalmente desarrollado en
Java [170]. Si bien en términos generales una base de datos orientada a grafos es bésicamente un
grafo con (multiples) etiquetas en ejes y nodos, esta nocién también puede diferir conceptualmente,
dada la amplia variedad de comunidades cientificas que han abordado este tipo de estructuras. A
lo largo de este trabajo usaremos distintos paradigmas para representar a este tipo de estructuras,
como detallamos a continuacion con una breve explicacién:

e Data-grafos: en el Capitulo 1 utilizamos el mismo esquema teérico de [127,169] y definimos
un data-grafo como una terna G = (V, E, D) donde (V| E) es un digrafo con conjunto de
nodos V', conjunto de ejes etiquetados E, y una (unica) funcion D que asigna a cada nodo
en V un valor de dato. En los trabajos citados se argumenta por qué este tipo de asignacién
de datos sobre los nodos no implica una limitacion con respecto a la alternativa de asignar
multiples valores, como suele hacerse en la practica. Mas a favor de este argumento, en
el Teorema 27 del Capitulo 1 mostramos mediante una reducciéon cémo relacionar una base
de conocimientos a un data-grafo (con restricciones) de manera eficiente y preservando la
semantica de la ontologia subyacente, con el propodsito de hallar la complejidad de un problema
de decisién intrinsecamente relacionado a propiedades de satisfacibilidad. A pesar de que el
mencionado teorema muestra un resultado negativo de indecibilidad, queda claro que en un
sentido de representabilidad el concepto de data-grafo engloba muchas nociones estructurales
vistas en otro tipo de modelos (particularmente en lo que se refiere a estructuras finitas),
varios de los cuales usaremos en los siguientes capitulos. Otra razén para haber utilizado este
esquema tiene que ver con el tipo de lenguajes altamente expresivos que fueron considerados
para razonar sobre data-grafos, de lo que hablaremos mas adelante.

e Grafos de conocimiento: una exposicién similar sobre lo alejado que estamos de plantear
una definicién definitiva y conciliatoria de lo que es un data-grafo en general y de como estos
deberian ser representados, se encuentra en [117]. En el caso especifico de las dreas de Rep-
resentacion del Conocimiento e Inteligencia Artificial, una larga discusién se ha generado a
raiz del término knowledge graph usado por Google para referirse a determinadas herramientas
de mejoras seménticas aplicadas en sus motores de busqueda [159]. Como se expone en [38],
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“aunqgue no haya un acuerdo preciso, es de entendimiento comun que un grafo de conocimiento
es una larga red de entidades, e instancias”. Sin embargo, Bellomarini et al. indican més ade-
lante que esto aun no es suficiente, mas ain, considerando que a nivel tecnolégico, un sistema
de gestién y manejo de bases de conocimiento (KGMS) apropiado debe ser capaz de realizar
tareas como (i) incorporar grandes cantidades de datos; (ii) incorporar conocimiento basado
en reglas; (iii) realizar tareas complejas de razonamiento dadas instancias de los puntos ante-
riores. Bajo esta perspectiva, se establece que como minimo un grafo de conocimiento debe
describirse mediante (a) hechos que forman parte de una verdad observable y (b) reglas que
determinan verdades derivables de nuestro conocimiento observado, lo cual podria ser en un
sentido sintactico, bajo sistemas axiomaticos y derivaciones, o a nivel semantico, como nos
compete en este trabajo. En términos més técnicos, un grafo de conocimiento se puede en-
tender como un par K = (A, 7T), donde T es un conjunto denominado TBox que consta de
reglas pertenecientes a un lenguaje de ontologias (de lo que hablaremos més adelante), y A
es un conjunto (posiblemente infinito) denominado ABox de cierto tipo de verdades atémicas
o hechos, es decir, expresiones de la forma P(t), donde P es un concepto (i.e. un predicado
unario) o un 7ol (i.e. un predicado binario) y ¢ es una tupla de términos constantes o nulls.
Este enfoque relativo al esquema relacional es ampliamente utilizado en Representacion del
Conocimiento, muy particularmente dentro de la comunidad que trabaja con ldgicas de de-
scripeion (DLs) [56, 131]. Bajo este tipo de estructuras, presentamos en el Capitulo 2 algunos
resultados que se basan en determinar propiedades de derivabilidad (semantic entailment) de
consultas navegacionales de grafos, a partir de una base de conocimiento con ontologias re-
stringidas segin determinados fragmentos de la légica de primer orden. Dado que el tipo de
ontologias consideradas en esa publicacion lindan y se relacionan intimamente con varias DLs
conocidas, optamos por usar implicitamente el concepto de grafo de conocimiento a lo largo
de ese capitulo.

e Estructuras de Kripke: originalmente concebido como un modelo de transicién para analizar
semanticamente varios problemas de sistemas axiomaticos de la légica modal [123], las estruc-
turas de Kripke se convirtieron en el modelo estandar sobre los cuales razonan varias familias de
lenguajes denominadas logicas dinamicas, entre las que se encuentran la 1égica modal, Proposi-
tional Dynamic Logic (PDL) [88], e incluso toda una serie de lenguajes nuevos definidos en [85]
y que presentaremos en el Capitulo 3. Las légicas dinamicas se proponen como herramientas
descriptivas de propiedades matematicas y proposicionales de programas. Tradicionalmente,
las estructuras de Kripke se entienden como una variante de los sistemas de transicion prop-
uestos por Kripke, y se definen como un grafo cuyos nodos representan estados o mundos
alcanzables de un sistema y cuyos ejes representan transiciones entre estados, junto con un
etiquetamiento de nodos que representan propiedades satisfechas en el estado. Siguiendo con
nuestra discusion previa, una estructura de Kripke es basicamente una base de datos orientada
a grafos. Si bien esta asociacién de estructuras de Kripke vistas como bases de datos no es
usualmente considerada entre los investigadores de las 16gicas dindmicas (en principio porque
las l6gicas dindmicas se estudian con un propésito distinto al de los lenguajes ontologicos y
de consulta), se vuelve relevante para la cohesién de este trabajo, en particular porque uno
de los objetivos conseguidos en [85] fue definir un lenguaje lo suficientemente expresivo para



capturar a varias légicas dinamicas ya conocidas, asi como a varias extensiones de RPQ que
es la base de todo sistema de consulta con propiedades navegacionales o de caminos, esencial
para el andlisis de bases de datos orientadas a grafos.

Como se establecié en cada uno de los puntos previos, la razéon para trabajar con distintos
esquemas tedricos se debe en parte a la gran cantidad de lenguajes existentes en la literatura
para razonar sobre estructuras orientadas a grafos, incluidas las logicas dindamicas. A lo largo
de esta investigacion decidimos estudiar varios de estos enfoques, lo que conllevé a considerar la
posibilidad de unificar varios aspectos terminolégicos y de notacién, lo cual se ha realizado hasta
cierta medida. Sin embargo, como ya hemos argumentado, muchos de los lenguajes explorados
requieren de ciertas particularidades semanticas e interpretativas que hemos decidido mantener en
esta presentacion. Describiremos a continuacion cudles lenguajes fueron estudiados en este trabajo
y su influencia o uso que tendran en los siguientes capitulos.

e Regular Path Query (RPQ): la particularidad de trabajar con estructuras con forma de
grafos supone que propiedades bésicas de grafos vinculadas a aspectos topolégicos (digase, ac-
cesibilidad, conectividad, camino més corto, etc.), deberfan ser idealmente implementables en
algin lenguaje légico que razone sobre este tipo de estructuras, de ahi el origen de los denom-
inados lenguajes navegacionales. Entre los lenguajes de este estilo, y de los que representan
un nicleo dentro del drea, estd RPQ [1,35,04], que se compone principalmente de expresiones

de la forma = 2 y, donde x,y son variables y L es una expresién regular definida sobre un
alfabeto preestablecido, y que se interpreta sobre una estructura como el conjunto de pares de
nodos (u,v) conectados por un camino etiquetado con una palabra de L. RPQ y varias de sus
conocidas extensiones como 2RPQ, C2RPQ y UC2RPQ (definidos en la seccién de Nociones
Baésicas), estardn presentes a lo largo de este trabajo cumpliendo distintos roles. Particular-
mente seran bastante relevantes en el Capitulo 2 para el planteamiento del problema central
(finite controllability of Ontology Mediated Query Answering) donde se utiliza como lenguaje
de consulta, y en el Capitulo 3 definimos una logica altamente expresiva que denominamos
CPDL', que también contiene a UC2RPQ. Notemos que los lenguajes basados en RPQ resul-
tan insuficientes para plantear consultas que involucren informacién de datos de nodos, asi que
el contexto en el que este lenguaje aparecera en los problemas expuestos por lo general involu-
crara alguna extension o relacion con otros lenguajes que enlazan propiedades de accesibilidad
y de datos o metadatos, en simultaneo. RPQ induce un lenguaje ontolégico llamado Regular
Path Constraint (RPC) que se compone de expresiones de tipo L; C L, donde L, y L, son un
par de RPQs. Este lenguaje sera relevante en algunos resultados como el Teorema 26, bajo la
seméntica usada en [32]. Un trabajo previo donde se utiliz6 esta ontologia es [1], pero los RPC
se evaliian en grafos con un elemento distinguido, por lo que los RPC en este caso se usan para
imponer condiciones locales, a diferencia de la semantica que adoptamos en este trabajo.

e Modal logic y guarded fragments: la consideracion de técnicas y resultados propios de
la 16gica modal en el marco de la logica de predicados generd varios aportes tedricos impor-
tantes a finales de los anos 90, relevantes hasta la actualidad tanto en las areas de logica
matematica como en teoria de bases de datos. Con esto en mente, entre los primeros traba-
jos que trascendieron ampliamente se encuentra el de [15], donde se presenta al denominado
guarded-fragment de la légica de primer orden (GFO). Este lenguaje se define como la coleccién
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de féormulas de primer orden con ciertos patrones de cuantificacion relativizada que emulan el
comportamiento de los operadores modales. Asi por ejemplo, si T,y son tuplas de variables
de primer orden, ¥ (z,y) una férmula en GFO con variables libres contenidas en z, 7 y a(Z, )
una expresion atomica, entonces también estan en GFO las expresiones

(Vz.a)y =VZ(a =) y (3Z.a)yY =3Z(aAP).

En cualquiera de estas expresiones a « se le denomina guarda. Estas formas de cuantifi-
cacion restringida engloban la interpretacién usual de los operadores modales [0 y ¢ bajo la
semdntica de estructuras de Kripke por medio de la conocida traduccién estandar [18,46], que
permite traducir las formulas de la l6gica modal a férmulas equivalentes de la l6gica de primer
orden. La importancia de esta correspondencia se ve reforzada por propiedades descriptivas
de modelos como el Teorema de Caracterizacién de van Benthem [165], que establece que la
l6gica modal es el fragmento invariante por bisimulacion de la logica de primer orden. Como
se demuestra en [15] y en varios trabajos posteriores igual de relevantes como [53, 107, 110],
esta amalgama resulté sumamente provechosa en la busqueda de fragmentos decidibles de la
l6gica de primer orden que gozaran de buenas propiedades computacionales y matematicas,
ya provistas en la l6gica modal basica, tal como sucede con GFO. Por ejemplo, es bien sabido
que el problema de satisfacibilidad de GFO es decidible y 2ExpTime-completo, que posee la
propiedad de modelo finito (i.e. si una férmula de GFO es satisfacible, es satisfacible en un
modelo finito) y la propiedad de modelo tipo-arbol (i.e. si una férmula de GFO es satisfacible,
es satisfacible en un modelo de treewidth acotado). Varios de estos resultados se obtuvieron
adaptando la caracterizacién por bisimulacion de la légica modal, algo que discutiremos con
mayor profundidad en el Capitulo 3, donde abordamos una serie de problemas similares en
la Seccién 3.4.2. En lo concerniente a bases de datos orientadas a grafos y razonamiento on-
tologico, la incorporacién de aspectos modales para gestionar este tipo de estructuras resulta
natural al tener en cuenta por un lado que varias légicas de descripcion pueden sumergirse
como fragmentos de GFO [67,106], y por otro lado, que muchos lenguajes navegacionales son
adaptables con operadores modales, como veremos mas adelante.

e Guarded negation first order: con un enfoque similar al de los trabajos citados en el punto
anterior, en [30] definen el fragmento guarded negation de la légica de primer orden (GNFO),
que generaliza a GFO preservando varias de sus buenas propiedades: GNFO es decidible y
2ExpTime-completo, tiene la propiedad de modelo tipo-arbol y la de modelo finito, decidir si
una sentencia de GNFO tiene un modelo finito es 2ExpTime-completo, y el poder expresivo
de GNFO esta caracterizado por un juego de bisimulacién. Con GNFO también es posible
absorber otros fragmentos de la logica de primer orden que son incomparables con GFO, por
ejemplo, el fragmento unary negation (UNFO) [30, 164], por lo que GNFO es mds expresivo
que ambos lenguajes. Analogo a la definicién de GFO, en GNFO solo se puede introducir el
simbolo de negacién en una expresion si las variables libres se encuentran al alcance de una
guarda. Esto lo presentaremos formalmente en la Seccion 2.1 del Capitulo 2, donde ademés
veremos la relacion de GNFO con otros fragmentos importantes de la légica de primer orden
que abarcan distintos tipos de restricciones usados en teoria de bases de datos y bases de
conocimiento asociadas a logicas de descripcion.
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e Description Logics (DL): la incorporacién del Web Ontology Language en los estandares
del World Wide Web Consortium (W3C) significé en los primeros anos de la década de los
2000 una gran oportunidad para explorar el alcance pragmatico de varios lenguajes de repre-
sentacion, entre ellos las logicas de descripcion. Uno de los focos centrales del W3C, abordado
en los protocolos de la Web Semdntica', es la busqueda de un sistema integrador capaz de
realizar una lectura exitosa y desambiguada de la informacién proveniente de distintas fuentes,
particularmente a través de una correcta representacion de los metadatos. En este sentido,
se requiere el uso de un lenguaje apropiado para describir el contenido de una base de datos
mediante conceptos, categorizaciones y relaciones entre entidades (tal cual como en un grafo
de conocimiento), con el que se pueda razonar e inferir de manera automatizada la informacién
que pueda resultar significativa para algin usuario. Varias logicas de descripcion bastante estu-
diadas durante la década de los 90 en el ambito de Representacién del Conocimiento cumplian
con estos requerimientos, ademds de contar con una serie de buenas propiedades computa-
cionales que las posicionaron entre las opciones mas destacadas para su implementacion en la
Web Ontology Language. De las légicas de descripcién mas primigenias y representativas se
encuentra ALC [22,155], que se distingue por proporcionar una amplia variedad de construc-
tores de concepto y de férmulas a través de una sintaxis simple y que resulta ser equivalente
semanticamente a la l6gica (multi)modal bésica [154]. Debido a esto tltimo, podriamos pensar
en ALC como un fragmento de la logica de primer orden que se puede sumergir en las logicas
GFO y GNFO ya discutidas, por lo que varios de los resultados obtenidos en el Capitulo 2
valdran particularmente en algunas clases de formulas correspondientes a ciertas 16gicas de de-
scripcion. Por otra parte, en la Seccion 1.2.2 del Capitulo 1 trabajaremos especificamente con
ALCOZLF, una légica de descripcién altamente expresiva que extiende a ALC con conceptos
nominales (O) y de inversién (Z) y que permite establecer restricciones de funcionalidad sobre
los roles (F). El uso de ALCOZF (Definicién 10) resulta bastante significativo para establecer
una relacién no trivial entre una DL bastante expresiva como ALCOZF y un lenguaje de
caracter navegacional del que hablaremos a continuacion.

e Reg-GXPath: En [127] se investigan varios lenguajes de consulta que fueron disenados para
combinar topologia de grafos y datos. Algunas extensiones conocidas de XPath cumplen
con estas caracteristicas, pero generalmente los lenguajes basados en XPath se usan muy
particularmente para procesar la informacion contenida en documentos XML [62], los cuales
suelen abstraerse como estructuras con forma de arbol. En la mayoria de los casos, al trabajar
con fragmentos o extensiones de XPath se mantiene el mismo criterio seméantico, por ejemplo,
para fragmentos de XPath sobre drboles no ordenados [135] y drboles ordenados [91,104]; y para
versiones data-aware de XPath® sobre drboles no ordenados [32] y drboles ordenados [3, 48].
En muy contados casos se ha tratado a XPath como lenguaje de consulta para estructuras de
grafos mas generales [58, 134]. Precisamente en [127] se definié una familia de lenguajes tipo
XPath, denominada GXPath, para razonar sobre grafos con datos. Varios de estos lenguajes
se construyen considerando ciertos operadores implementados en extensiones de XPath como

1 . ‘ :
https://www.w3.org/TR/owl-features/
2 . . .,
Estas versiones involucran el uso de operadores modales que testean comparacion de valores datos, los cuales
también serdn considerados en Reg-GXPath.


https://www.w3.org/TR/owl-features/
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en otros lenguajes de caracter modal como PDL. Por ejemplo, uno de tales lenguajes es
#GXPath, . (c,eq), que aqui hemos renombrado Reg-GXPath (Definicién 12) por comodidad
lectora, el cual se define por recursion mutua entre expresiones de nodo y camino, y que cuenta
con varios tests que analizan el valor de dato almacenado en los nodos de un data-grafo. Otra
caracteristica que distingue a Reg-GXPath es el uso del operador de complementacion para
expresiones de camino, con lo cual podemos expresar otras propiedades navegacionales de
interés como interseccion o incluso contencion de caminos, siendo esto ultimo estudiado en
muchos casos via RPCs. Motivados por esta relacién, en el Capitulo 1 proponemos una nocién
de consistencia (Definicién 15), que puede entenderse como un criterio de satisfacibilidad global
de un conjunto de expresiones de Reg-GXPath sobre una estructura de data-grafo. Bajo esta
semantica, es posible relacionar a Reg-GXPath con otros lenguajes, particularmente en el
ambito de modelos finitos. Por ejemplo, como ya mencionamos en el punto anterior, en la
demostraciéon del Teorema 26 traducimos ALCOZF a Reg-GXPath. En [127, Section 4.2]
se plantea otra posible relacion de la familia GXPath con el conocido PDL, que es también
relevante en este trabajo.

e Propositional Dynamic Logic (PDL): Originalmente propuesto como un lenguaje para
razonar sobre el comportamiento de programas [88], PDL ha sido adaptado y considerado
en otros ambitos, por ejemplo, como lenguaje de consulta para bases de datos orientadas a
grafos [8,162]. En un principio, el propdsito de estudiar un lenguaje como PDL era encontrar
un conjunto de axiomas y reglas de inferencia para probar propiedades de programas como
terminacion o equivalencia. En [156] se propone un esquema axiomatico y reglas de inferencia
para PDL el cual se demuestra completo. Este anélisis fue pulido posteriormente en [122]
donde proporcionan una demostracion corta y elemental de la completitud del sistema de
Segerberg. Trabajos similares han surgido a lo largo de los anos para extensiones de PDL
[72,147]. Por otra parte, PDL también ha recibido mucha atencién por el lado de la Teoria
de Modelos. En su trabajo original Fischer y Ladner dieron varios resultados de esta indole,
como los siguientes: PDL tiene la propiedad de modelo pequeno, es decir, si una féormula de
PDL es satisfacible entonces es satisfacible en un modelo de tamano a lo sumo exponencial
en el tamano de la férmula; la propiedad de modelo de arbol, es decir, si una férmula de
PDL es satisfacible entonces es satisfacible en un modelo con forma de arbol; el problema
de satifacibilidad de PDL es ExpTime-completo; etc. Existen muchas extensiones de PDL
cuyos problemas de satisfacibilidad asociados comprenden una complejidad que va desde ser
ExpTime hasta ser indecidibles, siendo [1 14] uno de los primeros trabajos que explora los limites
de la decibilidad de lenguajes basados en PDL. Algunos trabajos similares y de bastante
relevancia para esta tesis (especificamente para el Capitulo 3) son [66, 103] que abordan el
problema de satisfacibilidad de PDL extendido con operadores loop, intersection y converse, y
demostraremos varios resultados que subsumen ambos papers bajo la propuesta de una nueva
extension de PDL.

En la proxima seccién hablaremos mas especificamente de los resultados obtenidos en este
trabajo y de como fueron utilizados los esquemas estructurales y sintacticos presentados en esta
introduccién para el planteamiento de los principales problemas a tratar.



Contribuciones

A lo largo de esta investigacién nos dedicamos a estudiar distintos problemas que son centrales
en Teoria de Bases de Datos, Teoria del Conocimiento y Légica Dindmica, que se pueden abordar
con técnicas computacionales y matematicas relacionadas a Légica Cléasica y Teoria de Modelos.
Concretamente, nuestros resultados se basan en el estudio de los siguientes problemas:

e Reparacién de un data-grafo bajo distintos criterios semanticos y ontolégicos.

e Anélisis de respuestas a consultas mediadas por ontologias (denominado CQA u OMQA segin
distintos contextos) y la propiedad de controlabilidad finita.

e Extensiones expresivas de PDL que preservan buenas propiedades logicas y computacionales y
sus relaciones con otros lenguajes logicos.

Detallaremos a continuacion cémo se abordaron estos planteamientos con una breve descripcion
de los mismos, y hablaremos de los casos o versiones que seran analizados en cada capitulo y cudles
resultados originales se obtuvieron, los cuales pueden ser de interés para las comunidades en las
areas de Bases de Datos, Teoria del Conocimiento, Légica Matematica, Teoria de Modelos, Logicas
Dinamicas, Logicas Modales, y semejantes. En esta seccién mencionaremos las publicaciones
[7,85,86] cuyos contenidos forman parte de esta tesis doctoral.

Capitulo 1:
Reparacion de data-grafos

Cuando lidiamos con bases de datos inconsistentes, una serie de cuestionamientos surgen nat-
uralmente: jes identificable el origen de la inconsistencia?, ;es posible modificar la base para
restablecer la consistencia?, jes costoso realizar estos cambios? Desde la aparicion del trascen-
dental articulo [19], que aborda estas preguntas en el contexto de bases de datos relacionales con
restricciones expresables en standard format,” fueron adaptadas las ideas de ese trabajo a otros
esquemas, incluyendo a las bases de datos orientadas a grafos sujetas a distintos tipos de restric-
ciones. En este trabajo, Arenas, Bertossi y Chomicki formalizaron la idea de reparacion de una
base de datos inconsistente como una base de datos consistente que difiere minimamente de la
base original, donde esto ultimo se establece mediante una nociéon de distancia entre estructuras
dada por propiedades conjuntistas. Muy ligado al concepto de reparacion se encuentra el de Con-
sistent Query Answering (CQA), que se basa en identificar las respuestas a consultas que siempre

Este formato de féormulas incluye familias basicas de restricciones como denial constraints, functional depen-
dencies e inclusion dependencies.
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apareceran en posibles reparaciones de una base inconsistente, lo cual es relevante en muchos con-
textos, por ejemplo, cuando existe mas de una manera de restaurar la consistencia. Esta nocion
seméntica ha sido clasificada posteriormente como certain semantics o AR semantics [13], para
contrastarla con otras opciones de tolerancia de inconsistencia. Para nuestro propdsito usaremos
implicitamente la seméantica de brave repairs de CQA, que bajo cierta perspectiva puede entenderse
como la propiedad contraria de certain semantics.

En el Capitulo 1 exponemos los resultados obtenidos en [7], donde fueron analizadas varias
versiones del problema de reparacion de un data-grafo inconsistente con respecto a restricciones
provenientes del lenguaje Reg-GXPath y varios fragmentos de este. La nocién de consistencia uti-
lizada en este trabajo (Definicién 15) se presenta bajo un criterio de satisfaccion global que permite
subsumir mediante traducciones computables varios tipos de lenguajes, ya sea de restriccion como
los RPCs (visto en la demostraciéon del Teorema 26) u ontolégicos como ALCOZF (visto en la
demostracion del Teorema 27). Varios resultados de evaluacién y model checking para expresiones
en Reg-GXPath fueron demostrados en [127] y son aplicables a nuestra seméntica (Teorema 20),
lo cual aprovechamos para acotar polinomialmente determinados procesos a lo largo del capitulo.
Los criterios de reparacién considerados se basan en propiedades de subconjuntos (cuando es
vélido eliminar informacién, introducido en la Seccién 1.2.1 como subreparacion) y superconjuntos
(cuando es vélido agregar informacién, introducido en la Seccién 1.2.2 como superreparacion), que
suelen considerarse como planteamientos razonables en la practica, particularmente bajo suposi-
ciones de incorrectitud e incompletitud de la informacién [61].

Nuestros planteamientos se hacen en general con el formato input/output, donde en este caso el
input es un par (G, R) con G un data-grafo (Definicién 11) y R un conjunto finito de restricciones,
y el output es una reparacién de G con respecto a R (para la versién funcional del problema de
reparacién) o una respuesta afirmativa o negativa (para la version de decisién) segin si existe o
no una reparacion de G' con respecto a R. Tanto en el contexto de subreparaciones como en el de
superrepaciones, abordamos en un principio el problema de reparacién de data-grafos considerando
la totalidad de los recursos sintdcticos de Reg-GXPath, lo cual derivé en varios resultados de
intratabilidad e indecibilidad. En especifico, obtenemos que dado un input (G, R),

e es NP-completo decidir si existe una subreparacién no vacia de G con respecto a R (Teoremas 21
y 22);
e es indecidible decidir si existe una superreparacién de G con respecto a R (Teorema 26 y 27).

Debido al aspecto negativo de estos resultados, buscamos casos tratables limitando el poder
expresivo de las restricciones. De entre todos los fragmentos de Reg-GXPath definidos en el
Capitulo 1 el més destacado para este propdsito es el denominado Reg-GXPath?”*, que se obtiene
a partir de Reg-GXPath prohibiendo el uso de la negacion — en las expresiones de nodo, y del
operador de complementacién en las expresiones de camino. Para inputs (G, R) con R un conjunto
finito de restricciones en Reg-GXPath””®, obtuvimos lo siguiente:

e en caso de existir, se puede computar en tiempo polinomial una subreparacién no vacia de G
con respecto a R cuando este solo consta de expresiones de nodo (Teoremas 25);

e es polinomial decidir si existe una superreparacion de GG con respecto a R cuando R solo consta
de expresiones de nodo (Teorema 33);
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e es polinomial decidir si existe una superreparacién de GG con respecto a R cuando solo se utiliza
una cantidad finita y fija de valores de datos (Teorema 35).

Un resumen detallado de todos estos resultados se encuentra en la Tabla 1.1, donde ademas se
especifican otros aspectos técnicos. Para los resultados tratables también se demostraron algunas
propiedades semdanticas que se plantearon especificamente para obtener la cota de complejidad
polinomial deseada, pero cuya aplicabilidad podrian independizarse de los fines de esta tesis. Entre
—24,29—-31 y el Teorema 32, que ademés permiten concluir la correctitud de los Algoritmos 1 y
2, los cuales estan asociados al problema de computar una subreparaciéon y decidir si existe una
superreparacion, respectivamente.

Si bien el articulo [7] estd expresamente dedicado al problema de computar reparaciones de un
data-grafo inconsistente, en algunos casos relacionaremos nuestros planteamientos a casos concretos
de CQA estudiados en [32, 151], especificamente para las demostraciones de los Teoremas 26 y 27.
Sin embargo, el siguiente capitulo del que hablaremos a continuacién estara enteramente dedicado
a analizar este problema en el contexto de bases de conocimiento.

Capitulo 2:
Controlabilidad finita de consultas requlares mediadas por ontologias

El mencionado articulo [19] inspiré un planteamiento andlogo de CQA bajo el esquema de bases
de conocimiento que suele denominarse Ontology-Mediated Query Answering (OMQA) [12,45,120]
y que surge de la necesidad de adoptar estrategias de consulta respecto a semdanticas que toleran
inconsistencias, ante la imposibilidad de identificar y corregir errores de los datos almacenados en
una base de conocimientos. Mas especificamente, OMQA se basa en el computo de las respuestas
comunes de una consulta bajo una semantica restringida por factores ontolégicos y estructurales.
Por ejemplo, en [19,126] las consultas se evalian en subreparaciones (es decir, bases consistentes
que difieren minimamente de la base original, como en el Capitulo 1, Seccién 1.2.1), mientras que
en [12,45] se evalian en subestructuras consistentes (es decir, la seméntica queda determinada
explicitamente por la ontologia bajo una nocién de incorrectitud de los datos). Otros tipos de
semantica se discutiran en el Capitulo 1 Seccién 1.2.2, tomados de los articulos [32, 151] menciona-
dos previamente y que vinculamos a la nociéon de superreparacion.

En [86], cuyo contenido se desarrollara a lo largo del Capitulo 2, estudiamos versiones de OMQA
con las siguientes caracteristicas:

a) las estructuras sobre las que se razonan son conjuntos de hechos, o ABoxes en la terminologia
de bases de conocimiento;

b) la ontologia O, esta determinada por fragmentos de GNFO (Seccién 2.1A), y a un subconjunto
finito I' de O se le denomina TBox en la terminologia de bases de conocimiento;

c) el lenguaje de consulta Q estd dado por fragmentos de UC2RP(Q definidos a partir de ciertas
clases de grafos subyacentes especiales que hemos llamado esqueletos (Seccién 2.2);

d) la semdantica depende del conjunto de interpretaciones de un par (G,I"), donde G es un ABox
finito y I" un TBox (notemos que la seméntica no es de reparaciones ni subestructuras como
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en los articulos citados anteriormente, dado que en [36] trabajamos con otra nocién semantica
que serd explicada en breve.).

Para hacer notoria la dependencia respecto a O y Q como los lenguajes particulares a tratar,
denotaremos por OMQA4 o (leido como OMQA de Q bajo O) al problema de decisién que toma
como input una tupla (G,I',q,a), donde G es una base de conocimiento (o modelo), I" es un con-
junto finito de férmulas en O, ¢ es una consulta en Q de aridad k y a es una k-tupla de elementos
de G. El output es si, cuando @ pertenece a la evaluacién de g en toda interpretacion de (G, 1),
donde esto tltimo alude de manera muy abstracta a la semdntica referida en d). Los detalles for-
males de esta propiedad se presentaran en la Seccion 2.1 en términos de entailment. Cabe destacar
que en [80] distinguimos dos nociones distintas de OMQA de acuerdo a la definicién concreta de
interpretacion a considerar: cuando aceptamos que estas pueden ser de cardinal infinito trataremos
con el problema OMQA a secas, pero si las interpretaciones solo pueden ser finitas trataremos con
finite OMQA (o FOMQA para recortar). Si estas dos nociones coinciden bajo un esquema partic-
ular de los puntos a)—c), decimos que OMQA de Q bajo O es finitamente controlable. El estudio
de esta propiedad es justamente el eje central del Capitulo 2, donde analizaremos varias versiones
de OMQA que cumplen esta propiedad y otras que no. Algunos trabajos previos que abordan
planteamientos similares al nuestro son [1419, 150], donde demuestran la controlabilidad finita de
OMOQA para bases de datos relacionales con semdntica de mundo abierto®, y consultas UCQ bajo
distintos tipos de restricciones, como key dependencies e inclusion dependencies, que son basicas y
fundamentales en Teorfa de Bases de datos; [13], donde usan un esquema similar a los trabajos de
Rosati pero bajo otro tipo de restricciones que generalizan a las inclusion dependencies; y [101],
respecto a bases de conocimiento y logicas de descripcion que involucran roles transitivos. Ninguno
de estos trabajos aborda el caso de consultas regulares o navegacionales. Por otra parte, algunos
trabajos que si consideran lenguajes de consulta navegacionales y demuestran la decibilidad del
problema FOMQA sin utilizar propiedades de controlabilidad finita son [113], respecto a consultas
UCRPQ y restricciones en ALC y [112], respecto a consultas P2RPQ (positive existential two-way
reqular path queries) y restricciones en la légica de descripcién SQ,,.

La primera versiéon de OMQA que analizamos fue OMQA de UC2RPQ bajo GNFO, que resulta
ser decidible (Proposicién 36), pero no queda claro si la version FOMQA también lo es. El
resultado principal de este capitulo (Teorema 38) expone una caracterizacién completa de las
versiones finitamente controlables de OMQA basadas en fragmentos de UC2RPQ y GNFO y
como consecuencia directa de este teorema obtenemos que OMQA de UC2RPQ bajo GNFO no
es finitamente controlable, pero la decidibilidad de FOMQA sigue siendo un problema abierto. El
Teorema 38 se puede considerar como una respuesta parcial a esta pregunta, pues proporciona
condiciones suficientes sobre Q y O que aseguran la decidibilidad de FOMQAg 4.

El uso de GNFO como el lenguaje ontolégico base se debe tanto a razones técnicas como inte-
grales. Técnicas, porque haremos uso de muchas de las propiedades de GNFO mencionadas en la
Introduccién, ademds de un procedimiento conocido como chase (introducido en la Seccién 2.1 con
referencias a trabajos previos como [70,140,150]) que resulta fundamental para nuestros resultados;
e integrales, pues como se expuso en la Introduccién, GNFO abarca muchos tipos de lenguajes de

4 L . .
El postulado de semdntica de mundo abierto estipula que los hechos que no aparecen en una base no son
necesariamente falsos. Esto es similar a nuestra exposicién informal de interpretacién del punto d).
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restricciones usados en Teoria de Bases de Datos, asi como varias légicas de descripcién usadas en
Representacion del Conocimiento, por lo que los resultados de este capitulo pueden ser relevantes
en ambas areas. Los fragmentos precisos de GNFO que utilizaremos en este capitulo (ver Figura 2)
son familias de férmulas de primer orden que se pueden describir como reglas existenciales (también
llamadas reglas Datalog® o tgds, Seccién 2.1B).

TF1 F1 FG GNFO

e

ID
Figura 2: Mapa de los lenguajes ontolégicos considerados en el Capitulo 2, donde cada flecha indica el
orden de expresividad entre estos, siendo el lenguaje a la izquierda de la flecha el menos expresivo. Las
siglas se refieren a los siguientes fragmentos de la logica de primer orden: FG es por frontier-guarded tgds,
F1 es por frontier-1 tgds, TF1 es por term-frontier tgds, e ID es por inclusion dependencies.

Es bien conocida la contencién de todos estos fragmentos en GNFO, pero damos un pequeno
argumento de su validez en la Seccion 2.1C donde mostramos que cualquier formula de FG es
traducible a una expresién equivalente en GNFO. En [23,25,26] se hallan relaciones més detalladas
de expresabilidad, decidibilidad y complejidad de los lenguajes F1, ID y FG, entre muchos otros.
El uso de constantes en expresiones de FG puede ser motivo de discusién y su inclusién u omisién
en la sintaxis se suele decidir por razones técnicas. Dado que nosotros si permitimos el uso de
constantes en las formulas de F1, surgio la necesidad de distinguir algunas expresiones en base a
un criterio mas detallado de guarda y de términos frontera, dando lugar al fragmento TF1 que
caracteriza uno de los casos de controlabilidad finita estudiados en este capitulo, debido a una
propiedad estructural relacionada al chase que analizamos en la Seccién 2.1(c).

Los fragmentos de UC2RPQ que utilizaremos se definen mediante propiedades estructurales
referentes al grafo subyacente de una consulta. En muchos trabajos se ha utilizado la nocién
de grafo de Gaifman para asociar consultas a grafos, en particular en los casos de conjunctive
queries [21,105] y consultas regulares [31]. Esto permite estudiar clases de consultas basadas en
propiedades de grafos como aciclicidad o bounded treewidth, que suelen estar ligadas a procesos
polinomiales. Sin embargo, en muchos casos esta representacién puede ser insuficiente o inadecuada
para la obtencién de resultados més rigurosos. Otras nociones de grafos utilizadas para representar
propiedades estructurales de consultas han sido grafos de incidencia [60], graph patterns [33], o los
ya mencionados esqueletos que fueron introducidos en [36] y que veremos formalmente al comienzo
de la Seccion 2.2. Sin mayores detalles, los esqueletos son multigrafos dirigidos con nodos y
ejes etiquetados, donde los nodos estan asociados a las variables de una consulta y los ejes a los
atomos de la consulta. Las etiquetas de nodo indican cuéles variables aparecen libres o ligadas en
la consulta y las etiquetas de ejes indican cuales atomos se corresponden a un lenguaje finito o
infinito. Respecto a este tipo de etiquetado establecimos ciertas propiedades topoldgicas de grafos
(por ejemplo, un ciclo infinito se entiende como un ciclo no dirigido donde algin eje esta etiquetado
con un lenguaje infinito), dando paso al planteamiento de las siguientes clases de esqueletos:
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Sy: esqueletos que no contienen ciclos infinitos

S;: esqueletos cuyos ciclos infinitos contienen un nodo libre

S,: esqueletos cuyos ciclos infinitos y ligados contienen un nodo a distancia finita de uno libre

Dada una clase de esqueletos S, el fragmento UC2RPQ(S) consta de todas las consultas en
UC2RPQ cuyos esqueletos pertenecen a S. Puesto que S; € S; € S,, obtenemos una cadena
creciente de lenguajes de consulta:

UC2RPQ(S,) € UC2RPQ(S,) € UC2RPQ(S,) C UC2RPQ

Estos fragmentos establecen un patron de expresividad que muestra un contraste respecto a
los lenguajes ontoldgicos, pues como se infiere del Teorema 38, para mantener la propiedad de
controlabilidad finita, entre mas expresiva sea la ontologia menos expresivo debe ser el lenguaje de
consulta, y viceversa. El grafico de la Figura 3 ilustra esta situacion junto con la referencia exacta
de los resultados mas importantes de este capitulo.

Resultados de Q ©
controlabilidad finita GNFO
UC2RPQ(S
de OMQA, o Q(S0)
FG
L 40
ema o UC2RPQ(S,) / \
Proposiciones 41,43—45 F1 ID

Proposiciones 42,46 —————& UC2RPQ(S,) TF1

Figura 3: Diagrama de los resultados més importantes del Capitulo 2. Las regiones coloreadas indican
el rango en el que varfan las consultas y los conjuntos de restricciones en el problema OMQAg , donde
se cumple la respectiva propiedad de controlabilidad finita. Note que el orden de expresividad entre los
lenguajes de consulta es inverso al orden de expresividad de las ontologias. El compendio de todos estos
resultados conforman el planteamiento del Teorema 38.

Capitulo 3:
Ezxtensiones de PDL mediante propiedades de grafos

En este capitulo presentamos un lenguaje nuevo llamado CPDL" (Seccién 3.2), el cual fue definido
originalmente en [85], y que extiende a PDL con el operador de programas converse y un operador
recursivo que hemos denominado programa conjuntivo, que asemeja la nocion de clausura de un
lenguaje bajo cuantificacién existencial y conjunciéon logica, de manera similar a como se define el
fragmento CQ de la logica de primer orden, o C2RPQ como extensién de 2RPQ, o CQPDL como
extension de PDL [10]. Cuando se compone con los demés operadores de PDL también podemos
asemejar otras nociones como nesting, explorado en [50] para expresiones y consultas regulares.
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La particularidad del operador de programa conjuntivo es que se introduce junto a la nocion de
grafo subyacente, que servird para establecer criterios de expresabilidad basados en propiedades
topoldgicas de grafos. Como es usual en lenguajes basados en PDL, la semantica adoptada es el
de estructuras de Kripke.

De manera similar a los articulos [66, 88, 103] donde estudian PDL y extensiones de este a
nivel semantico, haremos un anélisis andlogo de CPDL", en el que gran parte de los resultados
se basan en estudiar varios fragmentos especificos que restringen el tipo de programas conjuntivos
posibles bajo condiciones de indole estructural. Mas especificamente, dada una clase G de grafos
finitos y conexos, definimos CPDL"(G) como el fragmento de CPDL" tal que los grafos subyacentes
asociados a los programas conjuntivos estdn en G (Seccién 3.2). Varios lenguajes de este estilo
seran utilizados para obtener propiedades de CPDL' por medio de una representacién jerdrquica,
es decir, analizaremos CPDL" a través de cadenas crecientes de fragmentos.

Como primeros resultados, procedemos a verificar que los conocidos lenguajes loop-CPDL e
ICPDL son equivalentes a CPDL"(G) y CPDL"(G,) respectivamente, para ciertas clases finitas
G- v Gn (Proposiciones 51 y 52), quedando establecido asi que el operador de programa conjuntivo
engloba distintos tipos de operadores que aumentan las capacidades expresivas de PDL y ademas
que cualquier expresion de loop-CPDL e ICPDL es representable sintacticamente por ciertos pa-
trones de grafos bastante simples. El esquema de estos resultados se da via traducciones, por
ejemplo, para

(L1, Ly) € {(loop-CPDL, CPDL"(G,)), (CPDL"(G-), loop-CPDL)}

obtenemos que para toda expresion e de £, existe una expresion equivalente Tr(e) de L,, donde
Tr es una funcién que realiza sustituciones sintacticas de manera inductiva con respecto a la
estructura de e. Para ICPDL y CPDL"(G,) se puede plantear una solucién analoga, pero para la
demostracion de la Proposicion 52 optamos por una via mas larga aunque maés provechosa para
lo que abordaremos en las siguientes secciones. En este punto haremos uso de ciertas clases G
definidas con respecto a un parametro ampliamente utilizado en Teoria de Grafos denominado
treewidth. Intuitivamente, el treewidth es un pardmetro natural que indica qué tan similar es
un grafo a un arbol, y dado un grafo G, su treewidth (denotado como tw(G)) se calcula en
base a las descomposiciones de drbol de este. Estos conceptos los repasaremos en la Secciéon 3.1,
donde definiremos las clases TW, con k > 1, que consta de todos los grafos finitos G tales que
tw(G) < k. Retomando la relacién con ICPDL, demostramos por una serie de resultados de
reescritura (Lemas 53—58) que los siguientes lenguajes son equivalentes:

ICPDL, CPDL"(G,), CPDL"(TW,), CPDL"(TW,)

En términos de expresabilidad, la equivalencia entre CPDL"(TW;) y CPDL"(TW,) resulta
intrigante, pues a pesar de la robustez y variedad de grafos en TW, con respecto a TW,,’

seménticamente no hay un aumento real del poder expresivo de CPDL*(TW,) con respecto al
de CPDL"(TW, ), simplemente CPDL"(TW,) tiene més expresiones que CPDL"(TW,).

5 [ . . .
TW, solo consta de arboles. TW,, se puede caracterizar de muchas maneras, pero sin entrar en detalles contiene
a TW; y ademds grafos que no tienen a K, como menor, por ejemplo los ciclos [73].
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Es natural preguntarse en este punto si todos los fragmentos CPDL" (TW),,) son equivalentes en-
tre si, 0 en caso contrario, si existe una regla que determina cudles fragmentos CPDL" (TW),._;) son
més expresables que CPDL"(TW,). Esto quedar4 resuelto en las siguientes secciones del capitulo
en cuestién, donde daremos criterios de bisimulacidn que caracterizan a cada CPDL"(TW),,) con
k > 2. La propiedad de bisimulacion suele describirse como un juego Spoiler-Duplicador, donde
Spoiler y Duplicador son dos contrincantes que bajo ciertas reglas intentan demostrar que dos
estructuras son distintas (misién de Spoiler) o que son iguales (misién de Duplicador). En general,
los juegos Spoiler-Duplicador se describen por rondas, que constan de una jugada realizada por
Spoiler y de una respuesta dada por Duplicador. Los juegos Spoiler-Duplicador son particular-
mente valiosos en Teoria de Modelos, ya que funcionan como técnicas para verificar equivalencia
logica entre estructuras. Las reglas de este tipo de juegos y las condiciones de victoria se suelen
correlacionar con lenguajes logicos, lo que permite en muchos casos entender con bastante rigurosi-
dad el alcance del poder expresivo de tales lenguajes, en especial en lo que concierne a modelos
finitos. Algunos ejemplos cldsicos de juegos Spoiler-Duplicador® son:

e Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: definido en [94] y adaptado al formato de juego en [78], este juego
permite obtener un criterio de equivalencia légica entre estructuras respecto al fragmento L,
de la légica de primer de orden que consta de todas las sentencias con rango de cuantificacion
a lo sumo m. En este caso, el nimero constante m se corresponde con la maxima cantidad de
rondas de las que consta una partida del juego.

e Juegos de piedras: en [118,121] definen juegos que constan de una cantidad finita de piedras,
digamos k, que Spoiler y Duplicador deben disponer sobre los elementos del universo de un par
de estructuras. Después de jugar un maximo de m rondas se verifica si Duplicador fue siempre
capaz de generar homomorfismos parciales. En el caso de [118] el juego propuesto se analiza
con alternancia,” que otorga a Spoiler la posibilidad de escoger la estructura donde realizard su
jugada. Con este criterio, se demuestra que el juego se corresponde con el fragmento ,C,kn de la
l6gica de primer orden que consta de todas las férmulas de rango de cuantificacion a lo sumo m
y que se expresan con a lo sumo k variables. En el caso de [121] analizan un juego similar pero
sin la condicién de alternancia, lo que denominan como existential k-pebble game, y la condicién
de victoria de Duplicador se verifica ad aeternum, es decir, para toda ronda m Duplicador debe
ser capaz de generar un homomorfismo parcial. El lenguaje que se corresponde con este juego
es la logica infinitaria LF que consta de expresiones que no tienen més de k variables, y que
se obtienen de férmulas atémicas, igualdades, negacion de igualdades, disyuncion infinitaria,
conjuncion infinitaria y cuantificacion existencial.

e Juegos de bisimulacion: este tipo de juegos se pueden entender como un juego con una sola
piedra. En el caso bésico, asumimos que las estructuras sobre las que se desarrolla el juego
son grafos con etiquetas en ejes y nodos. A diferencia de los juegos previos, en la bisimulacién
se establece una condiciéon de movimiento relativo a la posiciéon de la ronda previa, esto es,
en cada ronda Spoiler escoge el grafo en el que va a jugar y mueve la correspondiente piedra

®Ma4s recientemente este tipo de juegos se han analizado con un rigor algebraico [2,137], habiendo sido caracter-
izados por ciertas familias de categorias de comodnadas.

"Los juegos Spoiler-Duplicador también se suelen llamar back-and-forth games, donde el adjetivo back-and-forth
alude a la nocién de alternancia aqui mencionada.
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a un nodo a distancia a lo sumo 1 de donde se encontraba la piedra al comienzo de la ronda
(en otras palabras, Spoiler puede dejar la piedra donde estd o moverla a un nodo adyacente).
Esta restriccion permite establecer conexiones con operadores modales y de hecho, el lenguaje
capturado por esta nocién de juego es justamente la légica modal basica. La nocién de bisim-
ulacién fue introducida independientemente por van Benthem [165] en el contexto de teoria de
correspondencia modal, por Milner [136] y Park [142] en teoria de concurrencia, y por Forti
y Honsell [92] en teorfa de conjuntos sin el axioma de buena fundacién. Ver [152] para una
perspectiva histoérica.

Nuestro formato de juego serd definido en la Seccién 3.4, descrito como una mezcla de juego
de bisimulacién y juego de piedras. Por conveniencia, hemos dividido nuestro analisis en varias
subsecciones para lidiar por separado con distintas caracteristicas del juego. En especifico, en la
Seccién 3.4.1 definimos la relacién de simulacion G|—}] como un juego no alternante con k > 3
piedras, donde en cada ronda Spoiler mueve cualquiera de las piedras de su modelo a un nodo
que se encuentre a distancia a lo sumo 1 de la posicion relativa de las k — 1 piedras restantes, y
Duplicador debe responder generando algiin homomorfismo parcial. La condiciéon de victoria de
Duplicador es como la considerada en [121], es decir, Duplicador tiene una estrategia ganadora
en cualquier nimero de rondas. Bajo estas descripciones y considerando algunas condiciones
seménticas extras,” demostramos el Teorema 60 que caracteriza el juego de simulacién G[—}] con
el fragmento positivo de CPDLY(TW,_;) (expresiones de CPDL"(TW,_;) que no contienen el
simbolo —). El desfase en el subindice se debe a una correlacién con un desfase también presente
en el concepto de treewidth.

En la Seccién 3.4.2 definimos la relacion de bisimulacion G[=}] que es la version alternante
de G[—;]. Tal como se describié antes para los juegos de piedras, alternante quiere decir que
Spoiler puede escoger el modelo donde jugar al comienzo de cada ronda, pero en nuestro caso
solo puede cambiar de modelo con la condicién de que las piedras estén apiladas (definido en
J3). Aunque esto parezca una imposicién bastante restrictiva de alternancia, en realidad esto
se correlaciona con algunas caracteristicas puntuales de CPDL': este lenguaje es de naturaleza
modal, para expresiones unarias contamos con el operador de negacion, y ademas sus expresiones
deben armarse respetando cierta nocién de conexidad. La caracterizacion de esta version de juego
de bisimulacién con el lenguaje CPDL"(TW),_,) queda demostrado con los Teoremas 62 y 63.

Antes de mostrar la aplicabilidad de estos resultados en el andlisis del poder expresivo de
los lenguajes CPDL*Y(TW),), veremos en la Seccién 3.4.3 una reduccién de nuestro esquema de
juego de bisimulacién al juego de bisimulacion basico de la légica modal, que por comodidad, lo
presentamos en dos partes: el Teorema 64 para la relacién G[—;] y el Teorema 65 para G[+].
De estos resultados se desprende que el problema de decisién asociado al juego de bisimulacion de
CPDL*(TW,,) es decidible en tiempo polinomial (Corolario 67).

En la Seccién 3.5 usaremos los juegos de bisimulacién para demostrar que CPDL'(TW,) es
més expresable que CPDL"(TW,_,), para todo k& > 3 (ver Figura 4). Esto se deducira de la

*Por lo general, los juegos Spoiler-Duplicador se plantean de modo que una estrategia ganadora de Duplicador
implique una propiedad de equivalencia logica entre modelos, pero el reciproco de esto puede no valer a menos que
se consideren ciertas restricciones. Cuando estas se imponen, se suele denominar a esa caracterizacién del juego
como propiedad de Hennessy-Milner, en analogia al Teorema de Hennessy-Milner que da condiciones suficientes
para que el concepto de bisimulacién bésico coincida con el de equivalencia de modelos respecto a la 16gica modal.
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propiedad de modelo de treewidth k planteada en el Corolario 69 y que establece que toda férmula
satisfacible de CPDL"(TW),) también se satisface en un modelo numerable de treewidth a lo sumo
k. En la Introduccién ya hemos hablado de propiedades similares, como

e la propiedad de modelo finito satisfecha en lenguajes como GNFO, PDL y la légica modal,

e la propiedad de modelo tipo-drbol satisfecha en algunos guarded fragments de la légica de primer
orden e incluso de primer orden extendido con operadores de punto fijo [111],

e la propiedad de modelo de drbol satisfecha por la légica modal, PDL y las logicas de descripcién
analogas [22].

Mas parecido a nuestro resultado, en [66] reducen el problema de satisfacibilidad de loop-CPDL

al de hallar un cactus gmphg que cumple con ciertas condiciones de camino. Por otra parte, en [103]

demuestran que ICPDL tiene la propiedad de modelo casi-drbol, o més especificamente, que toda

formula de ICPDL satisfacible, también se satisface en un modelo con treewidth a lo sumo 2.

Considerando que en este punto ya fue demostrada la equivalencia entre ICPDL y CPDL*(TW,),

nuestra propiedad de modelo de treewidth k es una generalizacion compatible con la propiedad de
modelo casi-arbol de ICPDL.

[ CPDL"(TW,) = CPDL" (TW,)—— CPDL"(TW,;)—— CPDL" (TW,)—- - - }: CPDL'

Figura 4: Relaciones entre los lenguajes CPDL" (TW,,), donde cada flecha indica el orden de expresividad
entre estos, siendo el lenguaje a la izquierda de la flecha el menos expresivo. La primera igualdad es parte
del Corolario 59 y las flechas son casos particulares del Teorema 70. La union de todos estos fragmentos
conforman el lenguaje CPDL'.

Del Corolario 69 y de la relacién que podemos establecer con 16gicas de punto fijo (Proposicién
50) también se deriva una nocién simplificada de satisfacibilidad de CPDL": para verificar que
una férmula de CPDL" es satisfacible basta con ver que es satisfacible sobre modelos numerables
con treewidth acotado. Naturalmente, procederemos a estudiar la complejidad de este problema
de decisién en la Seccién 3.6. Para esta parte basamos nuestras demostraciones en las realizadas
en [103] para satisfacibilidad de ICPDL, adapténdolas al nuevo operador de programa conjuntivo.
La estrategia se basa en una serie de reducciones vinculadas a problemas de decision relacionadas a
propiedades de autématas. En la Seccion 3.6.1 definiremos un TWAPTA T como un tipo especial
de autéomata alternante que reconoce arboles infinitos w-regulares y en base a estos conceptos
demostraremos que

e para toda férmula ¢ de CPDL" existe una féormula ¢’ de CPDL" y un TWAPTA 7T tales que
¢ es satisfacible si y solo si ¢ es satisfacible en un arbol T' € L(T), o en otras palabras, el
problema de satisfacibilidad de férmulas en CPDL" es reducible al problema de satisfacibilidad
de CPDL" respecto a drboles w-regulares;

e para toda féormula ¢ de CPDL", existe un TWAPTA T (¢) tal que si T € L(T()), entonces
T codifica una estructura de Kripke K que satisface a ¢, con lo cual podemos plantear una

Un cactus graph es un grafo conexo tal que todo par de ciclos distintos no se conectan en méas de un nodo. En
particular, todo cactus graph tiene treewidth a lo sumo 2.
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reduccién del problema de satisfacibilidad de CPDL" respecto a arboles w-regulares al problema
emptiness de lenguajes aceptados por TWAPTAs (ver Teorema 71 tomado de [167]).

Con esto obtenemos que satisfacibilidad de CPDL" es decidible y aprovechando varios resulta-
dos de [103], algunos de los cuales los adaptamos para expresiones en CPDL", se deducen cotas de
complejidad para varias versiones del problema de satisfacibilidad (Teorema 83). En esta parte se
vuelven relevantes varias relaciones que deduciremos entre determinados parametros denominados
conjunctive width e intersection width (Proposiciones 80—82). Los resultados més importantes de
este capitulo junto con un mapa de las relaciones de expresividad de CPDL" con otros lenguajes
se encuentran resumidos en la Figura 3.1.

Para finalizar este capitulo, en la Seccion 3.7 damos cotas de complejidad del problema Model
Checking para expresiones de CPDL".

Esquemas de razonamiento
Datos vs. sin datos / ontologia vs. sin ontologia

Por tltimo, destacamos que a lo largo del trabajo se estudiaron tres esquemas de razonamiento
semantico que dependen de factores tanto estructurales como descriptivos para el planteamiento
formal de los distintos problemas a tratar:

(1) grafos con datos y con ontologias: en el Capitulo 1 usamos un lenguaje data-aware (es decir,
cuya sintaxis involucra operadores de comparacion de datos), utilizado para analizar problemas
con seméantica especificada por restricciones, como reparacién y CQA,;

(2) grafos sin datos y con ontologias: en el Capitulo 2 analizamos OMQA y FOMQA (problemas
andlogos a CQA) sobre bases de conocimiento, cuyos hechos interpretamos como informacién
estructural y por lo tanto, se trata de estructuras sin datos;

(3) grafos sin datos y sin ontologias: en el Capitulo 3 usamos estructuras de Kripke (nuevamente,
modelos sin datos) de manera irrestricta, es decir, sin conjuntos de restricciones que limiten la
semantica.

El cuarto esquema, grafos con datos y sin ontologias, fue estudiado por los directores de esta
tesis en varios proyectos pasados, como en [5, 0, 82-84] para estructuras de drboles con datos, y
también en [3,87] para grafos con datos.
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Grafos y Lenguajes Navegacionales

El término grafo sera utilizado a lo largo de este trabajo para referirse a muchos tipos de modelos,
en particular, en varias partes hablaremos del grafo subyacente de una expresion o férmula, y
este sera representado como un grafo no dirigido (con posibles etiquetas en ejes y nodos), pero los
detalles puntuales serdan presentados en cada capitulo, dado que el uso de estos grafos se restringe a
propiedades muy especificas. En otro contexto, también hablaremos del grafo asociado a distintos
tipos de estructuras, que en general los tratamos como grafos dirigidos con etiquetas en ejes y
nodos, lo cual desarrollaremos a continuacion.

Por A denotamos a un conjunto no vacio numerable de simbolos binarios, cuyos elementos
serdan denominados de distintas formas a lo largo del trabajo: etiquetas de ejes (Capitulo 1),
roles (Capitulo 2), programas bdsicos o atémicos (Capitulo 3). La razén de esta indeterminacién
terminolégica fue discutida en la Introduccién, pero en la generalidad de este trabajo asumimos
que los simbolos de A se interpretan como es usual, es decir, como relaciones binarias respecto
a un dominio, lo que podemos visualizar como un grafo con ejes etiquetados. Més formalmente,
una interpretacion de A, o un grafo (etiquetado) sobre A es una tupla G = (V,{—,| r € A}),
donde V es el conjunto de nodos (o dominio de G) y —, C V X V es el conjunto de ejes o aristas
con etiqueta r. Escribimos v -+ v para indicar que (u, v) €—,. y usamos el término arista para
referirnos también a u - v.

Independientemente del formalismo tedrico que usemos en cada capitulo, conviene ver al con-
junto A como un alfabeto cuyos elementos se usan para describir patrones de caminos. Una forma
basica y ampliamente utilizada en distintas dreas para consultar sobre estructuras con forma de
grafos es el de expresion reqular.

Definicién 1 (Sintaxis de expresiones regulares). Una expresion regular L sobre A estd dada por
la gramatica:
Li=e|r|LoL|LUL]| L

donde ¢ se denomina la palabra vacia y r € A. Una expresion regular es 2-way cuando agregamos

a la gramatica las expresiones r~ con r € A, o en otras palabras, L es una expresion regular 2-way
. iy - -

si es una expresion regular sobre A~ = AU {r~ | r € A}.

Si en una expresion L no se utiliza la estrella de Kleene decimos que es no recursiva, y si ademas
no se utiliza U decimos que es una palabra. El simbolo o se corresponde con la concatenacion que
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por lo general omitiremos de la notacién. Para una expresién regular L, usamos L para denotar
a LL*, y L""" para denotar a LLF con k e Ny L = ¢.

Definicién 2 (Seméntica de expresiones regulares). Dado un grafo G sobre A, cualquier expresién
regular sobre A queda también interpretada con respecto a GG bajo la siguiente semantica:

[ele = {(u,u) [u €V},
[rle = —,
[T = {(u,v) € V? | (v,u) € [r]e},
[L, x Lo == [L1] ¢ * [L2] ¢ para x € {o, U},
[L*]¢ = la clausura reflexiva y transitiva de [L].

Notemos que para la definicién de [L;L,]s estamos usando la composicién estandar de rela-
ciones: dadas dos relaciones binarias R, .S sobre un conjunto V/,

RS = {(z,2) |y € V.(z,y) € R, (y,2) € S}.

Ademss, para todo entero k > 0, R**' := RR*, donde R" = {(z,z) | € V'}. De esta manera,
tenemos que para toda expresién regular L y k > 0, ocurre que [LF] = [L]&.

La importancia de la Definicién 2 radica en que ahora podemos hacer referencia a caminos en
un grafo GG inducidos por expresiones regulares. En general, un camino en GG es una sucesion de la
forma

Uy 25 Uy 2 Uy = w2, (A)

i . . . .
donde los u; son nodos de G y u;_; — u; son aristas de G. Decimos que (A) es un camino simple
si todos los u; son distintos entre si; y que (A) es un ciclo si ug = u,,.

La etiqueta de (A) es la palabra L = r---r,. Bajo estas condiciones decimos que hay un

) . L : L. :
camino de ugy a u, con etiqueta L, denotado como ug — u,,. Esta idea es facilmente generalizable
a expresiones regulares.

Definicién 3. Sea L una expresion regular (2-way) sobre A, G un grafo sobre A y u, v nodos de

G. Decimos que hay un camino de u a v con etiqueta en L, denotado u Lov, si (u,v) € [L]¢-

Dado que toda expresion regular esta asociada a un lenguaje regular, la definicién anterior
equivale a decir que existe una palabra en el lenguaje regular asociado a L que es etiqueta de un
camino de v a v. En muchos casos a lo largo del trabajo haremos uso de esta nocién, en especial
cuando requiramos el uso de autématas para los resultados més técnicos.

Por otra parte, todos los problemas que se planteardn en cada capitulo dependeran en gran
medida del razonamiento seméntico asociado a lenguajes de interés en el &mbito de estructuras con
forma de grafos, ya sea a modo de consultas o en un sentido ontoldgico. En cualquier caso, el uso
de lenguajes navegacionales basados en expresiones regulares seran fundamentales. En adelante,
Var denota a un conjunto infinito numerable de variables.

Definicién 4. Una regular path query sobre el alfabeto A, o RP(Q), es una expresion de la forma
L y donde x,y € Var y L es una expresion regular sobre A. Una 2-way RPQ, o 2RPQ), se define
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analogamente, pero con L una expresion regular 2-way sobre A. Cuando se sobreentiendan las
variables, reescribimos la (2)RPQ z L y simplemente como L.

La seméntica para este tipo de expresiones es la esperada. Dada una (2)RPQ ¢ = = L Y
y un grafo G' con dominio V', un homomorfismo de ¢ sobre G es una interpretaciéon de variables
h : {z,y} — V tal que (h(x),h(y)) € [L]g. Tomando [¢]; como el conjunto de todos los
pares (h(z),h(y)) donde h es un homomorfismo de ¢ sobre G, es ficil ver que si  # y, entonces
ldle = [L]g, lo que justifica el abuso de notacién de la Definiciéon 4. También diremos que

L . . :
q = x — y es no recursiva o que es una palabra cuando en correspondencia L sea no recursiva o
una palabra.

Otro lenguaje bastante importante surge de aplicar un proceso similar al utilizado para definir
el conjunto CQ de consultas conjuntivas de la 16gica de primer orden,'’ pero aplicado a (2)RPQ.
En lo que sigue extenderemos directamente a 2RPQ, ya que las extensiones andlogas de RPQ
surgen como fragmentos que no utilizan los simbolos 7.

Definicién 5. Una férmula de C2RP(Q) sobre A es una expresién de la forma

L L
32(m1—1>y1/\--~/\ajm—m>ym), (B)
donde para todo i = 1,...,m, z;,y; son variables (no necesariamente distintas entre si), Z es una

tupla de variables tomadas de entre los z; e y;, y cada L; es una 2RPQ sobre A. A este tipo de
expresiones se les denota como ¢(Z), donde Z es una tupla de las variables que no aparecen en Z.
A las variables que aparecen en ¥ se les denomina variables libres de ¢ y a las que aparecen en z
variables ligadas. Si no hay variables libres se denota simplemente ¢ y se dice que es una expresion
Booleana. La aridad de ¢(%) es la dimensién de Z.

La seméntica se da nuevamente por interpretaciones: para una C2RPQ ¢ igual que (B) y un
grafo G con dominio V', un homomorfismo de ¢ sobre GG es una interpretacién h que asigna a cada
variable z; e y; un elemento de V' y tal que (h(x;),h(y;)) € [L;]q para todo i = 1,...,m. Sik
es la dimensién de Z, entonces [¢] se corresponde con el conjunto de k-tuplas h(z)'', donde h
es un homomorfismo de ¢ en G. Escribimos () para la tupla vacia. Si ¢ es Booleana, escribimos
lale = {()} si existe un homomorfismo de ¢ sobre G, o [¢]¢ = {} en caso contrario. Escribimos
(G, h |= ¢ para indicar que h es un homomorfismo de ¢ sobre G.

Notemos que el uso del término homomorfismo para referirnos a interpretaciones que hacen
verdaderas a las formulas ¢ tiene sentido cuando vemos a este tipo de expresiones como grafos (ver
Figura 5).

Definicién 6. Una union de C2RPQ), o UC2RPQ), es una disyuncién finita ¢,(z) V -+ - V ¢,(z) de
C2RPQs ¢; que comparten la misma tupla z de variables libres. La aridad de una tal UC2RPQ es
la dimension de Z y si esta es 0, decimos que la férmula es Booleana.

19Un CQ sobre A es bésicamente un CRPQ en el que no se usa la estrella de Kleene ni la unién, ver [71, Section
2.1.4] para una definicién més general.
" Abuso de notacién: dada una tupla & = (zq,...,2;), h(Z) denota la k-tupla (h(Z;), ..., h(Z})).
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Figura 5: A la izquierda el grafo correspondiente al CRPQ q(x,y,2) =2 ~— y A z LN YAz g y a
la derecha un grafo G, ambos definidos sobre el alfabeto A = {r, s,t}. Las flechas verdes indican c6mo es
una interpretacién h tal que G, h = ¢, o en otras palabras, h certifica que (uy, uy, u3) € [¢]g-

La semantica para férmulas UC2RPQ se obtiene extendiendo naturalmente la de C2RPQ vista
en la Definicién 5, e interpretando V de la manera usual. Podemos definir un lenguaje ontolégico
basado en expresiones regulares.

Definicién 7. Una regular path constraint, o RPC, es una expresion de la forma L; C L,, donde
L; es un RPQ. Dado un grafo G, decimos que G satisface L; C Ly, denotado G |= L; C Lo, si
[L1]c € [Ls]e- Una 2RPC se define analogamente tomando cada L; como un 2RPC.

Valiéndonos del uso de variables podemos definir C2RPC y UC2RPC de manera anédloga (ver
[32]), pero no se dard el caso en este trabajo en el que recurramos a tales expresiones, por lo que
omitimos su planteamiento formal. Una (2)RPC L; C L, se dice que es una restriccién de palabra
si Ly, Ly son palabras.

En muchos casos haremos uso de estas familias de expresiones como han sido presentadas, pero
en general también estamos interesados en extensiones de RPQ que involucren valores de datos o
etiquetas de nodos en interaccion con expresiones regulares. Una forma usual de realizar este tipo
de adaptaciones es a través de operadores con caracteristicas modales, por lo que hablaremos un
poco al respecto.

Loégica Modal

Ademas de A consideremos otro conjunto infinito numerable P disjunto de A. A los elementos
de P los llamamos etiquetas de nodos.'? En este caso, extendemos la nocién previa de grafo a la
de grafo con nodos etiquetados dado como una tupla G = (V,{—,| r € A}, {X, | p € P}) donde
X, €V para todo p € P.

Definicién 8 (Sintaxis). La logica (multi)modal basica, o ML, sobre A y P esta dada por la
gramatica

pu=ploplene |y
donde p e Py r € A. A (r) se le denomina operador modal con indice r o diamante 7.

2A1 igual que sucede con las etiquetas de ejes, los elementos de P tendran distintos nombres a lo largo del
trabajo. Por otra parte, en el Capitulo 1 no usaremos etiquetas de nodos sino valores de datos, cuya definiciéon e
interpretacién sera dada en ese capitulo.
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La idea de los operadores modales es establecer desde un punto de vista local la nocién de
accesibilidad a través de un eje con la etiqueta correspondiente al indice del operador modal. Mas
formalmente,

Definicién 9 (Semdantica de ML). Dado un grafo G sobre A y P, las expresiones de ML también
quedan interpretadas con respecto a G bajo la siguiente semantica:

ple == X,,
[-ele =V \ el
[e1 A @alla = [eila N [
[(Mele={uecV|FveVusv ve e}

Algunas generalizaciones de ML surgen de considerar operadores modales indexados por ex-
presiones complejas, que pueden ser generadas ya sea con lenguajes regulares, o por recursién
mutua como veremos en los lenguajes usados en los préximos capitulos (Reg-GXPath y PDL son
ejemplos de esto, pero estos seran presentados mas adelante). Otras generalizaciones surgen de la
interpretacion de ML como un fragmento de la logica de primer orden, que a su vez se puede sumer-
gir en otras clases de formulas de primer orden, como por ejemplo, GNFO que sera presentado en
el Capitulo 2.

La relacién de ML con lenguajes ontoldgicos ha sido estudiado ampliamente en distintas areas
y su uso resulta particularmente importante en Teoria de Representacion del Conocimiento.

Bases de Conocimiento y Loégicas de Descripcion

Se dard el caso en este trabajo en el que debamos saltar a planteamientos propios y usuales de
la Teoria de Representacion del Conocimiento. Por ejemplo, en el Capitulo 1 requerimos el uso
de un problema computacional indecidible con respecto a un tipo de restricciones pertenecientes
a una légica de descripcion altamente expresiva; y en el Capitulo 2 el problema de estudio central
(Ontology Mediated Query Answering) lo presentamos con la nomenclatura y terminologia de bases
de conocimiento.

Consideremos un vocabulario compuesto de un conjunto finito de predicados Pred y un conjunto
infinito de constantes N; (también denominados nombres de individuos). Los predicados unarios
usualmente se denominan conceptos y al conjunto de conceptos lo denotamos por N¢; los predicados
binarios se denominan roles, y al conjunto de roles lo denotamos por Ng.'* Usamos NjRE para denotar
el conjunto de todos los roles junto con sus inversas, es decir, roles de la forma r~ para r € Ng.

Un término es un elemento de VarUN,. Un dtomo « es de la forma P(¢) donde P es un
predicado de aridad k y ¢ una k-tupla de términos. Un ground atom o hecho es un dtomo cuyos
términos son solo constantes. Denotamos por terms(a) al conjunto de términos en « y extendemos
la notacién a cualquier conjuncién de dtomos. Para r € Ng, a veces escribiremos ¢t — ¢ en lugar
de r(t,t"). También usaremos las letras z,y, z,... [resp. T,%,Z,...] para denotar variables [resp.

13 . . .2 . . . .
Una identificacién posible con lo mostrado en las secciones previas es que los conceptos son etiquetas de nodos
y los roles son etiquetas de ejes, pero notemos que en Pred tenemos relaciones de cualquier aridad.
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tuplas de variables|; a, b, c, ... [resp. @,b, ¢, ...] para denotar constantes [resp. tuplas de constantes];
y t,t',... [resp. {,,...] para denotar términos [resp. tuplas de términos].

Un modelo o ABox es un conjunto (posiblemente infinito) de hechos. El dominio activo de un
modelo G, denotado adom(G), es el conjunto de todas las constantes que aparecen en sus hechos.
Para un modelo G, denotamos por G* a la extensién de G donde se agregaron los hechos r~ (b,a)
para cada r(a,b) € G con r € Ng.

Cualquier modelo G se puede visualizar como un hipergrafo, pero dado que estamos principal-
mente interesados en estudiar propiedades relacionadas a grafos, por lo general simplificamos la
nocién de grafo (subyacente) de G a lo siguiente: dado un modelo G, definimos graph(G) como el
conjunto { P(a) € G | P € NcUNR}, que es un grafo (posiblemente infinito) cuyo conjunto de nodos
es (fmplicitamente) adom(G), y cuyos ejes, etiquetas de ejes y etiquetas de nodos estan dados por
los hechos de G que provienen de predicados binarios y unarios. Casi siempre cuando hablemos
de G, estaremos refiriéndonos especificamente a graph(G), a menos que se especifique lo contrario
o quede claro del contexto. Todas las propiedades bésicas de grafos (accesibilidad, camino entre
nodos, etiqueta de caminos, camino simple, ciclos, etc) son aplicables a ABoxes G entendiéndose
que se analizan respecto a graph(G). De igual forma, cualquier expresién de UC2RPQ definida
sobre el conjunto de roles que aparecen en un modelo G también es interpretable en G por medio
de graph(G).

Como se mencion6 previamente, usaremos varios lenguajes 1é6gicos para razonar sobre modelos,
entre los cuales estan GNFO y varias logicas de descripcién que presentaremos a continuacion.

Definicién 10 (Sintaxis). La logica de descripcion ALC estd dada por la gramaética
AB:=T|C|-A|ANB|AUB|Vr.A|3rA (C)

donde C' € N¢, 7 € Ng. A cualquier expresion de (C) se le denomina concepto (complejo).
Una inclusién de conceptos o axioma ALC es una expresion de la forma A C B donde A, B son
conceptos.

En la definicién anterior hemos presentado el lenguaje basico ALC que fue introducido en
[154,155]. Con el tiempo varias extensiones de ALC se han considerado extendiendo la sintaxis
presentada en (C) con nuevos conceptos, por ejemplo, la l6gica de descripcion ALCOT se obtiene
anadiendo a la sintaxis de ALC operadores nominales (nOminals), es decir, los conceptos {a} con
a € Nj; e inversas de roles (Znverses) para expresiones con cuantificadores, es decir, los conceptos
Vr—.Ay 3r .A. El conjunto de los nominales lo denotamos por Ny, que asumimos disjunto de
Nc UNz UN,."* Un axioma ALCOT A C B se define andlogo a un axioma ALC salvo que A, B
son conceptos de ALCOZL."

La logica de descripcion ALCOZF se define como ALCOZ salvo que anadimos un nuevo tipo
de axioma de la forma Fun(r) con r € Ng, que se interpreta como una condicién de funcionalidad
sobre el rol r.

Una base de conocimientos, o KB de ahora en adelante, es un par K := (G,I"), donde G (la
ABoz) es un conjunto finito de hechos y T' (la TBozx) es un conjunto finito de axiomas. En lo

Y También asumimos que hay una funcién computable de N; a Nyjy dada por a + {a}.
YLas l6gicas de descripcién ALCT y ALCO también suelen aparecer en la literatura. Ver [22] para una fuente
mas amplia del tema.
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que sigue consideraremos axiomas de ALCOZF pero como ya hemos mencionado previamente, I'
podria considerarse en base a otro tipo de formalismos logicos, como GNFO que sera utilizado en
el Capitulo 2. Denotamos en(K) al conjunto de nombres de concepto en K, roles(K) al conjunto
de roles en I, ind(K) al conjunto de individuos en K (esto incluye a los individuos que determinan
algtin nominal en K) y nom(K) C Ny al conjunto de nominales en K (es decir, los nominales que
aparecen en alguna inclusién de conceptos en I').

Definimos una interpretacion o asignacién sobre una KB K como un par Z = (AI, -I) donde
AT es un conjunto no vacfo llamado dominio de Z, y -* es una funcién llamada funcidn de inter-
pretacion, cuyo dominio es en(K) U roles(K) U ind(K) y estd definida como sigue:

e C* C A” para cada nombre de concepto C;
e X C AT x A” para cada nombre de rol r;
e o’ € AT para cada nombre de individuo a.'
La semdntica para los conceptos (C) se definen de la siguiente manera:
L= AT, (AT =AT\ AT, {a}' = {d'},
(AN B)' .= A"nB*, (AuB)':=ATUB,
(vr. A = {u e AT | Vo.(u,v) € 1T = v e AT},
(3r.A)" = {u e AT | Jv.(u,v) € r* A v e AT}
Una interpretacién Z es un modelo de K = (G, T") si se cumplen las siguientes condiciones:
(I1) a” € C” para cada asercién C(a) en G;
(12) (a”,b") € r* para cada asercién 7(a,b) en G;
(13) A* C B” para cada inclusién de conceptos A C B en I';
(14) para cada Fun(r) en I es cierto que (u,v), (u,w) € r* implica v = w, para todo u, v, w € AL

El conjunto de nombres de concepto usados en cualquier KB se puede extender con nuevos
simbolos para obtener un KB equivalente donde las inclusiones de conceptos admiten una forma
normal, como se realiza en [101], por lo que asumimos sin pérdida de generalidad que cualquier
TBox de ALCOZLF solo contiene inclusiones de concepto de la forma

[, ACl;B, ACvVrB, AC3rB, A={a}, (D)

donde A;, B;, A, B son nombres de concepto y {a} es un nominal. Esto concluye todo lo relacionado
a la ontologia que se utilizara en la Seccion 1.2.2.
Algunos conceptos computacionales

En varias instancias de este trabajo hablaremos de la complejidad de determinados problemas y
también haremos uso de cierta terminologia que suele usarse en teoria de bases de datos. En esta

16 . ) e
En el Capitulo 2 haremos uso de la standard name assumption que establece que los nombres de individuo se
interpretan como si mismos en cualquier interpretacion.
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parte no ahondaremos en detalles técnicos, solo aclararemos la terminologia que se usard a lo largo
del trabajo.

En general, decimos que un problema de decision es indecidible si no existe un algoritmo (o
méquina de Turing) que lo resuelva, en caso contrario, se dice que es decidible. Existen muchas
formas para clasificar problemas de decisién pero las maés tradicionales se basan en el uso de
recursos temporales o espaciales. Algunas clases de complejidad que mencionaremos son:

e PTime, la clase de los problemas de decisiéon que se resuelven en tiempo polinomial por una
maquina de Turing determinista.

e NP, la clase de los problemas de decision que se resuelven en tiempo polinomial por una
maquina de Turing no determinista.

e coNP, la clase de problemas de decisién cuyos complementos se encuentran en NP.

e ExpTime, la clase de los problemas de decisién que se resuelven en tiempo exponencial por una
méquina de Turing determinista. 2ExpTime (3ExpTime) es andlogo para tiempo doblemente
(resp. triplemente) exponencial.

e PSpace, la clase de los problemas de decisién que se resuelven en espacio polinomial por una
maquina de Turing determinista.

Dado un problema de decisiéon L y una clase de complejidad C, decimos que L es C-hard si todo
problema de C se puede reducir a L mediante reducciones que no usen recursos superiores a los de
C. Por ejemplo, para las clases PTime y NP se suele pedir que las reducciones sean polinomiales,
mientras que para clases como ExpTime se pueden usar reducciones exponenciales. Decimos que
L es C-completo si L es C-hard y ademas pertenece a C.

En muchos de los planteamientos que abordaremos en este trabajo se trataran con problemas
de decisién que requieren varios valores de entrada, que pueden ser un grafo G y un conjunto de
expresiones R. En algunos casos, uno de estos parametros podrian fijarse, lo cual es una simplifi-
cacién comun y razonable para problemas computacionales que lidian con (in)consistencia de bases
de datos y que da lugar a los términos de data complejidad (cuando se fija R), y de complejidad
de expresion cuando se fija G. En modo contrario, cuando ambos parametros varian, el analisis
computacional de los problemas se denomina complejidad combinada. Toda esta terminologia la
adoptamos de [168].



Capitulo 1

Reparacion de data-grafos

Enfoque computacional Fl libre acceso a grandes volimenes de datos induce el desarrollo de
nuevas aplicaciones que lidien correctamente con los indices semanticos y busquedas de respuestas
consistentes, lo cual en muchos casos involucra tareas avanzadas de razonamiento por encima de
la data existente. Modelos alternativos para el almacenamiento de datos, tales como las bases de
datos orientadas a grafos se vuelven cada vez mas populares a medida que permiten representar
efectivamente una gran cantidad de datos voluminosos. Este tipo de estructuras son especialmente
utiles cuando la topologia subyacente que relaciona a los individuos de una base de datos es
tan importante como los datos en si, como sucede en andlisis de redes sociales [30], procedencia
de datos [14] y Web Seméntica [20]. En este capitulo usaremos como estructuras a los data-
grafos como fueron introducidos en [127]. Una base de datos orientada a grafos es cominmente
consultada a través de lenguajes navegacionales tales como los RPQ o generalizaciones de este [35],
que capturan la nocién de conectividad entre nodos unidos por un camino etiquetado con una
palabra perteneciente a un lenguaje regular (Definicién 4). En muchos casos, a estos lenguajes de
consulta se les anaden nuevas operaciones para aumentar su expresabilidad, lo que en consecuencia
podria aumentar la complejidad de evaluacion entre otros aspectos computacionales.

RPQ y sus extensiones mas comunes (por ejemplo C2RPQ o NRE [34]) solo pueden actuar
sobre los ejes del data-grafo, dejando a un lado cualquier posible interaccién con la data alma-
cenada en los nodos. Esta limitacién condujo al diseno de una familia de lenguajes denominada
GXPath [127], cuyo propdsito principal es el de consultar sobre estructuras como los data-grafos,
como una generalizacién del uso del lenguaje XPath [157] sobre estructuras tipo XML'. Andlogo
al caso de bases de datos relacionales, para los data-grafos también se espera que la forma de estos
esté condicionada por ciertas reglas denominadas restricciones de integridad. Cuando la base de
datos no satisface estas restricciones, una manera de abordar tal problema es buscando una base
de datos similar (es decir, una que difiera lo minimo posible de la base original) que si satisfaga
las restricciones, o en otras palabras, se busca una reparacion de la base de datos con respecto a
las restricciones dadas. Algunos de los primeros trabajos que abordan formalmente el problema de
hallar reparaciones de bases de datos tradicionales bajo cierto tipo de restricciones expresables en
Calculo Relacional son [19,97], donde se proponen algunas técnicas basadas en propiedades con-

! https://www.w3.org/TR /xpath/
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juntistas que también asumimos bajo el esquema de data-grafos. En [19,41] presentan en paralelo
las nociones de reparacién y de respuestas consistentes de consultas (CQA), que serd de relevancia
mas adelante en este capitulo y también serd el foco de otros resultados que abordaremos en el
Capitulo 2. Sin embargo, el problema de computar reparaciones ha sido tratado independiente-
mente de su conexiéon con CQA [9,61,95,172], e incluso varios sistemas de gestién de bases de
datos cuentan con sus propias herramientas de reparaciéon automatizada.

En [7] estudiamos el problema de reparacién de un data-grafo inconsistente con respecto a
ciertos tipos de restricciones. Nuestra propuesta se baso en considerar varios lenguajes de consulta
definidos en [127] y establecer un criterio de satisfacibilidad global para que puedan ser utilizados
como ontologias. Un trabajo previo que se basa en una consideracion similar es [12], donde adaptan
PDL con una semantica de grafos conexos con elemento raiz y establecen un formalismo l6gico
que captura varios tipos de restricciones como inclusiones de concepto o de camino, valiéndose del
comportamiento modal de PDL. En nuestro caso, consideramos lenguajes que ademas de evaluar
la existencia de determinados patrones de caminos, estos pueden verse influenciados por la data
almacenada en los nodos. A pesar del reciente interés por establecer a GQL como el lenguaje
estandar para data-grafos [93], hemos optado por trabajar con Reg-GXPath (Definicion 12) y
varios de sus fragmentos, por las siguientes razones: (1) Reg-GXPath cuenta con las caracteristicas
sintacticas necesarias para relacionar patrones de camino con lectura de datos, ademés de contar
con una nociéon de comparacién de valores de datos basica; (2) Reg-GXPath cubre varias de
las funcionalidades requeridas en un lenguaje navegacional, incluidas los patrones de nodo y de
camino implementadas en GQL; (3) varios de los resultados de complejidad obtenidos son vélidos
incluso para fragmentos menos expresivos que Reg-GXPath, como Core-GXPath o Reg-GXPath??*;
(4) Reg-GXPath es facil de interpretar y de comparar con otros lenguajes tradicionales y cuenta
con varias propiedades computacionales favorables, todo lo cual fue discutido en [127].

Enfoque 16gico/matematico La terminologia reparacion que abordaremos en este capitulo
alude desde un punto de vista pragmatico a la idea de redefinir, cambiar, eliminar, agregar o actu-
alizar aspectos puntuales de una estructura que generan algin tipo de inconsistencia con respecto
a ciertos requerimientos ontologicos. Desde un punto de vista logico, esto se puede entender como
el proceso de analizar la satisfacibilidad de una férmula perteneciente a algtin lenguaje formal.
Todas las formas listadas para reparar una estructura inconsistente pueden plantearse en términos
de teoria de modelos, por ejemplo, el eliminar o agregar informacién a una estructura se puede
entender en términos de subestructuras, mientras que un cambio o actualizacion de los datos, se
puede entender como una reinterpretacién de un simbolo relacional o funcional. Quizas el ingre-
diente extra que difiere en lo que respecta a consideraciones logicas usuales sea el requerimiento
de que una tal reparacion debe ser minimal, entendiéndose por esto que si es posible manipular la
estructura para obtener la consistencia deseada, una reparacién es aquella que se consigue con la
minima cantidad de modificaciones hechas a la estructura original.

Las estructuras presentadas en este capitulo también pueden entenderse en el sentido usual de
la teoria de modelos. Un data-grafo es esencialmente una estructura sobre un lenguaje relacional
que solo consta de relaciones unarias y binarias, por lo que siempre recurriremos al apoyo visual
cuando representemos un data-grafo simplemente como un grafo dirigido con etiquetas en ejes y

(

nodos. Dado que el marco tedrico utilizado en [7] es el mismo que el de [127], mantendremos gran



parte de la notacién y terminologia de ambos articulos. Otras razones para llamar a las estructuras
data-grafos en lugar de simplemente grafos son: (1) Un data-grafo tiene también la particularidad
de que la asignacién de nodos a etiquetas es funcional, a diferencia del enfoque relacional donde los
nodos pueden contar con multiples etiquetas. Esto suele aplicarse en modelado de archivos XML
cuando se describen estructuralmente como data-drboles con un solo atributo por nodo [157], pero
también puede pensarse como una simplificacion menor, como veremos en algunos resultados més
adelante. Un data-grafo se entiende entonces como una generalizacién natural de un data-arbol.
(2) Otro aspecto a considerar es que en teoria de bases de datos es normal pensar y asumir que las
estructuras son entes finitos, lo que representa otra diferencia técita con el enfoque relacional de
la teoria de modelos donde, exceptuando consideraciones semanticas, las estructuras pueden ser
de cualquier cardinal, pudiendo ser entonces estructuras infinitas. El prefijo data que aparece en
los conceptos de este capitulo sugiere que nos limitamos a estructuras finitas.

En la Seccién 1.1 damos todas las definiciones y notacién necesarias para el desarrollo y ex-
plicacién de los resultados principales y repasamos la nocién de reparacién, bajo el esquema on-
tolégico propuesto para el lenguaje Reg-GXPath. En la Seccién 1.2 damos los distintos criterios
de reparacién, subset repair (Seccién 1.2.1) y superset repair (Seccién 1.2.2), los correspondientes
problemas de decisién que denominamos ISUBSET REPAIR y JSUPERSET REPAIR, sus versiones
funcionales, analizamos la complejidad de estos problemas bajo distintos criterios ontologicos, y
analizamos algunos casos tratables. En la Tabla 1.1 se puede ver un resumen de los resultados
obtenidos en este capitulo, destacando las particularidades que permiten dar con las cotas de
complejidad respectivas.

lenguaje Reg-GXPath””® Reg-GXPath
criterio path expr. node expr. path expr. node expr.
NP- let
Corn.p ero PTime en c.c. NP-completo
en d.c. incluso . NP-completo
subset . incluso para en d.c.
. para restricciones . . en d.c.
repair versién funcional (Lower bound por
en Core-GXPath (Teo. 22)
(Teo. 25) Teo. 21 o Teo. 22)
(Teo. 21)
NP-completo o
en e.c. incluso . Indecidible Indecidible en
stricciones PTime en c.c. c.c. con posible
superset para restricciones (Teo. 33) en d.c. ‘ Ry
repair en Core-GXPath : (Teo. 26) adaptacién a e.c.
(Teo. 34) (Teo. 27)
PTime con bounded labels™ (Teo. 35)

d.c.: data complejidad; c.c.: complejidad combinada; e.c.: complejidad de expresién
*bounded labels: finitas etiquetas de ejes y nodos

Tabla 1.1: Resultados de la complejidad computacional de las distintas variaciones consideradas de los
problemas ISUBSET REPAIR y dSUPERSET REPAIR bajo restricciones de Reg-GXPath y varios de sus
fragmentos. En la fila superior la separacién de los lenguajes en path expressions y mode expressions
indica que el resultado se obtuvo especificamente para restricciones de ese tipo.
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1.1 Preliminares

A lo largo de este capitulo el conjunto de etiquetas (de ejes) A es finito y D denota un conjunto
infinito numerable disjunto de A, cuyos elementos se denominan valores (de datos). Para los
ejemplos y las demostraciones, supondremos que tanto D como A son conjuntos que constan de
palabras, i.e. secuencias finitas del alfabeto latino.

Definicién 11. Un data-grafo sobre DUA es una tupla G = (V, D,{—,| r € A}) donde V es un
conjunto, el par (V,{—,| r € A}) es un grafo sobre A y D : V' — D es una funcién que asigna a
cada nodo un valor de dato.?

Simplificamos la notacién de data-grafo a (V, D, E), donde E := {(u,a,v) | v = v}. En general,
un data-grafo G = (V, D, E)) lo pensamos como un grafo dirigido y etiquetado cuyo conjunto de
nodos es V', cada nodo u € V tiene asignado un valor en D(u) € Dy (u,a,v) € E es un eje
o flecha etiquetada (ver Figura 1.1). Denotamos 0F al conjunto de pares (u,v) € V? tales que
(u, a,v) € F para alguna etiqueta a. Cuando los valores de datos sean irrelevantes, (por ejemplo, al
estudiar solo propiedades de camino), denotaremos un data-grafo simplemente como G = (V, E).
En general, asumimos que V' y E son conjuntos finitos. Como en [127], definimos el tamano de G
como |G| := |V| + |E|.

David sibling_of Julieta

sibling-of

Maria sibling_of Mauro

Figura 1.1: Ejemplo de un data-grafo G donde los nodos representan personas y los ejes relaciones de
parentesco. En este caso tenemos cuatro individuos (o nodos) 1,2,3,4, una funcién D que les asigna
nombres y el conjunto F que indica la relacién familiar que hay entre cada par de individuos.

A continuaciéon definimos el lenguaje con el cual realizaremos consultas sobre este tipo de
estructuras.

Definicién 12. Reg-GXPath® es el lenguaje que se compone de las siguientes expresiones, dado
por un esquema de recursiéon mutuo:

e u=c |7 oAy | =g | ()] (a=8)|(a#p)

a,fu=clulala JaoB|aUf|ala™|a™™]¢?,

?Los valores de datos difieren de las etiquetas de nodo, que no serdn usadas en este capitulo.

®Originalmente en [127] denotaron a este lenguaje como #GXPath, . (c,eq), pues surge como una combinacién
de varios extensiones conocidas de XPath. Nosotros optamos por una notaciéon mas simple, al igual que para los
fragmentos presentados més adelante.
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donde c € D, a € Ay n,m € N. A las formulas del primer renglén se les llama expresiones de
nodo y a las del segundo renglén se les llama expresiones de camino. Usamos el simbolo n para
referirnos a una expresion cualquiera de Reg-GXPath. En la Figura 1.2 se muestra la interpretacion
semantica [n]g de cualquier expresién n dado un data-grafo G.

Semdntica para expresiones de nodo
[c7]e :={ueV[D(u)=c},
["le =V \ [ Te
[e AY]e = [ele N [¥]e
[eVY]e == [v]e U [¥]e
[-¢le ==V \l¢le,
[l :={ueV|TveV(uyv) € [a]e},
[l =B)]q:={ueV|Iu,uy € V.(u,uy) € [a]a, (u,uy) € [Blg, D(u) = D(uy)},
[ # B)]o == {u €V | 3uy,uy € Vi(u,uy) € [, (u,ug) € [Bla, D(ur) # D(us)},
Semdntica para expresiones de camino
[ele == {(u,u) [u eV},
[L]q = OF,
[de = {(u,v) € V*| (u, a,v) € E},
[a ]c = {(u,v) € V*| (v, a,u) € E},
[ax Ble = [a]e* [Bl para x € {o,U,N},
[ale = V*\ [e]e,
[v?]c == {(u,v) |ueV,ue[ela}
[0"™"e == Uz, (Tale)",

[a*] ¢ := la clausura reflexiva y transitiva de [o].

Figura 1.2: Semantica para el lenguaje Reg-GXPath (Definicién 12) dado un data-grafo G = (V, D, E).

Dado que el complemento de una expresién de camino funciona como una negacién sobre
relaciones binarias, usamos la notacion o = 3 para denotar @ U 8 y para expresiones de nodo
usamos la notacién usual ¢ = 1) para denotar V. De igual manera consideramos los operadores
aN By eV definidos como es usual y cuya semantica se incluyé en la Figura 1.2. Una relacion
interesante bajo este contexto es que ¢ V 1 equivale a (p?U17), por lo que podemos seguir
aludiendo al operador V incluso si no contamos con —.

El tamano de una expresion n de Reg-GXPath, denotado |7|, es el nimero de simbolos que la
componen, salvo si 7 = o™ que en este caso se define como |a| + logn + log m.

A pesar de que usamos tipografias distintas para representar a los elementos de D y A, por lo
general usaremos la notacién |, v |, para distinguir con mayor facilidad a las etiquetas a y a~ que
aparezcan en una expresion 7 de Reg-GXPath. Por ejemplo, escribimos | pi4.0r (Maria™)? |gser of
en lugar de child_of(Maria™)7sister_of. Algunos fragmentos de Reg-GXPath que se usardn mas
adelante son:
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e Core-GXPath que se obtiene restringiendo el uso de la estrella de Kleene a etiquetas a y sus
inversas a .

e Reg-GXPath”” que se obtiene restringiendo el uso de la negacién —p y del complemento @ en
cualquier expresién. Aqui se mantienen el resto de operadores, incluyendo la expresién 7, que

semanticamente es la negacion de c~.

e Core-GXPath”” que es la interseccién de los dos anteriores.

Ejemplo 13. Note que toda expresion regular L (Definicién 1) es también una expresién de
camino de Core-GXPath””®. Abusando un poco de la notacién, en general diremos que 2RPQ
(Definicién 4) es un fragmento estricto de Core-GXPath”*. O

Por otra parte, Reg-GXPath y sus fragmentos presentados estan limitados a expresar relaciones
unarias y binarias. Esto los hace incomparable con otras extensiones bastante usadas de 2RPQ),
como C2RPQ y UC2RPQ. Este hecho es consecuencia de [127, Theorem 4.24].

Ejemplo 14. Con Core-GXPath podemos expresar la idea de amistad transitiva en una red social
mediante o := \l/;v:iend,of' Este es un ejemplo comun de expresion regular y no requiere mucho de las
capacidades de Core-GXPath. Una propiedad mas interesante que mezcla expresiones regulares
con valores de datos es la siguiente:

B 1= (L pottows (Luis™)?)? Liiondor (bpottows (Luis™)?)?,
que pide identificar pares de nodos que son amigos por transitividad y que siguen a alguien con
el valor de dato Luis (aunque no necesariamente a un mismo usuario de nombre Luis). En una
base de datos social donde hay enlaces familiares, podemos identificar a las personas que no tienen
descendientes tocayos con la siguiente expresion:

Y= _‘<5 :\l/}‘(—zther,o >
Note que las dos tltimas propiedades no es posible expresarlas en muchos lenguajes navega-
cionales como RPQ o C2RPQ, dado que en estas no se permite comparar valores de datos. O

Consistencia Dado un data-grafo GG especifico y una expresién 1 de Reg-GXPath, podriamos
preguntarnos si esta captura a todos los nodos de G. Cuando esto suceda pensaremos en 7 como
una restriccion de integridad de Gy en caso contrario, asumiremos que ha surgido un tipo de
inconsistencia entre G'y 1. Més rigurosamente, definimos la nocién de consistencia de la siguiente
manera:

Definicién 15. Sea G = (V, D, E) un data-grafo y R = R,,UR,, un conjunto finito de restricciones,
donde R,, y R, consisten de expresiones de nodo y camino, respectivamente. Decimos que (G, R)
es consistente, denotado G' = R, si las siguientes condiciones se cumplen:

e para todo ¢ € R,,, tenemos que [¢]s =V, denotado G |= ¢;
e para todo a € R, tenemos que [a]s = V?, denotado G [ a.

En otro caso, decimos que (G,R) es inconsistente. Cuando [¢]e # V [resp. [o]e # V7,
decimos que G no satisface ¢ [resp. «]. Decimos que un nodo u [resp. un par de nodos (u,v)]
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David sibling_of Julieta David sibling_of Julieta

sibling_of sibling_of

Maria sibling_of Mauro Maria sibling_of Mauro

Figura 1.3: (a) Modificacién de la base de datos de la Figura 1.1 aplicando el proceso (1). (b) Andlogo
aplicando el proceso (2). En ambos casos se toma el conjunto de restricciones R del Ejemplo 16.

de G incumple una expresién de nodo ¢ [resp. una expresién de camino o] si u € [¢]g [resp.
(u,v) & [o]lg]. Parafraseando, (G, R) es inconsistente si alguna expresién de R se incumple.

Alo largo del trabajo decimos simplemente que G es (in)consistente, cuando R se sobreentienda.
Todos los resultados de complejidad obtenidos consideran a R conteniendo solo expresiones de nodo
o solo expresiones de camino, por lo que en muchos casos vamos a considerar simplemente R =R,
0 R =R,. Los subindices n y p siempre seran un indicativo del caso a tener en cuenta.

Ejemplo 16. Consideremos el data-grafo GG de la Figura 1.1 y el siguiente conjunto de restricciones
de integridad R = {«, 8} donde

= Lgibiing.of = Ysivling.of

B = L chitdof) sivling.of = Lnibling.ofs
que expresan la simetria de hermanosy que el hijo de un hermano es necesariamente un sobrino,
respectivamente. Notemos que G es inconsistente ya que (3,4) ¢ [5]. Una manera para solucionar
este problema seria quitar de nuestro conjunto de restricciones a la expresion [, lo que seria
suficiente pues [a]q = V2. Dado que por lo general las restricciones representan reglas inamovibles
de una teoria o realidad del mundo y que la consistencia suele ser un requisito epistemologico a
garantizar, quisiéramos arreglar desde la data conocida el problema de inconsistencia sin modificar
nuestro conjunto de restricciones preestablecido. Hay dos soluciones notorias que se obtienen al
modificar el conjunto de flechas E' de G (ver Figura 1.3): (1) agregando la relacion (3, nibling-of, 4);
(2) eliminando la relacién (3, child_of, 1).

Notemos que si bien eliminar la flecha (1, sibling_of, 4) arreglaria el problema con 3, la incon-
sistencia persistirfa con «, pero una solucién plausible serfa eliminar el nodo 4 (junto con todas
sus flechas incidentes) del data-grafo, aunque esto podria considerarse como un cambio abrupto
respecto a la base de datos original.

Reparaciones Dado un data-grafo G inconsistente con respecto a un conjunto de restricciones
’ ! . . .

R, nos gustaria computar un nuevo data-grafo GG' consistente y que difiera minimamente de G, el

cual llamaremos reparacion. Hay diferentes nociones de reparacion en la literatura, algunas de las
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cuales son: las conjuntistas [163], las basadas en atributos [171], y las basadas en cardinalidad [130)].
En este trabajo nos limitamos a trabajar con las reparaciones conjuntistas para establecer una
semantica de minima diferencia entre data-grafos.

Lanocién de minimalidad que usaremos esta basada en la diferencia entre los conjuntos de nodos
y ejes del data-grafo original y su posible reparacion. Por lo general, este concepto se suele presentar
en términos de la diferencia simétrica de conjuntos, pero en varios trabajos se ha establecido que
este criterio viene acompanado de una alta complejidad, incluso para ontologias simples como se
ve en [9,126]. Por ello, es comin que solamente se consideren reparaciones conjuntistas que se
obtienen solo anadiendo o solo eliminando informacion como se realiza en [32,132,163]. A estos
procesos los llamamos reparaciones subconjuntistas 'y superconjuntistas, segun el caso.

Definicién 17. Sean G = (V,D,E) y G' = (V', D', E') un par de data-grafos. Decimos que G
es subdata-grafo de G’ [sim. G’ es superdata-grafo de GJ, denotado G C G’ si y solo si V C V',
E C E'y para todo u € V, D(u) = D'(u).

Como es usual, dado un data-grafo G = (V, D, E) y un conjunto X C V| podemos definir el
subdata-grafo generado por X como la tupla Gy = (X, Dy, Ex) donde D' := D|x y

Ex ={(u,a,v) € E|u,ve X}
Gy se puede entender como el subdata-grafo de G mds grande con dominio X. Dados dos

subdata-grafos G, = (Vi, Dy, E,), Gy = (V,, Dy, Ey) de G definimos la uniéon de G y G5 como la
tupla G, UGy = (V; UV,, D' By U E,) donde

D' () = Di(u) siueV,
Dy(u)  siu €V,

Note que D’ estd bien definida pues D; y D, coinciden en V; NV;. De manera anéloga podemos
definir la interseccion de G; y G5, denotado G N Gs.

o o » ! . . . .
Definicién 18. Sean G y G' un par de data-grafos y 'R un conjunto de restricciones. Decimos
/ ., . . ., . .
que G' es una reparacién subconjuntista o subreparaciéon de G [resp. superconjuntista o super-
reparacion] con respecto a R si:

e (G',R) es consistente;
e G'CGlresp. GC Gy

e 1o existe un data-grafo H tal que (H,R) sea consistente y G' C H C G [resp. G C H C (].

Denotamos al conjunto de las subreparaciones [resp. superreparaciones] de G' con respecto a
R como Repc (G, R) [resp. Rep5 (G, R)].

Ejemplo 19. En el Ejemplo 16, los data-grafos (a) y (b) de la Figura 1.3 son una superreparacién
y una subreparacién de G con respecto a R, respectivamente.

1.2 Computando reparaciones

En esta seccion, estudiaremos la complejidad computacional del problema de hallar reparaciones
dando como entrada un data-grafo finito y un conjunto finito de restricciones. Empezamos men-



1.2. Computando reparaciones 9

cionando un dato bastante 1til de Reg-GXPath demostrado en [127, Theorem 4.3.] y que usaremos
a lo largo del capitulo.

Teorema 20. Dada una ezxpresion o de Reg-GXPath y un data-grafo G, es posible computar
el conjunto [a]g en tiempo polinomial en el tamano de G y «, mds especificamente, en tiempo

O(|a| - |[V*), donde V es el conjunto de nodos de G.

Se concluye a partir de este resultado que dado un conjunto finito R de expresiones de
Reg-GXPath, es posible verificar si GG es consistente con respecto a R en tiempo polinomial en el
tamaiio de Gy R, donde el tamaiio de R se define como |R|:=3 . |o|.

Hemos dividido esta seccién en dos partes para analizar por separado los problemas relacionados
a reparaciones cuando nos restringimos a subdata-grafos o superdata-grafos. Més alla de lo natural
que parezca esto, la razén principal se debe a que también estudiamos el problema de reparacién
segtn distintos fragmentos de Reg-GXPath. Otra consideracion a tener en cuenta es que en algunos
casos se fijara el conjunto de restricciones R, obteniendo resultados en data complejidad.

1.2.1 Subreparaciones

Denotamos por () al data-grafo vacio. Dado que este satisface cualquier conjunto de restricciones,
concluimos que cualquier data-grafo G tiene una subreparacién dado cualquier conjunto de restric-
ciones R. Para entender la complejidad de encontrar tales subreparaciones, definimos los siguientes
problemas computacionales donde L representa un fragmento de Reg-GXPath:

SUBSET REPAIR
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Una subreparacion G’ # () de G con respecto a R.

JSUBSET REPAIR
Entrada: Un data-grafo finito G'y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Decidir si G tiene una subreparacién G’ # () con respecto a R.

Ambos problemas dependen explicitamente de £ por lo que en los siguientes resultados siem-
pre se especificard el fragmento de Reg-GXPath a considerar. Note que ISUBSET REPAIR es el
problema de decision asociado a SUBSET REPAIR y ademés, 3SUBSET REPAIR se puede reducir a
SUBSET REPAIR, dando asi una cota inferior para la complejidad del problema general de computar
subreparaciones. También es facil notar que ISUBSET REPAIR con respecto a £ = Reg-GXPath
estd en NP, ya que por el Teorema 20 podemos verificar no deterministicamente en tiempo poli-
nomial si algin subdata-grafo no vacio de G satisface R.

Teorema 21. Eziste un conjunto finito R, C Core-GXPath" tal que ISUBSET REPAIR es
NP-completo en data complejidad, cuando se fija R =R, en la entrada.

Demostracion. Construiremos una reduccién de 3SAT a 3SUBSET REPAIR, considerando un con-
junto fijo R, de expresiones de camino que describiremos mds adelante. Dada una férmula proposi-
cional ¢ en 3CNF de n variables py,...,p, vy m clausulas ¢y, . . ., ¢,,, queremos armar un data-grafo
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G, = (V,D,E) tal que G, tiene una subreparaciéon no vacia con respecto a R si y solo si ¢ es
satisfacible. Daremos el conjunto R luego de describir la reduccién ¢ — G,.

Esta reduccion depende solo de una cantidad finita de etiquetas, especificamente, el conjunto de
etiquetas a usar es { cycle, sat, valid} C A. De hecho, como los valores de datos serdn completamente
irrelevantes, definiremos G simplemente como el par (V, E).

Reduccion. El conjunto de nodos V' lo definimos como
Vi={L|1<i<n}U{T;|1<i<n}U{y; |1<j<m}

Codificaremos la informacién de ¢ en los ejes del data-grafo con la etiqueta sat de la siguiente
manera: para todo par de indices 1, 7,

(T,, sat,u;) € E siy solo si el literal p; aparece en c;,
(L;, sat,u;) € E siy solo si el literal —p; aparece en c;.

Note que las flechas con etiqueta sat no solo indican qué literales aparecen en determinada
clausula, sino que indican el valor de verdad que deberia tener la correspondiente variable proposi-
cional para que la clausula se satisfaga.

En principio, buscamos que para cada indice ¢ solo uno de los nodos 1,, T, se mantenga en
algtin subdata-grafo de G4, en correspondencia con el posible valor de verdad que una valuacién
asignaria a cada variable proposicional p;. Usaremos la etiqueta valid para este propdsito. Para
todo par u,v € V, (u, valid,v) € E excepto si ocurre alguno de los siguientes casos:

u=_1; yv=T,paraalgin 1 < < n,
u=1, yv=uwu; paraalgin 1 <i<ny1<j<m,
u=T,yv=u; paraalgin 1 <i<ny1<j<m.

La etiqueta cycle la usaremos para garantizar que mantendremos en el dominio una cantidad
minima de nodos necesarios. Para todo u,v € V, (u, cycle,v) € E si ocurre alguno de los siguientes
casos:

u=u; y v=ujy paraalginl <j<m -1,
U=1u, y U=3%* para x € {1, T},
u=x% vy v=4r parax ¥ c{l, T}yl<i<n-—1,
U=x%, Yy U=1u para x € {1, T}.
Note que si para cada i eliminamos uno de los nodos 1, T,, se genera un tnico ciclo con la
etiqueta cycle. La Figura 1.4 muestra el grafo G, para una férmula particular ¢. Note que |G 4|
es polinomial en el tamano de ¢, definido simplemente como n + m.

Restricciones.  El conjunto R, consta solo de las siguientes expresiones:

. +
ﬁl - Yeycle

52 = ivalid U J/valid isat .

La formula (3, indica que todo par de nodos debe pertenecer a la clausura transitiva de cycle, lo
cual se garantiza directamente si el data-grafo contiene un ciclo con la etiqueta cycle que pasa por
todos los nodos. La féormula 3, indica que todos los nodos se conectan por la relacion valid o por
un camino de tamano 2 con la etiqueta valid o sat.
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(a) (b)
IR RS

Ll Tl LQ T? L3 T3 J—4 T4 J—1 —I—l - J—Z Tv2 J—3 —I—3 Jﬁ4 —I-4

\ / wom T dawe o
. . 4

Ug Ug Uy uz * Ug & Sy

Figura 1.4: Para la férmula ¢ = (p; V —py V p3) A (D2 V 03 V py) A (=p1 V —p3 V —py), el data-grafo G, se
puede entender de la siguiente manera: (a) Las flechas verdes representan la relacién cycle y las flechas
naranjas la relacion sat. (b) La relacién valid se representa con el color morado, en este grafico se muestran
con flechas punteadas todas las relaciones que no aparecen en G,4. Luego, G es la superposicion de (a)
y el complemento de (b).

Notemos que (G4, R,) es inconsistente, dado que la férmula 35 se incumple particularmente en
(L,;, T;) para todo 1 < i < n. Esto implica que en caso de existir una subreparacién no vacia de
G, esta no podria contener los nodos L; y T; a la vez, sin embargo, debe contener al menos uno
de los dos porque necesitamos que la férmula ; se siga cumpliendo. La Figura 1.5 muestra una
reparacion no vacia para el G, de la Figura 1.4.

(a) (b)
TN T Y 7
L Ly

T Ty T Lo T Ty

N VN N

. N m

Us Uo Uy Usg Ug

Figura 1.5: Para G de la Figura 1.4, estos dibujos representan subdata-grafos, donde la relacién valid no
se muestra, pero se considera subyacente. (a) En este caso tenemos una subreparacién de G4 con respecto
a R, que se corresponde con la valuacién p; — 1,py — 0, p3 — 0,py = 1 que hace verdadera a la férmula
¢. (b) En este caso tenemos un subdata-grafo que no puede ser una subreparacién porque la férmula (3, se
incumple en (T, u3). Note que este data-grafo estd asociado a la valuacién p; — 1,py — 0,p3 +— 1,py — 1
que hace falsa a ¢.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposicion.

Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:
1. ¢ es satisfacible.

2. G4 tiene una subreparacion no vacia con respecto a R,.
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1. implica 2. Sea f una valuacién de {p;,...,p,} tal que f |= ¢ y definamos el subdata-grafo
(no vacio) G4 ; = (V', E') como sigue:

Vi={L|1<i<ny fip) =0 U{T, [1<i<ny flp) =1}U{u; |1 <j<m},

E' = {(u,a,v) € E|u,v € V'}.

Claramente 3; se cumple porque tenemos un ciclo con la etiqueta cycle en G, f, garantizado
por solo haber eliminado uno entre 1;, T, para cada i.

Para 3, solo falta verificar que si #; € V' con % € {_L, T} entonces (x;,u;) € [[52]]%’)0 para todo
j. Como f = ¢ entonces f = ¢; para todo j, pero por definicién de cldusula, esto ocurre si existe
un literal ¢ en ¢; tal que f |= ¢. Supongamos que ¢ = p; para algin k. Por definiciéon de G ,
tenemos que T, € V' y (T, sat,u;) € E'. Dado que (x;,valid, T,) € E' para todo par i,k (vale
incluso si i = k pues x; = T, en este caso), obtenemos que hay un camino con la etiqueta valido sat
de *; a u;. Andlogamente si £ = —pj.

Hemos obtenido que G, ; es consistente con respecto a R,,, lo cual es suficiente para garantizar
que G, tiene una subreparaciéon no vacfa. Si bien podriamos demostrar que G, ; es justamente
una subreparacién, dejamos esta parte de la prueba hasta aqui.

2. implica 1. Supongamos que G’ = (V', E') es una subreparacién no vacia de G con respecto a
R,. Primero veamos que V' satisface lo siguiente: (a) {u; [1<j<m} CcV'y(b) L;eV'siy
solosi T, € V' para todo 1 <i < n.

En efecto, como V' # (), entonces (u,u) € [61] ¢ para algin u € V'. Dado que la relacién cycle

no es reflexiva en G para ningtin nodo tampoco lo es en G, por lo que debe existir un camino en

G' (y en Q) de la forma

cycle cycle cycle
V] —— Vg — -+ - Up_| — Uy,
con { > 1y v, =wv, =u. Por definicién de G, tal recorrido solo es posible si pasamos al menos
una vez por todos los nodos de la forma u; (sucediendo asi (a)) y por al menos uno de los nodos
1,y T, para cada i. Ahora, si 1,;, T, € V para algtn ¢, entonces 3, se incumple en (L;, T;), por
lo que (b) debe suceder.

Definamos la valuacién f como f(p;) = 0si L; € V', 0 f(p;) = 1si T, € V', para todo i, la
cual estd bien definida por (b). Tenemos que f |= ¢ si y solo si f |= ¢; para todo j, y esto tltimo
sucede si f = £ para algin literal £ en ¢;. Veamos que esto tltimo ocurre para todo j.

Sea *; € V' con *' € {L, T} y fijemos j. Como (*3,uj) € [Bally, esto solo es posible si

hay un camino con etiqueta valid o sat de x; a uj, es decir, existe %p con *° € {L, T} tal que

1 walid 2 sat . / . . .92
*; — %, — u; es un camino en G'. Consideremos el literal ¢ dado por £ = —p, si ¥ = L o

¢ = p, si«* = T, que por definicién de G se encuentra en ¢;. Dado que f = ¢, obtenemos que
fEc O

El teorema anterior dice que basta con considerar un conjunto finito de expresiones de camino
positivas para que ISUBSET REPAIR sea intratable en data complejidad. De hecho, las férmulas
propuestas son expresiones de RPQ. Veremos que es posible obtener la misma conclusion para un
conjunto fijo de expresiones de nodo.

Teorema 22. Fxiste R,, C Reg-GXPath finito tal que ISUBSET REPAIR es NP-completo en data
complejidad, cuando se fija R =R,, en la entrada.
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Demostracion. Nuevamente reducimos 3SAT a ISUBSET REPAIR. Dada una férmula proposi-
cional ¢ en 3CNF de n variables py,...,p, y m clausulas ¢, ...,c,,, queremos armar un data-
grafo G, = (V, D, E) tal que G, tiene una subreparaciéon no vacia con respecto a R si y solo si
¢ es satisfacible. Igual que en el teorema anterior, daremos el conjunto R luego de describir la
reduccion ¢ — G.

Esta reduccion dependerd del conjunto de etiquetas { assign, pos, neg, aux} C A y de valores de
datos {var, clause, false,true} C D. Note que a diferencia de la demostraciéon anterior, ahora
si requeriremos de valores de datos.

Reduccion. El conjunto de nodos V' lo definimos como

Vi={L, T}U{y; |1 <i<n}U{y; |1 <j<m}
Los valores de datos se asignan de la siguiente manera:
D(Ll) = false, D(T) = true,
D(v;) = var, para todo 1 <i <mn,

D(uj) = clause, para todo 1 < j < m.

Codificaremos la informacién de ¢ en los ejes del data-grafo con las etiquetas pos, neg de la
siguiente manera: para todo par de indices i, j,

(u;, pos,v;) € E siy solo si el literal p; aparece en c;,
(u;, neg,v;) € E siy solo si el literal —p; aparece en c;.

Para todo indice i, agregamos las flechas (v;, assign, L)y (v;, assign, T). En principio, buscamos
que para cada indice ¢, el nodo v; se conecte solo con uno de los nodos L, T en algin subdata-
grafo de G4, en correspondencia con el posible valor de verdad que una valuacién asignaria a cada
variable proposicional p;.

Por ultimo agregamos a E los ejes que componen el siguiente ciclo con etiqueta auz y el cual
usaremos para garantizar que la subreparacién (en caso de existir) debe tener el mismo conjunto
de nodos que G:

aux aux aux aux aux aux aux aux (A)

l—=T == —v, —uy — - —u, — L.

La Figura 1.6 muestra el grafo G4 para una féormula particular ¢. Note que |G| es polinomial
en el tamano de ¢, que se define como n + m.
Restricciones.  El conjunto R,, consta solo de las siguientes expresiones:

¢1 = <\Laux>7
2/}2 = —|(var: A <\l/assign7é\l/assign>)7
Q/}B = clause: = (<\l/pos~l/assign (true:)?> \ <¢neg¢assign (false:)?>)'

La férmula 1, indica que de todo nodo sale una flecha auz, lo cual se garantiza directamente
si el data-grafo contiene un ciclo con la etiqueta auz que pasa por todos los nodos. La férmula 1)y
indica que de todos los nodos con valor var no pueden salir dos flechas assign a nodos con valores
distintos. Por ultimo, la féormula 15 indica que toda cldusula de ¢ debe satisfacerse. Como dato
curioso, el conjunto R,, propuesto es de hecho un subconjunto de Core-GXPath.

Note que en la base de datos actual, ni ¢; ni 15 se incumplen, mientras que 5 se incumple en
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U1 Vy

Vg VU3

Figura 1.6: Data-grafo G, para la férmula ¢ = (p; V —py V p3) A (2 V p3 V pg) A (—p1 V —p3 V —pyg),
omitiendo los valores de datos. Las flechas verdes representan a la relacién auz, la cual forma un ciclo
que pasa por todos los nodos del data-grafo. Las flechas grises representan la relaciéon assign. Las flechas
rojas y azules indican la codificacién de ¢, con las flechas rojas representando a neg y las azules a pos.

v; para todo 4, por lo que G, es inconsistente con respecto a R,,. Una subreparacién no vacfa de
G, requerirfa que para todo ¢ alguna de las relaciones (v;, assign, L), (v;, assign, T) se elimine. La
Figura 1.7 muestra una reparacion no vacia para el G, de la Figura 1.6.

(a) (b)

Uy Vg Us Uy U1 Vg Us Uy
Uq U9 U3 Uq U9 U/3

Figura 1.7: Para G, de la Figura 1.6 estos dibujos representan subdata-grafos, con los valores de datos
omitidos. Tanto el data-grafo (a) como (b) son consistentes con respecto a R,,, pero solo (b) es una
subreparacién y es aquella que estd en correspondencia con la valuacién p; — 1,py — 0,p3 — 0,py — 1,
mientras que (a) solo estd en correspondencia con la valuacién parcial p; — 1,p3 — 0,p4 — 1.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposicion.

Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:
1. ¢ es satisfacible.

2. G tiene una subreparacion no vacia con respecto a R,,.

1. implica 2. Sea f una valuacién de {p,,...,p,} tal que f | ¢ y definamos el subdata-grafo
(no vacio) G4 ; = (V, E') donde E' es E salvo las flechas de la forma (v;, assign, L) si f(p;) =1y
(vy, assign, T) si f(p;) = 0.

Dado que mantenemos todas las demds flechas, es facil ver que [i;]a b =Vy 5] oy =V,
la primera igualdad porque mantenemos el ciclo sobre V' con la etiqueta auz y la segunda porque
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hemos removido para cada v; exactamente una de las relaciones (v;, assign, L), (v;, assign, T), por
lo que ahora ningin nodo incumple la restriccion s.
Para 13, notemos que en cada clasula c; existe un literal ¢ tal que f = £. Si ¢ = p; para algin

. . ey . 05 assign
i, entonces por definicién de G, ; tenemos el camino u; LN v; 229 T, de donde uj; € [[wg]]c;(zb ;-

. , . neg assign
Si £ = —p;, obtenemos un resultado analogo con el camino u; — v, 1.
Como G, s es consistente con respecto a R,, concluimos que G, tiene una subreparacién no
vacfa. Omitimos el detalle menor de demostrar que G ¢ es una subreparacion.

2. implica 1. Supongamos que G' = (V', D', E') es una subreparacién no vacia de G con respecto
a R,. Necesitamos definir una valuacién f sobre el conjunto {p;,...,p,} tal que f = ¢. Primero
veamos que V' = V. Dado que [¢,] = V' y V' # ), entonces existe al menos una flecha en G’ de
la forma (u, auz,v), que a su vez tiene que ser parte del ciclo (A). Dado que v € [#4] por ser G
consistente, la flecha del ciclo (A) que sigue a (u, auz, v) también tiene que estar en G', obteniendo
asi que todo el ciclo (A) es parte de G, lo que implica que V' = V. En consecuencia, D' = D.

Ahora, como V' contiene a todos los elementos v; y a L, T, debemos poder verificar que para
todo i, (v;, assign, L) o (v;, assign, T) estd en £’ (mds no ambos a la vez por v,). Notemos que esto

se debe al hecho particular de que G’ es subreparacién y no solo a la consistencia con respecto a
R,,, como se ilustra en el ejemplo de la Figura 1.7(a). En efecto, supongamos que G’ es consistente
con respecto a R,, pero para algtn i, ni (v;, assign, L) ni (v;, assign, T) estdn en E'. Definamos el
data-grafo H = (V, D, E"), donde E” = E'U{(v;, assign, 1)}. Entonces G' C H C Gy es facil ver
que H es consistente con respecto a R,,, contradiciendo que G’ es una subreparacion.

Por lo anterior, podemos definir una valuaciéon f sobre {p;,...,p,} dada por f(p;) = 0 si

(v;, assign, L) € E', o f(p;) = 1 si (v;, assign, T) € E’, para todo i. Tenemos que f |= ¢ si y solo
si f = ¢; para todo j, y esto tltimo sucede si f |= ¢ para algin literal £ en ¢;. Veamos que esto

ultimo ocurre para todo j.
assign

L T
assign

0 u; 29 v, 22 ) en G, para algtn . Por definicién de f y G, si ocurre el primer caso es porque
el literal £ = p; aparece en ¢; y f(p;) = 1, o si ocurre el segundo caso es porque ¢ = —p; aparece en
¢; v f(p;) =0, pero en ambos casos f |= ¢ como querfamos demostrar. O

Como Uj € V/ y D/(u]) = Clau337 por ¢3 debe existir un camino de la forma, U] pos v,

En vista de los teoremas anteriores, nos mostramos interesados en saber si se puede replicar el
resultado de intratabilidad de 3SUBSET REPAIR para un conjunto de expresiones de nodo positivas.
Para responder si esto es posible estudiamos la siguiente propiedad de monotonia para el fragmento
positivo de Reg-GXPath:

Lema 23. Sea G un data-grafo, G C G' un superdata-grafo y n una expresion de Reg-GXPath?®.
Entonces [n]g € [0 -

Demostracion. Procederemos por induccién estructural. Sean G = (V,D, E) y G' = (V', D', E')
dos data-grafos, con G’ superdata-grafo de Gy 1 una expresiéon de Reg-GXPath?*.

Los casos bases cuando 7 es una expresiéon de nodo son ¢~ y ¢’ para algin ¢ € D. Dado que
D(u) = D'(u) para todo u € V, entonces [c ¢ C [¢" ] v [¢” ] € [ ]y
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Los casos bases cuando 71 es una expresion de camino son €, L1, y a,a para todo a € A. Dado
que V CV'y E C FE', entonces [e]g C [e]l v [L]e € [L] - Para una etiqueta a, tenemos que
toda flecha (u, a,v) en G tambien es una flecha en G, por lo que [alg C [a]y v [a Ja C [a ]

Para el caso inductivo, supongamos que , ¢ son expresiones de nodo de Reg-GXPath””*, «, 8
son expresiones de camino Reg-GXPath?”® y que para todas estas expresiones vale la tesis del
enunciado. Varias de las igualdades utilizadas a continuacion surgen de la Figura 1.2. Empezamos
con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando 7 es una de las siguientes férmulas:

(a) ¢ A (b) (a); (c) (a = B); (d) (o # B).
(a) Directo, pues [¢ Av]e = [¢le N [¥]e ¥y [ Al = [¢le N W]

(b) Seau € [(a)]g- Entonces existe v € V tal que (u,v) € [a]g. Como [afg C [af o por hipétesis
inductiva, obtenemos que u € [{®)] .

(c) Sea u € [{(a=[)]e. Entonces existen v;,v, € V tales que (u,v,) € [a]g, (u,v5) € [A]a
y D(v;) = D(vy). Como [of¢ C [o] o ¥ [Ble € [Bly por hipdtesis inductiva, obtenemos que
we [{a = My

(d) Andlogo al caso anterior.

Cuando 7 es una expresién de camino estudiamos los siguientes casos: (e) a o f; (f) a U §;
(g) a5 (h) a™™; (i) 7.
(e) Sea (u,v) € [aoo f]g. Entonces existe v; € V tal que (u,v,) € [a]g y (v1,v) € [Blg- Como
lale € el v [Ble € [Blg por hipdtesis inductiva, obtenemos que (u,v) € [aco 5] .

(f) Directo, pues [aU S]¢ = [alc UBlg y [aUBly = [ale ULl -

(g) Sea (u,v) € [a*]s. Entonces existen nodos vy, vs,...,v, € V tales que v; = u, v, = vy
(v, v;41) € [o] g para todo 1 <i <n—1. Como [a]s C [af por hipdtesis inductiva, obtenemos
que (u,0) € [o] -

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (u,u) € [¢?]q siysolosiue [¢]lgy [¥le C [¢ls por hipdtesis inductiva, obtenemos
que [?] € [¥?]¢- -

Este hecho nos permite describir un procedimiento efectivo para hallar una subreparacion,
basado en la siguiente observacion: si G no satisface una expresiéon de nodos positiva ¢ y u es un
nodo de G tal que u ¢ [¢], entonces no existe una subreparacién de G que satisfaga a ¢ y que
contenga a u. Esto queda formalizado con la siguiente propiedad:

Lema 24. Sea G un data-grafo, R un conjunto de restricciones en Reg-GXPath”® y v un nodo
de G que incumple una expresion de nodos de R. Entonces Repc(G,R) = Repc(Gx,R), donde
Gx es el subdata-grafo de G generado por X =V \ {v}, con V el conjunto de nodos de G.

Demostracion. Veamos que Repc (G, R) C Repc(Gx, R).

Sea G' € Repc(G,R). Notemos primero que v no es nodo de G'. Sea ¢ € R la expresién
de nodo que v incumple y supongamos que v € [¢]o- Como ¢ es una expresion positiva, por el
Lema 23, v € [¢]q, lo cual es una contradiccién. Luego, G es un subdata-grafo de Gy consistente
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con respecto a R. Ademds, G' € Repc (G, R), de lo contrario, existiria G’ € H C Gy consistente
con respecto a R, lo que implica que G’ no serfa reparacién de G.

Veamos ahora que Repc(Gx,R) € Rep-(G,R).

Sea G’ € Repc(Gy,R) con G' = (V', D', E'). Sabemos que V' C X. Sea ¢ € R la expresion
de nodo que v incumple y supongamos que G’ ¢ Repc (G, R), entonces existe G' € H C G que es
consistente con respecto a R. Notemos que por monotonia de ¢, v no puede ser nodo de H, es
decir, que H también es subdata-grafo de Gy y por lo tanto G’ ¢ Repc (Gx,R), contradicciéon. [

Para todo par de subdata-grafos GG; y G5 de un mismo data-grafo GG vale la siguiente propiedad
para toda expresion de nodo ¢ positiva:

[ele, Ulele, € [ela,ue, € ViU Vs,
donde V es el conjunto de nodos de G, para ¢ = 1,2. Como consecuencia del Lema 23, si G,
y G4 satisfacen ¢, entonces G; U Gy también satisface ¢ Por lo tanto, si R solo se compone de
expresiones de nodos positivas, concluimos que para todo G hay una unica subreparacién de G
con respecto a R. El siguiente algoritmo muestra el proceso para obtener la subreparacion bajo
las condiciones anteriores.

Algoritmo 1: SUBSET REPAIR para conjuntos de expresiones de nodo positivas
Datos: Un data-grafo G = (V, D, E) y R,, C Reg-GXPath”” finito
Resultado: Una subreparacién de G con respecto a R,
X<V
H + G,
mientras (H,R) sea inconsistente hacer
Y + {u € X | wincumple algin ¢ € R, };
X+ X\Y;
H < Hy;
fin

devolver H

® N o ok W N =

Este método para computar una subreparacion de un data-grafo G dado un conjunto R de
expresiones de nodos positivas es correcto por el Lema 24 y culmina en cualquier entrada (G, R,,)
ya que el data-grafo vacio siempre es consistente. El conjunto X se puede computar en tiempo
polinomial y dado que hay a lo sumo |V| iteraciones, concluimos lo siguiente:

Teorema 25. Dado un data-grafo G y un conjunto R de expresiones de nodo positivas, es posible
computar la unica subreparacion de G con respecto a R en tiempo polinomial.

Note que los Teoremas 21 y 25 establecen un criterio frontera de intratabilidad para el problema
JSUBSET REPAIR respecto a la clase de férmulas £ = Reg-GXPath””, segtin si se consideran con-
juntos de restricciones con o sin expresiones de camino. Concluimos esta seccién haciendo notar que
aunque el uso de expresiones de camino eleva notablemente la complejidad de 3SUBSET REPAIR, la
clase de expresiones de nodo positivas no deja de ser vastamente expresiva, como se puede observar
en [127, Example 4.1].
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1.2.2 Superreparaciones

Comenzamos aclarando que a diferencia de lo que sucede con las subreparaciones, no siempre
existe una superreparacién para cualesquiera G y R, lo cual se puede corroborar con un simple
ejemplo. Sea G = ({u}, D, E), donde D(u) = ¢, E =0, y R que solo tiene a ¢ = ¢”. Como u
también es nodo de cualquier superdata-grafo G’ de G, entonces u & [¢] ., es decir, no existe un
superdata-grafo de G que sea consistente con respecto a R. Note que el conjunto R consta de una
expresion de nodo muy simple perteneciente a Reg-GXPath?*.

Por otra parte, podria darse el caso que un conjunto de reglas induzca una extension consistente
pero infinita (notemos que se evita el uso del término reparacién en este caso). Por ejemplo, para
el mismo G de antes y R = {¢,a} con ¢ := (],) y a := |, = &, podemos generar la estructura

T ' T T
. /U4—>’U3—>’U2%’U1—>U,

que es consistente con respecto a R, pues todo elemento tiene un r-padre como pide ¥ y no hay
r-ciclos como pide .

Para estudiar la complejidad de hallar superreparaciones, definimos los siguientes problemas
computacionales:

SUPERSET REPAIR
Entrada: Un data-grafo finito G'y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Una superreparacién G’ de G con respecto a R.

JSUPERSET REPAIR
Entrada: Un data-grafo finito G y un conjunto finito R de expresiones de L.
Salida: Decidir si G tiene una superreparacién G’ con respecto a R.

Un problema computacional que usaremos en las proximas demostraciones y que también serd
relevante en otros capitulos es el problema de respuestas consistentes a consultas, denotado CQA
por sus siglas en inglés y el cual fue introducido en [19]. En lo que sigue usaremos este problema
como una herramienta para obtener la complejidad de nuestros problemas de reparacion, pero mas
adelante en el Capitulo 2 nos dedicaremos a estudiar instancias de CQA en el contexto de bases
de conocimiento. Existen muchas versiones de este problema que dependen de la escogencia de un
dominio adecuado para los parametros de entrada, pero en términos muy generales se trata del
siguiente planteamiento:

CQA (Consistent Query Answering)

Entrada: Una estructura M, un conjunto finito I' C O, una consulta ¢ € Q
de aridad k y una k-tupla a de elementos M.

Salida: Decidir si a € [q] x para todo K € Rep(M,T).

Denotamos (M,a) € CQA(g,T") cuando la respuesta de CQA en la entrada (M,T,q,a) es
afirmativay (M,a) € CQA(q, ) en caso contrario. En otros contextos, este problema se denomina
(en inglés) como Ontology Mediated Query Answering (OMQA) o también Q Entailment from O
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Knowledge Bases. Aqui el conjunto O representa un lenguaje de ontologias, tal cual como en este
capitulo usamos Reg-GXPath (y sus fragmentos) para ese propdsito; Q representa un lenguaje
de consulta; M simboliza una estructura relacional apropiada para ambos lenguajes; [¢]x es el
conjunto de k-tuplas de elementos de K donde la consulta ¢ se cumple; y Rep(M,I") un conjunto
de estructuras consistentes con respecto a I' relacionadas con M y que establecen un criterio
de reparacion. En muchos casos esos criterios se basan en propiedades conjuntistas y para esta
seccién nos limitamos a tratar con casos de superestructuras de M, es decir, cuando Rep(M,T")
consta de estructuras K que extienden a M minimalmente, representado como Rep~ (M, T"). Bajo
este criterio, nos referimos al problema CQA més especificamente como SUPERSET CQA.

El formato con el que hemos presentado a CQA es el usual y en algunos ambitos se clasifica
como certain semantics, en alusion a la condiciéon de que la tupla a debe pertenecer a todo conjunto
de respuestas [¢] . Una variacién de esta condicién es pedir que a pertenezca a algin conjunto
4]k, lo que se denomina como brave semantics [43]. Respecto a un lenguaje lo suficientemente
expresivo como para capturar el complemento de las consultas ¢, podemos pensar que los conceptos
de certain semantics y brave semantics son duales. En las siguientes demostraciones trabajaremos
realmente con el complemento de CQA.

Andlogo al problema de reparaciones, con CQA nos restringimos a estructuras finitas (aunque
se podria tener més arbitrariedad como sucederd en el capitulo siguiente). Con pocos recursos
sintacticos de Reg-GXPath obtenemos el siguiente resultado negativo.

Teorema 26. Existe un conjunto finito R, C Reg-GXPath tal que ISUPERSET REPAIR es inde-
cidible cuando se fija R =R, en la entrada.

Demostracion. Construiremos una reduccién del problema SUPERSET CQA (una versién tomada
de [32]) a ISUPERSET REPAIR. En [32, Theorem 4] prueban que SUPERSET CQA (con Oy Q
descritos méas adelante) es indecidible para una escogencia particular de los parametros q y T

La versién de SUPERSET CQA con la que lidiamos en esta demostracién es aquella donde O es
la familia de restricciones de palabra sobre A (Definicién 7) y Q la familia de RPQs no recursivas.

En [32, Theorem 4] prueban que existe un conjunto finito I'; de restricciones de palabra y una
formula no recursiva ¢, tales que SUPERSET CQA es indecidible incluso cuando I' y ¢ se fijan
como I'; y ¢; en la entrada. Nuestro propdsito ahora es demostrar que para todo grafo G = (V| E)
y par (u,v) € V? existe un data-grafo d(G) tal que (G, (u,v)) & CQA(qy,T;) si y solo si d(G) tiene
una superreparacion con respecto a R, donde R, es un conjunto fijo de expresiones de camino
que construiremos a partir de ¢; y I';. Por lo tanto, nuestro problema también es indecidible.
Reduccion.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que en A hay una etiqueta auz que no se
usa en las expresiones de I'y ni en ¢;. Sea d(G) = (V, E') donde E' = EU{(u, auz,v)}. Note que la
etiqueta auz sirve solo para identificar al par (u,v) como parte de la entrada del problema CQA.
Restricciones.  Como vimos en el Ejemplo 13 cualquier RPQ L se puede entender como una
expresion de camino en Reg-GXPath y bajo esta consideracién, definamos R, como el conjunto
de expresiones {L; = Ly | L; C Ly e 1} U{l 0= T }-

Las formulas L; = L, tienen exactamente la misma semantica que L; C L,, la cual expresa
que si entre dos nodos hay un camino con etiqueta L, también hay un camino con etiqueta L. La
formula |,,,= ¢ indica que entre todo par de nodos conectados por un eje con etiqueta aux, no
puede haber un camino con etiqueta q;.
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Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposicion.

Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:
1. (Ga (u,v)) ¢ CQA(qh Fl)

2. d(G) tiene una superreparacion con respecto a R,.

1. implica 2. Existe un grafo H € Rep5(G,T;) tal que (u,v) € [¢1]z. Sea el data-grafo d(H)
que consta de los mismos nodos y flechas que H ademds de (u, auz,v). Es claro que d(H) es un
superdata-grafo de d(G) que satisface todas las formulas L; = L, en R,. Veamos que también
satisface |,,,= @ . En efecto, el inico par que podria incumplir esta férmula es (u,v), pero
como [¢1]g = [q1]acm), obtenemos la consistencia de d(H) con respecto a R,. Mds atin, d(H) es
superreparacién pero dejamos este hecho sin verificar.

2. implica 1.  Sea G’ una superreparacién de d(G) con respecto a R,. Consideremos el grafo
H que consta de los mismos nodos y flechas que G’ salvo (u, auz,v). De manera similar al caso
anterior, tenemos que H es un supergrafo de G que satisface I';. El hecho de que (u,v) & [¢;] 5 se

debe a que G’ satisface },,,= @ v [0z = [a1]o, por lo que (G, (u,v)) € CQA(q,I'y). O]

Ahora demostraremos una version del Teorema 22 para superreparaciones y nuevamente con la
ontologia restringida a expresiones de nodo, pero esta vez el resultado se cumplird en complejidad
combinada. Se mantiene como problema abierto si la indecibilidad obtenida vale también en data
complejidad (en cuyo caso el Teorema 26 seria un corolario trivial), o si por el contrario, para
cualquier conjunto de expresiones de nodo R fijo, ISUPERSET REPAIR es decidible.

Teorema 27. ISUPERSET REPAIR es indecidible incluso cuando consideramos R variando como
conjuntos de expresiones de nodo R, C Reg-GXPath.

Demostracion. Ahora usaremos otra versiéon de SUPERSET CQA que aparece en ['15'1]/1. En ese
articulo analizan el problema tomando Q como 2RPQ y O como ALCOZF (ver los conceptos
de estos lenguajes en Nociones Bésicas). La idea es dar una reducciéon de SUPERSET CQA a
JSUPERSET REPAIR, con los lenguajes Q y O ya mencionados y usar [151, Corollary 16] donde se
establece que esta version de CQA es indecidible. Este resultado se mantiene incluso considerando

solo una cantidad finita de nombres de rol y queries ¢ de la forma Jx.x L x, con L una 2RPQ y
z € Var.”

Haremos uso de todas las convenciones establecidos en el preambulo de este trabajo dadas en
Nociones Basicas, por lo que recomendamos tener frescos los conceptos de légicas de descripcién
ahi presentados antes de proceder con la lectura de esta larga prueba. Para simplificar algunos
detalles técnicos, asumimos que Ng C A. Veamos que bajo estas consideraciones, nuestro problema
también es indecidible.

Para cada KB IC y consulta ¢ construiremos un data-grafo G(K) y un conjunto de restricciones
de nodo R(K, q) tales que G(K) tiene una superreparacién con respecto a R(IC, q) si y solo si hay

4Especfﬁcamente, usaremos el problema denominado FINITE 2RP(Q ENTAILMENT FROM ALCOZF KBS, renom-
brado aqui como SUPERSET CQA por consistencia notacional.

T écnicamente, ¢ es una C2RPQ por el uso del cuantificador. Aqui usamos la terminologia de [151] en lugar de
la establecida en la Definicién 4.
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un contra-modelo finito para K y q, es decir, un modelo finito de K que no satisface q. Note que
a diferencia de las demostraciones anteriores, el conjunto de restricciones en este caso si depende
de la instancia de SUPERSET CQA a considerar, de ahi que este teorema lo demostraremos para
complejidad combinada.

Reduccion. El data-grafo G(K) usara solo las etiquetas de eje en 3, := Ng U {total}, donde total
es una etiqueta auxiliar que no esta en Ng. Los valores de datos que usaremos son

2, = {P; | J CNcUNypy v |J] < 00} U{T, | J S Nc UNypy v |J] < oo}

Intuitivamente, usaremos los valores P; como una descripcién preliminar de los conceptos que
aparecen en la ABox de K y los valores T'; como una descripcion total de los conceptos usados en
un modelo de K. Note que ¥, es numerable, pues los indices J se toman como los subconjuntos
finitos de un conjunto numerable. Asumimos que contamos con una forma computacional para
construir ¥, C D dado K. A un nodo que tenga valor P; lo llamaremos nodo parcial y a uno que
tenga valor 7T'; lo llamaremos nodo total. Diremos que un nodo con valor de dato P; o T'; contiene
el nombre de concepto C' si C' € J.

En particular, dado un KB K finito, el par (G(K),R(K,q)) se definird sobre el conjunto de
valores de datos {P; | J C ¢en(K) U nom(K)}U{T; | J C en(K) U nom(K)}. En adelante,
asumimos que los indices I, J de los valores de datos varian como subconjuntos de en(K)Unom(K).
Sea KK = (G,I') y definamos G(K) = (V, D, F) dado por

e V :=ind(K);
e para todo a € V, D(a) := Pj, donde J = {C € N¢ | C(a) € G} U{{a} : {a} € nom(K)};
o £:={(a,r,b)|r(a,b) € G}.

En pocas palabras, G(K) es el grafo subyacente de G, excepto que hemos recopilado todos los
nombres de conceptos sobre un individuo a en un tnico valor de dato P;. Notemos que J incluye
a {a} solo en caso de que haya una inclusién de conceptos en K que contenga a este nominal.
Restricciones.  Presentamos ahora el conjunto de férmulas R(K, q), que consta de expresiones
de nodo denotadas por v;, las cuales presentamos junto con una corta descripcion de la propiedad
que queremos modelar en cada caso:

(i) La férmula ®; es la conjuncién de las siguientes expresiones:

U1 = A\PT = oo (V T7)2),

I1CJ
2. — —
¢1 = ﬁ(\l/total\l/total N €>7

=

77Z):i)’ = <¢total> = \/ PJ:'
J

La férmula 7 significa que cada nodo parcial debe conectarse a un nodo total por medio de la
relacién total, preservando el valor de dato original; la férmula 7 implicarfa que todo nodo parcial
se conecta precisamente con solo un nodo total; y la férmula 2 que toda flecha con etiqueta total

debe salir de un nodo parcial. En conjunto, 1, significa que total es una asignacion de los individuos
de IC.
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Anadimos los siguientes conceptos y convenciones que seran ttiles més adelante. Un nodo total
conectado a un nodo parcial por medio de la relacién total se llama la contraparte total del nodo
parcial. Por conveniencia, decimos que un eje o flecha que sale [resp. entra] de un nodo parcial
también es un eje que sale [resp. entra| de su contraparte total. Dos nodos estdn relacionados con
el mismo nodo total si existe un camino entre ellos con etiqueta en

S . - *
e = (\J/total U i/total) : <B)
Esta expresion de camino se usard en varias partes de esta prueba.

(ii) Para cada ¢ :=[1]; A; C ||; B; en I' consideremos:
wg = \/ TI:7

Vi. A;el
Vj. B;¢I

que indica que todo nodo total que contiene todos los conceptos A; también debe contener algin
concepto B;. Asi, 1y es la conjuncién de todas las formulas 5.

(iii) Para cada ¢ :== A C Vr.B en I' consideremos:
U=\ T7)7e% LS\ T7)),
Ael BgJ

que indica que un nodo total que contiene el concepto A no puede conectarse mediante r con otro
nodo total que no contenga el concepto B. La subexpresion &5 4 % sirve para solapar todos los
casos en los que |, es una flecha que entra o sale de un nodo total, como se establece al final del
inciso (i). Asi, 15 es la conjuncién de todas las férmulas 3.

(iv) Para cada ¢ := A C 3r.B en I' consideremos:

Yy = \/ T = (|, 55( \/ 7)),

Ael BeJ

que indica que un nodo total que contiene el concepto A debe conectarse mediante r con otro nodo
total que contiene el concepto B. Asi, 1, es la conjuncién de todas las férmulas 1} .

(v) Para cada ¢ := A = {a} en I' consideremos:

YE = \/ P = (Liota ( \/ TJ:)?>7

{a}eI AcJ
=\ T = wa (\ PO)7).
AeJ {a}el

de modo que ¥Z A 1§ indica que un nodo total contiene el concepto A si y solo si es la contraparte
total de un nodo parcial que contiene el nominal {a}. Asi, 15 y 1s son la conjuncién de todas las
formulas ¢ y 1¢, respectivamente.

(vi) Para cada Fun(r) en I', consideremos

Vr=o((\T7)7e L e L e (\T7) TN &),
I I
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que dado un modelo Z de K, simula el comportamiento funcional de r* en el contexto de data-
grafos. El problema con esta propiedad radica en que no podemos acotar la cantidad de flechas
con etiqueta r que salen de los nodos parciales de un data-grafo, pero si podemos controlar que por
medio de estas flechas se llegue a un mismo nodo total forzando a que ciertos patrones de grafos
no sucedan en nuestras estructuras, simulando un comportamiento funcional de la relacién r. En
la Figura 1.8 se ven algunos de los patrones que no queremos que aparezcan en una reparacion
de G(K) y cémo la férmula 17 lidia con cada caso particular para tratar con la condicién de
funcionalidad de r en el sentido de data-grafos. Luego, 17 es la conjuncién de todos los 5.

(vii) Por tltimo, debemos anadir una restriccion que asegure la no satisfacibilidad de la consulta
q. Para ello necesitamos la siguiente traduccién especial que transforma férmulas L de 2RPQ en
férmulas L® de Reg-GXPath:
e e’
S S
r+—¢e” |, e, para todo r € X,
rT s €8 $r €S, para todo r € X,
Ly * Ly — LY x LS, para x € {o, U},
L*— (L%
Para ¢ = Jz.x L x, anadimos en R(K, ¢) la restriccion v, := (¢ N LS). Note que si eliminamos

cada aparicion del simbolo |,.;, de una palabra w de LS, obtenemos simplemente una palabra de
L. La férmula ¢, indica que para cada nodo no puede haber un ciclo que empiece y termine en ese

nodo y cuya etiqueta pertenezca a LS.

Figura 1.8: En las cajas superiores se muestran algunos patrones que no queremos que aparezcan en
una reparacién como se especifica en la restriccién 5. En las cajas inferiores, se muestra cémo arreglar
cada problema al unir el nodo problemético [J con un nodo M. Los nodos se interpretan como sigue: [
nodos totales no deseados; M nodos totales; O nodos parciales; @ cualquier tipo de nodo. Los ejes sin
etiqueta representan ejes con etiqueta total, y por lo tanto los nodos [ y B son la contraparte total del
nodo O incidente.

Finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposicion.
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Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:

1. Eziste un contra-modelo T para K y q.
2. G(K) tiene una superreparacion con respecto a R(K, q).

1. implica 2. Sea I = (AI, -I) un contra-modelo finito para I y ¢q. Definamos el data-grafo
G' = (V',D',F'), donde V' := V UA*, D'|, := D, para todo v € A", D(u) = T} con
I={CecenK)|uecC}u{{a} € nom(K)|a" =u},
y E' es E extendido con las siguientes flechas:
(a, total, aI), paracadaa € V,y
(u,r,v), para cada par u,v € A” tales que (u,v) € .

Como los elementos u € A” se pueden ver como nodos de Z y G vamos a subrayarlos para
distinguir en qué contexto estamos, por ejemplo, v expresard u € AT como nodo de G'. A lo largo
de la prueba solo nos interesara interpretar cualquier expresién de nodo o de camino en G’ por lo
que simplificamos la notacién [ -] a la mas sencilla [ - ].

Como Z es modelo de K, entonces (1) si 7(a, b) es una asercién, entonces ambas flechas (a, r, b)
y (a®,7,b") estan en E', y (2) si {a} es un nominal en K, entonces [V (ayer Pr ] = {a}. Estas dos
propiedades seran relevantes en un instante.

Demostraremos que G satisface las expresiones en R (K, ¢) una por una.

(i) Las férmulas U1 v P se satisfacen por definicién de G/, mientras que 1% se satisface porque la

aplicacién - es funcional sobre el conjunto V = ind(K), por lo que no es posible que exista en G’

. total total /
un camino u —— a — v con u # v. Luego, [¢,] =V".

(ii) Supongamos que ¢ =[], 4; C |_|j Bj estdaen I y sea x € V'. Analicemos por casos. Si z es
un nodo parcial, entonces x € [§]. Si z = u y no contiene algiin concepto A;, entonces = € [¢5].
Si # = w y contiene todos los conceptos A;, para probar que x € [¢5] basta con verificar que z
también contiene algin concepto B;. Sea D'(z) = Ty, con A; € J para todo i. Por definicién de
G, ue ATy u e A para todo i. Dado que Z = T, tenemos que u € sz para algin j y por
definicién de D', B; € J. Luego, [¢y] = V.

(iii) Supongamos que ¢ :== A CVr.Bestden ' y sea x € V'. Si 2 es un nodo parcial, o un nodo
total que no contiene el concepto A, entonces x € [¢p5]. Si x = u contiene el concepto A pero |,
no es una flecha que sale de x (ver en inciso (i) el significado de flecha saliendo) entonces x € [¢7].
El tnico caso restante es cuando x = u contiene el concepto A y hay flechas |, que salen de z,
para el cual debemos verificar que si x alcanza un nodo y mediante un camino con etiqueta en
5 |, €%, entonces y contiene el concepto B. Note que si y es el nodo final de tal camino, entonces
y es de la forma v.

Dado lo anterior, por definicién de G’ basta considerar el siguiente par de casos: (a) (z,7,y) es
flecha de G'; (b) = alcanza a y por un camino con etiqueta J;,;,/drdtoras POT 10 que x e y serfan las
contrapartes totales de ciertos nodos parciales: = = a* yy= b* para a,b € V. El caso (a) ocurre
solo si (u,v) € rty dado que u € AT y T = T, entonces v € B%, como querfamos. Ahora, note

. - T ,T T
que (b) ocurre solo si 7(a, b) es una asercién, en cuyo caso debe suceder que (a”,b") = (u,v) € r
y hemos caido en el caso anterior.
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(iv) Supongamos que ¢ := A C Ir.B estd en I' y sea z € V'. Si z es un nodo parcial, o un
nodo total que no contiene el concepto A, entonces x € [¢f]. Si z = u contiene el concepto A,
para probar que z € [¢]] debemos verificar que x alcanza un nodo y que contiene el concepto B
mediante un camino con etiqueta en £° |, €. En efecto, por definicién de G, tenemos que u € A*
y como Z |= T, existe v € AT tal que (u,v) € rt youE B*. Tomando y = v obtenemos el resultado.
(v) Supongamos que ¢ := A = {a} estd en I y sea z € V'. Dado que [Vimer Pr ] = {a} por (2),
si  # a entonces = € [¢7]. Si x = a, solo necesitamos probar que la contraparte total de a, o sea,
el nodo QI, contiene el concepto A. Pero esto es claro del hecho que Z = Ty por lo tanto at e AT

Ahora, con un argumento similar, si  es un nodo parcial, o un nodo total que no contiene el
concepto A, entonces x € [1¢]. Pero si x contiene el concepto A, debemos verificar que x es la
contraparte total de a. Por definicién de G/, = u para algin v € A, y dado que u € Af,
entonces u = a*, como querfamos.

(vi) Supongamos que Fun(r) estd en I' y sea € V'. Si x es un nodo parcial o no le entra una

S — S S
. E T € Tre
flecha r, entonces = € [¢7]. Supongamos que x = v y que hay un camino v ——— w en

G'. Entonces x € [1}7] siempre que v = w. Por (1), tenemos que existe un nodo total u tal que

v~ u 5 w es un camino en G’, pero esto equivale a tener (u,v), (u,w) € rr. Como T =T,
entonces v = w.

(vii) Esta parte la probaremos por el contrarreciproco: si [¢,] # V', entonces T satisface la
consulta ¢, es decir, hay un ciclo en Z donde se lee una palabra en L.

Primero, notemos que para cada o en 2RPQ, nodos a en V = ind(K) y x en V' =V U AT, se
tiene por definicién del traductor LS y de G’ que

(a) (a,z) € [o°] siy solo si (a*,z) € [@°], y

(b) (z,a) € [a°] siy solo si (x,a”) € [o°].
Dado que (a”,r,b") es un eje de G’ para cada asercién 7(a, b) en K, también concluimos que
(c) si (u,v) € [@°] entonces (u,v) € [o].

En otras palabras, si v y v son dos nodos totales conectados por un camino con etiqueta en 045,
entonces también estan conectados por un camino que no recorre ningun eje ., v cuya etiqueta
estd en a. Antes de demostrar esta propiedad, concluimos la prueba de este inciso. Supongamos
entonces que [¢,] # V' y sea z € V' un nodo que incumple Y,. Por definicion, esto equivale a
(z,x) € [L°]. Luego, por (a) y (b), podemos suponer que z es de la forma u y por (c) tenemos
que (z,z) € [L], lo que implica que en Z hay un ciclo con una palabra en L.

Demostracion de (¢c) Por induccién en la estructura de o.. Sean u,v nodos totales de G’ tales
que (u,v) € [°].

Si o = ¢, entonces u = v porque |, es funcional en G, por lo que (u,v) € [a].

Si o =|,, hay un par de casos para analizar. Si v o v no son la contraparte total de nodos
parciales, entonces (u,r,v) es un eje de G’ por definicién de E’, de donde (u,v) € [a]. Si ambos
son la contraparte total de nodos parciales a, b, entonces por (1), (u,v) € [«].

Si a =/, , andlogo a lo anterior.

Si @ = a; U ay, entonces (u,v) € [of] parai =1 0 i = 2, de donde (u,v) € [oy] € [a] por
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hipdtesis inductiva.

Si a = o 0 as, entonces (u,y) € [a5] v (y,v) € [os] para algin y € V. Si y es un nodo total,
entonces por hipétesis inductiva (u,y) € [a4], (y,v) € [as], y por lo tanto, (u,v) € [a]. Siy es
un nodo parcial, por (a) y (b), (u,y") € [en], (yF,v) e [es] y procedemos igual que antes.

Si a = aj, procedemos andlogamente al caso anterior, lo que concluye esta demostracion.

Hemos obtenido que G’ es un data-grafo finito que contiene G(K) y satisface R(K.q) y por lo
tanto contiene una reparacién de G(K).

2. implica 1. Sea G' = (V', D', E') una superreparacién de G(K) con respecto a R(K, q). Vamos
a construir un contra-modelo para K y ¢ aplicando una relacién de equivalencia sobre V'. Sea ~ la
relacién sobre V' definida como: u ~ v si y solo si (u,v) € [¢°]. Usamos la estrella de Kleene para
garantizar que la relacién es transitiva y reflexiva, mientras que la simetria es una consecuencia
directa de la definiciéon. Esencialmente, estamos colapsando cada nodo parcial con su contraparte
total, la cual sabemos que existe pues la férmula v, de (i) se satisface. Para cadau € V', denotamos
por [u] a su clase de equivalencia. Consideremos Z = (AZ, -I), donde A := V/ ~ y la funcién Az
se define como sigue:

o CT:={[u] e AT |3J,3 ~u.D'(W)=T;y C € J} para cada nombre de concepto C;
o rF = {([u],[v]) € AT x AT | I ~u, v ~v. (u,r,0v) € E'} para cada nombre de rol r;
e o’ := [a] para cada nombre de individuo a.

Note que cada clase [u] contiene exactamente un nodo total y podria contener muchos o ningin
elemento de ind(K) y otros nodos parciales agregados en G’ al reparar G(K). Denotaremos por
[u]7 al nodo total de la clase [u].

Demostraremos que Z es un contra-modelo para K = (G,I') y ¢q. Por definicién, se tiene que
a* € CF para cada asercién C(a) en G y (a*,b%) € r* para cada asercién r(a,b) en G. Por lo que
las condiciones (I1) y (I2) se cumplen. Ahora veremos que (I3) se cumple para todos los casos de
férmulas tipo (D) que podrian estar en I'.

Supongamos que [ ], 4; C | |; B estd en I' y sea [u] € A” tal que [u] € A7 para cada i. Para el
nodo v’ = [u]; de G', sabemos que D'(u') = T; con A; € J para cada i. Dado que G’ satisface la
restriccién 1, del inciso (ii), se sigue que By, € J para algin k, lo que implica que [u] € Bj.

Supongamos que A C Vr.B estd en T’y sean [u], [v] € A” tales que [u] € AT y ([u],[v]) € .
Entonces, D'([u];) = T; con A € I y existen un par de nodos de G’ tales que u' ~ u,v" ~ v
y (u',r,v") € E'. Dado que G’ satisface 15 del inciso (iii), si D'(v') = T, para algtn indice J
entonces B debe estar en J. Si D'(v") = P;, entonces [u]r y [v]y estdn conectados por un camino
con etiqueta en €° | £ v por lo tanto D'([v]y) =Ty con B € J'. En cualquier caso, obtenemos
que [v] € B*.

Supongamos que A T 3r.B estd en ' y sea [u] € A tal que [u] € A”. Entonces D'([u]y) = T}
con A € I y dado que G’ satisface 1, del inciso (iv), existe un nodo v tal que D'(v) = T, con
B € Jy |ulr y v estdn conectados por un camino con etiqueta en 5 4 £%. Esto implica que
([ul, [v]) € 7 y [v] € B".

Supongamos que A = {a} estd en Ty sea [u] € A”. Si [u] € A®, entonces D'([u]y) = T, con
A € J. Como G’ satisface g del inciso (v), [u]r es la contraparte total de un nodo parcial con
valor de dato P; tal que {a} € I. Pero por definicién de G’ esto solo ocurre si [u] = a”. Por otra
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parte, si [u] = a”, como G’ satisface 15 del inciso (v), debe suceder que el valor de dato [u]r es
algiin T'; con A € J, lo que implica que [u] € A”.

Para (I4), supongamos que Fun(r) estd en Iy que ([u], [v]), ([u], [w]) € rF. Debemos probar que
[v] = [w], o equivalentemente, que [v]; = [w]y. La Figura 1.8 refleja algunos patrones indeseables
que pueden surgir al reparar G pero que la férmula 1, del inciso (vi) soluciona. Por hipdtesis,
existen u; ~ u,uy ~ u,v; ~ V] y wy ~ [w]p tales que (uy,7,v1) ¥ (us, 7, w;) son flechas de G'. En
otras palabras, tenemos que en G’ existe el siguiente camino:

S - S S
W == v1 T g S uy S wy = [w]g,

Como G satisface 1), este camino solo puede existir si [v]; = [w]y, como querfamos.

Finalmente, debemos chequear que Z no satisface la consulta ¢ y lo argumentaremos por con-
trarreciproco. Supongamos que hay un ciclo en Z donde se lee una palabra en el lenguaje L
comenzando y terminando en [u] € A”. Probaremos que hay un ciclo en G’ donde se lee una
palabra del lenguaje L°. Més atn, este ciclo contiene al nodo [u]p y la palabra leida comienza y
termina en dicho nodo. Supongamos que el ciclo en Z es la secuencia

[to) = [ua] = [ug] -+~ [ 1] = [u,],
donde [ug] = [u,] = [u] y ryry-- -7, € L. Por definicién de Z,

folr > [trly 25 gl [tz = i),

es un camino en G’, que es de hecho un ciclo pues [ug);y = [u,]r. Dado que s -+ rS es una
palabra en L°, G’ no puede satisfacer ¢, del inciso (vii) ya que ([u]r, [u]) € [L°]. O

Como se dijo al comienzo de esta seccion, algunos conjuntos muy simples de restricciones
podrian impedir la existencia de superreparaciones. Los Teoremas 26 y 27 indican que debemos
imponer restricciones importantes de Reg-GXPath para obtener resultados de decibilidad. Ahora
analizaremos qué sucede cuando nos limitamos a expresiones positivas.

Definicién 28. Sea 7 una expresién de Reg-GXPath. Definimos el conjunto de valores de datos
presentes en 7, denotado D7, como el conjunto de los ¢ € D tales que ¢~ o ¢” es usado en n. Dado
un conjunto R de expresiones, definimos D7 := UneR D",

Si bien la nocién de superreparacion podria generar la aparicion arbitraria de nuevos valores
de datos, el siguiente lema garantiza que bajo restricciones en Reg-GXPath?®® podemos establecer
algun tipo de control.

Lema 29. Sea G = (V, D, E) un data-grafo y R un conjunto de expresiones en Reg-GXPath””.
Si hay una superreparacion G' de G con respecto a R, entonces hay una superreparacion de G que
solo usa valores de datos en D U Im(D)U{¢, e}, con ¢, ¢y valores de datos frescos.

Demostracion. Sea G' = (V', D', E') una superreparacién de G con respecto a R. Vamos a asumir
que en G’ aparecen al menos tres valores de datos ¢, cy,d que no estédn en D U Im(D), pues de
lo contrario G’ seria la superreparacién del enunciado. Dividamos el conjunto V' en dos partes:
V. que contiene todos los nodos con valores de datos en D U Im(D) U {cy,cy} vy Vy que contiene
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los nodos con el resto de valores de datos usados en G'. Definimos a su vez V; = {v' | v € V,;} con
t = 1,2 que seran simplemente dos copias de V; disjuntas entre si y disjuntas con V.

Sea H = (Vy, Dy, Ey) donde Vi := V,U V] UV, Dyly, = D'y Dy(v') :=c,; parav' € Vj; y
Ey se obtiene a partir de E al substituir todas las flechas de la forma (u, a,v), (v, a,u) y (v, a,w)
con v,w € Vyy u €V, por (u, a,v"), (v', a,u) y (v', a,w’), respectivamente y para i,j = 1,2. Para
ver que H es una superreparacién usaremos la siguiente propiedad cuya demostracion se consigue
mas adelante.

Lema 30. Para toda expresion n de Reg-GXPath? que solo usa valores de datos en D*UIm(D),
y cualesquiera u,u’ € V,, v,w € V; ei,j = 1,2, se cumplen las siguientes implicaciones:

siu € [n]g [o (u, ) € [n]e], entonces u € [n]y [resp. (u,u') € [n]ul;
siv € [n]y entonces v' € [n]y;

si (u,v) € [n]y entonces (u,v") € [n]u;

si (v,u) € [n]y entonces (v',u) € [n]u;

e v =2

si (v,w) € [n]y entonces (v',w’) € [n] .

Sea ¢ una expresién de nodo en R. Como [¢], = V', por el lema anterior, tenemos que si
u € V, entonces u € [¢]y, v si v € Vy entonces v',v° € [¢]y, de donde [p]; = Vir. Un argumento
similar sirve para demostrar que si v es un expresién de camino en R, entonces [a] g = Vg xVy. O

Demostracion del Lema 30. Procederemos por induccién estructural para demostrar las cinco pro-
piedades simultaneamente. Los casos bases cuando 7 es una expresién de nodo son d~ y a7 para
algtin d € D® y es claro que u € [n]y [0 v € [n]y] siy solosiu € [n]y [resp. v' € [n]x]. Los
casos bases cuando 7 es una expresion de camino son €, 11, v a,a para todo a € A. Paran =€ es
trivial y para los casos restantes se cumple directamente la propiedad por definicion de H.

Para el caso inductivo, supongamos que , ¢ son expresiones de nodo de Reg-GXPath””*, «, 8
son expresiones de camino de Reg-GXPath”® y que para todas estas expresiones vale la tesis de
la afirmacion. Empezamos con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando n es una
de las siguientes formulas: (a) ¢ A¥; (b) (a); (¢) (a = f); (d) (@ # B). En lo que sigue haremos
la demostracién para el nodo v € Vy, pues para u € V, se usa un argumento similar.

(a) Directo, pues [ A ] = [l N[Vl v [e Alu = [elu N [¥]n-

(b) Siv e [(a)]y, existe v, € V' tal que (v,v9) € [a] . Si v €V, por hipétesis inductiva ftem
3 tenemos que (v',v;) € [a]y v por lo tanto v* € [(«)] . Anélogo si v; € Vj aplicando el item 4.
(c) Siwv € [{a=P)], entonces existen vy, v, € V tales que (v,v,) € [o]y, (v,v5) € [Blg ¥y
D'(vy) = D'(vy). Siwy,vy € V,, entonces Dy(v;) = Dp(vy) y por hipdtesis inductiva ftem 3
tenemos que (v',v;) € o]y y (v',v5) € [B]g. Los casos vy € Vi, vy € Vyy vy € Vg, vy €V
son imposibles. Si vy, vy € Vj, entonces Dy (v]) = Dy (v3) = ¢; y por hipdtesis inductiva item 4
tenemos que (v',v]) € [a]y v (v',v}) € [Bly. En cualquier caso posible siempre obtenemos que
v' € [{a=B)]u

(d) Siv e [(a# B)]y, entonces existen vy,v, € V tales que (v,v;) € [o]y, (v,v2) € [Blg ¥y
D'(vy) # D'(vy). Si vy,v, € V,, entonces Dy(vy) # Dy(vy) y por hipétesis inductiva ftem 3
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obtenemos el resultado. Si v, vy € V,, entonces DH(U} ) # DH(U§> y por hipétesis inductiva item
4 obtenemos el resultado. La situacién mas interesante ahora es la posibilidad de que v; € V, y
. ’ / . , .
vy € V, (0 vicecersa), pues podria suceder que D'(v;) = ¢; con j = 1,2 y tendriamos que aplicar la
hipétesis inductiva con mayor conveniencia. Si D’(v;) = ¢, consideremos el nodo vs de H, de modo
que DH(US ) = ¢y # ¢; = Dy(vy). Por hipdtesis inductiva ftems 3 y 4 obtenemos respectivamente
que (v',v1) € [o] g v (v',v3) € [4] - Andlogo para el resto de combinaciones posibles. En todos
los casos siempre obtenemos que v* € [{a # B)] y.

Cuando 7 es una expresiéon de camino estudiamos los siguientes casos: (e) a o f3; (f) a U f;
(g) a*; (h) a™™; (i) ¢?. En lo que sigue haremos la demostracién para el par (u,v) con u € V, y
v € Vy, excepto para la ultima expresion, donde esta escogencia no tiene sentido. Para el resto de
casos se sigue un argumento similar.

() Si (u,v) € [oro ]y, entonces existe v; € V' tal que (u,v;) € [o] y (v1,v) € [B]e. Si
vy € Vj, por hipdtesis inductiva ftems 0 y 2 obtenemos que (u,v1) € [a]g y (vy,v") € [B]x, de
donde, (u,v") € [awo B]y. Si v, € Vy, se obtiene el mismo resultado aplicando hipétesis inductiva
items 2 y 4.

(f) Directo, pues [a U 8y = [al U IBler ¥ o U Bl = [aln U B
(g) Si (u,v) € [&],, entonces existe n > 1 tal que (u,v) € [@"]y (note que descartamos el
caso n = 0 por el simple hecho de que u # v por hipdtesis). Vamos a demostrar que para "
vale la afirmacion, lo cual haremos por induccién en n > 1. Para n = 1 estamos en la situacion
(u,v) € [o] o, de donde (u, v') € [a] g por hipétesis inductiva ftem 2. Supongamos que paran = k
M= ao ak, con la hipotesis inductiva estamos

v por lo tanto (u,v') € [a*] .

vale la afirmacién y que (u,v) € [o**'] . Como a

en la situacién del item (e), de donde (u,v") € [o*

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (x,y) € [¢?]y siysolosiz =y yx €[], en este caso vamos a demostrar la propiedad
cuando r = u y x = v, pero estos salen aplicando directamente hipodtesis inductiva items 0 y 1,
respectivamente.

]

El Lema 29 no garantiza que la superreparacién H obtenida serd de tamano polinomial con
respecto a |G| y |R|, pues su tamafio depende directamente de |G’|, pero podemos refinar el proceso
para obtener algo mas deseable.

Lema 31. Sea G = (V, D, E) un data-grafo y V. un conjunto de nodos de G con valor de dato c
y sea v, un nodo nuevo. Consideremos el data-grafo H = (V', D', E") donde V' := (V\ V.)U{v.};
D']V\VC =D y D'(v.) = ¢; y E' se obtiene a partir de E al substituir todas las flechas de la
forma (u, a,v), (v, a,u) y (v,a,v") conu € V\V, yv,v" €V, por (u,a,v,), (v, a,u) y (v, a,v,),
respectivamente. Para toda expresion n de Reg-GXPath?”®, si G =1, entonces H = 1).

Solo como intuicién grafica antes de dar la demostracién, note que H es el colapso de todos los
nodos en V, a un nuevo representante v., preservando todas las relaciones ya existentes en G. A
esta proceso lo denominamos contraccion. La Figura 1.9 muestra un ejemplo de tal proceso. Note
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que el reciproco del Lema 31 no es cierto, pues en este grafico se ve que la contraccion satisface la
expresion de camino positiva « := s mientras que el data-grafo original no.

\4,/ @4

Figura 1.9: A la izquierda un data-grafo donde los nodos rojos representan que tienen el mismo valor de
dato. Los ejes sin flecha representan simetria. Del lado derecho la contraccion de todos los nodos rojos.
Note que este nuevo data-grafo es reflexivo y simétrico.

Demostracion del Lema 31. Vamos a demostrar primero algo un poco mas general.

Afirmacién. Sea h : V — V' dada por h(u) := u para todo uw € V \ 'V, y h(u) := v, para todo
u € V,. Para n en Reg-GXPath””  wverifiquemos que si u € [n]q [0 (u,v) € [n]ql], entonces
h(u) € [nlu [resp. (h(u), h(v)) € [n]u]-
Demostracion. Procederemos por induccion estructural. Los casos bases cuando n es una
expresién de nodo son d~ y q” para algiin d € D y es claro que u € [n]s si y solo si h(u) € [n]x-
Los casos bases cuando 7 es una expresion de camino son €, 11,y a, ¢ para todo a € A. Cuando
n = € es trivial y los casos restantes cumplen la propiedad por definicién de H.
Para el caso inductivo, supongamos que ¢, 1) son expresiones de nodo de Reg-GXPath””, a,
son expresiones de camino de Reg-GXPath”® y que para todas estas expresiones vale la tesis del
enunciado. Empezamos con las expresiones de nodo que involucran los casos cuando 7 es una de

las siguientes férmulas: (a) p A (b) (a); (¢) (= 5); (d) {a # B).

(a) Directo, pues [¢ A le = [ele N [¥]e v [e A vl = [€lu N [¥]a-

(b) Siu € [{a)]gq, existe v € V tal que (u,v) € [a] . Por hipdtesis inductiva, (h(u), h(v)) € [a] 4,
de donde, h(u) € [()] 4.

(¢) St u € [{(a=pB)]q, entonces existen vy,vy, € V tales que (u,vy) € [¢]g, (v,v3) € [Bla v
D(v;) = D(v,). Por hipdtesis inductiva y definiciéon de H tenemos que (h(u),h(vy)) € [a]q,
(h(w), h(vs)) € [l v D'(h(v1)) = D'(h(vy)), de donde h(u) € [(a = B)] 4.

(d) Andlogo al caso anterior.

Cuando 7 es una expresién de camino estudiamos los siguientes casos: (e) a o f; (f) a U §;
(g) o (h) ™™ (i) 7.
(e) Si (u,v) € [aopf]g, entonces existe v; € V tal que (u,v;) € [ofg v (vi,v) € [B]lg. Por
hipdtesis inductiva, (h(u), h(v,)) € [a]g v (h(vy), h(v)) € [B]a, de donde (h(u), h(v)) € [a o 8] 4.

(f) Directo, pues [arU fle = [l U [Ble v [oU By = [aln U [A]x-
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(g) Si (u,v) € [a']q, entonces existen nodos vy,vy,...,v, € V tales que v; = u, v, = vy
(v5,v41) € o] para todo 1 < i < n — 1. Por hip6tesis inductiva, (h(v;), h(v;,)) € [o] g para
todo 1 <i <n—1. De donde (h(u), h(v)) € [a*]g-

(h) Similar al caso anterior.

(i) Como (u,u) € [¢?]q siy solo si u € [¢]g, por hipétesis inductiva, h(u) € [¢]y, de donde
(h(u), h(u)) € [¢?]u-

Continuacion de la demostracion del Lema 31. Ahora, si 7 es una expresiéon de nodo y G satis-
face n, entonces [n]g = V y por la afirmacién anterior, h(u) € [n]y para todo u € V. Luego, por
sobreyectividad de h, obtenemos que H satisface . Un argumento similar sirve cuando n es una
expresion de camino. O

La afirmacién demostrada en el lema anterior se puede adaptar para obtener que Reg-GXPath?”®
es ivariante via homomorfismos de data-grafos, que es una propiedad interesante desde el punto
de vista de la Teoria de Modelos. Con ayuda de estos lemas, probaremos el siguiente hecho
importante.

Teorema 32. Sea G = (V, D, E) un data-grafo y R un conjunto de expresiones en Reg-GXPath””’.
St hay una superreparacion de G con respecto a R, entonces hay una superreparacion cuyo tamano
depende polinomialmente de |G| y |R]|.

Demostracion. Sea G' = (V', D', E') una superreparacién de G con respecto a R que usa a lo sumo
IDR| + |V| + 2 valores de dato, el cual existe por Lema 29.

Para todo ¢ € Im(D'), sea V., = {v € V'\ V | D'(v) = ¢} y sea H el data-grafo que se obtiene
de contraer todos los conjuntos V.. Por el Lema 31, H satisface R. H es un superdata-grafo de
G, por lo que debe contener una superreparacion, asi que basta ver que su tamano estd acotado
polinomialmente en funcién de |G| y |R| para demostrar el teorema.

Notemos que H también usa a lo sumo [D®| + |V| + 2 valores de dato y, de hecho, aparte de
los nodos de G, H tiene a lo sumo un nodo por cada valor de dato, de esta manera el tamano
de su dominio estd acotado por k = |D%| 4+ 2|V| + 2. El tamafio maximo que puede tener H es
entonces O(k®). Como en general, |D®| < |R|y |V| < |G| entonces |H| = O(p(|G],|R]|)) para
algin polinomio en dos variables p. O]

Este teorema muestra que ISUPERSET REPAIR esta en NP cuando nos restringimos a expre-
siones de Reg-GXPath””®, pues podemos adivinar una extensién consistente de tamano a lo sumo
polinomial en el tamano de la entrada considerando solo dos simbolos de valor de datos nuevos,
como se establecié en la demostraciéon anterior. Maés aun, si nos restringimos a expresiones de
nodo, podemos adaptar el Algoritmo 1 para el caso de superreparaciones. Para ello, consider-
emos las siguientes definiciones. Sea ¥ C A finito, G = (V, D, F) un data-grafo finito, R un
conjunto de restricciones de nodo en Reg-GXPath”®®, ambos definidos sobre X UD y ¢4, ¢y un
par de valores de datos que no estdn en D U Im(D), que seran los valores de datos extras re-
queridos para hallar una posible superreparaciéon de G. Consideremos a parte un conjunto de
nodos V; = {v, | ¢ € D®U{cy,cy}} que siempre se puede definir de modo que V; NV = 0, y sea
D, : Vi — D la funcién dada por D, (v,) = c. Sea el data-grafo H = (V, Dy, E) que extiende a
G de la siguiente manera:
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o Vy =VUV;
e para todo u € Vi, Dy (u) := D(u) siu € V,y Dy(u) :== D;(u) si u € Vi;
o By :={(u,r,v) |u,v &€ Vg, reX}
Al grafo H lo denotamos complete(G, R) y es claro que se puede construir en tiempo polinomial
en el tamano de G y R. Todo el proceso de construccién de V; y complete(G, R) asumimos que lo

tenemos descrito con macros que usaremos en el Algoritmo 2. Por Teorema 32, si existe una super-

reparacién de G con respecto a R entonces existe un subdata-grafo de H que es superreparacion
de G.

Algoritmo 2: dSUPERSET REPAIR para conjuntos de expresiones de nodo positivas
Datos: Un data-grafo G = (V, D, E) y R,, C Reg-GXPath”” finito
Resultado: ;Existe una superreparacion de GG con respecto a R,,?

1 X« VUV

2 H < complete(G,R,);

3 mientras (H,R,) sea inconsistente hacer

4 | Y+ {u€e X |uincumple algin ¢ € R, };
5 si YNV # () entonces
6 ‘ devolver No
7 fin
8 X+ X\Y;
9 H + Hy;
10 fin

11 devolver Si

El Algoritmo 2 busca una subreparacién de H = complete(G,R,,) con respecto a R,, que con-
tenga a G. Recordemos que respecto a expresiones de nodo, un data-grafo inconsistente siempre
tiene una unica subreparacién, y este algoritmo hace lo mismo que el Algoritmo 1 en la entrada
(H,R,), salvo que en cada iteracién verifica que no se estén eliminando elementos de G. El algo-
ritmo es correcto por monotonia de Reg-GXPath””® (Lema 23), y porque cualquier superreparacién
de G contenida en H debe estar contenida en la (inica) subreparacién de H. Notemos que a diferen-
cia del Algoritmo 1 que directamente resuelve la versién funcional del problema de subreparacion,
en este caso simplemente respondemos la versiéon de decisién del problema de superreparacion,
porque con respecto a G no hay necesariamente determinismo de superreparacién (dicho de otra
forma, pueden haber multiples superreparaciones de (G, todas contenidas en la subreparacion de
H). De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 33. Eziste un algoritmo polinomial que responde si un data-grafo G tiene una super-
reparacion con respecto a un conjunto R de expresiones de nodo positivas.

A pesar de lo anterior expuesto, el problema ISUPERSET REPAIR resulta intratable en general.

Teorema 34. ISUPERSET REPAIR respecto a expresiones positivas es NP-completo incluso en

complejidad de expresion, es decir, cuando en la entrada (G, R) se considera algin G fijo y R
variando en Reg-GXPath?”.
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Demostracion. Construiremos una reduccion de 3SAT a ISUPERSET REPAIR. Dada una férmula
proposicional ¢ en 3CNF de n variables xy,...,x, vy m clausulas ¢,...,c,,, queremos armar un
data-grafo G4 = (V, D, E) y un conjunto de expresiones R, tales que G, tiene una superreparacién
con respecto a R si y solo si ¢ es satisfacible.

Para esta reduccion usaremos solo una etiqueta de A que denotamos simplemente como | y
valores de datos {p, | i € N}U{n; | i € N}U{aux} C D. Un nodo con valor de dato p; representa
al literal x; y con valor de dato n; representa al literal —zx;.

Reduccion.  Para cualquier ¢, fijamos G, como el data-grafo G = (V, D, E), donde V' = {v},
D(v) = aux y E = (). Para esta demostraciéon hemos dejado que la codificacién de ¢ se almacene
en las restricciones, como mostramos a continuacion.

Restricciones. Para cada 1 < i < n, definimos la férmula

a; = (p; )7 4" (8])?U (p])7 1,

indicando que no puede haber simultaneamente nodos con valores de dato p;, y n;. En efecto,
supongamos que H es un data-grafo que satisface «; y sean u,v nodos de H con valores de dato
p, v 1;, respectivamente. Como (u,v) € [o;]z, debe ocurrir que (u,v) € [(p7)? 1" (07)?]y o
(u,v) € [[(pf)'? &, pero el primer caso no puede ser por el valor de v y el segundo no puede ser
por el valor de u. Note entonces que la aparicién de un valor de dato p, o n; se puede corresponder
con la idea de asignar el valor 1 o 0 (segin el caso) a la variable proposicional ;.

Sea la cldusula c; y {4, /5, {3 los literales que contiene. Definimos el valor de dato c;; con
k =1,2,3, como p, si {;, = z;, o como n; si {;, = —x;. Asi, para cada 1 < j < m, definimos la
formula

B =" (a1 Ve Ve,

indicando que todo par de modos se conectan por un camino que pasa por un nodo cuyo valor de
dato es cjy, con k =1,2,3. Notemos que las expresiones «; y 3; estan de hecho en Core-GXPath””.
La Figura 1.10 muestra una reparacién para una férmula ¢ particular.

o n3

Uy ——> U3

.
~—

aux

Figura 1.10: Una superrepacion de G' con respecto a R para ¢ = (11 V —x9Vr3) A(z2 VgV ay) A(-ogV
-y V 1xy), que se corresponde con la valuacién x; — 1,29 — 0,23 +— 0,24 — 1 que hace verdadera a la
formula .

Note que la satisfacibilidad de cualquiera de las restricciones también implica que el data-grafo
es completo con respecto a la relaciéon |*. Definimos R, :={o; |1 <i<n}jU{B;[1<j<m}y
finalizamos la prueba demostrando la siguiente proposicion.

Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:
1. ¢ es satisfacible.



1.2. Computando reparaciones 34

2. G tiene una superreparacién con respecto a R,.

1. implica 2. Sea f una valuacién de {zy,...,z,} tal que f = ¢ y sea G, = (V', D', E') con:
V= {v}u{y; [ 1 <i<n}; D'(v) == D(v), D'(u;) :=p;sif(z;) =10 D'(u;) == mn;si f(x;) = 0;
y E' :==V x{|} x V. Notemos que G s es un superdata-grafo de G'y que tenemos por cada indice
i exactamente un nodo con valor p; o n;. Como G, ; es completo respecto a la relacién |, entonces
cada formula «; se satisface.

Fijemos la férmula ;. Por hipétesis, hay un literal £, de ¢; que se satisface. Supongamos que
{, = x; para algin ¢. Entonces por definicién de G ¢, el nodo u; tiene valor de dato p; y como
G4 s es completo, para todo par de nodos u, w podemos construir un camino de u =" u; =" w,
como exige ;. Andlogo para (), = —x;. Entonces G  satisface 3; para todo j.

2. implica 1. Sea H una reparacién de G' con respecto a R,. Como H satisface o, para cada
i, puede suceder que hay un nodo u con valor de p;, o valor n;, o no hay ningin nodo con estos
valores de dato.

Definamos la valuacién f de {xy,...,x,} como f(x;) = 1si H tiene un nodo con valor de dato
p;» 0 f(x;) = 0, en caso contrario. Veamos que f = ¢, que equivale a demostrar que f = ¢; para
todo j, que equivale a ver que c¢; tiene un literal que se satisface. Como H satisface 3;, entonces
para un par de nodos u,w de H, debe existir un camino v —* v’ —* w, donde u’ es un nodo con
valor de dato c¢;j con k = 1,2,3. Por definicion, esto implica que el literal £, de c; es de la forma

z; si ¢jp = p;, 0 de la forma —w; si ¢j, = n;. En cualquier caso tenemos que f = /. O]

El uso de una cantidad no acotada de valores de datos es en realidad un aspecto necesario para
obtener la intratabilidad de ISUPERSET REPAIR respecto a restricciones positivas. En efecto, para
D, C D finito y fijo, consideremos las ideas previas al planteamiento del Algoritmo 2 y supongamos
que ahora G = (V, D, E) y R (que en este caso también puede contener expresiones de camino)
estan limitados a usar solo simbolos de X UD;. Notemos que bajo esta consideracion, el tamano de
H = complete(G, R) solo depende de |G| y més ain, por monotonia de Reg-GXPath”*” basta con
verificar que Hy "R con V C X C VUV;. Notemos que este Hy se puede hallar a fuerza bruta
en tiempo polinomial, porque solo hay a lo sumo 221l de tales data-grafos, es decir, una cantidad
fija constante para cualquier entrada G. Finalizamos esta seccion con el siguiente enunciado.

Teorema 35. ASUPERSET REPAIR respecto a expresiones positivas definidas sobre una cantidad
finita de etiquetas fijas es PTime en complejidad combinada.



Capitulo 2

Controlabilidad finita de consultas
regulares mediadas por ontologias

Estudiaremos una versién del problema CQA, presentado en la Seccién 1.2.2, en el contexto de
bases de conocimiento y que denominamos de ahora en adelante como Ontology-Mediated Query
Answering (OMQA) en concordancia con el articulo [S6], en el que se basa este capitulo. Informal-
mente, este problema consiste en la identificacion de las respuestas comunes de una consulta sobre
todas las extensiones relevantes o mundos posibles de una base de conocimiento inconsistente e in-
completa. En el capitulo anterior, entendiamos una extensién relevante como una superreparacion
(es decir, una estructura consistente y minimal) de un data-grafo inconsistente con respecto a un
conjunto de restricciones. En [126] analizan el problema de respuestas consistentes de bases de
conocimiento bajo reparaciones definidas por membresias, que es analogo a la idea de reparaciones
de bases de datos definidas por diferencia simétrica. En este capitulo nos liberamos de la condicién
extra de minimalidad que caracteriza a las reparaciones, pero abordamos el caso de extensiones
consistentes (posiblemente infinitas) de una base inconsistente con respecto a cierto tipo de re-
stricciones que engloban varias clases conocidas de légicas de descripcién y que seran introducidas
como fragmentos decidibles de la 16gica de primer orden.

Uno de los problemas de mayor importancia de las ultimas décadas trata sobre el manejo y
mantenimiento de bases de datos masivas, para las cuales dar respuestas a consultas, incluso para
las méas basicas, puede resultar una tarea altamente costosa. Esto ha dado lugar al desarrollo de
varias técnicas que se centran justamente en el problema de responder consultas, y particularmente,
para los casos en los que hay una ontologia circundante. En el esquema de la Web Semantica se
encuentra la comunidad OWL (Web Ontology Language) que se enfoca en el desarrollo de sistemas
automaticos para derivabilidad (entailment) y respuestas a consultas (query answering), en especial
cuando estas respuestas provienen de una base de conocimientos. Algunos trabajos que surgen
bajo esta perspectiva son [74,75] donde desarrollan técnicas escalables para responder consultas
mediante procesos de refinamiento y sumarizacién; [116] donde se establece un BPR (Business
Process Repository) con una seméntica para almacenar ontologias y razonar con ellas; [144] donde
se plantea una légica de descripcion ideal para razonar con grandes volumenes de informacién y
un método de respuestas a consultas con mecanismos de mapeo especificos y de acceso eficiente a
la data. A diferencia de los trabajos citados, el problema OMQA no solo se basa en computar el
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conjunto de soluciones de una consulta, sino que con este se busca identificar con qué informacion
ya existente en la base se pueden obtener respuestas a consultas que estaran siempre presentes en
posibles extensiones consistentes, lo cual lo podemos pensar como un problema de derivabilidad
en un sentido légico, es decir, qué informacion es semanticamente consecuente bajo una ontologia
y consultas dadas. Varios trabajos destacados en la linea de bases de conocimiento son [45, 141]
donde recopilan bastante teoria (incluyendo varios resultados de complejidad) desarrollada para
légicas de descripcién bésicas y consultas navegacionales; y [55, 138] para reglas existenciales y
consultas conjuntivas Booleanas y no Booleanas.

Cuando nos restringimos a extensiones consistentes finitas, denominamos este problema finite
OMQA, o FOMQA. Para superreparaciones, en [32] analizan el problema CQA de RPQs bajo
RPCs, que resulta ser indecidible (para mds detalles técnicos sobre esto, ver la demostracién
del Teorema 26). En este mismo trabajo obtienen un resultado tratable cuando consideran a
las restricciones como reglas existenciales GAV (global-as-view), es decir, cuando las contenciones
tienen una conjunciéon de atomos del lado izquierdo y un solo dtomo del lado derecho. Otra
instancia conocida donde se usan RPQs para el lenguaje de consulta es [151] (ver la demostracién
del Teorema 27), donde se estudia la indecibilidad de CQA de 2RPQ bajo restricciones ALCOZF !
que es una légica de descripcién altamente expresiva. Hasta donde sabemos, no hay otros trabajos
previos a [36] aparte de los mencionados que traten el problema FOMQA con (extensiones de)
RPQ como el lenguaje de consulta, siendo que la mayoria de trabajos al respecto suelen fijar como
lenguaje de consulta a las conjunctive queries (CQs), o uniones de CQs (UCQs) [25, 100, 101], o
variaciones de estos que son menos expresivos que los lenguajes navegacionales usuales. Respecto a
la ontologia, como se puede observar en los trabajos previamente citados, se han estudiado muchas
versiones de FOMQA bajo restricciones dadas por légicas de descripcion, o fragmentos decidibles
de la 16gica de primer orden, como los guarded fragments [158], que serdn muy importantes en este
capitulo.

En particular, nos interesa analizar el caso cuando OMQA sobre extensiones consistentes ar-
bitrarias coincide (como problemas computacionales) con OMQA sobre extensiones consistentes
finitas, identificando y clasificando los fragmentos de los lenguajes ontolégicos y de consulta donde
esta relacion existe. A tal propiedad la denominamos controlabilidad finita, tal como fue intro-
ducida en [119], donde demostraron que el problema Query Answering de CQs bajo dependencias
de inclusién (ID) es decidible. En ese trabajo, el problema de controlabilidad finita para ID se
dejé abierto. Esta nocién fue retomada en [119, 150] bajo ontologias dadas por IDs y dependen-
cias funcionales, quedando resuelta positivamente la mencionada pregunta abierta de Johnson y
Klug, al aplicar un método que denominaron chase finito. Este procedimiento fue generalizado
en [53] donde demostraron controlabilidad finita respecto a ontologias en GFO y consultas UCQs.
Desde el punto de vista de Teoria de Bases de Datos, estudiar el criterio de controlabilidad finita
tiene sentido en virtud de que las bases de datos son técnicamente estructuras finitas, para lo cual
establecer teorfas légicas de razonamiento y deduccion puede resultar muy dificil y complicado,
mientras que si se establece que para ciertos lenguajes vale la controlabilidad finita es posible
en muchos casos utilizar técnicas y herramientas estandar de teoria de modelos, donde no hay

'En realidad, en [151] se estudia la complejidad de varias versiones del problema Finite Entailment que estd
intimamente relacionado a CQA y FOMQA.
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restricciones de cardinalidad.

En este capitulo analizamos la controlabilidad finita de OMQA de Q bajo O, cuando Q es un
fragmento de UC2RPQ y O un fragmento de GNFO. Los fragmentos de UC2RP(Q a considerar
dependeran de propiedades relacionadas al esqueleto de una consulta, que hemos definido como
una especie de grafo subyacente donde los nodos y las aristas de este grafo se etiquetan en funcién
de las caracteristicas sintacticas de la consulta asociada, estos conceptos se presentaran en la
Seccion 2.2 junto con el planteamiento del resultado principal del capitulo. En el Teorema 38
hemos clasificado los fragmentos de UC2RPQ (definidos por clases de esqueletos especiales) que
son finitamente controlables bajo ciertos fragmentos de GNFO. Esta clasificacion es completa, en el
sentido de que el teorema se ha planteado con condiciones necesarias y suficientes para garantizar
la controlabilidad finita de OMQA. La demostracién de la necesidad se aborda en la Seccién 2.3
y la estrategia principal (Lema 40) se basa en reducir una variante de OMQA a el problema de
satisfacibilidad de GNFO el cual es decidible y tiene la propiedad de satisfacibilidad finita [157], de
donde se desprende nuestro resultado de controlabilidad finita. Para esta parte usamos una versién
generalizada de OMQA, que denotamos gOMQA, con el propdsito de definir ciertas reducciones
que bajo el planteamiento usual de OMQA no es claro cémo se podria realizar. La demostracién
de la suficiencia se aborda en la Seccion 2.4, argumentando por contrarreciproco y la estrategia se
basa en plantear contraejemplos que construimos aprovechando propiedades conocidas del chase
standard [56], que serén repasadas en la Seccién 2.1 de preliminares.

2.1 Preliminares

Simbolos, estructuras y morfismos Usaremos gran parte de las convenciones de bases de
conocimientos dadas en Nociones Basicas, particularmente las referentes a conceptos estructurales
como modelos, grafo subyacente, dominio activo, etc, pero aprovechamos este espacio introducir
conceptos que son relevantes para este capitulo. En cuanto al lenguaje ontologico, no haremos uso
de ALCOLF, sino que definiremos en esta seccion nuestro lenguaje de interés, GNFO.

A diferencia de los data-grafos, el tipo de estructuras utilizadas en el capitulo anterior, un
modelo o ABox puede especificar interacciones entre mas de dos individuos del dominio activo
bajo una misma relacién, es decir, no estamos restringidos a usar predicados binarios o unarios.
Otra diferencia semantica notoria es que los individuos de un modelo no contienen data, lo que
difiere del capitulo anterior donde introduciamos esta nociéon como una forma de etiquetado bajo
la cual ciertos lenguajes tenian acceso a la informacién contenida en los nodos de un data-grafo
para realizar verificaciones comunes como comparacién de datos. En este caso, un hecho de la
forma P(a) con P un predicado unario y @ un individuo, refleja simplemente una caracteristica
estructural del modelo en cuestién, similar a lo que sucede con las funciones de etiquetadoo de
estados de un sistema de transicién [52]. Si bien en la demostracién del Teorema 27 vimos que
un modelo finito (que solo usa predicados unarios y binarios) puede reinterpretarse como un data-
grafo, donde los hechos unarios que involucran un mismo individuo se sumergen en un tunico
valor de dato, aclaramos que esta reduccién funciona en un sentido netamente computacional. En
general, no es directo ni claro como traducir los resultados de este capitulo al esquema tedrico del
Capitulo 1.
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Un homomorfismo de un modelo A a un modelo B es una funcién h : adom(A) — adom(B) tal
que si R(a) € A entonces R(h(a)) € B. Decimos que h preserva un conjunto C' C Ny, si h(c) = ¢
para todo ¢ € C'. Un homomorfismo de una conjunciéon de dtomos ¢ a un modelo B es una funcién
h : terms(p) — adom(B) que preserva todas las constantes de ¢ y ademés si R(f) es un atomo
de ¢ entonces R(h(t)) € B. Notemos que esta segunda nocién de homomorfismo es similar a la
presentada en la Definicion 5, pero para expresiones en CQ. Preservar constantes bajo este tipo
de homomorfismos se corresponde con la standard name assumption® que asumimos a lo largo de
este capitulo.

Consultas mediadas por ontologias En adelante, consideramos una restriccion como una
propiedad de un modelo descrita mediante un lenguaje légico. Dado un lenguaje de consulta Q y
un lenguaje ontoldgico o de restricciones O, el problema Ontology-Mediated Query Answering de
Q bajo O se describe como®

OMQA

Entrada: Un modelo finito G, un conjunto finito de restricciones I' Cg,, O,
una consulta ¢(z) € Q de aridad k, y una k-tupla a de adom(G).

Salida: Decidir si para todo G’ que extiende a G y satisface todas las
propiedades de T', tenemos que a esta en el conjunto de respues-

tas q(G).

También estudiamos una version generalizada de este problema, que sera 1util a nivel técnico
para obtener algunas reducciones. Con Q y O como antes, el problema OMQA generalizado se
define como

gOMQA

Entrada: Un modelo finito G, un conjunto finito de restricciones I' Cg,, O,
una consulta ¢(z) € Q de aridad k, y X un conjunto finito de k-
tuplas de adom(G).

Salida: Decidir si para cada G' O G que satisface I' existe @ € X tal que

acqg).

Note que gOMQA restringido a conjuntos unitarios es equivalente a OMQA, de ahi el adjetivo
generalizado. El problema finite ontology-mediated query answering (FOMQA) y su generalizacién
(gFOMQA) se definen analogos a los problemas anteriores, excepto que ahora G’ varfa sobre todas
las extensiones finitas y consistentes de G.

Escribimos OMQA g o [resp. FOMQA g ] para denotar el conjunto de 4-tuplas (G, T, ¢(z), a)
tales que el problema OMQA [resp. FOMQA] de Q bajo O arroja una respuesta positiva. Para

Las constantes se interpretan de la misma manera en todos los modelos.
SEste problema es un planteamiento particular del esquema general de CQA presentado en la Seccién 1.2.2.
‘El par (G,T') es una base de conocimiento en la terminologia usada anteriormente en este trabajo.
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el caso de las versiones generalizadas, las 4-tuplas son de la forma (G, T, ¢(z), X) con X un con-
junto finito de k-tuplas y se denota al conjunto de respuestas afirmativas como gOMQA, , [resp.
gFOMQA o).

Una instancia negativa (G,I',¢q(7),a) OMQAg » [resp. FOMQA, ] cumple que existe un
modelo [resp. un modelo finito] G' D G que satisface I pero @ ¢ q(G'). A tal G’ lo llamamos
contra-modelo [resp. contra-modelo finito] de (G,T",¢(Z),a). Los contra-modelos para instancias
negativas de gOMQAg o y gFOMQA  se definen andlogamente.

Observe que OMQAg , € FOMQA, , [resp. gOMQA, » € gFOMQA, ] siempre, pero la
contencién contraria no es necesariamente cierta. Si OMQAg , = FOMQA ,, [resp. gOMQAg » =
gFOMQA ], decimos que OMQA [resp. gOMQA] de @ bajo O tiene la propiedad de controla-
bilidad finita.

Regular Path Queries Consideramos lenguajes requlares sobre cualquier subconjunto de N§
definidos por expresiones regulares como es usual. Usaremos los aspectos establecidos en el
Capitulo y en general usaremos fragmentos de UC2RPQ como el lenguaje de consulta Q. Solo
aclaramos que en una instancia (G,I',q,a) de OMQA (y cualquiera de sus variantes) podemos
considerar ¢ como Booleana tomando a = ().

Lenguajes de restriccion Comenzamos definiendo el lenguaje ontolégico méas expresivo para
esta parte: el fragmento guarded-negation de la légica de primer orden. Guarded-negation first
order logic (GNFO) es el fragmento de la légica de primer orden con igualdad, dada por la siguiente
gramdtica, donde P € Pred y a € Pred U{=}:

pu=P@)|z=ylIzo|eVelpAe|a(@y) A—p(y). (A)

Acd P(Z) y a(Zy) son dtomos, que posiblemente contienen constantes y cuyas variables libres
estan entre las variables de Z y Zy, respectivamente. En una expresién de la forma a(zgy) A —¢(y)
llamamos al a&tomo «(Zy) guarda. El tamano de una férmula ¢ es el niimero de simbolos utilizados
para escribirla y se denota por |p|.

Asumimos la semantica usual para este tipo de expresiones y dado un modelo G y una sentencia
¢ de GNFO, escribimos G = ¢ para indicar que G satisface ¢. Decimos que G satisface un conjunto
finito I' de sentencias en GNFO si G satisface A r .

Observe que en GNFO, féormulas con a lo sumo una variable libre son cerradas bajo negacion,
debido a la equivalencia ~¢(x) = (r = 2 A—¢(x)) (andlogo para sentencias). GNFO posee muchas
buenas propiedades computacionales y de expresividad, varias de las cuales estan recopiladas en
el survey de [158]. En particular, tiene la propiedad de modelo finito (si ¢ € GNFO es satisfacible,
entonces es satisfacible en un modelo finito), y su problema de satisfacibilidad es decidible y
2ExpTime-completo [30]. Es bien conocida la relacién de GNFO con varios fragmentos importantes
de la légica de primer orden como GFO y UNFO, pero en este trabajo abordaremos expresiones
de otra indole y que presentamos a continuacién.

Una regla existencial (también conocida como regla Datalogi, o mas tradicionalmente depen-
dencia generadora de tuplas TGD) es una sentencia de primer orden de la forma

Vzy(p(zy) = 32¢9(72)), (B)
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donde ¢ y 1 son conjunciones de atomos. Llamamos a ¢ y ¢ el cuerpo y la cabeza de la regla (B),
respectivamente, y a Z las variables frontera. En [36] fueron definidos estos tipos de expresiones con
la intensién de unificar bajo un mismo esquema formal varios tipos de restricciones (también lla-
madas dependencias) ampliamente utilizados en bases de datos relacionales. Presentamos algunas
familias de reglas existenciales de interés para nuestros resultados.
e Una regla existencial es frontier-guarded si hay un dtomo en el cuerpo (al que llamamos guarda)
que contiene a todas las variables frontera; denotamos FG al conjunto de todas las reglas
existenciales frontier-guarded.

e Una regla existencial es de frontier 1 si tiene a lo sumo una variable frontera; denotamos F1 al
conjunto de todas las reglas existenciales de frontera 1.

e Una regla existencial es term-frontier 1 si es de frontera 1 y su cuerpo y atomo tienen a lo sumo
un término en comun (i.e. podria tratarse de una variable o una constante). En particular, la
regla (Vz)R(c, z) = S(c, x) donde ¢ es una constante, es de frontera 1, pero no es term-frontera
1. Denotamos TF1 al conjunto de todas las reglas existenciales de term-frontera 1.

e Una inclusion dependency es una regla existencial sin constantes cuya cabeza y cuerpo consisten
de un solo atomo; denotamos por ID al conjunto de todas las dependencias de inclusion.

Si bien en GNFO podemos disponer de cuantificadores existenciales con libertad, no es el caso
de los cuantificadores universales, que por lo general solo pueden introducirse ante la presencia de
una guarda. Para ver que una expresién en FG se ajusta al esquema (A), notemos primero que
una expresion de la forma (B) es equivalente a:

Fu (u=u A —-3zY(p(TY) A —F2Y(272))), (C)

donde u es una variable cualquiera que se usa para introducir la negacion externa mediante la
guarda v = u. Si suponemos que (B) es FG entonces ¢ debe tener un subdatomo «(zZw) (con las
variables de w todas en ¥), el cual puede asociarse con =3z (ZZ) para justificar la aparicién de
esta segunda negacién, por lo que (C) seria en este caso una expresién de GNFO. Notemos que el
tamano de la expresién (C) es polinomial con respecto al tamano de la formula (B). De manera
similar podemos ver que las clases ID, F1, TF1 también son definibles en GNFO, a través de
traducciones polinomiales.

OMQA de UC2RPQ bajo GNFO Como ya se discutid, el problema OMQA de CRPQ bajo
GNFO es decidible incluso cuando el lenguaje de restricciones se extiende con operadores de punto
fijo (GNFP) [30] y ya vimos que con GNFO se pueden expresar reglas existenciales con guardas,
incluyendo las frontier-guarded y varias otras subclases.

Proposicion 36. El problema OMQA de UC2RPQ bajo GNFO es decidible.

Demostracion. Esto es consecuencia de un resultado de [10], donde definen el lenguaje GNFP-UP
que extiende a GNFP (y por lo tanto, también a GNFO), captura a UC2RPQ y cuyo problema
de satisfacibilidad asociado es decidible.

Esta reduccién sigue un argumento similar al utilizado en las demostraciones de los Teoremas 26
y 27. Dada una instancia Z = (G,T',q(Z),a) del problema OMQA de UC2RPQ bajo GNFO,

definiremos una férmula ¢; que sera satisfacible si y solo si Z tiene un contra-modelo.
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Para G definimos ¢g := A\ P@) P(a), que es una sentencia que solo usa términos constantes y por
lo tanto estd en GNFP-UP. Para I' definimos ¢r := /\wEF © que esta trivialmente en GNFP-UP.
En [40, Example 4], muestran cémo traducir una consulta en C2RPQ a una expresion equivalente
en GNFP-UP, lo cual puede extenderse a uniones de C2RPQs. Para ¢(7) y a, definimos ¢, ; como
la traduccién de la sentencia —q(a).

Definimos ¢z := ¢g A ¢r A ¢, para la cual se cumple

Afirmacion. Las siguientes son equivalentes:

1. ¢ es satisfacible.
2. T tiene un contra-modelo.

1. implica 2.  Existe un modelo G’ y un homomorfismo h : terms(¢;z) — adom(G). Como h

preserva constantes entonces G’ extiende a G por satisfacer ¢g. Es directo que G’ satisface ' por
definicién de ¢r. Dado que ¢,,; v —¢(a) poseen la misma semantica, entonces G’ satisface Ggasiy
solo si a & q(G'), lo que implica que G’ es un contra-modelo de Z.

2. implica 1. FEl argumento es andlogo a lo anterior. O

Sin embargo, el respectivo problema FOMQA permanece abierto y por los momentos no es
posible aplicar una demostracién anédloga a la anterior. Se sabe que el problema de satisfacibilidad
finita para GNFP es decidible [29], pero no es claro si el problema de satisfacibilidad finita para
GNFP-UP también lo es. Para el caso de restricciones definidas por reglas existenciales con guardas
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 37. [24] El problema OMQA de UC2RPQ bajo reglas existenciales con guarda es
2ExpTime-completo en complejidad combinada y PTime-completo en data complejidad.

Chase En la literatura relacionada con teoria de bases de datos, teoria de dependencias y teoria
de la demostracion, el chase puede hacer referencia a un par de conceptos intimamente relacionados.
El chase puede referirse a (1) ciertos procedimientos algoritmicos usados para decidir (o aceptar)
instancias del problema de implicacion de dependencias, o (2) modelos universales que surgen de
extender algin otro modelo inconsistente respecto a un conjunto de restricciones. La conexién entre
ambos conceptos radica en que los procesos aludidos en (1) por lo general involucran la generacién
de los modelos mencionados en (2), lo cual se puede formalizar incluso en los casos cuando no
hay garantia de la terminacién del chase como algoritmo, dando como resultado en estos casos
un modelo universal infinito. En el dmbito de reglas existenciales (y reglas de igualdad que no
seran definidas en este trabajo) fue aplicado originalmente este procedimiento en [36,37] donde se
analizaron distintos casos del problema de implicacién respecto a varias subclases de dependencias.
Como proceso algoritmico existen muchisimas adaptaciones, varias de las cuales fueron estudiadas
y definidas en [70], donde ademds analizan el problema de terminacién del chase. En este trabajo
requeriremos el chase bajo reglas existenciales en el sentido de modelo universal como se define
en [56], cuya construccién describimos a continuacién mediante un proceso denominado restricted
TGD chase rule.

Sea N,,; un conjunto infinito de nulls indexados, que utilizaremos para describir el dominio
activo de los modelos universales aparte de las constantes N,. A diferencia de las constantes sobre
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las cuales asumimos la standard name assumption, dos nulls distintos pueden corresponderse con
una misma constante mediante algiin homomorfismo o asignacion.

Dado un conjunto I' de reglas existenciales, Chase(G,I") es un modelo posiblemente infinito
definido como la unién |J,-,G; tal que Gy = G, y para cada ¢ > 0, G; es un modelo que extiende
a G, ; con una cantidad finita de nuevos dtomos que certifican la cabeza de las reglas, cuando
sea que el cuerpo se satisfaga. Concretamente, sea S el conjunto de todos los pares (i, h) tales
que existe una regla VZy(p(zy) = 3z¢(yz)) en I' y un homomorfismo h de ¢(Zy) a G;_; tal que
Gi_1 [~ 3z (h(y)Z). En este caso decimos que la tupla h(y) activa la regla Vzy(¢(zy) = 329 (y2)).
Para cada par (1,h) de S, sea gy, : 2 — Ny \ adom(G;_;) cualquier funcién inyectiva de
las variables en zZ a nulls de modo que la imagen de cualesquiera dos de tales funciones tengan
interseccién vacfa. Definimos G; como la extension de G;_; con todos los hechos en ¥ (h(%), g, (),
para cada (¢, h) € S. Notemos que para todo t € adom(G;_,), al generar G, solo se agregan nuevos
hechos que involucran a t en caso de que exista una tupla a de adom(G;_;) que contenga a t y active
una regla de I'. Observe que G;_; = G; si y solo si G;_; = ['. Ademads, cada G; es tnico salvo por
renombramiento de los términos en N,,; \ adom(G) y por lo tanto, Chase(G,I") también es tnico.
Llamamos a G; el i-ésimo paso del chase, denotado Chasei(g ,I'). A todo este proceso se le suele
llamar el Chase ‘standard’ o ‘restrictivo’. Hay tres propiedades fundamentales de Chase(G,T") que
usaremos en nuestras pruebas:

(a) Chase(G,T") satisface I'.

(b) Chase(G,T) es un modelo universal en el siguiente sentido: si G’ O G y G’ satisface I, entonces
hay un homomorfismo de Chase(G,T) a G' que preserva a adom(G).

(¢) Para los casos particulares cuando I' C TF1, para cada i > 0y t € adom(Chase'(G,T)), hay
un j > i tal que todos los hechos que contienen a ¢ en Chase(G,T") ya estan presentes en
Chase’(G,T'); en particular, esto significa que Chase(G,T") es de ramificacion finita.

Las propiedades (a) y (b) son bien conocidas y comunmente citadas, tanto para los casos
de chase finito como infinito [54,79, 1410], mientras que la propiedad (c) ocurre por el siguiente
hecho: cuando un término ¢t € adom(Chasé'(G,T)) activa una regla existencial TF1° Vag(p(z7) =
3z¢(22)) de T' (con el tinico elemento frontera de la regla), entonces en Chase’ (G,T') con j > 1,
la regla no se vuelve a activar en t. Sea j lo suficientemente grande para garantizar que hasta el
j-ésimo paso del chase, todas las reglas de I' que se pudieron haber activado en ¢, se activaron y
se solucionaron en el siguiente paso. Por definicién de Chase(G,T"), todos los hechos que contienen
a t, ya deben estar en Chase’ (G,T"). La Figura 2.1 muestra que la propiedad de ramificacién finita
se pierde incluso para reglas en F1.

2.2 Resultados Principales

Como se anticipé al comienzo de este capitulo, nuestros resultados caracterizan las clases de
formulas en UC2RP() finitamente controlables basadas en la forma de sus grafos subyacentes.
Sin embargo, como queremos ser mucho mas descriptivos, modificamos la nociéon usual de grafo

®Otro caso por considerar es cuando t es una constante y la regla es de la forma Vij((ty) = 3z4(t2)), pero el
razonamiento es el mismo al del parrafo.



2.2. Resultados Principales 43

Figura 2.1: Chase(G,T") para G = {r(u,v)} y I' = {(Vz)(r(u,x) = (32)r(z,2) Ar(u,z)}). El i-ésimo
paso del chase se identifica con el modelo generado por G y los primeros ¢ nulls: nq,...,n;. Notemos que
I' se compone de una tnica férmula en F1 que no estd en TF1 por tener como términos frontera a la
constante u y a la variable x. El chase resultante no es de ramificacién finita pues para todo i tenemos
que 7(u,n;) € Chase(G,T").

subyacente para que indiquen cuéles nodos provienen de una variable libre y cudles ejes tienen un
lenguaje finito como etiqueta. Llamaremos a este grafo el esqueleto de un C2RPQ. El propdsito
es definir una clase de esqueletos S tal que (i) cada consulta con esqueleto en S es finitamente
controlable; y (ii) para cada esqueleto sk ¢ S existe una consulta que no es finitamente controlable
y cuyo esqueleto es sk. Definiremos una clase §; con tal propiedad para cada lenguaje de restric-
ciones que contienen dependencias de inclusion y que estén contenidas en GNFO; y otra clase S,
estrictamente mas grande que §; y que satisface la propiedad para reglas existenciales F1.

Definiciones Un multigrafo es una tupla M = (V, E,n) donde V' es un conjunto finito de vértices,
E es un conjunto finito de ejes etiquetados, y n: E — V x V es una funcién que asocia a cada eje
el par que indica el vértice de origen y el de llegada. El grafo subyacente no dirigido G, de M es el
grafo no dirigido simple que tiene a V' como conjunto de vértices y {{v,v'} : e € E, n(e) = (v,v')}
como conjunto de ejes. Un camino simple no dirigido (resp. ciclo no dirigido) de M es una sucesién
(posiblemente vacia) de ejes que induce un camino simple (resp. un ciclo) en G;.

Un esqueleto es una terna (M, v, ) donde M = (V) E,n) es un multigrafo, v : V. — {b, f} v
p o B — {00,< 0o}. En este contexto, decimos que un vértice v € V' es libre (free en inglés) o
ligado (bound en inglés) dependiendo de si v(v) = f o v(v) = b. La distancia entre dos vértices
v,v" es finito si existe un camino no dirigido ey, ..., e, de M tal que u(e;) =< oo para todo i. Un
ciclo no dirigido ey, ..., e, de M es infinito si p(e;) = oo para algin ¢ y es ligado si para cada i tal
que 7n(e;) = (vy,vy) tenemos que v(vy) = v(vy) = b.

Dado un C2RPQ ¢ y un esqueleto sk = (M, v, 1), decimos que sk es el esqueleto de ¢ si para
M = (V,E,n) tenemos que V es el conjunto de variables de ¢, E es el conjunto de atomos de ¢,

n(e) = (vy,vy) siy solo si el atomo e es de la forma v, L vy para algun L, v(v) = b si y solo si

v estd ligado en ¢, y v(e) = oo si y solo si el 4tomo e es de la forma v, L vy con L un lenguaje
infinito. Ver Figura 2.2 para un ejemplo de una consulta y su esqueleto.

Usualmente nos referiremos a los elementos de V' y E como vértices y atomos de sk. El esqueleto
de una férmula en UC2RPQ es el conjunto de esqueletos de las C2RPQ que contiene. Dado un
conjunto de esqueletos S, definimos la clase UC2RPQ(S) como el conjunto de todas las consultas
en UC2RPQ cuyos esqueletos estan en S.

Definimos &, como el conjunto de todos los esqueletos tales que cada ciclo infinito no dirigido
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Figura 2.2: A la izquierda una consulta C2RP(Q con variables libres y, z, a la derecha el esqueleto
correspondiente. En los proximos gréficos identificamos los ejes con etiqueta co con aquellas flechas de
mayor grosor, los nodos con etiqueta b con nodos circulares y aquellos con etiqueta f con nodos cuadrados.
En un esqueleto la direccién de las flechas puede no ser completamente relevante pero se mantienen para
especificar de manera més sencilla los contraejemplos que se construiran en la Seccién 2.4.

dx,t x

contiene un nodo libre. Por ejemplo, el esqueleto de la Figura 2.2 estd en S;. Definimos &, como el
conjunto de todos los esqueletos tales que cada ciclo infinito no dirigido y ligado contiene un vértice
a distancia finita de uno libre. Ver Figura 2.3 para algunos ejemplos. Por definicién, §; C Ss.

3 - - >
T,Y,z2 T > Z t (_\g\
Y <
y/

sr*

dz,y,z = r|s%> z >t C‘A ( —>
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Figura 2.3: A la izquierda un par de consultas y a la derecha sus respectivos esqueletos. El esqueleto
de arriba pertenece a S, pero no a §;. El esqueleto de abajo no esta en S,.

~

Nuestros resultados se resumen de la siguiente manera.

Teorema 38. Para cada clase S de esqueletos, para cada Oy € {ID,F1}, para cada lenguaje de

consulta CRPQ(S) € Q@ C UC2RPQ(S), tenemos que

1. Si Oy C O C GNFO, entonces OMQA (resp. gOMQA ) de Q bajo O es finitamente controlable
sty solo si S C Sy;

2. OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo TF1 es finitamente controlable si y solo si S C S,.

Observe que el Teorema 38 se plantea como una equivalencia general y esta es la razon por la
que O tiene tanto una cota inferior {ID,F1} como una cota superior GNFO en las hipdtesis del
item 1. Alternativamente, se podria replantear como:

(L.a) Si O € GNFO y § C &), entonces OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo O es finitamente
controlable.
(Ib) Si Oy C Oy S < S, entonces OMQA (resp. gOMQA) de Q bajo O no es finitamente
controlable.

Notemos que los items del Teorema 38 también reflejan entre si una especie de dualidad de
poder expresivo en el siguiente sentido: entre mas complejas sean las consultas (como las del item
2 en comparacién a las de 1), més restringida debe ser la ontologia (en 1 hay més opciones para
O que en 2).
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Estrategia de la prueba. Dividiremos la demostracion del Teorema 38 en dos secciones. Las
implicaciones de derecha a izquierda de ambos items del Teorema 38 (demostradas en la Seccién 2.3)
se cumplen por reducciones al problema de satisfacibilidad de GNFO. Dado que GNFO tiene la
propiedad de modelo finito, se obtiene la controlabilidad finita. Estas reducciones no son directas
y se dan mediante el siguiente esquema, donde S, es una clase de esqueletos por definir que esta
estrictamente contenida en S;:

(i) gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo reglas TF1 se reduce a gOMQA de UC2RPQ(S;) bajo reglas
TF1 (Proposicién 42);

(ii) gOMQA de UC2RPQ(S;) bajo GNFO se reduce a gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo GNFO
(Proposicién 41);

(iii) gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo GNFO se reduce al problema de satisfacibilidad (finita) de
GNFO (Lema 40), y por lo tanto, es finitamente controlable.

En particular, para (i) necesitamos trabajar con la version generalizada de OMQA. De hecho,
no es claro para nosotros cémo reducir consultas de UC2RPQ(S,) a UC2RPQ(S,;) sin pasar por
la version generalizada y es por ello que hemos definido esta version de OMQA. Una conclusion
rapida de complejidad que podemos obtener con estas reducciones es la siguiente:

Corolario 39. El problema (F)OMQA de UC2RPQ(S,) bajo reglas en GNFO es decidible y
2ExpTime en complejidad combinada.

La cota de complejidad del Corolario 39 es una consecuencia directa del hecho de que la re-
duccion del Lema 40 es polinomial, en combinacién con que el problema de satisfacibilidad de
GNFO es 2ExpTime-completo [30]. Las reducciones de los items (ii) y (iii) también son polinomi-
ales, por lo que podemos obtener la misma cota para las versiones de OMQA ahi mencionados.

Las implicaciones de izquierda a derecha del Teorema 38 (demostradas en la Seccién 2.4)
se cumplen por contraejemplos. Es decir, para (S,0) € {(S;,F1),(S;,ID), (S,, TF1)}, y algin
sk ¢ S, exhibiremos un modelo G, una tupla de elementos ¢, una consulta ¢ € CRPQ con esqueleto
sk y un conjunto de restricciones I' en O para los cuales t estd en el conjunto de respuestas ¢(G'),
para toda extensién finita G' O G que satisface I', pero ¢ no estd en el conjunto de respuestas

q(Chase(G,T)).

2.3 Reducciones a GNFO

En esta seccidon, demostraremos las implicaciones de derecha a izquierda de ambos items del Teo-
rema 38. Observe que para esta direccion es suficiente demostrar la controlabilidad finita de
gOMQA para UC2RPQ(S;) (resp. UC2RPQ(S,)) bajo GNFO (resp. TF1). Para obtener ambos
resultados, necesitamos definir una clase auxiliar de esqueletos. Sea S el conjunto de todos los
esqueletos que no contienen un ciclo no dirigido infinito. Notemos que S, es un subconjunto propio
de ;.

Lema 40. gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo GNFO es finitamente controlable.
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El Lema 40 es nuestro resultado técnico principal y su prueba se deja para el final de la seccién.
Usando esto, podemos demostrar la implicacion de derecha a izquierda del item 1 del Teorema 38.

Proposicién 41. gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo GNFO es finitamente controlable.

Demostracion. La idea es bastante simple: romper todos los ciclos en la consulta introduciendo
nuevas variables libres y aplicar el Lema 40.

Sea q(z) en UC2RPQ(S;) una consulta con k variables libres Z = (21, ..., x;). Supongamos que
la variable z; ocurre m; veces en (7). Para k' = 3. m; ylatuplag = (y1, ..., y7" - Y - Un'*)
de dimensién k', definimos la consulta ¢ () como el resultado de reemplazar la j-ésima ocurrencia
de z; en ¢(Z) por y] (que asumimos que no estd ocurriendo en q), parai = 1,..., k. Cualquier ciclo

_ . . . . /1, /1 .
en ¢(Z) tiene una variable libre y este ciclo no aparece en ¢ (y), dado que en ¢'(y) cada variable
libre se usa exactamente una vez. Por lo tanto, ¢'(jj) € UC2RPQ(S,). La Figura 2.4 muestra el
proceso para una consulta particular.

r|s sr* r|s L 3 ot
de,t z z t Tzt ¢ ——— 2L J%:
Yy 1 z2 :

Figura 2.4: A la izquierda la consulta ¢(y, z) de la Figura 2.2 cuyo esqueleto estd en S;. A la derecha
la consulta q'(yl,y2, zl, z2, z3) que resulta de aplicar el método de reescritura de la demostracién. Las
lineas punteadas solo especifican aquellas nuevas variables que son copias de y, z respectivamente y que se
interpretaran como la misma constante bajo la asignacién v’. Note que la conexidad del esqueleto original

no se preserva necesariamente con el método descrito.

Observe que para cualquier modelo G y valuacion v : T — adom(G), tenemos que G, v |= g siy
solo si G, |= ¢, donde v/’ es la valuacién definida por /(y]) = v(x;). Por lo tanto, gOMQA para
q(%) y X es equivalente a gOMQA para ¢'(7) y X', con

X' ={(cy,....c1, . Cpyevrci) | (1,0 yc) € X}
—— —_———
my veces my veces
Luego, por Lema 40, se sigue el resultado. O

Para el item 2 del Teorema 38 reduciremos el problema al item 1 por medio de dos hechos:
(1) estamos trabajando con la version generalizada gOMQA de OMQA; y (i7) que el Chase bajo
reglas TF1 tiene la propiedad (c).

Proposicién 42. gOMQA de UC2RPQ(S,) bajo TF1 es finitamente controlable.

Demostracion. Reduciremos el problema gOMQA para UC2RPQ(S,) al problema gOMQA para
UC2RPQ(S;) (ambos bajo reglas en TF1). Sea ¢(z) € UC2RPQ(S,) donde & = (z4,...,2;) son
las k£ variables libres de ¢, sea G un modelo finito, sea I' un conjunto finito de reglas en TF1, y sea
X un conjunto finito de k-tuplas de constantes.
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Sea Z el conjunto més pequeno de variables de ¢(Z) que contienen a todas las variables libres

y que satisfacen que para cualquier atomo x L y de g donde L es finito, tenemos que x € Z siy
solo si y € Z. Supongamos que Z contiene r variables ligadas yi,...,y, de ¢(Z) y consideremos
ahora la consulta ¢’ (zy), con 4 = (y1, ..., %,), que resulta de convertir a todas las variables en Z \ Z
libres. Por ejemplo, en la primera consulta de la Figura 2.3 se liberarian las variables y, z mientras
que z permaneceria ligada. Observemos que ¢'(z7j) € UC2RPQ(S,).

Sea m un numero mayor que la longitud de cualquier lenguaje finito en ¢(z). Sea U el conjunto
de todas las constantes y nulls de Chase(G,T") a distancia < m de una constante en G. Por la
propiedad (c), U es finito. Sea G = Chase’(G,T), con i suficientemente grande para que G*
contenga a U. Notemos que G contiene a G. Consideremos ahora el conjunto de tuplas de aridad
k +r de d4tomos en G, definido como X' = X x U". Ahora demostraremos que (G,I",q(z), X)
es una instancia positiva de gOMQA si y solo si también lo es (G,T',¢'(Z7), X'). Concluimos la
demostracién por Proposicién 41, por el hecho de que ¢'(zy) € C2RPQ(S;) v que TF1 C GNFO.

Para la implicacién de izquierda a derecha, sea G O G un modelo que satisface I'. Dado que
G' D G sabemos por hipétesis que para alguna k-tupla @ € X, tenemos que G, {z — a} = q(7).
Esto implica que hay una 7-tupla de constantes b tal que G', {Z7 + ab} |= ¢'(Z7). Por la seleccion
de 7, cualquier constante ¢ de b esta a distancia a lo sumo m de una constante en G y luego ¢ € U.
Por lo tanto, ab € X' como queremos.

Para la implicacién de derecha a izquierda, observamos primero que Chase(G,T") satisface T’
por propiedad (a) del Chase y Chase(G,I) O G* por construccién. Por hipétesis sabemos que
para alguna k-tupla a y alguna r-tupla b = (by,...,b,) € U" tales que ab € X' se cumple que
Chase(G,T), {zy — ab} = ¢'(zy). Sea G’ O G un modelo que satisface a I'. Por la propiedad (b)
del Chase, tenemos que hay un homomorfismo h : Chase(G,T') — G’ tal que h(a) = a para cada
a € adom(G). Dado que cualquier consulta en UC2RPQ se preserva bajo homomorfismos, tenemos

que G = ¢'(a,h(by),...,h(b,)) v esto implica que G’ |= q(a). O

Para finalizar esta secciéon daremos la demostracién del Lema 40, que se obtiene mediante una
reduccion al problema de satisfacibilidad de GNFO.

Demostracion del Lema /0. Para simplificar consideramos que ¢(Z) estd en CRPQ(S,), pero el
argumento se puede adaptar facilmente para ¢(Z) en UC2RPQ(Sy). Sea G un modelo finito, I'
un conjunto finito de sentencias en GNFO, ¢(z) en CRPQ(S,) una consulta con k variables libres
T = (xy,...,23) y sea X Cg, (adom(g))k un conjunto de k-tuplas. Construiremos una sentencia
¢ en GNFO tal que

¢ es satisfacible (resp. finitamente satisfacible) si y solo si hay un modelo )
(resp. modelo finito) G’ O G que satisface I' y tal que X N q(G") = 0.

Dado que GNFO tiene la propiedad de modelo finito, estaria lista la demostracién. Primero
introduciremos algunas nociones necesarias para la prueba. Luego definiremos ¢, verificaremos
que estd en GNFO y que satisface (7).

Regiones. Veamos algunas nociones sobre el esqueleto sk de ¢. Una region de sk = (M, v, i)
es el esqueleto de un subgrafo conexo de M. Una region finita rg de sk es una region en la cual
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p(e) =< oo para cada dtomo e en rg. Aunque sk € Sy podria contener ciclos, la idea es pensar
en sk como un arbol dirigido con etiquetas, identificando cada regién finita maximal con un tnico
nodo, que se conecta con otros nodos solo por medio de lenguajes infinitos. En adelante, por
regién finita nos referimos a una region finita mazimal de sk y para simplificar y sin pérdida de
generalidad, asumimos que sk es conexo. Cuando vemos las conexiones entre regiones finitas de
sk € 8, estas solo se pueden dar por medio de ejes etiquetados con un lenguaje infinito. En este
sentido, el grafo resultante luce como un arbol, como se ve en el ejemplo de la Figura 2.5. La
definicion de ¢ se vale de esta estructura para describir, desde las hojas de este arbol hacia arriba,
la ejecucién de los automatas correspondientes a los lenguajes regulares que aparecen en ¢. En el
siguiente parrafo introducimos algo de notacién para nombrar diferentes partes de este arbol, que
se usaran en la definicién formal de .

Decimos que dos regiones finitas de sk estan conectadas si hay un eje infinito e tal que su vértice
de origen esta en una de las regiones y el vértice de llegada estd en la otra regién. Note que por
definicién de Sy, una regién no se conecta consigo mismo y dos regiones se conectan con a lo sumo
un lenguaje infinito (de otro modo sk contendria un ciclo infinito). Ademads el grafo simple cuyos
nodos son las regiones finitas y las aristas son los ejes infinitos que conectan regiones finitas, es un
arbol (de otro modo, la existencia de un ciclo en el grafo junto con la conectividad de las regiones,
implicarfa que hay un ciclo infinito en sk).

Designamos una regién root de sk como la raiz, y usamos la nomenclatura usual de arboles
(padre, hijo, etc.). Para una regién rg, denotamos por ch(rg) al conjunto de todos sus hijos. Observe
que si rg es el padre de 7¢ (es decir, si 7§ € ch(rg)), entonces hay exactamente una variable 3/
en 7¢, exactamente una variable y en rg y exactamente un lenguaje regular infinito L tales que

Y L vy oy L y estd en sk. Denotaremos a las variables 4’ e y por sre,s y tgt, /. respectivamente.

rg/’
Definimos L,y como L en el caso y' L Yy, y como L~ en el caso y L y'. La interfase-a-padre
de una regién rg # root es src,,, es decir, el nodo que conecta a una regién con su regiéon padre.
La interfase-a-hijo de una region rg es {tgtrg/ | ¢ € ch(rg)}, es decir, los nodos que conectan a
una region con sus regiones hijos. La contraccion por regiones de sk con raiz root es el digrafo
T con forma de arbol con etiquetas, cuyo conjunto de nodos V7 es el conjunto de regiones finitas
maximales de sk, el conjunto de ejes etiquetados E C Vi x Vi se define como (r¢, rg) € Ef siy
solo si rg es el padre de rg, y para (rg,rg) € Er definimos la etiqueta ¢(rg, rg) = L,;. Note que
cada eje de T apunta hacia la raiz root. Ver Figura 2.5 para un ejemplo.

A veces nos referimos a una regién rg también como un nodo de 7. Para facilitar la prueba,

, L; Ly _ . .
reemplazamos algunos atomos z; — y; con y; — x; en ¢(Z), para que la nueva direccién concuerde
con las de T.

Expresando regiones en primer orden. Para cada atomo z L y de ¢ con L finito, hay una
férmula equivalente x;(z,y) en la légica de primer orden con igualdad que es positiva, existencial
y computable en tiempo lineal. La existencia de esta férmula se puede garantizar por induccién en
la expresién L usando la gramatica de las RPQ de la Definicién 1 obviando la estrella de Kleene.



2.3. Reducciones a GNFO 49

tgt

H
'
790 ; S —u

/
h
H
STCrg, .
; 790 tgt,g,
H '
I B ENAT A
h '
_ h '
tgtTQl - tgt?‘gfz H r s
i '
H i
. X3 '
L rslt ; STCrgy
A H—— .
SICrg, i
_________________ R U I PR N
‘ g1 , : Tg2 \ / Tg3 \
1 ! 1 ' 1 1
i ' H
' ' A4 ' '

Figura 2.5: Contraccién por regiones de un esqueleto en S, de alguna consulta ¢ implicita. Las regiones,
que también son los nodos de este arbol, estan representados por las cajas con borde rayado. Las aristas
de este arbol se corresponden con los atomos infinitos de ¢, que conectan las distintas regiones. El grafico
ilustra también cudles variables de g son las interfaces con padres e hijos de cada regién. Para la regién

Tgo tenemos que wrgo = 3$4(er|t(x47 .%'3) N Xs(x4a x2) A Xr(xlv l’g) A X'r’\s(xlv l’g))

Para cada regién rg # root de sk definimos la formula

wrg(l_)rm U_Jrga Srcrg) d:ef Elzrg /\ XL(t7 t,>7 (D>

L,
donde Erg es la tupla de variables ligadas de 7g que estan en la interfase-a-hijo de rg, w,, es la tupla
de variables libres de ryg, src,, es la interfase-a-padre de g, y z,, es la tupla de variables ligadas en
g que no estan en b,,. Ver Figura 2.5 para un ejemplo. Cuando rg = root definimos 1,, de manera
similar, excepto que la variable src,, (la cual no esta definida) se omite y escribimos sencillamente
Uroot (Droot> Wroot)- Sino hay dtomos en rg definimos 1, simplemente como T.

Las variable libres de 1, estdn entre las de b,,, @,,, src,,. Observe que bajo esta notacion la
tupla de variables libres podria tener repeticiones: en el caso cuando la interfase-a-padre de rg es
también una interfase-a-hijo (es decir, si src,, € b,,), o si src,, es libre (ver Figura 2.5). Note que
¥, es basicamente la subférmula de ¢(Z) cuyo correspondiente esqueleto es rg, excepto que las
variables ligadas en b,, aparecen libres en 1),,, i.e., rg es el esqueleto de b, 1,,.
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Sea adom(G) = {vy,...,v,}. Denotamos por v a la tupla (vy,...,v,). Para cada variable y de
q(%) y k-tupla de constantes @ = (ay,...,a;) € (adom(G))*, definimos a[y] como la constante a;
cuando y = z; es una variable libre de ¢(Z), y como el nombre de variable y en otro caso. Para
cada a € X, definimos @Df:fg como el resultado de reemplazar cada variable y € w,, con a[y] en ,,.
Las variables libres de vy, estan entre b,,, src,,. Explicitamente usamos la notacion )y (b,,, src,,)

para destacar este hecho, aunque src,, podria no estar en esta férmula.

Tg)

La férmula ¢. Supongamos que ¢(z) = 3y A, t; N t;. Para cada lenguaje regular L;, de-
notamos al autéomata finito no deterministico que lo acepta como A; y asumimos que tiene un
estado inicial ¢, y un estado final g;. Si para la regién rg, L,, = L;, entonces identificamos A,,
con A; (recordemos que hemos cambiado la direccién de estos lenguajes para que concuerden con
la direccién de los ejes del arbol T, por lo que ademds tendriamos que ¢; = src,, y t, = tgt,,)-

Definimos ¢ sobre la signatura que extiende la de G (tanto la de constantes como la de predi-
cados) con relaciones unarias 8?41_, para cada estado s de A; (i € I), y para cada a € X. Concre-
tamente, la sentencia ¢ se define como

o Eor Aoy A\ (05 A A gl).
aex

La idea es que si ¢ se cumple en una estructura M entonces ¢; expresa que G C M, y ¢,
que M satisface las restricciones. ¢§ expresa que cualquier regién rg # root que puede realizarse
en M y que es una hoja en 7 es forzada a empezar el autémata A,, de su interfase-a-padre;
cualquier region que puede realizarse en M también es forzada a empezar, con la condicion de que
los autématas de todos sus hijos hayan alcanzado el estado final. ¢ expresa que los estados del
autémata de cualquier lenguaje infinito en ¢(Z) son forzados a difundirse sobre M de acuerdo a
ciertas reglas. Finalmente, ¢ expresa que si todos los nodos en la interfase-a-hijo de root estan
en el estado final de los lenguajes correspondientes, entonces root no se realiza en M.

Observe que las sentencias ¢, v ¢, se codifican en GNFO, como se realizé en la demostracién
de la Proposicién 36. Mostramos ahora cémo definir las subsentencias restantes.

©5: Iniciacién de autématas. Para cualquier a € X y region rg, sea

Org(brgs srrg) = Uiy (b sre ) A N\ afy (altat,y)). (E)
rg’Ech(rg) "
Cuando 1¢g es una hoja, la gran conjuncién de (E) se define como T. Cuando rg = root,
simplemente escribimos 6., (b,o.;). Para cualquier @ € X y rg # root, definimos

a def 7 a /T a _
03 = /\ Vb, ¥s1C,y (074(bryy STC,) = o Ar'g(a[srcrg])).
rg#root

La idea de ¢} es que para cada regién rg # root, se debe forzar a que se active el cémputo del
autémata correspondiente a la interfase-a-padre de rg, cuando todos los nodos de la interfase-a-hijo
de rgllegaron al estado final, y la restriccién dada por rg sea satisfecha. Esto se hace para cualquier
posible asignacion de las variables en l_)rg y de src,,, cuando este aparece libre en 7,[1%. Observe que
si 7¢' es un hijo de rg, tenemos que a(tgt,,) es una constante en adom(G) en caso de que tgt,, esté
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libre, y es una variable en b,, en otro caso. Una situacion similar ocurre con src,,: en caso de que
src,, sea libre entonces a(src,y) € adom(G) y el cuantificador Vsrc,, es espurio; sino, a(src,,) = src,,
y estd universalmente cuantificado. Como consecuencia de esto, obtenemos que 5 es la conjuncién
de reglas existenciales TF1, por lo que esta en GNFO.

¢$: Cémputos de autématas. Para Cualquier a € X, definimos

a def
of Evay N\ (@) A xalry) = s%,(1)).
L, en g(@), |Lil=o0,
t—%s en A;

La férmula ¢f fuerza a que se esparzan los estados de los lenguajes infinitos en ¢(Z) como

g:f
5)

relaciones unarias sobre los nodos del modelo (los lenguajes finitos ya son tratados en ¢5). Como
X €8 un atomo, entonces ¢y estd en TF1 y por lo tanto estd en GNFO.
¢%: La raiz no termina. Finalmente, para cada a € X, definimos ©2 % =3b,,,:6% . (broot)-

Niega la posibilidad de que todos los nodos en la interfase-a-hijo de root puedan alcanzar el estado
final y que la region root se pueda realizar. Como la negacién que aparece en 5 se usa sobre una
sentencia existencial y 6.,,; es una conjuncién de dtomos, entonces esta férmula estd también en

GNFO.

Verificacién de (f). Ya verificamos que ¢ estd en GNFO, por ser conjuncién de férmulas en
GNFO.
Implicacién de izquierda a derecha de (1) Sea H un modelo que satisface p y sea H' el reducto

de H a los sfmbolos de predicado en G. Dado que H = ¢ A @y, H D Gy H' satisface I'. Es
suficiente demostrar que @ & ¢(H') para todo a € X, dado que H es finito si y solo si H' lo es.
Asumamos por contradiccién que a € X es una k-tupla de constantes tal que H = ¢(a).
Entonces hay una valuacién v en H' que interpreta todas las variables brg, C,y, Para todas las
regiones rg en sk, de modo que H,v = ¢Tg( rg» SICry) para cualquier rg. Mds atin, si rg es el padre
de rg entonces hay un camino con etiqueta w en H' de v(sre,,) a v(tgt,/), conw € L, .
Se puede demostrar por induccién (simultdnea) en 7 que para cualquler region rg:

1. H,v | O5y(byy. s1C,),

2. g a4, es verdadero en H en el nodo v(afsre,]), y
3. qu es verdadero en H en el nodo v(altgt,,]).
rg
~ El caso bésico es cuando rg es una hoja de T, para el cual obtenemos directamente 1 ya que
H?g(brga Sre, ) Qprg( rg?srcrg) Como H ): SDS y H v ): grg( rgasrcrg) entonces H v ): qo.A ( [Srcrgba
lo que se traduce al item 2. Dado que src,, y tgt,, son tnicos, entonces v(src,,) = V((l[SI’CTgD y
v(tgt,,) = v(altgt,,]) y sabemos que existe un camino de V(srcrg) a v(tgt,,) con etiqueta w € L,,.
Como H [ ¢y, los predicados sfﬁl asociados a los estados s del autémata A,, se esparcen en el
dominio activo de H, tal como indican las transiciones de A, y ya que w es una palabra aceptada
por A, v qo 4, €8 verdadero en el nodo v(src,,), entonces ¢;% es verdadero en el nodo v(tgt,,),
g
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cumpliéndose 3. El paso inductivo se demuestra con un argumento similar bajo la hipdtesis de que
para todos los hijos de una regién rg valen 1, 2 y 3.

En particular, el item 1 es verdadero para rg = root. Dado que root no tiene interfase-a-padre,
esto significa que H, v |= 0%, (D,00t) ¥ €sto contradice que H = g
Implicacion de derecha a izquierda de (f) Asumimos que hay un modelo H O G que satisface '
tal que H [~ q(a) para cada @ € X y definamos el modelo de primer orden H' como el inducido
por H mas alguna interpretacién para las relaciones unarias SZW, para cada a € X, regién rg de
sk'y estado s de A,, de manera que_?—[/ = .

Definimos la interpretacién de sjw sobre el dominio activo de ‘H recursivamente como sigue:

i. Si rg es una hoja en sk entonces CIOZ es verdadero en H' en todos los elementos d de H' tales

que para alguna asignacién v sobre las variables brg, Crg> tenemos 1) H, v |= 02 (_Tg, SICpy) ¥ 2)
d = v(src,,). En pocas palabras, para las regiones 7g que sean hojas estamos inicializando los
computos del autémata A, siempre que sea posible.

ii. sf_ﬁ\m es verdadero en todos los elementos d de H’ tales que hay una transicién t = s en Ay

un elemento ¢ de H' que satisface tfﬂlm yeSden H.

iii. Si 7¢g no es una hoja en sk ni root entonces qOZ es verdadero en H' en todos los elementos
d de H' tales que para alguna a51gna01on v sobre las variables brg, Cpg, tEMEMOS 1), 2) como
en el ftem i. y 3) para todo hijo r¢ de 7g tenemos que V(tgtrg) satisface ¢;°, 4 ,- Nuevamente,

g
estamos inicializando los cémputos de A,, siempre que sea posible.

Por construccién es claro que H' = ¢; A ¢, y también es claro que para cualquier @ € X
tenemos que H' = ©$ por ii. También es directo que si para algin a € X, alguna valuacién v y
alguna regién rg, existen constantes d y e en H' donde son verdaderos los conceptos QOZW y qfir ,
respectivamente, entonces hay un camino de d a e cuya etiqueta esta en el lenguaje L,,. ’

Sea a € X y v una valuacién que interpreta todas las variables de brg, ,,g, para todas las
regiones 7g en sk. Las reglas i. y iii. garantizan que H',v = Hrg( rgs STCrg) == Qo' ( [src,,]) para
todo 19 # root, por lo que H' = 5. Para ver que H' |= ¢f, analizamos algunos casos.

e Supongamos que v es tal que para alguna regién rg, ocurre que H',v Qfg/(b sre,, ) con
rg € ch(rg), entonces H',v & 6;,(b,,,

puede ser verdadero el predicado ¢y% ,, por lo que Arg/ nunca inicializé bajo esta valuacion
g

_ g’
src,,). En efecto, como H' f= 5, en d = l/(Sl"Crg) no

(en general, todos los predicados s% , tienen interpretacién vacia en H'). En consecuencia, el
_ 9 _
predicado ¢, = tampoco es verdadero en v(tgt,,) v asi H',v & 07 (b,, src,y) (ver la definicion
g

(E) para mayor claridad). Luego, H', v £ 020 (br00t)-

e Supongamos que para todo rg # root, H,vE 9,@( rg» SIC,). Para todo rg € ch(root), tenemos
que ¢py , es verdadero en I/(SI"CTg/). Si ademas ocurre que para todo rg € ch(root) es verdadero
rg

el concepto qfit , en v(tgt,,), entonces H' v 2 (Do), de lo contrario, el reducto de H' a
9

los stmbolos de G, es decir, el modelo H, satisfacerfa q(@). Luego, H', v = 0% (broot)-

Esto demuestra que H' |= o3, lo que finaliza la prueba de este teorema. O
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2.4 Los casos que no son finitamente controlables

Primero veremos que los casos que no son finitamente controlables se pueden hallar para cualquier
esqueleto fuera de §; bajo reglas FG, incluso si solo consideramos reglas sin constantes. Esto
significa que el item 1 del Teorema 38 se cumple para cualquier fragmento 7 de GNFO que
contiene a FG sin constantes.

Proposicién 43. Si S C S;, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo FG no es finitamente controlable.
Esto se cumple incluso para un conjunto que solo contiene una regla sin constantes.

Demostracion. Demostraremos que si sk ¢ S; existe un modelo G, una consulta ¢ € CRPQ({sk}),
una tupla a de constantes de G y un conjunto finito I' de reglas FG tales que

1. g(a) es falso en algin modelo infinito que extiende a G y que satisface I" (en particular, esto se
cumple en Chase(G, 1)), y

2. q(a) es verdadero en todas las extensiones finitas de G que satisfacen I'.

Como en la Proposicién 42, usaremos el Chase. El esqueleto sk da la forma de ¢, donde solo
tenemos que especificar los lenguajes que queremos usar como etiquetas, respetando la cardinalidad
(finita/infinita) de acuerdo al esqueleto. Supongamos que sk tiene variables libres T = x,. .., xy.
Debe haber algtin eje infinito en un ciclo ligado. En este eje, ponemos s*, y en el resto de los ejes
de este ciclo colocamos t* para cada eje infinito y € para cada eje finito. Para el resto de los ejes de
sk colocamos * o r | £, dependiendo de si son infinitos o finitos, respectivamente. Ver Figura 2.6
para un ejemplo particular.

El conjunto de reglas FG se define como el conjunto que consta solamente de la siguiente
formula:

Vo,y((z D yAe Do) =32y > 2 A0 5 2 Az 5 ).

Sea G = {v & v} y v la valuacién dada por v(x;) = v para todo i. Se puede demostrar
que Chase(G,T") es el modelo infinito mostrado en la Figura 2.6. Observe que todos los ejes de
G estan etiquetados con r o s, por lo que si Chase(G,T"),v = ¢, deberfa haber un ciclo no trivial
con etiqueta en el lenguaje s™ en Chase(G,T'), lo cual no es cierto. Entonces Chase(G,T),v F q,
cumpliéndose el item 1.

Para 2, sea G’ un modelo finito que extiende a G y que satisface I. Sea h : Chase(G,I') — G’
un homomorfismo. Debe haber algin i < j tal que h(n;) = h(n;). Consideremos la siguiente
asignacién v/’ de variables de ¢ a vértices de G": todas las variables libres son mapeadas a h(v) = v,
y todas las demds variables son mapeadas a h(n;). Demostramos que cada dtomo en ¢ es verdadero
en G bajo V.

Supongamos que x L y es un dtomo en ¢. Si z y y son libres en ¢, entonces Lesr | or",y
V' (z) = V'(y) = h(v). Por lo que el 4tomo es verdadero, pues ¢ € L. Si x es libre e y ligado en g,
entonces L es 7 | ¢ o7, y V/(z) = h(v) y V'(y) = h(n;). El dtomo es verdadero, ya que r € Ly
en Chase(G,T") existe el eje v = n;. Si z est4 ligado e y es libre, el argumento es similar al caso
anterior. Si z e y estdn ambos ligados en ¢, entonces v'(z) = v/(y) = h(n;). Por construccién,
ocurre que € € L, en cuyo caso el 4tomo es verdadero, o L = s*, en cuyo caso el dtomo también
es verdadero, ya que existe un ciclo no trivial h(n;) = h(n;y,) = -+ = h(n;) = h(n;) en G'. O
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rle r* nlé v

rle

Figura 2.6: A la izquierda la consulta que se construye dado un esqueleto particular sk que no esta en
S;. A la derecha Chase(G,T") para los G,T" como en las demostraciones de las Proposiciones 43 y 44.

Aceptando el uso de constantes en las reglas, se puede probar de manera similar lo siguiente.
Proposicién 44. Si S € S;, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo F1 no es finitamente controlable.

Demostracion. Procedemos como en la prueba de la Proposicion 43, solo que ahora el conjunto I'
consta de la regla
Yylv By = 32y > 2A0 5 Az Dw)),

que usa la constante v. El Chase generado es el mismo que en la prueba de la Proposicién 43, ver
Figura 2.6. [

Observemos que en la demostraciéon anterior el uso de la constante v en las reglas es comple-
tamente necesario, ya que por el item 2 del Teorema 38, si no permitimos constantes estariamos
en la clase TF1 y bajo esta ontologia el problema es finitamente controlable para consultas en
UC2RPQ(S,). Notemos que justamente el esqueleto sk de la Figura 2.6 pertenece a S,.

Proposicién 45. Si S € S;, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo ID no es finitamente controlable.

Demostracion. Razonamos nuevamente como en la demostracion de la Proposicién 43. Dado sk,
fijamos ¢ con esqueleto sk definiendo sus atomos como en esa prueba (ver Figura 2.6). Definimos
G = {R(v,v,w),v = w,v = v}, y la valuacién v para cada variable libre x; de ¢ se define como
v(x;) = v. El conjunto de reglas es

I'={R(z,y,2) = R(z,2,1), R(z,y,2) =y > z,
R(z,y,2z) =« 5z, R(z,y,z) = 2 AN x}

(las variables x,y, z,t estan cuantificadas implicitamente). Tenemos que Chase(G,I") es el modelo
de la Figura 2.7 extendido con los hechos {R(v,v,w), R(v,w,n,)} U {R(v,n;,n;q) | ¢ > 1}. El
resto de la prueba es igual al de la Proposicion 43. O
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Figura 2.7: Chase(G,T) para G,T en la demostracién de la Proposicién 45. Notemos que el gréfico
muestra realmente a graph(G), como se defini6 en la Seccién 2.1. Los hechos que dependen del predicado
R quedan implicitos y son como se describen en la demostracion.

Este es el unico resultado en este capitulo donde requerimos salir del esquema de grafos y utilizar
un predicado ternario para el planteamiento del conjunto de restricciones. Note que gran parte
de la estrategia de estas demostraciones depende de que podamos establecer los hechos v = n; y
n; — v para lidiar con los d4tomos finitos de la consulta ¢ al ser mapeados en G’. Dado que las IDs
no admiten constantes y no mas de un atomo en el cuerpo y la cabeza de sus férmulas, una relacion
ternaria es la alternativa apropiada para generar estos hechos, ya que de esta manera podemos
aludir a la relacion de la constante v con otro par de constantes sin usar a v explicitamente en las
formulas. Veamos por ultimo el contraejemplo correspondiente al item 2 del Teorema 38.

Proposicién 46. Si S € S,, entonces OMQA de CRPQ(S) bajo TF1 no es finitamente contro-
lable.

Demostracion. De nuevo, como en la demostracion de la Proposicién 43. Definimos ¢ con esqueleto
sk etiquetando como antes, pero esta vez el ciclo distinguido C' solo tiene variables ligadas, las
cuales estan todas a distancia infinita de cada variable libre. Tomamos G y v también como en
esa demostracion.

El conjunto I' ahora consta solamente de la regla

Vo,yv By =y B 2zAz S yny S 2)).

Se sigue que Chase(G,T") es el modelo finito de la Figura 2.8, y como en las demostraciones
anteriores tenemos que Chase(G,T") B~ q.

Sea G’ un modelo finito que extiende a G y satisface I'. Sea h : Chase(G,T') — G’ un homo-
morfismo y sea i < j tal que h(n;) = h(n;). Consideremos la siguiente asignacién v': si z es una
variable libre o ligada a distancia finita de una variable libre, /(z) = h(v) = v. Para el resto de
las variables x, v/(x) = h(n,).

Supongamos que x L y es un atomo en ¢q. Si x e y son variables a distancia finita de una
variable libre, entonces x L y es verdadero en G', ' ya que por construccién tenemos que € € L. Si
x estd a distancia finita de una variable libre e y no (o viceversa), entonces L es infinito. Notemos

. L * . L
que ni z ni y pertenecen a C'. Por construcciéon, L = r” y entonces el atomo x — y es verdadero en
G',v'. Supongamos que x e y son variables a distancia infinita de cualquier variable libre. Entonces
V(z) = V'(y) = h(n;). Six ey estdn ambos fuera de C, entonces € € L y estamos listos. Si uno
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de los dos esta C' y el otro no, el argumento es similar. Si tanto x como y estdn en C, entonces
) L
e€LoL=s" Enambos casos el 4&tomo z = y es verdadero en G, /. O

/NN

ny<——v

rle

Figura 2.8: A la izquierda la consulta que se construye dado un esqueleto particular sk que no estd en
S,. A la derecha Chase(G,T") para G,I' como en la demostracién de la Proposicién 46.



Capitulo 3

Extensiones de PDL mediante
propiedades de grafos

La Légica Proposicional Dinamica, o PDL por sus siglas en inglés, se propuso originalmente como
una légica modal para razonar sobre el comportamiento de programas [38,89]. Este lenguaje se
compone de dos tipos de expresiones: formulas, que se interpretan como relaciones unarias sobre
estructuras de Kripke (generalizando a la l6gica modal); y programas, que se interpretan como rela-
ciones binarias sobre estructuras de Kripke, las cuales se definen siguiendo un esquema de recursion
mutua (Seccién 3.2). Algunos de los resultados principales obtenidos por Fischer y Ladner son de
caracter computacional, dando procedimientos y las respectivas complejidades para decidir model
checking y satisfacibilidad de PDL, asi como de caracter semantico, demostrando propiedades como
el Teorema de Modelo Pequeno (toda féormula de tamano n satisfacible se satisface en un modelo
de tamano a lo sumo 2"), que implica que PDL posee la propiedad de modelo finito, de la que
hablamos en el capitulo anterior como una propiedad que se cumple para el lenguaje GNFO. Poco
después estos resultados fueron complementados por [146] donde se da una cota superior para la
complejidad del problema de satisfacibilidad de PDL en base a procedimientos deterministicos, y
por [39] donde se dan resultados andlogos para PDL bajo seméntica de modelos deterministicos.
Otros trabajos que siguen una linea similar a los ya citados son [160], donde extienden a PDL con
operadores de loop y converse, preservando la decibilidad del lenguaje pero no asi la propiedad de
modelo finito; [66] donde extienden a PDL con el operador strong loop, que junto al operador con-
verse referenciamos mas adelante en este trabajo bajo el nombre de loop-CPDL (Seccién 3.3); [65]
donde definen IPDL como PDL maés el operador de interseccion de programas, y demuestran que
el problema de satisfacibilidad de IPDL es 2ExpTime. Este tultimo resultado fue complementado
por [125] donde prueban que el problema de satisfacibilidad de IPDL es de hecho 2ExpTime-
completo; cuando se considera interseccién junto a converse se obtiene ICPDL (Seccién 3.3) cuyo
problema de satisfacibilidad es decidible via una reduccién a MSO [133], pero este resultado fue
mejorado unos anos més tarde por [103] donde demuestran que es 2ExpTime-completo. En relacién
a los lenguajes que hemos utilizado en los capitulos previos, RPQ (Ejemplo 13) se encuentra nat-
uralmente contenido en PDL, y Reg-GXPath y otros lenguajes tratados en [128] comparten varias
similitudes semanticas con PDL, que permiten establecer relaciones con las cotas de complejidad
de PDL obtenidas por Fischer y Ladner.
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Debido en parte a este tipo de adaptaciones, PDL ha sido utilizado en distintas areas de las
ciencias computacionales, en particular, en l6gicas de descripcién [99], 16gicas epistémicas [166],
sintesis de programacién [143], o incluso ha sido considerado como lenguaje de consulta para
bases de dato semi-estructuradas [3, 162], entre otras muchas aplicaciones. En [85] abordamos un
enfoque més arraigado a la Teoria de Modelos y propusimos una extensién de PDL, denotada
como CPDL", para la cual demostramos una serie de propiedades sintédcticas y semdnticas que
muestran su amplio poder expresivo, a la vez que se preservan varias propiedades computacionales
ya presentes en PDL, todo lo cual sera expuesto a lo largo de este capitulo.

Como ya hemos visto, PDL ha sido extendido desde su concepcién con varios operadores
sintacticos que aumentan su poder expresivo, esto debido tanto a la sencillez de su sintaxis como
a la amplia variedad de propiedades fundamentales que posee. Bajo esta nocién, gran parte del
material existente se podria dividir en dos vertientes cuyos propdsitos son: (i) estudiar extensiones
mas expresivas y decidibles de PDL respecto a operadores compatibles con la sintaxis y seméantica
usual de PDL, (ii) analizar el limite de la decibilidad de PDL cuando se extiende con operadores
no regulares. En particular, los resultados mostrados en este capitulo caen en la primera de estas
vertientes. Algunos ejemplos del segundo punto son [51,114,115,129], que si bien difieren de nuestro
objetivo, varias de las técnicas utilizadas en estos trabajos son similares a las que aplicaremos mas
adelante. En la Seccion 3.2 introducimos una operacion recursiva que denominamos programa
conjuntivo, que es una forma de realizar un tipo generalizado de clausura conjuntiva sobre PDL,
similar a como se construye C2RPQ a partir de 2RPQ (ver Ejemplo 13 o Seccién 2.1). Mas
importante ain, veremos en la Secciéon 3.3 que otros operadores ya mencionados como strong
loop e interseccion de programas también son abarcables por los programas conjuntivos mediante
traducciones polinomiales, lo que garantiza que CPDL" es un lenguaje que unifica bajo un mismo
operador varias clases de lenguajes de consulta, incluso algunas que son incomparables entre si.
Nuestra estrategia en este punto se basa en garantizar la equivalencia de los lenguajes mencionados
a fragmentos de CPDL" que dependen de propiedades topolégicas de grafos impuestas sobre los
grafos subyacentes de los programas conjuntivos.

Esta nueva extensiéon de PDL surgié al intentar establecer un criterio de bisimulacion para
ICPDL mediante un juego de multiples piedras, similar a los planteados para la légica infini-
taria [121]. Las conclusiones de esta idea se abordardn en la Seccién 3.4, donde obtenemos
una caracterizacién de varios fragmentos de CPDL" definidos por propiedades de treewidth aco-
tado (bounded treewidth), que es un pardmetro que indica qué tan similar es un grafo a un érbol
(Seccién 3.1). Los fragmentos en cuestién los denotamos por CPDL™(TW,,) con k € N, los cuales
forman una jerarquizacion estrictamente creciente de CPDLY, es decir, se cumple que

CPDL' = (] CPDL"(TW,)
keN
y CPDL+(TWk+1) es més expresivo que CPDL" (TW,,) para todo k > 2. Esta tltima propiedad se
demuestra formalmente en la Seccion 3.5, por medio de los criterios de simulacion planteados en
la seccién previa y por una propiedad de modelo de ancho de arbol acotado (Corolario 69), lo que
funciona como una generalizacién de un resultado analogo obtenido en [103] para ICPDL y modelos
de treewidth 2. Por ultimo, en la Seccién 3.6, demostramos que el problema de satisfacibilidad de
CPDL" es decidible, siguiendo un esquema similar al de [103] donde demuestran la decibilidad del
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problema de satisfacibilidad de ICPDL por medio de una reduccién a un problema de autématas.
La Figura 3.1 muestra algunos de los resultados obtenidos.

4 CPDLY N
T
4 | Regular Queries
d : CQOPDL
C2RPQ
CPDL*(TWy) T \
T~
C2RPQ(TWy)
ICPDL <— CPDL" (TW,) CPDL*(TW,)
\
C2RPQ(TW,)
- / C2RPQ(TW))
-
loop-CPDL CPDLY(Gy)
CPDL+——CPDL"*(0) e
Q
Q| &
PDL NEER
L gl 2| 5|5
: | oA G| R |E e
ML ol ®I&[T
2\ & &)™
c )
0 2)&) ) ) )

Figura 3.1: Mapa de expresividad y complejidad para lenguajes basados en formalismos de PDL y CQ.
Las flechas van en direccién al lenguaje mas expresivo, cuyas relaciones se dan por medio de traducciones
polinomiales, excepto la que sale de Regular Queries [148], que es exponencial. En los casos de CQ,
C2RPQ, Regular Queries y CQPDL nos restringimos a consultas conexas de aridad 1 para establecer
la comparacién del poder expresivo. Por C2RPQ(TW},) denotamos al conjunto de consultas (conexas)
C2RPQ cuyos grafos subyacentes tienen treewidth < k. Las cotas de complejidad corresponden a las de
los problemas de razonamiento asociados a cada formalismo légico: satisfacibilidad para légicas cerradas
por negacién, y containment para lenguajes de la familia CQ/C2RPQ. En azul destacamos la familia de

lenguajes introducidos en este capitulo.

3.1 Preliminares

Usamos la notacién estandar @ para denotar una tupla de elementos de algin conjunto X y ul[i]
para denotar su i-ésima componente. Si ¢ = (qy,...,q,) es una tuplay 1 < i < k, por qli — 7]
denotamos a la tupla (qq,...,¢i_1,7 Giy1s---,q). Para una funcién f : X — Y usualmente
escribimos f () para denotar (f(a[l]),..., f(u[k])), donde k es la dimensién de a.

Un grafo (simple, no dirigido) es un par G = (V, E') donde V' es un conjunto no vacio de vértices
y E es un conjunto de aristas, es decir, conjuntos no vacios de vértices de tamano a lo sumo 2.
Nos referiremos a V' 'y E como V(G) y E(G), respectivamente. Por lo general asumimos que los
grafos son finitos (es decir, que V(G) es finito), salvo que se especifique lo contrario.
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Veamos algunos conceptos de grafos que se usaran bastante en este capitulo. Un clique o grafo
completo es un grafo G tal que para todo u,v € V(G), {u,v} € E(G). Dado un grafo Gy
B C V(G), decimos que B es subclique de G si {{z,y} | z,y € B, x # y} C E(G). Un arbol es
un grafo conexo sin ciclos (y en particular, sin aristas de la forma {v}).

Una descomposiciéon de arbol de un grafo G es un par (7, v) donde 7" es un arbol y v es una
funciéon que asigna a cada vértice de T, llamado bolsa, un conjunto de vértices de G, es decir,
v : V(T) = o(V(G)). Cuando = € v(b) decimos que la bolsa b € V(T') contiene al vértice x.
El tamano de una bolsa b es el cardinal de v(b). Ademads, se deben satisfacer las siguientes tres
propiedades:

TD1 cada vértice x de GG esta contenido en al menos una bolsa de T
TD2 para cada eje {x,y} de G hay al menos una bolsa de T' que contiene tanto a x como a y; y

TD3 para cada vértice x de G, el conjunto de bolsas de T" que contienen a x define un subgrafo
conexo (un subdrbol) de T.

La descomposicién de arbol de un grafo infinito es un arbol infinito y una funcién que satisfacen
las condiciones anteriores. El ancho de (7', v) es el maximo (o supremo, si 1" es infinito) de los
valores |v(b)| — 1 cuando b varfa en V(7'). El treewidth de G, denotado tw(G), es el minimo de
todos los anchos de las descomposiciones de arbol de G. Denotamos por TW,, al conjunto de todos
los grafos (finitos) de ancho < k. Ver Figura 3.2 para ejemplos de descomposiciones de arbol.

Intuitivamente, el treewidth de un grafo se entiende como un parametro que indica qué tan
similar es el grafo a un arbol; entre mas bajo el valor, mas parecido a un arbol es. En particular,
TW, consta de todos los drboles (y bosques) finitos. Otra propiedad 1til para entender algunos
ejemplos posteriores es que todo clique de tamano k estda en TW,_;, y si un grafo GG contiene un
clique de tamano k entonces tw(G) > k—1. Esto ultimo es debido a que los vértices que conforman
el clique deben aparecer juntos necesariamente en alguna bolsa de cualquier descomposicion de

arbol de G.
1,3,5,6 1,3,6 3,5,6

1,2,3 (345 ] (123 ] 3,4,5

B C

Figura 3.2: A. Un grafo simple; B. Una descomposicion de arbol de ancho 3; C. Una descomposicion
de drbol que demuestra que el treewidth del grafo A es 2 (no puede ser 1 por no ser un arbol). Note
que los cliques formados por los vértices 1,2,3 y 3,4,5 deben conformar al menos una bolsa en cualquier
descomposicién de arbol.

Sean P y A conjuntos infinitos numerables y disjuntos dos a dos, que contienen proposiciones
atomicas y programas atomicos, respectivamente. Una estructura de Kripke es una tupla

K:(X’{_>a|a€A}7{Xp|pE]P)})w (A)
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donde X es un conjunto no vacio de mundos denotado por W(K), —,C X x X es una relacién
de transicion para cada a € A, y X, € X es una relaciéon unaria para cada p € P. La distancia
entre dos mundos de K es simplemente la longitud del camino mas corto en el grafo subyacente
de K. Decimos que K es de grado finito si cada mundo de K tiene un niimero finito de vecinos a
distancia 1.

Una subestructura de K es una estructura de Kripke K’ = (X', {—,| a € A}, {X] | p € P})
tal que X' C X; =, C—, paratodoa € A; y X;, C X, para todo p € P. Dado un subconjunto no
vacio X' C X, la subestructura inducida por X' es la subestructura K’ de K tal que W(K') = X’
y es maximal con esta propiedad.

Sean K = (X, {—,|a€ A}, {X, |peP})y K' = (X', {—,] a € A},{X] | p € P}). Recorde-
mos que un homomorfismo entre K y K’ es una funcién f : X — X' tal que para todos w,w’ € X
tenemos que w € X, implica que f(w) € X, y (w,w') €—, implica que (f(w), f(w')) €, para
cada p € Py a € A. Una funcion f : X = X' con X C X es un homomorfismo parcial si es un
homomorfismo de K a K’, donde K es la subestructura de K inducida por X. Sea Homy, (K, K') el
conjunto de todos los pares de tuplas (7,7) € W (K)* x W(K")* tales que {a[i] — o[i] | 1 <i < k}
es un homomorfismo parcial de K en K'. Por conveniencia, asumimos que Hom,, (K, K') posee todas
las tuplas homomorfas de menor orden, o en otras palabras, que Homy, (K, K') C Homy, (K, K')
para todo k& > 1.

Por tltimo, definimos el treewidth de una estructura de Kripke como el treewidth de su grafo
subyacente. Otras definiciones usuales de grafos como clique, conexidad, camino, etc, también son
aplicables a estructuras de Kripke. Varias de estas definiciones ya fueron utilizadas en capitulos
anteriores.

3.2 PDL y sus extensiones

Las expresiones de CPDL pueden ser férmulas ¢ o programas 7, definidos por la siguiente gramatica,
donde p variaen P y a en A:
pu=ploplene|(m) )
nu=¢lalalnUn|mom |7 | ?
Definimos la semantica de programas 7], y de férmulas [¢], en una estructura de Kripke K
como (A), donde 7] C X x X y [¢]x C X, como sigue:

[p]x == X, para p € P,
[Felk = X\ [elk
[o1 A @allie = la]l e N [2l i
[(m)] g ={uveX|3veX(uv) e [r]}
[e] ) = {(u,u) [u e X},
l[alx == —a
[a] = {(v,u) € X* | (u =, v)},

[71 x Tl ¢ := [mi] x * [m2] ¢ Para x € {U, o},
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[7*] x :=la clausura reflexiva y transitiva de [7],,
[[90?]]1( = {(u,u) | u € X,U S [[90]][(}

Escribimos K,u |= ¢ para u € [¢], v K,u,v |= 7 para (u,v) € [7], y escribimos ¢; = ¢,
(resp. my = my) si 1] = [pal i (vesp. [millx = [ma] i) para cada estructura de Kripke K, en
cuyo caso decimos que @q, py (resp. m,m,) son equivalentes. A los programas de la forma 7 se
les denomina test. PDL es el fragmento de expresiones en CPDL que no usan programas atémicos
de la forma a.

Algunas otras relaciones que se pueden introducir bajo la semantica dada y que extienden la
sintaxis (B) de manera natural son las constantes Booleanas, true =pV —p con p € Py false =
—true; la disyuncién de férmulas ¢ V 0 = =(—¢ A —)); v la modalidad usual (m)p = (70 @?).
También podemos reescribir algunas operaciones ya establecidas como p A = (7)) = (p? 0 Y7?),
que pueden ser ttiles mas adelante.

CPDL se puede extender de distintas maneras agregando operadores de formulas o programas
con semanticas particulares. Algunos de los lenguajes mas conocidos y utilizados los describimos
a continuacion.

ICPDL se define como CPDL mas interseccion de programas 7 ::= m N7 cuya semantica esta
dada por [, N 7], := [m] N [m2] - Para un programa en ICPDL 7 definimos su inversa 7'
como sigue:

= v € {e,07)
al=a a€ A
al=a a€ A

(my*xme) P =Ty k"

(7_(*)—1 — (7T_1)*

Por induccion estructural, se puede demostrar facilmente que

*x € {o,U,N}

Proposicién 47. 7w es un programa de ICPDL si y solo si m * es un programa de ICPDL, y
(u,v) € [7] siy solo si (v,u) € [7 '], para toda estructura de Kripke K.

loop-CPDL se define como CPDL més el operador de férmulas ¢ ::= loop(w) cuya semdntica
estd dada por [loop(n)], = {x | (z,z) € [7],}. Notemos que loop-CPDL se puede considerar
como un fragmento de ICPDL pues las expresiones loop(m) y (m Ne) poseen la misma semantica.

Hasta aqui hemos tratado con conceptos ya conocidos y que forman parte de la literatura desde
hace un tiempo. A continuacién, veremos la teoria desarrollada en [85].

Anadiendo esteroides Consideremos el conjunto de variables Var. Un dtomo de programa es
una expresion de la forma 7(z,2’) donde z, 2" € Var' y 7 es un programa de (alguna extensién de)
CPDL. La idea es usar la “atomizacién” de programas para definir nuestra extension de CPDL
mediante un operador iterativo especial. Primero, dado un dtomo de programa 7(x,z’) definimos
vars(w(z,2")) = {x,2'} y para un conjunto C' de atomos de programa definimos vars(C) :=

Uuec vars(A).

"Es posible que z = 2.
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CPDL" se define como CPDL més programas de la forma 7 ::= Clx,, z;] donde:
(1) C es un conjunto finito no vacio de atomos de programa;
(2) x4, 2y € vars(C); y
(3) el grafo subyacente G de C es conexo’, donde G se define como (V(G¢), E(G()), donde
V(Ge) = vars(C) y E(Ge) = {vars(A) | A € C}.
Llamamos a este tipo de expresiones programas conjuntivos. Dado que {z,, z,} C vars(C'), también
definimos vars(C|x,, x,]) := vars(C). Por otra parte, para m = Clz,, z,| se define el grafo subya-

cente G igual a G anadiendo el eje {z,, z,}. Ver Figura 3.3 para ejemplos de grafos subyacentes.
Note que por recursividad, los conjuntos C' se pueden componer a su vez de programas conjuntivos

atomizados.
mcmgzz &M O;\J/ @\J\

A B C D

Figura 3.3: A. Representacién grafica del conjunto C' que consta de los atomos de programa
/

T13(21, 3), T12(21, T2), Tia(@1, T4), T4 (@1, T4), T33(23, T3), T32(23, T2), Tou (@2, T4), Taa (24, T2); B. G

g = Clz,23); C. Gy, con mg = Clas, 74]; D. G con mp = Clzy, x5]. Observe que G, G, € TW2,

pero G, € TW3\ TW2

™D

La semantica para programas conjuntivos estd dada por interpretaciones. Decimos que una
funcién f : vars(C) — W (K) es una asignacion de satisfaccion de C' sobre K si (f(x), f(2')) € [7]x
para todo atomo de programa 7(z,z") € C. La semdntica [C[z,, x|, de un programa conjuntivo
en una estructura de Kripke K es el conjunto de todos los pares (f(z,), f(z;)) € W(K) x W(K)
donde f es una asignacién de satisfaccién de C'. Para un par de mundos u,v € W(K) tenemos
que K,u,v = Clxg, x,] si y solo si existe una asignacién de satisfaccién f de C sobre K tal que
f(zy) =uy f(r,) =v. La propiedad (3) permite demostrar la siguiente proposicion:

Proposicién 48. Para toda estructura de Kripke K, mundos u,v € W(K) y programa m de
CPDL", si K,u,v |= 7 entonces u,v pertenecen a una misma componente conexa de K.

Demostracion. Para los casos basicos € y a,a con a € A esto es obvio. El resto de los casos se de-
ducen directamente de la hipétesis inductiva. Haremos solo el andlisis para programas conjuntivos:
sea m = C|x,, x;] y supongamos que K, u,v = 7. Entonces existe una asignacién de satisfacciéon f
de C sobre K tal que f(z,) =uy f(z,) = v. Por definicién, tenemos que K, f(x), f(z') = 7' para
todo 7'(z,2") € C, y por hipétesis inductiva, los mundos f(x), f(2) estdn en una misma compo-
nente conexa de K. Como G es conexo y la propiedad de conexidad es transitiva y simétrica,

*Para algunos resultados que se demostraran mas adelante podriamos prescindir de la restriccién de conexidad
para el grafo subyacente de programas conjuntivos, pero la incluimos para establecer relaciones con otras légicas ya
conocidas, como ICPDL y loop-CPDL.
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entonces todos los elementos en { f(x) | x € vars(C)} pertenecen a una misma componente conexa
de K, en particular, esto vale para u y v. O

De la demostracién anterior también podemos deducir que si K, u,v |= m, entonces u y v estan
conectados por un camino en K que solo usa programas atomicos que aparecen en 7.

Note que los programas conjuntivos se interpretan como relaciones binarias y los lenguajes
l6gicos que introduciremos a continuacion se limitan a este tipo de expresiones, pero facilmente
podemos extender las ideas ya vistas para lidiar con relaciones de mayor aridad: dado C' un
conjunto de atomos de programa y z una n-tupla de vars(C'), la expresién C|z] se denomina
programa generalizado, cuya semantica viene dada naturalmente como el conjunto [C[Z]], que
consta de todas las tuplas f(z) donde f es una asignacién de satisfaccién de C'. El grafo subyacente
Gy se define igual a G anadiendo los ejes {y, '} para todo par de variables y,3’ que aparecen
en z, es decir, la tupla z genera un subclique en G¢z. Sobre los programas generalizados también
vale la propiedad de la Proposicién 48, bajo la suposiciéon de que G sea conexo. Como ya se
dijo, este tipo de expresiones no formaran parte de los lenguajes a tratar, pero seran de ayuda en
algunas demostraciones.

Para una clase G de grafos definimos CPDL"(G) como el fragmento de CPDL" cuyos progra-
mas conjuntivos tienen alguna forma permitida en G, o mas formalmente, CPDL"(G) es CPDL"
restringido a los programas conjuntivos m = C/[z,, x;] tales que G es isomorfo a un elemento de
G. Por lo general trabajaremos con clases de grafos cerradas por isomorfismos pero en algunos
ejemplos usaremos clases finitas de grafos, por simpleza.

Algunas veces haremos alusién a ICPDL" que es igual a CPDL" extendido con interseccién de
programas (M), cuya semantica es similar a la dada para ICPDL. Observe que cualquier expresion
de ICPDL también es una expresién de ICPDL" que no utiliza programas conjuntivos y cuya
semdntica se preserva; por lo tanto, ICPDL" extiende a ICPDL. Analogamente, ICPDL"(G) se
define como CPDL"(G) extendido con interseccién de programas.

Para una expresion e de ICPDL", denotamos por sub(e) al conjunto de todas las subexpresiones
de e que se define como el conjunto mas pequeno que satisface lo siguiente:

e ¢ € sub(e),

e si ) A1)’ € sub(e) entonces {1, 1’} C sub(e),

e si =) € sub(e) entonces 1) € sub(e),

e si (1) € sub(e) entonces 7 € sub(e),

e sixc {o,UN}ynmxn €sub(e), entonces {m, 7'} C sub(e),
e si 7" € sub(e), entonces 7 € sub(e),

e si 1?7 € sub(e) entonces 1) € sub(e),

si Clz,, x,] € sub(e) y m(z,y) € C, entonces 7 € sub(e).

Si una férmula 1) estd en sub(e) decimos que es una subférmula de e, y si un programa 7 estd en
sub(e) decimos que es un subprograma de e. Una expresién en CPDL" 0 en ICPDL" es positiva
si no contiene subférmulas del tipo —).
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Definimos el tamaiio |e| de expresiones e de ICPDL" por induccién como sigue:

el = |p| = la| = |a| := 1 pEPyacA,
|7y * o] =1+ || + |y * € {U,N, 0}
=] = [@?] =1+ ¢
[(m)] =1+ [n]
Clzg, ]| =1+ Z (7] +2)

w(z,z')eC

Notemos que en el caso de programas conjuntivos C|x, x,], su tamafno depende implicitamente
del cardinal de C.

La introduccién de ICPDL" se hace por razones técnicas, puesto que no afiade poder expresivo
a CPDL", como se demuestra a continuacién.

Proposicién 49. ICPDL' y CPDL" son equivalentes en términos de poder expresivo. Mds ain,
para cualquier clase G que contiene al grafo que consta de un solo eje entre dos nodos distintos se
tiene que ICPDL"(G) y CPDL"(G) son también equivalentes en términos de poder expresivo.

Demostracion. m N7y es equivalente a {m(z,y), m(z,y)}[z,y] con = # y. O

Para un par de lenguajes logicos £, y L5 que admiten expresiones de formulas y programas,
decimos que £, es (al menos) tan expresivo como L;, denotado £; < L, si hay una funcién Tr
que manda férmulas de £; a férmulas de L, y programas de £, a programas de L, que preserva
equivalencias, es decir, tal que para toda estructura de Kripke K, férmula ¢ de £, y programa 7 de
Ly, ocurre que [¢]; = [Tr(©)] v [7]x = [ Tr(7)] & A tales funciones las llamamos traducciones.
Escribimos £, S £, para denotar que £; < Ly y L, ;E L. Escribimos £, = L, para denotar que
Ly S Lyy Ly £ L4, en cuyo caso decimos que £, y Ly son equiexpresivos. Por ejemplo, de la
Proposicién 49 obtenemos que ICPDL" y CPDL" son equiexpresivos.

La Logica de Menor Punto Fijo (o LFP por sus siglas en inglés) resulta relevante en este con-
texto, ya que es bien conocido que con LFP podemos expresar la clausura reflexiva y transitiva
de un conjunto, mientras que las demas operaciones de programas como union, inversiéon, concate-
nacion, interseccién y los programas conjuntivos se pueden interpretar facilmente con conectivos
Booleanos y cuantificadores de primer orden. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 50. ICPDL" < LFP.

A continuacion veremos algunas relaciones méas interesantes entre varios de los lenguajes ya
definidos. Dado que las traducciones pueden fungir como reducciones entre problemas de de-
cisién, muchas veces nos referiremos a estas como traducciones polinomiales (resp. exponenciales),
implicando que vienen acompanadas de un algoritmo deterministico que las computa en tiempo
polinomial (resp. exponencial) en el tamano de la entrada, aunque esto quedard implicito a lo largo
del capitulo. En general, nos limitaremos a demostrar que si Tr es una traduccién de expresiones del
lenguaje L£; a L,, entonces el tamano de Tr(e) depende polinomialmente (resp. exponencialmente)
del tamano de e.
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3.3 Relacién de CPDL" con loop-CPDL e ICPDL

Sea G := {G} la clase que solo posee un grafo G = ({v},{{v}}) que consta de un solo nodo vy
un lazo en v.

Proposicion 51. loop-CPDL y CPDLJF(Q@) son equiexpresivos, via traducciones polinomiales.

Demostracion. La traduccién Tr; de loop-CPDL a CPDL"(G-) se basa en reemplazar recur-
sivamente cada ocurrencia de una subférmula loop(w) donde 7 no usa el operador loop, por
({m(z,z)}[x,z]). Més detalladamente,

Try () = * x € PU{e}
Tri(p Atp) = Try(p) A Try (1)
Tri (=) = = Try ()

) =
)
Try((m)) = (Try (7))
Try(¢?)
)
")

=Tri(p)?
Try () * o) = Ty (1) * Try(7my) x € {o,U}
Try () = Ty ()°
Try(loop(m)) = ({Try(7)(z, 2) }z, z]) ()

Para verificar que Tr; preserva la seméantica de las expresiones, todos los casos son directos por
hipétesis inductiva, aunque desarrollaremos (C) solo para ilustrar el concepto de semdantica para
programas conjuntivos.

Sea K una estructura de Kripke y u € [loop(m)],. Por definicién, u € [loop(m)], si y
solo si (u,u) € [7], y por hipdtesis inductiva, esto tltimo ocurre si y solo si (u,u) € [ Try(7)] -
Definamos C' = {Tr{(7)(x, z)} y notemos que la interpretacién f tal que f(z) = u es una asignacién
de satisfaccion de C'y por lo tanto, (u, u) € [Clz, z]]x, o equivalentemente, u € [(C[z, z])] x, como
queriamos demostrar.

Definiendo el tamano de la férmula loop(7) como |7| + 1, se obtiene que Tr(7) se computa en
tiempo lineal en el tamano de 7.

Para la traduccién Tr} de CPDL"(G) a loop-CPDL observemos primero que todo programa
conjuntivo es de la forma {m (z,z),...,m,(z,z)}x,x]. Si esta expresion es tal que ningin ;
contiene un programa conjuntivo, entonces es equivalente a (loop(m;) A --- A loop(7,))?. Por lo
que basta realizar un reemplazo recursivo como en el caso anterior. La traduccién Tr} se define
igual a Tr; salvo el caso de la igualdad (C) que se sustituye por

T (Cle,a]) = ([ A\ loop(Tri(m)) | ? (D)

w(z,z)eC

Veamos que Tr] preserva la seméntica de los programas conjuntivos. Sea K una estructura de
Kripke y v € W(K) tal que (u,u) € [Clz,z]],. Luego, (u,u) € [r], para todo 7(z,z) € C'y por
hipétesis inductiva, esto ocurre si y solo si (u,u) € [ Tr(r)], para todo m(x,z) € C. Entonces,
u € [loop(Tr|(m))]x para todo w(z,x) € C'y de acd es directo que (u,u) € [ Tr}(Clx, z])] 5, como
queriamos demostrar.
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Igual que con Try, también sucede que Tr} se computa en tiempo lineal. O

Sea G, := {G} la clase que solo posee un grafo G = ({v,v'}, {{v,v'}}) que consta de un solo
eje entre un par de nodos distintos. La idea es demostrar la siguiente proposicion.

Proposiciéon 52. ICPDL y CPDL’L(QQ) son equiexpresivos, mediante traducciones que se pueden
computar en tiempo polinomial.

Sin embargo, en lugar de dar las traducciones en una sola demostracién como se hizo para la
Proposicién 51, vamos a demostrar una serie de lemas que introduciran una clase de fragmentos
importantes de CPDL" mas adelante.

Lema 53. ICPDL < CPDL"(G,), mediante una traduccién polinomial.

Demostracion. La traduccién Try de férmulas de ICPDL a férmulas de CPDL" (G) y de programas
de ICPDL a programas de CPDL"(G,) se define como Tr; de la Proposicién 51 exceptuando la
regla (C) que se sustituye por la siguiente regla con x # y:

Try(m N my) = {Try(m) (2, y), Tro(ma) (2, y) Ha, y). (E)
Por hipétesis inductiva y la Proposicion 49 restringida a programas de ICPDL, obtenemos lo
deseado. O

Recordemos que TW,, es la clase de todos los grafos que tienen una descomposicién de arbol
de ancho < k. Claramente, CPDL"(TW,) £ CPDL"(TW,_,) para todo k& € N. Notemos también
que CPDL"(G) y CPDL*(G,) son fragmentos de CPDL*(TW,), porque las clases G y G, constan

ambos de grafos en TW;. Unificando todo esto con el Lema 53 queda lo siguiente:
Corolario 54. ICPDL < CPDL*(G,) £ CPDL"(TW,) £ CPDL"(TW,).

Si demostramos la equiexpresabilidad de ICPDL con CPDL"(TW,) queda demostrada la
Proposicién 52. Para ello veamos primero algunos resultados técnicos. El proximo lema establece
que cualquier programa conjuntivo C|xz,y] en CPDL"(TW),,) puede pensarse como uno cuyo grafo
subyacente tiene una descomposicion de arbol de ancho < k y tal que todas sus bolsas son sub-
cliques de C[z, y].

Lema 55. Dado un programa conjuntivo C'[z,y] en CPDL"(TW,), se puede computar en tiempo
polinomial otro programa Clx,y] en CPDL"(TW),) tal que Clz,y] = C'[x,y], vars(C) = vars(C")
Y Gepay tiene una descomposicion de drbol (T,v) de ancho < k tal que para cualquier b € V(T),
v(b) es subclique de Geyy)-

Demostracion. Sea (T, v) una descomposiciéon de arbol de ancho < k de GC/[I gy consideremos

A = Ansub(C'[x,y]) como el conjunto de programas atémicos que aparecen en C'. Definamos C
como C' U D, donde

D = {((Useaa) U (Uuea)) (21, 22) | b € VI(T), 21,25 € v(b), 21 # 2}
Es claro que vars(D) = vars(C") y que (T, v) es una descomposicién de drbol de G, donde cada
bolsa es un subclique en Gp. Dado que G es conexo, por la Proposicién 48 y su nota posterior,
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sucede que Clz,y] = C'[z, y]. Més atin, (T, v) también es una descomposicién de drbol de Gy, -
Dado que D tiene a lo sumo |vars(C”)| d&tomos de programa y computar una descomposicién de
arbol de ancho < k se puede hacer en tiempo lineal [47], entonces toda la construcciéon de C' se
puede realizar en tiempo polinomial. ]

El siguiente lema es la clave para obtener una traduccién de CPDL"(TW,) a ICPDL:

Lema 56. Sea C' un conjunto finito de dtomos de programa de la forma m(zy, z5), donde m es un
programa de ICPDL, z;, zy € Var, G¢ es un clique y |vars(C)| < 3. Entonces:

(1) Para cualesquiera x,y € vars(C), x # y, existe un programa de ICPDL 7¢y, ; tal que Tep, ) =
Clz, y).
(2) Para cualquier x € vars(C), hay un programa de ICPDL mcy, o) tal que mo, ) = Ol x].

Ademas, estas traducciones se pueden hacer en tiempo polinomial.

Demostracion. Para zy, zy € vars(C'), con z; # z,, sea

I, ., = ﬂ T | N ﬂ a !

w(21,29)EC m(29,21)EC

I, = /\ (mne) |?

w(21,21)€EC

donde 7" es la inversa de 7 y una conjuncién con rango vacio se define por (e). Note que siempre
que z; # 2o, I, ., nunca es una interseccion vacia, porque G¢ es un clique, es decir, siempre hay
un dtomo de programa m(zy, 25) 0 m(2y, 21) en C. Para x # y definamos los programas de ICPDL
TClay] Y TClz,z) COMO SigUE:
e Si vars(C) = {z,y,z} con x # z # y, entonces
Ty = 1y 0 (Hy, N (11, o I1, o I1,,))) o I,
TCla,x] = <7TC[x,y]>?

e Si vars(C') = {z,y}, entonces

TCley) = 1Lz 0 1y o I

Y

TClz,x] = <7TC[as,y}>?
e Si vars(C') = {z}, entonces
MO,z = H:L"
Se puede demostrar que 7, = Clo,y|l ¥ Tepe = Clo,2]. En efecto, supongamos que

vars(C) = {x,y,z} y sea K una estructura de Kripke y u,v mundos de K. Supongamos primero
que (u,v) € [Clz,y]] ;. Por definicién, existe una asignacién de satisfaccion f : {x,y, 2} = W(K)
tal que f(z) = u, f(y) = vy (f(21), f(22)) € [7]x para todo 7(z,2) € C. En particular,
esto implica que (f(z), f(22)) € [IL,,.,] para todo z;,2, € wars(C), de donde se obtiene que
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(u,v) = (f(x), f(y)) € [Tcuylg- Reciprocamente, si (u,v) € [Tep ]k, como las férmulas TI,
son tests por definicion de ¢, , obtenemos que

(uv u) € [[]'_‘[CC]]KJ (U, U) S [[ny N (Ha:z o Hz o sz)]]K? (Ua U) € HHy]]K
Desarrollando la inclusién de en medio, obtenemos que existe un mundo w € W (K) tal que

(uv U) € [[Hwy]]Kv <u7w> € [[H:vz]]fo (wvw) S [[Hz]]K7 (wuv> € [[sz]]K
Claramente, la funcion f : {z,y,z} — W(K) dada por f(z) = u, f(y) = v, f(z) = w es
una asignacion de satisfaccién de C' sobre K. El resto de los casos por tratar salen de manera
completamente analoga. O]

La Figura 3.4 ilustra un ejemplo de cémo construir los 7 u del Lema 56. El caso
general podria involucrar situaciones un poco mas complejas, como que en el programa conjuntivo
hay varios atomos de programa 7 (21, 25), ..., 7T, (21, 2 ara un mismo par de variables z;, 25, 0 de

I\”Ls #2)y -y in\~1y <2 1y ~2
la forma (27, 21) que no son mostrados en el ejemplo. A veces incluso se podria necesitar ‘invertir’
1y ~1
algin subprograma para obtener el programa ICPDL deseado, como sucede en la definicién de la
formula IT, ., de la demostraciéon anterior.

Wf5/$3 C1 = {m35(w3, 75), x\(}‘l C2 = {m2(z1, 72),
T] 136 7T56(l’5,356)» T12 L4 7T14(331,€U4),
ﬂ% m36(T3, T6) } ,Au Ta2(T4, T2)}

it €2
TC [x3,23] = ((m35 0 w56) N 736) 7 TCy[z1,x2] = (m14 0 Ta2) N 12
TCy [wg,2s] = C1(23, 23] TCy[z1,20] = C2(T1, 2]

Figura 3.4: Ejemplo de las traducciones hechas en la demostraciéon del Lema 56 donde se asume que
cada subprograma ;; es un programa de ICPDL.

Usando el Lema 56 se puede mostrar la traduccién de ICPDL"(TW,) a ICPDL*. Por razones
técnicas, en este punto decidimos trabajar con ICPDL" en lugar de CPDL' ya que simplificara las
cuentas.

Lema 57. ICPDL"(TW,) < ICPDL.

Demostracion. Sea e un expresién en ICPDLY(TW,) y sean ¢;(e) = Uczyjesun(e) vars(C), cale) el
conjunto de subexpresiones de e que no son expresiones en ICPDL, y ¢3(e) la complejidad sintéctica
de e. Finalmente, sea c(e) = (|cy(e)|+]|ca(€)], c5(e)). Definiremos una traduccién Tr(e) de férmulas
de ICPDL"(TW,) a férmulas de ICPDL y de programas de ICPDL"(TW,) a programas de ICPDL
dada por recursion en el orden lexicografico de c.

Para los casos aparte de los programas conjuntivos, Tr se define como Tr; de la Proposicion 51,
reemplazando ademés la condicién x € {o,U} por x« € {o,U,N}. Notemos que si €’ es una subex-
presién de e, entonces |c;(e')| + |ea(€)| < |er(e)] + |ea(e)] v es(€') < cs(e), asi que por la segunda
componente de ¢ e hipétesis inductiva podemos garantizar que Tr esta bien definida y preserva la
semantica de las expresiones.
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Para el caso de un programa conjuntivo C[xz,y|, supongamos que C' = {m;(z;,y;) | i =1,...,n}

Y Gepy) € TW,. Si todos los m; son programas de ICPDL y vars(C') < 3, entonces C' satisface

las hipétesis del Lema 56. En caso de que x = y, existe un programa de ICPDL 7¢y, . = Clx, 2]

y definimos Tr(C'[z,y]) = ey, En caso de que x # y, existe un programa de ICPDL 7¢y, ) =

Clz,y] y definimos Tr(C[z,y]) = meiyy-

En caso contrario, hay un m; que no es un programa de ICPDL o |vars(C')| > 3. Definimos

Tr(Clz,y]) = Tr(D]z,y]) para un conjunto de dtomos D que estamos por definir.

(1) Si m; no es un programa de ICPDL, tomamos D = C \ {m;(x;,y;)} U {Tr(m)(x;,y;)}, donde
por hipétesis inductiva Tr(7;) es un programa de ICPDL equivalente a ;. Observe que en
este caso (a) ¢;(Dx,y]) C ¢ (Clz,y]), ya que por construcciéon no hemos agregado nuevas
variables a D; y (b) co(D[z,y]) € (C[z,y]), ya que en D hemos sustituido al menos una
expresiéon de C' que no es un programa de ICPDL y no agregamos ninguno nuevo. Por lo
tanto, ¢(D|x,y]) < ¢(Clx,y]).

(2) Sino, todos los m; son programas de ICPDL pero vars(C') > 3. Sea (T, v) una descomposicién
de drbol de ancho < 2 del grafo subyacente de C[z,y| con una bolsa raiz que contiene a x
y a y (lo cual es posible fijar porque Gy, contiene al eje {z,y}), tal que las hojas de T
son bolsas de tamano al menos 2 (y a lo sumo 3) que no estén incluidos en la bolsa padre.
Por el Lema 55 podemos asumir sin pérdida de generalidad que para toda bolsa b, v(b) es un
subclique de G,y Como vars(C) > 3, entonces 1" debe constar de al menos dos bolsas.
Escojamos cualquier hoja b de T'y sea b el padre de b en T y denotemos B = v(b) y B =
v(b'). Consideremos C'z como el conjunto de todos los dtomos de programa A € C' tales que

vars(A) C B. Observe que Cp satisface las hipétesis del Lema 56.

e Supongamos que B'N B = {1} v B 2 {2, 2,} con z; # z. Tomamos D como el
conjunto de todos los atomos de programa en C' excepto aquellos en Cg, mas el programa
de ICPDL 7¢, ., »,] = Cglz1, 21] del Lema 56. Note que 2z, € vars(C) \ vars(D).

e Supongamos que B'NB = {z,2} y B 2 {2, 2, 23} con z; # z; para i # j. Tomamos D
como el conjunto de todos los atomos de programa en C' excepto aquellos en Cp, mas el
programa de ICPDL 7¢,., .. = Cplz1, 2] del Lema 56. Note que z3 € vars(C) \ vars(D).

21,71

Observe que en ambos puntos ¢,(D[z,y]) € ci(Clz,y]), vy c2(D[z,y]) € 2(Cl,y]) (de hecho,

¢2(Clz,y]) = 0) por lo que ¢(D[z,y]) < c(Clz,y]).

Es directo que Tr(C[x,y]) = Tr(D[z,y]) en todos los casos analizados. Luego, por hipotesis
inductiva aplicada a D, cualquier expresién de ICPDL*(TW,) se ha transformado a una expresion
equivalente en ICPDL. Esto concluye la construccién de la traduccién. Solo falta ver que existe
una férmula en ICPDL equivalente a m = Clz, y] cuyo tamano es polinomial respecto a ||, lo cual
realizaremos en una proposicién aparte. O

La Figura 3.5 ilustra un ejemplo de traduccién de un programa conjuntivo C|x;, z,] donde C
solo contiene atomos de programa de la forma 7(z1,2;) con m en ICPDL (es decir, el caso (2)
de la demostracién anterior). Como indica la demostracién, dada la descomposiciéon de arbol de
Gz, ,2,]5 S€ Pueden remover sucesivamente las hojas de este drbol hasta obtener una tnica bolsa.
Cada vez que una hoja b se remueve, todos los &tomos de programa en C' que solo usan variables de
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B = v(b) se remueven para ser sustituidos por un programa en ICPDL que contiene la informacién
dada por B.

input: Clz1, 2]

T
Wig/ \Q4 @ C = {ms(z1,23), m32(T3, 72), m12(T1, T2), T14(21, T4),
Tae /| 712 4 T42(T4, T2), 735(T3, T5), T56(T5, T6 ), 36 (T3, T6) }
»5/ 3 AQ
Ty 36 L2 output:
5 e (713 © TCy [23,25] © T32) N Ty [21,22) = ClT1, 2]

.7 tree decomposition of Go(z,,x.]

CYl T3 xXr 02
7'['3,;/ \Q‘l
x T36 T12 X4
s 42
Tg T2

Figura 3.5: Un programa conjuntivo C|x1, z5] que se compone solamente de programas de ICPDL y los
pasos dados en la demostracién del Lema 57 item (2) para construir una expresiéon equivalente de ICPDL
dada una descomposicién de drbol de treewidth 2 de G¢yy, 4,)- Note que el arbol de la imagen muestra
informacién adicional que no es parte de la definicién de una descomposicién de arbol. Ver Figura 3.4

para la definicién de 7oy, 2. ¥ TCley 2,]-

Lema 58. Para todo programa conjuntivo C'[x,y] de ICPDLY(TW,), existe una formula equiva-
lente © de ICPDL cuyo tamano es polinomial en el tamano de C'[zy, z,).

Demostracién. Daremos primero un proceso de traduccién para un programa conjuntivo C'[x, ]
que satisface el caso (2) de la demostracién anterior, es decir, cuando ocurre que C’ solo consta
de atomos de programa 7'(2;, 25) con 7’ en ICPDL. Consideremos el Algoritmo 3, que toma como
entrada uno de tales programas conjuntivos y devuelve un 7w en ICPDL equivalente.

El primer par de lineas del algoritmo se pueden realizar en tiempo polinomial porque una
descomposicién de drbol de ancho < 2 se puede computar en tiempo lineal [17] y Clz, y] se puede
definir por Lema 55. Para evaluar los casos de los condicionales asumimos de antemano que T’
satisface las condiciones impuestas en el item (2) (las bolsas de T son de tamano al menos 2 y
ninguna bolsa esta contenida en su bolsa padre), lo cual claramente no altera el tiempo de ejecucién
del algoritmo que seguird siendo polinomial.

Para un programa 7 de ICPDL, denotamos por ¢(7) a su complejidad sintactica (o tamano)
y para un conjunto D de &tomos de programa de la forma 7(z,2’) con 7 en ICPDL, definimos

t(D) = ZW(z,Z’)ED t(7)~3

*Este es un pardmetro distinto al del tamafio de un programa conjuntivo.
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Algoritmo 3: Traduccién de ICPDL"(TW,) a ICPDL para el caso (2)

Datos: C'[z,%] en ICPDL*(TW,) donde C” solo tiene programas 7'(z;, z,) con 7’ en
ICPDL y 2z, 25 € Var

Resultado: Un programa 7 de ICPDL tal que 7 = C'[x, /]

sea (T,v) una descomposicién de drbol de ancho < 2 de G

[uny

zy)
sea Clz,y] = C'[z,y] tal que (T,v) es una descomposicién de drbol de Gy, v para todo

b€ V(T) es un clique en Gy y;

N

3 mientras T no sea una bolsa hacer

4 sea B una hoja de T,

5 sea B’ el padre de B en T’

6 sea O := {7'(21,20) € C'| {21, 2} € B} ;
7 | si BNB={z}yB\B #0 entonces
8 ‘ ¢:=C \ C'B U {WCB[zl,zl]}

9 fin

10 si BN B ={z,2} (2 # 2) y B={2, 2,2} (2 # ;) entonces
11 ‘ Cc:.=C \ CB U {T‘-CB[zl,zQ]}

12 fin

13 Remover B de T
14 fin
15 si x # y entonces

16 ‘ devolver m¢(,
17 en otro caso

18 ‘ devolver mq, 4
19 fin

La construccion de los programas de ICPDL 7o 1., .1 V Ty, Que surgen de aplicar el
Lema 56 se pueden realizar en tiempo O(t(Cp)). En efecto, al inspeccionar la definicién de estos
programas como fue dada en la demostracion del Lema 56, se puede observar que existe una
constante k tal que para cualesquiera By z;, 2y € vars(Cg) (z; = 25 incluso),

t(ﬂ-CB[zl,zQ}) < k|CB| + t<CB)

Luego, para la salida 7., del Algoritmo 3 se tiene que t(mc,,)) < Kk[C| +t(C). Esto ya
prueba el enunciado de esta proposicién para el caso de programas conjuntivos como en (2), pero
aclaramos ademas que el Algoritmo 3 se ejecuta en tiempo polinomial, ya que como 7' es de tamano
polinomial en el tamano de GC/[x’y], solo tiene una cantidad polinomial de bolsas, por lo que el
ciclo del algoritmo solo realiza una cantidad polinomial de iteraciones.

Para el caso general, sean 7 un programa conjuntivo de ICPDL*(TW,) y C'[z,%] € sub(n),
donde C” solo consta de d4tomos de programa 7' (z;, 2,) con ©’ un programa en ICPDL. Ejecutamos
el Algoritmo 3 en la entrada C’[z,y] para obtener un programa de ICPDL equivalente T o]

Sustituimos C'[z,y] por T o] (r,y) en 7 y repetimos el procedimiento. El resultado final es
claramente un programa de ICPDL de tamano polinomial en el tamano de 7. O
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Dado que CPDL*"(TW,) < ICPDL"(TW,), hemos obtenido la Proposicién 52, pero més pre-
cisamente, podemos concluir el siguiente corolario debido a los Lemas 53, 54, 57 y 58:

Corolario 59. ICPDL, CPDL"(G,), CPDL"(TW,) y CPDL*(TW,) son equicxpresivos, mediante
traducciones polinomiales.

3.4 Criterios de simulacién para CPDL"(TW,)

Siguiendo la linea de la seccién anterior donde se utilizaron los fragmentos CPDLY(TW,) para
caracterizar algunas extensiones conocidas de CPDL, estamos interesados en seguir explorando el
alcance del poder expresivo de estos lenguajes. En este seccién, caracterizaremos a CPDL"(TW,,)
mediante una forma de juego de (bi)simulaciéon usando piedras, similar a los juegos de caracteri-
zaciéon para fragmentos de la légica de primer orden con finitas variables [118].

3.4.1 Relacion de simulacion

Definiremos la nocién de k-simulacién entre un par (K, K') de estructuras de Kripke mediante un
juego de dos jugadores al estilo de Ehrenfeucht-Fraissé que denotamos G[—]. El tablero del juego
tiene como conjunto de posiciones S'U D, con

S = {s} x Hom(K, K')
D= {dy.....d} x (W(EK)" x WK

donde a Spoiler le corresponden las posiciones de S y a Duplicador las de D.* El conjunto de
movimientos o jugadas validas G[—,] es el conjunto més pequeno que satisface lo siguiente:

J1 Hay un movimiento de (s, @,9) a (d;,@,v) si & = @[i — w], donde w es un mundo de K a
distancia < 1 de u[j], para algin 1 < j <k coni # j;y

J2 Hay un movimiento de (d;,@’,v) a (s,u,9") si ¥ = v[i = w|, donde w es un mundo de K’ a
distancia < 1 de 0[j], para algin 1 < j < k con i # j.

Dada una posicién de tipo (s, u,v) o (d;, @, v), decimos que @ (resp. ) es una configuracién en
K (resp. K'). Visto como un juego, podemos pensar que Spoiler tiene a su disposicién k piedras
dispuestas sobre algunos mundos de K, lo que determina una configuracion @ en K y Duplicador
tiene a su disposicién k piedras dispuestas sobre algunos mundos de K’, lo que determina una
configuracién v en K'. Dadas estas configuraciones, una jugada tipo J1 valida de (s, ,7) a
(d;,u',v) quiere decir que Spoiler movié la i-ésima piedra (que se hallaba en @li]) al mundo w,
obteniendo entonces la nueva configuracién 4’ = ufi — w] y d; indica que ahora le toca jugar a
Duplicador y de ser posible debe mover su i-ésima piedra mediante una jugada valida tipo J2.

La condicién de victoria para Duplicador es cualquier juego infinito, que es una forma de
“condicion de salvacion”, que implica determinacion (posicional) del juego. Para mds informacion
sobre este tipo de juegos referimos la lectura de [108, Chapter 2].

“Usamos la notacién (s, @,7) en lugar de (s, (i, 7)) para los elementos de Sy (d;, 4, ) en lugar de (d;, (@, v))
para los elementos de D.
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Figura 3.6: Izquierda: un par de estructuras de Kripke K y K’ definidos con finitos dtomos. Centro:
un ejemplo de un juego G[—,] sobre K y K ', Gréficamente, los vectores en las posiciones se pueden
pensar como movimientos de piedras que se encuentran sobre los mundos de las estructuras de Kripke.
La notacién (Si) indica que jugd Spoiler moviendo la piedra i (representadas por distintos colores especi-
ficados en la imagen), y andlogo para (Di) indicando el movimiento respuesta de Duplicador. El orden
de los movimientos es: (S1), (D1), (S2), (D2). De hecho, Duplicador siempre puede responder cualquier
movimiento de Spoiler en G[—5], por lo que K, u; —¢ K ' v1. Derecha: una representacion de arbol de una
estrategia ganadora para Spoiler en G[—3] sobre K y K ' Se muestran todas las posibles respuestas de
Duplicador, el cual no puede responder después de (S2) en ambas ramas, por lo que K,u; /3 K ' vy. Ob-
serve que K, uy,u; =y K' vy, v B 7w param = {c(xg, 4), a(xg, T3), a(xs, 24), (2, o), b(To, 4) s, 4]
Para no sobrecargar la imagen, en ambos desarrollos de juegos solo mostramos la configuracién de la ju-

gada hecha por el jugador en turno.
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Dadas dos estructuras de Kripke K, K’ y tuplas de mundos @ € W (K)" y o € W(K")*, decimos
que K', v k-simula a K, denotado K,u —, K',v, si

C1 (s,,?) es una posicién valida de G[—;] en (K, K') (es decir, (u,7) induce un homomorfismo
parcial), y

C2 Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, @, v).

siempre que todos los mundos en % estén en una misma componente conexa de K. Observe
que si hay elementos de @ en distintas componentes conexas de K, entonces K,u —, K' v para
todo 7 € W(K')*. Si todos los elementos de @ estdn en una misma componente conexa de K
vy K,u —;, K',v, entonces los mundos de ©# también deben pertenecer a una misma componente
conexa de K'. Ademds, por la condicién C2, ocurre que si Spoiler pasa de la configuracién o a '
aplicando la regla J1, entonces Duplicador necesariamente debe poder realizar un movimiento J2
donde 7’ es tal que K, % —, K',v'. Ver la Figura 3.6 para ejemplos de victorias de Spoiler y de
Duplicador.

Nos permitimos el siguiente abuso de notacion: Si u; y u, son n-tuplas con n < k, escribir
K,y — K', i, quiere decir realmente que K, @y — K', 5, donde @; es la k-tupla u;[j] = ;[j] para
todo 1 < j < ny u;[j] = 4,[n] para todo n +1 < j < k. En términos de juegos, la tupla i, indica
que Spoiler tiene sus primeras n piedras dispuestas en los mundos de u; y las k—n piedras restantes
estan apiladas con la n-ésima piedra (andlogo para Duplicador). Asi por ejemplo, si escribimos
K,v —; K',v' tenemos que Spoiler (resp. Duplicador) tiene todas sus k piedras apiladas sobre el
mundo v de K (resp. sobre el mundo v de K'), o si tenemos K, u,v —, K’ u',v" entonces Spoiler
tiene la primera piedra sobre u y las k — 1 piedras restantes sobre v (andlogo para Duplicador).

Demostraremos ahora uno de los resultados mas importantes de este capitulo.

Teorema 60. Sea k > 2. Dadas dos estructuras de Kripke K, K' donde K' es de grado finito, y
mundos u,v € W(K) yu',v' € W(K'), las siguientes son equivalentes:

(1) para cada férmula positiva ¢ de CPDL"(TW,), K,v |= ¢ implica K',v' = o;

(2) K,v—41 K'v';

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa positivo © de CPDL"(TW,,), K,u,v |= 7 implica K',u',v" |= 7;
(2) K,u,v —pq K' u' v

Mas atin, la hipotesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

Demostracion. (1) implica (2)  Argumentamos por contrarreciproco y analizamos primero la
implicacién para programas.

Supongamos que K, u,v /.1 K',u',v', es decir, u,v estdn en una misma componente conexa
de K y no ocurre C1 o C2. Debemos hallar un programa m en CPDL"(TW,) tal que K, u,v = 7
pero K',u/,v" £ 7. Cuando no ocurre C1, es decir, cuando ((u,v), (u',v")) & Homy (K, K'), el
resultado es bastante directo, basta analizar las finitas posibilidades para que esto tltimo suceda,
lo cual ocurre cuando:

e existe un dtomo a € A tal que (u,v) € [a] x v (v',v") & [a] ', por lo que tomamos 7 = a; o
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e existe p € P tal que u € [p]x v u' & [plx (resp. v € [p]x v v € [p]x), por lo que tomamos

7w =p?or (resp. m = op?) donde 7’ es un camino que conecta a u con v en K.

Cuando no ocurre C2; tenemos que hay una estrategia ganadora de Spoiler en un nimero
acotado de rondas en G[—4] comenzando desde la posicién (s, (u, v), (u’,v")). Consideremos esta
estrategia descrita como un arbol de altura finita cuyos vértices estan etiquetados con posiciones
de G[—}41]. En particular, pedimos que este arbol satisfaga que:

(i) la raiz debe etiquetarse con (s, (u,v), (u',v")),

(ii) cualquier vértice con etiqueta (d;,#,?) tiene un hijo con etiqueta (s,u,7’) para cada posible
movimiento de (d;, 4, v) a (s,%,0") en G[—44],

(iii) cualquier vértice con etiqueta (s, @, ) tiene exactamente un hijo (d;, @', v), tal que el movimiento
de (s,u,) a (d;, @', v) es valido en G[—44],

(iv) cada hoja debe tener etiqueta de tipo (d;, 4, v) y no hay movimiento posible en G[— ;] desde
esa posicion.
Observe que como K’ es de grado finito, hay solo un niimero finito de movimientos que se pueden
hacer en G|[— ;] desde cualquier posicién correspondiente a Duplicador, por lo que el drbol de
estrategia de Spoiler tiene ramificacién finita y por lo tanto este arbol es finito.
De esta estrategia ganadora de Spoiler, consideremos el &rbol 7"y funcién A : V(T') — W (K )k+1
que resultan de:
(1) remover todos los vértices y etiquetados con posiciones de Spoiler exceptuando la raiz (es decir,
solo mantenemos la configuracién inicial (u,v) que le corresponde a Spoiler), y anadir un eje
entre el padre de y y el (tnico) hijo de y, y

(2) proyectar la etiqueta de cada vértice en la componente que corresponde a W (K)*™ (es decir,

A(z) = u si la etiqueta de z en el arbol de estrategia era de la forma (s,u,v) o (d;, u,?)).

De este 4rbol se puede construir un programa conjuntivo C[z, x,] en CPDL*(TW,) que con-
tiene todos los tipos de homomorfismos de las tuplas. Sea @ el conjunto de todos los pares (y, 1),
donde y es un vértice de T'y 1 < ¢ < k+ 1, y sea = la relaciéon de equivalencia més fina sobre
Q tal que: (a) (y,9) = (y,i) si Ay)[i] = My)['], vy (b) (y,7) = (y,4) si ¥ es un hijo de y y
AM»)[i] = A(%)[i].” El programa conjuntivo C' usard una variable por cada clase de equivalencia de
~, las cuales denotamos como [y, i] para cada par (y,7) en ), y contiene a los siguientes dtomos
de programa:

(1) p?(ly 1], [y, 4]) si Aw)[i] € [Pk, ¥

(i) ally,. [y, 5D sty =y y (M), My)ls]) € [a] -

La variable x, (resp. x;) es la clase [y, i] donde y es la raiz de T'y A(y)[i] = u (resp. A(y)[i] = v).
Ver Figura 3.7 para una ilustracion. Existe la posibilidad de que no se hayan agregado atomos de
programa que contengan a xg 0 ,, o también podria suceder que G, quede disconexo. En tales
casos, extendemos a C' con el programa conjuntivo 7' (z,, z;) donde 7’ es un camino que conecta a
w con v en K (similar a lo realizado cuando no ocurre C1).

Demostraremos ahora algunas propiedades de C|x,, x,].

5 .. . . . . .y .,
Intuitivamente, la regla (a) relaciona las piedras de Spoiler que ocupan una misma posicién en una configuracién
determinada y (b) indica la permanencia de una piedra en una misma posicién de una jugada a otra.
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0
c(xs,xq)

% a(:z:s, I3)7 CL(.’E3, I4), C(.’,Cs, $4)

Figura 3.7: Construccién del programa conjuntivo C[z,, z;] que resulta de la estrategia ganadora de
Spoiler con 3 piedras de la Figura 3.6.

Afirmacién. C[z,,r,] € CPDL"(TW,).

Demostracion. Por construccion, Ge es conexo. Por otra parte, Gey,, ., estd en TW;, porque
(T, M) induce la descomposicién de arbol (T, \') de ancho < k, donde N (y) = {[y,4] | 1 <i < k+1}
para cada y € V(T). O

Afirmacién. K, u,v | Clr,,x,] y K' o', v' [~ Clr,, x,).

Demostracion. Para ver que K, u,v = Clz,,x;] consideremos la asignacién f : vars(C') — W(K)
dada por f([y,i]) = A(y)[i], la cual estd bien definida porque para todo par (y,i),(y',i) € Q,
(y,i) ~ (y',i') implica A(y)[i] = A(%')[i'] por definicién de ~. Luego, f es una asignacién de
satisfacciéon de C.

Veamos que K’ u',v" £ Clz,, x,] por contradiccién. Si K',u',v" &= Clx,, z,], consideremos
[ vars(C) — W(K') la correspondiente asignacién de satisfaccién, la f del parrafo anterior y la
descomposicién de arbol (T, \') de la afirmacién anterior. Para cada y € V(T') definamos C,, como
el conjunto de todos los d4tomos de programa 7(z,z’) en C tales que z,2" € X' (y). Tenemos que
f (resp. f') es una asignacién de satisfaccién de C' si y solo si f (resp. f') es una asignacién de
satisfaccion de C, para todo y € V(T'). Definamos ademas para cada y € V(T') las tuplas

uy = (f(ly, 1]),- -, f(ly, k +11))
o, = ([, 1), fi(ly. b +1])

de mundos de K y K’, respectivamente. Como C, codifica la subestructura de K generada por la
tupla @,, cuando sustituimos la componente ,[i] por la correspondiente variable [y, i), obtenemos
entonces que (4, v,) € Homy (K, K') para todo y € V(T).

Seay — 1/ una arista de 7. Vamos a ver que esta arista se corresponde con algunos movimientos
vélidos en G[—j,;] que se utilizan en el arbol de estrategia de Spoiler. Si y es el nodo raiz de
T, u, (resp. v,) se corresponde con la configuracién u,v de Spoiler (resp. u’,v" de Duplicador),
y por lo tanto, la arista y — v’ proviene de la primera jugada realizada por Spoiler en su &rbol
de estrategia. Esto implica que @, y @, son iguales salvo en alguna componente 1 < i < k + 1.
Como (u,,v,) € Homy (K, K '), entonces v, y v, son iguales salvo en la componente i-ésima. Por

%Este fue el proceso realizado durante la construccién del programa Clz,, z,).
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definiciéon de G[—},;] tenemos que los movimientos

de (S7ﬂy7@ ) a (di7ay’7@y) y

o - (F)
de (d;,u,,v,) a (s, u,,0,)

son validos, y por lo tanto, deben aparecer en el arbol de estrategia de Spoiler. Més general,
supongamos que a las configuraciones , y v, llegamos por medio de una serie de jugadas que
aparecen en el drbol de estrategia de Spoiler. Igual que antes, la diferencia entre u, y uy, y
entre 0, y U,/ es debido a una misma componente i, por lo que en G[—,] son vélidos algunos
movimientos tipo (F) que ademds deben aparecer en el arbol de estrategia de Spoiler por definicién.

Notemos que el anélisis anterior es valido incluso si y’ es una hoja de T, pero esto es una
contradiccion, porque en el arbol de estrategia de Spoiler no deberian existir nodos etiquetados
con jugadas hechas por Duplicador por debajo de las de tipo (d;, u,, Uy )- O

Observemos que técnicamente C' podria tener infinitos &tomos de programa, esto porque entre
dos mundos de una estructura de Kripke de grado finito podrian haber infinitas transiciones. Sin
embargo, del hecho que K',u',v" £ Clx,, x,] v de que K’ es de grado finito, se puede extraer un
conjunto finito ¢’ C C tal que K’ u’,v" [~ C'[z,, z;] como describimos a continuacién.

Consideremos el conjunto F de funciones f : wvars(C) — W(K') tales que (i) f(x,) = /,
f(zy) =",y (ii) para todo x # x,, 7, f(x) estd a distancia a lo sumo |vars(C)| de v’ o v'. Como
K’ es de grado finito, F' es finito. Para cada f € F, escogemos un atomo de programa a F(@pyyp)
de C' que no se cumple en K’ bajo la asignacién f, es decir, tal que (f(x;), f(ys)) & [af]x- Sea
C' el conjunto de todos estos programas, més una cantidad finita de d4tomos de programa de C
para asegurar que (a) vars(C') = vars(C') y (b) G es conexo. Notemos que C” es finito y que
K' ' v = C'x,, 7], ya que si existiera una asignacién de satisfaccién f : vars(C') — W(K'),
entonces f € F'y C' tendria que incluir el 4&tomo a #(7¢,y¢) que no se satisface en K " por definicién.

El caso de K,u .1 K',u' es andlogo, simplemente se construye C[z,, z,] como antes pero se
fija x, igual a z,. La férmula final es entonces (Clz,, z,]).

(2) implica (1) Esta implicacién la demostraremos por induccién estructural en la expresion y
de hecho veremos algo un poco mas general que lo planteado en el enunciado del teorema. Para
cualquier (u,v) € U1§n§k+1(W(K>n xW(K')"),"si K, —4,1 K',7y K, % |= e para una expresién
positiva e de CPDL"(TW),,), veamos que K', v = e.

> e=pparap € P Como K,v —,; K',v', hay un homomorfismo parcial tal que v — v', y por

lo tanto, si K,v |= p entonces K',v' = p.

> e=aparaa €A Como K,u,v =, K',u',v', hay un homomorfismo parcial tal que u — u’

y v +— v, y por lo tanto, si K, u,v E a entonces K' ' = a.

> e =a para a € A Andlogo al caso anterior.

> e=@ ANpy Si K, v | p; A, entonces K, v |= p; para cada i = 1,2. Luego, por hipétesis
inductiva tenemos que K’ v’ |= ¢; para i = 1,2, lo cual implica que K',v' = 1 A ©,.

> e =m Umy, Analogo al caso anterior.

"Tomar la unién sobre 1 <n < k+ 1 tiene sentido para tratar con el ultimo caso.
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> e=@? Si K,u,v = ¢? entonces u = vy K,u |= . Por hipétesis inductiva, K',u" |= . Como
K,u,v =1 K',u/,v', hay un homomorfismo parcial tal que u +— u' y v — v', pero como
u = v, entonces u' = v’, lo cual implica que K',u/,v" |= ©?.

> e = (m) Si K,v = (m), entonces existe un mundo ¢ en K tal que K, v, 0 |= 7. Dado que: (1) v
y ¥ son parte de una misma componente conexa de K, (2) K,v —, 1 K, v,y (3) k+1 > 3,
se sigue que hay un mundo ¥’ en K’ tal que K,v,o —,,4 K',v’,9'. Més precisamente, 0’ se
puede obtener usando la estrategia ganadora de Duplicador, pues si Spoiler realiza una serie de
movimientos para pasar de la configuracién v a la configuracion v, v, estas jugadas deben ser
replicadas por Duplicador en K, pudiendo asi pasar de la configuracién v" a la configuracién
v, 7"y de modo que se preserve la relacién —,,;. Ahora, por hipétesis inductiva, se obtiene

que K',v', 0" = 7w, de donde, K',v" |= (7).

> e =m" Supongamos que K,u,v = 7 . Veamos que podemos reducir este caso al de programas
R . . , . . 0 .
conjuntivos. Analizamos esto por el nimero de iteraciones. El caso K,u,v = 7 sucede siy
. / / . ey , ror 0

solo si u = v, en cuyo caso u' = v' por definiciéon de =, y asi K',u’,v" = 7 . Supongamos
que K,u,v = 7" con n > 1. Si consideramos el programa conjuntivo 7@ = Clz,, z,|, donde
C = {n(xs,y1), 7(Y1,92)s - 7T(Yp_1, ;) }, tenemos que 7" y 7 son equivalentes. Como las
subexpresiones (propias) de 7 son iguales a las subexpresiones (propias) de 7", basta con que
apliquemos la hipotesis inductiva a 7.

> e =m omy Igual que antes, lo reduciremos al caso de programas conjuntivos, considerando
ahora que 7, o my equivale a Clx,, x| con C' = {m(x,,y), m(y, z;)}.

> e = Clz,,r,] Este es el caso més interesante de esta implicacién y de hecho, demostraremos su

validez valiéndonos de los programas generalizados C[Z], donde z € vars(C)™ con 2 < n < k+1.
Notemos que en z puede haber repeticion de variables. Por definicién de grafo subyacente, si
consideramos una descomposiciéon de arbol de Gé[z]w todas las variables en z deben estar
contenidas en alguna bolsa, puesto que z genera un subclique de tamano t en Gé[z}. Ademas,
si suponemos que Gé[z] € TW,,, entonces sin pérdida de generalidad podemos considerar una
descomposicién de arbol de Gé[g] con una bolsa que solo contiene las variables de z y a la que
denominamos por conveniencia bolsa raiz. Demostraremos ahora algunas propiedades.

Afirmacién. Para todo C CC yz € vars(é)" con2<n<k+1, tales que G, € TWy, y para
todo v € W(K)" y@ € W(K')": si K,7 —y K',7' y© € [C[Z]]x, entonces T € [C[2]] 1

Demostracion. Sea m = C’[Z] y (T, v) una descomposicion de arbol de G, con bolsa raiz b (es decir,
en v(b) solo estdn las variables de z). Supongamos que K, —; 1 K',v' y 0 € 7], y veamos
que ¥’ € [r] . Sea h : vars(C)) — W(K) una asignacién de satisfaccion de C' tal que o = h(2).
Debemos mostrar una asignacién de satisfaccién b’ : vars(C) — W(K') tal que @’ = h(Z).

Supongamos que la raiz b de T tiene ¢ hijos b;,...,b, y sean T},...,T, los correspondientes
subdrboles. Sea y; cualquier vector de variables (distintas dos a dos) de v(b;) N v(b), es decir, las
variables en comtin que estan en la bolsa raiz b y su i-ésimo hijo b;. Asumimos que en g; hay a lo
sumo k variables distintas, ya que de lo contrario v(b;) = v(b), pero sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que en (T, v) no pasa esto.
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Sea vy = vy v; = h(y;) para todo 1 < i < £. Definamos C; como el conjunto de todos los
atomos de programa 7' (x,z") de C tales que z,2’ € v(b)®, y para todo 1 < i </, sea C; C C \ Cy
el conjunto de dtomos de programa 7' (z, ") de C \ C, tales que z,2" € v(b') para alguna bolsa
b de T,. Se sigue que K, v = C’[Z] si y solo si K,v; = C;ly;] para todo 0 < ¢ < ¢. Tenemos dos
posibilidades: Cy, = C o C, € C.

Cy = C' Este caso implica que todas las variables de C son aquellas de z. Consideremos la

funcién h' : vars(C) — K’ tal que R'(z[j]) = ¥'[j]. Primero, i’ estd bien definida, ya que si
para una variable x de Z se tiene que x = z[j] = z[j'] con j # j, entonces ¥'[j] = ¥'[j'] pues
vlj] = h(z[j]) = h(z[j']) = v[j'] y (v,7") define un homomorfismo parcial por hipétesis. Segundo,
h' es una asignacién de satisfaccion, pues para todo dtomo de programa 7' (z, ') € C se tiene que
(a) (h(x), h(z")) € [7'] ;v (b) como k+1 >3, K, h(x), h(z') =41 K' 1 (2),h'(2')”, entonces por
hipétesis inductiva en 7’ tenemos que (h'(z), h'(z")) € [7'] x/, como querfamos demostrar.

C,y € C' En este caso tenemos que |C}| < |C| para todo 0 < i < (. Para cada i, si n; es la dimensién
de la tupla v;, entonces para todo 0 < j < ny, si 4;[j] = v[k], definimos v;[j] = ¥'[k], obteniendo
ast la n;-tupla v, de mundos de K’. Note que o = v'.

Podemos aplicar la hipédtesis inductiva sobre cada C; ya que (a) K,v; = C;ly]; v (b) como
k+1>3, K, 0 — K',0."0 Asi, K, 0] = Cy[g;] para todo 1 < i < £. Sea h; : vars(C;) — W (K")
una asignacién de satisfaccién tal que h;(7;) = ©; y consideremos la funcién h' := hg U --- U hy.
Primero, b’ est4 bien definida, pues si o estd en ¢; con i # 0, entonces para ciertos j y k tenemos
que h;(z) = v;[j] = U'[k] = hg(Z[k]), es decir, todas las funciones h; coinciden con hg en las variables
que tienen en comun. Segundo, /' es una asignacién de satisfaccién de C, va que K', 0" |= C [Z] si
y solo si K', v, = C;[y;] para todo 0 <14 < /. ]

Hemos demostrado que la propiedad del teorema vale para todos los subprogramas generalizados
de e = Clz,, x| que satisfacen las condiciones de la afirmacién anterior, y en particular, también
vale para el mismo e, quedando demostrado asi el teorema. O

3.4.2 Relacion de bisimulacion

Definimos ahora la nocién de bisimulacién sobre (K, K'), como antes, a través de un juego de dos
jugadores G[+=}], similar a lo que hicimos para el juego G[—;]. Asumamos a lo largo de esta
seccién y sin pérdida de generalidad que K y K’ tienen conjuntos de mundos disjuntos. Esta vez
el tablero de juego de G[=;] tiene como conjunto de posiciones S U D, con

S = {s} x (Homy,(K, K') U Hom(K', K)),
D= {dy,....d} x (W(K)" x W(K)")UW(K)" x W(K)")),

8Cabe la posibilidad de que Cjy = (}, pero por conexidad de G podemos asumir que hay al menos un atomo de
programa en Cj.

?Como los mundos en ¥ estdn en la misma componente conexa de K y contamos con al menos 3 piedras para
jugar, siempre es posible para Spoiler pasar de la configuracién v a la configuracién h(x), h(m/), lo cual Duplicador
puede copiar pasando de la configuracién @’ a h'(z), h(z").

10Anélogo al caso anterior, Spoiler puede pasar de la configuraciéon v a v; y Duplicador responde pasando de la
configuracién o' a o; para todo 1 < i < £.
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donde a Spoiler le corresponden las posiciones de S y a Duplicador las de D. El conjunto de

movimientos o jugadas validas G[+,] es el conjunto més pequeno que satisface lo siguiente:

J1 Hay un movimiento de (s, %,?) a (d;,@,v) si @ = u[i — w], donde w es un mundo a distancia
<1 de a[j], para algin 1 < j < k con i # j;

J2 Hay un movimiento de (d;, @', v) a (s, 4,9 si ¥ = 9[i = w], donde w es un mundo a distancia

< 1 de v]j], para algin 1 < j < kconi # j;y
J3 Hay un movimiento de (s, @, v) a (s,v,a) si a[l] = --- = u[k] (y por lo tanto, v[1] = --- = v[k]).
Note que las reglas anteriores no especifican dénde estan ubicadas las tuplas u y v, pero se infiere
que un movimiento tipo J3 realizado por Spoiler indica que este ha cambiado de modelo, teniendo
ahora la opcién de mover las piedras que se encuentran en K', en cuyo caso, Duplicador debe
responder con un movimiento en K. Nuevamente, la condiciéon de victoria para Duplicador es
cualquier juego infinito.

A partir de esto, definimos las siguientes nociones de juego: las de k-semi-simulacion y k-
bisimulacion. Dadas dos estructuras de Kripke K, K’ y tuplas de mundos 4 € W (K )k y U E
W(K')k, decimos que hay una k-semi-simulaciéon de K, @ a K', v, denotado K, @ =, K', v, si
C1 (s, u,v) es una posicién valida de G[=] (es, decir, (u,?) induce un homomorfismo parcial),
C2 Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, @, v),

siempre que todos los mundos en % estén en una misma componente conexa de K. Decimos que hay
una k-bisimulacién entre K,y K', 7, denotado K, =, K',0,si K,u=, K',0y K',1 =, K,u.""
Por la regla de juego J3, es directo que si u € W(K), v € W(K') y K,u =, K',v, entonces
K' v=, K,u.

Si Duplicador tiene una estrategia ganadora, es claro que también la tiene incluso si Spoiler
nunca utiliza la nueva regla J3, por lo que también vale directamente lo siguiente.

Proposicién 61. Si K,u =, K',v entonces K,u —, K', .

Recordemos que en el Teorema 60 la relacion de k-simulacion lidia con las expresiones positivas
de CPDL"(TW,). La intencién de introducir estos nuevos juegos es para abarcar ahora las demés
expresiones que utilizan el simbolo de negacién de férmulas —. Para la relacion de k-semi-simulacién
tenemos lo siguiente:

Teorema 62. Sea k > 2. Dadas dos estructuras de Kripke K, K' donde ambas son de grado finito,
y mundos u,v € W(K) yu',v' € W(K'), las siguientes son equivalentes:

(1) para cada férmula ¢ de CPDL"(TW),), K,v = ¢ implica K',v' |= ¢;

(2) K,v= 4 K',v';

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa = de CPDL"(TW,), K,u,v = 7 implica K',u',v' = 7;
(2) K,u,v =, K',u' v

Mas ain, la hipdtesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

11, - iy . . . . . . . .
Acé también asumimos las mismas consideraciones notacionales descritas para k-simulacidn.
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Demostracion. (1) implica (2) Procedemos por contrarreciproco como en la demostracién del

Teorema 60. Supongamos que K,u,v 7, K',u',v'. El caso en el que v y v se encuentran en
diferentes componentes conexas de K o cuando ((u,v), (u',v")) & Homy(K, K') son triviales, asf
que asumamos lo contrario. Esto significa que Spoiler tiene una estrategia ganadora en un niimero
acotado de rondas en G[=,4] comenzando desde la posicién (s, (u,v), (u',v")).

La estrategia ganadora de Spoiler es de nuevo un arbol finito, cuyos vértices son etiquetados
con posiciones de G[=;,4]. En particular: (i) la rafz debe etiquetarse con (s, (u,v), (u',v")),
(i) cualquier vértice con etiqueta (d;,u,?) tiene un hijo con etiqueta (s,#,?’) para cada posible
movimiento de (d;, @, 9) a (s,4,0") en G[=444], (iii) cualquier vértice con etiqueta (s,,v) tiene
exactamente un hijo, cuya etiqueta es consistente con un movimiento de G[=},;] (recordemos
que Spoiler cuenta con dos tipos de movimientos esta vez, asi que esta etiqueta podria ser de tipo
(d;,u',v) o (s,v,u), segin la jugada que haya realizado Spoiler), (iv) para cada hoja que debe
tener etiqueta de tipo (d;, 4, v), no hay movimiento posible en G[=,] desde esa posicién. Como
K y K' son de grado finito, hay solo un ntimero finito de movimientos que se pueden hacer desde
cualquier posicién en G[=},], por lo que el drbol de estrategia de Spoiler tiene ramificacién finita
y por lo tanto este arbol es finito.

De esta estrategia de Spoiler, sea el d&rbol Ty funcién X : V/(T') — (W (K)*™M UW (K1) que
resultan de: (1) remover todos los vértices y etiquetados con posiciones de Duplicador exceptuando
las hojas, y anadir un eje entre el padre de y y los hijos de y, y (2) proyectar la etiqueta de cada
vértice en la componente que corresponde a la primera estructura (es decir, A(z) = @ si la etiqueta
de z en el arbol de estrategia era de la forma (s, u,v) o (d;,u,v)). En este arbol, diremos que un
eje ¥ — y es de intercambio si se corresponde con una jugada de tipo J3 hecha por Spoiler en
su arbol de estrategia. Sin pérdida de generalidad, podemos imponer que no haya secuencias de
ejes de intercambio salvo de tamano 1, puesto que en términos de juegos, si hubiese dos ejes de
intercambio seguidos esto querria decir que Spoiler salté de una estructura a otra solo para regresar
a la anterior en la siguiente jugada, lo cual es futil para una estrategla ganadora.'” Construiremos
un programa conjuntivo 7 = C|xz,, x,] tal que K,u,v =7y K',u',v" £ 7, mediante un proceso de
podado del arbol T' (o andlogamente, si u = v podemos definir la expresion (C[z,, z,])).

Para todo y € V(T'), denotamos T, al subarbol de T' que tiene a y como rafz. Tratemos
primero con los ejes de intercambio ' — y tales que T, no tiene ejes de intercambio. Para todo
1 <i<j<k+1sucede que A(y)[i] = AM(y)[j], porque y surge de haber aplicado la regla de juego
J3. Si a cada T}, le aplicamos el mismo proceso que al arbol T" de la demostracion del Teorema 60
obtendremos un programa conjuntivo C, [z, z] asociado que pertenece a CPDL" (TW,,)."

Consideremos el arbol 7" que resulta de remover los ejes de intercambio y' — y tales que T, no
tiene ejes de intercambio (no estamos podando todo el arbol T/, sino solamente el eje y = yyel
arbol T,). En T' aplicamos nuevamente el proceso anterior, ligeramente modificado: para cada eje
de intercambio § — ¢ tal que Té no tiene ejes de intercambio, definimos el programa conjuntivo

2Gin esta restriccién, podriamos lidiar sintdcticamente con esta situacién con una “doble negacién”, pero prefe-
rimos simplificar la prueba asumiendo que Spoiler gané de la manera maés sucinta posible.

13Anélogo a la demostracién del Teorema 60, C,, codifica las jugadas realizadas por Spoiler desde la configuracién
A(y). En este caso, x se define como la tnica variable que aparece en la bolsa raiz de la descomposicién de drbol
asociada a C,.
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Cylz, z] que codifica las jugadas de Spoiler desde la configuracién A(g) hasta las hojas de T}, més
algunos programas conjuntivos que surgen de los ejes de intercambio y' — y de T tales que ¢’
es hoja de T". Los programas agregados son de la forma 7, = (—(C, [z, z]))?(z,2), donde z es la
(tinica) variable que se puede definir con la bolsa 7.

Aplicamos este proceso reiteradamente hasta alcanzar un subarbol de T que no tiene ejes de
intercambio, y definimos m = Clz,, z,], donde z,, z, son las variables que surgen de tener en la raiz
de T la configuracion u,v. De manera analoga a la demostracion del Teorema 60, se puede asumir
que todos los conjuntos de programas conjuntivos definidos son finitos, sabiendo que K y K’ son
ambos de rango finito. Ademds, por inducciéon en el nimero de ejes de intercambio, podemos
concluir que 7 estd en CPDLY(TW,), ya que los programas conjuntivos 7, no alteran el treewidth
de los grafos subyacentes involucrados.

Falta ver que K,u,v = 7y que K',u',v" £ 7. Sea T el subérbol de T que se obtiene de
podar en cada rama los ejes de intercambio més cercanos a la raiz de T', (es decir, T es el subdrbol
maximal que muestra todas las jugadas de Spoiler en K antes de realizar un movimiento tipo J 3)
y sea & = C [z,, 7] el programa conjuntivo que lo codifica. Por construccién de m = C [ZBS,ZBt]
tenemos que C' es igual C', més los programas Ty = (—(Cylz, z]))?(z, 2), donde § es tal que §' — ¢
es un eje de mtercamblo de T con ¢ una hoja de T y z es la (nica) variable que se puede definir
con la bolsa ¢'. Hay dos posibilidades: T= T, o bien T es un subérbol propio de T'.

T =T Este caso implica que T no tiene ejes de intercambio, o equivalentemente, que Spoiler
nunca hizo un movimiento tipo J3 en su arbol de estrategia. Entonces 7 es el mismo programa
que se construye en la demostracion del Teorema 60, para el cual vale la propiedad.

T es subérbol propio de T' Este caso implica que tenemos programas de la forma 7; en C'y debe-
mos mostrar una asignacién de satisfaccién f : vars(C) — W(K). Igual que en la demostracién
del Teorema 60, podemos asumir que los elementos de vars(C') son las clases de equivalencia [y, i,
donde y es un elemento de V(T) y 1 < i < k+ 1. Asi que consideremos f([y,i]) = A(y)[i], la
cual esta bien definida y devuelve las configuraciones de Spoiler en su arbol de estrategia como se
especifican en T. Solo debemos verificar que K, f(z) |= (m;), puesto que el resto de programas en
C' se satisfacen bajo la valuaciéon f por construccion.

Sea el eje de intercambio §' — 7, el cual se corresponde con una jugada tipo J3 en el drbol
de estrategia de Spoiler. Como la configuracién de Spoiler al llegar al nodo y' es f(z), entonces
existe un mundo w en K’ tal que la jugada que se realizé en especifico fue un movimiento de
(5, f(2),w) a (s,w, f(2)). Como Ty es el arbol que surge de considerar la estrategia ganadora
de Spoiler desde el nodo ¢ con etiqueta (s, w, f(z)) y T} tiene menos ejes de intercambio que T,
por hipétesis inductiva, podemos concluir que K',w = (Cylz,z]) y K, f(2) £ (Cylz, z]), lo cual
equivale a tener que K, f(2) | (my) v K', w (& (7).

Notemos que en este dltimo caso hemos demostrado también que K',u',v' [~ .

(2) implica (1) La prueba se realiza por induccién estructural en las expresiones, como en la
demostracion del Teorema 60. Los casos bésicos salen por la Proposicion 61. Debemos analizar
un caso nuevo:

> o= Como K,v=,,, K' /v, aplicando la regla J3, debe suceder que K',v' =, 1 K, v, y
por hipétesis inductiva, K',v" |= v implica K, v |= 1, que es equivalente a decir que K,v = ¢
implica K',v" |= ¢.



3.4. Criterios de simulacién para CPDL"(TW)) 84

El resto de los casos se deducen exactamente como en la demostracion del Teorema 60, salvo que
la hipétesis inductiva se formula sobre expresiones que pueden contener el simbolo de negacion. [

Como CPDL"(G) es cerrado por negacién de férmulas, entonces K, v =, K',v' equivale a que
para toda férmula ¢ en CPDL"(TW,,), K,v |= ¢ si y solo si K',v" |= . Para obtener un resultado
similar para programas, solo necesitamos la clausura simétrica de esta nocion, que viene dada por
la relacion de k-bisimulacién.

Teorema 63. Sea k > 2. Dadas dos estructuras de Kripke K, K' donde ambas son de grado finito,
y mundos u,v € W(K) yu',v" € W(K'), las siquientes son equivalentes:

(1) para cada férmula ¢ de CPDL™(TW,,), K,v |= ¢ si y solo si K',v' |= ¢;

(2) K7 v ;\k—&-l Klu U/;

y las siguientes son equivalentes:

(1) para cada programa m de CPDL"(TW,,), K, u,v |= 7 si y solo si K',u',v' |= 7;

(2) K,u,v =41 K',u' v

Mas ain, la hipdtesis de grado finito solo es necesaria para las implicaciones (1) a (2).

3.4.3 Conexion con la légica modal clasica

Culminamos esta parte de juegos de bisimulaciéon mostrando que es posible adaptar nuestros es-
quemas (Secciones 3.4 y 3.4.2) al juego de bisimulacién de la l6gica modal bésica, que describimos
a continuacion. Sean las estructuras de Kripke

K= (X>{_>a| aeA}u{Xp |p€P})
K = (X' {=aa€ A} {X, |peP})

Parav € X y v € X', decimos que K’,v" ML-simula a K, v, denotado K,v — K',v', si existe
Z C X x X' tal que vZv' y para todo uZu' tenemos que

(G)

(1) v € X, implica que u € X;D para todo p € P; y
(2) si u —, w entonces existe w’ € X' tal que u' —, w' y wZw'.

Es bien conocido que si K es de grado finito entonces K,v — K’ v’ ocurre si y solo si cualquier
férmula modal positiva verdadera en v también lo es en v’ [46, Theorem 2.78].

Veremos ahora que la k-simulacién —, se puede reducir a la ML-simulaciéon —. Para K como
en (G) y k > 0 definamos la siguiente estructura de Kripke:

Se(K) = (Sicps {1 "0 € A} {S5F | € Piey)),

o Ay ={1,... k},
o Prp=Px{l,....kPDUAX{L,... .k} )U{L,... .k}

o > F psiysolosihayun 1 < j <kconi#j,ywe X adistancia < 1 de a[j] tal que

(2

v=ali > w|,y
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Kk

eparap € P, v € S{;S si y solo si 0i] € X,; paraa € A, v € Stais)

v e S(Ifjk) si y solo si o[i] = o[5]."*

si y solo si v[i] =, v[j]; v

Teorema 64. Para estructuras de Kripke K, K', w € W(K)* y @' € W(K'): K,w —, K',@ si
y solo si Si(K),w — S,(K"),w'.

Demostracion. Sean K, K' como en (G). Se puede demostrar que para cualesquiera @ € X k y
i e X", vale que S,(K), i — Sy(K'), @ es equivalente a (@, @) € Homy, (K, K') por item (1).
Supongamos que Si,(K),w — S,(K'), W' via la relacién Z. Primero observemos que (s, 0, w') es
una posicién valida de G[—,;] sobre (K, K'). Veamos que Duplicador tiene una estrategia ganadora
en G[—,] desde (s,w,w") que es el resultado de “copiar” a Z de la siguiente manera: supongamos
que 4Zv y Spoiler realiza el movimiento de (s, ,?) a (d;, @, 9), donde @' = u[i — w] y w es un
mundo de K a distancia < 1 de u[j], para algin 1 < j < k con i # j. Dado que @ —>1K’k 'y uzv,
por ftem (2) de — sobre S, (K) v Sy(K'), existe 7' € X tal que @’ —>f(/’k vy u' Zv'. Por definicién,
(s,4',7") es una posicién valida y Duplicador hace el movimiento de (d;, @’,v) a (s, %, v'). Todo
esto vale desde la posicién (s, w,w’) y por lo tanto Duplicador tiene una estrategia ganadora.
Para la otra direccién, supongamos que Duplicador tiene una estrategia ganadora desde (s, w, '),
descrito por un arbol 7" sin hojas cuyos vértices estan etiquetados con posiciones de G|—;]. En
particular, este 4rbol cumple que: (i) la raiz esté etiquetada por (s,w,w’), (ii) cualquier vértice
con una etiqueta tipo (d;, u,v) tiene exactamente un hijo con etiqueta (s, u, 17/) cuya etiqueta es
consistente con un movimiento de G[—], y (iii) cualquier vértice con etiqueta tipo (s, u,v) tiene
un hijo por cada posible movimiento de G|—;]. Sea Z C X* x X" dado por la propiedad uZv si
y solo si (s,u,v) es una etiqueta de algin nodo de 7. Es directo que Z satisface los items (1) y
(2), v que Si(K),v — Si(K"),v" via Z. O

Anélogamente, podemos establecer una relacién entre k-semi-simulacién y ML-simulacién,
adaptando un poco la metodologia anterior. Sean K y K’ como en (G) tales que ademds XNX' = (.
Definimos las estructuras de Kripke Q (K, K') y Q) (K, K') como sigue:

Qk(K7K/) = <Q7{_>z| i GAQ}7{QQ | QGPQ})a
donde
e Q=X"UX"
e Ap={1,...,k}UX x X)U (X x X),
o Po=Px{l,.... k) UAx{1,...,k})U{L,...,k}"

e paracadal <i¢<k,u—,vsiysolosihayunY € {X,X'}talqueﬂEkahayunl <j<k
con i # j, y w €Y adistancia < 1 de u[j] tal que v = ufi — w),

e para cada (vy,vy) € (X X X')U (X' x X)), ) =y, ) Ua s1 y s0lo si y[i] = vy y Usi] = vy para
todo 1 <i < k (notar que en caso de que v; € X, entonces @; € X* vy, € X', v en caso de
que v; € X', entonces 1y € X' y Uy € Xk), y

“La estructura Sy (K) describe los movimientos vélidos realizados por algin jugador (Spoiler o Duplicador),
donde las etiquetas en A, codifican las movidas de las piedras y las etiquetas en Py ;, codifican las subestructuras

de K generadas por cada tupla u € X k.
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e para (X, ) € {(X, =), (X', =)}, si 7 € X", entonces para p € P, 7 € Q) si y solo si
vli] € X,; paraa € A, ¥ € Q4,5 si y solo si 0[i]=,0[j]; y 0 € Q. ;) si y solo si v[i] = vj],
y
Qu(K, K') = (Q" {=il i € Ao} {Qy | ¢ € Pg}),
donde
° Q'=0Q,
e para cada 1 <i <k, 4 —;, v se define como en Q(K', K') reemplazando —; por —,,
e para cada (vy,v;) € (X x X')U(X' X X), iy = (4, ) Uy S1y 800 81 Uy —>(y, ) Us €0 Qp (K, K7),

oy Q/(p’i)’ Q/(a,i,j) y Q/(”/) se definen como en Q) (K, K’) reemplazando Q(pﬂ-) por Q'(m-), Q(am) por
Q(a,i,j) y Q(i,j) por Q(i,j)-
Bajo este esquema, podemos demostrar lo siguiente.

Teorema 65. Para estructuras de Kripke K, K', w € W(K)k yw' e W(K'): K,w=, K, sivy
solo si Qu(K, K"),w — Q) (K,K'),w'.

Demostracion. Similar a la demostracion del Teorema 64, solo aclaramos que la inclusién de los
sfmbolos —; con i € (X x X')U (X x X') sirven (como se indica en la definicién de las estructuras
Qw(K,K") v Qi(K, K")) para lidiar con las jugadas tipo J3 que puede realizar Spoiler durante
alguna partida. O

De este teorema se obtiene que

Corolario 66. Para estructuras de Kripke K, K', © € W(K)* y @' e W(K'): Ko =, K', @' si
y solo si Qu(K, K'),w — Qu(K, K'), 0" y Qu(K, K'), 0 — Qu(K,K'), w.

Consideremos los siguientes problemas de decision:

k-SIMULATION
Entrada: K, K’ estructuras de Kripke, 7 € W(K)*, @' € W(K')*
Salida: Decidir si K, u —, K', '

k-BISIMULATION
Entrada: K, K’ estructuras de Kripke, @ € W(K)* @' € W(K')*
Salida: Decidir si K, 1=, K', @

Restringidos a estructuras finitas podemos valernos de algunos resultados conocidos para obtener
cotas de complejidad para ambos problemas. En [120] demuestran que el problema de bisimulacién
entre los estados de unos FSPs' se puede decidir en tiempo polinomial. Bajo este mismo esquema,
en [28] demuestran que este problema de bisimulacién es PTime-completo.

Observe que cuando K es una estructura finita, entonces tanto Sy, (K, K') como Q. (K, K') son

también finitos y de tamano polinomial con respecto a K.

15 L . . . . .
Un Finite State Process (FSP) se puede pensar como un autémata finito no determinista con posibles transi-
ciones vacias. En este sentido, los FSPs incluyen a las estructuras de Kripke finitas como submodelos. El esquema
de simulacién entre FSPs sigue las mismas reglas descritas para ML-simulaciéon dadas al comienzo de esta seccion.
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Corolario 67. Bajo estructuras de Kripke finitas, los problemas k-SIMULATION y k-BISIMULATION
se puede resolver en tiempo polinomial.

3.5 Separabilidad

Ya vimos que los lenguajes CPDL(TW,) y CPDL"(TW,) son equiexpresivos. En esta seccién
analizaremos qué sucede entre CPDL"(TW,) y CPDL"(TW,_,) para k > 2. Los préximos resul-
tados seran una consecuencia directa de la siguiente “propiedad de modelo tipo arbol”.

Proposicion 68. Para cada k > 3, estructura de Kripke K y mundo u € W(K), existe una
estructura de Kripke K de treewidth < k — 1 y un mundo 4 € W(K) tales que K,u =) K, u.
Ademas, si K es numerable, K tiene una descomposicion de drbol numerable de ancho < k — 1.

Demostracion. Consideremos el conjunto & de los subconjuntos no vacios de a lo sumo k£ — 1
mundos de K. Sea T el drbol infinito con nodos V(T') = {u}-S" (es decir, los nodos son secuencias
finitas sobre S que comienzan con {u}) y con ejes {x,y} si x es un prefijo de y de longitud |y| — 1.
Decimos que {u} es el nodo raiz de T'y lo denotamos r. Denotemos por A(z) al dltimo conjunto
de z € V(T) (es decir, A(y - S) = S paracada S € Sy y € §").

Para un par de mundos v, de K y un par de nodos z,2’ de T, escribamos como ~ a la
clausura reflexiva, simétrica y transitiva de

{((v,2),(@,2") | 2" eshijode x en T, v =" y v € A(x) N \(2)}.

La clase de equivalencia del par (v,z) bajo ~ se denota [v,z]."" Definimos K, 4 como

(1) W(K) ={[v,z] |v € W(K), z € V(T), v € \Nx)};

(2) para cada programa atémico a € A tenemos que [a] z consiste de todos los pares ([v, z], [v', z])
tales que (v,v") € [a] x;

(3) para cada proposicién atémica p € P tenemos que [p]; consiste de todos los mundos [v, z]
tales que v € [p],; ¥y

(4) @ = [u,r].

Finalmente, consideremos la funcién v : V(T) — (W (K)) que asigna a cada = € V(T) el
conjunto {[v, z] | v € A(x)}.

~

Afirmacién. (T, v) es una descomposicion de drbol de K de treewidth a lo sumo k — 1.

Demostracién. Para cada bolsa x de T', |v(x)| = [A(z)| < k — 1. Por definicién de =, para todo
mundo [v, z] € W(K), el subgrafo de T' generado por todas las bolsas y tales que [v,z] € v(y)
(o equivalentemente, tales que [v,z] = [v,y]) es conexo, cumpliéndose TD3. Por definicién de K,

todos sus nodos y ejes estan contenidos en alguna bolsa de 7', cumpliéndose TD1 y TD2. O]

Vamos a ver que por construcciéon, K es k-bisimilar a K.

16Intuitivamente, con la relacién = identificamos los subdrboles maximales de T" donde un mundo v aparece en
A(z) para todo nodo x del subdrbol.
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Afirmacion. K, u+;, K, u.

Demostracién. Demostraremos algo mds general. Para cualquier (k — 1)-tupla % de mundos de K
y cualquier nodo de T de la forma © = w - {@[l],..., a[k — 1]}, tenemos que K, @ =, K, 4, donde
afi] = [ufi],x] con 1 <i <k —1.

Notemos que {u[i] — [i]};<; es (a) una funcién (si a[i] = a[j], entonces [ali], z] = [a[j], z], por
reflexividad de =), y (b) biyectiva (si a[i] = a[j] entonces (u[i], ) ~ (u[j], z) y por definicién de
~, u[i] = a[j]). Més atn, por definicién de K, tanto {ali] — (] };<p, como {a[i] — a[i]};<; definen
homomorﬁsmos parciales de Homy, (K, K )y Homk(K K), respectlvamente Con esto ya tenemos
una de las condiciones para que se cumpla K, u =, K., y K, a =, K, u.

Por lo anterior, queda claro que Spoiler siempre puede realizar movimientos tipo J3 cuando
la configuracion se lo permite. Ahora veremos que para cualquier movimiento tipo J1 que realice
Spoiler en Koen K , Duplicador le responde.

Sea u; € W(K) a distancia < 1 de algin @[j] con i # j, y consideremos el mundo en K dado
por 4fi — 4], donde @; = [u;, '] y 2" = x - ({ulj] | 7 # i} U {u;}). Como 2" es hijo de z en T,
entonces para todo j # i, [a[j], 2] = [a[j], '] y por lo demostrado en la parte anterior, tenemos
que (@fi = uj], afi — a;]) E Homy,(K, K).

Slmetrlcamente sea i, € W(K) a dlstan(na <1de algun a[j] con i # j. Por definicién de K,
existe un mundo u; de K y una bolsa 2’ tales que: (i) @; = [u 2], (i) alj] = [alj], x] = [a]j], 2],
y (iil) u; estd a distancia < 1 de u[j]. Mds atn, para todo j' # iy a € A, si ( a;,ali']) € [a] &
(vesp. (a[j'],4;) € [a]) entonces (uj,u[j']) € [[a]]K (resp. (ulj'],u;) € [[a]]K). " Por lo tanto,
tenemos que (ali — @}, ali — u})) € Homy (K, K). O

Por 1ltimo, observemos que (7,v) y K son numerables si K es numerable. O
CPDL' es definible con la légica de menor punto fijo (Proposicién 50), y por lo tanto hereda la
propiedad de modelo numerable de Léwenheim-Skolem: si una férmula de CPDL' es satisfacible,

entonces es satisfacible en una estructura numerable. De donde obtenemos la siguiente propiedad,
consecuencia del Teorema 63 y de la Proposicién 68:

Corolario 69. Para todo k > 2, CPDL"(TW,) tiene la “propiedad de modelo de treewidth k”:
si una formula ¢ € CPDLY(TW,) es satisfacible, entonces es satisfacible en una estructura de
Kripke numerable de treewidth a lo sumo k.

Con estos resultados demostraremos el siguiente teorema de separacién:
Teorema 70. Para cada k > 3, CPDL"(TW,_,) < CPDL"(TW,,).

Demostracion. En esencia, probaremos que la presencia de un clique de tamano (k + 1) se puede
expresar en CPDL"(TW,) pero no en CPDL"(TW,_,), para todo k > 3. Sea la siguiente férmula

Ery1 = (Cloy, Tppa]) A ~(C'[xy,9]), (H)
donde C' = {a(w;,z;) | 1 <i<j<k+1}y C = {a(z,y),a(y,y)}, para algin a € A fijo.
Notemos que &, es una férmula en CPDLY(TW,) ya que G es un clique de tamafio k + 1 y

17 .., S . ., 2 . ., .
De nuevo, por definicién de K, cualquier relacién entre nodos de K debe provenir de una relacién ya existente
en K.
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todo clique tiene treewidth igual a su tamano, y G tiene treewidth 1. Veamos que ., no puede
expresarse en CPDL™(TW,_,).

Primero, si K es una estructura de Kripke y u; € W(K) son tales que K,u; = &, deben
existir mundos uy, ..., u,;; de K, todos distintos entre si y de u;, tales que (u;,u;) € [a], para
todo 1 <i < j < k+1, es decir, el conjunto {uy,...,u;, 1} genera una subestructura de K que
restringida a la etiqueta a forman un clique (dirigido). De hecho, &, es satisfacible.

Ahora, supongamos que &, puede expresarse en CPDL"(TW,_;). Como &, es satisfacible,
por el Corolario 69, esta formula se satisface en una estructura de Kripke K numerable de treewidth
a lo sumo k. Por lo anterior, en K debe existir una clique de tamafo k+ 1, pero esto no es posible
por propiedades de descomposicién de arbol. n

Algo a tener en cuenta es que si bien la Proposicién 68 funciona para k > 2, no es cierta la
propiedad de modelo de treewidth 1 (o sea, no vale Corolario 69 para k = 1), porque la caracteri-
zacién entre =, y CPDL"(TW,_,) del Teorema 63 se cumple a partir de k = 3. M4s atin, dado
que CPDL"(TW,) = CPDL"(TW,) (Corolario 59), tenemos que &;, que es la férmula (H) para
k = 2, es de hecho expresable en CPDL"(TW,). Con todo esto hemos demostrado también que la
igualdad

00
CPDL' = | | CPDL*(TW,,)
k=1
representa una jerarquizacién estrictamente creciente (a partir de k£ = 3) de lenguajes cada mas
expresivos, y cada uno caracterizado por su propio juego de bisimulacion.

3.6 Satisfacibilidad de CPDL"

El problema de satisfacibilidad para un fragmento C de CPDL" se describe como

SATISFIABILITY FOR C

Entrada: Una expresion e que es una féormula o un programa de C

Salida: Decidir si existe una estructura de Kripke Ky mundos u,v € W(K)
tales que u € [e], (en caso de que e sea férmula) o (u,v) € [e]
(en caso de que e sea programa)

La decibilidad de este problema para CPDL"(TW),) se sigue del Corolario 69, del hecho de
que las expresiones de CPDL' se pueden traducir efectivamente a la Légica de Segundo Orden
Mondadico (MSO por sus siglas en inglés) [133], y el conocido resultado de que satisfacibilidad
de MSO sobre estructuras de treewidth acotado es decidible (Teorema de Courcelle [63]). Ya que
cualquier expresién de CPDL" pertenece a CPDL'(TW),,) para algtin k, se sigue que satisfacibilidad
de CPDL" es también decidible.

Quisiéramos ahora precisar la complejidad de los problemas de satisfacibilidad. Para ello
seguiremos el esquema de la demostracién de [103, Theorem 4.8] sobre satisfacibilidad de ICPDL
y lo adaptaremos para el caso més general de CPDL". Usaremos las mismas definiciones y nomen-
clatura de [103] y las siguientes demostraciones seran bastante parecidas a las del articulo citado
pero destacaremos las partes donde nuestras pruebas se diferencian.
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Para las demostraciones realizaremos una serie de reducciones como sigue:

e Del problema de satisfacibilidad de CPDL*(TW,) sobre estructuras arbitrarias a estructuras
de treewidth k (trivial por Corolario 69).

e Del problema de satisfacibilidad de CPDL"(TW),,) sobre estructuras de treewidth k al problema
de satisfacibilidad de CPDL*(TW,,) sobre “arboles regulares” (Lema 76).

e Del problema de satisfacibilidad de CPDL" sobre drboles regulares al problema emptiness de
un modelo de automata sobre drboles.

Los problemas a introducir dependen de un tipo especial de autématas denominados TWAPTAs
(por las siglas en inglés de two-way alternating parity tree automaton), por lo que explicaremos
primero algunos conceptos relacionados a estos, tomados de [103].

Sean Y un alfabeto de etiquetas de nodo y ¥ un alfabeto de etiquetas de eje, ambos finitos
y no vacios. Un arbol con etiquetas (X, ¥ p), o simplemente, un (X ,, > 5)-arbol es una funcién
parcial T : X — Xy cuyo dominio, denotado dom(T'), es cerrado por prefijos (si w;-w, € dom(T),
entonces w; € dom(7)). Esta condiciéon también permite ver a 7' con una estructura subyacente
de arbol:

(i) los elementos de dom(7T") son los nodos de T'; y

(i) siw € X y d € X son tales que wd € dom(T'), entonces w es el padre de wd.

Si wd € dom(T'), decimos que es el d-sucesor de w, y reciprocamente, que w es el d-predecesor
de wd; bajo este contexto, si u = w y v = wd, podemos pensar que (u,d,v) es un eje etiquetado
de T'. Notemos que estos arboles siempre tienen como raiz a la palabra vacia, denotada como
e. Si dom(T) = X% decimos que T es completo. En el resto de la seccién trabajaremos con
arboles completos y usamos tree(Xy, X ) para denotar el conjunto de todos los (X, ¥ 5)-drboles
completos. Si X5 no es importante o se sobreentiende, escribiremos simplemente X y-arboles.

Para un conjunto finito X, denotamos por B (X) al conjunto de todas las formulas Booleanas
positivas donde los elementos de X se usan como variables. Las constantes true y false se admiten
como expresiones Booleanas positivas validas, es decir, true, false € B (X) para cualquier X. En
general, podemos asumir que los elementos de BT (X) estan en forma normal disyuntiva. El dual
de un elemento de B¥(X) se define como la férmula Booleana positiva que se obtiene de sustituir
el simbolo A por V, y viceversa. En principio, el dual de una férmula Booleana en forma normal
disyuntiva estd en forma normal conjuntiva, pero se puede reescribir a una féormula equivalente en
forma normal disyuntiva de tamano exponencialmente mayor al de la original. Por otra parte, true
y false son duales entre si. Como es usual hacer, un subconjunto ¥ C X se puede interpretar
como una valuacion, simplemente asignando el valor true a los elementos de Y y false a los
elementos de X \ Y. Notemos que true es el tinico elemento de B*(X) que se satisface para la
valuacién Y = ().

Para un alfabeto de ejes ¥, denotamos Xy = {a | a € ¥}, que se considera como una copia



3.6. Satisfacibilidad de CPDL" 91

disjunta de Y. Para u € ¥3 y d € ¥ U X U {e} definimos:

ud side g
u sid=c¢

u-d= . ) _
v si existen v € ¥, a € X talesque u =vay d=a

indefinido  en otro caso.

Informalmente, los TWAPTASs son autématas de recorrido que en cada transicion pueden leer
la etiqueta en Y, del nodo actual y moverse a un hijo chequeando la etiqueta en > especificada,
o moverse (si es posible) al padre chequeando la etiqueta en Xy especificada, o mantenerse en
el mismo nodo. Mas atn, este modelo de autémata incluye alternancia, asi que las transiciones
se pueden pensar como combinaciones Booleanas positivas de este tipo de movimientos no de-
terministicos. El criterio de aceptacion esta basado en lo que se denomina como condicion de
paridad.

Formalmente, un TWAPTA sobre tree(Xy, X5) es una tupla 7 = (S, 9, so, Acc), donde

e S es un conjunto finito no vacio de estados,

e 0:Sx Xy — B (mov(Xg)) es la funcidn de transicion, donde mov(Xg) = S x (B USgU{e})
es el conjunto de movimientos,

e 5, € S es el estado inicial, y

e Acc: S — Nes la funcion de prioridad.

Para s € Sy d € 5 UXg U {e}, escribimos el correspondiente movimiento como (s, d).
Intuitivamente, (s,d) con d € ¥, significa que el autémata envia una copia de si mismo en el
estado s al d-sucesor del nodo actual del recorrido. Similarmente, (s,d) significa que se envia
una copia al d-predecesor (en caso de existir), y (s, e) significa que nos mantenemos en la misma
posicion.

El comportamiento o computo de los TWAPTASs se define en términos de lecturas. Sea T un
TWAPTA, s € S un estado de T, T € tree(Xy, Xg) v u € X un nodo. Una (s, u)-lectura de T
sobre T es un (S x Xg)-drbol T (no necesariamente completo) tal que

o Tae) = (s,), v
e para todo a € dom(Ty), si Tr(a) = (p,v) vy 6(p, T(v)) = 6, entonces hay un subconjunto

Y C mov(Xg) que satisface 6 y tal que para todo (p',d) € Y, v - d esté definido y existe un

sucesor 3 de a en T con Tx(B) = (p',v - d).

Decimos que una (s, u)-lectura Ty es exitosa si para todo camino infinito ayay - -+ en T (que
se asume comienza desde la raiz), el siguiente niimero es par:

min{Acc(s') | s' € S con Tx(c;) € {s'} x ¥} para infinitos i}.
Para s € S y s, el estado inicial de 7T, definimos
[T,s] :=={(T,u) € tree(Xy,XE) X X% | existe una (s, u)-lectura exitosa de T sobre T'},
[TT:= [T, s0l-
El lenguaje L(7T) aceptado por T se define como
L(T) :=AT € tree(Xn, %) | (T,e) € [T]}
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Para un TWAPTA T = (5,0, s, Acc), definimos su tamano como |7T| := |S| y definimos su
indice i(7) como max{Acc(s) | s € S}. El tamatio |d| de la funcién de transicién 6 es la suma de
las longitudes de todas las férmulas Booleanas positivas que aparecen en el rango de §. Si L(7;) y
L(7T53) son lenguajes con Ty, T, un par de TWAPTAS sobre tree(Xy, ), entonces se puede construir
(con la técnica estdndar de lenguajes regulares) un TWAPTA T tal que L(T) = L(T;) N L(T3), y
esta construccién se puede hacer en tiempo lineal en funcion de 7; y 75.

El respectivo problema emptiness para TWAPTASs se define como aquel que dado un TWAPTA
T, se debe decidir si L(T) # (. El siguiente teorema implica que el problema emptiness para

TWAPTAS, es decidible en ExpTime.

Teorema 71. [103, Theorem 3.1] Dado un TWAPTA T con funcion de transicion 6, se puede
o(1
chequear en tiempo exp(|T|+i(T)) - |6|°Y si L(T) # 0, donde exp(n) = 2" "

Este enunciado es en realidad una adaptacién de varios resultados obtenidos en [167] respecto
a two-way automatas que es un concepto distinto al de TWAPTAS, pero lo suficientemente similar
para garantizar la validez del Teorema 71.

En la Seccion 3.6.2 haremos una construccién inductiva de formulas a TWAPTAs y para ello
requeriremos usar un tipo de autéomatas no deterministicos denominados NFAs cuya definicién la
tomamos también de [103]. Formalmente, un NFA A sobre un TWAPTA 7T (cuyo conjunto de
estados es S) es una tupla (Q, pg, gy, —>4), donde @) es un conjunto finito de estados, py ¥y qo son
dos estados seleccionados, denominados inicio y final, respectivamente, y — 4 es un conjunto de
transiciones etiquetadas de las siguientes formas:

(1) q i>.A q,7
(2) q i>.A q,>
(3) qﬁmq’ con s € S,

donde ¢,¢' € Q y a € 3.

Las transiciones del tercer tipo son llamadas transiciones de testeo. Los NFAs definen relaciones
binarias sobre el conjunto de nodos de un (X, X 5)-drbol completo. Para hacer esto explicito, dado
T € tree(Xy,Xg) definimos =4 7C (X7 X Q) x (X% x @) como la relaciéon més pequenia tal que
para todo u € X5, a € X, p,g € Q v s € S, tenemos que:™

(1) (u,p) =47 (ua,q) sip =4 4q,
(2) (ua,p) =47 (u,q) sip =44,

(3) (wp) Zar (0,q) sip 2540y (Tu) € [T,s],

Dado un NFA A = (Q, py, gy, —4) sobre un TWAPTA, definimos su tamano como |A| := |Q)|.
Note que el tamano del TWAPTA sobre el que se define A no se considera en su tamano.

Por tltimo, sea [A] := {(T,u,v) | T € tree(Xy, Xg), u,v € X5, v (u,py) =ar (v,q)}. Note
que en esta definicion el estado inicial de 7 no tiene un rol importante, asi que por lo general en
estos casos nos referiremos a un TWAPTA simplemente como una terna 7 = (.5, 6, Acc).

80tra forma de interpretar a la relacién = 4 r es que los estados en @) se propagan sobre los nodos del arbol T'
como indica A. Un proceso similar se realizé en el Capitulo 2 en la demostracién del Lema 40.
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3.6.1 Satisfacibilidad sobre arboles w-regulares

Consideremos el siguiente problema

wW-REGULAR TREE SATISFIABILITY

Entrada: Una férmula ¢ de CPDL" y un TWAPTA T

Salida: Decidir si ¢ es satisfacible con respecto a L(T), es decir, si existe
un arbol en L(T) que visto como una estructura de Kripke es un
modelo de ¢

Para esta parte asumimos que las formulas ¢ y los arboles se describen respecto a conjuntos

A C Ay P C P finitos y no vacios. Més precisamente, si prog(y) := {a € A | a ocurre en ¢}

y prop(y) := {p € P | p ocurre en ¢} entonces prog(p) C A, prop(¢) C Py los TWAPTAs T

computan sobre (p(P), A)-drboles. Tales arboles T' se pueden identificar con una estructura de
Kripke

T(K) = (dom(T), {—+,| a € A}, {T, | p € P}), )

donde —,= {(u,ua) | ua € dom(7T")} para todo a € Ay T, = {u € dom(T") | p € T(u)} para todo
p € P. Observe que las estructuras de Kripke derivadas de esta manera son deterministicas, es
decir, la relacién de transicion —, es una funcién parcial para todo a € A.

Decimos que la férmula ¢ es satisfacible con respecto a L(T) si existe T € L(T) tal que
€€ [[cp]]T( K- Ahora probaremos que si ¢ es una férmula en CPDLY(TW,,) con k > 2, existen ¢’
de CPDL" y un TWAPTA T tales que ¢ es satisfacible si y solo si ¢’ es satisfacible con respecto
a L(T).

Para la reduccién trabajaremos con (p(P), A)-arboles, donde Py A son los siguientes conjuntos
finitos de proposiciones atémicas y programas atémicos:"

P = {t} U pTOP(SO) U ({07 1a e 7k:} X pfog(@ X {07 1a e 7k})7
A={a,b,0,1,--- k}.
La idea es que cada arbol T aceptado por T codifique una estructura de Kripke K junto con

una descomposicién de drbol buena de K de ancho < k. Una descomposicién de érbol (U, v) se
dice que es buena si

1) U es un érbol binario y
2) si {b,b'} es una arista de U entonces v(b) C v(b') o v(b') C v(b).
Considerar solo estructuras de Kripke numerables no es ningin problema pues contamos con

el Corolario 69 y ademés

Lema 72. [103, Lemma 4.1] Si K tiene una descomposicion de drbol numerable de ancho < k,
entonces K también tiene una descomposicion de drbol buena de ancho < k.

Siguiendo el esquema de [103], definiremos cudndo un (p(P), A)-arbol es vdlido. La idea original
hecha para treewidth 2 y la intuicién detrds de estos conceptos se discuten en [103], nosotros

19 . . . . .,
Estos conjuntos se pueden construir polinomialmente en funcién de |¢|.
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hemos tomado esas ideas y las hemos extendido de forma directa para algin valor treewidth
k > 2 fijo. En la siguiente definicién se describird tanto un (p(P), A)-drbol como una funcién
v : {a,b}" — {0,1,...,k} cuya finalidad se aclarard cuando decodifiquemos la estructura de
Kripke correspondiente.

Un (p(P), A)-drbol completo T se dice vélido si para todo v € A* ocurre lo siguiente:

a) siv € {a,b}" ei € {0,1,...,k}, entonces T'(vi) = 0 o {t} C T(vi) C {t} U P; en estos casos
fijamos v(v) = {i | t € T(vi)};

b) si v € {a,b}", entonces T'(v) C v(v) X prog(p) X v(v);

¢) siv € {a,b}" yc € {a,b}, entonces v(v) C v(ve) o v(ve) C v(v);

d) siv ¢ {a,b}" U{a,b}"{0,1,...,k}, entonces T'(v) = 0.

Lema 73. Eziste un TWAPTA T tal que T € L(T) si y solo si T es un (p(P), A)-drbol vdlido.

Demostracion. Sea T = (5,9, sg, Acc) tal que S = {sg, s}, Ace(s;) = i. La funcién de transicién o
serd descrita por partes, especificando las acciones que realiza al ser evaluado en un (p(P), A)-arbol
completo T:*
e siv e {a,b}",
Nrea(s0,7), si § = sy yen v se cumplen a)—c),
3(s,T(v)) = ¢ (s1,1), si s = sy y en v no se cumple a) para i € {0,...,k}

(si,a) A(sy,b), sis=s; 0enwvnosecumple b) o ¢)

o sive{a bt eiecf{0,1,... k}
5(87T(UZ)) = {/\TEA(SO7T>7 S1 § = S,

A,ca(s1,7), en caso contrario

e siv ¢ {a,b} U{ab}{0,1,... k},

(s, T(v)) = {A’“@*(SO’”’ si s =50y T(v) =0,

Arca(s1,7), en caso contrario

Notemos que T descrito de esta forma implica directamente que si T es vélido entonces existe
una (s, e)-lectura exitosa de T sobre T, especificamente, el (S x A*)-drbol completo Ty, tal que
Tr(v) = (sg,v) para todo v € A*. Por otra parte si T no es vélido y Ty es una (s, €)-lectura
de T sobre T, entonces debe existir un v € dom(Tg) € A™ tal que §(sy, T(v)) = 6, donde 0 es
una conjuncién de atomos de la forma (s;,7) con r € A. Por definicién de T ocurre que para
todo elemento vu, con u € A", Tx(vu) = (s1,vu), por lo que Tx tiene una rama infinita donde s,
aparece finitas veces y s; aparece infinitas veces, no cumpliéndose asi la condicion de paridad para
que Ty sea una lectura exitosa. O]

*0Pécnicamente, la funcién & deberfa depender solamente de la etiqueta T' (v) y no referir al elemento v. Decidimos
describir a d de esta forma por claridad argumentativa. Toda mencién a v puede ser sustituida con una propiedad
referente a etiquetas en S x p(P).
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En adelante asumimos que el 7 del Lema 73 estd fijo. Dado un (p(P), A)-arbol T' vélido,
definiremos una estructura de Kripke que denotamos por K (7). Primero, consideremos el conjunto

Pr={uc{ab}’{0,1,....k} |t € T(u)}

y sea ~ la relacién de equivalencia més chica sobre Pr que contiene a todos los pares (ui,uci) €
Pr x Pp, donde u € {a,b}", ¢ € {a,b} y 0 < i < k. Denotamos por [u] a la clase de equivalencia
de w € Py y por X a Pp/ ~. Luego,”!

K(T) := (X, {=,| r € prog(p)}, {X, | p € prop(v)}), (J)
donde

=y = {((udl, [ug]) [ w € {a,b}", (i, j) € T(w)}, ¥
Xp={lWl e X [peT(u)}.

p
En lo que sigue asumimos que las estructuras de Kripke solo usan simbolos de prop(¢)Uprog(p),
excepto si son de la forma T'(K) que usan simbolos de p(P) U A. El siguiente resultado es una
adaptacién de [103, Lemma 4.5.].

Lema 74. Si K es una estructura de Kripke numerable que tiene una descomposicion de drbol
buena de width a lo sumo k, entonces K es isomorfo a K(T') para algin (p(P), A)-drbol T vdlido.
Reciprocamente, para todo (p(P), A)-drbol T wvdlido, K(T') tiene treewidth a lo sumo k.

Demostracion. Sea K una estructura de Kripke numerable y (U, v) una descomposicién de arbol
buena de K con ancho < k. Por comodidad y sin pérdida de generalidad, asumimos que U es un
4rbol binario numerable completo™ con dominio dom(U) = {a,b}* y raiz ¢, y que para cada bolsa,
u existe una funcién inyectiva f, : v(u) — {0,1,...,k} tal que si u' es hijo de u en U, entonces
para todo v € v(u) N v(v'), f,(v) = f,(v). Notemos que por definicién de descomposicién de
arbol, para todo mundo v de K, f,(v) siempre da el mismo valor para toda bolsa u que contiene
av.
Consideremos el siguiente (p(P), A)-arbol completo T*:

o siu € {a,b}", entonces T(u) = {(fu(0).r fu(0)) | v.0' € v(u).r € prog(e) y v 2 1},
esiuc{ab} eic{0,1,... ,k}
0, si no existe v € v(u) tal que f,(v) =i
{t} U{p € prop(y) | fﬁl(i) € X,}, en caso contrario

e siu¢{a b} U{a,b}{0,1,... k}, entonces T(u) = 0.

Que T sea valido se deduce directamente de la condicién 2) que U satisface. Notemos que para
todo mundo v de K y bolsa u que contiene a v, si i = f,(v) entonces t € T'(ui), en otras palabras,
por definicién de K (T) (ver J), [ui] = [u'i] para cualesquiera bolsas u,u’ que contienen a v. Esto
ultimo determina una funcién f : K — K(T') dada por f(v) = [uf,(v)], donde u es cualquier bolsa
de U que contiene a v. Que f sea un isomorfismo es directo de la definicién de K (7).

*'No confundir K(T') con T(K) definido en (I).
#28i U tuviese hojas, podemos extenderlo anadiéndole un par de hijos a cada hoja asignandoles la misma imagen
por medio de v que tiene el padre.
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Para el reciproco, supongamos que 71" es un (p(P), A)-arbol vélido y construyamos para K (T')
una descomposicién de arbol (U,v) de ancho < k. Tomemos U como el &rbol binario completo
con dominio {a,b}" y v dada por

v(u) ={fui] | i€ {0,1,... k} yt € T(ui)},

para todo u € {a,b}". Notemos que para todo mundo [ui] de K(T') existe una bolsa en U que lo
contiene (especificamente u) y por lo tanto se cumple TD1; todos los ejes de K(T') son de la forma
([ui],r, [uj]), y por la misma razén de antes obtenemos que se cumple TD2; por definicién de la
relaciéon ~ ocurre que para todo mundo [ui] de K (T'), el conjunto {u' € {a,b}" | u'i ~ ui} define un
subarbol de T', lo cual implica que U satisface TD3. Luego, (U, v) es una descomposicién de arbol
de K(T) de ancho < k. Que (U, v) sea buena se deduce de la propiedad c¢) que T satisface. O

Solo nos queda definir la férmula ¢'. Para ello consideremos el programa auxiliar

= U t?o0io(aUbUaUb)oiot?
i€{0,1,....k}
y fijemos 7 = t? o (x})*. Es facil ver que para cualquier (p(P), A)-drbol T vélido, [ Jrx) es
igual a la relacion ~.
Para la férmula ¢ de CPDL" definamos ¢ que se obtiene haciendo el siguiente reemplazo
sintéctico en :
e cada programa atémico r € prog(p) se sustituye por
T = U n.oi0 (i,r,j)?0jom,
i,j€{0,1,....k}
e y cada proposicién atémica p € prop(y) por p = (m.)p.

Por induccién estructural se puede demostrar el siguiente resultado que es una adaptacion
trivial de [103, Lemma 4.6].

Lema 75. Para toda férmula ¢ de CPDLY, (p(P), A)-drbol vdlido T y u € Pr se tiene que
u € [@]r(K) siy solo si [u] € [0]kr)-

Definamos ¢’ = ((0U1U---Uk) ot?)@. Para esta expresién obtenemos el siguiente resultado
que es una adaptacién de [103, Lemma 4.7].

Lema 76. ¢ es satisfacible en una estructura de treewidth a lo sumo k si y solo si @' es satisfacible
con respecto a T. Mds aiin, CW(p') = CW(¢p).

Demostracion. La igualdad de los conjunctive widths es directa, por lo que solo probaremos la
doble implicacién.

Supongamos que ¢ es una férmula de CPDL"(TW),,) satisfacible. Por el Corolario 69, ¢ es
satisfacible en K, u donde K es una estructura de Kripke numerable de treewidth a lo sumo k, que
a su vez es isomorfa a un K(7") con T un (p(P), A)-arbol vélido (Lema 74), y u es un mundo de K.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el isomorfismo de K a K(7T') mapea u a [i] para
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algiin i € {0,1,...,k} y que t € T(ej) si y solo si j = i.”* Basta ver entonces que ¢ € [ 17k, 1o
cual se reduce a ver que €i € [P]r(x). Por el Lema 75, esto es lo mismo que [e7] € [¢]x(7), lo cual
ocurre por el isomorfismo entre Ky K(T)).

Si ¢ es satisfacible con respecto a T, existe un (p(P), A)-drbol valido T tal que € € [¢']r(x),
y por lo tanto, para algin i € {0,1,...,k}, ocurre que i € [@]px). Por el Lema 75, esto es lo
mismo que [e7] € [¢] k(r), es decir, ¢ es satisfacible en el modelo K (T'), [1]. O

Esta reduccion es polinomial solo si el valor de k se considera fijo, en caso contrario la reduccion
es exponencial.

3.6.2 De CPDL" a autématas

Como en la seccion anterior, fijemos conjuntos finitos P C Py A C A. Sea ¢ una férmula en
CPDL" tal que prog(y) C Ay prop(¢) C Py sea T un TWAPTA sobre tree(p(P), A). Vimos que
el problema w-REGULAR TREE SATISFIABILITY se basa en decidir si dados tales ¢ y T, se tiene
que @ es satisfacible con respecto a L(7). Demostraremos que este problema estd en 2ExpTime
mediante una reducciéon computable en tiempo exponencial al problema emptiness para TWAPTAs.
En realidad trabajaremos con ICPDL" en lugar de CPDL" para adecuarnos mejor a la reduccién
hecha en [103] para ICPDL.

El ingrediente principal de la reduccién es una traduccion definida por induccién mutua que
asigna (i) férmulas de ICPDL" a TWAPTAs y (ii) programas de ICPDL" a NFAs sobre TWAPTAs.

En nuestro contexto de arboles, para una férmula ¢ y un programa = de ICPDL", definamos
los conjuntos [¢] y [7] como sigue:

[W] == A{(T,w) | T € tree(p(P), A),u € A%, u € [¥]r },
[7] :== {(T,u,v) | T € tree(p(P), A),u,v € A, (u,v) € [7] 1) }-
El propodsito de esta parte es mostrar como convertir
e cada féormula ¢ en un TWAPTA T (¢) tal que [T ()] = [¢] vy

e cada programa m en un TWAPTA 7 (7) y un NFA A(7) sobre T (7) tales que [A(7)] = [«].

La construccién se hara por induccién sobre la estructura de las expresiones. La definicion del
TWAPTA T (¢) para cada férmula ¢ y del TWAPTA T (7w) y NFA A(7) para cada programa 7
se hard como en [103, §3.2], pero en nuestro desarrollo debemos agregar el caso de los programas
conjuntivos. Comencemos definiendo los TWAPTAs de férmulas.

(a) ¥ =p e P Tomamos T () = ({so},0, 9,59 +— 0), donde para todo v C P tenemos que
d(sg,7y) = true si p € vy d(sg,y) = false en caso contrario. Claramente, [T (¢)] = [¢].

(b) ¥» = =6 T (¢) se obtiene de T (#) aplicando un proceso de complementacion estandar, donde
todas las formulas Booleanas positivas del lado derecho de la funcién de transicion se dualizan
y la condicién de aceptacién se complementa incrementando la prioridad de cada estado por

uno. Este caso se analiza y formaliza en [139)].

23 . L. , oy [

Estamos asumiendo que u es el inico mundo de K que aparece en la bolsa raiz de la descomposicion de arbol

usada para definir T. Esto es posible realizarlo siempre haciendo unas modificaciones menores en la demostracion
del Lema 74.
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(¢) v =(m) En [103] definen el TWAPTA asociado a (m)y, que abarca nuestro caso cuando
tomamos ¢ = T, por lo que detallamos la construccién hecha para el caso mas general ¢ =
(m). Por induccién, asumimos que se ha construido

un NFA  A(7) = (Q, po, qo, —>4) sobre un TWAPTA T (w) = (54,4, Accy)
tal que [r] = [A(7)]. También se ha construido un TWAPTA
T(SO) = (327 527 82, ACCQ)

tal que [¢] = [T (¢)]. Podemos asumir que @, S; y Sy son disjuntos entre si. E1 TWAPTA
T (¢) simulard primero a A(7) y luego a T (). Sea el TWAPTA T (¢) = (S, 6, py, Acc), con
S =QUS,US,. Para los estados en S; y Sy, las transiciones de 7 () son como las de T (7) y
T (p), respectivamente. Para simular a A(7) notamos primero que es facil ejecutar transiciones
de tipo

q %4(70 ry g gA(Tr) r,

pues basta que T (¢)) navegue hacia arriba o hacia abajo del arbol como se requiera. Para

. .., T(m),s . .
ejecutar una transicion ¢ — 4(r) 7, se procede universalmente para simular a 7 (7) en el

estado s y luego simular a A(7) en el estado r. Para asegurar que la simulacién de A(m)
termina, la funcién de prioridad de 7 () asigna 1 a todos los estados de Q.** Para empezar
la simulacién de T () después de que la simulacién de A(7) haya terminado, anadimos una
e-transicién de gy a sy. Formalmente, para ¢ € Q) y v C P, definimos

3(q,7) =\ a) [ ¢ S aem v}V N a) [ ¢ S am v
Vi) A (re) [ g 225 4 v}

y con una disyuncién adicional (s,,¢) si ¢ = qp. La funcién de prioridad Acc se define como
Ace(s) =1sis e Qy Ace(s) = Acei(s) cuando s € S; con ¢ € {1,2}. Es directo chequear que
[T = [¥1.

(d) ¥ = ¢ Ay Dado que o1 A @y = (p17)ps, podemos ver a este tipo de férmulas como parte
del caso anterior y de las construcciones para programas que haremos a continuacion.

Pasamos ahora a traducir programas cuyo proceso requiere la construcciéon de un NFA A sobre
un TWAPTA 7. La parte que difiere de lo realizado en [103] es el caso (i), pero igual que hicimos
con las formulas, reproducimos la idea de la traduccion de programas para el resto de los casos:

(e) m=abém=aconac A El NFA A = A(n) tiene una tnica transiciéon entre los estados

seleccionados pq ¥ o, la cual es py — 4 o 6 Po — 4 o, Tespectivamente. Claramente, [7] = [A].
Dado que A no tiene transiciones de testeo, no importa definir un TWAPTA 7 (7) en este caso.
Para estimar el tamano del autémata construido, asumimos que 7 (7) tiene un solo estado y
que su indice es 1.

(f) m = ¢? Asumimos que existe un TWAPTA T (¢) = (5,9, so, Acc) tal que [¢] = [T(¢)]. El
TWAPTA T (7) es T () (sin el estado inicial). El1 NFA A(7) tiene solo dos estados selecciona-

**Esta condicién implica que si T’ tiene una (pg, u)-lectura exitosa Tx por medio de T (), esta se construye
usando solo una cantidad finita de estados de @) en cualquier camino infinito de Tg.
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"y T (m),
dos py v qp con la transicion pg m> qo- Por lo tanto, tenemos que

[7] = (T w,w) [ (Thu) € [T()]} = [A()]-

(g) m=m Umy, m =mmy 6 m =7, Definimos A(7) usando las construcciones estdndar de los
autématas para unién, concatenacion y estrella de Kleene. En los primeros dos casos, se
define 7 (7) como la unién disjunta de T (m;) y T (m,), mientras que para 7 = m; fijamos

T(m) = T(m).

(h) m =m Nmy, Este en el caso méds complicado y largo tratado en [103], por lo que referimos
directamente a la lectura del articulo.

(i) # = Clz,, z,] Este caso difiere de lo hecho en [103]. Por hipétesis inductiva, asumimos que

para cada dtomo de programa 7' (x,2’) € C hay un TWAPTA T (n') y un NFA A(x") sobre
T (7') tal que [A(7")] = [#']. Sin pérdida de generalidad, supongamos que todos los conjuntos
de estados son disjuntos entre si, por lo que para hacer notoria esta distincion, nos referiremos
a los NFAs y a los TWAPTASs de los dtomos de programa como A(7'(z,2")) y T(7'(x,2")) y
sea @ la unién de todos los conjuntos de estados de A(7'(x,z")), con 7'(z,2") € C.

Para cualquier 7'(z,2") € C'y estados p, ¢ de A(7'(x,2")) consideremos un nuevo tipo de
programa denotado p --» ¢ con la semdntica [p --» ¢] := [A4, (7' (z,2"))], donde A, , (7' (z, z"))
es el resultado de establecer a p y ¢ como los estados inicial y final, respectivamente, del NFA
A(7'(z,2")) sobre el TWAPTA T (7'(x,2")). Notemos que, formalmente, p --+ ¢ depende tanto
de A(7'(x,2")) como de T(n'(x,2")), pero dado que los conjuntos de estados son disjuntos,
los autématas pueden recuperarse inequivocamente, y por lo tanto quedan implicitos en la
definicién. Un programa ICPDL sobre Q* es cualquier programa descrito por la sintaxis

mui=¢|nUnm|mN7|mon |7 |p--»gq,

donde p,q € Q). Todas estas expresiones con la semantica esperada. Veamos ahora cémo
traducir C[z,, z,] a un programa ICPDL sobre @) equivalente y de ahi basta con aplicar la
traduccion de los casos previos.

Supongamos que vars(C') = {xy,...,z,} y consideremos variables auxiliares y,,...,¥y,_;
distintas de los z;. T denota cualquier darbol cuyos nodos son U = {z1, ..., 2, Y1, -, Yn_1},
y tal que todas las variables z; son hojas de T y el subgrafo generado por las variables y;
forman un arbol binario. Ademas, las aristas de T pueden tener una etiqueta € o no, cuyo
propdsito se explicard mas adelante. Los nodos de una arista con etiqueta € se dice que son
similares, y esta relacion la cerramos por transitividad. Para cualquier par de nodos =,y € U,
escribamos x ~~,. y para denotar al (tinico) camino simple de z a y en T. Sea st: U — o(Q)
una funcién que asigna cada variable y al conjunto de estados @), C @ tal que para cada dtomo
de programa 7'(z,2") € C:

e si el camino x ~p, 2’ contiene a y, entonces (), contiene exactamente un estado de
A(7'(z,2)), y si py, o son los estados inicial y final de A(r'(z, ")) entonces py € Q,, si
y=10qy€Q,siy=2al

*En algunos casos diremos “programa ICPDL sobre autématas”, sobreentendiéndose que @ es la unién (disjunta)
de todos los conjuntos de estados de los autématas involucrados.
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e si z =1’ =y, entonces @, contiene solo el estado final de A(x'(z,2"));

e de otro modo, @, no contiene estados de A(r'(z, 2")).

Las aristas con etiqueta ¢ sirven con el siguiente propésito: si en T, hay una arista {y, y/} con
etiqueta e entonces st(y) = st(y').

La intuicién es que con T adivinamos la forma como C' podria ser mapeado a algin arbol
de tree(p(P),A), y con st adivinamos los estados intermedios en los caminos que certifican
la satisfaccion de cada atomo de programa en C. Las aristas con etiquetas € indican cuéles
variables se superponen al ser interpretadas en un algin drbol de tree(p(P), A).

Sea S el conjunto de todos los pares (T, st) que verifican las condiciones anteriores (mds
adelante veremos que el tamano de S se puede acotar apropiadamente). Sea (T¢,st) € Sy
{y,y'} cualquier arista de T,. Si esta arista tiene etiqueta e, definimos el programa p(y, ')
como £(y,%'). En caso contrario, si existen estados ¢ € st(y) y ¢ € st(y') pertenecientes a
algin NFA comin A(x'(z,2')), tenemos que en el camino z ~»7, 2’ ocurre que (a) se visita
primero a y y luego a 3/, o (b) se visita primero a y' y luego a y. Y asi, asociamos a cada
tupla (y,y',q,¢") el 4tomo de programa p(y,y’) con p = q --» ¢ si sucede (a), o el dtomo
de programa p(y',y) con p = q' --» ¢ si sucede (b). Si 7'(y,y) € C v py,qo son los estados
inicial y final de A(7'(y,y)), asociamos a la tupla (y, ¥, Dy, @) €l dtomo de programa p(y,y)
con p = py -=* qo. Para unos T y st escogidos, consideremos Cy,, ; como el conjunto de todos
los 4tomos de programa p(y,y’) descritos de esta manera. Observemos que por definicién

(1) vars(Cr,, &) = vars(C)U{y; ..., y,—1} con n = |vars(C)|,

(2) el niimero de dtomos de programa de C7,_ , es a lo sumo polinomial en el nimero de
dtomos de programa de C' (es de hecho cuadritico, pues por cada programa m(z,z’) € C
se agrega solo un dtomo de programa p(y, ') por cada posible eje del camino x T 7y
T¢ tiene exactamente 2n — 2 aristas),

(3) el grafo subyacente de Cr,, , tiene treewidth 1 (pues es igual a T, si ignoramos las eti-
quetas), y por lo tanto, el grafo subyacente de Cr,, y[x,, 7] tiene treewidth < 2,

y también
(4) U(Tast)e slCr. stlzs, 7] = [Clas, 1], lo cual verificamos a continuacion.

Demostracion. Sea T € tree(p(P), A) y u,v € A*. Siexiste (Tg, st) € S tal que (T,u,v) €
[Cr,. stl7s, 74]] es bastante directo que (T',u,v) € [Clx,, z]]. Basta ver que si f es una
asignacion de satisfaccion de Cr,, , sobre T(K) con f(x,) = u 'y f(x;) = v, entonces
f":wvars(C) — A* dada por f'(z) = f(x), es también una asignacién de satisfaccién de
C en T(K). Supongamos que 7(z,2') € C con z # z', que A(n(z,2")) es su respectivo
autémata con py, gy los estados inicial y final, y que el camino x ~q,_ 2" es de la forma

/
ZO:I_>Z]_—>—>Zm—>fL' :Zm+1,

donde z; € {y1,...,y,_1} para todo j = 1,...,m. Por definicién de st, tenemos que
po € st(x), qy € st(z') y para toda arista {z;, 2,11} que no tiene etiqueta e en T, existen
estados ¢ € st(z), ¢ € st(zi.) de A(m(z, ) tales que (f(z), f(2111)) € [[Aq,q’ (m(z, 2"))].
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Conectando todo esto llegamos a que

(f'(@), f'(a) = (f(2), f(2)) € [Aln(z,2))],

y por hipétesis inductiva, (f'(x), f'(2")) € [x]. El caso cuando = = 2 es trivial.

Supongamos ahora que (T, u,v) € [C|x,, z,]] v veamos que existe (T¢, st) € S tal
que (T',u,v) € [Cr, alzs, 2,]]. Sea f : vars(C) — A" una asignacién de satisfaccion tal
que f(z,) = u, f(z,) = vy (f(z), f(2) € [[ﬂ’]]T(K) para todo 7'(z,2') € C. M4s atin,
probaremos que T se puede armar con la siguiente propiedad que llamaremos simalitud:
para todo x;, x;, ) € vars(C), para llegar de f(z;) a f(x;) hay que pasar necesariamente
por f(xy) si y solo si en T para llegar de x; a x; hay que pasar por un nodo y €
{y1,- -, Yn_1} que es similar a 2, (es decir, el camino y ~r, ) solo tiene aristas con
etiqueta €). Diremos que los nodos f(x;) y f(z;) son cercanossi f(z;) = f(z;) o no existe
xy tal que f(zy) estd en el camino mads corto entre f(x;) y f(z;) en T.

Definiremos T, por induccién en |vars(C)|. Si vars(C') = {x} tomamos T como el
grafo con un solo nodo z. Si vars(C) = {z,2'}, basta con tomar Ty, como el drbol con
aristas {x, 3, }, {z', 41}, donde una de estas tiene etiqueta ¢ y la segunda también si ocurre
que f(x) = f(2'). Ahora, supongamos que |vars(C')| > 2 y sea x una variable tal que
f(z) no tiene descendientes en T que sean imagen de f. Aplicando la hipétesis inductiva
respecto al conjunto vars(C)\ {x}, obtenemos un drbol T¢: con las siguientes propiedades:

e los nodos de T son vars(C) \ {x} v las variables auxiliares {1, ..., %, 2},

e las variables {yy,...,¥,_o} inducen un arbol binario y las variables en vars(C) \ {z}
son hojas de T¢,,

e T/, tiene la propiedad de similitud.

El 4rbol T se define con una alteracién sencilla de T(.. Sean z,...,z,, todos los
elementos en vars(C) \ {z} tales que f(z)y f(z;) son cercanos. Notemos que por como
fue escogido x, todos las imagenes f(z;) también son cercanas entre si. Si f(z;) = f(z)
para algin 4, consideremos la arista {y, z;} de T con y € {y1,...,Yn_o}, vy definamos
T. como T¢, excepto que {y, 2z} se sustituye con {y,y,_1} (que estard etiquetada con &
segin si {y, z;} lo estd) y {yn_1, 2}, {yn_1, x} ambas etiquetadas con €. Por otra parte,
si f(z;) # f(x) para todo i, consideremos el subarbol de T¢, mas chico que solo contiene
a las hojas z, ..., z,, (este arbol existe pues como ya se dijo todos los f(z;) son cercanos
entre sf). Sea {y,7y'} una arista de este subarbol que no estd etiquetada con ¢ y tal que
Y € {y1,...,Yn_o}. En este caso, definimos T, como T{. excepto que {y,4'} se sustituye
con las aristas {y, ¥n_1}, {¥n-1,¥ } ¥ {¥n_1, 7}, ninguna de estas etiquetadas con e. El
caso en el que la arista {y, y'} no etiquetada no exista, implica que f(z;) = f(z;) para todo
par de ndices i, j, y basta con tomar cualquier arista {y,y'} y hacer la misma sustitucién
de antes salvo que {y,y,_1}, {¥,_1,¥'} se etiquetan con ¢ pero {y,,_;,} no.

Hasta ahora queda descrito el arbol T,,. Para definir st, primero extenderemos f a
una funcién g : vars(C)U{yi,...,y,_1} — A" tal que para todo par de variables z,y, si
{z,y} es una arista de T, con etiqueta ¢ entonces g(x) = g(y) y siy € {y1,--,Yn_1}
entonces ¢(y) es el antepasado comin més cercano de todos los g(x) = f(z) con x €
vars(C) que sean descendientes de y en T,. Supongamos que 7(x,2') € C, y como
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(f(x), f(z) € [7]r@x), por hipdtesis inductiva, (T, f(z), f(z)) € [A(r)]. Por definicién
de g, si y estd en el camino z ~~p, ', entonces en el camino que conecta a f(z) con
f(2") en T se tiene que pasar necesariamente por g(y). Todo esto implica que la relacién
(T, f(z), f(z")) € [A(n)] se puede descomponer en muchas de la forma

(T, 9(x),9(21)) € [Apqq, (m)],
(Tvg(zl)ag(ZQ)) € IIAQ17Q2(7T)]]7

(T, 9(zm), 9(2")) € [ A, 4 ()],
donde los z; son los nodos que componen el camino x ~~q, 2’y los ¢; son estados de
A(7). Definimos st de modo que bajo las condiciones anteriores p, € st(z), ¢ € st(z') y
q; € st(z;) para todo i.
Por construccién, obtenemos que (7', u,v) € [Cr, o[, 2,]] donde la respectiva asig-
nacién de satisfaccion es la funcion g. O

Para cualquier Clz,, z,] = Cr,, stlrs, ] con (T, st) € S, podemos construir un programa

de ICPDL sobre @) equivalente, llamado 7, ,, de tamano |C’|O(1) (esto es por Corolario 59
y por (2)). Entonces, C|x,,x;] es equivalente a una unién exponencial de programas de
ICPDL tipo 7y, i con (T¢, st) € S. La cota exponencial para |S| la probaremos més adelante
(Proposicién 80) después de definir ciertos parametros de interés. Ahora, podemos aplicar a
esta ultima expresién la traduccién para ICPDL (la del articulo [103], referenciado antes como
el caso (h)) obteniendo el TWAPTA T (Clz,, x,]) v el NFA A(C[z,, z,]) sobre T (Cl[z,,x,]) tal
que [A(Clz,, z,])] = [Clas, z]].

Hasta aqui queda descrita la traduccién de expresiones en ICPDLY a TWAPTAs. Ahora
verificaremos que esta reduccién es exponencial en el tamano de la expresion. Para ello volveremos
a seguir el esquema de [103] y lo extenderemos a los casos que nos conciernen.

Tamano del autémata El ancho de interseccion iw(7) de un programa 7 de ICPDL se define
en [103] como sigue:

iw(a) = iw(a) := 1 para todo a € A,

iw(¢?) := 1 para toda férmula ¢ de ICPDL,
iw(m Umy) = iw(m o my) = max{iw(m ), iw(ms)},

iw(7*) == iw(m), iw(m Nmy) = iw(m) + iw(my).

Esto se generaliza a cualquier expresion e definiendo IW(e) como el maximo de los anchos de
interseccién de los subprogramas de e (o 1 si no tiene subprogramas). El interés por el parametro
IW radica en el hecho de que para una expresién e de ICPDL, el tamano de los autématas
construidos son solo exponenciales en IW (e):

Lema 77. [103, Lemma 3.6] Para cada programa 7 de ICPDL, |A(x)| < 2 - |x[™™.
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Lema 78. [103, Lemma 3.7] Para cada expresion e de ICPDL, |T(e)| < |e]
i(T(e)) < le|. Sie es una formula, entonces para la funcién de transicion § de T (e) ocurre que
0] < olel . |6’O(IW(6))'

8. |e‘2~IW(e)+1

Por la construccién hecha en [103] (que hemos reproducido parcialmente en las paginas ante-
riores), la cota para el indice en el lema anterior puede mejorarse a i(7 (e)) < nd(e), donde nd(e)
denota el nimero méximo de negaciones encajadas (negation depth en inglés) en la expresion e
(més 1). Explicitamente, nd(e) se define como

nd(p) = nd(a) = nd(a) =1 peEPyacA,

nd(—¢) :=nd(p) + 1

nd((r)) = nd(7") := nd(n)

nd(p?) :=nd(y)

nd (7, * my) := max{nd(m ), nd(m,)} * € {U,N, o}
Extendemos esta definicion a programas conjuntivos definiendo

nd(Clz,, z]) := max {nd(7)}.
m(z,y)eC

En nuestra construccién, dada una expresién en CPDL' obtenemos un ancho de interseccién
polinomialmente acotado en funcién de la expresion, ya que en cada paso convertimos un programa
conjuntivo en una uniéon de programas de ICPDL de tamano polinomial sobre el automata ya
construido. Concretamente, el ancho de intersecciéon de cada 7y, o es a lo sumo el ntimero de
atomos de Cr, 4, por lo tanto, es cuadratico en el nimero de dtomos de C. Més atn, esta
construccién no cambia el nimero de negaciones encajadas. Para hacer explicitas estas cotas,
utilizaremos un nuevo parametro cw(e), denominado ancho de conjuncién:

cw(a) = cw(a) := 1 para todo a € A,

cw(p?) := 1 para toda férmula ¢ de CPDL",
CW(7T1 Umy) = cw(m o my) := max{cw(m), cw(my)}, (K)
cew(m") == cw(m), ew(Cla,, x,]) == Z cw(7).
7 (z,y)eC

Esta funcién se extiende facilmente a ICPDL", ya que por medio de la Proposicién 49 podemos
establecer simplemente cw(m; N my) = cw(C[z,y]), donde C' = {m (z,y), mo(z,y)} con = # y.
Notemos que para todo programa conjuntivo 7 = C[z,, x|, |C| < cw(7). Generalizamos CW (e)
para cualquier expresién e como el méximo de los anchos de conjuncién de los subprogramas de e (o
1 si no tiene subprogramas). El siguiente es un resultado que relaciona los pardmetros ya definidos
y que necesitamos para establecer cotas de complejidad para el problema de satisfacibilidad.

Proposicién 79. Sea ™ = C[z,, z;] un programa conjuntivo de ICPDL" y 7’ = U(Tc,st)GSﬁ-TC,st el
equivalente programa de ICPDL sobre los autdmatas asociados a m (construccion (i)). Entonces
valen las siguientes propiedades:

(1) El tamano de 7' estd acotado por exp(|r|);
(2) iw(r') < ew(m)OD;
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(3) nd(7") = nd(7).

Demostracion. Dado que cada 7r,, o es de tamano cw(ﬂ)o(l), como resultado de la traduccién poli-
nomial del Corolario 59, aplicado al programa conjuntivo Cr,, [z, ;| que es de tamafio cuadratico
sobre |C/, el resultado (1) se obtiene acotando a |S|, lo cual realizaremos en la demostracién de la
Proposicién 80. El hecho que iw(n’) sea polinomial en cw(r) se debe a que

y nuevamente, a que cada 7y, es de tamafio polinomial respecto a cw(m). Por tltimo, (3) se
. .7 /
cumple simplemente por construccion de 7. O

El siguiente es nuestro resultado analogo del Lema 77.
Proposicién 80. Para cada programa 7 de ICPDL", | A(7)| estd acotado por exp(|x]).

Demostracion. Caso base Cualquier programa m sin subprogramas conjuntivos es simplemente
un programa de CPDL. Entonces la cota en el tamano del NFA equivalente del Lema 77 aplica,
considerando ademds que en estos casos iw(m) = cw(7).

Caso inductivo ~ Solo analizaremos el caso de programas conjuntivos. Si 7 = Clz,,z,], con
C = {m(x;,y;) | 1 < i < n}, por hipétesis inductiva tenemos que |A(m;)| estd acotado por
exp(|m;|), para todo 1 <i < n.

Consideremos el programa 7’ = U(Tc,st)e sTr, s construido en (i) a partir de 7. Entonces

Am =A< Y A, )l

(Te,st)eS
< 3 2 fhp e
(Tc,st)eS
<2 3 cw(me@™
(Te,st)ES

< 2. explew(m)) - |].

La primera desigualdad es consecuencia del caso (g); la segunda debido a que cada 77, es
un programa de ICPDL y por Lema 77; la tercera porque |7z, 4| es polinomial en |C|, porque
W (7, o) < iw(7') por (L) y por Proposicién 79(2); y la cuarta es por reescritura.

Para acotar el cardinal de S usaremos la hipdtesis inductiva y la definicién de los pares (T¢, st)
dada en (i). La cantidad de drboles Ty es exponencial en la cantidad de nodos,”® que es un valor
lineal en cw(). Para acotar la cantidad de funciones st recordemos que para cada nodo y de T,
el conjunto st(y) contiene a lo sumo un estado de cada NFA |A(m;)|. De esta manera,

5| < explew(r) - ([T(AG) + )™

=1

26 Recordemos que T¢ es un arbol binario respecto a ciertos nodos y las demads caracteristicas de T como las
hojas o los ejes etiquetados solo influyen en un factor exp(cw(r)).
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Luego,

1041 +1) < T eso(l)
< [ esp(la) w

< exp(|m])™™

La primera desigualdad se da por hipdtesis inductiva y las siguientes porque |m;| < |7| v
reescritura de la productoria. Dado que las expresiones exp(|7|) v exp(|7])*™ son del mismo
orden, obtenemos el resultado requerido. O

Proposicién 81. Para cada expresion e de ICPDL", | T (e)| estd acotado por exp(|x|). Sie es una

(
férmula, entonces para la funcién de transicion & de T (e) ocurre que |5| < 2! - o]V

Demostracion. Caso base  Cualquier expresion e sin subprogramas conjuntivos es simplemente
una expresion de ICPDL. Entonces la cota para el tamano del TWAPTA equivalente del Lema 78
aplica, considerando ademds que en estos casos IW(e) = CW(e).

Caso inductivo ~ Solo analizaremos el caso de programas conjuntivos. Si 7 = Clz,,z,, con
C = {m(x;,y;) | 1 < i < n}, por hipétesis inductiva tenemos que |A(m;)| estd acotado por
exp(|m;|), para todo 1 <i < n.

Consideremos el programa 7’ = U(Tc’st)e sTr, s construido en (i) a partir de 7. Entonces

T =T < Y 1T (r, )

(Tc,St)ES
S Z ’T‘-TC St|21w ﬂ—TC 9t)+1
(Tc,st)ES
o(1)
<9- Z cw ()™
(TC,st)GS

<9-exp(ew(m)) - |S].

La primera desigualdad es consecuencia del caso (g); la segunda debido a que cada 77, o es
un programa de ICPDL y por Lema 78; la tercera porque |7ir, | es polinomial en |C|, porque
iw(7p,, o) < iw(n’) por (L) y por Proposicién 79(2); y la cuarta es por reescritura. Ya vimos en la
demostracién de la Proposicién 80 que |S| estd acotado por exp(|n|), de donde obtenemos nuestro
resultado.

La cota para |0| se obtiene de las desigualdades dadas en Lema 78 y en Proposicién 79(2). [

Combinando estos ultimos resultados con la complejidad del problema de emptiness para
TWAPTAs dada por el Teorema 71 obtenemos lo siguiente:

Proposicion 82. Para un TWAPTA T con funcion de transicion 6 y para una formula ¢ de
CPDL", podemos decidir en tiempo

exp(|T| +i(T) + exp(lep])) - 6]
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si existe algin T € L(T) tal que € € [¢]p. Por lo tanto, w-REGULAR TREE SATISFIABILITY para
CPDL" estd en 2ExpTime.

Demostracion. Aplicamos la complejidad del problema emptiness dada por el Teorema 71, junto
con las cotas obtenidas para el tamano y el indice de un TWAPTA (Proposicién 81). Dada una
formula ¢ de CPDLY, consideremos el TWAPTA T (p) con funcién de transicién 6. Se puede
chequear en tiempo

exp(|T ()] + (T ())) - [6|°" < exp(exp(|]) + nd(p)) - exp(|¢|)
< exp(exp(|o]))

si L(T (y)) es no vacio. Luego, dada la férmula ¢ y un TWAPTA T con funcién de transicién 9,
se puede chequear en tiempo

exp(| T +i(T) + exp(l¢]) - 3]
si L(T) N L(T (¢)) es no vacio. O

Dado que la reduccién presentada en la Seccion 3.6.1 es polinomial para férmulas con treewidth
acotado, pero exponencial en general, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 83. El problema de satisfacibilidad de CPDL"(TW),,) es 2ExpTime y el problema de
satisfacibilidad de CPDLY es 3ExpTime.

3.7 Model Checking de CPDL"

Consideremos el siguiente problema

MODEL CHECKING CPDL"

Entrada: una estructura de Kripke K (finita), un mundo w de K y una
formula ¢ de CPDL"

Salida: Decidir si K, w = ¢

Este problema se sabe que es PTime-completo para formulas en PDL, ICPDL, y muchas otras
variantes de PDL [124]. En general MODEL CHECKING CPDL" estd en PN"| donde el ordculo de
NP se utiliza para adivinar una posible asignacién de satisfaccion para algin programa conjuntivo
Clz,, ;] que sea subexpresion de ¢. Como cota inferior tenemos el siguiente resultado.

Lema 84. MODEL CHECKING CPDL' es DP-hard.

Demostracion. Consideremos el problema de graph homomorphism que dado un par (G, H) de
grafos simples y finitos, decide si hay un homomorfismo de G a H. Este problema es NP-completo
incluso si G y H son conexos. El problema en el que dada una terna (G, G,, H) de grafos
simples, conexos y finitos, decide si hay un homomorfismo de G; a H y no hay un homomor-
fismo de G5 a H es DP-completo, por lo que basta hacer una reduccion de este problema a
MODEL CHECKING CPDL".

Para ello usaremos dos programas atémicos r, s y definiremos una estructura de Kripke K que
dependerd de H, y una férmula ¢ de CPDL" que dependera de G; v Gy. A K lo definimos tal que
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o W(K) =V(H);
e X, =0 para todo p € P;
o —,=W(K) xW(K);y
e —.={(u,v) | {u,v} es arista de H} (claramente, si (u,v) €—, entonces (v,u) €—,).
Para definir ¢, consideremos primero una funcién biyectiva v; : V(G) — Var, que se puede
ver como un renombramiento de los nodos del grafo GG; a variables. Para cada arista {u,v} de G;

definamos el atomo de programa s(v;(u),v;(v)), y sea C; el conjunto de todos estos programas.
Escojamos para cada i un par de variables distintas z;,y; € vars(C;), y definamos ¢ como

(r"WCrlzy, n]) A (") (Colw, yo])-
Para cualquier mundo u de K, es claro que si K, u = ¢, entonces la primera subférmula de ¢
induce un homomorfismo de G; en H, y la segunda férmula implica que no existe un homomorfismo
de G5 en H. Y un argumento similar sirve para el reciproco. O]

Para fragmentos de CPDL" podemos obtener mejores resultados. Sea G una clase de grafos.
Definimos el problema

MODEL CHECKING CPDL"(G)

Entrada: una estructura de Kripke K (finita), un mundo w de K y una
fésrmula ¢ de CPDL"(G)

Salida: Decidir si K, w = ¢

Teorema 85. Para cualquier clase G de grafos conexos y finitos:

(1) si G C TW,, para algin k, entonces MODEL CHECKING CPDL'(G) es PTime-completo;

(2) en otro caso, MODEL CHECKING CPDL"(G) no es PTime, bajo la hipétesis de que G es recur-
sivamente enumerable y W[1] # FPT. Esto se mantiene incluso para el fragmento positivo de

CPDL*(G).

Demostracion. (1)  El procedimiento para mostrar que MODEL CHECKING CPDL'(TW,) est4
en PTime es un algoritmo clasico de programacion dindmica. Dada una férmula ¢ y una estructura
de Kripke K, iterativamente etiquetamos los mundos de K con subexpresiones 1) de ¢ en base al
etiquetado de subexpresiones de ¢. Usaremos una relacién unaria U, € W(K) para cada férmula
Y € sub(p) y una relacién binaria B, C W(K) x W(K) para cada programa 7 € sub(y), que se
inicializan todos como conjuntos vacios. Comenzamos procesando todas las proposiciones atémicas
p € sub(y) y programas atémicos a € sub(y): fijamos U, = X, y B, =—,. Para los inversos de
programas atémicos @ € sub(y) fijamos B, = (—,) . Ahora, sea ¥ € sub(y) tal que todas las
subexpresiones en sub(v)) \ {¢} ya se procesaron. Procesamos 9 como sigue:

e Si ¢ = ¢1 VAN 1/12, ﬁjamOS Uw = le N UwQ,
e si ¢ =/, fijamos U, = W(K)\ U,
e si ¢ = (m), fijamos U, = {w € W(K) | Iu'.(w,w’) € B, }.
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Estas operaciones se realizan en tiempo polinomial. Para procesar programas, sea m € sub(yp)
tal que todas las subexpresiones en sub(w) \ {7} ya se procesaron. Procesamos 7 como sigue:

e Sim=m xm, con x € {o,U}, fijamos B, = B, * B, ,
e si m = ()", fijamos B, = B,

e si m = Clz,, ], evaluamos C' como si fuera una CQ sobre las expresiones ya procesadas para
definir B,.

Los primeros dos items se pueden hacer en tiempo cuadratico. Para el caso de programas
conjuntivos nos valemos del hecho de que la evaluacion de CQs de treewidth < k se puede hacer
en tiempo polinomial [60, Theorem 3], realizando un proceso sobre la descomposicién de drbol de
la consulta de abajo hacia arriba. Esto proporciona un algoritmo que es lineal en el tamano de ¢
y polinomial en K, donde el grado del polinomio es k + 1 si ¢ € CPDL*(TW,).

La cota inferior surge porque model checking de la 16gica modal es PTime-hard [125, Proposi-
tion 5.

(2) Esto se obtiene del hecho de que una afirmacién similar se conoce para CQs: model checking
de CQs Booleanas sobre relaciones binarias cuyos grafos subyacentes estdan en G no es PTime a
menos que W[1] = FPT [109, Corollary 19]. El resultado se sigue de una reduccién polinomial del
problema de evaluaciéon de CQs Booleanas al MODEL CHECKING CPDL"(G): una CQ Booleana
g se cumple en una estructura (finita) K si y solo si la férmula (C[z, z]) se satisface en algunos
mundos de K, donde C' es el conjunto de atomos de q y x es cualquier variable de ¢q. Esta reduccién,
que es polinomial, implica que MODEL CHECKING CPDL"(G) no puede estar en PTime bajo la
hipétesis de que W[1] # FPT. O



Capitulo 4

Conclusiones

Para finalizar hablaremos de algunos temas de discusion recientes y de cémo nuestros resultados
contribuyen o son de relevancia en estos planteamientos, comparando con otros trabajos surgidos
en paralelo y que abordan problemas similares a los nuestros. También mencionaremos posibles
direcciones nuevas de investigacion que se desprenden de esta tesis.

Estandarizacién. En abril del ano 2024 fue oficializado por la International Organization for
Standardization (ISO) que GQL (siglas de Graph Query Language) sea el lenguaje de consulta
estandar para el manejo y administraciéon de bases de datos orientadas a grafos, en analogia al
papel que cumple SQL respecto a las bases de datos relacionales. En concreto, GQL es un lenguaje
que permite razonar sobre property graphs' [16,69], que es una forma de representacién de la
informacién que prioriza el almacenamiento de datos y bisqueda éptima de respuestas a consultas,
a diferencia de otros modelos como los RDF graphs (que es un W3C standard), més enfocado a
la interoperabilidad de distintas entidades. Muchos de nuestros resultados y planteamientos se
pueden entender en esta misma linea, ya sea desde los resultados de reparacién y CQA (también
llamado OMQA) vistos en los Capitulos 1 y 2, hasta los resultados de satisfacibilidad y model
checking del Capitulo 3. En virtud del creciente interés que ha habido por GQL en los ultimos
anos, se vuelve necesario explorar con rigurosidad tedrica muchos aspectos formales del mismo, lo
cual se encuentra en un estado inicial de desarrollo [98]. Algunos trabajos recientes ya apuntan
en esta direccién valiéndose de los standards de W3C para la Web Seméntica, como [17, 145],
donde se establece la equivalencia de SPARQL (lenguaje de consulta para RDF graphs y que es
también un W3C standard) con el dlgebra relacional, [59], donde estudian el containment problem
para varios fragmentos de SPARQL, o [10, 11], donde analizan los problemas de reparacién y
CQA para restricciones expresadas en el fragmento SHACL de SPARQL. Por otra parte, GQL
generaliza a los CRPQ por medio de la implementacién de graph patterns [69], siendo esta una
caracteristica que comparte con SPARQL. Si bien a lo largo del trabajo utilizamos lenguajes
altamente expresivos como Reg-GXPath y CPDL" que son incomparables con GQL y SPARQL,
puede resultar beneficioso analizar el impacto de nuestros resultados para la comunidad de GQL
en base a las similitudes sintacticas y seméanticas que todos estos lenguajes poseen entre si.

'En particular, todos los tipos de modelos finitos que usamos en este trabajo (data-grafos, bases de conocimiento
y estructuras de Kripke) se pueden entender como property graphs.
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Opciones de lenguajes con fines ontolégicos. Reg-GXPath se presento originalmente como
un lenguaje de consulta para grafos con valores de datos en los nodos [127]. La expresividad de
Reg-GXPath en relacién a otros lenguajes de consulta y lenguajes logicos fue estudiado detal-
ladamente por Libkin et al. incluyendo ademas algunos resultados de interés relacionados a query
containment y query equivalence, que son relevantes para optimizacién de evaluacion y analisis
estatico [169]. Otras opciones de lenguajes que consideramos para analizar los problemas del
Capitulo 1 son RQM (regular query with memory) y RDPQ (reqular data path query) [127,128],
pero ambos tienen una complejidad de evaluacion de PSpace, mientras que la de Reg-GXPath es
PTime en complejidad combinada, lo que influy6 en la decision de utilizar Reg-GXPath por encima
de estas otras opciones. Otra razén se debe a ciertos aspectos sintacticos que permiten considerar
a Reg-GXPath como un lenguaje de restricciones, ya que cuenta con la negacién para expresiones
de nodo y complementacion para expresiones de camino, permitiendo asi subsumir muchos tipos
de restricciones que se expresan mediante implicacién. La nocién de consistencia usada en este
capitulo (Definicién 15) toma en cuenta este detalle al ser presentada bajo un criterio de satis-
faccién global. Conceptualmente, esto parece alejarse de la vision actual de la Web Semantica
que ha planteado en los tltimos anos varias nociones de consistencia basadas en el uso de graph
patterns [76,77] con la idea de capturar clases tradicionales de restricciones como dependencias
funcionales o reglas existenciales [81], pero esto tltimo ciertamente se asemeja a nuestra intencién
de escoger un lenguaje que abarca distintos tipos de expresiones.

Paradigmas semanticos. En muchos casos, al estudiar problemas como reparacién y CQA se
establecen suposiciones logicas como la semantica de mundo abierto, que es compatible con el con-
cepto de subreparacion usado en el Capitulo 1. Sin embargo, nuestro andlisis no se limito a esta
condicién y estudiamos distintas semanticas que lidian con inconsistencias, como las superrepara-
ciones vistas también en el Capitulo 1 o las extensiones consistentes del Capitulo 2. Otra forma
de lidiar con inconsistencias que es de sumo interés se basa en reparaciones conjuntistas respecto
al operador de diferencia simétrica, que fue de hecho estudiada para bases de datos orientadas a
grafos en [32] bajo restricciones en C2RPC, sin embargo, estos resultados no son facilmente adapt-
ables a nuestro esquema adoptado de [127] basado en data-grafos y requiere del planteamiento
de ciertos formalismos que hemos dejado para trabajo futuro. El problema de CQA para restric-
ciones y consultas en Reg-GXPath no fue estudiado aiin, pero notamos que respecto a semantica
de subreparacion y con restricciones en Reg-GXPath?* la complejidad de CQA es polinomial, en
vista del Teorema 25, que establece que bajo estas condiciones un data-grafo inconsistente posee
una unica subreparacién que se puede computar en tiempo polinomial. Por otra parte, CQA fue
rigurosamente estudiado en el Capitulo 2 habiéndose obtenido varios resultados de decibilidad de
este problema respecto a determinados fragmentos de UC2RPQ y GNFO caracterizados por la
propiedad de controlabilidad finita, pero la decibilidad de CQA para el caso concreto de consultas
en UC2RPQ bajo restricciones en GNFO sigue abierto. En [113] se obtiene una respuesta parcial
y afirmativa a esta pregunta considerando consultas en UCRPQ y restricciones definidas en la
l6gica de descripcion ALC, obteniendo ademaés la cota superior de 2ExpTime. Sin embargo, las
técnicas utilizadas en el articulo de Gutiérrez-Basulto et al. difieren de las aplicadas en este trabajo.
Creemos que algunos resultados similares a los de [113] se pueden obtener mediante reducciones
como la del Lema 40, pero definiendo ahora una expresiéon en MSO en lugar de GNFO, lo cual
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puede ser una alternativa distinta y quizas mas intuitiva de lo hecho por Gutiérrez-Basulto et al.
Por ultimo, nuestros resultados fueron basados en el ampliamente conocido lenguaje UC2RPQ,
pero todo lo realizado es facilmente adaptable a generalizaciones de UC2RPQ que involucren el
uso de constantes e incluso conjuncién con relaciones de cualquier aridad.

Identificando inconsistencias bajo criterios probabilisticos. La alternativa de computar
una reparacién puede no ser siempre viable en la vida real y en muchos casos resulta necesario
incorporar herramientas estadisticas como alternativa para reconocer las posibles impurezas de una
base de datos y que pueden ser dificiles de detectar y eliminar siguiendo estrictos razonamientos
16gicos. Inspirados por [68] donde introducen el concepto de Probabilistic Unclean Database (PUD),
en [4] analizamos los problemas de data cleaning (inferir el data-grafo con mayor probabilidad
dado un PUD) y probabilistic query answering (computar la probabilidad de una respuesta sobre
un data-grafo inconsistente observado) con el mismo trasfondo teérico del Capitulo 1y de [7]. Los
resultados de [1] no forman parte de este trabajo por alejarse del enfoque principalmente l6gico
que subyace en el esquema general, pero destacamos que el mismo surgié como continuacién de [7]
tratando de seguir una linea de investigacién de caracter mas aplicado.

Maias sobre CPDL". En relacién al Capitulo 3 quedan varios planteamientos por investigar
en torno al lenguaje CPDL'. En los resultados de satisfacibilidad estudiados en la Seccién 3.6
una férmula se decide si es satisfacible o no sobre estructuras de Kripke posiblemente infinitas,
pero desconocemos si el planteamiento andlogo de satisfacibilidad finita es computable. Por los
resultados obtenidos en la Secciéon 3.3 intuimos que esto puede ser dificil de responder, ya que
generaliza el problema de decidir si una férmula en loop-CPDL es satisfacible sobre estructuras
de Kripke finitas, cuya decidibilidad es un problema abierto [103, §7]. Tampoco es claro si los
resultados de satisfacibilidad obtenidos son adaptables al caso de programas generalizados. Un
planteamiento andlogo al de model checking para estructuras infinitas aparece en algunos trabajos
con el nombre de infinite state model checkingy ha sido estudiado para CPDL [102] e ICPDL [103], e
intuimos que las cotas de complejidad conocidas para estos lenguajes pueden extenderse a CPDL",
Creemos que nuestros resultados del Capitulo 3 también podrian valer considerando extensiones
de CPDL' que admitan el uso de constantes, modelados como nominales, pero los detalles de esta
conjetura se dejan como trabajo futuro. Por otra parte, los resultados de bisimulacién vistos en
la Seccién 3.4 fueron adaptados recientemente para corresponderse con otra propiedad de grafos
ampliamente estudiada denominada path width, y los resultados de ese desarrollo formaron parte
de una tesis de grado en Computacién dirigida por el autor de este documento [153].
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