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Resumen.

En esta tesis proponemos diferentes juegos de suma cero para dos jugadores, jugados en dos tableros. Se
demuestra que estos juegos tienen una funcién valor que convergen uniformemente cuando un parametro
que controla la longitud de los pasos posibles tiende a cero, a soluciones viscosas de diferentes sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicos y/o elipticos. Las principales novedades y modificaciones
de trabajos anteriores se dan en la forma de pasar de un tablero a otro, utilizando tanto el azar como la
toma de decisiones de los jugadores. Se abordan cuatro problemas diferentes. En el primer problema se
destaca la utilizaciéon de dos juegos diferentes en cada tablero (paseos al azar y Tug-of-War), y una regla
de cambio de tablero a través del azar. El valor de este juego converge uniformemente a la tnica solucién
viscosa de un sistema parabdlico/eliptico. En el segundo problema proponemos un juego asimétrico,
donde en un tablero se usa el azar para saltar de un tablero al otro, mientras que en el otro tablero
uno de lo jugadores decide entre jugar en ese tablero, o saltar al otro. A través de este juego obtuvimos
un sistema con una ecuacién de tipo obstaculo. Finalmente, en los dos tltimos problemas utilizamos un
juego en el que en cada tablero, es uno de los jugadores quién decide entre jugar o saltar al otro tablero.
Con este juego obtenemos soluciones viscosas del problema de las dos membranas en la version eliptica
y en la version parabdlica, para dos operadores de tipo p—laplaciano normalizado, utilizando un juego
denominado Tug-of-War with noise.






Game theory for systems of partial differential equations

Abstract.

In this thesis we propose different two-player zero-sum games, played on two boards. It is proved
that these games have a value function that converges uniformly, as a parameter that controls the size
of the steps in the game goes to zero, to viscosity solutions to different parabolic and/or elliptic partial
differential equation systems. The main novelty and modifications of previous results are in the way of
moving from one board to the other, using randomness, or the player’s decisions. This thesis deals with
four different problems. In the first problem, we use two different games on each board (random walks
and Tug-of-War game) and a rule for changing boards given by a random variable. The value of this game
converges uniformly to the unique viscosity solution to a parabolic/elliptic system. In the second problem
we propose an asymmetric game, where on one board, it changes the board at random, while on the other
board, one of the players decides between playing on that board or jumping to the other. Through this
game we obtained a system with an obstacle-type equation. Finally, in the last two problems we use a
game in which on each board, it is one of the players who decides between playing or jumping to the other
board. With this game we obtain viscosity solutions to the two membranes problem, in the elliptic and in
the parabolic versions, for two normalized p—laplacian type operators, using a game called Tug-of-War
with noise.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Es bien conocida la relacién entre la probabilidad y la teoria de ecuaciones diferenciales parciales. En
el caso de ecuaciones lineales, se puede ver en los trabajos [33], [25], [34], entre otros, donde se relacionan
los paseos al azar (o el movimiento browniano) con las funciones arménicas. Esto tiene que ver con el
resultado (muy conocido) que dice que si u es arménica (Au = 0), entonces verifica la siguiente formula
de valor medio u(x) = m / B.(x) u(y)dy. Y esta propiedad de valor medio esté relacionada con el valor
del juego paseos al azar. Ahora bien, si consideramos ecuaciones no lineales, existe un juego denominado
Tug-of-War, que fue introducido en [53], cuyo valor da una férmula de valor medio que aproxima al
operador infinito Laplaciano. Este juego fue generalizado para cubrir otras ecuaciones no lineales. Por
ejemplo, en [43], [44], los autores introducen el juego llamado Tug-of-War with noise, que se relaciona
con el p—Laplaciano normalizado. En cuanto a juegos y sistemas de ecuaciones podemos citar [52] donde
los autores introducen un juego en multiples tableros donde en cada tablero juegan Tug-of-War, para
obtener soluciones a un sistema acoplado de ecuaciones, utilizando en todas las ecauciones del sistema el
operador infinito Laplaciano.

En esta tesis vamos a estudiar diferentes sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales parciales,
utilizando teoria de juegos probabilisticos, para, mediante un paso al limite, obtener soluciones viscosas
de dichos sistemas.

El trabajo estd dividido cuatro en capitulos (2, 3, 4 y 5). Cada capitulo corresponde a un problema
particular, y en ellos van a encontrar todos las definiciones, enunciados y demostraciones de todos los
resultados, de manera que cada capitulo se puede leer auténomamente.

Antes de introducir los problemas tratados en esta tesis, me gustaria comenzar introduciendo (aqui
sin todos los detalles) el trabajo correspondiente a mi tesina (o tesis de licenciatura), publicada en [47].
La razon por la que vuelvo a este problema es porque fue el punto de partida del trabajo de investigacién
de mi doctorado, y muchos problemas estudiados aqui estdn relacionados con este primer trabajo. En
el trabajo de la tesina obtuvimos soluciones viscosas de un sistema de ecuaciones con dos operadores
distintos (el Laplaciano y el infinito Laplaciano) utilizando juegos probabilisticos que aproximen a la
solucion. Construimos un juego que combina las reglas Tug-of-War y paseos al azar en dos tableros
diferentes. Probamos que el valor esperado del juego existe y es inico. Y finalmente vimos que este valor
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converge uniformemente a la solucién del sistema. El sistema que resolvimos es el siguiente

( —%Aoou(x) +u(z) —v(z) =0 si xz €9,
—EAv(x) +v(x) —u(z) =0 si x €, (1.0.1)
u(z) = f(z) si x € 09,
v(x) = g(x) si x € 09,

donde k es una constante que depende sélo de la dimensién. Al conjunto Q@ C RY le pediremos que
sea abierto, conexo, con borde Lipschitz, y que ademés cumpla la propiedad de tener una bola tangente
exterior uniforme. Esto quiere decir que existe una constante § > 0 tal que para todo y € 012, existe una
bola cerrada de radio 6 que solo corta a € en y. Esto es equivalente a decir que para todo y € 99 existe
un z, tal que By(z,) NQ = {y}. A las funciones f y g le pedimos que sean Lipschitz.

La idea para hallar soluciones de este sistema es definir un juego en dos tableros que aproximan a
la solucién. Demos una breve descripcion del juego: Sea € > 0, elijamos un tablero para comenzar, y un
punto xp € 2 como punto de partida. A veces va a resultar cémodo notar a los puntos como un par (z, j),
donde x € Q y j € {1,2} indica el tablero donde estamos parados. Supongamos que elegimos comenzar
el juego parados en el primer tablero, entonces, con probabilidad 1 — €2 vamos a jugar en este tablero
con las reglas Tug-of-War (se lanza una moneda equilibrada, y el jugador favorecido por el lanzamiento
elije la préxima posicién del juego en la bola B.(x)), y con probabilidad &2 vamos a pasar al segundo
tablero, cayendo en el mismo punto en 2. Supongamos que nos quedamos en el primer tablero y jugamos
segin las reglas Tug-of-War y el punto que eligieron el jugador I o II (dependiendo del lanzamiento de la
moneda) cae dentro de €2, entonces volvemos a repetir el procedimiento, es decir, con probabilidad 1 — &2
jugamos Tug-of-War en el primer tablero y con probabilidad ? pasaremos al segundo tablero. Ahora
bien, si en cambio del zy del primer tablero hemos saltado al g del segundo tablero (con probabilidad
£?) entonces partiendo de este punto jugaremos, con probabilidad 1 —&? paseos al azar (el siguiente punto
se elige con probabilidad uniforme en B.(xg)), y volveremos al primer tablero con probabilidad 2. El
juego se sigue desenvolviendo de esta manera, es decir, con probabilidad 1 —&? vamos a jugar en el tablero
donde estamos con su regla correspondiente, y con probabilidad €2 pasaremos al otro tablero. El juego
finaliza cuando el punto elegido (en cualquiera de los dos tableros) cae fuera de 2, y como resultado final
el jugador I recibird el valor de la funcién correspondiente al tablero donde sale evaluada en el punto de
salida y el jugador II pagaré esta cantidad. Es decir, si el punto z; € RN\Q es la tltima eleccién y esta
la hicimos en el primer tablero, entonces el jugador I recibe la cantidad f(z,) y el jugador II paga esta
misma cantidad (recibe —f(z;)). Naturalmente el caso de terminar el segundo tablero es totalmente
andlogo, en este caso el jugador I recibe la cantidad g(z;) y el jugador II paga esta misma cantidad
(recibe —g(z;)). En la figura 1.1 podemos ver un esquema del juego en dos tableros que acabamos de
describir.

Llamamos St y St a las estrategias de los jugadores I y II cuando juegan este juego en dos tableros.
Es importante notar que estas estrategias solo se usan cuando la ficha estda en el primer tablero y se
juega alli Tug-of-War (con probabilidad 1 —€?), ya que el resto de las reglas del juego dependen del azar.
Observar también que estas estrategias se consideran tanto si comenzamos en el primer tablero como en
el segundo, ya que en cada jugada tenemos chances de pasar al otro tablero respecto de donde estamos.
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tablero 1

(1 — 52) Jugadorl '7,

Jugador Il

tablero 2

Ql

Figura 1.1: Esquema del juego con dos tableros.

Precisamente por eso escribimos la sentencia "pago final”, porque no sabemos en cual de los dos tableros
vamos a finalizar sea cual sea el tablero en el que comenzamos.

Ahora definimos las funciones del valor del juego, sea

&€ I 7. o — 7 Z0
u®(xg) = sglp g}lf E§ s, [ pago final] = Hsllf sgg) Eg s, [ pago finall,

si g € € en el primer tablero, y

v (20) = Sup ffEg [ pago final] = fnf Sup E§) s, [ pago finall,

si zg € Q en el segundo tablero. En [47] hemos probado que el juego tiene un valor, es decir, se pueden
intercambiar inf con sup en la definicién de ambas funciones ¢ y v¢, lo que implica que las funciones estan
bien definidas. Estas funciones verifican la siguiente férmula de valor medio que se denomina comiinmente
en la literatura Dynamic Programming Principle (DPP):

u(z) = e20°(2) + (1 — 52){1 yesgix) u(y) + ;yEanEf(x) ua(y)} si x €,
v (2) = 2uf(x) + (1 — 52)][ v (y)dy si xeq,
u(z) = f(x) e si v € RV\Q,
ve(x) = g(z) si x € RV\Q.
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Estas funciones convergen uniformemente (via una subsucesién) a un par de funciones continuas (u,v),
soluciones viscosas de (1.0.1). Para probar que el DPP tiene solucién usamos una técnica similar al método
de Perron. Para probar que el juego tiene valor, y este coincide con cualquier solucién del DPP (lo que
prueba la unicidad de la solucién de DPP) utilizamos herramientas probabilisticas como la construccion
de martingalas y el Optional Stopping Theorem. Para probar la convergencia uniforme de la solucién
del DPP usamos una variante del lema Arzela-Ascoli. Esto nos hizo probar que las soluciones del DPP
tienen dos propiedades: acotaciéon uniforme (en ), y continuidad asintdtica uniforme. Para lograr esto,
fue necesario hacer estimaciones para puntos cerca del borde, jugando tanto Tug-of-War como paseos al
azar. Finalmente, para probar que el par limite es solucion viscosa del sistema utilizamos teoria clasica
de soluciones viscosas.

1.1.  Descripcion de los resultados principales

A continuacién voy a introducir los problemas que corresponden a esta tesis doctoral. En esta tesis se
abordan diferentes sistemas de ecuaciones usando técnicas de probabilidad. Se presentan los resultados
con detalle para sistemas de dos ecuaciones y al final de cada capitulo se describen brevemente posibles
extensiones a sistemas con més de dos ecuaciones. La presentacién de los resultados obtenidos se divide
en cuatro capitulos. Cada uno tiene una escritura auténoma de los demads, lo que permite que su lectura
se puede realizar de forma independiente.

1.1.1.  Primer problema. Un sistema parabdlico/eliptico

El primer problema es una extensién del trabajo de la tesina anteriormente descripto. Concretamente
obtuvimos existencia y unicidad del siguiente problema parabdlico/eliptico

%(QE, £ - %Aoou(az,t) (e, t) — o(a,t) = 0 TEQ t>0,

—gAv(a:,t) oz, t) —u(z,t) =0 zEQ t>0,

u(z,t) = f(z,1) z €N t>0, (1.1.2)
(@, t) = g(z, ) x €N, t>0,

u(z,0) = up(z) x €.

En este caso utilizamos un juego en dos tableros, que son dos cilindros de la forma R x [0, 7] con Q ¢ RV,
En cada tablero se juegan distintos juegos, relacionados con dos operadores diferenciales diferentes, pero
en uno de los tableros se modifica la variable temporal de t a t — €2, mientras que en el otro tablero la
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variable temporal ¢ funciona como un parametro. Este juego tiene asociado el siguiente DPP

us(x,t)zs%el(x,t) )
H1 - 62){— yesggm) u (y,t — 62)4-5 yel'BnEf(z) u®(y,t — 52)} (x,t) € 2 x(0,T),
v (z,t) = e2uf(z,t) + (1 — 62)][ v (y, t)dy (z,t) € Qx(0,T),
B.(z)
uf(z,t) = f(x,t) (z,t) € (RN\Q) x [0,T),
v (z,t) = g(z,t) (z,t) € (RN\Q) x (0,T),
u®(x,0) = up(x) x €.

Aqui se ve que en el primer tablero, con probabilidad 1 — €2 se juega Tug-of-War bajando de t a t — &2,
y con probabilidad €2 la posicién cambia de tablero. Por otro lado, estando en el segundo tablero, con
probabilidad 1 — &2 se juega paseos al azar (sin modificar la variable temporal) y con probabilidad &2 la

ficha cambia de tablero.

82
JEPETECEETI || s .
,’ \\ ,’ \\
[ ]
‘.. (x,t) _.* ‘.. P
__________ p N
82
0 A
Tablero 1 Tablero 2

Figura 1.2: Esquema del juego con dos cilindros.

En la figura 1.2 se puede ver un esquema del juego en dos tableros con diferentes reglas en cada
tablero.

En el Capitulo 2 se pueden encontrar todos los detalles respecto a este problema. Concretamente,
probamos que el juego tiene un valor, y este valor es la tnica solucién del DPP. Luego probamos que

esta familia soluciones del DPP convergen (via una subsucesién) a un par de funciones continuas. A con-
tinuacién, vimos que estas funciones son solucién del sistema (1.1.2). Finalmente probamos un principio
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de comparaciéon que nos da unicidad del sistema. Esta variante propuesta nos obligd a estudiar nuevas
formas para probar los resultados obtenidos. En particular cabe destacar que, a la hora de obtener la
convergencia uniforme de la familia de soluciones del DPP, al hacer las estimaciones cerca del borde,
tuvimos que tener especial atencién si tenemos un punto (z,t) € Q x (0,7] cerca del borde parabdlico
en el primer o segundo tablero. Solo para entender la dificultad quiero adelantar en esta introduccién
un caso para prestar atencién. Supongamos que el punto verifica que ¢ ~ 0 pero x no esta cerca de 02,
este punto esta cerca del borde en el primer tablero, pero no en el segundo. Esto nos hizo probar que el
juego va a mantenerse en el primer tablero hasta terminar (llegar a tiempor ¢ = 0) con probabilidad alta.
Como lo dije antes, todos los detalles se pueden encontrar en el capitulo 2. Pasemos ahora al siguiente
problema.

1.1.2.  Segundo problema. Un sistema con una ecuaciéon de tipo obstaculo

En el siguiente problema proponemos un sistema con una ecuacién de tipo obstaculo. Me gustaria
hacer una introduccién del problema del obsticulo. Dado ¢ una funcién definida sobre €2, y f una
funcién definida sobre 0f, si consideramos L un operador diferencial, una solucién (en algin sentido)
del problema del obstaculo, con obstaculo ¢ por debajo, y condicién de borde f, es una funcién u que
verifica la siguiente ecuacién

ml’n{L(u),u—cp} =0 ze€Q,
u=f x € 0f.
Este problema se puede reescribir de la siguiente manera

u> x €9,
L(u) >0 xe€q,
Lu)=0 zeQn{u> ¢},

u=Ff x € 0.

Una posible interpretaciéon de este problema es modelar el
comportamiento de una membrana elastica (la funcién w)
sujetada en el borde del dominio (por f), que es empujada
por debajo por un objeto (el obstéculo ) sin perforarla (ver
la figura 1.3). Naturalmente, el sentido de la solucién que se 05|
pretende encontrar va a depender del operador, o de la teoria
que se quiera utilizar para resolver este problema (por ejem-
plo, se puede atacar el problema minimizando una energia, es
decir, utilizando célculo de variaciones, sujeto a la condicién " \
u > ¢y en este caso apareceran soluciones débiles). Si con- ‘
sideramos el problema en sentido viscoso, este fue estudiado
en [46], utilizando teoria de juegos.

16 Figura 1.3: Problema del Obstaculo en 1D.



La idea en el segundo trabajo de la tesis es modificar las
reglas del juego que desarrollamos en la tesina, obteniendo
un juego asimétrico cuyo valor converge uniformemente a un
par de funciones continuas, solucién del siguiente sistema con una ecuacién de tipo obstaculo

( min{—Aoou(x),(u—v)(x)}:O x € ),
—§Av(x) +v(x) —u(z) = h(z) x €Q, (1.13)
u(z) = f(x) z € 09,
v(x) = g(x) x € 0N

En este sistema la funcién v actia como obstaculo por debajo para la funcién u, mientras que la segunda
ecuacién contiene a ambas funciones acopladas. Una breve descripcién del juego asimétrico es la siguiente:
nuevamente se trata de un juego de suma cero entre dos jugadores en dos tableros. En cada tablero
jugamos con reglas distintas, por ejemplo, en este caso jugaremos Tug-of-War en el primer tablero, y
paseos al azar en el segundo tablero. La clave estd en modo de pasar de un tablero al otro. Estando en el
primer tablero, serd el jugador I (quien quiere maximizar el pago final) es quien decide entre jugar en el
primer tablero con las reglas correspondientes (en este caso, Tug-of-War), o saltar al mismo punto, pero
en el otro tablero. Por otro lado, en el segundo tablero vamos a usar es azar. Es decir, con probabilidad
1 — &2 vamos a jugar en el segundo tablero, con las reglas correspondientes (en este caso, paseos al azar
sumando un pago por jugada igual a £2h), y con probabilidad £? vamos a saltar al primer tablero. Este
es el primer trabajo donde las reglas para cambiar de tablero dependen de la estrategia de un jugador.

En el Capitulo 3 probamos con todo detalle que el juego tiene un valor y el mismo cumple el siguiente
DPP

(

1 1
€ = & — S ¢ + = inf c ) c € Q’
w(z) = méx { | s ww)+g daf W] @)} =
v (z) = (1 — £2) [][ ve(y)dy + 52h($)] + %uf(z) x e,
Be(z)

u(z) = f(x) z e RM\Q,

vi(z) = g(x) z € RN\Q.

Aqui se puede ver que estando en el primer tablero, el jugador I decide entre jugar Tug-of-War o saltar
al segundo tablero, por lo que tenemos la primera ecuacién con un max. Por otro lado, en el segundo
tablero, con probabilidad 1 — €2 jugamos paseos al azar en el segundo tablero con pago por jugada £2h,
y con probabilidad 2 saltamos al primer tablero. Se ve claramente la asimetria en las reglas del juego a
la hora de cambiar de tablero, utilizando en un caso el azar, y en el otro caso la decisién de un jugador.
Estas funciones, soluciones del DPP, convergen uniformemente (a través de una subsucesién) a un par de
funciones continuas, solucién viscosa del sistema tipo obstaculo (1.1.3) definido mas arriba. Una dificultad
que surge en este trabajo tiene que ver con el manejo de esta asimetria a la hora de lograr las estimaciones
cerca del borde, teniendo que recurrir a un resultado que estima la cantidad de jugadas si la posicion
de la ficha se encuentra cerca del borde, haciendo que unos de los dos jugadores apunte al borde para
salir. Como lo he mencionado antes, en el capitulo 3 se encuentran todos los detalles mencionados aqui
brevemente. Pasemos ahora la préximo problema.
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1.1.3.  Tercer problema. El problema de las dos membranas eliptico

En el siguiente capitulo de la tesis vamos utilizar nuevos juegos para resolver el problema de las dos
membranas, en su version eliptica. Hagamos una breve descripcion de este problema. Dadas dos funciones
f v g definidas sobre el borde de un dominio €2, y ordenadas, es decir, f > g, y dos operadores diferenciales
L1y Lo, definimos el problema de las dos membranas de la siguiente manera

min{Ll(u),ufv} =0 x €,
max {Lg(v),v—u} =0 x €,
u=f x € 01,
v=g x € 0fd.

Este sistema se puede reescribir de la siguiente manera
(u >, r e
Li(u) 20,  Ly(v) <0 zeq,
Li(u) =0, Ly(v) =0 ze€Qn{u>v},

u=f x € 08,

v=g x € 0.

Este problema se puede interpretar como un sistema que modela el comportamiento de dos membranas
eldsticas, fijadas en el borde (por las funciones f y g), que son empujadas una sobre otra por fuerzas
exteriores, de manera que no se pueden atravesar entre si. Se pueden encontrar referencias sobre soluciones
de este problema en [16] y [17]. En esta tesis vamos a resolver este problema utilizando un juego simétrico
en dos tablero. En cada tablero vamos a permitirle a uno de los jugadores decidir jugar en el tablero o
saltar al otro tablero. Otra novedad en este capitulo es la introduccién del juego Tug-of-War with noise,
relacionado con el operador p—Laplaciano normalizado (ver [42], [43] y [44]). Describamos brevemente el
juego Tug-of-War with noise: dado un parametro 0 < a < 1, vamos a jugar Tug-of-War con probabilidad
«, y vamos a jugar paseos al azar con probabilidad 1 — «. Este juego se relaciona con el p—Laplaciano
normalizado, combinando los pardmetros de la siguiente manera

a  p—2
l—a N+2°

En la introduccion del Capitulo 4 se pueden encontrar todos los detalles la respecto.

A continuacién hagamos una breve descripcién del juego para resolver el problema de las dos mem-
branas para dos operadores p—Laplaciano distintos: Dados dos valores 0 < «; < 1 con ¢ = 1,2, vamos
a definir en cada tablero dos juegos Tug-of-War with noise con parametros «; para los tableros uno y
dos respectivamente. Es decir, en el primer tablero, con probabilidad a; jugaremos Tug-of-War, y con
probabilidad 1 — oy jugaremos paseos al azar, agregando un pago por jugada igual a —e?h;. Andloga-
mente, en el segundo tablero usamos el pardmetro as y la funcién de pago por jugada £2hs. La novedad
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en este capitulo es la regla para ir de un tablero al otro. En el primer tablero, el jugador I decide entre
permanecer en el primer tablero y jugar con sus reglas, o saltar al segundo tablero y jugar con las reglas
del segundo tablero. De manera opuesta, en el segundo tablero es el jugador II quien decide entre jugar
en este tablero con sus reglas, o saltar al primer tablero y jugar con las reglas del tablero I. En el capitulo
4 probamos que este juego tiene un valor, y esta funcién resuelve el siguiente DPP

u(2) = mix { 7 (u) (@), (AN @)} weQ,
v*(z) = min {Jl(us)(:z), Jz(qf)(x)} z e,
uE (@) = f(x) z e RV\Q,
vi () = g(w) z € RN\Q.
donde 1 )
H@ =3 s w)+g it ww)] 1) f ey -Sne)
y
Jo(w)(z) = ae [% esglz )w(y) + ;yel'anf(x) w(y)] + (1 —an) ]{B ( )w(y)dy + &2hay(z).

Ademé&s probamos que existen soluciones que convergen a una par de funciones continuas (u,v) (via
una subsucesién cuando € — 0) y estas funciones limite verifican

(

min{—Azl)u(:n)+h1(:n),(u—v)(m)} =0 x € Q,

méx{ — Alv(z) — ha(2), (v — u)(x)} —0 zeQ,

(1.1.4)
u(z) = f(z) x € 09Q,

v(z) = g(x) x € 99,
en sentido viscoso. La relacién entre los «; y los valores p y ¢ es la siguiente

ap p—2 ay  q—2
l—ag N+2 ’ l—ay N+2

En este mismo capitulo van a encontrar una variante de este juego que aporta una condicién extra
para el sistema de ecuaciones diferenciales. La variante se va a ver a la hora de saltar de un tablero al
otro. Las reglas son las siguientes: Supongamos que la ficha se encuentra en el primer tablero, se lanza
una moneda equilibrada, si sale cara se permanece en este tablero y se juega (Tug-of-War with noise con
pardmetro «), mientras que si sale seca el jugador I puede decidir entre quedarse en el primer tablero
y jugar o saltar al segundo tablero y jugar (Tug-of-War with noise con pardmetro «s). Ahora bien, si
la ficha esta situada en el segundo tablero las reglas son opuestas, es decir, se lanza la moneda, si sale
cara se juega en este tablero (Tug-of-War with noise con pardmetro «s), mientras que si sale seca el
jugador II puede decidir entre permanecer en el segundo tablero y jugar, o saltar al primer tablero y

19



jugar (Tug-of-War with noise con pardmetro «1). Este juego tiene valor y este es solucién del siguiente
DPP

w () = %méx {Jl(us)(x), Jg(vs)(x)} + %Jl(ue)(x), v €Q,
v¥(2) = S min {11() (@), H0F) @)} + 30N @),  weq,
u(z) = f(x), z e RN\Q,
v (z) = g(z), r € RV\Q.

Usando las estimaciones adecuadas al jugar cerca del borde, se prueba que existe una subsucesiéon que
converge a un par de funciones (u,v) que son solucién del sistema (1.1.4) con la siguiente condicién extra

(- Azl,u(x) + hi(z)) + (- Aév(w) — ha(z)) =0 x €,

estas soluciones son siempre pensadas en sentido viscoso.

1.1.4. Cuarto problema. El problema de las dos membranas parabdlico

Finalmente, en el tltimo capitulo estudiamos la versién parabdlica del problema de las dos membranas,
también obteniendo una condicién extra. Para eso propusimos un juego en dos tableros, en este caso dos
cilindros de la forma € x [0,7T), cuyas reglas son esencialmente las mismas que las descriptas antes, pero
modificando la variable temporal de ¢ a t — 2 en cada jugada. La descripcién del juego es la siguiente:
Dados 0 < a; < 1 con i = 1,2, establecemos en cada tablero el juego Tug-of-War with noise con parametro
a; en el espacio, pero hacemos descender la variable temporal de t a t — €2, ademds tenemos un pago
por jugada e2h; en cada tablero. Ahora bien, las reglas para pasar de un tablero al otro son las mismas
que acabamos de describir en la variante del juego eliptico. Es decir, si suponemos que la ficha esta en
el primer tablero, se lanza una moneda equilibrada, si sale cara se permanece en el primer tablero y se
juega, mientras que si sale seca el jugador I decide entre permanecer en este tablero y jugar, o saltar al
segundo tablero y jugar. Por otro lado, en el segundo tablero se invierten las reglas, es decir, se lanza la
moneda, si sale cara se permanece en el segundo tablero y se juega, mientras que si sale seca el jugador
IT decide entre jugar en el segundo tablero o saltar al primer tablero y jugar. En el capitulo 5 probamos
que el juego tiene valor, y este verifica el siguiente DPP

W (2, t) = %Jl () (2, — £2)

—|—%méx ROt~ ), )t~ )} (1) € Qx (0.7),

v (2, 1) = %JQ(U‘S)(%t e

—i—%ml’n [t =), )@t )} (@1) eQx (0,7),

con las condiciones de contorno



y las condiciones iniciales

u®(z,0) = up(z) = €9,
{ v (x,0) =vo(x) z €.
Los operadores de promedio J; y J2 se definen de la siguiente manera
J1(w)(z,t) = F sup w(y,t) + L inf w(y,t)}
2 yeB.(a) 2 yeB.(z)

+(1—aq) ][ w(y, t)dy + e2hy (x,t),

B: ()

1 1,
Ja(w)(z,t) = az [f Séllz )w(y,t) + §y61§f( )w(y,t)}
yEB:(x e(T

+(1 — ag) ][ w(y,t)dy + 2hy(z,t).
Be(z)

Estas funciones valor (u®,v®) convergen (via una subsucesién) a un par de funciones continuas (u, v)
que son una solucién viscosa de

min {%(m) — Alu(z, t) — ha(,t), (u— v)(az,t)} =0 (z,t) eQx(0,T),

méx {‘th’(:c,t) — Alo(,t) — ha(x, 1), (v — u)(x,t)} =0 (z,t)eQx(0,T),

con la condicién extra

(%(x,t) — Allju(:v,t)) + (%(w,t) — Aév(w,t)) = hi(z,t) + ho(z,t) (z,t) € Qx (0,T),

las condiciones de contorno
u(z,t) = f(z,t) (x,t) € 00 x[0,T),
v(z,t) = g(z,t) (x,t) € 02 x[0,T),

y las condiciones iniciales
u(z,0) = up(z) = €9,
v(z,0) =vo(x) z €.
En este sistema, p y g vienen dados por

ap p—2 ay  q—2
l-a; N+2 ¥ 1-ay N+2

Una de las partes clave de este capitulo tiene que ver con las estimaciones cerca del borde. Aqui
tuvimos que estudiar de manera diferente cuando el punto estd cerca de 02 o cuando estamos cerca
del fondo del cilindro. En particular hay que estudiar con mucho cuidado el caso en el que el punto
(z,t) € Q x (0,T) verifica que x estd cerca de 92 y t ~ 0, porque en este caso la ficha puede salir del
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dominio por los lados y por el fondo. Por eso es importante que las condiciones del borde parabdlico sean
consistentes en el siguiente sentido, si definimos

f(x,t) x g0t >0,
1) =
wite ) {uo(x) x € Q,t=0,

g9(z,1) x ¢ Qt>0,
wa(z,t) =
vo(x) x € Qt=0.

vamos a pedir que estas funciones sean Lipschitz, es decir

para =1, 2.

1.1.5.  Aportes de esta tesis

En esta tesis se estudian diversos problemas asociados a soluciones viscosas de sistemas de ecuaciones
diferenciales de tipo eliptico y/o parabdlico y su relacién con teoria de juegos. El objeto principal de
esta tesis es el estudio de los juegos llamados Tug-of-War en la literatura, y su conexién con sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Se consideran diferentes variantes de juegos de dos jugadores,
con suma cero, que dependen de un pardmetro que controla el tamafio del paso que se da cuando se
actualiza la posicién del juego. Se demuestra que el valor de estos juegos converge (cuando el pardmetro
tiende a cero) a una solucién del sistema de EDP (que debe ser interpretada en sentido viscoso). De
esta forma nos encontramos con una nueva herramienta, basada en teoria de probabilidad, para obtener
soluciones de sistemas no-variacionales. El estudio de tipo de problemas para sistemas de ecuaciones es
relativamente reciente siendo los resultados obtenidos en esta tesis los primeros en tratar sistemas con
ecuaciones de tipo obstaculo. Los juegos asociados a los sistemas sistemas considerados se juegan en dos
tableros con reglas distintas en cada tablero (lo que dara lugar a diferentes operadores en cada ecuacién
del sistema) y diferentes reglas para pasar de un tablero al otro (y esto nos determina el acople entre las
ecuaciones). La principal dificultad al tratar estos problemas se encuentra en que los juegos a estudiar
poseen reglas asimétricas (las reglas dependen del tablero donde se juegue y de las posibilidades de pasar
de un tablero a otro). Esto hace que obtener estimaciones para los valores del juego tenga dificultades
adicionales que no estan presentes en el estudio de una sola ecuacion.

En conclusién, la idea general de esta tesis es el estudio de diferentes modificaciones en las reglas de
juegos en dos tableros (sobre todo las reglas de salto) para estudiar diferentes problemas (elipticos y/o
parabdlicos), utilizando tanto el azar, como decisiones de los jugadores. Estos juegos nos dan férmulas
de valor medio (DPP) que aproximan soluciones (siempre en sentido viscoso) de varios sistemas. En esta
tesis hemos sido capaces de abordar sistemas de ecuaciones conocidas como la del problema del obstéaculo,
o como en los dltimos ejemplos, problemas clasicos y ya estudiados con otras teorias, como el problema
de las dos membranas.
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Capitulo 2

TEORIA DE JUEGOS PARA UN SISTEMA
PARABOLICO/ELIPTICO CON DIFERENTES
OPERADORES

2.1. Introduccién

En esta seccién vamos a proporcionar un enfoque probabilistico para encontrar soluciones viscosas de
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales parabdlico/eliptico utilizando dos operadores diferentes.
El sistema que vamos a resolver es el siguiente

' %(m) - %Aoou(fﬁ,t) + u(z,t) —v(z,t) =0 zeQ, t>0,
—gAv(x,t) +v(x,t) —u(z,t) =0 xeQ, t>0,
u(z,t) = f(z,1) xedQ, t>0, (2.1.1)
v(z,t) = g(z,1) xedQ, t>0,
u(z,0) = uo(z) z €,

con k > 0 una constante que solo depende de la dimensién del espacio. Este sistema involucra dos
operadores diferentes, el Laplaciano clasico definido como

N
i=1
y el infinito Laplaciano normalizado definido como (ver [21])
N
Vo Vo 1
Aso¢ = (D? , = Op. 0O . DOy .
o= (D5 gl mezl POz, $0z, 6
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Observar que la primera ecuacién es parabdlica (posee la derivada de u respecto a t), mientras que la
segunda es eliptica (la variable t se puede considerar como un parametro en la ecuacién para v). Ademads,
existe una condicién inicial para u, pero no para v. Esto se debe al hecho de que la primera ecuacion es
parabdlica mientras que la segunda es eliptica.

Existe una gran cantidad de articulos que destacan la interaccion entre la teoria de probabilidad y
las ecuaciones diferenciales parciales. La idea principal es que las funciones arménicas y las martingalas
tienen algo en comun: la validez de las férmulas de valor medio. Un resultado conocido es que u es
armoénica, es decir, u verifica la EDP

Au =0,

si y sblo si u verifica la propiedad del valor medio

1
u(z) = 1B-(2)| b0 u(y) dy.

De hecho, se puede relajar la condicién pidiendo que se cumpla asintéticamente de la siguiente manera

u(z) = 1 u o(e?

cuando € — 0. La relacion entre el operador Laplaciano y el movimiento Browniano o el paseo al azar (con
el tamano del paso que tiende a cero) es también conocida (ver [33]). En la actualidad se sabe que las ideas
y técnicas utilizadas para las ecuaciones lineales se pueden ampliar para cubrir problemas no lineales. Por
ejemplo si estamos interesados en conocer una propiedad de valor medio para el p—Laplaciano (incluido
el infinito Laplaciano) nos referimos a [30, 24, 34, 38] y [42]. Véase también [10] para férmulas de valor
medio para Monge-Ampere. Estas formulas de valor medio estan estrechamente relacionadas con el valor
de juegos tedricos. Para una aproximacién del infinito Laplaciano hay un juego (llamado juego Tug-of-
War en la literatura) que se introdujo en [53] y fue generalizado en varias direcciones para cubrir otras
ecuaciones, como por ejemplo para el p—Laplaciano, en [4, 8, 14, 19, 41, 42, 43, 44, 52, 54, 55]. También
existen versiones parabdlicas de estos resultados, que se pueden encontrar en [11, 45]. Para una visién
general del tema nos remitimos a los recientes libros [15] y [36].

Para sistemas de ecuaciones hay menos referencias disponibles. Esto se debe a que en general para
sistemas no lineales no existe una teoria de soluciones viscosas, y también que las estimaciones necesarias
para pasar al limite en las soluciones aproximadas son més complicados (normalmente para los sistemas
es necesario obtener estimaciones para ambos componentes simultineamente). Para sistemas elipticos
citamos [52] y [47]. En [52] se analiz6 un sistema eliptico acoplado que involucra el infinito laplaciano
para cada componente; mientras en [47] se estudié un sistema eliptico que involucra dos operadores
diferentes (el Laplaciano y el infinito Laplaciano). Los resultados de este capitulo pueden verse como
una continuacién de estos dos articulos. La principal diferencia con [52] y [47] es que aqui tenemos
que abordar un problema dependiente del tiempo, por eso tenemos que tener especial cuidado cuando
obtenemos estimaciones de los componentes de las aproximaciones (necesitamos probar estimaciones en
el espacio y el tiempo simultdneamente). El sistema (2.1.1) no es variacional (no hay energia asociada).
Por lo tanto, para encontrar soluciones una posibilidad es utilizar métodos de monotonia basados en
el principio de comparacién (argumento de Perron). Aqui veremos el sistema de forma diferente y para
obtener existencia de soluciones encontraremos una aproximacién utilizando la teoria de juegos. Este

26



enfoque no sdlo da la existencia de soluciones sino que también nos proporciona una descripcién que
produce cierta intuicién sobre el comportamiento de las mismas. Entenderemos soluciones del sistema
siempre en sentido viscoso. Esto es natural ya que el infinito Laplaciano no es variacional (consulte la
Seccién 2.2 para la definicién precisa). Una vez que tenemos existencia de soluciones, demostramos un
principio de comparacién que implica unicidad.

Para resolver este sistema vamos a definir un juego de suma cero definido en dos tableros. Vamos
a llamar tablero a un cilindro de la forma Q x (0,7) € RY x [0,T). Esta es una breve descripcién del
juego: Dado 0 < € < 1, un parametro que nos va indicar el tamano de los desplazamientos espaciales y
temporales, y las funciones de pago final f, g, y ug definidas en RV \ Q x [0, 7)) en los tableros uno y dos
respectivamente las dos primeras, y ug definida en € x {0} en el primer tablero, todas funciones Lipschitz.
Supongamos que la posicién del juego es (z,t) € Q x (0, 7] en el primer tablero, con probabilidad 1—&? los
jugadores juegan Tug-of-War (se lanza una moneda equilibrada y el favorecido elige la préxima posicién
en la bola B.(z)), pero cambiando ¢ por t — 2. Esto significa que la préxima posiciéon del juego serd
(y,t —€2) con y € B.(x) que dependera de la eleccién del jugador favorecido por el lanzamiento de la
moneda. Por otro lado, si la posicién del juego se encuentra en el punto (z,t) €  x (0,7] en el segundo
tablero, con probabilidad 1 — &2 la ficha se va a mover al azar en B.(z) sin modificar la variable ¢. Es
decir, la siguiente posicién seréd (y,t), con y € B:(z) elegido al azar (con distribucién uniforme). Ademés
de estas reglas para jugar en cada tablero, con probabilidad £? vamos a saltar de un tablero al otro. Esto
significa que si nos encontramos en (x,t) € Q x (0, 7] en el primer tablero, con probabilidad 2 vamos a ir
a (z,t) pero en el otro tablero. El juego continua de la misma manera hasta que la posicién abandona el
dominio € o el tiempo llega a 0 (esto solo puede suceder en el primer tablero) en un punto (x,,t;), y en
ese caso, si el punto se encuentra en el primer tablero, el jugador I recibe como pago f(xr,t;) si x; &
o ugp(z;) si r € Q and t, = 0, mientras que el jugador I paga la misma cantidad (podemos suponer que
el jugador II le paga al jugador I el valor del pago final, definido por f, g o ug dependiendo del tablero y
el punto final).

Tablero 1 Tablero 2

Este juego tiene un valor (el mejor valor que ambos jugadores pueden obtener, jugando de la manera
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més astuta, ver 2.3 para tener una definicién exacta). Este valor del juego es definido a través de dos
funciones (u®, v%)

El siguiente Teorema asegura que el juego estd bien definido, y el valor del juego (u®,v) verifica el
siguiente sistema de férmulas de promedio (llamado el Dynamic Programming Principle (DPP) en la
literatura).

Teorema 2.1.1. El juego tiene un valor dado por u,v® : RY x [0, T] — R. Esta funcién verifica el siguiente
DPP

ua(ac,t)zs%al(x,t) )
H1 - 62){5 yesgjzx) ut(y,t — 62)4-5 yel,BnEf(x) u(y,t — 62)} (x,t) € Q@ x (0,7),
ve(2,t) = 2uf(z,t) + (1 — 62)][ ve(y,t)dy (x,t) € Qx (0,T),
Be(2) (2.1.2)
u(2,1) = fla,1) (5,1) € (RN\Q) x [0,T),
v (1) = g(x,1) (z,t) € (RM\Q) x (0,T),
us(z,0) = up(x) x € Q.

Observar que el DPP (2.1.2) puede verse como una especie de propiedad de valor medio (con paso ¢)
para el sistema (2.1.1). Veamos intuitivamente por qué se cumple el DPP (2.1.2). Jugando en el primer
tablero, en cada paso el jugador I elige la siguiente posicion del juego con probabilidad 1352 y tiene como
objetivo obtener sup,cp, () u* (y,t—e2) (recuerde que este jugador busca maximizar el pago final, y que el
tiempo disminuye en €2 cada vez que jugamos en el primer tablero); por otro lado, con probabilidad 1_252
es el jugador II quien elige y pretende obtener inf cp_(,) u*(y,t — €2), y finalmente con probabilidad 2 el
juego cambia de tablero manteniendo la misma posicién y tiempo (y por lo tanto entra en juego v*(x,t)).
Jugando en el segundo tablero, con probabilidad 1 — 2 el punto se mueve al azar (pero permanece en

el segundo tablero y mantiene el mismo tiempo) y de ahf aparece el término B.(x) ve(y, t)dy, pero con

probabilidad €2 se cambia el tablero al primero, y por lo tanto tenemos uf(z,t) en la segunda ecuacion.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar que, bajo condiciones de regularidad apropiadas
sobre los datos, 012, f y g, las soluciones del DPP (2.1.2) (u®,v®) son el valor del juego. Estds funciones
convergen uniformemente en ) a funciones continuas (u,v), que son una solucién viscosa de (2.1.1).

Aqui usamos que €2 es un dominio acotado que satisface la siguiente condicién:

Condicion de esfera exterior uniforme: Existe un radio fijo 8y > 0 tal que, para cada punto z € 9%
existe una bola exterior Bg, C RV \ Q con {z} = 9By, N 0Q.

Teorema 2.1.2. Supongamos que €2 es un dominio acotado que verifica la condiciéon de esfera exterior
uniforme, y los datos de borde e iniciales f, g y ug son funciones Lipschitz que verifican la condicién de
compatibilidad ug(xz) = f(z,0) para x € 0Q. Si consideramos (u°,v?) la solucién de DPP (2.1.2), que es
el valor del juego, existe una subsucesion (que seguiremos llamando (u®,v%)) tal que

ut —u, y v° =0, cuando € — 0,
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uniformemente en Q x [0, 7] a un par de funciones continuas. Estas funciones (u,v) son la tinica solucién
. . _ 1 2 _ 1 .
viscosa del sistema (2.1.1) (con la constante k = B0 I Bi(0) %7 dz = {5, que depende unicamente de la

dimension).

Observacion 2.1.1. Basta con pedir un médulo de continuidad uniforme de los datos, f, g y up (mante-
niendo la compatibilidad ug(z) = f(z,0) para z € 92). Preferimos enunciar y probar nuestros resultados
para funciones Lipschitz, para simplificar ligeramente algunos de los argumentos.

Observacién 2.1.2. Si asumimos que la probabilidad de quedarnos en el segundo tablero es 1 — Ke? (y
por lo tanto, la probabilidad de cambiar del segundo al primer tablero es Ke?), con los mismos calculos
que obtenemos

v (z,t) = Ke?u®(z,t) + (1 — KsQ)][ ve(y, t)dy
B (z)

como segunda ecuacién del DPP (2.1.2) (la primera ecuacion, y los datos exteriores e iniciales permanecen
sin cambios). Pasando al limite que llegamos a

K
—ﬁAv(x,t) +v(z,t) —u(z,t) =0,

y por lo tanto, eligiendo K, podemos obtener cualquier constante positiva frente al Laplaciano en (2.1.1).

Comentemos brevemente las ideas que utilizaremos en las demostraciones. Para demostrar que la
sucesién tiene una subsucesién convergente aplicaremos un lema tipo Arzela-Ascoli (ver Lema 2.5.1). Para
este fin necesitamos demostrar un limite uniforme y una especie de continuidad asintética que se base
en estimaciones para ambos componentes (u®, v®) cerca del borde (estas estimaciones se pueden ampliar
al interior mediante un argumento probabilistico de acoplamiento). De hecho, para ver una continuidad
asintotica cerca de un punto del borde, podemos demostrar que ambos jugadores tienen estrategias que
hacen que el juego termine cerca de un punto y € 9€) con probabilidad alta, si empezamos a jugar cerca
de ese punto, sin importar la estrategia elegida por el otro jugador. También necesitamos mostrar que
los jugadores tienen estrategias que obligan al juego a terminar cerca de (y,0), y € 2, cuando el punto
de partida (x,t) tiene z cerca de y y t > 0 pero pequefio. Esto nos permite obtener una especie de
equicontinuidad asintética cerca del borde que conduce a convergencia uniforme en todo Q x [0, T"). Tener
en cuenta que, en general, las soluciones del DPP (2.1.2) (uf,v®) son discontinuas dentro de  x (0,7")
(esto se debe a que hacemos pasos discretos) y por lo tanto mostrar una convergencia uniforme hacia
limites continuos es una tarea dificil. Una vez demostrada la convergencia uniforme a lo largo de una
subsucesion de (uf,v%) a un limite (u,v) mostramos que el limite es de hecho una solucién de viscosidad
para el sistema (2.1.1) (aqui usamos argumentos de teoria viscosa teniendo en cuenta que una ecuacién en
(2.1.1) es parabdlica y la otra eliptica). Nuestro sistema parabdlico/eliptico (2.1.1) tiene un principio de
comparaciéon (para supersoluciones y subsoluciones viscosas). Por lo tanto, tenemos unicidad del limite y
concluimos la convergencia de toda la familia (u®, v®) (el lema tipo Arzela-Ascoli nos da convergencia a lo
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largo de subsucesiones). Finalmente, notar que con ideas similares podemos resolver el siguiente sistema,

1
—iAoou(:L‘,t) +u(x,t) —v(x,t) =0 reQ, t>0,
gj (x,t) — gAv(x,t) +v(x,t) —u(z,t) =0 xeQ, t>0,
u(z,t) = f(x,t) xed, t>0,
v(z,t) = g(z,t) xed, t>0,
| v(z,0) = vo(x) x €,

donde la derivada respecto al tiempo se encuentra en la segunda ecuacion.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2.2 recopilamos algunos resulta-
dos preliminares (incluida la definicién precisa de una solucién viscosa para nuestro sistema parabod-
lico/eliptico); en la seccién 2.3 describimos detalladamente el juego; en la Seccién 2.4 comenzamos el
andlisis del juego e incluimos una prueba de la existencia y unicidad de las soluciones del DPP (demos-
tracién del teorema 2.1.1). En la Seccién 2.5 mostramos la convergencia uniforme del valor del juego
a un par de funciones continuas; en la Seccién 2.6 demostramos que este limite uniforme es de hecho
una solucién viscosa para nuestro sistema e incluimos un breve bosquejo de la prueba del principio de
comparacién para (2.1.1) que implica la unicidad de la solucién del sistema.

2.2.  Preliminares

En esta seccién incluimos en primer lugar la definicién precisa de lo que entendemos por solucién
viscosa para el sistema (2.1.1). En este caso debemos considerar dos definiciones diferentes, una pa-
ra cada ecuacién. A continuacion, incluimos el enunciado preciso del Optional Stopping Theorem que
necesitaremos cuando utilicemos argumentos probabilisticos.

2.2.1. Soluciones Viscosas

Vamos a considerar la referencia [22] para los resultados generales respecto a soluciones viscosas.

Para la primera ecuacién de (2.1.1) introducimos la siguiente definicién de solucién viscosa para una
EDP parabdlica. Dada una funcién

P:Qx(0,T] xRxRxRY x §V*N 4 R

donde S¥*N denota el conjunto de matrices simétricas de N x N. Consideramos

P(:U,t, u(zx,t), ou

(@), Du(:):,t),D2u(x,t)> =0, aeQ, te(0,T) (2.2.3)
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En nuestro sistema tenemos

L..p D
P(:U,t,r,s,p,M) =s5— §<Mm,m)+r—v(x,t) =0.
La idea detras de las soluciones viscosas es utilizar el principio maximo para “pasar las derivadas a
las funciones test”. Esta idea nos permite considerar operadores que no tienen forma de divergencia.
Supondremos que P satisface dos propiedades de monotonia,

X <Y in SN — P(a,t,r,8,p,X) > P(x,t,r, s pY)
para todo (z,t,7,5,p) € Q2 x (0,T] x Rx R x RV; y
s1 <sgen R = P(x,t,r,s1,p,X) < P(x,t,r,52,p,Y)

para todo (z,t,7,p,X) € Q x (0,T] x R x RV x SV*N_ Aqui tenemos una ecuacién que involucra el
oo-Laplaciano, que no estan definidos cuando el gradiente vale cero. Para resolver esta situacion, consi-
deraremos las envolventes semicontinuas inferior, Py, e superior, P*, de P. Estas funciones vienen dadas
por

P*(x,t,r,s,p, X) = lim sup P(y,l,m,n,q,Y),
(y’l7m7n7q7y)4>(x7t’r7s7p7X)
P*(l‘,t, T‘,S,p,X) = lim inf P(yalamvnaqu)‘

(y,l,msn,q,Y )= (z,t,r,5,p,X)

Estas funciones coinciden con P en cada punto de continuidad de P y son semicontinuas inferior y superior
respectivamente. Con estas ideas a mano estamos listos para establecer la definicién de solucién viscosa
para (2.2.3).

Definicién 2.2.1. Una funcién semicontinua superiormente u es solucién viscosa de (2.2.3) si para toda
funcion test ¢ € C*1(Q x (0,T)) tal que ¢ toca u en (z,t) € Q x (0, 7] estrictamente por arriba (es decir,
u — ¢ tiene un méaximo estricto en (z,t) con u(x,t) = ¢(x,t)), vale

o¢

P.(,t,6(x,1), 57 (2,8), D(a, 1), D*(x, 1)) < 0.

Una funcién semicontinua inferiormente u es solucién viscosa de (2.2.3) si para toda funcién test
¢ € CHL(Q x (0,T)) tal que ¢ toca u en (x,t) € Q x (0,T] estrictamente por debajo (es decir, u — ¢ tiene
un minimo estricto en (z,t) con u(z,t) = ¢(x,t)), vale

P* (.t ¢(x.1), gf(g;,t), Do(x,1), D*6(,t)) > 0.

Finalmente, u es solucién viscosa de (2.2.3) si es, simultaneamente, sub- y supersolucion.

Ahora, para la segunda ecuacién en (2.1.1) introducimos la siguiente definicién para una ecuacién
eliptica con ¢t como parametro. Dada la funcién

Q:0x (0,T] x RxRY x sV*N 4R,
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Asociada con (), consideramos la EDP
Q(m,t,v(m,t), Dv(z,t), D%(a:,t)) =0, xeQ, te(0,T). (2.2.4)
En nuestro sistema (2.1.1) la segunda ecuacién viene dada por

Q(x,t,r,p, M) = —gtrace(M) +7r—u(z,t) =0.

Notar que no hay derivada temporal involucrada en esta ecuacién, pero t esté presente en el operador
Q. Asumimos para () satisface la condiciéon de monotonia,

X <Y in SV — Q(a,t,r,p, X) > Q(z,t,7,p,Y)

para todo (z,t,7,p) € Q x (0,7] x R x RV, Aqui tenemos una ecuacién que involucra al Laplaciano que
estd bien definida, por lo que no hay necesidad de considerar las envolventes semicontinuas superior e
inferior de (). Luego, la definiciéon de solucién viscosa es la siguiente:

Definicion 2.2.2. Un funcién semicontinua superiormente v es una solucioén viscosa de (2.2.4) si para toda
funcién test ¢ € C%(Q) tal que ¢ toca v(-,t) en x € Q estrictamente por arriba (es decir, v(-,t) — ¢(-)
tiene un méaximo estricto en x con v(x,t) = ¢(x)), vale

Q(m,t, o(z), ch(x),quﬁ(a:)) <.

Una funcién semiicontinua inferiormente v es solucién viscosa de (2.2.4) si para toda funcién test
Y € C?(Q) tal que v toca v(-,t) at © €  estrictamente por debajo (es decir, v(-,t) — 1(-) tiene un
minimo estricto en x con v(x,t) = ¥ (x)), vale

Q(w.t, ¥ (@, 1), Dv(w, 1), D*p(w, 1)) = 0.
Finalmente, v es solucién viscosa de (2.2.3) si es simultdneamente sub- y supersolucién.

Como mencionamos antes, para el sistema (2.1.1), entendemos que el par (u, v) es una solucién viscosa
de (2.1.1) si u es una solucién viscosa de la primera ecuacién (en el sentido de la Definicién 2.2.1 con
v(z,t) como funcién dada), y v(x,t) es una solucién a la segunda ecuacién (esta vez en el sentido de
Definicién 2.2.2 con u(x,t) en el lado derecho).

Definicién 2.2.3. El par de funciones continuas u,v :  x [0, +00) — R, es solucién viscosa de (2.1.1) si
para todo T > 0, u es solucién de
ou

) - %Aoou(:n,t) bl ) —o(z,t) =0 e te(0T],

en el sentido de la definicion 2.2.1 usando

p D

P(x,t,r,s,p,X) =5 — (X—, —
p|” Il

Y+ r—v(x,t),
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y que verifica u oax©1 =1y U|Q><{O} = ug; mientras que v es solucién viscosa de
—gAfu(x,t)—i—v(x,t)—u(m,t):O z e, te (0,71,
en el sentido de la definicién 2.2.2, usando

Qa,t,r,p, X) = =S trace(X) + 1 —u(x,1),

y que verifica v|gqx (0,71 = 9-

2.2.2. Probabilidad. Optional Stopping Theorem.

Recordemos (ver [59]) que una sucesién de variables aleatorias { My }r>1 es una supermartingala (una
submartingala) si
E[MkJrl’MOa Mla ceey Mk] < Mk (Z)

Luego, el Optional Stopping Theorem, que notaremos (OSTh) durante todo el trabajo, dice: Dado 7 un
tiempo de parada (stopping time) tal que cumple una de las siguientes condiciones,

(a) El tiempo de parada 7 estd acotado a.s.;

(b) Vale que E[r] < oo y existe una constante ¢ > 0 tal que

E[Mpyy1 — My|Mo, ..., My] < ¢;
(c) Existe una constante C' > 0 tal que | M-y < C a.s. para todo k > 0.

Entonces
E[M:] <E[Mo] (=)

si {M}} x>0 es supermartingala (submartingala). Para la prueba de este teorema ver [25, 59].

2.3. Descripcion del juego

Como mencionamos antes, a la hora de estudiar nuestro sistema (2.1.1), las reglas del juego asociado
son las siguientes: el juego comienza con una posicién inicial (zg,tp) € ©Q x (0,7), en uno de los dos
tableros. En el primer tablero, con probabilidad 1 — 2, los jugadores juegan Tug-of-War como se describe
en [53, 42] (este juego estd asociado con el infinito Laplaciano). En el juego Tug-of-War, los jugadores
lanzan una moneda equilibrada, y el ganador elige una nueva posicién del juego con la restriccién de
que 71 € B:(70). Entonces la nueva posicién del juego va al punto (x1,tg — €2), esto quiere decir que, si
jugamos en el primer tablero, la siguiente posicién del juego va a estar en el nivel de tiempo t; =ty — 2
(o t1 = 0 si tg < £2). Disminuimos el tiempo en €2 solo si jugamos en el primer tablero. Por otro lado,
con probabilidad €2 la posicién del juego salta al segundo tablero (en la misma posicién (xg,ty) (sin
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cambiar el tiempo en este caso). Jugando en el segundo tablero, con probabilidad 1 — €2 la posicién pasa
aleatoriamente (probabilidad uniforme) a algin punto (z1,%9) € Be(zo) x (0,7] (mantenemos el tiempo
sin cambios en el segundo tablero) y con probabilidad €? la posicién pasa al primer tablero (sin cambiar
la posicién espacial ni temporal). Observar que en el segundo tablero nos quedamos en cada jugada en el
tiempo (solo cambiamos la variable espacial z, pero la variable de tiempo t sigue siendo la misma). En
la figura 2.1 se ve un esquema de las reglas del juego en cada tablero. El juego continta con las mismas

\/ - . v
T | T T | e
- Biz,t - ) .Bsu.,z)
""""""" g;_, <
(a) Tug-of-War en (x,t — £2) (b) Paseos al azar en (z,t)

Figura 2.1: Reglas del juego en cada tablero

reglas hasta que la posicion del juego abandona el dominio espacial o la variable tiempo se hace menor o
igual a 0. Si estamos en la primera situaciéon (abandonamos ) y la ltima posicién del juego es (x,,t;)
(con z, € RN\ Q y ¢, > 0) en el primer tablero, el jugador I obtiene el pago final f(x,,t,) y el jugador
IT obtiene — f(z,,t,) (tener en cuenta que este es un juego de suma cero). Pero si el juego se detiene en
(xr,t;) con z, € Q and t; < 0 (tengamos en cuenta que esto sélo puede suceder jugando en el primer
tablero), el jugador I obtiene como pago final ug(x;) cuando, y el jugador II obtiene menos esta cantidad.
Ahora, si terminamos el juego jugando en el segundo tablero y (z,,t,) es la tltima posicién (en este caso
debe valer ¢, > 0), entonces el jugador I obtiene g(x,,t;) y el jugador II obtiene —g(z,,t;). Este juego
genera una sucesiéon de posiciones,

P = {(x()atO?jO)) (xlatl’jl)a ceny ($T7t7?jT)}

con j; € {1,2} (este indice muestra el tablero donde estamos jugando) y (x;,¢;) nos indica la posicién (en
tiempo y espacio) en el tablero j;. La dependencia de la posicién del juego en uno de los tableros, j;, se
hara explicito sélo cuando sea necesario. También observar que el nimero de jugadas hasta que finaliza
el juego, 7, es finito con probabilidad 1 (es decir, el juego termina un nimero finito de jugadas).

Una estrategia ST para el jugador I es una funciéon que depende de las posiciones anteriores y nos
da una posicién del juego si el jugador I gana el lanzamiento de la moneda (y la posicién del juego se
mantiene en el primer tablero)

SI((‘T(% thjO)a (‘Th tlajl)? sy (‘TTM tn7 1)) = (xn-i-h tn+17 1)
con Tpy1 € Be(xy) v tpp1 =tn — e2>0 0 th1=0 sit,—e2<0.
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De manera analoga, una estrategia Spp para jugador II es una funcién que depende de las posiciones
anteriores y da la siguiente posicion del juego siempre que el jugador II sea quien gane el lanzamiento de
la moneda (y la posicién permanece en el primer tablero).

Cuando los dos jugadores fijan sus estrategias St y S podemos calcular la esperanza del pago final
de la siguiente manera: Dada la sucesion (xg, tg), ..., (Tn,ty) con xp € Qy t, > 0, si (g, tx) pertenece al
primer tablero, el siguiente la posicién del juego se distribuye segtn la probabilidad

’/TSI,SH,l((wOv t07j0)7 ) (.’L’k, tkv l)a A7 B)

1—¢? 1-—¢&?
= 2 551((xo,to,jo),...,(:ﬁk,tk,l))(A> + T(SSH((xo,to,jo),...,(wk,tk,l)) (A)

Aqui A es un subconjunto en el primer tablero mientras que B es un subconjunto en el segundo tablero.
Si x, pertenece al segundo tablero, la siguiente posicién del juego se distribuye segiin la probabilidad

WSI,SH,Q((I'O, thjO)? ceey (mkv tk, 2)7 Aa B) = (1 - 52)U(B€($k))(B) + 626(wk,tk)(‘4)'
Aqui y en lo sucesivo notaremos U(B) la medida de probabilidad uniforme en el conjunto B.

Utilizando el teorema de extensién de Kolmogorov y las probabilidades de transiciéon de un paso,

podemos construir una medida de probabilidad szoét 0:9) definida en la sucesién de posiciones (teniendo

en cuenta los dos tableros). La esperanza del pago7ﬁnal, a partir de (zg, to, jo) y usando las estrategias
St, S11, es

10,7 o,
B (ot = [ hlartn) G (2.3.5)
Vamos a extender las funciones f y g desde 9Q x (0,00) a RV \ © x (0,00) por un par de funciones
Lipschitz y acotadas que denotamos de igual manera f y g, y luego usamos h = f si (z,t;) estd en el

primer tablero y t; > 0, h = g si (z-,t;) estd en el segundo tablero y ¢, > 0, o, finalmente, configuramos
h = uo si tT < 0.

Valor del juego para el jugador I: Este valor viene dado por

’ ,to,1
uf (0, to) = fnf sup ES°5°" [h(ar, )]
S5 ’

para (xo,tg) € 2 x (0,7 en el primer tablero (jo =1), y

. ,t0,2
vf (w0, to) = inf sup BG40 [h(ar,t,)]
S5 ’

para (zg,tp) € Q x (0,T] en el segundo tablero (jo = 2).

Valor del juego para el jugador II: Este valor viene dado por la misma férmula invirtiendo inf-sup,

. to,1
ufy(zo, to) = sup inf IE(S?OSS ) [h(xr,t:)],
S; Su ’
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para xg en el primer tablero,

, 0,2
vip(zo, to) = sgp glf ]Egosi(l) ) [h(zr,tr)],
1 Su

para zg en el segundo tablero.

Intuitivamente, los valores ug(xo, to) y urr(zo, to) son los mejores resultados esperados que cada jugador
puede garantizar cuando el juego comienza en (xg,tg) en el primer tablero mientras que vi(xg,to) y
vrt(zo, to) son los mejores resultados esperados para cada jugador en el segundo tablero. Si estos valores
coinciden uf = uf; y vf = v, decimos que el juego tiene un valor. Pero antes observemos que el juego
termina con probabilidad 1, sin importar las estrategias utilizadas por los jugadores, es decir P(1 =
+o00) = 0, y por lo tanto la esperanza (2.3.5) estd bien definida. Esto se debe a que la probabilidad de
jugar infinitamente en el mismo tablero es cero, y jugando en el primer tablero dejaremos Q2 x (0,7") ya
sea saliendo de € o agotando el tiempo (en un nimero finito de jugadas).

2.4. Existencia y unicidad de soluciéon del DPP

Para ver que el juego tiene un valor, primero veremos que tenemos existencia de (u®,v), solucién
del DPP. Comencemos considerando el siguiente conjunto (compuesto por pares de funciones que son
subsoluciones de nuestro DPP). Sea

C = mix { floe: 9o luollo J- (2.4.6)
Consideramos
A= {(za, w®) : son acotadas por C'y verifican (e) },
siendo
€ 2, 2 1 € 2 L € 2
25 (x,t) <ew(z,t)+(1 —¢ ){f sup z2°(y,t —e“)+= inf 2°(y,t—¢ )}
yEB:(z) 2 yeBe(x)
x e te(0,T],
et <2 @)+ (1-2) f wutdy
B:(z)
r€Q,te(0,T), (e)

2%(x,t) < f(x,t) r € RM\Q,t<(0,T],

we(z,t) < g(x,t) = e RV\Q,te(0,T],

25(z,t) < wup(x) x e t<0.

Observar que A # (). En efecto, si tomamos 2° = —C' y w® = —C con C dada por (2.4.6). Definamos
ahora

u®(z,t) = sup 2°(z,t) y v¥(x,t) = sup w(x,t). (2.4.7)
(25,wF)€A (25,wF)€A

Queremos probar que estas funciones son una solucién del DPP.
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Proposicién 2.4.1. El par (uf,v%) dado por (2.4.7) es una solucién del DPP (2.1.2).

Demostracién. Primero, veamos que (uf,v®) pertenecen al conjunto A. Para eso observemos que u® y
v® estan acotadas por C' y verifican u®(z,t) < f(z,t) , v®(x,t) < g(x,t) para x € RVN\Q, t > 0, y
uf(z,t) < wup(x) para x € Q, t < 0. Por lo tanto, nos queda probar que se verifica (e) para z € , ¢ > 0.
Tomemos (z°,w®) € A y un punto (z,t) € Q x (0,7] fijo. Entonces,

1 1
25 (z,t) < e2wf(z,t) + (1 — 52){5 sllglrz )zs(y,t —e?) + B ye%lf(x) 2°(y,t — 52)}.
yeb:(x e

Como 2° < u® y w® < v° llegaremos a

1 1
25(x,t) < e20(x,t) + (1 — 52){5 8113’11? )ug(y,t — &%) + 3 yeilglf(z) u(y,t — 52)}.
YyED: (T 5

Tomando supremo del lado izquierdo obtenemos

1 1
uf(x,t) < e*o°(z,t) + (1 — 52){7 sup uf(y,t—e?)+ = inf wuf(y,t— 52)}.
yEBe () 2 yeB:(x)

De forma analoga llegamos a

(@, 1) < (@, 1) + (1 - ) ][ o (g, t)dy,
B:(x)

Asi concluimos que (uf,v%) € A.

Para finalizar la demostracion debemos ver que (uf, v®) verifica (2.1.2). Vamos a argumentar por el
absurdo. Supongamos que existe un punto (zg,%y) € RY x [0,T] donde la desigualdad (e) es estricta.
Si asumimos primero que (xg,ty) € (RV\Q) x [0,T), entonces debe suceder que uf(zg,t0) < f(xo,t0),
o en otro caso zg € 2, tg < 0 y entonces u®(xg,t9) < uop(zo). Entonces, tomando uf definida como
uy(z,t) = u®(x,t) para (x,t) # (zo,t0) y uf(xo,to) = f(xo,to0) en el primer caso, o u§(xo,to) = up(zo) en
el segundo caso. Este par (ug,v®) pertenece a A pero ug(xo) > u®(zo) lo que genera una contradiccién.
De manera similar podemos argumentar si v°(xo, to) < g(xo,to). Consideremos ahora (zg,tg) € 2 x (0,7
con una desigualdad estricta en e. Supongamos que

1 1
uf (o, to) < e%v° (o, to) + (1 — 52){5 %ul() )ug(y,to — )+ 3 yeénfxo) u(y,to — 52)}.
YyEBe(To €

Sea

1 1
(5 = 52’[)a($0,t0) + (1 — 52){7 sup UE(y,to _ 52) 4= inf ua(y7t0 . 62)}
y€Be (z0) 2 yeBc(x0)
—u(z9,t0) > 0,

y sea la funcién uf definida como
u(x,t) (x,t) # (xo,t0),
ug(z,t) = 5
ua(xvt)+§ (xvt) - (antO)'
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Observar que

u(€)($07t0) = U€($O,t0) +

1 1
—  sup us(y,to—az)—i-i inf ug(y,t0—€2)},

2, 2
<ev (zo,to) + (1 —¢
( )+ ) 2 yeB.(0) yeB. (z0)

— o

entonces

1 1
ug(wo, to) < €0 (wo, to) + (1 — 52){’ sup ug(y,to—e*)+ = inf ug(y,to — 52)},
y€Be (o) 2 y€B-(x0)

Por lo tanto llegamos a que (uj,v®) € A, pero uf(zoto) > u®(xo,tp) lo cual genera nuevamente una
contradiccion.

Podemos hacer el razonamiento analogo si

v (20, t0) < e2uf (o, to) + (1 — 52)][ v (y, to)dy.
BE(Z'O)

Asi finalizamos la demostracion. O

Comentario: En la definiciéon (2.4.7) obtenemos una funciéon v* que no es necesariamente medible.
Entonces, entendemos la integral de la siguiente manera

/ v®(y)dy = sup {/ w(y)dy / w medible , w < v°}

BE(I) Bs(l’)

Alternativamente, podemos obtener un par de funciones medibles (u®,v¢), soluciones del DPP a través
de la siguiente iteraciéon: Dadas z§ = wj = —C con C' definida en (2.4.6), tenemos que el par (2§, wj) es

subsolucién del DPP (2.1.2). Definimos para n > 0

1 1
(@)=t )+ (1 -5 sw st -e+s mf z(yt-eh)]

2 yEBe(T) yEBe(x)
x e Q,te(0,T],
Wil =250+ (-2 f ity
B (z)
x € Q,te(0,T],

(e ) = fet)  z e RN\Qte(0,T),

ws o (2,t) = g(,t) z € RV\Q,te(0,T),

25 g (m,t) = up(x) x e t<0.

Esto nos da un par de sucesiones de funciones medibles (z5,w$) subsucesiones del DPP, crecientes,
uniformemente acotadas. Si definimos

lim z{(x,t) =u(x,t) y lim w;(x,t) =0v"(z,1)
n—oo n—oo

38



Estas funciones resultan medibles, y son solucién del DPP (2.1.2). Los detalles de construccion alternativa
de la solucién del DPP se pueden ver en el lema 5.4.4 y el teorema 5.4.1 del capitulo 5. Con esto damos
por terminado el comentario.

Si nos concentramos ahora en el valor del juego, sabemos que uf > uf; y vf > vfj (esto se deduce
de inmediato de la definicién). Luego, para obtener la unicidad de la solucion del DPP y existencia del
valor del juego es suficiente probar uf; > u® > uf y vfp > v® > vf. Para eso vamos a usar el OSTh para
sub/supermartingalas (ver Seccién 2.2).

Teorema 2.4.1. Dado 0 < € < 1 Sea (u®,v%) un par de funciones que verifica el DPP (2.1.2), entonces
vale que
to,1
u (l’o,to) = sup lnngOSI? )[h(xTatT)]7

St

si (xo,tp) € 2 x (0,T) estd en el primer tablero, y

(%0,t0,2)

v° (2o, to) = supimf Eg " " [h(zr, t7)],
Sp S ’
si (xo,tp) € 2 x (0,T) esta en el segundo tablero.
Maés atn, también vale que
u®(z0,to) = inf E&o oDy
0:to) —1;,1 Sgp 51,511 [h(zr,t7)]
11

para (zo,tg) € @ x (0,T) en el primer tablero, y

(wo ,t0,2 )

v® (2o, to) = glfsuPESI Sit [h(z7,t7)]

para (xo,tp) € 2 x (0,T) en el segundo tablero.

Luego, el juego tiene valor, y esté caracterizado por ser solucién del DPP (2.1.2).

Demostracién. Dado e > 0 ya hemos probado existencia de solucién del DPP (u®,v¢). Dado § > 0, y
un punto inicial, que podemos suponer en el primer tablero (xg,tg, 1), elegimos una estrategia para el
jugador I dada por

(x}c+17 tk+1, 1) = Sik((xo,to,jo), ceuy (a:k, tk, 1))

I
con zy_  tal que

o
sup u®(y, tp — ) — o < ug(x}c+17tk+1)-
YEBe (1)

Dada esta estrategia para el jugador I y cualquier estrategia Si; para el jugador II consideramos la
sucesion de variables aleatorias

0 .
U (xk,tk) 27 S1 (]k = 1)7
M, = 5
v (2g, ) — % S (Jjr =2)



Veamos que (My),>0 es una submartingala. Para eso vamos a estimar

N7 ,1 it 71 y
E%%S?I )[Mk+1|Mk] == Eg?),S?I )[Mk—l—l’(xkvtkv]k)]

Consideremos dos casos:

Caso 1: Supongamos que j; = 1, entonces

b ’1
B o) My | (2, t, 1)]

Jto,1 .
= (1= B M| (@, 1) Ao = 1]

b 71 .
+€2E59?§?I )[Mk+1|(33k, thy 1) A Jrg1 = 2].

Aqui usamos que la probabilidad de quedarnos en el mismo tablero donde estamos es (1 — ?) y la
probabilidad de cambiar de tablero es 2. Ahora bien, si j, = 1y Jk+1 = 2, entonces Tp+1 = Tk ¥

tg+1 = tx (hemos cambiado de tablero). Por lo tanto

b 71
B g My | (2, t, 1)]

1 1 0
=(1- 52){§U€(x}s+1,tk+1) + iue(mgﬂvtkﬂ) T okI }
1)
+e% (v (2, ) — 27;)~

Como estamos usando las estrategias S| y Si, vale lo siguiente,

1)
sup  u(y,th — £%) — 5 < (Whir, ths)

?JEBE(mk)
' 2 11
yejignka)ua(y,tk — &) S u(@pyr, trtr)-
Luego,
0,1
B0 My (2, 1 1))
>(1-{5 s wlnti ) oty it <)
y€EB:(z) 28 2 yeBe(x)
5
+€206(l’k, ty) — 6227,
Es decir,

’ ?1
g0 My (e, tr, 1)]

1 1
>(1-¢’)q5 sup wi(yt—e’)+- if wu(yt—e
( ){2y€BE(:ck) (v ) 2 ye Bz (x) (v )}
5,8

+e20° (zp, tg) — (1 — 52)27 — o
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Usando que u® es solucién del DPP (2.1.2) obtenemos

6—Mk

to,1
E%fsfl Myt | (2, th, 1)] 2 0 (e, ) — oF =

como queriamos probar.
Caso 2: Supongamos que jr = 2. Con las mismas técnicas que usamos antes obtenemos
7t 71
Equosfl My (@, 1, 2)]
Jto,1 .
=(1- 52)1‘359??5?1 M1 | (28,15, 2) A s = 2)
(x()yl)

+82ESI*7SH[M/€+1|(xkatka2) A Jrgr = 1].

Observar que jr = jrr1 = 2 (lo que significa que la posicién se mantiene en el segundo tablero) con
xy, € Q, entonces 41 seréd elegido con probilidad uniforme en la bola B.(zy). Luego,

to,1 .
E%ﬁsﬂ (M| (g, 4, 2) A s = 2]

to,1 4] .
=BG g0 [0 (@, tirn) = gpp (@ 2) A = 2

5
= v (Y, tr)dy — -
][Bg(:ck) 2k;+1

Por otro lado,
to,1 . )
Egosﬁl M| (o, t,2) A Gir = 1) = 0 (g, t) — SR+
Juntando estas estimaciones llegamos a

Jto,1
B o) My | (25, t, 2)]

5 g € 0
—(1—¢?) (f]; (Ik)v (y,tr)dy — 2k+1> + &2 (u (Tg,tr) — W)

)
> (1 — 52) Ue(y,tk)dy + 52u€($katk) -
Be (1) 2
es decir,
E(z07t071) M b9V > o . s u
Sy, S [Mys1|(zk, te, 2)] > v (zg, tr) — o5 = M.

Aqui usamos que v° es soluciéon del DPP, (2.1.2). Asi termina el caso 2.

Luego, (M})r>0 es una submartingala. Usando el OSTh concluimos que

(.Io,to,l)
ESI*,SII [MT] Z MO
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donde 7 es el primer turno tal que (x,,t;) ¢ Q x (0,T] en cualquiera de los dos tableros (recordar que el
tiempo de parada 7 es finito a.s. y M}, estd acotado uniformemente). Asi,

xg,to,1
EG gD (b, £)] > uf (w0, to) = 6.
Si tomamos infimo sobre las estrategias Sty y luego supremos sobre St obtenemos

sgp 1nngi?étI(I)’ )[h(m.r,tT)] > u®(zg,tp) — 0.
1 S

Observar que se pueden repetir los mismos argumentos si comenzamos en el segundo tablero para obtener

sup lg.leSI,SH [h(zr,t:)] > v°(z0,t0) — 6.

Ahora queremos probar la desigualdad inversa (intercambiando inf y sup). Para eso definimos la estrategia
para el jugador II de la siguiente manera

(x}61+17 tk+1) - Sikl((x(]v thjO)a ey (mka t, 1))
es tal que

, 0
inf  w(y, tesr) + op > u(@h g, ter)-

yeBE(wk) 2
Consideremos la sucesion de variables aleatorias

1)
u(xp, ty) + =

o Siik=1

Ny, =

1)
v (@, tk) + =

o5 Sidk=2

Argumentando como antes obtenemos que la sucesién es una supermartingala. Aplicando el OSTh
llegamos a

1
EG V[N < No
para cualquier estrategia St, donde 7 es el tiempo de parada del juego. Luego,
7t 71
BG4 (b, t)] < uf (w0, to) + 6.
Tomando supremo sobre St y luego infimo sobre Sy; llegamos a

infsup 50 [h(zr £)] < w (@0, to) + 0.
11 S

Como antes, si comenzamos en (zg, tg, 2) obtenemos

inf sup EESJ;OS;) [h(xr, t:)] < v%(xg) + 6.
S g ’
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Para finalizar esta demostracién, observamos que

sup 1:S{1f Es, s, [h(zr,t7)] < infsupEg, s, [h(xr, t7)].

S; Su S S
Asi concluimos que

(w0, o) ~ 8 < sup ipf BSOSV (s, )]
I

< inf sup EG%0 [h(ar, tr)] < uf(x0,to) + 8
11 S

v®(xg,t0) — 0 < supinf E(Sxogoﬂ) [h(zr,tr)]
SI SII 1,211

< inf sup B0 (h(@r, tr)] < vF(x0,to) + 6.
11 S

Como § > 0 es arbitrario hemos terminado la demostracion. O

Resumiendo, en esta seccién hemos construido primero una soluciéon del DPP (2.1.2), y luego probamos
que el juego tiene valor, y este valor es igual a cualquier solucién del DPP. Con esto hemos terminado la
seccion.

2.5.  Convergencia uniforme

En esta seccion estamos interesados en pasar al limite en el valor del juego para obtener
u" —u y v® =, cuando ¢ — 0,

uniformemente en Q x [0,7T], y en la préxima seccién probaremos que (u,v) es solucién viscosa del
sistema (2.1.1). Para obtener la convergencia via una subsucesién vamos a usar el siguiente Lema tipo
Arzela-Ascoli para u® y v°. Para la demostracién del Lema ver Lemma 4.2 de [44].

Lema 2.5.1 (Lema tipo Azela-Ascoli). Sea {w®:Q x [0,T] = R, & > 0} una funcién que verifica

1. Existe C' > 0 tal que |w®(z,t)] < C paratodoe >0y z € Q, t € [0,7],

2. Dado § > 0 existen constantes 79 > 0 y g9 > 0 tal que para todo € < g9 y z,y € Q con |z —y| < 7o
y t,s € [0,T] tal que |t — s| < rg, vale lo siguiente

‘wa(x¢t) - wa(y’ S)’ <0

Entonces, existe una funciéon uniformemente continua w : Qx [0, 7] — R y una subsucesién que seguiremos
llamando {w®} tal que

w® = w uniformemente en Q x [0, 7], cuando € — 0.
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Nuestro objetivo es probar que u® y v° satisfacen las hipodtesis del lema previo. Primero, veamos que
las funciones estan uniformemente acotadas.

Lema 2.5.2. Existe una constante C' > 0, independiente de ¢, tal que
|u(z,t)] < C, [ve(x,t)| < C,

para todo ¢ > 0y (z,t) € Q x [0,T].
Demostracion. Notar que podemos tomar

C = méx{[|glcc, |flloc, [[uolloo }

dado que el valor del juego esté acotado por esta contante C. O

Para probar la segunda hipotesis del lema 2.5.1 vamos a necesitar algunas estimaciones dependiendo
del tablero donde estamos.

2.5.1. Estimaciones para el juego Tug-of-War

Vamos a asumir que estamos jugando permanentemente en el primer tablero (jugando Tug-of-War).
Vamos a introducir la siguientes notaciones: Qp = € x (0,7 para el cilindro parabdlico, y 0,Qr =
(092 x [0,T)] U [ x {0}] para el borde parabélico.

Lema 2.5.3. Sean n > 0y a > 0, existen g > 0 y 9 > 0 tal que, si (y,s) € 0Qr y (z0,t0) € Q7 con
|xo —y| < 710, [to — s| < rg, uno de los dos jugadores tiene una estrategia S* con la cual obtenemos

P(lzr —y| <a) >1—n, P(|t; —s| <a) >1—-n and IP(TZ %) <n,
para ¢ < g¢, y donde (z,,t,) denota la primera posicién fuera de 2 x (0, 7).

Demostracién. Consideremos dos casos dependiendo de la posicion de (y, s) € 0,07

Caso 1: Si (y,s) € 9Q x [0,T). Podemos asumir sin perdida de generalidad que y = 0 € 9. Vamos
a considerar la estrategia S* (usada por cualquiera de los dos jugadores) que viene dada por ”apuntar al
punto y = 0”. Esta estrategia se define de la siguiente manera

3

& Tk
Tpp1 = S* (w0, 21, ..., 1) = T + (27 _ 5)@’

si |xg| > €, y en otro caso zx+1; = 0. Notar que la estrategia depende tinicamente de la posicién zy, no
del tiempo t;, (que es deterministico, ;41 = t;, — 2, luego no afecta la eleccién dadas por las estrategias).
Consideremos la sucesién de variables aleatorias

3
Ny, = |zg| + ok
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para k > 0 y asumiendo que uno de los jugadores usa la estrategia S*. El objetivo es probar que { N }r>0
es supermartingala, es decir,
E[Ngy1|Nk] < Ng.
Notar que con probabilidad 1/2 llegamos a
63 Tl
rien =+ (gr =) oo

este es el caso en el que el jugador que usa la estrategia S* gana el lanzamiento de la moneda. Por otro
lado, tenemos que
[hy1] < |kl + e,
cuando gana el otro jugador (no importa que estrategia use). Luego, llegamos a
&3 1 &3
E[lrxnllee] < 3 (Inel + (G ) + 5wl + ) = losl + ooy
Por lo tanto, podemos deducir que

3 53

E| N1 Ne| = E|[ars1] + 57 o] + } < okl + seor + 57 = N
Asi hemos probado que { Nj } ;>0 es una supermartingala. Ahora bien, consideremos las variables aleatorias
(Nks1 — Ni)?,
y el evento

F, = {el jugador que apunta a 0 € 02 gana el lanzamiento de la moneda en el paso k:}
(2.5.8)

Entonces tenemos la siguiente estimacion

1 1
E[(Ngy1 — Ni)?|Ni] = §E[(Nk+1 — Ni)?| Nk A Fy] + iE[(NkJrl — Ni)?| Ny A F)

1
> SE[(Nes1 — Ni)?|Ni A Fy).
Observar que cuando |xg| > € vale

3 3 3

1 1 € €

SEl(Nis1 — Ni)?[Ni A Fy] = SB | (k] =&+ o + o — lwl = 27)2
1 e 5 g2

=oEle ) =y

si € < gg para ¢ suficientemente chico. Por otro lado, si |zi| < & vale que zx1 = 0, entonces

1 9 1 g3 g3
SEl(Nkt1 = Ni)“INe A Fil] = SE| (G = lawl = o)
3 2
e o] €
> SE|(—e— 5% = 5



obtenemos la misma estimacién. Asi llegamos a

[\

&
E[(Nps1 — Nip)?|Ng] > 3

Ahora, analicemos IV, ,3 — N ,3 tenemos

+10
NE — N2y = (Ngg1 — Ni)? + 2Np1 (N — Nigr).-
Probemos que E[Nj11(Nk — Ni11)|Ng] > 0 usando el conjunto Fj definido en (2.5.8),

E[Nj+1(Nk — Ni11)|Ni]

1 1
= SE[Nk1(Ni = N 1) [Ng A Fi] + SE[Nyy1 (N — Nyt )| Ni A Fi]
1 el el 3 g3 g3
= 5[(|~’5k’ —5+?+W)(’xk’+2fk— |95k|+5—ﬁ —W)}
1 s el g3
T3 [(|$k+1| + W)(ka! T ok |Ths1| — ﬁ)}
1 g3 3 3
> 5 (lanl =+ 5+ ger) (¢ o)
3 3 3

1 € € €
+5 [el = e + o) Uel + o5 = loul — e = 379)

aqui usamos que |zg| — & < |zk41| < |zk| + . Luego, llegamos a

1 g3 g3 3
E[Ne1(Ne = Ne)|Ne) 2 S (l2e] — € + 557 + 50)(€ = 557)

1 g3 g3
+§(’$k\ —&+ Qkﬁ)(—f + W)’

y entonces obtenemos,

1re3 g3

E[Nj+1 (Ng = Ner1)INe] 2 5 |55 (6 = 557) | 2 0.

Si volvemos a (2.5.10) y usamos (2.5.9) y el resultado que acabamos de obtener llegamos a

52

E[Nl? - N£+1’Nk] > E[(Npt1 — Nk)QlNk] > 3

Ahora, dada la sucesion de variables aleatorias

k2
Wk:leJr%

obtenemos

2
)
E[Wy. — Wi 1 [Wi) = E[NZ — N2, — SWi] 2 0.
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Como E[W|W;] = Wy llegamos a
E[Wyi1| W] < Wy
Con esto probamos que {W}}r>1 ss una supermartingala. Si usamos el OSTh, para un m € N definimos

el tiempo de parada
Tm = T A'm := min{7,m}.

Este nuevo tiempo de parada verifica que 7, < m (la primera hip6tesis del OSTh). Luego obtenemos
E[WTm] S WO‘

Observar que lim 7 A m = 7 casi seguramente. Entonces, usando el Lema de Fatou, llegamos a
m—r0o0

E[W,] = Efliminf Wyp,] < 1im inf E[Wram] < Wo.
Fatou OSTh

Asi obtenemos E[W .| < Wy, i.e.,

’7'62

E|NZ+ 7} < N2. (2.5.11)
Por lo tanto
E[r] < 3(|zo| + 83)26_2 < 4\:150]26_2

si € es suficientemente chico. Por otro lado, si volvemos a (2.5.11) tenemos
E[N7] < N§,

i.e.

3
9
=27 < (ol + %) < 2zl

Hasta ahora lo que tenemos es

Elr] <dlzol’s™ vy Eflar"] < 2ol

Dados > 0y a > 0, tomemos xp € € tal que |zg| < ro con 19 que elegiremos luego (va a depender de 7
y a). Asi llegamos a

s it 22 )
Luego
P(T > i) <200 o, (2.5.12)
22/ — a

Ahora, si volvemos a (2.5.12) obtenemos

P<752<g) >1-n = P(to—752>to—%> >1—n.
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Entonces, usando que ¢, < tp, tenemos
a

[P<|t~,- — to‘ < 5

) >1-—n.
Observar que, si tomamos ry < g, llegamos a

a
‘tT—S|§|t7——t0‘+‘to—S|<‘tT—t0’+§.

{]tT—to\ < g} C {]tT — sl < a},

P(\t7—5|<a> >1—n.

Luego
y podemos concluir que

Para finalizar este caso, veamos que también vale
Cré > Clao|* > E*[|2,?] > a*P(|2,|* > a?).

Entonces )

.
P(lz;| > a) < C5 <,

. . 2 . 2 .
lo cual es cierto si rg < 4/ %%. Observar que si tomamos a < 1/2 tenemos que |/ & < /5%, luego, si

[na2 .. . .
tomamos rg < % las dos condiciones se dan al mismo tiempo.

Caso 2: Supongamos que s = 0, es decir, tenemos un punto (y,0) con y € . Una vez mds, usaremos
la estrategia para uno de los dos jugadores de apuntar a y, como definimos maés arriba. Es decir

e )y—l‘k

Tpyp = S* LQyeees Tl :Ik—l-(f—{:‘ _—,
o1 =8 (0, m) 7 =) iy =l

si |xg —y| > €y k11 = y en otro caso. Podemos asumir, sin perdida de generalidad que el jugador I usa
esta estrategia.

Supongamos que 0 < tg < ro para 7o chico (lo elegiremos después). Entonces el tiempo de parada
estd acotado. En efecto 7 < [Z§] con probabilidad 1. Llamaremos M = [Z§]. Dado que ¢, < to, tomemos
ro < a/2 para obtener

a

y definamos la siguiente sucesion de variables aleatorias
1 si el jugador II gana,
X =
-1 si el jugador I gana,

para k> 1,y

k
Zy = X
j=1
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Observar que X} son independientes y E[X}]| = 0, asi como V[X}] = 1. Luego, E[Zy] =0y V[Z;] = k. Si
usamos el Teorema de Chevichev (ver [28]) obtenemos

a.  V[Zy] M42 (B +1)e?  dry  4e?

(12l = 25) T ()2 a? — a? — a? + a2 "
si
4rq n
PE— < —
a? 2
y
4e? g
a? 2’

Esto nos dice que la probabilidad de que el jugador II gane 5= mas turnos que el jugador I es chica.
Entonces podemos deducir que

a
P(|lz, — zo| > 5) <.

Aqui usamos que lo méximo que nos podemos alejar de zg is € en cada paso. Ahora, si tomamos ro < g,
llegamos a

a
|2r =yl < lor — 2ol + |0 — yl <lzr — 20| + 5.
Luego, obtenemos

{|$T*y| > a} C {|l’7—$0| > g}a

y podemos concluir que
P(lzr —yl = a) <n.

Esto da por terminada la demostracion. ]

2.5.2. Estimaciones para el juego paseos al azar

En este caso vamos a asumir que jugamos permanentemente en el segundo tablero, jugando paseos al
azar, sin cambiar el tiempo ¢. Por eso, vamos a omitir la variable j, y la esperanza es tomada usando la
medida de probabilidad uniforme en la bola de radio € correspondiente. Las estimaciones son similares a
las hechas antes, pero con la ventaja de no tener estrategias involucradas. Proporcionaremos las principales
ideas de las demostraciones, para més detalles ver [47]. Recordar que en este tablero la variable temporal
t no se modifica.

Lema 2.5.4. Dadon > 0y a > 0, existe ro > 0y g9 > 0 tal que, dados (y, s) € [C?Q X (O,T)] y xg €
con |z — y| < 1o, si jugamos paseos al azar en € x {s} obtenemos

a
P(|$T—y\<a)21—n y P(722—E2)<77

para e < g9 y (zr, s) la primera posicién fuera de Q x (0,7].
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Demostracién. Vamos a incluir una versién resumida de esta prueba. Para més detalles ver [47]. Asumimos
que la dimensién ambiente verifica N > 3 (los casos N = 1,2 son similares). Para comenzar, dado 6 < 6,
y y €  vamos a asumir sin perdida de generalidad que el centro de la bola exterior que tiene a y en el

borde es z, = 0, con lo que By(0) N Q = {y}. Definimos el conjunto Q. = {z € RY : d(x,Q) < ¢} para ¢
suficientemente chico. Ahora, consideremos la funcién u : Q. — R dada por

1 1
He) = gr= ~ v

Esta funcién es positiva en Q\{y}, es radial, creciente (respecto del radio), y arménica en §2. Observar
también que p(y) = 0.

Tomemos la primera posicion del juego, zo € Q, tal que |zg — y| < ro con ro chico (que elegiremos
mas adelante). Sea (xj)r>0 la sucesién de posiciones del juego moviéndonos al azar, y consideremos la
sucesion de variables aleatorias

Nk = ,u,(flfk),
para k > 0. Como u es arménica, obtenemos que Np es una martingala. En efecto
BNV = § wlw)dy = ) = N
Be (zk)

Dado que p es acotada en €2, se verifica la tercer hipétesis de OSTh, por lo tanto obtenemos
Elu(a+)] = (o).

Tenemos la siguiente estimacién para u(xg): existe una constante ¢(£2,6) > 0 tal que
p(wo) < (€2, 0)ro.

Necesitamos establecer una relacién entre p(z;) y |z —y|. Para eso, tomemos la funcién b : [0, +00) — R

dada por
1 1

b@) = ox= ~ v

Notar que esta funcién es la versién en una dimensién de u, luego es positiva y creciente. Entonces, tiene
una inversa que también es creciente dada por la siguiente férmula

o
a(b) = .
) (1— N-2p) 7>

Utilizando esta funcion vamos a obtener el siguiente resultado: dado a > 0, existe @ > 6, b > 0y gy > 0
tal que
sip(zr) <b=lz,—yl<a, dz,,Q) <ep.

Entonces, llegamos a
P(:“’(£T> > b) > P(|x7' - y’ > CL),

y por lo tanto
P(lz; =yl >a) <n
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si rg es chico. Consideremos

E[NZ,, — N2INy] = ]{3 ) e

Utilizando la expansién de Taylor de orden dos obtenemos
EINZ,, — NN = o()e®

Entonces, con argumentos similares a los usados antes llegamos a

a
P(Q@)“

para rg > 0 suficientemente chico. ]

Ya estamos listos para probar la segunda hipétesis del lema tipo Arzela-Ascoli.

Lema 2.5.5. Sea § > 0, existen 79 > 0 y g9 > 0 tal que para todo 0 < € < gy y cualquier z,y € © con
|z —y| < 1oy |t —s| <rgse verifica

[u(z,t) —u(y,s)| <0y |oi(x,t) —v°(y,s)| <.
Demostracién. Vamos a comenzar con las estimaciones para u®. Observar que u® es el valor del juego
comenzando en el primer tablero (donde jugamos Tug-of-War).

En primer lugar vamos a tomar dos puntos (z,t) y (y,s) con (y,s) € 07 y (x,t) € Q7. Definamos
la siguiente funcién w : [(RM\Q x (0, 7)) U (RN x {0})] — R, dada por

flz,t) st t>0,x¢Q,
w(z,t) =
uo(x) si t=0,z €.

Por las condiciones de los datos, la funcién w esta bien definida, es Lipschitz en ambas variables, esto es
lw(z,t) —w(y,s)| < L(lz —y| + [t — s|),

recordar que f, g y ug las consideramos Lipschitz. Observemos que si tenemos t > 0y s = 0 con
r € RV\ Q, y € Q, llegamos a

[f (@) —uo(y)| < L(lz — y| + [¢]).

Dado n > 0y a > 0, tenemos valores 79, €9 y una estrategia S; como en el lema 2.5.3. Sea

F= {la posicién no cambia en las primeras [%1 jugadas y 7 < [2;.;2} }

Vamos a considerar dos casos. Primero vamos a acotar u®(zg,tg) — w(y,s) por abajo, y luego por

arriba. Para la acotacién por abajo usamos la estrategia especial para el jugador I, mientras que para la
otra acotacién serd el jugador II quien use la estrategia especial.
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Caso 1: Vamos a probar que u®(zg,tg) — w(y,s) > —A(a,n) con A(a,n) \(0sia—0yn—0.

Tenemos
u (2o, to) = If EGOL0 [h(z., t,)).
St I
Ahora, usando propiedades de probabilidad obtenemos

xo,to,1 xo,to0,1 xo,to0,1 c c
EG gD [h(wr, t)] = B4V [h(@r, ) [FIP(F) + BG40V (B2, t) | FIP(F)

> BG8 D fw(zs, tr) | FIP(F) — méx{| 1 1g], luo| YP(F®).

Aqui usamos que el pago final, denominado h, viene dado por f, g o ug, y que bajo la condicién F'¢ no
tenemos control del tablero donde el juego va a terminar.

Vamos a estimar ahora P(F) y P(F°). Tenemos

P(F°) < ]P’(el juego cambia de tablero antes de (%1 jugadas) +P(r > {2;:2])

Vamos a acotar cada término. Primero tenemos que

IP’(el juego cambia de tablero antes de (%2] jugadas)
(2.5.13)

=1-(1-e)z2 <1—e %24y

a
si € es suficientemente chico. Aqui usamos que (1 — £2)2:2 * e~%2. Ahora, si usamos el lema 2.5.3
obtenemos a

IP’( >
T=3

a
) < P(T > @> <, (2.5.14)

2
€ 0

para ¢ < g9. Tomando (2.5.13) y (2.5.14) obtenemos
P(F) < (1—e ) +ntn=(1-e?) +2n,

y luego
P(F) =1—P(F¢) >1—[(1—e¥?)+2).

Asi, llegamos a

Eg?g?;l)[h(xﬂu)] > E%ﬁéﬁ&)[w(mﬂuﬂF](l —[(1— e ¥?) +21))

(2.5.15)
—mdx{|f], |gl, [uo| }(1 — e~*/?) + 21].

Analicemos ahora la esperanza Eg:*ogi’l’l) [w(zr,t;)|F]. Nuevamente vamos a considerar dos eventos
Fr=Fnl{le: —y| <a}n{l|tr —s| <a}] and Fy = FNFY.
Luego, vale que F' = F} U F5. Entonces
7t )1
EG ! [w(zs, t)|F]

(2.5.16)
zo,to,1 zo,to,1
— ngg o w(zr, t)| F1P(F) + Egl,g L w(zr, tr) | Fo)P(Fy).

52



Ahora bien, tenemos que
P(Fy) <P([{|er —yl < a} O {ftr — s| < a}])

= P({|lzr —y| > a} U{|t; — s| > a}) (2.5.17)

<P(lzr —y| > a)+P(|t; — s| > a) < 2n.
Para la otra acotacién observar que F{ = FCU {|z, —y| > a} U{|t; — s| > a}. Luego

P(F) = 1 - B(FY) > 1 — [B(F) + B(jor — 3] > a) + (lts — 5| > a)],
y por lo tanto llegamos a
PF)>21-[1—-e")4+2n+n+n=1-[1—-e"") +4n]. (2.5.18)

Si volvemos a (2.5.16), usamos (2.5.18) y (2.5.17) obtenemos

EG 0 [w(or, t)]F)
> BG fw(wr, ) [R(1 = [(1 = ™) + 4n]) — méxc{| ], uo|} 21,
Usando que w es Lipschitz obtenemos
w(ws,tr) = w(y, ) — Llls — yl + |t — 5]) > w(y, s) — 2La,
y usando que (w(y, s) — 2La) no depende de las estrategias, podemos concluir
B g [w(wr, )| F] > (w(y, s) = 2La)(1 — [(1 — =) + dn]) — max{[f], |uo|}2.

Retomando (2.5.15) obtenemos

EG g0 [h(ar, 1))
> ((w(y, s) = 2La)(1 = [(1 — ™) + 47])
—méx{| ], [uo[}2n)(1 — [(1 — e™) + 2n])
—méx{| [, [g], luol}[(1 — ™) + 2n].
Notar que cuando n — 0y a — 0 el lado derecho tiende a w(y, s), por lo tanto llegamos a
EG o (e t)] = w(y, s) — A(a, ).
Tomando infimo sobre todas las posibles estrategias St y luego supremo sobre S; obtenemos
u* (o, to) = w(y, s) — Ala,n),

con A(a,n) — 0 cuando n — 0 y @ — 0 como queriamos probar.
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Caso 2: En este caso vamos a probar
u®(wo, to) — w(y, s) < Bla,n)

con B(a,n) \( 0 cuando n — 0 y a — 0. En este caso supondremos que la estrategia S* del Lema 2.5.3
va a ser usada por el jugador II: Sfj, asi obtenemos

u® (o, o) < sng E’SJ?,SE [h(zr,tr)].

Usaremos nuevamente el conjunto F' que utilizamos anteriormente
EC0D [h(z,, t,)] = E&ofol) t)|FIP(F) + E&0L0D bz, t,) | FOP(Fe
51,87 [, t7)] = 1,55 [w(ar, t7) | FIP(F) + 51,57 [h(@7, ) [ FIP(F).
Llegamos a P(F) <1y P(F¢) < (1 — e~%2) + 2n. Luego, obtenemos
)t ’1 7t 71 ’ r — —
G5 D h(er, 1)) < BE G [w(wr, t2)|F) + max{[7], [g], [uo [ H(1 — e/2) + 21,

to,1 . .
Para obtener una cota E{%° )[w(mf, t;)|F] vamos a usar nuevamente los conjuntos Fy y Fy. Asi
SIaSH

BG40 (e, )| F) = E§°40 D [w(er, 1) FiB(F) + BG40V [w(er, )| Fo]P(F).
Ahora bien, usamos P(F;) < 1y P(Fy) < 27 para llegar a
(.Z’(),to,l) (1307150,1) 4 i
IESI,SI*I [w(@-,t-)|F] < ESI,SI*I [w(@r, t7)|F1] + max{|f], |uo[}2n.

Usando que w es una funcién Lipschitz y (w(y, s) + 2La) no depende de las estrategias de los jugadores

obtenemos (o.to.1)
‘T 9 3
ESI?SI*E; [w(xr, t:)|F]

< EG5V[w(y, s) + 2Lal Fi] + méx{[F[}21
< (w(y, s) + 2La) +max{| f], luo|}21.
Finalmente, podemos concluir que
to,1
E(Sffslg )[h(zr,tr)]
< w(y, s) + 2La + méx{[f], |uo|}2n + méx{| f], [g], [uo[}[(1 — e~/*) + 21].

E 0,10, t S Y ’

con B(a,n) — 0. Si tomamos supremo sobre las estrategias del jugador I, y luego infimo sobre las
estrategias del jugador 2 obtenemos

u*(zo,t0) < w(y,s) + Bla,n)
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con B(a,n) — 0 cuandon — 0y a — 0.
Por lo tanto
‘ué(xo’ t()) - w(y’ S)| < mé‘X{A(av 77)7 B(CL, 77)}’
lo que se verifica si (y,s) € 0,7 y (x0,t0) € Q7 cercano a (y, s).

A través de una estimacién andloga podemos obtener los mismos resultados para v®, por lo que
omitimos los detalles.

Ahora, dados dos puntos (zg,t0,j) v (20,50,7) en Qp con |zg — 20| < 1o y |to — so| < 7o, vamos a
acoplar los juegos comenzando en (zo, o, j) con el juego comenzando en (zp, sg,j) haciendo los mismos
movimientos, y cambiando de tablero de manera simultanea. Este acoplamiento genera dos sucesiones
de posiciones (z;,t;, ;) v (2, 8i, ki) tal que |z; — z;| < 7o, |ti — si| < ro vy ji = ki (dado que los juegos
cambian de tablero en simultaneo, los juegos van a estar siempre en el mismo tablero). Esto continda
hasta que uno de los dos juegos termina (digamos (z,,t;) € Q x (0,7)). En este momento el juego
que comienza en (zg, Sg,j) se encuentra en el punto (zr,s;), que se encuentra cerca del punto fuera del
dominio (x,,t;) & Q2 x (0,7) en el mismo tablero (pues |x; — z;| < roy |tr — $7| < rp), entonces podemos
utilizar las estimaciones previas para concluir que

‘ua(wmt(]) - ue(z(]v 80)| < (57 y |U6(x07t0) - UE(Z(]v 80)| <.

Esto finaliza la demostracién. O

Como consecuencia de este resultado tenemos convergencia de (u®,v°) y € — 0 a través de una
subsucesion.

Teorema 2.5.1. Sea (u®,v®) solucién del DPP (2.1.2), entonces existe una subsucesién €, — 0 y un par
de funciones (u,v) continuas en € tal que

uk — u, v v — 0,

uniformemente en 0 x [0, T7.

Demostracién. El Lema 2.5.2 y el Lema 2.5.5 implican que podemos usar el lema de tipo Arzela-Ascoli
(Lema 2.5.1), y obtener la convergencia uniforme. O

2.6. Existencia de soluciones viscosas

En esta seccién vamos a usar argumentos de teoria viscosa para probar que el limite uniforme via
una subsucesion del valor del juego (que existe gracias al Teorema 2.5.1) es solucién viscosa del sistema
parabdlico/eliptico (2.1.1). Esto es parte de la prueba del Teorema 2.1.2.

Lema 2.6.1. Sea (u,v) el limite uniforme a través de una subsucesién del valor del juego, (u,v®), cuando
e — 0. Entonces (u,v) es solucién viscosa del sistema parabdlico/eliptico (2.1.1).
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Demostracién. Por hipétesis existe una subsucesion ¢, — 0 y un par de funciones continuas (u,v) en 2
tal que

ut — u, y v — v,

uniformemente en Q x [0, 7). Tenemos que (u®*,v°*) verifican

ut(z,t) = f(z,t) e RM\Q,t € [0,7),
vk (2, t) = g(x,t) r € RM\Q,t€[0,7),
uk(x,0) = up(zx) x €,

entonces llegamos a que el limite uniforme verifica

u(z,t) = f(x,t) r e dNtel0,T),
v(z,t) = g(x,t) r e dNtel0,T),
u(z,0) = up(x) x € €.

Luego, nuestro objetivo es probar que (u, v) es solucién viscosa del sistema paraboélico/eliptico (2.1.1) en
Q% (0,7

Primera ecuacién. Sea ¢ € C%1(Q x (0,T7]) tal que (u— ¢)(xo,to) tiene un méaximo estricto en (zg, to)

con (u — ¢)(xo,tp) = 0 (maximo en ambas variables = y t). Entonces existe una sucesion (z¢,t:)e>0 tal
que x: = x9 y te = tp cuando € — 0, y

ut(y,t) — d(y,t) < u(we,te) — P(ze,te) + e

siy € Q,te (0,T). Entonces obtenemos

u(y,t) — u(ze, te) < Py, t) — (e, te) + e

Si usamos el DPP (2.1.2) para u® en (x.,t.) llegamos a

(2.6.19)

1 1
u (e, te) = £%0% (e, te) + (1 — 52){* sup u(y,te —e?)+ - inf wu(y,t. — 82)}.
YyEBe (x¢) yEBe(x¢)

Por lo tanto si sumamos y sustraemos u®(z.,t. — £2), nos queda

0= €2U6($5,t5) - [ua(:vs,tg) —u®(ze, te — 52)}

1
+1—e) swp [u(y b — ) — (oo, b — )|
2 YEBe(z¢)
1
+(1—€?)= inf [ug(y,ltE — &%) —uf(ze, te — 52)] — 2uf (xe, te — £2).
2 yEBe(x¢)
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Ahora bien, usando (2.6.19) obtenemos

0< 62’08(1‘5,755) - [d)(xs;te) - ¢($Eat€ - 62):|

1
+(]‘ - 52)5 sup |:¢(y7 t& - 82) - ¢($£7 ta‘ - 82)i|
1 YEBe(ze)
+(1 - 52)7 nf [¢(yat€ - 52) — ¢(xe, te — 52)} +&° - 52u5(x5,t5 - 52)-
yGBE(IE)

Supongamos que Vé(xg,tg) # 0, entonces Vo(z.,t. — ) # 0 para ¢ suficientemente chico. Llamemos

w. — V(f)($g,t5—€2) W — V¢(Io,t0)
° T Vo(re,te — €2 O V(wo, to)|

Observar que we — wq si € — 0. Entonces

sup ¢(yat€ - 52) ~ ¢($6 + ewe, te — 52)7
yeBs(Ia)

inf @y, t — 52) ~ ¢(re — ewe, te — 52)'
YEBe(ze)

En efecto, como V(xg,tp) # 0 el maximo (y también el minimo) de ¢ in B.(z.) se verifica en un punto
x5, € 0B:(z.) para € chico. Podemos escribir a5, = z. + €z.. Ahora bien, haciendo una expansiéon de
Taylor llegamos a

e(Vo(xe,t. — ), w.) 4 o(e) < e(Vd(ze,t. —?), 2z:) + 0(e) < e(Vo(xe,te —2),w:) + o(e).
Si cdividimos por € y tomamos limite € — 0 obtenemos
(Vo (x0,t0), wo) = (Vé(o,to), 20)
siendo z: — zp. Por lo tanto, como |wg| = |z0| = 1 llegamos a que zy = wo.

Luego, arribamos a

0 < 20 (zs, t.) — [gs(;ce, t.) — dlwe, te — 52)}

HO =)L [l 22t — ) — bt — )

1
+(1 -3 [qs(xE ez te — €2) — B(we,te — 52)]
—e?uf (e, te — €2) 4 o(e?).
Usando Taylor sobre ¢ respecto a la variable espacial (z.,t. — ) obtenemos

qb(xa + €z, te — 52) - Qb(xaa te — 52) = €<V¢)(l‘€, te — 52)7 Za>

1
+€2§<D2¢(x67 te — 62)267 Ze> + 0(52)
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P(ze —eze,te — 82) — (e, te — 62) = —&(Vo(ze, te — 52)7 Ze)
1
+e? (D29 (re, te — €%)ze, 2e) + 0(e?).
Luego, dividiendo por €2, deducimos

¢(w67 ts) - d)(xsa te — 52)

e2

0 < v®(xe,te) —

_2}D2 2 O<€2)_5 2
+(1 5)2( D(xe,te — %) ze, 22) + = us(xe, te — 7).

Tomando limite ¢ — 0 concluimos

0 1
0 < v(zo,to) — g(xo,to) + §<D2¢(ﬂfo,to)wo, wo) — u(xo, to)

ie.

06 1
a(l‘o,to) - §Aoo¢>($o,t0) + u(zo,t0) — v(zo,t0) <0,
como querfamos probar.

La desigualdad opuesta para una funcién test que toca por abajo a u se obtiene de manera analoga.
Con esto probamos que u es solucién viscosa de (2.1.1).

Segunda ecuacién. Veamos ahora que v es solucién viscosa de
K
—§Av(a:,t) +v(x,t) — u(x,t) = 0.

Vamos a probar que v es subsoluciéon. Dado ¢ > 0, sea ¢ € C?() tal que v(xg,t) — ¥(x) = 0 tiene
un maximo estricto v(+,t) — 1 en xy € 2. Como antes, existe un sucesion (z;).>o tal que z. — xg y

v (Y1) — v (2, 1) < Y(y) — Plae) + €. (2.6.20)

Luego, usando el DPP (2.1.2) en el punto (x.,t), obtenemos

0= (u(xe,t) —v°(2eyt)) + (1 — 62)52 ][B ( )(ve(y,t) — v (xe, t))dy.
Usando (2.6.20) llegamos a
< (e ) =0 t) + (=) f (i)~ ey + (1)

Usando la expansién de Taylor se llega a

1 o -
51 1 VBN = 5350 ) = G000,
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con
1

1
K= ——— 22e"dz = / 22dz.
e"[B1(0)| JB,(0) ’ 1B1(0)| JB,(0) ?

Tomando limite cuando € — 0 nos queda

—gA1/J(ZEO) + v(2o,t) — u(zo,t) < 0.

La prueba para ver que v es supersolucion es similar. Luego v es solucion. Con esto terminamos la
demostracién. O

2.7. Principio de comparacion y unicidad del problema

Nuestro objetivo es mostrar la unicidad de las soluciones de viscosidad para nuestro sistema (2.1.1).
Con este fin, seguimos ideas de [9, 47, 52] (véase también [31] para resultados de unicidad relacionados
con el infinito laplaciano). Este resultado de unicidad implica que toda la sucesién u®, v¢ converge cuando
¢ — 0 y nos da la prueba del Teorema 2.1.2. Como es habitual en la teoria de soluciones viscosas, la
unicidad se deduce de un principio de comparacién. El principio de comparacion para la versién eliptica
de (2.1.1) se obtuvo en [47]. Recordamos que las soluciones viscosas a (2.1.1) se entienden en el sentido de
la Definicién 2.2, u es una solucién de viscosidad para la primera ecuacién con v(z,t) como una funcién
dada, y v(z,t) es una solucién para la segunda ecuacion, esta vez con u(x,t) dado. Véase la Seccién 2.2.3.

Teorema 2.7.1. Supongamos que (u1,v1) y (u2,v2) son una subsolucién de viscosidad acotada y una
supersolucién de viscosidad acotada de (2.1.1), respectivamente, y también supongamos que u; < ug y
v1 < vg en 0,{dr. Entonces,

up <wug y v < v,

en 2 x (0,7).

Como un corolario inmediato de este resultado de comparacién, obtenemos la unicidad deseada para
(2.1.1).

Corolario 2.7.1. Existe una tnica solucién de viscosidad para (2.1.1).

Demostracién del Teorema 2.7.1. Siguiendo las ideas clasicas estudiadas en [22] vamos a perturbar la
subsolucién definiendo la funcién
o

a1(I‘7t) = ul(x7t) - ﬁ7

6 >0,

Esta funcién satisface, en sentido viscoso, lo siguiente

77 1
) 1)~ LA (o) + T (0 8) — (2, )
ot 2
) 1)
< — — < - & g
<7 @S es! e
= oo, cuandot — T~.
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Es claro que si probamos que uj(z,t) < ug(z,t) para z € Q y t € (0,T) entonces, si 6 — 0 vamos a
deducir el resultado deseado. Luego, podemos asumir que tenemos una desigualdad estricta,

d(u1)
ot

U] — —00, cuando t — T—.

1 ~ ~
(z,t) — iAooul(az,t) +ui(x,t) —vi(z,t) < —c <0 en Qx(0,7),

Ahora bien, vamos a argumentar por el absurdo: supongamos que

sup  max {61 (x,t) — ug(z,t);v1(z, t) — Ug(:];,t)} =n>0.
2€Q,t€[0,T)

Vamos a asumir que 4 y v; son funciones semiconvexas en la variable espacial, mientras que us y vs
son semiconcavas usando convoluciones superior e inferior y restringiendo el problema a un dominio
estrictamente menor si es necesario (ver [52] para mas detalles). Perturbemos uy y v1. Sea a > 0,
consideramos 2, := {x € Q : dist(x,0) > a} y para |h| suficientemente chico

, , ~ [t —r|?
M(h) == { + h,t) — 7)) — ————;
(h) := méx erf?,%é[O,T] uy(z ) — ua(x,r) 5

A h,t) —
X () o))}

= wi(xn + hytp) — wa(zp, 1)
para w = w or v y para cierto x, € |, tp, 7 (notar que estas cantidades dependen ¢ pero vamos a

omitir esa dependencia para simplificar la notacién). Llamemos w la componente donde se alcanza el
maximo, es decir

w=mu, si mix  ui(z+h,t) —ug(x,r) >  max  (vi(z+ h,t) —va(zx,r))
x€Q, t,r€[0,T] z€Q, t,re[0,T]
y
w =" si mé up(xz+ht) —us(z,7) < ma. vi(x + h,t) —va(x,7)).
’ xGQ,t,ré([O,T} 1( th ) 2( ’ ) xEQ,t,ré([O,T]( 1( +h ) 2( ’ ))

Dado que M(0) > 0, para |h| suficientemente chico, tenemos que M (h) > 0 y el méximo de arriba es el
mismo si lo tomamos sobre ), para algin a > 0 lo suficientemente chico (y fijo).

Como en [47] vamos a obtener una sucesién h, — 0 tal que dado un maximo y € Q| de

méx { MAX (U1 (2 + hn,t) — us(w, 1)); max (v1(z + hn,t) — va(a, t))},
TEQ | LSUI

tenemos

Vwi(y + hn) = Vuwa(y) # 0,
para n € N.

Ahora consideramos, al igual que en [9], las funciones ¢, definidas como las primitivas de

o () = exp (/Otexp (- i(s _ i))ds> .
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Estas funciones ¢, son similares a la identidad (es decir, ¢, (s) — s siy — 0), ¢/, >0, ¢! converge a 1 si
v =0,y ¢ converge a 0 si v — 0 con (7(s))? > ¢ (s)¢,(s), ver [9]. con 1, = ¢! hacemos el cambio
de variables

U?:¢W(ui>v sz:w"f<vi)7 1=1,2.

Es claro que U, V] son semiconvexas en el espacio y Uz, Vo son semiconcavas. Luego llegamos a

2
mix { mix(U7 (2 + host) = U3 (1) — =DV 4 hot) = V)

x,t,r 2y z,t,r
se alcanza en cierto punto x,1,,r,. Notar que Uy, V4, —Usz y —V» son acotadas por abajo, Q% [0,T] es
compacto lim;_,,— U; — —oo. Utilizando una cuenta estandar de la teoria viscosa nos queda

1
g|zt7 — 7y =0, asy—0. (2.7.21)

Extrayendo una subsucesion, si es necesario, podemos asumir que z, — p,, y (ty,7y) — (fn, ™) € [0,7T)2,
y luego obtenemos t = 7. Usando que uq(z,t) < ug(x,t), vi(z,t) < vo(x,t) en 0N x (0,T) y ui(x,0) <
ug(z,0), obtenemos zj, ¢ 9 and t =7 > 0. Asi llegamos a

min{d(z,,0Q)} >0, 'y min{t, r.} >0.

Dado que
Vwi(y + hn) = Vwa(y) # 0,

para n € N, vale que existe una constante positiva c¢(n) tal que
IVwi (@ + hn, tn)| = [Vwa (20, 70)| > c(n).
Entonces, deducimos que para - suficientemente chico, vale
(VWY (2o + T, )| = [VWG (24, 7)| > c(n) /2.

Ahora bien, como en [47], tenemos que Uy, Vi, Uy y V3 es solucién de un sistema estrictamente monétono
(con una desigualdad estricta en la primer ecuacién). DE hecho, el par (Uy, V1) verifica las ecuaciones (en
sentido viscoso)

ou; 1

0>—c > ﬁ—iAooul—l—ul—vl
oU 1 1
= w’(Ul)ETtl — ¢ (U1)AxU1 = 590”(U1)|DU1!2 +o(U1) — (V1)

ou; 1 1¢"(Uy) 9
— — J—

o(Uy) — @(VD)
¢'(Uh) ’

0 :—gAv—l—v—u

= —2 (Y (Q)AV: + " (V) DVAP) + p(V1) — (V1)

2
w " (V1) (V1) — w(U1)>

2
5 (V) | DV | (x) + o (V1)

=@/ (V)( - 51 -
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y una ecuacioén similar vale para (Us, V2). Luego, por la monotonia estricta, la desigualdad estricta en la
ecuacién parabdlica y usando (2.7.21), obtenemos una contradiccién. Ver la demostraciéon del Lemma 3.1
en [9] para ver mas detalles O
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Capitulo 3

TEORIA DE JUEGOS PARA UN SISTEMA
NO LINEAL CON UNA ECUACION DE TIPO
OBSTACULO

3.1. Introduccion

Es bien sabido que existe una profunda conexién entre la teoria de la probabilidad y las ecuaciones
diferenciales parciales. Esta conexion se remonta a los trabajos de Doob, Feller, Hunt, Kakutani, Kolmo-
gorov y muchos otros que tratan sobre el potencial clasico y la probabilidad, véase [27, 29, 32, 35] y el
libro [26]. La idea principal que esta detras de esta relacion clasica es que las funciones arménicas y las
martingalas tienen en comun la validez de las férmulas de valor medio. Un hecho bien conocido es que
una funcién u es armoénica, es decir, u verifica Au := ZZ]\LI Ozz;u = 0 si y solo si verifica la propiedad
del valor medio

1

—_— u(y) dy.
Bo@)] Sy "

u(x) =

De hecho, se sabe que si una familia acotada de funciones u® verifica u®(z) = ﬁ I5 (@) ut(y) dy
entonces, la familia converge, u® — u cuando ¢ — 0, y el limite resulta ser una solucién de Au = 0.

Ahora bien, algunas de las ideas y técnicas utilizadas para ecuaciones lineales pueden utilizarse para
resolver casos no lineales. En [53] se introdujo y analizé en detalle un juego llamado Tug-of-War. Se
trata de un juego de suma cero para dos jugadores en el que se lanza una moneda equilibrada (con
probabilidades de 1/2 a 1/2 de cara y seca) y el ganador del lanzamiento elige mover la posicién del juego
desde la posicién actual xg a cualquier punto dentro de la bola B.(x). El juego contintia hasta que la
posicién deja un dominio fijo €2 y en este punto final el juego termina con un pago final dado por una
funcién fija (uno de los jugadores recibe y el otro paga la cantidad dada por la funcién de pago final en
la posicién final). En [53] se muestra que este juego tiene un valor u® (ver més abajo la definicién) y que
este valor verifica una propiedad de valor medio dentro de €2 (que en la literatura se denomina Dynamic
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Programming Principle),
1 1
ut(x) = [f sup u°(y) + = inf ue(y)]
2 yeB.(z) 2 yeBe(x)
Ademéds, en [53] se demuestra que hay un limite cuando € — 0, u® — u, y el limite es una solucién del
infinito laplaciano normalizado definido de la siguiente manera

" Vu Vu )= 1
|Vul” |[Vu|”  |Vul?

N
E O U0z, 2, u0z U,

,j=1

Asou = (D?

dentro de Q. Nétese que la ecuacién es eliptica, no lineal y degenerada. Nos referimos a [21] y [5] para
referencias adicionales sobre esta ecuacién.

El juego Tug-of-War fue generalizado en varias direcciones para cubrir otras ecuaciones, por ejemplo
el p—Laplaciano, ecuaciones parabdlicas, etc. Véase [4, 8, 13, 14, 19, 41, 42, 43, 44, 52, 54, 55] y los libros
recientes [15] y [36]. En particular, es oportuno mencionar que problemas de tipo obstaculo también
pueden considerarse, véase [46] y [37].

Aqui nuestro principal objetivo es extender algunas de estas ideas para cubrir sistemas de EDP.
Como precedentes citamos [52], [47] y [48] donde los autores estudian juegos para diferentes sistemas.
Estos juegos se definen en dos tableros que son dos copias de un dominio  C RY. En cada tablero
se juega un juego con pasos de tamafio £ con probabilidad 1 — 2 mientras que con probabilidad £? el
juego se cambia al otro tablero. De esta manera el sistema de limites que se verifica por los limites de las
funciones de valor para el juego en cada tablero se ven de la siguiente manera

x €,

{ Li(D?*u,Vu,u,z) + v(x) =

0,
La(D?v, Vv, v, x) + u(x) = 0, x €.
Obsérvese que el acoplamiento entre las dos ecuaciones del sistema es simétrico y lineal, pero los ope-
radores L; y Lo pueden ser diferentes y no lineales, (véase [52] para dos co—Laplacianos, [47] para un

Laplaciano y un co—Laplaciano y [48] para L; un operador parabdlico y Ls un operador eliptico).

Nuestro objetivo principal es analizar un juego de dos jugadores en el que en un tablero uno de los
jugadores tiene la opcién de jugar o cambiar al otro tablero. Por lo tanto, ahora nos enfrentamos a un
juego con reglas asimétricas en el que uno de los jugadores decide si continta jugando en el primer tablero,
o se cambia la posicion del juego al segundo tablero. Describamos el juego con mas detalle. Este es un
juego de suma cero con dos jugadores (que llamaremos, jugador Iy jugador II, juegan uno contra el otro
y las ganancias totales de un jugador son exactamente las pérdidas del otro). El juego se desarrolla en
dos tableros, que son dos copias de un dominio fijo, acotado Q € RY. Dadas dos funciones de pago final
f,9 : RV"\Q = R con f > g (supondremos que f y g son Lipschitz y acotadas). Estas dos funciones de
pago corresponden al pago final en el primer y segundo tablero, respectivamente. También consideraremos
una funcién de pago por jugada h : Q@ — R (que también se supondré Lipschitz) cuando se juega en el
segundo tablero. Dado un parametro positivo . El juego comienza en una posicion inicial zg € €2 en uno
de los dos tableros. En el primer tablero, jugaremos Tug-of-War (se lanza una moneda equilibrada y el
ganador del lanzamiento de la moneda (jugador I o jugador II) elige la siguiente posicién del juego en
la bola de radio ¢ centrada en xg, B:(xo)). En el segundo tablero, jugaremos paseos al azar (es decir, la

64



siguiente posicién se elige con probabilidad uniforme en la bola B.(xg)) con un pago por jugar igual a
e2h(xo) (el jugador I obtiene e2h(z¢) y el jugador 1T —e2h(zp), recordemos que este es un juego de suma
cero). Este pago por jugar se produce sélo cuando la posicién se mueve en el segundo tablero. A estas
reglas anadimos las siguientes formas de cambiar de tablero: en el primer tablero, el jugador I decide
entre jugar Tug-of-War (y permanecer en el primer tablero) o cambiar de tablero y entonces la nueva
posicién de la ficha permanece en el mismo punto de €2 pero, por otro lado, en el segundo tablero se
juega paseos al azar con probabilidad 1 — &2 y con probabilidad £? la ficha se mueve al primer tablero. El
juego contintia con las mismas reglas hasta que la ficha sale del dominio Q (y en ese momento el juego
termina). Esto da una sucesién aleatoria de puntos (posiciones del juego) y un tiempo de parada 7 (la
primera vez que la posicién de la ficha cae fuera de €2, en cualquiera de los dos tableros). La secuencia
de posiciones se denotard por

{@o.do), (@1, 0); - (53}

aqui zp, € Q, k=1,..,7 — 1 (y z € Q) y la segunda variable, ji, indica en qué tablero estamos, j, = 1
si la posicién de la ficha estd en el primer tablero y jr = 2 si estd en el segundo tablero. Como ya
mencionamos, el juego termina cuando la ficha sale de © en algin punto, que denotaremos (x,,j.), la
primera posicién del juego con z, ¢ Q. En este caso, el pago final (la cantidad que recibe el jugador Iy
paga el jugador II) viene dado por f(z.) si j» = 1 (la ficha sale del dominio en el primer tablero) y g(x)
si jr = 2 (la ficha sale en el segundo tablero). Por lo tanto, el pago total de una ocurrencia particular del
juego viene dado por

T—1

pago total := f(z7)x(j=1}(dr) + 9(xr)X(j=2) (r) + e2(1—¢€?) Z h(xk) X (=2} (k)
k=1

Observar que el pago total es la suma del pago final (dado por f(z;) o por g(x;) segin el tablero en el
que la posicién abandona el dominio) y el pago por jugada (cada vez que se produce un movimiento en
el segundo tablero se suma £2(1 — €2)h(zy), el factor extra (1 — €2) tiene en cuenta la probabilidad de
realizar dicho movimiento).

Ahora, los jugadores fijan dos estrategias, St para el jugador I y Spp para el jugador II. Es decir,
el jugador I, en cada jugada decide jugar o cambiar de tablero (si la ficha estd en el primer tablero) y
selecciona el punto al que ir siempre que el lanzamiento de la moneda del juego Tug-of-War lo favorezca;
mientras que el Jugador 1I sélo selecciona el punto al que mover la ficha cuando juegan Tug-of-War en el
primer tablero. Entonces, una vez que fijamos las estrategias St y S todo depende sélo de la probabilidad
subyacente (el lanzamiento de la moneda si juegan en el primer tablero, la probabilidad de cambiar de
tablero jugando en el segundo tablero y la eleccién del punto en B.(z) con probabilidad uniforme, jugando
en el segundo tablero) y podemos calcular la esperanza del pago final comenzando en (z, j) (recordemos
que j = 1,2 indica el tablero en el que estd la posicién) usando las estrategias St y S,

Eg:js)n [pago total].

Aqui, como en [53], penalizamos las estrategias que fuerzan al juego a que nunca termine con probabilidad
positiva (por ejemplo, el jugador I puede decidir jugar Tug-of-War en el primer tablero y ambos jugadores
eligen quedarse en el mismo punto en cada turno). Por lo tanto, de ahora en adelante, asumimos que esta
esperanza estd bien definida.
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Diremos que el juego tiene un valor si

w®(z,j) = sup fggf Eg’;@n [pago total] = inf sup Eg’g)n [pago final]. (3.1.1)
S; Su ’ St ’

Su

Observar que este valor w® es el mejor resultado posible que el jugador I y el jugador II pueden esperar
obtener jugando con las mejores estrategias posibles. Demostraremos que este juego tiene un valor (ver
el Teorema 3.1.1 a continuacién). El valor del juego w® genera dos funciones, la primera definida en el
primer tablero,

u®(x) = w(z, 1)
que es el valor esperado del juego si la posicién inicial estd en el primer tablero (y los jugadores juegan
lo mejor que pueden), y

v () == w(x,2)
que es el valor esperado del juego cuando la posicién inicial esta en el segundo tablero. Estas dos funciones

u®, v° satisfacen un sistema de ecuaciones denominado Dynamic Programming Principle (DPP) en la
literatura. En nuestro caso, el DPP correspondiente para el juego viene dado por

( 3 _ 4 1 3 1 z 3 3
u®(z) = max{ [f yesgepzx) u(y) + 3 yeangf(a:) u (y)},v (x)} x €,
() = (1 — &) []{95@:) )dy + Eh(@)] + (@) e G12)
ut(x) = f(x) z € RN\Q,
vi(z) = g(x) z € RV\Q.

Comentemos brevemente los diferentes términos que aparecen en el DPP. En primer lugar, observemos
que en la primera ecuacién tenemos que el valor esperado en el primer tablero en un punto z € Q, u®(z),
viene dado por el maximo entre el resultado esperado de jugar una ronda de Tug-of-War permaneciendo
en el primer tablero, y el valor esperado en el mismo punto pero en el segundo tablero, v*(x). Esto se debe
a que el primer jugador (que quiere maximizar el resultado esperado) es el que decide jugar o cambiar de
tablero. Por otro lado, la segunda ecuacién dice que el valor esperado en un punto x € €2 en el segundo
tablero estd dado por la suma de 1 — €2 (la probabilidad de jugar) por el resultado de jugar paseos al
azar, mas el pago por jugada, mas €2 (la probabilidad de cambiar del segundo tablero al primer tablero)
por el valor esperado en el mismo punto en el primer tablero. Finalmente, fuera de §2 el juego termina
instantaneamente y entonces el valor esperado es simplemente el pago final en el tablero correspondiente.
Notese que asumimos que f > g, esto se debe a que si en algunos puntos tenemos f < g el primer jugador
decidird cambiar de tablero cerca de estos puntos del borde (para maximizar el resultado esperado) y
entonces el dato f puede considerarse igual a g en esos puntos.

El primer resultado de este capitulo dice que este juego tiene un valor (podemos intercambiar inf con
sup en (3.1.1)) y que los dos componentes de esta funcién u® y v° vienen caracterizados por la tnica
solucién de (3.1.2). Para precedentes de este tipo de resultado nos remitiremos a [14, 41, 43, 53, 55].

Teorema 3.1.1. El juego descripto anteriormente tiene un valor que se caracteriza como la tnica solucién
del DPP (3.1.2). Es decir,

w®(z, j) = supinf E(S?Qn [pago total] = inf sup E(S?QH [pago total]
I K SI 2

St Sy 11
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y tenemos que w(x,1) = u®(z) y w®(z,2) = v°(z) con (u°,v%) la tnica solucién para (3.1.2).

Nuestro proximo objetivo es estudiar el limite cuando € — 0 del valor del juego. Para eso, utilizamos
una herramienta clésica, un lema de tipo Arzela-Ascoli, cuya demostracion se puede encontrar en [42]
(ver Seccién 3.3 para més detalles). Para utilizar este lema tenemos que demostrar que las funciones u®
y v® son equiacotadas y asintéticamente equicontinuas. Estos dos hechos son consecuencia de algunas
estimaciones que son delicadas debido a que las reglas del juego no son simétricas (recordemos que sélo
uno de los jugadores puede elegir jugar o saltar al otro tablero). Una estimacién clave es obtener una cota
para el nimero esperado de jugadas, y luego obtener una cota (uniforme en €) para la parte del pago por
jugada que proviene de jugar en el segundo tablero, (1 — &2)e? Zz;é h(zk)X{j=2) (Jk). Observe que aqui
es crucial que los limites sean independientes del inf y sup entre estrategias que aparecen en la definicién
de la funcién de valor del juego (3.1.1). Es decir, por ejemplo, tenemos que demostrar una afirmacién de
la forma .®! jugador II tiene una estrategia tal que el pago total estd acotada independientemente de e
(pequeno), la posicién inicial de la ficha (incluido el tablero en el que comienza el juego) y la estrategia
utilizada por el jugador I”. Esta es una tarea no trivial ya que el jugador I puede obligar a que el juego
se juegue todo el tiempo en el segundo tablero (simplemente decidiendo cambiar de tablero cada vez que
la posicién esté en el primer tablero). Si este es el caso, la estrategia del jugador II nunca se utiliza (el
juego Tig-of-War nunca se juega), sin embargo en este caso el limite deseado para el niimero esperado de
jugadas simplemente proviene del analisis bien conocido para el paseo al azar.

Nuestro resultado principal dice que las funciones de valor del juego convergen uniformemente cuando
e — 0 a un par de funciones continuas (u,v) que son una solucién viscosa de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales en el que aparece una ecuacién de tipo obstaculo.

Teorema 3.1.2. Existe una sucesién ¢; — 0 tal que los valores del juego convergen,
ut = u y v = v,

uniformemente en 2 a un par de funciones continuas (u,v). El par limite es una solucién viscosa del
sistema

ml’n{—Aoou(x),(u—v)(a:)}:O x € Q,

—§A’U(l‘) +v(x) —u(z) = h(z) x e Q, (3.13)
u(z) = f(x) z € 0,

v(z) = g(x) x € oS

Aqui k= [ B1(0) z% dz es una constante que sélo depende de la dimensién N.

En la figura 3.1 se puede ver como luce una solucién del sistema en 2D. Observar que este sistema
involucra dos operadores diferenciales, el laplaciano Au = Zfi 1 Oz;z;u y el infinito laplaciano normali-
zado Ajou = (Dzu‘g—Z', %) = ﬁ 2%21 Oz, u0z,z;u0z;u, que es un operador eliptico degenerado, de
segundo orden, 1-homogéneo (ver [21]). Este sistema (3.1.3) es no variacional (no tiene energia asociada)
por lo tanto, entenderemos las soluciones del sistema en el sentido viscoso (ver Seccién 3.4 para la defini-

cion precisa). Observe que la primera ecuacién dice que tenemos dos desigualdades, —Aou(x) >0 (u es
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oo—superarmoénica) y u(z) > v(z) (u es mayor que v) con una igualdad en una de ellas. Es decir, u es una
solucién al problema del obstaculo para el co—Laplaciano con v como obstaculo y dato de contorno f.
Sin embargo, nétese que el obstaculo v depende también de u en la segunda ecuacién. Este sistema esta
completamente acoplado de manera no lineal (a través de la ecuacién de tipo obstaculo que involucra un
operador no lineal y un minimo).

Figura 3.1: Sistema con ecuacién de tipo obstaculo en 2D.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: En la secciéon 3.2 demostramos que el juego tiene
un valor y que este valor es la tnica solucién al DPP, demostrando el Teorema 3.1.1; la demostracién del
Teorema 3.1.2 estd dividida en las secciones 3.3 y 3.4. En la primera demostramos convergencia uniforme
a lo largo de una subsucesion y en la segunda demostramos que el limite uniforme es solucién viscosa para
el sistema de EDP (3.1.3). Finalmente, en la seccién 3.5 incluimos algunas observaciones y comentarios
sobre posibles extensiones de nuestros resultados.

3.2. [Existencia y unicidad del DPP

En esta seccién primero demostramos que existe una solucién del DPP, (3.1.2), luego demostramos
que cualquier solucién del DPP es el valor del juego (la demostracion se basa en que la solucién del DPP
nos permite encontrar estrategias cuasi 6ptimas para los jugadores) y simultdneamente probaremos que
el juego tiene valor, asi obtenemos la unicidad de las soluciones del DPP.

Para demostrar la existencia de una solucién del DPP usamos una variante del método de Perron
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(una solucién puede obtenerse como supremo de subsoluciones).

Consideremos el conjunto de funciones

o = {(g‘f,y‘g) : uf,v° son funciones acotadas tal que vale (3.2.4)}
siendo ) ) )
u®(z) < mzix{ [f yesgjzx) u(y) + 3 yeﬁf‘(x) us(y)} , vs(x)} x €,
vi(2) < (1 - ) ]{3 W Ch)| +ut@)  weq, )
uf(z) < f(x) r € RVM\Q,
ve(x) < g(x) r € RVM\Q.

Notar que (3.2.4) dice que (u,v°) es una subsolucién del DPP.
Observar que & # () dado que

v=-C

u
siendo C' = méax{|| f||co; lglloc }, verifica (u,v) € .

El préximo objetivo es probar que las funciones pertenecientes al conjunto (uf,v®) € &7 estdn uni-
formemente acotadas. Para eso necesitamos probar una serie de lemas. Primero, vamos a introducir una
funcién auxiliar. Dado que Q@ C R es acotado existe R > 0 tal que Q CC Bg(0). Consideremos la
funcion 5

2K(R?> — |z|*) + M si z € Bg(0),
wo(x) =3 _ . N
M si x € RV \ Bg(0),
con K = maxg |h| + 1.
Este funcién es supersolucién de una ecuaciéon auxiliar.

Lema 3.2.1. Dada K = méxg |h| + 1, existen g9 > 0 y M (independentes de ¢) tal que wy verifica

1 1
w®(x) > max { ][ w(y)dy, = sup w(y)+ = inf ws(y)} + Ke? req,
Be(x) 2 yEB: () 2 yeB.(x)
(3.2.5)
w(x) > M = mé,x{ sup f, sup g} r € RV\Q,
RM\Q RN\Q

para todo € < gg.

Demostracién. Para comenzar, observar que la inecuacién we(z) > M vale para z € RNV\Q para M
suficientemente grande. Entonces, estamos listos para probar que para x € §2 vale

1 1
wp(x) > max w dy,- sup w + = inf w + Ke2.
o) zmix{ f oy s wol)+ g int vt}

69



Esto es,

, 1 L,
0 > max { ]{35(1) (wo(y) —wo(x))dy, 5 yesgjzx)(wo(y) —wo(z))+ 5 yeanEf(m)(wo(y) - wo(az))} +Ke?. (3.2.6)

Usando que wy es suave en Br(0), por una expansién de Taylor obtenemos

wo(y) — wo(x) = (Vuo(x), ) + 5 (Dwo(w)y, ) + of).

Integrando en B (x) obtenemos

K K
]{3 ( )(wo(y) —wo(z))dy = 625 Z Oz jz;wo(T) = 82§Awo(x) +o(e?), (3.2.7)
e\T j:l
con . .
K= ——c 2eNdz = ——— 22dz,
eN|B1(0)| /By (0) 1B1(0)| JB,(0) ?

esta es una constante positiva que solo depende de la dimension.

Por otro lado, usando nuevamente que wg es suave, llegamos a

sup (wo(y) — wo(x)) = max (wo(y) — wo(x))
yEB:(z) yEB:(z)

y ese maximo se alcanza en un punto cerca de la direccién del gradiente de wy. Luego, obtenemos

) Vwg 15,9 Vuwy(z) Vwy(z) 9
max (w —wo(x)) =e(Vwg(x), =) + =" (D wo(x , + o(e”).
Anilogamente, se tiene lo siguiente
) Vuwy 15,9 Vuwo(z) Vuwo(z) 9
min (w —wo(x)) = —e(Vwg(x), =) + ze“ (D wp(x , +o(e
yGEE(m)( O(y) 0( )) < 0( ) ’vw0‘> 2 < 0( )]Vwo(a:)] ]Vwo(a:)]> ( )
y luego obtenemos
1 1 g2
- ~  inf = —Ax %). 3.2.8
3, S W)ty woly) = G Awun(s) +ofc?) (3:28)

Usando (3.2.7) y (3.2.8) en (3.2.6), y dividiendo por €2, nos queda
1
0 > méx {gAwo(x), iAmwo(x)} + K +o(1).
Observar que

N -1 N-1
Awo(z) = (wo)rr + ?(wo)r = —4K —

—2Kr = K(~4-2(N - 1))

y
Asowp(z) = (wo)pr = —4K.

Por lo tanto, obtenemos que la primer ecuacién de (3.2.5) vale para todo x € Q y ¢ suficientemente
chico. O
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Observar que el problema

1 1
w®(z) = max { ][ w(y)dy, = sup w(y)+ = inf we(y)} + K2 zeq,
Be(2) 2 yeB.(2) 2 yeB.(x)

w(z) =M r € RM\Q,

corresponde al DPP que debe ser satisfecho por la funciéon valor de un juego con las siguientes reglas:
dentro de 2 el primer jugador, que busca maximizar el pago, decide jugar Tug-of-War o paseos al azar y
tiene un pago por jugada Ke? con K = a(mdxg |h|) +1 > ah, y un pago final M = max{sup f,sup g} >
f,g. Dado que el primer jugador puede decidir qué juego se va a jugar y el pago continuo y final son
mayores que los que tenemos en nuestros dos tableros, es de esperar que las funciones de valor del juego
para nuestro juego estén acotadas por wy. Nuestro siguiente resultado dice que, de hecho, las subsoluciones
del DPP (pares (u,v) € &) estan efectivamente acotadas por wg. Esto demuestra que las funciones en
&/ estan uniformemente acotadas.

Lema 3.2.2. Dado (u®,v®) € &/ (subsoluciones acotadas del DPP (3.1.2)) y w® una supersolucién de
(3.2.5). Entonces, vale que

u (x) <w(z) y o(z) <w(x), z e RV,

Demostracién. Argumentaremos por el absurdo. Asumamos que

max { sup(u® — w®), sup(v® — ws)} =0>0.
Es claro que

w(@) <M < (@), (@) < M < (o)
para x ¢ . Por lo tanto, nos vamos a concentrar en los puntos dentro de €.

Vamos a dividir la prueba en dos casos.

Caso 1: Asumimos que sup(v® — w®) = 6. Sea n € N y sea z, € Q tal que

0 — % < (v° —w®)(xn).

Ahora bien, vamos a usar las inecuaciones verificadas por las funciones para obtener

0~ % < (0 = wf)(2n) = 7 (2n) = (1 = £%)w(an) — 0 (y)

<-) ][B L 2h(en)] + () — (1) ]{9 Ly ] ().

Luego, llegamos a

o % <(1-e?)| ]{9 o (= 00y + ) - )| + 2@ - wf) ().
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Usando que (v® — w®)(x,) < 6 obtenemos

-1 v® —w® — (K — h(x
O o < W~ R b))

Tomemos n € N suficientemente grande tal que

1

T2y <~ hian)),

y luego llegamos a
1

1
0— ———— < £ —w* dy — ———
(1 — 82)77, ]lBa(a;n)(U w )(y) Y (1 _ 82)77,
eso nos lleva a la contradiccion

o<f 0F - u)wdy
Be(zn)

Esto da por terminada la prueba para el primer caso

Caso 2: Asumimos que sup(u® —w®) = 6. En este caso tomamos nuevamente una sucesién z,, € €2 tal

que

6— % < (W — w) ().

Supongamos que

1 . 1
mix<{ - sup u + - inf 4 (y),v°(xn) p = v°(2n).
{ s w Wty ff e (20) } = v7(2)

Entonces, estamos nuevamente en el caso 1 y arribamos a una contradiccién como antes.

Finalmente, nos queda el caso
1 €

1 1 1
maxq—= sup u (y)+= mf u°(y),v°(z,)p == sup u’(y)+= inf u°(y).
{ yEBe(z¢) ( ) 2 yeB:(a.) ( ) ( )} yEBe(z¢) ( ) 2 yeBe(ac) ( )

En este caso llegamos a

1 1 1 1 1
0— = < —w)(z,) <= sup u(y)+= inf u(y)—= sup w(y)—= Inf w(y)— Ke?
- < )(@n) oup (y) 3 et (y) 2,0 (y) 3 et (y)
1 1 1
<< sup w(y)—z sup w(y)+5 sup (u° —wf)(y) — K.
2 yEBE(xE) 2 yeBE(x&‘) 2 yEBs(re)
Usando que
1
- sup (v —w)(y) <0,
yEBe(z¢)

obtenemos

2
0— =< sup u(y)— sup w(y)—2Ke2
n yeBs(ws) yeBs(xe)
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Si tomamos y, € B:(zy) tal que

sup  u(y) — — < u(yn)
yEBe (x<) n

nos queda

2 1 1
0—— <u(yn)+—— sup we(y)—2K52 Sf(yn)—l———ws(yn)—2K£2.
n n yEBg(IE) n

Asi, tenemos

60— % + 2Ke? < (uf — w)(yn) < 6.

Esto nos lleva a una contradiccién si n € N es suficientemente grande de forma que
3
—Z 42K > 0.
n
Con lo cual, en este caso obtenemos
3 2 € 5
0<0——+4+2Ke" < (u° —w)(y,) <6.
n

Esto da por terminada la prueba. ]

Ahora bien, utilizando que wg es continua RY y por lo tanto acotada en la bola cerrada Br, podemos
deducir que existe una constante A > 0 que depende de los datos f, g, h y del dominio 2 tal que
wo(x) < A. Entonces, utilizando los lemas anteriores obtenemos una cota uniforme para funciones en <.

Teorema 3.2.1. Existe una constante A > 0 que depende de f,g,h y € tal que para todo para (u,v) € o
vale

u(z) <A and v(x) <A,

para todo x € RV y para todo ¢ < gq (aqui &g viene dado por el lema 3.2.1).
Demostracién. Se deduce de los lemas 3.2.1, 3.2.2 y la acotacion de wy. O

Luego de estos resultados, estamos en condiciones de definir para z € RV,

u®(z) = sup u(x) y v¥(z) = sup wv(x). (3.2.9)
(wp)ed (wv)es/

El resultado previo, el teorema 3.2.1, dice que estas funciones u® y v° estan bien definidas y estan acotadas.
El siguiente teorema nos dice que las funciones recién definidas son soluciéon del DPP (3.1.2).

Teorema 3.2.2. El par de funciones (uf, v°) es solucion del DPP (3.1.2).
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Demostracién. Veamos primero que (uf,v%) € &7. Sea (u°,v°) € & y x € () tenemos que

() < mix { § > () + ;]gf( (). (@)]}.
yEB: (x e(T

Tomando supremo del lado derecho (u®,v®) € &/ obtenemos

1 1
u () < mix { sup )+ 5 ), v¥(2) }
YyEBe(x e\T

y luego tomando supremo del lado izquierdo concluimos

ut(z) < méx{} sup u(y) +1 inf us(y),vs(x)}.
yEBe () yEBe(x)

De manera anéloga para la segunda ecuacién obtenemos que v® verifica
V@) <=2 f oy + )] + o)
B:(x)

para x € (2.

Finalmente u°(z) < f(x) y v*(x) < g(z) para x € RN\Q, tomando supremo obtenemos u°(z) < f(x)
y v¥(x) < g(z) para x € RN\Q y concluimos que (u®,v°) € .

Tenemos las desigualdades deseadas para el par (u®,v°) € 7. Para probar que el par es efectivamente
una solucién del DPP vamos a razonar por el absurdo. Asumamos que tenemos una desigualdad estricta
para algin x9 € RV. Si g € RNM\Q y vale u®(z9) < f(z¢) vamos a llegar a una contradiccién si

consideramos
u®(x) si x # xp,
(z) =

u®(xo) + 9 si T = xg,

ug

con 0 > 0 suficientemente chico para que valga u®(xg) + 6 < f(xg). Luego, se puede chequear que el par
(uf, v®) pertenece a &7 pero en zp tenemos

ug(xo) = u(zo) + 0 > u®(x0) = supu®(xo),
o

que es una contradiccién.

Podemos argumentar de manera similar si zg € RV\Q y vale v*(x9) < g(x0). Entonces concluimos
que vf(z) = f(x) y v¥(x) = g(z) para todo x € RNV\Q.

Asumamos entonces que tenemos una desigualdad estricta para xg € 2. Consideremos primero el caso
en el que

1 1
u(z) < max {f sup u(y)+ = inf u(y), vs(xo)}.
yEB:(x0) 2 yeB.(w0)
Consideremos ) )
méx{f sup u(y)+ < inf ua(y),va(xo)} —u(zg) =9 >0,
y€Be(zo) 2 y&B:(x0)
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y, como antes, la funciéon
u®(x) si x # xp,

5
u®(xo) + 3 si x = xp.

Entonces tenemos

) 1 1
ug(zo) = u(zo) + 5 < max {f sup v (y)+ = inf ue(y),va(xo)},

2 y€Be(z0) 2 yeB: (o)
y luego
1 1
uj(ao) < mix{S sup wi(y)+; mf wui(y),v(wo) ).

yEB:(z0) yEBe(z0)

En otros puntos x € {2 también vale
) 4 1 £ 1 ‘. ) £
ug(x) < max{f sup ug(y) + = inf wug(y),v (:L’)}
yEBe(x) 2 yeB.(x)

Finalmente, para v® tenemos para cualquier z € 2,
v (z) < (1 - €2) [][ vF (y)dy + 5211(;5)} + e2uS (2).
B:(x)

Asi, tenemos que el par (ug,v®) pertenece a o7, llegando nuevamente a una contradiccion como antes
dado que u§(zg) > u®(xo).

Analogamente podemos llegar al absurdo si g € 2y

v¥(ao) < (1 -2 ][B M+ )]+ <o)

Esto finaliza la demostracion. O
Corolario 3.2.1. Existe una constante A > 0 tal que
|u®(z)] < A and [v°(z)| < A

para todo z € RV,
Demostracién. Se deduce de (3.2.1) y la definicién de u® y v°. O

Comentario: En la definicién (3.2.9) obtenemos una funciéon v que no es necesariamente medible.
Entonces, entendemos la integral de la siguiente manera

/ v®(y)dy = sup {/ w(y)dy / w medible , w < v°}
Be () Bc(z)
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Alternativamente, podemos obtener un par de funciones medibles (u®, v®), soluciones del DPP a través de
la siguiente iteracion: Dadas uf = vj = —C con C > 0 suficientemente chica, tenemos que el par (ug, vf)
es subsolucién del DPP (3.1.2). Definimos para n > 0

1 1
ur () =méaxq |= sup ui(y)+ = inf wu;(y)|,v°(x x €€,
@) =mix{[3 sw w)+3 bl w)] @]
@) == £ iy 2] i) sen
B (z)
U1 (2) = f(z) r € RM\Q,
[ v (2) = g(a) r e RMQ.

Esto nos da un par de sucesiones de funciones medibles (u,v:) subsucesiones del DPP, crecientes,
uniformemente acotadas. Si definimos

M g (2,) = w(z,t) y Mmoo (e, t) = o (2, 1)

Estas funciones resultan medibles, y son solucién del DPP (3.1.2). Los detalles de construccion alternativa
de la soluciéon del DPP se pueden ver en el lema 5.4.4 y el teorema 5.4.1 del capitulo 5. Con esto damos
por terminado el comentario.

Ahora, para tener una versién completa, incluimos el enunciado preciso del Optional Stopping Theo-
rem (una herramienta clave de la teoria de la probabilidad que usaremos a continuacién).

The Optional Stopping Theorem. Recordemos (ver [59]) que una sucesién de variables aleatorias
{Mp}r>1 es una supermartingala (submartingala) si

E[Mj 1| Mo, My, ..., M) < My, (>).

Entonces, el Optional Stopping Theorem, que notaremos (OSTh) en lo sucesivo, dice: Sea 7 un tiempo
de parada que verifica alguna de las siguientes propiedades,

(a) El tiempo de parada 7 es acotado casi seguramente;
(b) Vale que E[7] < oo y existe una constante ¢ > 0 tal que

E[Mk-i-l - Mk|MOa ey Mk?] <g¢
(c¢) Existe una constante ¢ > 0 tal que |Mm1'n{‘r,k}‘ < ¢ casi seguramente para todo k.

Entonces
E[M:] <E[Mo] (=),

si {Mj}r>0 es una supermartingala (submartingala). Para ver la demostraciéon de este resultado ver
[25, 59].

Estamos listos para probar el Teorema 3.1.1, que enuncia si que el par (u®,v®) es una solucién del
DPP (3.1.2) es el valor del juego, y este es tnico.
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Demostracion del Teorema 3.1.1. Probemos que
w'(w) = swp BFEY [pago total] v o¥(x) = supin EGY, [pago total.

Fijemos § > 0. Asumimos que comenzamos en un punto en el primer tablero, (z¢,1). Entonces,
elegimos una estrategia para el jugador I utilizando la solucién del DPP (3.1.2) de la siguiente manera:

EL jugador I decide permanecer en el primer tablero si

1 1 1 1
max {f sup u(y)+ < inf u(y), vs(xg)} =—- sup u(y)+= inf u(y),
yEB:(x0) 2 yeB: (o) yEB:(z0) 2 yeB: (o)
y en este caso el jugador I elige un punto tal que
o
zj 1 = Si(wo,...,x) talque sup wu(y) — ShFT < uf(z)44),

yEBe (1)

si el lanzamiento de la moneda lo favorece al jugar Tug-of-War. Por otro lado, el jugador I va a elegir
saltar al segundo tablero si

1 1
méx {f sup u°(y)+ = inf u(y), UE(ZEQ)} = v (x9).
yE€Be (o) 2 yeBe(wo)
Dada esta estrategia S; para el jugador I, y cualquier estrategia para el jugador II, consideremos la
sucesion de variables aleatorias

N

—1

. i 1)

My = w* (g, i) + (1 — &%) > hlw)x =2y (i) — ok
=1

Veamos que (My)g>0 es una submartingala. Para eso necesitamos acotar

zo,l zg,l xg,l .
Eg;SgI (M1 | Mo, . .., My] = Eglgsfl (Mypar| M) = Eggsgl My | (25, 1)

Vamos a considerar diferentes casos

Caso 1: Supongamos que jr = 1y jrr1 = 1 (esto es, nos quedamos en el primer tablero), entonces

k
o, zo,1 . 1)
EG 0 [Mil(z, 1] = BEG) [u(@rr1) + 221 = &) Y h@n)x (=2 (i) — gyl (@es 1)
=1

Ead

-1

xo,1 : 0
\:/EL(S,;SI)I U (Tpg1) + 2 (1 — %)) hla)xqj=a (1) — W‘(xka 1)]
k=1 =1
> §U6($}c+1) + iug(x}clﬂ) +ef(1—€%) Y hla)xg=2 (1) — ok+1
1 ) 1 - — 0
>- sup u(y)— ———+= inf uf(y)e?(1—&? h(z)xgi=n (1) — ==——
2 yeBE(xk) ( ) 2k+1 2 yGBE(mk) ( ) ( )lz; ( ) {] 2}( ) 2k+1
k—1 5
= uf(wp) + (1 — €)Y hlm)xqy—2p (i) — oF = Mk
=1
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Caso 2: Supongamos que jr = 1 y jr+1 = 2 (esto es, cambiamos de tablero), entonces

k
X £ y 6
B 5o [Mia] (e, D] = 0 (@) +€%(1 = %) D hlen)x =2 () — gepp
k1 = 5
NP v () + 51— %) Y hl@)xj—oy (i) — ST
Jk=1 =1
k1
> 0% (z) + e2(1— &%) > h(w)xqj=2y (i) — of = M.
=1

Caso 3: Supongamos que jj = 2, usando la probabilidad de ji11 = 2 es (1 —£2) y en el caso jrpi1 = 1
es €2 obtenemos

xo,1 @ .
B 5) [Mia| (2, 2)] = (1 — e)EGES) My |2k, 2), jasn = 2]

o) (3.2.10)
+€2Es?o,’sn [Miyy1|(2k,2), jer1 = 1].

Si jk = jr+1 = 2 la proxima posicién va a ser elegida con probabilidad uniforme en B.(zy). Luego, vale

]E(sio’sl) (Mys1|(7x,2), Jrg1 = 2]
K
) .
= E(saio’sl)l [U€($k+1 21— hlz)xgj—oy () — it | (ks 2)s Jer1 = 2]
=1

S

1

, 5
= ]{9 ( )vs(y)dy + (1= eh(ar) + (1= %) ) h(m)xg= () = g
e(Tk =1

Por otro lado

B3 Myl (24,2), jir = 1]

k
= uf(zp) 4+ 2(1 — £2) Z h(z1)x =2y (1) — °

2k+1
=1
k-1 s
= u(an) + (1 = eh(an) + (1 = %) Y hl@)x(=2 () —
=1
Si usamos estas estimaciones en (3.2.10) llegamos a
EG 5 (M| (zx, 2)]
S¥,S1r k+1[\ Tk,
5 5 k—1
=(1- 52)[]€3 ( )Ue(y)dy +%h(ay)] - k1 +e%uf (o) — kT +e?(1-¢%) Z h(x1)x (=23 (1)
e (Tk —
1 5 =1
= % (@) + 21— ) 3 hl@)xgy=ny () — 5 = M.
=0
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Asi, llegamos a que (My)g>o is submartingala.

Usando el OSTh podemos concluir que dado k € N,
E@D (M, pn] > M,
Sy,Su TAk] Z V10

donde 7 es el primer tiempo tal que z, ¢ Q en algtin tablero. Tomando limite £ — oo llegamos a
T—1

@ 0, . . o
E(SI*O,L@II)I [M,] = ]ng‘)?;gl [ws(xT,]T) +e3(1 —€?) Z h(z)x =2y (i) — 2—7] > w®(xg, 1).
=1

Luego, obtenemos

1
Eg? SI)I [pago total] > u®(xg) — 6,

tomando infimo sobre Siy y luego supremo sobre S tenemos

sup inf ]Egmlosg [pago total] > u®(zg) — .

S; Su

Observar que si comenzamos en el segundo tablero, las estimaciones previas muestran que

sup inf ngoéz) [pago total] > v (zg) — 4.
SI SII 1,911

Ahora vamos a probar la inecuacién opuesta (intercambiando inf y sup). Esto es, vamos a probar

u®(x) > inf sup Efgxg [paog total] — ¢ y v (z) > inf sup Eg’:? [pago total] — 0.
SH SI 1,211 SH SI 1,211

Para eso vamos a definir una estrategia para el jugador II de la siguiente manera

, 0
x}CI_H = Sfi(zo,...,zx) tal que ye}Bn{x )ue(y) + SR > ue(:zrgﬂ)
e\Lk

y consideremos la sucesion de variables aleatorias

o

-1

. . )
Ny, = w® (2, ji) + (1 — £%) h(z1)x =2y (i) + ok
1=1

Probemos que (NVi)g>0 es supermartingala. Nuevamente vamos a considerar varios casos.

Caso 1: Supongamos que jr = 1y jrr1 = 1, esto significa que el primer jugador decide no cambiar de
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tablero. Entonces, tenemos

k
xQ, 0,1 )
B0 N (2, 1)] = ES%0 [u (zi) + 21— 2 ) 2 R ) + [k 1)]
k—1 B 5
0,1 .
— EG% [0 @) + 21 =€) D han)xg=2) () + gy | (@n, V)]
=1 =1
: 1 1 = 5
= U u® (z)41) + U (apy) + 221 =)D hl@)xg—2y () + ShFT
1 1 - = 5
<= sup w(y)+= inf u(y)+e3(1-—¢e? h(z () + o +
2 yEBs?xk) () 2 yEBs(xk) ) ( ); ( Z)X{j 2}(]1) ok+1 © 9k+1
= 5
< uf(zg) +e*(1-¢€7) lz;hx’ Xgi=2y (30) + 55 = Nk

En la Gltima inecuacién usamos

1 1 1 1
u'(r) =méx<{|= sup u(y)+ = inf u® () p > = sup u(y)+ = Inf u®(y).
() {l s W)+t ()] v"(2) } sw W)+ dnt ()

Caso 2: Supongamos que jr = 1y jr+1 = 2 (esto es, el jugador I decide cambiar de tablero). Entonces,

k
B [Ni| (2, 1] = 07 () + €7 (1= %) 3 hla)x -2y (i) + 351
k—1 = )
= UE( 1—6 Zh xl X{g 2} jl) 2k+1
dr=1 =1
k—1 5
< uf(zp, 2(1 — & Zh (z1)Xxgj=2y (1) + ok = Ng.
=1

Aqui utilizamos

u® () = méx { [} sup u(y) + E inf us(y)} ) vs(:c)} > v (x).

yEB:(x) 2 yeB:(x)

Caso 3: Supongamos que ji = 2, entonces, utilizando nuevamente que la probabilidad de jyi+1 = 2 es
(1 —€2) y de jpy1 = 1 es €2, obtenemos

ES ) [Nkt (26, 2)] = (1 — )ES) [Nes | (@, 2), Gsr = 2] + €2EG00) [Ne | (5, 2), Gvgs = 1.

Si jk = jr+1 = 2, la préxima posicion es elegida con probabilidad uniforme en B.(xy). Luego, llegamos a

B3 [Nkt (24, 2), i = 2]
k
. . o .
= BG4 [0 (ors1) + €200 = €9 Y h(@)x = () + gerp I, 2),disa = 2]
=1

kol

1
. 1)
= ]g ( )Ua(y)dy +e2(1 - *)h(ax) + (1 =) ) h()x(j=2y (i) + oRTT”
e(Tk =1
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Por otro lado

E(siosl)l [Ni+1|(z, 2), o1 = 1]

k

e . )

= uf(xx) + (1 — &%) Z h(x)xgj=23 (1) + Yy
=1

E

-1

. )
= us(l‘k) —+ 62(1 — 82)h($k) + 82(1 — 62) h(CL'l)X{jzz}(]l) + W
1

~

De estas estimaciones deducimos

5 5
B g [Nk | (24, 2)] = (1 — ) []{3 ( )ve(y)dy +52h($k)} girr T eout (@) — g
e\ Tk
k—1
+e2(1 =€) Y () xgj=2) (1)
=1
k—1

. 1)
= % (wg) + (1 — £%) Z h(z)xj=2y (i) — ok = N
=1

Luego (Ng)r>0 es supermartingala. Usando el OSTh obtenemos

,1
EG 5 [N-pk] < No.

tomando limite k — oo llegamos a
E§"5) [N-] < No.

Tomando supremo sobre St y luego infimo sobre Si; obtenemos

fsup EG%)[N,] < N
BT EGSV] < N

donde 7 es el tiempo de parada del juego. Entonces,

inf sup IE( )[pago total] < u®(x) + 0.

St

Como antes, repitiendo las ideas comenzando en (zg, 2) llegaremos

inf sup Egl SI)[pago total] < v®(xg) + 9.
I

St
Para finalizar la demostracion observar que

sup mf Es, s, [pago total] < infsupEg, g, [pago total].
Sp Su S5

Luego, llegamos a

u®(zo) —§ < sup 1nf IE( 0 )[pago total] < 1§1f sup IE( 0 )[pago total] < u®(xg) + 4
St St
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v®(zg) — 0 < supinf ngoéZ) [pago total] < inf sup IE(SwOéQ) [pago total] < v*(zg) + 4.
SI SII 1,911 SII SI 1,211
Como ¢ > 0 es arbitrario podemos concluir que el juego tiene valor, y este valor es la solucién del DPP

que habiamos obtenido (o cualquier soluciéon del DPP), llegamos a

(x0,J0) (w0,j0)

w*(zo, jo) = supinf E¢ 5" [pago total] = inf sup E¢ "' [pago total].
SI SH 1,211 e SI 1,211
Esto prueba la unicidad de la solucién del DPP (3.1.2). O

3.3. Convergencia uniforme cuando ¢ — 0.

Ahora queremos pasar al limite en el valor del juego, obteniendo una subsucesion ¢; tal que
u —u, v —w, cuando e — 0,

y en la préxima seccién probaremos que este par limite (u,v) es una solucién viscosa del sistema (3.1.3).
Para eso vamos a usar un lema de tipo Arzela-Ascoli. La prueba de este lema ver Lemma 4.2 de [44].

Lema 3.3.1. Sea
{u]8 : ﬁ — R}€>07

una sucesion tal que

1. Existe C' > 0 tal que |w®(z)| < C para todo ¢ > 0 y todo = € §,

2. Dado § > 0, existen constantes 79 > 0y ¢ > 0 tales que para todo € < ¢ y todo z,y € € tales que
|z —y| < ro vale
jw* () —w(y)| < 4.

Entonces, existe una funciéon uniformemente continua w :  — R y una subsucesién que seguiremos
llamando {w®} tal que

w® — w uniformemente en €, cuando £ — 0.

Entonces, nuestra tarea ahora es mostrar que u® y v® satisfacen las hipétesis del lema anterior. Primero,
observar que ya demostramos que las funciones estdn uniformemente acotados (ver Corolario 3.2.1). Por
lo tanto, tenemos que existe una constante C' > 0 independiente de ¢ tal que

u(z) <C,  v(z)| <C,
para todo e >0y z € Q.

Para probar la segunda hipétesis del Lema 3.3.1 necesitaremos Algunas estimaciones clave segin el
tablero en el que estemos jugando. Primero, probaremos unos resultados preliminares en los que asumimos
que no cambiamos de tablero (por lo tanto, se juega Tug-of-War o paseos al azar en cada jugada). A
continuacién, conseguiremos utilizar las estimaciones obtenidas teniendo en cuenta el acoplamiento entre
las dos jugadas para demostrar la equicontinuidad asintética requerida para el valor del juego u® y v°.
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3.3.1. Estimaciones para el juego Tug-of-War

En este caso vamos a suponer que estamos jugando permanentemente en el primer tablero (con el
juego Tug-of-War). Suponemos que el jugador decide jugar en cada jugada, por lo que el tablero no
cambia.

Lema 3.3.2. Dadon > 0y a > 0, existen 79 > 0y g9 > 0 tal que, dados y € 9Ny z¢ € Q con |xg—y| < 19,
uno de los dos jugadores tiene una estrategia S* con la cual obtenemos

a
P(I‘TZ |x7—y|2a> <n and IP’(TZS—Q> <,
para £ < g9 y ¥, € RV\Q la primera posicién fuera de €.

Demostraciéon. Vamos a incluir una versién resumida de la demostracion. Para ver todo los detalles se
puede ir a [47]. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que y = 0 € 9. En este caso definimos
la estrategia S* (esta estrategia puede utilizada por cualquiera de los dos jugadores) ”apunta al punto
y = 0” de la siguiente manera:

23

. T,
Tpg1 = S™(xo, 21, ..., k) = Tf + <27 - 6)

Je]

Consideremos la sucesion de variables aleatorias

e3

Nk = ’xk’ + 2k7

para k > 0. Asumiendo que uno de los jugadores usa la estrategia S*, el objetivo es probar que {N}r>0
es supermartingala. Luego de algunos calculos llegamos a

[\

€
E[(Nit1 — Ni)?|Ni] > 3
Ahora, analicemos IV, 13 - N ,3 1+ En efecto
Ni = Ny = (Niy1 — Ni)? + 2N (N — Niq).

Ademas vale E[Nyy1(Ng — Niy1)|Ng] > 0. Entonces

62

E[NI? - N13+1‘Nk] > E[(Np41 — Nk)QlNk] > 3

Para la sucesion de variables aleatorias )
ke
Wi = Ni+ 5

llegamos a

2
[
E[Wy. — W1 [Wi] = E[N? — N2, — S[Wi] 2 0,
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como E[Wg|Wg] = W entonces
E[Wj 1 [Wy] < Wy,

Hemos probado que {Wj}ir>1 es una supermartingala. Usando el OSTh, y dado m € N definimos el
tiempo de parada 7 A m := min{7,m} y estamos bajo las hipétesis de OSTh. Entonces, obtenemos

E[WT/\WL] < WO .

Observar que lim 7 A m = 7 casi seguramente. Luego, usando el Lema de Fatou, llegamos a
m—r0o0

E[W.] = Eliminf Wrnp] < lHminf E[Wenm] < Wo.

m
Fatou OSTh
Luego, obtenemos E[W.] < Wy, i.e.,
2
E[N2 + %] < N2. (3.3.11)

Entonces
E[7] < 3(|zo| 4 £%)2e72 < 4|zo|%e 72,
si € es suficientemente chico. Por otra parte, si volvemos a (3.3.11) tenemos
E[NZ] < NG,
es decir,
3
€
Ellar[? < E[ (2] + 5)2] < (Jool + %2 < 2lao”

Lo que tenemos hasta ahora es

E[r] <dlzole™ y  Ellar’] < 2fwol”

Vamos a usar estas estimaciones para probar
a
P(T > §> <n .y P(!xf\ > a) <.

Sean >0y a >0, tomamos zg € Q tal que |zg| < ro con ro que determinaremos luego (dependera de 7
y a). Entonces

_ _ a\ a
Crée2 > Claol*e ™ > E™[r] > ]P’(T > €—2>E—2
Luego

P(r >
lo que sera verdadero si rg < 77—(? También tenemos
Cr§ > Clao|* > E® |z, °] > a®P(|a-[* > a?).

Entones 9

.
P(lzr| > a) <C3 <,

. ) 2 . 2 )
lo que sera verdadero si rg < 4/ “%&-. Observar que si tomamos a < 1 llegamos a |/ %% < /% . Luego, si

. 2 . .
elegimos 79 < |/ & ambas condiciones se satisfacen. O
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3.3.2. Estimaciones para paseos al azar

En este caso vamos a suponer que permanecemos permanentemente en el segundo tablero, jugando
paseos al azar. En este caso no hay estrategias involucradas.

Lema 3.3.3. Dadosn > 0y a > 0, existen 79 > 0y €9 > 0 tal que, dados y € 9Ny z¢ € Q con |zg—y| < ro,
si jugamos paseos al azar, tenemos

a
P(|x7—y]2a)<n y P<72§)<n,
para todo € < g9 y , € RV \Q la primera posicién fuera de €.

Demostraciéon. Recordemos la condicién de bola exterior uniforme sobre €2 con constante 8y > 0.

Para N > 3, y dado 0 < tp, e y € 92 podemos asumir sin perdida de generalidad que z, = 0 es tal

que By(0) N Q = {y}. Definimos el conjunto
Q. ={z eRY : d(z,Q) < e},

para ¢ suficientemente chico. Consideremos la funciéon p : 2. — R definida como

1 1
He) = gr=g ~ v
Esta funcién es positiva en Q\{y}, radialmente creciente, y arménica en Q. También vale que u(y) = 0.

Para N = 2 tomamos pu(x) = In(0) — In(]z|) (omitimos los detalles en este caso).

Consideremos z( € €2, la primera posicién del juego, tal que |zg—y| < rp con 7 a elegir més adelante.
Sea (xr)k>0 la sucesién de variables aleatorias jugando paseos al azar, y la sucesién de variables aleatorias

Ny = M(J:k)?

para k > 0. Vamos a probar que N es una martingala. En efecto

E[Njy1|Ni] = ][ u(y)dy = p(ay) = N
Be(zr)

Aqui usamos que u es armoénica. Dado que p es acotada en €2, se cumplen las hipétesis del OSTh, luego
tenemos

Elpu(zr)] = p(wo). (3.3.12)
Entonces vale N_o
RY72(N —2
o) < ro( )

Si llamamos



y volvemos a (3.3.12) obtenemos
Elp(z;)] < (82, 8)ro. (3.3.13)

Debemos establecer una relacién entre p(x;) y |z —y|. Para ello, consideremos la funcién b : [0, +o0) — R

dada por
_ 1 1
b@) = ox= ~ v
Con esta funcién podemos probar que dado @ > 8 existe b > 0 tal que
if pu(z,) <b= |z | <a.

Aqui usamos que la funcién b(a) es creciente. Ahora, debemos probar la siguiente afirmacién: para todo
a>0,existea >0 yey>0 tal que, si

x| < @, v d(z, Q) < e,

entonces
|z —y| < a.

Vamos a demostrar esta afirmacién por el absurdo: Supongamos que negamos la afirmacién, entonces
existe un ag > 0 tal que para todo @ > 6 y para todo gy > 0 existe z, con |z.| <@y d(xz,;,Q) < g9. pero

|$T - y| > ap.

En este caso podemos construir sucesiones a* — 0, e — 0 y 2! un conjunto acotado de puntos. Este
conjunto tiene una subsucesién convergente que, para no cargar la notacion, llamaremos simplemente
x? — z. Analicemos un poco que cumple z.

como |z7| < a" = |z| <6,

como |z —y| > ag = |z — y| > ao,

y finalmente
como d(z,Q) < eff = d(2,Q2) =0=2¢€ Q.

Esto implica que |z| = 6 y z € Q. El tinico punto que cumple esto es ¥, pero z # y pues
|z —y| > ag > 0.

Esto produce un absurdo.

Poniendo todo junto obtenemos que, dado a > 0, existe @ > 8, b > 0 y g9 > 0 tal que
sip(zr) <b=lz:—yl<a, dz,,Q) <ep.
Vamos a pedir 0 < b < a, a definir luego. Entonces llegamos a
B(u(z,) > b) > B(le, —y| > ).
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Volviendo a (3.3.13) obtenemos

(2, 0)ro > Elu(r)] = P(u(zr) = b)b = P(|zr —y| = a)b.

Usando que @ — 6 < K (0)b arribamos a

a—0

K(0)

c(2,0)ro > P(lzr —y| > a)

Luego
c(Q,0)roK(0)
a—0

n(@—0)
"0 0. 0)K(0)

Esta es una de las inecuaciones deseadas. Ahora, consideremos

P(lzr —y| > a) < <,

lo cual es cierto si

EWﬁq—NﬂMJzﬁﬂ () — )

Podemos probar que
E[NZ, | — NN > 0(Q)e?,

si € es suficientemente chico. Aqui, R = méx,co{|z|} vy

k(N —2)?2

o(Q) = SRR

Consideremos la sucesion de variables aleatorias (Wy),>o dada por
Wy = —NZ + o (Q)ke?.

Entonces
E[Wgy1 — Wi |Wi] = E[— (N2, — N2) + 02| Ny] < 0.

Esto es, Wi, es una supermartingala. Usando el OSTh como antes obtenemos
E[—p?(27) + ore?] < =i (o).

Por lo tanto,
Elore?] < —p(z0) + Bli(z,)] < Elu(x,)].

Vamos a necesitar acotar E[u?(z,)]. Tenemos

Elp*(2r)] = E[u? (2r)|p(ar) < bIP(u(er) < b) +Elp® (zr)|u(zr) = bP(u(zr) 2 b).

(3.3.14)

(3.3.15)

Luego vale E[u?(z,)|u(z,) < b] < b? y P(u(z,) < b) < 1. Si llamamos M (go) = maxzeq,, |#(x)| obtene-

mos E[u?(z,)|p(z,) > b] < M(go)?. Finalmente usamos (3.3.14) para llegar a

C(Qa Q)TO

Plu(zr) 2 b) < —
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Por lo tanto

Q,0
E[u(z,)] < b + M(ao)zc(’b)”’.
Recordemos que 0 < b < a. Entonces
Q.0
E[i%(z,)] < a® + M(50)2C(’b)m. (3.3.16)
Por otro lado, tenemos
oE[re?] > P(re% > a)ao.
Usando (3.3.15) y (3.3.16) llegamos a
0,0
P<T > 32) < @4 M(g)2 200
3 o boa
Si pedimos
a_n
o 2
arribamos a (.6)
a n 9C ,U)T0
IP’( > 7) < T4 M(gp2 2200
T2 _2+ (o) bao <7
lo cual es cierto si pedimos
< bnac
T —_
U 2M(e0)e(€.6)
Entonces, obtenemos la segunda desigualdad del lema, asi hemos terminado la demostracion. O

Ahora vamos a analizar el juego acoplado completo. Primero, necesitamos estimar el niimero de veces
que se juega el juego. Para esto necesitamos acotar la cantidad de veces que jugamos en el segundo
tablero. Para eso necesitamos que los jugadores tengan una estrategia para la cual se verifica

E[r] < 5% (3.3.17)

donde la constante C' es independiente de &.

Tengamos en cuenta que esta es una afirmacion no trivial ya que el juego tiene reglas asimétricas. De
hecho, la parte dificultosa del argumento es demostrar que el jugador II tiene una estrategia que garantiza
(3.3.17) independientemente de las elecciones realizadas por el jugador I cuando juega en el primer tablero
Tug-of-War, o cuando decide cambiar de tablero. En cualquiera de estos casos la estrategia que elige el
jugador II hara que finalice el juego en un ntmero esperado de jugadas no tan grande. Observar que el
jugador I puede forzar que el juego se juegue sélo en el segundo tablero (cambiando tablero cada vez),
o jugar en el primer tablero. Si ocurre alguno de estos dos casos extremos, entonces la cota (3.3.17) se
mantiene puesto que si se juega Tug-of-War todo el tiempo tenemos la estimacion dada en el Lema 3.3.2
y cuando juegan todo el tiempo paseos al azar, podemos usar el Lema 3.3.3. Sin embargo, tenemos que
cuidar todos los posibles escenarios intermedios.

Por lo tanto, enunciemos y probemos la cota sobre la esperanza del nimero de jugadas .
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Lema 3.3.4. Si el jugador I decide no cambiar de tablero y usa la estrategia S| definida en el lema 3.3.2
(la estrategia de apuntar a y € 9€2), entonces, existe C' = C'(2) > 0 tal que

SEL g [ <C (3.3.18)

para cualquier posible estrategia Sy para el jugador 11, y cualquier posicién inicial del juego (zg, jo) (esto
es, para cualquier zy € Q y cualquier tablero, jo =1 0 jo = 2).

Demostraciéon. Supongamos a comenzamos en el primer tablero, es decir, jo = 1, entonces jugando the
Tug-of-War podemos usar la estimacién del lema 3.3.2. Notar que en la demostraciéon del lema 3.3.2
obtuvimos una cota para

E[r] < 4|zo|?e 2 (3.3.19)

cuando la posicién inicial es cercana al borde y uno de los jugadores apunta al borde, es decir, si comenza-
mos |zg —y| < 1o, obtenemos (3.3.18) para esta posicion inicial. Entonces, podemos repetir el argumento
anterior comenzando en 1 tal que |x1 — xo| < 1 para algiun zy con |zg — y| < rg, tenemos una estrategia
de apuntar a x( y asi obtendremos, gracias al lema 3.3.2 apuntamos a y para obtener

E[r] < 8rge2

comenzando en x; con |r1 — y| < 2rg. Dado que 2 es acotado, podemos obtener, en un nimero finito de
pasos la estimacién (3.3.18) si comenzamos en cualquier punto (zp, 1) para cualquier posible estrategia
St del jugador II.

Si la posicién inicial xg se encuentra en el segundo tablero, la esperanza del tiempo de parada T se
puede acotar

o0
E(S?”ﬁl)l [1] < ZE(;O’ [7‘|Camb1a de tablero en la jugada j} (cambia de tablero en la jugada j)

o
< Z (] + ) (cambia de tablero en la jugada j).

(3.3.20)
Aqui usamos la estimacién (3.3.19) para obtener

C
Eg?gl)l [T\cambia de tablero en la jugada j| < j + =

Por otro lado, tenemos
P(cambia de tablero en la jugada j) = (1 — 2)77 12,

Entonces, si volvemos a (3.3.20), llegamos a

o0
(w72) 1.2 1 1 1 C
Bl < 1 (7 G)0 eI = L - O s

Jj=1
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Aqui usamos que

[e'e) ' 1
> jet(1— e = EX| = 5,
j=1
siendo X ~ Ge(e?). Con esto hemos terminado la demostracién. O

Lema 3.3.5. Si el jugador II utiliza la estrategia Sj; definida en el Lema 3.3.2 (la estrategia que apunta
a y € 0N), entonces, existe una constante C' = C(Q) tal que

2
EZ g [e27] < C

para cualquier estrategia posible St para el jugador I (que decide jugar o cambiar de tablero en cualquier
jugada en el primer tablero), y para cualquier posicién inicial posible del juego (zg,jo) (es decir, para
cualquier zp € Q y cualquier tablero, jo = 1 o jg = 2).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que @ C Br(0)\B;s(0) e y € 92N 0Bs(0).
Vamos a definir un juego nuevo en un tablero:

Consideremos en el dominio Br(0)\Bs(0) (solo en un tablero) un nuevo juego con las siguientes reglas;
dado xy € Br(0)\Bs(0) el jugador I elige entre dos opciones. La primera opcién es jugar Tug-of-War.
La segunda opcién es jugar paseos al azar con probabilidad (1 — £2), y con probabilidad €2 la posicién
se mantiene en xg. Si el jugador I elige la opcién uno, tiene alguna estrategia St para elegir la siguiente
posicién (supongamos que quiere maximizar el tiempo de salida). En ambos casos la siguiente posicién
debe seleccionarse en B:(xo) N Br(0). El juego termina cuando la posicién llega a Bs(0).

Nuestro objetivo ahora es estimar la esperanza del tiempo de salida 7 jugando este juego. Més
precisamente, dada Sjj la estrategia del Lema 3.3.2 para el jugador II, y St cualquier estrategia para el
jugador I, tenemos

-2
Eg?,sﬂ [T*] < C(R,0)e™~.

En efecto, consideremos la funcién

E(x) = B, sy [77].

Nétese que F es radial y creciente en r = |x|.

*
11

Entonces, utilizando las estrategias Sj; y St una estrategia que busca maximizar el tiempo de salida,
tenemos que la funcién E puede asociarse con el siguiente DPP

1 1
E(x) =méxq = sup Ey)+ < inf Ey,1—52][
(=) {deBg(z)ﬂBR(O) (®) 2 yeB:(x)NBR(0) (@), ( ) Be(z)NBR(0)

E(y)dy + EQE(x)} +1.
El dltimo término corresponde a la jugada ejecutada (el nimero de jugadas siempre aumenta en uno al
realizar una jugada). Llamemos F(x) = e2E(z). Esta funcién verifica

F@)=mix{5  sw P+, ot F)(-e)f

F(y)dy + £2F(z) } + £2.
yeBs(I)mBR(O) 2y€BE(x)ﬂBR(O) (y) Y ( )}

<(x)NBr(0)
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por lo tanto, llegamos a

1 1
0 = max< — sup F(y)— F(z)) + = inf F(y) — F(x)),
(5,0 (PG -F@)eg (P F)

-4 oy (FO) — F@)dy -

Esto nos induce a buscar una funcién F tal que

1 1
0>3 sup F(y) — F(x)) + = inf F(y) — F(z)) + &2
- (x)mBR(O)( W= F)+g o W)= F@)
' (3.3.21)

02][ (F(y)—F(m))dy+€2.
Bg(w)ﬂBR(O)

Notese que para € pequenios esta es una version discreta de las siguientes desigualdades

0> A F(z) +2 z € Br(0)\Bs(0),
0> AF(z) +2(N +2) z € Bgr(0)\B5(0),
F(z) =0 z € 0B;(0), (3.3.22)
OF
| 5 () =0 2 € dBR(0),

donde a% se refiere a la derivada normal. Consideremos el problema

AF(z) +2(N+2) =0 2 € Bri<(0)\Bs(0),
F(z) =0 z € 0B;5(0), (3.3.23)
‘?;;(x) 0 z € OBy (0).

En [13] se demuestra que una solucién radial y creciente de este problema en r = |z| viene dada por
F(r)=—ar* —br* N 4 ¢

para N > 2y
F(r)= —ar? — blog(r) + ¢,

para N = 2, con ciertas constantes a, b, c que dependen solo de N, R, § y € pero que estan acotadas
uniformemente cuando € — 0. Si miramos esta funcién en el conjunto Bs(0)\Bs_.(0) obtenemos

N -1
AP =F < F,+ ——F, = AF.
T

Entonces, F' satisface (3.3.22). Un calculo cldsico usando las expansiones de Taylor muestra que F' satisface
(3.3.21) para cada B.(z) C (Br+<(0)\Bs(0)). Ademés, para cada z € Br(0)\Bs(0) se cumple que

]l FS][ Fy 1 sup F—i—1 inf FglsupF—i—}ian.
Be(z)NBr(0) () 2 B.()nBg(0) 2 B:(x)NBg(0) 2 B.(x) 2 B:(x)
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Entonces llegamos a

F(:U)Zméx{1 sup F—i—1 inf F,(l—gz)][ F+&®F(z)} + €%
Be(z)NBr(0) 2 B:(«)NBg(0) Be(z)NBRr(0)

Por lo tanto, si consideramos F(zy) + ke2, obtenemos

B g [Flansn) + (k + Do
1 1
< méx{f sup F+ - inf F, (1 —52)][ F—|—£2F(xk)} + 2 4 ke?
Be(2x)NBR(0) 2 B:(z1)NBg(0) Be(2x)NBR(0)
< F(mk) + ke.
Entonces {F(z) + ke?} es una supermartingala. Usando el OSTh obtenemos
E§ i [F(zrnk) + (7% A k)e?] < F(a).
Usando .+ € Bs(0)\Bs—(0) tenemos
EZ g [~F(es)] < o(1).
Por otro lado, usando la forma de las soluciones de (3.3.23), tenemos la estimacién
Fl(zo) < C(6,9).
Por lo tanto, tomando & — oo obtenemos
Eg) 6. [°7%] < C(8,Q) +0(1), (3.3.24)

aqui o(1) es tal que o(1) = 0 sie — 0.

Ahora, volvamos a nuestro juego original. Supongamos que en el juego con dos tableros, utilizando
la estrategia Sj; para el jugador II definida en el Lema 3.3.2 y St cualquier estrategia para el jugador I,
dado un punto inicial zy € Q C Br(0)\Bs(0) (en cualquier tablero) queremos estimar

(zo0,50)

51,55 [T]
Para ello, consideramos una sucesion de posiciones en el juego {(xo, jo), (1, j1),-- ., (zr,Jr)} conz,_1 €
y . ¢ €. Si extraemos los términos (z;,7;) en los que j;_1 = 1y j; = 2 (esto implica z;_1 = x;)
obtenemos una nueva sucesién {(zo, jo), (i, ji )s - - - » (@7, j7)} tal que 7 < 7 < 27. Ahora, la sucesién
{zg,zi,,...,z7} corresponde a las posiciones si jugamos el juego en un tablero con las reglas definidas

anteriormente, usando dos estrategias St y Sjj tales que Sj es la estrategia que apunta a y € 9Q (la
misma que Sfj), vy St la estrategia que repite la estrategia Si (y usamos probabilidad si cambiamos de
paseos al azar a Tug-of-War) hasta el paso 7. Si = ¢ Br(0)\Bs(0) entonces 7 = 7. De lo contrario,
tenemos

o 7] < o o [r*
Eshsﬁ [T] - SEPESDSI*I [T }
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Utilizando la acotacién (3.3.24) obtenemos

o o C(92,9)
ES‘I’Sﬁ [T } = g2
para cualquier estrategia Si. Por lo tanto, obtenemos
. 20(9Q,0)
E?f,s; [r] < Eg‘?,sl*l [27] < 2
Esto finaliza la demostracién. O

Corolario 3.3.1.

(a) Si el jugador I decide no cambiar de tablero cuando juega en el primer tablero y utiliza la
estrategia S} definida en el Lema 3.3.2 (la estrategia que apunta a y € 02), entonces, existe una constante
C =C(2) > 0 tal que

Eifli sy, [Pago total] < C

para cualquier estrategia posible Sy para el jugador 11, y para cualquier posicion inicial del juego (zo, jo)
(es decir, para cualquier zg €  y cualquier tablero, jo =1 o jo = 2).

(b) Si el jugador II utiliza la estrategia Sj; definida en el Lema 3.3.2 (la estrategia que apunta a
y € 0N), entonces, existe una constante C' = C(Q2) > 0 tal que

Eg s, [pago total] < C'

para cualquier estrategia posible St para el jugador I (que decide jugar o cambiar de tablero en cualquier
jugada en el tablero 1), y para cualquier posicion inicial del juego (xo, jo) (es decir, para cualquier xg € 2
y cualquier tablero, jo =1 o jg = 2).

Demostracén. Observamos que

T—1

E |pago total| = E| f(2r)x (j=1) (r) + 9()X(j=2) (r) +€2(1 = 22) D hlwe)x =2y ()
k=1

< miéx { sup | f(2)], sup |g(2)|} + E[re?] sup ()
zefe xee xEN

< méx { sup |f(2)], sup |g(z)|} + C sup |h(z)].
e’ et e

Aqui C > 0 esta dado por el Lema 3.3.4 o por el Lema 3.3.5. O

Ahora estamos listos para demostrar la segunda condicién del lema tipo Arzela-Ascoli.

Lema 3.3.6. Dado § > 0 hay constantes 7 y g tales que para cada € < g9 y cualquier z,y € Q con
|z —y| < ro se cumple
(@) —uw () <y (@) = (y)] <6
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Demostraciéon. Primero nos ocupamos de la estimacion para v°. Recordemos que v° es el valor del juego
que comienza en el segundo tablero (donde jugamos paseos al azar). Vamos a comenzar con dos puntos
cercanos x e y con y € Q y x € Q. Recordar que v*(y) = g(y) pues y & Q.

Dado n >0y a > 0 tenemos ry > 0y g > 0 tales que valen las estimaciones del Lema 3.3.3. Ahora
supongamos que el juego comienza en (zg,2), es decir, comenzamos en el segundo tablero. Usando los
valores rg, g9 del Lema 3.3.3, definamos

G= {la posicién no cambia de tablero en [%} jugadas y 7 < [%} }
€ €

Ahora, estimemos P(G) y P(G€). Tenemos que
P(G°) < IP’(el juego cambia de tablero antes de [g] jugadas) + IP(T > [EW)
- g2 T g2

Primero, tenemos
P(el juego cambia de tablero antes de [%] jugadas) =1-(1-e)Z < (1—e %+ (3.3.25)
£

a

para ¢ lo suficientemente chico. Aqui usamos que (1 — &?)=2 e~ Ahora, observamos que usando el
Lema 3.3.3 obtenemos

a a
P(T > ;2) < P(T > Eg) <, (3.3.26)

para ¢ < 9. De (3.3.25) y (3.3.26) obtenemos
PG)<(1—-e)+n+n=>1—-e")+2n

y por lo tanto
P(G)=1-P(G°)>1—[(1—e"%) +2n).

Entonces llegamos a

E§) s, [Pago totall

T—1
> Eg s, [9(:&) +e? ) h(l‘k)!G} (1 =11 —e™) +21]) (3.3.27)
k=0

—(mix{sup |, sup g} + Csup|nl ) [(1— =) + 21
e e

z€Q

Analicemos el valor esperado
T—1

ES s, [9(r) + 2> h@y)IG].

k=0

Necesitamos considerar dos eventos,
Gi=GNn{|z: —y| <a} y  Ga=Gn{|lz; —y| >a}.
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Tenemos que G = G1 U GGo, entonces

Egisn[ ZE: }

9’*1 T—1 (3328)
=E§$,SH[ 3 MG PG + B, [o(ar) +2* 3 nanlica PG
k= k=0

Ahora hay que observar que
P(G2) < P(jzr —y| > a) <. (3.3.29)

Para obtener una cota para el otro caso observamos que G§ = G°U {|z; — y| > a}. Por lo tanto
P(G1) =1 -P(GY) 21 = [P(G°) + P(|lzr —y| = a)],
y llegamos a
P(G)>1—-[1-e ") 4+2n+n=1-[(1—e") +3n]. (3.3.30)
Si volvemos a (3.3.28) y usamos (3.3.30) y (3.3.29) obtenemos

EE?SH[ EE: ]

=0

7—1
> E?LSH { x7) Z (k) \GJ —[(1—e) + 377]) — ( Sélg}z) lg| + ngp |h|)
k— x ¢ x

Usando que g es Lipschitz y 7 < [ %] obtenemos

T—1
glazr) +e> h(xx) > g(y) — Llzr —y| — re%sup [h] > g(y) — (L + sup [A])a.
k=0 e S

y luego obtenemos (usando que g(y) — (L + sup |h|)a no depende de las estrategias)
e

T7—1
B g [0607) + <2 3" haw)G] > (9ly) = (L + sup [ha)(1 = [(1 = ™) + 31))
k=0

e

—(sup |g| + Csup |2[)n.
zee

Recordando (3.3.27) obtenemos
Eg s, [pago total]
> (9(y) — (L + sup,eq [hl)a) (1 — [(1 — e7%) + 35]) — (sup,eqe 9] + C'sup,cq hl)n
—(miéx{sup |, sup g} + Csup|n)[(1 = ™) + 20
xefe xefe zeQ
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Observar que cuando n — 0y a — 0 el lado derecho tiende a g(y), por lo tanto hemos obtenido

EY s, [pago total] > g(y) — A(a,n),

con A(a,n) — 0. Tomando infimo sobre todas las estrategias posibles Sy y luego supremo entre las
estrategias St obtenemos

v®(20) > g(y) — Ala,n),

con A(a,n) — 0 cuando n — 0 y a — 0 como querfamos mostrar.

Usando argumentos similares podemos probar que

v*(wo) < g(y) + B(a,n)

con B(a,n) — 0 comon — 0y a — 0. Esto termina la prueba cuando z¢p € Q e y ¢ Q en el segundo
tablero.

Ahora vamos a estimar u®. Supongamos que empezamos en el primer tablero, con dos puntos cercanos
zo € Q ey ¢ . Consideremos dos casos.

Caso 1: Vamos a demostrar que

u(zo) — fly) = —Ala,n)

con A(a,n) \y0sia — 0yn— 0. Dados n > 0 y a > 0 utilizando las estimaciones del Lema 3.3.2
tenemos los valores 7o > 0y ¢g > 0 y S7 la estrategia tal que el jugador I nunca abandona el primer
tablero (decide jugar en cada turno) y, jugando Tug-of-War, utilizamos las mismas estrategias que en el

Lema 3.3.2. Luego

£ 7 (10’1)
u(xg) > g}lf ESI*,SH [pago total].

Ahora, utilizando la estrategia Sy, y Si cualquier estrategia para el jugador II obtenemos
)1 1
Ek(gxfo,sl)l [pago total] = Eg?isl)l [f(z7)]
Consideremos el conjunto

F = {|a:T—y| <a}.

Utilizando el lema 3.3.2 tenemos
P(F)>1—-n y PF°) <n.

Entonces obtenemos

G050 [f (7)) = G250 [F (20| FIP(F) + ES24) £ (ar) [FEP(F)
(0,1) (3.3.31)
> B ()| FIB(F) = sup | (x)

Ahora, usando que f es Lipschitz, llegamos a
flar) = f(y) — Llzr —y| = f(y) — La,
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y luego, si retomamos (3.3.31), obtenemos

B g [f(20)] > BS03) [f(y) — Lal(1 = n) — sup | ().

IS

Ahora, observamos que f(y) — La no depende de ninguna estrategia, por lo tanto,

EG 5/ (@0)] 2 (f(y) — La)(1 =) — sup |f(z)In.

e

Notar que cuando n — 0y a — 0 el lado derecho tiende a f(y), por lo tanto hemos obtenido

Eg s, [f ()] = fy) — Ala,n)

con A(a,n) — 0. Tomando infimo sobre todas las estrategias posibles St obtenemos

fEQ g [f(zr)] > f(y) — Ala,n).

St I

Entonces, tenemos

u*(wo) = supif Bz o [f(27)] = B o [f(27)] = f(y) — Ala,m),

S; Su Sn

con A(a,n) — 0 cuando n — 0 y a — 0 como querfamos demostrar, esto termina el caso 1.

Caso 2: Ahora vamos a demostrar que

u®(zo) < fy) + Bla,n)

con B(a,n) \y0sia— 0yn — 0. Dados n > 0y a > 0 utilizando las estimaciones del Lema 3.3.2
tenemos valores rg > 0y €9 > 0y Si; la estrategia tal que el jugador II apunte a y jugando Tug-of-War
(si jugamos en el primer tablero). Tenemos

u®(xg) < sup Eg S*) [pago total].

1)

Estimemos Egiosﬁ [pago total] para Sfj la estrategia particular para el jugador II y Sy cualquier estrategia
para el jugador I. Dividamos el conjunto de estrategias para el jugador I de la siguiente manera

= {SI : la posicién no cambia de tablero en las primeras [%} jugadas}.
€
Si tomamos cualquier estrategia St € H, utilizando las estimaciones del lema 3.3.2 si definimos
a

Obtenemos
PK)>1—-n = PK)<n
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Entonces

G5 [f(@r)] < B0 [ (2)[K] + (méx{ sup |f(z)], sup |g(x)|} + C sup [h()])n. (3.3.32)
et e’ el

Ahora consideremos
Ki=Kn{lz: —y| <a} y Ky =Kn{|z: —y| > a}.
Observe que K7 U Ko = K. Ademés, utilizando las estimaciones del Lema 3.3.2 tenemos

P(K3) < P(!wT -yl = a) <.

Entonces, vale lo siguiente

B o) K] < B 1 (@) 1K)+ (sup |7 (@)

Utilizando que f es Lipshitz obtenemos

flar) < f(y) + Llzr —y| < f(y) + La

si estamos bajo las condiciones K. Por lo tanto,

Equf’ég [f(z:)|K] < f(y) + La+ (Sélgc |f (@) ).

Por ultimo, si volvemos a (3.3.32), tenemos para Sj; la estrategia particular del jugador 2 y St € H
cualquiera, obtenemos

Egosg [f(z:)] < f(y) + La + 2( Sélé)c | f(z))n-

Ahora tomemos S} € H¢. Esto significa que el jugador uno decide cambiar de tablero antes de [5].
Llamemos z}, a la (primera) posicién cuando cambiamos de tablero. Es decir, j; = 1si0 <1l < ky ji =2
y Tk = Tk—1, Y k S [;LQ—‘

Ahora afirmamos que, para a > 0y n > 0 los valores fijados al principio, y rg > 0 dados por el Lema

3.3.3, entonces se cumple que
P(lzk —yl <ro) = 1—n

si ’:L’O — y| < fo.
Demostremos la afirmacién. Llamemos

e3

Mj:]xj—y\—i—g para 1 <j <k.

El objetivo ahora es demostrar que (M;)i<;<k es supermartingala. Para eso calculemos
2
27

3 3

1 € 5
E[Mj1|Mj) < S(lzj —yl = e+ 55) + (2 —yl+e) + o = 25—yl + 55 = M.

N | =
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Entonces, (M;) es supermartingala. Utilizando la OSTh obtenemos
E[My] <My = Ellag —yl] <lxo —y| +&* < 27,

si € es suficientemente chico. Por lo tanto,

A

. 270
P(lzr — y| > ro)ro < Efjlzr —yl] <270 = P(lzr —y| > o) < o <7

si g < 52, Esto termina la prueba de la afirmacion.

Llamemos
L={l—yl<r} = B(I%)<n

Entonces, llegamos a

[E(;i?é? [pago total] = Egg%) [pago totall

I

2 2
= E(S?,CSI*I) [pago total|L|P(L) + ]EES‘?SI*I) [pago total| L°|P(L€)

< E{'5? [pago total|L] + (min{sup |f(z)], sup |g(x)|} + C sup |h()|)n.
e ree e

Ahora bien, como vale que |z — y| < 79, usando las estimaciones del Lema 3.3.3 y la primera parte de la
demostracién obtenemos

)2 »
ngsfﬁ) [pago total|L] < g(y) + B(a,n)

I
con E(a, n) — 0si a — 0y n— 0. También tenemos por hipdtesis que g(y) < f(y). Entonces
2 R
B3 pago total|L] < f(y) + B(a,).

Por lo tanto, tenemos

Bt pago total] < f(y) + Bla,n) + (min{ sup |(2)], sup lg(2)|}+C sup [h))n = f(y) + Bla.).
rel)e xrefle xre

Finalmente, para Sf; dado por los lemas anteriores para el jugador II, y Si cualquier estrategia para el
jugador I obtenemos

Egos? [pago total] < f(y) + B(a,n).

I

Tomando supremo sobre las estrategias St y luego infimo sobre las estrategias Sy llegamos a

u®(zo) < fly) + Ba,n).

Por lo tanto, si llamamos C(a,n) = min{A(a,n), B(a,n)} tenemos

[u(z) —u*(y)| < Cla,n) vy |v°(z) —v°(y)| < Cla,n)

sile—yl<roey¢ Q.
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Ahora bien, dados dos puntos zg y zg dentro de €2 con |z¢ — 29| < 1y acoplamos el juego que comienza
en xg, con el juego que comienza en 2y, haciendo los mismos movimientos y también cambiando tableros
simultdneamente. Este acoplamiento genera dos secuencias de posiciones (z;,7;) v (2, ki) tales que |x; —
zil <roy ji = ki (ya que cambian de tablero al mismo tiempo, ambos juegos estdn en el mismo tablero
en cada turno, por lo tanto intervienen las mismas probabilidades). Esto continia hasta que uno de los
juegos sale del dominio (por ejemplo, en z, & ). A partir de aqui, para el juego que comienza en zy,
tenemos que su posicion z; estd cerca del punto exterior x; ¢ Q (ya que tenemos |z, — z7| < rg) y, por
lo tanto, podemos usar nuestras estimaciones anteriores para puntos cercanos al borde para concluir que

|u®(x0) — u(20)| < 9, y |v(z0) — v°(20)| < 0.

Con esto terminamos la demostracién. O

3.4. El limite es solucion viscosa para el sistema de EDP

De las secciones anteriores tenemos que para cada ¢ > 0 existe una unica solucién (u®,v®) para el
DPP (3.1.2) y, ademads, existe una sucesién €; — 0 tal que

u® = u, v =
uniformemente en (2 para un par de funciones continuas (u,v).
Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar que el par limite (u,v) es una solucién viscosa (3.1.3).

En primer lugar, vamos a definir con precisién lo que entendemos como una solucién viscosa para el
sistema (3.1.3).

Soluciones viscosas. Comenzamos con la definicion de una solucién viscosa para una EDP eliptica de
segundo orden no lineal. Nos remitimos a [22] una referencia general sobre la teoria viscosa. Fijemos una
funcién

P:OxRxRY xsV*N LR

donde SM*V denota el conjunto de matrices simétricas de N x N y consideremos la EDP
P(z,u(z), Du(z), D*u(zx)) = 0, x € Q. (3.4.33)
Supondremos que P es eliptica degenerada, es decir, P satisface una propiedad de monotonia con respecto
a la variable matricial, es decir,
X <Y in SV — P(z,r,p,X) > P(z,r,p,Y)
para todo (z,7,p) € Q x R x RV,

En nuestro sistema (3.1.3) tenemos una ecuacién que involucra al oco-laplaciano que no estéd bien
definido cuando el gradiente se anula. Para este caso, necesitamos considerar las envolventes semicontinuas
inferior, P, y semicontinuas superior, P*, de P. Estas funciones estan dadas por

P*(z,r,p,X) = lim sup P(y,s,w,Y),
(y7S7w7Y)4>(x7r,p7X)
Py (xz,r,p,X) = lim inf P(y,s,w,Y).

(y,8,w,Y)—(2,m,p,X)
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Estas funciones coinciden con P en cada punto de continuidad de P y son semicontinuas inferior y superior
respectivamente. Ahora estamos listos para enunciar la definicién de una solucién viscosa para (3.4.33).

Definicién 3.4.1. Una funcién semicontinua inferior v es una supersolucién viscosa de (3.4.33) si para
cada ¢ € C? tal que ¢ toca a u en = € (Q estrictamente desde abajo (es decir, u — ¢ tiene un minimo
estricto en = con u(z) = ¢(x)), tenemos

P*(z,6(2), Dé(x), D*$(x)) > 0.

Una funcién semicontinua superior u es una subsolucién viscosa de (3.4.33) si para cada ¢ € C? tal
que 1 toca a u en x € Q) estrictamente desde arriba (es decir, u — v tiene un méximo estricto en x con
u(x) = (z)), tenemos

Py(a,¢(x), Dip(x), D*¢(x)) < 0.

Finalmente, u es una solucién viscosa de (3.4.33) si es simultdneamente supersolucién y subsolucién
viscosa.

En nuestro sistema (3.1.3) tenemos dos ecuaciones dadas por las funciones

Fi(z,u,p, X) = ml’n{ — ;<X|;7 %>, (u— v)(ac)} =0

Fy(z,v,Y) = —gtraza(Y) +v(z) —u(z) = h(x).
Entonces, la definiciéon de una solucién viscosa para el sistema (3.1.3) que utilizaremos aqui es la

siguiente.

Definicién 3.4.2. Un par de funciones continuas u,v : Q + R es una solucién viscosa de (3.1.3) si

ulpo =f,  vlea =g,
u es una solucién viscosa para Fy(z,u, Du, D?*u) = 0
y
v es una solucién viscosa para Fy(x,v, D*v) =0

en el sentido de la Definicién 3.4.1.

Observacion 3.4.1. Entendemos una solucién de (3.1.3) como un par de funciones continuas hasta el borde
que satisfacen las condiciones de borde puntualmente y de manera que u es una solucién viscosa para la
primera ecuacion en el sistema (con v como una funcién continua fija de x en F}) y v resuelve la segunda
ecuacion en el sistema, en sentido viscoso (considerando a u como una funcién fija de = en F3).

Teorema 3.4.1. Sean (u,v) funciones continuas que son un limite uniforme de una sucesiéon €; — 0 de
valores del juego, es decir,
ut = u, v =

uniformemente en ). Entonces, el par limite (u,v) es una solucién viscosa para (3.1.3).
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Demostracién. Dividamos la demostracién en varios casos.

Caso 1. Primera ecuacién. Demostremos que u es una subsolucion viscosa de
min{ — Asou(x), (u — v)(:c)} =0

para x € ). Para ello, consideremos una funcién suave ¢ € C?(€) tal que (u— ¢)(z0) = 0 sea un maximo
estricto de (u — ¢). Entonces, debido a la convergencia uniforme, existe una sucesién de puntos, que
denotaremos por (z.)->0, tales que z. — xo y

(= @) (ze) > (u* = ) (y) — 0(e?),

es decir,
ut(y) — u(ze) < ply) — p(xe) + o(e?). (3.4.34)
A partir del DPP (3.1.2) tenemos

, 1 15 15 1 z. 15 g g g
0=max{ sup ((y)—u(e))+5 i (u(y) - u(w) 0 (w) - u(a) },
yEBe(xc) 2 yeBe ()

y luego, usando (3.4.34), obtenemos

0 <mix {7 mix (p(y) (e +o() + 5 min (ply) — p(re) +0(e). 0 (xe) —u(ar) }. (3.4.35)
yE€Be(ze) yE€Be(ze)

Supongamos que V(xg) # 0. Sea z. € B1(0) tal que

méix  ¢(y) = (e +ez:).
YEBe(xc)

Entonces, de (3.4.35) llegamos a

1

0 < méx {%(gp(ma +ez:) — p(z2)) + i(go(a:g —ez:) — p(xe)) +o(e?), v (7)) — ug(xa)}.

A partir de la expansién de Taylor concluimos que

S (e +222) = plw0)) + (e — £22) = 9(w) + 0(e?) = 5XDPp(zc)ze, 22) + (),

y por lo tanto tenemos

1
0< 562<D2<p(x5)z€, Ze) + 0(52)

o bien
0 < v () — u(z2).

Dividiendo por €2 la primera desigualdad y tomando el limite como € — 0 llegamos a
0 < Axp(zo) 0 0 < (v—u)(zo),
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es decir,
min{ - Aoo(P($0)a (’U, - U)(x())} S 0.

Ahora, si Vip(zy) = 0 tenemos que usar las envolventes semicontinuas superior e inferior de la ecuacion.
Para una matriz simétrica M € RV*Y y ¢ € RV definimos

£ ¢
Mz m £#
K =4 ~Migg
0 £E=0
Las envolventes semicontinuas de F} se estan dadas por
—<Mé|; é) £#0
max § limsup —(M —; —); =0,
n—0 |77| |77|
' £ ¢
—<ME; m> §#0
min { liminf —(M —; —);0 E=0.
Vgt =0}
Ahora, simplemente observamos que
— méx {\;} < —(Mi i) < — min {\}
1<isn T T €17 1gl" —  1<isn
y por lo tanto obtenemos
S
—<Mm; m) §#0
K*(&, M) =
\ max{ — 122\7{)\1};0} =0
! ( S
—<M|a; m> £#0
K, (57 M) =
k mln{ — 12%%{)\i};0} £=0.
Ahora, volvamos a la demostracién y veamos que
min { K, (0, D?¢(x0)), (u — v)(w0) } <0.
Como antes, tenemos una secuencia (z.)->¢ tal que . — xo y
u(y) — u(ze) < p(y) — plae) +e°. (3.4.36)
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Usando el DPP, que ¢ es suave y (3.4.36) obtenemos

1 1
0 < méx {* mix (¢°(y) — ¢ (ze)) + 5 min (p°(y) — ¢ (2e)), v7(2e) — ue(fﬂe)}-
yeBe(Ie) 2 ZJEBE(IE)

Sea w. € B:(x:) tal que
(P(we) - 90(336) = max (go(y) - (P(xs))'

Sea w; el punto simétrico a w, en la bola B.(z.). Entonces obtenemos

0 < mi {5 (0 (we) = %(0)) + 5 (&7 (@2) — 9 (2e)), 7 () — ()}

Usando nuevamente la expansién de Taylor

1 _ _
0 < mie { L (D%p(a) W7 2Ty ) () o),
Si para una sucesiéon € — 0 tenemos

‘(wa ; )

luego, extrayendo una subsucesién si es necesario, tenemos z € R™ con |z| = 1 tal que

(we — 2) — 2.

Pasando al limite obtenemos

Entonces 1
0< §<D2g0(x0)z, z) 0 0 <wv(xg) — u(xo),
esto implica que
1
< = A < — .
0< 5 1212‘&51{)\2} 0 0 < wv(zp) — u(zp)

Por lo tanto, obtenemos

ml’n{ - % max {\; }, u(zo) — v(mo)} <0,

1<i<n
es decir,
.1 2
mln{iK*(O,D (o)), u(xo) — v(azo)} <0.

Ahora bien, si tenemos




para ¢ pequeiio, simplemente observamos que en esos puntos tenemos que D%p(w.) es semidefinido
negativo. Por lo tanto, pasando al limite obtenemos que D?p(x) también es semidefinido negativo y
entonces todo valor propio de D?¢(z0) es menor o igual a 0. Concluimos que

2 — mfi _ 4 . —
K.(0,D*p(xg)) = mln{ 12&);{&} 0} =0.

Ademas, para € pequeno tenemos que <D2<p(a:a)(w:;zg), @) < 0. Entonces,

0 < méx {%<D2<p(935) (e - ze) (we - )y e (z) — US(%)} Fo(1) = v5(z2) — uf(x2) + o(1).

Tomando como limite € — 0 obtenemos
u(zo) — v(zg) < 0.
Por lo tanto, llegamos a

min {%K*(.%(), D?p(x0)), u(wo) — v(mo)} <0.

Este argumento muestra que u es una subsolucién viscosa de la primera ecuacién en (3.1.3) en €.
La prueba de que u es una supersolucion viscosa es analoga.

Caso 2. Segunda ecuaciéon. Ahora, demostremos que v es una subsolucién viscosa de
K
—§Av(x) +v(z) —u(z) = h(z)
para x € Q. Tomemos una funcién suave ¢ € C%(Q) tal que (v — ¢)(z0) = 0 sea un maximo estricto de

(v—¢). Entonces, debido a la convergencia uniforme existe una sucesién de puntos, que denotaremos por
(z2)e>0, tales que . — xg y

(v° = @) () > (v° = 9)(y) — o(e?),
es decir,
v (y) — v (z) < p(y) — p(e) + o(e?). (3.4.37)

De la segunda ecuacion en la DPP (3.1.2) tenemos
v¥(z) = (1 — £?) [][ v (y)dy + €2h($)} + %uf(z)
B:(x)
y por lo tanto, usando (3.4.37), obtenemos
0= f (o)~ eloo) dy +H@)] + @) — Pptro)
Dividiendo por €2 y tomando el limite cuando € — 0 llegamos a
0< gAU(:p) +o(z) — u(z) + h(z)
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con
K= / 22 dz.
B1(0)

Como en el caso anterior, el hecho de que v sea una supersolucién viscosa es anédlogo.

Caso 3. Condiciones de contorno. Simplemente observamos que, a partir del hecho de que

u(z)=f(z) y (@) =g) ceRY\Q

Esto termina la prueba.

3.5. Observaciones finales

En esta seccion final recogemos algunas observaciones sobre posibles extensiones de nuestros resulta-

dos.

Observacion 3.5.1 (Variantes del juego). En primer lugar, senialemos que podemos jugar el mismo juego
en los dos tableros (manteniendo las reglas de cambio de tablero, en el primer tablero el jugador I decide
mientras que en el segundo tablero cambian por azar). Por ejemplo, si jugamos paseos al azar en los dos

tableros, el DPP se lee como
ut(x) = méx{ [][ us(y)dy} ,va(x)} x €,
B:(z)

v (z) = (1 — £2) []{BE(I) ve(y)dy + azh(m)] +e%u(z) x€Q,

( v*(2) = g() z € RV\Q,

y el sistema de EDP limite esta dado por

mfn{—gAu(x),(u—v)(x)} =0 z€Q,

_gm(x) +v(z) — u(z) = h(z) zeqQ,

u(w) = f(z) x € 09,
( v(z) = g(x) x € 00,

El analisis de este caso es mucho més simple ya que no hay ninguna estrategia involucrada para el jugador

IT (aqui el tnico jugador que puede hacer una eleccién es el jugador I).
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Cuando en el primer tablero es el otro jugador, el jugador II, quien hace la elecciéon de jugar o cambiar
de tablero, la ecuacién correspondiente en el DPP se lee como

() = min { ]{3 . u?(y)dy|, v* () }.

El anélisis de este caso es similar, pero ahora asumimos que los pagos finales verifican f < g.

También podemos anadir un pago por jugada para las jugadas en el primer tablero, y en este caso la
primera ecuaciéon del DPP correspondiente para los valores del juego es

ut(x) = méx{ F sup u(y) + 1 inf u(y) — szhl(:r)} , ve(:n)}.
yEBe(x) 2 yeB.(x)
Aqui se supone que hj es no negativo (es decir, el jugador I paga algo si decide jugar en el primer tablero).
Esta suposicion se hace simplemente para obtener un juego con un valor si el jugador I decide jugar para
siempre en el primer tablero (recuerde que el juego Tug-of-War con un pago por jugada que cambia de
signo puede no tener un valor bien definido, consulte [53]).

También se puede trabajar con sistemas més grandes. Por ejemplo, supongamos que tenemos tres
tableros. En el primer tablero jugamos como antes (el jugador I decide jugar una ronda de Tug-of-War
en ese tablero o cambiar al segundo o al tercer tablero); en el segundo y tercer tablero jugamos a paseos
aleatorios con un pago por jugada (hs en el segundo tablero y hs en el tercero) y también tenemos una
probabilidad positiva de cambiar de tablero (volver al primer tablero o cambiar al otro). Tenemos tres
funciones de pago final fi, fo y f3 para cada uno de los tres tableros. En este caso encontramos el siguiente
DPP,

() = mix { [ s )+ 5,0 w0 @)t (@)} req,
V(@) = (L e~ pa?)| ]{B i Cho(e)] + et (@) +psctut(a)  zeQ,
W (@) = (1 — 12 — goe?) []{9 RGOS Pha(@)] + (@) + (@) e,
uf(z) = fi(z) z € RV\Q,
v (z) = fo(z) z € RV\Q,
we(z) = f3() z € RV\Q.

Son posibles varias combinaciones diferentes. Sin embargo, un caso que no se puede manejar con las ideas
utilizadas en este capitulo es cuando en el primer tablero el jugador I elige jugar o cambiar de tablero
y en el segundo tablero es el jugador II quien elige. En este caso puede suceder que ambos jugadores
decidan cambiar en el mismo punto y por lo tanto la posicién del juego quede estancada alli para siempre.
Necesitamos algiin movimiento aleatorio y alguna probabilidad positiva de cambiar de tablero al menos
de un tablero al otro. El andlisis de esta situacién es el objetivo del siguiente capitulo.

Observacion 3.5.2 (Sobre el acoplamiento en el sistema limite). Por tltimo, senalemos que el sistema
limite puede desacoplarse. Por ejemplo, considere nuestra EDP limite en una dimensién, 2 = (0,1), y
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datos de contorno constantes f(0) = f(1) = a, g(0) = g(1) = b. Entonces, tenemos,
min{—u”(:c),(u—v)(x)}zo z € (0,1),
—v"(x) + v(z) — u(z) = h(x) z € (0,1),
u(0) = u(l) = a,
L v(0) =v(1)=b

Ahora bien, puede suceder que u > v y por lo tanto obtenemos
u(z) = a, en (0,1),
mientras que v es simplemente la solucién de

—"(x) +v(z) = h(z) +a z € (0,1),

que verifica que v < u cuando b y h son pequeiios y a es grande. En este caso, tenemos que la primera
ecuacién estd desacoplada de la segunda.

Para obtener este escenario en el limite, lo que puede suceder a nivel de juego (para £ > 0 pequenos)
es que el pago final en el primer tablero sea tan grande y el pago final y el pago por jugada en el segundo
tablero sean tan pequenos que el primer jugador decida jugar cada vez en el primer tablero, ya que
cambiar de tablero le dara al jugador I un pago total menor.

Sin embargo, en el caso general, por ejemplo cuando h es grande, el sistema resultante esta comple-
tamente acoplado, ya que tenemos alguna parte del dominio donde v = v. En el juego lo que sucede
es que hay alguna parte del dominio donde el jugador I prefiere cambiar de tablero ya que el pago por
jugada en el segundo tablero es grande y entonces el resultado esperado es mayor jugando en el segundo
tablero una gran cantidad de veces que el que uno espera manteniendo el tablero sin cambios y jugando
Tug-of-War hasta salir.

108



Capitulo 4

JUEGOS PARA EL PROBLEMA DE LAS DOS
MEMBRANAS ELIPTICO

4.1. Introduccién

La profunda conexioén entre las ecuaciones diferenciales parciales y la probabilidad es un tema bien
conocido y ampliamente estudiado. Para los operadores lineales, como el Laplaciano, resulta que esta
relacion tiene que ver con las férmulas de valor medio para las soluciones en el lado de las EDP y las
martingalas en el lado de la probabilidad. De hecho, existe una conexién estandar entre el Laplaciano
y el movimiento browniano o con el limite de los paseos al azar cuando el tamafio del paso tiende a
cero, véase, por ejemplo, [25, 26, 27, 29, 33, 32, 35, 59]. Recientemente, a partir de [53], algunas de estas
conexiones se extendieron para cubrir ecuaciones no lineales. Para una aproximacion probabilistica del
infinito Laplaciano existe un juego (llamado Tug-of-War en la literatura) que fue introducido en [53]
cuyos valores aproximan soluciones de la EDP cuando el parametro que controla el tamafno de los pasos
en el juego tiende a cero. En [54], véase también [43] y [44], los autores introducen una modificacion del
juego (llamado Tug-of-War with noise) que esta relacionada con el p—Laplaciano normalizado. Por lo tanto
podemos decir que la aproximacion de soluciones a EDP lineales y no lineales utilizando la teoria de juegos
se ha convertido en un tema clasico. Los resultados mencionados anteriormente se extendieron para cubrir
ecuaciones muy diferentes (como los operadores de Pucci, la ecuacién de Monge-Ampere, el problema del
obstéculo, etc.); nos remitimos a los libros recientes [15] y [36] y las referencias alli incluidas. Sin embargo,
se sabe mucho menos sobre la relacién entre los sistemas de EDP y los juegos; véase [47, 48, 52| para
referencias recientes. Uno de los sistemas que atrajo la atenciéon de la comunidad de EDP es el problema
de las dos membranas. Este problema modela el comportamiento de dos membranas eldsticas que estan
sujetas en el borde de un dominio prescrito (se las supone ordenadas, es decir, una membrana esta por
encima de la otra) y estan sujetas a diferentes fuerzas externas (la membrana que esté arriba es empujada
hacia abajo y la que estd abajo es empujada hacia arriba). La suposicion principal aqui es que las dos
membranas no se penetran entre si (se las supone ordenadas en todo el dominio). Esta situacién puede ser
modelada por un problema de dos obstaculos; la membrana inferior actia como un obstéculo desde abajo
para la ecuacién que describe la membrana superior, mientras que, a la inversa, la membrana superior es
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un obstaculo desde arriba para la ecuacién de la membrana inferior. Cuando las ecuaciones que obedecen
a las dos membranas tienen una estructura variacional este problema puede ser abordado usando célculo
de variaciones (se pretende minimizar la suma de las dos energias sujetas a que las funciones que describen
la posicién de las membranas siempre estdn ordenadas dentro del dominio, una es mayor o igual que la
otra), ver [57]. Sin embargo, cuando las ecuaciones involucradas no son variacionales el andlisis se basa
en argumentos de monotonia (usando el principio del maximo). Una vez que se obtiene la existencia
de una solucién (en un sentido apropiado) surgen muchas preguntas interesantes, como la unicidad, la
regularidad de las funciones involucradas, una descripcién del conjunto de contacto, la regularidad del
conjunto de contacto, etc. Ver [16, 17, 56], la disertacién [58] y las referencias alli incluidas.

El objetivo principal en este capitulo es analizar juegos cuyas funciones de valor aproximan soluciones
al problema de las dos membranas con dos p—Laplacianos normalizados diferentes (estas son ecuaciones
no variacionales y no lineales, ver més abajo).

4.1.1. El operador p—Laplaciano normalizado y la teoria de juegos

Para comenzar, introduzcamos el p—Laplaciano normalizado y demos la relaciéon entre este operador
y el juego llamado Tug-of-War with noise en la literatura. Para mas detalles, nos podemos remitrir a [44]
y a los libros recientes [15] y [36]. Este tipo de juego fue estudiado extensamente. Algunas referencias
relacionadas son [4, 8, 13, 14, 19, 37, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].

Consideremos el operador p—Laplaciano clasico Ayu = div(|VulP~2Vu) con 2 < p < oo. Desarro-
llando la divergencia podemos escribir (formalmente) este operador como una combinacién del operador

Laplaciano
N
Ay = E Ug,, 2,
n=1

y el infinito Laplaciano 1-homogéneo,

Vu Vu
Al = (D?*u——, ——) = |Vu| > Uz, Uy U
|Vu|” |Vul IS%:SN ER
como sigue
Apu = [VulP72((p — 2)Alu + Au). (4.1.1)

Ahora queremos recordar la férmula del valor medio asociada a este operador obtenida en [42] (ver
también [7]). Dado 0 < a < 1, consideremos u : 2 — R tal que

u(x) = a[l sup u(y) + 1 inf w(y)] + (1 - a)][ u(y)dy + o(£?), (4.1.2)
yeB.(x) 2 yeBe(x) B:(x)
cuando € — 0. Resulta que u verifica esta férmula de valor medio asintética si y sélo si u es una solucién
viscosa para A,u = 0, véase [42]. Para referencias generales sobre férmulas de valor medio para soluciones
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, nos remitimos a [7, 10, 30, 34]. De hecho, si asumimos
que u es suave, usando la expansion de Taylor tenemos

52

]{Bg(m) u(y)dy — u(z) = mAu($) + 0(62)’ (4.13)
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y si |[Vu(z)| # 0, usando nuevamente Taylor obtenemos

1su U 1 inf w —qufvluaj M lux_m
[ yzeBgI?a:) (y)+2y€Bsf(w) )] (@) [2 ( +8|Vu(:n)|)+2 (w—e )]

€
= EAéou(x) + o(?).
Entonces, si volvemos a (4.1.2), dividimos por &2 y llevamos & — 0, obtenemos

0= %Aiou(:n) + 2(1 =) Au(a).

(N +2)

Por lo tanto, de (4.1.1), obtenemos que la funcién u es una solucién de la ecuacién

—Apu(z) =0
para p > 2 tal que
a  p—2
l-a N+2

Estos calculos se pueden hacer rigurosos utilizando la teoria viscosa, nos referimos a [42].

Ahora, introduzcamos la definicion del p—Laplaciano normalizado.

Definicion 4.1.1. Dado p > 2, defiimos el p—Laplaciano normalizado como

1 _ a1 -«
Aju(r) = 2Aoou(a:) + 3N +2) Au(x),
con
a  p—2
l—a N+2

Observar que este operador, que es una combinacién lineal entre el Laplaciano clasico y el oco-
Laplaciano, es 1—homogéneo, eliptico y no lineal.

Existen juegos probabilisticos que se relacionan con estos operadores. La conexién entre el Laplaciano
y el movimiento browniano o con el limite de los paseos al azar cuando el tamafio del paso tiende a
cero es bien conocida, véase [33, 32, 35]. Para una aproximacién probabilistica del infinito Laplaciano
existe un juego (llamado Tug-of-War en la literatura) que se introdujo en [53]. En [54], véase también
[43] y [44], los autores introducen un juego de suma cero para dos jugadores llamado Tug-of-War with
noise que estd relacionado con el p—Laplaciano normalizado. Este es un juego de suma cero para dos
jugadores (dos jugadores, jugador I y jugador II, juegan uno contra el otro y las ganancias totales de
un jugador son exactamente las pérdidas totales del otro). Las reglas del juego son las siguientes: En un
dominio suave y acotado € (lo que necesitamos aqui es que 02 satisfaga una condicién de esfera exterior)
dada una posicién inicial x € €, con probabilidad « el jugador Iy el jugador IT juegan Tug-of-War (los
jugadores lanzan una moneda equilibrada y el ganador elige la siguiente posicién de la ficha en B.(x)),
y con probabilidad (1 — «)) se mueve al azar (la siguiente posicién de la ficha se elige con probabilidad
uniforme en B.(x)). Contintian jugando con estas reglas hasta que la posicién del juego deja el dominio
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Q. En este momento de parada, el jugador II paga al jugador I la cantidad determinada por una funcién
de pago definida fuera de Q. El valor del juego (definido como el mejor valor que ambos jugadores pueden
esperar obtener) verifica una férmula de valor medio, llamada Dynamic Progamming Prinicple (DPP),
que en este caso viene dado por

1 1
u®(z) = a[f sup u®(y)+ = inf ua(y)} +(1- a)]l u®(y)dy.
yEB:(z) yEB:(x) Be ()

Esta es exactamente la misma férmula que (4.1.2) pero sin el término de error o(e?). Observar que
la funcién de valor de este juego depende de €, el pardmetro que controla el tamano de los posibles
movimientos. Observar también que esta ecuacién se puede escribir como

1 1
0= a[f sup u(y)+ = inf u(y)— ua(:v)] +(1- 04)][ (u®(y) — u®(x))dy.
y€B:(z) 2 yeB: () B.(z)

Utilizando como herramienta principal las férmulas asintéticas (4.1.3) y (4.1.4), en [13] y [44] los autores
muestran que existe un limite uniforme cuando € — 0,

ut =3 u
y que este limite u es la tinica solucién (en sentido viscoso) al problema de Dirichlet
—Azl)u(:p) =0, zeq,
u(z) = F(z), x €.

Cuando se quiere trabajar con una ecuacién no homogénea como —A}?u(m) = h(z) se puede anadir un
pago por jugada, es decir, en cada jugada el jugador I paga al jugador II la cantidad e2h(z).

4.1.2. El problema de las dos membranas

Como ya hemos mencionado, el problema de las dos membranas describe la posicién de equilibrio de
dos membranas eldsticas en contacto entre si que no pueden cruzarse. Por lo tanto, una de las membranas
actia como un obstaculo (desde arriba o desde abajo) para la otra. Dados dos operadores diferenciales
F(z,u,Vu, D*>u) y G(z,v, Vv, D®v) la formulacién matemética del problema de las dos membranas es la

siguiente:
.

min {F(w,u(m), Vau(z), D*u(x)), (u — v)(x)} —0, z€Q,

max {G(:U,v(x), Vu(z), D*v(z)), (v — u)(:ﬂ)} =0, x € ),

En general, no hay unicidad para el problema de las dos membranas. Por ejemplo, tomemos v como
solucién al primer operador F(u) = 0 con ulpg = f y v como solucién al problema del obstéculo por

112



arriba para G(v) y dato de contorno v|spg = g. Este par (u,v) es una soluciéon al problema de las dos
membranas: v es una solucién al problema del obstaculo con u como obsticulo superior y u es una
solucién al problema del obstdculo con v como obstéaculo inferior (de hecho, u es una solucién en todo el
dominio y estd por encima de v). Andlogamente, se puede considerar ¢ como la solucién de G(v) = 0 con
O]lgo = g v u la solucién al problema del obstéculo por arriba para F(u) y dato de contorno ulgg = f,
para obtener un par (4, 9) que es una solucién al problema de las dos membranas. En general, se cumple

que (u,v) # (@, ).

El problema de las dos membranas para el Laplaciano con un lado derecho, es decir, para F(D?u) =
—Au+ hy y F(D?v) = —Awv — hy, fue considerado por primera vez en [57] usando argumentos variacio-
nales. Mas tarde, en [16] los autores resuelven el problema de las dos membranas para dos Laplacianos
fraccionarios diferentes (dos operadores lineales no locales definidos por dos niicleos diferentes). Obsérvese
que en este caso el problema sigue siendo variacional. En estos casos aparece una condicion adicional, es
decir, la suma de los dos operadores se anula,

G(u)+ F(v) =0, (4.1.5)

dentro de 2. Ademads, esta condicién adicional junto con la estructura variacional se utiliza para demostrar
un resultado de regularidad C'7 para la solucion.

El problema de las dos membranas para un operador no lineal fue estudiado en [16, 17, 56]. En
particular, en [17] los autores consideran una versiéon del problema de las dos membranas para dos
operadores no lineales diferentes, F'(D?u) y G(D?u). Suponiendo que F es convexa y que

G(X)=-F(—X), (4.1.6)
prueban que las soluciones son C1.

También mencionamos que varios autores consideraron una versiéon mas general del problema que
involucra mas de dos membranas (ver por ejemplo [6, 18, 20]).

4.1.3. Descripcion de los resultados principales

En este capitulo utilizamos el juego Tug-of-War with noise descripto anteriormente para obtener
juegos en dos tableros cuyos valores aproximan soluciones (en un sentido viscoso) a un sistema con dos
ecuaciones de tipo obstdculo (un problema de dos membranas).

Primer juego

Describamos con més detalle el primer juego que vamos a estudiar. Nuevamente, se trata de un juego
de suma cero para dos jugadores. El juego se juega en dos tableros, que son dos copias de un dominio fijo,
suave y acotado 2 C RY. Fijamos dos funciones de pago final f, g : RV\Q — R, Lipschitz uniformes con
f > g, y dos funciones de pago por jugada hi, hs :  — R (también asumimos que son funciones Lipschitz
uniformes), correspondientes al primer y segundo tablero respectivamente. Tomamos un pardmetro £ > 0.
Usemos dos juegos con reglas diferentes para el primer y segundo tablero respectivamente, asociadas a dos
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operadores p—Laplacianos diferentes. Para ello, fijemos dos nimeros 0 < o; < 1 para i = 1, 2. Jugando
en el primer tablero las reglas son las siguientes: con una probabilidad a; jugamos Tug-of-War, esto
significa que se lanza una moneda equilibrada, y el jugador favorecido elige la siguiente posicion dentro
de la bola B:(z), y con una probabilidad (1 — ay) jugamos con una regla de paseo al azar, es decir, la
siguiente posicién se elige en B.(z) con probabilidad uniforme. Jugando en el primer tablero anadimos
un pago por jugada —e2hy(xg) (el jugador I obtiene —e?hy(z0) y el jugador II 2hq(xp)). Llamamos a
este juego el juego Ji. Andlogamente, en el segundo tablero usamos «o para identificar la probabilidad
jugar Tug-of-War y (1 — a) para la probabilidad de movernos al azar, esta vez con un pago por jugada
£2ha(z0). Llamamos a este juego Ja.

A las reglas que describimos en los dos tableros J; y Jo agregamos las siguientes formas de cambiar
de tablero: en el primer tablero, el jugador I decide jugar con reglas J; (y la posicién de juego permanece
en el primer tablero) o cambiar de tablero y la nueva posicién de la ficha se elige jugando la regla de
juego Ja en el segundo tablero. En el segundo tablero la regla es exactamente la opuesta, en este caso es
el jugador II quien decide jugar con reglas de juego Jo (y permanecer en el segundo tablero) o cambiar
de tablero y jugar en el primer tablero con las reglas de juego J;.

El juego comienza con una ficha en una posiciéon inicial xg € € en uno de los dos tableros. Después
de la primera jugada, el juego contintia con las mismas reglas (cada jugador decide cambiar o continuar
en un tablero mas las reglas para los dos juegos Tug-of-War with noise diferentes en cada tablero) hasta
que la ficha salga del dominio € (en este momento el juego termina). Esto da una sucesion aleatoria de
puntos (posiciones de la ficha) y un tiempo de parada 7 (la primera vez que la posicién de la ficha estd
fuera de Q en cualquiera de los dos tableros). La secuencia de posiciones se denotard por

{@o.do), (@1, 1); - (2}

aqui o € Q (v =, € Q) v la segunda variable, ji € {1,2}, es sélo un indice que indica en qué tablero
estamos jugando, jr = 1 si la posicién de la ficha estd en el primer tablero y ji = 2 si estamos en el
segundo tablero. Como mencionamos, el juego termina cuando la ficha sale de Q en algin punto (z,, j;).
En este caso, el pago final (la cantidad que recibe el jugador I y paga el jugador II) estd dado por
f(z;) si jr = 1 (la ficha sale del dominio en el primer tablero) y g(z;) si jr = 2 (la ficha sale en el
segundo tablero). Por lo tanto, teniendo en cuenta el pago por jugada y el pago final, el pago total de
una ocurrencia particular del juego esta dada por

T—1

pago total := f(z-)x(1}(jr) + 9(@7)x(2) (Jr) —° D (hl(xk)X{j:I}(jk+l) - h2(fﬂk)X{j:2}(jk+1))-
k=0

Observe que el pago total es la suma del pago final (dado por f(z;) o por g(z,) segin el tablero en
el que la posicién abandona el dominio) y el pago por jugada que estd dado por —e2hy(xy) y e2ho(zy)
correspondiente al tablero en el que jugamos en el paso k + 1.

Ahora bien, los jugadores fijan dos estrategias, St para el jugador I y Sy para el jugador II. Es
decir, ambos jugadores deciden jugar o cambiar de tablero en el tablero respectivo, y en cada tablero
seleccionan el punto al que ir siempre que el lanzamiento de la moneda del Tug-of-War sea favorable.
Notar que la decision sobre el tablero donde se desarrolla el juego la toman los jugadores en cada turno
(segun el tablero en el que se encuentre la posicién que elija uno de los jugadores). Por lo tanto, cuando
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las estrategias de ambos jugadores son fijas, el tablero en el que se desarrolla el juego en cada turno esta
dado (y no es aleatorio). Entonces, una vez que fijamos las estrategias St y Sir, todo depende solamente de
la probabilidad subyacente: el lanzamiento de la moneda que decide cudando jugar Tug-of-War y cuando
moverse al azar (observe que esta probabilidad estd dada por o o ai y es diferente en los dos tableros) y
el lanzamiento de la moneda (con probabilidad 1/2-1/2) que decide quién elige la siguiente posicién del
juego si se juega Tug-of-War. Con respecto a esta probabilidad subyacente, con las estrategias fijas St y
St1, podemos calcular la esperanza del pago total comenzando en (z,7) (recuerde que j = 1,2 indica el
tablero en el que estd la posicién del juego),

Eg:gﬂ [pago total].

Se dice que el juego tiene un valor si

w®(z,j) = supinf ]E(S?QH [pago total] = 1'51f sup Eg@n [pago total]. (4.1.7)
) o SI )

S; Su
Observar que este valor w® es el mejor resultado esperado posible que el jugador I y el jugador II pueden
esperar obtener jugando lo mejor que puedan. Vamos a demostrar que este juego tiene un valor. El valor
del juego, w®, estd compuesto de hecho por dos funciones, la primera definida en el primer tablero,

u®(z) == w(x, 1)

que es el resultado esperado del juego si la posicién inicial estd en el primer tablero (y los jugadores
juegan lo mejor que pueden) y
v () == w(x,2)

que es el resultado esperado del juego cuando la posicién inicial estd en el segundo tablero. Resulta que
estas dos funciones u®, v satisfacen un sistema de ecuaciones que en la literatura se denomina Dynamic
Programming Principle (DPP). En nuestro caso, el DPP correspondiente para el juego viene dado por

[ w(2) = max {11 (@), (@)}, zew,
v¥(z) = min {Jl(uE)(x), Jg(vs)(x)}, e, 1s)
u®(z) = f(z), z e RN\Q,
v¥(z) = g(z), r € RV\Q.
donde ) .
Mw)(@) = o[ s w) + nt ()] +(1—a) ]{3 vy = 2h(z)
y
D)) = as] 5 s wly) + iyé&f@ w()] + (1~ a0) ]{9 ey ).

Observacion 4.1.1. A partir del DPP y de la condicién f > ¢g queda claro que las funciones de valor del
juego estan ordenadas. Tenemos

u(y) > v*(y)
para todo y € RV,
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Observacion 4.1.2. Observe que el DPP refleja las reglas del juego descriptas anteriormente. Es decir, la
regla J; dice que con una probabilidad de a; jugamos al juego de Tug-of-War y con una probabilidad de
(1 — 1) jugamos al juego de paseo al azar, con un pago por jugada que involucra a h;. Andlogamente,
en el juego Jo la probabilidad estd dada por as y el pago por jugada involucra a hs. Observe también
que los max y min que surgen en el DPP corresponden a las elecciones de los jugadores de cambiar de
tablero (o no). En el primer tablero, el jugador I (que busca maximizar el resultado esperado) es el que
decide, mientras que en el segundo tablero decide el jugador II (que quiere minimizar).

Nuestro primer resultado dice que las funciones de valor del juego convergen uniformemente cuando
e — 0 a un par de funciones continuas (u,v) que es una solucién viscosa para un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales en el que aparecen dos ecuaciones de tipo obstéaculo.

Teorema 4.1.1. Existe una sucesién €; — 0 tal que (u®,v%) converge a un par de funciones continuas
(u,v),
€j €j
u’l = u, v =2 v

uniformemente en 2. El par limite es una solucién viscosa para el sistema de dos membranas con dos
p—Laplacianos diferentes. Es decir,

( u(z) > v() zeQ,
—Aju(z) +hi(z) >0, —Ajv(z) — ha(z) <0 z €Q,
—Aju(z) + hi(z) =0 , —Alv(z) — ha(z) =0 re{u>vnQ, (4.1.9)
u(z) = f(x) x €09,
v(z) = g(z) x € 09,

Aqui p y g estdn dados por
ap p—2 ay  q—2

l—a, N+2 ¥ 1—ay N+2

Observacion 4.1.3. Utilizando que u® = u, v* = v y que u® > v® obtenemos inmediatamente

(4.1.10)

u(y) > v(y) para todo y € RY.

Observacién 4.1.4. Podemos escribir el sistema (4.1.9) como
mm{ — Abu(@) + ha (@), (u — v)(:v)} =0, zeQ
méx{ —Aév(:v) —hg(:c),(v—u)(m)} =0, x €,

u(@) = f(x), x € 09,

() = g(x), x € 00

Aqui la primera ecuacién dice que u es una solucién al problema del obstaculo para el p-Laplaciano con
v como obstaculo por debajo, y dato de contorno f, y la segunda ecuacién dice que v es una solucién al
problema del obstaculo para el g-Laplaciano con u como obsticulo por arriba, y dato de contorno g.
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Esta formulacién corresponde a un problema de dos membranas en el que las membranas estan sujetas
en el borde del dominio y cada membrana actiia como un obstéculo para la otra (ver figura 4.1).

Observacion 4.1.5. Dado que en general no hay unicidad para el problema de las dos membranas sélo
podemos demostrar la convergencia tomando una secuencia €; — 0 usando un argumento de compacidad.

08 “\\\\\\ AN - //
N\ =S,

!

/

7777
n /4/”,1' QOIS

/.

05

Figura 4.1: Problema de las dos Membranas en 2D

Comentemos brevemente las principales dificultades que aparecen en la demostracion de este resultado.
Para demostrar que el DPP tiene una solucién argumentamos utilizando argumentos de monotonia en el
espiritu del método de Perron (una solucién se obtiene como el supremo de subsoluciones). Una vez que
demostramos la existencia de una solucién para el DPP utilizamos esta solucién para construir estrategias
cuasi 6ptimas para los jugadores y demostramos que el juego tiene un valor que coincide con una solucién
para el DPP (este hecho implica unicidad para las soluciones para el DPP). En este punto queremos
mencionar que es crucial la regla que obliga a jugar una ronda del juego, cuando uno de los jugadores
decide cambiar de tablero. Si uno cambia de tablero sin jugar una ronda en el otro tablero el juego
puede no terminar nunca (e incluso si penalizamos los juegos que nunca terminan no estd claro que el
juego tenga un valor). Ver [53] para un ejemplo de un juego Tug-of-War que no tiene un valor. Luego de
haber probado la existencia y unicidad del DPP y la existencia de un valor para el juego, estudiamos su
comportamiento cuando € — 0. La convergencia uniforme se seguird de una variante del lema de Arzela-
Ascoli, ver Lema 4.2.4 (esta idea se utiliz6 antes para obtener la convergencia de funciones de valor de
los juegos, ver varios ejemplos en [15]). Para ello necesitamos que cuando el juego comience cerca del
borde en cualquiera de los dos tableros, cualquiera de los dos jugadores tenga una estrategia que fuerce
al juego a terminar cerca del punto de inicio en un niimero controlado de jugadas con una probabilidad
alta. Por ejemplo, comenzando en el primer tablero, el primer jugador puede elegir la estrategia de nunca
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cambiar de tablero y apuntar hacia un punto del borde cuando se juega el juego Tug-of-War. Se puede
demostrar que esta estrategia da la estimacion deseada de un solo lado. Sin embargo, a partir del primer
tablero, encontrar una estrategia para el jugador II que logre limites similares es mas complicado, ya que
el jugador que puede decidir cambiar de tablero es el jugador I. Obtener dichos limites para la posicién
terminal y el nimero esperado de jugadas en este caso es una de las principales dificultades con las que
nos enfrentamos. Una vez que demostramos la convergencia uniforme de las funciones de valor, utilizamos
el DPP para obtener que el par limite es una solucién viscosa del problema de las dos membranas. Esto
se demuestra utilizando el enfoque de teoria viscosa habitual.

Segundo juego

Consideremos una variante del juego anterior en la que la posibilidad de que los jugadores cambien
de tablero también depende de un lanzamiento de moneda.

Este nuevo juego tiene las siguientes reglas: si la posicién del juego estd en (xg, 1) los jugadores lanzan
una moneda equilibrada (probabilidad 1/2 — 1/2), si el jugador I gana, decide jugar el juego J; en el
primer tablero o jugar el juego Js en el segundo tablero. Por otro lado, si el ganador es el jugador II la
unica opcion es jugar Jp en el primer tablero. Si la posicién estd en el segundo tablero, digamos en (xg, 2),
la situacién es analoga pero con los roles de los jugadores invertidos, se lanza nuevamente una moneda
equilibrada, y si el jugador I gana, decide entre jugar J> en el segundo tablero o saltar al primer tablero
y jugar Jp, mientras que si el jugador I gana la tinica opcién es jugar Jy en el segundo tablero. Aqui las
reglas de J; y Jo son exactamente las mismas que antes, lo tinico que cambiamos es que la decisién de
cambiar de tablero o no también depende de un lanzamiento de moneda equilibrada.

Este juego tiene asociado lo siguiente DPP:

(@) = i {1) @), B0} + 50N wen,
ve(x) = %min {Jl(ua)(x), Jg(vs)(x)} + %JQ(U8>(Z’) x € Q,
u(z) = f(x) € RV\Q,
vi(2) = g(z) z € RM\Q.

Este DPP también refleja las reglas del juego. Por ejemplo, la primera ecuacién dice que con proba-
bilidad 1/2 el primer jugador decide jugar J; o cambiar de tablero y jugar Jo (de ahi que aparezca el
término max{J;(u®)(x), J2(v®)(z)} ) y con probabilidad 1/2 la posiciéon permanece en el primer tablero
(simplemente juegan Jp). De igual manera se puede hacer el andlisis para la segunda ecuacién.

Observacion 4.1.6. También en este caso, a partir de la DPP y la condicién f > g resulta inmediato que

u(y) > v (y),

se cumple para todo y € RV,
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En este caso, el par (u°,v®) también converge uniformemente a lo largo de una subsucesiéon €; — 0 a
un par de funciones continuas (u,v), y este par limite es también una solucién viscosa al problema de las
dos membranas con una condicién adicional en el conjunto de contacto.

Teorema 4.1.2. Existe una secuencia €; — 0 tal que (u®/,v%7) converge a un par de funciones continuas
(u,v),

ut = u, v = v
uniformemente en Q. El par limite es una solucién viscosa para el sistema de dos membranas con los dos
p—Laplacianos diferentes, (4.1.9), con p y ¢ dados por (4.1.10). Ademés, se cumple la siguiente condicién
adicional

(- A},u(m) + hi(z)) + (= Agu(z) — ha(z)) =0, x €, (4.1.11)

Observacién 4.1.7. Observemos que la condicién adicional (4.1.11) se cumple trivialmente en {u > v}
(va que u y v resuelven —Alu(x) + hy(x) = 0y —Alv(z) — ho(z) = 0 respectivamente). Entonces, esta
condicién extra nos da nueva informacion en el conjunto de contacto {u = v}. Nétese que esta condicién
extra (la suma de las dos ecuaciones es igual a cero) es similar a la que aparece en [16], c.f. (4.1.5), pero
no es la misma que la que se supone en [17] para obtener regularidad de las soluciones, véase (4.1.6), ya
que para el p—Laplaciano normalizado no es cierto que —A}Uu(x) = Aé(—u)(x) a menos que p = gq.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: En la Seccién 4.2 analizamos el primer juego; En
la subseccion En la primera demostramos la convergencia uniforme a lo largo de una subsucesion y en la
segunda demostramos que el limite uniforme es una solucién viscosa del sistema de EDP (4.1.9).

En la Seccién 4.3 incluimos una breve descripcién del andlisis para el segundo juego (los argumentos
utilizados para demostrar la convergencia uniforme son bastante similares). Aqui nos centramos en los
detalles necesarios para demostrar que obtenemos una condicién adicional en el conjunto de contacto.

Por ultimo, en la Seccién 4.4 incluimos algunas observaciones y comentarios sobre posibles extensiones
de nuestros resultados.

4.2. Analisis del primer juego

4.2.1. Existencia y unicidad de la soluciéon del DPP

En esta seccién primero demostramos que existe una solucién para el DPP, (4.1.8), luego demostramos
que la existencia de una solucién para el DPP implica que el juego tiene un valor (permite encontrar
estrategias cuasi éptimas para los jugadores) y al final obtenemos la unicidad de las soluciones para el
DPP.

Para demostrar la existencia de una solucién para el DPP utilizamos una variante del método de
Perron (es decir, una solucién puede obtenerse como supremo de subsoluciones).

Consideremos el conjunto de funciones

o = {(ge,ys) : uf,v° son funciones acotadas tales que (4.2.12) se cumple}
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con

W (x) < méx {Jl () (), Jg(va)(x)} zeQ,

v (z) < min {Jl(us)(:z), Jz(qf)(x)} zeqQ, 2
wA (@) < f(a) z e RV\Q,

ve(x) < g(x) r € RM\Q.

\

Observar que (4.2.12) es simplemente el DPP con desigualdades que dicen que (u®,v®) es una subso-
lucién de la DPP (4.1.8). Para la definicién precisa de las subsoluciones y supersoluciones de los sistemas
DPP nos remitimos a [47, 48].

Comencemos demostrando que &/ es no vacio. Para ello introducimos una funcién auxiliar. Como
Q C RV esta acotado, existe R > 0 tal que @ CcC Bg(0) \ {0} (sin pérdida de generalidad podemos
suponer que 0 ¢ €2). Consideremos la funcién

2K (|z|> = R) — M if = € Bg(0),
zZolx) =

. N (4.2.13)
—M if =€ RN\ Bg(0).

Esta funcién tiene las siguientes propiedades: La funcién zg es C?(€2) y se cumple, para z € Br(0) \ {0},

N -1 N -1

Azo(x) = (20)rr + (20)r = 4K + ——AKr = 4K + 4K(N 1)

Al z0(z) = (20)r (z) = 4K.

Observar que cuando calculamos el infinito Laplaciano de zy tenemos que prestar especial cuidado en
el origen (donde el gradiente de zy vale cero), ya que el operador no estd bien definido alli. Para ello,
utilizamos el hecho de que zy es una funcién radial y calculamos el infinito Laplaciano en el sentido clasico
en los puntos en Br(0) \ {0} (donde el gradiente no se anula).

Entonces, obtenemos

Alz(w) = %(4}() + 2((1N_+0‘12))(4K +AK(N - 1)) > K
y
Abzo(z) = %(4}() + M(M +AK(N - 1)) > K.

Estamos listos para demostrar el primer lema.

Lema 4.2.1. Para ¢ > 0 suficientemente chico se cumple que &7 # ().

Demsotraciéon. Consideramos zg con las constantes

K = méx{||h1 oo, |h2]lcc } + 1,
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M = méax{|| flloo; llglloc} + 1,

y afirmamos que

(ZQ, Z[)) c .

Probemos esta afirmacién. Primero, observamos que la desigualdad (4.2.12) se cumple para x € RV\Q.
Entonces, nos queda demostrar que para x € ) se cumple que

20(z) < min {Jl(zo)(a:), J2(z0)(x)}.

Es decir, nuestro objetivo es demostrar que

0 < min {Jl(zo)(x) ~ 2o(@), Ja(20)(z) — zo(x)}. (4.2.14)
Usando Taylor obtenemos

J1(20)(x) — 20(z)

1 1
=0 [5 yGS;lEIEx)(Zo(y) — zo(z)) + 5 yeanEf(g;)(zO(y) — z0(x))]

(1 - ) ]g (o)~ @)y — i)

= (S akaoto) g3y () = ) + o2

De manera andloga,

(1 — o)

Ta(a0)(2) = 20(a) = (5 Aeao(e) + oy

Azg(x)>€2 + &2hy(z) + o(e?).
Si volvemos a (4.2.14) y dividimos por &2 obtenemos
0 < min {Azl)zo(x) — hi(x), A;zo(m) + hg(x)}.
Usando las propiedades de zp tenemos
All,zo(as) —hi(z)>1>0 y Aézo(a:) + ha(z) > 1> 0.

Por lo tanto, la desigualdad (4.2.14) se cumple para e suficientemente chico. Esto finaliza la demostracion.
O

Observacion 4.2.1. Podemos definir una funcién auxiliar diferente z* como la soluciéon del siguiente pro-
blema

1 1
2°(x) = min {qa;(= sup 2z°(y)+ = inf 2° + l—ai][ Fy)dyt — 2K z e,
@)= iy {aily sw )45t S@)+1-a)f W)

2°(x)=-M x ¢ Q.
(4.2.15)
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La existencia de esta funcion se da en [13] (ver Teorema 1.5). De hecho, (4.2.15) es el DPP que corresponde
a un juego en el que un jugador (el que quiere minimizar el pago esperado) elige la moneda que decide
entre el juego Tug-of-War y un paseo al azar.

Si argumentamos como antes podemos demostrar que (z°,2°) € 7.

Ahora, nuestro objetivo es demostrar que las funciones (u®,v°) € & estan uniformemente acotadas.
Para demostrar esto necesitaremos algunos lemas técnicos. Consideremos la funciéon wyg = —zg. Esta
funcién tiene las siguientes propiedades:

Awy(x) = —Azg = —4K —4K(N — 1)

Al wy(z) = —Al wy(z) = —4K.

Entonces, tenemos

A}?wo(x) = %(—4K) + M( —4K —4K(N —-1)) < -K
y
Ajwo(z) = %(-4}() + M( —4K —4K(N -1)) < -K.

Demostremos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Dado K = méx{||h1]|co, [[P1llcc} + 1y M = mzix{”f”oo, HgHOO} + 1, existe g9 > 0 tal que la

funcién wy verifica

wo(z) > méx {Jl (wo) (), Jg(wo)(aj)}, v €,
(4.2.16)

wo(z) = M, z e RN\Q,

para cada € < gg.

Demostracién. Primero, observemos que la desigualdad w®(x) > M se cumple para z € RV\Q cuando
M es suficientemente grande. Luego, nos queda demostrar que para x € ) se cumple que

wo(z) > méx {Jl(wo)(:c), JQ(U)())(CC)}.

Es decir,
0 > mix {Jl(wo)(x) — wo(z), Ja(wo)(x) — wo(x)}. (4.2.17)
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Utilizando el desarrollo de Taylor nuevamente obtenemos
Ji(wo)(z) — wo ()

— o[} sup (woly) —wo@) -2 if (woly) — wo(@))]

2 yeB.(x) 2 yeB:(x)
H1=an) f (woly) — wola))dy + 2 (@)
<(z)
- (%A;ow()(m) + MMO(&;))@? — 2hy(z) + o(2).
De manera anéloga,
o)) = un(o) = (P Akun(o) + 52 Mun(a) )2~ Hhaa) + ofe?),

Si volvemos a (4.2.17) y dividimos por £? obtenemos
0 > méx {A;)wo(a}) — hi(x), Acllwg(x) + hg(w)}.
Usando las propiedades de wg llegamos a
A;wo(l’) —hi(x) < -1y A;wo(m) + ho(z) < —1.

Por lo tanto, la desigualdad (4.2.17) se cumple para ¢ suficientemente pequeno. Esto termina la demos-
tracién. =

Nuestro siguiente resultado dice que, de hecho, las subsoluciones de la DPP (pares (u,v) € &) estan
efectivamente acotadas por wg. Esto demuestra que las funciones en &7 estan uniformemente acotadas.
A partir de la prueba del siguiente resultado se puede obtener un principio de comparaciéon para el DPP.

Lema 4.2.3. Sea (u®,v°) € &/ (subsoluciones acotadas del DPP (4.1.8)) y w® una funcién que verifica
(4.2.16), es decir,

w®(z) > max {Jl(wg)(:c), JQ(wE)(m)} x € Q,
w(x) > M z € RV\Q.
Entonces, se cumple que
wr) <w(z) y f(z) Swi(e), weRY.

Demostracién. Argumentamos por el absurdo. Supongamos que
max { sup(u® — w®), sup(v® — wE)} =60>0.

Esta claro que
u(z) < M < w(z), v (x) < M < w(x).



para x ¢ €. Por lo tanto, tenemos que concentrarnos en lo que sucede dentro de €. Dividimos la prueba
en dos casos.

Caso 1. Supongamos que
sup(v® —w®) = 6.

Dado n € N sea z,, € ) tal que

0 — % < (v° —w®)(xy).

Usando las desigualdades verificadas por las funciones involucradas obtenemos

o= < (V7 = w)(zn) < J2(v)(2n) — Ja(w)(2n)

n

1 _ 1 1 1
=ag|= sup v (y)+= iInf °(y)—= sup w(y)—= inf w(y)
[ y€ Bz (zn) ) 2 yeBe(an) (@) 2 yeB.(an) 2 yeBe(an) }

+(1 — ag) ][ (v® — w®)(y)dy + 62h2(xn) — 2K
B:(zn)

Say sup (& —uf)(y)+ (1 —as) ][ (F — uF)(y)dy + e2ha () — K.
yeBE(fEn) BE(IBn)

Aqui usamos que
sup v (y) — sup w(y) < sup (v° —w)(y),
yEBE(In) yeBs(xn) yeBs(xn)

€

inf v — Inf w(y) < sup (v° —w®)(y).
ot () ot () yEBE(xn)( )(Y)

Ahora vemos que gracias a
swp (0 -w)) <0y (- wdy <o
YEBe (zn) Be(zn)

se llega a

1

0 — — <0+e*hy(z,) — 2K < — &2

n

Aqui usamos ha(z) — K < —1. Esto produce un absurdo si n € N es suficientemente grande tal que

2

e ——>0.

SN

Esto finaliza la prueba en el primer caso.

Caso 2. Supongamos que
sup(u® — w®) = 0.

En este caso tomamos de nuevo una sucesion z,, € ) tal que

0 — % < (u® —w)(zp).
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Supongamos primero que
i { 1 () (), Ja(0) (@) } = Jol0") (a0,

entonces obtenemos
(u® — w®)(zn) < J2(v°)(zn) — J2(w")(2n),

estamos nuevamente en el primer caso y llegamos a una contradiccion argumentando como antes.

Finalmente, supongamos que

miix {73 (u) (), Ja(0%) (2) } = 1 (07) (@),

entonces obtenemos

(U = w)(n) < J1(w)(2n) = Jr(w?)(zn),

y si argumentamos como en el primer caso llegamos a una contradiccion. Esto pone fin a la demostracion.

O

Ahora bien, si observamos que wy es continua en RY y por tanto acotada en la esfera Br, podemos
deducir que existe una constante A > 0 que depende de los datos f, g, h y del dominio  tal que
wo(x) < A. Luego, si utilizamos los lemas anteriores, obtenemos una cota uniforme para funciones en <.

Teorema 4.2.1. Existe una constante A > 0 que depende de f,g,h y Q tal que para cada (u®,v°) € &7 se
cumple que

para cada z € RY y cada ¢ < .
Demostracion. Se deduce del Lema 4.2.2; del Lema 4.2.3 y de la acotaciéon de wy. O

Con este resultado podemos definir para @ € RV,

v (z). (4.2.18)

u (z) = sup w(x) y v(x)= sup
(ufve)ed (uf,ve)ed

El resultado anterior, Teorema 4.2.1, da que estas dos funciones u® y v° estan bien definidas y acotadas.
Probaremos que son una soluciéon del DPP.

Teorema 4.2.2. El par de funciones (u,v®) es una solucién del DPP, (4.1.8).

Demostracién. Primero, demostremos que (u®,v¢) € 7. Dados (u®,v°) € & y x € Q) tenemos que
(@) < mix { 1 (u)(2), Jo () (@) }.

Tomando el supremo para (u°,v°) € o/ obtenemos
w (@) < mix { 1 (u°)(2), Jo(v7) () |
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y por lo tanto (tomando el supremo en el lado izquierdo) concluimos que
uF (@) < max { 1 (u7) (@), To(0) (@) }.
Un céalculo analogo para la segunda ecuaciéon muestra que v® verifica

v¥() < min {J1 () (), JQ(UE)(x)}

para z € Q. Finalmente, como u®(z) < f(z) y v°(z) < g(z) para z € RV\Q, tomando el supremo
obtenemos u(x) < f(z) y v°(z) < g(x) para x € RV\Q y concluimos que (uf,v°) € o

Tenemos un conjunto de desigualdades para el par (u®,v%) € &7. Para demostrar que el par es de hecho
una solucién del DPP, tenemos que demostrar que son, de hecho, igualdades. Para demostrar este hecho,
argumentamos por el absurdo. Supongamos que tenemos una desigualdad estricta para algin zg € RY.
Si 29 € RVM\Q y tenemos uf(zg) < f(xg) llegaremos a una contradicciéon considerando

e () = u® (z) si x # xp,
u(xg) +0 si = xp,

con § > 0 suficientemente chico como para que u®(xo) + 6 < f(xp). De hecho, se puede comprobar que el
par (ug, v®) pertenece a 27 pero en x tenemos uf(zg) = u®(xo) +9 > u(xg) = sup,, u*(zo), lo que genera
una contradiccién. Se puede utilizar un argumento similar cuando zo € RV\Q y tenemos v¢(zq) < g(xo).
Concluimos que uf(z) = f(z) y v*(x) = g(z) para cada = € RNV\Q.

Ahora, supongamos que el punto en el que tenemos una desigualdad estricta estd dentro de €2, o € €.
Primero, supongamos que tenemos

e (20) < méx {Jl(ug)(azo), JQ(UE)(xO)}.

Consideremos

méx {J1 (u€) (20), JQ(va)(:EO)} —uf(zg) = 6 > 0,

y, como antes, la funcién
u () if x # xo,

u(zo) + g it == .
Entonces, tenemos

g (z0) = (o) + g < méx {J1 (u€) (o), JQ(UE)(xO)}.
En otros puntos x € {2 también tenemos

u(r) < méx {Jl(ue)(x), JQ(UE)(x)} < méx {J1 (uS) (), JQ(UE)(:C)}.

Finalmente, en relacién a v® obtenemos (en cualquier punto = € ),
v*(z) < min {J1 (u§) (), JQ(UE)(x)}.
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Por lo tanto, tenemos que el par (uf,v®) pertenece a 7, obteniendo una contradicciéon como antes. ya
que uf(xo) > u(zo).

Anélogamente, se puede tratar el caso en el que xg € Q y
¥ (29) < min {Jl(ua)(xo), Jg(vf)(xo)}.
Asi hemos finalizado la demostracion. O
Corolario 4.2.1. Existe una constante A > 0 tal que
W @) <Ay (@) <A

para todo z € RY.

Demostracién. Toda solucion del DPP pertenece a 7. Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema
4.2.1. O

Comentario: En la definicién (4.2.18) obtenemos funciones (u,v®) que no son necesariamente medi-
bles. Entonces, entendemos la integral de la siguiente manera

/ v° (y)dy = sup { / w(y)dy / w medible , w < v°}
Be(x) B.(z)

Alternativamente, podemos obtener un par de funciones medibles (u®,v¢), soluciones del DPP a través
de la siguiente iteracién: Dadas u§ = v = zp con 2o la funcién definida en (4.2.13), tenemos que el par
(ug, vg) es subsolucion del DPP (4.1.8). Definimos para n > 0

[ (@) = max {n @) @), @)} zew,
V(@) = min { () (@), b(0) (@)} weQ,
Uy (7) = f(2) z € RV\Q,
Upy1 (@) = g(2) z e RN\Q.

Esto nos da un par de sucesiones de funciones medibles (u$,v5) subsucesiones del DPP, crecientes,
uniformemente acotadas. Si definimos
’ £ _ 15 z. > — 2,€
nh_EI;Oun(xat) =u (Jl,t) y nh_g;lovn(xvt) =v (l‘,t)
Estas funciones resultan medibles, y son solucién del DPP (4.1.8). Los detalles de construccion alternativa

de la solucién del DPP se pueden ver en el lema 5.4.4 y el teorema 5.4.1 del capitulo 5. Con esto damos
por terminado el comentario.

Ahora, para tener una versiéon completa del trabajo, incluimos el enunciado preciso del Optional
Stopping Theorem (OSTh), una herramienta clave de la teoria de la probabilidad que utilizaremos en lo
que sigue.
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Optional Stopping Theorem. Recordamos brevemente (ver [59]) que una sucesién de variables aleato-
rias { M} }r>1 es una supermartingala (submartingala) si

E[Mjy41|Mo, My, ..., Mi] < My, (>).

Entonces, el Optional Stopping Theorem, que llamaremos (OSTh) en lo sucesivo, dice: dado 7 un tiempo
de parada tal que se cumple una de las siguientes condiciones,

(a) El tiempo de parada 7 estd acotado casi seguramente;
(b) Se cumple que E[7] < 0o y existe una constante ¢ > 0 tal que
E[My4+1 — My| My, ..., My < ¢
(c) Existe una constante ¢ > 0 tal que | M7 x| < ¢ casi seguramente para todo k € N.
Entonces

E[M;] < E[Mo] ()

si {My}r>0 es una supermartingala (submartingala). Para la prueba de este resultado clasico nos remi-
timos a [25, 59].

Terminemos esta secciéon demostrando el siguiente teorema.

Teorema 4.2.3. Las funciones (u®,v®) que verifican el DPP (4.1.8) son las funciones que dan el valor del
juego en (4.1.7). Esto significa que la funcién

w®(x,j) = inf sup Eg’gn [pago total] = sup isnf Eg’i’gn [pago total]
St ’ 1 Pl ’

1T
verifica que
w®(z,1) = u®(x)
w®(z,2) = v°(x)

para cualquier par (uf,v®) que resuelva el DPP, es decir, para cualquier par que verifique

([ w* () = méx {J1 () (), JQ(UE)(x)} zeQ,
v*(z) = min {Jl(us)(x), Jg(vg)(x)} zeQ,
uf(z) = f(x) z e RN\Q,

| v5(2) = g(x) z € RN\Q.
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Demostracién. Fijemos § > 0. Supongamos que comenzamos en un punto en el primer tablero, (zg,1).
Entonces, elegimos una estrategia S;* para el jugador I usando la solucién del DPP (4.1.8) de la siguiente
manera: Siempre que jr = 1 el jugador I decide quedarse en el primer tablero si

mix {3 (u) (1), Ja(0) (n) b = 1 () (),

y en este caso el jugador I elige un punto

x}€+1 = Sik((x(]ij)a SRR (xk‘a]k’)) tal que sup ue(y) T ok+1 < ue('r}qul)'
YE€Be (k) 2

Por otro lado, el jugador I decide saltar al segundo tablero si

méix { (6 (x), Jo (0°) () | = Ja(v°) (),

y en este caso el jugador I elige un punto

5U}c+1 = 5t ((z0,40), - - - (zk, ji)) tal que sup v°(y) — it S U (Tg)-
yeBe(mk) 2

Dada esta estrategia para el jugador I y cualquier estrategia para el jugador II, consideramos la
sucesion de variables aleatorias

T
L

o

(h1 () xqj=1y (1) — ha(@) X (=2} (ie1)) — ok

My, = w (g, ji) — €

N
I
o

donde w®(xy, 1) = u® (), w(xg, 2) = v°(xk) y

1 j=i,
X':i(j):
=i 0 j#i.

Veamos que (My)i>0 es una submartingala. Para ello, necesitamos estimar

1
E%O,SI)I [My 1| My, . .., My].

Consideraremos varios casos.
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Caso 1: Supongamos que jr = 1y jrr1 = 1 (es decir, nos quedamos en el primer tablero), entonces

E,(S'aioél)l [Mk+l|M07 s 7Mk]

o, . o
= E(S*OSI)I[ (Trr1) Z (h () x =1y (1) — ha(@) X (=2} Gie1)) — W\Mo,---,Mk}
=0
zg,1
= B [ @) — (@)
Jer1=1

o
—

) . 1)
—e2 > (ha(@)xgj=1y Gie1) — ha(@) X =2y Gir1)) — W\Mo, e ,Mk}

~
[e=]

1 1
= a1 (U (ki) + e (atl) + (1 - ) ]{B L = )
e (T

o
—

. . o
—e? (h1(xz)X{j:1}(Jl+1) - hz(xl)X{j:Q} (Jl+1)) T ok+l”

N
Il
o

Por lo tanto, obtenemos

ED (M1 | My, . .., My

Sy .S
iy sw o w) - ety i w@)+0-a)f  awdy— hn)
2 yeB.(z1) 261 2 yeB.(ay) Be(z1)
, k—1 . . 5
—€ (h1 (@) x =13 (1) — ha()X(j=2) (1)) — FYan)
=0 k-1
> Ji(u 622 (ha(z)x =13 Gre1) — ha(@)xgj=2) Gis1)) — ;k
1=0 - }
= max{Ji (u®)(zx), Jo(v°) (wx)} — €2 Y (@) xgj=1y Girr) — ha(m)x =2y Gir1)) — o
k—1 =0 5
= (zk) — 2 ) (ha(z)xgj=1y Gir1) — ha(@)x(j=2y (ir1)) — of = M
1=0
Caso 2: Supongamos que jr = 1y jrr1 = 2 (es decir, saltamos al segundo tablero), entonces
Efff 3 [Mjo1 | Mo, . .., My
k
= S0 [0 i) = 2 3 ()Xo Ginn) — hale) gy (Gern)) — g 1Mo, M
1=0
= IE(S?ZglI)I [UE(CC]C+1) + 2ha(zy)
Jk+1=2

k-1

. 0
—¢? E (ha(z)xgj=13 Gre1) — ha(@)xgj=oy Gis1)) — 72k+1\M0,---,Mk}-
1=0
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Entonces, obtenemos

Eféi‘J;fI (M 1| Mo, . .., My

2oal3 s v g g o W) 0o f @y
= ' ' 5
—e2> " (h(@)x g1y Grer) — ha(z) X2y (i) — okl

=0 k-1 5

= L) (@r) — ) (ha(z)xgj=1)Gir1) — ha(@)x =2y Gir1)) — ok
=0 k-1
= max{J1(u%)(zx), J2(v%) (@)} — €Y (ha(x)x (=13 Gir1) — ha(@)xgjm2y Gis1)) — ok
. 1=0 )

=u(zg) — 2 Y (ha(@)xgjmy(ie1) — ha(@) X (j=2) (1)) — of = M-

l

Il
=)

Caso 3: Supongamos que jr = 2y jr+1 = 2 (es decir, nos quedamos en el segundo tablero), entonces

1
EE@?O,SI)I (M 1| Mo, . .., My

k
= Efqiosll)l [ *(@pt1) — € Z (ha(@)xgj=1y (1) = ha(z)x =23 (141)) — 2k+1 |Mo, . . -aMk}

=0
= Efg?lgll)l [Us(xkﬂ) +e2ha ()

Jkr1=2

k-1

. 1)
—2 Y (h(@)xgj—1y Gisr) — ha(@)X(j=2) (i) — W‘MO’---;Mk}-
1=0

Por lo tanto, tenemos

E&Ogl)l (M1 | Mo, . . ., My]

2oaly sp ) gty B @) 1) f @y )
k—1 5
—2 > (ha (@) x 1y Grar) = ha@)x g2y (ie)) — SR
=0 1
> Jo(v°) (zr) — €2 (h(@)x(j=1y (ie1) — ha(z) X =2y (Gis1)) — oF
=0 b1 5
> min{Jy (u¥)(zx), J2(v°) (2k)} — €Y (ha(@)x(j=1y Gir1) — ha(z)x =2y (is1)) — ok
1 =0 5
=v(zx) — 2 Y (@) xgjmry Uirr) — ha(@) X (j=2) (Gis1)) — ok = M.
=0
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Caso 4: Supongamos que jr = 2y jr+1 = 1 (es decir, saltamos al primer tablero)

E,(S'aioél)l [Mk+l|M07 s 7Mk]

k
T . )
—Efgf’sf[[ (wer1) — €2 (h(@)xgj—13 (1) — ha(@) X (=2} (1)) — W\Mo,---,Mk}
1=0
xo,1
—— Ek(gf*o,sl)l [u (Tg41)
Jr+1=1

T
L

) ) )
—e?hy(xx) — 2 Y (ha(m)x(jz1y Gir1) — ha(@)x(j=2y (ir1)) — W\Mo, e ,Mk}-

N
Il
o

Por lo tanto,

G g0 [Miy1| Mo, ..., My

> oq(} yezljgk) u(y) — 2,%11 + ;yeggka)ue(y)) + (1 —a1) ]{Be(xk) u* (y)dy — e*ha ()
<Y (b @)y ) — o)Xz ) — gy
- k—1 5
= J1(u)(z) — ) (@) x =13 Gis1) — he(@)xgj=2y (Gi41)) — oF
1=0 - }
> min{J1 (u®)(zx), J2(v°) (zx) } — 622 (h1(z0)x =13 (1) — Pa(@)x(j=2y (G141)) — 2k
k—1 =0 5
= o (zx) — 2 Y (@) xgjmry Uirr) — ha(@)X(j=2) (Gis1)) — oF = M.
=0

Luego, reuniendo los cuatro casos, concluimos que M} es una submartingala.

Utilizando el OSTh obtenemos
1
EG 0 [Mrni] > Mo,

Si tomamos el limite cuando & — oo obtenemos

(wo,1)
Egsy [Mr] = Mo.

Si tomamos infg;;, y luego supg, llegamos a

sup inf B 0’1)[MT] > M.
S; Su

Esta desigualdad dice que
sup 1nf Eg °% )[pago total] > u(xg) — 4.
S; Su
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Para demostrar una desigualdad en la direccién opuesta fijamos una estrategia para el jugador II de
la siguiente manera: Siempre que jr = 1 el jugador IT decide quedarse en el segundo tablero si

min { Jy (u®)(zy), J2(v°) (z1) } = Jo(v°) (2k)

y el jugador II decide saltar al primer tablero cuando

min { Jy (u®)(zy), J2(v°) (zx) } = J1(v°)(2k)

Si jugamos Tug-of-War (en ambos tableros) el Jugador II elige

. , . ) .
wher = Sti((@o, jo), - - -, (w. )  tal que yeéﬂgxk)wa(%]kﬂ) +or 2 W (TR 1 s Jit1)-

Dada esta estrategia para el jugador II y cualquier estrategia para el jugador I, utilizando célculos
similares a los que hicimos antes, podemos demostrar que la sucesién de variables aleatorias

E
—_

Ni = w(@p, k) — €Y (ha(@)xgj=1y Gir1) — he(z)xgjm2y (ie1)) +

l

2k

Il
o

es una supermartingala. Finalmente, utilizando el OSTh llegamos a

inf sup ]E( )[pago total] < u®(xg) + 0.

St

Entonces, hemos obtenido

u®(zg) — 0 < sup 1nf E( % ) . [pago total] < 1§1f Sup Eg SI)[pago total] < u®(xg) 46
St Su

para cualquier ¢ positivo.

De manera andloga, podemos demostrar que

vE(zg) — 9 < s151p 1uf E( )[pago total] < g}f sup IE(S °% )[pago total] < v°*(zg) + 0.
I

Dado que § es arbitrario, esto demuestra que el juego tiene un valor,

sup mf Eg °% )[pago total] = 1§1f sup E(S ° )[pago total] = w(wop, 1)
St St 11

(o

sup mf E( )[pago total] = inf sup IE )[pago total] = w(xo, 2)

S Su St

y que estas funciones coinciden con la solucién de DPP,
w(xo, 1) = u® () y w(zg, 2) = v°(x0)

como queriamos demostrar. ]
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Como las soluciones de DPP coinciden con el valor del juego y este es tnico, obtenemos unicidad de
soluciones de DPP.

Corolario 4.2.2. Existe una solucién tnica de DPP, (4.1.8).

Demostracién. La existencia se sigue del Teorema 4.2.2 y la unicidad del hecho de que en el Teorema 4.2.3
demostramos que cualquier solucién del DPP coincide con la funcién valor del juego, es decir, verifica

u®(z) = inf sup Eg?ﬂ [pago total] = sup inf Eg?ﬂ [pago total]
SI k) k)

St Sr Su

v®(z) = inf su E(I’Q) ago total] = su inf]E(x’Q) ago totall.
( ) Sy Slp SI,SH[p g ] SIP Sir SI,SH[p g ]

4.2.2.  Convergencia uniforme cuando ¢ — 0.

Para obtener una subsecuencia convergente de los valores del juego u® y v° usaremos el siguiente lema
de tipo Arzela-Ascoli. Para su demostracion, véase el Lema 4.2 de [44].

Lema 4.2.4. Sea
{w® : Q- R}eso

un conjunto de funciones tales que

1. existe C' > 0 tal que |w®(z)| < C para todo € > 0y todo z € €,

2. dado § > 0 existen constantes 7y y €o tales que para todo € < g9 y todo x,y €  con |z — y| < 7o
se cumple

jw*(z) — w(y)] <.

Entonces, existe una funcién uniformemente continua w : 8 — R y una subsucesién que seguiremos
notando {w®}.s¢ tal que

w® — w uniformemente en €2, cuando £ — 0.

Por lo tanto, nuestra tarea ahora es mostrar que u® y v® satisfacen las hipétesis del lema anterior. En

primer lugar, observamos que ya hemos demostrado que estdn uniformemente acotadas (véase el corolario
4.2.1).

Para obtener la segunda hipotesis del Lema 4.2.4 necesitaremos demostrar algunos lemas técnicos.
Esta parte del capitulo es delicada e implica la eleccién de estrategias particulares para los jugadores.

134



En primer lugar, necesitamos encontrar una cota superior para la esperanza del nimero total de
jugadas,
E[7].

Para eso definimos un juego auxiliar de la siguiente manera: En el siguiente lema jugaremos Tug-of-War
o un juego de paseos al azar, en un anillo, y uno de los jugadores usa la estrategia de apuntar el centro
del anillo cuando juega Tug-of-War. Entonces, sin importar si jugamos Tug-of-War o paseos al azar en
cada turno, y sin importar la estrategia utilizada por el otro jugador, podemos obtener una cota precisa
(en funcién del anillo y la distancia de la posicién inicial al borde del anillo) para el nimero esperado de
jugadas hasta que uno alcance la bola interior del anillo.

El punto clave aqui es que si uno de los jugadores apunta hacia 0 cada vez que juega Tug-of-War,
entonces el niimero esperado de jugadas estd acotado por una expresién precisa que escala como £ 2
independientemente del juego que se juega en cada ronda (Tug-of-War o paseos al azar). Esta cota
superior se traduce en nuestro juego (que comienza en cualquiera de los dos tableros) ya que el resultado
implica que si uno de los jugadores elige apuntar hacia 0 entonces, independientemente de la eleccién
del otro jugador e independientemente del tablero en el que jugamos (es decir, independientemente del
lanzamiento de moneda que selecciona el juego que se juega (Tug-of-War o paseo al azar)), el juego
termina en un nimero esperado de veces que satisface la cota superior obtenida. Ver Observacion 4.2.2 a
continuacioén.

Lema 4.2.5. Dado 0 < 6§ < R, consideremos el dominio anular Br(0)\B;(0). En este dominio consideramos
el siguiente juego: dado = € Br(0)\Bs(0) la siguiente posicién de la ficha puede elegirse jugando Tug-of-
War o paseos al azar. Cuando se juega Tug-of-War, uno de los jugadores apunta hacia 0. En todos los
casos se supone que la siguiente posicién estd en B:(z) N Bgr(0). El juego termina cuando la ficha llega a
Bs(0). Entonces, si 7* es el tiempo de salida, tenemos la estimacién

2B [1*] < C1(R/8)dist(0Bs(0), zg) + o(1),

donde o(1) — 0 si e — 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que S decide apuntar hacia 0. Llamemos

EE(‘T) = gI*,SH [T*]

Observe que E es radial y creciente en r = |z|. Dado que nuestro objetivo es obtener una cota que
sea independiente del juego (Tug-of-War o paseo al azar) que se juega en cada turno, si tratamos de
maximizar la esperanza para el tiempo de salida, tenemos que la funcién E verifica

1 1
E.(x) <max< (= sup E.(y)+ = inf Ey,][ E.(y)dy) ¢ + 1.
(@) {(2 y€B:(z)NBr(0) (v) 2 yeB:(x)NBR(0) (v) - (z)NBr(0) v) )}

Por lo tanto, consideremos el DPP

~ 1 - 1 ~
E.(x) =méxq (= sup E(y)+ = inf E.(y ,][ E:(y)dy) ¢ + 1.
<) {( y€Be(z)NBr(0) (v) 2 yeB-(z)NBR(0) (v) - (z)NBg(0) (v) )}
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Denotemos Fy(z) = e2E.(x), entonces obtenemos

1 1
F.(z) = m4 h F — inf F F.(y)d 2,
) max{(2 yeBs(S;;rI\)BR(O) W)+ 5 yEBo(z)NBr(0) :(v): ][BE(I)HBR(O) ) y)} e

Esto nos induce a buscar una funcién F' tal que

F(x) > ]{B ( )F(y)dy+€2
“\r (4.2.19)

1 1
F(z)> = sup F(y)+ = inf F(y)+e2
yEBe(x) 2 yeB: ()

Llegamos a una especie de versiéon discreta de las siguientes desigualdades

AF(z) < =2(N +2), € Bri-(0)\Bs-(0),
B (4.2.20)
Al F(z) < -2, r € Bry(0)\Bs_.(0).

Si asumimos que F es radial y creciente ir r = |z| obtenemos

N -1

AL F =0,,F<08,F+
T

o, F = AF.

Por lo tanto, para encontrar una solucién de (4.2.20). Podemos considerar el problema
AF(‘I) = _2(N + 2)3 T e BRJrE(O)\Eé(O)v

F(z) =0, x € 0B;5(0), (4.2.21)
OF

E(x) =0, z € 0BRr1:(0).

donde %—f se refiere a la derivada normal exterior. La solucién a este problema tiene la forma
F(r)=—-ar? —=br* N 4 ¢ para N > 2,
F(r)= —ar? — blog(r) + ¢ para N = 2,

con a, b, c € R que dependen de §, R, e, N. Por ejemplo, para N > 2, obtenemos que a, b y ¢ estan dados
por la solucién de las siguientes ecuaciones,

AF = —2aN = —2(N +2),
O F(R+e)=—2a(R+e)—b2—N)(R+e) N =0,
F(6) = —ad* =8> N +c=0.

Observe que la funcién resultante F'(r) es creciente.
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De esta manera encontramos F' que satisface las desigualdades (4.2.20). El calculo clésico que utiliza
la expansién de Taylor muestra que F satisface (4.2.19) para cada B.(x) C Bgic\Bs—_c(0). Ademas, dado
que F' es creciente en r, se cumple que para cada x € Br(0)\Bs(0),

][ F< ][ F < F(x) — &
=(z)NBg(0) Be(x)

1
sup F+- inf F<F(z)—¢e
yEB: () 2 yeBe(x)

N

1 1
— sup F+ - inf F<
2 yEB:(x)NBg(0) 2 yeB:(z)NBRr(0)

~—

Consideremos la sucesion de variables aleatorias (Mj),>1 dada por

My, = F(zy) + ke?.
Veamos que (My)g>0 es una supermartingala. En efecto, tenemos
E[Mj 41| Mo, . .., My] = E[F(zg11) + (k + 1)*| My, . .., My]
1 1

< méx |- sup F(y)+ = inf Fy,][ F(y)dy
{ y€Be(z)NBr(0) (®) 2 yeB:(z)NBg(0) @) Be(z)NBr(0) ) }

< F(:L‘k) + k€2,

si xy, € Br(0)\Bs(0). Por lo tanto, M}, es una supermartingala. Usando el OSTh obtenemos

Esto significa que
E™[F(zreng) + (75 A k)e?] < F(w).

Usando que z,+ € B5(0)\Bs_-(0) obtenemos
0 < —E™[F(z+)] < o(1).
Ademas, la estimacion
0 < F(zo) < C(R/6)dist(0Bs, xo)

es valida para la solucién de (4.2.21). Entonces, tomando el limite cuando k& — oo obtenemos
e?E[r*] < F(xo) — E[F(z,+)] < C(R/68)dist(0Bs(0), z0) 4 o(1).
Esto completa la demostracion. O

Observacion 4.2.2. Supongamos que estamos jugando el juego anterior en dos tableros con €2 dentro del
anillo. Recordemos que 2 satisface una condicién de esfera exterior: existe o > 0 tal que dado y € 9 existe
z, € RN tal que Bs(z,) C RV\Qy Bs(z,) NQ = {y}. Observemos que si tenemos algtin &y que verifica la
propiedad de esfera exterior para una bola de ese radio, entonces, la propiedad de esfera exterior también
se verifica para bolas con radio & para cada § < Jp. Entonces, podemos considerar simultdneamente
el juego definido en el Lema 4.2.5 en el dominio anular Br(0)\Bs(0) con © C Br(0)\Bs(0), y con las
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mismas estrategias para el jugador I y el jugador II, de modo que sin importar qué juego, J1 o Js, se
juegue en cualquiera de los dos tableros, obtenemos la cota para el niimero esperado de jugadas dado en
el Lema 4.2.5. Es decir, si en el juego de dos tableros empezamos por ejemplo en (xg,1) y el jugador I
decide quedarse en el primer tablero y jugar Ji, en el juego de un tablero con dominio anular el tercer
jugador decide jugar Tug-of-War con probabilidad a1, o a paseo al azar con probabilidad 1 — a1, pero si
el jugador decide saltar al segundo tablero y jugar Jo, entonces en el juego de un tablero el tercer jugador
decide jugar Tug-of-War con probabilidad as y paseo al azar con probabilidad 1 — aws. Asi, utilizando
que  C Br(0)\Bs(0) deducimos que en el juego de dos tableros el tiempo de salida 7 es menor o igual
que el tiempo de salida 7* correspondiente al juego de un tablero considerado en el lema anterior. Esto
significa que tenemos
E[r] <E[r7].

A continuacién, daremos una estimacién para la continuidad uniforme asintética de las llamadas
funciones p-Laplacianas no homogéneas.

Lema 4.2.6. Sean Q como se indica arriba, h: Q — Ry F : RNM\Q — R dos funciones de Lipschitz. Para
0< B < 1sea p®:RY — R una funcién que verifica la siguiente DPP

1 1
pi(z) =Bl sup p(y)+5 inf p(y)]+(1- ﬁ)][ W (y)dy +e*h(x), e,
2 y€EB:(7) 2 yeB.(x) < (z)
p(z) = F(x), z € RN\Q.
Entonces, dado n > 0 existen rg > 0y g9 > 0 tales que

(@) — = () <

si|lz—y| <roye<eo.

Demostracion. Tenemos varios casos:

Caso 1: Si z,y € RV\Q tenemos

(1 (z) — p*(y)| = |F(x) — F(y)| < L(F)|x -yl <7

si 0
< —.
L)
Caso 2: Supongamos ahora que z € 2 e y € 0f). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
1 C Br(0)\Bs(0) e y € 0B5(0). Llamemos z¢p = x a la primera posicién del juego. En el primer caso,
consideremos que el jugador I utiliza la estrategia de apuntar a 0, denotada por S7. Consideremos la

sucesion de variables aleatorias
Mk = |l’k’ - CE2k‘.

Si C' > 0 es suficientemente grande, M}, es una supermartingala. De hecho

i 1 1
B3 s ool 0] < B3 (el +2) + 3l =] + =) el
e Tk

< |ag| + Ce2
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La primera desigualdad se desprende de la eleccién de la estrategia, y la segunda de la estimacién
][ 12|z < |a| + Ce2.
B:(x)
Usando el OSTh obtenemos
Eg g, llz-l] < |ao| + Ce?Es; sy, [7]-
Ahora, el Lema 4.2.5 y la Observaciéon 4.2.2 nos dan la estimacion
521&@%511 [7] < aQE‘gg 5,71 < C1L(R/6)dist(8B5(0), z0) + o(1).

Entonces,
B2 g s l) < J20 =yl + 6 + Ca(R/8)| g — 9] + o(1).

Aqui lamamos Cy(R/J) = C1(R/6). Si reescribimos esta desigualdad obtenemos
B g, lloel] < 6+ C5(R/8)lzo — vl + o(1)
con C3(R/§) = Ca(R/6) + 1.
Usando que F' es una funcién Lipschitz tenemos
[F(27) = FO)| < L(F) 2|,
Por lo tanto, obtenemos
EZR o [F(e.)] = F(0) — LIF)EL g [l ]
> F(y) — L(F)0 — L(F)C3(R/6)|xo — y| + o(1)

> F(y) — L(F)§ — L(F)Cy(R/3)ro — o(1).

Entonces
7—1
E?%,SH [F(z;) + g2 Z h(a:j)] > F(y) — L(F)6 — L(F)Csrg — ||h]|ccCro — 0(1).
=0

Por lo tanto, tomando infg;,; y luego supg obtenemos
p(zo) > F(y) — L(F)6 — L(F)C3ro — [[h]locCro — (1) > F(y) — .

Aqui tomamos § > 0 tal que L(F)d < 2, luego tomamos 7o > 0 tal que (L(F)C3 + [|h]cC)ro < § ¥
o(1) < 2.

Anélogamente, podemos obtener la estimacién

1 (o) < F(y) +n

si el jugador II utiliza la estrategia de apuntar a 0. Esto termina la demostracion en este caso.
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Caso 3: Ahora, dados dos puntos x e y dentro de  con |x — y| < ry acoplamos el juego que comienza
en g = = con el juego que comienza en yy = y haciendo los mismos movimientos. Este acoplamiento
genera dos sucesiones de posiciones x; e y; tales que |x; —y;| < oy ji = k;. Esto continda hasta que uno
de los juegos sale del dominio (digamos en y, ¢ Q). En este punto, para el juego que comienza en x,
tenemos que su posicion x, estd cerca del punto exterior y, ¢ Q (ya que tenemos |z, — y-| < rg) y, por
lo tanto, podemos usar nuestras estimaciones anteriores para puntos cercanos al borde para concluir que

|1*(z0) — p°(yo)| < 7.
Esto finaliza la demostracién. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar la segunda condicién del resultado de tipo Arzela-Ascoli,
Lema 2.5.1.

Lema 4.2.7. Sea (u®,v®) un par de funciones que es una solucién del (DPP) (4.1.8) dado por

[ () = méux{Jl(uE)(:L‘), JQ(UE)(x)}, zeq,
v¥(z) = min {Jl(uE)(x), Jg(vs)(az)}, zeQ,
u (@) = (o), z e RM\Q,
v¥(z) = g(), z e RM\Q.

Dado n > 0, existen 9 > 0 y g9 > 0 tales que
w(z) —u () <n vy () = (y) <n

si|lz—y| <roye<eo.

Demostracion. Procederemos repitiendo las ideas utilizadas en el Lema 4.2.6.
Consideremos nuevamente varios casos.

Caso 1: Supongamos que z,y € RV\Q, entonces tenemos

u*(2) = (y)| = [f(2) = FW) < L(Hlz —yl <n

[v*(x) — v ()] = lg(z) —9(y)| < L(g)lz —yl <n
si max{Z(f), L(g)}ro < 1.
Caso 2: Empecemos con la estimacién de u®. Supongamos ahora que x € Q e y € 9 estan en el primer
tablero (denotamos (z, 1) e (y, 1)). Sin pérdida de generalidad, suponemos de nuevo que @ C Br(0)\B;(0)
ey € 0Bs(0). Llamemos z¢p = x a la primera posicion del juego. El jugador I utiliza la siguiente estrategia

llamada S}: la ficha siempre permanece en el primer tablero (el jugador I decide no cambiar de tablero)
y apunta a 0 cuando se juega Tug-of-War. En este caso tenemos que u® es una supersolucién del DPP
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que aparece en el Lema 4.2.6 (con 8 = «aq). Nétese que el juego siempre se juega en el primer tablero.
Como el jugador I quiere maximizar el valor esperado, obtenemos que la primer componente para nuestro
sistema, u®, verifica

ut () > p(x)
(la funcién de valor cuando al jugador que quiere maximizar se le permite elegir cambiar de tablero es
mayor o igual que la funcién de valor de un juego donde el jugador no tiene la posibilidad de hacer esta
eleccién). De este limite y del Lema 4.2.6 se sigue una cota inferior para u® cercano al borde. Es decir,
de la estimacién obtenida en ese lema obtenemos

&€
u(z) > f(y) —
Seamos mas precisos y consideremos la sucesion de variables aleatorias
Mk = ’.’L‘k’ - 082]{:.

Obtenemos, argumentando como antes, que M} es una supermartingala para C' > 0 suficientemente
grande. Si repetimos el razonamiento del Lema 4.2.6 (esto se puede hacer porque nos quedamos en el
primer tablero) llegamos a

ut(x) > fy) —

si |z —y| <roye <eg para ciertos rg > 0y g9 > 0.

Ahora, la siguiente estimacién requiere una estrategia particular para el jugador II, S7;: cuando se
juega Tug-of-War, el jugador II apunta a 0 (en ambos tableros) y si en algin paso el jugador I decide
saltar al segundo tablero, entonces el jugador II decide quedarse siempre en este tablero y la posicién
nunca vuelve al primer tablero. Consideremos

My, = |zp| — Ce%k.

Queremos acotar

1
G5 lzksalzo, - 7).
Ahora, el Lema 4.2.6 dice que
Esfoé* lzksallzo, -, 2] < |oi| + Ce

para todas las combinaciones posibles de ji v jg+1. Usando el OSTh obtenemos
EsﬁoéI*IH"ETH < |zo| + Ce® ESI, [ ].

Supongamos que jr = 1. Esto significa que jr = 1 para todo 0 < k < 7. Si procedemos como en el Lema
4.2.6, obtenemos

E$°3 [pago final] < f(y) + L6 + LCro + || [lcCrro + (1),

Por otro lado, si j, = 2, tenemos
E(Sfosiz [9(z;)] < g(y) + L5 + LCsr9 + o(1) < f(y) + Lo + LC3ro + o(1).
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Por lo tanto, obtenemos

T—1
B 0(er) + 3 (o) xgimy () + halan) g ()]

=0
< f(y) + L+ LCro + ([hloc + [h2]loc)Cro + o(1).

En ambos casos, tomando supg, y luego infg;, llegamos a

u(zo) < f(y) +n
tomando § > 0, rg > 0 y € > 0 suficientemente chicos.

Anélogamente podemos obtener las estimaciones para v® y completar la demostracion. O

Como corolario obtenemos convergencia uniforme a lo largo de una sucesién €; — 0.

Corolario 4.2.3. Existe una sucesién €; — 0 y un par de funciones (u, v) que son continuas en Q tales que
ut = u, v =2 v

uniformemente en €.

Demostracion. El resultado se sigue del Lema 4.2.4. O

4.2.3. El limite es una solucion viscosa para el sistema de EDP

Nuestro objetivo principal en esta seccién es demostrar que el par limite (u,v) es una solucién viscosa
de (4.1.9).

Primero, establezcamos la definicién precisa de lo que entendemos como una solucién viscosa para el
sistema (4.1.9). Nos referimos a [22] para una referencia general de la teoria viscosa.

Soluciones viscosas. Comenzamos con la definicién de una solucién viscosa para una EDP eliptica de
segundo orden completamente no lineal. Dada una funcién

P:OxRxRY xsV SR
donde SV denota el conjunto de matrices simétricas N x N se considera la EDP
P(z,u(z), Vu(z), D*u(z)) = 0, x e . (4.2.22)

Supondremos que P es eliptica degenerada, es decir, P satisface una propiedad de monotonia con respecto
a la variable matricial,

X S Y en SNXN — P($,T,p,X) ZP(.%',T',p,Y)

para todo (z,7,p) € Q@ x R x RV,
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Definicién 4.2.1. Una funcién semicontinua inferior u es una supersoluciéon de viscosidad de (4.2.22) si
para cada ¢ € C? tal que ¢ toca a u en = € §) estrictamente desde abajo (es decir, u — ¢ tiene un minimo
estricto en = con u(z) = ¢(x)), tenemos

P(z,¢(x), Vé(z), D*¢()) = 0.

Una funcién semicontinua superior u es una subsoluciéon de (4.2.22) si para cada 1 € C? tal que 1 toca
a u en x € () estrictamente por arriba (es decir, u — 1 tiene un maximo estricto en x con u(z) = ¢(x)),
tenemos

2
Pz, ¢(x), Vo(x), D*¢(x)) < 0.
Finalmente, u es una solucién de viscosidad de (4.2.22) si es tanto una supersolucién como una subsolu-
cién.
Cuando P no es continua, hay que considerar las envolventes semicontinuas superior e inferior de P,
que denotaremos por P* y P, respectivamente, y considerar

P*(z, ¢(z), Vé(z), D*¢(x)) > 0,

y
Py(z,¢(z), Vo(z), D*¢(x)) <0,

al definir supersoluciones y subsoluciones.

En nuestro sistema (4.1.9) tenemos dos ecuaciones dadas por las funciones

Fi(z,u,v,p, X) = min{ - %(X%, %) — thce()() + hi(z), (u— v)(x)}
y
Fy(z,u,v,q,Y) = méx{ - %(Yﬁ:’, ﬁ> — thce(if) — ha(z), (v — u)(x)}

Estas funciones F} y Fj no son continuas (ni siquiera estan bien definidas para p = 0 y para ¢ = 0
respectivamente). La envolvente semicontinua superior de F estd dada por

. ar, o p p, (I-a)
mm{—E(Xm,m)—mtruce(X)—i—h1($),(U—’U)($)}7 p#0,
(1—0&1)

min{ — %Al(X) — mtrace(X) + hi(z), (u— v)(a:)}, p=0.

(Fl)*(.’I},'U,,’U,p,X) =

Aqui A1 (X) = min{\ : X es un valor propio de X}. Mientras que la envolvente semicontinua inferior es

, a,.p py (-
mm{—E(Xm,m)—mtr&ce(X)+h1($),(U—U)(5L‘)}7 p#0,

) a (1-a)
mm{ - ElAN(X) - 2(N+12)

Aqui Ay (X) = max{\ : A es un valor propio de X}.

(F1)s(z,u,v,p, X) =
trace(X) + hi(x), (u — v)(m)}, p=0.

Valen férmulas anédlogas para (F»)* y (F2)« cambiando aq por «as.

Entonces, la definicién de una solucién viscosa para el sistema (4.1.9) que usaremos aqui es la siguiente.
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Definicién 4.2.2. Un par de funciones continuas u,v : Q + R es una solucién viscosa de (4.1.9) si

1.
u(x) > v(x) r €,
2.
ulpgo=f , vlsa =g,
3.
u es una solucién viscosa de Fy(z,u,v(z), Vu, D*u) = 0 en {z : u(z) > v(x)}
u es una supersolucién viscosa de Fy(x,u, v(x), Vu, D?>u) =0 en  ,
4.

v es una solucién viscosa de Fy(z,u(r),v, Vv, D*v) = 0 en {z : u(z) > v(z)}
v es una subsolucién viscosa de Fy(x,u(x),v, Vv, D?v) = 0 en Q.

Observacién 4.2.3. El significado de la Definicién 4.2.2 es que entendemos una solucién de (4.1.9) como
un par de funciones continuas hasta el borde que satisfacen las condiciones de borde puntualmente y de
manera que u es una solucién viscosa del problema del obstaculo (desde abajo) para la primera ecuacién
en el sistema (con v como una funcién continua fija de z como obstaculo desde abajo) y v resuelve el
problema del obstéculo (por arriba) para la segunda ecuacién en el sistema (considerando a u como una
funcién fija de x como obstdculo por arriba).

Con esta definicion a mano estamos listos para mostrar que cualquier limite uniforme de las fun-
ciones valor de nuestro juego es una solucién viscosa del problema de las dos membranas con los dos
p—Laplacianos diferentes.

Teorema 4.2.4. Sean (u,v) funciones continuas que son un limite uniforme de una sucesion de valores del
juego, es decir,
ut = u, v = v

uniformemente en © cuando ; — 0. Entonces, el par limite (u,v) es una solucién viscosa para (4.1.9).

Demostracion. Dividimos la prueba en varios casos.
1) u y v estdn ordenadas. Del hecho de que
u > v
en () y la convergencia uniforme obtenemos inmediatamente

u>v
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2) Las condiciones de contorno. Como tenemos que
ut=f, W=y,

en RV \ Q obtenemos
ulpe =f,  vlpa =g

3) La ecuacién para u. Primero, demostremos que u es una supersolucién viscosa de
1 _
—Aju(z) + hi(x) =0

para z € . Para eso, consideremos un punto xo € §2y una funcién suave ¢ € C%(Q) tal que (u—)(zo) = 0
es un minimo estricto de (u — ¢). Entonces, por la convergencia uniforme, existe una sucesién de puntos,
que denotaremos por (z¢)->0, tales que z. — xo y

(= @) () < (u* = ) (y) +o(e?),

es decir,
ut(y) — u(ze) > oly) — p(xe) — o(e?). (4.2.23)
Del DPP (4.1.8) tenemos

0 = méx {Jl(ue)(xg) —u(ze), Ja(v%) (z2) — ue(:zg)} >y () (2e) — ul(22), (4.2.24)
Bscribiendo J; (u°)(22) — u(x.) obtenemos
Ji(u®)(ze) — u(ze)
—arfy s @) - w ) g b () ()

yEBe (z) 2 y€B.(x)

(1) ]g ) )y — ),

y luego, usando (4.2.23), obtenemos
Ji(u?)(22) — u(x2)

2oy s (o) —ela) + 5 B0 o)
(4.2.25)

I
) ][ (0(y) — @(ae))dy —eha (22) + oE2).
Be(ze)

II

Analicemos I y II. Empezamos con I: Supongamos que Vp(zo) # 0. Sea z. € B1(0) tal que

min = ¢(y) = ¢(ze — €2¢).
YEBe(we)
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Entonces, tenemos

1> %(90(.1‘5 +eze) —p(xe)) + %(90(336 —¢ez:) — p(ze)) + 0(52)'

A partir de la expansién de Taylor concluimos que

1

S (P(e + e22) — 0lw2)) + 5 (9l — 22) — pl2)) + 0(e%) = 5 X (DPp(ae) e, 22) + o)

Dividiendo por £? la primera desigualdad y tomando el limite como ¢ — 0 (ver [47]) llegamos a

1
I— §Aéo<p(xo).

Aqui utilizamos que

V(o)

[Ve(zo)|

Cuando V¢ = 0 argumentando de nuevo usando las expansiones de Taylor obtenemos

Ze — 20 =

1
limsupI > 5)\1(1)280(550))

ver [15] para més detalles.

Ahora, veamos II: Usando nuevamente las expansiones de Taylor obtenemos

82

][BE(:CE)(SO(y) - (p(ffe))dy = mA@(g-g) 4 0(€2>.

Dividiendo por €2 y tomando limite cunado € — 0 se llega a

1

Por lo tanto, si volvemos a (4.2.24), usando (4.2.25), dividiendo por 2 y tomando el limite ¢ — 0

obtenemos
1—o

> -
02 5 Astplwo) + 2(N +2)

Ap(x0) — hi(xo)

cuando Vp(zg) #0 y

o 11—«
0> S M (D0(x0)) + 5oy A (o) = b (o)

(N+2)
cuando Vp(zg) = 0.

Usando la definiciéon del p—Laplaciano normalizado hemos llegado a
—App(w0) + ha(wo) > 0

en el sentido de la Definicién 4.2.1.
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Ahora vamos a demostrar que u es la solucién viscosa de
—All,u(x) + hi(x) =0
en el conjunto QN {u > v}. Consideremos xy € QN {u > v}. Sea n > 0 tal que
u(zo) > v(zo) + 3.
Entonces, usando que u y v son funciones continuas, existe d > 0 tal que
u(y) > v(y) +2n para todo y € Bs(xo),
y, usando que u* = u y v° =2 v tenemos
W(y) > v (y) + 1 paratodo y € By(ao)
para 0 < € < g¢ para algin €9 > 0. Dados z € Bg (z9) y € < min{ey, g} obtenemos
B.(z) C Bs(xo).
Utilizando u® = u obtenemos los siguientes limites:

sup u(y) — u(z), cuando € — 0.
y€Be(z)

De hecho, a partir de nuestras estimaciones anteriores tenemos que

sup u(y) —u(z)| < sup |u(y) —u(y)[+ sup |u(y) —u(2)l.

YyEB:(2) YyEB:(2) YyEB:(z)

Si se utiliza u® = u, existe €1 > 0 tal que si € < €
. 0
|(u® —u)(z)| < 5 para todo z € Q.

Ahora, suponiendo que u es continua, existe eo > 0 tal que

0 .
lu(y) — u(z)| < 3 si |y — z| < eq,

por lo tanto, si tomamos € < min{egp, €1, €2, %} obtenemos

sup u(y) —u(z)| < 6.
YyeB:(2)

Esto demuestra (4.2.27).

Ademads, con un argumento similar, tenemos,

inf u(y) — .
nt_u(y) e u(2)
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Finalmente, obtenemos,

][ ( )us(y)dy —ey0 U(2). (4.2.29)

En efecto, calculemos

]{Bg(z) u(y)dy —u(z)| < ]{BE(Z) |u®(y) — u(y)|dy + ]ig(z) lu(y) — u(z)|dz.

Ahora usamos de nuevo que u° = u y que u es una funcién continua para obtener

0 0
][ [u®(y) — u(y)|dy < 3 y ][ lu(y) — u(z)|dz < 2
Be(2) Be(z)

para £ > 0 suficientemente pequeno. De esta manera obtenemos

< 4.

][ () dy — u(2)
Be(z)

Utilizando los limites anteriores, (4.2.27), (4.2.28) y (4.2.29) se obtiene

Ji(u®)(z) = u(z) cuando € — 0.

Anélogamente, podemos demostrar que

Jo(v°)(2) = v(2), cuando € — 0.

Ahora, si recordamos que u(z) > v(z) + 2n, obtenemos
J1(u?)(2) = J2(v7)(2) +n, (4.2.30)
si € > 0 es suficientemente chico. Entonces, usando el DPP obtenemos
u®(2) = méax{Ji(u%)(2), Ja(v°)(2)} = J1(u")(2),

para todo z € Bs(xg) y para todo £ > 0 suficientemente chico. Demostremos que u es una subsolucién
2

viscosa de la ecuacién (4.2.26). Dada ahora ¢ € C?() tal que (u — ¢)(w0) = 0 es el méximo de u — ¢.
Entonces, de la convergencia uniforme existe una sucesién de puntos (z:).>0 C Bs (o), tal que z. — xg
2

y
(= @) (ze) 2 (u* = ) (y) + o(e?),

es decir,
ut (y) — ' (z2) < p(y) — p(z) —o(e?). (4.2.31)
Del DPP (4.1.8) tenemos
0 = méx {Jl(ua)(z:g) —u(ze), Jo(vF) (2e) — us(xg)} = J1(uF) (@) — ul(ze),
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Escribiendo Jq (u®)(xe) — u(z.) obtenemos

1
su u(y) —u(z.)) + = iInf (u¥(y) —us(x
S () ) g () ()
(

+(1— o) ]{3 ( )(“g(y) — u®(x2))dy — e*ha (),

y luego, usando (4.2.31), obtenemos

J1(u) () — ()

<oy sw (o) - el@) +5 il (o) - ()

yEB:(z¢) 2 yEBe(x<)
Hi-anf ()~ ey ) +ol?),
Pasando al limite como antes obtenemos
aq 1 (1 — Oél)
< —A -~ A —h
0= soP(T0) + 2N+ 2) ¢(w0) — ha(zo),

cuando Vp(zg) #0y
(1—ay)

0< %)\N(Dzﬁp(ﬂﬂo)) + 2N +2)

Ap(zo) — ha(zo),
si V(o) = 0. Por lo tanto llegamos a
—Alp(zo) + ha(zo) <0,

segin la Definicién 4.2.1. Esto demuestra que u es una subsolucién viscosa de la ecuacién (4.2.26) dentro
del conjunto abierto {u > v}.

Como tenemos que u es una supersolucién viscosa en todo {2, concluimos que u es una solucién viscosa
de
1
*APU(CC()) + hl(xo) =0,

en el conjunto {u > v}.
4) La ecuacién para v. El caso en que v es una subsolucién viscosa para
—Aév(x) + ha(xz) =0

es andlogo. Aqui usamos esa

0 = min {Jg(va)(:vg) —v(ze), J1(u)(ze) — ’UE(SCE)} < Jo(v%)(xe) — v° (z2).

Para demostrar que v es una soluciéon viscosa
1
—Ayv(zo) — ha(wo) =0,

si zg € QN {u > v} procedemos como antes. O
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4.3. Un juego que da una condicion extra en el conjunto de contacto

En esta seccion estudiaremos las funciones valor del segundo juego. En este caso, estan dadas por un
par de funciones (u,v®) que verifican el siguiente DPP

( ut(z) = %méx {Jl(ua)(x), Jg(va)(:):)} + %Jl (u¥)(z) =€,
v (z) = %min [ w)@), ) @)} + %Jg(ve)(:c) reQ, 32
u(z) = f(7) z € RV\Q,
v (r) = g(z) z € RV\Q.

Del DPP se desprende claramente que
u® > 1.

Nuestro objetivo es demostrar que estas funciones convergen (a lo largo de las subsucesién €; — 0) a un
par de funciones (u,v) que es una solucién viscosa para el sistema

u(z) = v(z), Q,
—Azl,u(x) + hi(x) >0, —A;v(x) — ha(z) <0, Q,
—A}ju(x) + hi(z) =0, —Av(z) — ho(x) =0, {u>v}nQ,
(4.3.33)
(- Azl)u(z:) +hi(z)) + (- A;v(x) — he(z)) =0, x € Q,
u(z) = f(z), x € 09,
\ U(x) = g(CC), x € 0N.

Observe que aqui tenemos la formulacion clasica del problema de las dos membranas, pero con la condicién

adicional
(- A}Du(az) +hi(z) + (- A;v(:c) — ho(z)) =0

que es significativa para = € {z : u(x) = v(z)}.

La existencia y unicidad del par de funciones (uf,v®) se puede demostrar como antes. De hecho,
podemos reproducir los argumentos del método de Perron para obtener la existencia de una solucién. A
continuacién, mostramos que dada una solucién para el DPP podemos construir estrategias cuasioptimas
y demostrar que el juego tiene un valor y que este valor coincide con la soluciéon para el DPP, de donde
se sigue la unicidad de las soluciones para el DPP.

La convergencia uniforme también se sigue con los mismos argumentos utilizados antes utilizando
el resultado de tipo Arzela-Ascoli junto con las estimaciones cercanas al borde probadas en la seccién
anterior. Obsérvese que aqui podemos prescribir las mismas estrategias que las utilizadas antes. Por
ejemplo, el jugador I puede decidir quedarse en el primer tablero (si el lanzamiento de la moneda permite
una eleccién) y apuntar a un punto prescrito cuando se juega Tug-of-War. Observar también que la cota
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obtenida del ntimero esperado de jugadas dado en el Lema 4.2.5 también se puede utilizar aqui para
obtener una cota para el nimero total de jugadas en la variante del juego.

Pasar al limite en sentido viscoso también es analogo. Solo hay que prestar especial atencién a la
condicién adicional. Por lo tanto, demostremos ahora que la condicién adicional en (4.3.33),

(- A}Du(a:) +hi(z) + (- A;v(aﬁ) — ho(z)) =0

se cumple en sentido viscoso, en el conjunto {z : u(x) = v(z)}.

Comencemos a demostrar el caso de subsolucién. Dados zg € {u = v} y ¢ € €?(Q) tales que
(u—©)(zp) = 0 es el méximo de u — ¢. Tengamos en cuenta que, dado que v(xp) = u(zg) y v < uw en
(2, también tenemos que (v — ¢)(xg) = 0 es el maximo de v — ¢. Entonces, de la convergencia uniforme
existe una sucesion de puntos (zz)e>0 C B% (z0), tal que 2. = x0 y

(0" — @) (ze) 2 (u* = ) (y) + o(e?), (4.3.34)

Caso 1: Supéngase que u®(z.;) > v®(z¢;) para una subsucesion tal que €; — 0. Observemos que, si
Ji(u)(z) < J2(v%)(2)

tenemos que

y entonces obtenemos

en este caso.

Esta observacién implica que cuando u®(z.;) > v°(¢,) tenemos
J1(u?)(ze;) = Ja(0%)(2e;)-

Si usamos la ecuacion del DPP (4.3.32) obtenemos

0= %(Jl(us)(fb‘aj) —u(ze;)) + %méX{Jl (u)(2e;) — u(xe, ), Ja(v%) (@) — u(22))}
= SO ) — () + D0 ae,) — u(re,) = T a2,) — (),
y usando (4.3.34) obtenemos
0= Ji(u")(ze;) — u(ze;) < ip)(2e;) — plxe;),
tomando el limite cuando €; — 0 como antes obtenemos

—App(x0) + hi(zo) < 0. (4.3.35)
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Hemos demostrado antes que v es una subsolucién de
1
—Ayv(z) — ha(r) =0
en todo 2. Por lo tanto, como (v — ¢)(xg) = 0 es un maximo de v — ¢ obtenemos

—A;g&(l‘o) — hg(xo) <0 (4336)

Por lo tanto, de (4.3.35) y (4.3.36) concluimos que

(—Ape(w0) + ha (o)) + (—Agep(xo) — ha(zo)) < 0.
Caso 2: Si u®(z.) = v*(z.) para € < g9. Usando la ecuacién DPP (4.3.32) tenemos

() = () () + 3 0) ),

V() = SR () () + 3 B0 ),

entonces obtenemos

max{Jy (u®)(zs), J2(v°)(xe) } = J2(v°)(z2),
min{ Jy (6) (), Jo(o7) (22} = 1 (1) (22)
Si usamos de nuevo (4.3.34) obtenemos

p(y) — (xe) = ut(y) — us(ze) + o(e?)
> v*(y) — v*(a:) + o(e?),

aqui usamos que u® > v° y uf(xe) = v°(z.). Por lo tanto

0= 3 (1) we) — 0 (22) + 5 (a0 ) — o (2))
< () (ee) — (o)) + 5 () (ee) — 9(z2)

Tomando el limite cuando € — 0 obtenemos

(=App(0) + hi(20)) + (—Agp(wo) — ha(xo)) <0,

en sentido viscoso (teniendo en cuenta las envolventes semicontinuas cuando el gradiente de ¢ se anula).
Acabamos de demostrar que la condiciéon adicional se verifica con una desigualdad cuando tocamos u y
v desde arriba en algin punto xy con una funcién de prueba suave.

La prueba de que la otra desigualdad se cumple cuando tocamos a u y v desde abajo es andloga vy,
por lo tanto, omitimos los detalles.
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4.4. Observaciones finales

A continuacion, recopilamos algunos comentarios breves sobre posibles extensiones de nuestros resul-
tados.

4.4.1. n membranas
Podemos extender nuestros resultados al caso en el que tengamos n membranas. Para el problema de
EDP nos remitimos a [6, 18, 20].

Podemos generalizar el juego a un sistema de n equaciones. Supongamos que tenemos para 1 < k <n

1 1
Jew)@) = ax[L sup w(y) + & mfeuw]+a—awf“ w(y)dy — hy(a)
2 yeB.(2) 2 yeB.(2) B.(x)

Estos juegos tienen asociados los operadores

Lk(w) = *All)kw + hy,.
Dadas f1 > fa > --- > f, definidas fuera de €2, podemos considerar el (DPP)

wi(a) = 5 mix { ()} + 5 min {huh) . v e

ug(z) = fr(@), z e RM\Q,
para 1 < k < n.

Este DPP estéd asociado a un juego que se juega en n tableros. En el tablero k£ se lanza una moneda
equilibrada y el ganador puede cambiar de tablero, pero el jugador I solo puede elegir cambiar a un
tablero con indice mayor o igual a k mientras que el jugador II puede elegir un tablero con indice menor
o igual a k.

Las funciones (uj,--- ,u;,) convergen uniformemente cuando € — 0 (a lo largo de una subsucesion) a
funciones continuas {uy }1<k<n que son soluciones viscosas del problema de las n membranas,

u(x) = up1(w) z €,
Li(ur) >0, Lig(upyr) <0 T E{UR_1 > Up = Upyl = -0 = Uppl > Upg1) N6,
Li(ug) + Lgyi(ugsy) =0 T € {up_1 > U = Upr1 = = Upag > Ugrgrr ) N,
Ly (ug) = x € {ug—1 > ug > upr1}rNQ,

L uk(®) = fr() x € 09,

para 1 < k < n.
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Notese que aqui aparece la condicién adicional

Lk(uk) + LkH(ukH) =0, T € {’u,k,1 > Up = Ukl = 0 = Uyl > uk+l+1} naQ

4.4.2. Otros operadores

Nuestros resultados también se pueden extender al problema de las dos membranas con operadores
diferentes siempre que haya juegos J; y Jo cuyas funciones de valor se aproximen a las soluciones de las
EDP correspondientes y para las cuales se puedan demostrar las estimaciones clave de la Secciéon 4.2.
Es decir, necesitamos que comenzando cerca del borde, cada jugador tenga una estrategia que obligue al
juego a terminar cerca de la posicién inicial en el mismo tablero con alta probabilidad y en un niimero
controlado de jugadas esperadas, independientemente de las elecciones del otro jugador.

Por ejemplo, nuestros resultados se pueden extender para abordar el problema de las dos membranas
para los operadores de Pucci (para un juego relacionado con los operadores de Pucci, nos remitimos a
[12]). Los operadores de Pucci son uniformemente elipticos y estan dados en términos de dos constantes
positivas, A y A, por las formulas

M;\(D*u) = sup tr(AD*w) y  Mj,(D*u)= if tr(AD%u)
A€Ly A A€ELy A

con

Ly ={A€s":\d< A<l

Observar que la condicién extra que obtenemos con el segundo juego se lee como
M;yAl(DQU(ZL‘)) + M);7A2(D2’U($)) = ho(x) — hq1(x)

si jugamos con un juego asociado a la ecuacién M;\rl A (D%u(x)) + hi(z) = 0 en el primer tablero y con
un juego asociado a M, (D?u(x)) + hi(z) = 0 en el segundo tablero.

Dejamos los detalles al lector.

4.4.3. Jugar con una moneda no equilibrada modifica la condiciéon adicional
También se puede tratar el juego en el que el lanzamiento de moneda que se utiliza para determinar
si el jugador puede elegir cambiar de tablero o no, es una moneda equilibrada. Supongamos que se lanza

una moneda en el primer tablero con probabilidades vy (1—-) y en el segundo tablero con probabilidades
inversas, (1 — ) y 7. En este caso las ecuaciones que intervienen en la DPP se leen como

u(w) = ymix { () (@), L0 (@)} + (1 =N @) @,
v*(z) = (1 — ) min {J1 (W) (), Jz(uff)(x)} + 7 Ja(v%) () zeqQ.
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En este caso, la condicién extra que obtenemos viene dada por

'y( - Azlju(:v) + hl(m)) +(1- ’y)( - Aév(:c) - hg(x)) =0 x €,

Notese que hay dos casos extremos, v = 0y v = 1. Cuando v = 1, el segundo jugador no puede decidir
cambiar de tablero pero el primer jugador tiene esta posibilidad (con probabilidad uno) en el primer
tablero. En este caso, en el problema limite la segunda componente, v, es solucién de —Aév(x) —ha(z) =0
en todo Q y u es la solucién del problema del obstaculo (con v como obstéculo desde abajo). En cambio,
si v = 0, es el primer jugador el que no puede decidir cambiar y el segundo jugador tiene el mando
en el segundo tablero y en este caso en el limite es u la componente que es solucién de la ecuacién,
—Alu(z) + hi(z) = 0, y v la que resuelve el problema del obstdculo (con u como obstaculo desde arriba).

. . o c
Observar que las funciones de valor son crecientes con respecto a 7, es decir, uf, () < ui,(2) y

vs, (r) < 05, (w) para 41 < 2. Por lo tanto, pasando al limite como ¢ — 0 obtenemos una familia de

soluciones al problema de las dos membranas que es creciente con 7,

o (@) < Uy, () <ty (7) < ua (),

UO(w) < Uy (x) < Uy (x) < 'Ul(x)a
para y1 < 2.

El par (ug,vg) es la solucién minimal del problema de las dos membranas en el sentido de que ug < u
y vo < v para cualquier otra solucién (u,v). De hecho, como u es una supersolucién y ug es una solucién
de —A}Ju(m) + hi(z) = 0 del principio de comparacién obtenemos uy < u. Luego, obtenemos que vy < v
del hecho de que son soluciones al problema de obstaculos anterior con obstaculos ug y u respectivamente.

Anélogamente, el par (u1,v1) es la solucién maximal del problema de las dos membranas.
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Capitulo 5

JUEGOS PARA EL PROBLEMA DE LAS DOS
MEMBRANAS PARABOLICO

5.1. Introducciéon

Existe una profunda conexién entre las ecuaciones diferenciales parciales y la probabilidad. Para los
operadores lineales, el Laplaciano puede estar relacionado con el movimiento browniano o con el limite de
los paseos aleatorios cuando el tamarfio del paso tiende a cero (véase, por ejemplo, [25, 26, 27, 35, 59]). En
lo que respecta a los operadores no lineales, hay un juego introducido en [53] llamado Tug-of-War que esta
relacionado con el infinito Laplaciano. Més adelante, en [43] y [44], los autores introducen una modificacién
del juego (llamado Tug-of-War with noise) que estéd relacionada con el p—Laplaciano normalizado. Los
resultados mencionados anteriormente se ampliaron para cubrir ecuaciones muy diferentes, como los
operadores de Pucci, la ecuacién de Monge-Ampere, el problema del obstaculo, etc. Para més detalles,
nos remitimos a los recientes libros [15] y [36]. En relacién con los problemas parabdlicos con operadores
no lineales, nos remitimos a [1, 2, 3|, en el que los autores estudiaron el operador infinito Laplaciano para
un problema parabdlico. En [39], se analiza un problema alternativo llamado ecuacién del Laplaciano
infinito parabdlico sesgado. En relacién con la teoria de juegos, nos remitimos a [23], donde los autores
describieron un juego Tug-of-War con dependencia espacial y temporal. En [45], y también en el libro [15],
los autores encuentran una férmula de valor medio para ecuaciones parabdlicas relacionadas con juegos
Tug-of-War with noise. Por otra parte, existe un creciente interés en los juegos para sistemas de EDP.
Citamos a [47, 48, 52] como ejemplos de juegos jugados en diferentes tableros asociados con soluciones de
sistemas de EDP acoplados que utilizan operadores tanto lineales como no lineales. En [48], los autores
presentan un juego que se juega en dos tableros donde imponen una condicién dependiente del tiempo
en un tablero para obtener una solucién a un problema parabdlico/eliptico.

En este capitulo, nos centraremos en el problema de las dos membranas, un tema clasico que ha sido
ampliamente estudiado en la literatura. La versién estacionaria (eliptica) de este problema modela el
comportamiento de dos membranas eldsticas sujetas en el limite de un dominio prescrito, se supone que
las membranas estdn ordenadas, con una membrana encima de la otra, y estan sujetas a diferentes fuerzas
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externas. Especificamente, la membrana de arriba es empujada hacia abajo, mientras que la de abajo es
empujada hacia arriba. La hipdtesis principal aqui es que las dos membranas no se penetran entre si (se
supone que estan ordenadas en todo el dominio). Esta situacién puede ser modelada por dos problemas de
tipo obstaculo simultaneos; la membrana inferior actiia como un obstdculo desde abajo para la ecuacién
que describe la ubicacion de la membrana superior, mientras que, por el contrario, la membrana superior
es un obstaculo desde arriba para la ecuacion de la membrana inferior. Cuando las ecuaciones que aparecen
en el problema tienen una estructura variacional, éste puede ser abordado usando la teoria calculo de
variaciones (se busca minimizar la suma de las dos energias sujetas a la restriccién de que las funciones que
describen la posicién de las membranas siempre estan ordenadas dentro del dominio, una es mayor o igual
que la otra). Una vez que se obtiene la existencia de una solucién (en un sentido apropiado) surgen muchas
preguntas interesantes, como la unicidad, la regularidad de las funciones involucradas, una descripcién
del conjunto de contacto, la regularidad del conjunto de contacto, etc. Ver [16, 17|, la disertacién [58]
y las referencias alli incluidas. Sin embargo, cuando las ecuaciones involucradas no son variacionales el
andlisis se basa en argumentos de monotonia (usando el principio del maximo). Recientemente, usando
teoria de juegos, el problema eliptico de las dos membranas fue estudiado en [50] sin asumir ninguna
estructura variacional. Nuestro principal interés aqui es mirar la versién parabdlica de este problema. El
problema de las dos membranas parabdlicas puede interpretarse como la evolucién en el tiempo de dos
membranas con posiciones iniciales y condiciones de contorno preestablecidas. Estas soluciones modelan
el comportamiento de las membranas (una sobre la otra), comenzando en una posicién inicial. Es decir,
este problema representa el problema de evolucién para el problema de las dos membranas estacionario.

Para aproximar soluciones a un problema de dos membranas parabdlicas, introducimos un juego de
suma cero para dos jugadores, jugado en dos tableros que son dos cilindros parabdlicos, luego demostramos
que este juego tiene un valor, y este valor del juego converge a soluciones del sistema de dos membranas
parabdlicas cuando el pardmetro que controla el tamano de los pasos del juego tiende a cero. Describamos
brevemente el juego. En cada cilindro, jugamos Tug-of-War with noise, parametros variables y pagos por
jugada en cada tablero. Es decir, con una probabilidad de «, los jugadores juegan Tug-of-War (con una
probabilidad % el jugador I elige la siguiente posicién de la ficha, y con una probabilidad % el jugador
IT elige la siguiente posicién, ambos en la bola £), y con una probabilidad de (1 — «) la ficha se mueve
al azar en la bola ¢ (es decir, la posicién es elegida en la bola € con probabilidad uniforme). Ademaés,
existe una regla particular para cambiar de tablero. Esta es una breve descripcién del juego: En un punto
dado (z,t) en el primer tablero, se lanza una moneda equilibrada, si el resultado es cara, los jugadores
juegan Tug-of-War with noise en este tablero, pero cambiando t por ¢t — 2. Por otro lado, si el resultado
del lanzamiento de la moneda es cruz, el jugador I decidird entre jugar en el primer tablero, o saltar
al segundo tablero y jugar alli, siempre cambiando ¢t por t — 2. Por el contrario, en el segundo tablero
las reglas son las inversas, con probabilidad % la ficha permanece en el segundo tablero y los jugadores
juegan Tug-of-War with noise (con diferente pardmetro) cambiando ¢ por t — &2, y con probabilidad % el
jugador II decide entre quedarse en el segundo tablero y jugar o saltar al primer tablero y jugar, como
antes, cambiando t por t — 2. En cuanto a los juegos, en cada tablero las reglas de juego son diferentes
(Tug-of-War with noise con diferentes pardmetros y pagos por jugada). El juego contintia hasta que la
ficha sale del dominio, o la variable temporal llega a cero, y el jugador I gana el pago total, mientras
que el jugador II pierde esta misma cantidad. Esta cantidad es la suma del pago final y el pago por cada
jugada, que dependen de funciones Lipschitz fijas. Notese que el pago final es diferente dependiendo de
la tdltima posicion de la ficha (la posicién fuera del dominio). En efecto, el pago varia si la ficha sale
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del dominio por los lados o por la parte inferior del cilindro parabdlico. Esta situacién implica que la
condicién de contorno debe ser compatible con la condicién inicial. en ambos tableros.

Probaremos que el juego tiene un valor, dado por dos funciones, u®(x,t) y v°(z,t), que estan rela-
cionadas con la esperanza del pago total cuando el juego comienza en (z,t) en el primer tablero y en el
segundo tablero respectivamente. Estas funciones verifican el siguiente Dynamic Programming Principle

(DPP):
us(x,t) = le( )($,t—€)
+ méx { Ji (u —52),J2(v6)(x,t—52)} (z,1) € Q x (0,T),

(5.1.1)
ve(x,t) = *JQ( NN, t—e )

+ min —52),J2(v5)(x,t—52)} (z,£) € Q x (0,T),

\

con las condiciones de contorno
uf(z,t) = f(z,t) (z,t) € (RVN\Q) x [0,T),
{ V(@ t) = g(z,t) (z,t) € (RV\Q) x [0,T),
y las condiciones iniciales
u®(z,0) = up(z) z€Q,
{ v¥(x,0) = wvo(x) =€

Los operadores asociados a los dos juego Tug-of-War with noise que aparecen en el DPP se definen de la
siguiente manera:

Jl(w)(:v,t):oq[1 sup w(y,t)+1 inf w(y,t)}

o B 5.12)
Hi-a)f  wltdy+ o),
Be(z)
y
1 1,
Jo(w)(z,t) = o [f sup w(y,t) + 5 inf w(y,t)}
yEBe(z) yE€Be () (5.1.3)
+(1 — ) ][ w(y, t)dy + e2ha(z,t).
E(x

Aqui las funciones hy, ho : 2x[0,7) — R son funciones Lipschitz acotadas, f,g: (RV\Q)x[0,T) — R
son funciones Lipschitz acotadas tales que f > g, v ug,vg : 8 — R son funciones Lipschitz acotadas con
ug > vg. Notese que Ji y Jo estan relacionadas con los juegos jugados en el tablero uno y el tablero dos
respectivamente. También asumimos una condicién de compatibilidad en los datos:

Consideremos wy : [(RM\Q x [0,T)) U (2 x {0})] = R

f(l',t) LEQJ;Q,tZO’
7t =
wite ) { up(x) x e t=0,

(5.1.4)
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y ws : [(RM\Q x [0,T)) U (2 x {0})] = R,

x,t x ¢ Q,t>0,
wﬂ$iyz{ 9(x,t) ¢

(5.1.5)
vo() zeNt=0.

Esta claro que wy(x,t) > wy(w,t). También debemos imponer la siguiente condicion,
lwi(x, ) — wi(y, s)| < Ll —y| + [t — ).

para ¢ = 1,2. Esta condicién implica que los datos de contorno son compatibles con las condiciones
iniciales. Es decir, para cada (zx)r>1 C €2 tal que z — y con y € 92 se cumple

k—o00 k—o00
Finalmente, describamos la hipétesis que debemos imponer sobre el dominio.

Condicién de esfera exterior uniforme: 2 es un dominio abierto acotado, con borde suave, y que
cumple que existen 0 < § < R tales que para cada y € 09, existe z € RY tal que Q C Bgr(2)\Bs(2) y
vale que y € 0B;s(2).

Observacion 5.1.1. Del DPP y las condiciones f > g v up > vg obtenemos
u® > %,
en RV x [0, 7). En efecto, dado (z,t) € Q x (0,7 tenemos que
W (2, 1) = %Jl (W) (z,t — €2) + % méx {Jl(ué)(x,t — €2, (0 (2, — 52)}
> LIt ) 4 B0t~ <)

> %JQ(’UE)(QJ,t —e?) + %min {Jl(ua)(m,t — &), Jo(v°) (x,t — 52)} =v°(x,t).

Los juegos J; y J2 estan asociados con un operador llamado operador p—Laplaciano normalizado,
definido de la siguiente manera (véase [42]).

Definicién 5.1.1. Dada ¢ una funcién C%! tal que V(x,t) # 0, definimos, para p > 2, el operador
p—Laplaciano normalizado como

11—«

1 RN
AP@(xvt) T 2A0090(55,t) + Q(N + 2)

Ap(x,t)

donde « y p estédn relacionados por
a  p—2
l-a N+2
Aqui aparecen los operadores Laplaciano clasico y el infinito Laplaciano normalizado, dado por
Ve Vo _
Aéogp = <D28077 7> - ‘VSD‘ 2 Z (Pzi(PxiijOxja
Vol [Vl <N
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Recordemos que el p—Laplaciano cldsico viene dado por
Apu = div(|Vul[P~2Vu).

Para 2 < p < 00, expandiendo la divergencia podemos escribir este operador como una combinacién del
Laplaciano y el infinito Laplaciano normalizado de la siguiente manera:

Apu = [VulP2((p — 2)ALu + Au).

En [42] los autores demostraron que u :  — R verifica la férmula del valor medio asintético
1 1, 9
u(z) = a[f sup u(y) + = inf u(y)] +(1-a) u(y)dy + o(e),
yEB.(x) 2 yeB:(x) Be(z)

con € — 0, si y solo si u es una solucién de
Apu = 0.

en el sentido viscoso. Aqui a y p estdan relacionados por

a  p—2
l—a N+2°

Con respecto a esta definiciéon y a las formulas del valor medio J; y Jo definidas anteriormente, supon-
gamos ahora que u : Q x (0,7) — R satisface

1 1,
u(z,t) = a[§ yes;lfzm) u(y,t —e*) + 3 yEanEf(x) u(y,t —e?)]

(5.1.6)
+(1—a) ]{3 ( )u(y,t — &) dy + o(£?),

para € > 0 chico. Si asumimos que u es suave, utilizando la expansion de Taylor tenemos

62

mAu(m, t — %)+ o(e?),

F gty - et - <) =
B:(z)

y si Vu(z,t — 2) # 0, utilizando nuevamente Taylor obtenemos

1 1

[~ sup u(y,t —e?) + = inf u(y,t—52)]—u(x,t—52)

y€Be () 2 yeB(x)

1 Vu(z,t —e?) 9 1 Vu(z,t —e?) 9 9
D ) e T )
2“<“5|vu(gc,t—g2)| &)t Nyt ) Tt =)

2
= %A})ou(:c, t — &%) + o(e?).

Entonces, si volvemos a (5.1.6), sumamos —u(x,t — £2) en ambos lados, dividimos por 2 y llevamos

g — 0, obtenemos

ou

o« (1—-a)
E(Lt) = gAéou(Lt) +

mAu(m,t).
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Es decir,
ou

E(w,t) = A;u(x,t).

Este calculo formal explica la relacién entre las férmulas del DPP y las ecuaciones parabdlicas corres-

pondientes. Utilizaremos teoria viscosa para realizar este cdlculo de una manera mas rigurosa.

El resultado principal de este capitulo es que el valor del juego (la soluciéon del DPP) converge
uniformemente cuando £ — 0 a un par de funciones continuas (u,v) que es una solucién viscosa para el

siguiente sistema parabdlico con dos operadores p—Laplacianos normalizados diferentes.

Teorema 5.1.1. Existe una subsucesién de soluciones del DPP, denotada como (u®,v%) que converge
cuando €; — 0 a un par de funciones continuas (u,v). Este par limite es una solucién viscosa para el

siguiente sistema

u(z,t) > v(x,t) (z,t) € 2 x [0,T),
g?(x,t) — Azlgu(:c,t) > hy(z,t) (z,t) € Q x (0,7T),
g:(x,t) — Aév(:c,t) < ha(x,t) (z,t) € 2 x(0,T),
1)~ Abula, ) = (e t) (w0) € (2% (0,1)) 1 {u > v},
g:(x,t) — A}Iv(x,t) = hy(z,t) (z,t) € (2 x (0, 7)) N{u > v},
con la siguiente condicién adicional,
au 1 8'0 1
(a(x,t) — Apu(x,t)) + (a(:):,t) — Aqv(:c,t)) = hi(z,t) + hao(z,t) (z,t) € Qx(0,T),

las condiciones de contorno
u(z,t) = f(x,t) (x,t) € 02 x[0,T),
{ v(z,t) = g(z,t) (z,t) € 0Q x[0,T),
y las condiciones iniciales
u(z,0) = up(z) = €Q,
{ v(z,0) =vo(z) =€l

Aqui p y g estdn dados por
ap p—2 ay  q—2

l-a; N+2 ¥ 1-ay N+2

Observacién 5.1.2. Podemos reescribir el sistema (5.1.7) de la siguiente manera

min {@(x,t) — Alu(z,t) — hi(z,t), (u— v)(az,t)} =0 (z,t) € Q@ x(0,T),

ot p
méx {%(m) — Alo(,t) — ha(x, 1), (v — u)(:c,t)} =0 (z,t)eQx(0,T),
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con la condicién adicional

(aaz(“) = Ayu(z, 1)) + (Z(m) — Alv(z, 1)) = hi(a,t) + ha(z,8)  (x,) € @ x (0,T),

las condiciones de borde (5.1.9) y las condiciones iniciales (5.1.10).

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién 5.2 presentamos algunos resultados
preliminares, incluyendo la definicién de solucién viscosa para nuestro sistema parabdlico. A continuacién
presentamos las reglas del juego de suma cero para dos jugadores cuyo valor es la soluciéon del DPP.
En la secciéon 5.4 demostramos que el juego tiene un valor, y el valor es la dnica solucién del DPP.
Empezamos con una subsoluciéon del DPP, y usando un esquema de iteracién obtenemos una sucesién
no decreciente de subsoluciones. Esta sucesién estd uniformemente acotada y por lo tanto converge. El
limite de esta sucesion es la solucién del DPP. Luego usamos algunas estrategias especificas para obtener
sub y supermartingalas, y usando el Optional Stopping Theorem obtenemos que la solucién del DPP
es el valor del juego. La demostracién del Teorema 5.1.1 se divide en las dos siguientes secciones. En la
primera demostramos la convergencia uniforme a lo largo de una subsucesiéon utilizando un lema de tipo
Arzela-Ascoli, y en la segunda demostramos que el limite uniforme es una solucién viscosa del sistema
de EDP (5.1.7) con la condicién extra (5.1.8) utilizando técnicas clésicas de teoria viscosa. Finalmente,
recopilamos algunas observaciones finales sobre posibles extensiones de nuestros resultados.

5.2.  Preliminares.

En esta seccidén presentamos la definiciéon precisa de lo que entendemos como una solucién viscosa
para el sistema (5.1.7). A continuacion, incluimos el enunciado preciso del Optional Stopping Theorem
que necesitaremos al tratar con la parte probabilistica de nuestros argumentos.

5.2.1. Soluciones viscosas

Nos remitimos a [22] para obtener resultados generales sobre soluciones viscosas.

Para las ecuaciones parabdlicas que aparecen en (5.1.7) presentamos la siguiente definicién de solucién
viscosa. Dada una funcién

P:Qx(0,T) x Rx RV x VN R

donde S¥*N denota el conjunto de matrices simétricas N x N. Consideramos la EDP

P(:U,t,@

o7 (1), V(e 1), DQu(ac,t)) =0, ze€Q te(0,T) (5.2.11)

En nuestro sistema tenemos

« p P 11—«
P(x,t,s,p, X :3—[— X— —)+—
( ) < |p|> 2(N +2)

3 X0 trace(X)] — h(z,1). (5.2.12)

)
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La idea detras de las soluciones viscosas es utilizar el principio del maximo para "pasar derivadas a funcio-
nes de test suaves”. Esta idea nos permite considerar operadores que no vengan en forma de divergencia.
Supondremos que P satisface dos propiedades de monotonia,

X <Y en SN — P(x,t,5,p,X) > P(z,t,5,p,Y)
para todo (z,t,5,p) € QA x (0,T) x R xRY; y
S1 < 52 en R = P(SE,t,Sl,p,X) < P($7t7827pay)

para todo (z,t,p, X) € Qx (0,T) x RV x S¥*N_ Aqui tenemos ecuaciones que involucran al co-laplaciano
que no estan bien definidas cuando el gradiente es cero. Para esos casos, necesitamos considerar la
envolvente semicontinua inferior, Py, y la envolvente semicontinua superior, P*, de P, que estan dadas
por

P*(x7 t’ S7p7 X) = ll,msup P(y7l7n’ q’ Y)?
(W,ln,q,Y )= (@ t,5,p,X)
P.(z,t,s,p, X) = lim inf P(y,l,n,q,Y).

(W:l,n,q,Y )= (,t,5,p,X)
Estas funciones coinciden con P en cada punto de continuidad de P y son semicontinuas inferior y superior

respectivamente. Es claro que la funcién P(z,t,s,p, X) definida en (5.2.12) es continua para p # 0. Con
estos conceptos a mano estamos listos para enunciar la definicién de una solucién viscosa para (5.2.11).

Definicién 5.2.1.  (a) Una funcién semicontinua superior u es una subsolucién viscosa de (5.2.11) si para
cada ¢ € C>1(Q x (0,T)) tal que ¢ toca a u en (z,t) € Q x (0,T) estrictamente desde arriba (es
decir, u — ¢ tiene un méximo estricto en (x,t) con u(z,t) = ¢(z,t)), tenemos

9¢

P*( 7t>7
0o

(2,1), Vo(a,1), D*o(x,1)) < 0.
Si u es una subsolucion escribimos

P(:c,t,@

5 (SU,t),VU(SU,t),D2’LL(.T,t)) <0.

(b) Una funcién semicontinua inferior u es una supersoluciéon viscosa de (5.2.11) si para cada ¢ €
C?H(Q x (0,T)) tal que ¢ toca a u en (x,t) € Q2 x (0,T) estrictamente desde abajo (es decir, u — ¢
tiene un minimo estricto en (z,t) con u(x,t) = ¢(x,t)), tenemos

P* (a:,t, g(f(w,t),DMx,t),DQ(b(w,t)) > 0.

Cuando u es una supersolucién escribimos
ou 9
P(:c,t, E(x,t),Vu(x,t),D u(:c,t)) > 0.

(c) Finalmente, u es una solucion viscosa de (5.2.11) si es subsolucién y supersolucién simultdneamente,
y notamos

P(x,t,%

o (0:1). vu(x,t),p%(g:,t)) —0.
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Como mencionamos antes, para tratar con nuestro sistema (5.1.7), dado un par de funciones continuas
(u,v) tales que u > v, verifica las condiciones de contorno (5.1.9), y las condiciones iniciales (5.1.10),
simplemente consideramos (5.2.12) con pardmetros 0 < a3 < 1y 0 < ag < 1,

ap, . p P l1-—m
Py (z,t X)=s—|—(X=, )+ ———trace(X)| — h(z,t
az, P P -
Py(x,t X)=s—|—(X—,— —t X)| —h t
2('%.7 787p7 ) S [ 2 < ’p|7 |p‘> + 2(N+ 2) race( ):| 2(1.7 )

y utilizamos la Definicién 5.2.1.

5.2.2.  Probabilidad. Optional Stopping Theorem.

Recordamos (ver [59]) que una sucesién de variables aleatorias {M}}r>1 se dice supermartingala
(submartingala) si
E[Mj11|Mo, My, ..., My] < My, (>).

Entonces, el Optional Stopping Theorem, que llamaremos (OSTh) en lo sucesivo, dice: Supongamos que

T es un tiempo de parada, tal que se cumple alguna de las siguientes condiciones,

(a) El tiempo de parada 7 estd acotado casi seguramente,
(b) Se cumple que E[7] < 0o y existe una constante ¢ > 0 tal que

E[Mpyy1 — My|Mo, ..., My] < c,
(c¢) Existe una constante C' > 0 tal que |Mm1'n{‘r,k}‘ < C casi seguramente para cada k.

Entonces
E[M:] <E[Mo] (=),

si { M} }r>0 es una supermartingala (submartingala). Para la prueba de este resultado, nos remitimos a
25, 5].

5.3. Descripcion del juego

Describamos en detalle el juego que vamos a estudiar. Es un juego de suma cero para dos jugadores. El
juego se juega en dos tableros, que son dos copias de RY x [0,7"), con 2 un dominio fijo y acotado @ C RN,
Tenemos dos funciones de pago final f, g : R¥\Qx [0, T) — R. Se trata de dos funciones Lipschitz acotadas
con f > g. También tenemos dos condiciones iniciales ug, vy : 2 — R, funciones Lipschitz acotadas tales
que uy > vp, y dos funciones de pago por jugada hi,hs : Q x [0,7) — R (también asumimos que son
funciones Lipschitz acotadas), que se utilizardn en el primer y segundo tablero respectivamente. Dado
un parametro positivo € > 0 que controle el tamafio de los pasos en ambos tableros simultdneamente.

165



Usaremos dos juegos, con diferentes reglas asociadas a dos operadores parabdlicos p—Laplacianos para el
primer y segundo tablero respectivamente. Para esto, fijemos dos nimeros 0 < «; < 1 para i = 1,2. En
el primer tablero las reglas son las siguientes: estando en la posicién (z,t), con probabilidad a; jugamos
con reglas Tug-of-War descendiendo del nivel ¢ al t — 2, es decir, se lanza una moneda equilibrada, y el
jugador que gane el lanzamiento elige la siguiente posicién dentro de la bola B.(x) pero descendiendo
hasta el nivel ¢ — 2. Es decir, la siguiente posicién del juego serd un punto de la pinta (y,t — €2) con
y € Be(x), y elegido por el jugador que gane el lanzamiento. Por otro lado, con probabilidad (1 — «;)
jugamos con una regla de paseo al azar, la siguiente posicién se elige en B.(x) con probabilidad uniforme,
pero descendiendo nuevamente al nivel ¢t —e2. Es decir, con una probabilidad (1 —a1) la siguiente posiciéon
de la ficha serd (y,t —£2) con y € B-(z) elegida al azar. Jugando en el primer tablero afiadimos un pago
por jugada 2hy(z,t — 2) (el jugador I obtiene £2hy(z,t — £2) y el jugador II paga la misma cantidad).
Llamamos a este juego el juego Ji. Andlogamente, en el segundo tablero usamos as para codificar la
probabilidad de que juguemos Tug-of-War y (1 — ag) para la probabilidad de movernos al azar, en ambos
casos tomando la siguiente posicién en el nivel ¢ — £2, esta vez con un pago por jugada e2ho(z,t —e2). A
este juego lo llamamos Js.

A las reglas que hemos descripto en los dos tableros J; y Jo le anadimos las siguientes formas de
cambiar de tablero: en el primer tablero, con probabilidad % la ficha se queda en el primer tablero y se
juega el juego Ji, y con probabilidad % el jugador I decide entre jugar con reglas J; (y la posicién de
juego se queda en el primer tablero) o cambiar de tablero, y entonces se elige la nueva posicién de la
ficha jugando la regla de juego J2 en el segundo tablero. En el segundo tablero la regla es exactamente la
contraria, en este caso, con probabilidad % la ficha se queda en el segundo tablero y se juega el juego Js,
y con probabilidad % el jugador II decide entre jugar con reglas de juego Jy (y se queda en el segundo
tablero) o cambiar de tablero y jugar en el primer tablero con las reglas de juego J.

El juego comienza con una ficha en una posicién inicial (zg, o) € € x (0,T") en uno de los dos tableros.
Después de la primera jugada, el juego contintia con las mismas reglas descriptas anteriormente. Esto da
una sucesién aleatoria de puntos (posiciones de la ficha) y un tiempo de parada 7 (la primera vez que la
posicién de la ficha estd fuera de Q x (0,7) en cualquiera de los dos tableros). La secuencia de posiciones
se denotard por

{(xO)t();jO)u (‘rhtlvjl)a e (ITatT)jT)}v

aqui (zg,tx) € Q2 x (0,T) para 0 < k <7 —1 (y (z+,t;) ¢ Q x (0,7)) y la tercera variable, j; € {1,2},
indica en qué tablero estamos jugando, ji = 1 si la posicién de la ficha estd en el primer tablero, y jir = 2
si la ficha estd en el segundo tablero. Como mencionamos, el juego termina cuando la ficha sale € x (0,7)
en algiin punto (x,,t,,j,) (observemos que si t,_1 — &2 < 0 consideraremos ¢, = 0). En este caso el pago
final viene dado por wi(z,,t;) si j; = 1, donde w; es la funcién definida en (5.1.4) (la ficha sale del
dominio en el primer tablero) y ws(z,,t;), donde wy estaba definida en (5.1.5) si j, = 2 (la ficha sale en
el segundo tablero). Por lo tanto, teniendo en cuenta el pago por jugada y el pago final, el pago total de
una ocurrencia particular del juego estd dado por
pago total := wl(xTaltT>X{j:1}(jT) + w2 (-, tT)X{j:2}(j7')
+e2 ) <h1(ﬂ?k, ter1)X{j=1} Uk+1) + ha(zk, tk+1)X{j=2}(jk;+1)>-
k=0

Observar que el pago total es la suma del pago final (dado por w;(x-,t;) o por wa(x;,t;) segin el tablero
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en el que la ficha sale del dominio) y el pago por jugada que viene dada por e2hy(zg, tpr1) v e2ha(xk, thy1)
segin el tablero en el que juguemos en cada paso.

Ahora, los jugadores fijan dos estrategias, St para el jugador Iy Si para el jugador II. Es decir, ambos
jugadores deciden jugar o cambiar de tablero en el respectivo tablero si es necesario, y en cada tablero
seleccionan el punto a jugar siempre que el lanzamiento de la moneda del juego Tug-of-War sea favorable.
Entonces, una vez que fijamos las estrategias St y Str, todo depende sélo de la probabilidad subyacente:
el lanzamiento de moneda equilibrada que los jugadores usan para establecer la posibilidad de decidir
cambiar el tablero (con probabilidad 1/2-1/2), y el lanzamiento de la moneda que decide cuando jugar
Tug-of-War y cudndo moverse al azar (observe que esta probabilidad estd dada por a; o g y es diferente
en los dos tableros) y el lanzamiento de la moneda (con probabilidad 1/2-1/2) que decide quién elige
la siguiente posicién del juego si se juega Tug-of-War. Con respecto a esta probabilidad subyacente, con
estrategias fijadas St y S, podemos calcular la esperanza del pago total a partir de (z,t,j) (recuerde
que j = 1,2 indica el tablero en el que se encuentra la posicién del juego),

7t7 j
E(Sf Sfx) [pago total].

Se dice que el juego tiene un valor si

w(x,t,j) = sup inf Egpgj ) [pago total] = inf sup Egpgj ) [pago total].
I 1,011 SH SI 1,011

St S
Observe que este valor w® es el mejor resultado posible que el jugador I y el jugador II pueden esperar
obtener jugando lo mejor que puedan. Aqui demostraremos que este juego tiene valor. El valor del juego,
w®, estd compuesto por dos funciones, la primera definida en el primer tablero,

u (z,t) == w(z,t,1)

ese es el resultado esperado del juego si la posicién inicial estd en el primer tablero (y los jugadores juegan
lo mejor que pueden) y
ve(x,t) = w(x,t,2)

ese es el resultado esperado del juego cuando la posicién inicial estd en el segundo tablero. Resulta que
estas dos funciones u®, v° satisfacen un sistema de ecuaciones que en la literatura se denomina Dynamic
Programming Principle (DPP). En nuestro caso, el DPP correspondiente para el juego viene dado por

([ wE(a,t) = %Jl(ue)(x,t e
% méx Ty (w€) (z, t — €2), Jo(v¥) (z, t — 52)} (z,1) € Q x (0,T),

V(1) = B0t~ <)
+% min {71 (u¥) (2t = %), L) (@t =)} (2.1) € Qx (0,7),

con las condiciones de contorno
{ () = fal)  (o,0) € RNQ) x [0,T),
(o t) = gat)  (,0) € RNQ) x [0,T),
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y las condiciones iniciales

{ u®(z,0) =up(xr) xeq,
v¥(x,0) = vo(x) x €.

Observacion 5.3.1. Observe que el DPP refleja las reglas del juego descriptas anteriormente. Es decir, con
probabilidad % el juego permanece en el tablero donde estd y juega el juego correspondiente, y los méax
y min que aparecen en el DPP corresponden a las elecciones de los jugadores de cambiar de tablero (o
no). En el primer tablero el jugador I (que pretende maximizar el resultado esperado) es quien decide,
mientras que en el segundo tablero decide el jugador II (que quiere minimizar). Los juegos Ji y Ja
definidos en (5.1.2) y (5.1.3) muestran que, en cada tablero, los jugadores juegan Tug-of-War with noise
con dos pardametros diferentes (a1 y aa) y pagos por jugada h; y hg respectivamente.

En la siguiente seccién demostraremos que existe una tinica solucién para el DPP, y que esta solucién
es el valor del juego que acabamos de describir.

5.4. Existencia y unicidad del DPP

En esta seccién demostraremos que el valor del juego es la soluciéon del DPP. Pero antes, demostremos
que existe una soluciéon del DPP (5.1.1). Para ello, introducimos una funcién auxiliar. Como  c RV
estd acotado, existe R > 0 tal que 2 CC Bg(0). Dados K > 0y M > 0 dos constantes, consideremos la
funcién

2K(‘$|2 - RQ) -M (l‘,t) € BR(O) X (07T))
Z(](ZC,t) = { N
-M (z,t) € (RN \ Br(0) x [0,T)) U (Br(0) x {0}).

Esta funcién tiene las siguientes propiedades: La funcién zg es C%1(Q x (0,T)), est4 acotada (||20]/eo <
2K R? + M) y, como 2 es radial, se cumple que

62Z0 N -1 82’0 N -1
y 52
1, 9%
AOOZO = W 4K,
dentro de Q. Entonces, obtenemos
1— 041)
Alzo = L ar) + L= ypeny > i
v = 5 UK) + gy UEN) 2 K
’ (1-a2)
Al = 24K)+ ~— Y (4KN) > K.
070 = 5 UK) + o gy (4EN) =

Finalmente, esta funcién verifica

62’0
E — O.

El siguiente lema demuestra que esta funcién es una subsolucién del DPP.
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Lema 5.4.1. Sea K = max{||h1]|co, [|h2|loc} +2 ¥ M = méx{|| f]|co, [|9lloos ||20]|cos ||t0]|cc }- Si consideramos
la funcién zy con estas dos constantes, para ¢ suficientemente pequeiio el par (zo, z9) es una subsolucién
de la DPP (5.1.1). Es decir,

;

zo(z,t) < Jl(zo)(a;,t £?)

+1maX{J1 (20)(2,t — €2), Ja(z0) (2, — & )} (z,t) € @ x (0,T),

20(x,t) < Jg(zo)(x,t—e )

+ min { Ji (= xt—s),Jg(zo)(:E,t—e2)} (z,1) € Q x (0,T),

con las condiciones de contorno

{ 20(x,t) < f(x,t) (z,t) € (RN\Q) x [0,T),
(5.4.13)
zo(x,t) < g(z,t) (z,t) € (RV\Q) x [0,T),
y las condiciones iniciales
{ 20(x,0) < up(x) x € Q,
(5.4.14)
20(2,0) < vo(z) x € Q.

Demostracién. Primero, observamos que las desigualdades (5.4.13) y (5.4.14) se cumplen para (x,t) €
RM\Q x [0,T) y (z,t) € 2 x {0}. Recordemos la definicién de J; y Jo

Ji(w)(z,t) = oy F sup w(y,t) + L inf w(y,t)}

2 yeBe(@) 2 y€B(2) (5.4.15)
+(1—an) ][ w(y,t)dy + 2hy (x, 1),
B:(x)
y
1 1
Jo(w)(z,t) = g [f sup w(y,t) + 3 inf w(y,t)}
yeB:(2) yepe) (5.4.16)

+(1— ag) ][ w(y,t)dy + e2hy(z,t).
Be(z)

Hagamos la siguiente afirmacion: Para (x,t) € Q x (0,7 se cumple que

20(z,t) < min {Jl(zo)(a:,t — €2, Jalz0) (@, t — 52)} —e2

Es claro que si probamos la afirmaciéon habremos probado el lema. Entonces, demostremos la afirmacién,
Demostracién de la afirmacién: nuestro objetivo es demostrar que

£2 < min {Jl(zo)(x,t — €)= 2(,1), Jo(20) (w, t — €2) — zo(a, t)}. (5.4.17)
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Utilizando las expansiones de Taylor obtenemos

J(20)(x, t—e?) — zo(, t)

1 1,
=ai[s sup (20(y,t—€®)—zo(z,t—€®))+ = inf (20(y,t—e*)—z(x,t—€?))]
2 yeB.(2) 2 yeB.(z)

+(1—aq) (20(y, t—€?)—zo(x, t—€2))dy + zo(x, t—%) —20(2, 1) + €2hy (z,t—€?)

B:(z)
(1—0&1)

0z o
= ( O(JUat)Jr?lAéoZo(%t*g)ﬂLm

-5 Azo(:c,t—52))52 +e2hy (2, t—€2) + o(2).

De manera analoga,

0
Ja(z0) (.t =€) = 20(w,t) = (= SP(@.1) + T AL z(at — )
(1—az) 2).2 | 2 2 2
2(N+2)Azo(x,t £ ))6 + e%ha(x,t —e*) + o(e7).

Si volvemos a (5.4.17) y dividimos por 2, obtenemos que es necesario demostrar que se cumple

1< min{ — %(x,t) + Azl,z()(x,t — )+ hy(x,t — €2),

- + A c o(e2 (5.4.
87t0(x’t) ;Zo(xvt 2) + ho(z,t — 52)} + (;2 )7

para € > 0 suficientemente chico. Usando las propiedades de zg tenemos

_aazto(xyt) +A11)ZO(I‘775—52) —|—h1(3§'7t—52) > K+h1($,t—52) >9> 1’
! 0
_§($,t) +A;zo(l‘,t—52) + ho(2,t —€2) > K + holz,t —e2) > 2> 1.

Por lo tanto, la desigualdad (5.4.18) se cumple para ¢ suficientemente chico.

Esta afirmacién implica que (zg,29) es una subsolucién del DPP (5.1.1). Con esto terminamos la
demostracién. O

Ahora, comenzando con uf = v = 2o definiremos inductivamente la siguiente sucesiéon para n > 0

1
Uy (2,1) = §J1(Ui)($vt )

Jr%méx{,fl(ufl)(x,t — ), Jo(vE) (,t — 52)} (z,1) € Q x (0,7),

. (5.4.19)
Vi) = 3 2(05) (,t — <)

—i—%ml’n {n@) @t - ), bt -} (@) eax©1),
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con condiciones de contorno
{ us o (z,t) = flx,t), (z,t) € RN\Q) x [0,T),
vy (2, t) = g(x,t), (x,t) € (RN\Q) x [0,T),

y condiciones iniciales
{ u;:z—i—l(l'vo) = UO(IE), T € Qa

v 1(2,0) =vo(x), 2z €.
Demostremos el siguiente lema.

Lema 5.4.2. La secuencia {(ug,, v5)}n>0 verifica:

(a) uj, <wus .y y vy, <wj,q para todon > 0.
(b) el par (uj,,v5) es una subsolucién de la DPP (5.1.1) para todo n > 0.
Demostracién. (a) Por induccién:

1 1
ui(x,t) = §J1 (u§)(z,t — &%) + 3 max {Jl(ug)(a:, t—e?), Jo(v§)(x,t — 52)} > ug(zx,t),
para (z,t) € Q x (0,7T). Aqui usamos que uj = v§ = zp ¥ que (2o, 2p) es una subsolucién de la DPP.
De manera andloga,
3 1 € 2 1 2 5 2 € 2 €
vi(x,t) = §J2(UO)(IE7t —&%) + 5 nin {Jl(uo)(a:,t —e), Ja(vg)(x, t — € )} > vg(x, t).
Fuera del dominio esta claro que

(z,t) > u§(z,t), (z,t) € (RN\Q) x [0,7),
z,t), (x,t) € (RN\Q) x [0,T),

I
~

(
ui(z,0) = up(z) > uf(z,0), ze€Q,

Ahora, veamos el paso inductivo, u;, < _; v v, <v;_;. La definicién de J; y Jo implica que
Ti(ug) (@t — %) > i(up_y) (.t =€)y Ja(vp) (@t — %) > Jo(vn_y)(z,t — €%).
Por lo tanto,

1 1
i (,8) = S () (@t — &%) + 5 mix {1 (u5) (o, ¢ = €2), Jo(v5) (w,t — %) |

1

1
> S ()t = 22) + g mie L)t — ), Ta(0h )t — ) ) = i),
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De manera andloga, obtenemos vy, ; > vy,.
(b) (20, 20) es una subsolucién gracias al Lema 5.4.1. Usando (a) y la monotonia de J; y J2 obtenemos

1 L
S () (@t = ) + 5 mie {1 (w0 (@t = £2), Jo(0 1)t = 22) |

1 1
> §J1 (us)(z,t — %) + 5 max {Jl(u,i)(a:, t—e?), Jo(vS)(x,t — 52)} = uy q(x,1).
De manera andloga se prueba para vj;,. Con esto finalizamos la demostracion. ]

Probemos ahora que las sucesiones estan uniformemente acotadas. Para ello, consideramos wg = —zg.
Esta funcién esta acotada y verifica

wo(z, ) > méX{Jl(wo)(x,t — €2, o (wo) (z, t — 52)} +e? (1) €Qx (0,T),

para € > 0 suficientemente chico. Entonces tenemos el siguiente lema.

Lema 5.4.3. Se tiene que

para todo n > 0.

Demostracién. Es claro que la desigualdad se cumple fuera del dominio © x (0,7). Dentro del dominio
argumentamos por el absurdo. Supongamos que existe ng € N tal que

méx{ sup (up, —wo), sup (vy, — wo)} = sup (up, —wo)=06>0.
Qx(0,T) Qx(0,T) Qx(0,T)

Sea (zg,tr) € Q x (0,7T) tal que
1
60— 7 < (tpy — wo)(Tk, L)

Usando las desigualdades obtenemos

1
0 — 7 < (uf, —wo) (z, te) < miix {Jl(ufm)(wk,tk — €2, o (vf) (ks — aQ)}
— méx {Jl(wo)(mlﬁ b — 52)7 JZ(wO)(xk, b — 62)} - 52 (5420)

< max {(Jl(uio) — Jl(wo))(l‘ij — 52)7 (JQ('U;O) - Jz(wo))(:ck;,tk - 52)} - 52.
Aqui usamos méx{a, b} — max{c,d} < max{a — ¢,b — d}. Consideremos las desigualdades

inf S (y,tp —e2) — f woly,tp —e?) < sup (uS, —wo)(y,tp —e2) <0
yeBE(xk) 0 yEBs(zk) yEBe(xk) 0
sup  up, (Y, tk — e?)— sup wo(y,tp —€°) < sup (tp, — wo) (Y, te — ) <o

yEB: (k) yEB: () yEB: (k)
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y finalmente

F (- wn)w - Sy <o,
B:(z1)
Por lo tanto, utilizando nuevamente la definicién de Jy (5.4.15) y Jo (5.4.16) obtenemos que

J1(ug,)(z,t — e?) — Ji(wo)(z,t —€?) <6 y Jo(vp, ) (w,t — €2) — Jo(wo)(z,t — %) < 6.

Si volvemos a (5.4.20) obtenemos

1
0 — % +€2 < (ufm — wo)(fL‘k,tk) <40

lo que genera un absurdo si k € N es suficientemente grande. Esto termina la demostracion. O

Finalmente, llegamos al siguiente resultado.

Corolario 5.4.1. Existe una constante A > 0 tal que
up, <Ay v, <A

para todo n > 0.

Ahora estamos listos para demostrar la existencia de una solucién para el DPP. Comencemos notando
que dado que las sucesiones u;, y v;, son no decrecientes y acotadas y por lo tanto existen los siguientes
limites

u(z,t) := nh_}ngo up (z,t) y v (x,t) = nh_}rrgo vy (x,t).

Teorema 5.4.1. El par (uf,v%) es una solucién del DPP (5.1.1)

Para demostrar este teorema, primero demostraremos un lema técnico para una sola ecuacién que
tiene su propio interés.

Lema 5.4.4. Considere el siguiente DPP

1 1
u () =al= sup u(y)+ = inf u(y +1—0z][ u(y)dy €9,
) =aly s w)+y Bt ww] -0 f ) .
u(z) = f(z) z € RM\Q,
con f una funcién Lipschitz acotada. Sea M = || f||~. Entonces
M, xe€f,
up(e) =
f(z), = eRM\Q,
es una subsolucion de (5.4.21). Consideremos la siguiente iteracion para n > 0
1 1
uyq(x)=a|z sup wu(y)+ = inf u(y +1—Oz][ uy (y)dy x € 9,
n@)=al yEB. (2) ( 2 y€B. () N+-a) B.(x) ) (5.4.22)
Upy1(2) = f(2) z € RM\Q.
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Esta susecién (uy)n>0 es no decreciente y estd uniformemente acotada (||un||cc < M para todo n > 0).
Finalmente, la funcién

ut(x) == li}m us ()

es una solucién de la DPP (5.4.21).
Demostracién. Empecemos demostrando que ug es una subsolucién. Es decir,

1 1
M=) <alt sup W)+ i %@ﬂ+u—mf' & (y)dy,
y€Be (x) 2 yeBe(x) B.(z)

para x € . Aqui usamos que

—M < sup wuy(y) y —M< inf wug(y),
yEB:(x) yE€Be(z)

y finalmente

M f o usy

B:(z)

Por otro lado u§(z) = f(x) para z € RV\Q. La sucesién definida por (5.4.22) es no decreciente y estd
compuesta por subsoluciones de la DPP (5.4.21) (ver Lema 5.4.2).

Demostremos que la sucesion estd uniformemente acotada. De hecho, tenemos que
&€
u, < M,

para todo n > 0. Usamos un argumento inductivo. Estd claro que ug < M. Supongamos que u,, < M.
Usando que supyep_ () tn(y) < M, infycp yup(y) <My JCBE(x) ug(y)dy < M obtenemos up1 < M.

Ahora, demostremos que

u(z) = lim u;, ()

es una solucién de (5.4.21). Est4 claro que si € RV\Q

u(z) = lim u(z) = f(x).

n—0o0

Para z € Q, consideremos

(uptr = up)(2)

=l 30, 0 3, 50 7 5 0 s B 0]y
+(1 - a) ][ (up, = up—1)(y)dy.
B (x)
Si definimos
Cp = ||ug, — g1 | oo (0)-
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Usando (5.4.23) y las desigualdades

sup up,(y) — sup wuy, 1(y) < sup (u;, —u;_1)(y)

Y€ Be(x) Y€ B:(x) y€B:(x)
y

) = )< s (06—
obtenemos

(ug 1 —up) () < aCph + (1 — a)C,.
Por lo tanto, Cp 11 < C),.

Ahora, consideremos el siguiente conjunto
I = {x €Q:d(z,00) < %}

Usando la regularidad asumida en 92 (condicién de esfera exterior uniforme) tenemos

|Be(z) N Q|
m=sup —————— < L.
very  |Be(2)]
Dado =z € T'1, obtenemos
(Upy1 — up)(#) < aCp + (1 — 04)][ (un, = up—1)(Y)dy < aCp + (1 — a)m Ch.
= (2)NQ

Aqui usamos que
1

|Be| JB.(2)n0

Fo(wh - )y = (uf, = 1)(w)dy,
B:(z)
va que (uS, —us_;)(x) = 0 cuando z € RV\Q. Por lo tanto,
(U5 —up)(x) < (a+ (1 —a)m)Cp < 0,0,,. (5.4.24)
con ¢ = a+ (1 —a)n <1 para todo z € T';. Continuemos con
I's = {x e 0: d($,rl) < %}
Observe que I'y C I'y. Definamos

o [B@n @)
P 1B

Aqui usamos nuevamente la condicién de esfera exterior uniforme. Dado x € I's obtenemos

<1

(Ufwrz - Ufz+1)(33)

<aChs+(1—a)—L (U — ) (y)dy + / (41 — uE) (y)dy]

| Be ()] [ Be(z)N(Q\[1) B.(2)NT;
<aCh+ (1= a)[mCn+ (1 —n2)61Cy] = [a+ (1 — )2 + (1 — 12)01]] Cr, = 62C,,.
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donde 03 = a+ (1 — a)[n2 + (1 —n2)01] < 1. Aqui usamos (5.4.24). Nétese que 6 < 0 < 1. Iterando este
procedimiento obtenemos

Fk:{xEQ:d(m,Fk,1)<§} y Mg = sup < 1.

Entonces, para x € T'y,
(Ungk = Unyr—1) (@) < OxCh,

donde 0 = a4+ (1 — )k + (1 — nk)0k—1] < 1. Observar que, si ko = [
lo tanto

diam(2)
€/2

| obtenemos Q2 C I'y,. Por

Cn+k‘0 S Hko Cn

Observar que Cy, < 03,Co y Crotj < Chy < 01, Co para 0 < j < kg — 1. Ademds

Clk0+j < 92000 = Z Clko-‘rj < Zko@é—giCo.

§=0 i=0
Finalmente,
m o o0 .
1> _ 154 < 15 _ &€ < HL%J_‘—lC
”un—i-m un”LOO(Q) = ZHun—&—j un+j—1||L°° Z = Z 0%, 0-
j=1 j=1 i=1

y esto es chico si n € N es suficientemente grande. Entonces, (u$,),>0 es una sucesién de Cauchy en L>,
y esto implica que u, = u uniformemente en 2 cuando n — oc. Por lo tanto, obtenemos

sup u;(y) — sup u(y) y inf wuj(y) — inf u(y). (5.4.25)
Y€ Be () yEB:(x) YEBe(x) yEB: ()

Finalmente, también tenemos

][ us (y)dy — u®(y)dy. (5.4.26)
Bg(az) BE( )

Tomando limites en (5.4.22) y usando (5.4.25) y (5.4.26) concluimos que

(@) = afr sup wS(y) i inf wS(y)] +(1—a) f S () dy
_ < ()

Y€ B (x) 2 yeB:(x)
! Y 1 1
1 1
ut(x) = a[, sup u°(y)+ = inf ue(y)] +(1- oz)][ u (y)dy.
y€Be(x) 2 yeBe(x) ()
Con esto terminamos la demostracién del lema. O

Observacién 5.4.1. En [13] los autores prueban un enunciado como el Lema 5.4.4 para una ecuacién
diferente usando técnicas similares.
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Prueba del Teorema 5.4.1. Sabemos que (u5,, v5) es una subsolucién de la DPP (5.1.1) para todo n > 0,
entonces, tenemos

us (x,t) < Jl( )z, t—e )—l—%méX{Jl( Nz, t —€2), Jo(vE)(x, t—62)}
Si tomamos el limite como n — oo en el lado derecho obtenemos
Wl (2,1) < %Jl(us)(x, t— )+ %méx {Jl(ua)(x,t — ), () (2, t — 52)}.
Si tomamos el limite en el lado izquierdo llegamos a

W (2, t) < =y (u) (@t — ) + %méx {Jl(zf)(x,t — &2), Jo(v) (@, t — 52)}.

N | =

De manera analoga, obtenemos

v (2,8) < %JQ(UE)(x,t—g) + %mfn{Jl(us)( 2), B0 (.t~ ).

Por lo tanto, (u®,v) es una subsolucién del DPP (5.1.1).

Ahora, usaremos ideas del cdlculo empleado en la prueba del lema 5.4.4. Definamos

Co = mic { s, = 5, oy, 105 = 51l (xomy -
Comencemos con y,:
(Upq1 — uy)(z,t) = *Jl( o) (@t —e%) — %Jl(ufz_ﬁ(iﬂat -&?)
% i {1 () (2, 1), o0 t—s2)}—1max{Jl(u;_l)(x,t—ﬁ),Jg(vz_l)(a:,t—g)}
< %cﬁ %méx{Jl(u;i)(x,t—ez)—Jl(ui_l)(x 1=22), Do) =) — a5y ) (o, )}
< Cp.

Aqui usamos nuevamente que méx{a,b} — max{c,d} < méx{a — ¢,b — d}. Ahora, para v: tenemos
€ € 1 € 2 1 € 2
(vn-‘rl - Un)(xat) = §J2(Un)(xat — € ) - 7‘]2(1)77,—1)('7;775 — € )

1 1
—i—§ ml’n{Jl( EN(z,t—e2), Jo(vS) (z,t—¢ )}—5min{Jl(uflfl)(ac,t—esQ),Jg(vfhl)(a:,t—EZ)}
1 1
< §C'n + 3 max {Jl (u) (z, t—e®) = J1(uf,_ ) (z,t—e2), Jo(vS)(z, t—%) = Jo (v _,)(x, t—52)}
< Cp.
Aqui usamos que min{a, b} — min{c,d} < max{a — ¢,b — d}. Por lo tanto, obtenemos

Cn—i—l < Cn
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Consideremos nuevamente el conjunto
€
T, = {x €0 d(x,89) < 5}.
Como antes, usando la regularidad asumida en el borde de 2 tenemos que

| Be(z) N 9|
= Sup ————<7—

< 1.
zel |B€(ﬂf)’

Dado x € I'; obtenemos

Ji(up) (@, = &%) = Ji(up ) (2.t = &%) < (a1 + (1= a1)m)Ca,

Jo(v5) (2, t — %) — Jo(v5_1)(z,t — €%) < (g + (1 — o)1) Ch.
Por lo tanto
(ui—i-l - ui)('% t— 52) < 6,0y y (U;i_,_l - ’Ui)(l’, t— 62) < 0.0y,

donde 0; = max{a;+(1—a1)ni, as+(1—a2)m } < 1. Procediendo como antes, obtenemos kg = ko(£2) € N
y 8o < 1 tal que
Cn+k0 < 900n

Argumentando como antes obtenemos la convergencia uniforme u;, = u® y v5, = v*. Entonces, obtenemos
Ji(up) (@, t) = Ji(u)(z,t) ,  Ja(vp)(@,t) = J2(v%) (2, ).

Finalmente, utilizando la definicién (5.4.19) y tomando el limite obtenemos

1 1
us (2, t) = 5 Jr(us) (x, t — 52) +§ méax{Jy(u;,)(z,t — 52), Jo(vi)(x, t — 52)}
—_——— ~

T ! : ! !
ut(x,t) = §J1 (u®)(x,t — 52) + 3 max{J; (u®)(z,t — 52), Jo(v%)(x,t — 52)}

y
1 1
Vnt1(2,8) = 5 Ja(v) (@t — &?) +5 min{J1(up)(z, t — %), Jao(vp) (.t — %)}
SN—— ~~
L i X i !
ve(x,t) = §J2(v8)(x, t—e?) + B min{J; (u¥)(z,t — €%), Jo(v¥)(z,t — ?)}.
Esto finaliza la demostracién del teorema. O

Usando el Lema 5.4.1 obtenemos el siguiente resultado que usaremos en la siguiente seccion.
Corolario 5.4.2. Las funciones (u,v®) que obtuvimos estan uniformemente acotadas.

Para nuestro DPP (5.1.1) hay una prueba alternativa de existencia de una solucién basada en el hecho
de que el lado derecho de las ecuaciones involucra u y v evaluados en t — £2. Esta prueba es més simple

que la anterior, pero es menos flexible (por ejemplo, con esta demostracién méas simple no podemos tratar
un sistema parabdlico/eliptico, vea la ultima seccién).
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Prueba alternativa de existencia de una solucién para el DPP (5.1.1). Buscamos un par (u,v) que re-
suelva (5.1.1). Esta claro que necesitamos imponer las condiciones de contorno

{ ua(xvt) = f(x’t)v (l’,t) € (RN\Q) X [OvT)’
v (x,t) = g(x,t), (x,t) € (RN\Q) x [0,T),

y las condiciones iniciales

{ u®(z,0) = up(z), z€Q,
ve(z,0) =vo(x), x €.

Por lo tanto, nos queda determinar (u,v) en © x (0,7") de tal manera que se satisfagan las ecuaciones en
(5.1.1).

Comencemos con t € (0, 62]. Como t —e2 <0, para esos tiempos tenemos que
1 1
ut(x,t) = §J1(u0)(:c) + 3 max {Jl(uo)(ﬂs), JQ(UQ)(JU)}, (z,t) € Q x (0,€?],

v(a,1) = 5 l(u)(w) + 5 min {1 (o) (@), S(w)(@)},  (2,1) € 2 x (0,€2),

resuelve las ecuaciones en el DPP. Una vez que hemos definido (u, v) en 2 x (0, £2] buscamos t € (2,22
y obtenemos que el par de funciones dado por

ut(x,t) = le( )(x,t—s)
+ méax { Ji (u 752),,]2(@6)(95,15752)}, (z,1) € Q x (2,2¢7),

ve(z,t) = *JQ(Ua)(x,t —&?)

+ min { Ji (u —52),J2(v5)(x,t—52)}, (z,t) € Q x (£2,2¢7),

resuelve el DPP en 2 x (5 ,2¢2].

Iterando este procedimiento [T/&?] veces obtenemos un par de funciones (u,v) que es una solucién de
(5.1.1) en todo el ©Q x (0,7). O

Demostremos ahora que la soluciéon del DPP (5.1.1) es el valor del juego.

Teorema 5.4.2. El par de funciones (u®,v) que verifica el DPP (5.1.1) da el valor del juego definido en
la Seccién 5.3. Es decir, la funcién

( 77])[ ( 77])[

w(z,t,j) = 1’Snf supEg pago total] = sup 1anE pago total]
S St

St

verifica que
w(x,t,1) = u(z, 1)

y
w(z,t,2) = v°(x,t)

para cualquier par (uf,v®) que resuelva el DPP.

179



Demostracién. Solo incluimos un esbozo de la prueba. Nos remitimos a [50] (Teorema 18) donde los
autores demostraron un resultado similar para el caso eliptico.

Fijemos § > 0, y tomemos (u®, v®) solucién para el DPP (5.1.1). Supongamos que empezamos en un
punto en el primer tablero, (xo,to, 1). Entonces, elegimos una estrategia Sf para el jugador I usando la
solucién de (DPP) (5.1.1) de la siguiente manera: Siempre que jr = 1 el jugador I decide quedarse en el
primer tablero si

méix {1 (u) (i, t = €2), o (0°) (st — £7) | = 1 () st — €2),

y en este caso el jugador I elige un punto

x}erl = Sik((xkatkvjk’)) tal que sup ua(y7tk’ - 52) - W < ug(':v}chl?tk - 62)7
YEBe (w,tr—e?)

para jugar Tug-of-War.

Por otro lado, el jugador I decide saltar al segundo tablero si
max {Jl(ug)(mk,tk —&?), Jo(v) (2h, th — 82)} = Jo(v%) (g, ty, — €2),

y en este caso el jugador I elige un punto
I — S . 1 € 22y < 1 _ 2
Tpt1 = I((xkhtkajk)) tal que sup v (yatk € ) ok+1 = v (xk—i-l?tk € )7
yEB:(zk)
para jugar Tug-of-War en el segundo tablero.

Dada la estrategia S} para el jugador I, y St cualquier estrategia para el jugador II, consideramos la
sucesion de variables aleatorias

T
L

o

(ha(ai,ty — €)xgjm1y Gir) — ha(mi, i — €)X j=oy (Gi+1)) — ok

My, = w (wg, t, ji) — €2

l

Il
o

donde w®(xg, tg, 1) = u®(zk, ty), we(Tk, ty,2) = v (K, tr) ¥
. 1 j=4i,
X{j:i}(]) = { 0 j4i

Se cumple que (My)r>0 es una submartingala. Esto es

Jto,1
Egos; [My1| Mo, ..., My) > M.

Para demostrar este hecho, debemos considerar varios casos.

Supongamos que jr = 1y jrr1 = 1 (es decir, la ficha permanece en el primer tablero en el k y juega
el £+ 1). Entonces
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to,1
Efq?sﬂ [My 1| Mo, ..., My
k
—EfggiOZg)I [u (Tht1,thr1) 822 (ha (2, t) X =1y (1) — ha (20, 6) X =2y (Gig1))
1=0

0
—W|MO, PPN ,Mk-i|

k1
—E(gﬁo’gl)[ (Whr1s thar) —€2ha (s te) =2 Y (B (@, )X 1y Grer) = ha (@, ) X =2y Gier))
1=0
)
2k+1|M0,...,Mk}
1 1
= <§u5(x}€+1,tk+1) + §uf(x}§+1,tk+1)) +(1—a) ( )u (Y, thg1)dy — 62h1(xk,tk)
Be(zp

e

1
) ) )
=2 (ha(@ )X (j=1y (Gia1) — ha(z )X =2y (Gi1)) — ki1

N
Il
o

1 ) 1
> o (7 sup v (y,tk41) — 507 + 5 Inf ue(y,tkﬂ)) + (1 - al)][ us(y, tyy1)dy
YyEBe(z1) 2k+1 2 yeBe(xr) Be(zy)

o

—1
. , 5
—2hy (xp, tr) — €2 (hl(xbtl)X{j:l}(JHl) — ha (21, t) X gj=2y (Ji1)) — SRFT
=
1
= SN e — ) + 5 L {Jl( E)(xk,tk—52),J2(v5)(xk,tk—52)}
k— 1

[en]

. 1)
EQZ (R, 1) X{j=1} (1) — hQ(xlatl)X{j:2}(]l+1)) ok
k—1 =
_ | | 5
w (g, te) — €2 ) (e, ) xgj=1y Girn) = ha(@, )X =2y (Gis1)) — of = M.
1=0

Aqui usamos que jp11 = 1, tpp1 = tp — &2 y max{Jy(u), J2(v°)} = Jy(u®).

Omitimos la prueba de los casos, jr =1y jra1 =2, jxk =2y Jra1 = 1, jr = 2y jra1 = 2, porque los
calculos son similares. Por lo tanto, obtenemos que M), es una submartingala. Usando el OSTh obtenemos

to,1 .
EE@?S& )[ M nx) > My para cualquier k € N.
Si tomamos el limite cuando k& — oo obtenemos
to,1
B gV [M.] > Mo.

Si tomamos nfg;; y luego supg, llegamos a

Esta desigualdad dice que
to’ )[pago total] > u(xg,to) — 9.
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Para demostrar la desigualdad en la direcciéon opuesta, fijamos una estrategia para el jugador II de la
siguiente manera: Siempre que jr = 2 el jugador II decide quedarse en el segundo tablero si

min { J3 (") (it — 2), o (0%) (st — 22) b = o (0%) (st — <2),

y el jugador II decide saltar al primer tablero cuando
min {J1(U8)(93k’tk — &%), Jo(v°) (w, by — 62)} = J1(v°) (wp, tr — 7).

Si jugamos Tug-of-War (en ambos tableros), el jugador II elige aﬁgﬂ = Sl*l((mk,tk,jk)) tal que

1)
inf w€ 9 ty — 62) j + > w I\ 9 t 9 ] .
YEBe (xy th—<?) (b Irt1) + 5T “(@hy1 th — €% k1)

Dada esta estrategia para el jugador Il y cualquier estrategia para el jugador I, utilizando célculos
similares a los que hicimos antes, podemos demostrar que la sucesién de variables aleatorias

N
—_

Ni = w (2, thy i) — €2 ) (ha(n,ts — €2)xgjmry Uir) — ha(@i, tr — €2)x =2y (i) +
!

2k

Il
=)

es una supermartingala. Finalmente, utilizando el OSTh llegamos a

inf sup E(xo’to’ )[pago total] < u®(zo,t0) + 0.

St

Entonces, hemos obtenido

u®(zo,t0) — 8§ < sup mf IE( 050 )[pago total] < 1Snf sup E(xo’to’ )[pago total] < uF(zo, o) + 0
S; Su T

para cualquier 6 > 0.

Anélogamente, podemos demostrar que

v®(zg,t0) — 0 < Sgp ngf EA(;O;SQ) [pago total] < I:]S%f 5151p E(S?Si?m [pago total] < v°(xg,to) + .
I I

para cualquier § > 0. Esto finaliza la demostracion. ]

Observacion 5.4.2. Notese que este teorema demuestra que el juego tiene un valor. Es decir,

sup 1nf IEE;CO; o:1) [pago total] = inf sup Egvost 0 )[pago total],
s; Su 1,STI Si sy 1,511

y
sup 1nf IE( 0’ 0 )[pago total] = inf sup E(mo’to’ )[pago total].
S; Su S5

Puesto que existe una soluciéon para el DPP (5.1.1), y cualquier solucién para el DPP coincide con el
valor del juego (que es tinico), obtenemos la unicidad de las soluciones para el DPP. De esta forma hemos
demostrado existencia y unicidad de la solucién del DPP, concluyendo esta seccién.
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5.5. Convergencia cuando ¢ — 0

En esta seccion demostraremos que existe una subsucesion (u®,v%7) que converge uniformemente
a un par de funciones (u,v). Para ello utilizaremos el siguiente lema de tipo Arzela-Ascoli. Para su
demostracién, véase el Lema 4.2 de [44].

Lema 5.5.1. Sea
{w® : Q x [0,T] = R}eso

un conjunto de funciones tales que

1. existe C' > 0 tal que |w(xz,t)] < C para todo € > 0 y todo (z,t) € Q x [0,T),

2. dado § > 0 existen constantes 7o > 0 v g9 > 0 tales que para todo € < &g, cualquier z,y € Q con
|z —y| <roy |t —s| <rosecumple

|w®(z,t) — w(y,s)| <.

Entonces, existe una funcién uniformemente continua w :  x [0,7) — R y una subsucesién, que llama-
remos {w®}, tal que

wo — w uniformemente en Q x [0,7), cuando & — 0.

Nuestra tarea ahora es mostrar que u® y v® satisfacen las hipodtesis del lema anterior. Primero, vale
la pena notar que ya hemos la acotacién uniforme en el Corolario 5.4.2. Luego, nos enfocaremos en la
segunda hipoétesis. Para ello, empecemos por una estimaciéon del tiempo de parada. Es evidente que en
este juego que se juega en cilindros RY x [0, T) el juego termina después de un niimero finito de jugadas.
De hecho, vale la desigualdad

e2r <T.

Sin embargo, esta estimacion carece de precisién. De hecho, es necesario que si el juego comienza en
(z,t) € Q x (0,T) cerca del borde parabdlico, exista una estrategia para alguno de los dos jugadores
tal que el juego termine en un nimero relativamente pequeno de jugadas. Hay dos posibilidades, t es
pequeiio y/o x cerca de 9. En el primer caso, e27 < t, que es pequeno. El siguiente lema proporciona
una estimacién de la esperanza del tiempo de parada en el segundo caso.

Recordemos la condicién geométrica sobre el dominio 2: existe 0 < § < R tal que para todo y € 92
existe z € RV tal que Q C Bg(2)\Bs(z) y vale que y € dBs(2). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que §2 C Br(0)\Bs(0) e y € 0Bs(0) N 09Q. En estas condiciones tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.5.2. Existe una estrategia S*, para el jugador I, o para el jugador II tal que si el juego comienza
en (z,t) € Q2 x (0,T) y 7 es el tiempo de parada obtenemos

RG] < C(?)dist(aBg(O), 2) + o(1). (5.5.27)

para cualquier estrategia S que use el otro jugador.
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Este resultado fue demostrado en [15] (ver Lema 6.21) jugando al Tug-of-War with noise en un tablero.
En nuestro caso (juego de dos tableros), el jugador que utiliza la estrategia S decide permanecer en el
tablero correspondiente y apunta hacia el borde 912 si se juega Tug-of-War.

A continuacién, derivamos una estimacién de la continuidad uniforme asintopica del juego Tug-of-War
with noise parabdlico jugado en un tablero (un cilindro) con un pago por jugada, relacionada con las
llamadas funciones p-Laplacianas parabédlicas no homogéneas.

Lema 5.5.3. Consideremos h: Q x [0,T) — R, F : (RV\Q) x [0,T) = R y o : Q — R, tres funciones de
Lipschitz. Para 0 < 8 < 1 sea uf : RY — R una funcién que resuelve la siguiente formulaciéon

(e 1 € 2 L € 2
p(z,t) =Bz sup pi(y,t—e’)+ - Inf pf(y,t—e?)]
yEB:(x) 2 yeB:(2)

+(1-5) ]{? ( Pyt —etdy + 2h(a,t =€) (a,) € @ x (0,T),

ps(x,t) = F(x,t) z € (RM\Q) x [0,T),

pf(x,0) = po(x) x € Q.

Entonces, dado n > 0 existen rg > 0 y g9 > 0 tales que

|1 (1) = =y, 8)| <

si e —y| <ro, |t —s| <roye<ep.

Demostracién. Empecemos con la siguiente definicion: Sea w : [(RV\Q x [0, 7)) U (2 x {0})] — R dada
por,

z, if x¢Q,t>0,
w(a:,t):{ Fl) #3620 (5.5.28)

po () if zeQ,t=0.

A partir de nuestras condiciones sobre los datos, la funciéon w esta bien definida, y es Lipschitz en ambas
variables, es decir
lw(z,t) —w(y,s)| < L(lx —y| + [t — s]). (5.5.29)

Procedamos con la demostracién del lema.

Caso 1: Si (z,t), (y,5) € (RM\Q x [0,T)) U (2 x {0}) tenemos

‘:u’s(wvt) - :u’E(ya S)’ = |'lU(.’L'7t) - w(yvs)‘ < L(‘.Z' - y‘ + ‘t - SD <n
sirg < 5.

Caso 2: Supongamos ahora que (z,t) € 2 x (0,7) y (y,s) € 02 x [0,T). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Q2 C Br(0)\Bs(0) y tal que y € 0Bs(0). Llamemos (zg,t9) = (x,t) a la primera
posicién del juego. Supongamos que el jugador I utiliza la estrategia de apuntar a 0, denotado por Sy.

Es decir, para 3 # 0
! = _ Tk
Lh+1 Sik(l‘[],...,l‘k) _xk_gm‘
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Consideremos la secuencia de variables aleatorias usando S| para el jugador I y cualquier Sip para el
jugador II,
Mk = |l’k’ - CE2k‘.

Si C > 0 es suficientemente grande, M} es una supermartingala. De hecho

v, 1 1
B oo, 0] < B30l +6) + 3l =) + 1= 8) f, ok
e\ Tk
< || + Ce%

La primera desigualdad se desprende de la eleccién de la estrategia, y la segunda de la estimacién.
][ |z|dz < |x| + Ce?.
B:(z)

Usando el OSTh obtenemos (
R
IESﬁOSfI [|lz+[] < |zol + Ce®Esgyr sy, [7].

Ahora, utilizamos la estimacién (5.5.27) para obtener

o, R
Egs) o<l < x| + C ()

dist(0Bs(0),x0) + o(1) < § + Clzg — y| + o(1).
Usando la propiedad de continuidad para w (5.5.29) tenemos
lw(zr, tr) — w(0, )] < L(|zs] + |- — s|).
Pero, t, =ty — €27. Por lo tanto, obtenemos
z0,t o, o,

EG o) [w(zr,t:)] > w(0,5) — LIEG S [lo-[] + [to — 5| + BG40 [7]]

> w(y,s) — L6 — L[2(6 + Clzo — y|) + [to — s| + o(1)]

> w(y,s) — L[36 4+ 2Crq + o(1)].

Entonces
B o) [w(z,, t +aQthj, )| > w(y, s) — L[38 + 2Cro] — [|h]|lsCro — o(1).

Por lo tanto, tomando infg,, y luego supg, obtenemos
e (zo,t0) = w(y, s) — L[36 + 2Cro| — ||hllcCro — o(1) > w(y, s) — 1.

Tomamos ¢ > 0 tal que 3Lé < %, luego tomamos 79 > 0 tal que (2LC’+ 17 |lccC )7“0 < 4y luego € pequetio
tal que o(1) < g Anidlogamente, podemos obtener la estimacion

pe(zo, to) < w(y,s) +n

si el jugador II utiliza la estrategia de apuntar a 0. Esto finaliza la prueba en este caso.
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Caso 3: Supongamos ahora que (z,t) € Q x (0,T), y € Q y s = 0. Ahora consideramos la estrategia
S{ para el jugador I apuntando a y. Esto es

Y — Tk

Trte1 = ST(xo, ..., 25) = T — e
+ I( ’ ’ ) ‘y_$k|

si ly —ak| > ey xx41 = y en otro caso. Supéngase que 0 < t = tg < 19 para r9 > 0 chico (que se
elegird mas tarde). Entonces, el tiempo de parada estd acotado. De hecho, 7 < [2—8] con probabilidad
uno. Llamemos M = [Z5§]. Ahora probaremos la siguiente afirmacion:

Dado 0 > 0y a > 0, existen 79 > 0 y g9 > 0 tales que si el jugador I usa ST la estrategia definida
antes, y el jugador II usa cualquier estrategia Si, obtenemos

Pr>=)<6 y P(ar—y|>a)<0.

a
22
Demostracién de la afirmacién: La primera desigualdad se cumple si 19 < a. Para obtener la otra des-
igualdad definamos la siguiente sucesién de variables aleatorias.

1 si gana el jugador II,
X =
-1 si gana el jugador I,

para k> 1,y
k
Zy = X
j=1

Observar que X}, son independientes con E[Xj] = 0 y V[X;] = 1. Entonces, E[Z;] = 0y V[Z;] = k. Si
utilizamos el teorema de Chebyshev obtenemos
V[Zy]  4AMe _ (B + 1) drg | £

a 2
P(|Z > —) < = < £ < — <0
(‘ M’— 28)_ (2%)2 a2 - a2 = g2 +CL2

si A;%O < g y Z—z < g. Esto dice que la probabilidad de que el jugador II gane ;- mds veces que el jugador

I es chica. Entonces, si tomamos ro < 5, deducimos que
a
P(|z, — xo| > 5) <.

Aqui usamos que la distancia maxima que la posicién de la ficha puede alejarse de x( es € en cada paso.
Ahora, consideremos
a

|x7—y]§]a:T—xo\+‘a?0—y‘<\a?T—m0|+2

{|x7'_y| > CL} - {|x7_$0| > g}a

P(lzr —y| > a) < 0.

Por lo tanto, tenemos

y luego concluimos que
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Esto concluye la prueba de la afirmacion.
Usando la definicién (5.5.28) y el hecho de que s = 0, obtenemos
(@, tr) = po(y)| = [w(zr, tr) —w(y, s)] < L(|zr =yl + |tr]) < Llzr =yl +70).
Definamos A = {|z, — y| > a}, Utilizando la afirmacién, obtenemos
EG5 [w(wr, tr)] = BGE5) [w(wr, t7) | AUP(A) + BSO ) [w(w, t-)| AJP(A)
> EE [w(ar, 1) AL = 0) — 0]l > 10(y)(1 — 8) — L{a+10) (1 — ) — [w]oc6

Al usar los resultado obtenidos, llegamos a

T—1
xo,t
EG G [w(ar, ) + 22 hlg, )]
j=0
> po(y)(1 = 0) = L{a+10) — [wllocf — [|lloc*EGS0) ]

> po(y)(1 = 0) — L(a +70) — [[wllect — || hllocCro + o(1).

Por lo tanto, tomando el infimo sobre todas las estrategias posibles Str, y luego el supremo sobre St
obtenemos

1 (o, to) = po(y)(L = 0) — L(a + 7o) — [wllect — [|AllecCro + 0(1) > po(y) —n
sia>0,0>0,7r90>0ye >0 son suficientemente chicos.

Anélogamente, obtenemos
pe () < po(y) + .
En este caso, utilizamos la estrategia S} apuntando a 0.

Caso 4: Ahora, dados dos puntos (z,t), (y,s) € Qx (0,T) con |x —y| < 1o, y |t — s| < ro, acoplamos el
juego que comienza en xg = x'y tg = t, con el juego que comienza en yp = y y So = s haciendo movimientos
acoplados. Esto significa que xp11 — yx11 = o — yr para k > 0 (es claro que txy1 — Spr1 = tk — Sk)-
Podemos pensar que las posiciones de los dos juegos se imitan entre si. Este acoplamiento genera dos
sucesiones de posiciones x; e y; tales que |z; —y;| < ro y ji = k;. Esta claro que t; =t — e2iy s; = s — 2,
entonces |t; —s;| < ro. Esto continia hasta que uno de los juegos termina. Aqui tenemos dos posibilidades:

- Si el juego termina saliendo del dominio © (digamos, por ejemplo y, ¢ ) . En este punto, para el
juego que comienza en (xg, tg), llegamos a la posicion (z,,t;), con z, cerca del punto exterior y, ¢ 2 (ya
que tenemos |z, — y;| < 79) y, por lo tanto, podemos usar nuestras estimaciones anteriores para puntos
cercanos al borde para concluir que

|/’LE(‘T:07tO) - ME(y()’ 50)’ <n.

- Si el juego termina saliendo del dominio por abajo (digamos s, = 0 ), tenemos que ¢, < rg, entonces
podemos usar la estimacién obtenida en el caso 3 para concluir que

|/’LE(‘T:07tO) - ME(y()’SO)’ <n.

Esto termina la demostracion. O
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Observacion 5.5.1. Para la prueba del Lema 5.5.3 enfatizamos fuertemente que el supuesto de compati-
bilidad en las condiciones de contorno y los datos iniciales es necesario. De hecho, supongamos que el
juego comienza en (zg,ty) € 2 x (0,7), donde z( estd cerca del borde 9 y ty estd cerca de 0. Entonces,
el resultado final deberia ser similar ya sea que se salga del dominio parabdlico por abajo o por los lados.

Ahora estamos listos para demostrar la segunda condicién del resultado de tipo Arzela-Ascoli, Lema
2.5.1.

Lema 5.5.4. Sea (u®,v®) un par de funciones que es una solucién de la (DPP) (5.1.1) dado por
€ 1 € 2
u(z,t) = iJl(u )z, t—€)
1 < € 2 € 2
—1—5 max{Jl(u Y, t —e%), Jo(v)(z,t — € )} (x,t) € Qx (0,7),
1
v (z,t) = QJQ(UE)(xvt - 52)

% min {11 (u%) (2.t — %), ()@t )} (@,1) € 2% (0,7),

con condiciones de contorno
(2,8) (2,1) € ®N\Q) x [0,T),
(2.8) (2,1) € ®N\Q) x [0,T),

—N—
Iy

m
8

N
Il

—

<
™
—~
&
~
N—
I
)

y condiciones iniciales

uf(z,0) = up(z) = €Q,
v¥(x,0) = wvo(x) x €
Dado n > 0, existen 9 > 0 y g9 > 0 tales que
|'LLE(.’II,t) - ug(y? 8)| <n Yy |U€(x,t) - UE(:% S)| <n

silx—y| <ro, |t —s|<roye<ep.

Demostraciéon. Vamos a proceder usando ideas similares a las usadas en el Lema 5.5.3. Empezaremos de
nuevo con la siguiente definicién: Consideremos wy : (RV\Q x [0,T)) U (2 x {0}) — R,

flz,t) st ¢ Q,t>0,
wi (z,t) :{

uo(x) si xeQ,t=0,
y we 1 (RM\Q x [0,T)) U (2 x {0}) = R,

gz, t) si x¢Q,t>0,
wo(x, t) =

vo(z) si xe,t=0.
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Esta claro que wy(x,t) > wa(z,t). Ademds, de las condiciones de los datos tenemos que
lwi(@,t) — wi(y, s)| < L(le —y[ + [t — s]),

para i =1, 2.
Prosigamos con la demostracién del lema. Consideremos dos casos.

Caso 1: Supongamos que (x,t), (y,s) € [[RN\Q x [0,T)) U (2 x {0})], entonces tenemos

u (2, 8) — u(y, 5)| = [wi(z,t) —wi(y, s)| < L(Jz =yl + [t — s]) <n

[V (2, t) = v°(y, 8)| = [wa(w,t) —waly,s)| < Ll —yl+ [t —s]) <n
si 2Lrg < 7.

Caso 2: Empecemos con la estimacién de u®. Supongamos ahora que (z,t) € Q x (0,7) y (y,s) €
0 x (0,T) en el primer tablero (denotamos (x,t,1) y (y,s,1)). Sin pérdida de generalidad, suponemos
de nuevo que Q2 C Bgr(0)\Bs(0) y tal que y € 9B;(0). Llamemos xp = z a la primera posicién del juego.
El jugador I utiliza la siguiente estrategia llamada S;: la ficha siempre permanece en el primer tablero (el
jugador I decide no cambiar de tablero) y apunta a 0 cuando se juega Tug-of-War. En este caso tenemos
que uf es una supersolucion de la DPP que aparece en el Lema 5.5.3 (con 5 = «a1). Notar que el juego
siempre se juega en el primer tablero. Como el Jugador I quiere maximizar el valor esperado, obtenemos
que el primer componente para nuestro sistema, u®, satisface

u®(x,t) > p(x,t)

(el valor del juego cuando al jugador que quiere maximizar se le permite elegir cambiar de tablero es
mayor o igual que el valor de un juego donde el jugador no tiene la posibilidad de hacer esta eleccion).
De esta desigualdad y del Lema 5.5.3, se tiene una cota inferior para u® en puntos cercanos al borde. Es
decir, de la estimacién obtenida en ese lema, obtenemos

'LLE(;L',t) > wl(y7 S) -1

si |z —y| <ro, |t —s| <rgye <eppara unos g y €.

Ahora, la siguiente estimacion requiere una estrategia particular para el jugador II, llamada Sj:
cuando se juega Tug-of-War, el jugador II apunta a 0 (en ambos tableros) y si en algtin paso el jugador I
decide saltar al segundo tablero, entonces el jugador II decide quedarse siempre en ese tablero y entonces
la posicién nunca volverd al primer tablero. Usando que w1 > wo repetiremos las ideas usadas en el Lema
5.5.3: Supongamos que jr = 1. Esto significa que j; = 1 para todo 0 < k < 7. Entonces obtenemos

41
Egvsﬁ) [pago total] < wi(y,s) +n,
para rg > 0 y g9 > 0 suficientemente chicos. Por otro lado, si j, = 2, tenemos

1
B e [wa (7, 1)) < wa(y, ) +1 < wily, s) + 1.
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En ambos casos, tomando supg, y luego infg;,; llegamos a
uf(z,t) <wi(y,s) +1n
tomando § > 0, rg > 0 y € > 0 suficientemente chicos.

Caso 3: Ahora, dados dos puntos (z,t,7), (y,s,l) € Q x (0,T) x {1,2} con j = [ (es decir, ambas
posiciones estdn en el mismo tablero). También asumimos que |z — y| < 79 y [t — s| < rg. Luego,
acoplamos el juego que comienza en (xo,to,jo) = (z,t,j), con el juego que comienza en (yo, So,lo) =
(y, s,1) haciendo los mismos movimientos y cambiando de tablero al mismo tiempo. Esto significa que,
Jk = Uy ¥ Tht1 — Yk+1 = Tk — Yk para k > 0 (es claro que txy1 — Sgp11 = tx — Sk). Podemos pensar que
las posiciones de los dos juegos se imitan entre si. Este acoplamiento genera dos sucesiones de posiciones
z; e y; tales que |x; — y;i| < 7oy ji = ki. Bs claro que t; =t —e%i y s; = s — €%, entonces |t; — s;| < 0.
Utilizando el mismo célculo que en el Lema 5.5.3 obtenemos

|u (2, t) — u®(y, s)| <n,
si rg > 0 y € > 0 son suficientemente chicos.

De manera analoga, podemos obtener las estimaciones para v® y completar la demostracién. O

Como corolario obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 5.5.1. Dadas las soluciones (u®,v®). del DPP (5.1.1), existe una sucesién €; — 0 tal que
utl = u, v = v,

uniformemente en Q x [0,T) y las funciones limite (u,v) son continuas en Q x [0, 7).

5.6.  El limite es una solucion viscosa del el sistema de EDP

En esta seccién demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 5.6.1. Sean (u,v) funciones continuas que son un limite uniforme de una subsucesién de valores
del juego, es decir,
u® = wu, v = v,

uniformemente en 2 x [0,7) cuando ; — 0. Entonces, el par limite (u,v) es una solucién viscosa de
(5.1.7) en el sentido de la Definicién 5.2.1.

Demostracion. Dividimos la prueba en varios casos.

1) u y v estdn ordenados: Del hecho de que

utl > v,

en RY x [0,T) obtenemos
U >,



en Q x [0,T).

2) Las condiciones de contorno laterales: Como tenemos que

uaj = f7 Uaj = g7

en RV \ Q x [0,7T) obtenemos

ulpaxjory = f, vleaxpr) = 9-

(3) Las condiciones iniciales: Como tenemos que

uss (l’,()) = UO(x)v v (:Ev 0) = ’U(](l‘),

obtenemos
u(z,0) = up(z), v(z,0) = vo(x).

(4) La ecuacién para u: Primero, demostremos que u es una supersolucién viscosa para

%(m,t) — Alu(z,t) = hi(,t) (5.6.30)

para (z,t) € Q x (0,T). Para esto, consideremos un punto (x,tp) € Q x (0,7) y una funcién suave
¢ € C*YQ x (0,T)) tal que (u — ¢)(wo,tp) = 0 es un minimo estricto de (u — ¢). Entonces, de la
convergencia uniforme existe una sucesién de puntos, que denotaremos {(z,:)}s>0, tal que z. — g y
te — to, y se cumple

(0" = @) (e, te) < (u° = @)(y, 8) + 0(€?),

para todo (y,s) € Q x [0,T), es decir,
w(y, 8) — u(2e, te) > @(y, 5) — (e, t) — o(e?). (5.6.31)
Del DPP (5.1.1) obtenemos

1
0= §J1(u5)(x5,te — 52) — uf(xe, te)

1
+5 méx {Jl(us)(xa, te — e2) — u(we, to), Jo(v%) (zes te — £2) — u(ze, ta)}
> J1(u)(we, te — €2) — uf (26, te)-

Usando (5.6.31) obtenemos
0> Ji(p)(we, te — &%) = p(ae, te) — 0(%),
si sumamos y restamos ¢(z.,t. — €2) se llega a
0> p(xe,te —€2) — (e, te) + Ji(@) (2o, te — %) — (xe, te — %) — 0(€?). (5.6.32)
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Consideremos

T () (erte — %) — (et — £2)

1 1
=a1 |z sup (p(yte —€%) — p(xe,te —€%)) + 5 inf  (o(y,te — %) — p(ae, te — 52))]
2 yeB.(a.) 2 yeB: (x.)

1
+(1—an) ][ (o(y, te — €%) — p(ae, t- — €%))dy +&>ha (e, te — €7).
Be(ze)

11
Analicemos I y II. Empecemos con I: Supongamos que V(zg,tg) # 0. Definamos

_ Ve(ze,t. — €%)
B [Vo(we, te —€2)]

£0

Ze

Si e > 0 es suficientemente chico, se cumple que

sup go(y, te — 52) ~ 30(1:5 + ezt — 52) y inf gp(y, te — 52) ~ (10(1'5 — €2, le — 52)~
yEB:(z¢) YEB:(ze)

Entonces, tenemos

1 1
I~ 5(90(375 + €2, te — €2> - ‘P($sats - 52)) + 5(%0@5 — €Ze,te — 52) - ‘P(xe,te - 52))-

A partir de la expansién de Taylor concluimos que

1 1
5(@(% + 20,1 — 52) — (T, te — 52)) + Q(go(xg — €%, te — 52) — (e, te — 52))

1
= §E2<D2¢($sats - 52)Z€7 Z€> =+ 0(52)'

Dividiendo por €2 en la primera desigualdad y tomando el limite cuando € — 0 obtenemos
Lo 2 L,
§<D SD(.'ES,tE — £ )Z€7Z8> — §<D ¢($0,t0)20720>

V(xo,to)

W. Por lo tanto

con zg =
1
I— iA(l)o(p(ﬂfo,to).
Ver [47]) para més detalles. Cuando Vp(zp,%9) = 0 volvemos a argumentar usando las expansiones de

Taylor, para obtener
1
limsupl > 5)\1(D2<P($07t0))-

e—0

Ver [15] para méas detalles.

Ahora, veamos II: Usando nuevamente la expansion de Taylor obtenemos

2

E
][ (0 te — £2) — plae, 1 — £2))dy =
Ba(fl's) 2(

2 2
7N+2)Acp(xs,ts e) + o(e%),
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Dividiendo por €2 y tomando limites cuando € — 0 obtenemos

1
II — A to).
— 2(N+2) QO(.T(), 0)

Por lo tanto, si volvemos a (5.6.32), dividiendo por £? y tomando el limite ¢ — 0 obtenemos

&p a1 .1 1-— a1
0> — t —A t — A t h t
Z o (xo,t0) + 5 s (o, to) + 2N +2) @(zo,to) + hi(xo, to),

cuando Vp(zo,t9) #0y

890 a1 2 1—011
0> —22(z0.t0) + — A (D t 1A to) + I t
> -5 (zo,to) + 5 1(D%¢(xo, to)) + SN T ) ¢(wo,to) + ha(wo, to)

cuando Vp(zg,ty) = 0.

Usando la definiciéon del p—laplaciano normalizado hemos llegado a

0
5 (@0, t0) = Ajp(ao, to) 2 I o, t).

Asi, hemos demostrado que u es una supersolucién viscosa de (5.6.30).

Ahora vamos a demostrar que u es una solucién viscosa de

8—u(337 t) — All,

5 u(z,t) = hi(x,t) (5.6.33)

en el conjunto (2 x (0,7")) N {u > v}. Consideremos (o, to) € (2 x (0,7)) N{u > v}. Sea n > 0 tal que
u(zo,to) > v(xo, to) + 3.
Entonces, usando que u y v son funciones continuas, existe § > 0 tal que
u(y,t) > v(y,t) +2n para todo (y,t) € Bs(zo) x (to — d,t0 + 9),
y, usando que u* =2 u y v° =2 v tenemos
u®(y,t) > v°(y,t) +n para todo (y,t) € Bs(zo) x (to — 0,10+ 6)

para 0 < € < gg para algin g9 > 0. Dado (z,t) € Bs(x0) % (to — g,to + g) y € < min{ey, %} llegamos a
2

) 0
BE(Z) X {t - 62} C Bg(xo) X (to — i,to + 5)
Usando u® = u obtenemos los siguientes limites:
sup uS(y,t —e2) — u(z,1), cuando & — 0. (5.6.34)

YyEB:(2)
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De hecho, de nuestras estimaciones anteriores tenemos que

sup ' (y,t— ) —u(s 1) < sup [t — ) —ulyt— )+ sup fuly,t — ) —ulz )]
yEB:(z) YEB:(z) YyEB:(z)

Usando que u® = u, existe €1 > 0 tal que si € < g1
R 0
|(u® —u)(z,t)] < 5 Dara todo (z,t) € Q x (0,T).
Ahora bien, usando que u es continua, existe €9 > 0 tal que
o .
uly,t) —uls ) < 5 s (1) = (25)] < ez,
por lo tanto, si tomamos ¢ < %mfn{so, €1,€2, %} obtenemos

sup uf(y,t —e?) —u(z,t)| < 6.
yEBe(z)

Esto demuestra (5.6.34).

Ademaés, con un argumento similar, obtenemos,

lim  inf wf(y,t — %) = u(z,1). (5.6.35)
e—0 yEBE(z)
Finalmente, también tenemos,
lim uf (y,t — e2)dy = u(z,t). (5.6.36)
e—0 B.(z)

De hecho, calculemos

][ us(yv t— 52)dy - U(Z, t)
B (%)

< et - ulut - ) dy
B:(2)
+ lu(y,t —*) — u(z,t)| dy.

B:(z)

Ahora usamos nuevamente que u° = u y que u es una funcién continua para obtener
€ g 2 0
’U, (y,S)—U(y,S)’dy< a5 Yy ‘U’(y7t_€ )—U(Z7t>‘d2 <3
Be(2) 2 Be(2) 2

para € > 0 suficientemente chico. Por lo tanto, obtenemos

<40.

][ ue(y,t—€2)dy—u(z,t)
B.(z)
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Usando los limites anteriores, (5.6.34), (5.6.35) y (5.6.36) obtenemos

J(u)(z,t — %) — u(z,t) cuando € — 0.

De manera andloga, podemos demostrar que

Jo(v%) (2, t — &%) — v(z, 1), cuando € — 0.

Ahora, si recordamos que u(z,t) > v(z,t) + 27, obtenemos
J1(uf) (z,t — ) > Jp(v¥) (2, t — ) + 1,
si € > 0 es suficientemente pequeno. Entonces, usando el DPP y (4.2.30) tenemos
W (2,) = S () (2t — ) g i {1 () (2,1 €2), ) (2,1 — )}
= J1(u¥)(z,t — €%),

para todo (z,t) € Bs(xg) X (to — g,to + %) y para cada ¢ > 0 suficientemente pequefio. Demostremos
2

que u es una subsolucién viscosa de la ecuacién (5.6.33). Dado ahora ¢ € C*Y(Q x (0,T)) tal que
(u—¢)(zo,to) = 0 es el maximo de u — ¢. Entonces, de la convergencia uniforme existe una sucesiéon de
puntos (e, t:)e>0 C Bg (z0) X (to — %Jo + %), tal que z: — o, t-: > toy

(0" — @)=, t:) = (u° = @) (y, 1) — o(?),
para todo (y,t) € Q x (0,T), es decir,
uf (y,t) — us(ze,to) < @(y,t) — p(xe, o) 4 o(€2). (5.6.37)
A partir de la ecuacién DPP (5.1.1) y utilizando (5.6.37) tenemos
0= %Jl(ua)(xs,ts —e?)+ %méx {7 @ te = ), B(07) (e, te = ) } = u (e 1)
= Ji(u®) (e, te — €%) = w (2=, te) < Ji(p) (e, te — €7) — p(ae, te) + 0(?).
Si sumamos y restamos o(z.,t. — £2) obtenemos
0 < p(we,te — £%) — P(2e te) + J1(9) (w2, te — €%) — p(we, 1 — %) + 0(e?).

Pasando al limite como antes obtenemos

0 o 11—«
0< —aff(e%’o?to) + %Aédp(l’oyto) + MA@(@’OJO) + (2o, %0)
cuando V(zg,tg) #0 y
0< —ai(xo to) + %AN(D2<P($0 to)) + MA‘P(@”O to) + ha(zo, o)
=g o 2 ’ 2(N +2) ’ ’
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si V(zg,tp) = 0. Por lo tanto llegamos a

Iy
E@OJO) — A (o, to) < ha(xo, to).
Esto demuestra que u es una subsolucién viscosa de la ecuacién (5.6.33) dentro del conjunto abierto
{u > v}.

Como tenemos que u es una supersolucién viscosa en todo 2 x (0,7"), concluimos que u es una solucién
viscosa para

19}
3*2;(550,150) — Aju(zo, to) = hy(zo, to),

en el conjunto {u > v}.

(5) La ecuacién para v: El caso en que v sea una subsolucién viscosa de

g:(‘rat) - Aé'l)((lf,t) = hg(.’E,t)

es andlogo. Aqui usamos que

0 = min {JZ(US)(;CE, te— %) — w(ae, te), J1(0F) (e, te — £2) — v (2o, ts)}

< J2(U8>($67t5 - 52) - 'Ua(xsats)-

Para demostrar que v es una solucién viscosa de

ov

a(l‘o, to) - A;U(l’o, to) = hz(l‘o, to),

si (wo,t0) € (2 x (0,7)) N{u > v} procedemos como antes.

(6) Condicién extra: Ahora demostremos la condicién extra

ou

ov
(5(

x,t) — Azl,u(x,t)) + (E(x,t) - Aév(x,t)) = hy(x,t) + ho(x,t)
para (z,t) € 2 x (0,7"). Notese que es necesario probar solo el caso u = v, porque en el conjunto {u > v}
tenemos

ou 1 ov 1
a(xat) - Apu@j?t) = h1($7t) y a(l‘vt) - AqU(iL',t) = hz((lf,t)-

Comencemos probando el caso de subsolucién. Dados (xg,ty) € {u = v} y » € C%! tales que (u —
©)(zo,to) = 0 es méximo de u — . Tengamos en cuenta que, dado que v(xg,ty) = u(xo,tp) y v < u en
2 x (0,T) también tenemos que (v — ¢)(xo,tp) = 0 es el maximo de v — . Entonces, de la convergencia
uniforme existe una sucesién de puntos {(z¢,t:)}es0 C Bg(iﬂo) x (0,7T), tales que xc — xq, t- — to, y

(U = @) (e, te) > (u° = 9)(y, 1) + 0(?), (5.6.38)
para todo (y,t) € 2 x (0,T). Consideremos dos casos:
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Caso 1: Supongamos que u®(xe;,t.;) > v°(7¢;,ts;) para una subsucesion tal que £; — 0. Observemos
que, si
Ji(uf)(z,t — €2) < Jo(v°)(2,t — €2)

tenemos que
1 1 1 1
ut(z,t) = iJl(us)(z,t —e?) + §J2(v5)(z,t —e?) y (2, t) = §J1(u5)(z,t —e?) + iJg(ve)(z,t — &%),
y entonces obtenemos
ut(z,t) = v°(2,1t),
en este caso. Esta observacién implica que cuando u® (e, te;) > v (¢, t;) tenemos
J1(u®)(xe;, te; — e?) > Jo(v¥) (e, te; — e2).

Si usamos la ecuacién DPP (5.1.1) obtenemos

1
0= Q(Jl(us)(:cgj?tgj - 8?) - ue(azgj,tej))

1,
+§ méx{J1(u)(ze;, te; — 5]2) — U (e te, ), J2 (V) (e e, — 532) — U (e, te;) }

1 1
= 5 (1) (e, e, e2) — (e, 1)) + 5 (J1(w) (e e, - e — (e, 12,))
= Jl(ug)(ijvtEj - EJQ) - u€($€j7tfj)7
y usando (5.6.38) obtenemos
0= Ji(u®)(ze,, te; — 53) —u (e, te,) < J1(@) (e, te; — 5?) — (e, te,)-

Tomando como limite €; — 0 como antes, obtenemos
dyp 1
E(l‘o, to) — Apép(l’o, to) < hl(l’o, to). (5.6.39)

Hemos demostrado antes que v es una subsoluciéon de

O @,1) — Alo(a, 1) = hoe, 1)

en todo 2 x (0,7). Por lo tanto, como (v — ¢)(xo,tp) = 0 es un maximo de v — ¢ obtenemos

0
%(mo, t()) — A;(p(:ro,to) S hg(x(), to). (5640)

Por lo tanto, de (5.6.39) y (5.6.40) concluimos que

P 9
2 (20, t0) — Abp(0, o)) + (

(E( 9 (w0, t0) — Agp(zo,t0)) < ha(wo, to) + ha(zo, to)-
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Caso 2: Si u®(z.,te) = v°(x.,t:) para € < g9. Usando la ecuaciéon DPP (5.1.1) tenemos
€ 1 € 2 1 € 2
u(xe, te) = §J1(u N xe, te — %) + §J2(U )ze, te — %),
€ 1 € 2 1 € 2
v (e, te) = §J1(u N we, te — %) + §J2(v ) (e, te — %),
entonces obtenemos
max{J; (u°)(ze, t. — €2), Jo(v°)(2e, te — 2)} = Jo(vF) (2, te — £2),

min{Jy (uf)(z, te —€2), Jo(v%) (e, te — 2} = J1(u°) (2o, te — 7).

Si usamos de nuevo (4.3.34) obtenemos
Py, t) — (e, te) > u(y, t) — u(ae, te) + o(e?)
> vo(y,t) — v° (2, te) + 0(e?),
aqui usamos que u® > v° y u®(ze,t.) = v°(x,,t:). Por lo tanto
1
2
< 5 (@) (aer te = ) = (e, 1)) + 5 (o) (e, e — %) — e, 12).

0= (J1(u)(@e, te — %) — us(2es te)) + %(Jg(vg)(zva,t6 — &%) — v (2., te))

Tomando el limite como € — 0 concluimos que

19} 0
(aff(ivmto) — Apo(zo,t0)) + (8*(5(370,?50) — ALo(z0,t0)) < halzo,to) + ha(wo, to).

Entonces, obtenemos el caso de subsolucién en el sentido viscoso (teniendo en cuenta las envolventes
semicontinuas cuando el gradiente de ¢ vale cero). Acabamos de demostrar que la condicién adicional se
verifica con una desigualdad cuando tocamos u y v desde arriba en algin punto (xg,%y) con una funcién

de prueba suave.

La prueba de que la otra desigualdad se cumple cuando tocamos u y v desde abajo es anédloga y, por

lo tanto, omitimos los detalles.

5.7. Observaciones finales

A continuacién describimos algunas posibles extensiones de nuestros resultados.

5.7.1.  Sistema parabdlico/eliptico

Supongamos que proponemos un juego diferente en un tablero, digamos el segundo. En este tablero los
jugadores juegan Tug-of-War with noise sin cambiar la variable tiemporal. Es decir, si la ficha permanece
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en (rg,tk,2) € 2 x (0,7) x{1,2} y jrr1 = 2, la siguiente posicién se elige jugando Tug-of-War with noise
en el nivel ;. Es decir, tg11 = tg.

Por lo tanto, obtenemos un juego jugado en dos tableros. En el primer tablero jugamos cambiando

t por t — €2, mientras que en el segundo tablero, la ficha permanece en el mismo nivel de tiempo. Este
juego tiene asociado el siguiente DPP

(

—&—% méx § Jp (uf)(z,t — 2), JQ(UE)(x,t)} (z,t) € Q x (0,T),

) (5.7.41)
v (x,t) = §J2(v€)(x,t)

% min {1 (%) (2.t — ), B0 @ 1) b (@1) €2 x (0,7),

con las condiciones de contorno
uf(z,t) = flx,t), (z,t) € (RV\Q) x [0,T),
{ vi(z,t) = g(o,t), (2,1) € RV\Q) x [0,7),
y condicién inicial

{ v (z,0) =up(z), z€Q.

Si repetimos los calculos que utilizamos en este trabajo obtendremos un par de funciones continuas

(u,v), obtenidas como limite uniforme de las soluciones del DPP (5.7.41). Estas funciones resuelven el
siguiente sistema.

u(z,t) > v(x,t) (z,t) € QA x [0,T),
?;Z (x,t) — All,u(ac,t) > hi(z,t) (x,t) € 2 x(0,T),
—A}Iv(x,t) < ha(x,t) (x,t) € Q@ x(0,T),
?;: (x,t) — All)u(x,t) = hi(z,t) (z,t) € (2 x(0,7))N{u> v},
—Aév(a:,t) = ha(z,t) (x,t) € (2 x(0,7)) N{u> v},

con las condiciones de contorno

f(z,t), (z,t) € 0Qx][0,T),

—
S
—~ o~
8 8
= =
il

g9(z,t), (z,t) € 92 x[0,T),
y la condicién inicial
{ u(z,0) =uo(z), z€Q.

Noétese que no hay condicién inicial para el segundo componente v tanto en el DPP como en el sistema
de EDP limite. Esto se debe a las reglas del juego en el DPP y a la naturaleza de la ecuacion eliptica en
el sistema. Con respecto a las funciones v® y v, la variable ¢ acttia simplemente como parametro.
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Aqui observamos que para construir una solucién al DPP (5.7.41) podemos usar los argumentos en
la prueba del Teorema 5.4.1 construyendo una sucesién creciente de subsoluciones, iterando el DPP.

5.7.2. n membranas

Podemos generalizar el juego a un sistema de n componentes. Supongamos que tenemos juegos de
tipo Tug-of-war with noise para 1 < k <n

1 1
Jr(w)(z,t) = ag [f sup w(y,t—e?)+ = inf w(y,t— 52)]
yEBe () 2 yEB:(x)
+(1 —ozk)][ w(y,t —e*)dy — ey (2, t — £%).

5(3!7

Estos juegos tienen asociados los operadores
Li(w) = —All)kw + hg,

donde
Qg :pk—2
l—ak N+2

Dado wy > wg > - -+ > wy, definidas fuera de Q x (0,7T), podemos considerar el DPP

ug(z,t) = %méx{,]i(uf)(x,t - )} + ;mln{Jl(ul)(x,t - 52)}, xeQx(0,T),

i>k 1<k

uf(z,t) = wi(x, 1), xz € (Qx(0,T))°.

para 1 < k < n. Este DPP estd asociado a un juego que se juega en n tableros. En el tablero k se lanza
una moneda y el ganador puede cambiar de tablero, pero el jugador I solo puede elegir cambiar a un
tablero con indice mayor o igual a k, mientras que el jugador II puede elegir un tablero con indice menor
o igual a k.

Las funciones (uj,--- ,u;) convergen uniformemente como ¢ — 0 (a lo largo de una subsucesién)
a funciones continuas {uy}1<k<, que son soluciones viscosas de el siguiente problema de n membranas
parabdlicas,

(ug(z,t) > ugsr(x,t) Qx(0,7),

Li(ug) >0, Lgyi(uggr) <0 {up—1 > up = w1 = -+ = Upgy > Upyig1 ),
Li(ug) + Ligi(up41) =0 {ur—1 > up = up1 = -+ = Upy > Upqi41 ),
Ly (ug) = {up—1 > up > upy1},

ug(z,t) = wi(z,t) (0Q x (0,T)) U (Q x {0}).

paral <k <n

Notese que aqui aparece la condicién adicional
Ly(ur) + Liyi(up41) = 0, (z,t) € {up—1 > Up = Upq1 = -+ = Upyy > Upgig1)-
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5.7.3. Jugar con una moneda no equilibrada modifica la condicién adicional

También se puede tratar el juego en el que el lanzamiento de moneda que se utiliza para determinar si
el jugador puede elegir cambiar de tablero o no no es una moneda equilibrada. Supongamos que se lanza
una moneda en el primer tablero con probabilidades vy (1—7) y en el segundo tablero con probabilidades
inversas, (1 — ) y 7. En este caso las ecuaciones que intervienen en la DPP se leen como

W (x,t) = y max {Jl (W), t — €2), Jo(v°) (z, t — 52)}
+(1 =)y (u®)(z,t — 52) (z,t) € Qx(0,T),

v(z,t) = (1 — ) min {Jl(us)(a:, t—e?), Jo(v°)(x,t — 82)}
+yJo (V%) (z,t — €%) (z,t) € Q@ x (0,7T).

En este caso, estas funciones convergen hasta una subsucesién de un par de funciones (u,v), solucién
viscosa de la ecuacién (5.1.7) con la condicién extra

v( - A;u(ac,t) +hi(z,t) + (1 —v)( - A;v(az,t) — ha(z,t)) =0, (x,t) € Q2 x (0,T).
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