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Problemas nodales inversos
(Resumen)

Esta tesis doctoral compendia la investigacion de distintos problemas inversos nodales. Comen-
zamos enfocandonos en un problema inverso para una ecuacién diferencial ordinaria singular en la
semirrecta positiva, donde demostramos que los datos nodales de las autofunciones son suficientes
para caracterizar el coeficiente de peso. Luego extendemos este método para caracterizar el po-
tencial en la ecuacién de Schrodinger estacionaria. Continuamos estudiando el problema inverso
nodal para un operador de Sturm-Liouville en grafos cuanticos, donde nuevamente demostramos
que es posible caracterizar el potencial a partir de los datos nodales de las autofunciones. Final-
mente, exploramos el espectro de Fucik para laplacianos de medida geométrica, abordando la
existencia de curvas continuas y mondtonas en dicho espectro para luego resolver el problema
nodal inverso asociado.

Palabras Claves: Problemas inversos. Operadores de Sturm-Liouville. Dominios nodales.
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Inverse nodal problems
(Abstract)

This doctoral thesis encompasses the investigation of diverse inverse nodal problems. We begin
by focusing on an inverse problem for a singular ordinary differential equation on the positive half-
line, where we demonstrate that the nodal data of eigenfunctions suffice to characterize the weight
coefficient. We then extend this method to characterize the potential in the stationary Schrodinger’s
equation. Subsequently, we delve into the nodal inverse problem for a Sturm-Liouville operator
on quantum graphs, where we once again demonstrate the feasibility of characterizing the poten-
tial from the nodal data of eigenfunctions. Finally, we explore the Fucik spectrum for measure-
geometric Laplacians, addressing the existence of continuous and monotonic curves within this
spectrum before solving the associated nodal inverse problem.

Key words: Inverse problems. Sturm-Liouville operators. Nodal domains.
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1

Introduccion

En 1980 Joyce McLaughlin introdujo el siguiente problema: considera una ecuacioén de Sturm-
Liouville en el intervalo [0, 1] con condiciones de borde de Dirichlet

(1.1)

(-A+gou=  xel0,1] [ glodx=0
w©0) = u(1) = 0

en donde ¢ es una funcién en L%([0, 1]) cuya integral es nula, y se pregunta si puede recuperar
dicha funcién. Ella resuelve el problema utilizando informacién muy precisa sobre la ubicacién
de los ceros de todas las autofunciones: suponiendo que x} es el i—€simo cero de la n—ésima
autofuncién entonces

x(_’l) x(.n)

" cos(2s,y)q(y)dy + 0(13). (1.2)
h)

n

(n) iﬂ' 1 !
X = — 4+ — dy — —
R ) q(y)dy 22

Ademads, utiliza la siguiente férmula asintética para los autovalores:

1 1
Sp = nm+ L (1 f q(y)dy + : f cos(sy(1 - 2y)q(y)dy)) + 0(i), (1.3)
sa\2 Jo 2cos(sy) Jo n2

donde s, = V/4,,. Obteniendo asi que si l;F es la medida del j—ésimo dominio nodal, (xi.”), xi.’fr)l), de
(n) _(n)

la n—ésima autofuncién, y x € (xj Xy 1), se tiene una aproximacion de g dada por
VAL
q(x) =24, —1{+o(1),
/s

ver [61], [62], [63].
Este método se extiende también al problema generalizado de autovalores

1.4)

—Au = 1p(x)u
u(0) = u(l) =0,
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en donde se asume que ||po||; = 1, y posteriormente se ha generalizado a muchos problemas de
Sturm Liouville en intervalos acotados, que son los tinicos donde las férmulas (1.2) y (1.3) se
conocen con la precision que el método requiere.

Otros métodos que se han utilizado para resolver el problema nodal inverso asociado a (1.4) son
los que exponemos a continuacion:

En 1988, Shen, [84] consideré el problema (1.4) siendo p una funcién estrictamente positiva de
modo tal que p € C%([0, 1]) y estudi6 la longitud de los intervalos nodales, en particular del mas
pequeiio y el méds grande de ellos, y mostré que vale la siguiente férmula

700 Npydx

(1.5)
fol p(x)dx

z 1 < n
Mm - D=
j=1
siendo {x!}? | los ceros de la n—€sima autofuncion en el intervalo (0, 1]y f € C 1[0, 1]). De este
modo y teniendo en cuenta que

2

lim A2 = — (1.6)
n—00 1
(fo p(x)dx)

logran calcular todos los momentos ¢, de +/p(x), dado que

1
cn:f X' ylp(x)dx
0

puede ser obtenido tomando f(x) = x" en (1.5). De este modo, utilizando teoria de momentos,
logra determinar +/p(x) a partir de c,.

Mis adelante, en 1995, Shen y Tsai [85] logran construir una sucesién de funciones lineales
a trozos {f,}n,>1 que converge absolutamente a f(x) = 1/ \/;Tx) Una de las principales hip6tesis
de este trabajo es, nuevamente, considerar a p como una funcion estrictamente positiva tal que
peC 2([0, 1]), ademds asumen que conocen una subsucesion de autovalores del problema, {/lnj }iz1s
y los ceros de sus respectivas autofunciones. Considerar que p € C2([0, 1]) es fundamental en esta
prueba dado que es un hecho que se utiliza fuertemente al hallar aproximaciones para f’(x) y

S ().
Martinez-Finkelshtein [59], en el 2001, enfocado en dar una aproximacién de la distribucién de
los ceros de las autofunciones del problema

—u”"(x) = S (x)u(x)

en un intervalo [, 8] utilizando el método WKB, prueba al realizar un cambio de variables en la
ecuacién que si se asume que

45 (08" (x) = 5[’ ()1
16[S (x)]?




entonces se obtiene una aproximacién de la solucion u(x)

u"EB(x) = AS (x)"* sen ( f ) VS (t)dr + B) x € [a,B]. (1.7)

Considerando el caso en el que S (x) = Ap(x), utilizando el comportamiento asintético de 4, (1.6)
y teniendo en cuenta que los ceros, x; < x» < ... < x; < ..., de (1.7) coinciden con los de la
funcién sen(x) y satisfacen que

X
f VAp(t)dt = kn — B,

es posible determinar p(x).

En el 2016, Pinasco y Scarola [74, 75, 76] enfocaron el problema en términos de una sucesién

de medidas empiricas {u,},>1, donde y, estd definida por una suma (normalizada) de deltas de

n

o de la enésima autofuncidn, es decir

Dirac de igual masa localizadas en los ceros, {x;?}

#{x?<x,0£j§n}

n+1

Hn(X) =

La medida limite que se obtiene para esta sucesioén permite recuperar el coeficiente p si se asume
. . 1
que p es una funcién no negativa tal que fo Vvo(x)dx = 1, pues

o Vo

Iim w, = .
1
n—0oo
Jo Ve
Si bien esto aumenta la clase de problemas inversos que pueden resolverse (coeficientes que cam-
bian de signo, problemas en la semirrecta, problemas en dominios fractales), la existencia de dicho
Iimite depende de conocer una estimacion asintética de la forma

sn = | ypllinr + O(1)
para s, = VA,.

En esta tesis nos planteamos estudiar una serie de problemas de Sturm-Liuville para los cuales
no se conoce una estimacion asintética a priori para los autovalores. En principio, nada hace pensar
que seria posible resolver el problema, pero el siguiente argumento nos puede convencer de su
factibilidad.

Consideremos dos ceros consecutivos x;?, x;? . de la n-€sima autofuncion del problema (1.1).
Si estos estdn suficientemente cerca, podemos suponer que ¢ = c;, una constante, debido a la
continuidad de g. Por otra parte, tenemos que (4, —c;) debe coincidir con n?/ l?, el primer autovalor
del problema a coeficientes constantes en el intervalo [x;f, xj 1]- En lugar de utilizar las férmulas
asintdticas anteriores, podemos observar que tenemos n ecuaciones lineales que involucran n + 1
incognitas, las n constantes ¢; (1 < j < n)y el autovalor 4,,.

Si conseguimos una ecuacion adicional, podremos despejar las constantes c; y el autovalor.
Aqui entra en juego un dato que no ha sido utilizado y que permite obtener una nueva ecuacion, la



4 Introduccion

la naturaleza de la funcién o en este problema, que nos permite obtener una nueva ecuacién para
el n—ésimo autovalor,

1 n
A= Ay - f g()dx ~ )" (A = c)),
0 -
j=1

obteniendo una ecuacion extra
n

(3]

Vs
/ln ~ l—n
j=1 "J
Si bien obtuvimos n + 1 ecuaciones para n + 1 incdgnitas, podria parecer insuficiente para resolver
el problema, ya que tenemos n datos iniciales, las longitudes de los dominios nodales. Pero la

normalizacion de g nos reduce tambi€n una incGgnita, s6lo tenemos n — 1 constantes libres c;.

El desafio principal entonces es mantener controlados los errores en las aproximaciones que
se han hecho. Si logramos esto se tiene un ventaja adicional: el problema a resolver no involucra
informacién externa (el comportamiento asintético de los autovalores, o la localizacién de los
ceros), s6lo depende de los dominios nodales y se tiene un algoritmo explicito que genera una
aproximacion constante a trozos del coeficiente de la ecuacién a partir de las longitudes de los
dominios nodales.

Por otra parte, esta simplificacién del enfoque nos permite suponer, debido al Teorema de apro-
ximacién universal, que es recuperar la funcién deseada utilizando una red neuronal adecuada,
problema que también exploraremos hacia al final de esta tesis.

1.1. Organizacion y contextualizacion de los problemas abordados

Presentamos a continuacion los problemas que hemos estudiado y los correspondientes resulta-

dos que hemos obtenidos haciendo uso de los resultados preliminares presentados en el capitulo
2.

En el capitulo 3 abordaremos el problema nodal inverso para la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria ponderada, definida en la semirrecta (0, co):

—u" = Ao (Hu, t>0, (1.8)

con condiciones de borde

w0 =0y lim un o, (1.9)

t—+00 \/;
Aqui, A es un autovalor real, y asumiremos las siguientes hipétesis para la funcién de peso o
(H1) o es una funcién continua y estrictamente positiva.
(H2) to (1) € L([0, o0)).

(H3) [~ o(dt = 1.
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El estudio en profundidad de la ecuacién (1.8) fue introducido por Einar Hille en [44], quien
demostré la existencia de una sucesion de autovalores {1, },>1, en la que cada autovalor es simple
y cualquier autofuncion u, asociada a 4, tiene exactamente n ceros en [0, o).

Para obtener estos resultados no es necesario asumir la monotonia de o y tampoco que o (f) €
L'([0, +0)), sin embargo bajo estas dos hipétesis adicionales se pueden obtener estimaciones
asintdticas para el comportamiento de los autovalores como la que se muestra a continuacioén

2

nn )
) L (1.10)
fo \odt

Fueron dadas varias demostraciones distintas para esta férmula: la primera fue publicada por Hille

An

en [44]; posteriormente, Birman, Laptev, Naimark y Solomyak dieron otra demostracién en [10,
66]; y se dieron otras dos pruebas en [72, 79]. Ademds, asumiendo solo que fo(t) € L1([0, 0)), se
ha obtenido otro tipo de expresién para el comportamiento asintético de los autovalores,

cn® < A, < Cn®,

para algunas constantes positivas ¢, C, y @ < 2. En algunos pocos casos el exponente y las cons-
tantes son conocidas en detalle, y se calculan utilizando determinadas familias de funciones, véase
Hille [44] y Elias [26], por lo que buscar otra forma de solucionar el problema resulta conveniente.

Llamemos X al conjunto nodal del problema (1.8)-(1.9), que puede indexarse de la siguiente

manera:
n

X = {{ust1gjen s 0= 2] <o <X <o < 2 u() =0,

siendo u, la n-ésima autofuncién del problema (1.8). Interesados en la caracterizacién de o en
términos del conjunto X y sin utilizar el comportamiento asintético de los autovalores, obtuvimos
el resultado principal del capitulo:

Teorema. Sea X el conjunto nodal del problema (1.8)-(1.9), con o satisfaciendo las condiciones
(H1)-(H3). Entonces, a partir de X podemos obtener una sucesion de funciones {0/} j=1 tal que
llo — o]l = 0 cuando j — co. Ademds, si

lim o(f) = 0, (1.11)

—00

también tenemos que ||o — 0]l = 0 cuando j — co.

Luego, en la seccion 3.2 mostraremos brevemente que esta técnica que hemos desarrollado pue-
de aplicarse para la caracterizacidn del potencial V(x) en la ecuacién de Schrodinger estacionaria

—u” +V(X)u = Au x€eR

siendo V(x) un potencial continuo que cumple con determinadas hipétesis y suponiendo que la
solucién cumple con la siguiente condicién de contorno:

u(x) — 0 cuando |x| — +oo.
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La ecuacion diferencial
g’ = (V(x) — E)u(x), | |lim u(x) =0 (1.12)
X[—+00

ha sido ampliamente estudiada debido a su relevancia en la mecdnica cudntica. Si V(x) crece de
manera mondtona cuando [x| — +oo, la misma describe la amplitud de probabilidad u(x) de una
particula con energia E confinada y potencial V(x). Se tienen las siguientes férmulas asintéticas
para los autovalores, E,, de la ecuacién (1.12):

B
é f VE, — V(x)dx = (n + %)n + O(¢), (1.13)
A

en donde A y B son los puntos de retorno de la particula, es decir las soluciones de V(x) — E = 0.
Esta ecuacidn para los autovalores es asintdticamente exacta si consideramos € < 1 cuando se fija
el nivel de energia, E.

Asi mismo, si en lugar de fijar el nivel de energia consideramos ¢ fijo, en esta tesis consideraremos
e = 1, tenemos la siguiente férmula asintética para los autovalores:

B
f VE, — V(x)dx = (n+ %)7‘[+0(%). (1.14)
A

Motivados por poder caracterizar al potencial V(x) sin hacer uso de estas férmulas, y suponiendo
que el mismo cumple las siguientes hipdtesis:

HI) V(1) >0
(H2) V'(t) <Ocuandot <0y V'(t) >0 cuando ¢ > 0

(H3) V(¢) » oo cuando |f| = +o0,

obtuvimos el siguiente resultado que asegura la resolucién del problema inverso.

Teorema. Dado & > 0, existe n(e) tal que los ceros de u, para n > n(g) permiten reconstruir

V,(x) tal que
IV = Valleo < OC&).

En el capitulo 4 mostraremos que, también, conocer el conjunto de ceros de las autofunciones
es suficiente para recuperar el potencial, g, de un operador de Sturm-Liouville definido sobre un
grafo estrella. La teoria de Sturm-Liouville en grafos cuanticos se puede encontrar en el trabajo de
Berkolaiko y Kuchment [6] y las referencias incluidas alli, en las que se estudian varios resultados
sobre la teoria espectral, autovalores y diferentes condiciones en vértices, junto con aplicaciones
concretas y muchos otros problemas.
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Dado un conjunto de vértices V = {v,vy,...,vn}, N > 2, consideramos el grafo estrella I donde
v es el nodo central y cada aristae; € E = {ey,...,ey} conecta a v con los nodos v;. Si la arista e;
es un segmento de longitud /;, entonces las funciones definidas en esta arista se pueden identificar
con funciones definidas en el intervalo [0, /;], donde u;(v) = u(l;). Consideramos un operador de
Sturm-Liouville en cada arista e;,

—u}'(x) +qj(xuj(x) = Au;(x), x€(0,0),1<j<N, (1.15)
junto con condiciones de borde de Dirichlet en los vértices de grado 1,
uj(0)=0, 1 <j<N, (1.16)
satisfaciendo una condicién de continuidad en el nodo central, v,

ui(ly) = ua(lr) = --- = un(ly), (L.17)

y también una condicién de contorno tipo 6 en v,

N
D) = au@). (1.18)
j=1
Omitimos el subindice en u(v) ya que todas las funciones u; tienen el mismo valor en v. Observe-
mos que @ = 0 es la condicién de Kirchhoff, que corresponde a un equilibrio de fuerzas de tensién,
o flujos, a través de v. La condicién @ = oo es equivalente a imponer otra condicién de Dirichlet
en /; para cada j, obteniendo asi un conjunto de intervalos disjuntos.

Asumimos que las funciones ¢; son continuas en el nodo central y satisfacen la condicion de

N oy
Zfo qj(x)dx = 0. (1.19)
=1

La teoria espectral para grafos cudnticos presenta diferencias interesantes con la teoria clasica

normalizacién

de Sturm-Liouville. Por ejemplo, podemos tener autovalores multiples o una autofuncién puede
ser idénticamente cero en algunas aristas. Sin embargo, la simplicidad de los autovalores y la no
nulidad de las autofunciones se cumplen de manera genérica, [8]. En resumen, dado un grafo I
con N aristas podemos considerar el conjunto de longitudes posibles de las N aristas, el ortante
positivo de RY, Rﬁ’o, existird una interseccién numerable de conjuntos abiertos densos tal que el
grafo correspondiente tiene autovalores simples y el soporte de las correspondientes autofunciones
coincide con I'.

Expondremos el siguiente resultado para la caracterizacién de g cuando las autofunciones no se
anulan en ningtn eje:

Teorema. Sea I un grafo estrella tal que el soporte de cualquier autofuncion del problema (1.15)-
(1.18) coincide conT'. Sea X el conjunto nodal asociado a dicho problema

X=UsiXe, Xe={x® :k>1y0<n<zk),
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en donde Xy es el conjunto de ceros de la k-ésima autofuncion. Sean q € C[0, 1] tal que satisface la
condicion (1.19). Entonces, q estd determinado de manera iinica y puede ser recuperado a partir
de X.

Como veremos, la multiplicidad de los autovalores no serd un problema para caracterizar q. En
cambio, cuando existen autofunciones que se anulan en algunos ejes el problema puede ser resuelto
bajo algunas supocisiones extras: imponiendo la existencia de una subsucesién de autofunciones
no nulas o conociendo las integrales de g; en cada eje. Resumiremos ambas formas de solucionar
esta situacion en los siguientes teoremas:

Teorema. Seal un grafo estrella’y una subsucesion de autofunciones {u; }i>1 del problema (1.15)-
(1.18) tal que el soporte de cada u;, coincide conI'. Sea X el conjunto nodal de estas autofuncio-

nes,
X=Us1Xe, Xe=(% 0 k>1y0<n<zin)

donde Xy, es el conjunto de ceros de la iy-ésima autofuncion. Sea q € C|0, 1] tal que satisface la
condicion (1.19). Entonces, q estd univocamente determinado y puede ser recuperado a partir de
X.

Teorema. Sea I un grafo estrella y sea {uy}ix>1 la sucesion de autofunciones del problema (1.15)-
(1.18). Sea X el conjunto nodal de estas autofunciones,

X =Usi1 Xk, Xi= {xﬁ(k) ck>1y0<n<zkh),

donde X, es el conjunto de ceros de la k-ésima autofuncion. Sea g € C[0, 1], yseanay, ..., ay € R
tales que

j
f q;i(x)dx = aj, I<j<N
0

Entonces, q estd determinado de manera tinica y puede ser recuperado a partir de X y {a J'}y: N

Es importante destacar que trabajos previos que abordaron el problema nodal inverso en grafos
cudnticos no consideran en su andlisis el problema de la multiplicidad de los autovalores ni la
posibilidad de que las autofunciones se anulen. Adicionalmente, a diferencia de estos trabajos en
los que se obtuvieron las estimaciones a partir de formulas de Priifer para los autovalores, nues-
tra demostracion proporciona un algoritmo explicito para reconstruir ¢ desde cero, no asumimos
ninguna estimacion a priori sobre el comportamiento de A4,,.

En el capitulo 5 resolveremos el problema inverso asociado a la ecuacién del u—Laplaciano:

—Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]

u(0) = u(1) = 0. (1.20)

Comenzaremos por mostrar los resultados que detallamos a continuacién, los mismos nos per-
mitiran tener una caracterizacién del soporte de una medida no atémica, p.
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Teorema. Consideremos el cono
C:{(a,,B)GRZ:a/>O,,B>O, s1a</3<sza/}

para constantes positivas s1 y sy y sea {u,},>1 una sucesion de funciones propias de Fucik del
problema

u(0) = u(1) = 0, (1.21)

{ —Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]
asociadas a los autovalores {(a,, Bn)}n>1 € £ N C, con a, — oo conforme n — oo.

Sean {x;?} 1<j<n+1 los puntos nodales de la n-ésima funcion propia. Introduzcamos las medidas
de probabilidad discretas

1
dz, = Oy,
" n+1;x’;

v llamemos Z,, : R — [0, 1] a la funcion de distribucion acumulativa,

Zn(x) = fx az,.
0

Entonces, existe una subsucesion de {Z,},>1 que converge puntualmente a una funcion Z : R —
[0, 1], ademds, esta funcion es constante en el complemento de K, siendo K, el suporte de p.

Definiremos ademds
Nu(x0,8) = #{{X}1<jzns1 N (X0 = 6, %0 + 5)}
para obtener los resultados que siguen.

Teorema. Sea S, = {{x’}. Y<j<n+1lnz1 el conjunto de puntos nodales de las autofunciones {u,},>1
del problema (1.20).

L Sixg€ Kﬁ y n = dist(xo, K,)), entonces, para cualquier 6 < n, Ny(xo,0) < 1.
. Si xo € K, entonces, para cualquier 6 > 0,

lim N,(xg, 8) = oo.
n—oo

Para continuar con la obtencién de nuestro resultado principal haremos uso del espectro de
Fucik asociado a la ecuacién (1.20). Hemos obtenido conclusiones en el tema que nos aportaran
las herramientas necesarias para hacerlo, las mismas se presentan en el apéndice A. El teorema
principal del capitulo establece condiciones suficientes para la caracterizacion de la funcién m(x)
y establace lo siguiente:
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Teorema. Sea X el espectro de Fucik del problema

—Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]
u(0) =u(l)=0.

Asumamos que m es continua en [0, 1] y consideremos el cono
C:{(a,,B)GRZ:a>O,,8>O, s1a</3<sza/}

para constantes positivas sy, s2. Sea {u,},>1 una sucesion de autofunciones de Fucik asociadas a
los autovalores {(ay,, Bp)}ns=1 € £ N C, tal que a, — oo cuando n — oo. Supongamos también que
u,(0) > 0, de modo que u,, en el primer dominio nodal es positiva. Dado X, el conjunto de ceros
asociados a {u,},>1, podemos recuperar hasta un miiltiplo de m(x), cm(x) siendo c una constante,
en el soporte de p.

1.2. Publicaciones relacionadas

Hemos publicado los articulos que siguen en cuanto el tema pertinente:

= Oviedo, M., Pinasco, J.P.: Inverse nodal problems for singular problems in the half-line.
Boletin de la Sociedad Matemadtica Mexicana 29(3), 56 (2023)

= Oviedo, M., Pinasco, J.P.: Inverse nodal problems for Sturm-Liouville operators on quan-
tum star graphs. Mathematical Methods in the Applied Sciences 46(8),19062-19073 (2023)

= Oviedo, M., Pinasco, J.P.,, Scarola, C: The Fucik Spectrum for One Dimensional
Krein—Feller Operators. Mediterranean Journal of Mathematics 20(3), 133 (2023)

1.3. Notacion

Denotamos por o, s y r a las funciones peso, las mismas pertenecen a C([a, b]), el conjunto
de funciones continuas de valores reales definidas en el intervalo [a, b]. Llamaremos g o V a
los potenciales involucrados, dependiendo de la notacién habitual del problema. Denotamos por
L*([a, b)) al conjunto de funciones medibles esencialmente acotadas en el intervalo [a, b]. y por
L'([a, b)) al conjunto de funciones integrables de Lebesgue en [a, b].

Utilizamos las letras u, v, w para denotar soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias, y u’
denota la derivada respecto a f 0 x seguin corresponda. Las letras griegas 4, u, , &, x, son utilizadas
para diferentes problemas de autovalores, y ¢, C son constantes positivas.

Denotamos {x;?}ls j<n @ los n ceros o puntos nodales de una autofuncién u,, que definen n — 1
dominios nodales, entendiendo como dominio nodal al intervalo que queda definido por dos ceros
consecutivos de una autofuncion.
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La notacién especifica utilizada para denotar a los operadores que nos permiten desarrollar la
teoria expuesta en el apéndice, A, serd introducida alli.



2

Preliminares

En el presente capitulo, expondremos los resultados previamente establecidos que otorgan el
marco tedrico necesario para contextualizar y fundamentar las contribuciones originales que se
presentan en esta tesis.

2.1. Autovalores y autofunciones para ecuaciones diferenciales ordi-
narias

A continuacion recordaremos los resultados principales de la teorfa de Sturm-Liouville para
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Haremos un recorrido de los distintos re-
sultados obtenidos segtin el dominio en el que se defina le ecuacién.

2.1.1. Teoria de Sturm-Liouville general en intervalos acotados

Repasemos los teoremas que aseguran la existencia de autovalores, cudles son los ceros de las
autofunciones y resultados de oscilacién y comparacién cuando la ecuacién de encuentra definida
en un intervalo acotado [a, b].

Teorema 2.1 (Sturm-Liouville). Los autovalores del problema de Sturm-Liouville dado por:

—u" (x) + g(x)u(x) = Ao(x)u(x) x € [a,b] 1)
u(a) = ub) =0 '
Sforman una sucesion {A,},>1 creciente, 1] < Ay <...< A, <....demodo tal que lim,_,, A, = oo.

Ademads, las autofunciones asociadas a A, forman un subespacio unidimensional, y cualquier
autofuncion u,, tiene exactamente n + 1 ceros en [a, b].

Adicionalmente, en el caso en el que g = 0 y o = 07, tenemos las siguientes férmulas exactas
para los autovalores y sus correspondientes autofunciones:
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1 n*n? nx
=—) U, =sen| ——|.

" oo(b - a)? " \oo(b — a)

Observemos que los ceros de u, estdn dados por x; = @ para0 < j < n.

Teorema 2.2 (Separacion). Supongamos que uy y uy son soluciones linealmente independientes
de
u”’(x) + r(x)u(x) = 0.

Entonces:
i. Los ceros de las soluciones no triviales de la ecuacion son simples y aislados.
ii. Sean x1,xy € (a,b) tal que uj(x1) = u;(x2) = 0y u1(x) # 0 si x € (x1, x2), entonces uy tiene
exactamente un cero en (X, x2).
Teorema 2.3 (Comparacion). Sean u;(x), j = 1,2 soluciones no triviales de las ecuaciones
—u;’(x) =ri(Muj(x), ri(x)<nx), j=12, xe€la,b],

tal que rj € C([a,b]), j = 1,2. Supongamos que x,x> € (a,b) tal que u1(x1) = u1(x2) =0y
ui(x) # 0si x € (x1, xp). Entonces existe X € (a, b) tal que uy(x) = 0. En otras palabras, entre dos
ceros consecutivos de uy, existe al menos un cero de uy, a menos que ry = r, y uy = up.

Teorema 2.4 (Comparacién para autovalores). Si Ay y uy son los k-ésimos autovalores de

x € [a, b]

—u"”(x) = As(x)u(x) —v"(x) = ur(x)v(x)
u(a) =ub) =0 ’ v(a) =v(b) =0 ’

respectivamente, en donde s, r € C(la, b]) siendo s(x) < r(x), entonces Ay > py.
Observacion 2.5. Utilizaremos estos teoremas a lo largo de toda la tesis principalmente de la

siguiente manera: dadas u; y u;, dos autofunciones asociadas a Ay < A, entre dos ceros de uy
tenemos al menos un cero de u;.

Una prueba de estos resultados se puede encontrar en [37].

2.1.2. Autovalores y autofunciones para un problema de Sturm-Liouville definido
en la semirrecta

TakaSi y Naito probaron en [53] que dada una ecuacion diferencial de la forma

(e’ |*sgnu’) + Ao (t)|u|*sgnu = 0, t>a 2.2)
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en donde @ > 0 es una constante, 4 > 0 es un pardimetro y o*(f) es una funcién continua y positiva
definida en el intervalo [a, o), se puede obtener informacién precisa acerca del nimero de ceros
para las soluciones u(t) de (2.2) que cumplan con que

lim 0] =0. (2.3)

t—00 \/;

Para el caso en que a = 1, se presenta la siguiente ecuacion diferencial lineal:

W +c(Hu=0, t>a.

Esta ecuacion constituye el nicleo de uno de los problemas investigados en esta tesis.

Es conocido que si adicionamos condiciones iniciales del tipo u(b) = xg € R, u'(b) = x; €
R (b > a) la ecuacion (2.2) tiene solucién tnica en el intervalo [a, o). Estd claro ademds que
si u(f) es una solucién no trivial entonces tendrd una cantidad finita de ceros en la semirrecta
[a, o) o bien una cantidad infinita concentrados en t = co. En el primer caso las soluciones son
llamadas soluciones oscilatorias y en el segundo, soluciones no oscilatorias. De hecho, se pueden
establecer teoremas de separacidon y comparacién del tipo Sturm para la ecuacion (2.2), ver [25].
De este modo las soluciones no triviales de la misma seran todas no oscilatorias u oscilatorias.
Si ocurre lo primero, diremos que la ecuacion (2.2) es no oscilatoria y en segundo caso, que es
oscilatoria. Ademds, dicha ecuacidn serd fuertemente no oscilatoria (respectivamente, fuertemente
oscilatoria) si (2.2) es no oscilatoria (respectivamente, oscilatoria) para cada 4 > 0.

La caracterizacién de las soluciones de (2.2), y por lo tanto de (2.1.2), fue publicada en [54] y
dada en el siguiente teorema:

Teorema. Considere la ecuacion (2.2), entonces

1. La ecuacion es fuertemente no oscilatoria siy solo si
00 00
f o(t)dt < +o0y lim tf o(s)ds = 0. 2.4)
a t—00 ¢
. La ecuacion es fuertemente oscilatoria si y sélo si
00 00
f o(t)dt = +oo y lim tf o(s)ds = +oo. (2.5)
a =0y

Estamos interesados en trabajar con soluciones no oscilatorias debido a que haremos uso del
conjunto de ceros de las autofunciones. El siguiente teorema, dado en [53] asegura la existencia y
unicidad de una solucién de este tipo, u,(f), que cumple con la condicién (2.3).

Teorema. Sea a > 0y o(t) tal que satisface (2.4), entonces para cada A > 0 existe una solucion
no oscilatoria de (2.2), u,(t), que satisface (2.3). Es mds, si @« > 0 entonces dicha solucion estd
univocamente determinada, salvo miiltiplos no nulos de la misma.
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Para las soluciones u,(f) obtenidas en el teorema anterior, Kusano y Naito lograron establecer
el siguiente teorema en [53] en relacion con la cantidad de ceros de las soluciones.

Teorema. Sean o > 1y o(t) tal que satisface (2.4). Entonces existe una sucesion {/ln};’;l de

autovalores positivos con las siguientes propiedades

LO=Ady< 1 <...<Aq,<..., im0 Ay = +00.

m Side ,-1,4,), n=1,2,..., entonces u (t) tiene exactamente n — 1 ceros en el intervalo

abierto (a,00) y uy(a) # 0.

m Sid=A,n=1,2,..., entonces u,(t) tiene exactamente n — 1 ceros en el intervalo abierto

(a, o) yuy(a) =0.

Este resultado serd fundamental para dar respuesta al problema planteado en el capitulo 3.

2.1.3. Autovalores y autofunciones para la ecuacion de Schrodinger estacionaria

Si ahora consideramos la siguiente ecuacién
u’ = (V(x) - E)u(x), |)}ll'_{noo u(x) =0,
se puede probar que si el potencial satisface las siguientes hip6tesis
(HI) V’(x) >0
(H2) V'(x) <0Ocuando x <0y V’(x) > 0 cuando x > 0
(H3) V(x) — oo cuando |x| — +oo,

entonces existen infinitos autovalores { £, },,>1, y los mismos son tales que E,, — oo cuando n — oo.
Condensaremos este y otros resultados de utilidad, que se pueden hallar en las secciones 7.7.4,
7.12, 8.1 de [88], en el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Consideremos el problema
u’ = (V(x) — E)u(x), |lll'm u(x) =0
x|— o0

siendo V(x) un potencial que cumple con lo descrito anteriormente. Entonces existe una sucesion

de autovalores positivos, {E,},>1, que cumplen con las siguientes propiedades:

L O<E| <Ey<..<E,<...,lim_wE, =+

n SiE € (E,_1,E,) entonces ug(x) tiene exactamente n — 1 ceros en (—oo, +c0).
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m Si E=E,n=1,2,... entonces la funcion asociada a este valor, u,, tiene exactamente n
ceros en (—co, +00).

La siguiente observacion sobre el potencial de la ecuacién serd de gran utilidad para los resul-
tados que siguen:

Observacion 2.7. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que min,eg V(f) = 1. En efecto,
dada la ecuacién 3.14 podemos reescalarla de la siguiente manera

—u” A=-V()u
A+ rtn%l Viy-1-V(@) - rtngl V() + Du
(u = V(n)u.

En donde u = A —min,er V(1) + 1y V(£) = V(t) — min,er V(¢) + 1, y por lo tanto min,cg V() = 1.

A continuacion, haremos una observacion sobre la ubicacion de los ceros de las autofunciones
que serd esencial al momento de resolver nuestro problema inverso:

Observacion 2.8. Consideremos la ecuacién V(x)— E, = 0 (para fijar ideas estamos considerando
el n-ésimo autovalor aunque el mismo razonamiento podria hacerse con E). Como {E,},> es tal
que lim,_, ;- E, = 400, entonces existe ny € N tal que si n > ng entonces E,, > 1, si tenemos
en cuenta que hemos reescalado V(x) de modo tal que min,egr = 1 y las hipétesis que cumple el
potencial, entonces V(x) — E,, = 0 tiene dos soluciones a las que llamaremos A y B, sin pérdida
de generalidad supongamos que A < B. Debido a que V(x) — E, > 0 s6lo en (A, B), se puede
concluir que los n ceros de la n—ésima autofuncién se hallan en este intervalo, definido como
mencionamos.

2.1.4. Autovalores y autovectores de una ecuacion diferencial ordinaria definida en
un grafo estrella

Seal’ = (V,E)de modo tal V = {v,v,...,vy}, N > 2y E = {ey,...,ey} un grafo estrellado
cuyo nodo central es vy e}, la arista que conecta a v con nu;. Sea /; la longitud de dicha arista,
entonces las funciones alli definidas se pueden identificar con funciones definidas en el intervalo
[0,1;], donde u;(v) = u;(l;). Consideramos la ecuacion asociada a un operador de Sturm-Liouville
en cada arista e, con la interpretacion que acabamos de sugerir,

—u;-’(x) +qj(0uj(x) = Auj(x), x€(0,lj),1<j<N, (2.6)
junto con condiciones de borde de Dirichlet en los vértices de grado 1,
uj0)=0, 1 <j<N, 2.7
satisfaciendo una condicién de continuidad en el nodo central, v,

ur(ly) = uz(l2) = -+ = un(ly), (2.8)
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y también una condicién de contorno tipo 6 en v,

N
D) = au@). 2.9)

=1

Con el fin de simplificar la notacién, omitimos el subindice en u(v) ya que todas las funciones u;
tienen el mismo valor en v. Ademas, llamaremos ¢, u : I’ — R a las funciones

g(x) :=qj(x)  sixe[0,1],
u(x) := u;(x) six € [0,1;].

De manera similar, escribiremos

N 1
f qg(x)dx = Z f qj(x)dx.
r =1 Yo

Las autofunciones correspondientes, uy, pertenecen a

N
HI) = EH HA(10, 1)).

=1

Utilizando técnicas clésicas, se demuestra que existe una sucesion de autovalores aislados {A;};>1
de multiplicidad finita, y A; — oo conforme i — oco. Estos resultados y otros referidos a la teoria
espectral en grafos pueden encontrarse en el trabajo de Berkolaiko y Kuchment [6], en particular
en el Teorema 3.1.1.

Ademds, para trabajar sobre G = (V, E) tenemos el siguiente resultado que permitird comparar
el primer autovalor asociado a dos problemas de este tipo:

Teorema 2.9 (Comparacion para grafos). Sean (11,u;) y (1, v1) los pares correspondientes al
primer autovalor y autofuncion de los problemas

—u"(x) + q1(0)u(x) = Au(x),
=" (x) + g2 (X)v(x) = nv(x),

respectivamente, definidos en I, satisfaciendo las condiciones de borde y continuidad (2.7), (2.8),
y (2.9). Supongamos que q1 y q2 son funciones continuas y que q1(x) < ga2(x) en I'. Entonces
A1 <11.

Demostracion. Utilizando la caracterizacion variacional de autovalores, tenemos que

A = mfn{fw’z(x) +qw*(x)dx, we W,fwz(x)dx = 1},
r r

m= mfn{fw’z(x) + pwi(x)dx, we W,fwz(x)dx = 1}.
r r
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Dado que q; < g2, entonces

fw’z(x) + gw(x)dx < fw’z(x) + gow(x)dx

r r

para cualquier w € H, y la prueba estd completa. O

Utilizaremos todos estos resultados en el capitulo 4

2.2. Aspectos fundamentales de teoria de la medida

Sea B la o-algebra de conjuntos de Borel en la recta real R, y M la clase de medidas de
probabilidad positiva, no atémicas y de Borel, es decir, u € M es una funcion positiva y o-aditiva,
que satisface que u(R) = 1y tal que u({x}) = 0 para cada x € R.

El soporte de la medida es el conjunto donde la medida esta concentrada, lo denotaremos como
K,,. Mas formalmente, K, es el conjunto cerrado mas pequeno tal que u(R\ K,) = 0. Notemos que
x € K, siy solo siu([x—r,x+r]) >0 para todo r > 0.

Definiremos a continuacién el Laplaciano A, asociado a una medida u, y necesitaremos res-
tringirlo a subconjuntos de K,,. Como es habitual, definimos la restriccion de la medida ¢ a un
subconjunto A como

MlaX) := p(A N X).
Con el afan de simplificar la notacién, atin denotaremos por u a la restriccion.

En la misma linea, vale la pena sefialar que si agregamos finitos puntos a K = K,, con masa cero,
atin obtenemos un conjunto compacto K, tal que podemos extender u a K, y tenemos una medida
de Borel, no atémica y de probabilidad, que atin denotaremos como u. Usaremos esta extension,
que es directa, cuando consideremos subconjuntos de (0, 1) y espacios de funciones que toman
valores especificosen 0 o en 1.

Nos interesan especialmente las medidas fractales, esencialmente medidas de Borel, no atémi-
cas, con un soporte singular K C [0, 1]. Ejemplos tipicos de tales medidas son las convoluciones
de Bernoulli y medidas autoafines mds generales. Sin embargo, no estamos limitados a conjuntos
o medidas autoafines, no entramos en los detalles de sus dimensiones. Para mas detalles sobre
estos temas, sugerimos consultar [28, 60].

2.2.1. Operadores de Krein-Feller y espacios de funciones

Sea 1 € M, el operador Laplaciano —A,, es un operador generalizado de segundo orden

d d

A= ———u,
ult du dxu
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que se puede obtener utilizando la definicién de la derivada de Feller dada en [30], o en términos
de un operador integral de Volterra-Stieltjes introducido por Krein [52]: decimos que —A,u = f si
y s6lo si

u(x) = u(0) + u’' (0)x + fx fy f(Odu(t)dy
o Jo

para alguna funcién f € Lﬁ([O, 1]) representando con u’(0) es la derivada a derecha evaluada, ver
[11], Teorema 3.1.

El problema de autovalores para los operadores de Krein-Feller fue estudiado extensamente
en [11, 22, 34, 35, 68, 69], por citar algunos trabajos, incluyendo fractales cldsicos y conjuntos
mds complejos que pueden permitir solapamientos. En nuestra investigacion seguimos el enfoque
utilizado por Freiberg en [33], comenzando con el siguiente espacio de funciones:

Dy ={u:0,11 5 R: Ave Ly([0,1]), u(x) = u(0) + fxv(y)dy; x 0,11},
0

du . . .. .
Aquiu’ = ikl es la derivada débil de u; en este caso, D' coincide con el espacio de Sobolev
X
w2,

Ahora, consideremos una medida de Borel no atdmica y normalizada y en [0, 1] con soporte
compacto K c [0, 1], con 0,1 € K, repitiendo la construccidén anterior con respecto a esta medida
definimos:

D, = {u €D, : Af e LK p), u'(x) =u'(0)+ foxf(y)du(y); xe K}.

Si dotamos a este tltimo espacio con la siguiente norma

1 1
e = [+ [ aleoduo, 2.10)

obtenemos un espacio de Sobolev. En [33], Proposicion 2.4, Freiberg demuestra que Z),i’z C DlL -
C([0, 1]) € Lo(K, u) N Lr([0, 1]), ademds f es unica en Lo([0, 1], 1) y f = Aju.

Considerando ahora solo aquellas funciones en 1),1;2 que satisfacen la condicién de contorno de
Dirichlet, definimos
Dy = {ue DY u(0) = u(1) = 0}.

Tomando la norma (2.10), se puede demostrar que Z)(l)’i es un espacio de Hilbert, que es el dominio
de la forma bilineal

1
E(u,v) :=f u' (x)V' (x)dx.
0

Cabe destacar que las funciones en Z)(l)’i tienen una derivada distribucional en L*([0, 1]). Luego,
podemos tratar a —A,u como una distribucion que actiia sobre funciones continuamente diferen-
ciables v con soporte compacto en (0, 1), es decir, v € C(l)((O, 1)), de la siguiente manera:

1 1
f (=Ayu)vdu = f u' () (x)dx.
0 0
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Mas formalmente, diremos que u € Z)(l)’i es una solucién débil de

—Ayu = f(x,u)
u(0) =0 = u(l),

si para cualquier funcién test v € C(l)((O, 1)) tenemos que

1
fo W (W (x)dx = f FO ().

Vale la pena sefialar algunos resultados y sus consecuencias en este contexto:

= La ley del producto para derivadas, la férmula de integracién por partes y la unicidad de la
representacién con una derivada en L? siguen siendo vilidas;

= La férmula de Gauss-Green asegura que el Laplaciano generalizado —A,, es un operador
positivo y simétrico;

= El nicleo de Green y el operador resolvente fueron estudiados en [34], y el teorema espec-
tral para operadores compactos aplicado a (—Aﬂ)‘1 implica la existencia de una secuencia
creciente de autovalores positivos {xlg}kz 1 para condiciones de contorno de Dirichlet cero
(otra para condiciones de contorno de Neumann cero), tal que /l’lj /" +oo cuando k — +oo
de modo tal que las autofunciones correspondientes pertenecen a Z)(l)fl (respectivamente, a

DY), ver [33]y [35].

- S . 1,2 .
El siguiente lema implica que las funciones u € Z)O’u son continuas:

Lema 2.10. Sea u € Z)(l)’fl. Entonces ' € L*([0,1]), y

u(x) = u(c) + f u' (y)dy

para cualquier ¢, x € (0,1). Ademds, si J C K/‘j N [0, 1], la restriccion de u a J, u|y es una funcion
lineal.

Como resultado de este lema, la desigualdad de Poincaré sigue como en el entorno clésico e
implica la equivalencia de las normas en Z)(l)’i.

Lema 2.11. Sea u € Z)(l)’i. Entonces

1 1
f wWldu < C f W dx.
0 0

llell 2 < Cllu'll2 = CE(u, u).
L

En particular,
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Demostracion. Tomando ¢ = 0 en el Lema 2.10 y aplicando la desigualdad de Holder tenemos
que:

IM(X)ISf(; lu’ ()ldy

1 1/2 1
s( f |u’<y)|2dy) ( f dy)
0 0

Por lo tanto, elevando ambos lados de la desigualdad al cuadrado e integrando ahora en [0, 1] con

1/2

respecto a la medida u, obtenemos:

1 1 1 1
fo lu(x)Pdu(x) < fo [ fo Iu’(y)lzdy]du(x)=u([0,1]) fo () dy,

y el lema queda demostrado. O

. . <2 1,2 .
El Lema 2.10 implica que una funcién en Z)O’# podria ser constante en algunas partes del do-
minio, o podria tener un cero fuera del soporte K,,. Sin embargo, los extremos de las soluciones
siempre se alcanzan en K,,. En [77] se da una prueba para el lema que enunciamos a continuacion.

Lema 2.12. Sea u una solucion de —A,u = m(x)u, donde m € C([0, 1]). Entonces, |u| alcanza su
mdximo en algiin punto ¢ € K,.

La caracterizacion de minimax de Rayleigh-Ritz de Courant y Fischer proporciona una prueba
alternativa de la existencia de autovalores, aunque depende de la ortogonalidad.

Teorema 2.13. Sea {A;}1>1 los autovalores de Dirichlet del problema

—Au(x) = Am(x)u x € [0,1]
u(0) = u(l) = 0.

Entonces,

A =min{R®u) : u € Z)(l)’i}

A, =min{R(u) : u € 1)(1)’/21 N{uy, ... up—1 )"},
donde R(u) es el cociente de Rayleigh

fol w'?(x)dx
Jy mCou2(xdpa(x)

R(u) =

Finalmente, resumamos aqui la teorfa de Sturm-Liouville desarrollada para operadores de
Krein-Feller en las Proposiciones 2.1 en [11] y 2.5 en [35]:
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Teorema 2.14. Sea {(A}, u)})}n>1 la sucesion de autovalores y las correspondientes autofunciones
del problema

—Ayu = Am(x)u, x€[0,1]
u(0) = 0 = u(l),

Entonces, se cumplen los siguientes resultados:

» Simplicidad: el conjunto de autofunciones asociado a cada autovalor A es un subespacio
unidimensional de Z)(l)’i.

» Ceros: cualquier autofuncion u, tiene n + 1 ceros simples en [0, 1].
» Comparacién: dadas dos funciones continuas m, < my, tenemos A" > A2,

» Oscilacion: siuy es cualquier solucion de —A, = Amu, y ;! < A, existe al menos un cero de
u) entre dos ceros consecutivos de u, .
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Problemas inversos nodales para problemas singulares en
la semirrecta

En este capitulo resolveremos el problema nodal inverso para la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria con peso:

—u"” = Ac(Wu t >0, (3.1)
con condiciones de borde

w@0)=0y Ilim “y 0. (3.2)

t—+00 \/; -

Aqui, A es un pardmetro real, y la funcién de peso o satisface:

(H1) o es una funcién continua y estrictamente positiva.
(H2) to(t) € L'([0, o0)).

(H3) [~ o(hdt = 1.

Sea X el conjunto nodal del problema (3.1)-(3.2), el cual puede ser indexado como una doble

sucesion de la siguiente manera
X = {1 hzison 1 0= 6] < oo < <o < () = 0,

Estamos interesados en la caracterizacion de o en funcién del conjunto de nodos X, para esto serd
fundamental tener el siguiente resultado:

Lema 3.1. Sean x;?,x;? .1 dos ceros consecutivos de la autofuncion u, del problema (3.1)-(3.2),

entonces |x;f+1 - x;?| — 0 cuando n — oo.
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Demostracion. Sea oy = min{o(x) : x € [0, b]}. La prueba es consecuencia del caso del problema
de autovalores para coeficiente constante (2.1.1), la expresién conocida para los ceros bajo dicha
suposicién y el Teorema 2.3. O

Observacion 3.2. El resultado anterior para el problema (3.1)-(3.2) se cumple para cualquier j
fijo, aunque la cota no es uniforme en j ya que

oo(b) = min{o(x) : x € [0,b]} — 0 a medida que b — oo.

3.1. Resultado principal

Teorema 3.3. Sea X el conjunto nodal del problema (3.1)-(3.2), con o satisfaciendo las condi-
ciones (H1)-(H3). Entonces, a partir de X podemos obtener una sucesion de funciones {o/ }jz1 tal
que |lo — o/||; = 0 cuando j — oo. Ademds, si

lim o(¢) = 0, 3.3)

—00

entonces también tenemos que |0 — 0V||ec — 0 cuando j — oo.

Observacion 3.4. Es relevante notar que la funcién o no es necesariamente mondétona.

Demostracion. Hagamos un bosquejo de la idea de la prueba antes de presentarla de forma deta-
llada. Para encontrar la sucesién de funciones {0/} j>=1 que cumplen lo enunciado en el Teorema
3.3, demostraremos primero la existencia de una sucesién de funciones {5751 definidas en tér-
minos de los ceros de las autofunciones. Esta sucesidon convergerd en L ([0, j]) hacia una funcién
s/, siendo

olio, (1)

s/(t) = .
llolpo, 1l

Con este fin, introduciremos primero algunos problemas auxiliares de autovalores.

Posteriormente, definiremos o/ en [0, co) de la siguiente manera:

sl tel0, ]
=3 fiiy te(j+1/]]
0 te(j+1/j,00)

donde f/ puede ser cualquier funcién continua que cumple con f/(j) = s/(j), f/(j+1/j) =0,y

1/ 1
f f/(Hde < —.
j J
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Por la forma en que hemos definido esta funcién, claramente podemos suponer que f/ no es
creciente.

Finalmente, la convergencia en L! es obtenida utilizando que llolo,jslli — 1 cuando j — oo
y controlando los términos de error. De hecho, la prueba también muestra la convergencia en
L™ sobre conjuntos compactos, ya que tenemos la convergencia en L*([0, j]). Sin embargo, para
demostrar la convergencia en L™([0, o)), necesitaremos que o(f) — 0 cuando t — oo, ya que no
podemos controlar uniformemente las funciones f;, y asumir que o~ € L no es suficiente.

Problemas de autovalores auxiliares: Comencemos considerando oy 1], la restriccién de o al
intervalo [0, 1].

Nombraremos como x;f(l) al j—ésimo cero de la n-€sima autofuncion del problema (3.1)-

(3.2) que cumpla con que x;f(l) € [0,1]. Tomemos en cuenta la familia de intervalos nodales

{J;l(l)}lsiSn(l), J:’(l) = [x:’_(ll),x;’(l)], asociados a esta solucién, de forma tal que J;’(l) c [0,1]. El
Lema 3.1 implica que fijando m, un nimero entero, podemos tomar n suficientemente grande de

modo que

1
. _oa(D) . n(l) a1 1
max {ll xn(l)l, lgsz;)((l){lxi X |}} < — 3.4)

Introduzcamos ahora una familia de problemas de autovalores auxiliares, considerando en cada
. 1
intervalo J"

l

el problema de coeficientes constantes

—u" = Au
’ 3.5
{ u(x') = u(x!V) = 0. G-2)

Definimos como A; (Jf(l)) al primer autovalor del problema (3.5) para cada 1 <i < n(1).

Una estimacion para el autovalor A,: Antes de continuar, definamos

n(1)
m _ n(1)yy (1)
L" = Ay (Jl )|Jl |
i=1
Sabemos que existirdn cotas inferiores y superiores (desconocidas) para o en cada intervalo
n(1)
Ji ’ 1) (1)
C; = mfn{0'|[0’1](x) X E J? }, C,' = méx{al[o,]](x) X € J? }

Dado que o es una funcion continua, ojo,1] serd uniformemente continua y dado & (lo llamaremos
&mn POr conveniencia) existird m € Z tal que

oli0,11(x) = ol W] < &m (3.6)



26 Problemas inversos nodales para problemas singulares en la semirrecta

siempre que |x —y| < 1/m. Ademads
lim &, = 0. (3.7

m—-oo

Consideremos ahora a | y &, los primeros autovalores de los problemas

B bty a9

v D) = vy =0, | v ) = v ™) =0,

respectivamente. Los mismos serdn tales que &1 < 4, < {1, puesc; < o < C;en Jf(l). Esto se debe
al punto iv del Teorema 2.4.

Por otro lado, {i¢; = &,C; = AI(J;M)), pues (3.5) y (3.8) son problemas a coeficientes constan-
tes. Por lo tanto,
Anci < M) < 2,6, (3.9)

y, de este modo, tenemos que
n(1) n(1)
(Y V) < L < (Y i), (3.10)

i=1 i=1

Dado que o es una funcién continua, estas cotas resultan ser sumas superiores e inferiores de
Riemann, y utilizando que C; — ¢; < &, junto con el hecho de que

1 n(1)
1-—<y V<1
m 4
i=1
resulta que
llorlo.npll = O(em + 1)<Lm<||0'| i+ O(m + 1) (3.11)
[0,17111 m m! = /ln = [0,17111 m m . .

Notemos que

1 xn(l) 1
f o(t)dt = f o (t)dt + f o (t)dt,
0 0 X,,(])

donde el primer término de esta suma se puede comparar con las sumas de Riemann que tenemos
arriba, mientras que la segunda estd acotada uniformemente por O(1/m), ya que o alcanza un
maximo en [0, 1].

Caracterizacion de una funcion de peso s' definida en [0, 1]: Observemos primero que para cual-
quier m, existe ng tal que los ceros en [0, 1] de cualquier autofuncién con n > ng satisfacen (3.4),
ademds el limite (3.7) implica que existird algtin m; tal que

1
llorlio. il = O(em + n—1) > 0.

cuando m > m;.
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Teniendo esto en cuenta, definiremos una sucesién de funciones por partes, {sl’m}mz,n,, para

m

luego probar que la misma cumple que st olio.1i1/llolo,nlli en L=([0, 1]) (y por lo tanto en

L'([0, 1])) conforme m — co.

Definimos s'" utilizando L™ y |J;.l(1)| de la siguiente manera:

M) 1 .
| te 'V 1 <i<n()
s = n(1)
Al(‘]n(l))
om re [xn(l)’ 1]'

Estos valores se pueden calcular ya que solo utilizamos el primer autovalor del problema definido
en intervalos conocidos.

Utilizando las cotas (3.9), (3.10) y (3.11) y tomando € J/" tenemos

/lnci
A(llolonll = Otem + 1/m))
Nlelo,nlli = Oem + 1/m)

o)+ éen
"ol = Olem + 1/m)’

Sl’m|Jn<1>(T) <
i

Yy entonces

o(t) < o)+ &y, o(t)

llolo gl llolo, gl — O(em + 1/m) - llolo, 17111
_ emllolionll + O(ey + 1/m)o (1) (3.12)
llorlio, Il Alerlio, il — O(em + 1/m))” '

Sl’m|J?<1)(f) -

De manera anéloga, si utilizamos ahora las cotas inferiores obtenidas en (3.9), (3.10) y (3.11)

obtenemos
A€
Sl’m|ﬂ(l)(l) > nCi
L (ool + Otem + 1/m))
llolio,llt + O(em + 1/m)
ot)—¢en
“llolo,nll + Oem + 1/m)’
y asi

o(t) S o(t) — ey 3 o(1)
llolo.nlh — llolonll + OCem + 1/m) — lolo.nlh

_ ~&ullolo,nlli — o (@)O0(em + 1/m)
Nelo,nllidlololh + Otem + 1/m))’

1,m
s 1) —
@

(3.13)
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Observemos que en ambas desigualdades, (3.12) y (3.13), la parte derecha se encuentra unifor-
memente acotada para todo ¢ € [0, 1] ya que o|jo,17(#) es una funcién acotada. Dichas desigualdades
implican que

o(t
lim Sl’m|J»z(1)(t) _ L
oo ,- llorlo.lh |l
Sea
I AV
llolio,1311

Probamos entonces que st — sben L®([0, 1)) y por lo tanto en L([0, 1]).

Caracterizacion de un peso s/ definido en [0, j]: Podemos repetir todos los argumentos anteriores
en [0, j], obteniendo una sucesion {s*"},,>, tal que

g .. o
lloio, 1111

tanto en L*([0, j]) como en L'([0, JD.
La convergencia a o: Recordemos que las funciones pertenecientes a la sucesion {s/} j>1 estan

definidas en [0, j], por lo que necesitamos extenderlas a la semirrecta, [0, o0). Con este propdsito,
definimos o/ en [0, c0) de la siguiente manera:

si(t) 1[0, ]
=3 fity te(j+1/j]
0 te(j+1/j,00)

donde f/ es una funcién continua no creciente que satisface f/(j) = s/(j), f/(j+1/j) =0,y
j+1/ 1
f f/(Hde < —.
j J

Probemos primero la convergencia en L' ([0, o)). Fijemos & > 0, y mostremos que existe algtin
Jjo tal que || — || Li([0,00)) < 4€ para cualquier j > jo.

Como o € L'([0, »)), entonces existe Jo tal que

© 1
f otdt<e, y -=<eg¢
j J

para cualquier j > jp.
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Asi, para j > 0,
N . "
jwwmyamm:fwiﬂL—a@m+fjij—dmh
0 o ol nlh j

+ f o(t)dt
J*/j

1 —|lolo.; ] 1
—Jugﬂ{[amm+f+%
llolonll— Jo J

<de.

Obtenemos la convergencia en L™ ([0, oo]) utilizando la hipétesis (3.3). Entonces, existe algin
Jjo tal que o (¢) < & para cualquier ¢ > jo, y

j
f ot)ydt>1-¢
0

cuando j > jo. Por lo que si j > jo obtenemos que

0 si0<r<j

. .1
g s1tzj+ 7
utilizando la desigualdad triangular.
. , e
() = o] < |1+ lo 0] < - +&
site(j,j+1/).

De este modo concluye la demostracion. O

Hemos demostrado entonces que es posible recuperar g(x), bajo ciertas hipdtesis para el peso,
a partir del dominio nodal de las autofunciones. Es natural preguntarse si es posible extender
este método cuando la ecuacidén estd definida en toda la recta real. La respuesta es afirmativa y
presentamos una idea en la siguiente seccion.

3.2. Un problema relacionado: ecuacion de Schrodinger estacionaria

Consideremos el problema
—u”" +V(xX)u=Au x€R (3.14)

tal que
u(x) — 0 cuando |x| — +oo (3.15)

en donde V(x) es un potencial continuo en R que cumple:
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HI) V’(x) >0
(H2) V'(x) < 0Ocuando x <0y V’(x) > 0 cuando x > 0
(H3) V(x) — oo cuando |x| — +o0

Teorema 3.5. Dado & > 0, existe n(e) tal que los ceros de u, para n > n(g) permiten construir
una funcion V,,(x) tal que
IV = Valleo < OCe).

Demostracion. Sea X el conjunto que contiene todos los ceros de todas las autofunciones del
problema (3.14)

X = {0t 1gjen  X] < oor <X << () = 0},

Problemas de autovalores auxiliares: Consideremos V/|_1 1], la restriccidn del potencial al inter-
valo [—1, 1]. Continuando con la notacién introducida en el capitulo 3, denotamos como x?(l) al
Jj—Eésimo cero de la n-ésima autofuncion del problema (3.14) que cumpla con que x;f(l) e[-1,1]y
sea {J?(l)};f(zll) la familia de intervalos nodales J;’(l) = [x;’_(ll), xf(l)]. Observemos que J;’(l) c[-1,1].
Del mismo modo, el Lema 3.1 implica que fijando m, un niimero entero, podemos tomar n sufi-
cientemente grande tal que

1
. 1 n(l), 1— n(1>, 4 n) _ Ml 2 3.16
max {| X L, | xn(1)| 2;?;}3((1){'% Xic1 1) m ( )

Introduzcamos ahora una familia de problemas de autovalores auxiliares, considerando en cada

intervalo ]:.1(1) los problemas

—-w’ = Aw
’ 3.17
{ w(x:.l_(ll)) = w(x?(l)) =0. (3.17)
—-u" = (A = V(©O)u,
3.18
{ u(x?_(ll)) = u(x?(l)) =0. (3-18)

Recordemos que el problema (3.17) ha sido estudiado en profundidad y sabemos que el primer
autovalor, que notaremos como A (J?(l)), sera

2
A Dy = T
W (Sis1 — 8i)?

Una estimacion para A,: Por otro lado, como V(x)|(-1,17 es uniformemente continua, dado & exis-
tird 6 y una constante V" tal que si x € Jl.”(l) y IJ;’(l)I < § entonces

VI = Vil<e, (3.19)
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por lo que
Vi—e<V|pm<V+e. (3.20)

Observemos, ademads, que si el intervalo es tal que 0 € J;.’O( 1), entonces debido a la observacion
2.7 podemos considerar VJ'.’O =1 y tenemos que
|V|ﬂ(1) -1ll<e. (3.21)
Jo

Sea i una constante, consideremos ahora la siguiente familia de problemas definidos en los
intervalo nodales, J"

4

{ Vs Vi e (3.22)

(D) = vy = 0.

Ademads, dado que n — V' — & es una constante y los problemas (3.22) y (3.18) se encuentran

definidos en el mismo intervalo con las mismas condiciones de borde tendremos que A = n—V!'-¢&
y debido a (3.20)

n- Vl-n —-e<n- V|J;_z(1). (3.23)

Sabemos que la solucién de la ecuacién que se corresponde con el término izquierdo de la des-

igualdad (3.22), tiene dos ceros ubicados en los bordes del intervalo J?(l)

es tal que A, < A constituye un absurdo (de este modo dicha solucién se anularia en algin punto

, por lo que suponer 4,

dentro del intervalo J:’(l)). Entonces, 4 < A, y
MUY =2-VI—e< -V - & (3.24)
De manera andloga, tenemos que
Ay = Vi< A,
De este modo, obtenemos la siguiente estimacion para A,
A= M)+ VI + OGe). (3.25)

, . . . L g . . 1
Ademéds, si consideramos a jo como el indice que corresponde al intervalo que satisface 0 € J;’(f )
entonces

Ay = Al(J;?O(”) + 1+ 0(e). (3.26)
Como consecuencia de (3.25) y (3.26), tenemos que
Vi = A + 1= M) + 0ce).

Hemos obtenido asi una aproximacion del potencial en cada intervalo J}' y, de este modo, logramos
tener una aproximacion del mismo mediante una funcién constante a trozos en el intervalo [—1, 1].
Del mismo modo obtendremos una aproximacion para el intervalo [—J, j], j € N. Los detalles de
la convergencia son andlogos a los presentados en el Teorema 3.3. O

De este modo podemos concluir que la técnica que hemos desarrollado permite resolver también
problemas en los que la medida de los dominios nodales no tienden necesariamente a cero.
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Problemas nodales inversos para ecuaciones de
Sturm-Liouville en grafos cuanticos estrella

Seal' = (V,E)demodotal V = {v,v,...,vy}, N 22y E = {ey,...,ey} un grafo estrellado
cuyo nodo central es v y e, la arista que conecta a v con v;. Sea [; la longitud de dicha arista.
Las funciones definidas en esta arista se pueden identificar con funciones definidas en el intervalo
[0,/;], donde u(v) = u;(l;). Consideramos un operador de Sturm-Liouville en cada arista e,

—u;'(x) +qj(uj(x) = Au;(x), x€(0,l),1<j<N, 4.1)
junto a condiciones de borde de Dirichlet en los vértices de grado 1,
uj0)=0, 1 <j<N, 4.2)
satisfaciendo una condicion de continuidad en el nodo central, v,
ur(ly) = up(b) = -+ = un(ln), (4.3)

y también una condicién de contorno tipo ¢ en v,

N
Z u;-(lj) = au(v). 4.4)

Jj=1
Omitimos el subindice en u(v) ya que todas las funciones u tienen el mismo valor en v. Asumimos,
ademads, que las funciones g; son continuas en el nodo central y satisfacen las condiciones de

N oy
> fo q;(0dx = 0. 4.5)
=

A su vez, la continuidad de g; implica la existencia de una constante Q tal que |g;(x)| < Q para

normalizacién

cualquierx € e;,y 1 < j < N.

Habiendo contextualizado el problema, estamos en condiociones de presentar y demostrar los
tres resultados principales de este capitulo, pero antes demos lugar a las siguientes observaciones.
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Observacion 4.1. El Teorema 2.3 implica que si consideramos los problemas de autovalores en
un intervalo dado [a, b],

—u) () + qr(Du1(x) = Ay (x), | —uy (x) + q()u2(x) = qua(x),
ui(a) = uy(b) =0, uz(a) = uz(b) =0,

donde ¢>(x) < g1(x), el primer autovalor satisface r7; < A; y la igualdad se da si y solo si g; = ¢».
Para verificar esto, si 4] < 1y entonces r1(x) = A1 — q1(x) < 11 — g2(x) = r2(x) lo cual supone una
contradiccién usando el Teorema 2.3, ya que la autofuncién asociada a 17 no tiene ceros entre a y
b.

Observacion 4.2. Utilizaremos, ademas, el Teorema 2.3 de la siguiente manera: dados u; y ug,
dos autofunciones asociadas a A; < A, entre dos ceros de u; tenemos al menos un cero de uy, ya
que 4; — q;(x) < 4(x) —gj(x)paral < j < N.

4.1. Resultados principales

Antes de comenzar con la exposicidn de nuestro resultados, presentamos el siguiente lema que
serd clave para la demostracién de los mismo:

Lema 4.3. Sea 6 > 0 un pardmetro fijo y Xy el conjunto de ceros de la autofuncion uy asociada
al problema (4.1)-(4.4). Entonces existe ko tal que (a,a + 6) N Xy # O para cualquier intervalo
[a,a + 6] C[0,1;] y cualquier k > k.

Demostracion. Consideremos el problema auxiliar definido en el intervalo [0, /;],
_W” = (T] - Q)W’

donde 7 es un pardmetro real y Q es una constante tal que |g;(x)| < Q para cualquier x € [0,/;],
1 < j < N.w = sen(yn+ Qx) es una solucién que satisface que w(0) = 0. Los ceros de w,
{¥n}1<n<z(m)> €stdn dados por y, = n/ yn + Q, con 1 < n < z(n), por lo que

T n—00
i —yi = — =50
|y Jj+1 y j| \/TH—Q
En particular, dado ¢ > 0, podemos elegir 1; lo suficientemente grande de manera que w tenga al
menos dos ceros en [a, a + 0].

Por otro lado, dado que los autovalores {A},>1 del problema (4.1)-(4.4) tienden a infinito y
Ak — O < A — g(x), podemos tomar ko de manera que A > 17; para cualquier kK > k. El teorema de
comparacién 2.3 implicard que u tiene al menos un cero en [a, a + J], es asi como la prueba esta
completa. O

Observacion 4.4. Notemos que basta tomar a = ;- para asegurar que existe ng tal que cualquier
autofuncion u, con n > ng tendra al menos un cero en (/; — 6, ;).
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A continuacién presentaremos nuestro primer resultado, el mismo nos permite caracterizar el
peso cuando todas las autofunciones no se anulan en el grafo:

Teorema 4.5. Sea I un grafo estrella tal que el soporte de cualquier autofuncion del problema
(4.1)-(4.4) coincide conT. Sea X el conjunto nodal

X=UsiXe,, Xe={® 1 k>1y0<n<zb),

donde Xj es el conjunto de ceros de la k-ésima autofuncion. Sea q € C|0, 1] satisfaciendo la
condicion (4.5). Entonces, q estd univocamente determinada y puede ser recuperado a partir de
X.

Demostracion. Con el fin de caracterizar ¢, definiremos una sucesién de funciones por partes
{gm}m>1 y demostraremos que g,, — g en L™ cuando m — oo.

Observemos que g es una funcién continua y como I" es compacto, g es uniformemente continua
sobre I, es decir, dado &£ > 0, existe 6(g) > 0 tal que

lg(x) =gl <& silx—yl<de).

Por lo tanto, fijemos & > 0, el correspondiente 6 = d(¢) > 0y utilizando el Lema 4.3, elegimos
ko = max j{ko ;j} de manera que la longitud nodal entre cualquier par de ceros consecutivos de una
autofuncién en la misma arista sea menor que ¢ para cada arista en I'. Ademads, la distancia entre
el dltimo cero en cada arista y el centro de la estrella es menor que 6(¢g).

Paso 1, una particion de I': Introducimos la familia de intervalos nodales F = {Jﬁ}]ghgz(k), aqui el
indice z(k) indica el total de dominios nodales en I'. Si notamos como n(j) la cantidad de nodos
que se encuentran en la arista j,
_ N 2(k) 2(k)  z(k) 2(k) z(k)
F = UL {10,570 195, 550 - LG5 6 1)
Para k > ko tenemos que maxhlJﬁ | < 6.

Observemos que obtendremos un grafo estrella residual I = "\ F, la longitud de cada una de
las aristas de este grafo serd menor que 6.

Paso 2, problemas auxiliares: Comencemos por introducir una familia de problemas auxiliares de
autovalores en cada intervalo J’g eF:
{ " (x) = Au(x),

W %) (4.6)

) =ugh =o.

Consideremos también el problema (4.1)-(4.4) aunque ahora definido el grafo residual, en I':

—u"(x) = Alu(x), x eI?,

i z(k) _ .
uj(xn(j)’j) =0, 1< J =< N,
ul(h) = ut(h) = -+ = uM(ly),

ij:l uj’(lj) = au(v).

4.7
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Sea A’f el primer autovalor del problema (4.6) para cada J,’; eF,y 1\1F el primer autovalor del
problema (4.7).

Paso 3, mds problemas auxiliares y relaciones entre autovalores:

Dado que ¢ es una funcién continua en J¥, existen cotas inferiores y superiores en cada intervalo,
digamos
. k ‘ k
qn = min{g(x) : x € J; }, On = max{g(x) : x € J }.
Ademéds, la continuidad uniforme de g y la eleccién de ¢ implica que |Qy, — g1| < €.

Observemos que los primeros autovalores {; y & de los problemas

—u” + qpu = lu, ="'+ Qp = &v 4.8)
u(il ) = utg ) =0. | utq ) =utg =o, |
serdn tales que
Jy<d 4.9)

debido al Teorema de Comparacion 2.3 (ver Observacion 4.1).

Por otro lado, dado que (4.6) y (4.8) son problemas de coeficientes constantes, tenemos que
& —an=A] =& - O (4.10)

Del mismo modo y utilizando el Teorema 2.9, al considerar los problemas en el grafo residual

—u" +qru = Tu, - +Qr =&
(2K N _ : i 20\ _ :
uf(xn(j)’j) =0,1<j<N, vf(xn(j)’j) =0, 1<j<N, @.11)
u'(h) =) = - =uM(ly), | V') =vi(l) = =W(ly),
S (1) = au(). S V) = avy),
donde gr y Qr son cotas inferiorers y superiores de ¢ en I'° respectivamente, tenemos que
4 —qr=A} =& - Or. (4.12)

Paso 4, una estimacion para Ay: Definamos

2(k)
Li = AP+ > AR,
j=1
donde || es la suma de las longitudes de las aristas del grafo I'’. A continuacién probaremos que

L — A4IT] < eI
Al utilizar las igualdades (4.10) y (4.12),
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z(k)
Ly =ATI| + Z ALK
h=1
2(k)
=& - ODIP1+ ) (& - Qlj]
h=1
2(k) z(k)

=&+ >~ M5 = Orl = ) QulJj|
h=1 h=1

> T — T, (4.13)
Ademas,
z(k)
L =AY+ " AT
h=1
2(k)
=] - gD+ > (&} = gl
h=1

z(k) m
S ANEDWAVAEP BV
h=1 h=1

<A + &[T, (4.14)

El primer término en las desigualdades (4.13) y (4.14) sigue de las desigualdades presentadas en
(4.9), y el segundo es consecuencia del teorema del valor medio para integrales,

fj q@)dx = q(x)lJj]

h

junto con la integral en las aristas en I'°. En efecto,

0= d d
fr§q<x>x+2fjqu(x)x

h>1 h

= gD+ > gCa)lJj]

h>1

= gl = Qrlll + " (gCa) — O]

h>1

+0rll1+ > OulJjl

h>1

> — &l + Ol + ) QulJy|

h>1
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pues |g(xr) — Orl| < ey lg(xp) — Onl < &. Ademds,

0= d d
fré‘q(X) x+Zkaq(x) x

h>1 h

= gGD)IC1+ ) Gl

h>1
= gGII| = grll + ) (gCn) — gl
h>1
+qriC+ " aulJf]
h>1

< &l + qrill + > gl

h>1
La justificacion de la desigualdad es andloga a la anterior.
Obtenemos, entonces, utilizando (4.13) y (4.14) que

(A = < Ly < (A4 + 9)ll, (4.15)

tal como se deseaba.

Paso 5, una aproximacion q.: Definamos una funcién g, en I', constante en cada dominio nodal
k 1
Jyyenl”,

%—A}l’, xe]lli,

ge(x) = (4.16)
L r S
ﬁ—/\l, xel”.

Recordemos primero las desigualdades (4.9), (4.10), (4.12), (4.15):
4 —aqn=~A =& - O
4 —qr=AT =& -o0r,

<y <é
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L
h k h
qs(x) = ﬁ - Al

=—=-+h-A
Il :

Sb‘+/lk—1\il
=8+/lk—-f?+Qh
Se+& -+ Oy

<Qp+e.

De manera similar,
h
qe(x) = qn — &,

y recordando que Oy, — g, < &, obtenemos

lg2(x0) = q()] < 2¢
para cualquier x € J,’j .

Finalmente, podemos repetir el argumento para g\ (x) y obtenemos

qr—Sng(x)sQr+s.

Paso 6, una sucesion {q,}m>1 y su convergencia a q: Para cualquier m > 1, elijamos € = 1/m y el
correspondiente d tal que |g(x) — g(y)| < 1/m siempre que |x —y| < ¢, elijamos k() de manera que
las longitudes de los conjuntos nodales de la funcién propia u(,) sean menores que 6, al igual que
las aristas del grafo complementario I'', y definamos g,, como en (4.16).

La convergencia en L™ sigue de la cota uniforme

2
lgm(x) — g(x)| < —
m

para cualquier x € I'. De este modo concluye la demostracion. O

Tal como hemos mencionado en los preliminares, es posible tener autofunciones que se anulen
sobre algunos de los ejes de grafo. Es por esto que a continuacién, probaremos dos resultados
distintos que nos permitirdn caracterizar a g(x) cuando este sea el caso.

Teorema 4.6. Sea I un grafo estrella y {u; }i>1 una subsucesion de autofunciones del proble-
ma (4.1)-(4.4) tal que el soporte de cada u;, coincide con I'. Sea X el conjunto nodal de estas
autofunciones,

X =Up1 Xy, Xi= {xf,(ik) tk>1y0<n<z(ip)l,
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donde Xy es el conjunto de ceros de la ir-ésima autofuncion. Sea q € C|0, 1] satisfaciendo la
condicion (4.5). Entonces, q estd univocamente determinado y puede ser recuperado a partir de
X.

Demostracion. Sigue exactamente las mismas lineas que la prueba anterior, considerando tni-
camente la sucesion de autovalores con autofunciones no nulas, lo que nos permite definir una
sucesion de aproximaciones {gy, }i>1-

O

Otro enfoque posible para la resolucién del problema cuando este es el caso se presenta en el
siguiente teorema, en el que basta agregar como hipoétesis el conocimiento del valor de la integral
de g; sobre el eje correspondiente.

Teorema 4.7. Sea I' un grafo estrella y sea {u}r>1 la sucesion de autofunciones del problema
(4.1)-(4.4). Sea X el conjunto nodal de estas autofunciones,

X = U1 Xk, Xg = {xﬁ(k) 1 k>1y0<n<z(k)l,

donde X, es el conjunto de ceros de la k-ésima autofuncion. Sea g € C[0, 1], y sean ay,..., ay € R
tales que

lj
f q;(x)dx = aj, I1<j<N.
0

Entonces, q estd univocamente determinado y puede ser recuperado a partir de X y {a j}l,y: 1

Demostracion. Fijemos una arista, digamos [0, /1], tenemos por hipétesis que

11
f q1(x)dx = a;.
0

Dado € > 0, existe algiin 6 > 0 tal que |g(x) — g(y)| < € si |x —y| < 6. Al utilizar el Lema 4.3,
elegimos ko ; de manera que la longitud nodal entre cualquier par de ceros consecutivos de una
autofuncion en [0, /1] sea menor que 6. Ademads, la distancia entre el Gltimo cero y /; también es
menor que 0.

Paso 1: Consideramos la familia de intervalos nodales en [0, /;] asociada a la k-é€sima autofuncién,

Fi = {Jh<hen to-

Paso 2, problemas auxiliares: Consideramos la familia de problemas auxiliares de autovalores
(4.6) en cada intervalo J,’i € Fy,ysea Aﬁ’ el primer autovalor en J’,j .

Paso 3, mds problemas auxiliares: EXxisten cotas inferiores y superiores para g en cada intervalo,
digamos
. . k 5 . k
qn = min{g(x) : x € J; }, On = méax{q(x) : x € J, }.
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La continuidad uniforme de ¢ y la eleccidn de 6 implica que |Q; — gn| < €, como antes.

Observemos que siguen siendo vélidas las desigualdades (4.9) y (4.10) en este caso.

Paso 4, una estimacion para Ay: Definimos

z1(k) L
L= )" AR+ AT Ol = 0l + an,
h=1
y afirmamos que |L; — Axl1| < 2&l;. Observa que estamos sumando el autovalor del dltimo dominio
nodal multiplicado por la distancia entre el dltimo cero y el final del intervalo, y aj, la integral de
gen[0,[].
Al utilizar las desigualdades (4.9) y (4.10),

z1(k)
1 (k
L=y N+ APl - xg00] + an
h=1
21(k)

71 (k
= > €= O+ €'Y = 0wl = xy0) + a
h=1
z1(k) . z1(k)
= > A+ E O = xewl = D O = Ozl = xow) +
h=1 h=1
>l —ap — 2l + ay
Z/lkll - 2811.

La segunda expresion sigue del teorema del valor medio para integrales,

f q@)dx = gOa)lJyl,

‘,/1

y notemos que |g(z1(k)) — Q)| < &, y para cualquier x € [lj — x;,(x), /1], tenemos

lg(x) = Ozl < lg(x) = q(z1 ()| + lg(z1(k)) = Oz )l < 2e.

La cota superior sigue de manera similar.

Pasos 5 & 6, una sucesion {qn}m>1 y su convergencia a q: Para cualquier m > 1, elijamos € = 1/m
y el correspondiente 6 tal que |g(x) — g(y)| < 1/m siempre que |x — y| < 6. Elijamos también k(i)
de manera que las longitudes de los conjuntos nodales de la autofuncién u, en la arista [0, /]
sean menores que 0.

Definamos una funcién g, en [0, [{],

o) = 4.17)
Lo A0 xell - xqa0. 0
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Ahora, aplicando los mismos argumentos de la prueba anterior, obtenemos

llgm — gllz=(0.1,7y = O cuando m — oo.

De este modo concluye la demostracién. O

Con esta demostracién concluye el capitulo. Hemos demostrado que podemos caracterizar g(x)
en base al dominio nodal de las autofunciones sobre un grafo estrella I" atin cuando las autofun-
ciones se anulan en alguna de las aristas.



S

Problema nodal inverso en el espectro de Fucik para
Laplacianos de medida geométrica

En este capitulo consideraremos el problema

—Ayu = m(x)(au® — Bu~) x€[0,1]
u(0) = u(l) =0,

en donde —A,, es el operador de Krein-Feller presentado en 2.2.1. Veremos que podemos hallar
una sucesion {m;},>1 que convergerd a m(x) haciendo uso de los dominios nodales de las autofun-
ciones.

Antes de comenzar con el desarrollo del capitulo haremos un resumen sobre cémo hacemos uso
de los dominios nodales en base a lo establecido por el teorema 2.14.

Sean {A7},>1 y {u)'}n>1 las sucesiones de autovalores y correspondientes autofunciones asocia-
das el problema

—Ayu = Am(x)u x€[0,1]
u(0) = u(l) = 0.

= Ceros: la simplicidad de los ceros nos permite definir la restriccion del Laplaciano
—Ayllxexk+ 114, Ya que la construccion de los espacios Du'? puede realizarse especifican-
do el valor de u y u’ en xi, y si se utilizan estos valores para la autofuncion u), se obtiene
que u|[xx, xk+11, la restriccion de u)) a [xx, xx+1], pertenece a Z)(l)i

= Simplicidad: usaremos repetidamente la simplicidad de la primera autofuncién. Utilizare-
mos el siguiente argumento: si tenemos dos ceros consecutivos xi, Xx+; asociados a alguna
autofuncidn u) y un autovalor A, podemos considerar el problema auxiliar

=Dy, ¥ =AM, X € [, Xpp1]
u(xp) = u(xe+1) =0,
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y el primer autovalor del problema es nuevamente AJ, y la tnica autofuncién (a diferencia
de alguna constante multiplicativa) es u}'[[x, x.,,]-

= Comparacion: la propiedad establece que dadas dos funciones continuas m; < my, tenemos
At > 272, El uso tipico de este resultado es demostrar que dado un intervalo [xy, x¢4+1], y €l
problema definido en él

-A

i)
u(xi) = u(xgs1) = 0,

u = Am(x)u, X € [ Xk, Xpa1]

existe una constante tnica 7/ tal que el primer autovalor del problema anterior es el mismo
que el primer autovalor de

-A

Mg 11
u(xg) = u(xpy1) = 0.

u = Amu, X € [ Xk, Xpr1]

Esencialmente, obtenemos un resultado similar al teorema de Bolzano, considerando
¢y = min{m(x) : x € [xg, xk411},

W = min{m(x) : x € [xz, xx411},

utilizando que el autovalor es mayor (respectivamente, menor) si usamos el peso ¢}’ (res-
pectivamente, C}").

= Oscilacion: el principal uso de esta propiedad es la existencia de una cantidad arbitraria-
mente grande de ceros de autofunciones de orden superior en cualquier intervalo de medida
positiva, lo que implica la densidad de los ceros de las autofunciones en el soporte de p.

Dada cualquier sucesion de funciones {u,},>1 € Z)(l)fl, tal que u, tiene n + 1 ceros paran > 1,
definimos el conjunto nodal asociado a esta sucesién como lo hemos hecho en el resto de esta
tesis,

X = U1 Xy, Xp=1{x; tup(x)) =0n>1,0<k <nj.

Lema 5.1. Consideremos el siguiente problema:

=Au(x), = m(x)A,uy, x€[0,1]
u(0) = u(l) =0,

y sea X el conjunto nodal asociado a sus autofunciones. Si denotamos por I}! el k-ésimo dominio
nodal de la n-ésima autofuncion, entonces u(I})) — 0 a medida que n — co.

Demostracion. Supongamos que existe algin € > 0 tal que existe una sucesién de dominios no-

dales {I]’:(n)

como {x,}n>1 C [0, 1], existe una subsucesion convergente {x;,};>1 tal que x,; — x cuando j — oo

bas1 = {(Xn, Yn)In>1 de la solucién asociada al autovalor 4, tal que u(x;,, y,) > €. Luego,

con x € [0, 1]. Del mismo modo, si consideramos {y,,/.}.,-zl podemos encontrar una subsucesion
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{¥n;, tn=1 tal que y,; — y cuando h — oo cony € [0, 1]. Asi, la medida de la subsucesion hallada
de dominios nodales converge a la medida de (x, y),

P(Xnj, s Yn;, ) = p(x,y) cuando h — co

por lo que u([x,y]) = . Por lo tanto, dado que ¢ es una medida no atémica, tenemos x # y, por lo
que podemos hallar 6 > 0 tal que

X=x+06<y=y-6,

y u([X, ¥]) > €/2. Ademds, si tomamos hg suficientemente grande, entonces para cualquier # > hy,
tenemos
Xnj, < %, Ynjy > F-

Ahora consideremos el siguiente problema auxiliar en (X, ¥),

_Ayw(x)n = m(X)YnWn x € [x,]
w(X) = w(y) = 0.

Sabemos que existe una sucesion de autovalores, {y,},>1, ¥n /" +00 y que la n—ésima autofuncién
wy, tiene n + 1 ceros en [, ¥]. Sin embargo, si 7 > hg y 4, i > Yoo Unj, debe tener al menos n — 1
ceros en (¥, ¥), lo cual es una contradiccién que concluye la prueba. O

5.1. Caracterizacion del soporte de la medida

En este seccién nos ocuparemos del andlisis necesario para caracterizar el soporte de la medida
no atémica u.

Teorema 5.2. Consideremos el cono
C = {(a,ﬁ) eER?:a> 0,8>0,510<B< sza}

para constantes positivas s1 y Sy y sea {u,},>1 una sucesion de funciones propias de Fucik del
problema
—Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]
G.D
u(0) =0 = u(D),

asociadas a los autovalores {(a,, Bn)}n=1 € 2N C, con a, — oo conforme n — oo,

Sean {x;?} 1<j<n+1 los puntos nodales de la n-ésima funcion propia. Introduzcamos las medidas
de probabilidad discretas

1
dz, = Oy,
" n+1;x’;
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v llamemos Z,, : R — [0, 1] a la funcion de distribucion acumulativa,

Zy(x) = fx dz,.
0

Entonces, existe una subsucesion de {Z,},>1 que converge puntualmente a una funcion Z : R —
[0, 1], ademds, esta funcion es constante en el complemento de K, siendo K, el suporte de p.

Demostracion. Dado que todas las medidas dZ, estdn concentradas en [0, 1], 1a familia de medidas
de probabilidad {dZ,},>; es acotada, por lo que podemos extraer una subssucesién de medidas
convergentes a alguna medida de probabilidad dZ.

Por el teorema de seleccién de Helly, existe una subsucesion de las funciones de distribucién
acumulativa {Z,, };>1 que converge puntualmente a una funcién real Z.

Ahora, consideremos (a,b) C Kj,. Sabemos que cualquier autofuncion u, es lineal en (a,b) y
por lo tanto tiene a lo sumo un cero en este intervalo. Asi que, la convergencia puntual implica

Zy(a) — Z(a),
Zy(b) —  Z(b).

Entonces,

#{ ceros de u,, entre a'y b} < 1

Zy (b) = Zp(a) = — 0, cuando k — oo

ni + 1 - ni + 1
lo que implica que Z(a) = Z(b), y por lo tanto, Z es constante en (a, b).

La prueba estd completa. m]

Es importante destacar que en el teorema anterior Z también puede ser constante en parte de
K, un ejemplo de esto puede ser visto en [75].

Para recuperar K,,, necesitamos un andlisis local. Con este fin, definimos
Ni(x0,6) = #{{X}1<jen1 N (X0 = 8, X0 + )},
y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sea S, = {{x'}}ls j<n+1lnz1 el conjunto de puntos nodales de las autofunciones
{uy}n>1 del problema (5.1).

L Sixg € K, yn = dist(xo, K,), entonces, para cualquier 6 <1, Ny(xo,6) < 1.
. Si xo € K,,, entonces, para cualquier 6 > 0,

lim N,(xg, 8) = oo.
n—-o0o
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Demostracion.

1. Sea xo € K, n = dist(xo, K,,) y 6 < n. Entonces, uy, restringida a (xo — 6, xo +6) C Kﬁ es una
funcién lineal y tiene, a lo sumo, una raiz.

. Observemos que si xo € K, entonces xo no estd aislado ya que y es una medida no atémica.
Entonces, para cualquier 6 > 0, podemos tomar C = K, N [xo —6/2, xo + /2] y llamaremos
v a la restriccion de u a C. Luego, usando el Teorema 2.14 y el mismo argumento que en el
Lema 5.1, existe una cantidad arbitrariamente grande de ceros dado que podemos tomar el
indice de la autofuncién lo suficientemente grande.

La prueba esta terminada. m]

5.2. Caracterizacion del peso

A coninuacién exponemos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.4. Sea X el espectro de Fucik del problema

—Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]
u(0) =u(l) =0.

Supongamos que m es continua en 0, 1] y consideremos el cono
Cz{(a,ﬁ)eRZ:a>O,[3>O, s1a<ﬁ<s2a}

para constantes positivas s, 3. Sea {u,},>1 una sucesion de autovalores de Fucik asociadas a los
autovalores {(an, Bn)ln=1 € TN C, tal que o, — oo cuando n — co. Supongamos que u,,(0) > 0,
de modo que u, en el primer dominio nodal es positiva. Dado X, el conjunto de ceros asociados a
{uy}n>1, podemos recuperar hasta un miiltiplo de m(x), cm(x) siendo ¢ una constante, en el soporte
de .

Antes de comenzar con la demostracién subrayemos que solo podemos recuperar m en el so-
porte K,,. Esto se debe a la concentracion de ceros, ya que en cualquier intervalo contenido en el
complemento del soporte, K¢, hay a lo sumo un solo cero de cualquier autofuncién. Ademas, cabe
destacar que la constante multiplicativa es lo maximo que podemos esperar en problemas nodales
inversos, ya que no conocemos el valor de los autovalores. Por lo tanto, dado una problema con un
peso m y cualquier autovalor cldsico o de Fucik, tenemos exactamente las mismas autofunciones
si consideramos el peso ¢ - m, la constante ¢ es absorvida por los autovalores, que son aquellos
correspondientes a m dividido por ¢. También es importante notar que nuestra caracterizacion de
m en términos de los dominios nodales es constructiva y proporcionamos un algoritmo que nos
permite recuperar m con precision arbitraria, al igual que los otros problemas que hemos resuelto
en esta tesis.
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Demostracion. Con el fin de caracterizar m, definiremos una susecién de funciones por partes
{m, },>1 y demostraremos que m,, — m conforme n — oo.

Para una mejor exposicion, tal como hemos hecho en el resto de los capitulos, vamos a dividir
la prueba en pasos.

Paso 1, los dominios nodales de los autovalores de Fucik:

Dado que tenemos (a,,8,) € C, si a, — oo, entonces 3, — oo. Ahora, si utilizamos el argu-
mento de comparacién para

—Ayw = Am(x)w

—Ayu = m(x)(au” - Bu”).

Tenemos que si @, > Ay S8, > A, entonces entre dos ceros de w tendremos al menos un cero de u.

En particular, obtenemos que las medidas de los dominios nodales de los autovalores de Fucik
tienden a cero si ambos pardmetros crecen, como en el Lema 5.1.

Paso 2, una particion de [0, 1]: Para cada p € N, definamos una familia de intervalos {Ji.7 J1<j<p de
longitud 1/p,

Abhora, para cada p, elegimos n(p) lo suficientemente grande de modo tal que la autofuncion uy,)
tenga al menos tres ceros en cada intervalo J‘;’ que cumple con que ,u(Jj.7 ) > 0. Este hecho es
consecuencia del Lema 5.1 y del Paso 1. Ya que, si ,u(Jj7 ) > 0 observemos que podemos encontrar
una funcién propia de Fulik, uy(p), con al menos tres ceros en Jj.’ , y dado que el nimero de
intervalos es finito, es suficiente tomar

n(p) = max{n;(p) : 0 < j < p}.

Paso 3, problemas de coeficientes constantes: Recordemos que conocemos todos los puntos no-
dales de uy,(,) y que la funcion propia es positiva en el primer intervalo nodal. Dado que hay al
menos tres ceros en cada intervalo Jj.’ que cumple con ,u(Jf ) > 0, podemos elegir dos puntos no-
dales consecutivos de la autofuncion u,,) de modo tal que u,,) > 0 en el intervalo definido por
los mismos.

Con el fin de poder utilizar este hecho en la demostracién, notaremos al dominio nodal anterior-

[P+ _ [xn{p), 1P
J k]

mente mencionado como o]
J

lcJ 5.’ e introducimos una familia de problemas
auxiliares de autovalores

{ AW = Aw er;.’(p)+ 52)
n(p)y _ np)y _ :
w(xkj ) = w(xkj+1) =0.
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Llamaremos A (I;.’(p )+) al primer autovalor del problema (5.2), y consideraremos que A (I;.’(p )+) =

0si ,u(J‘]’.’ ) = 0. Cabe destacar que A (I;.l(p )+) se puede calcular numéricamente, ya que proviene de
un problema con coeficientes constantes.

Paso 4, una estimacion para «,: Introducimos el valor

p
Gu = ) M ). (5.3)
j=1
Mostraremos que G, /a, — 1 cuando n — +oo. Paraello, en cada I';(p * consideramos el problema
—Au(x)F = apm(X)u;; xXe 17(”)+ 54
() = () = 0. '
Difnimos también
AP = min m(x), C"P" = mix m(x).
/ xe"P J xe"P
J J
y consideramos estos otros dos problemas auxiliares:
_ _ n+ n(p)+
{ e vel 55)
v(xj )= v(xj+1) =0,
Y )+
- = O n(p
{ AZ(I;JEX) Kc;ép)u X € Ij (5.:6)
v(xj )= v(xj+1) =0.

El resultado de comparacién del Teorema 2.14 aplicado a los problemas (5.4), (5.6) y (5.5),
implica que
Kl S a’n S 719
ya que c’}* <m(x) < C?*.

Notemos que existird una constante m’; c;f+ < m? < C;’*, tal que el primer autovalor, A;, del

siguiente problema

—Ayu = A,m'tu
J 5.7

u(xj) = u(xjr1) =0
es tal que 4 = a,.
Dado que el problema (5.7) tiene coeficientes constantes, se puede pensar como el problema (5.2),

por lo que tenemos las siguientes igualdades:

AM?M:M%:%M. (5.8)

Por otro lado, se cumplen las siguientes desigualdades:

p p p
D I < ) mip()) < 3 Cu)),
j=1 j=1

=1
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y teniendo en cuenta (5.3) y (5.8) tenemos que

G = ay Y miu(J),
J

lo cual implica que

@ ) I < Gu < @y Y CF ()
J J

Por otro lado, dado que una funcién continua en un conjunto compacto es uniformemente con-
tinua. Tenemos que para cualquier € > 0, existe 6(¢) tal que

Im(x) —m(y)| < &

cuando |x — y| < d(¢). Fijamos & y tomamos p € N tal que 1/p < 6(¢). Observemos, ademds, que
dado cualquier x € [0, 1] N K, existird un j tal que x € Jﬁ.’ .

Tomamos n(p) lo suficientemente grande, como se ha indicado en el paso 2, y consideramos

Ay (I;.l(p )+), que se puede calcular resolviendo los problemas con coeficientes constantes (5.2). Da-

+
do que tanto c’}* como C;“ son valores alcanzados en I;.’(p * J;’ , tenemos que C;.’ - c;? <ey

como c?* < mlpep+ < C?* es sencillo concluir de manera similar que en los capitulos anteriores,
j

1
‘j(; m(x)du — Z cTy(Jf) <e,

que

J

1
|j; m(x)du — Z C;-’J“,u(J]F.') <e.
J

. . 1 :
Si asumimos que fo m(x)du = 1 entonces obtenemos que a,/G, = 1 + O(¢e). Es importante
destacar en este momento que es aqui cuando aperece la constante multiplicativa en la que puede
_ 1 . .
diferir nuestro resultado y que conocer el valor de fo m(x)du es suficiente para relacionar @, con
G

Paso 5, una sucesion {mp},>1 y convergencia puntual m, — m: Recordemos que G, se puede

calcular explicitamente a partir de la ecuacién (5.3), por lo que podemos definir una funcién m,(x)
para x € Jf como

n(p)+

A

: p p
p(x) = e sixe Jj y,u(Jj) # 0,

Six€ Jj.’ y,u(Jf) =0.
tomando n(p) de manera adecuada como en la seccién anterior.

A partir de la ecuacidn (5.8) tenemos trivialmente que

a/,,c;?Jr < AI(I;.l(p)Jr) < a/nC?Jr,
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por lo que obtenemos que, para x € J;’ ,

An p+t Xn
_Cj <mp(x) < G_nCJ ,

Gy

es decir,
CT(I - 0(g)) < my(x) < CT(I + 0(¢e)).

Por lo tanto, las diferencias entre m, y los valores maximo y minimo de m estdn acotadas por un
término O(¢), y obtenemos una cota uniforme en Jj.7 siu(J 7 ) # 0,

limp — mlle < Ce,

siendo C como el valor maximo de m en [0, 1].

Queda demostrada la convergencia en K,. O
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Redes neuronales

Las redes neuronales son funciones matematicas inspiradas vagamente en la arquitectura neu-
ronal del cerebro humano. Estas se presentan como concatenacién y combinacién de funciones
lineales y no lineales, permitiendo aproximar funciones de los datos proporcionados. Las funcio-
nes lineales aplican pesos y sesgos a las entradas, mientras que las funciones de activacién no
lineales introducen la capacidad de capturar patrones mds complejos. La estructura de una red
neuronal incluye una capa de entrada, una o varias capas ocultas, y una capa de salida. El entrena-
miento de estas redes ajusta pesos y sesgos para minimizar el error en las predicciones, utilizando
algoritmos como el descenso por gradiente.

En 1989, Hornik prueba en [45] que una red neuronal feedforward con al menos una capa oculta
y funciones de activacién no lineales puede aproximar cualquier funcién continua. Por otro lado,
el mismo afio Cybenko, [19], demuestra que basta una sola capa oculta (con muchas neuronas)
y una funcién de activacién sigmoidal para aproximar cualquier funcién continua en un intervalo
cerrado, también con precision arbitraria. Ambas demostraciones se complementan para establecer
el Teorema de aproximacion universal, que establece que una red neuronal feedforward con al
menos una capa oculta y una funcién de activacién no lineal puede aproximar cualquier funcién
continua definida en un espacio compacto con precision arbitraria, siempre que se le proporcione
un nimero suficiente de neuronas en la capa oculta.

La red feedforward, o prealimentada, fue la primera forma de red neuronal artificial ideada. En
esta red la informacién se mueve en una tinica direccion, hacia adelante. De los nodos de entrada,
a través de las capas ocultas, hacia los nodos de salida, y no hay ningtn ciclo o bucle.



52 Redes neuronales

Entrada Capa Oculta 1 Capa Oculta 2 Salida

Figura 6.1: Modelo computacional de una red feedforward con dos capas ocultas, en donde cada
capa tiene cinco neuronas.

Repasando las demostraciones presentadas en los capitulos anteriores, observemos que la idea
sobre la que se funda la construccidn de las sucesiones que aproximan al peso (o al potencial, segtin
corresponda) es la siguiente: el n-ésimo elemento de la sucesion se obtiene a partir del conjunto de
dominios nodales de la n-ésima autofuncién; sobre cada uno de estos intervalos definidos por dos
ceros consecutivos de la autofuncién se da una aproximacién constante del peso: se obtiene asi una
sucesion de funciones con cantidad finita de escalones, un escalén por cada dominio nodal, que
converge al peso. En esta construccion se involucran funciones y operaciones continuas, lo cual
nos hace pensar que es posible que una red neuronal comprenda cémo obtener una aproximacién
del peso dado el conjunto nodal de la n—ésima autofuncién, y qué tan buena sea esta aproximacion
dependera de la eleccién de n.

Con esta idea en mente, realizamos unos experimentos computacionales entrenando una red
neuronal.

6.1. Experimentos

6.1.1. Arquitectura de la red

La biblioteca que utilizamos para crear y entrenar nuestra red neuronal fue tensorflow, y usamos
la API tensorflow.keras. Cada input serd una lista con diez elementos, x = (x1,x2, ..., an)T, cada
uno se corresponderd con la longitud de los dominios nodales de la décima autofuncién. Nuestra
red cuenta con dos capas, hay tantas neuronas en cada capa como cantidad de dominios nodales
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(en nuestro experimento son N = 10). La primera capa de la red tiene asociada una matriz de
pesos W, € R¥*N y un vector b; € RY denominado bias, si llamamos a! a la salida de la primera
capa, entonces

a' = ReLu(W,x + by)

en donde se utiliza la funcién no lineal de activacién ReLu. La misma se aplica a cada elemento
de nuestra lista de la siguiente manera: ReLu(x) = max{0, x}.

La segunda capa también tiene asociada una matriz de pesos, llamémosla W, € RV*N y su
vector de bias b, por dltimo utilizamos la funcién de activacién Lineal, Lineal(x) = x, por lo que
obtenemos

az = Wha| + by

como output de la red. Para finalizar, definimos la pérdida como el error cuadritico medio (mse)
y calculamos ademds el error medio absoluto (mae). El optimizador que utilizamos fue el Adam
(Adaptative moment estimation).

6.1.2. Conjunto de entrenamiento

El conjunto de entrenamiento puede ser obtenido de datos reales, resolviendo problemas de
autovalores y proporcionando los ceros de la décima autofuncién para un conjunto de pesos dado,
o generado de manera sintética. Esta dltima opcién permite generar de manera sencilla un gran
volumen de datos y fue por la que optamos.

Como hemos mencionado anteriormente si consideramos la ecuacion

{ —u” (x) = Adoou(x) X € [a, b] ©6.1)

u(a) =ub) =0

siendo 09 una funcién constante en el intervalo [a, b], tenemos las siguientes férmulas exactas
para los autovalores y sus correspondientes autofunciones:

/l 7T2n2 sen mnx
=—, Uy = e B
" oo(b - a)? " \oo(b — a)

Comenzamos generando N longitudes de tamafio 1/N mds un desvio aleatorio
uniforme(0,1)/2N, que jugardn el rol de longitudes nodales de la N—ésima autofuncion.
Observemos que a partir de estas longitudes tenemos N + 1 nodos, llamémoslos {x?’ }7:0.
Considerando los problemas auxiliares

{ —u"'(x) = Ao ju(x) X € [xllv,xN ] 62)

j+1
u(xj.v) =u(xN )=0 !

j+1
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sabemos que el primer autovalor de cada uno de ellos serda

Az (6.3)

Por otro lado, si tomamos

—u”’(x) = Adox)u(x) X € [xév, x

%+1]
u(a) =ulb) =0 ©4)

siendo o(x) una funcién partida por intervalos nodales, o(x) = Z?’: 00 jllxzy Y 1)(x), sabemos que
7T

Ay =] (6.5)
j=0,...,N. Ademas, gracias a la normalizacién de o(x) tenemos una ecuacién extra,
N 2
Ay =y w (o, =) (6.6)
j=0

Tomando en cuenta las ecuaciones (6.5) y (6.6), y utilizando (6.3), es posible calcular el peso
contante respectivo a cada intervalo, o-; y por lo tanto obtener o (x).

Para entrenar nuestra red, consideramos 500 muestras tomando N = 10.

6.1.3. Descripcion del programa

Comenzamos por importar las bibliotecas necesarias para poder hacer operaciones matemati-
cas, manejar datos y poder visualizarlos, ademds de las necesarias para la construccién de la red
neuronal (tensorflow y tensorflow.keras).
import math
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random
import tensorflow as tf

from tensorflow.keras.models import Sequential
from tensorflow.keras.layers import Dense, Dropout

Definimos la constante 7 y el tamaiio de la variable que recibird la red neuronal, en este caso la
cantidad de dominios nodales.

N=10
pi=math.pi

A continuacién generamos nuestra base de datos. La misma contiene 5000 conjuntos de datos,
cada conjunto consta de N valores generados aleatoriamente que representan la longitud de los
dominios nodales, junto con sus respectivos pesos calculados, que serdn N constantes (una para
cada intervalo nodal, recordemos que el peso serd, en este caso, una funcién escalonada).
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base = []

3 for i in range (5000):

dominios_nodales=[]

longitud=0

for i in range(N):
x=1/N+random.random() /(2*N)
dominios_nodales.append(x)
longitud+=x

dominios_nodales= sorted(dominios_nodales)

lambdaa=0

for i in range(N):
lambdaa+=pi**2/dominios_nodales[i]

peso=[]

for i in range(N):
peso.append(pi**2/(dominios_nodales[i]**2*1ambdaa))

integra=0

for i in range(N):
integra+=(peso[i]*dominios_nodales[i])

[dominios_nodales, peso]

20

1C

par =
base =

base + [par]

Separamos ahora nuestro conjunto en dos partes, el 80 % formaréd parte de nuestro conjunto de

entrenamiento y el 20 % restante serd para testear los resultados.

dataSet

base

percentTrain = 0.8

fromTo =

test_set

int (percentTrain * len(dataSet))

= dataSet[fromTo:]

training_set = dataSet[:fromTo]

training_set = dataSet[:int(percentTrain * len(dataSet))]

test_set

= dataSet[int(percentTrain * len(dataSet)):]

Almacenamos los datos de entrada (longitudes nodales) y los de salida (constantes de nuestra

funcién escalonada) en listas distintas en cada uno de estos dos nuevos conjuntos,

X_train
Y_train

[]
[1

3 for i in range(len(training_set)):
X_train.append(training_set[i][0])
Y_train.append(training_set[i][1])

X_train,

X_test =
Y_test =
for i in

Y_train = np.array(X_train), np.array(Y_train)

[]
[]
range(len(test_set)):

X_test.append(test_set[i][0])
Y_test.append(test_set[i][1])
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X_test, Y_test = np.array(X_test), np.array(Y_test)

Utilizamos TensorFlow y Keras para construir un modelo de red neuronal secuencial, afiadimos
dos capas densas con funciones de activacion relu y lineal, compilamos el modelo definiendo la
funcién de pérdida, la métrica y el optimizador:

model = Sequential ()
model .add (Dense (10, input_shape=(10,)))

3 model.add(Dense(10, activation=’relu’))

W

®)

model .add(Dense (10, activation=’linear’))
model .compile(loss="mse’, metrics=[’mean_absolute_error’], optimizer=’adam’)

Entrenamos el modelo.

history = model.fit(X_train, Y_train,
batch_size=96, epochs=1250,
verbose=1, validation_data=(X_test, Y_test))

Realizamos los graficos que nos permiten visualizar el progreso del error absoluto medio y la
funcién de pérdida conforme se entrena a la red.

fig = plt.figure(figsize=(10, 8))

# Plotting Mean Absolute Error

plt.subplot(2, 1, 1)

plt.plotChistory.history[’mean_absolute_error’], label=’Train MAE’)
plt.plotChistory.history[’val_mean_absolute_error’], label="Test MAE’)
plt.title(’Model Mean Absolute Error’)

plt.ylabel (’Mean Absolute Error’)

plt.xlabel (’Epoch’)

plt.legend(loc="upper right’)

# Plotting Loss

3 plt.subplot(2, 1, 2)

plt.plotChistory.history[’loss’], label=’'Train Loss’)
plt.plotChistory.history[’val_loss’], label=’Test Loss’)
plt.title(’Model Loss’)

plt.ylabel(’Loss’)

plt.xlabel (’Epoch’)

plt.legend(loc="upper right’)

plt.tight_layout()
plt.show()

Por ultimo, evaluamos la prediccién del modelo en un caso conocido, consideramos diez nodos
equidistribuidos en el intervalo [0, 1], sabemos que en ese caso el potencial g = 1, y calculamos el
error medio absoluto:

d=[0.1]*10
salida = model.predict(np.array([d]))

3 salida_lista=salida.tolist()
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error_ma=0

5 for j in range(len(salida_lista)):
error_ma+=(abs(salida_lista[®][j]-1))/10

error_ma

6.2. Resultados

Presentamos a continuacién graficos que muestran la evolucién del rendimiento de nuestro mo-
delo durante el proceso de entrenamiento, tanto para el conjunto de entrenamiento como para el
de validacién. El primer grafico expone la evolucién del error medio absoluto (MAE) a lo largo
de los epochs, mientras que el segundo gréifico representa la evolucion de la funcioén de pérdida
(loss).

Model Mean Absolute Error

—— Train MAE
0.7 Validation MAE
0.6 7 AN A —
5 0.02075 A
I 0.5
@ 0.02050 -
E
S 044 T T T
§ 1200 1220 1240
= 034
o
[F]
= 0.2
0.1 1 |
e ———
0'0 L T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Epoch

Figura 6.2: Evolucion del error absoluto medio sobre el conjunto de entrenamiento y de validacién
a lo largo de 1250 epochs.

Comencemos notando que los graficos muestran que ambos indicadores, para ambos conjuntos
de datos, siguen trayectorias casi idénticas. Ademads, en los dos podemos observar un decrecimien-
to pronunciado en las primeras 10 épocas de entrenamiento. En este periodo, el comportamiento
de la funcién de pérdida indica una mejora sustancial en la capacidad del modelo para reducir
el error. De manera similar, el grafico del MAE muestra una reduccién veloz en el error medio
absoluto, lo cual indica que la precision del modelo mejora rapidamente.

A pesar de este rapido decrecimiento, ambas funciones, en ambos conjuntos de datos, alcanzan
el plateau a partir de la época 1000 de entrenamiento: Podemos observar que la pérdida logra
estabilizarse aproximadamente en 7x10~#, mientras que el error absoluto medio se estabiliza en
torno al 2 %.

En la bisqueda de mejorar el error absoluto medio, implementamos otras versiones con mas
neuronas, 20 o 40, afiadiendo dos capas intermedias de 20 neuronas cada una, aunque no observa-
mos resultados distintos. Esto resulta una motivacién para continuar trabajando en este problema,



58 Redes neuronales

Model loss
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Figura 6.3: Evolucién de la funcién de pérdida sobre el conjunto de entrenamiento y de validacién
a lo largo de 1250 epochs.

una de las posibles soluciones es proporcionarle a nuestra red una base de datos mas compleja que
la que le hemos proporcionado, y nos encontramos trabajando en ello.
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Conclusiones

En esta tesis hemos dado solucién a cuatro problemas inversos asociados a un operador de
Sturm Liouville, esencialmente consideramos la ecuacién

—u” + g(x)u = Aoc(x)u (7.1

definida en distintos dominios con sus respectivas condiciones de borde e hipdtesis adecuadas
para o(x) y g(x), y logramos probar que es posible caracterizar el peso (o el potencial segtin
corresponda) a partir del conjunto nodal del problema, al que hemos llamado X. A diferencia de
trabajos previos, no utilizamos informacién a priori sobre el comportamiento asintético de los
autovalores. Como contrapartida, necesitamos el conjunto completo de nodos de una subsucesién

de autofunciones en lugar de un subconjunto de pares de nodos consecutivos {(x’;k, x’;.k +1}k=1, con
k
Jk
embargo, es importante recalcar que en estos trabajos no sélo se necesita el par de nodos, sino su

x" — x cuando k — oo para obtener el coeficiente en x, como se requiere en otros trabajos. Sin

indice, porque la férmula asintotica requiere de este valor (ver ecuacién (1.2)).

En el capitulo 3 probamos que si consideramos la ecuacién (7.1) siendo g(x) = 0 y o un peso
positivo o € L'[0, c0) que cumple fooo to(t)dt < oo, entonces este dltimo puede ser caracterizado
en funcién de la informacién nodal de las autofunciones del problema (3.1)-(3.2). Es fundamental
notar que el dnico trabajo que se ha presentado hasta el momento en el que resuelven el problema
inverso para este tipo de ecuaciones en intervalos no acotados es [74], aunque en €l se utiliza el
primer término del desarrollo asintético de los autovalores y se asume que intf)n fryt?o(t)dt < .
Para nuestra prueba no es necesario contar con esa informacion, lo cual supone un avance en la
tematica.

Obtuvimos un algoritmo para la construccién de un sucesién {o/} j=1 que converge a o en L'[0, ).
Ademads, también demostramos que basta con afiadir que o(f) — 0 cuando r — oo para tener
convergencia a o en L*[0, co0). Nuestra prueba no es suficiente para obtener la convergencia en
L™[0, o0) sin afiadir esta hipotesis dado que podemos considerar, por ejemplo, una funciéon o que
satisfaga las hipétesis principales tal que o-(n) = 1 para todo n € N. De todos modos, o/ — o
cuando j — oo en L[0, co) sobre conjuntos compactos de la semirrecta.
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En la seccién 3.2 de dicho capitulo hemos dado un esquema sobre cdmo es posible extender esta
idea en el caso en el que la ecuacion (7.1) se encuentre definida en toda la recta, considerando
o(x) = 1y qg(x) = V(x) un potencial que cumple con las hipdtesis que el enfoque fisico precisa.
Aunque en este problema no sea cierto que |x",, — x"{| = 0 cuando n — oo, siendo X", ., x" dos

Jj+1 Jj J+1 7
ceros consecutivos de la n—ésima autofuncién de la ecuacién (3.14)-(3.15), nuevamente podemos
obtener una aproximacion del potencial V(x) con precision arbitaria.

En el capitulo 4 demostramos que si ahora definimos la ecuacién (7.1) en un grafo cudntico,
I' = (V, E) y consideramos o = 1, entonces la funcidn potencial g puede caracterizarse utilizando
los puntos nodales de las autofunciones. Nuevamente, obtuvimos una prueba constructiva que
proporciona una aproximacién de g a partir de funciones constantes a trozos.

Si bien dentro de los ejes podemos aproximar el peso via un problema de coeficientes cons-
tantes, y obtenemos de esta manera una aproximacién de A, el autovalor del grafo residual
Y =T\ thlJfl es una raiz de una ecuacién trascendente y no la conocemos explicitamente.
Sin embargo, la prueba del teorema 4.7 nos permite evitar su cdlculo. Repitiendo el argumento en
cada arista y utilizando que la suma de todas las longitudes nodales da |I'|, con un error de orden
O(¢e), podemos descartar la tltima parte de cada arista y utilizar el valor fr g(x)dx.

De hecho, este argumento puede aplicarse a grafos en general, no solo a grafos estrella, mediante
la diseccion de las aristas en dominios nodales mds, a lo sumo, dos segmentos cortos en cada
extremo, como en la prueba del teorema 4.6.

Ademds, combinando las técnicas de este capitulo y las expuestas en el capitulo 3, es posible
resolver el problema inverso para la ecuacién en cuestion definida en un grafo con aristas de
longitud infinita.

Finalmente en el capitulo 5 consideramos el problema nodal inverso para un problema de auto-
valores de Fucik con peso m(x) para un Laplaciano fractal,

—Ayu = m(x)(au* — Bu”) x€[0,1]
u(0) = u(1) = 0.

Probamos que es posible caracterizar el soporte de la medida u utilizando andlisis local y que
podemos recuperar dicho peso en el soporte de u utilizando el conjunto de ceros de las autofun-
ciones que se encuentran asociadas a pares de autovalores de Fucik. Resulta relevante que estos
autovalores pertenezcan a un cono contenido en el primer cuadrante. Obtenemos una sucesién
{mp},>1 que converge puntualmente a m en norma infinito en el soporte de u.

En el Apéndice presentamos la demostracion de la existencia de estos autovalores de Fucik pa-
ra el problema que consideramos. El estudio de este problema nodal inverso puede extenderse a
ecuaciones que consideren ponderaciones distintas en las partes positivas y negativas de las solu-
ciones, pesos que cambien de signo o bien teniendo en cuenta distintas condiciones de contorno.
Sin embargo, para llevar a cabo estas ideas es necesario probar la existencia de autovalores de
Fucik en dichos casos, que podria hacerse con las ideas de la demostracién anterior.
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Por dltimo, mostramos en el capitulo 6 una primera aproximacién a la resolucién del problema
utilizando redes neuronales. Debido a que s6lo debe aprender las relaciones entre las constantes
que aproximan al peso en cada dominio nodal y deducir la relacidn con los autovalores, y que este
hecho no requiere conocimientos a priori tales como la férmula asintética de los ceros o de los
autovalores, pensamos que una red deberia ser capaz de detectar la relacion entre las constantes y
las longitudes de los dominios nodales. Los primeros resultados obtenidos, implementando una red
neuronal feedforward con dos capas van en consonancia con esta suposicion. Para esto utilizamos
un conjunto de entrenamiento de nodos y constantes en cada dominio nodal, generando los nodos
de maneara aleatoria y eligiendo la constante para que el primer autovalor en cada dominio nodal
sea siempre el mismo. Se utiliz6 como funcién de pérdida el error cuadratico medio. Una versién
alternativa, con un enfoque no supervisado, implicaria que la red resuelva la ecuacién en cada
intervalo y encuentre el coeficiente para que el autovalor sea el mismo en todos los dominios
nodales, en la filosofia de las redes PINN (Physical Informed Neural Networks).

Haber podido resolver estos problemas nos permiten plantear una serie de problemas futuros que
podrian resolverse. Por ejemplo, contamos con herramientas suficientes para resolver el problema
inverso asociado ala ecuacién diferencial asociada al p—Laplaciano,

. (|u’|!’—2u’)’ = A5 (0)ulP2u

definida en algin intervalo abierto Q con condiciones de borde de Dirichlet. También resulta
posible resolver el problema inverso para la ecuacién de Fucik si en lugar de considerar como
operador a A, considerdsemos a Aﬁ . Ademas, dado que ya hemos trabajado con espacios en los que
no se conocen el nimero de ceros de las autofunciones, como en el grafo, se podrian contemplar
problemas definidos en espacios que afronten una condicién similar.

Por otro lado, podria ser interesante dar una respuesta a este tipo de problemas mediante la
teoria del muestreo, dado que pensamos que hay una relacién intrinseca entre las resoluciones
que utilizan informacién nodal, y el Teorema de Nyquist-Shannon, que establece que se puede
descubrir una sefial a partir de 2N puntos si la frecuencia méxima que interviene en su desarrollo es
N. Una demostracion alternativa de los resultados de esta tesis se podria obtener para coeficientes
que sean combinacién de los primeros N senos, N cosenos, y la funcién constante, utilizando
los ceros de la autofuncién 2N + 1, ya que se tendria un sistema de 2N + 1 ecuaciones y la
misma cantidad de incégnitas, mds una ecuacién para el autovalor que no se conoce, uno de los
coeficientes se puede deducir por la normalizacion del coeficiente.



A

El espectro de Fuéik para Laplacianos de medida
geométrica

En este apéndice, introduciremos el espectro de Fucik para Laplacianos medida-geométrica,
también conocidos como Laplacianos fractales, A, en una dimension y asociados al problema

{ —Agu(x) = m(x)(au* — pu”) xel0,1] A

u(0) = u(1) = 0

donde i es una medida de Borel, no atémica, de probabilidad, soportada en algtin conjunto cerrado
K, c [0, 1],y u*, u™ son las partes positivas y negativas de u,

ut(x) = max{u(x), 0}, u (x) = max{—u(x), 0}.

Los operadores de Krein-Feller tienen una larga historia que comienza con el trabajo de Feller
[30], quien considera operadores de difusion abstractos, y los estudios de Krein sobre problemas
inversos para cadenas de Stieltjes [46, 52], profundamente conectados con el problema de los mo-
mentos, ver [83]. Dada una medida de probabilidad de Borel i soportada en un conjunto compacto
K, c [0, 1], estamos interesados en soluciones al problema

—u" = pf(x,u),

que debe entenderse en el sentido distribucional. Hay diferentes enfoques para introducir una
clase apropiada de funciones donde el problema tenga sentido, ver por ejemplo [47, 87, 89],
principalmente para fractales auto-similares. Revisaremos en la seccién 2 el enfoque unidimen-
sional en términos de primitivas con respecto a la medida u, siguiendo principalmente el tra-
bajo de Bird, Deng, Freiberg, Lobus, Ngai, Teplayev, Zihle y otros autores, ver por ejemplo
[11, 16, 22, 33, 34, 35, 36, 77, 75, 93].

Por otra parte, el problema de valores propios de Fucik se remonta a los afios *70, cuando Fucik
[38] y Dancer [20] lo introdujeron de forma independiente. Escencialmente, para un operador
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eliptico lineal £(u), en un conjunto abierto dado Q C R”, el espectro de Fucik es el conjunto de
pares de nimeros reales positivos (a, ) tales que existe una solucién no trivial del problema

~L(u) = au” (x) — Bu” (x) xXeQ,

con condiciones de contorno apropiadas.
El espectro de Fucik para problemas unidemensionales con peso del tipo

—u" (x) = m(x)(au™ — pu”) x€[0,1]
u0)=u(l)=0

en donde m es una funcién continua ha sido estudiado en varios trabajos, ver por ejemplo [1, 3, 18].
La teoria se ha extendido a diferentes operadores, como ecuaciones del tipo del p-Laplaciano
[17, 24, 31, 81], operadores fraccionarios [5, 58], y operadores discretos [67].

El estudio del espectro de Fucik fue motivado por la existencia de soluciones y las condiciones
de resonancia para el problema clédsico asociado al laplaciano,

—Au = f(u)
con un salto de no linealidad, esto es, siendo f asintéticamente lineal tal que satisface

lim O at, lim 1o _

s—o+o0 § s——00 §

T

siendo A~ < A*.

La existencia de sistemas fisicos asimétricos y no lineales son otra motivacién para el estudio de
este problema, como el que representa diferentes fuerzas en modelos unidimensionales de puentes
que se hallan suspendidos, en donde fuerzas diferentes afectan el piso segtin los cables tensores se
encuentren tensos o flojos, ver [12, 24, 56, 57].

Probaremos en este apéndice, con el fin de poder utilizar los resultados descriptos en el estu-
dio del estudio inverso presentado en el capitulo 5, la existencia de infinitas curvas continuas en
el espectro del problema A.l. Para la obtencién de este resultado, y los demds presentados en
este apéndice, utilizaremos técnicas variacionales que veremos en la seccion A.2.También dare-
mos una caracterizacion diferente del espectro para operadores de Krein-Feller unidimensionales
mostrando que todos los autovalores clasicos pertenecen al espectro de Fucik.

A.1. Notacion

A continuacién, introduciremos brevemente las notaciones y definiciones de los funcionales
involucrados, el nicleo de Krasnoselski, sucesiones de Palais-Smale y la teoria de Ljusternik-
Schnirelman.
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Definimos los funcionales /,,, I;, E =&u,u), G, € CI(Z)(I)’z, R):

1
£ — 012 — -
() = fo wE)Pdy, L=+

1
E(u) := f I/ |>dx.
0

1 1
G,,(u):%[ fo m(x)|u* Pdu + j; tm(x)lu_lzd,u].

Sus derivadas de Frechet aplicadas a cualquier v € Z)(l)’i estan dadas por
1
/) =2 [ ovdaco
0

1
(E'(u),v) = 2f u (x)V (x)dx,
0

1

1
(GL(u),v)z f m(x)ut (x)v(x)du + t f m(x)u” (x)v(x)du.
0 0

Presentamos las variedades suaves

1
S = {u € Z)(l)’i : f m(x)uzdy = 1},
i 0

M = {u € Dy Gulw) = 1},

y también el espacio tangente en el punto u € §,
1
T.(S) = {v € Z)(l)’i : f m(x)uvdu = o}.
’ 0

Los problemas de regularidad de los funcionales y sus conjuntos de nivel pueden demostrarse
como en el contexto cldsico, ver por ejemplo [2, 90]. Para detalles en el contexto fractal, sugerimos
consultar [29].

A.2. Herramientas de analisis no lineal

Sea X un espacio de Banach real de dimensién infinita y una funcién impar g € C' (X, R) tal que
los conjuntos de nivel
M,={ueX:gu=c}

son acotados en X y cualquier rayo que pasa por el origen interseca M. Introduzcamos la familia
¥ de subconjuntos cerrados, simétricos y no vacios A € M., y recordemos varias definiciones y
resultados ttiles, consulte [80].
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Definicion A.1. Definimos el niicleo de Krasnoselki para cualquier A € ¥, y lo denotamos por

Y(A),
Y(A) € inf {d € N : existe h € C(A,R\[0)), h es impar},

donde @(A) = oo si no hay ningin d € N que cumpla la definicién anterior, ademds establecemos
¥(A) =0siA =0.

Proposicion A.2. El nucleo de Krasnoselki de A satisface las siguientes propiedades:

1. Monotonia: dados A, B€ ¥ y g : A — B una aplicacion continua, entonces y(A) < y(B).

. Subaditividad: dados A, B € ¥, entonces y(A U B) < y(A) + y(B). Ademds, si y(B) < +oo,
entonces A\B € ¥ y y(A\B) > y(A) — y(B).

. Continuidad: dado un conjunto compacto K € ¥ m se cumple que y(K) < +oco. Si ademds
definimos Ns(K) = {u € X : d(u, K) < 8}, entonces y(Ns(K)) = y(K).

v. Borsuk-Ulam: dado L un subespacio invariante de dimension finita, y B={u € L : ||u|| = 1},
entonces B € ¥ y y(B) = dim(L).

v. Supongamos que D(l)’z =L1®L condim(L)) < ooy consideremos A € F tal que ANLy =0,
entonces y(A) < dim(L;). Ademds, si dim(L1) < oo, entonces se cumple que A N Ly # 0 si
v(A) = dim(L;) + 1.

V. Para cualquier d € N denotamos por S la esfera unitaria de R, introducimos el conjun-
to:

04,8) S (he C(s9,8) : hes impar},

entonces para cualquier h € O(S?, S%), y(h(S9)) > k + 1.

Definicion A.3. Decimos que un funcional J € Cl(X,R) satisface la condicion de Palais-Smale
en la variedad M a nivel ¢ ((PS ). u para abreviar) si cualquier sucesién u, € M tal que:

lim J(u,) = ¢ (A.2)
y
lim |l (un)ll. = 0 (A.3)

posee una subsucesion convergente. Recordemos que ||J’(u,)||. se define como

I @)l = sup{ld” ()l : llunll 2 < 1).

Decimos que J satisface la condicion de Palais-Smale (PS) en M si J satisface (PS ).y para todo
ceR.

El siguiente teorema jugard un rol central durante el desarrollo de nuestros resultados
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Teorema A.4. Supongamos que J es un funcional par, acotado inferiormente y que satisface la
condicion PS en M. Consideremos

I; «f {A C M : A es compacto, simétrico, y y(A) > j},

v definamos
def .
cj = infsupJ(u).
A€l yeA
Entonces, cy es un valor critico de J restringido a M. Es mds, si cy = cgy1 = - =Cr1 = C € R

paraalgink > 1yl >0, entonces y(K.) > [+ 1.

A.3. Condicion de Palais-Smale y autovalores

Lo establecido anteriormente nos permite considerar a los autovalores de —A, como puntos
criticos del funcional de energia E(u) en S. Ademds, para cada s € R, podemos obtener una
sucesion de autovalores no lineales de la forma {(s + #, tx)}x>1 al cambiar la funcional E.

Para lograr este objetivo, primero necesitamos mostrar que los funcionales correspondientes
cumplen con la condicién de Palais-Smale.

Teorema A.5. El funcional E(u) satisface la condicion de Palais-Smale en S .

Demostracion. Sea {u,},>1 C S una sucesién que satisface las condiciones (A.2) y (A.3). De
(A.2) se sigue que {u,},>1 estd uniformemente acotada en Z)(l)’i, entonces existe una subsucesion,

que atn denotaremos como {u,},>1, Y Uy € Dé’i tal que u, converge débilmente a uy en Z)(l)’i y
fuertemente en Lﬁ.

. . . 1,2 ..
Definimos ahora para cualquier w € S y cualquier v € Do,,w la proyeccion

1
P,(v) i =v— E(I;lz(w),v)w.

Observemos que P,,(v) € T,,S.

Definamos también v, = P, (4, — up). Entonces,

1 1
Vp = Pun(un —Up) = Uy — Uy — Eun (f up(Uy — MO)d,u) s
0

’

1 1
(E'(u),vp) = 2f uy, (un — ug — lun (f (Ut — uo)d#)) dx
0 2 0
1 1 1 1
= 2f [u;l(un —ugy) — —(u;l)2 (f uﬁdp - f unuod,u)} dx
0 2 0 0
1 1 1
= 2[ u;, (uy — up) dx — [1 —f unuod,u]f (u;,)2dx. (A4)
0 0 0
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1
Definamos ¢, = fo uyupdu. Entonces, t, — 1 as n — oo, pues

1 1
t, =f u,(ug —un)du+f uid,u
0 0
1/2

1 12, Al
= ( f uﬁdy) ( f (o — un)%m) +1
0 0

el primer término de esta suma converge a cero ya que u, — ug fuertemente en L/%.

Volviendo a (A.4), tenemos entonces que
1
(E' (), vy) = 2f ity (ty, — u)'dx
0

Por otro lado, notemos que

(E" (), V) < NE' )l Py, (= uo)ll2,

y, dado que [|P,, (4, — up)ll2 estd acotada, se sigue de la condicion (A.3) que
1
f u, (uy — up)' dx — 0, (A.5)
0
lo cual implica que ||u], — u6||2 — 0. En efecto,
1
llul, — ufll3 = f |, — up|*dx
0
1
= f () + (up)* — 2u,udx
0

1 1
= f (u;,)2 — upuydx + f (ué)2 — upuydx. (A.6)
0 0

Notemos que el primer término de (A.6) tiende a cero ya que se cumple (A.5). Ademds, como

1 1
f ou,dx — f updx
0 0

para todo ¢ € CZ([0, 1]), asi que podemos tomar una sucesion {¢,}>1 € C; ([0, 1]) tal que ¢, —
ué, y luego el segundo término también tiende a cero. De este modo tenemos que ||u;, — uo| oz =0
O.u

u, — ugy, entonces

cuando n — oo, y E(u) satisface la condicién (PS). O

A.4. Autovalores del operador de Krein-Feller

Estamos en condiciones de aplicar estos teoremas en nuestro problema. En particular, con X =
Z)(l)’i, J =Eyg =1, obtendremos primero una sucesion de autovalores para el problema lineal

{ —Ayu(x) = Am(xu  x €[0,1] (A7)

u(0) = u(1) = 0,
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cuyo funcional asociado es

1
E(u) = f u'?(x)dx.
0
Si definimos £ como la restriccién de E a S, tenemos el siguiente resultado:

Teorema A.6. Consideremos la sucesion dada por

~ def . ~
A; = infsupE(u),
= e
para cada j > 1, dondeI'; = {A C S : A es compacto, simétrico y y(A) > j} siendo 7y el niicleo de
Krasnoselski en Z)(l)’i. Entonces, 1 j es un autovalor de —A,, en D(l)’ﬁ. Ademds, 0 < ;] <A < ... y

lim, 0 A, = 0.

Demostracion. Como demostramos en el Teorema A.5, E satisface la condicién (PS) en S y
v(S§) = oo. Por lo tanto, el Teorema A.4 implica la existencia de una sucesién de autovalores

{A,}n>1. La regla de multiplicadores de Lagrange implica que

1 1
f i, (x)V (x)dx = Ay, f m(x) i, (xX)v(x)du,
0 0

para los puntos criticos {it,},>1 y cualquier funcién test v, por lo tanto, i, es una solucién débil de
la ecuacién (A.7) correspondiente al autovalor .

La positividad estricta del primer autovalor sigue de la desigualdad de Poincaré en el Lema 2.11.

Por ultimo, para demostrar que lim,,— 4, = oo, supongamos por contradiccion que la sucesion
u; es estacionaria. De ser asi, y(K},;) = oo, lo cual contradice la condicién (PS) (K, debe ser un
conjunto compacto).

O

Proposicion A.7. Los autovalores {,},s1 del Teorema 2.13 y {A,}p=1 del Teorema A.6 coinciden.

Demostracion. Primero, notemos que la homogeneidad del cociente de Rayleigh en el Teorema
2.13 nos permite considerar solo funciones en S. Dado que 1; y A; se obtienen minimizando en
todo el conjunto S, son iguales.

Ahora, el Teorema 2.14 implica que la autofuncién u; tiene k dominios nodales. Si A > A,
la solucidn il tiene & > k dominios nodales debido a la propiedad de oscilacién de la teoria de
Sturm-Liouville. Por lo tanto, A; = Ay, para algiin 2 > k, o llegamos a una contradiccién, ya que
tanto u;, como i tienen el mismo nimero de dominios nodales.

Esto muestra que {A,}u>1 C {An}n>1.

Para demostrar la otra inclusion, tomemos el minimo k tal que Ay < Ax. Consideremos ahora los
k dominios nodales de la solucién u, y construyamos un espacio lineal de dimensién k generado
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por las k funciones definidas de la siguiente manera

i () = up(x) x en el j-ésimo dominio nodal,
B 0 x fuera del j-ésimo dominio nodal.

La interseccion de este espacio lineal con S define un conjunto simétrico compacto A cuyo nticleo
es k, y el funcional E alcanza un maximo en A igual a A, por lo que el k-ésimo autovalor A; debe
coincidir con Ay.

La prueba estd terminada. O

A.5. La parte trivial del espectro de Fucik

Recordemos que el espectro de Fucik de —A, en Z)(l)’i es el conjunto T de pares (a,8) € R? tales
que el problema

(A.8)

—Au(x) = m(x)(au* — Bu~) x €[0,1]
u)=u(l)=0

. ., .. 1.2 . . . L. .
tiene una solucién no trivial u € Z)O’H. Las soluciones se entienden en el sentido débil, es decir,

1 1
j(; u' (X)¢’ (x)dx = jo‘ m(x)(au™ (x) — Bu” (x))pdp

para cualquier funcién ¢ € Cé((O, 1)). La funcién u se llama autofuncion asociada al par («a, 8).

Sea {4} la sucesion de autovalores de —A,;, entonces cualquier par (A, 4x) € X. Ademds, uti-
lizando que las autofunciones asociadas a A; tienen un signo definido, se puede demostrar facil-
mente que las rectas {4;} X Ry R x {1;} estdn contenidas en . Llamamos a estas dos rectas la
parte trivial de . Ademds, la caracterizacion variacional de A

1
A; = min f u'?(x)dx
0

ues

implica que
(A} XR)U R X {A41) C {(@,B) €R* 1> 41,8 > i}

A.6. El espectro de Fucik

Fijemos s € R y tracemos en el plano R? una linea paralela a la diagonal del primer cuadrante,
que pase por (s, 0). Para simplificar, asumiremos que s > 0, el mismo argumento proporciona una
familia de autovalores de Fucik por encima de la diagonal.

Encontraremos una sucesion de valores criticos {c;(s)} ;> para un funcional modificado, y cada
valor cj(s) corresponderd a un par (c;(s) + s,c¢;(s)) € X. Con este fin, introducimos el siguiente
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funcional:

s def : ”2 : +2
E’(u) = fo u (x)dx—sf(; m(x)u™~(x)du.

Como antes, E* es un funcional C' en Z),i’z. Nos interesan los puntos criticos E° restringido a §'.
Segtn la regla de los multiplicadores de Lagrange, u € S serd un punto critico de E* restringido a
S siy solo si existe £ € R tal que ((E*) (u),v) = t(I'(u), v), es decir si

1 1 1
f W (X)) (x)dx — s f m(xX)u” (xX)v(x)du =t f m(x)u(x)v(x)du (A.9)
0 0 0
para cualquier funcion test v € C(l)((O, 1)). Esto significa que una solucién débil para

—Ayu(x) — m(x)su™ = m(x)tu x€[0,1]
u0) =u(l)=0

es una solucion débil para nuestro problema original de autovalores de Fucik

—Au(x) = m(x)((s + Hu* —tu™) x€[0,1]
u(0) = u(l) = 0.

Por lo tanto, (t + s, ) € X.

Tomando u# = v en (A.9), el multiplicador de Lagrange ¢ resulta ser E°(u). Por lo que tenemos
una sucesién de puntos criticos en la recta paralela a la diagonal que pasa por el punto (s, 0) que
pertenece a X, estos puntos son exactamente de la forma (s + E*(u), E*(u)), siendo u un punto
critico de E*. Si definimos E* como la restriccién de E* a S, tenemos el siguiente resultado.

Lema A.8. Seat € Ry s > 0 un valor fijo, consideremos la recta (t + s,t). Entonces, existe una
sucesion {c;(s)}j>1 de puntos criticos de E restringido a S,

cj(s) = gnf supE*(u),

€l yea

tal que (cj(s) + s,cj(s)) € X

La prueba de este lema se obtiene como antes al demostrar que E* satisface la condicién (PS)
y usando el Teorema A.4.

o L + .

Probaremos en la siguiente proposicion que la curva s € R™ — (c;(s) + s,cj(s)) es continua y
monoétona. A efectos de una demostraciéon mas simple y dado que el otro caso es similar, conside-
raremos que s > 0.

Proposicion A.9. La funcion cj(s) : R* — R es Lipschitz continua y decreciente.
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Demostracion. Sean s, s’ € R* tal que s < s/, entonces tenemos que
y 1 1
E* =f u'?(x)dx — sf m(x)ut?(x)du
0 0
1 1 1
:f W?(x)dx — (s — s')f m(x)u"?(x)du — s'f m(x)u**(x)du
0 0 0
1
=E —(s-— s')f m(x)u*?(x)du
0
lo cual implica £ < E* y, por lo tanto, ¢;(s") < ¢;(s).

Ahora mostraremos la Lipschitz continuidad de c;. Si fijamos & > 0, existird A € I'; tal que

sup Ey < cj(s) + &.
ueA

Entonces

0 < cj(s) — cj(s") < supE + & — supEy
’ ueA ueA

Entonces, existe ug € A tal que

0 <cj(s) — cj(s")

<Eg(up) +&— Eg(uo)
1
=(s" — s)f m(x) ) du + &
0
<(s"—s)+e

Dado que € es arbitrario, la prueba estd completa. O

A.6.1. Una cota para las curvas

Comenzamos con el siguiente Lema, que se puede encontrar en [77]:

Lema A.10. Sea m € C([0, 1]) una funcién positiva y u una solucion no trivial del problema

{ —Ayu = Am(x)u x € (a,b) C[0,1] (A.10)
u(a) = u(b) = 0.
Entonces,
4 b
< /lf m(x)du. (A.11)
b—a y

Demostracion. Usando el Lema 2.10, podemos elegir ¢ € K, tal que |u| alzance su maximo alli.
Asi, utilizando la desigualded de Holder,

C 2 C
u>(c) = (f u’(x)dx) <(c- a)f W (x)dx < (¢ — a)8W’ '),
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y utilizando que u restringida al intervalo [a, c] es una solucién de

(A.12)

—Ayu = Am(x)u x € [a,c]
u(a) =u'(c) =0,

Tenemos que

uz(c) <(c—-a) f ' /lm(x)uz(x)d,u.

Ademds, dado que u?(x) < u?(c), obtenemos la siguiente desigualdad
1<(c—a) f Am(x)du.
a
Un razonamiento similar en [c, b] implica que

b
1<b- c)f Am(x)du.

De este modo, tenemos que

1 1 !
+ <A f m(x)du,
0

c—a b-c

Observemos que la desigualdad de la media aritmética-arménica implica que ﬁ < ﬁ + ﬁ, por
lo que
4 b
<A f m(x)du
b-a 4
quedando asi el lema demostrado. O

Nuestro siguiente resultado generaliza el resultado anterior para los autovalores de Fucik.

Teorema A.11. Sea («,B) € X un autovalor no trivial de Fucik. Entonces, existe una curva hiper-
bolicay = f(x) tal que B > f(a). Mds aiin,

lim f(CZ) = IL
a—00 J(’) m(x)d,u

Demostracion. Sea (a,5) un autovalor no trivial. Entonces, u serd positiva en algiin intervalo
(a1, ay) y negativa en (b1, by). Por lo tanto, el lema anterior implica que

4
a2 @
(a2 —ay) [,” m(x)dp

bl

B> 41,2 .
(b2 = by) J,* m(x)dp
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Supongamos que a; < by, el otro caso se obtiene exactamente del mismo modo. Tendremos que

fﬂ ’ m(x)du < f " m(x)du,
ai 0
by 1
f m(x)du < f m(x)du,
by ap

y por lo tanto

4
vz —, (A.13)
a fo m(x)du
B> 4 (A.14)

(-a) [ meodu

1 1 an
f m(x)du = f m(x)du — f m(x)du
ar 0 0

! 4
< f m(x)du — —,
0 aas

podemos volver a la desigualdad (A.14) y obtener que

Ademads, dado que

S 4 S 4 aay
(1 -a) falz m(x)du - (I -a)| gq, fO] m(x)du — 4

Reorganizando los términos de la desigualdad anterior, podemos escribirla como

> 41 [1 + : 4 ]
(1 —ay) fo m(x)du aay fo m(x)du — 4

Observemos que, la desigualdad (A.13) implica que aa; fol m(d)du > 4, por lo que el dltimo
término es positivo.

Finalmente, observemos que si definimos

f(x) =

fo m(x)du X fo m(x)du — 4

entonces, como a; < 1, esta funcién satisface que

Sfl@) < B,
Y 4
lim f(a) = — .
amee fo m(x)du

Hemos concluido la prueba. O
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