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Resumen

Una serie temporal es un conjunto de datos ordenados en el tiempo. El estudio y anali-
sis de series temporales es un campo que ha evolucionado a lo largo de los anos, con contri-
buciones importantes de matematicos, estadisticos y cientificos de diversas disciplinas. El
interés en la prediccion de variables es de suma importancia en areas como meteorologia,
ingenieria, ciencias ambientales, salud, economia, marketing y ventas, entre otras, dado
que permite comprender patrones climaticos, monitorear procesos industriales, predecir
movimientos de precios en los mercados, volumen de ventas, etc. Mayormente, el objetivo
de estudiar series temporales radica en encontrar un modelo estadistico-mateméatico que
permita explicar su comportamiento y realizar un prondéstico a tiempo futuro. Surgen asi
los modelos autorregresivos y de medias méviles, extendiéndose luego a otros modelos mas
complejos que utilizan como base los ya mencionados. En esta tesis se propone estudiar
la sensibilidad de los mismos, a través del comportamiento de las predicciones bajo con-
diciones correcta e incorrectamente especificadas, teniendo en cuenta diferentes métricas
de evaluacion. A su vez, se analiza un caso de estudio de la serie de caudal mensual del
Rio Parana entre 1977 y 2016, correspondiente a la estacién de medicion Tinel Subflu-
vial. Se propone un modelo que posibilita hacer predicciones, evaluando su desempeno de
acuerdo a ciertos criterios. De este modo, es posible brindar una valiosa herramienta a los
tomadores de decisiones, con el objetivo de disminuir efectos no deseados en relacion con
los aumentos o disminuciones en el caudal.

Palabras clave: series temporales, sensibilidad, estimacion, prondstico.






Time series models: sensitivity

analysis and applications.

Abstract

A time series is an ordered sequence of observations. The study and analysis of time
series is a field that has evolved over the years, with important contributions from mathe-
maticians, statisticians and scientists from various disciplines. Interest in the prediction
of variables is of utmost importance in areas such as meteorology, engineering, environ-
mental sciences, health, economics, marketing and sales, among others, since it allows to
understand weather patterns, monitor industrial processes, predict price movements in
the markets, sales volume, etc. This thesis proposes to analyze the sensitivity of these
models through simulations, to study the distribution of parameter estimates of a given
model, the ability to correctly select a model, and the calculation of predictions under
both correctly and incorrectly specified conditions, using different evaluation metrics. Si-
multaneously, a case study of the monthly flow series of the Parana River between 1977
and 2016 is analyzed, corresponding to the measurement station at Tunel Subfluvial. A
model is proposed to make predictions, evaluating its performance according to certain
criteria. Thus, it is possible to provide a valuable tool to decision-makers with the purpose
of minimizing undesired effects related to increases or decreases in water flow.

Keywords: statistical models, time series, sensitivity, estimation, forecasting.
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Introduccion

Una serie temporal es un conjunto de datos ordenados en el tiempo (G. E. Box, Jen-
kins, Reinsel, y Ljung, 2015). Por ejemplo, una serie de tiempo climética podria mostrar
la temperatura del aire diaria promedio durante un ano en una dada ubicacion. Estos
datos son medidos en estaciones meteorolégicas o inferidos a través de satélites. Las series
de tiempo financieras pueden incluir datos como precios de acciones, tipos de cambio o
rendimientos de inversiones a lo largo del tiempo. Podemos encontrar también, series de
tiempo de ventas mensuales de un producto especifico durante varios anos, o series de
tiempo de tréfico (nimero de vehiculos que pasan por un punto de control cada hora
durante un dia), que se utilizan en el estudio de la congestién vehicular y la planificacién
de infraestructuras de transporte. La Figura 1 muestra la demanda de consumo eléctrico
mensual en Australia entre 1980 y 1995 (Hyndman y Athanasopoulos, 2018). Como se
puede observar, la demanda presenta una tendencia a aumentar a lo largo del tiempo y

existe un patron que se repite ano tras ano. Otro ejemplo son las series de tiempo de

14000

£ 12000

10000

Consumo eléctrico GW/h

o]
o
o
o

1980 1985 1990 1995
tiempo (afios)

Figura 1: Demanda de consumo eléctrico mensual en Australia entre 1980 y 1995.

salud, que registran variables médicas como la frecuencia cardiaca, niveles de glucosa en
sangre, recuentos de células sanguineas y muchas otras variables a lo largo del tiempo.

Estas series se utilizan en el monitoreo de pacientes, estudios clinicos y la prediccion de
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enfermedades.

El estudio y andlisis de series temporales es un campo que ha evolucionado a lo largo
de muchos anos, con contribuciones importantes de varios matematicos, estadisticos y
cientificos de otras disciplinas. Entre los mas influyentes contribuyentes en este campo en-
contramos a George Udny Yule (1871-1951), estadistico britdnico conocido por su trabajo
pionero en el drea, quien introdujo conceptos como el proceso de autorregresién (AR) y el
proceso de media mévil (MA), fundamentales en el modelado de series temporales (Mills
y Yule, 2013). A su vez, George Box (1919-2013) y Gwilym Jenkins (1924-1985), son re-
conocidos por su trabajo en el desarrollo de modelos ARIMA (Autorregresivos Integrados
de Media Moévil) (G. Box y Gwilym, 1984). A su vez, Spyros Makridakis and Miche-
le Hibon realizaron importantes aportes en el marco del prondstico en series de tiempo
(Makridakis y Hibon, 1979). Desde el punto de vista computacional, Rob J. Hyndman y
Yeasmin Khandakar han desarrollado el paquete forecast, para R, para modelar y pronos-

ticar dichas series (Rob J. Hyndman, 2008).

Mayormente, el objetivo de estudiar series temporales radica en encontrar un modelo
que permita explicar el comportamiento de una dada serie y realizar un prondstico a

tiempo futuro.

Por ejemplo, Fotios Petropoulos et. al (Fotios Petropoulos, 2022) utilizaron modelos
ARIMA para predecir el comportamiento a corto plazo de casos confirmados de COVID-19
en Dinamarca, Noruega y Suecia durante el ano 2020. A su vez, Mohammed H. Alsharif
et. al (Mohammed H. Alsharif y Kim, 2019) han implementado un modelo SARIMA
para predecir la radiacion solar diaria y mensual en Setl, de acuerdo a datos de radiacion
solar por hora obtenidos de la Administracion Meteorolégica de Corea en el periodo 1981-
2017. También se han adoptado los modelos ARIMA para el prondstico del precio del
oro: (Guha y Bandyopadhyay, 2016) utilizaron datos publicados del precio del oro en
India entre noviembre de 2003 y enero de 2014. Este estudio, a través de la prediccién de
valores futuros, puede ser de utilidad ante la toma de decisiones acerca de cuando comprar

o vender la divisa y minimizar riesgos de pérdida.

En esta tesis se propone estudiar modelos estadisticos para representar el compor-
tamiento de series temporales. Se trabajara con los modelos autorregresivos (AR) y de
medias méviles (MA, del inglés moving average), con modelos que combinan los dos an-

teriores (ARMA), asi como también los modelos integrados de medias méviles (ARIMA,
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del inglés autoregressive integrated moving average) y los que contienen una componente

estacional (SARIMA seasonal autoregressive integrated moving average).

Aporte original sobre el tema y objetivos

En esta tesis se presentaran en detalle cada uno de los modelos mencionados, procu-
rando entender la aplicabilidad de cada uno de ellos en diferentes escenarios. El principal
aporte original radica en explorar el comportamiento de las estimaciones de los parame-
tros y las predicciones bajo modelos correcta e incorrectamente especificados. Es decir,
se realizara un estudio de la sensibilidad de modelos en el marco de las series de tiempo.
Ademas se analizarda un conjunto de datos reales correspondientes a mediciones de caudal
de la cuenca del rio Parana, utilizando modelos SARIMA, y usando como referencia la
tesis de la Dra. Melanie Meis (Meis, 2019). Este andlisis es relevante en el sentido de pro-
porcionar a los responsables de la toma de decisiones una herramienta valiosa para evaluar
la mitigacién de los efectos adversos relacionados con los aumentos o disminuciones en el

caudal de agua en esta regién de Argentina.

Descripcién del contenido por capitulo

En el Capitulo 1 se presentan los conceptos fundamentales relacionados a las series de
tiempo. Se presentan definiciones importantes que van a acompanar la lectura de toda
esta tesis, como las funciones de autocorrelaciéon y autocorrelacién parcial. También se
define la forma de estimar los momentos poblacionales y las mencionadas funciones. Por
otro lado se muestran ejemplos de series de tiempo que poseen diferentes patrones, como
estacionariedad, tendencia o estacionalidad.

Los capitulos 2, 3 y 4 contienen los conceptos teodricos referidos a los procesos que
pueden describir una serie de tiempo estacionaria, es decir los procesos AR, MA y ARMA.

El Capitulo 5 contiene la descripciéon de procesos no estacionarios, como los ARIMA,
y procesos en los cuales hay ademas una componente estacional, como los SARIMA. En el
Capitulo 6 presentamos algunos resultados referentes a la estimacion de parametros. Los
capitulos 7 y 8 son los que presentan el aporte original de este trabajo. En primer lugar se
realiza una serie de simulaciones aplicadas a cada uno de los modelos presentados en los

capitulos anteriores con el objetivo de estudiar la sensibilidad de los mismos. Por ejemplo,
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se estudiara la distribucion de los parametros estimados bajo modelos con los cuales las
series fueron generadas y bajo otros modelos, entre los mencionados anteriormente. Luego,
en el capitulo 8 se toma una serie de tiempo real, en este caso una serie de caudal mensual
de rio, para aplicar los conceptos estudiados, haciendo el analisis completo de la serie
tomando como referencia la metodologia de Box y Jenkins (G. E. Box et al., 2015) y con

el objetivo hacer un prondstico a futuro. Para esta seccién se tomé como referencia la

Tesis de la Dra. Melanie Meis.

Investigacién previa y bibliografia consultada

Para llevar a cabo esta tesis, se realizd una intensa busqueda bibliografica, que incluye
libros, articulos cientificos, apuntes y contenido audiovisual. Se seleccioné cuidadosamente
el material mas relevante en cada una de las categorias mencionadas. En este enlace hay
material interesante como apuntes o videos, para quien desee un primer acercamiento al

tema de series de tiempo.
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Capitulo 1

Conceptos fundamentales

En esta seccion se presentaran algunos conceptos y definiciones de proceso estocastico
y serie temporal. Se mostraran algunos ejemplos de acuerdo a patrones caracteristicos que

las series de tiempo pueden adquirir.

1.1. Proceso estocastico y serie temporal

Un proceso estocastico unidimensional (Y;):er es una sucesién de variables aleatorias
indexadas en t perteneciente a un conjunto de indices I. En esta tesis consideraremos
t € Z, es decir, t = 0,£1,+£2,.... Puede resultar util pensar que Y; es el valor en el
instante ¢ de cierta variable observable.

Llamamos serie temporal o serie de tiempo al conjunto de los valores observados para
ciertos valores de t. Tipicamente asumiremos que los valores observados corresponden a
instantes t entre 1 y cierto valor T

Dada una serie temporal, es de interés describir las caracteristicas de la misma, estudiar
el mecanismo que la genera y predecir futuros valores de Y;, cuando t > T.

A lo largo de esta tesis denotaremos a la esperanza, varianza y covarianza de un proceso

(Y})tez segin la siguiente convencion:
pe=EY,),  of:=Var (Y;),  v(kt):=Cov (Y;,Y,r) VYVt k.  (L.1)
En lo que sigue introducimos algunas definiciones que resultaran de utilidad.

Definicién 1 Se dice que un proceso estocdstico (Yy)iez es estacionario, si la distribucion
congunta de (Y, Yii1, ..., Yiym) €s la misma que la de (Yiip, Yeipti--o Yitpim), VE, Vm, Vp.

En tal caso, llamamos distribucion marginal del proceso a la de Yy, que no depende de t.

11



En otras palabras, el proceso sera estacionario si su comportamiento es estable en el
tiempo.

En la practica resulta complicado conocer la funcién de distribucién conjunta, y por
lo tanto se trabaja con las condiciones que corresponden a un proceso “débilmente esta-

cionario”.

Definicién 2 Se dice que el proceso estocdstico (Y;)iez es “débilmente estacionario” (de
orden 2) si los primeros y sequndos momentos existen, son finitos y constantes en el

tiempo. Es decir,

e = W, 0-752 = 0, 7(k7t) = Yk Vta ka (12)

donde k es el numero de periodos que separa una observacion de otra.

1.2. Funciones de autocovarianza, autocorrelacion y
autocorrelacion parcial

Para un proceso débilmente estacionario la Funcion de Autocovarianza se define como

Y = Cov (Y3, Yig). (1.3)

A su vez, la Funcion de Autocorrelacion (ACF), pg, estd dada por:

_ Cov (}/1-57 Yt—k) _ %
VVar (Yi)y/Var (Y;_) 70

P (1.4)

Las funciones de autocovarianza y autocorrelacién para un proceso estacionario cum-

plen las siguientes propiedades (Wei, 2006):

Yo = Var (¥3)

Dado que |px| < 1, se tiene que |yx| < 7o para todo k
® 7. vV pr son simétricas con respecto a k. Es decir, v = v_r v pr = p_x para todo k

® v, v pr son semidefinidas positivas:

n

YO aiaig 1, >0

i=1 j=1
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n n

Z Z a;a;pi;—t;) = 0

i=1 j=1

para todos ty,...,t, v ay, ..., a, nimeros reales.

Definiremos también la Funcion de Autocorrelacion Parcial (PACF), para procesos

estacionarios, como la siguiente correlacién condicional:
Py = Corr(Yy, Yii|Yic1, Yo, ... Yigi1). (1.5)

Esta funcién mide la correlacién entre Y; e Y;_. sin la intervencién de las variables interme-
dias Y1, Y 9,...,Y; rs1 (Cryer, 1986). Para obtener cada coeficiente de autocorrelacién

parcial consideremos el siguiente conjunto de regresiones:

Y} = 04113./271 + Mt

Y, = anYi i + anYi o+ M2t

Y = apYioi + . 4+ apYiop + Nkt

donde Yt =Y,—E(Y}), ni son los errores con media cero, no correlacionados con Yt—l . Yt_z
Los coeficientes aqq,..., agr son los coeficientes de autocorrelacion parcial, es decir, P, =
agg. La funcion de autocorrelacion parcial (PACF) es la representacién de los coeficientes
P, en funcién del retardo 7.

Un ejemplo de un proceso estocastico estacionario (a;)iez es el llamado proceso de rui-
do blanco, en el cual las observaciones a; son independientes e idénticamente distribuidas

(iid), con media cero y varianza finita 0. Este proceso suele representarse como:
a; ~ RB(0,0?%).

Notemos que en este caso u =0, vy =02y po=FPy=1. Asuvez, v, =pp. = B, =0
para k # 0.

Para terminar esta seccion, incluimos la siguiente definicion:

Definicién 3 Se dice que el proceso estocdstico es invertible si admite una representacion
del tipo:
Yi=c+a+mYo1 +mY 0+ ... (1.6)

con Y > |mi| < 00 y ay ruido blanco.

13



1.3. Estimaciones

Dada una serie temporal débilmente estacionaria resulta de interés estimar su media,
autocovarianza, autocorrelacion y autocorrelacion parcial a partir de Yi,...,Y,,. Presen-

taremos la version muestral de cada uno de estos objetos.

» Estimador de la media poblacional pu:

n

— Y,
p=Y=> — (1.7)
=
» Estimador de la funcién de autocovarianza vy:
n—k LV Eva
Y, = Y)Y =Y
T = =1 (Y2 ) (Yisk ) (1.8)
n
» Estimador de la funcién de autocorrelaciéon py:
~ n—k Eva v
Y, - Y)Y =Y
ﬁk _ % — t=1 ( t )( t+k ) (19)

B Yo Z?:1(Yt - 7)2

Estimador de la funcion de autocorrelaciéon parcial Py: Py es el estimador de minimos

cuadrados de oy en la regresion:
YVi=auYia+...+amYir+e (1.10)
donde V; = Y, — fi.

La consistencia de estos estimadores se estudia en la Secciéon 2.5 del libro Time Se-
ries Analysis, William Wei (Wei, 2006) o en la Seccién 3.5 del libro Andlisis de Series
Temporales, Daniel Peria (Pena, 2005).

En el caso particular de un proceso de ruido blanco, dado que pr = 0 para k > 0,
se esperaria que las autocorrelaciones muestrales correspondientes también estuvieran
cerca de 0. En la Figura 1.1 presentamos una realizaciéon de un proceso de ruido blanco

Gaussiano, con o2

= 1 y su correspondiente grafico de autocorrelacién. En el eje y se
representan los valores de autocorrelacion y en el eje x el retardo, que corresponde al
valor de .

Puede demostrarse que las autocorrelaciones muestrales p, para k > 0, son aproxi-
madamente N (0,1/n), con n el niimero de observaciones (ver (Brockwell y Davis, 1991),
pég. 222, Teorema 7.2.2) . Por lo tanto, aproximadamente el 95% de las autocorrelacio-
nes de la muestra deberfa estar entre los limites +1,96/+/n, que corresponden a las lineas

punteadas azules de la Figura 1.1 (donde 1.96 es el cuantil 0.975 de la distribucién Normal

Estédndar) (Brockwell y Davis, 2002).
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Figura 1.1: Proceso de ruido blanco con distribucién N (0, 1).

1.4. Patrones caracteristicos de las series temporales

Las series de tiempo que podemos encontrar en la practica suelen seguir diversos
patrones de acuerdo a la naturaleza de la serie considerada. A continuacién mostramos

ejemplos de patrones que se pueden presentar:

= Tendencia: existe una tendencia en una serie temporal cuando hay un aumento o
disminucién en los valores de las observaciones a largo plazo. En la Figura 1.2 (a)
se observa una tendencia positiva en el total de visitantes extranjeros a Australia

entre 1980 y 2015 (Hyndman y Athanasopoulos, 2018).

» Estacionalidad: en este caso la serie se ve afectada por factores estacionales, es decir
que repite un patrén ano a ano. La Figura 1.2 (b) muestra un patrén estacional en la
evolucién mensual de la concentracion de diéxido de carbono en Mauna Loa, entre
1959 y 1997 (Keeling y Whorf, 2023). Ademds presenta una tendencia a aumentar

sus valores a lo largo del tiempo.

a) Visitantes extranjeros a Australia b) Concentracion de diéxido de carbono en Mauna Loa
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Figura 1.2: Ejemplos de series de tiempo con diferentes caracteristicas.
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= (Ciclos: se observa cuando las altas y bajas en un periodo de la serie se repiten
cada mas de dos anos. Por ejemplo, las ventas mensuales de casas unifamiliares
nuevas vendidas en USA desde 1973 se muestran en la Figura 1.2 (c). Se observa
una fuerte estacionalidad dentro de cada afno, asi como un comportamiento ciclico
con un periodo de alrededor de 6 a 10 anos. Por otro lado, la serie no muestra una

tendencia marcada en los datos durante este periodo (Manigandan et al., 2021).

A su vez podemos encontrar ejemplos de series que no presentan una marcada tenden-
cia o estacionalidad, como muestra la serie temporal diaria de los valores de monéxido de
carbono registrados en la Ciudad Auténoma de Buenos Aires entre enero y abril del ano
2019 en Figura 1.2 (d) (Ag. de Proteccién Ambiental, CABA, 2023). Se pueden observar
fluctuaciones aleatorias y no se evidencian fuertes patrones.

A lo largo de los siguientes capitulos presentaremos algunos modelos que permitan

describir cada uno de los casos contemplados.
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Capitulo 2

Procesos autorregresivos

En este capitulo definiremos los procesos autorregresivos (AR) y estudiaremos sus
caracteristicas. Comenzaremos con dos casos particulares de especial interés, AR(1) y
AR(2), para comprender su mecanismo y propiedades, y luego presentaremos el caso

general AR(p).

2.1. Proceso autorregresivo de primer orden - AR(1)

Un proceso (Y;)iez se dird autorregresivo de primer orden si los valores que toma Y}

provienen del siguiente modelo (Pena, 2005):

}/t =c+ ¢1Y2_1 + Ay, ay ~ RB(O, 0'2>. (21)

En este caso, Y; se puede explicar sélo teniendo en cuenta el valor que toma un periodo
de tiempo anterior a t mas un término a;, que representa la nueva informacion que se anade
al proceso a cada tiempo t y se puede demostrar que a; resulta independiente de Y;_1; c,

¢1 y o son pardmetros del modelo.

Siguiendo la bibliografia de la disciplina, a lo largo de esta tesis se asume la existencia
de los procesos que se definen. En la Seccion 2.5 presentamos una posible construccién de
un proceso AR, garantizando su existencia bajo ciertas condiciones que se discuten en lo

que sigue.
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2.1.1. Condiciones de estacionariedad

Para que el proceso resulte débilmente estacionario, es necesario satisfacer las condi-

ciones establecidas en (1.2). Al tomar esperanzas en la expresién (2.1), se tiene:
E(Y;) =E(c+ ¢1Yio1 +a) = ¢iE(Y1) + e

Si la media es constante y finita, E(Y;) = E(Y;_1), por lo cual

Cc

T1-g

De acuerdo a la ecuacion (2.2) se requiere que ¢ # 1 . Si E(Y;) = u, podemos escribir:

E(Y?)

(2.2)

,u:c—i—<b1,u,

por lo tanto, sustituyendo ¢ por (1l — ¢), tenemos que:
Y, = p=¢1(Yier — i) + ay,

Yé = le}./t—l + a;. (23)

La ecuacion (2.3) es la expresion de un proceso AR(1) centrado, siendo Y; =Y; — p.
A su vez, se precisa garantizar que la varianza del proceso sea constante. Denotando
con 7 a la varianza del proceso y asumiendo que este es estacionario, de acuerdo a (1.2)

tenemos que:
%0 = E[(Y; - p)’] = E[Y; ]| = E[(6:Yi1 + )],

resolviendo el cuadrado del binomio y aplicando linealidad de la esperanza y la indepen-

dencia entre a; e Y;_1, se tiene:

%0 = AEYZ,] + El(a:)’] + 261 E[Y-1al],

Yo = ¢%70 + 027

de modo que Vt, la varianza de Y; en un proceso AR(1) estd dada por:

0,2

= 1_—¢%, (2.4)

Yo

y para que sea finita (y positiva) el valor de ¢; debe ser tal que || < 1. Es decir,

demostramos el siguiente resultado.
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Lema 4 Un proceso (Y;)iez autorregresivo débilmente estacionario de primer orden ve-

rifica que |¢1] < 1.

El proceso AR(1) puede escribirse en términos del operador retardo, “B” que se define

CO1mo:

BY; = Y; 1. (2.5)

Es decir, aplicar el operador B a Y; equivale a retardar un periodo a Y;. La ecuacién (2.3)

expresada de acuerdo al operador B resulta de la siguiente forma:
(1—-¢1B)Y; = a. (2.6)

Asi, una serie seguird un proceso AR(1) si al aplicarle el operador (1 — ¢, B) se obtiene un
proceso de ruido blanco. Ademas podemos definir al polinomio caracteristico del proceso,
¢1(B), del siguiente modo:

¢1(B) =1—¢1B, (2.7)
que es de grado 1 en By cuya raiz esta dada por 1/¢;.

Siguiendo la notacién introducida por (Pena, 2005), utilizaremos ¢ (B) para denotar
al polinomio definido en (2.7). Segun el contexto, se entendera si hacemos referencia al
polinomio o al coeficiente del mismo. Esta convencién se mantendrd a lo largo de esta
tesis.

Observacién: hemos visto que |¢1] < 1 es una condicién necesaria para la existencia
de un proceso estacionario AR(1) satisfaciendo (2.3). Mostraremos en la Seccién 2.5 que
también resulta suficiente para construir tal proceso. Ademas, si el ruido blanco sigue una
distribuciéon Normal, la distribucién marginal del proceso (ver Definicién 1) también es
Gaussiana, y es posible simularlo en régimen estacionario, inicializando el mismo con la

distribucién marginal.

2.1.2. Funcién de autocorrelacion

La funcién de autocorrelacion (ACF), definida en (1.4), proporciona una herramienta
fundamental para el estudio de series temporales. Se utiliza para cuantificar la dependencia
lineal entre los valores de la serie temporal y su pasado, y da una idea de qué tipo de
proceso pudo haber generado las observaciones. Para procesos AR(1) verificando (2.1)

tenemos que
Ve = G17Vk-1
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y por lo tanto

Recordemos que v es la autocovarianza entre observaciones que estan distanciadas en k
periodos. Dado que la autocorrelacién contiene la misma informacién que la autocovarian-
za, para evitar las unidades de medida, usaremos la funcién de autocorrelacion definida

en (1.4). En particular, para AR(1) estacionario se tiene:

pr = 01 (2.9)

De acuerdo a la expresién (2.9), notamos que cuando k es grande, p; tiende a cero. La
rapidez de esta tendencia depende del valor del parametro ¢;. Ademas, si ¢; > 0 la ACF
tomara siempre valores positivos, mientras que si ¢; < 0, la ACF tomara valores positivos
para los valores de k que son pares y negativos para los impares.

En la Figura 2.1 se muestra la realizacién de dos procesos AR(1) simulados con la
funcion arima.sim del paquete forecast en R (Hyndman y Athanasopoulos, 2018) y
sus correspondientes graficos de p en funciéon de k, llamados correlogramas. Una de las
series posee un parametro positivo y la otra uno negativo. Notar que, por definicion,
po = 1y, en este caso, no se incluye en el grafico. Si bien cuando ¢; = 0,7 la funcién
de autocorrelacion es siempre positiva. Sin embargo, vemos que los valores estimados no

necesariamente satisfacen esta condicion.

¢1=0.7 $,=07
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Figura 2.1: Dos realizaciones de un proceso AR(1) y su grafico de autocorrelacién estima-

da.
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2.2. Proceso autorregresivo de segundo orden - AR(2)

Un proceso (Y;)iez se dice autorregresivo de segundo orden si los valores que toma Y;

verifican el siguiente modelo (Pena, 2005):

Vi=c+ ¢ Yo+ Yo+ a, a ~ RB(0,0%). (2.10)

En este caso se propone explicar a Y; teniendo en cuenta los valores que corresponden
al primer y al segundo periodos anteriores a t mas el término de innovacion, sumando al
modelo un pardmetro mas, ¢,. Como en los procesos AR(1), se puede demostrar que a;

resulta independiente de Y; 1 v Y, .

2.2.1. Condiciones de estacionariedad

Para analizar las condiciones que deben satisfacer los parametros para que el proceso
resulte estacionario, se toma esperanzas a la expresién (2.10) y se utilizan propiedades de

linealidad. Asi se tiene:

E(Y}) = ¢+ 01 E(Yi-1) + 92E(Yi-2) + E(ay),

p=c+ Qip+ Paf,

despejando se obtiene la esperanza de Y;:

C

E(Y;) =p= [ —

(2.11)

De la expresién (2.11) surge la condicién ¢ + ¢ # 1. Poniendo ¢ en funcién de u, ¢1 y

¢9, y reemplazando en la ecuacién (2.10) se obtiene:

Y, = (1 — 1 — o) + ¢1Yio1 + ¢2Yio + ay,

Yi—p=¢1(Yior — p) + ¢2(Yio — ) + ay,

Vi =¢1Yi1 + ¢aYio + ay. (2.12)

Esta es la expresién para el modelo AR(2) centrado, siendo Y,=Y, — L.

Con respecto a la varianza en un proceso AR(2), se debe cumplir que:
Yo = E[(¢1Yt—1 + ¢aYioo + w)?], Vit
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y operando algebraicamente se obtiene:

Yo = ¢170 + P37 + 07 + 2¢1 a1 (2.13)

Por otra parte, de la definiciéon del proceco, obtenemos que la autocovarianza 7, debe

satisfacer la siguiente condicion:

Ve = P1Yk—1+ P2 Yoz VE = 1. (2.14)

Ademas, siendo que ; = 7_1, se necesita que

M = P170 + P21

Analizando las condiciones necesarias para la estacionariedad del proceso, se llega al

siguiente resultado, cuya demostracion puede encontrarse en (Pena, 2005):

Lema 5 Un proceso AR(2) débilmente estacionario verifica que los pardmetros estan

ncluidos en la region —1 < ¢ < 1, p1+ o < 1 y P — 1 < 1.

Utilizando el operador retardo definido en (2.5), el proceso (Y; )z satisfaciendo (2.10)

verifica entonces la siguiente ecuacion:
(1= ¢1B — 2B, = as. (2.15)
A su vez, definimos el polinomio caracteristico del proceso, ¢2(B):
$2(B) = (1 — ¢1B — 2 B?), (2.16)

que puede expresarse como (1 —G1B)(1 —G2B), donde (1 —G1B) y (1 — G2 B) se llaman
factores del polinomio ¢o(B), y G;' y G5 son sus raices. Estas raices pueden ser reales

o complejas conjugadas.

2.2.2. Funcién de autocorrelacion

Del mismo modo que para AR (1), serd conveniente trabajar con las autocorrelaciones.

Si dividimos la ecuacién (2.14) por la varianza del proceso, vy, tenemos:

Pk = QP1Ppk—1 + G2pr—2 VE > 1. (2.17)
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Para k =1y k = 2 se obtienen las siguientes expresiones de p; y ps respectivamente:

p1:1_¢27

p2 = P1p1 + Po.

Para k > 3, pi se puede calcular en forma recursiva a partir de (2.17). Ademés, se
puede demostrar que la solucién para obtener los coeficientes de correlacion esta dada por

la siguiente expresién (ver apéndice 4.1 de (Pena, 2005)):
pr = A1GY + AyGY Yk > 3, (2.18)

donde 1/G4 y 1/G4 son las raices del polinomio caracteristico del proceso, y A; y A son
constantes a determinar. De acuerdo a la ecuacién (2.18), los valores de py serdn menores
o iguales a 1 si |G1] < 1y |Ga| < 1. Cuando G; y Go son nimeros complejos (es decir
a %+ bi), se requiere que Va2 + b2 < 1.

La Figura 2.2 muestra dos realizaciones de series temporales simuladas segun la ecua-
cién (2.10) con a; ~ N(0,1) y los correspondientes correlogramas cuando G; y Go son
reales. Los parametros utilizados para el proceso de la parte superior de la figura son
¢ = 05y ¢ = 03 (G ~ —0,35 y Gy ~ 0,85), y para el de la parte inferior son
&1 =—-05y ¢ =0,3 (G1 = —0,85y G = 0,35) respectivamente. El decrecimiento de la
funcién de autocorrelacion, en ambos casos, es de tipo exponencial, pero mas lento que el
proceso AR(1), dando significacién a mas cantidad de retardos. A su vez, la forma de la
funcion dependerd de los signos que adquieran G y Gs.
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Figura 2.2: Dos realizaciones de un proceso AR(2) y su gréfico ACF.
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2.3. Proceso autorregresivo de orden p - AR(p)

Podemos generalizar las expresiones de los procesos AR(1) y AR(2) cuando el orden
del mismo asciende a un valor p. De este modo, un proceso (Y;);ez estacionario se dice

autorregresivo de orden p, AR(p), si estd dado por:
Yi=dYia+dYiot+ .. +6Yip+a, a~RB0,0%, (2.19)

donde Y; = Y; — p, con p la media del proceso estacionario, }1...¢, y 0% son pardmetros

del modelo.

2.3.1. Condiciones de estacionariedad

Veremos las condiciones a cumplirse para que el proceso AR(p) sea estacionario, es-

cribiendo la ecuacién (2.19) en términos del operador retardo B:
(1 —¢1B — ¢oB> — ... — $,BP)Y; = .
A su vez, definimos el polinomio caracteristico de grado p, ¢,(B):
6p(B) =1 — 1B — B — .. — ¢, B, (2.20)

que tendra p raices Gfl,...,Glj . ¢,(B) puede expresarse como:
p
¢p(B) =[] (1 - G:B). (2.21)

i=1

Se puede demostrar que el proceso serd estacionario si, para todo ¢, |G;| < 1 (Pena, 2005).

2.3.2. Funcion de autocorrelacién
Los coeficientes de autocorrelacién de un proceso AR(p) estan dados por la siguiente
expresion:
Pk = P1Pk—1+ . + OpPrp- (2.22)
Particularizando la ecuaciéon (2.22) para k = 1, ..., p, se obtiene un sistema de p ecua-

ciones con p incégnitas que relacionan las correlaciones con los coeficientes. Este sistema

se denomina ecuaciones de Yule-Walker (Pena, 2005).
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2.4. Funcién de autocorrelacion parcial

De acuerdo al comportamiento que hemos estudiado de la funcién de autocorrelacién,

resulta dificil poder determinar el orden de un proceso autorregresivo con el correlograma.

Si pensamos en un proceso AR(1), Y;_, tiene un efecto sobre Y; sélo a través de Y;_. Es
decir, dado Y;_1, Y;_5 no es necesario para explicar a Y;. Del mismo modo, para un proceso
AR(2), Y;_3 no es relevante para explicar a Y; dados Y;_5 e Y;_;. Podemos decir que un
proceso AR(p) presenta efectos directos de las observaciones separadas por p retardos y
nulos de las observaciones separadas por mas de p. Tenemos asi que P, = ¢,, mientras

que P, = 0 para k > p.

La Figura 2.3 muestra los graficos de autocorrelaciéon y autocorrelacién parcial esti-
madas para los procesos AR(1) y AR(2) simulados en las Figuras 2.1 y 2.2. Se puede
observar que para el caso de AR(1) sélo el primer retardo es significativo en la PACF y
para AR(2) son significativos los dos primeros retardos, permitiendo asi su identificacién.
Recordemos que las lineas punteadas azules de la Figura 2.3 corresponden a los limites

+1,96/+/n, donde 1.96 es el cuantil 0.975 de la distribucién Normal Esténdar.
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Figura 2.3: ACF y PACF de un proceso AR(1) (arriba) y un proceso AR(2) (abajo).
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2.5. Construccion de procesos autorregresivos

Vamos ahora a construir un proceso estacionario (Y;):ez verificando (2.19) a partir de
un ruido blanco a;, asumiendo que el polinomio caracteristico dado por la ecuacién (2.20)
tiene p raices Gi',....G, .

Veamos como ejemplo un proceso AR(1) que sigue el modelo (2.1). Retardando un

periodo podemos escribir

Yii=c+p1Yio+ai

reemplazando esta expresion en la ecuacién (2.1) se obtiene
Yi=c+dic+ ¢iYio + drar +
y repitiendo el proceso de rezago se tiene
Vi =c(l4¢1+ ¢7.) + OYik + a+ prac1 + Plao + .. + ¢ Y1

Dado que ¢% — 0, pues |¢1| < 1, despreciaremos los términos de la forma gb{Y;g_j si
j > k para k suficientemente grande. Ademds, ¢ - ¢t = ¢/(1 — ¢1). Por lo tanto,

podemos escribir:

c
Y, = + @y + Praz—1 + Praa...
1=
c =
Vim e Y el 229
—p 4
7=0

Puede demostrarse que si a; es ruido blanco y |¢;| < 1, la expresion obtenida para Y;
en (2.23) verifica la definicién del modelo AR(1) satisfaciendo la ecuacién (2.1). Hemos
construido asi un proceso autorregresivo de primer orden como una suma de términos
que involucran al ruido blanco. De la expresién (2.23) podemos concluir, ademads, que si
a; ~ N(0,0?) iid, la distribucién marginal del proceso es Gaussiana, mas especificamente,
concluimos que Y; ~ N(c/(1 — ¢1),0%/(1 = ¢7)), donde ¢ = Var (a,).

Una forma alternativa para abordar la construcciéon del proceso surge a partir de la
representacion con el operador retardo, dada en (2.6). De ella, operando formalmente,

podemos concluir que

Vo= (1= ) s — (z qs{Bf) oSt 221

j=0 =0
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Mas generalmente, usando la factorizacién del polinomio caracteristico presentado en
(2.21), podemos invertir cada uno de los factores, si |G;| < 1, con el formalismo propuesto

para construir procesos AR(p).
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Capitulo 3

Procesos de medias moviles

En este capitulo definiremos los procesos de medias méviles y presentaremos sus ca-

racteristicas.

3.1. Proceso de medias modviles de primer orden -
MA (1)

Un proceso (Y;)iez de medias méviles de primer orden serd aquel que se ajuste al
siguiente modelo:

Y, =p+a —bhap, (3.1)

con a; ~ RB(0,0?). Es decir, Y; se explica a través de las innovaciones a tiempo t y ¢ — 1,
multiplicando esta 1ltima por un parametro 6;. El proceso es estacionario para cualquier

valor de 6y y E(Y;) = p para todo t. La varianza del proceso es:
% = El(a; — bha-1)?],
y operando algebraicamente se obtiene,
Yo = (14 6%)0?, (3.2)

de modo que la varianza resulta constante y finita para cualquier valor de ;. Notar que
la varianza del proceso () es siempre mayor que la varianza de las innovaciones (o2).

La ecuacion (3.1) puede ser escrita como:

Y, = a; — O1as (3.3)
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donde Yt =Y; — p. Utilizando el operador retardo, el modelo queda definido como:
Yt = Q¢ — HlBat = Y; = (1 - elB)(lt.

Supondremos que |6;] < 1, de modo que la innovacién pasada tiene menos peso que
la actual. En tal caso, el proceso es invertible. De este modo, un proceso MA (1) puede

escribirse como un AR(oc0) segin:
V== 60iYii+a (3.4)
i=1

3.1.1. Funcion de autocorrelacién y autocorrelaciéon parcial

Las autocovarianzas entre Y; e Y;_1 (1) y entre Y; e Y, (&), estan dadas por las
siguientes expresiones:

Y1 = _01027
Yk = O, VEk > 2.

A su vez, los coeficientes de autocorrelacion se obtienen dividiendo las autocovarianzas
por la varianza del proceso dado por la ecuacién (3.2):

Y1 —91
- T 3.5
e ey (3:5)

pe=0 Vk>2, (3.6)

es decir, las autocorrelaciones son nulas a partir del segundo retardo. Este resultado indica
que la ACF para un proceso MA(1) tiene un primer coeficiente distinto de cero y los demds
son nulos. Este comportamiento es andlogo al comportamiento de la PACF de un proceso
AR(1).

Para verificar la forma que presentara la funcién de autocorrelaciéon parcial, de acuerdo
a la ecuacién (3.4) podemos notar que Y;_), tiene un efecto directo sobre V;, para todo
k. Este comportamiento es andlogo al de la ACF de un proceso autorregresivo, donde
los coeficientes son no nulos y decrecen geométricamente con k, de acuerdo a la siguiente
expresion (Wei, 2006):

_ -7 —69)

P, = k>1. (3.7)

1— gkt T
La Figura 3.1 muestra el correlograma de un proceso MA(1) con a; ~ N(0,0?) iid, y
su correspondiente grafico de autocorrelacién parcial. El valor del pardmetro 6; utilizado

para simular el proceso es 0,7.
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Figura 3.1: ACF y PACF de un proceso MA(1)

3.2. Proceso de medias méviles de orden ¢ - MA(q)

Generalizando a un proceso de medias moviles de orden ¢, la expresion que lo repre-
senta es:

}/t = U+ a— Qlat_l — 92at_2 — ... — ant—qy (38)

donde 1 es la media del proceso, ay, ..., a;—, son las innovaciones, con a; ~ RB(0,0?).
Es decir, Y; se explica a través de la innovacion a tiempo t y a ¢ periodos anteriores
a t multiplicados por parametros ¢, a 6,. De acuerdo a la notacién con el operador B

podemos escribir el proceso centrado como:
Y, =(1—-6,B—6,B*— .. —0,BYa, (3.9)
o también, de manera mas compacta,
Y; = 0,(B)a (3.10)

El modelo (3.8) siempre serd estacionario. A su vez, serd invertible si se satisface que

las inversas de las raices del operador 6,(B), son menores a la unidad (Penia, 2005).

3.2.1. Funcidén de autocorrelacién y autocorrelaciéon parcial

Para obtener los coeficientes de autocorrelacion, usaremos las expresiones de las auto-

covarianzas, dadas por:

Yo=(1+6+..+62)07
Ve = (=0k + 010k41 + .. + 0, 10,)0%, k=1,...q

Y =0 k> q.
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Dado que los coeficientes de autocorrelacién son los de autocovarianzas dividido por
la varianza del proceso g, resulta que sélo los ¢ primeros coeficientes de autocorrelacion
seran distintos de cero. Los mismos estan dados por:

=+ 010p1 + .+ 040,
B L+ 07 +...+02

Pk k= ]-)'“7(]

pr=0 k>q.

Para estudiar el comportamiento de la PACF, utilizaremos la propiedad del proceso
MA(gq) invertible de poder escribirse como un proceso AR(00). Por lo tanto, la PACF de
un proceso MA(q) tendra valores distintos de cero para todo retardo ya que existe un
efecto directo de Y;_; sobre Y; para todo i. Notemos que tanto la PACF de un AR(q)

como la ACF de un MA(q) se anulan para indices mayores que g.
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Capitulo 4

Combinacion de procesos AR y MA

En el presente capitulo abordaremos los procesos ARMA, que resultan de combinar
procesos autorregresivos y de medias méviles. En ocasiones, las observaciones podrian
explicarse mejor si se combinan ambos modelos. Ademds, se pueden obtener modelos més

parsimoniosos, es decir, con menos parametros.

4.1. Proceso ARMA (1,1)

Comenzaremos por el caso particular de un modelo que resulta de sumar la parte
autorregresiva de un AR(1) y la parte de medias méviles de un MA(1). Este modelo es el

ARMA(1,1) y queda representado como sigue:
}/t =c+ ¢1}/t_1 + a; — 91at_1, (41)

de acuerdo al operador retardo B, la expresién (4.1) se puede escribir:

(1—¢1B)Y; = c+ (1 — 6, B)as. (4.2)

Se pide que |¢1| < 1 para que el proceso sea estacionario y que |f;| < 1 para que
ademds sea invertible.

Para el proceso ARMA(1,1), la esperanza toma el mismo valor que el que corresponde
al proceso AR(1) de acuerdo a la ecuacién (2.2), dado que el valor esperado para las
innovaciones es nulo.

Respecto a la varianza, la expresion para v, estd dada por (Cryer, 1986):

0'2(1 — 2¢191 + 9%)
Yo = 2 .
1 —¢7

(4.3)
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Notar que si #; = 0 se obtiene la misma varianza que para un proceso AR(1), y si

¢1 = 0 se obtiene la misma varianza que para un proceso MA(1).

4.1.1. Funcién de autocorrelaciéon y autocorrelaciéon parcial

Del mismo modo que en las secciones previas, comenzaremos por las autocovarianzas

para luego definir las funciones de autocorrelacién. Para un proceso ARMA (1,1) resultan:

M= P17 — 91027

y en general: 7, = ¢17x—1 Yk > 2, al igual que AR(1).
El primer coeficiente de autocorrelacion, esta dado por:

_ N (1 — 01)(1 — ¢16h)

Notemos que si ¢; = 61, de la ecuacién (4.2) resulta que tenemos un proceso de ruido

blanco.

La funcién de autocorrelacién de un proceso ARMA(1,1) combina las caracteristicas
de los procesos AR(1) y MA(1) y sigue un patrén similar a la ACF de un AR(1).

Para calcular la funcién de autocorrelacién parcial, usando la invertibilidad del proceso,

escribiremos al proceso ARMA (1,1) del siguiente modo:
Yy = (¢1 — 01)Yie1 + 01(¢1 — 61)Yia + 07 (1 — 01)Yis + ... + ay. (4.5)

De esta expresion resulta que el efecto directo de YQ, 1, sobre Yt decrece geométricamente
de acuerdo a 6% a partir de un valor inicial ¢; — 6. En resumen, la ACF y PACF de un
proceso ARMA (1,1) tendran una estructura similar. La tasa de decrecimiento en la ACF
depende de ¢; y en la PACF depende de 6;.

La Figura 4.1 muestra las funciones ACF y PACF estimadas de un proceso ARMA
(1,1) simulado con a; ~ N (0, 0?) iid:

4.2. Proceso ARMA(p,q)

En forma general, el proceso se puede representar por una parte autorregresiva sumada

a una parte de medias moéviles segtin:

}/;g = C+¢1}/t—1+¢2Y;5—2+...+¢p}/t_p+at—91043_1—ggat_g—...—eqat_q t= 1, 2, (46)
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Figura 4.1: ACF y PACF para un proceso ARMA (1,1).

con la constante ¢ relacionada a la esperanza del proceso segtin (Wei, 2006):
S R (4.7
En términos del operador retardo, para el proceso centrado, podemos escribir:
(1—¢B—...—¢,B")Y,=(1-6,B—..-0,Ba, (4.8)
y en notaciéon mas compacta tenemos:
¢p(B)Y; = 0,(B)ay, (4.9)

El proceso serd estacionario si las inversas de las raices de ¢,(B) estan dentro del
circulo unitario y sera invertible si las inversas de las raices de ,(B) cumplen la misma
condicién (Pena, 2005).

Asi, las condiciones de estacionariedad e invertibilidad de los procesos AR, MA y

ARMA son:

» AR(p): estacionario si las inversas de las raices de ¢,(B) estan dentro del circulo

unitario y, en tal caso, resulta invertible.

» MA(q): siempre estacionario, invertible si las inversas de las raices de ,(B) estédn

dentro del circulo unitario.

» ARMA(p, q): estacionario si las inversas de las raices de ¢,(B) estan dentro del
circulo unitario, invertible si las inversas de las raices de 0,(B) estdn dentro del

circulo unitario.

La Tabla 4.1 resume las caracteristicas de los procesos AR, MA o ARMA de acuerdo
a los gréaficos ACF y PACF.
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Tabla 4.1: Caracteristicas de la ACF y PACF de los procesos AR, MA y ARMA.

ACF PACF
AR(p) Muchos coeficientes no nulos ~ Primeros p no nulos, el resto 0
MA(q) Primeros ¢ no nulos, el resto 0.  Muchos coeficientes no nulos
ARMA(p,q)  Muchos coeficientes no nulos Muchos coeficientes no nulos

La Figura 4.2 (PUCP, 2020) muestra en forma cualitativa el comportamiento de la
ACF y PACF para procesos AR(p), MA(q) y ARMA (p,q). En general, la ACF de un
proceso ARMA(p, q) serd similar al del AR(p), con una deformacién en el retardo ¢. Simi-

larmente, la funcién PACF tendra una deformacién en el retardo p. Este comportamiento

es el resultado de la superposicion de las propiedades de los procesos AR y MA.

PACF

ACF
AR(p) \ :
P
MA(q) ]

ARMA(p.q) \ t

q
q retardo P retardo

Figura 4.2: Comparacién entre ACF y PACF para procesos AR(p), MA(q) y ARMA (p, q)

Aplicacion de modelos AR, MA y ARMA

En lineas generales, tal como sugieren las expresiones (2.19) y (3.8), el modelo AR es
mas apropiado cuando se espera que el valor actual de una serie sea fuertemente depen-
diente de sus valores pasados, y el modelo MA puede ser aplicable cuando el valor actual

es mas dependiente de las innovaciones pasadas que de los valores propios de la serie. Este

tipo de modelos proporcionan un marco para el estudio de procesos estacionarios.

Como ejemplo, Poggi et. al. (Poggi, Muselli, Notton, Cristofari, y Louche, 2003) traba-

jaron en la prediccion y simulacién de la velocidad del viento en Cércega mediante el uso
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de un modelo autorregresivo. En este contexto, utilizando las principales caracteristicas
estadisticas de la velocidad del viento (media, varianza, distribucién de probabilidad, fun-
cién de autocorrelacién), compararon datos simulados con experimentales. El propdésito
es crear un generador de datos para construir un ano de referencia para simular sistemas
edlicos en Coércega. Los autores encontraron que el modelo AR(2) permite simular perfiles
mensuales de velocidad del viento con retardos de tres horas, ofreciendo una buena apro-
ximacion al fenémeno real. Por otro lado, Z. Ivanovski et. al. (Ivanovski, Milenkovski, y
Narasanov, 2018) han estudiado la capacidad predictiva con modelos de medias méviles
(MA) para prever tendencias e indicadores turisticos. Analizaron datos trimestrales del
nimero total de huéspedes durante un periodo de cinco anos, desde 2012 hasta 2016,
que han visitado la Republica de Macedonia. Encontraron evidencia de que estos modelos
proporcionan una buena predicciéon del nimero de visitantes, trimestralmente, para un
horizonte de un ano. Estos resultados son relevantes para una planificacién adecuada en
el sector turistico.

De acuerdo a la bisqueda bibliografica realizada, los casos en que se utilizan exclusi-
vamente modelos autorregresivos o de medias moviles son menos frecuentes que los casos
donde se utilizan modelos ARMA, que se han aplicado extensamente en diversas discipli-
nas. A pesar de que en ocasiones puede haber cierta preferencia en usar exclusivamente
un modelo AR o MA, podria ser necesario combinar ambos para lograr una mejor mode-
lizacién, mas parsimoniosa y una mejor prediccion. La eleccion del modelo correcto no es
sencilla y es de valor la experiencia del investigador para esta tarea. Como ejemplo, en-
contramos a P. Burlando et. al. (Burlando, Rosso, Cadavid, y Salas, 1993), que utilizaron
modelos ARMA(2,2) para la prediccién a corto plazo de las precipitaciones cerca de esta-
ciones meteoroldgicas localizadas en el estado de Colorado (USA) y el rio Arno (Italia),
utilizando datos histéricos de 36 anos y 26 anos respectivamente. A su vez, Chujai et. al.
(Chujai, Kerdprasop, y Kerdprasop, 2013), buscaron un modelo ARMA para prever el
consumo de electricidad de un hogar. Los autores utilizaron datos correspondiente al con-
sumo individual de energia eléctrica en hogares desde diciembre de 2006 hasta noviembre
de 2010. Los mismos se obtuvieron del repositorio (UCI repository of machine learning
database). Los resultados del estudio mostraron que el modelo ARMA fue el mejor para

encontrar prondsticos mas adecuado en términos diarios y semanales.
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Capitulo 5

Procesos no estacionarios

Los modelos vistos hasta el momento suponen que la serie temporal se mueve alrededor
de una media constante, pero muchas veces no resulta de este modo. Podemos encontrar
ejemplos donde la media no es constante, donde la varianza no es constante, o que ambos
no lo sean. En esta seccién comenzaremos por plantear el proceso no estacionario llamado

paseo aleatorio, para continuar luego con los modelos ARIMA y SARIMA.

5.1. Paseo aleatorio

El caso méas simple de un proceso estocdstico no estacionario es el paseo (o camino)

aleatorio y puede representarse por:
YVi=c+Yii+a (5.1)

Es decir, el valor que toma Y al tiempo ¢ estda dado por el valor adquirido un periodo
anterior a ¢t mas la innovaciéon a; y un valor constante ¢, que eventualmente podria ser
nulo. Si no fuera nulo, el proceso es llamado paseo aleatorio con deriva (Wei, 2006).

Si hacemos W; = VY, =Y, — Y, 1 = (1 — B)Y;, tenemos que W; = ¢ + a;. Se dice
que W, es la primera diferencia de una serie temporal, en este caso el paseo aleatorio.
Podemos notar que al hacer la primera diferencia, tenemos una serie que corresponde a
ruido blanco, por lo tanto, estacionaria.

En los procesos no estacionarios la constante ¢ es importante y representa alguna
propiedad del proceso. En la Figura 5.1 se muestra una simulacion de dos paseos aleatorios,

sin y con deriva. Se puede notar que el paseo aleatorio con deriva posee cierta tendencia
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a aumentar a lo largo del tiempo, lo cual no sucede en el caso en que ¢ = 0, aunque se

observa claramente la no estacionariedad del proceso.

Si el proceso comienza en t = 0, puede escribirse como

Yi=ct+a+ a1 +a_2+ ... +ay,

tomando esperanzas tenemos que: E(Y;) = ct, de modo que la media aumenta linealmente

con el tiempo o es cero en el caso que ¢ = 0.

La varianza esta dada por
Var (Y;f) = E<at +a;1+ai o+ ...+ CL1)2 = O'Qt

y también aumenta con el tiempo.

»
3

=]

8

3

Valor de las observaciones
8

Valor de las observaciones

o

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Tiempo (escala arbitraria) Tiempo (escala arbitraria)

Figura 5.1: Paseo aleatorio a) Sin deriva (¢ = 0) y b) Con deriva (¢ = 0,1).

5.2. Proceso ARIMA

Se dice que una serie de tiempo Y; se explica a través de un modelo integrado au-

torregresivo de medias méviles, ARIMA, si la diferencia de orden d, W; = V7Y, es un

proceso estacionario ARMA (p, q), donde V = (1 — B). En este caso diremos que Y; es un

proceso ARIMA (p,d, q). Se encuentra en la préactica que usualmente d = 1 (a lo sumo 2)

resulta suficiente para modelar la serie, razon por la cual veremos ejemplos para procesos

integrados de primer orden (Cryer, 1986).
Consideremos un proceso ARIMA (p,1,q) con W, =Y, — Y, 1:

Wt =c+ <;§1Wt,1 —+ ¢2Wt,2 + ...+ Qﬁth,p +a; — 01at,1 — 02at,2 — ... ant,q

En términos de la serie original podemos escribir:

Vi—Yia=c+n(Yier —Yia) +po(Yia — Vi) + .. + ¢ (Yiep — Vi)

+ ay — (91(1,t_1 - 92@15_2 — .. ant_q.
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Por ejemplo, si queremos escribir un proceso ARIMA (0,1,1), implica que no tendra
parte autorregresiva (p = 0), que serd no estacionario de manera que al hacer la primera
diferencia (d = 1) se transforma en estacionario y que tendra una parte de medias méviles
de primer orden (¢ = 1). El proceso se puede representar como:

Y; =c+ Y;g_l + a; + Qlat_l. (54)

A su vez, un proceso ARIMA (1,1,0) se puede representar como:

Yi=c+Yia+ta+ oY — 1Yo (5.5)

En términos del operador retardo, se puede utilizar la siguiente expresiéon para un

modelo ARIMA:

p(B)(1 = B)Y, = ¢+ 0y(B)a, (5.6)
donde el operador AR ¢,(B) = (1 — ¢1B — ... — ¢,BP) y el operador invertible MA
0,(B) = (1—6,B—...—6,B9) no tienen raices comunes. Cuando d = 0, el proceso original

es estacionario (bajo las condiciones discutidas el capitulo anterior para procesos ARMA),
y el parametro ¢ se relaciona con la esperanza p del proceso de acuerdo a la expresién
(4.7). En cambio, si d > 1, ¢ corresponde a un término de tendencia deterministica y es
usualmente omitida del modelo (Wei, 2006).

La Figura 5.2 muestra la simulacién de un proceso ARIMA (1,1,1), con ¢; = 0,7
y 01 = 0,3. Se puede observar que al realizar la primera diferencia el proceso se vuelve
estacionario y puede representarse mediante un modelo ARMA (1,0,1). Notar ademds que

el camino aleatorio no es mas que un proceso ARIMA (0,1,0).

Valor de las observaciones
o

Primera diferencia de las observaciones

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tiempo (escala arbitraria) Tiempo (escala arbitraria)

Figura 5.2: Proceso ARIMA (1,1,1) a) serie original y b) primera diferencia.
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5.2.1. Aplicacién de modelos ARIMA

Cuando la serie de tiempo no es estacionaria, corresponde usar modelos que tengan
en cuenta este comportamiento, como el ARIMA.

Un estudio en Indonesia ha utilizado estos modelos con el objetivo de pronosticar
muertes por coronavirus y estudiar la evolucién de la enfermedad en dicha regién. El
pronostico se realizo en un periodo de 30 dias, desde el 22 de abril de 2020 hasta el
21 de mayo de 2020 (Satrio, Darmawan, Nadia, y Hanafiah, 2021). De acuerdo a los
resultados, se encontré que los errores en el prondstico aumentan a medida que se avanza
en el horizonte de prediccion y que el modelo subestima los valores reales de la serie
temporal correspondiente a los datos confirmados de Covid-19. También se han utilizado
modelos ARIMA para predecir la produccién de maiz en Serbia desde el ano 2015 hasta el
2017, utilizando valores histéricos desde 1947 (Ili¢, Jovanovié, y Jankovié-Milié, 2016). Los
autores encontraron que se proyecta una caida de casi el 20 % en la produccién de maiz en
comparacion con 2014, atribuyendo este fenémeno a factores climaticos. Esto sugiere que
se puede esperar una disminucién en los volimenes y en el valor de las exportaciones, lo
cual es significativo para la economia local, siendo el maiz el cultivo de mayor importancia
en dicho pais debido a la extensa superficie que abarca.

Por otra parte, Permatasari et. al. (2018) han estudiado, a través de modelos ARI-
MA, la demanda de periédicos impresos de una empresa en Surakarta, Indonesia. La
motivacién del trabajo se relaciona con que, dada la evolucién en materia tecnoldgica,
cierto porcentaje de la poblacion ha comenzado a utilizar medios digitales para informar-
se, incluyendo cambios en los patrones de lectura de periddicos impresos hacia noticias
electrénicas. Uno de los objetivos es evitar las ventas perdidas y restringir el exceso de
suministros. Se utilizaron datos historicos comprendidos entre junio de 2016 y marzo de
2017. Los autores recomiendan el uso del modelo ARIMA (1, 1, 0), que se eligi6 entre tres
modelos diferentes, debido a que proporciona el valor mas bajo del error porcentual abso-
luto medio (MAPE). Ademas, se encontré que este modelo permite predecir el pronéstico
a corto plazo de manera efectiva, con un valor de MAPE del 3.52 % (Permatasari, Sutopo,
y Hisjam, 2018).

Entre otros ejemplos encontramos también el pronéstico de la vida 1til de baterias de
litio (Zhou y Huang, 2016), la prediccién del flujo de pasajeros de una linea de metro en

China (Yan, Zhou, Zhao, y Wu, 2018), etc.
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5.3. Proceso SARIMA

Este tipo de procesos se dan cuando la serie de tiempo posee una componente estacio-
nal, es decir, cuando hay un patrén que se repite ano tras ano. El comportamiento mes a
mes puede ser distinto, pero es similar para el mismo mes de anos diferentes. Como ejem-
plo, podemos encontrar series temporales de la demanda de cierto producto, que podria
ser mas elevada en periodos festivos que en no festivos, o las series de la lluvia caida a lo
largo del ano, donde es usual que tenga altos y bajos valores en ciertos meses y que estos
se repitan en cada ano. Este comportamiento implica plantear un modelo adecuado, que
tenga en cuenta el periodo estacional de la serie, s, el cual puede tomar, por ejemplo, los

siguientes valores:

s = 12 datos mensuales

s = 4 datos trimestrales

s = 3 datos cuatrimestrales

» s = 2 datos semestrales

Utilizando el operador retardo, podemos escribir el modelo de la siguiente manera:
@p(B)6,(B)(1 - BY'(1— BY)Y, = 0,(B)0q(B)a. (5.7

Llamaremos a ¢,(B) y 0,(B) los polinomios autorregresivo y de medias méviles de la
parte regular y a ®p(B®) y ©g(B*) los polinomios autorregresivo y de medias méviles de

la parte estacional de la serie, respectivamente, y estan definidos del siguiente modo:
dp(B*) = (1 — &, B — ... — &pB*")

¢p(B) =(1—¢1B— ... — ¢,B")
Oq(B*) = (1—-6,B° — ... — 0o B*?)
6,B)=(1-6,B—..—0,B
Este modelo se denota como SARIMA (p, d, q)(P, D, Q)s, donde s se refiere al periodo
estacional, d es el nimero de diferencias necesarias para que el proceso sea estacionario
en la parte regular, y D es el nimero de diferencias necesarias para que el proceso sea

estacionario en la parte estacional. Por ejemplo, la primera diferencia en la parte estacional

para una serie mensual implica hacer Y; — Y;_1o.
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El modelo SARIMA se basa en la hipétesis de que la relacion de dependencia estacional
es la misma para todos los periodos. Como ejemplo, supongamos que disponemos de datos
mensuales, de una cierta cantidad de anos. Se podria dividir la serie en 12 series anuales,
cada una de ellas con la cantidad de observaciones correspondientes al niimero de anos
disponibles. Es decir, se podria representar graficamente la evolucién de un mismo mes
en distintos anos. Si D = 1, al hacer Y; — Y;_ 15, las medias de los meses desaparecen y
para cada uno de los meses se seguird un proceso estacionario de media cero. Cada una

de estas series seguird un modelo ARIMA, formulado en términos de B'? segiin
(1-®,B2— ... —®pB2")(1 - B%)Y,=(1-06,B"” ... - 0B, (5.8)

La serie de residuos «; no serd generalmente un proceso de ruido blanco, dado que
no se tuvo en cuenta la parte regular de la serie original, es decir, la dependencia entre
una observacion y las inmediatamente anteriores. Asi, asumiendo que 4 sigue un proceso
ARIMA regular, se tiene

6,(B)(1 — B)a, = 0,(B)a, (5.9)

Sustituyendo la expresion (5.9) en (5.8) se obtiene el modelo (5.7).

5.3.1. Aplicacion de modelos SARIMA

Como se mencioné anteriormente, estos modelos son adecuados cuando una serie tem-
poral presenta comportamientos ciclicos, por ejemplo cada tres, cuatro, seis o doce meses.
Un ejemplo muy caracteristico para el que se usan estos modelos es el pronéstico de ventas
minoristas mensuales, donde se observa en general un alto componente estacional. Poder
predecir el volumen de ventas proporciona una valiosa informaciéon para una empresa o
negocio. Heng Zhao et.al (Zhao, Zuo, y Lin, 2022) han obtenido buenos resultados utili-
zando los modelos SARIMA para el prondstico de las ventas mensuales de una empresa
de productos quimicos. El conjunto de datos se baso en las ventas reales de la empresa y
utilizaron el método de Box-Jenkins para seleccionar el modelo méas adecuado entre cinco
modelos SARIMA. Los resultados del prondstico fueron similares a los datos de ventas
reales. La curva de prondstico muestra que las ventas de la empresa para el ano 2021
estarfan aumentando con respecto al ano anterior.

Los modelos SARIMA se han implementado también en la probleméatica ambiental,

para predecir concentraciones de gases y/o particulas contaminantes en la atmosfera.
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Samal et. al. han utilizado modelos SARIMA para predecir los niveles futuros de diversos
contaminantes. presentes en la atmdsfera de la ciudad de Bhubaneswar obteniendo buenos
resultados (Samal, Das, Babu, y Acharaya, 2019).

Manigandan et. al. aplicaron modelos SARIMA para pronosticar la producciéon y el
consumo de gas natural en Estados Unidos hasta 2025 (Manigandan et al., 2021). El
método propuesto permite el uso de patrones estacionales y, de continuar con este com-
portamiento, se espera que la produccién y el consumo de gas natural aumenten para
2025. Los resultados de este estudio proporcionan informacion valiosa para determinar la
planificacién energética y futuras politicas energéticas sostenibles.

Podemos encontrar més ejemplos de aplicacion, como la identificacion de patrones
en las precipitaciones de la region de Brong Ahafo de Ghana para la predicciéon de lluvia
(Afrifa-Yamoah, Saeed, y Karim, 2016), el pronéstico de caudales de rio en la baja Cuenca

del Rio de la Plata (Meis, Llano, y Rodriguez, 2022), etc.
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Capitulo 6

Estimacion de parametros

Para la estimacion de los parametros de modelos de series temporales, presentaremos
el método de momentos y el de maxima verosimilitud asumiendo que las innovaciones son

Gaussianas.

6.1. Meétodo de momentos

Tomaremos como ejemplo un modelo AR(p), para lo cual debemos estimar los valores
de ¢1,...,¢p, p = E(Y}), y 0 = E(a;) de acuerdo a la expresién (2.19). La estimacién
més sencilla para la media es la media muestral, /i = Y. Para estimar cada uno de los ¢

usaremos las ecuaciones poblacionales de Yule-Walker, dadas por:

pP1 = 01+ Qap1 + P3p2 + ... + Gppp_i

p2 = o1p1 + b2+ P3p1 + ... + ppp—2

Pp = P1Pp-1 + G2pp—2 + P3pp-3 + ... + Oy

Reemplazando pj en la expresion anterior por su version muestral g, los valores de
¢ quedan definidos como la soluciéon de dicho sistema.

Considerando que para un proceso AR(p) la varianza de Y; estd dada por (Wei, 2006):

Yo = G171 + PaY2 + o + DY + 07,

2

la varianza de las innovaciones, o, se estima del siguiente modo:

5% = 40(1 — G1p1 — D2z — ... — Dppy). (6.1)
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Para procesos AR(1) tenemos que:

y para un proceso AR(2):

(1 =) N Py — P2
SRS O S
L —p1 L —=py

En el caso de un modelo MA(q), los estimadores para 6y, ...,6, son mas dificiles de
obtener a través del método de momentos, dado que las innovaciones son desconocidas y se
requieren métodos numéricos para resolver un sistema de ecuaciones que resulta no lineal.
Este método devuelve estimaciones pobres y no es recomendable para las estimaciones
finales de los pardmetros en procesos MA(q) o ARMA(p, q), como se discute en (Wei,
2006).

6.2. Meétodo de maxima verosimilitud
Consideremos un proceso estacionario ARMA(p, ¢), dado por
}./; = ¢1Y;5—1 + ...+ ¢p}./;—p + a; — Hlat_l — .. 9qat_q, (62)

donde Y; = Y; — w, i = E(Y;) vy a; son iid, a; ~ N(0,0?). Asumiremos que el proceso
es estacionario, invertible y que los polinomios ¢,(2) = 1 — ¢12 — ... ¢p2P y 0,(2) =
1 — 6012 — 622 — ... — 0,27 no tienen raices comunes.

La densidad conjunta del vector a = (ay, ..., a,) estd dada por

o 1 ¢
fla| ®,1,6,0%) = (210%) " exp {—r,z Z} , (6.3
donde ® = (¢1,...,¢,) v € = (01, ...6,). Despejando a, de (6.2), obtenemos que
ay = Orag_1 + ... + 04a,_q + Y — 1Yo — o — (bpy;/fp-

Sea Y = (Y7,...,Y,). Asumiendo condiciones iniciales conocidas Y, = (Y1, ..., Y_1,Yg) ¥
a. = (aj—gq,...,a_1,ap), la log verosimilitud condicional queda definida siendo

S.(®,11,0)
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In L, (®, 1,0, 02) = —% In(2702) — (6.4)
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donde
Se(®, 1, 0) = Zaf(q),,u,@ | Y., a.,Y).
t=1

Resta determinar como elegir los valores de Y, y a, para estimar los pardmetros maxi-
mizando la log verosimilitud. Hay varias alternativas para elegir las condiciones iniciales.
Siendo que estamos asumiendo que Y; es estacionario, una opcién puede ser utilizar un
estimador de su media en cada coordenada de Y,. Es decir, definimos Y;, = Y para
k =1—p,..,0. Andlogamente, reemplazamos cada coordenada de a por su valor esperado.
Es decir, tomamos ay = 0 para k =1 — ¢, ..., —1,0. Algunos autores prefieren comenzar
la verosimilitud en ¢ = p + 1, tomando condiciones iniciales iguales a cero para a;, con
j=mp,...,p+1—¢q. Una vez obtenidos estimadores <i>, iy 6 minimizando Se(®, 1, 0),

estimamos 2 con

~ ~

) Si(®, [1,0)
2 ) [
7T Tar

donde d.f.=n —p — (p + ¢+ 1), cuando la verosimilitud empieza en ¢t = p+ 1 (ver (Wei,
2006), secci6én 7.2).
Si Y; es un proceso SARIMA (p,d,q)(P, D, Q)s, definido en (5.7), entonces W; =

(6.5)

(1 — B)Y(1 — B%)PY; resulta un ARMA. Podemos entonces estimar los pardmetros de
Op(B*)p,(B) vy los de 6,(B)Og(B*) aplicando el método introducido a la serie transfor-
mada.

Se puede demostrar que, bajo las condiciones asumidas, el vector A= (@,é, L) es

asintéticamente normal. Es decir,
Jn (X - ,\) 5 N(0, V), (6.6)

donde A = (®,0, 1) y V denota la matriz de covarianza asintdtica. Ademas, el estimador
62 definido en (6.5) es asintéticamente no correlacionado con . Si bien estos estimadores
han sido deducidos bajo el supuesto de normalidad y resultan eficientes en tal escena-
rio, coinciden con los estimadores de cuadrados minimos y resultan ser asintoticamente

normales bajo condiciones generales de regularidad.
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Capitulo 7

Simulaciones

En estadistica las simulaciones son una herramienta poderosa para explorar de manera
empirica diferentes resultados tedéricos. Contribuyen a tomar decisiones y a comprender
mejor la dindmica de los fenémenos estudiados.

En este capitulo presentaremos una serie de simulaciones realizadas bajo algunos de
los modelos de series de tiempo ya presentados. Estos son AR, MA, ARMA y SARIMA.
Los resultados obtenidos para ARIMA no los incluimos, siendo que no difieren en los
obtenidos para ARMA.

En la Seccion 7.1 se resumen los modelos y parametros utilizados para generar datos.
En adelante, nos referiremos a ellos siendo los modelos correctos. En cada uno de los
escenarios contemplados se plantearon diferentes andlisis. En la Seccién 7.2 describimos
cada uno de estos andlisis en detalle. Los resultados de ellos en cada modelo se incluyen
en la Seccion 7.3.

El cédigo en R de las simulaciones llevadas a cabo en el presente capitulo se encuentran

disponibles en el siguiente enlace GitHub-series-temporales.

7.1. Generacion de datos

En la Tabla 7.1 se detallan los modelos elegidos para generar las series y cudles son
los parametros que le corresponde a cada uno.

En todos los casos, los pardmetros elegidos verifican las condiciones requeridas para
que el proceso resulte estacionario a invertible: las inversas de las raices de los polinomios

#(z) y 0(z) estan dentro del circulo unitario. Notar que para el modelo ARIMA, d = 1.
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https://github.com/iavram73/tesis-series-temporales

Tabla 7.1: Pardmetros de modelos AR, MA, ARMA, ARIMA y SARIMA
Pardametro AR(3) MA(3) ARMA(2,1) ARIMA(2,1,1) SARIMA(1,1,1)(1,0,1)12

" 0.7 ; 0.7 0.7 0.7
s 0.2 ; 0.2 0.2 ;
s 0.3 ; ] } ]
01 - 0.7 -0.3 -0.3 0.8
02 - 0.2 - - _
03 - -0.3 - - -
P, - - - - 0.6
01 - - - - 0.7

Para SARIMA, d =1, D = 0 y el periodo estacional es 12. En todos los casos, la varianza

de las innovaciones es 02 = 1.

7.2. Descripcién de los diferentes analisis

Distribucion de las estimaciones de los parametros del modelo

Una vez generadas las series temporales para cada proceso, cada una de ellas fue ajus-
tada con el mismo modelo con el cual fue generada. Es decir, se estimaron los parametros
del modelo utilizando el estimador de maxima verosimilitud. Se guardaron los valores de
las estimaciones de los pardametros con cada conjunto de datos con el objetivo de estudiar
empiricamente su distribucién. En todos los casos, para realizar los ajustes, se hizo uso de
la funcion Arima del paquete forecast de R. De esta manera exploramos empiricamente
los resultados asintéticos para los estimadores de méaxima verosimilitud presentados en
la seccion anterior: distribuciones acampanadas alrededor del parametro verdadero con
dispersién que decrece a medida que aumenta la longitud de la serie empleada para la

realizacién de las estimaciones.

Seleccién de modelo

Se ajustaron las series de tiempo simuladas utilizando el modelo con el cual fueron
generadas y a su vez otros modelos del mismo tipo pero con diferente nivel de complejidad.
Por ejemplo, las series simuladas de tipo AR(3) se ajustan con AR(3), y a su vez con

AR(2) y AR(1). Para la seleccién del modelo se utilizaron los criterios de informacién de
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Akaike (AIC) (Akaike, 1974) y Bayesiano (BIC) (Schwarz, 1978), dados por las siguientes

expresiones:

A

AIC = 2k — 2In(L), (7.1)

con L el valor maximizado de la funcién de verosimilitud y k el nimero de parametros,

BIC = In(n)k — 2In(L), (7.2)
con n la longitud de la serie (cantidad de observaciones).

Para cada serie se guardan los valores de AIC y BIC obtenidos con cada ajuste y
el modelo elegido sera el que presente el minimo valor para cada uno de los criterios
mencionados. Ciertos estudios empiricos con fines predictivos, indican que el AIC es mejor
que el BIC en cuanto a la capacidad de prondstico (Hyndman y Athanasopoulos, 2018).
De todos modos, para fines exploratorios, en esta tesis se utilizan ambas métricas.

El procedimiento descripto se realizo en series temporales de diferente longitud: n = 50,
200 y 500 observaciones. En cada caso se registro la frecuencia con la que cada uno de los

modelos considerados fue elegido a lo largo de las Nrep = 1000 replicaciones.

Error cuadratico medio de las predicciones

Utilizando las series ya generadas con n = 500 observaciones, se seleccionaron conjun-
tos de 490 datos omitiendo los ultimos 10, de manera de utilizarlos posteriormente como
validacion al hacer predicciones. Utilizando los primeros 490 datos, se realizaron ajustes
con el modelo con el cual fueron generadas las series y con otros modelos, siempre de la
misma familia. Para cada horizonte de prediccion ¢ se calculd el error cuadratico medio

empirico, EC'M (t), segun la siguiente expresién:

S (Vi — Yar)?
ECM(t) = &= .
CM(t) Nrep ’ (7.3)

donde Nrep = 1000 es el numero de series generadas mientras que Yj; y Y;, denotan
la observacién y el valor predicho en el horizonte ¢, es decir, ¢ instantes después del
correspondiente a la ultima observacién utilizada para realizar el ajuste. Se obtienen 10
valores de ECM (ty) segin t, = T + h, h = 1,...,10, donde T' denota la longitud de la
serie utilizada para realizar el ajuste.

En las secciones que siguen se presentan los resultados obtenidos para cada uno de los

escenarios descriptos en la Tabla 7.1.

23



7.3. Resultados

7.3.1. Procesos AR y MA

Distribuciéon de las estimaciones de los parametros del modelo

Con series generadas bajo los modelos AR(3) y MA(3), de acuerdo a los pardme-
tros presentados en la Tabla 7.1, se realizaron histogramas de las estimaciones de los
pardmetros, estimados por maxima verosimilitud (EMV), obteniéndose los resultados de

las Figuras 7.1 y 7.2. Las lineas punteadas corresponden a los valores reales de ¢, ¢o y

¢3,y 01, 02y 0s.

¢4 - 100 observaciones ¢, - 100 observaciones ¢3 - 100 observaciones
44 ! 4 | 4
T )
B 34 ' RS ' EER !
kel ! kel ) k=] !
£ | 254 | g, :
a ' a ' a !
14 1 14 | 14 1
! | i
0 T L T 0 T ' ! r r 0 T —L— T
0.50 0.75 1.00 02 00 02 04 06 -0.6 04 0.2 0.0
b1 ¢z 43
¢4 - 500 observaciones ¢, - 500 observaciones ¢3 - 500 observaciones
10.0 10.0 10.0
1
5 7.54 i 5 7.54 A 5 7.59
© © ©
B ! = ! =
@ 5.0 ! @ 5.0 ! @ 5.0
[ 1 =y 1 c
O | O h O
0 25 ' 0 254 ' 0 254
1 1
0.0 T L v 0.0 T T } T . 0.04+— T
0.50 0.75 1.00 02 00 02 04 06 0.6 0.0
&1 ¢z

Figura 7.1: Distribucién empirica de los estimadores de los pardmetros de un proceso AR(3).
La linea azul corresponde a la funcién de densidad empirica y la linea punteada al valor real

del parametro.
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4 4 4
1
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[} [} [}
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@ 24 @ 24 | @ 24
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7} 7} ) 7}
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|
0 T T 7 0 7 r t T g 0 : r T T
0.50 0.75 1.00 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
64 62 63
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10.0 10.0 10.0
| 1
o 759 | o 7.5 ! o 7.54
[} [} [}
T ! T ! T
® 5.04 ! ® 5.0 ! @ 5.0
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0O 254 , 0O 254 . 0O 254
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0.0 v o T 0.0 T T + T T 0.0+— T T T
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Figura 7.2: Distribucién empirica de los estimadores de los pardmetros de un proceso MA(3).
La linea azul corresponde a la funcién de densidad empirica y la linea punteada al valor real

del parametro.
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Se puede notar que, como anuncia la teoria, las estimaciones obtenidas se distribuyen
centradas en el valor real y que la dispersion se hace mas pequena a medida que la cantidad
de observaciones por serie es mayor. Los resultados obtenidos no hacen mas que confirmar

la normalidad asintética de las estimaciones.

Seleccién de modelo

Para cada una de las series simuladas bajo los modelos AR(3) y MA(3), de acuerdo a
los parametros presentados en la Tabla 7.1, se realizaron ajustes utilizando modelos AR(p)
y MA(q), respectivamente, con p y q desde 1 hasta 7. Las Figuras 7.3 y 7.4 muestran la
frecuencia a lo largo de Nrep = 1000 replicaciones con que se elige cada orden segin AIC y
BIC, utilizando series de diferente longitud. Se puede observar que al aumentar el niimero
de observaciones en la serie temporal, la frecuencia con que se elige el modelo correcto es

mayor, sin presentar grandes diferencias entre las series de 200 y 500 observaciones.

Métrica AIC
50 observaciones 200 observaciones 500 observaciones
1000 1000 1000
©
g 750 7504 7504
@ 500+ 500 4 500
151
2 2504 2504 250 1
0ot 0— 77— ot
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Métrica BIC
50 observaciones 200 observaciones 500 observaciones
1000 1000 1000
©
g 7504 7504 7504
@ 500+ 500 4 500
5]
2 2504 2504 250 1
0ot 0 T T T T T T ot
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 7

Figura 7.3: Seleccién de modelo procesos AR.

Error cuadratico medio empirico de las predicciones

Queremos ahora comparar el error cuadratico medio de las predicciones cuando las
series son ajustadas con el modelo con el cual fueron generadas, AR(3) y MA(3), y con
dos modelos incorrectos: AR(1)-AR(2) y MA(1)-MA(2), respectivamente. Recordando que
tenemos 10 valores a pronosticar, los resultados obtenidos se muestran en la Figura 7.5.
Como se puede observar, para predicciones en tiempos cercanos al tltimo valor de la serie,
el EC'M toma valores mas pequenos al ajustar con el modelo correcto. Al alejarse en el

horizonte de prediccion, la diferencia en los valores de EC'M ya no se hace notable.
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Meétrica AIC
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Figura 7.4: Seleccién de modelo procesos MA.

Modelo verdadero AR(3)
3

2 . ?% 9% oo, o o 7% oo 00 ece
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D] ey AR(2)
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0
1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10
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2.0
15 ° . 004 o00 oo o000 (11 ) 00 o00 o0
s * I MA(1)
310 ] MA(2)
0.5 I MA@3)
0.0
t1 t2 3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10

tiempos futuros

Figura 7.5: ECM de las predicciones a tiempos futuros t, =T + h, h=1,...,10.

7.3.2. Procesos ARMA

Distribucion de las estimaciones de los parametros del modelo

Con las series ARMA(2,1) generadas de acuerdo a la Tabla 7.1, en la Figura 7.6 se
presenta la distribucién de las estimaciones obtenidas por maxima verosimilitud de los
parametros estimados bajo el modelo correcto. Los resultados se condicen con lo antici-

pado por la teoria.

Seleccion de modelo

Para cada una de las series ARMA(2,1) simuladas se realizaron ajustes utilizando
todas las posibles combinaciones dadas por p = 0,1y 2y ¢ = 0,1y 2 . Se registré la

frecuencia de acierto a los 6rdenes reales del proceso de acuerdo a los valores de AIC y
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Figura 7.6: Distribucién de pardmetros proceso ARMA(2,1).

BIC obtenidos en cada caso. La Figura 7.7 muestra la frecuencia con que se elige cada

combinacion de p y q.

Métrica AIC
50 observaciones por serie 200 observaciones por serie 500 observaciones por serie
500 500 500
4004 4004 4004
8 8 8
2 3004 2 3004 2 3004
o o o
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w w w
1004 1004 1004
0T 0 ————— - 0 ———— -,
(0,0)(0,1)(0,2)(1,0)(1,1)(1,2)(2,0)(2,1)(2.2) (0,0)(0,1)(0.2)(1,0)(1,1)(1,2)(2,0)(2,1)(2.2) (0,0) (0,1) (0,2) (1,1) (1,2) (2,0) (2.1) (2.2)
Métrica BIC
50 observaciones por serie 200 observaciones por serie 500 observaciones por serie
500 500 500
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8 8 8
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> > >
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i i s
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0
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0 T
(0,0)(0.1)(0.2)(1,0)(1,1)(1.2)(2,0)(2.1)(2.2)

0 T T
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(12) 20) 2.1) (22)

Figura 7.7: Seleccién de modelo procesos ARMA (2,1).

A diferencia de los resultados obtenidos para los procesos AR(3) y MA(3), el modelo
correcto no es necesariamente elegido en la mayoria de los casos. En este sentido, pudimos
comprobar que la diferencia entre los valores estimados por el ajuste y los valores verda-
deros de las series es muy similar, de manera que el algoritmo elige con mayor frecuencia

un modelo mas parsimonioso.

Error cuadratico medio empirico de las predicciones

De acuerdo a los resultados obtenidos en la seleccion de modelo, especialmente obser-
vando la baja frecuencia de eleccién del modelo ARMA(2,1) de acuerdo al BIC, presenta-
mos en la Figura 7.8 los errores cuadraticos obtenidos al ajustar modelos en tres posibles

escenarios: el verdadero (ARMA(2,1)), el mas elegido por BIC para 500 observaciones
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(ARMA(1,1)) y ajustando con ARMA(0,1), que no contempla una parte autoregresiva.
Los resultados muestran que los modelos ARMA(2,1) y ARMA(1,1) no presentan
sustanciales diferencias en su capacidad predictiva bajo el escenario contemplado para

realizar la simulacién (con los parametros presentados en la Tabla 7.1).

3 Modelo verdadero ARMA(2,1)

° I ARMA(0,1)
ARMA(1,1)
; ° | ARMA(2,1)

ECM
°

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 8 t9 t10
tiempos futuros

Figura 7.8: ECM de las predicciones a tiempos futuros con t, =T +h, h=1,...,10.

7.3.3. Procesos ARIMA

Los resultados obtenidos para este tipo de procesos son muy similares a los obtenidos
en ARMA, dado que sélo se agrega una tendencia a la serie, que luego debe ser eliminada

para trabajar con la serie estacionaria al estimar los pardmetros y seleccionar modelo.

7.3.4. Procesos SARIMA

Distribuciéon de las estimaciones de los parametros del modelo

Las series temporales SARIMA (1,1,1)(1,0,1)2 fueron simuladas de acuerdo a los pardme-
tros de la Tabla 7.1. La distribucién de las estimaciones por maxima verosimilitud de los
mismos se muestran en la Figura 7.9. Para todos los casos, los parametros se centran en
valores cercanos al verdadero, y la distribucion se concentra més al aumentar el nimero

de observaciones, tal como indica la teoria.

Seleccion de modelo

Desde el punto de vista computacional, el proceso de seleccién de modelo para procesos
SARIMA resulté mas complicado que para los modelos presentados previamente. Desde
el punto de vista computacional, estas simulaciones requirieron mucho mas tiempo de

computo y, ademas, para algunas de las series generadas no se puedo lograr un ajuste
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Figura 7.9: Distribucién de las estimaciones de pardmetros. Modelo SARIMA (1,1,1)(1,0,1);2.

con un modelo incorrecto debido a problemas de cdlculo dentro del algoritmo, como la
aparicién de matrices singulares. Debido a lo expuesto, y para hacer mas eficiente el
proceso de seleccion, se decidié hacer los ajustes de las series con el modelo correcto y con

otros tres modelos alternativos, presentados en la Tabla 7.2.

Tabla 7.2: Modelos SARIMA para seleccion

Modelo Identificacién Tipo
SARIMA(1,1,1)2(1,0,1);5 A correcto
SARIMA(1,0,1)x(1,0,1)12 B incorrecto
SARIMA(1,1,1)2(0,0,1)12 C incorrecto
SARIMA(1,1,1)2(1,0,0)12 D incorrecto

Como indica la Tabla 7.2, en el modelo B se elimina la tendencia en la parte regular,
y en los modelos C y D se eliminan los hiperparametros P y Q respectivamente.

En los casos en que se ajustaron las series temporales con 200 y 500 observaciones,
se selecciond el modelo correcto para todas las series. Mientras que para las series con 50
observaciones se obtuvieron los resultados de la Figura 7.10

De acuerdo a los resultados, la mayoria de los ajustes coincide con el modelo correcto.

Por otro lado, en ningtin caso se selecciona el modelo donde se suprime la tendencia en la
parte regular.
Error cuadratico medio de las predicciones

Se determiné el EC'M,; de las predicciones de acuerdo a la expresién (7.3), cuando las

series son ajustadas segin el modelo con el cual fueron generadas (Tabla 7.1) y con dos
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Figura 7.10: Seleccién de modelo para procesos SARIMA

modelos incorrectos: SARIMA(1,0,1)x(1,0,1);2 (donde se elimina la tendencia en la parte
regular) y SARIMA(1,1,1)2(0,0,1);2, donde se elimina la componente autorregresiva a la
parte estacional. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 7.11, en la cual se

observa que el modelo que presenta menor ECM a cada tiempo es el correcto.

Modelo verdadero SARIMA(1,1,1)(1,0,1)x12
00

[ ]
| SARIMA(1,1,1)(1,0,1)x12 °
SARIMA(1,0,1)(1,0,1)x12 °
2001 | SARIMA(1,1,1)(0,0,1)x12 * o
= °
(6] °
w ° °
100 o °
[ ] ¢ ?
° [ J
0 PPy e%e
t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10

tiempos futuros

Figura 7.11: ECM de las predicciones a tiempos futuros.

7.4. Conclusiones

Estudiar la sensibilidad de los modelos que se utilizan para el andlisis y estudio de las
series temporales es el principal objetivo planteado para este capitulo. En este sentido se
han realizado simulaciones de series temporales con cada uno de los modelos estudiados:
AR, MA, ARMA, ARIMA y SARIMA, generandose mil series de cada modelo.

En un principio, se ajustaron las series con el modelo con el cual fueron generadas, y se
guardaron los parametros estimados por el ajuste. Se realizaron histogramas para estudiar
su distribucion y se comprobé que la misma esta centrada en el verdadero parametro. Este

comportamiento es el mismo en todos los casos.
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Para evaluar la sensibilidad en cuanto a la selecciéon del modelo, cada una de las
1000 series de cada tipo fue ajustada con el modelo correcto y con otros incorrectos.
Se obtuvieron buenos resultados para los casos mas simples como AR y MA, donde la
el porcentaje de eleccién del modelo correcto asciende al 75 % (métrica AIC) o casi al
100 % (métrica BIC) cuando las series tienen 500 observaciones. Para el caso de modelos
mas complejos como ARMA y ARIMA, la frecuencia con que se elige el modelo correcto
no es significativamente mayor que las frecuencias de eleccién de modelos incorrectos,
incluso para las series con mas cantidad de observaciones. De acuerdo a los resultados
de las Figuras 7.7 y 7.8 se puede observar que la tendencia es seleccionar modelos més
parsimoniosos. Para el caso SARIMA, se comparé el ajuste del modelo correcto contra
otros tres incorrectos bien diferentes entre si (por ejemplo, sacando la parte estacional). En
este caso, la frecuencia con que se elige el modelo correcto es significativamente mayor a la
frecuencia de eleccién de los modelos incorrectos. Por tltimo se calcul6 el error cuadratico
medio (ECM) de las predicciones para un horizonte de diez tiempos, ajustando las series
con el verdadero modelo y con otros dos incorrectos. Para todos los casos, los valores mas
pequenos de ECM corresponden al verdadero modelo.

El cédigo en R de las simulaciones llevadas a cabo en este capitulo asi como el codigo del
analisis de los datos hidroldgicos del Capitulo 8 se encuentran disponibles en el siguiente

enlace GitHub-series-temporales.
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Capitulo 8

Aplicacion a datos hidrolégicos

La finalidad de este capitulo es poner a prueba los conceptos estudiados en relacién
a los modelos de series temporales, aplicado a un conjunto de datos reales. Se trabajara
con una serie temporal correspondiente al caudal medio mensual del rio Parana en la
estacion de medida Ttunel Subfluvial entre enero de 1977 y diciembre de 2016, contando
con un total de T" = 480 observaciones. Es sabido que la cuenca del rio Parana es vital
para nuestro pais debido a su significativo aporte econémico, ambiental y social, siendo la
principal via fluvial del pais, facilitando el transporte de bienes y el comercio internacional
a través de su conexion con el Océano Atlantico. Ademas, es crucial para la generacién
de energia hidroeléctrica a través de las represas Yacyreta e Itaipti. Su biodiversidad
unica favorece la pesca y el turismo, contribuyendo a la economia local. El rio Parané es
esencial para la agricultura, irrigando grandes areas de cultivo en la region pampeana.
Dada la importancia del mencionado rio, se decidié reproducir los resultados publicados
por la Dra. Melanie Meis en su tesis doctoral (Meis, 2019) y complementar los mismos
integrando otros conceptos en la seleccién de modelos y prediccién de la serie temporal,
con el objetivo de realizar prondsticos. Los valores de caudal se obtuvieron de la base de
datos del Sistema Nacional de Informacién Hidrica (SNIH), publicada por la Secretaria
de Infraestructura y Politica Hidrica, dependiente del Ministerio de Obras Publicas de la

Republica Argentina (SNIH, 2021).

En esta tesis se utilizé esta base de datos procesada por la Dra. Meis, quien realizé un

trabajo para completar los datos faltantes (menos del 10 % de las observaciones originales).
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8.1. Metodologia

La metodologia a utilizar se basa en el procedimiento propuesto por Box y Jenkins
(G. E. Box et al., 2015) y se describe a continuacién. Todo el cédigo construido en R para

este analisis se encuentra disponible en el siguiente enlace GitHub-series-temporales.

8.1.1. Analisis exploratorio

El primer paso para realizar un analisis y posterior prondstico es explorar la serie
temporal y examinar la presencia de patrones, estacionariedad, tendencias, estacionalidad,
etc. Para esto se estudiara el comportamiento de los datos a través de la visualizacién de

la serie y de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial.

8.1.2. Seleccion de modelo

Con el propésito de hacer prondsticos a futuro para horizontes de 6 y 12 meses, se
estudié la capacidad predictiva de diferentes modelos. Para la seleccion de modelos, se
utilizaron los datos correspondientes al periodo 01-1977 a 06-2016, y al periodo 01-1977 a
12-2015, respectivamente, segin el horizonte de prediccion. Nos referiremos a cada uno de
estos conjuntos como datos de modelado, los cuales constan de Tj, = T'— h observaciones,
para h = 6, 12. Los datos restantes conforman el conjunto de validacion, utilizados una vez
hecha la seleccién de modelos con los datos de modelado. Esta division permite estudiar la
capacidad predictiva de los modelos seleccionados, comparando los valores predichos con
los observados en un conjunto de datos que no fue utilizado en el proceso de modelado y
cuya longitud coincide con los horizontes de interés para futuras predicciones. La Figura
8.1 muestra los conjuntos de observaciones utilizados para modelar y los reservados para

validacién de acuerdo al horizonte de pronéstico elegido.

Modelado Vg 1111212: é;’m
—® ®—@
Ene-1977 Jun-2016 | Jul 2016  Dic-2016
Modelado Validacion
_@ f‘\ 12 meses @
Ene-1977 Dic-2015 | Ene-2016 Dic-2016

Figura 8.1: Caudales de modelado y validacién.
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Los datos de modelado se utilizaron para el proceso de seleccion de modelos, utilizando
los criterios AIC, BIC, entrenamiento-testeo y validacion cruzada, que se describen a

continuacion:

» AIC: criterio de informacién de Akaike (Akaike, 1974), de acuerdo a la expresién
(7.1) definida en el Capitulo 7. Aquel modelo con menor valor de AIC fue seleccio-

nado.

» BIC: criterio de informacién Bayesiano (Schwarz, 1978), de acuerdo a la expresién
(7.2) definida en el capitulo 7. Aquel modelo con menor valor de BIC fue seleccio-

nado.

» Entrenamiento-testeo (ET): cada conjunto de modelado definido de acuerdo
a la Figura 8.1 fue dividido en un conjunto de entrenamiento y uno de testeo,
representados en la Figura 8.2 (se dejaron de lado los datos de validacién). Por
ejemplo, para un horizonte de 6 meses, se utilizaron observaciones hasta diciembre

de 2015 para entrenamiento, y se tested con los primeros 6 meses de 2016. Se calculd

Testeo
Entrenamiento 6 meses

o s

Ene-1977 Dic-2015 | Ene-2016 Jun-2016

. Testeo
Entrenamiento 12 meses

. . .-

Ene-1977 Dic-2014 | Ene-2015 Dic-2015

Figura 8.2: Conjuntos de modelado divididos en entrenamiento y testeo.

el error cuadrético medio de las predicciones (MSE), su raiz cuadrada (RMSE) y el

error relativo porcentual medio (MERP), segtn las siguientes férmulas:

1 & 1 o Y, -V
MSE=- Y (Y;-Y)?, MERP=- Y —_—-2100 (8.1)
h t=Tp—h+1 h t=T),—h+1 | t|

con T, = T — h, el dltimo instante disponible en el conjunto de modelado segin
la ventana h (seis o doce) utilizada, Y; el valor real de la serie a t, e Y; el valor
pronosticado a t utilizando los datos hasta el instante Tj, — h. El modelo elegido

resulta el de menor valor de RMSE o MERP.

65



» Validacién cruzada (VC): en este procedimiento se consideran diferentes conjun-
to de testeo, cada uno de ellos compuesto por h observaciones consecutivas, segin
el horizonte de prondstico a considerar. Para cada conjunto de testeo se compu-
ta el MSE y el MERP, segun las férmulas presentadas en (8.1), pero calculando
predichos con datos de entrenamiento que ocurrieron antes de las observaciones de
testeo. Se pueden utilizar todos los datos anteriores o bien aquellos pertenecientes a
una ventana de tamano fijo. Para el procedimiento con los datos de caudal, hemos
considerado conjuntos de entrenamiento con una extensién (ventana) de 120 obser-
vaciones (diez anos), tanto para el pronéstico a 6 como a 12 meses, de manera de
poder facilitar la deteccion componentes estacionales y demas patrones que pudie-
ran estar presentes. A modo de ejemplo, en la Figura 8.3 se representan conjuntos
de entrenamiento y testeo, para el caso de un horizonte de prondstico a 6 meses y

conjuntos de entrenamiento de 10 observaciones.

Entrenamiento

L Tiempo

f |

———o oo+ o — — — — — — — — — — — — — —
—_——————————0 90— — — — — — o — — —_
—_————a———o Gt e
—— — ———— o+ o+ o+ oo — — — — — — — — — — —
—_—— — — ————o o+ o+ o — — — — — — — — — —
—_—— — — — —— o — — — — — — — — —

Figura 8.3: Validacién cruzada.

Una vez calculado el MSE y el MERP para cada posible conjunto de testeo, se
promedian los valores obtenidos. En este contexto, el RMSE es la raiz cuadrada
del promedio de los MSE obtenidos. Otros autores proponen calcular el MSE y el
MERP utilizando apenas la iltima observacion en el conjunto de testeo. Es decir,
en lugar de considerar los puntos grises hasta el celeste en la Figura 8.3, calculan
el error cuadratico y el error porcentual relativo correspondiente al punto celeste,

considerando conjuntos de testeo con un tnico valor.

8.1.3. Analisis de los residuos

Los residuos son ttiles para estudiar si el modelo propuesto ha capturado adecuada-
mente la estructura presente en los datos. Patrones en los residuos sugieren que el modelo
puede mejorarse. Por otra parte, los métodos de inferencia se basan en supuestos que
requieren ser validados. Siguiendo la literatura en el drea, en este trabajo se estudiaron

las ACF y PACF de los residuos para cada uno de los modelos seleccionados segun los
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criterios propuestos. También se presentan los resultados de los p-valores de la prueba de
Ljung-Box (G. E. Box y Pierce, 1970), cuya hipétesis nula establece que los residuos no
estan correlacionados.

Este andlisis se realizé para cada uno de los modelos seleccionados. Los resultados
obtenidos para todos ellos es muy similar, con excepcién de los modelos seleccionados por
entrenamiento-testeo a un horizonte de 12 meses. De todas formas, si bien hemos incluido
las predicciones con diferentes modelos, nuestro proceso inferencial, realizado mediante la

construccién de bandas de confianza, se realiza con el modelo mas parsimonioso.

8.1.4. Pronostico

Se ajustaron cada uno de los modelos elegidos utilizando los T}, para h = 6, 12, datos
en el conjunto de modelado y se realizaron predicciones para cada uno de los siguientes
h instantes. Se compararon los valores predichos con los observados en el conjunto de

validacion.

8.2. Resultados

8.2.1. Analisis exploratorio

La Figura 8.4 representa la serie de tiempo de caudal mensual del rio Parand en la

estacién de medida Ttunel Subfluvial entre enero de 1977 y diciembre 2016. De acuerdo

30000+
250004

20000+

Caudal en m*/seg

150001

10000+

1977 1980 1983 1986 1989 1992 1995 1998 2001 2004 2007 2010 2013 2016
Tiempo (afios)

Figura 8.4: Caudal medio mensual en la estacion Ttnel Subfluvial entre 1977 y 2016.

a un primer analisis visual de la serie se puede observar un cambio de varianza cerca del

ano 2000, siendo la misma mayor en los anos anteriores, sugiriendo que las observaciones
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pudieron haber sido generadas por diferentes procesos. En este sentido, se dicidié hacer
un andlisis de la serie completa, tal como reporta la Dra. Meis en su tesis doctoral (Meis,
2019) y, posteriormente, otro andlisis a partir de enero del anio 2000. A su vez, la serie
presenta una leve tendencia ascendente en los valores medios de caudal mensual a partir
del ano 2010.

Las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial de la serie de la Figura 8.4
se representan el la Figura 8.5. De acuerdo a la ACF, se observa un patrén que corresponde
a una componente autorregresiva, dado el decaimiento de los valores de autocorrelacion
hasta un retardo alrededor de 6. A su vez, podria existir también una componente es-
tacional, de acuerdo a los picos observados a partir del retardo 12. La PACF sugiere la
presencia de un componente de medias moviles y que el orden de la parte autorregresiva

del proceso podria ser 3.

1.001
075) | 08
H L
% 0.501 ! S04
< ' o !
0251 4 “ - ’|"T'1 """" [0 | 1177
' L 1 11 [ L 1
[ ’ﬂHH“h"".rm.:."ﬂHHW."".H' 00 e e e
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0 12 24 36 48 0 12 24 36 48
Retardo Retardo

Figura 8.5: Funciones de autocorrelaciéon y autocorrelacién parcial.

La Figura 8.6 a) muestra la ACF de la serie diferenciada una vez. Al eliminar total
o parcialmente la parte autorregresiva, se pueden observar mas claramente los picos en
el retardo 12 y cada 6 retardos adelante, sugiriendo la presencia de estacionalidad. A su
vez, la parte b) de la Figura 8.6 representa la ACF de la serie diferenciada con periodo
12. En estas condiciones, el patréon estacional ya no se distingue tanto como en la serie

sin diferenciar.

a) b)
0.8
0 -
0.0 “ | ‘”’1] II I‘;III ‘IIIIII"II]“ 04

EB‘ H|'|' |H|||'HI||F .
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03O 6 12 18 24 30 36 42 48 0 6 12 18 24 30 36 42 48
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Figura 8.6: a) Serie diferenciada una vez. b) Serie diferenciada una vez con periodo 12.
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Se realizé6 ademas la prueba de estacionariedad de acuerdo al test de Dickey-Fuller
(Fuller, 2009), y se obtuvo un p-valor de 0.01, rechazando la hipétesis nula de que hay

raices unitarias en el polinomio caracteristico ¢, lo que implica no estacionariedad.

8.2.2. Seleccion de modelo

De acuerdo al analisis exploratorio de la serie, se propuso el modelo SARIMA con
periodo 12. Para seleccionar los hiperparametros, se contemplaron todas las combinaciones
posibles de p y ¢ de la parte regular del modelo tales que p = 0,1,2 0 3 y lo mismo para q. En
cuanto a Py () de la parte estacional se utilizaron valores tales que P =0 o 1 y lo mismo
para (). De acuerdo al resultado del test de Dickey-Fuller mencionado anteriormente, el
valor de d se fij6 en 0. Por otro lado, segin el analisis realizado al diferenciar una vez
la serie con periodo 12 se decidié fijar el valor de D en 1 (ver ecuacién (5.7)). De esta
manera se ajustaron 64 posibles modelos.

Estos valores de los hiperparametros surgen del analisis exploratorio y fueron los utili-
zados por la Dra. Meis. Cabe mencionar que en su trabajo utilizé un total de 100 modelos
posibles, debido a que tanto p como ¢ fueron testeados hasta un valor de 4. De todas
formas, se hicieron pruebas con p y ¢ hasta valores de 4, arrojando siempre los mismos
resultados y donde en ningiin caso dicho valor fue elegido al seleccionar el modelo. Por
esta razén, y para disminuir el costo computacional, la cantidad de modelos a testear
fueron 64.

Las Tablas 8.1 y 8.2 presentan los resultados de la selecciéon de modelo de acuerdo a
los diferentes criterios ya mencionados, para horizontes de 6 y 12 meses respectivamen-
te. Cabe aclarar que, para el caso de validacién cruzada, se contemplaron los dos casos
mencionados: tanto con una sola observacion correspondiente al horizonte de prediccion
h, como con el conjunto dado por la primera observacion no utilizada para entrenar hasta
h. Ambos criterios dieron origen al mismo modelo. En la tabla reportamos los resultados
correspondientes al criterio que solo usa la observacién a h pasos (denotado con _ULTI).

En las dltimas dos columnas de las Tablas 8.1 y 8.2 se informa la raiz cuadrada del error
cuadratico medio y error relativo porcentual medio calculado con los datos de validacion
y entrenando los modelos elegidos con todos los datos de modelado. Como se mencioné
anteriormente, d = 0y D = 1 en todos los casos, razoén por la cual no se incluyen en las

Tablas.
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Tabla 8.1: Seleccion de modelos a 6 meses

ID criterio p a P Q modelos RMSE MERP
M1 BIC 3 0 0 1 (300)(011);2 1068.71 5.68
M1 AIC 3 0 0 1 (300)(011);2 1068.71 5.68
M2 TT_RMSE 3 0 1 1 (300)(111)12 1122.63 6.08
M3 TT_MERP 3 1 1 1 (301)(111)12 1185.85 6.57
M4 CVRMSEULTI 3 3 1 1 (303)(111);2  887.78 4.18
M5 CV.MERP.ULTI 3 2 0 1 (302)(011);2 1067.49 5.61

Tabla 8.2: Seleccién de modelos a 12 meses

criterio p a P Q modelos RMSE MERP
M1 BIC 3 0 0 1 (300)(011);2 2636.43 8.70
M1 AIC 3 0 0 1 (300)(011)12 2636.43 8.70
M6 TT_RMSE 0 1 1 1 (001)(111)12 3836.58 13.80
M7 TT_MERP 0 1 0 1 (001)(011);2 4042.56 14.42
M3 CVRMSEULTI 3 1 1 1 (301)(111);2 2580.16 8.56
M3 CV.MERP.ULTI 3 1 1 1 (301)(111);2 2580.16 8.56

Los modelos seleccionados para los dos horizontes de acuerdo al criterio de AIC, coin-

ciden con los obtenidos por la Dra. Meis, quién utiliz6 AIC como criterio de seleccién.

Por lo que se encontré en la literatura, AIC y BIC siguen siendo los criterios mas
populares entre los usuarios de series de tiempo. De hecho, en este trabajo dichos criterios
llevan a seleccionar el modelo mas parsimonioso y es, ademés, de bajo costo computacio-
nal. Dividir datos en Entrenamiento y Testeo (TT) tiene un costo similar pero el conjunto
que se usa para elegir consta apenas de h observaciones, resultando en un método poco
estable. Si bien CV es mas costoso en términos computacionales, selecciona un modelo
més complejo que AIC (o BIC) con mejores resultados en el conjunto de validacién, como
muestran las ultimas dos columnas en las Tablas 8.1 y 8.2. Llama la atencién que MERP
a 6 meses con el modelo M4 resulte menor que utilizando el modelo M5, elegido para

minimizar MERP con los datos de entrenamiento.
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8.2.3. Analisis de los residuos

Hemos elegido concentrarnos el analisis de los residuos obtenidos bajo el modelo M1
por tratarse del mas parsimonioso; de hecho, las bandas de prediccion presentadas en las
Figuras 8.9 fueron construidas bajo este modelo.

En la Figura 8.7, se muestran las ACF y PACF. Las graficas sugieren que los residuos
se comportan en forma independiente. Ademas los p-valores del test de Ljung-Box son
mayores a 0.05 (ver Figura 8.7), de modo que no hay evidencia suficiente para rechazar
la hipétesis nula del test (innovaciones independientes).

Los modelos M2, M3, M4 y M5 pasaron satisfactoriamente las pruebas de diagnosti-
co, arrojando resultados equivalentes al modelo M1 en cuanto al comportamiento de los
residuos. Sin embargo, los modelos M6 y M7 arrojaron los resultados de la Figura 8.8,
donde se observa en la ACF y PACF que existe correlacion en los residuos y los p-valores
de la prueba de Ljung-Box son menores a 0.05. De todas maneras, se decidi6 incluirlos en

el proceso de prediccién.
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Figura 8.7: Diagnéstico de los residuos del modelo M1: (3,0,0)(0,1,1)12

8.3. Pronodstico

La Figura 8.9 muestra el prondstico para los ultimos 6 meses y 12 meses de 2016, junto

a los verdaderos valores (caudal de validacién). La regién sombreada de color naranja
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Figura 8.8: Diagndstico de los residuos del modelo M7:(0,0,1)(0,1,1);2.

mads oscura muestra los intervalos de prediccion del 80 %. La region sombreada més clara
muestra intervalos de prediccién del 95 %.

La Figura 8.9 muestra que, para un horizonte de prediccién de seis meses, si bien los
valores predichos sobreestiman las verdaderas observaciones, los modelos seleccionados
capturan la tendencia en la serie. Los valores observados y los predichos con todos los
modelos se ubican dentro de las bandas calculadas utilizando el modelo mas pasrimonioso
(M1).

En cambio, a 12 meses, el valor observado al primer instante predicho, no pertenece
al intervalo de prediccion. El modelo no es capaz de predecir correctamente la primera
observacién, lo que podria deberse a que se trata de un pico o valor extremo (o atipico)
en el caudal. Métodos robustos pueden ser utilizados en tales circunstancias pero su uso

se encuentra fuera del alcance de este trabajo.

8.4. Selecciéon de modelo y prondstico a partir del

ano 2000

Tal como se comentd al inicio de esta seccidén, al resultar evidente el cambio en la
varianza a partir del ano 2000 aproximadamente, se decidio repetir el procedimiento de

seleccion de modelo utilizando los observaciones de caudal a partir de enero de 2000. De
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Figura 8.9: Verdaderos valores y prondstico a 6 y 12 meses.

acuerdo a registros meteoroldgicos, el cambio en el comportamiento de la serie podria
deberse a fenémenos como la Niria (enfriamiento anormal de las aguas superficiales del
océano Pacifico ecuatorial), que estd asociada con periodos de sequia y disminucién del
caudal. Los resultados obtenidos del proceso de seleccién se muestran en las Tablas 8.3 y

8.4.

Tabla 8.3: Seleccion de modelos 6 meses desde enero de 2000

ID criterio p a P Q modelos RMSE MERP
M8 BIC 0 1 (101)(011)12 1145.34 5.35
M8 AIC 1 1 0 1 (101)(011)12 1145.34 5.35
M9 TT_RMSE 2 3 0 0 (203)(010)12 2435.71 13.27
M9 TT_MERP 2 3 0 0 (203)(010)12 2435.71 13.27
M4 CVRMSEULTI 3 3 1 1 (303)(111)12 1023.43 5.22
M5 CV.MERP.ULTI 3 2 0 1 (302)(011)12 1248.13 6.05

Para el horizonte de seis meses, los modelos M4, M5, y M8 presentan valores similares
en los errores de prediccion, en cambio para el M9, resultan el doble, razéon por la cual,
no es conveniente utilizar este modelo para hacer prondsticos. Entre los que restan, la
eleccion del modelo final para prediccion serd un compromiso entre el de menor error y

el mas parsimonioso. Para 12 meses, todos los modelos seleccionados presentaron valores
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Tabla 8.4: Seleccion de modelos 12 meses desde enero de 2000

ID criterio p g P Q modelos RMSE MERP
M8 BIC 1 0 1 (101)(011)12 3323.28 12.37
M8 AIC 1 1 0 1 (101)(011)12 3323.28 12.37

M10 TT_RMSE 1 0 1 1 (100)(111)12 3233.16 11.38
M10 TT_MERP 1 0 1 1 (100)(111)12 3233.16 11.38

M3 CVRMSEULTI 3 1 1 1 (301)(111)12 3327.56 12.27

M3 CV.MERP.ULTI 3 1 1 1 (301)(111)12 3327.56 12.27

similares en los errores de prediccion, con lo cual, lo mas conveniente es utilizar el modelo

mas parsimonioso, tal como sugiere la bibliografia.

En la Figura 8.10 se muestran los prondsticos a 6 y 12 meses. En el caso de seis meses,

a excepcion del modelo M9, para el cual los valores de los errores de predicciéon son los mas

altos, los demés modelos seleccionados se comportan de forma similar, al igual que para el

horizonte de 12 meses. Cabe recordar que M9 se elige mediante TT y, como mencionamos,

utiliza apenas h datos para el computo de MSE y MERP al momento de elegir modelos.
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Figura 8.10: Verdaderos valores y pronéstico a 6 y 12 meses.
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8.5. Conclusiones

Este capitulo comprendié dos partes fundamentales: la seleccién de un modelo que
pueda explicar el comportamiento de la serie y el prondstico a tiempos futuros. En cuanto
al analisis de la serie completa, es decir, entre enero de 1977 y diciembre de 2016, respecto
a la seleccion de modelo, el que resulto con menor error de prediccién fue el modelo M4
para un horizonte de seis meses y M3 para un horizonte de doce meses, aunque no resultan
los méas parsimoniosos. En este sentido, aquellos modelos con menos parametros fueron los
seleccionados con AIC o BIC. Hemos visto también, que el modelo elegido sobre-estima
los verdaderos valores de caudal en todo el rango de prediccién a seis meses, mientras que

para doce meses hay zonas donde se sobre-estima y otras donde se subestima al valor real.
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