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Aproximación discreta del transporte óptimo
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Consejero de estudios: Pablo Amster
Lugar de trabajo: Departamento de Matemática
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Aproximación Discreta del Transporte Óptimo

Resumen

En esta tesis estudiamos la aproximación discreta de problemas de transporte óptimo

en espacios métricos compactos. Precisamente, consideramos la clase de problemas de

Monge–Kantorovich que pueden definirse como una 5-upla (X,Y, µ, ν, c), donde X e Y

son espacios métricos compactos, µ y ν son medidas borelianas de probabilidad en X e

Y respectivamente y c : X × Y → R es una función de costo continua. Para dicha clase

de problemas estudiamos la aproximación discreta de los tres objetos más relevantes: el

transporte óptimo π∗ en el sentido de Kantorovich, el transporte óptimo T∗ en el sentido

de Monge y el valor óptimo del problema I∗.

Nuestros objetos de estudio son las discretizaciones inducidas por particiones punteadas

finitas de diámetro h para los espacios X e Y , que resultan equivalentes a un problema de

programación lineal en dimensión finita. En primer lugar introducimos métodos efectivos

para construir aproximaciones Th de T∗ a partir de las soluciones discretas πh de dichos

problemas, extendiendo la idea de la proyección baricéntrica a espacios sin estructura lineal.

Luego probamos, para h→ 0, la convergencia cuantitativa de valores óptimos I[πh]→ I∗
junto con la convergencia de los aproximantes πh → π∗ en Wp y Th → T∗ en Lp(µ, Y ).

Finalmente, asumiendo una forma de regularidad Hölder a trozos para T∗, garantizamos

órdenes de convergencia para Th → T∗ en términos del exponente de Hölder de T∗ y del

orden de crecimiento del operador de costo de Monge en torno a T∗.

Palabras clave: Transporte Óptimo, Problema de Monge–Kantorovich, Aproximación

Discreta, Espacios Compactos, Convergencia en Lp.

MSC 2020: 65J99, 65K99, 49Q22, 90C08, 35J96.

i



Página en blanco.



Discrete Approximation of Optimal Transport

Abstract

In this thesis we study the discrete approximation of optimal transport problems on

compact metric spaces. Precisely, we consider the class of Monge–Kantorovich problems

that can be defined by a 5-tuple (X,Y, µ, ν, c), where X and Y are compact metric spaces,

µ and ν are Borel probability measures on X and Y respectively and c : X × Y → R is a

continuous cost function. For that class of problems we study the discrete approximation

of the three most relevant objects: the optimal transport π∗ in the sense of Kantorovich,

the optimal transport T∗ in the sense of Monge and the optimal value of the problem I∗.

Our objects of study are the discretizations induced by finite pointed partitions with

diameter h for the spaces X and Y , that turn out to be equivalent to a linear program-

ming problem in finite dimension. First, we introduce effective methods for constructing

approximations Th for T∗ from the discrete solutions πh of said problems, extending the

idea of the barycentric projection to spaces without linear structure. Then, for h → 0,

we prove the quantitative convergence of optimal values I[πh]→ I∗ and the convergence

of approximants πh → π∗ in Wp and Th → T∗ in Lp(µ, Y ). Finally, assuming a form of

piecewise Hölder regularity for T∗, we guarantee convergence rates for Th → T∗ in terms of

the Hölder exponent of T∗ and the growth order of the Monge cost operator around T∗.

Keywords: Optimal Transport, Monge–Kantorovich Problem, Discrete Approximation,

Compact Spaces, Convergence in Lp.
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Introducción

En las últimas décadas la teoŕıa de transporte óptimo se consolidó como una teoŕıa

matemática en śı misma, situándose en la intersección entre la teoŕıa de probabilidades,

el análisis convexo, la optimización, el cálculo variacional y el estudio de ecuaciones en

derivadas parciales. Su relevancia se debe no sólo a la generalidad y aplicabilidad de sus

resultados dentro de la matemática sino también a sus diversas aplicaciones en áreas como

la mecánica de fluidos [5, 24], la meteoroloǵıa [48, 49], el transporte [40, 41, 115, 128], la

economı́a y las finanzas cuantitativas [13, 47, 53, 72, 73], el procesamiento de imágenes [79,

110, 113] y más recientemente la gran área de análisis de datos, estad́ıstica computacional

y machine learning [10, 36, 46, 98, 99, 121, 122, 129].

En esta tesis estudiamos la aproximación discreta de problemas de transporte óptimo

en espacios métricos compactos, obteniendo resultados de convergencia y estabilidad bajo

hipótesis generales. A continuación presentamos dichos resultados, introduciendo primero

las definiciones necesarias para formularlos y darles contexto. Por razones de claridad y

brevedad omitimos algunos tecnicismos que podŕıan oscurecer la presentación de las ideas

fundamentales. Las definiciones precisas de los objetos discutidos en esta introducción

serán dadas en los Caṕıtulos 1, 2, 3 y en los Apéndices.

El problema del Transporte Óptimo

Considerar espacios métricos X,Y dotados de distribuciones de masa µ, ν junto con

una función c(x, y) que indique el costo de mover una unidad de masa desde x ∈ X hasta

y ∈ Y . El problema del transporte óptimo de masa es el de redistribuir la masa de X en Y

de modo que µ se transforme en ν, minimizando el costo de mover la totalidad de la masa

de X. Notar que la factibilidad del problema requiere µ(X) = ν(Y ), con lo cual siempre

puede asumirse que µ y ν son medidas de probabilidad.

Para formalizar la idea de redistribuir µ en ν decimos que una función T : X → Y es

un transporte de µ en ν si verifica

µ
[
T−1(F )

]
= ν[F ] para todo F ⊂ Y medible.

1



Introducción

Cuando esto sucede lo notamos T#µ = ν y decimos que ν es el pushforward de µ por

T , reservando la notación T (µ, ν) para el conjunto de los transportes de µ en ν. Cada

transporte T de µ en ν tiene un costo total asociado, que resulta de acumular los costos de

mover cada diferencial de masa dµ(x) desde su posición inicial x hasta su posición final

T (x). Aśı, el costo total de T resulta ser

C[T ] :=

∫
X
c(x, T (x)) dµ(x) (1)

y llamamos operador de costo de Monge al operador C definido por (1). El problema de

Monge inducido por (X,Y, µ, ν, c) es el de decidir si existe un transporte óptimo T∗ de µ

en ν que minimice el valor de C.

Aśı como una función T : X → Y transporta medidas de X en Y , la aplicación producto

asociada IdX ⊗ T := x 7→ (x, T (x)) transporta medidas de X en X × Y . Notando πT a la

medida (IdX ⊗ T )#µ y notando A(µ, ν) al conjunto de medidas en X × Y con marginales

µ y ν, resulta la equivalencia T ∈ T (µ, ν) ⇐⇒ πT ∈ A(µ, ν). Más aun, se tiene

C[T ] =

∫
X
c(x, T (x)) dµ(x) =

∫
X×Y

c(x, y) dπT (x, y) = I[πT ], (2)

donde I es el operador de costo de Kantorovich definido por

I[π] =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y).

La igualdad (2) permite interpretar el problema de minimizar I sobre A(µ, ν) como una

relajación del problema de Monge. Llamaremos problema de Kantorovich inducido por

(X,Y, µ, ν, c) a dicho problema.

Un caso particular relevante para nuestros propósitos se da cuando µ y ν son medidas

finitamente soportadas. En tal caso puede asumirse que X e Y son finitos: digamos que

para conjuntos finitos de ı́ndices I, J se tiene X = {xi}i∈I , Y = {yj}j∈J y por lo tanto

µ =
∑
i∈I

µi δxi y ν =
∑
j∈J

νj δyj . (3)

Luego de identificar las medidas finitamente soportadas en X × Y con sucesiones finitas

doblemente indexadas, el problema de Kantorovich toma la forma de un problema de

programación lineal en dimensión finita que puede escribirse como

mı́n
(πij)ij ≥0

∑
i∈I

∑
j∈J

πijcij

s. a.
∑
j∈J

πij = µi ∀i ∈ I ,
∑
i∈I

πij = νj ∀j ∈ J ,
(FP)
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Introducción

donde cij = c(xi, yj) y las restricciones en (FP) representan la condición de que las medidas

marginales de π = (πij)ij sean µ y ν. Es fácil ver que no siempre es factible el problema de

Monge en el caso discreto, aunque śı lo es en algunos casos particulares de interés, como

por ejemplo cuando |I| = |J | = N y µi = νj = 1
N para todo i ∈ I y todo j ∈ J .

Métodos numéricos para (X,Y, µ, ν, c)

El diseño de estrategias numéricas para aproximar el transporte óptimo depende tanto

de la estructura disponible en X,Y como de la regularidad de las medidas µ, ν y de la

función de costo c. Puede decirse que existen tres clases de métodos: los continuos, que

asumen medidas µ, ν absolutamente continuas; los discretos, aplicables cuando µ, ν tienen

soportes finitos; y los semidiscretos, que asumen una medida absolutamente continua y

otra discreta. Teóricamente siempre es posible discretizar µ y ν de algún modo, por lo que

en principio todo problema (X,Y, µ, ν, c) puede ser tratado con métodos discretos.

Una buena propiedad del caso discreto es que se conocen algoritmos eficientes [51, 68,

71, 81, 119] para aproximar minimizantes de (FP) desde mediados del siglo pasado. Entre

ellos destacamos el método (network) simplex [2, 21, 52, 92], una variedad de algoritmos

combinatorios [2, 19, 20, 26, 86, 118] o el más reciente método de regularización entrópica

[50, 105]. Generalmente sucede que la estructura adicional de (X,Y, µ, ν, c) permite diseñar

métodos espećıficos con mejor performance que en el caso general, como sucede para ciertos

problemas unidimensionales [27, 58, 83, 127] en los que puede explotarse la monotońıa de c

o como cuando (FP) proviene de discretizar un problema continuo regular, donde resultan

eficientes los métodos [102, 117] fundamentados en la idea de que (πij)ij se concentra en

torno al gráfico de un transporte óptimo T∗ para el problema continuo original.

Por otra parte, los métodos semidiscretos [11, 84, 88, 101] y continuos [9, 14, 15, 16, 45,

69, 70, 90, 103, 109] en general resultan de aplicar ideas provenientes del cálculo variacional

y el análisis de PDEs, de modo que requieren alguna estructura diferenciable y usualmente

se limitan a problemas en espacios eucĺıdeos con costo cuadrático. Dicha limitación surge

generalmente de la formulación misma del método, de las dificultades computacionales

de algún problema intermedio o bien de la falta de garant́ıas de convergencia. Para una

discusión de algunos de estos métodos ver [116, Cap. 6] o [105, Caps. 5, 7].

Aproximación discreta de (X,Y, µ, ν, c)

En esta tesis consideramos una generalización del esquema propuesto por Oberman

y Ruan en [102], permitiendo aproximar problemas (X,Y, µ, ν, c) generales. El esquema

consiste en particionar X,Y con resolución espacial h para construir medidas discretas

µh, νh que inducen un problema discreto de la forma (FP). Resolviendo (FP) obtendremos

un plan de transporte discreto πh de costo I[πh], sirviendo como aproximantes de π∗ e

3



Introducción

I∗ respectivamente. También construiremos aproximantes Th de T∗ a partir πh mediante

cálculos efectivos y sin asumir estructura lineal en (Y, dY ). Nuestro principal objetivo

será probar rigurosamente la convergencia de estos tres aproximantes para h→ 0+, con

hipótesis de regularidad mı́nimas sobre (X,Y, µ, ν, c).

Discretización de (X,Y, µ, ν, c)

Un método simple para discretizar medidas en un espacio Z consiste en distribuir

puntos en Z y pesarlos según el comportamiento local de la medida en cuestión. Esta

idea se conoce como cuantización en el caso general y como clustering para el caso en el

que la medida original ya es discreta. Notar que aun si µ y ν son discretas tiene sentido

aproximarlas por nuevas medidas discretas con menor cantidad de átomos a fin de reducir

la dimensión de (FP). En ciertos contextos tiene sentido llevar a cabo el procedimiento

descripto anteriormente con algún criterio de calidad, sirviendo como ejemplos el método

de Lloyd [91] en el caso continuo y el método k-means [82, 94] en el caso discreto.

En nuestro caso vamos a aplicar el método antes descripto a medidas en espacios

métricos generales, ignorando toda noción de calidad de la cuantización/clustering. Para

esto consideramos particiones punteadas finitas en X e Y , digamos

CX =
{

(Ei, xi)
}
i∈I y CY =

{
(Fj , yj)

}
j∈J ,

donde sólo asumimos que los conjuntos Ei, Fj son borelianos y verifican xi ∈ Ei, yj ∈ Fj .
Al par de particiones CX , CY le asociamos un parámetro de resolución

h := máx

{
máx
i∈I

diám(Ei), máx
j∈J

diám(Fj)

}
y medidas finitamente soportadas

µh =
∑
i∈I

µ[Ei] · δxi y νh =
∑
j∈J

ν[Fj ] · δyj .

Escribiendo µi = µ[Ei] y νj = ν[Fj ] las medidas µh, νh toman la forma (3), de modo

que las particiones CX , CY inducen inmediatamente un problema de la forma (FP). Dicho

problema es el problema de Kantorovich asociado a (X,Y, µh, νh, c), que resulta ser una

aproximación discreta del problema de Kantorovich para (X,Y, µ, ν, c).

Construcción de aproximantes para el Transporte Óptimo

Para aproximar el transporte óptimo en el sentido de Kantorovich basta tomar un

plan de transporte óptimo para (X,Y, µh, νh, c) o, equivalentemente, un minimizante πh de

4
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(FP). Para h pequeño es esperable que πh sea una buena aproximación discreta de algún

plan de transporte óptimo π∗ para (X,Y, µ, ν, c). La construcción de un aproximante Th
para el transporte óptimo T∗ en el sentido de Monge no es igual de inmediata, dado que πh
no necesariamente se concentra sobre un gráfico. En general sucede que para i ∈ I existe

más de un j ∈ J con πij > 0, de modo que no existe un candidato inmediato para Th(xi) y

por lo tanto es necesaria alguna construcción para producir Th a partir de πh.

La estrategia usual para obtener un aproximante Th de T∗ a partir de πh consiste en

construir Th a trozos del siguiente modo: para todo i ∈ I y todo x ∈ Ei tomar

Th(x) = Th|Ei(x) = yi :=
∑
j∈J

πij
µi
· yj . (4)

Esta construcción se conoce como proyección baricéntrica y carece de sentido si Y no tiene

estructura lineal, por lo que propondremos una construcción alternativa disponible para Y

general. Para esto notar que yi puede interpretarse como el valor esperado E[Yi] de una

distribución Y -valuada Yi que toma cada valor yj con probabilidad πij/µi. Luego bastaŕıa

considerar una noción de tendencia central que dependa sólo de la estructura métrica

de (Y, dY ) en lugar de E. Como se explicará en el Caṕıtulo 3, seguiremos esta estrategia

utilizando medianas geométricas pesadas y llamaremos proyección a todo aproximante Th
de T∗ construido a partir de πh por alguno de estos dos métodos.

La construcción propuesta no puede ser calculada efectivamente dado que, a diferencia

del baricentro, la mediana geométrica no resulta de evaluar una expresión efectiva. Esto

es un defecto desde el punto de vista computacional, pero lo solucionaremos asignando

a toda proyección Th un parámetro de calidad Q ≥ 0 que indica qué tan exacto es su

cómputo. Como se explicará en el Caṕıtulo 3, en nuestro contexto siempre será posible

construir efectivamente proyecciones Th de calidad Q = 1, lo que bastará para computar

aproximantes arbitrariamente buenos de T∗ a partir de πh.

Resultados obtenidos

En lo que sigue supondremos que (X, dX) e (Y, dY ) son espacios métricos compactos y

que c : X×Y → R es una función continua, llamando compacto a un problema (X,Y, µ, ν, c)

que verifica dichas hipótesis. En tal caso resultan finitos los diámetros DX := diám(X) y

DY := diám(Y ), a la vez que la métrica producto

dX × dY ((x1, y1), (x2, y2)) = máx
{
dX(x1, x2), dY (y1, y2)

}

5



Introducción

hace de (X × Y, dX × dY ) un espacio compacto. Aśı, c resulta uniformemente continua con

módulo de continuidad ωc dado por

ωc(h) = máx
{
|c(z1)− c(z2)| : z1, z2 ∈ X × Y con dX × dY (z1, z2) ≤ h

}
.

Vamos a metrizar el conjunto P(Z) de medidas de probabilidad en un espacio métrico

(Z, dZ) con las distancias de Wasserstein Wp, definidas como

Wp(π1, π2) =

(
mı́n

σ∈A(π1,π2)

∫
Z×Z

d pZ(z1, z2) dσ(z1, z2)

)1/p

para 1 ≤ p <∞.

En nuestro caso particular tomaremos Z = X×Y y dZ = dX ×dY , con lo cual dZ resultará

acotada y por lo tanto Wp metrizará la topoloǵıa de la convergencia débil en P(X×Y ). Por

otra parte, metrizaremos el conjunto de funciones borelianas B(X,Y ) con las distancias dp
de los espacios Lp(µ, Y ), definidas por

dp(T1, T2) =

(∫
X
d pY (T1(x), T2(x)) dµ(x)

)1/p

para 1 ≤ p <∞.

Notar que, luego de identificar las funciones de B(X,Y ) que coinciden µ-a.e., la buena

definición de dp es consecuencia de la acotación de Y y de la finitud de µ.

Para la convergencia de los valores óptimos I[πh] requeriremos sólo la compacidad

de (X,Y, µ, ν, c), mientras que para la convergencia de los aproximantes πh y Th serán

necesarias hipótesis de unicidad adicionales. Requeriremos, respectivamente, una hipótesis

de unicidad (KU) para el problema de Kantorovich y una hipótesis de unicidad fuerte (SU)

que vincula los problema de Monge y Kantorovich:

(KU) Existe un único plan de transporte óptimo π∗ ∈ A(µ, ν).

(SU)
Existe un único plan de transporte óptimo π∗ ∈ A(µ, ν) y está inducido

por un transporte T∗ ∈ T (µ, ν), con lo cual T∗ es único y C[T∗] = I[π∗].

Es claro que (SU) implica (KU) y también es fácil ver que la implicación rećıproca

no es cierta en general. Ambas hipótesis son no vaćıas dado que (SU) se verifica para

una variedad de problemas de transporte, entre los que podemos mencionar problemas

en Rd con costos cóncavos o convexos [33, 76, 77, 106], problemas en Rd con costos

generales [38, 54, 87, 93], problemas en variedades riemannianas con costos generales

[17, 60, 63, 96, 125] y problemas en espacios métricos geodésicos que satisfacen ciertas

condiciones de curvatura [18, 42, 78, 111]. Por otra parte, parece ser un problema dif́ıcil el

de decidir clases no triviales de problemas que impliquen (KU) sin forzar también (SU).

Para una discusión sobre este punto ver [1, en particular Theorem 5.1 y discusión posterior].

Vamos a considerar discretizaciones dadas por sucesiones de particiones con diámetros

(hk)k verificando hk → 0. Para cada discretización tomamos un plan discreto óptimo πk del

6



Introducción

cual extraemos una proyección Tk. Llamamos sucesiones aproximantes de planes discretos

a la sucesiones (πk)k y sucesiones aproximantes de proyecciones a las sucesiones (Tk)k.

Teorema A Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto con valor óptimo I∗ para su problema

de Kantorovich. Entonces todo h-plan óptimo πh satisface∣∣I[πh]− I∗
∣∣ ≤ ωc(h), (5)

de modo que si (πk)k es una sucesión aproximante de planes discretos resulta I[πk]−→k I∗.
Más aun, si (X,Y, µ, ν, c) satisface adicionalmente la hipótesis (KU) con plan de transporte

óptimo π∗ entonces se tiene Wp(πk, π∗)−→k 0 para todo 1 ≤ p <∞.

Teorema B Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis (SU) con

transporte óptimo T∗. Luego, si (Tk)k es una sucesión aproximante de proyecciones, para

todo 1 ≤ p <∞ se tiene dp(Tk, T∗)−→k 0.

Notar que los Teoremas A y B sólo cuantifican la convergencia de valores óptimos, por

lo que restaŕıa estudiar la posibilidad de cuantificar las convergencias de πh y Th. Para

esto requeriremos regularidad adicional para el problema (X,Y, µ, ν, c) y nos limitaremos a

cuantificar la convergencia Th → T∗. El motivo de esta decisión es la falta de resultados

generales no triviales que permitan concluir (KU) sin concluir también (SU). Peor aun,

puede fallar (KU) incluso bajo hipótesis lo suficientemente fuertes como para concluir la

regularidad del soporte de planes de transporte óptimos [97, Remark 3.3].

Para obtener una versión cuantitativa del Teorema B vamos a requerir una forma de

regularidad α-Hölder a trozos para T∗, motivada por los resultados de regularidad parcial

disponibles para el transporte óptimo en Rd y en variedades riemannianas [55, 64, 66].

Asumiendo dicha regularidad para T∗ cuantificaremos dp(Th, T∗) en términos de h, del

exponente α y del orden de estabilidad del operador de costo de Monge C.

Cuando el problema compacto (X,Y, µ, ν, c) verifica la hipótesis (SU) con transporte

óptimo T∗, el operador de costo de Monge C admite un p-orden de estabilidad alrededor de

T∗ para todo 1 ≤ p <∞. Esto quiere decir que existe una función sp : [0,+∞)→ [0,+∞)

no decreciente, continua en 0, satisfaciendo sp(0) = 0 y tal que

dp(T, T∗) ≤ sp
(
C[T ]− C[T∗]

)
para todo T ∈ B(X,Y ) con T#µ = ν, siendo sp la mı́nima función con estas propiedades.

Por otra parte, decimos que una función T ∈ B(X,Y ) es α-Hölder a trozos si, luego de

remover un conjunto cerrado Σ ⊂ X con µ[Σ] = 0, el conjunto X\Σ puede ser particionado

por abiertos (Xk)k de modo tal que la restricción de T a cada uno de ellos es α-Hölder con

constante Cα uniforme en k. Notamos C 0,α
PW (X,Y ) al conjunto de dichas funciones.

Teorema C Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis (SU) con

transporte óptimo T∗. Adicionalmente, supongamos que µ es no atómica y que T∗ está en
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C 0,α
PW (X,Y ) con constante Cα. Luego, dados Q ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, existen constantes A, B

dependientes sólo de p, Q, α, Cα, DX y DY tales que, si 0 < h ≤ mı́n {DX , DY }, vale

dp(Th, T∗) ≤ Ahα +B
√
sp
(
4ωc(h)

)
(6)

para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan óptimo.

Como aplicación del Teorema C, consideremos el caso del transporte óptimo cuadrático

entre convexos de Rd. Asumiendo regularidad de las medidas µ y ν, la teoŕıa de regularidad

de Caffarelli garantiza en este caso que T∗ es un difeomorfismo Lipschitz, lo que a su vez

implica que s2(t) ≤ K
√
t para una constante K. Aplicando el Teorema C, resulta que

d2(Th, T∗) es O(h1/4). Un análisis más fino, espećıfico para el transporte cuadrático en Rd,
muestra que d2(Th, T∗) es O(h1/2) bajo estas hipótesis [89]. La experiencia emṕırica sugiere,

bajo estas mismas hipótesis, que el orden de convergencia es O(h) [102].

Un defecto del Teorema C es que su aplicación práctica depende de que exista una

teoŕıa de regularidad para el problema (X,Y, µ, ν, c). Por otra parte, también llama la

atención la ráız cuadrada en el lado derecho de (6), que como se verá en la prueba del

Teorema C, aparece al controlar la dispersión de sop(πh) respecto del gráfico de T∗. El

siguiente y último resultado que presentamos es un intento de aliviar estos defectos.

Para medir la dispersión de sop(πh) vamos a calcular la norma Lp de la “oscilación

puntual” de πh visto como función multivaluada, de modo que una dispersión chica para

sop(πh) indique que πh está casi concentrada en un gráfico. Precisamente, dado un h-plan

π = (πij)ij , consideramos D(πh) : I → R+
0 dada por

D(πh)(i) = máx
{
dY (yj1 , yj2) : j1, j2 tales que πij1 6= 0 6= πij2

}
∪
{

0
}

y definimos

‖D(πh)‖p =

(∑
i∈I

(D(πh)(i))p µi

)1/p

para 1 ≤ p <∞,

‖D(πh)‖∞ = máx
{
D(πh)(i) : para i ∈ I con µi > 0

}
.

Notar que la medida de dispersión ‖D(πh)‖p depende de CX y de µ. Notar también que

‖D(πh)‖p = 0 si y sólo si sop(πh) está µ-a.e. contenido en el gráfico de una función X → Y

constante sobre cada conjunto Ei de la partición CX .

Teorema D Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto. Supongamos, adicionalmente, que

el problema satisface (SU) con transporte óptimo T∗ y que µ es no atómica. Luego, dados

Q ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, existen constantes A,B dependientes sólo de p y Q tales que

dp(Th, T∗) ≤ Ah+B ‖D(πh)‖p + sp
(
4ωc(h)

)
(7)

para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan óptimo πh.
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El Teorema D es, en principio, de aplicación emṕırica. Consideremos un problema

con función de costo Lipschitz, asumiendo que sp(h) es O(hβ) para algún β ∈ (0, 1]. Si al

tomar particiones cada vez más finas resulta ‖D(πh)‖p ≤ Kh, entonces (7) implica que

dp(Th, T∗) es O(hβ), indicando que las aproximaciones Th convergen con orden al menos

sp(h). Los experimentos numéricos [102] sugieren que es razonable esperar ‖D(πh)‖p ≤ Kh
para alguna constante K independiente de h cuando se toman particiones suficientemente

regulares, al menos para costos convexos y dominios “buenos” en Rd.

Contribución y trabajos relacionados

Desde el punto de vista de los objetivos y resultados obtenidos puede decirse que los

trabajos [12, 56, 57, 89, 102] están entre los más cercanos al trabajo realizado en esta tesis,

cuyos aportes pueden resumirse en tres ı́tems principales:

i) Un método efectivo para aproximar T∗ cuando el espacio de llegada (Y, dY ) no posee

estructura lineal, generalizando la idea de la proyección baricéntrica.

ii) Los Teoremas A y B que garantizan la convergencia de aproximaciones discretas para

problemas compactos generales, siendo resultados novedosos aun para problemas

cuadráticos compactos en Rd.

iii) Un framework para obtener resultados cuantitativos de convergencia: si la teoŕıa

de regularidad disponible permite estimar sp(h) para una clase C de problemas, los

Teoremas C y D garantizan órdenes de convergencia de Th para problemas en C.

Como antecedente de i) podemos mencionar el estudio [6] de la proyección baricéntrica

como herramienta teórica y el estudio [56, 89, 102] de su aplicación práctica al cómputo

de aproximaciones de T∗. Con respecto a ii) y iii) podemos mencionar como antecedentes

el estudio [12, 57] de convergencia de valores óptimos para esquemas de discretización

similares al aqúı propuesto y el estudio tanto experimental [102] como teórico [56, 89] de las

propiedades de convergencia de aproximantes Th construidos v́ıa proyección baricéntrica.

A diferencia del Teorema A, la aplicabilidad de los resultados de convergencia de valores

óptimos obtenidos en [12, 57] se limita a problemas en Rd. En [57] los autores estudian

un esquema de discretización similar al presentado aqúı aplicando la teoŕıa de análisis

de intervalos [80, 100], obteniendo resultados de convergencia para problemas en R1 con

medidas absolutamente continuas y c ∈ C(R×R). Por otra parte, en [12] se asume que X e

Y son dominios triangulables en Rd y su análisis permite probar convergencia cuantitativa

en el sentido de (5), obteniendo orden O(h1+α) para c ∈ C1,α(R× R).

Con respecto a la convergencia de Th, los trabajos [56, 89] se limitan a problemas

cuadráticos en Rd con T∗ satisfaciendo una condición de Lipschitz, obteniendo cotas para

‖Th − T∗‖L2 en ambos casos. Mientras que en [89] se concluye la convergencia de Th
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con orden O(
√
h) para esquemas discretos como el aqúı estudiado, en [56] se obtiene un

resultado de convergencia estocástico para medidas emṕıricas µh, νh. Finalmente señalamos

que la estrategia propuesta en [102, Remark 2.2] para deducir la convergencia de Th a T∗
a partir de resultados generales sobre proyecciones baricéntricas permitiŕıa, en principio,

obtener resultados como el Teorema B sólo para (Y, dY ) lineal y c convexo.

Estructura de la Tesis

En el Caṕıtulo 1 presentamos los resultados fundamentales de la teoŕıa de transporte

óptimo en espacios polacos. Junto con la presentación de la teoŕıa general discutimos

algunos ejemplos y resultados concretos que contextualizan los resultados presentados en

este trabajo. Luego discutimos la hipótesis (SU) y presentamos los resultados de regularidad

parcial que motivan la noción de regularidad Hölder a trozos.

En el Caṕıtulo 2 estudiamos la estabilidad del operador de costo de Monge C para

problemas compactos (X,Y, µ, ν, c) generales. Probamos la existencia de sp y a modo de

ejemplo estimamos s2(h) para el caso del transporte cuadrático en Rd, obteniendo una

demostración alternativa para el resultado de estabilidad probado por Li y Nochetto [89].

En el Caṕıtulo 3 fijamos la notación que utilizaremos para trabajar con los h-planes y

definimos los distintos tipos de proyecciones que vamos a considerar. Presentamos una clase

de proyecciones análogas a la proyección baricéntrica, las GM proyecciones, disponibles

en espacios métricos compactos generales. Finalizamos el caṕıtulo mostrando que dichas

proyecciones pueden ser efectivamente calculadas.

En los Caṕıtulos 4 y 5 estudiamos la convergencia de valores óptimos, planes discretos

y proyecciones. Probamos los Teoremas A y B y mostramos que ambos resultados son

sharp. Finalmente, en el Caṕıtulo 6 introducimos la noción de regularidad Hölder a trozos

para luego probar y discutir los Teoremas C y D.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos los resultados fundamentales de la teoŕıa de transporte

óptimo en espacios generales. Pruebas completas de los resultados presentados en este

caṕıtulo pueden leerse en la bibliograf́ıa estándar del área [3, 4, 6, 65, 116, 124, 125] y en

los trabajos oportunamente citados a lo largo del caṕıtulo.

Empezamos formulando los problemas de Monge y Kantorovich en el contexto de

espacios métricos polacos en la Sección 1.1. Probamos la existencia de minimizantes para

el problema de Kantorovich en la Sección 1.2 y presentamos su formulación dual en la

Sección 1.3. A continuación estudiamos la existencia de minimizantes para el problema de

Monge en la Sección 1.4 y su relación con la hipótesis (SU) en la Sección 1.5. Finalmente,

en la Sección 1.6 presentamos resultados de regularidad y regularidad parcial en espacios

eucĺıdeos y variedades riemannianas.

1.1. Los problemas de Monge y Kantorovich

1.1.1. Formulación del problema de Monge

Definición 1.1.1 Sean X e Y dos espacios métricos, T : X → Y una función boreliana y

µ ∈ P(X) una medida boreliana de probabilidad. Se define el pushforward de µ por T

como la medida de probabilidad T#µ ∈ P(Y ) dada por

T#µ[E] = µ
[
T−1(E)

]
para todo E ⊆ Y boreliano. Si para ν ∈ P(Y ) se verifica T#µ = ν, decimos que T es un

transporte de µ en ν. Notamos T (µ, ν) al conjunto de los transportes de µ en ν.

Lema 1.1.2 Dada una aplicación boreliana entre espacios métricos T : X → Y y dos
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medidas de probabilidad µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ), se tiene T#µ = ν si y sólo si∫
Y
ϕdν =

∫
X
ϕ ◦ T dµ

para toda ϕ ∈ L1(ν).

Consideramos el problema de transportar masa, inicialmente distribuida en X según µ,

de modo que finalmente se distribuya en Y según ν. Además nos interesa hacerlo de forma

óptima, minimizando el costo total de transporte. Para dar forma a esta idea consideramos

una función medible c : X × Y → R ∪ {+∞} de modo que c(x, y) se interprete como el

costo de transportar masa desde la posición x ∈ X hasta la posición y ∈ Y . En términos

de transportes en el sentido de la definición 1.1.1, el problema se formula como sigue.

Problema de transporte óptimo de Monge

Dados espacios métricos X, Y junto con medidas de probabilidad µ ∈ P(X),

ν ∈ P(Y ) y un costo medible c : X × Y → R ∪ {+∞}, minimizar

C[T ] =

∫
X
c(x, T (x)) dµ(x) (MP)

para T en el conjunto T (µ, ν) de los transportes de µ en ν.

Siguiendo la terminoloǵıa usual para problemas de optimización, decimos que (MP) es

factible si T (µ, ν) es no vaćıo y decimos que es infactible en caso contrario. Llamamos

conjunto factible al conjunto T (µ, ν) y soluciones factibles a sus elementos. Una

solución óptima o transporte óptimo para (MP) es un elemento T∗ ∈ T (µ, ν) que

minimiza C sobre T (µ, ν) y, en tal caso, llamamos valor óptimo a C[T∗].

La principal dificultad para probar la existencia de minimizantes para el problema de

Monge son las malas propiedades del conjunto factible T (µ, ν). Precisamente:

i) cuando µ tiene átomos T (µ, ν) puede ser vaćıo;

ii) el conjunto factible T (µ, ν) no es compacto.

La consecuencia de i) es que el problema (MP) puede ser infactible. La consecuencia de

ii) es que, aun siendo (MP) factible, C podŕıa no alcanzar un mı́nimo sobre T (µ, ν). En

particular, ii) impide aplicar el método directo del cálculo de variaciones para probar que

(MP) admite un minimizante.

Lema 1.1.3 Para la factibilidad del problema (MP) es necesaria la condición

(∀x ∈ X) : (∃y ∈ Y ) : µ
[
{x}
]
≤ ν

[
{y}
]
. (8)

En particular, (MP) no es factible si µ tiene al menos un átomo y ν es no atómica.
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Demostración. Supongamos que no se verifica (8) y que existe T ∈ T (µ, ν). Entonces existe

x0 ∈ X verificando ν
[
{y}
]
< µ

[
{x0}

]
para todo y ∈ Y y por lo tanto

µ
[
{x0}

]
≤ µ

[
T−1(T (x0))

]
= µ

[
T−1({T (x0)})

]
= ν

[
{T (x0)}

]
< µ

[
{x0}

]
.

Es fácil ver que la condición (8) no es suficiente para la existencia de transportes. Por

ejemplo, tomando X = Y = {z1, z2} y definiendo µ = 1
2 δz1 + 1

2 δz2 y ν = 2
3 δz1 + 1

3 δz2 , es

claro que vale (8) pero T (µ, ν) = ∅. Notar que la condición (8) se satisface trivialmente si

µ es no atómica. Más aun, cuando µ es no atómica los teoremas clásicos de isomorfismo de

espacios de medida implican que T (µ, ν) es no vaćıo.

Teorema (75, 108) Sean X e Y son espacios métricos polacos, µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ).

Si µ es no atómica, entonces existe T ∈ B(X,Y ) que transporta µ en ν.

A continuación damos dos ejemplos que ilustran las dificultades provocadas por el

hecho de que T (µ, ν) no es cerrado.

Ejemplo 1.1.4 Sea φ : R→ R la extensión 1-periódica de la función dada por

[0; 1) 3 x 7→
{

1 , si x ∈
[
0, 1

2

)
−1 , si x ∈

[
1
2 , 1
)

y sea (Tn)n la sucesión de funciones de [0, 1] en [0, 1] definida por Tn(x) = φ(nx) para

n ∈ N y x ∈ [0, 1]. Sean X = Y = [0, 1], µ = L1|[0,1] y ν = (δ−1 + δ1)/2. Es inmediato que

(Tn)#µ = ν (9)

para todo n ∈ N. Por el lema de Riemann–Lebesgue (Tn)n converge débilmente a T ≡ 0,

con lo cual también converge en la topoloǵıa débil de Lp(µ) para 1 ≤ p <∞. Esto muestra

que la igualdad (9) no se preserva por ĺımites débiles, pues T#µ = δ0 6= ν. En particular,

se ve que T (µ, ν) no es cerrado por ĺımites débiles. 4

Ejemplo 1.1.5 Veamos ahora un ejemplo para el cual (MP) es factible pero no alcanza

mı́nimo. Para esto consideramos X = Y = R2, el costo c(x, y) = |x− y| y las medidas

µ = H1|{0}×I y ν = 1
2H1|{−1}×I + 1

2H1|{1}×I ,

donde I = [0, 1] y H1 es la medida de Hausdorff 1-dimensional. Es fácil ver que C[T ] ≥ 1

para T ∈ T (µ, ν), pues dist(sop(µ), sop(ν)) = 1. Por otra parte, es posible construir

transportes con costo tan cercano a 1 como se desee. Para esto, tomar n ∈ N, partir el

segmento {0} × I en 2n segmentos contiguos

{0} × I = S1 t S2 t · · · t S2n−1 t S2n
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S2k

S2k−1

S−k S+
k

{0} × I{−1} × I {1} × I

Figura 1.1: visualización del transporte Tn, las flechas grises indican
el sentido de los rayos de transporte [x, Tn(x)].

y partir los segmentos {−1} × I y {1} × I en n segmentos contiguos

{−1} × I = S−1 t S−2 t · · · t S−n y {1} × I = S+
1 t S+

2 t · · · t S+
n .

Definiendo Tn de modo que

(Tn)#(µ|S2k−1
) = ν|S−

k
y (Tn)#(µ|S2k

) = ν|S+
k
∀ k = 1, . . . , n

como se ve en la fig. 1.1, resulta

1 ≤ C[Tn] ≤
√

1 + (1/2n)2 −→n 1. (10)

Notar que si C alcanzara mı́nimo sobre T (µ, ν) resultaŕıa a partir de (10) que C[T ] = 1

para algún transporte T ∈ T (µ, ν). Probaremos que C[T ] > 1 para todo T ∈ T (µ, ν). Para

esto notar que, si existe T ∈ T (µ, ν) con C[T ] = 1, necesariamente verifica la condición

|T (x)− x| = 1 para H1 casi todo x ∈ {0} × I.

Luego existe una partición I = E− t E+ t Z verificando H1[{0} × Z] = 0,

{0} × E− = T−1
(
{−1} × I

)
y {0} × E+ = T−1

(
{1} × I

)
de modo tal que T |{0}×E− y T |{0}×E+

son traslaciones horizontales. Aśı, resulta

1
2H1

[
E−
]

= ν
[
{−1} × E−

]
= µ

[
T−1({−1} × E−)

]
= µ

[
{0} × E−

]
= H1

[
E−
]

y razonando análogamente para E+ se llega al absurdo H1[I] = 2 · H1[I]. 4
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1.1.2. Formulación del problema de Kantorovich

Una caracteŕıstica del problema de Monge es que no permite “dividir masa” para

transportar µ en ν : para cada x ∈ X toda la masa en x va a parar a T (x). Una forma de

relajar dicha restricción es permitiendo dividir masa, considerando un conjunto factible de

medidas en lugar de un conjunto factible de funciones de transporte.

Definición 1.1.6 Sean X e Y dos espacios métricos, µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ). Decimos que

una medida π ∈ P(X × Y ) es un plan de transporte de µ en ν si las medidas marginales

de π son µ y ν, es decir, si para todo E ∈ B(X) y todo F ∈ B(Y ) verifica

µ[E] = π[E × Y ] y ν[F ] = π[X × F ].

Notamos A(µ, ν) al conjunto de todos los planes de transporte de µ en ν.

Lema 1.1.7 Dados dos espacios métricos X e Y , notemos

PX : X × Y → X y PY : X × Y → Y

a las proyecciones canónicas y consideremos medidas de probabilidad µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )

y π ∈ P(X × Y ). Son equivalentes:

i) la medida π es un elemento de A(µ, ν);

ii) valen las igualdades PX# π = µ y PY# π = ν;

iii) se verifica∫
X
ϕ(x) dµ(x) =

∫
X×Y

ϕ(x) dπ(x, y) y

∫
Y
ψ(y) dν(y) =

∫
X×Y

ψ(y) dπ(x, y)

para todo par de funciones ϕ ∈ L1(µ), ψ ∈ L1(ν).

Es fácil ver que dadas µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ) la medida producto µ⊗ ν es siempre un

elemento de A(µ, ν). Más aun, cada transporte T ∈ T (µ, ν) se corresponde con un plan de

transporte πT ∈ A(µ, ν) dado por πT = (I ⊗ T )#µ y concentrado sobre el gráfico de T .

Lema 1.1.8 Sean X e Y espacios métricos y µ ∈ P(X). Si T : X → Y es boreliana,

entonces la medida πT dada por (I ⊗ T )#µ está concentrada en

Γ(T ) =
{

(x, T (x)) ∈ X × Y : x ∈ X
}
.

Para toda f : X × Y → R boreliana resulta f ∈ L1(πT ) ⇐⇒ f ◦ (I ⊗ T ) ∈ L1(µ) y vale∫
X
f(x, T (x)) dµ(x) =

∫
X×Y

f(x, y) dπT (x, y).

Más aun, dada ν ∈ P(Y ) se tiene:
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i) si T ∈ T (µ, ν), entonces πT ∈ A(µ, ν);

ii) si π ∈ A(µ, ν) está concentrada en Γ(T ), entonces T ∈ T (µ, ν) y π = πT .

En particular, para T1, T2 ∈ B(X,Y ) resulta πT1 = πT2 si y sólo si T1 = T2 µ− a.e.

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que para todo T ∈ B(X,Y ) se tiene

C[T ] =

∫
X
c(x, T (x)) dµ(x) =

∫
X×Y

c(x, y) dπT (x, y) . (11)

Notar que el lado derecho de (11) tiene sentido para cualquier medida π ∈ P(X × Y ),

mientras que el lado izquierda tiene sentido sólo para funciones T ∈ B(X,Y ). De este modo,

el problema de Monge puede relajarse a un problema de minimización sobre A(µ, ν).

Problema de transporte óptimo de Kantorovich

Dados espacios métricos X, Y junto con medidas de probabilidad µ ∈ P(X),

ν ∈ P(Y ) y un costo medible c : X × Y → R ∪ {+∞}, minimizar

I[π] =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y) (KP)

para π en el conjunto A(µ, ν) de los planes de transporte de µ en ν.

Como veremos en la próxima sección, el problema de Kantorovich resuelve todas las

dificultades del problema de Monge: es un problema de minimización de un funcional lineal

sobre un conjunto convexo y cerrado, es factible y siempre alcanza su valor óptimo.

1.1.3. El caso finito

Cuando µ y ν tienen soportes finitos el problema de Kantorovich para (X,Y, µ, ν, c) es

un problema de programación lineal finita. Precisamente, si I y J son conjuntos finitos,

µ =
∑
i∈I

µi δxi y ν =
∑
j∈J

νj δyj ,

es fácil ver que una medida π ∈ P(X × Y ) está en A(µ, ν) si y sólo si tiene la forma

π =
∑
i∈I

∑
j∈J

πij δ(xi,yj),

con pesos no negativos (πij)ij satisfaciendo∑
j∈J

πij = µi para i ∈ I y
∑
i∈I

πij = νj para j ∈ J . (12)
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Aśı, identificando π con (πij)ij , el problema de Kantorovich toma la forma

mı́n
(πij)ij ≥0

∑
i∈I

∑
j∈J

πijcij

s. a.
∑
j∈J

πij = µi ∀i ∈ I ,
∑
i∈I

πij = νj ∀j ∈ J ,
(FP)

donde cij = c(xi, yj) para todo (i, j) ∈ I × J . La medida producto

µ⊗ ν = (µiνj)ij =
∑
ij

µiνj δ(xi,yj) ∈ A(µ, ν)

muestra que el problema (FP) es factible. Más aun, A(µ, ν) es un subconjunto convexo y

compacto de [0, 1]I×J , lo que inmediatamente implica la existencia de un minimizante π∗.

Con respecto al problema de Monge para (X,Y, µ, ν, c), es evidente a partir del lema

1.1.3 que no siempre resultará factible. Como veremos a continuación, un caso particular en

el que śı es factible se da cuando |I| = |J | = N y µi = νj = 1
N para (i, j) ∈ I × J . Más aún,

en tal caso el problema de Monge admite un minimizante T∗ y su valor óptimo coincide

con el de Kantorovich.

Notar que aśı como identificamos A(µ, ν) con sucesiones doblemente indexadas y no

negativas satisfaciendo la condición (12), podemos identificar T (µ, ν) con el subconjunto

de las sucesiones que, adicionalmente, tienen un soporte con forma de gráfico:

T (µ, ν) =
{

(πij)ij ∈ A(µ, ν) : para todo i ∈ I existe a lo sumo un j ∈ J con πij > 0
}
.

Teorema 1.1.9 (Birkhoff) Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema de Monge–Kantorovich con la

propiedad de que para algún N ∈ N existen {xi}Ni=1 ⊂ X e {yj}Nj=1 ⊂ Y tales que

µ =
N∑
i=1

1
N δxi y ν =

N∑
j=1

1
N δyj .

Entonces A(µ, ν) es la cápsula convexa de T (µ, ν) y se verifica que:

i) el conjunto T (µ, ν) sólo contiene permutaciones, esto es, medidas (πij)ij tales que

πij = 1
N δσ(i)j para alguna biyección σ : [[1, N ]]→ [[1, N ]];

ii) el problema (FP) alcanza un mı́nimo en T (µ, ν) y por lo tanto el problema de Monge

asociado a (X,Y, µ, ν, c) admite un minimizante T∗ definido µ - a.e. en la forma

T∗(xi) = yσ(i) para alguna biyección σ : [[1, N ]]→ [[1, N ]].

Es evidente que en el caso finito la dificultad no es teórica sino práctica, pues en las

aplicaciones interesa calcular minimizantes de (FP). La bibliograf́ıa es extensa y se conocen

algoritmos eficientes desde mediados del siglo pasado. Entre ellos podemos mencionar el
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método simplex y su especialización network simplex [21, 92], una variedad de algoritmos

combinatorios [2, 26] y el método de regularización entrópica [50, 105]. Cuando (FP)

proviene de discretizar un problema continuo con cierta regularidad, resultan eficientes los

métodos [102, 117] fundamentados en la idea de que el soporte de (πij)ij se concentra en

torno al gráfico de un transporte óptimo T∗ para el problema continuo original.

1.1.4. La recta real

Cuando µ y ν son medidas en R es posible caracterizar de manera sencilla qué sucede

para costos convexos de la forma c(x, y) = φ(|x − y|), donde φ : [0,∞) → [0,∞) es una

función convexa y no decreciente. A continuación presentamos los resultados estudiados en

[124, Theorem 2.18, Remarks 2.19] y [4, Theorem 1.11, Remark 1.12].

Notando R = R ∪ {−∞,+∞}, la función de distribución de µ ∈ P(R) es la función

no decreciente F : R→ [0, 1] dada por F (x) = µ
[
(−∞, x]

]
y su inversa se define como la

función F−1 : [0, 1] → R dada por F−1(t) = ı́nf {x ∈ R : F (x) > t}. Para π ∈ P(R× R),

la función de distribución de π es la función F : R× R→ [0, 1] dada por

F (x, y) = π
[
(−∞, x]× (−∞, y]

]
.

Teorema 1.1.10 Consideremos un costo c : R× R→ R de la forma c(x, y) = φ(|x− y|),
con φ : [0,∞)→ [0,∞) convexa y no decreciente. Sean µ, ν ∈ P(R) medidas con funciones

de distribución F,G y sea π ∈ P(R× R) la única medida con función de distribución

H(x, y) = mı́n {F (x), G(y)}.

Entonces:

i) La medida π minimiza el problema de Kantorovich y vale

I[π] =

∫ 1

0
c
(
F−1(t), G−1(t)

)
dt =

∫ 1

0
φ
(∣∣F−1(t)−G−1(t)

∣∣) dt.
ii) Si µ es no atómica existe una µ-a.e. única T : R→ R no decreciente con T#µ = ν.

El transporte T resulta ser un minimizante para problema de Monge si C[T ] <∞ y

es el único minimizante si, adicionalmente, φ es estrictamente convexa. Más aun, en

tal caso π = πT es el único minimizante para el problema de Kantorovich.

Ejemplo 1.1.11 Cuando φ no es estrictamente convexa en general no existe un único

transporte óptimo. Para verlo, considerar las medidas µ = L1|[0,1] , ν = L1|[1,2] y notar

que T (x) = x+ 1 y S(x) = 2− x transportan µ en ν. Si se toma φ(t) = t y por lo tanto

c(x, y) = |x − y|, entonces tanto T como S minimizan (MP): T es minimizante por el

teorema anterior y S lo es porque C[T ] = 1 = C[S]. 4
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1.1.5. El caso cuadrático

Para problemas en Rn con costo cuadrático c(x, y) = 1
2 |x− y|2 el transporte óptimo

está caracterizado por potenciales convexos [25, 85, 95]. Precisamente, McCann probó en

[95] que el transporte óptimo de µ en ν en el sentido de Kantorovich está inducido por el

gradiente ∇P de un potencial convexo P si µ no da masa a conjuntos pequeños (i.e. con

dimensión de Hausdorff a lo sumo n− 1), siendo P único salvo constantes aditivas. Más

aún, cuando µ y ν tienen segundos momentos finitos, i.e.∫
Rn
|x|2 dµ(x) <∞ y

∫
Rn
|y|2 dν(y) <∞,

puede darse una caracterización precisa de la optimalidad en términos de subdiferenciales

de funciones convexas. A continuación introducimos brevemente las definiciones necesarias

para enunciar dichos resultados. Las reformulaciones de los resultados de Knott–Smith [85]

y Brenier [25] fueron tomadas de [124]. Las pruebas omitidas y detalles adicionales pueden

leerse en [4, 23, 116, 124] y en las referencias alĺı citadas.

Una función P : Rn → R ∪ {+∞} se dice propia si no es idénticamente infinita, es

decir, si su dominio dom(P ) = P−1(R) es no vaćıo. Cuando P es convexa también es

convexo dom(P ) y en su interior P resulta continua, localmente lipschitz y por lo tanto

diferenciable en casi todo punto.

Para P : Rn → R ∪ {+∞} definimos su subdiferencial en x ∈ Rn como el conjunto

∂P (x) =
{
y ∈ Rn : P (z) ≥ P (x) + 〈y, z − x〉 ∀z ∈ Rn

}
(13)

y llamamos subdiferencial de P a la aplicación multivaluada ∂P : Rn → Rn dada por (13).

Para P propia y convexa se tiene ∂P (x) 6= ∅ sii x ∈ dom(P ) y además vale

P es diferenciable en x ⇐⇒ #(∂P (x)) = 1 ⇐⇒ ∂P (x) = {∇P (x)}.

La conjugada de Legendre de P es la función P ∗ : Rn → R ∪ {+∞} dada por

P ∗(y) = sup
x∈Rn

〈x, y〉 − P (x),

que resulta convexa y semicontinua inferiormente. Dos funciones convexas P,Q se dicen

conjugadas entre śı si verifican P ∗ = Q y Q∗ = P . Cuando P es propia y convexa también

lo es P ∗ y ambas verifican la desigualdad de Young

P (x) + P ∗(y) ≥ 〈x, y〉 para todo (x, y) en Rn × Rn.

Si además P es semicontinua inferiormente, se verifica

P (x) + P ∗(y) = 〈x, y〉 ⇐⇒ y ∈ ∂P (x) ⇐⇒ x ∈ ∂P ∗(y)
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para todo par (x, y) en Rn ×Rn. Más aun, el teorema de biconjugación de Fenchel asegura

que, si es P propia, son equivalentes:

i) P es convexa y semicontinua inferiormente;

ii) P ∗ es propia y vale P = P ∗∗.

Teorema 1.1.12 (Knott–Smith) Para X = Y = Rn, sea c(x, y) = 1
2 |x − y|2 el costo

cuadrático y sean µ, ν ∈ P(Rn) medidas con segundos momentos finitos. Entonces, para el

problema (X,Y, µ, ν, c) vale que:

i) Una medida π ∈ A(µ, ν) minimiza el problema de Kantorovich sii existe una función

P convexa y semicontinua inferiormente verificando sop(π) ⊂ Γ(∂P ).

ii) Si P es convexa, semicontinua inferiormente y verifica ν = (∇P )#µ, entonces el

problema de Kantorovich admite un único minimizante y está inducido por ∇P , el

único minimizante para el problema de Monge.

Teorema 1.1.13 (Brenier) Con las hipótesis del teorema anterior, supongamos que µ

no da masa a conjuntos pequeños. Entonces el problema de Kantorovich para (X,Y, µ, ν, c)

admite un único minimizante y está inducido por el gradiente de una función P convexa y

semicontinua inferiormente.

Si, adicionalmente, ν tampoco da masa a conjuntos pequeños, entonces ∇P ∗ induce el

único minimizante para el problema de Kantorovich (Y,X, ν, µ, c) y se verifica

∇P ∗ ◦ ∇P (x) = x µ-a.e. y ∇P ◦ ∇P ∗(y) = y ν-a.e.

1.2. Minimizantes para el problema de Kantorovich

Formulamos el problema de Kantorovich como una relajación del problema de Monge

y vimos que siempre admite soluciones factibles. Probaremos ahora que siempre existen

minimizantes para el problema de Kantorovich bajo hipótesis generales. Las definiciones y

resultados previos necesarios para esta sección pueden leerse en el apéndice A.1.

Lema 1.2.1 Sean Z y W espacios métricos y f : Z → W una función continua. Si

(σn)n ⊂ P(Z) converge débilmente a σ ∈ P(Z), entonces (f#σn)n ⊂ P(W ) converge

débilmente a f#σ ∈ P(W ).

Demostración. Sea φ ∈ Cb(W ). Por el lema 1.1.2, se tiene∫
W
φ(w) d(f#σn)(w) =

∫
Z

(φ ◦ f)(z) dσn(z), (14)∫
W
φ(w) d(f#σ)(w) =

∫
Z

(φ ◦ f)(z) dσ(z). (15)
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Basta ver que el lado derecho de (14) converge al lado derecho de (15), lo cual sucede por

hipótesis al ser φ ◦ f un elemento de Cb(Z).

Lema 1.2.2 Sean X e Y espacios métricos, µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ). Si las familias de

medidas F1 ⊂ P(X) y F2 ⊂ P(Y ) son ŕıgidas, entonces también es ŕıgida

A(F1,F2) =
{
π ∈ P(X × Y ) : PX# π ∈ F1 y PY# π ∈ F2

}
.

Demostración. Sean ε > 0 y K1 ⊂ X, K2 ⊂ Y compactos tales que µ[X\K1] < ε
2 y

ν[Y \K2] < ε
2 para toda µ ∈ F1 y toda ν ∈ F2. A partir de la inclusión

(X × Y )\(K1 ×K2) ⊂ (X\K1 × Y ) ∪ (X × Y \K2),

para toda π ∈ A(F1,F2) resulta

π[X × Y \K1 ×K2] ≤ π[X\K1 × Y ] + π[X × Y \K2] = µ[X\K1] + ν[Y \K2] < ε.

Lema 1.2.3 Sean X e Y espacios métricos y (πn)n ⊂ P(X × Y ) tal que πn ∈ A(µn, νn)

para todo n ∈ N. Valen las siguientes afirmaciones:

i) Si πn ⇀ π ∈ P(X × Y ), entonces π ∈ A(µ, ν) sii µn ⇀ µ y νn ⇀ ν.

ii) Si X e Y son polacos y (µn)n, (νn)n convergen débilmente a µ, ν respectivamente,

entonces existe una subsucesión (πnk)k débilmente convergente a π ∈ A(µ, ν).

Demostración. La continuidad de las proyecciones canónicas y el lema 1.2.1 implican

µn = PX# πn ⇀ PX# π y νn = PY# πn ⇀ PY# π.

Este hecho, junto con la unicidad de los ĺımites débiles, prueba i). Para ii), notar que

F1 = {µ} ∪ {µn : n ∈ N} y F2 = {ν} ∪ {νn : n ∈ N}

son familias compactas por las convergencias de (µn)n a µ y de (νn)n a ν. Luego, F1 y F2

son ŕıgidas por el teorema de Prokhorov A.3.11 y por lo tanto también es ŕıgida A(F1,F2)

por el lema 1.2.2. Dado que (πn)n está contenida en A(F1,F2), el teorema de Prokhorov

implica la existencia de una subsucesión (πnk)k débilmente convergente a π. Como µnk ⇀ µ

y νnk ⇀ ν por hipótesis, i) implica π ∈ A(µ, ν).

Proposición 1.2.4 Sean X e Y espacios métricos polacos y sea c : X × Y → R ∪ {+∞}
acotada por abajo y semicontinua inferiormente. Dadas µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ), existe un

minimizante para el problema de Kantorovich.

Demostración. Basta ver que A(µ, ν) es compacto para la topoloǵıa de la convergencia

débil en P(X × Y ) y que el operador I es semicontinuo inferiormente. Para ver que A(µ, ν)

21
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es compacto notar que, para toda (πn)n ⊂ A(µ, ν), la parte ii) del lema 1.2.3 garantiza la

existencia de una subsucesión (πnk)k convergente a un elemento de A(µ, ν).

Para ver que I es semicontinuo inferiormente considerar (πn)n ⊂ A(µ, ν) con πn ⇀ π.

Por ser c semicontinua y acotada inferiormente existe sucesión (ck)k de funciones continuas

y acotadas tales que ck ↗ c. Para cada n tenemos∫
X×Y

ck dπn ≤
∫
X×Y

c dπn

y, tomando ĺım infn a ambos lados, πn ⇀ π implica∫
X×Y

ck dπ ≤ ĺım inf
n

∫
X×Y

c dπn.

Como π[X × Y ] es finita, cada ck está en L1(π) y por convergencia monótona resulta

I[π] =

∫
X×Y

c dπ ≤ ĺım inf
n

∫
X×Y

c dπn = ĺım inf
n

I[πn].

1.2.1. Distancias de Wasserstein

La existencia de minimizantes para el problema de Kantorovich permite metrizar la

topoloǵıa de la convergencia débil de medidas con una métrica definida en términos del

transporte óptimo. Para esto, dado un espacio métrico polaco (Z, dZ), consideramos el

conjunto de medidas en P(Z) con p-momentos finitos

Pp(Z) =

{
π ∈ P(z) :

∫
Z
d pZ (z, z0) dπ(z) <∞ para algún z0 ∈ Z

}
, (16)

donde p ∈ [1,∞). Es fácil ver que (16) es independiente de la elección del punto z0 ∈ Z,

que Pp2(Z) ⊂ Pp1(Z) si p1 ≤ p2 y que Pp(Z) = P(Z) si dZ es acotada.

Definición 1.2.5 Para p ∈ [1,∞) se define la distancia de Wasserstein Wp por

Wp(π1, π2) =

(
mı́n

σ∈A(π1,π2)

∫
Z×Z

d pZ(z1, z2) dσ(z1, z2)

)1/p

(17)

para π1, π2 ∈ P(Z).

Notar que la función Wp definida por (17) no es necesariamente finita, pero resulta a

partir de (16) que Wp śı es finita si se la restringe a Pp(Z) × Pp(Z). Se verifica además

que Wp define una métrica en Pp(Z) y que ésta metriza la topoloǵıa de la convergencia

débil en P(Z) si dZ es acotada. En la siguiente proposición registramos todos estos hechos,

cuyas pruebas pueden leerse en [124, Cap. 7].
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Proposición 1.2.6 Sea (Z, dZ) un espacio métrico polaco y sea p ∈ [1,∞). Entonces:

i) La función Wp dada por (17) es finita en Pp(Z) y define alĺı una métrica.

ii) Si (πk)k ⊂ Pp(Z) y π ∈ P(Z) verifican Wp(πk, π)−→k 0, entonces π ∈ Pp(Z) y la

sucesión (πk)k converge débilmente a π.

iii) Si dZ es una métrica acotada, resulta P(Z) = Pp(Z) y Wp define una métrica en

P(Z) que metriza la topoloǵıa de la convergencia débil.

En particular, se deduce a partir de iii) que si (Z, dZ) es compacto entonces

Wp(πk, π)−→k 0 ⇐⇒ πk −⇀k π

para toda (πk)k ⊂ P(Z), toda π ∈ P(Z) y todo p ∈ [1,∞).

1.3. Dualidad de Kantorovich

Una de las buenas propiedades de la formulación de Kantorovich para el problema de

transporte óptimo es que admite una formulación dual. Más aun, dicha formulación resulta

útil para estudiar el problema de Monge asociado. A continuación presentamos el problema

dual de Kantorovich y definimos la noción de c-concavidad, que debe entenderse como una

abstracción formal de la noción de convexidad usual para espacios lineales.

Definimos el funcional J : L1(µ)× L1(ν)→ R por

J[ϕ,ψ] =

∫
X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν.

Notamos Fc al conjunto de pares (ϕ,ψ) ∈ L1(µ)× L1(ν) tales que

ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y) (18)

para µ–c.t. x ∈ X y ν–c.t. y ∈ Y . Notamos Fc ∩ Cb al conjunto de pares (ϕ,ψ) de Fc con

ϕ y ψ continuas y acotadas.

Llamamos problema primal de Kantorovich al problema

minimizar I[π]

sujeto a π ∈ A(µ, ν)
(KP)

y problema dual de Kantorovich al problema

maximizar J[ϕ,ψ]

sujeto a (ϕ,ψ) ∈ Fc .
(DP)
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Notar que, en principio, el mı́nimo y el máximo de los problemas primal y dual podŕıan

ser sólo ı́nfimo y supremo respectivamente. Es fácil ver que si c es una función de costo

medible entonces (18) implica inmediatamente

J[ϕ,ψ] ≤ I[π]

para todo (ϕ,ψ) ∈ Fc y toda π ∈ A(µ, ν). Este tipo de desigualdad se conoce con el

nombre de principio débil de dualidad, pues implica que los valores óptimos verifican

J∗ ≤ I∗, permitiendo en principio la posibilidad de que el gap de dualidad I∗ − J∗ sea

estrictamente positivo. A continuación enunciamos un principio fuerte de dualidad para

costos semicontinuos.

Teorema 1.3.1 (Dualidad de Kantorovich I) Sean X e Y espacios polacos dotados

de medidas borelianas de probabilidad µ ∈ P(X) y ν ∈ P(Y ). Sea c : X × Y → R ∪ {+∞}
una función de costo semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces

sup
(ϕ,ψ)∈Fc

J[ϕ,ψ] = ı́nf
π∈A(µ,ν)

I[π] . (19)

Adicionalmente, el ı́nfimo de (19) es un mı́nimo y el supremo permanece inalterado si se

toma sobre Fc ∩ Cb.

Para refinar el enunciado del teorema 1.3.1 vamos a definir la noción de c-conjugación,

la cual será útil para seleccionar maximizantes de J con buenas propiedades.

Definición 1.3.2 Dada una función c : X×Y → R∪{+∞}, para cada ϕ : X → R∪{−∞}
no constantemente −∞ definimos su c-conjugada (o c-transformada) como

ϕc(y) = ı́nf
x∈X

c(x, y)− ϕ(x) , ∀y ∈ Y.

Similarmente, para cada función ψ : Y → R ∪ {−∞} no constantemente infinita definimos

su c-conjugada (o c-transformada) como

ψc(x) = ı́nf
y∈Y

c(x, y)− ψ(y) , ∀x ∈ X.

Notar que cuando la suma ϕ(x) + ϕc(y) no se indefine tenemos

ϕ(x) + ϕc(y) ≤ c(x, y) (20)

y que, si inicialmente se tiene ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y) para todo (x, y), entonces

ψ ≤ ϕc y ϕ ≤ ψc.

Definición 1.3.3 Una función ϕ : X → R ∪ {−∞} se dice c-cóncava si existe alguna

función ψ : Y → R ∪ {−∞}, ψ 6≡ −∞, tal que ϕ = ψc. Análogamente, una función
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ψ : Y → R ∪ {−∞} se dice c-cóncava si existe ϕ : X → R ∪ {−∞}, ϕ 6≡ −∞, tal que

ψ = ϕc. Un par de funciones c-cóncavas conjugadas es un par (ϕ,ψ) de funciones

c-cóncavas como antes tales que ϕ = ψc y ψ = ϕc.

Definición 1.3.4 Decimos que una función c-cóncava ϕ es un potencial c-cóncavo para

un problema de Kantorovich si (ϕ,ϕc) es un maximizante para su problema dual. Otros

nombres posibles son potencial de Kantorovich o simplemente potencial, cuando no

hay ambigüedad sobre el costo c.

A continuación enunciamos dos resultados que ilustran la utilidad de las nociones

de c-concavidad y c-conjugación. El primer resultado es un refinamiento del teorema de

dualidad 1.3.1, garantizando que el problema dual de Kantorovich alcanza máximo en

un par c-conjugado. El segundo resultado es una caracterización de la optimalidad para

soluciones factibles del problema primal de Kantorovich. Para ambos resultados es necesario

que el costo c cumpla una cierta condición de integrabilidad que definimos a continuación.

Definición 1.3.5 Dado un problema (X,Y, µ, ν, c), decimos que c verifica la hipótesis de

integrabilidad si existen funciones no negativas cX ∈ L1(µ) y cY ∈ L1(ν) tales que

c(x, y) ≤ cX(x) + cY (y) (21)

para todo (x, y) en X × Y .

Observación 1.3.6 Es inmediato que la desigualdad (21) implica I[π] < +∞ para todo

plan π ∈ A(µ, ν) y que toda función de costo c acotada superiormente verifica la hipótesis

de integrabilidad. En particular, c verifica la hipótesis de integrabilidad si es continuo y

X e Y son compactos. Un caso importante es el de los costos cp(x, y) = 1
p |x − y|p para

problemas con X,Y ⊂ Rn. Dado que para todo p > 0 existe una constante A(p) tal que

cp(x, y) = 1
p |x− y|p ≤ A(p)

[
|x|p + |y|p

]
para x, y ∈ Rn,

resulta que cp verifica la hipótesis de integrabilidad si µ, ν tienen p-momentos finitos, i.e.∫
X
|x|p dµ(x) <∞ y

∫
Y
|y|p dν(y) <∞.

Teorema 1.3.7 (Dualidad de Kantorovich II) Sean X,Y espacios polacos dotados

de medidas borelianas de probabilidad µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ) y supongamos que el costo

c : X × Y → R es semicontinuo inferiormente, acotado inferiormente y verifica la hipótesis

de integrabilidad. Entonces

mı́n
π∈A(µ,ν)

I[π] = máx

{
J[ϕ,ϕc] : (ϕ,ϕc) ∈ L1(µ)× L1(ν) y ϕ c-cóncava

}
. (22)

En particular, existen un par de funciones c-conjugadas (ϕ∗, ψ∗) ∈ L1(µ)× L1(ν) y una
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medida boreliana de probabilidad π∗ ∈ A(µ, ν) tales que

I[π∗] = J[ϕ∗, ψ∗].

Proposición 1.3.8 (Caracterización de soluciones óptimas) Sean X,Y espacios

polacos dotados de medidas borelianas de probabilidad µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ) y supongamos

que c : X × Y → R es semicontinua inferiormente, acotada inferiormente y verifica

la hipótesis de integrabilidad. Si (ϕ,ψ) ∈ Fc es un maximizante para el problema dual

de Kantorovich, entonces π ∈ A(µ, ν) es un minimizante para el problema primal de

Kantorovich si y sólo si π está concentrada en{
(x, y) ∈ X × Y : ϕ(x) + ψ(y) = c(x, y)

}
. (23)

Las referencias para esta sección son [39, 116, 125]. Para una demostración del teorema

de dualidad 1.3.1 pueden verse las pruebas de [116, Theorem 1.42] o [125, Theorem

5.10 (i)]. Para una demostración del teorema de dualidad 1.3.7 puede verse la prueba de

[125, Theorem 5.10 (iii)]. Las definiciones de c-concavidad y c-transformada elegidas para

formular 1.3.7 son levemente distintas a las elegidas en [125] e idénticas a las elegidas en

[116, Definition 1.10], aunque aqúı tomamos la simplificación notacional propuesta en [39,

Section 1.4].

1.4. Minimizantes para el problema de Monge

El ejemplo 1.1.5 muestra que no siempre existen transportes óptimos para el problema

de Monge asociado a (X,Y, µ, ν, c), aun si éste es factible. Por otra parte, en la sección

1.1 se discutieron diferentes clases de problemas para las que śı existen minimizantes en el

sentido de Monge. En esta sección repasamos algunos resultados generales en esa dirección.

Mencionamos resultados de existencia y unicidad para costos cóncavos y convexos en

Rn [33, 76, 77, 106], para costos generales en Rn [38, 54, 87, 93] y para costos generales

en variedades riemannianas [17, 60, 63, 96, 125]. Finalmente presentamos resultados de

existencia para el caso de costos dados por una norma en Rn o por la distancia geodésica

en una variedad riemanniana [7, 8, 35, 37, 43, 44, 59, 62, 120, 123]

Empezamos enunciando resultados para costos convexos y costos cóncavos en Rn. Por

costos (estrictamente) convexos nos referimos a costos de la forma c(x, y) = h(x− y) con

h (estrictamente) convexa, definiendo de manera análoga el caso cóncavo. Por ejemplo, los

costos de la forma c(x, y) = |x− y|p son convexos para p ≥ 1, cóncavos para 0 < p ≤ 1 y lo

son estrictamente si p 6= 1.

Teorema 1.4.1 (116, Theorem 1.17 + Theorem 3.26) Sean X,Y ⊂ Rn compactos

y sea un costo c(x, y) = h(x− y) con h : Rn → R. Sean ν ∈ P(Y ) arbitraria y µ ∈ P(X)

absolutamente continua. Supongamos, adicionalmente, alguna de estas dos hipótesis:
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i) La función h es estrictamente convexa y de clase C1 en Rn.

ii) Se verifica sop(µ) ∩ sop(ν) = ∅ y la función h es de la forma h(z) = l(|z|) con l

estrictamente cóncava y creciente en [0,+∞) siendo de clase C1 en (0,+∞).

Entonces existe un único minimizante π∗ para el problema de Kantorovich y está dado por

un transporte T∗. Más aun, existe un potencial de Kantorovich ϕ tal que µ-a.e. vale

T∗(x) = x− (∇h)−1(∇ϕ(x)).

La idea central de la demostración del teorema 1.4.1 consiste en tomar un maximizante

c-conjugado (ϕ,ψ) para (DP) y probar que todo minimizante π de (KP) verifica π = πT
para un cierto transporte T expresable en términos de ϕ e independiente de π. Para esto,

notar que todo punto (x0, y0) ∈ sop(π) verifica

ψ(y0) = c(x0, y0) − φ(x0) ,

ψ(y0) ≤ c( x , y0) − φ(x) para todo x ∈ X.
(24)

Dejando de lado detalles de regularidad, se concluye a partir de (24) que

∇xc(x0, y0) = ∇φ(x0),

con lo cual T (x0) := y0 queda uńıvocamente determinado si ∇xc(x0, · ) es inyectiva. Al ser

(x0, y0) ∈ sop(π) arbitrario, esto define la T candidata sobre sop(µ).

La idea original de la demostración se remonta a Brenier [25] y fue luego generalizada

por Caffarelli [33], Gangbo y McCann [76, 77] y otros [38, 87, 93, 123]. En el caso del

teorema 1.4.1, al suponer c(x, y) = h(x− y), la inyectividad de ∇xc(x0, · ) = ∇h(x0− · ) es

consecuencia de la convexidad o concavidad estricta de h. En particular, cuando c es el

costo cuadrático, h(x) = 1
2 |x|2 y por lo tanto ∇h = IdRn . En el caso general debe requerirse

como hipótesis que ∇xc(x0, · ) sea inyectiva. Vale aclarar que si X e Y son dominios buenos

de Rn dicha hipótesis es consecuencia de la condición det
(

∂2c
∂yj∂xi

)
6= 0, que en algunos

contextos se conoce como condición de Spence-Mirrlees.

Teorema 1.4.2 (38, Theorem 1) Sean X ⊂ Rn un subconjunto compacto, Y un espacio

métrico compacto y c : X×Y → R un costo lipschitz. Sean ν ∈ P(Y ) arbitraria y µ ∈ P(X)

absolutamente continua con µ[∂X] = 0. Supongamos que c( · , y) es diferenciable en X◦

para todo y ∈ Y y que ∇xc(x, · ) es inyectiva para x ∈ X◦, precisamente,

(∀x ∈ X◦) : (∀y1, y2 ∈ Y ) : ∇xc(x, y1) = ∇xc(x, y2) =⇒ y1 = y2.

Entonces existe un único minimizante π∗ para el problema de Kantorovich y está dado por
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un transporte T∗. Más aun, existe un potencial de Kantorovich ϕ tal que µ-a.e. vale

T∗(x) = (∇xc(x, · ))−1(∇ϕ(x)).

Teorema 1.4.3 (96, Theorem 9) Sea (M, g) una variedad riemanniana suave, conexa,

compacta y sin borde. Sean X = Y = M y sea el costo cuadrático c(x, y) = 1
2d

2(x, y), donde

d es la distancia geodésica en M . Sean ν ∈ P(Y ) arbitraria y µ ∈ P(X) absolutamente

continua respecto de la medida de volumen volM . Entonces existe un único minimizante

π∗ para el problema de Kantorovich y está dado por un transporte T∗. Más aun, existe un

potencial de Kantorovich ϕ tal que µ-a.e. vale

T∗(x) = expx(−∇ϕ(x)),

donde expx : TxX → X es la aplicación exponencial usual.

Finalizamos esta sección presentando algunos resultados para problemas de Monge con

costo dado por una distancia. Bajo hipótesis adecuadas es posible probar la existencia de

transportes óptimos para estos casos, aunque en general falla la unicidad al igual que en el

ejemplo 1.1.11. En espacios eucĺıdeos se sabe que existen transportes óptimos si c está dado

por una norma. Fue probado primero para la norma eucĺıdea [59, 120, 123] y luego para

normas uniformemente convexas [8, 35], cristalinas [7], estrictamente convexas [37, 43] y,

finalmente, arbitrarias [44]. Para el caso de una variedad riemanniana con el costo c dado

por la distancia geodésica la existencia fue probada en [62].

Teorema 1.4.4 (44, Theorem 1.1) Sean X = Y = Rn y sean µ, ν ∈ P(Rn) medidas

de soportes compactos con µ absolutamente continua. Si c(x, y) = ‖x− y‖ está dado por

una norma general ‖ · ‖, entonces el problema de Kantorovich admite un minimizante π∗
inducido por un transporte T∗ que minimiza el problema de Monge.

Teorema 1.4.5 (62, Theorem 1) Sea (M, g) una variedad riemanniana suave, conexa

y geodésicamente completa. Sean X = Y = M y sea el costo c(x, y) = d(x, y) dado

por la distancia geodésica en M . Sean µ, ν ∈ P(M) medidas con soportes compactos

y absolutamente continuas respecto de la medida de volumen volM . Entonces existe un

minimizante π∗ para el problema de Kantorovich dado por un transporte T∗ que minimiza

el problema de Monge.

1.5. Las hipótesis (KU) y (SU)

Existen resultados razonablemente generales que garantizan la hipótesis (SU), de la

cual se deduce inmediatamente (KU). Sirven como ejemplos aquéllos presentados en la

sección anterior, a excepción de los últimos dos. Como veremos en esta sección la hipótesis

(SU) es más fuerte que la existencia minimizantes únicos para los problemas de Monge
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y Kantorovich. Para estudiar las relaciones entre todas estas propiedades de unicidad

definimos las hipótesis auxiliares:

(MM) Existe un minimizante para el problema de Monge.

(MU) Existe un único minimizante para el problema de Monge.

Es fácil ver que la conjunción de (KU) y (MU) implica (SU) bajo la hipótesis adicional de

que los valores óptimos coinciden, es decir, bajo la hipótesis

(EQ) ı́nf
T∈T (µ,ν)

C[T ] = mı́n
π∈A(µ,ν)

I[π] .

En general, la forma de probar que un problema satisface la hipótesis (SU) es probando

primero que todo minimizante π del problema de Kantorovich está concentrado sobre el

gráfico de alguna función boreliana T , de modo que π = πT y por lo tanto π
[
Γ(T )

]
= 1.

Notamos (CG) a dicha hipótesis. Precisamente:

(CG) Para todo minimizante π de (KP) existe T ∈ B(X,Y ) con π = πT .

Resumimos las relaciones entre todas estas propiedades en el siguiente lema.

Lema 1.5.1 Sea el problema (X,Y, µ, ν, c) con X e Y polacos y c : X × Y → R ∪ {+∞}
semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces valen las equivalencias

(KU) + (MM) + (EQ) ⇐⇒ (KU) + (MU) + (EQ) ⇐⇒ (SU) ⇐⇒ (CG) .

Demostración. Toda T ∈ T (µ, ν) induce πT ∈ A(µ, ν) que satisface C[πT ] = I[π]. Esto,

junto con la observación de que πT1 = πT2 ⇐⇒ T1 = T2 µ-a.e., prueba las dos primeras

equivalencias. Por otra parte, si se verifica (SU), el único minimizante π para (KP) es de la

forma πT para alguna T ∈ T (µ, ν). En tal caso, dado cualquier minimizante π̃ ∈ A(µ, ν),

(KU) implica π̃ = π = πT y por lo tanto se verifica (CG).

Finalmente, asumamos que vale (CG) y veamos que necesariamente vale (SU). Para

esto, notar que la proposición 1.2.4 implica la existencia de un minimizante π ∈ A(µ, ν)

para el problema de Kantorovich y la hipótesis (CG) implica que existe T con π = πT .

Observar que esto implica las hipótesis (EQ) y (MM), con lo cual sólo resta verificar (KU).

Sean π1, π2 ∈ A(µ, ν) minimizantes para (KP). Por (CG) existen T1, T2 tales que π1 = πT1
y π2 = πT2 . La linealidad de I implica que π̃ = 1

2π1 + 1
2π2 es un minimizante de (KP) y

por (CG) debe existir T̃ con π̃ = π
T̃

. Luego

1 = π̃
[
Γ
(
T̃
)]

= 1
2π1

[
Γ
(
T̃
)]

+ 1
2π2

[
Γ
(
T̃
)]

= 1
2µ
[{
x ∈ X : T1(x) = T̃ (x)

}]
+ 1

2µ
[{
x ∈ X : T2(x) = T̃ (x)

}]
y por lo tanto T1 = T̃ = T2 µ-a.e., con lo cual π1 = π2.
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En el contexto de espacios métricos polacos generales puede garantizarse la hipótesis

(EQ) requiriendo que µ sea no atómica y c sea continua, como lo prueba el siguiente

resultado debido a Pratelli [108].

Teorema 1.5.2 (Pratelli) Sean X e Y espacios métricos polacos, sea ν ∈ P(Y ) y sea

µ ∈ P(X) una medida no atómica. Para un costo c : X × Y → R ∪ {+∞} continuo y

acotado inferiormente, considerar el problema (X,Y, µ, ν, c) con valor óptimo I∗ para el

problema de Kantorovich. Entonces, para todo ε > 0 existe un transporte Tε ∈ T (µ, ν) tal

que C[Tε] ≤ ε+ I∗ y por lo tanto vale

−∞ < mı́n
π∈A(µ,ν)

I[π] = ı́nf
T∈T (µ,ν)

C[T ] .

Finalizamos esta sección mostrando que las implicaciones del lema 1.5.1 son sharp. Más

precisamente, para la clase de problemas que no satisfacen la hipótesis (EQ) se tiene la no

implicación

(KU) + (MU) 6=⇒ (EQ),

como lo prueba el ejemplo 1.5.3 tomado de [108]. En general, se tienen las no implicaciones

(KU) + (EQ) 6=⇒ (MM) y (MU) + (EQ) 6=⇒ (KU),

aun bajo la hipótesis de que µ sea no atómica y c sea continua. Para la primera de ellas, un

contraejemplo está dado por el problema del ejemplo 1.1.5. Para la segunda, los problemas

discutidos en los ejemplos 1.5.4 y 1.5.5 proveen contraejemplos.

Ejemplo 1.5.3 Tomando X = Y = R2, considerar bolas B1 = Br(c1) y B2 = Br(c1) de

área 1/2 y puntos x1, x2 ∈ R2 tales que

r < d := dist(x1, c2) = dist(x2, c1) << dist(c1, c2) =: D,

como en la fig. 1.2. Sea c(x, y) = |x− y|2 el costo cuadrático y sean las medidas

µ = 1
2 δx1 + L2

∣∣
B1

y ν = 1
2 δx2 + L2

∣∣
B2
.

B1

x2

B2

x1

Figura 1.2: Soportes de µ y ν.

Es claro que el único transporte óptimo T∗ ∈ T (µ, ν) es el que manda x1 en x2 y µ|B1
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en µ|B2 de forma óptima, de modo que C[T∗] ≈ D. Observar que T∗ está uńıvocamente

determinada, pues necesariamente T∗(x1) = x2 y el teorema 1.1.13 implica que la condición

(T∗)#(µ|B1) = ν|B2 determina T∗ uńıvocamente sobre B1. Por otra parte, al ser d << D,

es claro que el único plan de transporte óptimo π∗ ∈ A(µ, ν) desintegra el átomo en x1

para cubrir B2 y concentra la masa de B1 en x2, de modo que I[π∗] ≈ d. Se verifican las

hipótesis (KU) y (MU), pero al ser d << D no se verifica la hipótesis (EQ). 4

Ejemplo 1.5.4 Tomando X = Y = R2, sean x1, y1, x2, y2 los vértices de un cuadrado

unitario en R2 recorridos en orden. Considerar el costo c(x, y) = |x− y| y las medidas

µ = 1
3 δx1 + 2

3 δx2 y ν = 1
3 δy1 + 2

3 δy2 .

Notar que vale

|x− y| = 1 ∀x ∈ sop(µ) , ∀ y ∈ sop(ν),

con lo cual son óptimos y de costo 1 todos los planes de transporte y todos los transportes.

Existe un único transporte T ∈ T (µ, ν) y está dado por T (x1) = y1 y T (x2) = y2, con lo

cual se verifican (MU) y (EQ). Por otra parte, la medida

π = 1
3

[
δx1 ⊗ δy2 + δx2 ⊗ δy1 + δx2 ⊗ δy2

]
∈ A(µ, ν)

verifica π 6= πT = 1
3 δx1 ⊗ δy1 + 2

3 δx2 ⊗ δy2 . Esto muestra que no se verifica (KU). 4

Ejemplo 1.5.5 Ahora refinamos el ejemplo anterior para mostrar que (MU) y (EQ) no

implican (KU) aun si µ es no atómica. Para esto construimos un problema en R3 que al

ser “colapsado” sobre el plano R2 × {0} coincide con el ejemplo anterior.

Tomando X = Y = R3, sean x1, y1, x2, y2 ∈ R2 = R2 × {0} ⊂ R3 elegidos como en el

ejemplo anterior y sea I = [0, 1]. Considerar el costo c(x, y) = |x− y| y las medidas

µ = 1
3 H1|{x1}×I + 2

3 H1|{x2}×I = 1
3 δx1 ⊗H1|I + 2

3 δx2 ⊗H1|I ,

ν = 1
3 H1|{y1}×I + 2

3 H1|{y2}×I = 1
3 δy1 ⊗H1|I + 2

3 δy2 ⊗H1|I .

Como se ve en la fig. 1.3, existe un único transporte óptimo T∗ y está dado por

T∗(x1, s) = (y1, s) y T∗(x2, s) = (y2, s) para todo s ∈ I.

Al ser C[T∗] = 1, la optimalidad de T∗ resulta de que dist(sop(µ), sop(ν)) = 1, pues

esto implica C[T ] ≥ 1 para todo T ∈ T (µ, ν). Para ver la unicidad, suponer que T es un

transporte óptimo y notar que necesariamente verifica |T (x)− x| = 1 µ-a.e. Esto dice que

para H1 casi todo s ∈ I existe j ∈ {1, 2} tal que T (x2, s) = (yj , s). Si para un conjunto

S ⊂ I con H1[S] > 0 se tiene T (x2, s) = (y1, s), entonces

1
3H1[S] = ν

[
{y1} × S

]
= µ

[
T−1({y1} × S)

]
≥ µ

[
{x2} × S

]
= 2

3H1[S] > 0,
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x1

x2

y1y2 {x1} × I

{x2} × I

{y2} × I {y1} × I

Figura 1.3: Visualización del transporte óptimo T∗, las flechas grises indican
el sentido de los rayos de transporte [x, T∗(x)].

lo que es un absurdo. Luego debe ser T (x2, s) = (y2, s) para H1 casi todo s ∈ I y por lo

tanto T (x1, s) = (y1, s) para H1 casi todo s ∈ I, de modo que T = T∗ µ-a.e. Esto prueba

que se verifica (MU) y, al ser µ no atómica, el teorema 1.5.2 implica (EQ). Para probar que

no se verifica (KU) basta notar que, si π0 es un plan de transporte para el problema del

ejemplo anterior, entonces π = π0⊗H1|I es un plan de transporte para este problema. 4

1.6. Regularidad

En esta sección presentamos resultados de regularidad y regularidad parcial para el

transporte óptimo en espacios eucĺıdeos y en variedades riemannianas. Presentamos la

teoŕıa de regularidad desarrollada por Caffarelli [28, 29, 30, 31, 32, 34] y la teoŕıa de

regularidad parcial desarrollada por Figalli, Kim y De Philippis [55, 64, 66].

Sean µ, ν ∈ P(Rn) dadas por densidades f y g, de modo que

µ[E] =

∫
Rn
f(x) dx y ν[E] =

∫
Rn
g(y) dy

para todo boreliano E ⊂ Rn. Si T ∈ T (µ, ν) es Lipschitz e inyectiva, el teorema de cambio

de variables implica

ν[T (E)] =

∫
T (E)

g(y) dy =

∫
E

(g ◦ T )(x) |detDT (x)| dx
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para todo boreliano E ⊂ Rn. Como T transporta µ en ν, tenemos también

ν[T (E)] = µ
[
T−1(T (E))

]
= µ[E] =

∫
E
f(x) dx.

Luego T está sujeta a la condición no lineal

f(x) = g(T (x))|detDT (x)|, (25)

conocida como ecuación del jacobiano.

En el caso de que T sea el transporte óptimo cuadrático de µ en ν, i.e. para el costo

cuadrático c(x, y) = 1
2 |x− y|2, existe un potencial convexo P para T y (25) toma la forma

de una ecuación de Monge–Ampère

detD2P (x) =
f(x)

g(∇P (x))
.

Asumiendo que son abiertos acotados los conjuntos

X =
{
x ∈ Rn : f(x) > 0

}
e Y =

{
y ∈ Rn : g(y) > 0

}
y asumiendo que f y g están despegadas de cero e infinito en X e Y respectivamente,

existen constantes λ1, λ2 tales que P es una solución débil de

0 < λ1 ≤ detD2P ≤ λ2 <∞ (26)

en X satisfaciendo ∇P (X) ⊂ Y .

La teoŕıa de regularidad para soluciones débiles de (26) fue desarrollada por Caffarelli

en [28, 29, 30], obteniendo luego una teoŕıa de regularidad para potenciales de Brenier

[31, 32, 34]. Resumimos dichos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1 Sean µ, ν ∈ P(Rn) dadas por densidades f, g ∈ L1(Rn) tales que

X =
{
x ∈ Rn : f(x) > 0

}
e Y =

{
y ∈ Rn : g(y) > 0

}
son abiertos acotados y supongamos que 0 < λ ≤ f, g ≤ 1/λ sobre X e Y para alguna

constante λ > 0. Sea T el transporte óptimo cuadrático de µ en ν.

Si Y es convexo, entonces:

i) Para algún β ∈ (0, 1) se tiene T ∈ C0,β
loc (X).

ii) Si f ∈ C(X) y g ∈ C(Y ), resulta T ∈W 1,p
loc (X) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

iii) Si para algún k ∈ N0 y algún α ∈ (0, 1) se tiene f ∈ Ck,α
loc (X) y g ∈ Ck,α

loc (Y ), resulta

T ∈ Ck+1,α
loc (X).
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Si X e Y son convexos, entonces:

iv) Para algún β ∈ (0, 1) se tiene T ∈ C0,β(X).

Si X e Y son uniformemente convexos, entonces:

v) Si para algún k ∈ N0 y algún α ∈ (0, 1) se tiene f ∈ Ck,α(X) , g ∈ Ck,α(Y ) y las

fronteras de X e Y son de clase Ck+2, resulta T ∈ Ck+1,α(X).

La hipótesis de convexidad para Y en el teorema 1.6.1 es necesaria: sin dicha hipótesis

T es en general discontinua, aun en ausencia de impedimentos topológicos (e.g. X conexo

e Y disconexo). Para ilustrar este fenómeno presentamos un ejemplo dado por Caffarelli

[32] que, como veremos luego, es en cierto sentido representativo del caso general.

Ejemplo 1.6.2 Sea X la bola unitaria de Rn e Y la unión de dos medias bolas centradas

en −e1 y e1 con partes chatas paralelas a x1 = 0 (ver fig. 1.4). Tomando µ y ν como las

medidas de Lebesgue normalizadas, el transporte óptimo cuadrático T∗ está dado por el

gradiente del potencial convexo P (x1, . . . , xn) = |x1|+ 1
2 |x|2 :

T∗(x) = ∇P (x) = 1{x1<0}(x) · (x− e1) + 1{x1>0}(x) · (x+ e1).

X Y

T∗

Figura 1.4: El transporte óptimo T∗ divide la bola X a lo largo del segmento punteado
Σ = {0} × (−1, 1). Notar que T∗ es una isometŕıa cuando se lo restringe a las medias bolas

X− = X ∩ {x1 < 0}, X+ = X ∩ {x1 > 0} que particionan X \ Σ.

Notar que T∗ = ∇P está indefinida en {0} × (−1, 1), aunque T∗ es Lipschitz cuando

se la restringe a las medias bolas X ∩ {x1 < 0} y X ∩ {x1 > 0}. El hecho de que Y sea

disconexo no es esencial: como se explica en [32], uniendo las dos medias bolas con un

franja horizontal de ancho ε y tomando el ĺımite para ε→ 0 se construye un ejemplo con

T∗ discontinua e Y conexo (ver [125, Theorem 12.3] para una prueba completa). 4

El transporte óptimo T∗ del ejemplo 1.6.2 no es regular en todo el abierto X pero

verifica una propiedad de regularidad parcial: existen cerrados relativos

ΣX := {0} × (−1, 1) ⊂ X y ΣY := ∅ ⊂ Y
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de medida nula tales que T∗ : X \ ΣX → Y \ ΣY es un homeomorfismo bi-Lipschitz. Luego

del trabajo de Figalli, Kim y De Philippis [55, 64, 66] se sabe que este tipo de regularidad

parcial es un fenómeno general. Más aun, lo es incluso para costos generales en Rn y para el

costo cuadrático en variedades riemannianas. Enunciamos a continuación estos resultados.

Sean X e Y abiertos acotados en Rn y c : X × Y → R una función de costo general.

Para c definimos las siguientes hipótesis:

(C0) El costo c es de clase C2,α para algún α ∈ (0, 1) y ‖c‖C2,α(X×Y ) <∞.

(C1) Para todo x ∈ X, la aplicación ∇xc(x, · ) es inyectiva en Y .

(C2) Para todo y ∈ Y , la aplicación ∇yc( · , y) es inyectiva en X.

(C3) Se verifica det(D2
xyc)(x, y) 6= 0 para todo (x, y) ∈ X × Y .

Notar que el costo cuadrático c(x, y) = 1
2 |x− y|2 satisface todas las hipótesis anteriores.

Teorema 1.6.3 (55, Theorem 1.3) Sean µ, ν ∈ P(Rn) dadas por un par de densidades

continuas f, g ∈ L1(Rn) tales que

X =
{
x ∈ Rn : f(x) > 0

}
e Y =

{
y ∈ Rn : g(y) > 0

}
son abiertos acotados y supongamos que 0 < λ ≤ f, g ≤ 1/λ sobre X e Y para alguna

constante λ > 0. Sea T el transporte óptimo de µ en ν para un costo c : X × Y → R que

verifica (C0) - (C3). Entonces, existen cerrados relativos ΣX ⊂ X y ΣY ⊂ Y de medida

nula tales que:

i) La restricción T : X \ ΣX → Y \ ΣY resulta ser un homeomorfismo de clase C0,β
loc

para todo β ∈ (0, 1).

ii) Si para algún k ∈ N0 y algún α ∈ (0, 1) se tiene c ∈ Ck+2,α
loc (X × Y ), f ∈ Ck,α

loc (X) y

g ∈ Ck,α
loc (Y ), entonces T : X \ ΣX → Y \ ΣY es un difeomorfismo de clase Ck+1,α

loc .

Teorema 1.6.4 (55, Theorem 1.4) Sea M una variedad riemanniana suave, conexa,

compacta y sin borde con distancia geodésica d. Sean µ, ν ∈ P(Rn) dadas por densidades

f, g continuas y positivas. Sea T : M → M el transporte óptimo de µ en ν para el costo

cuadrático c = d2/2. Entonces existen cerrados ΣX ,ΣY ⊂M de medida nula tales que:

i) La restricción T : M \ΣX →M \ΣY resulta ser un homeomorfismo de clase C0,β
loc

para todo β ∈ (0, 1).

ii) Si para algún k ∈ N0 y algún α ∈ (0, 1) se tiene f, g ∈ Ck,α(M) , entonces resulta

ser T : X \ ΣX → Y \ ΣY un difeomorfismo de clase Ck+1,α
loc .
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Caṕıtulo 2

Análisis de estabilidad para el

problema de Monge

A continuación probamos la existencia de un p-orden de estabilidad sp alrededor de T∗
para un problema compacto (X,Y, µ, ν, c) que verifica la hipótesis (SU). Luego discutimos

algunas propiedades de sp y estudiamos el caso del transporte óptimo cuadrático en Rn a

modo de ejemplo. En particular, mostramos que s2(h) es de orden
√
h dando una prueba

alternativa a la obtenida por Li y Nochetto [89, Remark 3.3]. Para problemas con espacios y

costos más generales, asumiendo cierta regularidad para T∗ pueden deducirse estimaciones

de sp aplicando los resultados obtenidos en [74, Proposition 8 y Corollary 9].

2.1. Existencia de órdenes de estabilidad

Cuando un problema compacto (X,Y, µ, ν, c) verifica la hipótesis (SU), el operador de

costo de Monge C admite un p-orden de estabilidad alrededor del único transporte óptimo

T∗ para todo 1 ≤ p <∞. Esto es, sin asumir regularidad adicional, existe una función no

decreciente sp : [0,+∞)→ [0,+∞) continua en 0, satisfaciendo sp(0) = 0 y verificando

dp(T, T∗) ≤ sp
(
C[T ]− C[T∗]

)
para todo T ∈ B(X,Y ) con T#µ = ν, siendo sp la mı́nima función con estas propiedades.

Para una demostración de este hecho necesitamos un resultado de estabilidad que

probamos a continuación. Su demostración, que es una variación sobre la prueba de un

resultado de estabilidad bien conocido [125, Corollary 5.23], depende de la siguiente versión

del teorema de Lusin [61, Theorem 2.3.5].

Teorema 2.1.1 (Lusin) Sea X un espacio métrico localmente compacto dotado de una

medida boreliana de probabilidad µ y sea Y un espacio métrico separable. Si f : X → Y es
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una función boreliana y A ⊂ X es boreliano, entonces para todo ε > 0 existe un cerrado

K ⊂ A tal que µ[A\K] < ε y f |K es continua.

Proposición 2.1.2 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto con valor óptimo I∗ para el

problema de Kantorovich. Sea (πk)k ⊂ P(X × Y ) tal que I[πk]−→k I∗ y πk ∈ A(µk, νk) para

todo k, donde µk, νk −⇀k µ, ν. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

i) Si el problema (X,Y, µ, ν, c) satisface la hipótesis (KU) con plan de transporte óptimo

π∗, entonces se tiene πk −⇀k π∗.

ii) Si µk = µ para todo k y el problema (X,Y, µ, ν, c) satisface la hipótesis (SU) con

transporte óptimo T∗, entonces para todo δ > 0 vale

πk
[
{(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ}

]−→k 0 . (27)

Demostración. Dado que µk, νk −⇀k µ, ν y πk ∈ A(µk, νk), la familia de medidas {πk}k es

un subconjunto ŕıgido de P(X×Y ) y por lo tanto existe una subsucesión (πkj )j débilmente

convergente a π ∈ A(µ, ν). Se deduce I[π] = I∗ a partir de que I[πk]−→k I∗, con lo cual π es

un plan de transporte óptimo. Asumiendo (KU) resulta π = π∗ y repitiendo el argumento

para una subsucesión arbitraria de (πk)k resulta πk −⇀k π∗. Esto prueba i) y asumiendo

(SU) se tiene, adicionalmente, πT∗ = π∗.

Fijar δ > 0 y tomar ε > 0 arbitrario. Por el teorema de Lusin 2.1.1 existe un conjunto

cerrado K ⊂ X con µ[X\K] ≤ ε y T∗|K continua. Luego

BK(δ) =
{

(x, y) ∈ K × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ
}

es cerrado en K × Y y π∗[BK(δ)] = 0, dado que π∗ está concentrada en el gráfico de T∗.
Luego, la convergencia débil de (πk)k a π∗ implica

0 = π∗[BK(δ)] ≥ ĺım sup
k

πk[BK(δ)]

= ĺım sup
k

πk
[
{(x, y) ∈ K × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ}

]
≥ ĺım sup

k
πk
[
{(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ}

]
− ε,

donde la última desigualdad resulta de que πk ∈ A(µk, νk) y µ[X\K] ≤ ε. Tomando ε→ 0

obtenemos (27) y eso completa la prueba de ii).

Proposición 2.1.3 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto con transporte óptimo T∗
y satisfaciendo la hipótesis (SU). Entonces, si (Tk)k ⊂ T (µ, ν) satisface C[Tk]−→k C[T∗],
resulta dp(Tk, T∗)−→k 0 para todo p ∈ [1,+∞).

Demostración. Sea πk := πTk ∈ A(µ, ν) para todo k. Dado que I[πk] = C[Tk], resulta

I[πk] → C[T∗] = I∗, siendo I∗ el valor óptimo del problema de Kantorovich asociado.
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Tomando δ > 0 y νk = ν, la proposición 2.1.2 implica

µ
[
x ∈ X : dY (T∗(x), Tk(x)) > δ

]
= πk

[
(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) > δ

]−→k 0 ,

con lo cual (Tk)k converge en medida a T∗. Fijar p ∈ [1,∞) y notar que

d pp (Tk, T∗) =

∫
X
d pY (Tk(x), T∗(x)) dµ(x)

por definición de dp. Resulta diám(Y ) <∞ por compacidad y para δ > 0 se tiene∫
dY (Tk,T∗)≥δ

d pY (Tk(x), T∗(x)) dµ(x) ≤ diám(Y )pµ[{dY (Tk, T∗) ≥ δ}] ,∫
dY (Tk,T∗)<δ

d pY (Tk(x), T∗(x)) dµ(x) ≤ δpµ[X] = δp.

(28)

Dado ε > 0, tomando δ = ( ε2)1/p y k0 tal que

µ
[
{dY (Tk, T∗) ≥ δ}

]
<

ε

2 diám(Y )p + 1
para k ≥ k0,

se obtiene d pp (Tk, T∗) < ε para k ≥ k0 a partir de (28), probando dp(Tk, T∗)−→k 0.

Definición 2.1.4 Cuando (X,Y, µ, ν, c) verifica las hipótesis de la proposición 2.1.3 para

todo exponente p ∈ [1,∞) definimos sp : [0,+∞)→ [0,+∞) como

sp(h) = sup
{
dp(T, T∗) : para T ∈ T (µ, ν) con C[T ]− C[T∗] ≤ h

}
para todo h ≥ 0. La buena definición de sp resulta de la existencia de un transporte óptimo

y del hecho de que Y es acotado. Llamamos p-orden de estabilidad de C alrededor de T∗ a

la función sp.

Proposición 2.1.5 Bajo las hipótesis de la proposición 2.1.3, para todo p ∈ [1,∞) valen

las siguientes propiedades:

i) sp es no-decreciente y

dp(T, T∗) ≤ sp(C[T ]− C[T∗])

para toda T ∈ T (µ, ν);

ii) 0 ≤ sp ≤ diám(Y );

iii) sp(0) = 0 y sp es continua en 0;

iv) sp es la mı́nima función satisfaciendo i).

Demostración. Las propiedades i) y ii) son inmediatas a partir de la definición de sp. Para

probar iii), primero notar que sp(0) = 0 resulta de la unicidad del transporte óptimo.
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Luego, para cualquier sucesión hk ↘ 0, tomar Tk ∈ T (µ, ν) verificando

C[Tk]− C[T∗] ≤ hk y dp(Tk, T∗) > sp(hk)−
1

k
. (29)

Aśı, (29) implica C[Tk]→ C[T∗] y la proposición 2.1.3 implica dp(Tk, T∗)→ 0. Resulta de

(29) que sp(0) = 0 ≥ ĺım supk sp(hk).

Para iv), asumir que s̃p : [0,+∞)→ [0,+∞) satisface i). Fijar h ≥ 0 y considerar un

transporte T ∈ T (µ, ν) con C[T ]− C[T∗] ≤ h. Luego i) para s̃p implica

dp(T, T∗) ≤ s̃p (C[T ]− C[T∗]) ≤ s̃p (h)

y tomando supremo sobre T resulta sp(h) ≤ s̃p (h).

Observación 2.1.6 La proposición 2.1.3 es falsa para p = ∞ y por lo tanto carece de

sentido definir s∞. Para verlo, tomar X = Y = [0, 1] y µ = ν = L1 la medida de Lebesgue

1–dimensional en el intervalo unitario. Considerar el costo cuadrático c(x, y) = 1
2 |x− y|2.

Notar que T∗ es la identidad de [0, 1] y por lo tanto C[T∗] = 0. Definiendo

Tε(x) =

{
x , si ε < x < 1− ε
1− x , si no

para ε ∈
(
0, 1

2

)
, es claro que Tε ∈ T (µ, ν) y que d∞(Tε, T∗) = 1, pero un simple cálculo

muestra que C[Tε] = ε− 2ε2 + 4
3ε

3 → 0 = C[T∗].

2.2. El caso cuadrático en Rn

Definición 2.2.1 Decimos que (X,Y, µ, ν, c) es un problema cuadrático en Rn si X e Y

son compactos en Rn, c(x, y) = 1
2 |x− y|2 y µ, ν ∈ P(Rn) son absolutamente continuas con

densidades f, g tales que X◦ := {f > 0} ⊂ X e Y◦ := {g > 0} ⊂ Y son abiertos.

Observación 2.2.2 La definición 2.2.1 no requiere que se verifique X◦ = X◦ ni Y◦ = Y ◦ y

tampoco requiere regularidad de las fronteras ∂X◦, ∂Y◦. Notar también que (X, d|X×X) e

(Y, d|Y×Y ) son espacios polacos si d es la distancia usual en Rn. Finalmente, notar que en

todo problema cuadrático el costo verifica la hipótesis de integrabilidad.

Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema cuadrático en Rn y sea (ϕ,ψ) un par c-conjugado que

maximice el problema dual de Kantorovich (DP). De acuerdo con la proposición 1.3.8, un

plan de transporte π ∈ A(µ, ν) es óptimo si y sólo si π está concentrado en el conjunto{
(x, y) ∈ X × Y : ϕ(x) + ψ(y) =

1

2
|x− y|2

}
. (30)
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Al ser ϕ(x) + ψ(y) ≤ 1
2 |x− y|2 en X × Y , para x ∈ X definimos εx : Y → [0,+∞] por

εx(y) :=
1

2
|x− y|2 − ϕ(x)− ψ(y). (31)

Asumiendo que el único transporte óptimo T∗ para el problema de Monge es continuo, se

tiene εx(T∗(x)) = 0 para todo x ∈ X◦ por la optimalidad de T∗. Rećıprocamente, dada

T ∈ T (µ, ν) subóptimo, puede interpretarse informalmente que estimar εx(T (x)) por debajo

sobre X◦ es una manera de cuantificar la no inclusión Γ(T ) 6⊂ sop(πT∗). Se puede ver que

P (x) := 1
2 |x|2 −ϕ(x) verifica ∇P = T∗ y que, si T∗ es un difeomorfismo, tomando Q := P ∗

se tiene ∇Q = (T∗)−1. Más aun, dado que

εx(y) =
[

1
2 |x|2 − ϕ(x)

]
− xy +

[
1
2 |y|2 − ψ(y)

]
= P (x)− xy +Q(y), (32)

la convexidad de εx puede ser cuantificada notando que D2εx = D2Q = D(T−1
∗ ).

Las observaciones previas conducen a la estimación (33) de d2(T, T∗), que a su vez

implica la estimación s2(h) ≤ K
√
h para una constante K > 0 dependiente del problema

(X,Y, µ, ν, c). Esta misma estimación fue obtenida por Li y Nochetto [89, Remark 3.3]. A

diferencia del razonamiento local presentado aqúı, en [89] el resultado es obtenido con un

razonamiento global a partir la noción de λ-smoothness para funciones convexas.

Teorema 2.2.3 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema cuadrático en Rn con Y◦ convexo y tal que

su transporte óptimo T∗ : X → Y es un difeomorfismo en D1(X◦, Y◦). Si los autovalores

de DT∗ están acotados por arriba en X◦, i.e. supX◦ λn(DT∗) < ∞, entonces existe una

constante K = K(X,Y, µ, ν) tal que para toda T ∈ T (µ, ν) vale

‖T − T∗‖L2(µ) ≤ K
∣∣∣C[T ]− C[T∗]

∣∣∣1/2. (33)

Demostración. Con las notaciones introducidas previamente, al ser T∗ un difeomorfismo

en D1(X◦, Y◦), el potencial convexo Q tal que ∇Q = T−1
∗ está en C2(Y◦). Notar que los

autovalores de D2εx = D2Q = D(T−1
∗ ) están despegados de cero porque los autovalores de

DT∗ están acotados por arriba, precisamente:

λm := ı́nf
Y◦
λ1(D2Q) = ı́nf

X◦

1

λn(DT∗)
=

1

supX◦ λn(DT∗)
> 0. (34)

Fijando x ∈ X◦, notar que εx(T∗(x)) = 0 y ∇εx(T∗(x)) = 0 por la optimalidad de T∗.
Un desarrollo de Taylor de εx en torno a T∗(x) muestra que, dado y ∈ Y◦ arbitrario, gracias

a la convexidad de Y◦ existe θx,y ∈ [T∗(x), y] ⊂ Y◦ con

εx(y) =
1

2
(y − T∗(x)) ·D2εx(θx,y) · (y − T∗(x))T ≥ 1

2
λm|y − T∗(x)|2. (35)
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La desigualdad (35) implica∫
X×Y

εx(y) dπT (x, y) ≥ 1

2
λm

∫
X×Y

|y − T∗(x)|2 dπT (x, y)

=
1

2
λm

∫
X
|T (x)− T∗(x)|2 dµ(x) =

1

2
λm‖T − T∗‖L2(µ).

(36)

Por otra parte, dada T ∈ T (µ, ν), se tiene πT ∈ A(µ, ν) y por lo tanto∫
X×Y

εx(y) dπT (x, y) =
(31)

∫
X×Y

c(x, y) dπT (x, y)−
[ ∫

X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν

]
= I[πT ]− J[ϕ,ψ] = C[T ]− C[T∗] .

(37)

Luego (33) resulta de (37) y (36) tomando K =
√

2
λm

. Notar que K depende sólo de

D2Q = D(T−1
∗ ), que a su vez depende sólo de X, Y , µ y ν.

El teorema anterior da una cota superior para ‖T − T∗‖L2(µ) en el caso de que los

autovalores de DT∗ estén acotados por arriba. Asumiendo que dichos autovalores también

están despegados de cero, i.e.

0 < ı́nf
X◦
λ1(DT∗) ≤ sup

X◦

λn(DT∗) < +∞, (38)

puede probarse que s2(h) es de orden exactamente
√
h para h → 0+. Aunque no lo

probaremos aqúı, tanto las constantes como los órdenes obtenidos son óptimos.

Teorema 2.2.4 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema cuadrático en Rn con Y◦ convexo y tal que

su transporte óptimo T∗ : X → Y es un difeomorfismo en D1(X◦, Y◦). Si los autovalores de

DT∗ están acotados en X◦ como en (38), entonces vale√
2

λM

∣∣∣C[T ]− C[T∗]
∣∣∣1/2 ≤ ‖T − T∗‖L2(µ) ≤

√
2

λm

∣∣∣C[T ]− C[T∗]
∣∣∣1/2 (39)

para toda T ∈ T (µ, ν), donde

λm = ı́nf
Y◦
λ1(D2Q) > 0 y λM = sup

Y◦

λn(D2Q) < +∞. (40)

Demostración. Al igual que en la demostración del teorema anterior basta acotar εx(y)

como en (35), pero esta vez también por arriba. Se obtienen aśı las cotas

1

2
λm|y − T∗(x)|2 ≤ εx(y) ≤ 1

2
λM |y − T∗(x)|2 (41)

para (x, y) ∈ X◦ × Y◦. Notar que se obtiene la cota λM < +∞ razonando como en (34).
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Luego de integrar (41) como en (37) y (36) resulta

1

2
λm‖T − T∗‖2L2(µ) ≤ C[T ]− C[T∗] ≤

1

2
λM‖T − T∗‖2L2(µ)

y se obtiene (39) inmediatamente.
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Caṕıtulo 3

Aproximación discreta de

(X,Y, µ, ν, c)

Empezamos definiendo h-aproximaciones de (X,Y, µ, ν, c) e introduciendo la notación

necesaria para trabajar con ellas. Luego, probamos la existencia de sucesiones aproximantes

de planes discretos. Definimos medianas geométricas en espacios métricos generales y comen-

tamos sus propiedades. En particular, probamos el lema 3.2.6, que será fundamental para

controlar las distancias dp(Th, T∗). Finalmente, definimos distintos tipos de proyecciones y

terminamos con una breve discusión sobre sus aspectos computacionales.

3.1. Discretización de (X,Y, µ, ν, c)

Definición 3.1.1 Una h-partición de un espacio métrico (Z, dZ) es una colección finita

{(Zk, zk)}k∈K donde {Zk}k∈K es una partición de Z verificando Zk ∈ B(Z), diám(Zk) ≤ h
y zk ∈ Zk para todo k ∈ K. Dada una medida finita σ ∈ P(Z), una h-aproximación de σ

es una medida σh ∈ P(Z) de la forma
∑

k∈K σkδzk , donde σk = σ[Zk] y {(Zk, zk)}k∈K es

una h-partición de Z.

Observación 3.1.2 En general vamos a considerar h-particiones de espacios dotados de

una medida σ ∈ P(Z) fija. Los resultados obtenidos no cambiaŕıan si definiésemos las

h-particiones requiriendo que los conjuntos {Zk}k∈K sean sólo σ-disjuntos, en el sentido

de que σ[Zk1 ∩ Zk2 ] = 0 para z1 6= z2. Evitamos esto para prevenir dificultades técnicas

no esenciales en algunas definiciones y demostraciones, pero consideraremos particiones

σ-disjuntas en algunos ejemplos por la misma razón.

Definición 3.1.3 Una h-aproximación del problema (X,Y, µ, ν, c) es cualquier problema

de la forma (X,Y, µh, νh, c) donde µh y νh son h-aproximaciones de µ y ν respectivamente.

En adelante, los nombres E y F denotarán conjuntos borelianos genéricos en X e Y
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respectivamente. Los ı́ndices i serán usados para objetos relacionados con X y los ı́ndices j

para los relacionados con Y . Las h-particiones genéricas para X e Y serán notadas

CX =
{

(Ei, xi)
}
i∈I y CY =

{
(Fj , yj)

}
j∈J , (42)

y usaremos también las notaciones

µi = µ[Ei] , νj = ν[Fj ] y cij = c(xi, yj) para i ∈ I, j ∈ J .

Con estas notaciones tenemos

µh =
∑
i∈I

µ[Ei] · δxi =
∑
i∈I

µi δxi , νh =
∑
j∈J

ν[Fj ] · δyj =
∑
j∈J

νj δyj (43)

y el problema de Kantorovich asociado a (X,Y, µh, νh, c) toma la forma

mı́n
(πij)ij ≥0

∑
i∈I

∑
j∈J

πijcij

s. a.
∑
j∈J

πij = µi ∀i ∈ I ,
∑
i∈I

πij = νj ∀j ∈ J .
(FP)

Notaremos πh = (πij)ij a las soluciones factibles de (FP) y definimos su soporte como

sop(πh) =
{

(i, j) ∈ I × J : πij > 0
}
. (44)

Definimos también

I+(j) =
{
i ∈ I : πij > 0

}
(45)

para todo j ∈ J e

I+ =
{
i ∈ I : ∃ j ∈ J con πij > 0

}
=
⋃
j∈J

I+(j) . (46)

Los conjuntos J+(i) para i ∈ I y J+ se definen análogamente. Observar que

sop(πh) =
⊔
j∈J+

I+(j)× {j} =
⊔
i∈I+
{i} × J+(i) . (47)

Cometeremos el abuso de notar πh tanto a las medidas del conjunto A(µh, νh) como a

las sucesiones finitas doblemente indexadas y no negativas que definan soluciones factibles

de (FP). Esto implica que la definición (44) comparte notación con el soporte de πh visto

como medida, es decir,

sop(πh) =
{

(xi, yj) ∈ I × J : πij > 0
}
. (48)
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3.1. Discretización de (X,Y, µ, ν, c)

Definición 3.1.4 Decimos que πh es un h-plan óptimo (factible) para (X,Y, µ, ν, c) si πh
es un plan óptimo (factible) para alguna h-aproximación de (X,Y, µ, ν, c).

Definición 3.1.5 Una sucesión aproximante de planes discretos para (X,Y, µ, ν, c) es una

sucesión (πk)k tal que todo πk es un hk-plan óptimo para (X,Y, µ, ν, c) y hk −→k 0.

Lema 3.1.6 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema de transporte con (X, dX) e (Y, dY ) espacios

métricos polacos. Son equivalentes:

i) Los espacios (X, dX) e (Y, dY ) son compactos.

ii) Para todo h > 0 el problema (X,Y, µ, ν, c) admite un h-plan óptimo.

iii) Existen sucesiones aproximantes de planes discretos para (X,Y, µ, ν, c).

Demostración. La implicación ii) =⇒ iii) es inmediata a partir de la definición 3.1.5.

Para la implicación iii) =⇒ i) basta probar que iii) implica que X e Y son totalmente

acotados, pues ambos son completos por hipótesis. Para esto, asumir iii) y notar que las

definiciones 3.1.5 y 3.1.1 implican inmediatamente que X e Y pueden ser particionados

por finitos conjuntos de diámetro arbitrariamente pequeño. Luego X e Y son totalmente

acotados y por lo tanto vale i).

Probemos ahora la implicación i) =⇒ ii). Asumiendo i), la compacidad de X e Y

implica la existencia de h-particiones. Para verlo, fijar h > 0, considerar el cubrimiento{
Bh/2(x̃)

}
x̃∈X de X y extraer un subcubrimiento finito minimal

{
Bh/2(x̃i)

}
i∈I . La mini-

malidad implica que para cada i ∈ I existe xi ∈ Bh/2(x̃i) no incluido en ninguna de las

otras bolas del subcubrimiento. Luego, si I = {i1, i2, . . . , in}, la disyunción

Ei1 := Bh/2(x̃i1) ,

Eik := Bh/2(x̃ik) \
(
Ei1 ∪ · · · ∪ Eik−1

)
para 2 ≤ k ≤ n ,

induce la h-partición
{

(Ei, xi)
}
i∈I para X. Tomando ahora una h-partición para Y y

definiendo µh y νh como en (43), el problema (FP) resulta factible (ver sección 1.1.3) y

por lo tanto existe un h-plan óptimo para (X,Y, µ, ν, c).

Observación 3.1.7 El lema 3.1.6 implica que, si (X,Y, µ, ν, c) es compacto y hk ↘ 0,

existe una sucesión aproximante de planes discretos (πk)k para (X,Y, µ, ν, c) con πk un

hk-plan para todo k. Notando µk y νk a las medidas marginales de πk, se tiene

µk −⇀k µ y νk −⇀k ν.

En efecto, si φ ∈ Cb(X) y notamos ωφ a su módulo de continuidad, la compacidad de X

implica que ωφ(h)→ 0 para h→ 0+. Fijando k y razonando con la notación genérica (42)
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Caṕıtulo 3. Aproximación discreta de (X,Y, µ, ν, c)

para las particiones, se obtiene∣∣∣∣∫
Ei

φ(x) dµ(x)−
∫
Ei

φ(x) dµk(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ei

φdµ−
∫
Ei

φ(xi) dµ

∣∣∣∣ ≤ µ[Ei]ωφ(hk)

y sumando sobre i ∈ I resulta la cota∣∣∣∣∫
X
φdµ−

∫
X
φdµk

∣∣∣∣ ≤∑
i

µ[Ei] · ωφ(hk) = ωφ(hk). (49)

Dado que hk −→k 0, (49) implica µk −⇀k µ. La prueba para (νk)k es análoga.

3.2. Planes discretos y proyecciones

Para aproximar T∗ nos interesa extraer una función Th : X → Y de cada h-plan.

Buscamos una Th constante sobre cada conjunto de la h-partición CX , digamos

Th|Ei ≡ yi ∈ Y para todo i en I .

En el caso de que πh tenga un soporte “con forma de gráfico de función”, i.e. |J+(i)| = 1

para todo i, entonces es intuitivamente claro cómo elegir cada yi para construir Th. En

general , πh es tal que |J+(i)| > 1 para algún i. En este caso, para cada i ∈ I tenemos una

distribución de probabilidad sobre Y dada por∑
j∈J

πij
µi
δyj ,

y tomaremos yi como un tendencia central de dicha distribución, dependiendo de la

estructura disponible en (Y, dY ).

Definición 3.2.1 Un espacio métrico (Y, dY ) es normado si Y es un subconjunto convexo

de un R-espacio vectorial V y dY está inducida en la forma usual por una norma ‖ · ‖ en V.

Para (Y, dY ) general extraeremos funciones Th considerando medianas geométricas

pesadas para elegir los yi y llamaremos GM proyecciones a las funciones Th construidas

de esta manera. Para (Y, dY ) normado consideraremos, además, funciones Th construidas

calculando baricentros, llamando a estas funciones B proyecciones.

3.2.1. Medianas geométricas pesadas y baricentros

Sea (Y, dY ) un espacio métrico general. Dados y1, . . . , ym en Y y pesos no negativos

w1, . . . , wm con
∑

j wj = 1, considerar la función V (y) =
∑

j wjdY (y, yj) para y en Y .
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Definición 3.2.2 Un punto ŷ en Y es una mediana geométrica para (yj)j con pesos (wj)j
si ŷ es un minimizante para V .

Definición 3.2.3 Si (Y, dY ) es normado, el baricentro de (yj)j con pesos (wj)j es el punto∑
j wjyj ∈ Y que se obtiene operando en el espacio vectorial V ⊃ Y .

Las medianas geométricas siempre existen cuando (Y, dY ) es compacto, aunque pueden

no ser únicas. Por ejemplo, cuando (Y, dY ) es una variedad riemanniana, la unicidad se

verifica si los puntos (yj)j no yacen todos sobre una misma geodésica [130, Theorem 3.1].

Notar también que los baricentros están bien definidos: al ser Y convexo por definición

de (Y, dY ) normado, la suma
∑

j wjyj yace en Y ; más aun, la cápsula convexa K de los

puntos (yj)j está contenida en Y , con lo cual el baricentro y todas las medianas geométricas

pesadas de (yj)j yacen también en Y por ser elementos de K.

Aclaración 3.2.4 Las medianas geométricas pesadas permiten “extender la idea” del

baricentro a espacios métricos sin estructura lineal. Notar que no generalizan la noción de

baricentro en un sentido estricto, pues una mediana geométrica pesada no necesariamente

coincide con el baricentro cuando (Y, dY ) es normado.

En general no existe una expresión expĺıcita para las medianas geométricas pesadas, y

por lo tanto deben ser aproximadas en la práctica. Para tratar esta dificultad definimos

la noción de mediana geométrica aproximada y posponemos la discusión de sus aspectos

computacionales hasta 3.3.

Definición 3.2.5 Un punto ŷ en Y es una mediana geométrica ε-aproximada para (yj)j con

pesos (wj)j si V (ŷ) ≤ V (y) + ε para todo y en Y . En particular, toda mediana geométrica

0-aproximada es una mediana geométrica.

Lema 3.2.6 (Lema de cercańıa) Sean (Y, dY ) un espacio métrico e y1, . . . , ym puntos

en Y con pesos no negativos w1, . . . , wm satisfaciendo
∑

j wj = 1.

i) Si ŷε es una mediana geométrica ε-aproximada para (yj)j con pesos (wj)j e y es un

punto cualquiera en Y , entonces

dY (y, ŷε) ≤ ε+ 2
∑

j
wjdY (y, yj) .

ii) Si (Y, dY ) es normado, ŷ es el baricentro de (yj)j con pesos (wj)j e y es un punto

cualquiera en Y , entonces

dY (y, ŷ) ≤
∑

j
wjdY (y, yj) .

La motivación para el nombre de lema 3.2.6 es la siguiente: cuando todos los puntos

(yj)j están cerca de un punto y, toda mediana geométrica o baricentro de los puntos (yj)j
también estará cerca de y. Esta idea será fundamental para probar la convergencia de las

proyecciones Th a T∗ en el Caṕıtulo 5.
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Demostración del Lema 3.2.6. Para i), notar que

dY (y, ŷε) ≤ dY (y, yj) + dY (yj , ŷε) para 1 ≤ j ≤ m.

Multiplicando dicha desigualdad por wj y sumando sobre j resulta

dY (y, ŷε) ≤ V (y) + V (ŷε) ≤ ε+ 2V (y) .

Para ii), dY viene de la norma ‖ · ‖ y operando en V ⊃ Y tenemos

dY (y, ŷ) =
∥∥∥ y − (∑

j
wjyj

)∥∥∥ =
∥∥∥∑

j
wj (y − yj)

∥∥∥
≤
∑

j
wj
∥∥y − yj∥∥ = V (y) .

3.2.2. GM proyecciones y B proyecciones

Definición 3.2.7 Sea πh = (πij)ij un h-plan factible para (X,Y, µ, ν, c) y sean (yi)i∈I ⊂ Y
y T ∈ B(X,Y ) tales que T |Ei ≡ yi para todo i ∈ I.

i) Decimos que T es una GM proyección si existe Q ≥ 0 tal que, para todo i ∈ I+, es yi
una mediana geométrica Q·h-aproximada para (yj)j∈J con pesos (πij/µi)j∈J .

ii) Si (Y, dY ) es normado, decimos que T es una B proyección si para todo i ∈ I+ es yi
el baricentro de (yj)j∈J con pesos (πij/µi)j∈J .

iii) Decimos que T es una proyección extráıda de πh si T verifica i) o ii).

Notamos T QGM [πh] al conjunto de las T construidas de acuerdo a i) y TB [πh] al formado por

las construidas de acuerdo a ii), reservando la notación TGM [πh] para T 0
GM [πh]. Finalmente,

decimos que T es de calidad Q si T ∈ T QGM [πh] o si T ∈ TB[πh].

Aclaración 3.2.8 Los conjuntos T QGM [πh], TGM [πh] y TB[πh] dependen de h-particiones

CX y CY , del parámetro h y de un h-plan πh. Omitimos explicitar la dependencia de dichos

conjuntos respecto de CX , CY y h para simplificar la notación. Por otra parte, se verifica

que T QGM [πh] es no vaćıo si (Y, dY ) es compacto y que TB[πh] es no vaćıo si (Y, dY ) es

normado. Observar que T Q1
GM [πh] ⊂ T Q2

GM [πh] si 0 ≤ Q1 ≤ Q2, con lo cual toda proyección

de calidad Q1 es también de calidad Q2.

Definición 3.2.9 Una sucesión aproximante de proyecciones para (X,Y, µ, ν, c) es una

sucesión (Tk)k ⊂ B(X,Y ) para la que existen Q ≥ 0 y una sucesión aproximante de planes

discretos (πk)k tales que cada Tk es una proyección de calidad Q extráıda de πk.

Aclaración 3.2.10 Por definición, un espacio métrico (Y, dY ) no puede ser normado si Y

es un subconjunto no convexo del espacio normado V. No obstante, en un caso aśı sigue

teniendo sentido intentar extraer una B proyección Th : X → V de πh si puede aceptarse
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que Th tome valores en conv(Y ), la cápsula convexa de Y . Este caso está incluido en

en nuestra teoŕıa: dado que no asumimos sop(µ) = X ni sop(ν) = Y , puede cambiarse

(X,Y, µ, ν, c) por (X, conv(Y ), µ, ν, c) y trabajar con dicho problema.

3.3. Cómputo de proyecciones

Extraer B proyecciones de un h-plan πh requiere calcular combinaciones lineales en un

espacio vectorial V. Precisamente, O(|J+(i)|) operaciones de espacio vectorial para cada

i ∈ I+. En el peor caso esto implica O(|I||J |) operaciones de espacio vectorial para calcular

una proyección baricéntrica. Dicha estimación mejora a O(|I|+ |J |) cuando el soporte de

πh es de tamaño O(|I|+ |J |), lo cual puede conseguirse e.g. tomando πh como una solución

básica para el problema (FP).

El cálculo de una GM proyección es comparativamente más dif́ıcil dado que no existe

una expresión expĺıcita para las medianas geométricas, con lo cual deben ser aproximadas.

Es espacios eucĺıdeos y en variedades riemannianas dichas aproximaciones pueden ser

calculadas con el algoritmo de Weiszfeld y sus variantes [67, 107, 126]. Para espacios

métricos generales (Y, dY ), en principio, no es claro cómo aproximar medianas geométricas.

Afortunadamente, como veremos a continuación, en nuestro contexto siempre es posible

calcular aproximaciones suficientemente buenas de las medianas geométricas necesarias

para calcular GM proyecciones.

Desde un punto de vista práctico, para encontrarnos con el problema de calcular una

GM proyección debemos previamente haber computado una h-partición CY . Dicha tarea

requiere evaluar dY (para conocer la cota de diámetro h) y producir una colección de puntos

parejamente distribuidos en Y (los puntos yj elegidos en los conjuntos Fj). Como veremos,

esto será suficiente para poder computar aproximaciones de las medianas geométricas

necesarias para el cálculo de un GM proyección.

Decimos que A ⊂ Y es una ε-red si para todo y ∈ Y existe a ∈ A con dY (a, y) ≤ ε. Por

ejemplo, los puntos (yj)j de una h-partición {(Fj , yj)}j de Y definen una h-red en Y .

Lema 3.3.1 Sean (Y, dY ) un espacio métrico compacto, A = (yj)1≤j≤m ⊂ Y una ε-red y

(wj)1≤j≤m pesos no negativos con
∑

j wj = 1. Luego

ŷε := argmin
y∈A

V (y) = argmin
y∈A

m∑
j=1

wjdY (y, yj) (50)

es una mediana geométrica ε-aproximada para (yj)j con pesos (wj)j.

Demostración. Por ser Y compacto, existe ŷ ∈ Y mediana geométrica para (yj)j con pesos
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(wj)j . Sea yj0 ∈ A con dY (ŷ, yj0) ≤ ε. Luego, para cada y ∈ Y , se obtiene∑
j
wjdY (yj0 , yj) ≤

∑
j
wj [dY (yj0 , ŷ) + dY (ŷ, yj)] ≤

∑
j
wj [ε+ dY (ŷ, yj)]

= ε+
∑

j
wjdY (ŷ, yj) ≤ ε+

∑
j
wjdY (y, yj) .

Tomando ŷε como en (50), para todo y ∈ Y resulta

V (ŷε) =
∑

j
wjdY (ŷε, yj) ≤

∑
j
wjdY (yj0 , yj)

≤ ε+
∑

j
wjdY (y, yj) = ε+ V (y).

Notar que (50) es un problema de minimización sobre un dominio finito, con lo

cual el lema 3.3.1 proporciona un método efectivo para computar medianas geométricas

aproximadas en Y . Aplicado a la h-red inducida por CY , permite computar las medianas

geométricas h-aproximadas necesarias para construir una Th en T QGM [πh] con Q = 1.

Computar (50) por fuerza bruta requiere O(|A|2) operaciones, contando evaluaciones

de dY y también sumas, productos y comparaciones de números. Notar que una cota de

complejidad más justa es O(|A||A+|) operaciones, donde A+ = {yj ∈ A : wj > 0}.
Aplicando este algoritmo al cómputo de una GM proyección, para cada i ∈ I+ tenemos

A = {yj : j ∈ J}, A+ = {yj : j ∈ J+(i)} y O(|J ||J+(i)|) operaciones. Sumando sobre i ∈ I+

obtenemos ∑
i∈I+

O(|J ||J+(i)|) = O

(
|J |
∑

i∈I+
|J+(i)|)

)
= O (|J || sop(πh)|)

operaciones, que en el peor caso son O(|I||J |2) operaciones. Nuevamente, dicha estimación

mejora a O(|I||J |+ |J |2) cuando el soporte de πh es de tamaño O(|I|+ |J |).
En la práctica pueden obtenerse algoritmos con mejores cotas de complejidad para

(familias de) problemas concretos. Además, como regla general, el algoritmo de fuerza bruta

sugerido por lema 3.3.1 puede ser mejorado achicando |A| y |A+| apropiadamente. Para

h pequeño (i.e. |I| y |J | grandes) los elementos de {yj : j ∈ J+(i)} tienden a acumularse

en torno a T∗(xi). Esto hace pequeño al conjunto J+(i), lo que reduce el factor |A+| en la

cota O(|A||A+|). Adicionalmente, cuando {yj : j ∈ J+(i)} está concentrado en un entorno

de un punto, gran parte de los puntos en {yj : j ∈ J} puede ser descartada en la búsqueda

de ŷε. Esto reduce el factor |A| en la cota O(|A||A+|).
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Caṕıtulo 4

Convergencia de planes discretos y

valores óptimos

La acotación de c implica la continuidad del operador I con respecto a la convergencia

débil de medidas en P(X × Y ). Es decir, I[πk]→k I[π] siempre que πk⇀k π. Además, es fácil

ver que las h-aproximaciones µh, νh de µ, ν convergen débilmente a µ, ν cuando h → 0.

Luego, dada cualquier sucesión aproximante de planes discretos (πk)k, la estabilidad del

transporte óptimo [125, Theorem 5.20] implica la existencia de una subsucesión (πkl)l
convergente a un plan óptimo π∗. Finalmente, la continuidad de I implica I[πkl ]−→l I∗.

Veremos que, en nuestro contexto, la continuidad uniforme de c elimina la necesidad de

pasar a una subsucesión para obtener la convergencia de I[πk] a I∗. Más aun, probaremos

que la velocidad a la que I[πk] converge a I∗ está controlada por ωc.

4.1. Versión continua de un h-plan

Definición 4.1.1 Para una solución factible πh = (πij)ij de (FP), se define la versión

continua de πh como la medida de probabilidad π ch ∈ P(X × Y ) dada por

π ch =
∑

(i,j)∈ sop(πh)

πij
µiνj

· µ⊗ ν|Ei×Fj . (51)

Observación 4.1.2 La medida de probabilidad π ch está bien definida: se tiene µi, νj > 0

para todo (i, j) ∈ sop(πh), con lo cual π ch es una medida bien definida en M+(X × Y ) y

π ch[X × Y ] =
∑
ij

πij
µiνj

µ|Ei [X] · ν|Fj [Y ] =
∑
ij

πij
µiνj

µ[Ei]ν[Fj ] =
∑
ij

πij = 1.

La motivación para la definición 4.1.1 es obtener un plan factible π ch para (KP) similar
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a un h-plan discreto πh dado. La siguiente proposición formaliza el hecho de que π ch es

similar a πh.

Proposición 4.1.3 Sea πh = (πij)ij una solución factible de (FP). Luego π ch tiene las

siguientes propiedades.

i) Es un elemento de A(µ, ν).

ii) Distribuye masa de forma similar a πh, en el sentido de que

dH(sop(πh), sop(π ch)) ≤ h y π ch[Ei × Fj ] = πij = πh[Ei × Fj ] ∀ i, j. (52)

iii) Su costo es similar al de πh si c es uniformemente continua, pues∣∣ I[π ch]− I[πh]
∣∣ ≤ ωc(h).

Demostración. Para probar i) basta chequear las igualdades

π ch[E × Y ] = µ[E] y π ch[X × F ] = ν[F ]

para E ∈ B(X) y F ∈ B(Y ). En efecto, para E ∈ B(X) tenemos

π ch[E × Y ] =
∑
ij

πij
µiνj
· µ⊗ ν|Ei×Fj [E × Y ]

=
∑
ij

πij
µiνj
· µ⊗ ν[(E ∩ Ei)× Fj ]

=
∑
ij

πij
µiνj
· µ[E ∩ Ei] · ν[Fj ] =

∑
ij

πij
µi
· µ[E ∩ Ei]

=
∑
i∈I+

( ∑
j∈J+(i)

πij

)
· 1
µi
· µ[E ∩ Ei]

=
∑
i∈I+

µi · 1
µi
· µ[E ∩ Ei] =

∑
i∈I+

µ[E ∩ Ei] = µ[E] ,

con lo cual la primera marginal de π ch es µ. Un argumento análogo muestra que ν es la

segunda marginal de π ch, probando aśı que π ch ∈ A(µ, ν).

Ahora probamos ii). Primero notar que π ch[Ei × Fj ] = πij para todo (i, j), lo cual es

inmediato a partir de la definición de π ch. Ahora fijamos (xi, yj) ∈ sop(πh). Luego,

sop(µ|Ei ⊗ ν|Fj ) ⊂ Ei × Fj ⊂ Bh[(xi, yj)] ⊂ Bh[sop(πh)] . (53)

Tenemos sop(π ch) ∩ (Ei × Fj) 6= ∅ porque π ch[Ei × Fj ] = πij > 0. Luego, tomando (x̂i, ŷj) ∈
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sop(π ch) ∩ (Ei × Fj), resulta

(xi, yj) ∈ Ei × Fj ⊂ Bh[(x̂i, ŷj)] ⊂ Bh[sop(π ch)]. (54)

Las inclusiones (53) y (54) para todo (xi, yj) en sop(πh) implican las inclusiones

sop(π ch) ⊂ Bh[sop(πh)] y sop(πh) ⊂ Bh[sop(π ch)] ,

que juntas implican dH(sop(πh), sop(π ch)) ≤ h.

Finalmente, como diám(Ei × Fj) ≤ h para todo (i, j), resulta∣∣∣∣∣
∫
Ei×Fj

c dπ ch − πijcij
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Ei×Fj

[c− cij ] dπ ch

∣∣∣∣∣ ≤ πijωc(h)

y iii) es inmediato

∣∣ I[π ch]− I[πh]
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
ij

∫
Ei×Fj

c dπ ch −
∑
ij

πijcij

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
ij

πijωc(h) = ωc(h).

4.2. Demostración del Teorema A

Teorema A Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto y sea I∗ el valor óptimo para su

problema de Kantorovich. Entonces todo h-plan óptimo πh satisface∣∣I[πh]− I∗
∣∣ ≤ ωc(h), (55)

de modo que si (πk)k es una sucesión aproximante de planes discretos resulta I[πk]−→k I∗.
Más aun, si (X,Y, µ, ν, c) satisface adicionalmente la hipótesis (KU) con plan de transporte

óptimo π∗ entonces se tiene Wp(πk, π∗)−→k 0 para todo 1 ≤ p <∞.

Demostración. Sea πh un h-plan óptimo para el problema compacto (X,Y, µ, ν, c). Por el

ı́tem i) de la proposición 4.1.3, π ch es un plan factible para (KP) y el ı́tem iii) de esta

misma proposición implica

I∗ ≤ I[π ch] ≤ I[πh] + ωc(h).

Para terminar de probar (55), sea π∗ un plan óptimo para (KP) y consideremos la

discretización π̃h = (π̃ij)ij de π∗ dada por

π̃ij = π∗[Ei × Fj ] para (i, j) ∈ I × J . (56)
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Al ser π̃h una solución factible de (FP) resulta

I[πh] ≤ I[π̃h] =
∑
ij

π̃ijcij =
∑
ij

cijπ∗[Ei × Fj ]

=
∑
ij

∫
Ei×Fj

cij dπ∗ ≤
(∗)

∑
ij

∫
Ei×Fj

[c+ ωc(h)] dπ∗

=
∑
ij

∫
Ei×Fj

c dπ∗ +
∑
ij

∫
Ei×Fj

ωc(h) dπ∗

=

∫
X×Y

c dπ∗ +

∫
X×Y

ωc(h) dπ∗ = I[π∗] + ωc(h) = I∗ + ωc(h) ,

donde la desigualdad (∗) es consecuencia de que diám(Ei × Fj) ≤ h para todo (i, j). Esto

completa la prueba de (55). Si (πk)k es una sucesión aproximante de planes discretos

resulta I[πk]−→k I∗ inmediatamente a partir de (55) y de la definición 3.1.5. Asumiendo

adicionalmente la hipótesis (KU), el ı́tem i) de la proposición 2.1.2 prueba πk −⇀k π∗. Al

ser X×Y compacto, Wp metriza la convergencia débil y por lo tanto Wp(πk, π∗)−→k 0.

El Teorema A garantiza que los valores óptimos aproximados I[πh] convergen a I∗
con orden al menos ωc(h). Más aun, dicha garant́ıa de orden de convergencia es también

válida para las versiones continuas de los h-planes. Registramos este hecho en el corolario

enunciado a continuación, que será de fundamental importancia en el caṕıtulo 6 para

garantizar un orden en la convergencia Th → T∗.

Corolario 4.2.1 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto y sea I∗ el valor óptimo para su

problema de Kantorovich. Entonces para todo h-plan óptimo πh se tiene∣∣ I[π ch]− I∗
∣∣ ≤ 2ωc(h).

Demostración. Por (55) y iii) de la proposición 4.1.3, es inmediato que∣∣ I[π ch]− I∗
∣∣ ≤ ∣∣ I[π ch]− I[πh]

∣∣+
∣∣ I[πh]− I∗

∣∣ ≤ ωc(h) + ωc(h).

4.3. Discusión

Finalizamos este caṕıtulo probando que el orden de convergencia ωc(h) es óptimo a este

nivel de generalidad. Más precisamente, el orden de convergencia ωc(h) para I[πh]→ I∗ no

puede ser mejorado sin imponer restricciones sobre (X,Y, µ, ν, c) y sobre las h-particiones.

Proposición 4.3.1 Sean X,Y espacios métricos compactos y c : X × Y → R una función

de costo continua. Supongamos que existe una función φ : (0,+∞)→ (0,+∞) dependiendo

sólo de X, Y y c tal que ∣∣ I[πh]− I∗
∣∣ ≤ φ(h)
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siempre que µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ) y πh sea un h-plan óptimo para (X,Y, µ, ν, c). Entonces

φ ≥ ωc.

Demostración. Fijamos h > 0 y tomamos ρ > 0. Por definición de ωc, se tiene que existen

(x1, y1), (x2, y2) en X × Y tales que

|c(x1, y1)− c(x2, y2)| ≥ (1− ρ)ωc(h)

y

h ≥ dX×Y ((x1, y1), (x2, y2)) = máx {dX(x1, x2), dY (y1, y2)}.

Definiendo las medidas µ = δx1 y ν = δy1 , observar que I∗ = c(x1, y1) para el problema

de transporte (X,Y, µ, ν, c). Tomamos h-particiones CX , CY conteniendo, respectivamente,

los conjuntos punteados ({x1, x2}, x2) y ({y1, y2}, y2). Observar que CX y CY inducen un

único h-plan óptimo πh con I[πh] = c(x2, y2). Esto implica que

φ(h) ≥ |I[πh]− I∗| = |c(x1, y1)− c(x2, y2)| ≥ (1− ρ)ωc(h)

y por lo tanto resulta φ(h) ≥ ωc(h) tomando ρ→ 0+.

Notar que la proposición 4.3.1 no implica que, el orden de convergencia de I[πk]→ I∗
sea siempre exactamente O(ωc(h)). Aunque no daremos una prueba de este hecho, dicho

orden puede mejorarse a O(h2) en espacios eucĺıdeos si tanto el problema (X,Y, µ, ν, c)

como las h-particiones son lo suficientemente regulares. Para enfatizar la importancia de

las particiones a los fines de mejorar el orden de convergencia de los valores óptimos, en el

siguiente ejemplo exhibimos una familia de problemas con espacios, medidas y funciones

de costo regulares para los cuales la convergencia es de orden exactamente O(ωc(h)).

Ejemplo 4.3.2 Sean X = Y = [0, 1] y µ = ν = L1 la medida de Lebesgue 1–dimensional

en el intervalo unitario. Para α ∈ (0, 1], considerara el costo c(x, y) = |x − y|α y notar

que ωc(h) = 2αhα. Es fácil ver que (X,Y, µ, ν, c) admite un único transporte óptimo T∗, la

identidad de [0, 1], con C[T∗] = 0.

Para k ∈ N y hk = 1
k , considerar las hk–particiones CkX , CkY dadas por

Eki =
[
i−1
k , ik

]
, xki = 2i−1

2k + 1
3k , F kj =

[
j−1
k , jk

]
, ykj = 2j−1

2k ,

para 1 ≤ i, j ≤ k. Notar que los elementos de CkY están punteados en sus centros, pero no

los elementos de CkX . Consideramos ahora la familia de hk-aproximaciones de (X,Y, µ, ν, c)

definidas por CkX y CkY .

Veamos que, para todo k, existe un único hk-plan óptimo πk = (πkij)ij dado por

πkij = 1
kδij . Primero, notar que πk es factible para (FP), dado que µi = νj = 1

k para
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1 ≤ i, j ≤ k. Observar que∣∣xki − ykj ∣∣ =
∣∣∣ i−jk + 1

3k

∣∣∣ ≥ 1
k − 1

3k ≥ 1
2k si i 6= j ,∣∣xki − ykj ∣∣ = 1

3k si i = j.

Luego,

I[πk] =
∑
ij

1
kδijcij =

k∑
i=1

1
k ( 1

3k )α = (1
3)αhαk

Para ver que πk es el único hk-plan óptimo, dado cualquier hk-plan π̃k notamos m a la

masa fuera de la diagonal, es decir, m =
∑

i 6=j π̃ij . Luego, si m > 0,

I[π̃k] =
∑
ij

π̃ijcij =
∑
i=j

π̃ijcij +
∑
i 6=j

π̃ijcij ≥ ( 1
3k )α

∑
i=j

π̃ij + ( 1
2k )α

∑
i 6=j

π̃ij

= ( 1
3k )α(1−m) + ( 1

2k )αm = [( 1
2k )α − ( 1

3k )α]m+ ( 1
3k )α > ( 1

3k )α = I[πk]

probando que πk es el único hk-plan óptimo. Finalmente, observar que

ωc(hk) ≥ |I[πk]− I∗| = I[πk] = (1
3)αhαk = (1

6)αωc(hk),

con lo cual la convergencia I[πk]→ I∗ es de orden exactamente ωc(hk). 4
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Caṕıtulo 5

Convergencia de proyecciones

En este caṕıtulo demostraremos la convergencia de las proyecciones Th al transporte

óptimo T∗ en las métricas dp para 1 ≤ p <∞, probando aśı el Teorema B. Empezaremos

definiendo la versión semidiscreta π sh de un h-plan πh, lo que nos permitirá controlar la

medida dada por πh a los conjuntos “malos”

BT∗(δ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ
}

para h→ 0+. Luego, en la proposición 5.2.1, controlaremos dp(Th, T∗) con la medida π sh
de BT∗(δ) y la convergencia de Th a T∗ se deducirá fácilmente a partir de este hecho.

Finalmente, daremos algunos ejemplos para ilustrar la optimalidad del Teorema B.

5.1. Versión semidiscreta de un h-plan

Empezamos definiendo las medidas semidiscretas π sh y probando sus propiedades en

la proposición 5.1.3. Luego aplicamos el resultado de estabilidad 2.1.2 para probar la

proposición 5.1.4, demostrando que las medidas π sh[B(δ)] tienden a cero para h→ 0+.

Definición 5.1.1 Para una solución factible πh = (πij)ij de (FP), se define la versión

semidiscreta de πh como la medida de probabilidad π sh ∈ P(X × Y ) dada por

π sh =
∑

(i,j)∈ sop(πh)

πij
µi
µ|Ei ⊗ δyj . (57)

Observación 5.1.2 La medida de probabilidad π sh está bien definida: se tiene µi > 0 para

todo (i, j) ∈ sop(πh), con lo cual π sh es una medida bien definida en M+(X × Y ) y

π sh[X × Y ] =
∑
ij

πij
µi
µ|Ei [X] · δyj [Y ] =

∑
ij

πij
µi
µ[Ei] =

∑
ij

πij = 1.
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(x1, y1) (x2, y1)

(x2, y2)

(x2, y3) (x3, y3) (x4, y3)

(x4, y4)

E1 E2 E3 E4

F1

F2

F3

F4

E1 E2 E3 E4

F1

F2

F3

F4

y1

y2

y3

y4

Figura 5.1: Los soportes de πh (izquierda) y π sh (derecha). Es claro que ambos soportes
distan a lo sumo h en distancia de Hausdorff, pues cada producto Ei × Fj tiene diámetro

acotado por h (ver proposición 5.1.3).

La idea detrás de la definición 5.1.1 es adaptar las medidas πh para poder aplicar la

proposición 2.1.2, modificándolas lo menos posible con el fin de que su primera marginal

sea µ. Sobre cada Ei, µ|Ei se reescribe como una combinación convexa de copias de µ|Ei
“levantadas a alturas yj” (i.e. µ|Ei ⊗ δyj ), dándole a cada copia el peso correspondiente a la

proporción de masa que xi manda a yj en el plan discreto πh (i.e. πij/µi ).

Las medidas π sh preservan su segunda marginal νh y preservan aproximadamente sus

soportes (e.g. en distancia de Hausdorff, ver fig. 5.1). Más aun, la expresión expĺıcita de π sh
da una forma relativamente sencilla de computar medidas de conjuntos en B(X × Y ) (ver

fig. 5.2). La siguiente proposición formaliza todas estas observaciones.

Proposición 5.1.3 Sea πh = (πij)ij una solución factible de (FP). Luego π sh tiene las

siguientes propiedades.

i) Es un elemento de A(µ, νh).

ii) Distribuye masa de forma similar a πh, en el sentido de que

dH(sop(πh), sop(π sh)) ≤ h y π sh[Ei × Fj ] = πij = πh[Ei × Fj ] ∀ i, j. (58)

iii) Admite la desintegración

π sh =
∑
i

∫
Ei

δx ⊗
(∑

j

πij
µi
δyj

)
dµ(x) .
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A

x

Y

X Y

Ax

π21

µ2
δy1

π22

µ2
δy2

π23

µ2
δy3

Figura 5.2: La medida π sh se desintegra con respecto a µ como una familia de medidas
puramente atómicas. Las secciones Ax son pesadas por medidas finitamente soportadas

(ver proposición 5.1.3).

Es decir, para cada boreliano A ∈ B(X × Y ) vale

π sh[A] =
∑
i

∫
Ei

(∑
j

πij
µi
δyj [Ax]

)
dµ(x) , (59)

donde Ax = {y ∈ Y : (x, y) ∈ A}.

Demostración. Omitimos las pruebas de i) y ii) dado que son similares a las de i) y ii) de la

proposición 4.1.3. Para probar iii) es suficiente chequear que la función η : B(X × Y )→ R
dada por

η[A] =
∑
i

∫
Ei

(∑
j

πij
µi
δyj [Ax]

)
dµ(x) (60)

es una medida boreliana bien definida con η = π sh, lo que prueba (59).

Fijamos A ∈ B(X × Y ) y definimos fij : Ei → R como fij(x) = δyj [Ax]. Notar que

fij toma valores en {0, 1}, con lo cual la medibilidad de fij es equivalente a la de f−1
ij (1).

Definiendo la función boreliana φij : Ei → X × Y por φij(x) = (x, yj), observar que

f−1
ij (1) = {x ∈ Ei : δyj [Ax] = 1} = {x ∈ Ei : (x, yj) ∈ A}

= {x ∈ Ei : (x, yj) ∈ A ∩ (Ei × {yj})}
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= φ−1
ij (A ∩ (Ei × {yj})) ,

con lo cual f−1
ij (1) es boreliano y entonces lo es fij . Luego, las integrales∫

Ei

∑
j

πij
µi
δyj [Ax] dµ(x) =

∫
Ei

∑
j

πij
µi
fij(x) dµ(x)

están bien definidas. Como ambas son finitas y no negativas, está bien definida η como

función según (60) y también resulta finita y no negativa.

Ahora consideramos una familia disjunta (Ak)k∈N ⊂ B(X × Y ). Para y ∈ Y y x ∈ X es

fácil chequear que
∑

k δy((Ak)x) ≤ 1 y que

δy

[(⋃
k
Ak

)
x

]
= 1 ⇐⇒

∑
k

δy[(Ak)x] = 1 .

Esto implica que η es σ-aditiva y completa la prueba de que η es una medida boreliana no

negativa y finita. Es inmediato que η(X × Y ) = 1.

Para probar que π sh = η notar que

Π = {E × F : E ∈ B(X) , F ∈ B(Y )}

es un π-sistema que genera B(X × Y ) y que

Λ = {A ∈ B(X × Y ) : π sh[A] = η[A]}

es un λ-sistema. Probando primero la contención Π ⊂ Λ, el Teorema π − λ A.1.1 permite

concluir σ(Π) ⊂ Λ, demostrando aśı que π sh y η coinciden sobre B(X × Y ) = σ(Π). Luego

basta verificar que π sh y η coinciden sobre Π. Para esto, fijar E × F ∈ Π y notar que

1E(x) ·
(∑

j

πij
µi
δyj [F ]

)
=
∑

j

πij
µi
δyj [(E × F )x] (61)

para i ∈ I y x ∈ X. Luego, se tiene

η[E × F ] =
(60)

∑
i

∫
Ei

(∑
j

πij
µi
δyj [(E × F )x]

)
dµ(x)

=
(61)

∑
i

∫
Ei

(∑
j

πij
µi
δyj [F ]

)
1E(x) dµ(x)

=
∑
i

∫
E∩Ei

(∑
j

πij
µi
δyj [F ]

)
dµ(x)

=
∑
i

(∑
j

πij
µi
δyj [F ]

)
µ[E ∩ Ei]
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=
∑
ij

πij
µi
δyj [F ]µ[E ∩ Ei] =

∑
ij

πij
µi
µ|Ei [E]δyj [F ] =

(57)
π sh[E × F ]

y esto completa la demostración de iii).

Proposición 5.1.4 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis

(SU) con transporte óptimo T∗. Si (πk)k es una sucesión aproximante de planes discretos

para (X,Y, µ, ν, c), entonces para todo δ > 0 vale

π sk
[

(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ
]−→k 0 . (62)

Demostración. Tenemos π sk ∈ A(µ, νk) por la proposición 5.1.3 y νk⇀k ν por la observación

3.1.7. Notando I∗ al valor óptimo del problema de Kantorovich asociado a (X,Y, µ, ν, c),

basta probar I[π sk ]−→k I∗ para obtener (62) aplicando la proposición 2.1.2 a (π sk )k. Para

esto, notar primero que ∣∣I[π sk ]− I∗
∣∣ ≤ ∣∣I[π sk ]− I[πk]

∣∣+
∣∣I[πk]− I∗

∣∣.
Dado que I[πk]−→k I∗ por el Teorema A, es suficiente verificar que |I[π sk ]− I[πk]| −→k 0 para

obtener I[π sk ]−→k I∗. Para esto, notar que ωc(h)→ 0 para h→ 0+ por la compacidad de

(X,Y, µ, ν, c), con lo cual

∣∣I[π sk ]− I[πk]
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
ij

∫
Ei×Fj

c(x, y) dπ sk (x, y)− cijπij

∣∣∣∣∣∣
≤

(58)

∑
ij

∫
Ei×Fj

|c(x, y)− cij | dπ sk (x, y) ≤
∑
ij

ωc(hk)πij

= ωc(hk)−→k 0

y esto completa la demostración.

5.2. Demostración del Teorema B

Proposición 5.2.1 Dado un problema compacto (X,Y, µ, ν, c), sean T ∈ B(X,Y ) y πh un

h-plan factible para (X,Y, µ, ν, c). Para cada δ > 0, sea

BT (δ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : dY (T (x), y) ≥ δ
}
. (63)

Luego, dados p ∈ [1,+∞) y Q ≥ 0, existen constantes A, B y C dependientes únicamente

de p, DY y Q tales que

dp(Th, T ) ≤ A · h+B · δ + C ·
(
π sh
[
BT (δ)

]) 1
p (64)
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para toda proyección Th de calidad Q extráıda de πh. Más aun, las constantes A, B y C

pueden tomarse como sigue:

i) para Th ∈ T QGM [πh],

A = 3
p−1
p · Q , B = 2 · 3

p−1
p y C = 2 · 3

p−1
p ·DY ; (65)

ii) para Th ∈ TGM [πh],

A = 0 , B = 2 · 2
p−1
p y C = 2 · 2

p−1
p ·DY ; (66)

iii) para (Y, dY ) normado y Th ∈ TB[πh],

A = 0 , B = 2
p−1
p y C = 2

p−1
p ·DY ; (67)

Demostración. Empezamos asumiendo Th ∈ T QGM [πh] y consideramos, para cada x ∈ X, la

partición J = Bh,δ(x) tGh,δ(x) dada por

Bh,δ(x) =
{
j ∈ J : dY (yj , T (x)) ≥ δ

}
y Gh,δ(x) =

{
j ∈ J : dY (yj , T (x)) < δ

}
.

Fijando i ∈ I+, se tiene µi > 0 y Th(x) = yi para x ∈ Ei, donde yi es una mediana

geométrica Q ·h-aproximada para (yj)j con pesos (πij/µi)j . Fijando ahora x ∈ Ei, el lema

de cercańıa 3.2.6 implica

dY (Th(x), T (x)) ≤ Qh+ 2
∑
j∈J

πij
µi
dY (yj , T (x)) . (68)

La partición J = Bh,δ(x) tGh,δ(x) permite escribir∑
j

πij
µi
dY (yj , T (x)) =

∑
j∈Gh,δ(x)

πij
µi
dY (yj , T (x)) +

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi
dY (yj , T (x))

≤ δ
∑

j∈Gh,δ(x)

πij
µi

+DY

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

≤ δ +DY

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi
,

que junto con (68) implica

dY (Th(x), T (x)) ≤ Qh+ 2δ + 2DY

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi
. (69)
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A partir de (69), aplicando la desigualdad de Jensen se obtiene

d pY (Th(x), T (x)) ≤
(
Qh+ 2δ + 2DY

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

)p
≤ 3p−1

(
(Qh)p + (2δ)p + (2DY )p

(∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

))
,

(70)

donde la segunda desigualdad resulta de observar que
(∑

j∈Bh,δ(x)
πij
µi

)
≤ 1. Al ser x ∈ Ei

arbitrario, (70) implica∫
Ei

d pY (Th(x), T (x)) dµ(x)

≤ 3p−1µi ((Qh)p + (2δ)p) + 3p−1(2DY )p
∫
Ei

(∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

)
dµ(x).

(71)

Como µ está concentrada en
⋃
i∈I+ Ei, sumando (71) sobre i ∈ I+ obtenemos∫

X
d pY (Th(x), T (x)) dµ(x)

≤ 3p−1 ((Qh)p + (2δ)p) + 3p−1(2DY )p
∑
i∈I+

∫
Ei

(∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

)
dµ(x) .

(72)

Observar que para i ∈ I+ y x ∈ Ei tenemos∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

=
∑

j∈J
πij
µi
1Bh,δ(x)(j) =

∑
j∈J

πij
µi
δyj
[
BT (δ)x

]
,

por lo que la identidad de desintegración (59) implica

∑
i∈I+

∫
Ei

(∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi

)
dµ(x) =

∑
i∈I+

∫
Ei

(∑
j∈J

πij
µi
δyj
[
BT (δ)x

])
dµ(x) = π sh[BT (δ)] .

Finalmente, esta última igualdad junto con (72) implica

dp(Th, T ) ≤
(

3p−1 ((Qh)p + (2δ)p) + 3p−1(2DY )p π sh[BT (δ)]
) 1
p

≤ 3
p−1
p ((Qh) + (2δ)) + 3

p−1
p (2DY )

(
π sh[BT (δ)]

) 1
p ,

lo que prueba (65) y completa la demostración de i).

Para probar ii), notar que en (69) podemos tomar Q = 0 y por lo tanto el lado derecho

de (69) tiene sólo dos términos. Luego, al aplicar la desigualdad de Jensen como en (70), el

factor 3p−1 cambia a 2p−1. Repitiendo la demostración de i) con esta modificación menor

se obtiene una prueba de ii).
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Caṕıtulo 5. Convergencia de proyecciones

Ahora probamos iii). En este caso, (Y, dY ) es normado y Th se obtiene calculando un

baricentro sobre cada Ei con i ∈ I+. Nuevamente, el lema de cercańıa 3.2.6 implica

dY (Th(x), T (x)) ≤
∑
j

πij
µi
dY (T (x), yj)

para i ∈ I+ y x ∈ Ei, lo que mejora (69) a

dY (Th(x), T (x)) ≤ δ +DY

∑
j∈Bh,δ(x)

πij
µi
.

Aplicando la desigualdad de Jensen y teniendo en cuenta las observaciones hechas para la

prueba de ii), se obtiene una prueba de iii) repitiendo los pasos de la prueba de i).

Teorema B Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis (SU) con

transporte óptimo T∗. Luego, si (Tk)k es una sucesión aproximante de proyecciones, para

todo 1 ≤ p <∞ se tiene dp(Tk, T∗)−→k 0.

Demostración. Por definición de sucesión aproximante de proyecciones, existen Q ≥ 0 y

una sucesión aproximante de planes discretos (πk)k tales que πk es un hk-plan, Tk es una

proyección de calidad Q extráıda de πk y hk −→k 0. Fijando 1 ≤ p <∞, se deduce a partir

de la proposición 5.2.1 la desigualdad

dp(Tk, T∗) ≤ A · hk +B · δ + C · π sk [BT∗(δ)]
1
p (73)

para todo k y todo δ > 0, donde BT∗(δ) se define como en (63) tomando T = T∗. Notar

que las mismas constantes A, B y C funcionan para todo k y todo δ, dado que dependen

únicamente de p, DY , Q.

Dado ε > 0, tomamos δ > 0 tal que δ < ε/(3B). Por la proposición 5.1.4, existe k1 tal

que π sk [BT∗(δ)] < (ε/(3C))p para k ≥ k1. Como hk −→k 0, existe k2 tal que hk < ε/(3A) para

k ≥ k2. Tomando k ≥ máx {k1, k2} se deduce dp(Tk, T∗) < ε a partir de (73).

5.3. Discusión

A continuación mostramos que las hipótesis del Teorema B son óptimas. Precisamente,

mostramos que el Teorema B falla para p =∞ en el ejemplo 5.3.1, que no vale eliminando

la hipótesis (SU) en el ejemplo 5.3.2 y que tampoco vale relajando la continuidad de c a

semicontinuidad inferior en el ejemplo 5.3.3.

Ejemplo 5.3.1 El Teorema B es falso para p =∞. Para verlo, tomar X = Y = [0, 1] y

µ = ν = L1 la medida de Lebesgue 1–dimensional en el intervalo unitario. Considerar el

costo c(x, y) = (x − y)2(x − 1
2)2(y − 1

2)2. Notar que el problema compacto (X,Y, µ, ν, c)
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5.3. Discusión

verifica la hipótesis (SU), siendo la identidad del [0, 1] el único transporte T∗ que verifica

C[T∗] = 0 y por lo tanto el único óptimo.

Para k ∈ N, considerar las sucesiones de particiones “regulares” CkX , CkY dadas por

Eki =
[
i−1

2k+1 ,
i

2k+1

]
, xki = 2i−1

2(2k+1) , F kj =
[
j−1

2k+1 ,
j

2k+1

]
e ykj = 2j−1

2(2k+1)

para 1 ≤ i, j ≤ 2k+ 1. Esto es, las particiones CkX , CkY están formadas por 2k+ 1 intervalos

L1-disjuntos de longitud hk = 1
2k+1 punteados en sus centros. Para cada hk-aproximación

(X,Y, µk, νk, c) inducida por CkX y CkY considerar, como se ve en la fig. 5.3, la solución

óptima πk = (πij)ij de (FP) dada por

πij =


1

2k+1 , para i = j con i, j 6= 1, k + 1,
1

2k+1 , para (i, j) = (1, k + 1) o (i, j) = (k + 1, 1),

0 , si no.

Es inmediato a partir de las definiciones que I[πk] = 0, con lo cual que πk es óptima

dado que c ≥ 0. Por otra parte, como sop(πk) tiene forma de gráfico de función (ver fig. 5.3),

toda proyección Tk de πk está dada por

Tk(x) =


xi , para x ∈ Ei , i 6= 1, k + 1,

xk+1 , para x ∈ E1,

x1 , para x ∈ Ek+1.

Notar que esta expresión para Tk está bien definida sólo µ-a.e., pues los elementos de CkX
no son verdaderamente disjuntos. Finalmente, observar que

d∞(Tk, T∗) ≥ ess sup
E1

∣∣Tk − T∗∣∣ = ess sup
0≤x≤hk

∣∣1
2 − x

∣∣ = 1
2 . 4

Notar que si (X,Y, µ, ν, c) admitiera más de un transporte óptimo seŕıa posible, en

principio, intentar generalizar el enunciado del Teorema B reemplazando dp(Th, T∗) por

dp(Th,O), donde O ⊂ B(X,Y ) es el conjunto de transportes óptimos. El problema es que,

en tal caso, las proyecciones podŕıan no estar cerca de ningún transporte de µ en ν, como

lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.2 Considerar los mismos espacios, medidas y particiones del ejemplo 5.3.1,

pero cambiando el costo por c(x, y) = (x− y)2(1− x− y)2. Es fácil ver que (X,Y, µ, ν, c)

es un problema compacto que no verifica la hipótesis (SU). En efecto, es un transporte

óptimo toda función boreliana T : X → Y con T#µ = ν y su gráfico contenido en

Zc =
{

(x, x) : x ∈ [0, 1]
}
∪
{

(x, 1− x) : x ∈ [0, 1]
}
⊂ [0, 1]× [0, 1].
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Caṕıtulo 5. Convergencia de proyecciones

(x1, y3)

(x3, y1)

(x2, y2)

(x4, y4)

(x5, y5)

E1 E2 E3 E4 E5

F1

F2

F3

F4

F5

E1 E2 E3 E4 E5

F1

F2

F3

F4

F5

Figura 5.3: A la izquierda, el soporte de πk. A la derecha, los gráficos del transporte
óptimo T∗ (sobre la diagonal) y de la proyección Tk (constante a trozos).

Notar que Zc es el conjunto de ceros de c y que todo hk-plan concentrado en Zc es óptimo

para (FP). En particular, el hk-plan óptimo πk = (πij)ij dado por

πij =


1

2(2k+1) , si xki 6= 1
2 6= ykj y xki = ykj o xki + ykj = 1,

1
2k+1 , si xki = ykj = 1

2 ,

0 , si no,

tiene proyección baricéntrica Tk ≡ 1
2 y por lo tanto dp(Tk,O) 6−→ 0 para todo p. Esta

última afirmación resulta de observar que todo transporte óptimo T para (X,Y, µ, ν, c)

debe tener un gráfico esencialmente contenido en Zc, con lo cual

dp(Tk, T ) =
∥∥Tk − T∥∥Lp[0,1]

≥
∥∥1/2− T

∥∥
Lp[3/4, 1]

≥ 1
16 . 4

Ejemplo 5.3.3 Considerar X = Y = [0, 1] con la métrica usual y tomar µ = ν = L1,

siendo L1 la medida de Lebesgue 1–dimensional en [0, 1]. Considerar la función de costo

semicontinua inferiormente c : X × Y → R que toma el valor 0 sobre la diagonal

D = {(x, y) ∈ X × Y : x = y}
y el valor 1 en su complemento. Notar que T∗(x) = x es el único transporte óptimo para el

problema (X,Y, µ, ν, c), que śı satisface (SU) pero no es compacto porque c es discontinua.

Considerar particiones CkX , CkY como en el ejemplo 5.3.1, pero moviendo los puntos xki para

lograr (xki , y
k
j ) /∈ D. Notar que cualquier solución factible πk de (FP) es un hk-plan óptimo

con costo 1 > 0 = C[T∗]. Esto muestra que I[πk] 6−→ I∗ y que dp(Tk, T∗) 6−→ 0 si πk y Tk
son como en el ejemplo 5.3.2. 4
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Caṕıtulo 6

Órdenes de convergencia para

proyecciones

Como se anticipó en la introducción, en este caṕıtulo probaremos de forma cuantitativa

la convergencia de las proyecciones Th al transporte óptimo T∗. Probaremos primero el

Teorema C cuantificando dp(Th, T∗) en términos del orden de estabilidad del problema de

transporte y de la regularidad de T∗, expresando el primero en términos de sp y la segunda

en términos de la constante y el exponente de Hölder a trozos de T∗. Luego probaremos el

Teorema D, cuantificando dp(Th, T∗) en términos sp y de la dispersión del h-plan πh del

cual se extrae Th.

6.1. Regularidad Hölder a trozos

Definición 6.1.1 Sea (X, dX) un espacio métrico dotado de una medida de probabilidad

µ ∈ P(X) y sea (Y, dY ) otro espacio métrico. Dados α ∈ (0, 1], una constante Cα y una

función T ∈ B(X,Y ), decimos que T es α-Hölder a trozos con constante Cα si existe un

conjunto cerrado Σ ⊂ X con µ[Σ] = 0 y tal que

i) X \ Σ es una unión numerable de abiertos disjuntos {Xk}k ;

ii) cada restricción T |Xk es α-Hölder con constante Cα, es decir,

sup
k

sup
x1, x2∈Xk
x1 6=x2

dY (T (x1), T (x2))

dαX(x1, x2)
≤ Cα.

Decimos que T ∈ B(X,Y ) tiene regularidad α-Hölder a trozos si T es α-Hölder a trozos

con constante Cα para alguna constante Cα. Notamos C 0,α
PW (X,Y ) al conjunto de todas las

funciones T ∈ B(X,Y ) con regularidad α-Hölder a trozos.
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Caṕıtulo 6. Órdenes de convergencia para proyecciones

Partición de X \ Σ Dado que cada Xk en i) es abierto, toda partición X \ Σ =
⊔
kXk

por abiertos es numerable si X es separable. Notar también que i) no requiere que los

conjuntos Xk sean conexos. Para un ejemplo considerar la función signo sg : X → R, donde

X es el conjunto totalmente disconexo [−1, 1] \Q equipado con la métrica de subespacio y

la medida de Lebesgue heredada de R. Es claro que sg es un elemento de C 0,α
PW (X,R) para

todo α ∈ (0, 1], como puede verse tomando Σ = ∅,

X \ Σ = X = X1 tX2 , X1 = (−1, 0) \Q y X2 = (0, 1) \Q .

Notar que particionar X \Σ en componentes conexas requeriŕıa una cantidad no numerable

de componentes para cualquier elección de Σ con µ[Σ] = 0.

Constante de Hölder a trozos En general, la constante de Hölder a trozos Cα en ii)

depende de la elección de Σ. Para un ejemplo trivial basta considerar X = [−1, 1] con la

métrica usual, tomar la restricción de la medida de Lebesgue a [−1, 0] como µ y definir

T : X → R según T (x) = 1(0,1] · xα. Tomando Σ = [0, 1] funciona Cα = 0, pero tomando

Σ = ∅ se requiere Cα ≥ 1.

Para un ejemplo menos trivial, considerar X = [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2 con la métrica y

la medida heredadas de R2 y fijando α ∈ (0, 1] definir T : X → R por

T (x1, x2) = 1(0,1]×(0,1](x1, x2) · xα1 .

Para 0 < θ < π
4 , definir Σθ como la unión de [0, 1]× {0} y el rayo {reiθ : r ≥ 0} ⊂ C ' R2.

Considerar la partición X \Σθ = X1 tX2 donde X1 es la componente conexa más pequeña

de X \ Σθ (ver fig. 6.1). Notar que para t ≈ 0+, x0 = (t, 0) y x1 = (t, t ·tan(θ)) están en X

y por lo tanto vale ∣∣T (x1)− T (x0)
∣∣

|x1 − x0|α =
tα

tα tanα(θ)
=

1

tanα(θ)
. (74)

Aproximando los puntos x0, x1 desde dentro de X2 se tiene a partir de (74) que T |X2 es

α-Hölder con constante tan−α(θ). Como T |X1 es α-Hölder con constante 1, se deduce que

T es α-Hölder a trozos y para Σ = Σθ la constante óptima es Cα = tan−α(θ) ≥ 1.

¿Por qué considerar regularidad Hölder a trozos? Los resultados de regularidad

parcial presentados al final de la sección 1.6 garantizan, bajo ciertas condiciones, que

existen cerrados de medida nula ΣX ⊂ X , ΣY ⊂ Y con la propiedad de que el transporte

óptimo T∗ : X \ ΣX → Y \ ΣY es un homeomorfismo bi-α-Hölder local. En particular, se

tiene T∗ ∈ C 0,α
PW (X,Y ) en caso de que T∗ sea globalmente α-Hölder en cada componente

conexa de X \ ΣX con una constante uniformemente acotada. Notar que el clásico ejemplo

1.6.2 dado por Caffarelli presenta este tipo de regularidad para α = 1.

La definición 6.1.1 captura el tipo de regularidad exhibido por el transporte óptimo
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Σθ

θ

X1

X2

x0

x1

[−1, 1]

[−1, 1] [−1, 1]

Figura 6.1: Partición de X \ Σθ en componentes conexas. La variación relativa de T al
saltar de un lado a otro de X1 está controlada por el ángulo θ.

T∗ en un caso como el del ejemplo 1.6.2, generalizándola a espacios métricos arbitrarios

para un exponente α ∈ (0, 1]. Notar que la constante de Hölder a trozos para T∗ es global

en los abiertos que particionan X \ ΣX , lo cual es un requerimiento más fuerte que la

regularidad Hölder local de T∗ en X \ ΣX pero más débil que la regularidad Hölder global

de T∗ en X \ΣX . Por otra parte, T∗ no necesita ser un homeomorfismo para ser un elemento

de C 0,α
PW (X,Y ), lo que permite considerar casos en los que T∗ transporta una medida no

atómica µ en una medida atómica ν.

6.2. Transportes compatibles

Definición 6.2.1 Dado un h-plan πh = (πij)ij para (X,Y, µ, ν, c), se dice que T ∈ T (µ, ν)

es compatible con πh si existe una colección finita de conjuntos disjuntos
{
Eji
}
ij
⊂ B(X),

indexada por sop(πh), con las siguientes propiedades:

i) Para i ∈ I+ fijo,
{
Eji
}
j∈J+(i)

particiona Ei y µ
[
Eji
]

= πij para todo j ∈ J+(i).

ii) La inclusión T
(
Eji
)
⊂ Fj vale para todo (i, j) ∈ sop(πh).

La colección
{
Eji
}
ij

se llama la partición para T .

Aclaración 6.2.2 En la figura 6.2 se muestra cómo funciona la partición
{
Eji
}
ij

para un

transporte compatible T . Es importante notar que la colección
{
Eji
}
ij

está uńıvocamente
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Caṕıtulo 6. Órdenes de convergencia para proyecciones

determinada por T . En efecto, para (i, j) ∈ sop(πh) las condiciones i) y ii) implican

Eji ⊂ Ei ∩ T−1(Fj) =
⊔

l∈J+(i)

Eli ∩ T−1(Fj) =
(∗)
Eji ∩ T−1(Fj) ⊂ Eji ,

con lo cual Eji = Ei ∩ T−1(Fj). La igualdad (∗) resulta de que Eli ∩ T−1(Fj) = ∅ si

j 6= l ∈ J+(i). En caso contrario, se tendŕıa T (Eli) ∩ Fj 6= ∅ y la condición ii) implicaŕıa el

absurdo Fl ∩ Fj 6= ∅.

(x1, y1)

(x1, y2) (x2, y2) (x4, y2)

(x4, y3)

(x4, y4)

E1 E2 E3 E4

F1

F2

F3

F4

E1
1 E2

1 E2
2 E2

4 E
4
4 E

3
4

F1

F2

F3

F4

Figura 6.2: El soporte de un h-plan πh (izquierda) y el gráfico de un transporte T
compatible con πh (derecha). Notar que

{
Eji
}
j

particiona Ei y que T
(
Eji
)
⊂ Fj . No hay

conjuntos Eji contenidos en E3 porque µ[E3] = 0.

Lema 6.2.3 Sea πh un h-plan para un problema compacto (X,Y, µ, ν, c) con µ no atómica.

Sean ρ > 0 y {Xk}k ⊂ B(X) una partición numerable de X. Entonces existe un transporte

Tρ ∈ T (µ, ν) compatible con πh satisfaciendo

C[Tρ] ≤ I[π ch] + ρ (75)

y tal que su partición
{
Eji
}
ij

satisface

µ
[
Eji
]
µ
[
Eik
]

= µ
[
Ejik
]
µ
[
Ei
]

para todo i, j, k , (76)

donde Eik = Ei ∩Xk y Ejik = Eji ∩Xk.

Observación 6.2.4 El lema 6.2.3 garantiza la existencia de transportes compatibles. Más

aun, el lema establece que, dado un h-plan πh, existen transportes compatibles con πh con

un costo casi tan bueno como el de πh (75) y con una partición que verifica las igualdades

(76). Dichas igualdades expresan una relación de independencia entre Tρ y {Xk} desde

el punto de vista de las particiones CX y CY . Precisamente, fijando i ∈ I+ y definiendo
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Pi = 1
µi
µ|Ei ∈ P(Ei), las igualdades (76) pueden reescribirse como

Pi
[
Eji
]
Pi
[
Eik
]

= Pi
[
Eji ∩ Eik

]
luego de dividir ambos lados por µ2

i , dado que Ejik = Eji ∩ Eik. Aśı, (76) equivale a la

relación de independencia

Pi[{Tρ ∈ Fj}]Pi[Xk] = Pi[{Tρ ∈ Fj} ∩Xk].

para (i, j) ∈ I+ × J+ y para todo k.

Demostración del lema 6.2.3. Sea K el conjunto de ı́ndices de {Xk}k. Para (i, k) en el

conjunto numerable I+×K, definir Eik = Ei ∩Xk y considerar εik > 0 tal que
∑

ik εik = ρ.

Notar que {Eik}k particiona Ei para i ∈ I+. Definir Fi =
⊔
j∈J+(i) Fj para i ∈ I+.

Fijar (i, k) en I+ ×K y definir las medidas

µik = µ|Eik ∈M+(Eik) ↪−→M+

(
Eik
)
, (77)

νik =
µ[Eik]
µi

∑
j∈J+(i)

πij
νj
ν|Fj ∈M+(Fi) ↪−→M+

(
Fi
)
. (78)

Notar que Eik y Fi resultan ser espacios métricos polacos con la métrica de subespacio y,

por definición de µik y νik,

µik
[
Eik
]

= µik[Eik] = µ[Eik] = νik[Fi] = νik
[
Fi
]
. (79)

Resulta de (79) que todo transporte T : Eik → Fi para (Eik, Fi, µik, νik, c) puede modificarse

en conjunto µ-nulo para obtener un transporte boreliano de µik en νik con dominio Eik
y codominio Fi: basta redefinirlo en el conjunto µ-nulo T−1

(
Fi \ Fi

)
para conseguir

T
(
Eik
)
⊂ Fi y luego restringirlo al conjunto Eik.

Luego, al ser µik no atómica, aplicando el teorema 1.5.2 a (Eik, Fi, µik, νik, c) se obtiene

una función boreliana Tik : Eik → Fi que transporta µik en νik con

Cik[Tik] ≤ I∗ik + εik , (80)

donde I∗ik es el valor óptimo del problema de Kantorovich para (Eik, Fi, µik, νik, c) y Cik es

el operador de costo de Monge de (X,Y, µ, ν, c) restringido a Eik

Cik[T ] =

∫
Eik

c(x, T (x)) dµik(x) =
(77)

∫
Eik

c(x, T (x)) dµ(x). (81)

Definiendo X0 =
⋃
i∈I\I+ Ei, notar que µ[X0] = 0 y que {Eik}ik es una partición de

X\X0 por borelianos. Luego, la función boreliana Tρ : X\X0 → Y dada por Tρ|Eik = Tik
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para (i, k) ∈ I+ ×K se extiende a una función boreliana Tρ en X, bien definida en X\X0

y definida µ-a.e. en X. Definimos Eji = Ei ∩ T−1
ρ (Fj) para (i, j) en sop(πh).

Resulta que Tρ : X → Y transporta µ en ν, es compatible con πh y su partición está

dada por
{
Eji
}
ij

. Más aun, Tρ y su partición
{
Eji
}
ij

satisfacen (75) y (76). Las siguientes

afirmaciones prueban estos hechos.

Afirmación #1: La función Tρ transporta µ en ν.

Para i en I+ definir las funciones auxiliares Ti ∈ B(Ei, Fi) dadas por Ti = Tρ|Ei . Las

funciones Ti están bien definidas dado que {Eik}k particiona Ei y, para k ∈ K, se tiene

Ti|Eik = Tρ|Eik = Tik y Tik(Eik) ⊂ Fi.
Para F ∈ B(Y ) e i ∈ I+ se obtiene

µ
[
T−1
i (F )

]
=
∑

k
µ
[
T−1
ik (F )

]
=
∑

k
µik
[
T−1
ik (F )

]
=
∑

k
νik[F ]

=
(78)

∑
k

[
µ[Eik]
µi

∑
j∈J+(i)

πij
νj
ν[Fj ∩ F ]

]
= 1

µi

(∑
k
µ[Eik]

)∑
j∈J+(i)

πij
νj
ν[Fj ∩ F ]

=
∑

j∈J+(i)

πij
νj
ν[Fj ∩ F ]. (82)

Luego se tiene

µ
[
T−1
ρ (F )

]
=
∑
i∈I+

µ
[
T−1
i (F )

]
=

(82)

∑
i∈I+

∑
j∈J+(i)

πij
νj
ν[Fj ∩ F ]

=
∑
j∈J+

[
ν[Fj∩F ]

νj

∑
i∈I+(j)

πij

]
=
∑
j∈J+

ν[Fj ∩ F ] = ν[F ]

para todo F ∈ B(Y ) y por lo tanto (Tρ)#µ = ν.

Afirmación #2: El transporte Tρ es compatible con πh y tiene partición
{
Eji
}
ij

.

Al ser Eji = Ei ∩ T−1
ρ (Fj) por definición, es inmediato que los conjuntos

{
Eji
}
ij

son

mutuamente disjuntos. Para i ∈ I+ se tiene Tρ(Ei) = Ti(Ei) ⊂ Fi y

Ei = Ei ∩ T−1
ρ (Fi) = Ei ∩ T−1

ρ

(⊔
j∈J+(i)

Fj

)
=
⊔

j∈J+(i)
Ei ∩ T−1

ρ (Fj) =
⊔

j∈J+(i)
Eji ,

con lo cual
{
Eji
}
j

particiona Ei. Además, para (i, j) en sop(πh), se tiene

µ
[
Eji
]

= µ
[
T−1
ρ (Fj) ∩ Ei

]
= µ

[
T−1
i (Fj)

]
=

(82)

∑
l∈J+(i)

πil
νl
ν[Fl ∩ Fj ] = πij ,
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Tρ
(
Eji
)

= Tρ
(
T−1
ρ (Fj) ∩ Ei

)
⊂ Tρ

(
T−1
ρ (Fj)

)
⊂ Fj ,

lo que prueba la afirmación.

Afirmación #3: Se verifica la relación de independencia (76).

Notar que

Ejik = Eji ∩Xk =
(
T−1
ρ (Fj) ∩ Ei

)
∩Xk = T−1

ρ (Fj) ∩ Eik = T−1
ik (Fj) ,

con lo cual

µ
[
Ejik
]

= µik
[
Ejik
]

= µik
[
T−1
ik (Fj)

]
= νik [Fj ]

=
(78)

µ[Eik]
µi

∑
l∈J+(i)

πil
νl
ν[Fl ∩ Fj ] =

µ[Eik]
µi

πij

y por lo tanto vale (76).

Afirmación #4: Vale la desigualdad
∑

ik I∗ik ≤ I[π ch].

Para (i, k) ∈ I+ ×K considerar las medidas

πik =
∑

j∈J+(i)

πij
µiνj

µ|Eik ⊗ ν|Fj ∈M+

(
Eik × Fi

)
↪−→M+(X × Y ) .

Un simple cálculo muestra que πik ∈ A(µik, νik), con lo cual I∗ik ≤ I[πik]. A partir de la

definición 4.1.1 es fácil chequear la igualdad
∑

ik πik = π ch. Luego, la linealidad del operador

de costo I y el teorema de convergencia dominada implican∑
ik

I∗ik ≤
∑

ik
I[πik] = I

[∑
ik
πik

]
= I[π ch].

Afirmación #5: El transporte Tρ satisface la desigualdad de costo (75).

Observar que

C[Tρ] =

∫
X
c(x, Tρ(x)) dµ(x) =

∑
ik

∫
Eik

c(x, Tρ(x)) dµ(x)

=
∑

ik

∫
Eik

c(x, Tik(x)) dµ(x) =
(81)

∑
ik

Cik[Tik]

≤
(80)

∑
ik

I∗ik + εik = ρ+
∑

ik
I∗ik ≤ ρ+ I[π ch] ,

donde la última desigualdad resulta de la afirmación anterior.

Lema 6.2.5 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis (SU), con

µ no atómica y transporte óptimo T∗ ∈ C 0,α
PW (X,Y ) con constante Cα. Entonces, dados
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ρ > 0 y un h-plan πh para (X,Y, µ, ν, c), existe un transporte Tρ ∈ T (µ, ν) compatible con

πh satisfaciendo

C[Tρ] ≤ I[π ch] + ρ (83)

y tal que, para todo ε > 0,

π sh
[
(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ ε+ h+ Cαh

α
]

≤ µ
[
x ∈ X : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
. (84)

Demostración. Existe un cerrado Σ ⊂ X con µ[Σ] = 0 y tal que X \Σ es particionado por

una colección numerable de abiertos {Xk}k∈K , con la propiedad de que T∗|Xk es α-Hölder

con constante Cα para todo k ∈ K. Fijando un h-plan πh y ρ > 0, el lema 6.2.3 provee un

transporte Tρ compatible con πh, con partición
{
Eji
}
ij

y satisfaciendo (75) y (76). Fijamos

ε > 0 y terminamos la prueba mostrando que vale (84).

Definimos los conjuntos de puntos

A =
{

(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ ε+ h+ Cαh
α
}
,

B =
{
x ∈ X : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

}
,

el conjunto numerable de ı́ndices

Λ =
{

(i, j, k) : (i, j) ∈ sop(πh) y k ∈ K
}
,

y, para (i, j, k) ∈ Λ, los conjuntos de puntos

Aijk =
{

(x, y) ∈ Eik × {yj} : dY (T∗(x), y) ≥ ε+ h+ Cαh
α
}
, (85)

Bijk =
{
x ∈ Ejik : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

}
, (86)

donde Eik = Ei∩Xk y Ejik = Eji ∩Xk. Dado que Tρ satisface las relaciones de independencia

(76), para (i, j, k) ∈ Λ se obtiene

πij
µi

µ
[
Eik
]

=
µ
[
Eji
]
µ
[
Eik
]

µ
[
Ei
] = µ

[
Ejik
]
. (87)

Finalmente, notar que (84) se reescribe como la desigualdad π sh[A] ≤ µ[B], cuya validez es

consecuencia de las siguientes afirmaciones.

Afirmación #1: Vale la igualdad π sh[A] =
∑

(i,j,k)∈Λ π
s
h[Aijk].

Notar que π sh está concentrada en
⊔
ij Ei × {yj}, donde la unión está indexada por
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sop(πh). Esto implica que, para M ∈ B(X × Y ), se tiene

π sh[M ] =
∑

(i,j)∈sop(πh)

π sh[M ∩ (Ei × {yj})] . (88)

También se tiene

π sh[M ∩ (Σ× Y )] ≤ π sh[Σ× Y ] = µ[Σ] = 0 (89)

y dado que {Xk}k particiona X \ Σ, vale

M ∩ ((X\Σ)× Y ) =
⊔

k
M ∩ (Xk × Y ) . (90)

Se deduce a partir de (89) y (90) que

π sh[M ] = π sh[M ∩ ((X\Σ)× Y )] =
∑

k
π sh[M ∩ (Xk × Y )] . (91)

Dado que M es arbitrario en (88) y (91), en conjunto implican

π sh[M ] =
∑

(i,j,k)∈Λ

π sh[M ∩ (Ei × {yj}) ∩ (Xk × Y )]

para M ∈ B(X × Y ). La afirmación resulta de tomar M = A y observar que

Aijk =
(85)

A ∩ (Ei × {yj}) ∩ (Xk × Y ) .

Afirmación #2: Vale la igualdad µ[B] =
∑

(i,j,k)∈Λ µ[Bijk].

Definiendo X0 =
⋃
i∈I\I+ Ei, notar que µ[X0] = 0 y que

{
Eji
}
ij

es una partición de

X\X0 por borelianos. Como
{
Ejik
}
k

particiona Eji \ Σ, se obtiene

µ
[
x ∈ Eji \ Σ : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
=
∑

k
µ
[
x ∈ Ejik : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
(92)

para (i, j) ∈ sop(πh). Luego, al ser µ[X0] = 0 = µ[Σ], resulta

µ[B] = µ
[
x ∈ X : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
= µ

[
x ∈ X \X0 : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
=

∑
(i,j)∈sop(πh)

µ
[
x ∈ Eji : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
=

∑
(i,j)∈sop(πh)

µ
[
x ∈ Eji \Σ : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
=

(92)

∑
(i,j,k)∈Λ

µ
[
x ∈ Ejik : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
=

(86)

∑
(i,j,k)∈Λ

µ[Bijk] .
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Afirmación #3: La igualdad π sh[Aijk] ≤ µ[Bijk] vale para (i, j, k) ∈ Λ.

Como la afirmación es trivial si π sh[Aijk] = 0, fijar (i, j, k) ∈ Λ con π sh[Aijk] > 0. Por

definición de Aijk, esto implica la existencia de xik ∈ Eik tal que

dY (T∗(xik), yj) ≥ ε+ h+ Cαh
α. (93)

Fijar x ∈ Ejik y observar que (93) implica

ε+ h+ Cαh
α ≤ dY (T∗(xik), T∗(x)) + dY (T∗(x), Tρ(x)) + dY (Tρ(x), yj) . (94)

Notar que x, xik ∈ Eik = Ei ∩ Xk. Luego, como T∗|Xk es α-Hölder con constante Cα y

diám(Eik) ≤ diám(Ei) ≤ h, se obtiene

dY (T∗(xik), T∗(x)) ≤ Cαhα. (95)

Notar también que x ∈ Ejik ⊂ E
j
i y, al ser

{
Eji
}
ij

la partición de Tρ, resulta a partir de la

definición 6.2.1 que Tρ(x) ∈ T (Ejik) ⊂ T (Eji ) ⊂ Fj , con lo cual

dY (Tρ(x), yj) ≤ diám(Fj) ≤ h. (96)

Acotando el lado derecho de (94) por (95) y (96) se obtiene

ε+ h+ Cαh
α ≤ Cαhα + dY (T∗(x), Tρ(x)) + h ,

lo que implica

ε ≤ dY (T∗(x), Tρ(x)) . (97)

Como x ∈ Ejik es arbitrario, la desigualdad (97) vale en Ejik y por lo tanto

Bijk = {x ∈ Ejik : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε} = Ejik. (98)

Finalmente,

π sh[Aijk] ≤
(85)

π sh
[
Eik × {yj}

]
=

(57)

πij
µi
µ
[
Eik
]

=
(87)

µ
[
Ejik
]

=
(98)

µ[Bijk].

Afirmación #4: Vale la desigualdad π sh[A] ≤ µ[B].

A partir de las afirmaciones anteriores se obtiene

π sh[A] =
∑

(i,j,k)∈Λ

π sh[Aijk] ≤
∑

(i,j,k)∈Λ

µ[Bijk] = µ[B].
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6.3. Demostración del Teorema C

Proposición 6.3.1 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis

(SU) con transporte óptimo T∗ y valor óptimo I∗ = C[T∗]. Adicionalmente, supongamos

que µ es no atómica y que T∗ está en C 0,α
PW (X,Y ) con constante Cα. Luego, dados Q ≥ 0 y

1 ≤ p <∞, existen constantes A, B y C dependientes sólo de p, Cα, DY y Q tales que

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
2(I
[
π ch
]
− I∗)

)
(99)

para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan πh. Más aun, las constantes A,

B y C pueden tomarse como sigue:

i) Para Th ∈ T QGM [πh],

A = 3
p−1
p · (2 + Q) , B = 2 · 3

p−1
p · Cα , C = 4 · 3

p−1
p ·

√
DY .

ii) Para Th ∈ TGM [πh],

A = 2
p−1
p · 2 , B = 2 · 2

p−1
p · Cα , C = 4 · 2

p−1
p ·

√
DY .

iii) Para (Y, dY ) normado y Th ∈ TB[πh],

A = 2
p−1
p , B = 2

p−1
p · Cα , C = 2 · 2

p−1
p ·

√
DY .

Demostración. Probamos el resultado sólo para el caso i) dado que las pruebas para los

casos ii) y iii) son completamente análogas. Para esto, consideramos un h-plan πh y

Th ∈ T QGM [πh]. Por la proposición 5.2.1, para todo 1 ≤ p <∞ y todo δ > 0 se tiene

dp(Th, T∗) ≤ 3
p−1
p · Q · h+ 2 · 3

p−1
p · δ + 2 · 3

p−1
p ·DY · (π sh[B(δ)])

1
p , (100)

donde

B(δ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : dY (T∗(x), y) ≥ δ
}
.

Por otra parte, fijamos ρ > 0 y tomamos Tρ como en el lema 6.2.5. En particular, para

ε > 0 fijo y δ = δh,ε := ε+ h+ Cαh
α la elección de Tρ implica

π sh[B(δh,ε)] ≤
(84)

µ
[
x ∈ X : dY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ ε

]
= µ

[
x ∈ X : ε−pd pY (T∗(x), Tρ(x)) ≥ 1

]
≤
∫
X
ε−pd pY (T∗(x), Tρ(x)) dµ(x) =

d pp (T∗, Tρ)
εp

,
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con lo cual

π sh[B(δh,ε)] ≤
d pp (T∗, Tρ)

εp
. (101)

Tomando δ = δh,ε en (100) y haciendo uso de la cota (101), se obtiene

dp(Th, T∗) ≤ 3
p−1
p · Q · h+ 2 · 3

p−1
p · δh,ε + 2 · 3

p−1
p ·DY ·

dp(T∗, Tρ)
ε

,

que puede reescribirse como

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + 2 · 3
p−1
p ·

(
ε+DY ·

dp(T∗, Tρ)
ε

)
, (102)

donde

A = 3
p−1
p · (2 + Q) y B = 2 · 3

p−1
p · Cα.

Minimizando el lado derecho de (102) sobre ε > 0 se llega a la cota

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + 4 · 3
p−1
p ·

√
DY · dp(T∗, Tρ), (103)

que resulta de tomar ε =
√
DY · dp(T∗, Tρ) en (102). Dado que C[T∗] = I∗ y Tρ verifica la

cota de costo C[Tρ] ≤ I[π ch] + ρ, se tiene

C[Tρ]− C[T∗] = C[Tρ]− I∗ ≤ I[π ch]− I∗ + ρ ,

con lo cual la monotońıa de sp implica

dp(T∗, Tρ) ≤ sp(C[Tρ]− C[T∗]) ≤ sp(I[π ch]− I∗ + ρ). (104)

Aplicando la cota (104) al lado derecho de (103) se llega a

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
I
[
π ch
]
− I∗ + ρ

)
, (105)

donde

A = 3
p−1
p · (2 + Q) , B = 2 · 3

p−1
p · Cα y C = 4 · 3

p−1
p ·

√
DY .

Finalizamos la prueba de i) eliminando la dependencia de (105) respecto de ρ como

sigue. Si I[π ch]− I∗ > 0, tomando ρ = I[π ch]− I∗ se obtiene

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
2(I
[
π ch
]
− I∗)

)
.

En caso contrario, I[π ch]− I∗ = 0 y (105) se reescribe como

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp(ρ) , ∀ρ > 0.
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Tomando ĺımite para ρ→ 0+, la continuidad de sp en 0 implica

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
0
)

= A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
2(I
[
π ch
]
− I∗)

)
.

Teorema C Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto satisfaciendo la hipótesis (SU) con

transporte óptimo T∗. Adicionalmente, supongamos que µ es no atómica y que T∗ está en

C 0,α
PW (X,Y ) con constante Cα. Luego, dados Q ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, existen constantes A, B

dependientes sólo de p, Q, α, Cα, DX y DY tales que, si 0 < h ≤ mı́n {DX , DY }, vale

dp(Th, T∗) ≤ Ahα +B
√
sp
(
4ωc(h)

)
para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan óptimo.

Demostración del Teorema C. Al igual que en la demostración de la proposición 6.3.1,

probamos el resultado sólo para el caso Th ∈ T QGM [πh], donde πh es algún h-plan óptimo

para (X,Y, µ, ν, c). Sea 1 ≤ p < ∞ y asumamos 0 < h ≤ D := mı́n {DX , DY }. Por el

corolario 4.2.1 sabemos que ∣∣I[π ch]− I∗
∣∣ ≤ 2ωc(h),

lo que junto con la proposición 6.3.1 y la monotońıa de sp implica

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · hα + C ·
√
sp
(
2(I
[
π ch
]
− I∗)

)
≤ A · h+B · hα + C ·

√
sp
(
4ωc(h)

)
, (106)

donde

A = 3
p−1
p · (2 + Q) , B = 2 · 3

p−1
p · Cα y C = 4 · 3

p−1
p ·

√
DY .

Queremos constantes Ã y B̃, independientes de h y Th, tales que

dp(Th, T∗) ≤ Ãhα + B̃
√
sp
(
4ωc(h)

)
. (107)

Para esto notar que φ(t) = t1−α es no decreciente en [0, D], pues α ∈ (0, 1]. Luego, vale

h ≤ D1−α · hα para todo h ∈ [0, D] y por lo tanto

A · h+B · hα ≤ A ·D1−α · hα +B · hα = [A ·D1−α +B] · hα.

Aplicando esta cota a (106) se ve que vale (107) tomando

B̃ = C = 4 · 3
p−1
p ·

√
DY ,

Ã = [A ·D1−α +B] = 3
p−1
p · [(2 + Q) ·D1−α + 2 · Cα] .
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Notar que Ã y B̃ dependen sólo de p, α, Cα, DX , DY y Q. Las pruebas para los otros

casos son análogas y, obviamente, Ã y B̃ son independientes de Q en tales casos.

6.4. Discusión

La cota superior para dp(Th, T∗) provista por el Teorema C tiene dos términos: uno

de orden hα y otro con un orden controlado por sp y ωc. El término de orden hα es una

consecuencia de la regularidad α–Hölder a trozos asumida para T∗. De hecho, para una

función T∗ general con regularidad α–Hölder no es posible obtener dp(Th, T∗) de orden hβ

para β > α, independientemente del método utilizado para construir las funciones simples

Th (ver ejemplo 6.4.1).

Por otra parte, el término controlado por sp y ωc es una consecuencia de las propiedades

de estabilidad de (X,Y, µ, ν, c) y del método utilizado para construir las aproximaciones

Th. Se puede ver que es necesario contar con un término dependiente de sp para controlar

dp(Th, T∗), pues la convergencia dp(Th, T∗)→ 0 puede hacerse arbitrariamente lenta aun

en el caso de que T∗ y c posean regularidad Lipschitz (ver ejemplo 6.4.3).

Ejemplo 6.4.1 Considerar X = Y = [0, 1] y una medida absolutamente continua µ con

densidad f(x) coincidiendo con 1
x log2(x)

en un entorno de 0. Sea T∗ : X → Y dada por

T∗(x) = xα y ν = (T∗)#µ. Para el costo c(x, y) = |x − y|2, la función T∗ es el único

transporte óptimo para (X,Y, µ, ν, c).

Para cada k ∈ N considerar la partición Pk de X en k intervalos de longitud hk = 1
k .

Considerar una sucesión (Tk)k de funciones simples a valores en Y , de modo tal que cada Tk
sea constante en cada intervalo de Pk y se verifique dp(Tk, T∗) ≤ Chβk para algún 1 ≤ p <∞
y todo k ∈ N, donde C es una constante independiente de k. Veremos que, necesariamente,

se tiene β ≤ α.

Llamando yk al valor que toma Tk en [0, hk], notar que

d pp (Tk, T∗) ≥
∫ hk

0
|T∗(x)− Tk(x)|pf(x)dx =

∫ hk

0

|xα − yk|p
x log2(x)

dx (108)

para k suficientemente grande. Fijando ε > 0 y aplicando el lema 6.4.2 que probaremos

luego, para k grande se obtiene a partir de (108) la desigualdad

Cphβpk ≥ d pp (Tk, T∗) ≥ c(α, ε, p)hαp+εk ,

donde c(α, ε, p) es una constante positiva que depende únicamente de α, ε y p. Luego, se

tiene h
p(β−α)−ε
k ≥ C̃ para alguna constante positiva C̃ independiente de k. Como hk → 0,

se deduce p(β − α) ≤ ε y por lo tanto resulta β ≤ α tomando ε→ 0+. 4

Lema 6.4.2 Sean α ∈ (0, 1) y p ≥ 1. Para todo ε > 0, existe una constante positiva
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c(α, ε, p) dependiente sólo de α, ε y p tal que∫ h

0

|xα − y|p
x log2(x)

dx ≥ c(α, ε, p)hαp+ε

para h suficientemente pequeño y para todo y ∈ [0, 1].

Demostración. Fijar α, p y ε. Notar que xε log2(x) ≤ 1 para x suficientemente pequeño,

con lo cual existe h0 > 0 tal que 1
x log2(x)

≥ 1
x1−ε para x ∈ (0, h0].

Tomar 0 < h ≤ h0. Si 0 ≤ y <
(
h
2

)α
, para 3h

4 ≤ x ≤ h se obtiene

|xα − y|p
x log2(x)

≥ c(α, p) hαp

x1−ε

y por lo tanto ∫ h

0

|xα − y|p
x log2(x)

dx ≥
∫ h

3h
4

|xα − y|p
x log2(x)

dx ≥ c(α, ε, p)hαp+ε .

Las pruebas para los casos
(
h
2

)α ≤ y < hα y hα ≤ y ≤ 1 son análogas.

Ejemplo 6.4.3 Consideramos una modificación del ejemplo 5.3.1, preservando X, Y y

el costo c pero tomando µ = ν = σ, con σ una medida con sop(σ) = [0, 1] que concentra

masa alrededor de 0 y 1/2. Precisamente, fijamos θ > −1 y tomamos σ con densidad

f(x) =

{
A|x− 1

2 |θ , si 0 < |x− 1
2 | < 1

4 ,

B
(

1
2 − |x− 1

2 |
)θ

, si 1
4 < |x− 1

2 | < 1
2 ,

donde A y B son tales que σ es una medida de probabilidad en [0, 1] que verifica

σ([0, h]) = σ
([

1
2 − h

2 ,
1
2 + h

2

])
para 0 ≤ h ≤ 1

4 . (109)

Un simple cálculo muestra que A y B están dadas por

A = 2θB =
(1 + θ) · 21+3θ

1 + 2θ

y que resulta

µ([0, h]) = σ([0, h]) =
21+2θ

1 + 2θ
· h1+θ para 0 ≤ h ≤ 1

4 .

Notar que T∗(x) = x es el único transporte óptimo dado que c ≥ 0, C[T∗] = 0 y ningún

otro transporte T ∈ T (µ, ν) verifica C[T ] = 0. Por otra parte, para k ≥ 2 tomar CkX , CkY , πk
y Tk como en el ejemplo 5.3.1, observando que hk ≤ 1/5 y que la condición (109) garantiza
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que πk es una solución factible de (FP). Luego, para todo p ∈ [1,∞) se tiene

d pp (Tk, T∗) ≥
∫ hk

0
|T∗(x)− Tk(x)|p dµ(x) ≥

(
ı́nf

0≤x≤hk

∣∣1
2 − x

∣∣)µ([0, hk])

=

(
1

2
− hk

)
· 21+2θ

1 + 2θ
· h1+θ

k ≥ 3

10
· 1

3
· h1+θ

k =
1

10
· h1+θ

k .

(110)

Notar que para k ≥ 2 se tiene

1

10
· h1+θ

k ≤ 1

10
·
(

1

5

)1+θ

≤ 1

10
≤ 1,

con lo cual (110) implica dp(Tk, T∗) ≥ 1
10 · h1+θ

k para k ≥ 2. Aśı, dado β > 0 arbitrario y

tomando θ = β − 1, se tiene que (Tk)k converge a T∗ en dp con orden a lo sumo hβk . 4

Terminamos esta sección mostrando un problema compacto, con µ, ν no atómicas y

verificando la hipótesis (SU), con la propiedad adicional de que su único transporte óptimo

T∗ no es α-Hölder a trozos. Por este motivo no puede aplicarse el Teorema C a dicho

problema, aunque śı puede aplicársele el Teorema D que probaremos en la próxima sección.

Ejemplo 6.4.4 Construimos una variante del ejemplo 1.6.2, que esencialmente consiste en

“pesar” el conjunto singular de T∗. Para esto, consideramos

X = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1} = X− ∪ X0 ∪ X+ e Y = Y− ∪ Y0 ∪ Y+,

donde X0 = {0} × {x ∈ Rn−1 : |x| ≤ 1}, los conjuntos X−, X+ son las semiesferas

X− = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1 ∧ x1 ≤ 0} y X+ = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1 ∧ x1 ≥ 0},

y los conjuntos Y−, Y0 e Y+ se definen como

Y0 = X0 , Y− = {x− e1 : x ∈ X−} e Y+ = {x+ e1 : x ∈ X+}.

Luego tomamos c(x, y) como el costo cuadrático y µ, ν como

µ = 1
2Hn|X + 1

2Hn−1|X0 y ν = 1
2Hn|Y + 1

2Hn−1|Y0 ,

donde Hn y Hn−1 son las medidas de Hausdorff normalizadas para que den medida 1 a los

conjuntos X y X0 respectivamente. El problema (X,Y, µ, ν, c) resulta compacto y es fácil

ver que satisface la hipótesis (SU) con transporte óptimo

T∗(x) = 1{x1<0}(x) · (x− e1) + 1{x1=0}(x) · (x) + 1{x1>0}(x) · (x+ e1).

Es claro que T∗ resulta discontinua en X0 y se deduce que T∗ no posee regularidad α-Hölder

a trozos, pues el conjunto Σ debeŕıa contener a X0 pero µ[X0] = 1
2 > 0. 4
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6.5. Demostración del Teorema D

Proposición 6.5.1 Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto verificando la hipótesis (SU)

con transporte óptimo T∗ y valor óptimo I∗ = C[T∗]. Supongamos, adicionalmente, que µ

es no atómica. Luego, dados Q ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, existen constantes A y B dependientes

sólo de p y Q tales que

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · ‖D(πh)‖p + sp
(
2(I[π ch]− I∗)

)
(111)

para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan πh. Más aun, las constantes A

y B pueden tomarse como sigue:

i) Para Th ∈ T QGM [πh],

A = 2
1− 1

p · (Q + 1) y B = 2
2− 1

p .

ii) Para Th ∈ TGM [πh],

A = 2
1− 1

p y B = 2
2− 1

p .

iii) Para (Y, dY ) normado y Th ∈ TB[πh],

A = 2
1− 1

p y B = 2
1− 1

p .

Demostración. Probamos el resultado sólo para el caso i) dado que las pruebas para los

casos ii) y iii) son completamente análogas. Para esto, consideramos un h-plan πh y

Th ∈ T QGM [πh].

Sea ρ > 0. Por el lema 6.2.3, existe un transporte compatible Tρ con partición
{
Eji
}
ij

y tal que C[Tρ] ≤ I[π ch] + ρ.

Sean i ∈ I+ y x ∈ Ei. Luego x ∈ Eji para algún j ∈ J+(i) y

dY (Th(x), Tρ(x)) ≤ dY (Th(x), yj) + dY (yj , Tρ(x)) ≤ dY (Th(x), yj) + h , (112)

dado que Tρ(x) ∈ Fj . Por el lema de cercańıa 3.2.6 se tiene

dY (Th(x), yj) ≤ Q · h+ 2
∑

k∈J+(i)

πik
µi
dY (yk, yj) ≤ Q · h+ 2 ·D(πh)(i) ,

y aplicando esta cota al lado derecho de (112) resulta

dY (Th(x), Tρ(x)) ≤ (Q + 1) · h+ 2 ·D(πh)(i).
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Como esto vale para i ∈ I+ y x ∈ Ei, se deducen las desigualdades∫
Ei

d pY (Th(x), Tρ(x)) dµ(x) ≤
[
(Q + 1) · h+ 2 ·D(πh)(i)

]p
µi

≤ 2p−1
[
(Q + 1)p · hp + 2p · (D(πh)(i))p

]
µi

≤ 2p−1 · (Q + 1)p · hp · µi + 22p−1 · (D(πh)(i))p · µi

para i ∈ I+. Observando que las desigualdades anteriores valen trivialmente para i ∈ I \ I+,

sumando sobre i ∈ I se obtiene∫
X
d pY (Th(x), Tρ(x))dµ(x) ≤ 2p−1 · (Q + 1)p · hp + 22p−1 · ‖D(πh)‖pp ,

y entonces

dp(Th, Tρ) ≤ 2
1− 1

p · (Q + 1) · h+ 2
2− 1

p · ‖D(πh)‖p. (113)

Como en la prueba de la proposición 6.3.1, se tiene

dp(Tρ, T∗) ≤ sp(I[π ch]− I∗ + ρ). (114)

Dado que dp(Th, T∗) ≤ dp(Th, Tρ) + dp(Tρ, T∗), las desigualdades (113) y (114) implican

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · ‖D(πh)‖p + sp(I[π
c
h]− I∗ + ρ),

donde

A = 2
1− 1

p · (Q + 1) y B = 2
2− 1

p .

Eliminando la dependencia de ρ como en la prueba de la proposición 6.3.1 resulta

dp(Th, T∗) ≤ A · h+B · ‖D(πh)‖p + sp
(
2(I[π ch]− I∗)

)
.

Teorema D Sea (X,Y, µ, ν, c) un problema compacto. Supongamos, adicionalmente, que

el problema satisface (SU) con transporte óptimo T∗ y que µ es no atómica. Luego, dados

Q ≥ 0 y 1 ≤ p <∞, existen constantes A,B dependientes sólo de p y Q tales que

dp(Th, T∗) ≤ Ah+B ‖D(πh)‖p + sp
(
4ωc(h)

)
para toda proyección Th de calidad Q extráıda de un h-plan óptimo πh.

Demostración del Teorema D. La prueba es análoga a la dada para el Teorema C, pero

aplicando la desigualdad (111) provista por la proposición 6.5.1 en lugar de la desigualdad

análoga provista por la proposición 6.3.1. Omitimos los detalles.

86
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Apéndice A

Medida en espacios métricos

En este apéndice resumimos las definiciones y resultados fundamentales sobre medidas

en espacios métricos y topológicos. Gran parte de los resultados estudiados en esta tesis

se formulan en el contexto de espacios métricos polacos, principalmente porque algunos

resultados citados en este apéndice requieren esa hipótesis para poder probarse. Pueden

leerse pruebas completas de todos ellos en [22, 104, 112, 114].

A.1. Medidas regulares

En lo que sigue X es siempre un espacio métrico o topológico y notamos B(X) a

su σ-álgebra de Borel. Llamamos medida boreliana en X a toda medida, positiva o con

signo, definida en el espacio medible (X,B(X)). Una medida boreliana µ en X es finita

si supE∈B(X)

∣∣µ[E]
∣∣ < ∞, que se reduce a la condición µ[X] < ∞ cuando µ es positiva.

Notamos M(X) al conjunto de las medidas borelianas con signo y finitas en X, M+(X)

al subconjunto de M(X) formado por las medidas positivas y P(X) al subconjunto de

M+(X) formado por las medidas de probabilidad.

El conjunto M(X) admite estructura de espacio vectorial con las operaciones

(µ+ ν)[E] = µ[E] + ν[E] y (λ · µ)[E] = λ · µ[E]

definidas para µ, ν ∈ M(X), λ ∈ R y E ∈ B(X). Con esta estructura lineal M+(X) es

un cono convexo y P(X) un conjunto convexo. Toda medida µ ∈ M(X) se descompone

de manera única como la diferencia de dos medidas µ+ y µ− en M+(X). La unicidad

debe entenderse en el sentido de que si µ+ − µ− = µ = µ1 − µ2 para µ1 y µ2 en M+(X),

entonces µ1 ≥ µ+ y µ2 ≥ µ−. Esta descomposición se conoce como la descomposición de

Hahn–Jordan de µ. Para cada medida µ ∈M(X) se define la medida variación total de

µ como la medida positiva |µ| = µ+ + µ− y se llama variación total de µ al número no
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negativo

|µ|[X] = sup
{∑

i

∣∣µ[Ei]
∣∣ : (Ei)i partición boreliana y numerable de X

}
.

Operaciones con medidas

Para producir nuevas medidas a partir de medidas ya conocidas consideramos tres

operaciones elementales: combinaciones lineales en M(X), restricciones y productos. Las

combinaciones lineales no necesitan ninguna explicación. La restricción de una medida

µ ∈M(X) a un boreliano E ∈ B(X) es la medida µ|E ∈M(X) definida por la igualdad

µ|E [A] = µ[A ∩ E] para todo A ∈ B(X). Notar que µ|E es también un elemento de M(E).

Finalmente, dados espacios topológicos X e Y junto con medidas µ ∈M(X) y ν ∈M(Y ),

la medida producto de µ y ν es la única medida µ⊗ ν ∈M(X × Y ) que verifica

(µ⊗ ν)[E × F ] = µ[E]ν[F ] para E ∈ B(X) y F ∈ B(Y ).

Soporte y concentración de medidas

Dada una medida positiva µ en X, el soporte de µ es el conjunto cerrado

sop(µ) =
{
x ∈ X : para todo abierto U 3 x vale µ[U ] > 0

}
.

Para µ ∈M(X) su soporte es el conjunto cerrado sop(µ) = sop(µ+) ∪ sop(µ−), donde µ+

y µ− son las medidas de la descomposición de Hahn–Jordan de µ. Una medida µ ∈M(X)

está concentrada en un conjunto E ∈ B(X) si vale µ|E = µ. Dicha condición equivale a

|µ|[X \ E] = 0, que en el caso de µ positiva y finita se simplifica a µ[E] = µ[X].

Teorema π − λ de Dynkin

No siempre es inmediato concluir la igualdad de dos medidas coincidentes sobre una

σ-álgebra Σ ⊂ 2X . En general basta probar la igualdad sobre una familia de conjuntos

cerrada por intersecciones y suficientemente grande como para generar la σ-álgebra Σ. Ese

es el contenido del Teorema π − λ que enunciamos a continuación.

Un subconjunto Π ⊂ 2X es un π-sistema si es cerrado por intersecciones finitas, es

decir, si verifica A ∩B ∈ Π cada vez que A ∈ Π y B ∈ Π. Por otra parte, un subconjunto

Λ ⊂ 2X es un λ-sistema si verifica las siguientes tres propiedades:

i) Contiene al conjunto vaćıo: ∅ ∈ Λ.

ii) Es cerrado por complementos: si A ∈ Λ entonces X \A ∈ Λ.
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iii) Es cerrado por uniones numerables disjuntas: si los conjuntos A1, A2, . . . ∈ Λ son

disjuntos dos a dos, entonces
⋃
iAi ∈ Λ.

Teorema A.1.1 (Dynkin) Sean Π ⊂ Λ ⊂ 2X tales que Π es un π-sistema y Λ es un

λ-sistema. Entonces σ(Π) ⊂ Λ, es decir, Λ contiene a la σ-álgebra generada por Π.

Corolario A.1.2 Sean µ, ν medidas finitas definidas sobre una σ-álgebra Σ ⊂ 2X y tales

que µ[X] = ν[X]. Se tiene entonces que
{
A ∈ Σ : µ[A] = ν[A]

}
es un λ-sistema, de modo

que si µ y ν coinciden sobre un π-sistema Π ⊂ 2X con σ(Π) = Σ resulta µ = ν.

Medidas regulares

Para poder hacer análisis en M(X) interesan las medidas con buenas propiedades de

aproximación. Una primera noción en este sentido es la de medidas regulares. Para un

espacio topológico X las medidas de M(X) no son en general regulares, por lo que es

necesario requerir axiomas de separación. En nuestro caso no será un problema porque

trabajaremos con espacios métricos.

Definición A.1.3 Una medida positiva µ en un espacio topológico X es regular si

µ[E] = sup
{
µ[F ] : F ⊂ E cerrado

}
= ı́nf

{
µ[U ] : U ⊃ E abierto

}
para todo E ∈ B(X). Cuando µ es una medida con signo, decimos que µ es regular si lo

son las medidas µ+ y µ− de su descomposición de Hahn–Jordan.

Lema A.1.4 Sea X un espacio topológico y sean µ, ν ∈M(X) medidas regulares. Luego,

son equivalentes:

i) µ = ν,

ii) µ y ν coinciden sobre los cerrados,

iii) µ y ν coinciden sobre los abiertos.

Teorema A.1.5 Sea X un espacio métrico. Luego, toda medida boreliana y finita en X es

regular. En particular, para µ, ν ∈M(X) las proposiciones i), ii) y iii) del lema anterior

son también equivalentes a

iv)
∫
X f dµ =

∫
X f dν para toda f : X → R acotada y uniformemente continua.

A.2. Convergencia débil de medidas

Se define la norma ‖µ‖ := |µ|[X] que hace deM(X) un espacio de Banach. Ésta induce

una topoloǵıa fuerte en M(X), pero para el estudio de medidas en P(X) resulta más
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fruct́ıfero trabajar con una topoloǵıa débil que definimos v́ıa funciones de test. Para esto,

dado un espacio topológico X, definimos los conjuntos

C(X) =
{
f : X → R : f continua

}
, Cb(X) =

{
f ∈ C(X) : f acotada

}
,

C0(X) =
{
f ∈ C(X) : ĺım

x→∞
f(x) = 0

}
, Cc(X) =

{
f ∈ C(X) : sop(f) compacto

}
,

donde ĺımx→∞ f(x) = 0 significa que para todo ε > 0 existe un compacto K ⊂ X tal que

|f | < ε en X\K. Notar que valen las inclusiones

Cc(X) ⊂ C0(X) ⊂ Cb(X) ⊂ C(X).

En general, la norma ‖ · ‖∞ está bien definida en Cc(X), Cb(X) y C0(X) pero no en C(X).

Dicha norma hace de Cb(X) y C0(X) espacios de Banach y de Cc(X) un subespacio denso

de C0(X). En general, Cc(X) no es un espacio de Banach con ‖ · ‖∞.

Teorema A.2.1 (Riesz–Markov) Sea X un espacio topológico localmente compacto y

Hausdorff. Dado un funcional continuo ψ ∈ C0(X)∗, existe una única medida con signo

boreliana regular µ en X tal que

ψ(f) =

∫
X
f dµ

para toda f en C0(X). Más aun, la norma de ψ como funcional lineal coincide con la

variación total de µ.

La dualidad del teorema de Riesz–Markov sugiere considerar en M(X) una topoloǵıa

débil interpretando dicho espacio como C0(X)∗. Esta topoloǵıa, que en términos precisos

es la topoloǵıa débil-∗ en M(X), es más débil que la topoloǵıa que vamos a considerar,

pues en lugar de tomar funciones de test en C0(X) vamos a hacerlo en Cb(X).

Definición A.2.2 Sea X un espacio topológico. Dadas una sucesión (µn)n ⊂M(X) y una

medida µ ∈ M(X), decimos que (µn)n converge débilmente a µ si para toda f ∈ Cb(X)

tenemos
∫
X f dµn −→n

∫
X f dµ. Cuando esto sucede, lo notamos µn −⇀ µ.

Ejemplo A.2.3 Sea X = R con la topoloǵıa usual, µn = δn y µ = 0. Notar que (µn)n no

converge débilmente a µ. En efecto, tomando la función de test f = 1 ∈ Cb(X) se obtiene∫
X
f dµn = f(n) = 1 6−→ 0 =

∫
X
f dµ.

Si utilizáramos los elementos de C0(X) como funciones de test para definir la noción de

convergencia débil entonces (µn)n śı convergeŕıa a µ, pues∫
X
f dµn = f(n) −→ 0 =

∫
X
f dµ para f ∈ C0(X).

Notar que P(X) no resultaŕıa cerrado definiendo aśı la convergencia débil. El “problema”

está en que las funciones de C0(X) no detectan la masa que escapa al infinito. 4

92



A.2. Convergencia débil de medidas

Aclaración A.2.4 La noción de convergencia débil considerada, i.e. la que resulta al

utilizar los elementos de Cb(X) como funciones de test, se conoce en la bibliograf́ıa como

narrow convergence. La que resulta de utilizar los elementos de C0(X) como funciones de

test, se conoce como vague convergence.

Lema A.2.5 Si X es un espacio métrico entonces los ĺımites débiles en M(X) son únicos

y tanto M+(X) como P(X) son cerrados para la topoloǵıa de la convergencia débil.

Ejemplo A.2.6 La convergencia débil de medidas en espacios topológicos no posee las

buenas propiedades del lema anterior. Para ilustrar este hecho, consideramos el espacio

topológico de Sierpiński X = {0, 1}, donde los abiertos son los conjuntos ∅, {1} y X. Notar

que B(X) coincide con el conjunto de partes de X y que las únicas funciones continuas en

Cb(X) son las constantes.

Consideramos la sucesión (µn)n definida por µn = δ0 y tomamos µ = 2δ0 − δ1. Dada

f ∈ Cb(X), resulta f ≡ c para alguna constante c y por lo tanto∫
X
f dµn = f(0) = c = 2 · c− c = 2 · f(0)− f(1) =

∫
X
f dµ,

con lo cual µn −⇀ µ. Como (µn)n ⊂ P(X) y µ /∈M+(X), esto prueba que ni M+(X) ni

P(X) son cerrados para la topoloǵıa débil deM(X). Dado que (µn)n obviamente converge

a δ0 6= µ, este mismo ejemplo muestra que la unicidad de ĺımites débiles enM(X) también

falla cuando X es un espacio topológico arbitrario. 4

Convergencia débil en P(X)

El siguiente teorema da algunas condiciones equivalentes a la convergencia débil de

medidas en P(X) ⊂M(X).

Teorema A.2.7 Sea X un espacio métrico, (µn)n una sucesión de medidas de probabilidad

en X y µ ∈ P(X). Son equivalentes:

i) µn −⇀ µ;

ii)
∫
X f dµn −→n

∫
X f dµ para toda f uniformemente continua y acotada en X;

iii) ĺım supn µn[F ] ≤ µ[F ] para todo cerrado F ⊂ X;

iv) ĺım infn µn[U ] ≥ µ[U ] para todo abierto U ⊂ X;

v) µn[B]−→n µ[B] para todo boreliano B ∈ B(X) con µ[∂B] = 0.

Dado un espacio métrico separable (X, d) es posible definir una métrica dP en P(X)

de modo que toda sucesión de medidas de probabilidad (µn)n converja a µ si y sólo si

dP (µn, µ)−→n 0. En otras palabras, es posible metrizar la convergencia débil en P(X).
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Definición A.2.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado un subconjunto no vaćıo A de X y

α > 0, definimos

Aα =
{
x ∈ X : d(x,A) < α

}
,

donde d(x,A) = ı́nf
{
d(x, a) : a ∈ A

}
. Definimos también ∅α = ∅ para todo α > 0. Para

cada par de medidas µ, ν ∈ P(X) definimos

dP (µ, ν) = ı́nf
{
α > 0 : µ[B] ≤ ν[Bα] + α y ν[B] ≤ µ[Bα] + α ∀B ∈ B(X)

}
.

El siguiente teorema muestra que tenemos un espacio métrico (P(X), dP ) y que éste

metriza la convergencia débil en P(X) cuando (X, d) es separable. La métrica dP se llama

métrica de Prokhorov inducida por d.

Teorema A.2.9 Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:

i) La función dP es una métrica en P(X).

ii) Para (µn)n ⊂ P(X) y µ ∈ P(X) vale que dP (µn, µ)−→n 0 implica µn −⇀ µ.

iii) Si (X, d) es separable entonces (P(X), dP ) también lo es y, en ese caso, para toda

sucesión (µn)n y toda µ ∈ P(X) resulta dP (µn, µ)−→n 0 si y sólo si µn −⇀ µ.

A.3. Rigidez y Teorema de Prokhorov

Para hacer análisis siempre es útil contar con teoremas de compacidad que permitan

construir subsucesiones convergentes a puntos ĺımite de interés. El teorema de Prokhorov

que enunciamos más abajo da condiciones necesarias y suficientes para que una familia F
de medidas en (P(X), dP ) tenga clausura compacta o, equivalentemente, para que toda

sucesión de F tenga alguna subsucesión convergente.

Un situación fácil de solucionar es la que se presenta cuando (P(X), dP ) es compacto.

En este caso toda sucesión de medidas de probabilidad tendrá subsucesión convergente. La

siguiente proposición dice exactamente cuándo sucede esto.

Proposición A.3.1 Un espacio métrico (X, d) es compacto si y sólo si (P(X), dP ) lo es.

Sin ninguna hipótesis sobre el espacio métrico (X, d) no es posible dar un teorema de

compacidad. Afortunadamente, exigiendo completitud y separabilidad a (X, d) es posible

obtener un teorema de compacidad usando la noción de rigidez.

Definición A.3.2 Una medida µ ∈ P(X) es ŕıgida (tight) si para todo ε > 0 existe K ⊂ X
compacto tal que µ[X\K] < ε o, equivalentemente, tal que µ[K] ≥ 1− ε.

Observación A.3.3 En el caso de trabajar con medidas con signo, en la definición de

rigidez debe sustituirse la condición µ[X\K] < ε por |µ|[X\K] < ε. Notar que ambas
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condiciones son equivalentes entre śı cuando µ es una medida positiva. Notar también que

cuando X es compacto toda medida boreliana y finita en X es ŕıgida.

Lema A.3.4 Si X es un espacio métrico y µ una medida boreliana, finita y ŕıgida en él,

entonces µ está concentrada en un subconjunto σ-compacto de X.

Teorema A.3.5 Si µ es una medida boreliana, finita y ŕıgida en X, entonces para cada

B ∈ B(X) vale que

µ(B) = sup
{
µ[K] : K ⊂ B compacto

}
.

Para hacer una buena parte de la teoŕıa de transporte óptimo es útil contar con la

hipótesis de que las medidas que aparecen son ŕıgidas. Una forma de garantizar esta

hipótesis es trabajar en espacios polacos, dado que estos definen una clase razonablemente

amplia de espacios en los que cualquier medida boreliana y finita es ŕıgida.

Definición A.3.6 Un espacio polaco es un espacio métrico completo y separable.

Teorema A.3.7 Toda medida boreliana y finita en un espacio polaco es ŕıgida.

Definición A.3.8 Si X es un espacio métrico, una familia de medidas de probabilidad

F ⊂ P(X) se dice ŕıgida (tight) si para todo ε > 0 existe un subconjunto compacto K de

X tal que µ[K] ≥ 1− ε para toda µ en F .

Observación A.3.9 Cuando F es un singleton {µ}, F es ŕıgida si y sólo si µ lo es.

Observación A.3.10 La rigidez de una familia de medidas elimina la posibilidad de que

la masa se escape al infinito, como sucede en el ejemplo A.2.3. De hecho, vale que si (µn)n
es ŕıgida, entonces (µn)n converge a µ en la dualidad con C0(X) si y sólo si lo hace en la

dualidad con Cb(X). Con las definiciones de la aclaración A.2.4, una sucesión ŕıgida es

vaguely convergent si y sólo si es narrowly convergent.

Teorema A.3.11 (Prokhorov) Sea (X, d) un espacio métrico polaco y consideremos en

P(X) la métrica de Prokhorov dP . Para toda familia F ⊂ P(X) son equivalentes:

i) F es compacta en (P(X), dP ).

ii) F es ŕıgida.

A.4. Desintegración de medidas

El teorema de desintegración formaliza la intuición de que una medida debeŕıa poder

descomponerse como una familia de medidas definidas sobre las fibras de una función

medible. Más precisamente, dados espacios Z y X, una medida π ∈ P(Z) y una función

Boreliana P : Z → X, es posible definir medidas (πx)x∈X sobre las fibras (P−1(x))x∈X
de modo que π pueda reconstruirse a partir de las medidas (πx)x∈X y el pushforward de

π por P . El pushforward de π por P se define como la medida P#π ∈ P(X) dada por

P#π[E] = π[P−1(E)] para E ∈ B(X).
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Definición A.4.1 Un espacio topológico X es un espacio de Radon si verifica que toda

medida µ ∈M(X) es ŕıgida. En particular, todo espacio polaco es un espacio de Radon.

Teorema A.4.2 Dados espacios de Radon Z y X, P ∈ B(Z,X) y π ∈ P(Z), definimos

las notaciones µ := P#π y Ex := P−1(x) ∩ E para x ∈ X y E ∈ B(Z). Entonces existen

medidas (πx)x∈X en P(Z), uńıvocamente determinadas µ-a.e., que desintegran π respecto

de µ. Precisamente:

i) La aplicación x 7→ πx es boreliana, en el sentido de que para todo B ∈ B(Z) resulta

boreliana la aplicación x 7→ πx[B].

ii) Las medidas (πx)x∈X se concentran sobre las fibras (Zx)x∈X : µ-a.e. valen

πx[Z \ Zx] = 0 y πx[E] = πx[Ex] = πx[E ∩ Zx] para todo E ∈ B(Z).

iii) Para toda función boreliana f : Z → [0,+∞] vale∫
Z
f(z) dπ(z) =

∫
X

(∫
Zx

f(z) dπx(z)

)
dµ(x).

Observación A.4.3 El teorema A.4.2 puede extenderse a medidas π ∈M(X) tomando

la descomposición de Hahn–Jordan π = π+ − π− y aplicando luego el teorema a las

normalizaciones de las medidas π+ y π−. Notar que la identidad del ı́tem iii) vale para

funciones f ∈ L(π) y que para E ∈ B(Z) implica las igualdades

π[E] =

∫
X
πx[Ex] dµ(x) =

∫
X
πx[E] dµ(x).

Desintegración en un espacio producto

Dados espacios de Radon X e Y , considerar Z = X × Y y P : Z → X la proyección

canónica sobre X. Las fibras de P toman la forma Zx = {x}× Y y por lo tanto pueden ser

identificadas con Y . Más aun, para cada medible E ∈ B(Z) puede pensarse la sección Ex
como el elemento de B(Y ) definido por

Ex =
{
y ∈ Y : (x, y) ∈ E

}
. (115)

Con esta idea en mente puede tomarse cada medida πx en el teorema A.4.2 como un

elemento de P(Y ) y reconstruir π a partir de las medidas producto δx ⊗ πx que śı están

concentradas sobre las fibras {x} × Y . Aśı, el teorema A.4.2 toma la siguiente forma.

Corolario A.4.4 Sean X e Y espacios de Radon y sea π ∈ P(X × Y ) una medida con

primera marginal µ ∈ P(X). Entonces existen medidas (πx)x∈X en P(Y ), uńıvocamente

determinadas µ-a.e., que desintegran π respecto de µ. Precisamente:
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i) La aplicación x 7→ πx es boreliana, en el sentido de que para todo B ∈ B(Y ) resulta

boreliana la aplicación x 7→ πx[B].

ii) Para toda función boreliana f : X × Y → [0,+∞] vale∫
X×Y

f(x, y) dπ(x, y) =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dπx(y)

)
dµ(x).

En particular, para todo E ∈ B(X × Y ) vale

π[E] =

∫
X

(δx ⊗ πx)[E] dµ(x) =

∫
X
πx[Ex] dµ(x),

donde se definen las secciones Ex como en (115).
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563–564. Springer US, 2010.

[83] R. M. Karp y S.-Y. R. Li. Two special cases of the assignment problem. Discrete

Mathematics, 13(2):129–142, 1975.

104



Bibliograf́ıa
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[88] B. Lévy. A numerical algorithm for L2 semi-discrete optimal transport in 3d. ESAIM,

Math. Model. Numer. Anal., 49(6):1693–1715, 2015.

[89] W. Li y R. H. Nochetto. Quantitative stability and error estimates for optimal

transport plans. IMA J. Numer. Anal., 41(3):1941–1965, 2021.

[90] M. Lindsey y Y. A. Rubinstein. Optimal transport via a Monge-Ampère optimization

problem. SIAM J. Math. Anal., 49(4):3073–3124, 2017.

[91] S. P. Lloyd. Least squares quantization in PCM. IEEE Trans. Inf. Theory, 28:129–137,

1982.

[92] D. G. Luenberger y Y. Ye. Linear and Nonlinear Programming. Springer, 2008.

[93] X.-N. Ma, N. S. Trudinger, y X.-J. Wang. Regularity of potential functions of the

optimal transportation problem. Arch. Ration. Mech. Anal., 177(2):151–183, 2005.

[94] J. MacQueen. Some methods for classification and analysis of multivariate obser-

vations. Proc. 5th Berkeley Symp. Math. Stat. Probab., Univ. Calif. 1965/66, 1,

281-297 (1967).

[95] R. J. McCann. Existence and uniqueness of monotone measure-preserving maps.

Duke Math. J., 80(2):309–323, 1995.

[96] R. J. McCann. Polar factorization of maps on Riemannian manifolds. Geom. Funct.

Anal., 11(3):589–608, 2001.

[97] R. J. McCann, B. Pass, y M. Warren. Rectifiability of optimal transportation plans.

Can. J. Math., 64(4):924–933, 2012.

[98] G. Montavon, K.-R. Müller, y M. Cuturi. Wasserstein Training of Restricted

Boltzmann Machines. En Proceedings of the 30th International Conference on Neural

Information Processing Systems, NIPS’16, página 3718–3726, Red Hook, NY, USA,

2016. Curran Associates Inc.

105



Bibliograf́ıa

[99] E. F. Montesuma, F. N. Mboula, y A. Souloumiac. Recent advances in optimal

transport for machine learning. arXiv:2306.16156, June 2023.

[100] R. E. Moore. Methods and Applications of Interval Analysis. Society for Industrial

and Applied Mathematics, 1979.
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[118] B. Schmitzer y C. Schnörr. A Hierarchical Approach to Optimal Transport, páginas
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