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Aproximacion Discreta del Transporte ()ptimo

Resumen

En esta tesis estudiamos la aproximacién discreta de problemas de transporte éptimo
en espacios métricos compactos. Precisamente, consideramos la clase de problemas de
Monge—Kantorovich que pueden definirse como una 5-upla (X, Y, u,v,¢), donde X e Y
son espacios métricos compactos, p y v son medidas borelianas de probabilidad en X e
Y respectivamente y ¢: X X Y — R es una funcién de costo continua. Para dicha clase
de problemas estudiamos la aproximacion discreta de los tres objetos mas relevantes: el
transporte éptimo 7, en el sentido de Kantorovich, el transporte 6ptimo T en el sentido
de Monge y el valor 6ptimo del problema I,.

Nuestros objetos de estudio son las discretizaciones inducidas por particiones punteadas
finitas de diametro h para los espacios X e Y, que resultan equivalentes a un problema de
programacién lineal en dimensién finita. En primer lugar introducimos métodos efectivos
para construir aproximaciones T}, de T, a partir de las soluciones discretas m, de dichos
problemas, extendiendo la idea de la proyeccion baricéntrica a espacios sin estructura lineal.
Luego probamos, para h — 0, la convergencia cuantitativa de valores 6ptimos I[m;] — L.
junto con la convergencia de los aproximantes 7, — m, en Wy, y T, — T\ en LP(u,Y).
Finalmente, asumiendo una forma de regularidad Hélder a trozos para T, garantizamos
ordenes de convergencia para T, — Ty en términos del exponente de Holder de T y del
orden de crecimiento del operador de costo de Monge en torno a 7.

Palabras clave: Transporte OptimO, Problema de Monge—Kantorovich, Aproximacion
Discreta, FEspacios Compactos, Convergencia en LP.

MSC 2020: 65J99, 65K99, 49Q22, 90C08, 35J96.
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Discrete Approximation of Optimal Transport

Abstract

In this thesis we study the discrete approximation of optimal transport problems on
compact metric spaces. Precisely, we consider the class of Monge—Kantorovich problems
that can be defined by a 5-tuple (X,Y, u, v, ¢), where X and Y are compact metric spaces,
w1 and v are Borel probability measures on X and Y respectively and c: X xY — Ris a
continuous cost function. For that class of problems we study the discrete approximation
of the three most relevant objects: the optimal transport 7, in the sense of Kantorovich,
the optimal transport T in the sense of Monge and the optimal value of the problem I,.

Our objects of study are the discretizations induced by finite pointed partitions with
diameter h for the spaces X and Y, that turn out to be equivalent to a linear program-
ming problem in finite dimension. First, we introduce effective methods for constructing
approximations T} for T, from the discrete solutions 7, of said problems, extending the
idea of the barycentric projection to spaces without linear structure. Then, for A — 0,
we prove the quantitative convergence of optimal values I[m;] — 1. and the convergence
of approximants 7, — m, in W, and Tj, — T} in LP(u,Y’). Finally, assuming a form of
piecewise Holder regularity for Ty, we guarantee convergence rates for T, — T} in terms of
the Holder exponent of T, and the growth order of the Monge cost operator around 7.

Keywords: Optimal Transport, Monge—Kantorovich Problem, Discrete Approzimation,
Compact Spaces, Convergence in LP.

MSC 2020: 65J99, 65K99, 49Q22, 90C08, 35J96.
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Introduccion

En las ultimas décadas la teoria de transporte éptimo se consolidé como una teoria
matematica en si misma, situdndose en la interseccion entre la teoria de probabilidades,
el analisis convexo, la optimizacidén, el calculo variacional y el estudio de ecuaciones en
derivadas parciales. Su relevancia se debe no sélo a la generalidad y aplicabilidad de sus
resultados dentro de la matematica sino también a sus diversas aplicaciones en dreas como
la mecdnica de fluidos [5, 24], la meteorologia [48, 49], el transporte [40, 41, 115, 128], la
economia y las finanzas cuantitativas [13, 47, 53, 72, 73], el procesamiento de imdgenes [79,
110, 113] y més recientemente la gran area de andlisis de datos, estadistica computacional
y machine learning [10, 36, 46, 98, 99, 121, 122, 129].

En esta tesis estudiamos la aproximacién discreta de problemas de transporte éptimo
en espacios métricos compactos, obteniendo resultados de convergencia y estabilidad bajo
hipotesis generales. A continuacién presentamos dichos resultados, introduciendo primero
las definiciones necesarias para formularlos y darles contexto. Por razones de claridad y
brevedad omitimos algunos tecnicismos que podrian oscurecer la presentacion de las ideas
fundamentales. Las definiciones precisas de los objetos discutidos en esta introduccién

serdn dadas en los Capitulos 1, 2, 3 y en los Apéndices.

El problema del Transporte C)ptimo

Considerar espacios métricos X,Y dotados de distribuciones de masa pu, v junto con
una funcién ¢(z,y) que indique el costo de mover una unidad de masa desde x € X hasta
y € Y. El problema del transporte dptimo de masa es el de redistribuir la masa de X en Y
de modo que p se transforme en v, minimizando el costo de mover la totalidad de la masa
de X. Notar que la factibilidad del problema requiere u(X) = v(Y'), con lo cual siempre
puede asumirse que i v v son medidas de probabilidad.

Para formalizar la idea de redistribuir p en v decimos que una funcién 7': X — Y es

un transporte de p en v si verifica

,u[T_l(F)] = v[F] para todo F' C Y medible.
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Cuando esto sucede lo notamos Tup = v y decimos que v es el pushforward de p por
T, reservando la notacién T (u,v) para el conjunto de los transportes de p en v. Cada
transporte 7" de p en v tiene un costo total asociado, que resulta de acumular los costos de
mover cada diferencial de masa du(z) desde su posicion inicial z hasta su posicién final
T'(z). Asi, el costo total de T resulta ser

O[T = /X e, T()) ds(z) (1)

y llamamos operador de costo de Monge al operador C definido por (1). El problema de
Monge inducido por (X,Y, i, v, c) es el de decidir si existe un transporte éptimo T} de p
en v que minimice el valor de C.

Asi como una funcién T : X — Y transporta medidas de X en Y, la aplicacién producto
asociada Idx ® T := x + (z,T(x)) transporta medidas de X en X x Y. Notando 7 a la
medida (Idx ® T')xp y notando A(u,v) al conjunto de medidas en X x Y con marginales
p y v, resulta la equivalencia T € T (u,v) <= 7r € A(u,v). Mas aun, se tiene

C[T] = /X e, T()) ds(z) = /X elag)dr(ay) = Tier), ()

donde I es el operador de costo de Kantorovich definido por
I[r] = / c(x,y) dm(z,y).
XxY

La igualdad (2) permite interpretar el problema de minimizar I sobre A(u,r) como una
relajacién del problema de Monge. Llamaremos problema de Kantorovich inducido por
(X,Y, pu,v,c) a dicho problema.

Un caso particular relevante para nuestros propdsitos se da cuando p y v son medidas
finitamente soportadas. En tal caso puede asumirse que X e Y son finitos: digamos que
para conjuntos finitos de indices I, J se tiene X = {x;}icr, Y = {y;}jes y por lo tanto

,uzz,uiéxi y V:ZVj(Syj. (3)
icl jed

Luego de identificar las medidas finitamente soportadas en X x Y con sucesiones finitas
doblemente indexadas, el problema de Kantorovich toma la forma de un problema de
programacion lineal en dimensién finita que puede escribirse como

min E E T35 Cij
(miz)ij >0

- i€l jed
(FP)
S. a. Zﬂ'ij:ui Viel, ZT['Z']‘:V]' VjEJ,
jedJ i€l
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donde ¢;; = ¢(xi,y;) y las restricciones en (FP) representan la condicién de que las medidas
marginales de m = (7;;);; sean p y v. Es facil ver que no siempre es factible el problema de
Monge en el caso discreto, aunque si lo es en algunos casos particulares de interés, como
por ejemplo cuando |I| = |J| =Ny p =v; = % para todo ¢ € I y todo j € J.

Métodos numéricos para (X,Y, u, v, c)

El diseno de estrategias numéricas para aproximar el transporte 6ptimo depende tanto
de la estructura disponible en X,Y como de la regularidad de las medidas u,v y de la
funcién de costo c. Puede decirse que existen tres clases de métodos: los continuos, que
asumen medidas u, v absolutamente continuas; los discretos, aplicables cuando pu, v tienen
soportes finitos; y los semidiscretos, que asumen una medida absolutamente continua y
otra discreta. Tedricamente siempre es posible discretizar p y v de algin modo, por lo que
en principio todo problema (X,Y, u, v, c) puede ser tratado con métodos discretos.

Una buena propiedad del caso discreto es que se conocen algoritmos eficientes [51, 68,
71, 81, 119] para aproximar minimizantes de (FP) desde mediados del siglo pasado. Entre
ellos destacamos el método (network) simplex [2, 21, 52, 92], una variedad de algoritmos
combinatorios [2, 19, 20, 26, 86, 118] o el més reciente método de regularizacién entrépica
[50, 105]. Generalmente sucede que la estructura adicional de (XY, u, v, ¢) permite disenar
métodos especificos con mejor performance que en el caso general, como sucede para ciertos
problemas unidimensionales [27, 58, 83, 127] en los que puede explotarse la monotonia de ¢
o como cuando (FP) proviene de discretizar un problema continuo regular, donde resultan
eficientes los métodos [102, 117] fundamentados en la idea de que (m;;);; se concentra en
torno al grafico de un transporte éptimo T para el problema continuo original.

Por otra parte, los métodos semidiscretos [11, 84, 88, 101] y continuos [9, 14, 15, 16, 45,
69, 70, 90, 103, 109] en general resultan de aplicar ideas provenientes del cdlculo variacional
y el analisis de PDEs, de modo que requieren alguna estructura diferenciable y usualmente
se limitan a problemas en espacios euclideos con costo cuadratico. Dicha limitacion surge
generalmente de la formulaciéon misma del método, de las dificultades computacionales
de algiin problema intermedio o bien de la falta de garantias de convergencia. Para una
discusién de algunos de estos métodos ver [116, Cap. 6] o [105, Caps. 5, 7].

Aproximacién discreta de (X,Y, u, v, c)

En esta tesis consideramos una generalizaciéon del esquema propuesto por Oberman
y Ruan en [102], permitiendo aproximar problemas (X, Y, u, v, c) generales. El esquema
consiste en particionar X,Y con resolucién espacial h para construir medidas discretas
n, v, que inducen un problema discreto de la forma (FP). Resolviendo (FP) obtendremos
un plan de transporte discreto 7, de costo I[my], sirviendo como aproximantes de 7, e
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I, respectivamente. También construiremos aproximantes T de T, a partir 7, mediante
calculos efectivos y sin asumir estructura lineal en (Y, dy ). Nuestro principal objetivo
serd, probar rigurosamente la convergencia de estos tres aproximantes para h — 0%, con
hipétesis de regularidad minimas sobre (X,Y, u, v, ¢).

Discretizacién de (X,Y, u, v, c)

Un método simple para discretizar medidas en un espacio Z consiste en distribuir
puntos en Z y pesarlos segin el comportamiento local de la medida en cuestiéon. Esta
idea se conoce como cuantizacion en el caso general y como clustering para el caso en el
que la medida original ya es discreta. Notar que aun si i y v son discretas tiene sentido
aproximarlas por nuevas medidas discretas con menor cantidad de dtomos a fin de reducir
la dimensién de (FP). En ciertos contextos tiene sentido llevar a cabo el procedimiento
descripto anteriormente con algun criterio de calidad, sirviendo como ejemplos el método
de Lloyd [91] en el caso continuo y el método k-means [82, 94] en el caso discreto.

En nuestro caso vamos a aplicar el método antes descripto a medidas en espacios
métricos generales, ignorando toda nocién de calidad de la cuantizacién/clustering. Para
esto consideramos particiones punteadas finitas en X e Y, digamos

Cx = {(Ei7$i)}iel y Cy = {(Fj7yj)}jej’

donde sélo asumimos que los conjuntos E;, F; son borelianos y verifican x; € F;, y; € F).
Al par de particiones Cx,Cy le asociamos un pardmetro de resolucién

h := méax {méx didm(F;), max diém(Fj)}
i€l jeJ
y medidas finitamente soportadas

ph =Y plE] 0,y vn=) V[Fj]-dy,

iel jeJ

Escribiendo p; = plE;] y vj = v[F}] las medidas pp, v, toman la forma (3), de modo
que las particiones Cx,Cy inducen inmediatamente un problema de la forma (FP). Dicho
problema es el problema de Kantorovich asociado a (X, Y, up, v, ¢), que resulta ser una
aproximacion discreta del problema de Kantorovich para (X,Y, u, v, c).

Construccion de aproximantes para el Transporte ()ptimo

Para aproximar el transporte 6ptimo en el sentido de Kantorovich basta tomar un
plan de transporte éptimo para (X, Y, up, v, ¢) o, equivalentemente, un minimizante 7, de
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(FP). Para h pequeno es esperable que 7, sea una buena aproximacién discreta de algin
plan de transporte 6ptimo , para (X,Y, u, v, c). La construccién de un aproximante T},
para el transporte 6ptimo T en el sentido de Monge no es igual de inmediata, dado que 7,
no necesariamente se concentra sobre un grafico. En general sucede que para i € I existe
mas de un j € J con m;; > 0, de modo que no existe un candidato inmediato para Tj,(z;) y
por lo tanto es necesaria alguna construccién para producir 7T}, a partir de 7.

La estrategia usual para obtener un aproximante T}, de T, a partir de 7, consiste en
construir T}, a trozos del siguiente modo: para todo ¢ € I y todo x € E; tomar

Th(z) = Th|g,(x) = yi = Z Ly (4)
jeJ

Esta construccion se conoce como proyeccion baricéntrica y carece de sentido si Y no tiene
estructura lineal, por lo que propondremos una construccién alternativa disponible para Y
general. Para esto notar que y; puede interpretarse como el valor esperado E[Y;] de una
distribucién Y-valuada Y; que toma cada valor y; con probabilidad 7;;/p;. Luego bastaria
considerar una nocién de tendencia central que dependa sélo de la estructura métrica
de (Y,dy) en lugar de E. Como se explicara en el Capitulo 3, seguiremos esta estrategia
utilizando medianas geométricas pesadas y llamaremos proyeccion a todo aproximante T},
de T, construido a partir de mp, por alguno de estos dos métodos.

La construccién propuesta no puede ser calculada efectivamente dado que, a diferencia
del baricentro, la mediana geométrica no resulta de evaluar una expresion efectiva. Esto
es un defecto desde el punto de vista computacional, pero lo solucionaremos asignando
a toda proyeccién Tj, un pardmetro de calidad @ > 0 que indica qué tan exacto es su
computo. Como se explicara en el Capitulo 3, en nuestro contexto siempre sera posible
construir efectivamente proyecciones T}, de calidad Q = 1, lo que bastard para computar
aproximantes arbitrariamente buenos de T a partir de 7.

Resultados obtenidos

En lo que sigue supondremos que (X, dx) e (Y, dy) son espacios métricos compactos y
que ¢ : X XY — R es una funcién continua, llamando compacto a un problema (X, Y, u, v, ¢)
que verifica dichas hipétesis. En tal caso resultan finitos los didmetros Dy := diam(X) y
Dy := didm(Y"), a la vez que la métrica producto

dx x dy((x1,41), (v2,y2)) = méx {dx (x1,z2), dy (y1,92) }
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hace de (X x Y, dx x dy) un espacio compacto. Asi, ¢ resulta uniformemente continua con
médulo de continuidad w,. dado por

we(h) = méx{ le(z1) — c(z2)| & 21,220 € X XY con dx X dy(z1,22) <h }

Vamos a metrizar el conjunto P(Z) de medidas de probabilidad en un espacio métrico
(Z,dz) con las distancias de Wasserstein W), definidas como

1

Wy(my,m2) = ( min / dy(z1,22) d0(21,22)> " para 1 < p < o0.
o€A(m1,m2) JZxZ

En nuestro caso particular tomaremos Z = X XY y dz = dx X dy, con lo cual dz resultara

acotada y por lo tanto W, metrizard la topologia de la convergencia débil en P(X xY'). Por

otra parte, metrizaremos el conjunto de funciones borelianas B(X,Y") con las distancias d,

de los espacios LP(u,Y'), definidas por

1/p
dy(T1,Ts) = </X di (T (z), To(z)) du(m)) para 1 < p < oo.

Notar que, luego de identificar las funciones de B(X,Y) que coinciden pu-a.e., la buena
definicién de d,, es consecuencia de la acotacién de Y y de la finitud de pu.

Para la convergencia de los valores éptimos I[m]| requeriremos sélo la compacidad
de (X,Y, u,v,c), mientras que para la convergencia de los aproximantes 7, y T} seran
necesarias hipdtesis de unicidad adicionales. Requeriremos, respectivamente, una hipdtesis
de unicidad (KU) para el problema de Kantorovich y una hipétesis de unicidad fuerte (SU)
que vincula los problema de Monge y Kantorovich:

(KU) Existe un tinico plan de transporte éptimo m, € A(u, V).

(SU) Existe un unico plan de transporte 6ptimo 7, € A(u,v) y estd inducido
por un transporte T, € T (i, v), con lo cual Ty es tnico y C[T] = I[m.].

Es claro que (SU) implica (KU) y también es facil ver que la implicacién reciproca
no es cierta en general. Ambas hipétesis son no vacias dado que (SU) se verifica para
una variedad de problemas de transporte, entre los que podemos mencionar problemas
en R? con costos céncavos o convexos [33, 76, 77, 106], problemas en R? con costos
generales [38, 54, 87, 93], problemas en variedades riemannianas con costos generales
[17, 60, 63, 96, 125] y problemas en espacios métricos geodésicos que satisfacen ciertas
condiciones de curvatura [18, 42, 78, 111]. Por otra parte, parece ser un problema dificil el
de decidir clases no triviales de problemas que impliquen (KU) sin forzar también (SU).
Para una discusién sobre este punto ver [1, en particular Theorem 5.1 y discusién posterior].

Vamos a considerar discretizaciones dadas por sucesiones de particiones con didmetros
(hy) verificando hy — 0. Para cada discretizacién tomamos un plan discreto éptimo 7y, del

6
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cual extraemos una proyeccion Tj. Llamamos sucesiones aprorimantes de planes discretos
a la sucesiones (7)) v sucesiones aprorimantes de proyecciones a las sucesiones (Tj ).

Teorema A Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto con valor dptimo L, para su problema

de Kantorovich. Entonces todo h-plan optimo my, satisface
[T[ms) = L] < we(h), (5)

de modo que si (7). es una sucesion aproximante de planes discretos resulta I[my] — L.
Mas aun, si (X,Y, u, v, c) satisface adicionalmente la hipdtesis (KU) con plan de transporte

optimo m, entonces se tiene Wy(mg, mi) —5> 0 para todo 1 < p < oo.

Teorema B Sea (X,Y, u,v,c) un problema compacto satisfaciendo la hipdtesis (SU) con
transporte éptimo T. Luego, si (Ty)r es una sucesion aproximante de proyecciones, para
todo 1 < p < oo se tiene dp(Ty, Ty) —5 0.

Notar que los Teoremas A y B sélo cuantifican la convergencia de valores 6ptimos, por
lo que restaria estudiar la posibilidad de cuantificar las convergencias de mp, y T}. Para
esto requeriremos regularidad adicional para el problema (X, Y, i, v, ¢) y nos limitaremos a
cuantificar la convergencia T, — Ti. El motivo de esta decision es la falta de resultados
generales no triviales que permitan concluir (KU) sin concluir también (SU). Peor aun,
puede fallar (KU) incluso bajo hipdtesis lo suficientemente fuertes como para concluir la
regularidad del soporte de planes de transporte 6ptimos [97, Remark 3.3].

Para obtener una versién cuantitativa del Teorema B vamos a requerir una forma de
regularidad a-Hélder a trozos para T, motivada por los resultados de regularidad parcial
disponibles para el transporte 6ptimo en R% y en variedades riemannianas [55, 64, 66].
Asumiendo dicha regularidad para T cuantificaremos dp(1},7T%) en términos de h, del
exponente « y del orden de estabilidad del operador de costo de Monge C.

Cuando el problema compacto (X,Y, u, v, c) verifica la hipétesis (SU) con transporte
optimo Ty, el operador de costo de Monge C admite un p-orden de estabilidad alrededor de
T, para todo 1 < p < oco. Esto quiere decir que existe una funcién s, : [0, +00) — [0, +00)
no decreciente, continua en 0, satisfaciendo s,(0) = 0 y tal que

dyp(T, T.) < s,(C[T] — C[T3])

para todo T' € B(X,Y) con Typ = v, siendo s, la minima funcién con estas propiedades.

Por otra parte, decimos que una funcién T' € B(X,Y) es a-Holder a trozos si, luego de
remover un conjunto cerrado ¥ C X con pu[X] = 0, el conjunto X'\ X puede ser particionado
por abiertos (Xj), de modo tal que la restriccién de T' a cada uno de ellos es a-Hdolder con
constante C, uniforme en k. Notamos C' Ig’v?,(X ,Y) al conjunto de dichas funciones.

Teorema C Sea (X,Y, u,v,c) un problema compacto satisfaciendo la hipdtesis (SU) con
transporte optimo Ty. Adicionalmente, supongamos que [ es no atomica y que Ty estd en

7
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C,Qﬁ‘,(X, Y) con constante C,. Luego, dados Q >0 y 1 < p < oo, existen constantes A, B
dependientes sélo de p, Q, o, Co, Dx y Dy tales que, si 0 < h <min{Dx, Dy}, vale

dp(Th, Ti) < Ah™ + By/sp(4we(h)) (6)
para toda proyeccion Ty, de calidad Q extraida de un h-plan éptimo.

Como aplicacién del Teorema C, consideremos el caso del transporte 6ptimo cuadratico
entre convexos de R?. Asumiendo regularidad de las medidas x y v, la teorfa de regularidad
de Caffarelli garantiza en este caso que Ty es un difeomorfismo Lipschitz, lo que a su vez
implica que so(t) < K+/t para una constante K. Aplicando el Teorema C, resulta que
do(Ty,, Ty) es O(hY/*). Un andlisis més fino, especifico para el transporte cuadratico en R?,
muestra que do(Th, T%) es O(h'/?) bajo estas hipétesis [89]. La experiencia empirica sugiere,
bajo estas mismas hipdtesis, que el orden de convergencia es O(h) [102].

Un defecto del Teorema C es que su aplicaciéon practica depende de que exista una
teoria de regularidad para el problema (X,Y, u,v,c). Por otra parte, también llama la
atencién la raiz cuadrada en el lado derecho de (6), que como se vera en la prueba del
Teorema C, aparece al controlar la dispersién de sop(7y,) respecto del grafico de T,. El
siguiente y ultimo resultado que presentamos es un intento de aliviar estos defectos.

Para medir la dispersién de sop(m,) vamos a calcular la norma LP de la “oscilacién
puntual” de 7, visto como funcién multivaluada, de modo que una dispersion chica para
sop(7p) indique que 7, estd casi concentrada en un gréfico. Precisamente, dado un h-plan
7 = (mij)ij, consideramos D(my) : I — R dada por

D(wh)(z) = méX{dy(yjl,ij) : J1,Jo tales que Tijy 75 0 7'5 7T7;j2} U {O}
y definimos

1/p

I1D(mn)llp = (Z (D () ()" Mz’) para 1 < p < oo,
iel

| D(7)||oc = méx {D(m) (i) : parai € I con p; >0}.

Notar que la medida de dispersién ||D(7,)||, depende de Cx y de p. Notar también que
||D(7p)||p = 0 siy sélo si sop(y,) estd p-a.e. contenido en el gréfico de una funcién X — Y
constante sobre cada conjunto E; de la particién Cx.

Teorema D Sea (X,Y, u,v,c) un problema compacto. Supongamos, adicionalmente, que
el problema satisface (SU) con transporte éptimo Ty y que p es no atémica. Luego, dados
QR>0y1l<p<oo, eristen constantes A, B dependientes sélo de p y Q tales que

dp(Th, Ti) < Ah+ B||D(m3)||p + sp(4we(h)) (7)
para toda proyeccion Ty, de calidad Q extraida de un h-plan dptimo .
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El Teorema D es, en principio, de aplicacién empirica. Consideremos un problema
con funcién de costo Lipschitz, asumiendo que s,(h) es O(h?) para algiin 8 € (0, 1]. Si al
tomar particiones cada vez mas finas resulta | D(my,)||, < Kh, entonces (7) implica que
dp(Ty, T.) es O(hP), indicando que las aproximaciones T}, convergen con orden al menos
sp(h). Los experimentos numéricos [102] sugieren que es razonable esperar ||D(my)||, < Kh
para alguna constante K independiente de h cuando se toman particiones suficientemente

regulares, al menos para costos convexos y dominios “buenos” en R,

Contribucién y trabajos relacionados

Desde el punto de vista de los objetivos y resultados obtenidos puede decirse que los
trabajos [12, 56, 57, 89, 102] estdn entre los més cercanos al trabajo realizado en esta tesis,
cuyos aportes pueden resumirse en tres items principales:

i) Un método efectivo para aproximar T, cuando el espacio de llegada (Y, dy) no posee
estructura lineal, generalizando la idea de la proyeccién baricéntrica.

i1) Los Teoremas A y B que garantizan la convergencia de aproximaciones discretas para
problemas compactos generales, siendo resultados novedosos aun para problemas
cuadrdticos compactos en RY.

i11) Un framework para obtener resultados cuantitativos de convergencia: si la teoria
de regularidad disponible permite estimar s,(h) para una clase € de problemas, los
Teoremas C y D garantizan érdenes de convergencia de T}, para problemas en €.

Como antecedente de i) podemos mencionar el estudio [6] de la proyeccién baricéntrica
como herramienta tedrica y el estudio [56, 89, 102] de su aplicacién practica al cémputo
de aproximaciones de Ti. Con respecto a ii) y i) podemos mencionar como antecedentes
el estudio [12, 57] de convergencia de valores éptimos para esquemas de discretizacién
similares al aqui propuesto y el estudio tanto experimental [102] como tedrico [56, 89] de las
propiedades de convergencia de aproximantes T}, construidos via proyecciéon baricéntrica.

A diferencia del Teorema A, la aplicabilidad de los resultados de convergencia de valores
6ptimos obtenidos en [12, 57] se limita a problemas en R%. En [57] los autores estudian
un esquema de discretizacion similar al presentado aqui aplicando la teoria de analisis
de intervalos [80, 100], obteniendo resultados de convergencia para problemas en R! con
medidas absolutamente continuas y ¢ € C(R x R). Por otra parte, en [12] se asume que X e
Y son dominios triangulables en R? y su andlisis permite probar convergencia cuantitativa
en el sentido de (5), obteniendo orden O(h!*®) para ¢ € C1*(R x R).

Con respecto a la convergencia de Ty, los trabajos [56, 89] se limitan a problemas
cuadréticos en R? con T, satisfaciendo una condicién de Lipschitz, obteniendo cotas para
|7y, — Ti||z2 en ambos casos. Mientras que en [89] se concluye la convergencia de T},
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con orden O(\/E) para esquemas discretos como el aqui estudiado, en [56] se obtiene un
resultado de convergencia estocastico para medidas empiricas uy, v,. Finalmente senalamos
que la estrategia propuesta en [102, Remark 2.2] para deducir la convergencia de T}, a T}
a partir de resultados generales sobre proyecciones baricéntricas permitiria, en principio,
obtener resultados como el Teorema B sélo para (Y, dy) lineal y ¢ convexo.

Estructura de la Tesis

En el Capitulo 1 presentamos los resultados fundamentales de la teoria de transporte
Optimo en espacios polacos. Junto con la presentacion de la teoria general discutimos
algunos ejemplos y resultados concretos que contextualizan los resultados presentados en
este trabajo. Luego discutimos la hipétesis (SU) y presentamos los resultados de regularidad
parcial que motivan la nocién de regularidad Holder a trozos.

En el Capitulo 2 estudiamos la estabilidad del operador de costo de Monge C para
problemas compactos (X, Y, , v, ¢) generales. Probamos la existencia de s, y a modo de
ejemplo estimamos so(h) para el caso del transporte cuadrético en R, obteniendo una
demostracién alternativa para el resultado de estabilidad probado por Li y Nochetto [89].

En el Capitulo 3 fijamos la notaciéon que utilizaremos para trabajar con los h-planes y
definimos los distintos tipos de proyecciones que vamos a considerar. Presentamos una clase
de proyecciones analogas a la proyeccién baricéntrica, las GM proyecciones, disponibles
en espacios métricos compactos generales. Finalizamos el capitulo mostrando que dichas
proyecciones pueden ser efectivamente calculadas.

En los Capitulos 4 y 5 estudiamos la convergencia de valores éptimos, planes discretos
y proyecciones. Probamos los Teoremas A y B y mostramos que ambos resultados son
sharp. Finalmente, en el Capitulo 6 introducimos la nocién de regularidad Hoélder a trozos
para luego probar y discutir los Teoremas C y D.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los resultados fundamentales de la teoria de transporte
oOptimo en espacios generales. Pruebas completas de los resultados presentados en este
capitulo pueden leerse en la bibliografia estandar del area [3, 4, 6, 65, 116, 124, 125] y en
los trabajos oportunamente citados a lo largo del capitulo.

Empezamos formulando los problemas de Monge y Kantorovich en el contexto de
espacios métricos polacos en la Seccion 1.1. Probamos la existencia de minimizantes para
el problema de Kantorovich en la Secciéon 1.2 y presentamos su formulacion dual en la
Seccién 1.3. A continuacién estudiamos la existencia de minimizantes para el problema de
Monge en la Seccién 1.4 y su relacién con la hipdtesis (SU) en la Seccién 1.5. Finalmente,
en la Seccion 1.6 presentamos resultados de regularidad y regularidad parcial en espacios

euclideos y variedades riemannianas.

1.1. Los problemas de Monge y Kantorovich

1.1.1. Formulacién del problema de Monge

Definicién 1.1.1 Sean X e Y dos espacios métricos, T : X — Y una funcién boreliana y
p € P(X) una medida boreliana de probabilidad. Se define el pushforward de p por T
como la medida de probabilidad Ty € P(Y') dada por

TyulE] = 1 [T7(E)]

para todo £ CY boreliano. Si para v € P(Y') se verifica Typ = v, decimos que T' es un
transporte de p en v. Notamos 7 (u, v) al conjunto de los transportes de p en v.

Lema 1.1.2 Dada una aplicacion boreliana entre espacios métricos T : X — Y y dos

11
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medidas de probabilidad pn € P(X) yv € P(Y), se tiene Typ = v si y sélo si

/godu:/ poTdu
Y X

para toda ¢ € L*(v).

Consideramos el problema de transportar masa, inicialmente distribuida en X segin p,
de modo que finalmente se distribuya en Y segin v. Ademads nos interesa hacerlo de forma
Optima, minimizando el costo total de transporte. Para dar forma a esta idea consideramos
una funcién medible ¢ : X XY — RU {400} de modo que ¢(x,y) se interprete como el
costo de transportar masa desde la posicion x € X hasta la posiciéon y € Y. En términos
de transportes en el sentido de la definicién 1.1.1, el problema se formula como sigue.

Problema de transporte 6ptimo de Monge

Dados espacios métricos X, Y junto con medidas de probabilidad p € P(X),
v € P(Y) y un costo medible ¢: X x Y — RU {400}, minimizar

Clr) = [ ole 7)) di(a) (MP)
para T en el conjunto T (p,v) de los transportes de p en v.

Siguiendo la terminologia usual para problemas de optimizacién, decimos que (MP) es
factible si 7 (i, v) es no vacio y decimos que es infactible en caso contrario. Llamamos
conjunto factible al conjunto 7 (u,v) y soluciones factibles a sus elementos. Una
solucién 6ptima o transporte éptimo para (MP) es un elemento Ty € T (u,v) que
minimiza C sobre T (u,v) y, en tal caso, llamamos valor éptimo a C[T}].

La principal dificultad para probar la existencia de minimizantes para el problema de
Monge son las malas propiedades del conjunto factible 7 (u,v). Precisamente:

i) cuando p tiene atomos 7 (i, v) puede ser vacio;
ii) el conjunto factible 7 (i, ) no es compacto.

La consecuencia de i) es que el problema (MP) puede ser infactible. La consecuencia de
i1) es que, aun siendo (MP) factible, C podria no alcanzar un minimo sobre 7 (u,v). En
particular, i) impide aplicar el método directo del célculo de variaciones para probar que
(MP) admite un minimizante.

Lema 1.1.3 Para la factibilidad del problema (MP) es necesaria la condicion

(Vo€ X): Gy €Y):pu[{z}] <v[{y}]. (8)
En particular, (MP) no es factible si p tiene al menos un dtomo y v es no atémica.
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1.1. Los problemas de Monge y Kantorovich

Demostracion. Supongamos que no se verifica (8) y que existe T' € T (u, ). Entonces existe
zo € X verificando v [{y}] < p[{zo}] para todo y € Y y por lo tanto

n{wo] < [T (T(0)] = n[T ' {T(@0)})] = v[{T(@o)}] < n[{ze}]. O

Es facil ver que la condicién (8) no es suficiente para la existencia de transportes. Por
ejemplo, tomando X =Y = {2, 20} y definiendo p1 =1 8., + 36, y v =20., + 3 62,, s
claro que vale (8) pero T (u,v) = 0. Notar que la condicién (8) se satisface trivialmente si
1 es no atémica. Mas aun, cuando p es no atémica los teoremas clasicos de isomorfismo de
espacios de medida implican que T (u, ) es no vacio.

Teorema (75, 108) Sean X eY son espacios métricos polacos, p € P(X) yv € P(Y).
Si w1 es no atomica, entonces existe T' € B(X,Y') que transporta u en v.

A continuacién damos dos ejemplos que ilustran las dificultades provocadas por el
hecho de que T (p, ) no es cerrado.

Ejemplo 1.1.4 Sea ¢ : R — R la extension 1-periédica de la funcién dada por

1 ,sixe[O,%)
-1, size[},1)

[0;1)93}*—>{

y sea (T},)p la sucesion de funciones de [0, 1] en [0, 1] definida por T, (x) = ¢(nz) para
neNyazel0,1]. Sean X =Y =1[0,1], p = L g1 y v = (6-1 + 61)/2. Es inmediato que

(Tn)yp=v (9)

para todo n € N. Por el lema de Riemann-Lebesgue (7},), converge débilmente a T = 0,
con lo cual también converge en la topologia débil de LP(u) para 1 < p < oo. Esto muestra
que la igualdad (9) no se preserva por limites débiles, pues Ty = 69 # v. En particular,
se ve que T (p, V) no es cerrado por limites débiles. A

Ejemplo 1.1.5 Veamos ahora un ejemplo para el cual (MP) es factible pero no alcanza
minimo. Para esto consideramos X =Y = R? el costo c(z,y) = |z — y| y las medidas

H:H1|{0}x1 y V:%H1|{—1}x1+%%1|{1}x17

donde I = [0,1] y H! es la medida de Hausdorff 1-dimensional. Es facil ver que C[T] > 1
para T € T(u,v), pues dist(sop(u), sop(v)) = 1. Por otra parte, es posible construir
transportes con costo tan cercano a 1 como se desee. Para esto, tomar n € N, partir el
segmento {0} X I en 2n segmentos contiguos

{0} x I=5USU---USo,—1 LSy,
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{1} x 1 {0} x I {1} x I

Figura 1.1: visualizacién del transporte T),, las flechas grises indican
el sentido de los rayos de transporte [z, T),(z)].

y partir los segmentos {—1} x I y {1} x I en n segmentos contiguos
(-1} xI=S7uS;U--—-uS, v {I}xI=8usfu---ust.
Definiendo 7T;, de modo que
Twlblsu ) =vlse v Tpluls) =vlgy Yh=1...n
como se ve en la fig. 1.1, resulta

1< CIT,] <1+ (2n)? =7 1.

(10)

Notar que si C alcanzara minimo sobre 7 (p, ) resultarfa a partir de (10) que C[T] =1
para algun transporte T € T (u,v). Probaremos que C[T] > 1 para todo T' € T (u,v). Para

esto notar que, si existe T € T (p, ) con C[T] = 1, necesariamente verifica la condicién

IT(x) — | = 1 para H' casi todo = € {0} x I.
Luego existe una particién I = E_ U E, U Z verificando H'[{0} x Z] = 0,

{(OxE_=T'{-1}xI) vy {0}xEL=T""{1}x1I)

de modo tal que T|{0}X E Y T|{0}X g, son traslaciones horizontales. Asi, resulta

SHUE ] =v[{-1} x E_] = p[T'({-1} x E_)] = p[{0} x E_] = H'[E_]

y razonando andlogamente para E, se llega al absurdo H![I] = 2 - H'[I].
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1.1.2. Formulacién del problema de Kantorovich

Una caracteristica del problema de Monge es que no permite “dividir masa” para
transportar p en v: para cada € X toda la masa en x va a parar a T'(z). Una forma de
relajar dicha restriccién es permitiendo dividir masa, considerando un conjunto factible de
medidas en lugar de un conjunto factible de funciones de transporte.

Definicién 1.1.6 Sean X e Y dos espacios métricos, u € P(X) y v € P(Y). Decimos que
una medida 7 € P(X X Y) es un plan de transporte de u en v si las medidas marginales
de 7 son p y v, es decir, si para todo E € B(X) y todo F' € B(Y') verifica

uEl=nlExY] y v[F]=n[X x F].

Notamos A(u, ) al conjunto de todos los planes de transporte de u en v.

Lema 1.1.7 Dados dos espacios métricos X e Y, notemos
PYX:XxY =X y PV :XxY—Y

a las proyecciones candnicas y consideremos medidas de probabilidad p € P(X), v € P(Y)
ym e P(X xY). Son equivalentes:

i) la medida 7 es un elemento de A(u,v);
ii) valen las igualdades Pg T=pu Yy P; =V

iii) se verifica

/X o(z) du(z) = /X pladr(ay) v /Y b dviy) = [ o) dn(ey)

XXY

para todo par de funciones p € L'(u), ¢ € L*(v).

Es fécil ver que dadas € P(X) y v € P(Y) la medida producto ;1 ® v es siempre un
elemento de A(u,v). Mas aun, cada transporte 7" € T (u,v) se corresponde con un plan de
transporte mp € A(u, ) dado por mp = (I ® T') 4 y concentrado sobre el gréafico de T'.

Lema 1.1.8 Sean X e Y espacios métricos y p € P(X). Si T : X — Y es boreliana,
entonces la medida 7 dada por (I @ T)yp estd concentrada en

I(T)={(z,T(z)) € X xY : z€ X}.
Para toda f: X x Y — R boreliana resulta f € L'(np) <= fo(I®T) € LY (i) y vale
[ t@r@)dn@ = [ ey,
X XxY
Mas aun, dada v € P(Y') se tiene:
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i) siT €T (u,v), entonces np € A(p,v);
ii) sim e A(u,v) esta concentrada en I'(T), entonces T € T (u,v) y ™ = mp.

En particular, para T1, Ty € B(X,Y) resulta 7, = mp, si y solo si Ty =Ty p— a.e.

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que para todo T € B(X,Y") se tiene

o) = [ el T@)dnte) = [ ctay)dnr(z.n). (11)

XxY

Notar que el lado derecho de (11) tiene sentido para cualquier medida 7 € P(X x Y),
mientras que el lado izquierda tiene sentido sélo para funciones T' € B(X,Y). De este modo,
el problema de Monge puede relajarse a un problema de minimizacién sobre A(u,v).

Problema de transporte 6ptimo de Kantorovich

Dados espacios métricos X, Y junto con medidas de probabilidad p € P(X),
v € P(Y) y un costo medible ¢ : X x Y — RU {400}, minimizar

fir) = [ cla)dn(a,y) (KP)
XxY
para 7 en el conjunto A(u,v) de los planes de transporte de p en v.

Como veremos en la proxima seccion, el problema de Kantorovich resuelve todas las
dificultades del problema de Monge: es un problema de minimizaciéon de un funcional lineal
sobre un conjunto convexo y cerrado, es factible y siempre alcanza su valor éptimo.

1.1.3. El caso finito

Cuando p y v tienen soportes finitos el problema de Kantorovich para (X,Y, u,v, c) es
un problema de programacién lineal finita. Precisamente, si I y J son conjuntos finitos,

N:ZMiéwi y szl/j(sij

el jedJ

es facil ver que una medida 7 € P(X X Y) estd en A(u,v) siy sélo si tiene la forma

T= Y i Oy,

i€l jed

con pesos no negativos (m;;);; satisfaciendo

Zwij:/ﬁ para i € [ y Z']Tij:Vj para j € J. (12)
jeJ iel
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Asi, identificando 7 con (m;;);j, el problema de Kantorovich toma la forma

min T37Ciq
(Wij)ij >0 %I:JGZJ 17419
(FP)
S. a. Zﬂ-l’j:/‘i Viel, Zﬂ-ijzyj VjeJ,
jeJ iel

donde ¢;; = ¢(x4,y;) para todo (i,j) € I x J. La medida producto

POV = (V)i = > 1V O(ayy,) € Al v)
(]
muestra que el problema (FP) es factible. Més aun, A(u, ) es un subconjunto convexo y
compacto de [0, 1]1 *J 1o que inmediatamente implica la existencia de un minimizante ..

Con respecto al problema de Monge para (X, Y, u, v, c), es evidente a partir del lema
1.1.3 que no siempre resultara factible. Como veremos a continuacién, un caso particular en
el que sf es factible se da cuando |I| = |J| = N y p; = v; = % para (i,j) € I x J. Més atin,
en tal caso el problema de Monge admite un minimizante T y su valor éptimo coincide
con el de Kantorovich.

Notar que asi como identificamos A(u, v) con sucesiones doblemente indexadas y no
negativas satisfaciendo la condicién (12), podemos identificar 7 (i, ) con el subconjunto
de las sucesiones que, adicionalmente, tienen un soporte con forma de grafico:

T (,v) = { (mij)ij € A(p, v) : para todo i € I existe a lo sumo un j € J con m;; >0 }.

Teorema 1.1.9 (Birkhoff) Sea (X,Y, pu,v,c) un problema de Monge—Kantorovich con la
propiedad de que para algin N € N existen {2;}Y., C X e {yj}é\’:l CY tales que
N
W=D N0 Yy V= R0y

i=1 j=1
Entonces A(u,v) es la capsula convexa de T (u,v) y se verifica que:

i) el conjunto T (u,v) solo contiene permutaciones, esto es, medidas (m;;)ij tales que
Tij = % do(i); Para alguna biyeccion o : [1, N] — [1, N];

ii) el problema (FP) alcanza un minimo en T (u,v) y por lo tanto el problema de Monge
asociado a (X,Y, p,v,c) admite un minimizante T, definido p - a.e. en la forma
Ti(7;) = Yo() para alguna biyeccion o : [1, N] — [1, N].

Es evidente que en el caso finito la dificultad no es tedrica sino practica, pues en las
aplicaciones interesa calcular minimizantes de (FP). La bibliografia es extensa y se conocen
algoritmos eficientes desde mediados del siglo pasado. Entre ellos podemos mencionar el

17



Capitulo 1. Preliminares

método simplex y su especializacion network simplex [21, 92], una variedad de algoritmos
combinatorios [2, 26] y el método de regularizacién entrépica [50, 105]. Cuando (FP)
proviene de discretizar un problema continuo con cierta regularidad, resultan eficientes los
métodos [102, 117] fundamentados en la idea de que el soporte de (7;;);; se concentra en
torno al grafico de un transporte éptimo T, para el problema continuo original.

1.1.4. La recta real

Cuando p y v son medidas en R es posible caracterizar de manera sencilla qué sucede
para costos convezos de la forma c(z,y) = ¢(|x — y|), donde ¢ : [0,00) — [0,00) es una
funcién convexa y no decreciente. A continuacién presentamos los resultados estudiados en
[124, Theorem 2.18, Remarks 2.19] y [4, Theorem 1.11, Remark 1.12].

Notando R = R U {—o00, +o0}, la funcién de distribucion de p € P(R) es la funcién
no decreciente F : R — [0,1] dada por F(z) = pu[(—00,x]] y su inversa se define como la
funcién F~1:[0,1] — R dada por F~!(t) = inf {z € R : F(z) > t}. Para 7 € P(R x R),
la funcion de distribucion de 7 es la funcién F : R x R — [0, 1] dada por

F(:C,y) = W[(—OO,JJ] X (_007:’/]]'

Teorema 1.1.10 Consideremos un costo ¢: R x R — R de la forma c(z,y) = ¢(|x — yl|),
con ¢ : [0,00) — [0,00) convera y no decreciente. Sean u,v € P(R) medidas con funciones
de distribucion F,G y sea m € P(R x R) la tinica medida con funcidn de distribucion

H(z,y) = min {F(z),G(y)}.

Entonces:

i) La medida ™ minimiza el problema de Kantorovich y vale
1 1
I[r] = / c(F71t),G7H ) dt = / o (|F71(t) — G7'(1)]) dt.
0 0

ii) Si p es no atomica existe una pi-a.e. uinica T : R — R no decreciente con Tyup = v.
El transporte T resulta ser un minimizante para problema de Monge si C[T] < oo y
es el unico minimizante si, adicionalmente, ¢ es estrictamente convexa. Mds aun, en

tal caso m = mp es el unico minimizante para el problema de Kantorovich.

Ejemplo 1.1.11 Cuando ¢ no es estrictamente convexa en general no existe un tnico
transporte 6ptimo. Para verlo, considerar las medidas y = £1][0,1] , V= 51][1,2] y notar
que T'(z) =z + 1y S(z) =2 — x transportan p en v. Si se toma ¢(t) = ¢ y por lo tanto
c(xz,y) = |z — y|, entonces tanto 7' como S minimizan (MP): T es minimizante por el
teorema anterior y S lo es porque C[T] =1 = C[S]. A
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1.1. Los problemas de Monge y Kantorovich

1.1.5. El caso cuadratico

Para problemas en R" con costo cuadratico c(z,y) = 3|z — y|* el transporte 6ptimo
estd caracterizado por potenciales convexos [25, 85, 95]. Precisamente, McCann probé en
[95] que el transporte éptimo de p en v en el sentido de Kantorovich estd inducido por el
gradiente VP de un potencial convexo P si u no da masa a conjuntos pequenos (i.e. con
dimensién de Hausdorff a lo sumo n — 1), siendo P tnico salvo constantes aditivas. Mas
aln, cuando p y v tienen segundos momentos finitos, i.e.

/ 2l duz) < ooy / ly[2 duy) < oo,

puede darse una caracterizacién precisa de la optimalidad en términos de subdiferenciales
de funciones convexas. A continuacién introducimos brevemente las definiciones necesarias
para enunciar dichos resultados. Las reformulaciones de los resultados de Knott—Smith [85]
y Brenier [25] fueron tomadas de [124]. Las pruebas omitidas y detalles adicionales pueden
leerse en [4, 23, 116, 124] y en las referencias alli citadas.

Una funcién P : R" — R U {+oc} se dice propia si no es idénticamente infinita, es
decir, si su dominio dom(P) = P~'(R) es no vacio. Cuando P es convexa también es
convexo dom(P) y en su interior P resulta continua, localmente lipschitz y por lo tanto
diferenciable en casi todo punto.

Para P : R" — R U {400} definimos su subdiferencial en x € R™ como el conjunto
OP(z)={yeR": P(z) > P(z) + (y,z—x) VzeR"} (13)

y llamamos subdiferencial de P a la aplicacién multivaluada 0P : R™ — R™ dada por (13).
Para P propia y convexa se tiene P (z) # 0 sii € dom(P) y ademés vale

P es diferenciable en x <= #(0P(x)) =1 <= 0P(z) = {VP(x)}.
La conjugada de Legendre de P es la funciéon P* : R" — R U {+o0} dada por

P*(y) = sup (z,y) — P(z),

que resulta convexa y semicontinua inferiormente. Dos funciones convexas P, () se dicen
conjugadas entre si si verifican P* = @Q y Q* = P. Cuando P es propia y convexa también
lo es P* y ambas verifican la desigualdad de Young

P(x) 4+ P*(y) > (x,y) para todo (z,y) en R™ x R".
Si ademés P es semicontinua inferiormente, se verifica
P(z)+ P*(y) = (z,y) <= y € 0P(x) < = € IP*(y)
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para todo par (z,y) en R™ x R™. Més aun, el teorema de biconjugacion de Fenchel asegura
que, si es P propia, son equivalentes:

i) P es convexa y semicontinua inferiormente;
i1) P* es propia y vale P = P**.

Teorema 1.1.12 (Knott—Smith) Para X =Y = R", sea c(z,y) = 3|z — y|*> el costo
cuadratico y sean p,v € P(R™) medidas con seqgundos momentos finitos. Entonces, para el
problema (X,Y, u, v, ¢) vale que:

i) Una medida ™ € A(p,v) minimiza el problema de Kantorovich sii existe una funcion
P conveza y semicontinua inferiormente verificando sop(mw) C I'(OP).

ii) Si P es convexa, semicontinua inferiormente y verifica v = (VP)ypu, entonces el
problema de Kantorovich admite un inico minimizante y estd inducido por VP, el
unico minimizante para el problema de Monge.

Teorema 1.1.13 (Brenier) Con las hipdtesis del teorema anterior, supongamos que [
no da masa a conjuntos pequenos. Entonces el problema de Kantorovich para (X,Y, p,v,c)
admite un Unico minimizante y estd inducido por el gradiente de una funcion P convexa y
semicontinua inferiormente.

Si, adicionalmente, v tampoco da masa a conjuntos pequenos, entonces VP* induce el
unico minimizante para el problema de Kantorovich (Y, X, v, u,c) y se verifica

VP*oVP(zx)=x p-ae. y VPoVP(y)=y v-ae.

1.2. Minimizantes para el problema de Kantorovich

Formulamos el problema de Kantorovich como una relajacién del problema de Monge
y vimos que siempre admite soluciones factibles. Probaremos ahora que siempre existen
minimizantes para el problema de Kantorovich bajo hipdtesis generales. Las definiciones y
resultados previos necesarios para esta seccién pueden leerse en el apéndice A.1.

Lema 1.2.1 Sean Z y W espacios métricos y f : Z — W una funcion continua. Si
(on)n C P(Z) converge débilmente a o € P(Z), entonces (fuon)n C P(W) converge
débilmente a fuo € P(W).

Demostracion. Sea ¢ € Cy(W). Por el lema 1.1.2, se tiene

/ o(w) d(fon) (w) = / (60 1)(2) don(2), (14)

w 7Z

/ b(w) d(fp0) (w) = / (60 f)(z) do(z). (15)
w 7
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Basta ver que el lado derecho de (14) converge al lado derecho de (15), lo cual sucede por
hipétesis al ser ¢ o f un elemento de Cp(72). O

Lema 1.2.2 Sean X e Y espacios métricos, i € P(X) yv € P(Y). Si las familias de
medidas F1 C P(X) y Fo C P(Y) son rigidas, entonces también es rigida

«4(]'"17]:2):{77673(X><Y):Pféﬁe]:l Y P;;WG}-Q}.

Demostracion. Sean € > 0y K1 C X, Ky C Y compactos tales que u[X\Kj] < § ¥y
V[Y\K3] < § para toda p € F1 y toda v € Fa. A partir de la inclusién

(X xY)\(K1 x K9) C (X\K; xY)U (X x Y\K,),
para toda m € A(Fi, F2) resulta
7T[X X Y\Kl X Kz] < W[X\Kl X Y] +7T[X X Y\KQ] = /J,[X\Kl] + V[Y\KQ] <e O

Lema 1.2.3 Sean X e Y espacios métricos y (mp)n C P(X X Y) tal que m, € A(pin, vn)
para todo n € N. Valen las siguientes afirmaciones:

i) Sim, =~meP(X xY), entonces m € A(p,v) sii fin, — 4 Y Uy, — V.

ii) Si X eY son polacos y (fn)n, (Vn)n convergen débilmente a u, v respectivamente,

entonces existe una subsucesion (mp, )i débilmente convergente a ™ € A(u,v).

Demostracion. La continuidad de las proyecciones candnicas y el lema 1.2.1 implican
/,Ln:P‘;iWnAP)#(W y Vn:P£7rn4P£7r.
Este hecho, junto con la unicidad de los limites débiles, prueba i). Para i), notar que
Fr=A{p}u{pn :neN} y Fo={rviu{y, : neN}

son familias compactas por las convergencias de (i), a py de (vp)n a v. Luego, Fi y Fo
son rigidas por el teorema de Prokhorov A.3.11 y por lo tanto también es rigida A(F1, F2)
por el lema 1.2.2. Dado que (), estd contenida en A(Fj, F2), el teorema de Prokhorov
implica la existencia de una subsucesién (m,, )i débilmente convergente a 7. Como p,, — 4
Y Vp, — v por hipétesis, ¢) implica m € A(u, v). O

Proposicién 1.2.4 Sean X e Y espacios métricos polacos y sea ¢ : X x Y — RU {+oo}
acotada por abajo y semicontinua inferiormente. Dadas p € P(X) yv € P(Y), existe un
minimizante para el problema de Kantorovich.

Demostracion. Basta ver que A(u,v) es compacto para la topologia de la convergencia
débil en P(X x Y) y que el operador I es semicontinuo inferiormente. Para ver que A(u, v)
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es compacto notar que, para toda (7)), C A(u, V), la parte i) del lema 1.2.3 garantiza la
existencia de una subsucesién (7, )i convergente a un elemento de A(u,v).

Para ver que I es semicontinuo inferiormente considerar (m,), C A(u,v) con m, — .
Por ser ¢ semicontinua y acotada inferiormente existe sucesién (ci)x de funciones continuas
y acotadas tales que ¢ " ¢. Para cada n tenemos

/ c dmy, < / cdmy,
XxXY XxY

y, tomando lim inf,, a ambos lados, 7, — 7 implica

/ cpdm < h’minf/ cdmy,.
XxY n XxY

Como 7[X x Y] es finita, cada cj estd en L'(7) y por convergencia monétona resulta

I[r] :/ cdr < lim inf/ cdm, = liminf I[m,]. O
XxY XxY

n n

1.2.1. Distancias de Wasserstein

La existencia de minimizantes para el problema de Kantorovich permite metrizar la
topologia de la convergencia débil de medidas con una métrica definida en términos del
transporte éptimo. Para esto, dado un espacio métrico polaco (Z,dz), consideramos el
conjunto de medidas en P(Z) con p-momentos finitos

Pp(Z) = {7‘(‘ eP(z): /Zdzp(z,zo) dm(z) < oo para algin zg € Z} , (16)

donde p € [1,00). Es facil ver que (16) es independiente de la eleccién del punto zg € Z,
que Pp,(Z) C Pp,(Z) si p1 < p2y que Pp(Z) =P(Z) si dz es acotada.

Definicién 1.2.5 Para p € [1,00) se define la distancia de Wasserstein W, por

1/p
Wp(ﬂ'l,ﬂ'g) = ( min / dg(zl,zg) dO'(Zl,ZQ)) (17)
o€A(m1,m2) JZxZ

para 71, me € P(Z).

Notar que la funcién W), definida por (17) no es necesariamente finita, pero resulta a
partir de (16) que W), si es finita si se la restringe a P,(Z) x P,(Z). Se verifica ademas
que W, define una métrica en Pp(Z) y que ésta metriza la topologia de la convergencia
débil en P(Z) si dy es acotada. En la siguiente proposicién registramos todos estos hechos,
cuyas pruebas pueden leerse en [124, Cap. 7].
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1.3. Dualidad de Kantorovich

Proposicién 1.2.6 Sea (Z,dz) un espacio métrico polaco y sea p € [1,00). Entonces:
i) La funcion W, dada por (17) es finita en P,(Z) y define alli una métrica.

i) St (1) C Pp(Z) y m € P(Z) verifican Wy(my, m) —7 0, entonces m € Py(Z) y la
sucesion () converge débilmente a .

iii) Si dz es una métrica acotada, resulta P(Z) = Pp(Z) y W, define una métrica en
P(Z) que metriza la topologia de la convergencia débil.

En particular, se deduce a partir de iii) que si (Z,dz) es compacto entonces
Wp(m, m) 570 = m 57

para toda (mg)r C P(Z), toda m € P(Z) y todo p € [1,0).

1.3. Dualidad de Kantorovich

Una de las buenas propiedades de la formulacién de Kantorovich para el problema de
transporte 6ptimo es que admite una formulacién dual. Mdas aun, dicha formulacién resulta
util para estudiar el problema de Monge asociado. A continuacién presentamos el problema
dual de Kantorovich y definimos la nocién de c-concavidad, que debe entenderse como una
abstraccién formal de la nocién de convexidad usual para espacios lineales.

Definimos el funcional J : L'(u) x L'(v) — R por

J[so,w]Z/XsodﬂJr/Yz/JdV-

Notamos F. al conjunto de pares (p,v) € L' (i) x L*(v) tales que

p(z) +Y(y) < c(z,y) (18)

para p—c.t. x € X y v—c.t. y € Y. Notamos F. N Cy al conjunto de pares (¢, 1) de F. con
@ v 1 continuas y acotadas.

Llamamos problema primal de Kantorovich al problema

minimizar  I[n] (KP)
sujetoa mwe A(u,v)
y problema dual de Kantorovich al problema
maximizar  J[p, Y] (DP)

sujetoa  (p,9) € Fe.
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Notar que, en principio, el minimo y el maximo de los problemas primal y dual podrian
ser sé6lo infimo y supremo respectivamente. Es facil ver que si ¢ es una funcién de costo
medible entonces (18) implica inmediatamente

I, 9] < TI[n]

para todo (p,¢) € F. y toda m € A(u,v). Este tipo de desigualdad se conoce con el
nombre de principio débil de dualidad, pues implica que los valores 6ptimos verifican
Ji« < I, permitiendo en principio la posibilidad de que el gap de dualidad 1, — J,. sea
estrictamente positivo. A continuacién enunciamos un principio fuerte de dualidad para
costos semicontinuos.

Teorema 1.3.1 (Dualidad de Kantorovich I) Sean X e Y espacios polacos dotados
de medidas borelianas de probabilidad p € P(X) yv € P(Y). Seac: X xY — RU {+o0}
una funcion de costo semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces

sup Jlp,¢] = inf Ix]. (19)
(p)EFe Ay

Adicionalmente, el infimo de (19) es un minimo y el supremo permanece inalterado si se
toma sobre F. N Cy.

Para refinar el enunciado del teorema 1.3.1 vamos a definir la nocién de c-conjugacion,
la cual sera 1til para seleccionar maximizantes de J con buenas propiedades.

Definicién 1.3.2 Dada una funcién ¢ : X xY — RU{+oc}, para cada ¢ : X — RU{—o0}
no constantemente —oo definimos su c-conjugada (o c-transformada) como

©(y) = gg{ c(r,y) —p(z) ,VyeY.

Similarmente, para cada funcién ¢ : Y — R U {—o00} no constantemente infinita definimos
su c-conjugada (o c-transformada) como

Y(x) = Inf c(z,y) —¥(y) , VzeX.
yeYy

Notar que cuando la suma ¢(x) + ¢°(y) no se indefine tenemos
p(x) +¢(y) < clz,y) (20)
y que, si inicialmente se tiene p(z) + ¢(y) < ¢(x,y) para todo (z,y), entonces
<9ty e <Yl

Definicién 1.3.3 Una funcién ¢ : X — RU {—o0o} se dice c-céncava si existe alguna
funcién ¢ : Y — R U {—o0}, ¥ # —o0, tal que ¢ = 9°. Andlogamente, una funcién
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¥ :Y — RU{—o0} se dice c-cédncava si existe ¢ : X — RU{—00}, p #Z —o0, tal que
1 = ¢° Un par de funciones c-céncavas conjugadas es un par (p,®) de funciones
c-concavas como antes tales que o = Y° y 1 = ©°.

Definicion 1.3.4 Decimos que una funcién c-concava ¢ es un potencial c-céncavo para
un problema de Kantorovich si (g, ¢°) es un maximizante para su problema dual. Otros
nombres posibles son potencial de Kantorovich o simplemente potencial, cuando no
hay ambigiiedad sobre el costo c.

A continuacién enunciamos dos resultados que ilustran la utilidad de las nociones
de c-concavidad y c-conjugacion. El primer resultado es un refinamiento del teorema de
dualidad 1.3.1, garantizando que el problema dual de Kantorovich alcanza maximo en
un par c-conjugado. El segundo resultado es una caracterizacién de la optimalidad para
soluciones factibles del problema primal de Kantorovich. Para ambos resultados es necesario
que el costo ¢ cumpla una cierta condicién de integrabilidad que definimos a continuacion.

Definicién 1.3.5 Dado un problema (X, Y, i, v, ¢), decimos que ¢ verifica la hip6tesis de
integrabilidad si existen funciones no negativas cx € L'(u) y ey € L'(v) tales que

o(z,y) < ex(z) +ev(y) (21)
para todo (x,y) en X x Y.

Observacién 1.3.6 Es inmediato que la desigualdad (21) implica I[7] < 400 para todo
plan ™ € A(u,v) y que toda funcién de costo ¢ acotada superiormente verifica la hipdtesis
de integrabilidad. En particular, ¢ verifica la hipétesis de integrabilidad si es continuo y
X e Y son compactos. Un caso importante es el de los costos ¢,(x,y) = %]a: — y|P para
problemas con X,Y C R™. Dado que para todo p > 0 existe una constante A(p) tal que

cp(,y) = |z =y’ < A(p)[|zP + [y|? ] para z,y € R",

resulta que ¢, verifica la hipétesis de integrabilidad si p, v tienen p-momentos finitos, i.e.

/X 2P dpu(z) < o0 /Y lyl? du(y) < oo.

Teorema 1.3.7 (Dualidad de Kantorovich II) Sean X,Y espacios polacos dotados
de medidas borelianas de probabilidad p € P(X), v € P(Y) y supongamos que el costo
c: X XY — R es semicontinuo inferiormente, acotado inferiormente y verifica la hipdtesis
de integrabilidad. Entonces

13(41%'11 )1[77] = max {J[gp, ©°] ¢ (p,¢%) € LY () x L*(v) y ¢ c-concava } (22)
TEA(U,V

En particular, existen un par de funciones c-conjugadas (s, 1) € L' () x L*(v) y una
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medida boreliana de probabilidad m, € A(u,v) tales que

Im] = Jpw, s

Proposicién 1.3.8 (Caracterizaciéon de soluciones éptimas) Sean X,Y espacios
polacos dotados de medidas borelianas de probabilidad p € P(X),v € P(Y) y supongamos
que ¢ : X XY — R es semicontinua inferiormente, acotada inferiormente y verifica
la hipdtesis de integrabilidad. Si (p,1) € F. es un maximizante para el problema dual
de Kantorovich, entonces m € A(u,v) es un minimizante para el problema primal de
Kantorovich si y solo si w estd concentrada en

{ @y e X xY : pla)+v(y) = clo,y) |- (23)

Las referencias para esta seccién son [39, 116, 125]. Para una demostracién del teorema
de dualidad 1.3.1 pueden verse las pruebas de [116, Theorem 1.42] o [125, Theorem
5.10 (i)]. Para una demostracién del teorema de dualidad 1.3.7 puede verse la prueba de
[125, Theorem 5.10 (iii)]. Las definiciones de c-concavidad y c-transformada elegidas para
formular 1.3.7 son levemente distintas a las elegidas en [125] e idénticas a las elegidas en
[116, Definition 1.10], aunque aqui tomamos la simplificacién notacional propuesta en [39,
Section 1.4].

1.4. Minimizantes para el problema de Monge

El ejemplo 1.1.5 muestra que no siempre existen transportes 6ptimos para el problema
de Monge asociado a (X,Y, u,v,c), aun si éste es factible. Por otra parte, en la seccién
1.1 se discutieron diferentes clases de problemas para las que si existen minimizantes en el
sentido de Monge. En esta seccién repasamos algunos resultados generales en esa direccién.
Mencionamos resultados de existencia y unicidad para costos céncavos y convexos en
R™ [33, 76, 77, 106], para costos generales en R™ [38, 54, 87, 93] y para costos generales
en variedades riemannianas [17, 60, 63, 96, 125]. Finalmente presentamos resultados de
existencia para el caso de costos dados por una norma en R™ o por la distancia geodésica
en una variedad riemanniana [7, 8, 35, 37, 43, 44, 59, 62, 120, 123]

Empezamos enunciando resultados para costos convexos y costos céncavos en R™. Por
costos (estrictamente) converos nos referimos a costos de la forma c(z,y) = h(x — y) con
h (estrictamente) convexa, definiendo de manera andloga el caso céncavo. Por ejemplo, los
costos de la forma ¢(x,y) = |z — y|P son convexos para p > 1, céncavos para 0 < p < 1y lo
son estrictamente si p # 1.

Teorema 1.4.1 (116, Theorem 1.17 + Theorem 3.26) Sean X,Y C R" compactos
y sea un costo c(x,y) = h(z —y) con h : R" - R. Sean v € P(Y) arbitraria y u € P(X)
absolutamente continua. Supongamos, adicionalmente, alguna de estas dos hipotesis:
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i) La funcién h es estrictamente convexa y de clase C1 en R™.

i) Se wverifica sop(u) Nsop(v) = 0 y la funcion h es de la forma h(z) = I(|z|) con 1
estrictamente concava y creciente en [0, +00) siendo de clase C* en (0, +00).

Entonces existe un unico minimizante m, para el problema de Kantorovich y estd dado por
un transporte Ty.. Mds aun, existe un potencial de Kantorovich ¢ tal que p-a.e. vale

Ti(x) =z — (V)" (Ve(2)).

La idea central de la demostracién del teorema 1.4.1 consiste en tomar un maximizante
c-conjugado (¢, 1) para (DP) y probar que todo minimizante m de (KP) verifica m = mp
para un cierto transporte 1" expresable en términos de ¢ e independiente de 7. Para esto,
notar que todo punto (g, yo) € sop(m) verifica

Y(yo) = c(zo0,v0) — ¢(z0),

Y(yo) < c(z,y0) — ¢(x) paratodo z € X. 24

Dejando de lado detalles de regularidad, se concluye a partir de (24) que

Vzc(xo,y0) = Ve(wo),

con lo cual T'(x) := yo queda univocamente determinado si Vg c(xo, -) es inyectiva. Al ser
(z0,y0) € sop(m) arbitrario, esto define la T' candidata sobre sop(u).

La idea original de la demostracién se remonta a Brenier [25] y fue luego generalizada
por Caffarelli [33], Gangbo y McCann [76, 77] y otros [38, 87, 93, 123]. En el caso del
teorema 1.4.1, al suponer c¢(z,y) = h(xz — y), la inyectividad de V c(xg, - ) = Vh(zg—-) es
consecuencia de la convexidad o concavidad estricta de h. En particular, cuando c es el
costo cuadrético, h(z) = |z|? y por lo tanto Vh = Idg~. En el caso general debe requerirse
como hipdtesis que V c(xg, - ) sea inyectiva. Vale aclarar que si X e Y son dominios buenos
de R” dicha hipétesis es consecuencia de la condiciéon det (%) # 0, que en algunos
contextos se conoce como condicién de Spence-Mirrlees.

Teorema 1.4.2 (38, Theorem 1) Sean X C R™ un subconjunto compacto, Y un espacio
métrico compacto y ¢ : X XY — R un costo lipschitz. Sean v € P(Y) arbitraria y p € P(X)
absolutamente continua con pul0X| = 0. Supongamos que c(-,y) es diferenciable en X°
para todo y €'Y y que Vye(x, - ) es inyectiva para x € X°, precisamente,

(Vo € X°) : (Vy1, 42 €Y) : Vac(@,51) = Vac(z,32) = y1 = 2.

Entonces existe un unico minimizante 7, para el problema de Kantorovich y estd dado por
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un transporte Ty,. Mads aun, existe un potencial de Kantorovich ¢ tal que p-a.e. vale

Ti(z) = (Vac(z, 1))~ (Ve(2)).

Teorema 1.4.3 (96, Theorem 9) Sea (M, g) una variedad riemanniana suave, conexa,
compacta y sin borde. Sean X =Y = M y sea el costo cuadrdtico c(x,y) = %dZ(a:, y), donde
d es la distancia geodésica en M. Sean v € P(Y) arbitraria y p € P(X) absolutamente
continua respecto de la medida de volumen voly;. Entonces existe un unico minimizante
s para el problema de Kantorovich y estd dado por un transporte Ty. Mds aun, existe un
potencial de Kantorovich ¢ tal que p-a.e. vale

Ti(x) = exp,(=Ve(z)),

donde exp,, : T X — X es la aplicacion exponencial usual.

Finalizamos esta secciéon presentando algunos resultados para problemas de Monge con
costo dado por una distancia. Bajo hipétesis adecuadas es posible probar la existencia de
transportes éptimos para estos casos, aunque en general falla la unicidad al igual que en el
ejemplo 1.1.11. En espacios euclideos se sabe que existen transportes 6ptimos si ¢ estd dado
por una norma. Fue probado primero para la norma euclidea [59, 120, 123] y luego para
normas uniformemente convexas [8, 35|, cristalinas [7], estrictamente convexas [37, 43] v,
finalmente, arbitrarias [44]. Para el caso de una variedad riemanniana con el costo ¢ dado
por la distancia geodésica la existencia fue probada en [62].

Teorema 1.4.4 (44, Theorem 1.1) Sean X =Y =R" y sean p,v € P(R"™) medidas
de soportes compactos con p absolutamente continua. Si c(x,y) = ||z — y|| estd dado por
una norma general || - ||, entonces el problema de Kantorovich admite un minimizante
mducido por un transporte Ty que minimiza el problema de Monge.

Teorema 1.4.5 (62, Theorem 1) Sea (M, g) una variedad riemanniana suave, conexa
y geodésicamente completa. Sean X =Y = M y sea el costo c(x,y) = d(z,y) dado
por la distancia geodésica en M. Sean p,v € P(M) medidas con soportes compactos
y absolutamente continuas respecto de la medida de volumen voly;. Entonces existe un
minimizante m, para el problema de Kantorovich dado por un transporte Ty que minimiza
el problema de Monge.

1.5. Las hipétesis (KU) y (SU)

Existen resultados razonablemente generales que garantizan la hipétesis (SU), de la
cual se deduce inmediatamente (KU). Sirven como ejemplos aquéllos presentados en la
seccién anterior, a excepcion de los ultimos dos. Como veremos en esta seccion la hipdtesis
(SU) es mas fuerte que la existencia minimizantes tinicos para los problemas de Monge
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y Kantorovich. Para estudiar las relaciones entre todas estas propiedades de unicidad
definimos las hipétesis auxiliares:

(MM) Existe un minimizante para el problema de Monge.
(MU)  Existe un tinico minimizante para el problema de Monge.

Es facil ver que la conjuncién de (KU) y (MU) implica (SU) bajo la hipdtesis adicional de
que los valores 6ptimos coinciden, es decir, bajo la hipdtesis

E inf C[T]|= min I[x].

(EQ) TeT (p.v) 7] TEA(u,v) g
En general, la forma de probar que un problema satisface la hipdtesis (SU) es probando
primero que todo minimizante 7w del problema de Kantorovich estd concentrado sobre el
grafico de alguna funcién boreliana 7', de modo que m = 7 y por lo tanto W[F(T)] =1.
Notamos (CG) a dicha hipétesis. Precisamente:

(CG) Para todo minimizante 7 de (KP) existe T € B(X,Y) con m = 7p.
Resumimos las relaciones entre todas estas propiedades en el siguiente lema.

Lema 1.5.1 Sea el problema (X,Y, p,v,c) con X eY polacos yc: X xY — RU{+o0}
semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces valen las equivalencias

(KU) + (MM) + (EQ) <= (KU)+ (MU) + (EQ) < (SU) <= (CQG).

Demostracion. Toda T € T (u,v) induce mp € A(u,v) que satisface C[rr| = I[x]. Esto,
junto con la observacién de que 7, = 7, <= 1} = T, p-a.e., prueba las dos primeras
equivalencias. Por otra parte, si se verifica (SU), el inico minimizante 7w para (KP) es de la
forma 7y para alguna T' € T (i, v). En tal caso, dado cualquier minimizante 7 € A(u, v),
(KU) implica T = m = 7y y por lo tanto se verifica (CG).

Finalmente, asumamos que vale (CG) y veamos que necesariamente vale (SU). Para
esto, notar que la proposicién 1.2.4 implica la existencia de un minimizante = € A(u,v)
para el problema de Kantorovich y la hipdtesis (CG) implica que existe T con m = 7.
Observar que esto implica las hipdtesis (EQ) y (MM), con lo cual sélo resta verificar (KU).
Sean 7y, m2 € A(u, v) minimizantes para (KP). Por (CG) existen T7,7T» tales que m = mp,
y my = mr,. La linealidad de I implica que # = $m + 372 es un minimizante de (KP) y
por (CG) debe existir T’ con 7 = m7. Luego

1 = #[D(T)] = im [D(T)] + Lma[T(T)]
= lu[{r e X : Ti(x) = T(2)}] + 1u[{z € X : Ta(z) = T(x)}]

y por lo tanto T = T = T5 p-a.e., con lo cual m = mo. O

29



Capitulo 1. Preliminares

En el contexto de espacios métricos polacos generales puede garantizarse la hipétesis
(EQ) requiriendo que p sea no atémica y ¢ sea continua, como lo prueba el siguiente
resultado debido a Pratelli [108].

Teorema 1.5.2 (Pratelli) Sean X e Y espacios métricos polacos, sea v € P(Y) y sea
pu € P(X) una medida no atémica. Para un costo ¢ : X x Y — R U {+o0} continuo y
acotado inferiormente, considerar el problema (X,Y, u,v,c) con valor éptimo 1. para el
problema de Kantorovich. Entonces, para todo € > 0 existe un transporte T. € T (u,v) tal
que C[T;] < e+ L, y por lo tanto vale

—oo < min Ifx]= inf C[T].
reA(p,v) TeT (1,v)

Finalizamos esta seccién mostrando que las implicaciones del lema 1.5.1 son sharp. Mas
precisamente, para la clase de problemas que no satisfacen la hipétesis (EQ) se tiene la no
implicacién

(KU) + (MU) = (EQ),
como lo prueba el ejemplo 1.5.3 tomado de [108]. En general, se tienen las no implicaciones

(KU) + (EQ) =% (MM) y (MU)+(EQ) = (KU),

aun bajo la hipdtesis de que p sea no atémica y ¢ sea continua. Para la primera de ellas, un
contraejemplo estd dado por el problema del ejemplo 1.1.5. Para la segunda, los problemas
discutidos en los ejemplos 1.5.4 y 1.5.5 proveen contraejemplos.

Ejemplo 1.5.3 Tomando X =Y = R?, considerar bolas By = B,(c1) y Bs = B,(c1) de
area 1/2 y puntos 1, z2 € R? tales que

r < d:=dist(xy, c2) = dist(xe, c1) << dist(c1,c2) =: D,
como en la fig. 1.2. Sea c(z,y) = |x — y|? el costo cuadratico y sean las medidas

M:%(le—FEz‘Bl y V:%5x2—|—£2‘32.

Figura 1.2: Soportes de p y v.

Es claro que el tnico transporte éptimo Ty € T (i, v) es el que manda x1 en z9 y u|p,
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en p|p, de forma 6ptima, de modo que C[T,] ~ D. Observar que T} estd univocamente
determinada, pues necesariamente T (z1) = z2 y el teorema 1.1.13 implica que la condicién
(Ty)#(u|B,) = v|B, determina T univocamente sobre Bj. Por otra parte, al ser d << D,
es claro que el tnico plan de transporte éptimo 7, € A(u,v) desintegra el &tomo en z
para cubrir By y concentra la masa de B en x9, de modo que I[m,] =~ d. Se verifican las
hipétesis (KU) y (MU), pero al ser d << D no se verifica la hipétesis (EQ). A

Ejemplo 1.5.4 Tomando X =Y = R?, sean x1,y1, %2, y2 los vértices de un cuadrado
unitario en R? recorridos en orden. Considerar el costo ¢(x,y) = |z — y| y las medidas

N:%‘Sm‘*‘%‘;xz y V:%(Syl"‘%&yz-

Notar que vale
|t —y|=1 Va €sop(p), Yy € sop(v),

con lo cual son éptimos y de costo 1 todos los planes de transporte y todos los transportes.
Existe un tnico transporte T € T (u,v) y estd dado por T'(x1) = y1 y T'(z2) = y2, con lo
cual se verifican (MU) y (EQ). Por otra parte, la medida

T = %[0z, ® Oy, + 62y @ Oy + Oy ® by, | € A, v)

verifica 7 # Tp = % 62, ® 0y, + 2 64, ® Jy,. Esto muestra que no se verifica (KU). A

Ejemplo 1.5.5 Ahora refinamos el ejemplo anterior para mostrar que (MU) y (EQ) no
implican (KU) aun si p es no atémica. Para esto construimos un problema en R3 que al
ser “colapsado” sobre el plano R? x {0} coincide con el ejemplo anterior.

Tomando X =Y = R3, sean z1,y1, 22, y2 € R? = R? x {0} C R? elegidos como en el
ejemplo anterior y sea I = [0, 1]. Considerar el costo c¢(z,y) = |z — y| y las medidas

=2 H w21 aorxs = 3 00 @11+ 3 00y @ 11,
v = %Hl‘{yl}xj + %7‘[1|{y2}><1 = %5741 ®7‘[1’1 + %%2 ®7‘[1|I.
Como se ve en la fig. 1.3, existe un tinico transporte 6ptimo T y esta dado por

Ti(x1,8) = (y1,8) v Ti(x2,s) = (y2,s) paratodo s € I.

Al ser C[Ty] = 1, la optimalidad de T} resulta de que dist(sop(u), sop(v)) = 1, pues
esto implica C[T] > 1 para todo T' € T (u,v). Para ver la unicidad, suponer que 7" es un
transporte éptimo y notar que necesariamente verifica |T'(z) — z| = 1 p-a.e. Esto dice que
para H! casi todo s € I existe j € {1,2} tal que T'(z2,5) = (y;,s). Si para un conjunto
S C I con H[S] > 0 se tiene T(xa,5) = (y1,5), entonces

YHYS) = v[{nn} x 8] = u[T ({un} x S)] = w[{w2} x S] = 2H'[S) > 0,
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{xQ} x I
X2
{yo} x 1 P {y} x 1
yo L & Y1
\\\ {1‘1} x I //
X1

Figura 1.3: Visualizacion del transporte éptimo T, las flechas grises indican
el sentido de los rayos de transporte [z, Ty (x)].

lo que es un absurdo. Luego debe ser T(z2,5) = (y2,5) para H' casi todo s € I y por lo
tanto T(z1,s) = (y1,s) para H! casi todo s € I, de modo que T = T p-a.e. Esto prueba
que se verifica (MU) y, al ser u no atémica, el teorema 1.5.2 implica (EQ). Para probar que
no se verifica (KU) basta notar que, si 7y es un plan de transporte para el problema del
ejemplo anterior, entonces m = mp ® H!|; es un plan de transporte para este problema. A

1.6. Regularidad

En esta seccién presentamos resultados de regularidad y regularidad parcial para el
transporte 6ptimo en espacios euclideos y en variedades riemannianas. Presentamos la
teoria de regularidad desarrollada por Caffarelli [28, 29, 30, 31, 32, 34] y la teoria de
regularidad parcial desarrollada por Figalli, Kim y De Philippis [55, 64, 66].

Sean u,v € P(R"™) dadas por densidades f y g, de modo que

WE = [ fa)de vy vE] = / o(y) dy
R n

para todo boreliano E C R™. Si T € T (u,v) es Lipschitz e inyectiva, el teorema de cambio
de variables implica

VIT(E)] = /T OIS /E (g0 T)(x) | det DT(x)) dx
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para todo boreliano E C R™. Como T transporta u en v, tenemos también

VT(E)] = p[T7E)] = ul] = [ fa)da.
Luego T estd sujeta a la condicién no lineal
f(x) = g(T'(z))| det DT(z)], (25)

conocida como ecuacion del jacobiano.

En el caso de que T sea el transporte éptimo cuadratico de p en v, i.e. para el costo

cuadrético c(z,y) = %]w — y|?, existe un potencial convexo P para 7'y (25) toma la forma

de una ecuacién de Monge—Ampeére

det D?*P(z) = g(ég():c)) .

Asumiendo que son abiertos acotados los conjuntos
X={zeR":f(z)>0} e Y={yeR':g(y)>0}

y asumiendo que f y g estdn despegadas de cero e infinito en X e Y respectivamente,
existen constantes A1, Ao tales que P es una solucién débil de

0 <A <det D*P < )y < 00 (26)

en X satisfaciendo VP(X) C Y.

La teoria de regularidad para soluciones débiles de (26) fue desarrollada por Caffarelli
en [28, 29, 30], obteniendo luego una teoria de regularidad para potenciales de Brenier
[31, 32, 34]. Resumimos dichos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1 Sean u,v € P(R™) dadas por densidades f,g € L'(R") tales que
X={zeR":f(z)>0} e Y={yeR':g(y)>0}
son abiertos acotados y supongamos que 0 < X < f, g < 1/\ sobre X e Y para alguna
constante A > 0. Sea T el transporte dptimo cuadrdtico de p en v.
Si'Y es convexo, entonces:
i) Para algin B € (0,1) se tiene T' € Cl%’CB(X).
ii) Si feC(X) ygeCY), resultaT € Wﬁ)’cp(X) para todo 1 < p < 0o.
ii1) Si para algin k € Ny y algin o € (0,1) se tiene f € C’ZIZ’CO‘(X) Yy ge C’ZIZ’CO‘(Y), resulta
T e CFhex).

loc
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Si X eY son convexos, entonces:
w) Para algin 8 € (0,1) se tiene T € C%P(X).
Si X eY son uniformemente converos, entonces:

v) Si para algin k € Ny y algin o € (0,1) se tiene f € CH(X), g € C**(Y) y las
fronteras de X eY son de clase C*+2, resulta T € C*+Lo(X).

La hipdtesis de convexidad para Y en el teorema 1.6.1 es necesaria: sin dicha hipdtesis
T es en general discontinua, aun en ausencia de impedimentos topoldgicos (e.g. X conexo
e Y disconexo). Para ilustrar este fenémeno presentamos un ejemplo dado por Caffarelli
[32] que, como veremos luego, es en cierto sentido representativo del caso general.

Ejemplo 1.6.2 Sea X la bola unitaria de R™ e Y la unién de dos medias bolas centradas
en —ej y e; con partes chatas paralelas a 1 = 0 (ver fig. 1.4). Tomando g y v como las
medidas de Lebesgue normalizadas, el transporte 6ptimo cuadrético T estd dado por el
gradiente del potencial convexo P(z1, ..., 2,) = |21| + 3|z[?:

Ti(x) = VP(x) = Lz, <01 (%) - (z = e1) + Lz, 50(2) - (2 + e1).

)

X Y

Figura 1.4: El transporte 6ptimo T divide la bola X a lo largo del segmento punteado
¥ ={0} x (—1,1). Notar que T es una isometria cuando se lo restringe a las medias bolas
X_=Xn{z <0}, Xy =X N{x; >0} que particionan X \ X.

Notar que T, = VP estd indefinida en {0} x (=1, 1), aunque T, es Lipschitz cuando
se la restringe a las medias bolas X N {z; < 0} y X N {z; > 0}. El hecho de que Y sea
disconexo no es esencial: como se explica en [32], uniendo las dos medias bolas con un
franja horizontal de ancho ¢ y tomando el limite para € — 0 se construye un ejemplo con
T, discontinua e Y conexo (ver [125, Theorem 12.3] para una prueba completa). A

El transporte 6ptimo T del ejemplo 1.6.2 no es regular en todo el abierto X pero
verifica una propiedad de regularidad parcial: existen cerrados relativos

Yx={0}x(-1,1)cX y Xy:=0CY
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de medida nula tales que T, : X \ ¥x — Y \ Xy es un homeomorfismo bi-Lipschitz. Luego
del trabajo de Figalli, Kim y De Philippis [55, 64, 66] se sabe que este tipo de regularidad
parcial es un fendmeno general. Mas aun, lo es incluso para costos generales en R" y para el
costo cuadratico en variedades riemannianas. Enunciamos a continuacién estos resultados.

Sean X e Y abiertos acotados en R" y ¢: X XY — R una funcién de costo general.
Para ¢ definimos las siguientes hipétesis:

(CO0) El costo ¢ es de clase C* para algin a € (0,1) y [lc]lczaxxy) < 00.
(C1) Para todo z € X, la aplicacién V c(x, -) es inyectiva en Y.
(C2) Para todo y € Y, la aplicacién Vyc(-,y) es inyectiva en X.

(C3) Se verifica det(D2,¢)(x,y) # 0 para todo (z,y) € X x Y.

Notar que el costo cuadrético c(z,y) = |z — y|? satisface todas las hipétesis anteriores.

Teorema 1.6.3 (55, Theorem 1.3) Sean p,v € P(R"™) dadas por un par de densidades
continuas f,g € L'(R") tales que

X:{azeR”:f(x)>O} e Y:{yER":g(y)>0}

son abiertos acotados y supongamos que 0 < X < f, g < 1/\ sobre X e Y para alguna
constante A > 0. Sea T el transporte optimo de p en v para un costo c: X x Y — R que
verifica (CO) - (C3). Entonces, ezisten cerrados relativos Xx C X y Xy CY de medida
nula tales que:

i) La restriccion T : X \ ¥x — Y \ Xy resulta ser un homeomorfismo de clase Cl?)’f
para todo B € (0,1).
i) Si para algin k € Ny y algin « € (0,1) se tiene ¢ € C/ZjQ’a(X xY), feCPYX) y

loc

ge Ck,a<Y)7 entonces T : X \ Xx — Y \ Xy es un difeomorfismo de clase ot

loc loc :

Teorema 1.6.4 (55, Theorem 1.4) Sea M una variedad riemanniana suave, coneza,
compacta y sin borde con distancia geodésica d. Sean p,v € P(R™) dadas por densidades
f,g continuas y positivas. Sea T’ : M — M el transporte éptimo de i en v para el costo
cuadrdtico ¢ = d?/2. Entonces existen cerrados Xx, Yy C M de medida nula tales que:

i) La restriccion T : M\ ¥x — M \ Xy resulta ser un homeomorfismo de clase Cl((])’f
para todo B € (0,1).

i) Si para algin k € Ny y algin o € (0,1) se tiene f,g € C**(M), entonces resulta
serT: X\ Xx — Y\ Xy un difeomorfismo de clase e

loc
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Capitulo 2

Analisis de estabilidad para el
problema de Monge

A continuacién probamos la existencia de un p-orden de estabilidad s, alrededor de T
para un problema compacto (X,Y, i, v, c) que verifica la hipétesis (SU). Luego discutimos
algunas propiedades de s, y estudiamos el caso del transporte 6ptimo cuadratico en R" a
modo de ejemplo. En particular, mostramos que s(h) es de orden v'h dando una prueba
alternativa a la obtenida por Li y Nochetto [89, Remark 3.3]. Para problemas con espacios y
costos mas generales, asumiendo cierta regularidad para T, pueden deducirse estimaciones
de s, aplicando los resultados obtenidos en [74, Proposition 8 y Corollary 9].

2.1. Existencia de ordenes de estabilidad

Cuando un problema compacto (X, Y, u, v, ¢) verifica la hipétesis (SU), el operador de
costo de Monge C admite un p-orden de estabilidad alrededor del tnico transporte 6ptimo
T, para todo 1 < p < 0o. Esto es, sin asumir regularidad adicional, existe una funcién no
decreciente s), : [0, +00) — [0, +00) continua en 0, satisfaciendo s,(0) = 0 y verificando

dp(T,T) < sp(C[T] - C[T*D

para todo T' € B(X,Y) con Ty = v, siendo s, la minima funcién con estas propiedades.

Para una demostracion de este hecho necesitamos un resultado de estabilidad que
probamos a continuacién. Su demostracion, que es una variacién sobre la prueba de un
resultado de estabilidad bien conocido [125, Corollary 5.23], depende de la siguiente versién
del teorema de Lusin [61, Theorem 2.3.5].

Teorema 2.1.1 (Lusin) Sea X' un espacio métrico localmente compacto dotado de una
medida boreliana de probabilidad 1 y sea YV un espacio métrico separable. Si f : X — ) es
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una funcion boreliana y A C X es boreliano, entonces para todo € > 0 existe un cerrado
K C A tal que p[A\K] < e y f|k es continua.

Proposicién 2.1.2 Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto con valor dptimo 1, para el
problema de Kantorovich. Sea (7)) C P(X xXY) tal que I[m;] = Lo y m € A(uk, vi) para
todo k, donde py, v, —— p, v. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

i) Si el problema (X,Y, p, v, c) satisface la hipdtesis (KU) con plan de transporte éptimo
Ty, entonces se tiene T, = Tx.

ii) Si p = p para todo k y el problema (X,Y, p,v,c) satisface la hipdtesis (SU) con
transporte optimo Ty, entonces para todo & > 0 wvale

m[{(z,y) € X x Y i dy(Ti(z),y) > 6}] 0. (27)

Demostracion. Dado que pug, vy > u, v 'y 7 € A(uk, vg), la familia de medidas {my } es
un subconjunto rigido de P(X x Y') y por lo tanto existe una subsucesion (7, ); débilmente
convergente a m € A(u,v). Se deduce I[7] = L, a partir de que I[m;] — L, con lo cual 7 es
un plan de transporte éptimo. Asumiendo (KU) resulta m = 7, y repitiendo el argumento
para una subsucesién arbitraria de () resulta 7 —— .. Esto prueba i) y asumiendo
(SU) se tiene, adicionalmente, 7y, = 7.

Fijar § > 0 y tomar € > 0 arbitrario. Por el teorema de Lusin 2.1.1 existe un conjunto
cerrado K C X con pu[X\K] < ey Ti|x continua. Luego

Bk (0) = {(z,y) € K x Y :dy(Ti(z),y) >0}

es cerrado en K X Y y m.[Bgk ()] = 0, dado que m, esta concentrada en el grafico de T.
Luego, la convergencia débil de (7y)r a . implica

0 = m[Bk ()] > Hmksup k[ B (0)]
= h'mksup T [{(z,y) € K x Y : dy(Tu(x),y) > 6}]

> h’mksup T [{(z,y) € X x Y 1 dy(Ty(z),y) > 6}] — ¢,

donde la ultima desigualdad resulta de que 7, € A(uk, vi) y p[X\K] < e. Tomando € — 0
obtenemos (27) y eso completa la prueba de ii). O

Proposicién 2.1.3 Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto con transporte optimo Tk
y satisfaciendo la hipdtesis (SU). Entonces, si (Ty)r C T (u,v) satisface C[Ty] — C[T4],
resulta d,(Ty, Ty) = 0 para todo p € [1,400).

Demostracion. Sea m, = mr, € A(u,v) para todo k. Dado que I[m;] = C[T}], resulta
I[ri] — C[Iy] = L, siendo I, el valor éptimo del problema de Kantorovich asociado.
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Tomando § > 0 y v, = v, la proposicién 2.1.2 implica
plo e X 1 dy (Tu(z), Ti(z) > 0| =mp[(z,y) € X x Y ¢ dy(Ti(z),y) > 0] 50,

con lo cual (T}) converge en medida a T. Fijar p € [1,00) y notar que

ATLT) = [ PTa). T w) dulo)

por definicién de dp. Resulta didm(Y") < oo por compacidad y para 6 > 0 se tiene

/ dy (Ti(z), Ti(2)) dp(z) < didm(Y)Pp[{dy (Tk, Tk) > 63],
dy (T, Tx)>6

(28)
/ AE(Ti(), To()) du(x) < BPu[X] = 67,
dy (Ty,,Tx)<6
Dado ¢ > 0, tomando § = (%)1/” y ko tal que
5

dy (T T) > 6] < — o k> ko,

plldy (T T2) 2 0] < e mye g para ki = o
se obtiene dpf (T, Ty) < € para k > ko a partir de (28), probando d,(T}, Ty) — 0. O

Definicién 2.1.4 Cuando (XY, u, v, ¢) verifica las hipétesis de la proposicién 2.1.3 para
todo exponente p € [1,00) definimos s, : [0, +00) — [0, +00) como

sp(h) = sup {dp(T, T.): paraT € T (u,v) con C[T] - C[T.] < h }

para todo h > 0. La buena definicién de s, resulta de la existencia de un transporte 6ptimo
y del hecho de que Y es acotado. Llamamos p-orden de estabilidad de C alrededor de T} a
la funcién s,.

Proposicién 2.1.5 Bajo las hipdtesis de la proposicion 2.1.3, para todo p € [1,00) valen
las siguientes propiedades:

i) sp es no-decreciente y

dp(T', T) < sp(C[T] = C[T.])
para toda T € T (u,v);
ii) 0< s, < didm(Y);
iii) sp(0) =0 y s, es continua en 0;
i) sp es la minima funcion satisfaciendo 1).

Demostracion. Las propiedades i) y i) son inmediatas a partir de la definicién de s,. Para
probar 4ii), primero notar que s,(0) = 0 resulta de la unicidad del transporte éptimo.
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Luego, para cualquier sucesién hy N\ 0, tomar T}, € T (u,v) verificando

1
C[Tk] — C[T*] <hg y dp(Tk,T*> > Sp(hk) - % (29)
Asi, (29) implica C[T}] — C[T%] y la proposicién 2.1.3 implica d, (T}, Ti) — 0. Resulta de

(29) que s,(0) = 0 > lim supy, sp(hx)-

Para v), asumir que s, : [0, +00) — [0, 4+00) satisface ). Fijar h > 0 y considerar un
transporte T' € T (p,v) con C[T] — C[Ty] < h. Luego i) para S, implica

dp(T, T:) < 8, (C[T] = C[T.]) < 5 ()
y tomando supremo sobre 7" resulta sp(h) < 5, (h). O

Observacién 2.1.6 La proposicion 2.1.3 es falsa para p = oo y por lo tanto carece de
sentido definir s.,. Para verlo, tomar X =Y = [0,1] y 4 = v = £! la medida de Lebesgue
1-dimensional en el intervalo unitario. Considerar el costo cuadrético c(z,y) = 3|z — y|*.
Notar que T es la identidad de [0, 1] y por lo tanto C[T,] = 0. Definiendo

T.(2) x ,sle<zez<l—e
xr) =
: 11—z , sino

para € € (O, %), es claro que T. € T (u,v) y que dso(T:, Ti) = 1, pero un simple célculo
muestra que C[T3] = e — 2¢% + 3% — 0 = C[T.].

2.2. El caso cuadratico en R"

Definicién 2.2.1 Decimos que (X,Y, u, v, c) es un problema cuadrdtico en R" si X e Y
son compactos en R", ¢(z,y) = 3|z — y|* y p, v € P(R") son absolutamente continuas con
densidades f, g tales que X, :={f >0} C X e Y5 := {g > 0} C Y son abiertos.

Observacion 2.2.2 La definicién 2.2.1 no requiere que se verifique X, = X°ni Y, =Yy
tampoco requiere regularidad de las fronteras 0X,, 0Y,. Notar también que (X,d|xxx) e
(Y,d|y xy) son espacios polacos si d es la distancia usual en R". Finalmente, notar que en
todo problema cuadratico el costo verifica la hipotesis de integrabilidad.

Sea (X,Y, u, v, ¢) un problema cuadrético en R™ y sea (p, 1) un par c-conjugado que

maximice el problema dual de Kantorovich (DP). De acuerdo con la proposicién 1.3.8, un
plan de transporte m € A(u, ) es éptimo si y sélo si m estd concentrado en el conjunto

@y e X xY : gl + o) = 5o — 3} (30)
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Alser p(z) +¢(y) < 3lz —y[* en X X Y, para x € X definimos ¢, : Y — [0, +-00] por

oly) = gle— 3l — plx) — (o). (31)

Asumiendo que el Unico transporte éptimo T} para el problema de Monge es continuo, se
tiene e,(T%(x)) = 0 para todo z € X, por la optimalidad de 7. Reciprocamente, dada
T € T (u, v) subéptimo, puede interpretarse informalmente que estimar £, (7'(z)) por debajo
sobre X, es una manera de cuantificar la no inclusién I'(T") ¢ sop(r7r, ). Se puede ver que
P(z) := 3|z|® — p(x) verifica VP =T, y que, si T} es un difeomorfismo, tomando @Q := P*
se tiene VQ = (T,)~!. Més aun, dado que

ea(y) = [l = o(@)] — 2y + [S - v(w)] = P@) - ey + Q). (32)

la convexidad de ¢, puede ser cuantificada notando que D?s, = D?Q = D(T!).

Las observaciones previas conducen a la estimacién (33) de dao(7, Tx), que a su vez
implica la estimacion sg(h) < K v/h para una constante K > 0 dependiente del problema
(X,Y, u,v,c). Esta misma estimacién fue obtenida por Li y Nochetto [89, Remark 3.3]. A
diferencia del razonamiento local presentado aqui, en [89] el resultado es obtenido con un
razonamiento global a partir la nociéon de A-smoothness para funciones convexas.

Teorema 2.2.3 Sea (X,Y, u,v,¢) un problema cuadrdtico en R™ con Y, convezo y tal que
su transporte optimo Ty : X — Y es un difeomorfismo en DI(XO, Ys). Si los autovalores
de DT, estan acotados por arriba en X, i.e. supy, An(DTy) < 0o, entonces existe una
constante K = K(X,Y, u,v) tal que para toda T € T (u,v) vale

1/2
IT = Til|z2(u) < K|C[T] = C[T%]| . (33)

Demostracion. Con las notaciones introducidas previamente, al ser T, un difeomorfismo
en D'(X,,Ys), el potencial convexo @ tal que VQ = T, ! estd en C%(Y,). Notar que los
autovalores de D?%c, = D?Q = D(T, ') estdn despegados de cero porque los autovalores de
DT, estan acotados por arriba, precisamente:

1 1

m = inf D2 = inf = . 4
Am = REM(D7Q) = 10f 5T = e DT (34)

Fijando = € X,, notar que €,(Tx(x)) =0y Ve, (Ti(x)) = 0 por la optimalidad de 7.
Un desarrollo de Taylor de €, en torno a Ty (x) muestra que, dado y € Y, arbitrario, gracias
a la convexidad de Y existe 6., € [Ti(x),y] C Y, con

o) = 5~ To(@)) Der(bay) - (v~ L) 2 Shaly - T@P. (39)
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La desigualdad (35) implica

1
| ewdny = n [y T@P )
XxXY XxY
1

(36)
1
= 5% [ 1@ = D@ du(o) = 5T = T2,

2

Por otra parte, dada T' € T (i, v), se tiene np € A(u,v) y por lo tanto

/Xxyex(y)dw(x,y) (;)/)(XyC(fc,y)dﬂT(fmy)— [/X sOdM+/Y¢dV] )
= I[rr] = Jlp, ] = C[T] = C[T.] .

Luego (33) resulta de (37) y (36) tomando K = ,/%. Notar que K depende sélo de
D%Q = D(T; 1), que a su vez depende sélo de X, Y, uy v. O

El teorema anterior da una cota superior para ||7° — Ti[/12(,) en el caso de que los
autovalores de DT, estén acotados por arriba. Asumiendo que dichos autovalores también
estan despegados de cero, i.e.

0< 1')r(1f M (DTy) < sup A\, (DTy) < 400, (38)

Xo

puede probarse que s3(h) es de orden exactamente Vvh para h — 0F. Aunque no lo
probaremos aqui, tanto las constantes como los érdenes obtenidos son éptimos.

Teorema 2.2.4 Sea (X,Y, u,v,c) un problema cuadrdtico en R™ con Y, convexo y tal que
su transporte optimo Ty : X — Y es un difeomorfismo en D*(X,,Y,). Si los autovalores de
DT, estan acotados en X, como en (38), entonces vale

para toda T' € T (u,v), donde

A = i}rflf)\l(DzQ) >0 y Ay =supA(D?Q) < +oc. (40)
o Y,

Demostracion. Al igual que en la demostracién del teorema anterior basta acotar e, (y)
como en (35), pero esta vez también por arriba. Se obtienen asi las cotas

1 1
Fmly = T(@)]* < ealy) < SAuly = Tu())” (41)
para (x,y) € X, x Y,. Notar que se obtiene la cota Ay < 400 razonando como en (34).
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Luego de integrar (41) como en (37) y (36) resulta
1 2 1 2
Al T = Tullzaqy < C[TT = CIL] < SAMIT = Tallzey

y se obtiene (39) inmediatamente. O
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Capitulo 3

Aproximacion discreta de
(X,Y,p,v,c)

Empezamos definiendo h-aproximaciones de (X, Y, i, v, ¢) e introduciendo la notacién
necesaria para trabajar con ellas. Luego, probamos la existencia de sucesiones aproximantes
de planes discretos. Definimos medianas geométricas en espacios métricos generales y comen-
tamos sus propiedades. En particular, probamos el lema 3.2.6, que serd fundamental para
controlar las distancias d, (T}, Ty). Finalmente, definimos distintos tipos de proyecciones y
terminamos con una breve discusién sobre sus aspectos computacionales.

3.1. Discretizacion de (X,Y, u, v, c)

Definicién 3.1.1 Una h-particidn de un espacio métrico (Z,dyz) es una coleccién finita
{(Zk, z1) }rer donde {Zi }rex es una particién de Z verificando Zy € B(Z), didm(Zy) < h
y 2z € Zj para todo k € K. Dada una medida finita o € P(Z), una h-aprozimacion de o
es una medida oy, € P(Z) de la forma ), ;- 00, , donde o}, = o[Zy] y {(Zk, 21) }kek es
una h-particién de Z.

Observacién 3.1.2 En general vamos a considerar h-particiones de espacios dotados de
una medida o € P(Z) fija. Los resultados obtenidos no cambiarian si definiésemos las
h-particiones requiriendo que los conjuntos {Zy }recx sean sélo o-disjuntos, en el sentido
de que o[Zk, N Zy,] = 0 para z; # z2. Evitamos esto para prevenir dificultades técnicas
no esenciales en algunas definiciones y demostraciones, pero consideraremos particiones
o-disjuntas en algunos ejemplos por la misma razén.

Definicién 3.1.3 Una h-aprozimacion del problema (X,Y, u, v, ¢) es cualquier problema
de la forma (X, Y, up, vp, ¢) donde pp y vy, son h-aproximaciones de p y v respectivamente.

En adelante, los nombres E y F' denotaran conjuntos borelianos genéricos en X e Y
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respectivamente. Los indices ¢ serdn usados para objetos relacionados con X y los indices j
para los relacionados con Y. Las h-particiones genéricas para X e Y seran notadas

CXZ {(E“xz)}zel y Cy: {(Fj’yj)}jEJ’ (42)
y usaremos también las notaciones
wi = plEil, vi=v[F; v c¢j=c(ziy;) parai€l, j € J.
Con estas notaciones tenemos
Mn = ZM[EZ] Oy, = Zﬂi Ou; » Vh= Z V[Fj] : 5yj = Z Vj 5yj (43)
iel iel jeJ jeJ
y el problema de Kantorovich asociado a (X,Y, up, vy, ¢) toma la forma

min Z Zﬂijcij
(mig)ig 20 5= jeJ
(FP)
S. a. Zﬂ'i]‘:ui Viel, ZT['Z']‘IV]' VJEJ
jeJ i€l

Notaremos 7, = (m;;);; a las soluciones factibles de (FP) y definimos su soporte como

sop(my) ={ (i,5) € IxJ : m; >0} (44)
Definimos también
I(j) ={iel: my>0} (45)
para todo j € J e
I, ={iel:3jeJ con m;>0}=|]I:(j). (46)
Jje€J

Los conjuntos J4 (i) para i € I y Jy se definen andlogamente. Observar que

sop(mn) = | | T+(i) x {3} = || {i} x J+.(4). (47)

sy m i€l

Cometeremos el abuso de notar 7, tanto a las medidas del conjunto A(up, vp,) como a
las sucesiones finitas doblemente indexadas y no negativas que definan soluciones factibles
de (FP). Esto implica que la definicién (44) comparte notacién con el soporte de 7, visto
como medida, es decir,

sop(my) = { (zs,y;) €I xJ : mj>0}. (48)
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Definicién 3.1.4 Decimos que 7, es un h-plan dptimo (factible) para (X,Y, u,v,c) si 7,
es un plan éptimo (factible) para alguna h-aproximacién de (X,Y, u, v, c).

Definicién 3.1.5 Una sucesion aproximante de planes discretos para (X,Y, u, v, c) es una
sucesién (7 ) tal que todo g es un hg-plan 6ptimo para (X,Y, u, v, ¢) y hy —7 0.

Lema 3.1.6 Sea (X,Y, u,v,c) un problema de transporte con (X,dx) e (Y,dy) espacios
métricos polacos. Son equivalentes:

i) Los espacios (X,dx) e (Y,dy) son compactos.
it) Para todo h > 0 el problema (X,Y, u,v,c) admite un h-plan dptimo.

iit) Existen sucesiones aprorimantes de planes discretos para (X,Y, p,v,c).

Demostracion. La implicacién i) = iii) es inmediata a partir de la definicién 3.1.5.
Para la implicacién i) = i) basta probar que i) implica que X e Y son totalmente
acotados, pues ambos son completos por hipdtesis. Para esto, asumir i) y notar que las
definiciones 3.1.5 y 3.1.1 implican inmediatamente que X e Y pueden ser particionados
por finitos conjuntos de didmetro arbitrariamente pequeno. Luego X e Y son totalmente
acotados y por lo tanto vale 7).

Probemos ahora la implicacién i) = ). Asumiendo i), la compacidad de X e Y
implica la existencia de h-particiones. Para verlo, fijar h > 0, considerar el cubrimiento
{Bh/2(‘%)}5¢ex de X y extraer un subcubrimiento finito minimal {Bh/z(:i*i)}iel. La mini-
malidad implica que para cada i € I existe x; € By )y (Z;) no incluido en ninguna de las
otras bolas del subcubrimiento. Luego, si I = {ij,12,...,iy}, la disyuncién

E;, == By (%),

E; = Bh/Q(.fcik)\(Ei U---UEikfl) para2 <k <n,

induce la h-particién {(El,acz)}l ¢; para X. Tomando ahora una h-particién para Y y
definiendo pp, y v, como en (43), el problema (FP) resulta factible (ver seccién 1.1.3) y
por lo tanto existe un h-plan 6ptimo para (X, Y, u, v, c). O

Observacién 3.1.7 El lema 3.1.6 implica que, si (X,Y, u,v,c¢) es compacto y hy N\, 0,
existe una sucesion aproximante de planes discretos (my)r para (X,Y, u, v, ¢) con 7 un
hi-plan para todo k. Notando ug y vx a las medidas marginales de 7, se tiene

10 el VR A 7 e

En efecto, si ¢ € Cp(X) y notamos wyg a su médulo de continuidad, la compacidad de X
implica que wg(h) — 0 para h — 0. Fijando k y razonando con la notacién genérica (42)
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para las particiones, se obtiene

z) du(x / o(z) dpg(x

U\Mut/¢%d4<m o)

y sumando sobre i € I resulta la cota

V¢w‘/w%

Dado que hy, — 0, (49) implica pp — . La prueba para (1) es anéloga.

ZM - we(hi) = we(hy). (49)

3.2. Planes discretos y proyecciones

Para aproximar T, nos interesa extraer una funcion T, : X — Y de cada h-plan.
Buscamos una T}, constante sobre cada conjunto de la h-particién Cx, digamos

Thlg, =yi€Y paratodoien .

En el caso de que 7, tenga un soporte “con forma de gréfico de funcién”, i.e. |J4(i)| =1
para todo i, entonces es intuitivamente claro cémo elegir cada y; para construir 71}. En
general , 7y, es tal que |J4(7)] > 1 para algin i. En este caso, para cada i € I tenemos una
distribucién de probabilidad sobre Y dada por

Tij 8
Z]EJ J223 Yi»

y tomaremos g; como un tendencia central de dicha distribucion, dependiendo de la
estructura disponible en (Y, dy ).

Definicién 3.2.1 Un espacio métrico (Y, dy) es normado si Y es un subconjunto convexo
de un R-espacio vectorial V y dy estd inducida en la forma usual por una norma || - || en V.

Para (Y,dy) general extraeremos funciones 7} considerando medianas geométricas
pesadas para elegir los y; y llamaremos GM proyecciones a las funciones T}, construidas
de esta manera. Para (Y, dy) normado consideraremos, ademds, funciones 7}, construidas
calculando baricentros, llamando a estas funciones B proyecciones.

3.2.1. Medianas geométricas pesadas y baricentros

Sea (Y, dy) un espacio métrico general. Dados yi,...,ymn en Y y pesos no negativos
w1, ..., W, con y_;w; =1, considerar la funcién V(y) = >_, w;dy (y,y;) para y en Y.
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Definicién 3.2.2 Un punto ¢ en Y es una mediana geométrica para (y;); con pesos (wj);
si ¢ es un minimizante para V.

Definicién 3.2.3 Si (Y, dy) es normado, el baricentro de (y;); con pesos (w;); es el punto
> Wiy €Y que se obtiene operando en el espacio vectorial V D Y.

Las medianas geométricas siempre existen cuando (Y, dy) es compacto, aunque pueden
no ser unicas. Por ejemplo, cuando (Y, dy) es una variedad riemanniana, la unicidad se
verifica si los puntos (y;); no yacen todos sobre una misma geodésica [130, Theorem 3.1].
Notar también que los baricentros estan bien definidos: al ser Y convexo por definiciéon
de (Y, dy) normado, la suma »_ ;wjy; yace en Y; mds aun, la cdpsula convexa K de los
puntos (y;); esta contenida en Y, con lo cual el baricentro y todas las medianas geométricas
pesadas de (y;); yacen también en Y por ser elementos de K.

Aclaraciéon 3.2.4 Las medianas geométricas pesadas permiten “extender la idea” del
baricentro a espacios métricos sin estructura lineal. Notar que no generalizan la nocién de
baricentro en un sentido estricto, pues una mediana geométrica pesada no necesariamente
coincide con el baricentro cuando (Y, dy) es normado.

En general no existe una expresién explicita para las medianas geométricas pesadas, y
por lo tanto deben ser aproximadas en la practica. Para tratar esta dificultad definimos
la nocién de mediana geométrica aproximada y posponemos la discusién de sus aspectos
computacionales hasta 3.3.

Definicién 3.2.5 Un punto y en Y es una mediana geométrica e-aprozimada para (y;); con
pesos (w;); si V(g) < V(y) + ¢ para todo y en Y. En particular, toda mediana geométrica
0-aproximada es una mediana geométrica.

Lema 3.2.6 (Lema de cercania) Sean (Y,dy) un espacio métrico € yi,...,Ym puntos
en'Y con pesos mo negativos wi, ..., W, satisfaciendo Ej wj = 1.

i) Si g. es una mediana geométrica e-aproximada para (y;); con pesos (w;); ey es un
punto cualquiera en 'Y , entonces

dy(y,5) < e +2)  widy(y,9;).

ii) Si (Y,dy) es normado, 3 es el baricentro de (y;); con pesos (wj); ey es un punto
cualquiera en'Y', entonces

dy(y,9) <D widy (y,3;)

La motivacién para el nombre de lema 3.2.6 es la siguiente: cuando todos los puntos
(yj); estén cerca de un punto y, toda mediana geométrica o baricentro de los puntos (y;);
también estard cerca de y. Esta idea serd fundamental para probar la convergencia de las
proyecciones T, a Ty en el Capitulo 5.
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Demostracion del Lema 3.2.6. Para i), notar que
dy (y,9=) < dy (y,y;) +dy(y;,9e) paral<j<m.
Multiplicando dicha desigualdad por w; y sumando sobre j resulta

dy (y,9:) < V(y) + V(Je) <e+2V(y).

Para ii), dy viene de la norma || - || y operando en V D Y tenemos
dy (y,9) = H y— (Zj wj?/j) H = HZ] wj (y — yj)H
<3 wylly-wll = V. 0

3.2.2. GM proyecciones y B proyecciones

Definicién 3.2.7 Sea 7, = (;;);; un h-plan factible para (X, Y, 1, v, ¢) y sean (y;)icr C Y
y T € B(X,Y) tales que T'|g, = y; para todo i € I.

i) Decimos que T' es una GM proyeccion si existe Q > 0 tal que, para todo i € I, es y;

una mediana geométrica Q-h-aproximada para (y;);jcs con pesos (m;;/ ,u,;)je 7

i1) Si (Y,dy) es normado, decimos que 7' es una B proyeccion si para todo i € I es y;

el baricentro de (y;)jes con pesos (mi;/iti) ;e ;-

i11) Decimos que T es una proyeccion extraida de 7, si T verifica i) o ).

Notamos TgM [m] al conjunto de las T' construidas de acuerdo a i) y Tg[mp] al formado por
las construidas de acuerdo a i), reservando la notacién Tear[mp) para 0y, [ms). Finalmente,
decimos que T es de calidad Q si T € TgM [mp] 0 si T € Tg[my).

Aclaracién 3.2.8 Los conjuntos TGQM [7h], Tam|mr] y Tlmr] dependen de h-particiones
Cx y Cy, del pardmetro h y de un h-plan 7;,. Omitimos explicitar la dependencia de dichos
conjuntos respecto de Cx, Cy y h para simplificar la notacién. Por otra parte, se verifica
que TC?M [7] es no vacio si (Y,dy) es compacto y que Tg[mp] es no vacio si (Y,dy) es
normado. Observar que TC?]Q [mh] C Tgf/[ [mh] 81 0 < Q1 < @y, con lo cual toda proyeccién
de calidad @ es también de calidad Q,.

Definicién 3.2.9 Una sucesidn aproximante de proyecciones para (X,Y, u, v, c) es una
sucesién (Tx)r C B(X,Y) para la que existen > 0 y una sucesién aproximante de planes
discretos (7)) tales que cada T} es una proyeccion de calidad @ extraida de .

Aclaracién 3.2.10 Por definicién, un espacio métrico (Y, dy) no puede ser normado si Y
es un subconjunto no convexo del espacio normado V. No obstante, en un caso asi sigue
teniendo sentido intentar extraer una B proyecciéon Tj, : X — V de 7, si puede aceptarse
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que T}, tome valores en conv(Y), la capsula convexa de Y. Este caso estd incluido en
en nuestra teoria: dado que no asumimos sop(u) = X ni sop(v) = Y, puede cambiarse
(X,Y, pu,v,c) por (X,conv(Y), u, v, c) y trabajar con dicho problema.

3.3. Coémputo de proyecciones

Extraer B proyecciones de un h-plan 7y, requiere calcular combinaciones lineales en un
espacio vectorial V. Precisamente, O(|J;(4)|) operaciones de espacio vectorial para cada
i € I+. En el peor caso esto implica O(|I||J|) operaciones de espacio vectorial para calcular
una proyeccién baricéntrica. Dicha estimacién mejora a O(|I| + |J|) cuando el soporte de
7y, es de tamano O(|I| +|J|), lo cual puede conseguirse e.g. tomando 7, como una solucién
bésica para el problema (FP).

El cédlculo de una GM proyeccién es comparativamente mas dificil dado que no existe
una expresién explicita para las medianas geométricas, con lo cual deben ser aproximadas.
Es espacios euclideos y en variedades riemannianas dichas aproximaciones pueden ser
calculadas con el algoritmo de Weiszfeld y sus variantes [67, 107, 126]. Para espacios
métricos generales (Y, dy ), en principio, no es claro cémo aproximar medianas geométricas.
Afortunadamente, como veremos a continuacién, en nuestro contexto siempre es posible
calcular aproximaciones suficientemente buenas de las medianas geométricas necesarias
para calcular GM proyecciones.

Desde un punto de vista practico, para encontrarnos con el problema de calcular una
GM proyecciéon debemos previamente haber computado una h-particiéon Cy. Dicha tarea
requiere evaluar dy (para conocer la cota de didmetro h) y producir una coleccién de puntos
parejamente distribuidos en Y (los puntos y; elegidos en los conjuntos F}). Como veremos,
esto serd suficiente para poder computar aproximaciones de las medianas geométricas
necesarias para el calculo de un GM proyeccién.

Decimos que A C Y es una e-red si para todo y € Y existe a € A con dy(a,y) < e. Por
ejemplo, los puntos (y;); de una h-particién {(F},y;)}; de Y definen una h-red en Y.

Lema 3.3.1 Sean (Y,dy) un espacio métrico compacto, A = (y;)i<j<m C Y una e-red y
(wj)1<j<m pesos no negativos con 3 wj = 1. Luego

J- := argmin V(y) = argmin ijdy(y, ;) (50)
yeA yeA

es una mediana geométrica e-aproximada para (y;); con pesos (w;);.

Demostracidn. Por ser Y compacto, existe § € Y mediana geométrica para (y;); con pesos
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Capitulo 3. Aproximacién discreta de (X,Y, p, v, c)

(wj);. Sea yj, € A con dy(9,yj,) < €. Luego, para cada y € Y, se obtiene

Zj widy (Yjo, Yj) < Zj wjldy (Yo, §) + dy (9, ;)] < Zj wjle + dy (9, y;)]

=<+ Zj wjdy(g),yj) S e+ Zj wjdy(y,yj) .
Tomando g, como en (50), para todo y € Y resulta

V(ge) = Zj widy (fe,yj) < Zj widy (Y50, Y;)

gs+zjwjdy(y,yj) =e+V(y). O

Notar que (50) es un problema de minimizacién sobre un dominio finito, con lo
cual el lema 3.3.1 proporciona un método efectivo para computar medianas geométricas
aproximadas en Y. Aplicado a la h-red inducida por Cy, permite computar las medianas
geométricas h-aproximadas necesarias para construir una 7} en 7"GQM [m] con Q = 1.

Computar (50) por fuerza bruta requiere O(|A|?) operaciones, contando evaluaciones
de dy y también sumas, productos y comparaciones de nimeros. Notar que una cota de
complejidad més justa es O(|A||A4|) operaciones, donde A, = {y; € A : w; > 0}.

Aplicando este algoritmo al cémputo de una GM proyeccidn, para cada ¢ € I tenemos
A={yj:jeJ}, Ay ={y;:j € Jr(i)} y O(|J||J+(7)|) operaciones. Sumando sobre i € I
obtenemos

S, O 6) (\J\Z 74 (0) ):owusop(wh)y)

operaciones, que en el peor caso son O(|I]|J|?) operaciones. Nuevamente, dicha estimacién
mejora a O(|I||J| + |J|?) cuando el soporte de 7, es de tamano O(|I] + |J]).

En la practica pueden obtenerse algoritmos con mejores cotas de complejidad para
(familias de) problemas concretos. Ademads, como regla general, el algoritmo de fuerza bruta
sugerido por lema 3.3.1 puede ser mejorado achicando |A| y |A4| apropiadamente. Para
h pequeno (i.e. |I| y |J| grandes) los elementos de {y; : j € J4(i)} tienden a acumularse
en torno a Ty (z;). Esto hace pequeno al conjunto J4 (i), lo que reduce el factor |A| en la
cota O(|A||A|). Adicionalmente, cuando {y; : j € J4 (i)} estd concentrado en un entorno
de un punto, gran parte de los puntos en {y; : j € J} puede ser descartada en la bisqueda
de g.. Esto reduce el factor |A| en la cota O(|A||A+]).
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Capitulo 4

Convergencia de planes discretos y
valores optimos

La acotacién de ¢ implica la continuidad del operador I con respecto a la convergencia
débil de medidas en P(X x Y). Es decir, I[r;] 5 I[x] siempre que 7, 3> 7. Ademads, es facil
ver que las h-aproximaciones pup, v, de p, v convergen débilmente a p, ¥ cuando h — 0.
Luego, dada cualquier sucesién aproximante de planes discretos (7)), la estabilidad del
transporte 6ptimo [125, Theorem 5.20] implica la existencia de una subsucesién (7y,);
convergente a un plan éptimo 7. Finalmente, la continuidad de I implica I[my,] — L.

Veremos que, en nuestro contexto, la continuidad uniforme de ¢ elimina la necesidad de
pasar a una subsucesion para obtener la convergencia de I[m;] a I.. Mds aun, probaremos
que la velocidad a la que I[m] converge a I, estd controlada por w..

4.1. Version continua de un h-plan

Definicién 4.1.1 Para una solucién factible 7, = (m;;);; de (FP), se define la version
continua de 7, como la medida de probabilidad 77 € P(X x Y) dada por

=Y L u®u|gxr, (51)

HiVyj
(4,7) € sop(mn)

Observacién 4.1.2 La medida de probabilidad 7} estd bien definida: se tiene p;,v; > 0
para todo (4, ) € sop(mp), con lo cual 7f es una medida bien definida en M1 (X xY) y

THX x Y] =) g (X vlp Y] =) 5 plBF] =) =1
ij

ij ij
La motivacién para la definicién 4.1.1 es obtener un plan factible 7/ para (KP) similar
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a un h-plan discreto 7, dado. La siguiente proposicién formaliza el hecho de que 7} es
similar a 7y,.

Proposicién 4.1.3 Sea 7, = (m;;)ij una solucion factible de (FP). Luego 7} tiene las
siguientes propiedades.

i) Es un elemento de A(u,v).

ii) Distribuye masa de forma similar a m, en el sentido de que
dy(sop(my), sop(my)) < h y 7p[E; x Fj] = my; = mp[E; x Fj] Vi,75. (52)
ii1) Su costo es similar al de 7y, si ¢ es uniformemente continua, pues
| 1] = Ima] | < welh).
Demostracion. Para probar i) basta chequear las igualdades
TE x Y] =plE] 'y mp[X X F] = v[F]

para E € B(X) y F € B(Y). En efecto, para E € B(X) tenemos

Wﬁ[EXY]ZZ " @ vl g [E X Y]

—Z T @ u[(ENE;) x Fj]

_Z/Zg]- [ENE] v [FJ]:ZZZ;. plE N Ej]
7]

:Z< Z Wij)‘i_',u[EﬂEi]

i€l \jei(i)
=Y i -uENE] =Y ulENE] = plE],
Z€I+ l€]+

con lo cual la primera marginal de 7 es p. Un argumento analogo muestra que v es la
segunda marginal de 7, probando asi que 7y € A(u,v).

Ahora probamos ii). Primero notar que 7/[E; x F;| = m;; para todo (i, ), lo cual es
inmediato a partir de la definicién de 77. Ahora fijamos (z;,y;) € sop(nmp). Luego,

sop(ule; ® v|F,) C Ei x Fj C By[(2i,y5)] C Bylsop(ms)] - (53)

Tenemos sop(wf) N (E; x Fj) # 0 porque 7§ [E; x Fj| = m;; > 0. Luego, tomando (Z;,7;) €
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4.2. Demostracion del Teorema A

sop(mf) N (E; x Fj), resulta
(i, y;) € Ei x Fj C Bp[(%i,Y;)] C Bplsop(my)]. (54)
Las inclusiones (53) y (54) para todo (z;,y;) en sop(my,) implican las inclusiones
sop(my) C Bplsop(mn)] 'y sop(mp) C Bplsop(rwy)],

que juntas implican dy (sop(y), sop(7y)) < h.

Finalmente, como didm(E; x F}) < h para todo (i, j), resulta

/ Cdﬂ'ﬁ—ﬂ'ijcij / [C—Cl'j] Clﬂ'ﬁ
E,L'XF]' EZ'XFJ‘

y i) es inmediato

< mijwe(h)

| I[rf] — I[mp] | < Z/E.XF‘cdﬂ',f—ijcij <) mijwe(h) = we(h). O

i i
4.2. Demostracion del Teorema A

Teorema A Sea (X,Y,u,v,c) un problema compacto y sea I, el valor 6ptimo para su
problema de Kantorovich. Entonces todo h-plan 6ptimo 7, satisface

1] - L] < we(h), (55)

de modo que si (7)) es una sucesién aproximante de planes discretos resulta I[mg] — L.
Mads aun, si (X, Y, u, v, ¢) satisface adicionalmente la hipétesis (KU) con plan de transporte
6ptimo 7, entonces se tiene W), (7, my) —+ 0 para todo 1 < p < oc.

Demostracion. Sea 7, un h-plan éptimo para el problema compacto (X, Y, u, v, ¢). Por el
item i) de la proposicién 4.1.3, 7f es un plan factible para (KP) y el item 4ii) de esta
misma proposiciéon implica

L < I[rf] < I[ms] + welh).

Para terminar de probar (55), sea m, un plan éptimo para (KP) y consideremos la
discretizacién 7, = (7;;)i; de 7, dada por

%ij = W*[EZ' X FH para (Z,]) elxJ. (56)
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Al ser 7, una solucién factible de (FP) resulta

I[my] < I[7p) ZT(UCU = Zcijﬂ'*[E4 x Fj]

_Z/EXF cij dms < Z/E [c + we(h)] dm

x F

= dm, h) dm.
%:/Eixpcw+Z/JE U

x Fj
= / c dm, +/ we(h) dmy = 1my] + we(h) = Lo + we(h)
XxY XxY

donde la desigualdad (x) es consecuencia de que didm([E; x Fj) < h para todo (7,7). Esto
completa la prueba de (55). Si (7;)r es una sucesién aproximante de planes discretos
resulta I[m] —> L. inmediatamente a partir de (55) y de la definicién 3.1.5. Asumiendo
adicionalmente la hipétesis (KU), el item i) de la proposicién 2.1.2 prueba m —— 7. Al
ser X x Y compacto, W), metriza la convergencia débil y por lo tanto Wy,(my, mi) 5+ 0. O

El Teorema A garantiza que los valores 6ptimos aproximados I[m,]| convergen a I,
con orden al menos w.(h). Més aun, dicha garantia de orden de convergencia es también
valida para las versiones continuas de los h-planes. Registramos este hecho en el corolario
enunciado a continuacién, que serd de fundamental importancia en el capitulo 6 para
garantizar un orden en la convergencia T, — T.

Corolario 4.2.1 Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto y sea 1, el valor éptimo para su
problema de Kantorovich. Entonces para todo h-plan éptimo my, se tiene

| T[] — Lo | < 2we(h).
Demostracion. Por (55) y i) de la proposicién 4.1.3, es inmediato que

| I[mf] — L. } < ‘ Imr] — I[mp] | + ‘ I[mp) — 1. ‘ < we(h) + we(h). O

4.3. Discusion

Finalizamos este capitulo probando que el orden de convergencia w.(h) es éptimo a este
nivel de generalidad. Mds precisamente, el orden de convergencia w.(h) para I[r,] — L. no
puede ser mejorado sin imponer restricciones sobre (X, Y, u, v, ¢) y sobre las h-particiones.

Proposicion 4.3.1 Sean X,Y espacios métricos compactos y ¢ : X XY — R una funcion
de costo continua. Supongamos que eziste una funcion ¢ : (0, 4+00) — (0,+00) dependiendo
solo de X, Y y c tal que

| I[mp] — Lo | < ¢(h)
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4.3. Discusion

siempre que p € P(X), v € P(Y) y m, sea un h-plan dptimo para (X,Y, p, v, c). Entonces
¢ > we.

Demostracion. Fijamos h > 0y tomamos p > 0. Por definicién de w,, se tiene que existen
(z1,41), (72,92) en X x Y tales que

le(z1,y1) — c(z2,y2)] > (1 — p) we(h)

h > dxxy((z1,91), (72,y2)) = max {dx (71, z2), dy (y1,%2) }-

Definiendo las medidas p = 6., y v = dy,, observar que I, = ¢(x1,y1) para el problema
de transporte (X, Y, u, v, c). Tomamos h-particiones Cx, Cy conteniendo, respectivamente,
los conjuntos punteados ({z1,z2},22) y ({y1,92},y2). Observar que Cx y Cy inducen un
tnico h-plan éptimo 7, con I[7,] = ¢(x2,y2). Esto implica que

é(h) > [I[mp] — L] = |c(z1,91) — c(x2,92)| > (1 — p) we(h)

y por lo tanto resulta ¢(h) > w.(h) tomando p — 0F. O

Notar que la proposicién 4.3.1 no implica que, el orden de convergencia de I[m;] — L
sea siempre exactamente O(w.(h)). Aunque no daremos una prueba de este hecho, dicho
orden puede mejorarse a O(h?) en espacios euclideos si tanto el problema (X,Y, u,v,c)
como las h-particiones son lo suficientemente regulares. Para enfatizar la importancia de
las particiones a los fines de mejorar el orden de convergencia de los valores 6ptimos, en el
siguiente ejemplo exhibimos una familia de problemas con espacios, medidas y funciones
de costo regulares para los cuales la convergencia es de orden exactamente O(w.(h)).

Ejemplo 4.3.2 Sean X =Y = [0,1] y 4 = v = L' la medida de Lebesgue 1-dimensional
en el intervalo unitario. Para a € (0, 1], considerara el costo c¢(z,y) = | — y|* y notar
que we(h) = 24h*. Es facil ver que (X, Y, i, v, ¢) admite un tnico transporte 6ptimo Tk, la
identidad de [0, 1], con C[T}] = 0.

Para k e Ny h, = %, considerar las hip—particiones Cé“(, C{“/ dadas por

k_ |i—1 kE__ 2i—1 1 k_ |ji—1 k 2j—1
&—frak %—2k+@713—P?»y

Yj = Tk >

EaIEN
.

para 1 <14, < k. Notar que los elementos de C{i estan punteados en sus centros, pero no
los elementos de C§(. Consideramos ahora la familia de hg-aproximaciones de (X,Y, u, v, c)
definidas por C% y CE.

Veamos que, para todo k, existe un unico hg-plan éptimo 7w = (ij)w dado por

ﬂfj = %51‘]‘- Primero, notar que 7y es factible para (FP), dado que p; = v; = % para
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Capitulo 4. Convergencia de planes discretos y valores optimos

1 <14, < k. Observar que

Luego,
Im] = Y #dieis = ) k(30" = (5)°h¢

Para ver que 7y es el inico hg-plan 6ptimo, dado cualquier hg-plan 7 notamos m a la
masa fuera de la diagonal, es decir, m = Z#j 7i;. Luego, si m > 0,

7k =D Fjey = > T+ 3 Fgeis = (35)" > Fig + (35)" > T
ij i=j i#j i=j i#j
= (G (= m)+ () m = ()" — G+ ()" > (F)° = Tim]
probando que 7 es el Gnico hi-plan 6ptimo. Finalmente, observar que

we(h) > Mm] = L] = I[m] = (3)*hi = (§)*we(hw),

con lo cual la convergencia I[m;] — I, es de orden exactamente w.(hy). A
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Capitulo 5

Convergencia de proyecciones

En este capitulo demostraremos la convergencia de las proyecciones T}, al transporte
6ptimo T en las métricas dy, para 1 < p < 0o, probando asi el Teorema B. Empezaremos
definiendo la versién semidiscreta m; de un h-plan 7, lo que nos permitira controlar la

medida dada por 7y, a los conjuntos “malos”
Br,(0) ={(z.y) e X x Y : dy(Ti(x),y) 2 0 }

para h — 0. Luego, en la proposicién 5.2.1, controlaremos dy,(T},Tx) con la medida oy
de Br,(0) y la convergencia de T, a Ty se deduciréd facilmente a partir de este hecho.
Finalmente, daremos algunos ejemplos para ilustrar la optimalidad del Teorema B.

5.1. Version semidiscreta de un h-plan

Empezamos definiendo las medidas semidiscretas ;7 y probando sus propiedades en
la proposicién 5.1.3. Luego aplicamos el resultado de estabilidad 2.1.2 para probar la
proposicién 5.1.4, demostrando que las medidas 77[B(4)] tienden a cero para h — 0.

Definicién 5.1.1 Para una solucién factible mp, = (m;;);; de (FP), se define la version
semidiscreta de mp, como la medida de probabilidad 7; € P(X x Y') dada por

=y " pilE, ® 6y, - (57)
(i.5) € sop(m)

Observacién 5.1.2 La medida de probabilidad 7; estd bien definida: se tiene p; > 0 para
todo (4, ) € sop(my), con lo cual 7} es una medida bien definida en MT(X xY) y

THIX x Y] = 30Tl [X] 5, (Y] = ST plE] = Y my = 1
i i 4]
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T T T T
1 1 1 (Zy, 1 1 [
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1 1 1 1 1 1
! ! ! ! ! !
E, B, E E, E, E, E; E,

Figura 5.1: Los soportes de 7, (izquierda) y 7, (derecha). Es claro que ambos soportes
distan a lo sumo h en distancia de Hausdorff, pues cada producto E; x F} tiene didmetro
acotado por h (ver proposicién 5.1.3).

La idea detras de la definicion 5.1.1 es adaptar las medidas 7, para poder aplicar la
proposicion 2.1.2, modificindolas lo menos posible con el fin de que su primera marginal
sea p. Sobre cada Ej, u|g, se reescribe como una combinacién convexa de copias de plg,
“levantadas a alturas y;” (i.e. pu|g, ® dy;), déndole a cada copia el peso correspondiente a la
proporcién de masa que z; manda a y; en el plan discreto m, (i.e. Tij/u; ).

Las medidas 7;; preservan su segunda marginal v}, y preservan aproximadamente sus
soportes (e.g. en distancia de Hausdorff, ver fig. 5.1). Mds aun, la expresién explicita de
da una forma relativamente sencilla de computar medidas de conjuntos en B(X x Y) (ver
fig. 5.2). La siguiente proposicién formaliza todas estas observaciones.

Proposicién 5.1.3 Sea 7, = (m;5);; una solucion factible de (FP). Luego m; tiene las
stguientes propiedades.

i) Es un elemento de A(u,vp,).

ii) Distribuye masa de forma similar a m, en el sentido de que

dH(SOp(ﬂ’h), SOp(ﬂ'ﬁ)) <h Yy ﬂ}f[EZ X Fj] = T = ﬂ'h[Ei X Fj] VZ,] (58)

ii1) Admite la desintegracion

T :Z/E 0z ® (2%5%) du(z) .
i U J
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5.1. Version semidiscreta de un h-plan

xT
1 1 1
1 1 1
1 1 I—
1 1 1
1 1 1
B [
A 1 1 1 7r5
1 | | 12z
- 1
1 1 1 frz Y3
1 1 1
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1 1 1
1 1 1 71'226
1 [ 1 * pa Y2
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1 1 1
I I 1 21
T \ 1 o "Y1
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| | |
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X Y

Figura 5.2: La medida 7; se desintegra con respecto a p como una familia de medidas
puramente atéomicas. Las secciones A, son pesadas por medidas finitamente soportadas
(ver proposicién 5.1.3).

Es decir, para cada boreliano A € B(X xY) vale
=2 / Ty, [42]) du(a) (59)

donde Az ={y €Y : (x,y) € A}.

Demostracion. Omitimos las pruebas de i) y ii) dado que son similares a las de i) y i) de la
proposicién 4.1.3. Para probar iii) es suficiente chequear que la funcién n: B(X xY) - R
dada por

=% / S %05, [4.]) di) (60)

es una medida boreliana bien definida con n = 7}, lo que prueba (59).

Fijamos A € B(X x Y) y definimos f;; : E; = R como f;;(x) = d,,[A;]. Notar que
fij toma valores en {0, 1}, con lo cual la medibilidad de f;; es equivalente a la de flgl(l)
Definiendo la funcién boreliana ¢;; : E; = X X Y por ¢;j(x) = (z,y;), observar que

fiit () =A{w € Bi: 0y [As] = 1} = {w € By : (w,9;) € A}
={z ek (v,y;) € AN (E; x{y;})}
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= i (AN (B x {y;})),

con lo cual figl(l) es boreliano y entonces lo es f;;. Luego, las integrales

/. 3 5 At A 3 5 fule) duto)

estan bien definidas. Como ambas son finitas y no negativas, estd bien definida n como

funcién segun (60) y también resulta finita y no negativa.

Ahora consideramos una familia disjunta (Ag)geny C B(X xY). Paray €Y yx € X es
facil chequear que ), 0, ((Ax)z) < 1y que

@[(UkAk)x =1 = Y 6,4 =1

k
Esto implica que 71 es o-aditiva y completa la prueba de que 7 es una medida boreliana no

negativa y finita. Es inmediato que n(X xY) = 1.

Para probar que m; = 7 notar que
N={ExF:FEeB(X), FeB(Y)}
es un 7-sistema que genera B(X x Y) y que
A ={AeBX x V) milA] = n[A]}

es un A-sistema. Probando primero la contencién II C A, el Teorema m — A A.1.1 permite
concluir o(IT) C A, demostrando asi que 7] y 1 coinciden sobre B(X x Y) = o(II). Luego
basta verificar que 7; y 7 coinciden sobre II. Para esto, fijar E x F' € Il y notar que

Lp(a)- (3, 528, [F]) =7 326,,(B x F)al (61)
parai e Iy z € X. Luego, se tiene
% F] = 37 [ (3, 500108 x F)) dute)
> [, (32, 500 F1) 15() do
=3 [ (5, i) o
— Z (X2, 520, lF)ulEn B
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5.2. Demostracion del Teorema B

_Zmﬂ(s u[ENE;) = Z%M’EJE]%[F] 5 Ti[E X F]
(]

y esto completa la demostracion de iii). O

Proposicién 5.1.4 Sea (X,Y, u,v,c) un problema compacto satisfaciendo la hipdtesis
(SU) con transporte dptimo Ty. Si (k)i €s una sucesion aproximante de planes discretos
para (X,Y, p,v,c), entonces para todo 6 > 0 vale

T [(z,y) € X xY : dy(Ti(z),y) > 6] 0. (62)

Demostracion. Tenemos 7 € A(u,vy) por la proposicién 5.1.3 y v, 5 v por la observacion
3.1.7. Notando I, al valor éptimo del problema de Kantorovich asoc1ado a (X,Y,u,v,c),
basta probar I[7}] — I, para obtener (62) aplicando la proposicién 2.1.2 a (7). Para
esto, notar primero que

1] = L] < |[[mg] — Lmg]| + |Ims] — L.

Dado que I[m] = L, por el Teorema A, es suficiente verificar que |I[7}] — I[m;]| = 0 para
obtener I[rf] = L. Para esto, notar que w.(h) — 0 para h — 0T por la compacidad de
(X,Y,u,v,c), con lo cual

| 7Tk —I?Tk‘— Z/ .’L‘ Y dﬂ'k(a} y) Cijﬂ'ij

E; X F}
< Z/ ez, y) — cij| dmi(z,y) < welhy)m;
(58) Z] EiXFj 7,]
= we(hy) 770

y esto completa la demostracién. O

5.2. Demostracion del Teorema B

Proposicién 5.2.1 Dado un problema compacto (X,Y, p,v,c), sean T € B(X,Y) y 7, un
h-plan factible para (X,Y, p,v,c). Para cada 6 > 0, sea

Br(d) = {(z,y) € X xY : dy(T(x),y) >4 }. (63)

Luego, dados p € [1,+00) y Q > 0, existen constantes A, B y C' dependientes inicamente
de p, Dy y Q tales que

RSA

dp(T, T) < A-h+B-5+C - (n[Br(9)]) (64)
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para toda proyeccion Ty, de calidad Q extraida de wp. Mds aun, las constantes A, B y C
pueden tomarse como sigue:

i) para Ty, € TgM[Trh],

A=37% -Q, B=2-37 y C=2-37 -Dy; (65)

1
A=0, B=2-27 y (C=2-27 -Dy; (66)

y C=27r Dy (67)

Demostraciéon. Empezamos asumiendo T}, € T(?M [mh] y consideramos, para cada z € X, la
particion J = By, s(x) U Gp, s(x) dada por

Bus(x)={jeJ dy(y;T(x))>6} v Grslx)={jeJ: dy(y;T(x)) <0 }.

Fijando i € Iy, se tiene p; > 0y T(z) = y; para = € E;, donde y; es una mediana
geométrica Q- h-aproximada para (y;); con pesos (7ij/u;);. Fijando ahora x € Ej, el lema
de cercania 3.2.6 implica

dy (Tn(z), T()) < Qh+2_ Tldy(y;, T(x)). (68)

1223
jeJ

La particion J = By, s(x) U G}, 5(x) permite escribir

S T@) = 3 G T@)+ 3 (@)

J JEGH,s(x) JEBp 5 ()
mij mij
<6 >, 4Dy Y &
J€GH,5(x) JEB 5(x)
coipy ¥
JEBh 5(x)

que junto con (68) implica

dy (Ty(2), T(z)) < Qh+20+2Dy Yy T2 (69)
JE€Bh 5(x)
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A partir de (69), aplicando la desigualdad de Jensen se obtiene

P
p Tij
dP(Ti(x),T(x)) < (Qh +20 42Dy Z]eBh ) )
(70)
<371 [ (Qh)P + (26)P + (2Dy )P 5
B <(Q V' + (20)7 + (2Dy) <ZjeBh,5(m) “i)>,
donde la segunda desigualdad resulta de observar que (Z J€B () 7;’:) <1. Alserz € E;
arbitrario, (70) implica
| @), 7@) duto)
" (71)
< 377 ((QR)P + (26)P) 4 3P~H(2D P/ 59 ) dp(a).
< ¥ i@+ o7) -3 Dy | (X0, ) dute)
Como 1 esta concentrada en | J;c 1, Ei, sumando (71) sobre ¢ € I, obtenemos
[ @), 7@) duto)
(72)

< 3P7L((QR)P + (20)P) + 3P~ L(2Dy )P Z/ < . Zij)d,u,(l‘).

i€l
Observar que para ¢ € I; y x € F; tenemos

ZjeBh,g(z) 7/;_1: = ZjEJ 7,::1] ]lBh,é(l’)(j) = Zjej i 6 Yj [BT((S) }

por lo que la identidad de desintegracién (59) implica

5[ (3 32 )l

el

-2 / e 320 [Br(0):] ) du(w) = m[Br ().

el

Finalmente, esta tltima igualdad junto con (72) implica

=

dy(Th, T) < (sp—l (@R + (26)7) + 37~ 2Dy )? 7} [Br (s

~—

)

< 3" ((Qh) + (26)) +3"7 (2Dy) (mi[Br()])7 .

B =

lo que prueba (65) y completa la demostracién de ).

Para probar ii), notar que en (69) podemos tomar @ = 0 y por lo tanto el lado derecho
de (69) tiene s6lo dos términos. Luego, al aplicar la desigualdad de Jensen como en (70), el
factor 37! cambia a 2P~!. Repitiendo la demostracién de i) con esta modificacién menor
se obtiene una prueba de ).
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Ahora probamos 7). En este caso, (Y, dy) es normado y T} se obtiene calculando un
baricentro sobre cada E; con ¢ € I,. Nuevamente, el lema de cercania 3.2.6 implica

dy (Th <Z ”dy ])

para i € I, y x € F;, lo que mejora (69) a

dy (Ty(z), T(x)) <5+ Dy > =

JEBp,s(x)
Aplicando la desigualdad de Jensen y teniendo en cuenta las observaciones hechas para la
prueba de i), se obtiene una prueba de iii) repitiendo los pasos de la prueba de i). O

Teorema B Sea (XY, u, v, ¢) un problema compacto satisfaciendo la hipétesis (SU) con
transporte 6ptimo T. Luego, si (Tk)x es una sucesién aproximante de proyecciones, para
todo 1 < p < oo se tiene dy(Ty,Tx) 5 0.

Demostracion. Por definicién de sucesion aproximante de proyecciones, existen Q > 0 y
una sucesién aproximante de planes discretos (7). tales que 7 es un hg-plan, Ty es una
proyeccion de calidad @ extraida de m y hy —7 0. Fijando 1 < p < oo, se deduce a partir
de la proposicién 5.2.1 la desigualdad

S

dp(Ty, Ti.) < A-hy + B -6 + C - 7 [Br, (6)] (73)
para todo k y todo ¢ > 0, donde Br, () se define como en (63) tomando T = T. Notar
que las mismas constantes A, B y C funcionan para todo k y todo §, dado que dependen
Unicamente de p, Dy, Q.

Dado € > 0, tomamos ¢ > 0 tal que § < ¢/(3B). Por la proposicién 5.1.4, existe k; tal
que 7}[Br, (6)] < (¢/(30))F para k > k. Como hy, — 0, existe ky tal que hy < ¢/(34) para
k > ky. Tomando k > méax {k1, k2} se deduce d,(Tj,Ty) < € a partir de (73). O

5.3. Discusion

A continuacién mostramos que las hipdtesis del Teorema B son 6ptimas. Precisamente,
mostramos que el Teorema B falla para p = oo en el ejemplo 5.3.1, que no vale eliminando
la hipétesis (SU) en el ejemplo 5.3.2 y que tampoco vale relajando la continuidad de ¢ a
semicontinuidad inferior en el ejemplo 5.3.3.

Ejemplo 5.3.1 El Teorema B es falso para p = co. Para verlo, tomar X =Y =[0,1] y
pu=v = L' la medida de Lebesgue 1-dimensional en el intervalo unitario. Considerar el

costo ¢(z,y) = (z — y)*(z — 3)?(y — 3)2. Notar que el problema compacto (X,Y, u,v, c)
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5.3. Discusion

verifica la hipétesis (SU), siendo la identidad del [0, 1] el tnico transporte Ty que verifica
C[Ty] = 0 y por lo tanto el inico 6ptimo.

Para k € N, considerar las sucesiones de particiones “regulares” C];’{, C{i dadas por

E_ [l ‘ E_ _2i—1 kE_[g-1 E_ 2j-1
B = [2Zk+17 2kz+1} » X = 2(2Zk:+1)7 Iy = [2k+1’ 2k+1} €Y = 0D
para 1 <14,7 < 2k + 1. Esto es, las particiones Cﬁ(, C{i estan formadas por 2k + 1 intervalos
£'-disjuntos de longitud hy, = ﬁ punteados en sus centros. Para cada hp-aproximacién
(X,Y, pg, vk, ¢) inducida por C§( y C{i considerar, como se ve en la fig. 5.3, la solucién
éptima 7, = (755);; de (FP) dada por

L para i=jconi,j#1,k+1,

2k+1
mij = o para (i,5) = (Lk+1) o (i,5) = (k+1,1),
0 , sl no.

Es inmediato a partir de las definiciones que I[m;] = 0, con lo cual que 7 es éptima
dado que ¢ > 0. Por otra parte, como sop(7y) tiene forma de gréfico de funcién (ver fig. 5.3),
toda proyeccion T}, de 7 estd dada por

T , para x € E;, i A1, k+1,
Typ(x) = xp41 , para = € By,
T , para = € Ejpy,.

Notar que esta expresion para T}, esta bien definida sélo p-a.e., pues los elementos de C;f(
no son verdaderamente disjuntos. Finalmente, observar que

doo(Tk,T*)Zesssup‘Tk—T*‘:esssup‘%—ﬂ:%. A
Er 0<z<hy,

Notar que si (X,Y, u, v, c) admitiera més de un transporte éptimo seria posible, en
principio, intentar generalizar el enunciado del Teorema B reemplazando d,(T},T.) por
dy(Th,O), donde O C B(X,Y) es el conjunto de transportes éptimos. El problema es que,
en tal caso, las proyecciones podrian no estar cerca de ningin transporte de y en v, como

lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.2 Considerar los mismos espacios, medidas y particiones del ejemplo 5.3.1,
pero cambiando el costo por ¢(x,y) = (z — 3)?(1 — 2 — y)2. Es facil ver que (X,Y,u,v,c)
es un problema compacto que no verifica la hipétesis (SU). En efecto, es un transporte
6ptimo toda funcién boreliana T': X — Y con Txpu = v y su grafico contenido en

Ze={(z,2):2€0,1]} U {(z,1—2):2€0,1]} C[0,1] x [0,1].
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Bl e
S
[
B B B B, B, E; B, Fs

Figura 5.3: A la izquierda, el soporte de 7. A la derecha, los gréficos del transporte
6ptimo Ty (sobre la diagonal) y de la proyeccién Ty, (constante a trozos).

Notar que Z. es el conjunto de ceros de ¢ y que todo hi-plan concentrado en Z,. es éptimo
para (FP). En particular, el hi-plan éptimo 7, = (7;5);; dado por

1 cook o1 k E_ o,k ok ok _
sk 0 S xi#ﬁ#yjyxi—yjoxi—i-yj—l,
U 1 sk ok 1
Tij =\ 241 » SUTE =Y = 9
0 , sl no,

tiene proyeccién baricéntrica T), = % y por lo tanto d,(Ty,O) —/ 0 para todo p. Esta
ultima afirmacién resulta de observar que todo transporte 6ptimo T' para (X, Y, u, v, c)
debe tener un gréfico esencialmente contenido en Z., con lo cual

dp(Ti, T) = || T — THLp[o,q > [|1/2— THLP[3/4,1] > 15- A

Ejemplo 5.3.3 Considerar X =Y = [0, 1] con la métrica usual y tomar p = v = L}
siendo £! la medida de Lebesgue 1-dimensional en [0, 1]. Considerar la funcién de costo
semicontinua inferiormente ¢ : X x Y — R que toma el valor 0 sobre la diagonal

D={(z,y) e X XY :z=y}

y el valor 1 en su complemento. Notar que 7% (x) = x es el unico transporte éptimo para el
problema (XY, u, v, ¢), que si satisface (SU) pero no es compacto porque c es discontinua.
Considerar particiones C§(, C{? como en el ejemplo 5.3.1, pero moviendo los puntos a:f para
lograr (zF, yf) ¢ D. Notar que cualquier solucién factible 7, de (FP) es un hg-plan éptimo
con costo 1 > 0 = C[T}]. Esto muestra que I[m;] -~ L, y que d,(Tj, Ty) -~ 0 si mp y Tj
son como en el ejemplo 5.3.2. A
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Capitulo 6

Ordenes de convergencia para
proyecciones

Como se anticipd en la introduccién, en este capitulo probaremos de forma cuantitativa
la convergencia de las proyecciones T}, al transporte 6ptimo T,. Probaremos primero el
Teorema C cuantificando dy,(1},, Ty) en términos del orden de estabilidad del problema de
transporte y de la regularidad de 7%, expresando el primero en términos de s, y la segunda
en términos de la constante y el exponente de Holder a trozos de Ty. Luego probaremos el
Teorema D, cuantificando dp(1},,Ty) en términos s, y de la dispersién del h-plan 7, del

cual se extrae T},.

6.1. Regularidad Holder a trozos

Definicién 6.1.1 Sea (X, dx) un espacio métrico dotado de una medida de probabilidad
€ P(X) ysea (Y,dy) otro espacio métrico. Dados « € (0, 1], una constante C, y una
funcién T' € B(X,Y), decimos que T es a-Hdélder a trozos con constante C, si existe un
conjunto cerrado ¥ C X con u[X] =0y tal que

i) X \ ¥ es una unién numerable de abiertos disjuntos { Xy }x;

i) cada restriccién T'|x, es a-Holder con constante Cy, es decir,

< Chq.

sup sup dy (T'(z1), T(x2))

k xl,zgeXk d%(xlax2>
T17£T2

Decimos que T' € B(X,Y) tiene regularidad a-Hélder a trozos si T es a-Holder a trozos
con constante C,, para alguna constante C,. Notamos C 19;3,(X ,Y) al conjunto de todas las

funciones T' € B(X,Y") con regularidad a-Hoélder a trozos.
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Particién de X \ ¥ Dado que cada X}, en ¢) es abierto, toda particiéon X \ ¥ = | |, X,
por abiertos es numerable si X es separable. Notar también que i) no requiere que los
conjuntos X} sean conexos. Para un ejemplo considerar la funcién signo sg : X — R, donde
X es el conjunto totalmente disconexo [—1,1] \ Q equipado con la métrica de subespacio y
la medida de Lebesgue heredada de R. Es claro que sg es un elemento de C' 19’;; (X,R) para
todo « € (0, 1], como puede verse tomando ¥ = (),

X\I=X=X1UX,, Xi=(-1L0)\Q y Xp=(0,1)\Q.

Notar que particionar X \ ¥ en componentes conexas requerirfa una cantidad no numerable
de componentes para cualquier eleccién de ¥ con p[¥] = 0.

Constante de Holder a trozos En general, la constante de Holder a trozos Cy, en i)
depende de la eleccién de X. Para un ejemplo trivial basta considerar X = [—1, 1] con la
métrica usual, tomar la restriccién de la medida de Lebesgue a [—1,0] como p y definir
T:X — R segin T(x) = 1) - . Tomando % = [0, 1] funciona C, = 0, pero tomando
Y = ) se requiere C,, > 1.

Para un ejemplo menos trivial, considerar X = [~1,1] x [~1,1] C R? con la métrica y
la medida heredadas de R? y fijando a € (0,1] definir 7 : X — R por

T(z1,22) = L(o1]x(0,1)(T1, T2) - 2.

Para 0 < § < I, definir 3y como la unién de [0,1] x {0} y el rayo {re? : r > 0} C C ~ R2
Considerar la particién X \ Xy = X; U X5 donde X es la componente conexa més pequena
de X \ %y (ver fig. 6.1). Notar que para t ~ 07, 20 = (t,0) y 2! = (¢, -tan(f)) estdn en X
y por lo tanto vale

T (') — T(2)| te 1

= = . 4
|zt — 20|« t*tan®(f)  tan“(0) (74)

Aproximando los puntos 2%, 2! desde dentro de X se tiene a partir de (74) que T|x, es
a-Hélder con constante tan™*(#). Como T'|x, es a-Hélder con constante 1, se deduce que
T es a-Holder a trozos y para X = 3y la constante éptima es Cp, = tan™“(6) > 1.

.Por qué considerar regularidad Ho6lder a trozos? Los resultados de regularidad
parcial presentados al final de la secciéon 1.6 garantizan, bajo ciertas condiciones, que
existen cerrados de medida nula > x C X , ¥y C Y con la propiedad de que el transporte
6ptimo T : X \ X¥x — Y \ Xy es un homeomorfismo bi-a-Hélder local. En particular, se
tiene Ty, € C' ,Q’V‘; (X,Y) en caso de que T} sea globalmente a-Holder en cada componente
conexa de X \ ¥x con una constante uniformemente acotada. Notar que el cldsico ejemplo
1.6.2 dado por Caffarelli presenta este tipo de regularidad para o = 1.

La definicion 6.1.1 captura el tipo de regularidad exhibido por el transporte éptimo
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[_171]

[_17 1]

Figura 6.1: Particién de X \ ¥y en componentes conexas. La variacién relativa de T" al
saltar de un lado a otro de X7 estd controlada por el angulo 6.

T, en un caso como el del ejemplo 1.6.2, generalizdndola a espacios métricos arbitrarios
para un exponente « € (0, 1]. Notar que la constante de Holder a trozos para T es global
en los abiertos que particionan X \ ¥x, lo cual es un requerimiento maés fuerte que la
regularidad Hoélder local de Ty en X \ ¥ x pero més débil que la regularidad Hélder global
de T en X \ X x. Por otra parte, T, no necesita ser un homeomorfismo para ser un elemento
de C ,9’;;, (X,Y), lo que permite considerar casos en los que T} transporta una medida no
atémica p en una medida atémica v.

6.2. Transportes compatibles

Definicién 6.2.1 Dado un h-plan 7w, = (m;;)i; para (X, Y, u,v,c), se dice que T € T (u, v)
es compatible con my, si existe una coleccion finita de conjuntos disjuntos {E;Z }ij C B(X),
indexada por sop(my,), con las siguientes propiedades:

i) Para i € I fijo, {E‘Z} particiona F; y ,u[E‘Z] = m;; para todo j € J4 (7).

JEJ+(9)
i1) La inclusién T(Ef) C Fj vale para todo (i,j) € sop(mp,).

La coleccién {EZ] }Z.j se llama la particion para T.

Aclaracién 6.2.2 En la figura 6.2 se muestra como funciona la particion {EZ] }Z.j para un

transporte compatible T'. Es importante notar que la coleccién {Ef }ij estd univocamente
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determinada por T. En efecto, para (i, j) € sop(my,) las condiciones i) y ) implican

ElcENTNF)= || EInT™ (F)()EJmT Y(F)) c B,
leJi(4)

con lo cual Ej = E; N T7Y(Fj). La igualdad () resulta de que E! N T~ 1(F;) = 0 si
j #1 € Jy(i). En caso contrario, se tendria T(E!) N Fj # () y la condicién 4i) implicarfa el
absurdo F} N Fj # 0.

Al
g
T [ o o
e
L

E, E, Es Ey

Figura 6.2: El soporte de un h-plan 7, (izquierda) y el gréfico de un transporte T°
compatible con 7, (derecha). Notar que {E] } particiona F; y que T' (EJ) C Fj. No hay
conjuntos E] contenidos en E3 porque pu|E3] = 0.

Lema 6.2.3 Sea 7, un h-plan para un problema compacto (X,Y, p,v,c) con p no atémica.
Sean p > 0 y {Xi}x C B(X) una particion numerable de X. Entonces existe un transporte
T, € T(u,v) compatible con 7, satisfaciendo

CIT,) < Timf] + (75)
y tal que su particion {Ezj}u satisface
[E]] [Elk] - 'U’[Ezjk] [EJ bara todo 1,7, ka (76)

donde Ey, = E;N Xy, y B}, = E/ N X},

Observacion 6.2.4 El lema 6.2.3 garantiza la existencia de transportes compatibles. Més
aun, el lema establece que, dado un h-plan m,, existen transportes compatibles con 7, con
un costo casi tan bueno como el de 7, (75) y con una particién que verifica las igualdades
(76). Dichas igualdades expresan una relacién de independencia entre T, y {X}} desde
el punto de vista de las particiones Cx y Cy. Precisamente, fijando ¢ € I y definiendo
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P = i pl e, € P(E;), las igualdades (76) pueden reescribirse como
P[B]] Pi[Ei] = P,[B] N Ei]

luego de dividir ambos lados por uf, dado que Efk = Ef N E;x. Asi, (76) equivale a la
relacién de independencia

Pi[{Tp € FJ}] Pi[Xy] = PiHTp € Fj} N Xk].
para (i,j) € I x Ji y para todo k.

Demostracion del lema 6.2.53. Sea K el conjunto de indices de {Xj},. Para (i,k) en el
conjunto numerable I x K, definir E;;, = E; N X}, y considerar g;;, > 0 tal que ) ;. €i, = p.

Notar que {Ej}, particiona E; para i € I;. Definir F; = | | F; para i€ I.

j€J+(4)

Fijar (i,k) en I; x K y definir las medidas

pir = ple,, € My (Ei) = My (Ei) (77)
Ei T4 Enl
Vi, = H[mk] Z V—;V‘Fj S M+(.FZ) — M+ (Fz) . (78)
JeJ4(3)

Notar que Ej, v F; resultan ser espacios métricos polacos con la métrica de subespacio y,
por definicién de ;i v vk,

pik [Eik] = pir[Ei] = plEix] = vir[Fi] = vir [Fi]. (79)

Resulta de (79) que todo transporte T : By, — F; para (B, Fy, pik, Vik, ¢) puede modificarse
en conjunto p-nulo para obtener un transporte boreliano de p;; en v;; con dominio Ej
y codominio Fj: basta redefinirlo en el conjunto p-nulo T*I(E \ E) para conseguir
T (m) C F; y luego restringirlo al conjunto Ej.

Luego, al ser p;; no atémica, aplicando el teorema 1.5.2 a (Ejy, F, pix, Vik, ¢) se obtiene
una funcién boreliana Ty : E;p — F; que transporta ;i en v, con

Cit[Tir] <Ly +€ire, (80)

donde I, es el valor éptimo del problema de Kantorovich para (Ejg, F;, fik, Vik, ¢) ¥ Cik, s
el operador de costo de Monge de (X,Y, u, v, ¢) restringido a E;

Ci[T] :/ c(x,T(z)) dpik(z) - /E c(x,T(z)) du(x). (81)

Eix (77

Definiendo Xy = Uie]\[+ E;, notar que u[Xo] = 0y que {Ej}ix es una particién de
X\ Xy por borelianos. Luego, la funcién boreliana T}, : X\ Xo — Y dada por T} |g,, = T;
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para (i,k) € I4 x K se extiende a una funcién boreliana T}, en X, bien definida en X\ X,
y definida p-a.e. en X. Definimos EY = E; N Tp_l(Fj) para (i,7) en sop(mp).

Resulta que T, : X — Y transporta p en v, es compatible con 7, y su particién esta
dada por {EJ } Més aun, T}, y su particién {Ej } satisfacen (75) y (76). Las siguientes
afirmaciones prueban estos hechos.

Afirmacién #1: La funcién T}, transporta s en v.

Para i en I definir las funciones auxiliares T; € B(E;, F;) dadas por T; = T)|g,. Las
funciones T; estan bien definidas dado que {Ej}, particiona E; y, para k € K, se tiene
Tilgy, = TplEy, = Tiw y Tir(Ear) C Fi.

Para F' € B(Y) e i € I se obtiene
p L)) =D, w [T E)] = D0, i [Ty (F)] = D, vialF]
_ BlEik] Tij )
(78) Zk:[ Y e wvE T
_ 1 )
- /T(Zk “[E"k]) deJm) VIE; N F]

=> ’”J v[F; N F). (82)
jEJ4(3) Vi

Luego se tiene

WT7 O] = T 0] 2 Y Y im0 s

el l€]+ JjeEJ+(7)
F NF)
= [ ZMO) mij] = Z VIFy N F] = v[F]
JEJ+ jeJy

para todo F' € B(Y') y por lo tanto (1)) ,p = v.

Afirmacién #2: El transporte T}, es compatible con 7, y tiene particién {Ef }ZJ

Al ser El] =ENT; L(F}) por definicién, es inmediato que los conjuntos {Ef }Z.j son
mutuamente disjuntos. Para ¢ € I se tiene T,(E;) = T;(E;) C F; y

J— . 71 y — 3 71 /
E,=F;N Tp (FZ) = Ein Tp <|—|j€J+(i) FJ)

_ AT-NF) — J
B |—|jeJ+(z‘) BT, (F) |—|j6J+(i) Ei
con lo cual {EZ }j particiona F;. Ademds, para (7,j) en sop(m,), se tiene

plE]] = p[T, ' (Fy) NE] = p[T;(F))] 5 > TLy[F N Fj =,
l€J+(7,)
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6.2. Transportes compatibles

T,(E}) = T,(T, ' (F;) N E;) € T,(T,(F))) C F},

lo que prueba la afirmacién.
Afirmacién #3: Se verifica la relacién de independencia (76).

Notar que

El, = El 0 Xy = (T, {(F) N E;) N X = T, (F)) N By, = Ty (F)),

con lo cual
u[EL] = pin[EL] = war [T (F))] = vir [F)

_ .U«[E‘ik] Z T y[Fy N Fj) = #[Ezk]ﬂ.m
(78) Hi e Hi
+(2)

y por lo tanto vale (76).
Afirmacion #4: Vale la desigualdad ), I, < I[nf].
Para (i,k) € I+ x K considerar las medidas

= Y

JE€J+ ()

5 O vp € My (Eip X ;) = My (X xY).

Un simple célculo muestra que m;, € A(pik, Vi), con lo cual If, < I[my]. A partir de la
definicion 4.1.1 es fécil chequear la igualdad ) ., m;, = 7j. Luego, la linealidad del operador
de costo I y el teorema de convergencia dominada implican

Z i ik < Z I[mik] = I[sz mk} = I[mj].

Afirmacién #5: El transporte T, satisface la desigualdad de costo (75).

Observar que

o) = [ a1 @) Z/ e, Ty(w)) dp(a)
-y / cle, T(x)) da(@) = 37, Ca[Ti]

Z Izk+€zk—P+Z L < p+1[mg]

donde la dltima desigualdad resulta de la afirmacién anterior. O

Lema 6.2.5 Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto satisfaciendo la hipétesis (SU), con
W no atomica y transporte optimo Ty € C]g’v?,(X,Y) con constante Cy. Entonces, dados
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p >0y un h-plan 7, para (X,Y, p,v,c), existe un transporte T, € T (u,v) compatible con
mh, satisfaciendo
ClT,) <Ifm] +p (83)

y tal que, para todo € > 0,
T [(z,y) € X x Y : dy (Ti(z),y) > €+ h+ Coh®]

<plr e X 1 dy(Tu(z), Ty(z) > e]. (84)

Demostracion. Existe un cerrado ¥ C X con u[X] = 0y tal que X \ ¥ es particionado por
una coleccién numerable de abiertos {Xj}rex, con la propiedad de que Ty|x, es a-Holder
con constante C,, para todo k € K. Fijando un h-plan 75, y p > 0, el lema 6.2.3 provee un
transporte T}, compatible con 7y, con particién {EZJ }ij y satisfaciendo (75) y (76). Fijamos
e > 0 y terminamos la prueba mostrando que vale (84).

Definimos los conjuntos de puntos
A= {(z,y) € X XY : dy(Tu(z),y) > e+ h+Cah®},
B= {:1: € X : dy(Ti(x), Ty(z)) > 5},
el conjunto numerable de indices

A={(i,j,k): (f) €sop(my) y ke K},
y, para (i,7,k) € A, los conjuntos de puntos
Ajji = { (z,y) € By, x {yj} : dy(Ti(z),y) > e+ h+ Coh® }, (85)
Bijk = {z € Bl : dy(T(x),T)(x)) > ¢}, (86)

donde E;, = E;NXy v Efk = Elj NX%. Dado que T), satisface las relaciones de independencia
(76), para (i,j, k) € A se obtiene

% g = LR ) &)

(2

Finalmente, notar que (84) se reescribe como la desigualdad 7[A] < pu[B], cuya validez es
consecuencia de las siguientes afirmaciones.

Afirmacién #1: Vale la igualdad m;[A] = 37, ;e ™y [Aiji]-

Notar que m; estd concentrada en | |;; E; x {y;}, donde la unién estd indexada por
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sop(m). Esto implica que, para M € B(X x Y'), se tiene

miM]= Y mIM0(Ex {y})]. (88)

(ivj)esop(ﬂ—h)

También se tiene
THIMN(EXY)] <7 [ExY]=pX]=0 (89)

y dado que { Xy}, particiona X \ X, vale
MN((X\Z)xY) = |_|]c MN (X xY). (90)
Se deduce a partir de (89) y (90) que
miM] = m{M A (X\D) x V)] = 3 milM 0 (X x Y)]. (91)
Dado que M es arbitrario en (88) y (91), en conjunto implican

miM] = > miM 0 (B x {y;}) 0 (X x Y))]
(3,5,k)EA

para M € B(X x Y). La afirmacién resulta de tomar M = A y observar que

Ak = AN(E; x {y;}) N (XE xY).

Afirmacién #2: Vale la igualdad pu[B] = 3", ; 1yen t[Bijkl-

Definiendo Xy = UiGI\I+ E;, notar que pu[Xp] = 0y que {EZ]}U es una particién de
X\ Xy por borelianos. Como {Efk,} ,, barticiona Ez] \ 3, se obtiene

ple € BINS:dy (Tu(x), Tp(2)) 2 e] = Y pla € B dy(Tu(2), Ty(x) 2] (92)
para (i, 7) € sop(my). Luego, al ser u[Xo] = 0 = u[], resulta
uB] = plz € X : dy(Ti(x), Ty(z)) > €]
=plr € X\ Xo: dy(Ti(2), T)(z)) > €]

= Y ulr€ B dy(Tu(x), Tp(x)) > €]

(¢,5)€sop(mp)

= Y ulee BAS:dy(Tu(2), Ty(x)) > €]

(4,7)€sop(7r)
5 2 nlre Bl @@ ) 2] = > ulBil.
(i,5,k) €A e
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Capitulo 6. Ordenes de convergencia para proyecciones

Afirmacion #3: La igualdad 7 [A;;i] < p[Bjji] vale para (i, j, k) € A.

Como la afirmacion es trivial si 7[A;;x] = 0, fijar (4, j, k) € A con 7 [A;jx] > 0. Por
definicién de A;j;, esto implica la existencia de x;;, € Ej, tal que

dy (Te(zik), y;) > € + h+ Cah®. (93)
Fijar z € Efk, y observar que (93) implica
€+ h+ Coh® < dy(Ti(wir), Tu(x)) + dy (Tu(z), Tp(x)) + dy (Tp(z), y;) . (94)

Notar que z,z;, € Ej, = E; N Xj. Luego, como Ti|x, es a-Holder con constante Cy y
didm(Ey) < didm(E;) < h, se obtiene

dy (Ti(zax), Tu(z)) < Cah®. (95)

Notar también que x € Egk - Ef y, al ser {EZJ }ij la particién de T}, resulta a partir de la
definicién 6.2.1 que T),(z) € T(Efk) C T(EZ]) C F}, con lo cual

dy (Tp(x), y;) < didm(Fj) < h. (96)

Acotando el lado derecho de (94) por (95) y (96) se obtiene
e+ h+ Coh® < Coh® + dy (Ti(z), Ty(z)) + h,

lo que implica
£ < dy (Tu(), Ty(x)). (97)

Como x € E,fk es arbitrario, la desigualdad (97) vale en E‘Zk y por lo tanto
Bijk = {z € B, : dy (Tu(z), Ty(z)) > e} = E7. (98)

Finalmente,

S[A; (B Y = ZiulEy] = plEL] = ulBigl.
i [Aiji] (8S5) T [Bir x {y;}] &) MN[ i) (87),“[ %) (98),“[ ijk]

Afirmacién #4: Vale la desigualdad 7/ [A] < p[B].

A partir de las afirmaciones anteriores se obtiene

milAl = > milAg <> plBirl = ulBl O
(3,5,k)EA (3,7,k)EN
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6.3. Demostracion del Teorema C

Proposicién 6.3.1 Sea (X,Y, u,v,c) un problema compacto satisfaciendo la hipdtesis
(SU) con transporte éptimo Ty y valor dptimo 1, = C[Ty]. Adicionalmente, supongamos
que i es no atomica y que Ty estd en C]g’v?,(X, Y) con constante Cy,. Luego, dados Q >0 y
1 < p < oo, existen constantes A, B y C dependientes sélo de p, Cy, Dy y Q tales que

dy(Th, T.) < A-h+ B h* +C /5, (2(1[nf] ~ L)) (99)

para toda proyeccion Ty, de calidad Q extraida de un h-plan w,. Mds aun, las constantes A,
B y C pueden tomarse como sigue:

i) Para Tj ETC?M[TFh],
A=3".2+Q), B=2.3" C., C=4.3% \/Dy.

it) Para Ty € Tan|mh),

Demostracion. Probamos el resultado sélo para el caso i) dado que las pruebas para los
casos %) y i) son completamente andlogas. Para esto, consideramos un h-plan 7, y
T € TC?M [m]. Por la proposicién 5.2.1, para todo 1 < p < 0o y todo § > 0 se tiene

p—1

ATy, T.)<3% -Q-h+2.3% -§+2.3% . Dy - (xS[BO)))7, (100)

donde
B(0) = { (r,y) € X XY : dy(Tu(x),y) > 6}.

Por otra parte, fijamos p > 0 y tomamos T}, como en el lema 6.2.5. En particular, para
e>0fijoy d = dp. =+ h+ Cyh® la eleccién de T}, implica

TiBOe)] < plr € X+ dy(Tu(2), Ty(a)) > €]
(84)

=plz € X 1 e7Pdl(Tu(x), T,(z)) > 1]

< [ =A@, Ty()) dutr) = P10
X

)
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con lo cual »
< dp (T*’Tp)‘

T B(One)l < ——— (101)
Tomando § = d, . en (100) y haciendo uso de la cota (101), se obtiene
dy(Tn,T) <37 Q- h+2-3% 8. +2-3% -DY.W,
que puede reescribirse como
dp(Th,T*)gA-h+B-ha+2-3pPl-(a—i—Dy-dp(T;’Tp)), (102)

donde B »
A=3% -2+0Q) y B=2-3% -C..

Minimizando el lado derecho de (102) sobre £ > 0 se llega a la cota

dp(Tp, T.) < A-h+B-h*+4-3"% /Dy - d(T., T)), (103)

que resulta de tomar € = /Dy - dp(Tx,T)) en (102). Dado que C[Ty] = I, y T}, verifica la
cota de costo C[T)] < I[rf] + p, se tiene

C[T)] - CIT.] = C[T)] — L < T[xf] L +p,
con lo cual la monotonia de s, implica
0T, T,) < 5,(CIT,] — CIT]) < s,(1[nf] — L + p). (104)

Aplicando la cota (104) al lado derecho de (103) se llega a

dp(Tn, T.) < A-h+ B h* +C /5, (1[nf] ~ L +p). (105)

donde

A=3"%.2+4Q), B=2-3% C. y C=4-37 -/Dy.

Finalizamos la prueba de i) eliminando la dependencia de (105) respecto de p como
sigue. Si I[77] — I, > 0, tomando p = I[7f] — L, se obtiene

dp(Th.T.) S Al B-h* +C -\ [5,(2(1[mg] — 1)) .

En caso contrario, I[7f] — I, = 0 y (105) se reescribe como

dp(Th, Ts) < A-h+B-h*+C-y/sy(p), Vp > 0.
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Tomando limite para p — 07, la continuidad de s, en 0 implica

dp(Th, Ti) < A-h+ B-h*+C-1/5,(0)

=AWt Bh® 4 O Jsp(2(1[mg] — 1) O

Teorema C Sea (X,Y, u, v, c) un problema compacto satisfaciendo la hipétesis (SU) con
transporte 6ptimo T. Adicionalmente, supongamos que p es no atémica y que Ty estd en
C]g’v?,(X, Y’) con constante C,. Luego, dados @ > 0y 1 < p < o0, existen constantes A, B
dependientes sélo de p, Q, a, Cy, Dx y Dy tales que, si 0 < h < min{Dx, Dy}, vale

dp(Th, Ti) < Ah™ + By/sp(4we(h))

para toda proyeccién T}, de calidad @ extraida de un h-plan 6ptimo.

Demostracion del Teorema C. Al igual que en la demostracion de la proposiciéon 6.3.1,
probamos el resultado sélo para el caso T}, € TgM [7], donde 7y, es algin h-plan éptimo
para (X,Y,u,v,c). Sea 1 < p < ooy asumamos 0 < h < D := min{Dx, Dy}. Por el
corolario 4.2.1 sabemos que

[Tr] — L] < 2w0(h),

lo que junto con la proposicién 6.3.1 y la monotonia de s, implica

dp(Th, T.) < A-h+ B -h* +C /5, (2(1[rf] — L))

<A -h+B-h*+C-\/sp(dwe(h)), (106)

A=3%.240), B=2.3% .0, y C=4.3%" .\/Dy.

donde

Queremos constantes A y E, independientes de h y T}, tales que
dp(Ty, T..) < AR® + By/sp(dwe(h)) . (107)

Para esto notar que ¢(t) = t!~ es no decreciente en [0, D], pues o € (0, 1]. Luego, vale
h < D'~ . h® para todo h € [0, D] y por lo tanto

A-h+B-h*<A-D" ™. h*4+ B-h*=[A-D'"® + B]-h*.

Aplicando esta cota a (106) se ve que vale (107) tomando

B=c=4.3"% .\/Dy,

A=[A-D'* 1 B =3"% . [2+Q)-D*+2.Cy].
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Notar que A y B dependen sélo de p, o, Cy, Dx, Dy y Q. Las pruebas para los otros
casos son analogas y, obviamente, A y B son independientes de Q en tales casos. ]

6.4. Discusion

La cota superior para d,(T},Ty) provista por el Teorema C tiene dos términos: uno
de orden h® y otro con un orden controlado por s, y w.. El término de orden h® es una
consecuencia de la regularidad a—Holder a trozos asumida para 7. De hecho, para una
funcién T, general con regularidad a—Hdlder no es posible obtener d, (T}, Ty) de orden h?
para 8 > «, independientemente del método utilizado para construir las funciones simples
Ty, (ver ejemplo 6.4.1).

Por otra parte, el término controlado por s, y w. es una consecuencia de las propiedades
de estabilidad de (X, Y, u,v,c) y del método utilizado para construir las aproximaciones
T},. Se puede ver que es necesario contar con un término dependiente de s, para controlar
dy(Th, T ), pues la convergencia d, (T}, Ty) — 0 puede hacerse arbitrariamente lenta aun
en el caso de que Ty y ¢ posean regularidad Lipschitz (ver ejemplo 6.4.3).

Ejemplo 6.4.1 Considerar X =Y = [0,1] y una medida absolutamente continua p con
m en un entorno de 0. Sea Ty : X — Y dada por

T.(z) = 2% y v = (Ti)gpu. Para el costo c(x,y) = |z — y|?, la funcién T} es el tnico

densidad f(z) coincidiendo con

transporte 6ptimo para (X,Y, u, v, c).

Para cada k € N considerar la particién P de X en k intervalos de longitud hy = %
Considerar una sucesién (T})x de funciones simples a valores en Y, de modo tal que cada T},
sea constante en cada intervalo de Py, y se verifique dp (T}, T%) < C’hg paraalgin 1 < p < 0
y todo k € N, donde C' es una constante independiente de k. Veremos que, necesariamente,
se tiene 8 < a.

Llamando y;, al valor que toma T} en [0, hg], notar que

M g — [P

hy
dg(Tk,T*) > /0 |Ty(z) — Ti(x)|P f(x)dz :/0 dx (108)

zlog?(x)

para k suficientemente grande. Fijando € > 0 y aplicando el lema 6.4.2 que probaremos
luego, para k grande se obtiene a partir de (108) la desigualdad

Cphgp > dZIJ)(Tky T*) > C(aa Eap) h:p+6’

donde c(a, g, p) es
(B—a)—e >

se deduce p(f8

na constante positiva que depende tnicamente de «, € y p. Luego, se

u
tiene hi C para alguna constante positiva C' independiente de k. Como hy — 0,

a) < ey por lo tanto resulta 8 < o tomando € — 0. A

Lema 6.4.2 Sean a € (0,1) y p > 1. Para todo € > 0, existe una constante positiva
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c(a, e,p) dependiente sdlo de o, € y p tal que

h | _ P
/ udaj > c(a, g, p) hOPHe
o zlog”(z)

para h suficientemente pequenio y para todo y € [0, 1].

Demostracion. Fijar a, p y €. Notar que z° logQ(a:) < 1 para x suficientemente pequeiio,

con lo cual existe hg > 0 tal que ﬁ > x%f para x € (0, ho).

x log?(

Tomar 0 < h < hg. Si0 <y < (%)a, para % < x < h se obtiene

o __ o,|P h@p
2 ~ | > c(a, p)

zlog?(x) xl—e

y por lo tanto

h | _ P h .o _ oD
/ de > /3 X udz > e{on e, p) hOPFE
0o xlog®(x) 3 zlog”(x)

Las pruebas para los casos (%)a <y < h®y h* <y <1 son analogas. O

Ejemplo 6.4.3 Consideramos una modificaciéon del ejemplo 5.3.1, preservando X, Y y
el costo ¢ pero tomando p = v = o, con ¢ una medida con sop(c) = [0, 1] que concentra
masa alrededor de 0 y 1/2. Precisamente, fijamos # > —1 y tomamos o con densidad

1 1

A|x—%|9 ,siO<]:n—%|<i,
f(z) = 0 L1 1 1
B(z—le—3l)" ,si 3<lz—3|<3,

donde A y B son tales que o es una medida de probabilidad en [0, 1] que verifica
o([0,h]) =c ([ - 4,3 +2]) para0<h<i. (109)
Un simple calculo muestra que A y B estan dadas por

1_'_0).21—&-39
A—orp- 10277
1429

y que resulta
21+29

W'hl—i_e paraOShS

p((0,h]) = ([0, h]) =

PN

Notar que T (x) = x es el unico transporte éptimo dado que ¢ > 0, C[T] = 0 y ningin
otro transporte T' € T (i, v) verifica C[T] = 0. Por otra parte, para k > 2 tomar C%, C¥, 7
y T} como en el ejemplo 5.3.1, observando que hy < 1/5 y que la condicién (109) garantiza
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que 7 es una solucién factible de (FP). Luego, para todo p € [1,00) se tiene

hi
Ty > [T - BoP dua) > (it 1§ - o] ) u(0. b
0 o=t (110)
1 21+29 1 1

3
—(Z_p .7_h1+9>7.7‘h1+0:7'h1+9.
<2 "“) 1+20 "k =10 3 'k T 10 *

Notar que para k > 2 se tiene

1 1 /1\'"" 1
— bl < <> < <L

10 =10 \5
con lo cual (110) implica d,(T}, T%) > % : h,lje para k > 2. Asi, dado 8 > 0 arbitrario y
tomando 6 = 5 — 1, se tiene que (T})x converge a Ty en d, con orden a lo sumo h'g. A

Terminamos esta seccién mostrando un problema compacto, con u,v no atémicas y
verificando la hipétesis (SU), con la propiedad adicional de que su tnico transporte éptimo
T, no es a-Holder a trozos. Por este motivo no puede aplicarse el Teorema C a dicho
problema, aunque si puede aplicarsele el Teorema D que probaremos en la préxima seccién.

Ejemplo 6.4.4 Construimos una variante del ejemplo 1.6.2, que esencialmente consiste en

“pesar” el conjunto singular de 7. Para esto, consideramos

X={zeR": z|<1}=X_UXoUX; e Y=Y UYUY,,
donde Xy = {0} x {z € R" ! : |z| < 1}, los conjuntos X_, X son las semiesferas

X ={zeR":|z|<1Ax21<0} y Xy={zeR":|z|<1Ax; >0},

y los conjuntos Y_, Yy e Y, se definen como

Yo=Xo , Yo={z—e1:zeX_} e Yi={r+e:xeX;}
Luego tomamos ¢(x,y) como el costo cuadratico y p,v como

p=sH x +5H xy vy v=5H"ly +3H" v,

donde H™ y H" ! son las medidas de Hausdorff normalizadas para que den medida 1 a los
conjuntos X y Xy respectivamente. El problema (X,Y, u, v, ¢) resulta compacto y es facil
ver que satisface la hip6tesis (SU) con transporte 6ptimo

Ti(2) = 1iz,<01 () - (x —e1) + Lyg —oy () - () + Lz 503 (@) - (x4 e1).

Es claro que T} resulta discontinua en Xy y se deduce que T} no posee regularidad a-Holder
a trozos, pues el conjunto ¥ deberia contener a Xy pero u[Xo] = % > 0. AN
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6.5. Demostracion del Teorema D

Proposicién 6.5.1 Sea (X,Y, p,v,c) un problema compacto verificando la hipétesis (SU)
con transporte éptimo Ty y valor optimo 1, = C[Tk]. Supongamos, adicionalmente, que
es no atomica. Luego, dados Q@ > 0 y 1 < p < oo, existen constantes A y B dependientes
solo de p y Q tales que

dy(Th, T) < A+ B[ D(xa)p + s (2(1[xf] — L) (111)

para toda proyeccion Ty, de calidad Q extraida de un h-plan w,. Mds aun, las constantes A

y B pueden tomarse como sigue:

i) Para Ty, € 7'GQM[7rh],

Demostracion. Probamos el resultado sélo para el caso i) dado que las pruebas para los
casos %) y i) son completamente andlogas. Para esto, consideramos un h-plan m, y
Ty € Tgalmn]

Sea p > 0. Por el lema 6.2.3, existe un transporte compatible T}, con particién {E;L7 }Z.j
y tal que C[T,] < I[nf] + p.

Sean i € I, y x € E;. Luego = € Ei para algin j € J;(i) y

dy (Tn(x), Tp(x)) < dy (Th(z), y;) + dy (5, Tp(x)) < dy (Th(x),y;) + h, (112)

dado que T,(z) € Fj. Por el lema de cercania 3.2.6 se tiene

keJy(4)

y aplicando esta cota al lado derecho de (112) resulta

dy (Tn(x), Tp(x)) < (Q+1) - h+2- D(mn)(i).
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Como esto vale para i € I, y x € E;, se deducen las desigualdades
[ @), Tyla)) i) < [(@+1) B+ 2 Dl ()]s
E;
<2 (Q+ 1) B+ 27 (D(m) ()]
<P QAP+ 2 (D) ()

para ¢ € I. Observando que las desigualdades anteriores valen trivialmente para i € I'\ I,
sumando sobre ¢ € I se obtiene

/de’?(Th(a?),Tp(w))du(w) <27 (@Q A1) RP 4 27 D ()l

y entonces . )
dp(Tn, T,) <277 - (Q+1) - h+ 2775 - | D(mn) |- (113)

Como en la prueba de la proposicién 6.3.1, se tiene
dy(T,, T.) < s,(I[xf] = L + p). (114)
Dado que d,(T}, Tx) < dp(Th, T,) + dp(T), T ), las desigualdades (113) y (114) implican
dy(Th ) < A-h+ B | D(my)lly + s, (Ilf] — L + p),

donde

B 1—1 B 91
A=2"7-(Q+1) y B=2"».

Eliminando la dependencia de p como en la prueba de la proposicién 6.3.1 resulta
dp(Thy ) < A~ b+ B | D(my) | + 5, (2(1[f] — 1)) O

Teorema D Sea (X,Y, i, v, ¢) un problema compacto. Supongamos, adicionalmente, que
el problema satisface (SU) con transporte éptimo T y que p es no atémica. Luego, dados
Q>0y1<p< oo, existen constantes A, B dependientes sélo de p y Q tales que

dy(Th, T0) < Al + BD(my)lly + s, (4ec(h))

para toda proyeccién T}, de calidad Q extraida de un h-plan 6ptimo 7.
Demostracion del Teorema D. La prueba es analoga a la dada para el Teorema C, pero

aplicando la desigualdad (111) provista por la proposicién 6.5.1 en lugar de la desigualdad
analoga provista por la proposicién 6.3.1. Omitimos los detalles. ]
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Apéndice A
Medida en espacios métricos

En este apéndice resumimos las definiciones y resultados fundamentales sobre medidas
en espacios métricos y topolégicos. Gran parte de los resultados estudiados en esta tesis
se formulan en el contexto de espacios métricos polacos, principalmente porque algunos
resultados citados en este apéndice requieren esa hipdtesis para poder probarse. Pueden
leerse pruebas completas de todos ellos en [22, 104, 112, 114].

A.1. Medidas regulares

En lo que sigue X es siempre un espacio métrico o topolégico y notamos B(X) a
su o-algebra de Borel. Llamamos medida boreliana en X a toda medida, positiva o con
signo, definida en el espacio medible (X, B(X)). Una medida boreliana p en X es finita
si SUPgep(x) \u[E]| < oo, que se reduce a la condicién p[X] < co cuando p es positiva.
Notamos M (X) al conjunto de las medidas borelianas con signo y finitas en X, M™(X)
al subconjunto de M(X) formado por las medidas positivas y P(X) al subconjunto de
M (X) formado por las medidas de probabilidad.

El conjunto M(X) admite estructura de espacio vectorial con las operaciones
(b +v)[E] = plEl+V[E] y  (A-p)[E] =X plE]

definidas para p,v € M(X), A € Ry E € B(X). Con esta estructura lineal M*(X) es
un cono convexo y P(X) un conjunto convexo. Toda medida p € M(X) se descompone
de manera tinica como la diferencia de dos medidas pu* y 4~ en MT(X). La unicidad
debe entenderse en el sentido de que si u* — pu~ = pu = pu1 — po para py y 2 en MH(X),
entonces 1 > ut y s > p~. Esta descomposicion se conoce como la descomposicion de
Hahn—Jordan de p. Para cada medida p € M(X) se define la medida variacion total de
p como la medida positiva |u| = u™ + u~ y se llama variacién total de p al ntimero no
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negativo

|p|[X] = sup { Z ’M[EzH : (E;); particién boreliana y numerable de X}.

Operaciones con medidas

Para producir nuevas medidas a partir de medidas ya conocidas consideramos tres
operaciones elementales: combinaciones lineales en M (X), restricciones y productos. Las
combinaciones lineales no necesitan ninguna explicacion. La restriccion de una medida
@€ M(X) aun boreliano E € B(X) es la medida p|g € M(X) definida por la igualdad
p|elA] = p[A N E] para todo A € B(X). Notar que p|g es también un elemento de M(E).
Finalmente, dados espacios topolégicos X e Y junto con medidas p € M(X) y v € M(Y),
la medida producto de py v es la inica medida p ® v € M(X x Y) que verifica

(L@V)[E X F| = p[EJv[F] para E€B(X)y F e B(Y).

Soporte y concentracion de medidas
Dada una medida positiva p en X, el soporte de p es el conjunto cerrado
sop(u) = {x € X : para todo abierto U >  vale pu[U] > 0}.

Para p € M(X) su soporte es el conjunto cerrado sop(p) = sop(u™) U sop(p~), donde pt
y p~ son las medidas de la descomposiciéon de Hahn—Jordan de p. Una medida p € M(X)
estd concentrada en un conjunto E € B(X) si vale pu|g = p. Dicha condicién equivale a
|u|[X \ E] =0, que en el caso de u positiva y finita se simplifica a pu[E] = p[X].

Teorema 7 — A de Dynkin

No siempre es inmediato concluir la igualdad de dos medidas coincidentes sobre una
o-adlgebra ¥ C 2X. En general basta probar la igualdad sobre una familia de conjuntos
cerrada por intersecciones y suficientemente grande como para generar la o-algebra Y. Ese
es el contenido del Teorema m — A que enunciamos a continuacion.

Un subconjunto II C 2% es un 7-sistema si es cerrado por intersecciones finitas, es
decir, si verifica AN B € II cada vez que A € Il y B € II. Por otra parte, un subconjunto
A C 2% es un A-sistema si verifica las siguientes tres propiedades:

i) Contiene al conjunto vacio: ) € A.

it) Es cerrado por complementos: si A € A entonces X \ A € A.
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iii) Es cerrado por uniones numerables disjuntas: si los conjuntos Aj, Az, ... € A son
disjuntos dos a dos, entonces | J; A; € A.

Teorema A.1.1 (Dynkin) Sean I1 C A C 2% tales que I1 es un w-sistema y A es un
A-sistema. Entonces o(I1) C A, es decir, A contiene a la o-dlgebra generada por I1.

Corolario A.1.2 Sean u,v medidas finitas definidas sobre una o-dlgebra ¥ C 2% y tales
que u[X] = v[X]. Se tiene entonces que {A € ¥ : p[A] = v[A] } es un A-sistema, de modo
que si p y v coinciden sobre un w-sistema II C 2% con o(Il) = ¥ resulta = v.

Medidas regulares

Para poder hacer andlisis en M(X) interesan las medidas con buenas propiedades de
aproximacion. Una primera nocién en este sentido es la de medidas regulares. Para un
espacio topoldgico X las medidas de M(X) no son en general regulares, por lo que es
necesario requerir axiomas de separacion. En nuestro caso no serd un problema porque
trabajaremos con espacios métricos.

Definiciéon A.1.3 Una medida positiva p en un espacio topologico X es reqular si
u[E] = sup {u[F] : F C E cerrado} = inf {u[U] : U O E abierto}

para todo E € B(X). Cuando p es una medida con signo, decimos que pu es regular si lo
son las medidas ' y p~ de su descomposicién de Hahn—Jordan.

Lema A.1.4 Sea X un espacio topoldgico y sean pu,v € M(X) medidas regulares. Luego,

son equivalentes:
i) p=v,
i) p y v coinciden sobre los cerrados,
ii1) w y v coinciden sobre los abiertos.

Teorema A.1.5 Sea X un espacio métrico. Luego, toda medida boreliana y finita en X es
reqular. En particular, para p,v € M(X) las proposiciones i), i) y i) del lema anterior
son también equivalentes a

iv) fX fdu= fX fdv para toda f : X — R acotada y uniformemente continua.

A.2. Convergencia débil de medidas

Se define la norma ||u|| := |p|[X] que hace de M(X) un espacio de Banach. Esta induce
una topologia fuerte en M(X), pero para el estudio de medidas en P(X) resulta més
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fructifero trabajar con una topologia débil que definimos via funciones de test. Para esto,
dado un espacio topolégico X, definimos los conjuntos

C(X) ={f: X —>R: fcontinua }, Cy(X)={fe€C(X) : facotada },
Co(X)={feC(X) : xlirr;of(x):O}, Ce(X)={ f € C(X) : sop(f) compacto },

donde lim,_,~ f(z) = 0 significa que para todo £ > 0 existe un compacto K C X tal que
|f| < e en X\K. Notar que valen las inclusiones

Co(X) C Co(X) C Gp(X) C C(X).

En general, la norma || - ||~ estd bien definida en C.(X), Cy(X) y Co(X) pero no en C(X).
Dicha norma hace de C,(X) y Co(X) espacios de Banach y de C.(X) un subespacio denso
de Cp(X). En general, C.(X) no es un espacio de Banach con || - ||oc-

Teorema A.2.1 (Riesz—Markov) Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y
Hausdorff. Dado un funcional continuo v € Cy(X)*, existe una unica medida con signo
boreliana regular i en X tal que

W(f) =/deu

para toda f en Co(X). Mds aun, la norma de ¢ como funcional lineal coincide con la
variacion total de p.

La dualidad del teorema de Riesz—Markov sugiere considerar en M(X) una topologia
débil interpretando dicho espacio como Cy(X)*. Esta topologia, que en términos precisos
es la topologia débil-x en M(X), es més débil que la topologia que vamos a considerar,
pues en lugar de tomar funciones de test en Cp(X) vamos a hacerlo en Cp(X).

Definicién A.2.2 Sea X un espacio topoldgico. Dadas una sucesién (pp)n, C M(X) y una
medida p € M(X), decimos que (), converge débilmente a p si para toda f € Cp(X)
tenemos [ fdpn —* [y f dp. Cuando esto sucede, lo notamos i, — p.

n

Ejemplo A.2.3 Sea X = R con la topologia usual, u, = d, y u = 0. Notar que (i), no
converge débilmente a p. En efecto, tomando la funcién de test f =1 € Cy(X) se obtiene

/deun—f(n)—1+>o—/xfdu_

Si utilizaramos los elementos de Cp(X) como funciones de test para definir la nocién de
convergencia débil entonces (), si convergeria a i, pues

[ gdim =t 0= [ fau para g Qo)
X X

Notar que P(X) no resultaria cerrado definiendo asi la convergencia débil. El “problema”
estd en que las funciones de Cy(X) no detectan la masa que escapa al infinito. AN
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Aclaraciéon A.2.4 La nocién de convergencia débil considerada, i.e. la que resulta al
utilizar los elementos de Cp,(X) como funciones de test, se conoce en la bibliografia como
narrow convergence. La que resulta de utilizar los elementos de Cp(X) como funciones de
test, se conoce como vague convergence.

Lema A.2.5 Si X es un espacio métrico entonces los limites débiles en M(X) son unicos
y tanto MT(X) como P(X) son cerrados para la topologia de la convergencia débil.

Ejemplo A.2.6 La convergencia débil de medidas en espacios topoldgicos no posee las
buenas propiedades del lema anterior. Para ilustrar este hecho, consideramos el espacio
topoldgico de Sierpinski X = {0, 1}, donde los abiertos son los conjuntos @), {1} y X. Notar
que B(X) coincide con el conjunto de partes de X y que las dnicas funciones continuas en
Cy(X) son las constantes.

Consideramos la sucesién (p, ), definida por p, = dp y tomamos u = 2§y — d;. Dada
f € Cp(X), resulta f = ¢ para alguna constante ¢ y por lo tanto

[ tdm =0 =c=2-c-c=2- 50 - 1) = [ s
X X

con lo cual 1, — p. Como (pn)n C P(X) y u & MT(X), esto prueba que ni M*(X) ni
P(X) son cerrados para la topologia débil de M(X). Dado que (i), obviamente converge
a 0o # W, este mismo ejemplo muestra que la unicidad de limites débiles en M(X) también
falla cuando X es un espacio topolédgico arbitrario. A

Convergencia débil en P(X)

El siguiente teorema da algunas condiciones equivalentes a la convergencia débil de
medidas en P(X) C M(X).

Teorema A.2.7 Sea X un espacio métrico, (pin)n una sucesion de medidas de probabilidad
en X y p € P(X). Son equivalentes:

i) P —

ii) fX fdun = fX fdu para toda f uniformemente continua y acotada en X;
ii1) limsup,, pn[F] < p[F] para todo cerrado F C X;
w) Mminf, u,[U] > p[U] para todo abierto U C X;

v) pn|B] =7 u[B] para todo boreliano B € B(X) con ul0B] = 0.

Dado un espacio métrico separable (X, d) es posible definir una métrica dp en P(X)
de modo que toda sucesién de medidas de probabilidad (u,), converja a p siy sélo si
dp(pn, 1) = 0. En otras palabras, es posible metrizar la convergencia débil en P(X).
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Definicién A.2.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado un subconjunto no vacio A de X y

o > 0, definimos
Ay ={r e X : d(z,A) < a},

donde d(z, A) = inf {d(z,a) : a € A}. Definimos también (), = ) para todo o > 0. Para
cada par de medidas p,v € P(X) definimos

dp(,u,y):inf{a>0 : p[B] <v[Bo]+a y v[B] < pu[Ba] + VBGB(X)}.

El siguiente teorema muestra que tenemos un espacio métrico (P(X),dp) y que éste
metriza la convergencia débil en P(X) cuando (X, d) es separable. La métrica dp se llama
métrica de Prokhorov inducida por d.

Teorema A.2.9 Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:
i) La funcion dp es una métrica en P(X).
ii) Para (pn)n C P(X) y p € P(X) vale que dp(pn, 1) = 0 implica prn, — .

iii) Si (X, d) es separable entonces (P(X),dp) también lo es y, en ese caso, para toda
sucesion (fn)n y toda p € P(X) resulta dp(pn, 1) =0 siy solo si py, — p.

A.3. Rigidez y Teorema de Prokhorov

Para hacer analisis siempre es 1til contar con teoremas de compacidad que permitan
construir subsucesiones convergentes a puntos limite de interés. El teorema de Prokhorov
que enunciamos més abajo da condiciones necesarias y suficientes para que una familia F
de medidas en (P(X),dp) tenga clausura compacta o, equivalentemente, para que toda
sucesion de F tenga alguna subsucesién convergente.

Un situacién facil de solucionar es la que se presenta cuando (P(X),dp) es compacto.
En este caso toda sucesién de medidas de probabilidad tendrd subsucesion convergente. La
siguiente proposicién dice exactamente cuando sucede esto.

Proposiciéon A.3.1 Un espacio métrico (X, d) es compacto si y sdlo si (P(X),dp) lo es.
Sin ninguna hipétesis sobre el espacio métrico (X, d) no es posible dar un teorema de

compacidad. Afortunadamente, exigiendo completitud y separabilidad a (X, d) es posible
obtener un teorema de compacidad usando la nocién de rigidez.

Definicién A.3.2 Una medida p € P(X) es rigida (tight) si para todo € > 0 existe K C X
compacto tal que u[X\K] < € o, equivalentemente, tal que u[K| > 1 —e.

Observacién A.3.3 En el caso de trabajar con medidas con signo, en la definicién de
rigidez debe sustituirse la condiciéon p[X\K] < € por |u|[X\K] < €. Notar que ambas
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condiciones son equivalentes entre si cuando u es una medida positiva. Notar también que
cuando X es compacto toda medida boreliana y finita en X es rigida.

Lema A.3.4 Si X es un espacio métrico y p una medida boreliana, finita y rigida en él,
entonces  estd concentrada en un subconjunto o-compacto de X.

Teorema A.3.5 Si p es una medida boreliana, finita y rigida en X, entonces para cada
B € B(X) vale que
p(B) = sup {u[K] : K C B compacto}.

Para hacer una buena parte de la teoria de transporte 6ptimo es 1til contar con la
hipétesis de que las medidas que aparecen son rigidas. Una forma de garantizar esta
hipétesis es trabajar en espacios polacos, dado que estos definen una clase razonablemente
amplia de espacios en los que cualquier medida boreliana y finita es rigida.

Definicion A.3.6 Un espacio polaco es un espacio métrico completo y separable.
Teorema A.3.7 Toda medida boreliana y finita en un espacio polaco es rigida.

Definicion A.3.8 Si X es un espacio métrico, una familia de medidas de probabilidad
F C P(X) se dice rigida (tight) si para todo € > 0 existe un subconjunto compacto K de
X tal que p[K] > 1 — ¢ para toda p en F.

Observaciéon A.3.9 Cuando F es un singleton {u}, F es rigida si y sélo si u lo es.

Observacion A.3.10 La rigidez de una familia de medidas elimina la posibilidad de que
la masa se escape al infinito, como sucede en el ejemplo A.2.3. De hecho, vale que si (fin)n
es rigida, entonces (i), converge a u en la dualidad con Cy(X) si y sélo si lo hace en la
dualidad con Cp(X). Con las definiciones de la aclaracién A.2.4, una sucesién rigida es
vaguely convergent si y sélo si es narrowly convergent.

Teorema A.3.11 (Prokhorov) Sea (X,d) un espacio métrico polaco y consideremos en
P(X) la métrica de Prokhorov dp. Para toda familia F C P(X) son equivalentes:

i) F es compacta en (P(X),dp).

ii) F es rigida.

A.4. Desintegracion de medidas

El teorema de desintegracion formaliza la intuicién de que una medida deberia poder
descomponerse como una familia de medidas definidas sobre las fibras de una funcién
medible. M&s precisamente, dados espacios Z y X, una medida 7 € P(Z) y una funcién
Boreliana P : Z — X, es posible definir medidas (7, )zcx sobre las fibras (P~(z))zex
de modo que 7 pueda reconstruirse a partir de las medidas (7;).cx y el pushforward de
7 por P. El pushforward de m por P se define como la medida Pym € P(X) dada por
Pyr|E] = n[P7Y(E)] para E € B(X).
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Definicién A.4.1 Un espacio topoldgico X es un espacio de Radon si verifica que toda
medida g € M(X) es rigida. En particular, todo espacio polaco es un espacio de Radon.

Teorema A.4.2 Dados espacios de Radon Z y X, P € B(Z,X) ym € P(Z), definimos
las notaciones y := Pym y B, := P~Y(x) N E parax € X y E € B(Z). Entonces existen
medidas (7z)zex en P(Z), univocamente determinadas p-a.e., que desintegran m respecto
de p. Precisamente:

i) La aplicacion x — m, es boreliana, en el sentido de que para todo B € B(Z) resulta
boreliana la aplicacion x — ;[ B].

ii) Las medidas (73)zex se concentran sobre las fibras (Zy)zex: p-a.e. valen

2|2\ Zz] =0 y wg[E] = m[Ey] = m[E N Zy] para todo E € B(Z).

iii) Para toda funcién boreliana f : Z — [0, +00] vale

Lﬂam@:é(%<amw0wm.

Observacién A.4.3 El teorema A.4.2 puede extenderse a medidas 7 € M(X) tomando

la descomposicién de Hahn-Jordan m = 7™

— 7~ y aplicando luego el teorema a las
normalizaciones de las medidas 7 y 7. Notar que la identidad del item i) vale para

funciones f € L(m) y que para E € B(Z) implica las igualdades

wm=Amwww:Ammwm

Desintegraciéon en un espacio producto

Dados espacios de Radon X e Y, considerar Z = X XY y P: Z — X la proyeccién
canénica sobre X. Las fibras de P toman la forma Z, = {} x Y y por lo tanto pueden ser
identificadas con Y. Més aun, para cada medible E € B(Z) puede pensarse la seccién E,
como el elemento de B(Y') definido por

E,={yeY:(zx,y)cE} (115)

Con esta idea en mente puede tomarse cada medida 7, en el teorema A.4.2 como un
elemento de P(Y') y reconstruir 7 a partir de las medidas producto §, ® 7, que si estan
concentradas sobre las fibras {z} x Y. Asi, el teorema A.4.2 toma la siguiente forma.

Corolario A.4.4 Sean X eY espacios de Radon y sea m € P(X xY) una medida con
primera marginal p € P(X). Entonces existen medidas (7z)zex en P(Y'), univocamente
determinadas p-a.e., que desintegran m respecto de p. Precisamente:
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i) La aplicacion x — m, es boreliana, en el sentido de que para todo B € B(Y') resulta
boreliana la aplicacion x — m,[B].

ii) Para toda funcion boreliana f : X xY — [0, +o0] vale

[t = [ ([ @inm) du),

En particular, para todo E € B(X xY) vale

7[E] = /X (62 ® 7o) | ] dp() = /X e B dis(a),

donde se definen las secciones E, como en (115).
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