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Resumen

Aspectos homolégicos de la teoria de especies

En esta tesis estudiamos aspectos homologicos de la categoria de especies combinatorias
linealizadas — es decir, de la categoria de funtores Fin* — Fing que van de la categoria
Fin™ de los conjuntos finitos y biyecciones a la categoria Finy de los k-espacios vectoriales
de dimensioén finita y transformaciones lineales — y de la categoria de GL-especies, una
variante de este concepto en la que reemplazamos el dominio de los funtores por la
categoria Fing de los espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo finito FF e
isomorfismos lineales.

Determinamos la estructura de algebra de la cohomologia de la GL-especie de banderas
completas como bicomddulo sobre la GL-especie exponencial e y observamos que es
isomorfa a la cohomologia de la especie de 6rdenes lineales L como bicomédulo sobre
la especie exponencial e. Consideramos también a la especie L como bicomoédulo sobre
s{ misma, determinamos su primer médulo de cohomologia y construimos una sucesiéon
espectral que converge a su cohomologia. Mostramos que la pagina 1 de esta sucesiéon
espectral codifica algebraicamente la construccién de Salvetti de un complejo celular que
tiene el tipo homotdpico del complemento de la complejificacién del arreglo de trenzas.

Probamos que el grupo de Picard de la categoria de bicomo6dulos sobre una coalge-
bra ¢ en especies linealizadas conexa es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores
de ¢, generalizando un resultado clasico que establece este hecho para la categoria de
bicomo6dulos sobre una coalgebra sobre espacios vectoriales.

Finalmente, estudiamos la homologia operadica de Koszul H, a coeficientes triviales
de un magma nilpotente en 2 pasos A y probamos que A es libre si y solo si H,(A) =0
para algin n > 2. Ademés, mostramos que en una gran variedad de casos H,(A)
queda completamente determinada por Hq(A) y Hz(A). Damos también una descripcion
explicita de un complejo que calcula la homologia operddica a coeficientes triviales de un
algebra de Lie nilpotente en 2 pasos.

Palabras clave: Especies combinatorias, Categorias monoidales, Grupo de Picard, Operads.






English summary

Homological aspects of the theory of species

In this thesis we study homological aspects of the category of linearized combinatorial
species — that is, of the category Fin* — Finy of functors going from the category
Fin* of finite sets and bijections to the category Finy of finite-dimensional k-vector
spaces and linear transformations — and the category of GL-species, a variation on this
concept in which we replace the domain of the functors involved with the category Fing
of finite-dimensional vector spaces over a finite field F and linear isomorphisms.

We determine the algebra structure for the cohomology of the GL-species of complete
flags regarded as a bicomodule over the exponential GL-species e and find it is isomorphic
to the cohomology of the species L of linear orders regarded as a bicomodule over the
exponential species e. We also consider the L-bicomodule structure of the species L: we
determine its first cohomology module and construct a spectral sequence converging to
its cohomology. We show that the first page of this spectral sequence encodes Salvetti’s
construction for a cellular complex with the homotopy type of the complement of the
complexification of the braid hyperplane arrangement.

We prove that the Picard group of the category of bicomodules over a connected
coalgebra c in the category of linearized species is isomorphic to the group of exterior
automorphisms of ¢, generalizing a classical result that establishes this fact for the category
of bicomodules over a coalgebra in the category of vector spaces.

Finally, we study the Koszul operadic homology H, with trivial coefficients of a 2-step
nilpotent magma A and prove that A is free if and only if H,,(A) vanishes for any n > 2.
Furthermore, we show that, in a wide variety of cases, H,(A) is completely determined by
Hy(A) and Hy(A). We also provide an explicit description of a complex which computes
the operadic homology with trivial coefficients of a 2-step nilpotent Lie algebra.

Keywords: Combinatorial species, Monoidal categories, Picard group, Operads.






Introduccion

En el articulo [Joy81] André Joyal presenta el concepto de especie combinatoria, con el
objetivo de categorificar la teoria de funciones generadoras. Si notamos a la categoria de
conjuntos finitos y funciones entre ellos como Fin y Fin* a su grupoide subyacente, una
especie combinatoria es un funtor x : Fin* — Fin. A una especie x podemos asociarle su
funcién generadora exponencial

o0 tn
Fe(t) =Y Ix({L,...,n}) -

n=0 ’
La categoria de especies, que es una categoria de funtores, admite diferentes estructuras
monoidales que categorifican operaciones del calculo clasico de funciones generadoras.
Por ejemplo, la suma y los productos de convolucién y composiciéon pueden levantarse a
estructuras monoidales.

Existen muchos conceptos equivalentes o similares al de especie combinatoria. Definir
una especie x es equivalente a definir una familia (x,), indexada en los nimeros naturales
y el cero, en donde el n-ésimo miembro de la familia es un conjunto equipado con una
accion del grupo simétrico S,,. Estos objetos se conocen bajo el nombre de sucesiones
simétricas. Por otro lado, en la literatura se consideran diferentes variaciones de la idea
de especie combinatoria pensada como funtor en la que se modifican su dominio o su
codominio. Una lista no exhaustiva incluye ejemplos como:

o las especies linealizadas, un tema central del trabajo de M. Aguiar y S. Mahajan
[AM10], en las que reemplazamos el codominio por Fing, la categoria de espacios
vectoriales de dimensioén finita sobre un cuerpo k;

e los funtores de Schur, objetos de estudio clésicos que, como indican J. C. Baez,
J. Moeller y T. Trimble en [BMT21, §2.1], pueden definirse como los objetos de una
cierta subcategoria de la categoria de especies linealizadas;

e los FI-mddulos de T. Church, J. S. Ellenberg y B. Farb [CEF15], concepto clave en
su trabajo sobre estabilidad homolodgica, en la que reemplazamos el dominio por la
categoria de conjuntos finitos e inyecciones y el codominio por Fing;
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e mas generalmente los mddulos sobre El-categorias (categorias en donde todo endo-
morfismo es un isomorfismo), considerados en el contexto de grupos de transforma-
ciones por W. Liick en [Liic89], en donde reemplazamos el dominio por cualquier
El-categoria y el codominio por Fing.

De aqui en adelante hablaremos de especies para referirnos a especies linealizadas. Una
especie de interés particular para nosotros sera la especie e constante o exponencial, que
toma el valor k para todo conjunto finito. Su nombre se debe a que la funcién generadora
exponencial asociada a e es precisamente la funcién exponencial.

En la monografia [AM10], Aguiar y Mahajan hacen uso de las especies con el objetivo
de producir estructuras de élgebras de Hopf a partir de ellas. Un problema natural es el
de producir y estudiar deformaciones de estas algebras, y en consecuencia también lo es el
estudio de las deformaciones de especies, o mas precisamente, de bicomddulos en especies.
Como suele ser usual, estas deformaciones estan parametrizadas por el segundo modulo
de cohomologia para cierta teoria de cohomologia. En su tesis [Tam17|, P. Tamaroff
desarroll6 una teoria de cohomologia para bicomédulos sobre la especie exponencial, que
se corresponde con aquella empleada por Aguiar y Mahajan para estudiar deformaciones.

Entre otros resultados, Tamaroff determiné completamente la estructura de algebra
graduada de la cohomologia de la especie de 6rdenes lineales L como bicomddulo sobre la
especie exponencial e. Exploramos dos variaciones diferentes de esta idea.

En primer lugar, consideramos otra variante del concepto de especie: la de GL-
especie. Estos objetos son funtores Finy — Finy: aqui reemplazamos el dominio de las
especies linealizadas por la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre un
cuerpo finito I de g elementos y los isomorfismos lineales entre ellos. De este modo, una
GL-especie es una “sucesion simétrica” sobre la familia de grupos GL,(F). En general
pensamos a las GL-especies como un g-analogo de las especies, en linea con la analogia
clasica que relaciona a conjuntos finitos y espacios vectoriales de dimension finita sobre un
cuerpo finito, expuesta, por ejemplo, por H. Cohn en [Coh04]. Siguiendo esta propuesta, el
g-analogo de la especie de 6rdenes lineales es la GL-especie L de banderas completas: una
forma de justificar esto es observar que un orden total sobre un conjunto es equivalente a
la filtracion que determina. Desarrollamos los preliminares necesarios para definir con
precisiéon y resolver el problema de la determinacién de la estructura de la cohomologia
H(L) de la GL-especie L como bicomo6dulo sobre la GL-especie exponencial e, obteniendo
el siguiente resultado:

Teorema. FEl dlgebra H(L) de cohomologia de la GL-especie L de banderas completas,
considerada como bicomddulo sobre la GL-especie exponencial e, es isomorfa como dlgebra
graduada a la cohomologia H(L) de la especie L de drdenes lineales, considerada como
bicomaodulo sobre la especie exponencial e.

Este resultado es el contenido del Teorema 1.36 y puede interpretarse como un
resultado de rigidez o estabilidad en el paso de 1 a ¢. La analogia entre conjuntos
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finitos y espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo finito se ve reflejada
también en similitudes entre la estrategia para la determinacion de Tamaroff de H (L)
y la llevada a cabo en esta tesis. Por ejemplo, en la primera se requiere del estudio de
la combinatoria de una subdivisién celular especifica de la esfera: la correspondiente al
complejo de Coxeter asociada al grupo simétrico. En nuestra determinacion de H(L) un
paso fundamental es el estudio de la combinatoria del building de subespacios propios
no triviales de un espacio vectorial de dimensioén finita sobre un cuerpo finito, del cual
el complejo de Coxeter asociado al grupo simétrico es el modelo local. De manera
similar, un ingrediente importante para la determinacion de H(L) es la representacion por
permutacién inducida por la accién del grupo simétrico sobre la subdivision de la esfera
mencionada anteriormente, que es la representacion de signo. En el caso de H(L), la
representacion a considerar es la inducida por la accion del grupo GL,, (IF) sobre el building
de subespacios de F”, la cual fue estudiada por R. Steinberg en su trabajo [Ste51].

Otra direccién explorada es la de la determinacién de la cohomologia de la especie L
no como bicomoédulo sobre la especie exponencial, sino como bicomédulo sobre si misma,
de manera analoga a lo que seria la cohomologia de Cartier para el caso de coalgebras
coasociativas, que a su vez es el andlogo de la cohomologia de Hochschild en el contexto
de algebras asociativas. En el Teorema 2.28 demostramos que:

Teorema. El primer mddulo de cohomologia H'(L) de la especie L de drdenes lineales,
considerada como bicomddulo sobre si misma, es de dimension infinita.

De manera similar a lo que mencionamos anteriormente, en este caso también nos
encontramos con objetos geométricos que codifican la dificultad del problema:

Teorema. FEziste una sucesion espectral E(L) que converge a la cohomologia H®(L) de
la especie L considerada como bicomddulo sobre si misma. El complejo de cadenas en la
n-ésima columna de la pdgina cero de esta sucesion es isomorfo al complejo que calcula la
homologia celular del complejo de Salvetti asociado al arreglo de trenzas en C™.

Este resultado es el contenido del Corolario 2.4 y del Lema 2.11. La construccion
de Salvetti es un mecanismo general que asocia a la complejificacién de un arreglo de
hiperplanos real un complejo celular con el tipo homotépico de su complemento. Este
hecho nos resulta interesante dado que esta construccién sélo depende de la combinatoria
del reticulado de intersecciones del arreglo, un objeto en principio geométrico, mientras
que aqui surge en un contexto puramente algebraico.

Estudiamos también la categoria de bicomddulos sobre codlgebras en especies lineali-
zadas y, en particular, su grupo de Picard en tanto categoria monoidal: el grupo de clases
de isomorfismo de objetos inversibles para el producto monoidal. En el caso de categorias
de bicomoédulos sobre coalgebras coasociativas, el grupo de Picard es importante pues sus
elementos son los bicomddulos inversibles para el producto cotensorial, que, de acuerdo
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con la teoria de Morita—Takeuchi desarrollada en [Tak77], son los que a su vez dan lugar
a las equivalencias entre categorias de comddulos.

Nuestra motivacion particular para estudiar este grupo en el caso de especies fue tratar
de ver si en nuestro contexto se presenta la estrecha relacién entre objetos inversibles y
los espacios de cohomologia de grados bajos, en el espiritu de la que hay, por ejemplo,
entre los fibrados de linea sobre una variedad y la cohomologia de esta via la construccion
de las clases de Chern.

En el caso de bicomoédulos sobre una coalgebra coasociativa ¢, distintos articulos
(como por ejemplo los trabajos [TZ96] de B. Torrecillas e Y. H. Zhang y [CGRT00] de
J. Cuadra, J. R. Garcia Rozas y B. Torrecillas) demuestran que, bajo hipotesis adecuadas
sobre ¢, el grupo de Picard Pic(.comod,) es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores
de la coalgebra c. En el Teorema 3.13 probamos este resultado en nuestro contexto:

Teorema. El grupo de Picard Pic(.comod.) de la categoria de bicomddulos sobre una
codlgebra conezxa c en especies linealizadas es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores
de c.

El enfoque utilizado en los articulos citados emplea fuertemente la existencia de un funtor
adjunto a izquierda al producto cotensorial, hecho que no es evidente en la categoria
de especies; nuestra demostraciéon hace uso de un argumento diferente que evita esta
dificultad valiéndose de propiedades especificas de la estructura monoidal de nuestra
categoria de interés. Damos también una descripciéon para el grupo de Picard de la
categoria de bicomo6dulos de la especie exponencial y de la de 6rdenes lineales.

Finalmente, otro aspecto por el que las especies linealizadas son de interés es su
conexion con la teoria de operads. A pesar de que usualmente su definicién no se da en
estos términos, una operad es un algebra en especies respecto al producto de composicién.
En general, la teoria de deformaciones de una familia de estructuras algebraicas codificadas
por una operad esté controlada por una construccién general: la de su complejo cotangente
o de deformacion.

En el trabajo [BCCO17], A. Brega, L. Cagliero y A. Chaves-Ochoa estudian la teoria
de deformaciones de la familia de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos. Motivados por
este trabajo, damos una primera aproximacién a la descripcién del complejo cotangente
en este contexto. Concretamente, estudiamos el complejo de Koszul que determina la
homologia a coeficientes triviales tanto para la operad de algebras de Lie nilpotentes
en 2 pasos como para la de magmas nilpotentes en 2 pasos. En ambos casos damos
descripciones concretas de este complejo, que pueden ser utilizadas para el calculo explicito
de ejemplos. Probamos ademés resultados estructurales para la homologia de magmas;
en particular, demostramos que un magma nilpotente en 2 pasos A es libre si y solo si
H,(A) = 0 para algin n > 2. Probamos también que, bajo hipotesis no muy restrictivas,
los primeros dos médulos de homologia determinan completamente a todos los siguientes.
Nuestra herramienta principal para obtener estos resultados es el operador laplaciano,



imitando el enfoque utilizado por B. Kostant en [Kos61] para estudiar la cohomologia de
algebras de Lie.

Esta tesis estd organizada en cuatro capitulos. En el CAPITULO 1 definimos en detalle
la categoria de GL-especies, su estructura monoidal respecto al producto de Cauchy
y la cohomologia de un bicomdédulo sobre una coalgebra en GlL-especies. Recordamos
también propiedades clasicas de la variedad de banderas parciales sobre un espacio
vectorial de dimension finita sobre un cuerpo finito y sobre el médulo de Steinberg,
ingredientes necesarios para la demostracion del teorema central del capitulo, que consiste
en la determinacién de la cohomologia de la GL-especie de banderas completas como
bicomoédulo sobre la GL-especie exponencial.

En el CAPITULO 2 recordamos la definicién de la categoria de especies linealizadas
y su estructura monoidal respecto al producto de Cauchy. Establecemos preliminares
sobre arreglos de hiperplanos: en particular, sobre la construccion de Salvetti para un
complejo celular con el tipo homotopico del complemento de un arreglo de hiperplanos
complejificado. Iniciamos el célculo de la cohomologia de la especie de 6rdenes lineales
como bicomédulo sobre si misma, identificando las columnas de la pégina 0 de una
sucesion espectral que la determina con los complejos celulares asociado al complejo
de Salvetti para el arreglo de trenzas. Determinamos explicitamente varias columnas y
diagonales de la pagina 1. Demostramos también que el primer médulo de cohomologia
tiene dimension infinita.

En el CAPITULO 3 establecemos que el grupo de Picard de la categoria de bicomddulos
sobre una coalgebra en especies linealizadas conexa es isomorfo a su grupo de automorfis-
mos de coalgebra, generalizando un resultado analogo para coalgebras coasociativas; es
decir, para coélgebras sobre la categoria de espacios vectoriales. Describimos el grupo de
Picard para el caso de la especie exponencial y la especie de 6rdenes lineales.

Finalmente, en el CAPITULO 4 damos una descripcion explicita de los complejos que
determinan la homologia operadica a coeficientes triviales para las operads de magmas
nilpotentes en 2 pasos y de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos. En el caso de magmas,
probamos ademas algunos resultados estructurales adicionales.

Incluimos al final de la tesis un APENDICE con el codigo que fue usado para realizar
algunos de los célculos hechos en esta tesis y la bisqueda de ejemplos.
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Capitulo 1

La cohomologia de las GL-especies
de banderas

A lo largo de este capitulo, k denotard un cuerpo de caracteristica cero y F uno finito
de ¢ elementos. Salvo cuando se indique lo contrario, los productos tensoriales y el funtor
Hom de espacios vectoriales seran siempre tomados sobre el cuerpo k, todos los espacios
vectoriales considerados seran de dimension finita y todas las acciones de grupos seran a
izquierda. Ocasionalmente incluiremos ejemplos para ayudar al lector a familiarizarse
con los conceptos que vayamos presentando. Estaran indicados con un sombreado gris y
pueden ser ignorados si ya se conocen las definiciones que buscan clarificar.

1.1 Preliminares sobre banderas y permutaciones

Gran parte de las estructuras que consideraremos mas adelante involucran el estudio de
banderas, por lo que comenzamos fijando notacién y desarrollando algunos preliminares
al respecto.

Dados dos nameros naturales m y n con m < n, escribiremos [n] y [m,n] para
referirnos a los conjuntos {1,2,...,n} y {m,m+1,...,n} respectivamente.

Una composiciéon de un ntimero natural n es una sucesiéon ordenada de naturales
k= (ki,...,k) tal que k1 + --- 4+ k; = n. En este caso escribimos k F n y llamamos a [
la longitud de k. Si k = (k1,...,k;) y k' = (k},..., k},) son composiciones de n decimos
que k' refina a k si tenemos una contencién en las correspondientes sumas parciales

{k1,k1+ ko, ... k1 + -+ Kk} C{ELE + Ky, R+ Ry )

y en ese caso notamos k < k’.

Una particion ordenada o composicion de un conjunto X de n elementos es una
sucesion ordenada de subconjuntos de X disjuntos dos a dos (X1, Xs,..., X)) tal que
X = J X;. El namero natural [ es la longitud de la particion y su tipo es la composicion

1



2 CAPITULO 1. LA COHOMOLOGIA DE LAS GL-ESPECIES DE BANDERAS

de n dada por
(‘Xl‘v |X2|7 sy |Xl|)

La particion ordenada estandar de tipo k = (ky, ..., k;) del conjunto [n] es la particion
L, . ki {ki+1,. .. k1 + ko), {n—Kk +1,....,n}).

El grupo simétrico S,, acttia sobre los subconjuntos del conjunto [n] de la manera usual y
sobre sus particiones ordenadas de tipo k de modo que

o-(Ar,..., Ag) = (0(A1),...,0(Ag)).

El estabilizador de la particiéon ordenada estdndar de tipo k es un subgrupo Y; de S,, al
que llamamos subgrupo de Young de tipo &, y que es isomorfo al producto de grupos
simétricos

YkgSkl X---XSkl.

Sea V un espacio vectorial. Una bandera en V es una sucesién estrictamente creciente
F = (Fo,...,Fn) de subespacios de V en la que Fy = 0y F, = V. El namero n es la
longitud de F y lo notamos len F; puede ser cualquier entero entre 0 y dim(V') inclusive.
Una bandera de longitud maximal es una bandera completa. Escribiremos F1(V') para
referirnos al conjunto de todas las banderas en V', F1;(V') para el subconjunto formado
por aquellas de longitud | y F1. (V') para el subconjunto de banderas completas.

Si d es la dimension de V' y k = (k1,...,k;) F d, una bandera F € FI;(V) es de
tipo k si dim F;/F;—1 = k; para todo i € [I]. De este modo, una bandera completa es
una bandera de tipo (1,1,...,1). Denotamos al conjunto de banderas de tipo k en V
por Fli (V).

Si G = (Go,...,Gn) es una sucesion creciente de subespacios de V con Gy = 0 y
G, =V, llamamos reduccion de G y escribimos red(Gy, . .., G,) a la bandera obtenida a
partir de G eliminando las repeticiones. Observamos que n es la longitud de esta bandera
si y s0lo si la sucesiéon G ya era una bandera.

Sean ahora W otro espacio vectorial y ¢ : V' — W una transformacion lineal arbitraria.
Si F = (Fo,....Fn) € FL,(V), notamos ¢.(F) a la bandera red(p(Fo),...,p(Fn))
en p(V); observemos que len(p.(F)) < n y que la igualdad vale si ¢ es inyectiva. De este
modo obtenemos una accion natural de GL(V') sobre el conjunto F1(V'): si g € GL(V)
y F € FI(V), definimos ¢ - F = ¢g«(F). Los subconjuntos F1(V), F};(V') para cualquier
entero no negativo |y Fli(V) para cada k F n son GL(V)-invariantes. Ademas, la
restriccion de esta accion a Flg (V') resulta transitiva para cada k F n.

Sea ahora ¢ : V. — W un monomorfismo lineal. Si G = (Go,...,G,) € Fl, (W),
denotamos como ¢*(G) € FI(V) a la bandera red(»~1(Go), ..., 9 1(Gn)) en V. Una vez
més, esta bandera tiene longitud len(¢*(G)) < n y la igualdad vale si ¢ es un isomorfismo.

Sea S < V un subespacio y consideremos la inclusiéon ¢ : S — V y la proyeccion
canénica m: V — V/S. Si F es una bandera en V, su restriccion a S es la bandera

Flg =" (F) € FI(S)
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y su proyeccion a V/S es la bandera

FIVIS = 7,(F) e FI(V/S).

Sea F = (Fo,...,Fn+1) una bandera en V. Definimos, para i € [0,n + 1], banderas
0;(F) de longitud n del siguiente modo:

FIVITL, si i = 0;
61(‘F): (F07F17”wE—laﬁvE-‘y—lu'”?fn-i-l)v SIO<Z<TL+1,
’F’-F’rﬂ SIZ:n+1

Todas ellas son banderas en V, salvo 9y € F1,(V/F1) v Ony1(F) € Fl(F).

Si F y G son banderas en V', decimos que G refina a F si F C G como sucesiones, en
cuyo caso notamos F = G, y que G refina directamente a F si G refina a F y ademés
len(G) = len(F) + 1.

Lema 1.1. Si F y G son banderas en 'V, el estabilizador de G para la accion de GL(V') estd
contenido en el de F si y solo st F = G. Mds aiun, F =G si y solo si sus estabilizadores
coinciden. O

Si n es un entero positivo, la bandera completa estandar en F” es la bandera F°
tal que
.FZO = <€1,€2,. . .,€Z'>

para cada i € [n]. Si k F n, la bandera estandar de tipo k en F" es la tnica bandera
FOk ¢ Fl,(F™) tal que FO refina a F%*. Observamos que si k y k' son composiciones
de n, entonces FOF < FOF i v solo si k < k.

Si F € F1(V) es una bandera de tipo (k1, ..., k,) E n, decimos que una base ordenada
(vi,...,v,) de V es adaptada a la bandera F si F; = (v, ..., Uk +..+k;) Para todo i € [I].
Por ejemplo, la base estdndar de F" es adaptada a todas las banderas estandar en F".

Fijemos un entero positivo n. Si un subconjunto X C [n] tiene k elementos, el
shuffle sh(X) asociado a X es la tnica permutacion o € S,, tal que o([k]) = X y cuyas
restricciones a los conjuntos [k] y [k+ 1, n] son funciones crecientes. Si queremos enfatizar
el cardinal de X, diremos que o es un k-shuffle.

Recordemos que una inversion de una permutacion o € S,,, es un par (i,5) € [[n]]2
tal que i < jy o(i) > o(j), y que escribimos inv(co) al nmero de inversiones de o.

Lema 1.2. Sin es un nimero natural y X C [n] es un subconjunto de k elementos,

inv(sh(X)) = >z — (’“ s 1).

zeX

entonces

En particular, este niimero es independiente de n.
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Demostracion. Como tanto o[ como o|f;11,,) son funciones crecientes, las inversiones
de o son precisamente los pares (z,y) con x < k, y > ky o(z) > o(y). Por otro lado, hay
exactamente Y .y (z — 1) pares (67 (z),y) cony € [n], z € k y o(y) < ; este Gltimo
conjunto de pares es precisamente la unién disjunta entre el conjunto de inversiones de o
junto con el conjunto de pares (a,b) C [k]? con a > b, de los que hay precisamente (g)
De este modo

inv(sh(X)) = Y (z—1) - (’;) = z- (k; 1>,

zeX reX

como queriamos. O

Ejemplo. En la siguiente figura mostramos al shuffie de S; asociado al conjunto
{3,5,6}. Este posee exactamente 8 inversiones, que son (1,4), (1,5), (2,4), (2,5),
(2,6), (3,4), (3,5) vy (3,6). Notemos que las inversiones estan en correspondencia
biyectiva con la cantidad de cruces entre las flechas que unen al dominio y codominio

en la figura, y que 8 =3 +5+6 — (3;1), en concordancia con el Lema 1.2.

1 2 3 4 5 6 7

1.2 La categoria de GL-especies y su estructura monoidal

Si K es un cuerpo, escribimos Fing y Finj para denotar a la categoria de K-espacios
vectoriales de dimensién finita y transformaciones lineales y a su grupoide de isomorfismos,
respectivamente. En esta seccidon y de aqui en adelante haremos de cuenta que la categoria
monoidal Fing es estricta, omitiendo explicitar la aplicacién de asociadores.

Una especie es un funtor x : Fing — Finy. Notamos Sp a la categoria de las especies
y sus morfismos. Como es el caso con cualquier categoria de funtores con codominio
abeliano, la categoria de especies también es abeliana, como es explicado en [Mit65, §I1.13].
La categoria Sp posee una estructura monoidal descripta en detalle en [JS95, §2| y que
especificamos a continuacién. Si x e y son especies, la especie x ® y, llamada el producto
de Cauchy entre x e y, es el funtor que

e toma el valor (x®y)(V) = @ x(S) @k y(V/S) sobre un objeto V € Fing, y
S<V
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e envia un morfismo ¢ : V.— W en Finyg a

x@y)(@) =Y x(¢ls) @k y(e'*),
S<V

donde los isomorfismos ¢|s : S — ¢(S) vy ¢|V/ : V/S — W/p(S) son los inducidos
de la manera evidente por ¢.

Hemos remarcado por claridad que los productos tensoriales del lado derecho de las
ultimas dos igualdades son tomados sobre el cuerpo k; para aligerar la notacién dejaremos
de decorar este simbolo esperando que el lector pueda distinguir a partir del contexto
cuando nos referimos al producto tensorial sobre k y cuando al producto monoidal de Sp.

La unidad para este producto monoidal es la especie 1 que toma, para cada V € Fing,

V) = {k, si V= 0; L)

el valor

0, sino,
y envia toda flecha a la identidad correspondiente. Los unitores de esta estructura
monoidal son los que surgen de los unitores usuales de Finy y dejamos su descripcién
a cargo del lector. En su lugar describiremos en detalle el asociador de Sp, que sera de
utilidad mas adelante.
Sean X, y y z especies. Para cada V' € Fin, tenemos

(xoy)©z)(V)= D x(T)oy(S/T)@zV/S)
T<S<V

x@(yo2)(V)= P xT)ey(S/T)®z((V/T)/(S/T)),
T<S<V

y la componente en V' del asociador axy,: (xQy)®z = x® (y ®z) es

axyz(V) = Z x(idr) ® y(ids/r) ® 2(®7,5,v ),
T<S<V

donde para cada cadena de subespacios T' < S < V notamos
Srsy VS = (V/T)/(S/T) (1.2)

al isomorfismo natural dado por el tercer teorema de isomorfismo. Salvo un isomorfismo
natural que proviene de iterar este asociador, podemos escribir a la potencia monoidal
x®! de una especie x de la siguiente forma:

x®(V) = S x(F1/Fo) @ -+ @ x(Fi/Fi_1), (1.3)
0=Fo<F1<--<F=V

con un sumando por cada cadena creciente de subespacios de V' de longitud [. Maés
aun, si la especie x se anula sobre el espacio vectorial cero, esta suma directa puede
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ser indexada por el conjunto de banderas F1;(V) de longitud {. Si F € F1;(V'), notamos
77 x®(V) — x®(V) a la proyeccion sobre el sumando correspondiente a F.

Aunque no hagamos mencion de este hecho més adelante, vale la pena destacar que los
autores de [JS95] muestran que la estructura monoidal de Sp, a pesar de no ser simétrica,
es trenzada. Definiciones precisas de estos términos pueden ser encontradas, por ejemplo,
en [Mac71, §XIJ.

Como la categoria Sp es monoidal, tiene sentido considerar algebras, coalgebras y
bialgebras en Sp, asi como también estructuras de modulos, comodulos y bimédulos
sobre ellas. Los axiomas de (co)asociatividad y (co)unidad se traducen a condiciones més
concretas una vez que vemos como se traducen especificamente en la categoria de especies
con el producto de Cauchy. Para familiarizarnos con la estructura monoidal, exploraremos
qué significa concretamente la coasociatividad para una coalgebra en especies.

Ejemplo. Si x es una coalgebra en especies y V' € Finy es un espacio vectorial, la
comultiplicaciéon A nos da un morfismo k-lineal

Ay x(V) = @D x(S) @ x(V/S).
S<V

Escribamos

AY :x(V) = x(S) ® x(V/S)

para la componente correspondiente al sumando determinado por S del codominio
de Ay. La coasociatividad de A implica, para cualquier sucesion de subespacios
T < § <V, la conmutatividad del diagrama

)% idp v/T
x(V) —2E 4 x(T) @ x(V/T) —=¥"%(T) & x(S/T) ® (%)

x(9) @ x(V/S)

J/idT®idS/T®X((I>T,S,V)

AZ®idy,g y x(T) ® X(S/T) & X(V/S)ﬂ

donde una vez méas escribimos ®1 gy para la flecha provista por el tercer teorema
de isomorfismo.

Intuitivamente, si pensamos a los objetos de x(V') como “objetos en V' de tipo
x”, el morfismo A¥ determina como obtener simultaneamente “objetos en T'y V/T
de tipo x” a partir de uno en V. En otras palabras, da una nocién simultanea de
restriccion a subespacios y proyecciéon al cociente. La condicién de coasociatividad
implica que esta nocién es coherente al aplicarla iteradamente sobre una sucesioén
de subespacios, independientemente del orden en el que lo hagamos.

Sea x una bidlgebra en Sp, con producto p y coproducto A, y, para cada ntmero



1.2. LA CATEGORIA DE GL-ESPECIES Y SU ESTRUCTURA MONOIDAL 7

natural [, notemos ! : x®UHD) 5 x y Al x — x®HD) 4 las [-ésimas iteraciones de u
y A. SiV eFing, z € x(V) y F € Flj41(V), la convolucién z % F es el elemento de
x(V') dado por

24 F = (V) omro Al(V)) (2). (1.4)

Sil=1y F=(0,5,V), abusaremos la notacion y escribiremos z * S en lugar de z * F.
El concepto de producto de convolucion es particularmente relevante para nosotros dado
que para la especie X de banderas, que es el principal foco de estudio de este capitulo, el
producto de convolucién coincide con el producto o proyecciéon de Tits, una operacién
interesante desde la geometria y la teoria de arreglos de hiperplanos. Utilizaremos esta
herramienta en la Seccién 1.8.

Si V es un objeto en Fing su grupo de automorfismos en esa categoria es GL(V).
En consecuencia si x es una especie, el espacio vectorial x(V') es un GL(V)-moédulo a
izquierda: concretamente, si ¢ € GL(V) y v € x(V) entonces ¢g - v = x(g)(v). Una
especie x es relativamente proyectiva si para cada espacio vectorial V € Finy el
GL(V)-modulo x(V') es proyectivo. Como GL(V) es un grupo finito y k es un cuerpo de
caracteristica cero, el Teorema de Maschke implica que la categoria de GL(V)-modulos de
dimensioén finita es semisimple. En términos del vocabulario que acabamos de presentar,
este hecho muestra que toda especie es relativamente proyectiva si k es un cuerpo de
caracteristica cero.

Sea m un entero no negativo. Tenemos un endofuntor (—), : Sp — Sp que asigna a
cada x el objeto x,, dado por

(V) = {x(v), sidim(V)=n; () = {x(go), si dim(V) = n;

0, si no

] (1.5)
0, si no

para cada V € Fing y cada morfismo ¢ : V. — W en Finj. La accion de (—),, sobre
flechas es la obvia. Decimos que una especie en la imagen de este funtor estd concentrada
en dimension n. Hay una transformacion natural 7, : idgp — (—)n tal que para cada
especie X y espacio V' € Fing la aplicacion m,(V) : x(V) — x,(V) es la identidad si
dim(V) = n y cero en cualquier otro caso.

La categoria Fing es la union disjunta de los grupoides ,Finy de espacios vectoriales
de dimensién n. Podemos identificar a la subcategoria plena generada por F" dentro
de ,Finy con el grupo GL(F") pensado como una categoria con un tnico objeto. La
inclusion GL(F") — ,Fing es una equivalencia, como lo es siempre la inclusion de un
punto en un grupoide. Asi, obtenemos una equivalencia de categorias

Sp = Fun(Finy, Finy) 2 [ [ Fun(GL(F"), Fing) = [ [ moder ). (1.6)

Esto implica que una especie x concentrada en dimensién n esta determinada salvo un
isomorfismo natural por el GL(F")-mo6dulo x(F"). La siguiente es una consecuencia ttil
de este hecho:
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Lema 1.3. Sea x una especie concentrada en grado n ey una especie arbitraria. La
aplicacion
Homsgp(x,y) 3 ¢ — @(F") € Homgr,gn) (x(F"), y (F"))
es un isomorfismo natural en X e'y.
Demostracion. Como x esta concentrada en grado n, Homgp(x,y) es naturalmente

isomorfo a Hom(x,yy,) considerado en la categoria Fun(,Fing , Finy). Asi, el resultado
se sigue de aplicar las equivalencias de categorias de (1.6). O

Sea ¢ una codlgebra en especies con counidad €. Veremos tras algunos preliminares
que la categoria de c-(bi)comodulos tiene suficientes inyectivos:

Proposiciéon 1.4. Hay una adjuncion entre el funtor — ® ¢ : Sp — comod¢ y el funtor
de olvido U : comod, — Sp. Concretamente, dada una especie y, el isomorfismo natural
F : Home(—,y ® ¢) = Homgp(U(-),y),

estd dado por
F(p) = (idy @ e)g
Y Su inversa es

FH(y) = (¥ @ide)p. 0

Un comdédulo a derecha de la forma y ® c se dice libre. La equivalencia de categorias

Sp = HmodGL(Fn)

establecida en (1.6), junto al Teorema de Maschke, muestran que Homgp(—,y) es un
funtor exacto. En consecuencia, gracias al isomorfismo natural de la proposiciéon anterior
vemos que todo comoédulo libre es inyectivo.

Corolario 1.5. Las categoria de c-comddulos a izquierda, derecha y de c-bicomddulos
poseen suficientes inyectivos.

Demostracion. Solamente consideramos el caso a derecha, ya que las demostraciones para
los otros casos son muy similares. Si x es un c-comédulo a derecha, la coaccién a derecha
p X — X®c es un monomorfismo, ya que (idx ®¢)p = idx. Como x® ¢ es un c-comoddulo
a derecha libre, es inyectivo, como queriamos. O

Para concluir esta seccion, definimos la serie de Hilbert de una especie x como

- = dim(x(F")) ,
Hilby () _;\GL(Fn)\t ,

en analogia con las series de Hilbert exponenciales clasicas, donde el denominador del

coeficiente que acompana a t", en lugar de ser n! = |S,|, es
GL(F" G o 1+ 0+ ¢ ¢
| GL(E")| = e [[a+e+e+- w0

=1
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1.3 La especie exponencial

La especie exponencial e esta dada en cada espacio V' € Finj por
e(V) =key,

donde key es el k-espacio vectorial unidimensional libremente generado por el simbolo
ey, y para cada morfismo ¢ : V. — W en Fing la aplicacion e(y) : e(V) — (W) envia
ey en ey. El nombre de esta especie se debe a que su serie de Hilbert

. ot
Hllbe (t) = nz:o m

es precisamente la g-exponencial, definida por ejemplo en [KC02, §9.7]. Esta serie es la
serie hipergeométrica bésica anéloga a la exponencial clasica.

La especie exponencial es una bidlgebra en Sp. La multiplicacion p:e® e — e, la
unidad 7 : 1 — e, la comultiplicaciéon A : e - e ® e y la counidad ¢ : € — 1 tienen, para
cada V € Finy y cada subespacio S <V, componentes tales que

w(V)(es ®@ey/s) = ey, n(0)(1) = ey,
A(V)(ey) =Y es@eys, £(0)(eg) =1
S<v

En particular, podemos hablar de e-bicomédulos: tales cosas son especies x munidas
de morfismos A : x > e®xy p: X = X ® e que satisfacen las condiciones usuales. De
modo similar a lo que observamos en el ejemplo de la Seccion 1.2 para las coalgebras en
especies, proveer una estructura de e-bicomoédulo en especies consiste en dar nociones de
“restriccion” y “proyeccion” a subespacios compatibles entre si.

Veamos que describir una estructura de e-como6dulo a izquierda sobre una especie
X es lo mismo que describir una extensién x : Fin% — Fing de x, donde Fin%
es la categoria de [F-espacios vectoriales y epimorfismos lineales, de modo que el
diagrama

Fing —— Fing

S
. x -7
% e

.
-

. >
Fing

conmute. Solamente describiremos la forma de pasar de una estructura a la otra
omitiendo las verificaciones, que son tediosas pero simples.

A partir de una estructura de e-comodulo a izquierda sobre x con coaccion A,
podemos describir una extensiéon x a Fin% del siguiente modo. Si ¢ : V — W es
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un epimorfismo, definimos x(¢) : X(V') — x(W') como la composicion
x(V) —2 @ e(S) ®@x(V/S) —— e(ker p) @ x(V/ ker ¢) LEEL) x(W)
S<V

donde « : V/ ker ¢ — W es el isomorfismo natural provisto por el primer teorema
de isomorfismo, la segunda flecha es la proyecciéon al sumando en el que S = ker ¢
e identificamos e(ker ¢) de la manera obvia en el codominio de la tltima flecha.

Reciprocamente, dada una tal extensiéon X, podemos definir una coaccién a
izquierda A : x — e ® X en la que para cada espacio V se tiene

x(V)3 v > eg®X(ms)(v) € (e@x)(V),
S<V

donde 7g : V' — V/S es la proyecciéon canénica.

De manera similar, las estructuras de e-comédulo a derecha coinciden con
las extensiones a la categoria (Finﬂé)OID opuesta a la de F-espacios vectoriales y
monomorfismos lineales.

Dado un e-bicomoédulo x para cada V € Fing y cada z € x(V), el elemento A(V)(z)
pertenece a (e ® x)(V), por lo que existen vectores z|"/S € x(V/S) bien definidos, uno
por cada subespacio S <V, tales que

AV)(z) =) es @275,
S<V
Similarmente, para cada V € Fing y cada z € x(V) existen vectores z|s € x(S) bien
definidos, uno por cada subespacio S < V, tales que
p(V)(2) =) zls®eyys.
S<Vv
Las condiciones sobre A y p impuestas por el hecho de que den lugar a una estructura de

bicomo6dulo implican la siguiente serie de identidades para todo z € x(V') y para cada
sucesion S < T <V de subespacios:

x(r,s,v) ((&/IVDIST) = 2VIS, - (2lg)lr = 2,
Z‘V/O =z =zly, (Z’S”S/T _ (Z|V/T)|S/T7

donde &7 gy : V/S — (V/T)/(S/T) es el isomorfismo natural de (1.2).

Reciprocamente, sea x una especie y, para cada par de subespacios S <V € Fing,
sean Iy : x(V) — x(8) y r¥*% : x(V) — x(V/S) transformaciones k-lineales que cumplen,
para cada subespacio T' < S, las identidades

V/T,S/T . VT _ V.S _
/TSIT o VT — o , lstolys=Ilyr,

TS’T

X((I)T,S,V) or (17)

Vo _ _ _ V.T
rt =lidyy = vy, oly,s =lyrsor .



1.4. LA COHOMOLOGIA DE UN E-BICOMODULO 11

La especie x posee entonces una estructura de e-bicomddulo con coacciones A : x = e®x
y p: X — x® e dadas por

AV)(z) = ) es@r(2), p(V)(2) = ) lvs(z) @eys

S<V S<V

para cada V € Fing y cada z € x(V). En general describiremos todas las estructuras de
e-bicomédulo que consideremos de esta forma.

Como la codlgebra e es counitaria, tenemos una nocién de bicomddulo trivial. Expli-
citamente, toda especie x resulta un e-bicomoédulo trivial si ponemos, para cada espacio
V € Fing y cada subespacio S <V,

, {idx(v), si S =V, Vs {idx(v), si S =0
V.S = re=

0, si no, 0, si no.

Estas funciones satisfacen las identidades de (1.7). Las coacciones A y p estan dadas para
cada V € Finy y z € x(V) por

AV)(2) = e @ z, p(V)(z) =z ®eyy.

Como la tnica estructura de e-bicomédulo que podemos fijar sobre una especie x con-
centrada en una dimensién es la trivial, omitiremos la descripcién de la estructura de
e-bicomddulo de esas especies.

1.4 La cohomologia de un e-bicomédulo
Si x es un e-bicomoédulo, la cohomologia de x es
H*(x) = Ext®*(x,e),

con Ext calculado en la categoria de e-bicomo6dulos. Recordemos que esto tiene sentido en
vistas de que probamos que esta categoria tiene suficientes inyectivos en el Corolario 1.5.
Esta cohomologia puede calcularse por cualquier resolucién inyectiva de e y en particular,
a partir de la construcciéon cobar reducida, que describimos a continuacién tras algunos
preliminares. Referimos al lector a [Wei94, §8.7] para el desarrollo de la teoria en general.

La especie exponencial reducida € es el coniicleo de la unidad 1 : 1 — e, el cual
es can6nicamente isomorfo al nicleo de la counidad € : e — 1. Esta especie coincide en
todos los objetos no nulos de Fing con e y es tal que €(0) = 0. Al ser isomorfa al nicleo
de la counidad, es una subcoalgebra no counital de e: su comultiplicaciéon A : € —+e® e
esté dada por

AV)ev)= Y es®eys
0<S<V
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para cada V' € Fing no nulo. Como € se anula sobre el espacio nulo, para cada nimero
natural n la potencia n-é¢sima €®" estd dada en cada V' € Fing por

(V)= P &(Fi/Fo) @e(Fo/F1) @ @&(Fn/Fn1)
FeFL, (V)

de manera similar a lo que ocurre en (1.3), pero solo indexando la suma sobre banderas
en V. Si F € F1,,(V), el sumando correspondiente a F en esta suma directa es el espacio
vectorial de dimensién uno generado por el elemento

CF ‘= CF /R @ CRyF @ D @R, s

y la funcién
kF1,(V) > F — er € 8" (V)

resulta un isomorfismo GL(V')-equivariante al cual desde ahora consideraremos una
identificacion.

Usando la comultiplicacion de € podemos hacer del objeto graduado €®® de Sp un
objeto semicosimplicial (ver [Wei94, §8.1]) con morfismos de cocara 9' : €®¥" — g®nt!
dados por

' =idd" '@ A ®idd" " (1<i<n). (1.8)
Para cada entero positivo n, evaluando la especie semicosimplicial €®® en F" obtenemos
un GL(F")-médulo semicosimplicial €2®(F"). Notamos X al complejo de cocadenas
asociado. Como veremos en la Seccién 1.5, este complejo nos resultaréd interesante por su

relevancia geométrica en la descripcion del poset de subespacios de un F-espacio vectorial
de dimension finita.

Sea x un e-bicomoédulo y sean A : x — e®x y p : x — Xx®e las e-coacciones a izquierda
y derecha sobre x, respectivamente. Para cada entero no negativo n la construcciéon cobar
reducida C*(x) es el complejo semicosimplicial

C™(x) = Homgp (x,8%") (1.9)

con morfismos de cocara 9" : C™(x) — C"T1(x), para cada i € [0,n + 1], tales que

(T ®a) oA, sii=0;
() =4 ([d® '@ A®idE" oa, si0<i<n+l; (1.10)
(a®m)op, sii=mn+ 1.

para cada o € C™(x). Aqui 7 : e — € es el contucleo del morfismo de unidad n: 1 — e.
De este modo, la diferencial d : C"(x) — C™!(x) de este complejo es

n+1

d=> (-1)'0",
=0
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Si ademés x es una coalgebra, disponemos de un producto cup en C*(x) compatible
con la diferencial. Concretamente, dados f € C™(x) y g € C"(x), su producto f — g es
la composicién

® .
X# X®X % e®m+n_

Al ser compatible con la diferencial, este producto provee de una estructura de algebra
a H*®(x) y como suele ser el caso en diversos contextos, el producto a nivel homologia
resulta conmutativo por los argumentos presentados en [SA04]. Esta estructura nos sera
de especial utilidad al llevar a cabo céalculos explicitos.

Seré tutil también disponer de una expresion “en coordenadas” de los morfismos de
cocara. Si o € C™(x), para cada V € Finy y cada z € x(V)) podemos escribir de manera
dnica

aV)(z)= > a(V,z Fer, (1.11)
FeFL, (V)

y es facil ver que los escalares a(V, z, F) € k determinan a a completamente. Ademaés, el

morfismo x(V) 3 z — a(V, 2z, F) € k es lineal. Escribamos los morfismos de cocara (1.10)
en estos términos: siempre que V € Fing, z € x(V) y F € Fl,11(V) tenemos

a(V/Fi, 2|71, 00(F)), sii=0;
' (a)(V, 2, F) = £ a(V, z,8;(F)), si0<i<n+l; (1.12)
a(Fn, 2|7, Ont1(F)), sii=n+1.

Concluimos esta seccién con una observacion que serd de utilidad méas adelante:

Lema 1.6. Si x es un e-bicomddulo trivial, el complejo C*(x) es isomorfo a la imagen
del complejo €°* por el funtor Homgp(x, —).

Demostracion. Sin es un entero no negativo, toda n-cocadena a € C™(x) es tal que las
composiciones (1 ® o) o Ay (¢ ® ) o p se anulan, pues la estructura de e-bicomédulo
sobre X es trivial. De este modo, los morfismos de cocara d" definidos en (1.10) son nulos
sit=0o0%=n+ 1y por lo tanto coinciden con la composiciéon de a con los morfismos
de cocara ' de €°* definidos en (1.8). O

1.5 El poset de subespacios de un F-espacio vectorial

El Lema 1.6 establece una conexioén entre el complejo C*(x) y el complejo €®®. Es por
ello que més adelante veremos que sera necesario conocer la cohomologia del complejo
¥ asociado al GL(F™)-modulo semicosimplicial €®*(F") para poder determinar la coho-
mologia de un e-bicomédulo x. Como €®*(F") posee una base indexada por banderas
parciales de longitud k en F™ y la diferencial del complejo X9 tiene en cuenta la forma en
la que las banderas estan dispuestas en el espacio, es de esperar que la descripciéon de su
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cohomologia requiera el estudio del poset de subespacios de F", tarea que llevaremos a
cabo en esta seccion.

Fijemos un ntimero natural n por el resto de esta secciéon, llamemos P,, al poset de
subespacios propios y no nulos del espacio vectorial F™ y notemos A,, al order complex
de P,, definido por ejemplo en [Barll, Definition 1.4.4]. Recordemos que un k-simplex
en A, es una cadena estricta F; < Fp < --- < Fiy1 de k+ 1 elementos de P,. Esto es
casi una bandera en V': la asignacién

o AF — Fly o (F)

tal que pr(F1 < Fo < -+ < Fre1) = (0, F1, ..., Fri1, F™) es una biyeccion a la que
consideraremos una identificacién; de este modo hablaremos de k-simplices en A,, o de
banderas de longitud k + 2 indistinguiblemente.

La accion obvia de GL(F™) sobre el conjunto de los subespacios de F" se extiende a
una accion simplicial en A,, y brinda una estructura de GL(F")-modulo a los k-modulos
de homologia simplicial reducida ﬁq(An). Este objeto ha sido estudiado en detalle por
Quillen, Solomon, Tits y otros:

Teorema 1.7 (Solomon-Tits). El complejo simplicial A, tiene el tipo homotdpico de

un ramo de 6(75) esferas de dimension n — 2 y, en particular, su homologia simplicial
reducida estd concentrada en grado n — 2. Para cualquier anillo de coeficientes, el modulo
de homologia de dimension mdzima H,_2(A,,) estd generado como GL(F™)-mddulo por el

en= Y (-1)™g. F.

O'GSn

elemento

Aqui consideramos a cada biyeccion o como el automorfismo en GL(F™) inducido por la
permutacion de la base estdndar e; — e,(;) y donde FO € F1(F*) denota a la bandera
completa estandar.

Demostracion. Las distintas partes del enunciado estan probadas en [Sol69], [Qui73],
[Ben98, Theorem 6.8.5]. O

La estructura de GL(F™)-mo6dulo sobre ﬁn,g(An) se conoce como el moédulo de
Steinberg y la notamos St,,. Este modulo es el tinico GL(F™)-mo6dulo simple de grado 03,
Referimos al lector a [Hum&7| para un resumen de sus muchas otras propiedades; al
final de la Seccién 1.6 explicitaremos los detalles que necesitamos sobre su teoria de
representaciones.

Notemos Co(A,,) al k-complejo de cadenas aumentado asociado a A,,, de modo que
Cj(An) = kFljo(F") para j > —1. Si D, es un complejo de (co)cadenas y m € Z,
escribimos De[m] para el complejo tal que Dg[m| = Dy, v con diferenciales idénticas a
las de D, pero con indices trasladados acordemente. Remarcamos que a diferencia de lo
que es usual en la literatura, no introducimos signos al trasladar indices.
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Proposicion 1.8. Hay un isomorfismo de GL(F™)-mddulos semicosimpliciales
¢ : Homy (Co(Ap), k) — *T(F") = 7 [2]

tal que si 0r es la transformacion lineal en Homy (Ck(Ay), k) que se anula sobre todas las
banderas de Flio(F") salvo en F, en donde toma el valor 1, entonces

§(0F) = er.

La demostraciéon de la proposicién es simplemente una verificacién, que omitimos.
Dado que este resultado identifica 9 [2] con el complejo que calcula la cohomologia
simplicial reducida de A,,, en lo que sigue abusaremos la notacion y escribiremos H™(X?,)
para referirnos a H™ (Homy(Ce(Ay,)[—2],k)). El isomorfismo de la proposicion anterior
nos es util para describir la cohomologia del complejo ¥ a partir del Teorema de
Solomon—Tits:

Corolario 1.9. La cohomologia del complejo X3 es tal que

Sty, siq=mn;

H(%7) = {

0 st no,

donde el isomorfismo es de GL(F™)-mddulos. Mds ain, el pairing candnico
(= =)t HY(5) @ Ha(S)) — k

dado por la evaluacion es no degenerado.

Demostracion. El isomorfismo del enunciado es el inducido por el isomorfismo semicosim-
plicial de la Proposicion 1.8. Como el complejo Homy (Ce (A, ), k) calcula la cohomologia
simplicial reducida de A,,, el Teorema de Solomon—Tits 1.7 y la version del Teorema de co-
eficientes universales presentada en [DK01, Corollary 2.31] prueban las otras afirmaciones
del enunciado. O

1.6 Variedades de banderas parciales y el médulo de Stein-
berg

Por el resto de esta seccion fijamos un ntmero natural n y llamamos G al grupo GL(F").
Varias veces hablaremos de una permutacion o € S,, como un elemento de G: al hacer
esto nos estamos refiriendo al automorfismo de ™ que permuta los elementos de la base
estandar, de modo que o(e;) = €4(;)-

Notaremos B al subgrupo (estandar) de Borel de G que consiste de todas las
transformaciones que preservan a la bandera completa estandar, o en otras palabras, a las
transformaciones que son representadas en la base estandar de F™ por matrices triangulares
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superiores. Las coclases dobles de B en G pueden indexarse por permutaciones en S,, de
un modo que explicaremos tras algunos preliminares.

Si V' es un espacio vectorial de dimensiéon n, existe una funcién de distancia
d:FlL (V) x F1. (V) — S,, a valores en el grupo simétrico de n elementos descripta en
detalle en [AB08, §4.3|, donde los autores la llaman 7. Explicaremos a continuacién cémo
se calcula.

Si Fy G son banderas completas en V', para cada ¢ € [n] la bandera G induce una filtra-
cion de largo n en el espacio unidimensional F;/F;_1, y podemos definir d(F,G)(7) como
el tnico indice j tal que el cociente (F;N(Gj+Fi—1))/Fi—1 es no trivial. Equivalentemente,
este indice j puede calcularse como el minimo tal que el cociente (F; N G;)/(Fi—1 N G;) es
no nulo. El lector familiarizado con la teoria de buildings podra reconocer a la funcion d
como la funcién de distancia de Weyl entre camaras del building de subespacios de V/,
definida en esta generalidad en [ABOS, §3.5].

La permutacion d(F,G) es también conocida como la permutacion de Jordan-
Holder asociada al par (F,G). El nombre se debe a que si consideramos a las banderas
F y G como series de composicion de V', el Teorema de Jordan-Holder afirma que hay
una permutaciéon o € S, de modo que F;/Fi—1 = G,(;/Gs(i)—1 Para todo i € [n]. La
permutacion d(F,G) es la permutacion construida en una de las demostraciones estandar
de este teorema (por ejemplo, la presentada en [Lan02, Theorem 3.5]).

Ejemplo. A modo de ejemplo, calcularemos esta permutaciéon para el par de
banderas (F,G), donde F es la bandera completa estandar FOen F? y G es la
bandera

G = (0, {(ea), (e2,e3), (ea, €3, €1 + €2 + 2e5), (ea, €3, €1 + €2 + 2e5,e1 + e4), F).

En la siguiente tabla indicamos la dimension de los espacios (F;N(G; + Fi—1))/Fi-1:

Fi Fo Fz3 Fa Fs
G| 0 1 0 0 0
G| 0O 0 1 0 0
Gs| O 0 0 0 1
Gy | O 0 0 1 0
Gs 1 0 0 0 0

Si sombreamos las coordenadas no nulas de la tabla, vemos que hay precisamente
una celda sombreada por cada fila y por cada columna. De acuerdo a la definicion
de la funcion de distancia, la celda (j,4) esta sombreada si y solo si d(F,G)(i) = j.
Resulta entonces que

d(F,G) = (1532),

donde escribimos a la permutacién en su factorizaciéon en ciclos. De hecho, es
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facil ver que la tabla que escribimos es precisamente la matriz de permutacion
correspondiente a d(F,G).

Mencionamos a continuacién sélo dos de las muchas propiedades ttiles de la per-
mutacion de Jordan-Holder, refiriendo al lector a [Abe91, §II] para las demostraciones
correspondientes:

Proposiciéon 1.10. Sean F y G banderas completas en V.

e La funcidon de distancia d es invariante por la accion de G: concretamente, si g € G

entonces d(F,G) =d(g-F,g9-G).

e La permutacion d(F,G) = o es la tunica tal que eziste una base ordenada (vy,. .., vy)
adaptada a F de modo que la base ordenada (%(1), ces ,va(n)) es adaptada o G. [

A partir del segundo enunciado de la proposiciéon anterior se deduce facilmente
que d(F,0F) = o para cualquier bandera F, hecho que también es posible chequear
directamente a partir de la definicién de la funcién de distancia.

Veamos ahora de qué modo S,, indexa las coclases dobles de B en G:
Proposicion 1.11 (Descomposicion de Bruhat, [Abe91, 4.2]). Sean g, h elementos de G:

e Tenemos que BgB = BhB si y sdlo si d(F°, gFY) = d(F°, hF?), y si llamamos a

esta ultima permutacion o, se tiene ademds que BgB = Bo B.

e Hay una descomposicion G = H BoB.
oES,

Demostracion. Si BgB = BhB, escribamos h = b1 gbs con by, by € B. Tenemos entonces
que

A(FO hF?) = d(FP, b1gbe FO) = A(FP,b1gF°) = d(b;  FO, by b1 gF°) = d(FP, gFP).

Reciprocamente, si d(F°, gF°) = o, existe una base ordenada (v1,...,v,) adaptada a
FY de modo que la base ordenada (Vo(1)s - -+ Vo(n)) €8 adaptada a gF°, de acuerdo a la
segunda parte de la proposiciéon inmediatamente anterior. Esto nos dice que si ¢ es el
isomorfismo que envia e; — v; para todo ¢ € [n] entonces

opF? = gF°,

lo=1lg € B. Ademas, como (v1,...,v,) es adaptada a F°, el isomorfismo ¢

por lo que ¢~
también pertenece al subgrupo de Borel B. Juntando estas dos afirmaciones probamos

que BgB = Bo B, como queriamos. ]
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Una consecuencia util de la descomposiciéon de Bruhat es que muestra que la permuta-
cion de Jordan-Holder es un invariante completo para clasificar 6rbitas de la accion de G
sobre pares de banderas completas, como indica el siguiente corolario:

Corolario 1.12. Sean (F,G) y (F',G') dos pares de banderas completas. FExiste una
transformacion g € G tal que (gF,9G) = (F',G') si y sélo si d(F,G) =d(F,G).

Demostracion. Probamos la implicacion no evidente. Supongamos que d(F,G) = d(F',G’)
y tomemos h € G tal que hF = F°. Gracias a la invariancia de la distancia respecto
a la accién de G tenemos que d(F,G) = d(FY, hG). Similarmente si b’ € G es tal que
h'F' = F° tenemos que d(F°, hG) = d(F°, h'G"), por lo que el caso general se deduce del
caso en que tanto F como F’ son la bandera estandar FO.

Probemos entonces que si d(F%,G) = o = d(F°,G’) entonces hay una transformacion
g € G tal que gG = G’ y que fija a F°. Escribimos G = hF? y G’ = W' FY para ciertas
transformaciones h, h' € G. Por la descomposicion de Bruhat 1.11 sabemos que h = byoby
y h' = b3oby con b; € B. Si definimos g = bgbl_l, entonces ¢ fija a la bandera estandar
FY pues g € B, y ademas

9G = ghF° = bsby 'b1obo FO = bgo F¥ = bgoby F* = W' F' = G,
como queriamos. O

Clasificar ternas de banderas completas por la acciéon diagonal de G es mucho mas
complejo. En [MWZ99| se presenta una solucion completa a este problema.

Llamaremos subgrupo parabdlico (estandar) a cualquier subgrupo de G que
contenga a B. Estos subgrupos son analogos a los subgrupos de Young de S,,, en un
sentido que precisaremos a continuacion. Recordemos que si k F n, el grupo G actia sobre
las banderas de F1;(F™) de modo que si g € Gy F = (Fu,...,F;) € FI(F™), entonces
g-F =(9(F1),...,9(F)). El siguiente lema muestra que los subgrupos parabdlicos estén
parametrizados por el conjunto de composiciones de n.

Lema 1.13. La asignacion
{composiciones de n} — {subgrupos parabdlicos de G}

dada por k — Stab FOF es una biyeccion que invierte el orden.
Recordamos que aqui F° denota a la bandera completa estandar.

Demostracion. Recordemos que si k, k' son composiciones de n, entonces k < k' exac-
tamente cuando FOF C FOK Luego, como F2* < FO para cualquier composicion k,
tenemos que Stab F%F O Stab F? = B, por lo que la asignacién del enunciado esta bien
definida e invierte el orden. Ademaés, Stab FOF es el grupo de transformaciones que son
representadas en la base estandar de F™ por matrices triangulares superiores por bloques
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Figura 1.1: La correspondencia del Lema 1.13 asigna a la composicion
(3,1,2,3) el subgrupo de transformaciones de GL(F?) que tienen esta forma
al expresarse en la base estandar de FY.

de tamafos dictados por k de la manera que ilustra la Figura 1.1, lo que muestra que la
asignacion es inyectiva.

Para ver que es sobreyectiva, veamos que todo subgrupo parabélico de G es de la
forma Stab FOF para alguna composicion k E n, siguiendo la demostracion dada en
[lgu, Theorem 16.5]. Sea P un subgrupo parabélico. Como P preserva la bandera trivial
(0,F™), existe una particion k = (ki, ..., k;) maximal respecto al refinamiento tal que P
preserva FO* o en otras palabras, tal que P C Stab F%*. Veamos ahora la contenciéon
inversa.

Llamemos d = k; para aligerar la notacién. La maximalidad de k implica que existe
una transformacion ¢ € P tal que p(ep) tiene coordenada d-ésima no nula en su expresion
en la base estandar y la descomposiciéon de Bruhat 1.11 nos dice que ¢ € BoB para
alguna permutaciéon o, de manera que

o € BpBC BPB=P.

Como o = bypby con by, by € B, el vector o(e;) tiene coordenada d-ésima no nula y
en consecuencia es o(e;) = eq. Si A € F, escribimos Ef; € G para la transformacion

B (ex) = ek, si k # j;
er+ Xe;, sik=j.

“elemental” tal que

Observamos que EZ); € B para todo A € F siempre que ¢ < j. Si elegimos s de modo que
es = o 1(e1), entonces
ElY =0E{,0c ' cP

Mas atn, para todo A € F y j € [2,n] tenemos que

[Eay, Byy) = Egy € P
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y luego sii < d
A A
[Ejy, Ej] = Ejy € P.

Mas generalmente, argumentos similares muestran que las transformaciones Ef‘

J pertenecen

a P para todo A € F y pares i, j tales que
ki+- 4k <i<y

para algtn r € [0,1 — 1]. Como estas transformaciones generan Stab F%* esto demuestra
lo que queriamos. ]

Si P es un subgrupo parabélico de G, el tipo de P es la composiciéon k que se
corresponde con P bajo esta biyeccion, y el rango |P| de P es la longitud de k o,
equivalentemente, su coaltura en el poset de subgrupos parabdlicos de G. Como muestra
el proximo lema, el conjunto de coclases a izquierda de P en GG parametriza a las banderas
de tipo k y por este motivo nos referimos a G/P como la variedad de banderas
parciales de tipo k.

Lema 1.14. Sea P el subgrupo parabdlico de G de tipo k. Hay una biyeccion
G/P — Fli(F")
dada por g g - FOF.

Demostracion. Esto se deduce inmediatamente del teorema de 6rbitas y estabilizadores,
observando que P = Stab F%* y que la accién de G sobre el conjunto de banderas Fl;,(F")
es transitiva. O

Vale la pena comparar el resultado anterior con su analogo combinatorio:

Lema 1.15. Sea Y}, el subgrupo de Young de S, de tipo k. Llamemos Il al conjunto de
todas las particiones ordenadas de [n] de tipo k y 7%% 4 la particion ordenada estindar
de este tipo. Hay una biyeccion

Sn/Yk — 11

dada por @ — o - 7Ok,

Demostracion. Al igual que en el lema anterior, esto es consecuencia del teorema de
orbitas y estabilizadores, porque la acciéon de S,, es transitiva sobre 1l y el subgrupo Yy
es el estabilizador de la particion 7%*. O

Los subgrupos parabélicos y de Young de un tipo dado estan conectados por la
siguiente identidad, que es un refinamiento de la descomposicién de Bruhat:

Lema 1.16. Si P denota el subgrupo parabdlico de G de tipo k e Yy el subgrupo de Young
de S, de ese tipo, entonces
P= ][] BoB.
o€Yy
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Figura 1.2: La permutacion (321)(56)(789) pertenece al subgrupo de Young
de tipo (3,1,2,3) de Sy. Si la consideramos como una transformacion lineal
permutando la base estandar de FY, pertenece al subgrupo paraboélico del
mismo tipo.

En la Figura 1.2 vemos un ejemplo de una permutacién dentro de un subgrupo de
Young considerada como elemento del subgrupo parabélico correspondiente.

Demostracion. Por la descomposiciéon de Bruhat 1.11 sabemos que

P= [] (BeB)NP.

JESn

Afirmamos ademés que para cualquier o € S, la interseccion (BoB) N P es o bien
vacia o bien igual a BoB. En efecto, si no es vacia entonces bjoby € P para algunos
b1,by € B. Como B C P, esto implica que BoB C P. Basta entonces con determinar qué
permutaciones ¢ son tales que Bo B interseca no trivialmente a P, o equivalentemente,
qué permutaciones o pertenecen a P. Gracias al Lema 1.13, podemos ver que esto ocurre
siy s6lo si o € Y. O

Si P es un subgrupo parabolico, la variedad de banderas parciales G/ P es particionada
por la accion del subgrupo de Borel B por multiplicacién a izquierda en o6rbitas llamadas
celdas de Schubert. De este modo, los elementos de G/ P se corresponden con banderas
del tipo de P y sus celdas de Schubert estan indexadas por las coclases dobles BgP para
g € G. En el caso particular en que P = B, G/P es la variedad de banderas completas
y sus celdas de Schubert estan indexadas por permutaciones: este es el contenido de la
descomposicion de Bruhat de 1.11.

A continuacién probaremos algunos lemas que nos permitirdn conocer cuéntas celdas
de Schubert hay en cualquier variedad de banderas parciales. Esto nos sera util para
algunos argumentos combinatorios que haremos mas adelante. Comenzaremos con uno
particularmente técnico:
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Lema 1.17. Sean o, permutaciones en S, P el subgrupo parabdlico de tipo k de G e Yy

el subgrupo de Young de S, del mismo tipo. Si existe b € B tal que o~ 'br € P, entonces
-1

ocTT €Y.

Demostracion. Escribamos k = (kq,...,k) y supongamos que o~ 'br € P para cierto
b € B. Si queremos probar que o7 € Y}, bastara entonces con probar para todo r € [I]
que siempre que ¢ < k1 + --- + k., se tiene que

o (i) <ki 4+ Ky

Tomemos ¢ < k1 + - - - + k, y estudiemos la imagen del vector e; de la base estdndar
bajo la transformacion o~ 'br. Tenemos que

o br(e;) = J_Ib(eT(i))
= 0'71 (05161 + -+ ar(i)er(i))
= MCoi(er) T F Ar())Co1r(i)

para ciertos escalares o;. Sabemos que a.(;) # 0, porque los elementos de B tienen diagonal
no nula, y como o~ 'br € P, debe ser 0~ '7(i) < k1 + - -- + k;,, como queriamos. O

Lema 1.18. S5t P es el subgrupo parabolico de tipo k de G, entonces hay

n\ n!
k)" kyl-kole Ky

celdas de Schubert en la variedad de banderas parciales G/P.

Vale la pena destacar que en el caso en que P = B el tipo de P es (1,1,...,1) y el
coeficiente multinomial asociado es igual a n!, en concordancia con el hecho de que las
permutaciones indexan las coclases dobles de B. Resaltamos también que la cantidad de
celdas de Schubert es independiente del cuerpo base F.

Demostracion. Si llamamos Y al subgrupo de Young de tipo k de S,,, por lo visto en el
Lema 1.16 sabemos que
p= 1] BoB.
o€Yy

Luego, usando la descomposiciéon de Bruhat 1.11 tenemos que

G=]]BoB= ][] B~ (]]wB|= U Br|][BvB|= |J BrP.

o€Sy [T]€Sn /Y weYy [T]€SRn /Y weYy [T]€Sn /Y

Veremos ahora que la dltima unién es disjunta. Para ello debemos probar que si o y 7
permutaciones en S,,, se tiene que BoP = BTP siy solo si 077 € V).
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Supongamos primero que BoP = BT P, en cuyo caso tenemos que ¢ = brp para ciertos
be Bypée P. De esto deducimos que 0~ 'br € P y luego gracias al Lema 1.17 podemos
concluir que o~ 7 € Y}, como queriamos. Reciprocamente, si 0~ !7 € Y}, entonces
o~ l7 € P si pensamos a ¢ y 7 como transformaciones en G permutando la base estandar
de F*. De este modo 7 = oo~ !7 € 0P C BoP. Como también se tiene que 70! € P,
un ragonamiento anilogo prueba que o € BTP. Esto implica que BoP = BTP.

De este modo obtenemos la siguiente identidad que generaliza la descomposicién de
Bruhat de 1.11 de un modo diferente a la identidad del Lema 1.16:

G= [[ BoP
[O’]ESn/Yk

Como hay exactamente k1! - ko! - - - k;! permutaciones en Yy, deducimos que hay

n! n
Sp/Yi| = —— =
S/ Y feyl - kgl k! (k)

celdas de Schubert en G/ P, como queriamos. O

Para lo que sigue, estaremos interesados en contar la cantidad de elementos de algunas
variedades de banderas, para lo que precisamos algunas definiciones. Sean i una variable
y n un nimero natural. Escribimos

1—h"

[l = T— =1+h+hR 4+ +h!

y definimos el A-factorial como
[nla! = [Un - [2]n - - [n]n.
Dado i € [n], los h-binomiales, también conocidos como polinomios de Gauss, se

(3), = mr b=

A pesar de que no sea obvio a partir de la definicién, los polinomios de Gauss son

definen como

polinomios en £ a coeficientes enteros (ver por ejemplo [Kas95, Proposition IV.2.1.(a)]).
Veremos a continuacion que los polinomios de Gauss nos permiten enumerar subespacios
de F-espacios vectoriales. Recordemos que ¢ denota el nimero de elementos de F.

Lema 1.19 ([Stal2, 1.3.18]). Sii y n son numeros naturales con i < n, la evaluacion del

(),

en h =/ es la cantidad de subespacios vectoriales de dimension i de un F-espacio vectorial

polinomio de Gauss

de dimension n y su evaluacion en h =1 es la cantidad de subconjuntos de cardinal ¢ de
un conjunto de cardinal n.
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Demostracion. Comenzamos contando cuantas i-uplas ordenadas de vectores linealmente
independientes hay en un F-espacio vectorial V' de dimensiéon n. El primer vector de una
tal ¢-upla debe ser no nulo, por lo que tenemos ¢ — 1 opciones para la primer eleccién.
El segundo debe ser linealmente independiente con el primero, por lo que tenemos £ — £
opciones para él, y prosiguiendo con este razonamiento vemos que tenemos

(=) =) (= (1.13)

i-uplas linealmente independientes en V. Ahora bien, muchas de ellas generan el mismo
subespacio. Si fijamos un subespacio de V' de dimensién i llamado W, vemos que el
mismo razonamiento que antes muestra que hay

d:= (gl - 1)(52 —6) o (gz _gi—l)

bases ordenadas diferentes para W, por lo que estamos contando a este subespacio
exactamente d veces en (1.13).
Tenemos entonces que la cantidad de subespacios de dimensién ¢ en V' es el cociente

(=1 =) (= (=) = 1) (e 1) _ (n>
h=¢(

7

G0 -0 (-1 (-1 T—1)--((—1)

probando la primera afirmaciéon del enunciado. La segunda es sencilla de demostrar

observando que la evaluacion de [n]; en i =1 es n. O
Por otro lado, si k = (k1,...,k;) E n, el h~-multinomial asociado est4 definido por la
formula

(n) _ [n]n!
k) k- [kolnt- - (K]l

0~ (o ) (), o

los A-multinomiales también son polinomios en % a coeficientes enteros.

Como

Si P es un subgrupo parabélico de tipo k de G, escribiremos

(7),= (),

El siguiente lema brinda una interpretaciéon combinatoria del A-multinomial en términos
de puntos de la variedad G/P.

Lema 1.20. Sea P el subgrupo parabdlico de tipo k de G. La evaluacion del h-multinomial
(;)h en h = { es el numero de puntos en la variedad de banderas parciales G/P y su
evaluacion en h =1 es el numero de particiones ordenadas de tipo k de un conjunto de n
elementos.
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Vale la pena destacar que este resultado, junto al Lema 1.18, muestra que la evaluacién
de este multinomial en 1 cuenta la cantidad de celdas de Schubert en la variedad de
banderas G/ P.

Demostracion. Gracias al Lema 1.14, sabemos que |G/P| = |Fl(F")| = |Flx (V)| donde
V' es cualquier F-espacio vectorial de dimensién n. El resultado es trivial para n = 1,
por lo que trabajaremos inductivamente y lo asumiremos como vélido para espacios de
dimension n’ < n. Sik = (ki,...,k;) E n, hay una biyecciéon entre el conjunto de banderas
Flx(V) y el conjunto de pares (W, F) con W un subespacio de V de dimension k; y
F € Fl,,.. k) (V/W) dada por

(FQ,Fl,... ,Fl) — (Fl, (Fl/Fl,...ﬂ/Fl)).

De esto se deduce la igualdad

n n— ki )
Fl. (V)| = .
[F1(V)] (k‘l)h (k:g,...,kl .

gracias al Lema 1.19 y la hipotesis inductiva. Esta altima igualdad y la identidad (1.14)
completan la demostracion.

De manera similar, la segunda afirmacion del Lema 1.19 y la identidad (1.14) muestran
que la evaluaciéon del A-multinomial en A = 1 es simplemente el multinomial usual

n B n! _(n
k hzl_kll-kgl---kl!_ k)’

que enumera los objetos mencionados en el enunciado. ]

Presentamos a continuacién una identidad que nos sera de utilidad més adelante:
Lema 1.21 ([Sol66, Corollary 1.1]). Tenemos que
S () =)
P h
PDB 1
como polinomios en h.

Demostracion. Evaluando el lado izquierdo de la igualdad en i = £ y usando el Lema 1.20,
obtenemos que

n n
> =y = (=1)"x(Ce(An)), (1.15)
P h=¢
POB
donde x(Ce(A,)) es la caracteristica de Euler del complejo simplicial Co(A,). Por el
Teorema de Solomon-Tits 1.7, el lado derecho de la igualdad (1.15) resulta ser

(—1)" ((_1)"—25(3)) —(3),

Como la identidad (1.15) es valida para cualquier potencia de primos ¢, esto establece
que los polinomios del enunciado son iguales. ]
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Vale la pena destacar que al especializar el resultado anterior en A = 1, obtenemos que

> (- (Z) =L

PDOB

Mencionamos al pasar (para el lector familiarizado con la teoria de complejos de Coxeter)
una interpretacion homoldgica del hecho anterior: el lado izquierdo de la igualdad es,
salvo el signo (—1)", la caracteristica de Euler del complejo que calcula la homologia
reducida del complejo de Coxeter asociado al arreglo de trenzas de dimensién n. El tipo
homotdpico de ese arreglo es el de una esfera de dimension n, de donde recuperamos que
el lado derecho es 1.

Para cada subgrupo parabdélico P, escribimos xp para el caracter del G-mo6dulo de
permutacion sobre la variedad de banderas parciales G/P. De acuerdo a lo demostrado
en [Hum87, 1.3] o [Cur66, Theorem 2|, el caracter del G-modulo de Steinberg que
mencionamos anteriormente en el Teorema de Solomon—Tits es es

xste= > (=DIPlxp. (1.16)

PDOB

La descripciéon de este caracter nos permite establecer el siguiente hecho, que serd de gran
utilidad mas adelante:

Lema 1.22. El mddulo de Steinberg es isomorfo a su dual siempre que el cuerpo de
coeficientes k tenga caracteristica cero.

Demostracion. De la formula (1.16) se desprende inmediatamente que el caracter del
modulo de Steinberg toma valores enteros, y en particular reales, lo que implica que es
isomorfo a su propio dual si k = Q, gracias a lo establecido en [EGH" 11, Corollary 4.2.4].
Ahora bien, si k es un cuerpo de caracteristica cero arbitrario y escribimos V' para el
modulo de Steinberg definido sobre Q, cualquier isomorfismo Q-lineal V' — Homg(V, Q)
da lugar a un isomorfismo k-lineal

V @k — Homg(V,Q) ® k = Homg(V, k) = Homy (V @ k, k)

compatible con la acciéon de G, donde el primero de los isomorfismos de arriba vale gracias
a que V es de dimension finita. ]

Concluimos la secciéon con un tltimo lema técnico sobre el modulo de Steinberg:

Lema 1.23. El subespacio de elementos B-invariantes del mddulo de Steinberg es uni-
dimensional. Si P es cualquier subgrupo parabolico que contiene propiamente a B, el
espacio de P-invariantes del mddulo de Steinberg es nulo.
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Demostracion. Por la formula de Frobenius (ver [FH91, (2.9)]), sabemos que

s = 15 sl = (0 [ 2 Y )

geB PDOB geB

El Lema de Burnside nos dice que la expresion entre paréntesis es la cantidad de érbitas de
B en la variedad de banderas parciales G/ P, que por definicion son las celdas de Schubert.
De acuerdo al Lema 1.20 este numero es la evaluacion del A-multinomial correspondiente
en h = 1. Concluimos entonces que

im B _ —1)IPl " = (g):
dimSt? = " (-1) <P>n:1 1 1,

PDOB

gracias al Lema 1.21.

Hasta ahora, hemos trabajado con el moédulo de Steinberg presentado como el G-
modulo H,_3(A,). De acuerdo a [Hum87], hay una realizacion concreta de este moédulo
como el submodulo de la representacion regular (a izquierda) generado por el elemento

e= Y > (-1)70b

oc€S, beEB

En esta realizaciéon, un generador explicito para St pensado como subespacio del moédulo

x = <Z b) e= Z(—l)gg, (1.17)

beB geqG

regular estéd dada por

donde escribimos (—1)¢ para el signo de la permutacion o € S,, que indexa la coclase
doble Bo B a la que pertenece g. Gracias al Lema 1.13 es facil ver que todo parabélico
distinto de B contiene al menos una transposicion 7 (pensada como elemento de G).
Como 7 € BTB, el coeficiente de 7 en el elemento x de (1.17) es —1, pero por otro lado
el coeficiente de 7 en 7 -z es 1, probando que P no preserva a z. Como St¥’ C St¥ y
acabamos de ver que la contencién es propia, concluimos que St* = 0. ]

1.7 Una sucesién espectral

Fijemos un e-bicomo6dulo x. Estaremos interesados en calcular la cohomologia de x como
e-bicomoédulo. Organizaremos esto mediante una sucesion espectral que construiremos,
como es usual, gracias a una filtracion sobre el complejo cobar C®(x) que presentamos en
la Seccién 1.4.

Para cada entero no negativo n existe una filtraciéon descendente F' en el espacio
vectorial C™(x) = Homgp(x,€%") con capa p-ésima

FPC"(x) = {a € C"(x) : &(V) = 0 para cada V con dim(V') < p}.
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Juntando estas filtraciones obtenemos una filtraciéon F' sobre el objeto semicosimplicial
C*(x). En efecto, si « € FPC"(x) y V € Fing tiene dim(V') < p, para cada elemento
z € x(V), bandera F € Fl,,;1(V) e i € [0,n + 1] tenemos 9*(a)(V, z, F) = 0 gracias a
(1.12), pues V/Fy, V y F, son todos espacios de dimensiéon menor a p. De hecho, tanto
9°(a) como 9" () pertenecen a FPHCO™(x).

Esta filtracion determina una sucesion espectral E(x), cuya convergencia probaremos
més adelante. Su 0-ésima pagina tiene

FPCPTa(x)
P9 _
Ey™(x) = Frlorta(x)’

Notemos que si x posee ademés una estructura de coalgebra, la filtracién es compatible
con la estructura provista por el producto cup, por lo que la sucesién espectral que
determina es multiplicativa.

Probamos ahora algunos lemas que brindan una descripciéon concreta de la sucesion
espectral. Comenzamos describiendo los médulos de la 0-ésima pagina, recordando que
si X es una especie y n un entero no negativo, x,, denota a su imagen por el endofuntor
(—)n definido en (1.5) en la Seccion 1.2:

Lema 1.24. Para cada entero no negativo p, hay un isomorfismo de complejos de cadenas
fP(C%(xp))[p] — EF*(x)
dado por fP(a) = a o my(x) + FPHCPH(x) para cada o € Homgp (xp, €PH9).

Notemos que el dominio de fP no depende de la estructura de e-bicomdédulo de x,
sino solamente de la especie subyacente.

Demostracion. Fijemos p y q y sean «, 3 € Homgp(x,,€¥PT?). Es facil verificar que
aomy(x) € FPCPH(x), por lo que el morfismo f? esta bien definido. Supongamos que
fP(a) = fP(B): entonces (o — B) o mp(x) € FPTLCPT4(x), lo que implica que « coincide
con 3 en espacios de dimensién p. Como x,, esta concentrada en dimension p esto muestra
que a = B y luego fP es inyectiva.

Para mostrar que fP es sobreyectiva, sea & € FPCPT9(x) y consideremos el morfis-
mo a € Homgp(xp, €*P17) tal que para cualquier espacio V' € Fing de dim(V) = p
tenemos a(V) = &(V). Entonces por definicion fP(a) — & € FPHLCPH(x), y luego
fP(a) = &+ FPTICPTI(x) en EN?(x), como querfamos. Esto muestra que f? es un
isomorfismo de espacios vectoriales graduados; resta entonces mostrar que es compatible
con las diferenciales.

Sea a € CP1(x,). Como x,, es un e-bicomodulo trivial,

p+q
fP(0a) = (Z d@ oA id§p+q_z> o oo my(x) + FPHCrtatl(x),

=1
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Figura 1.3: Los tnicos moédulos no nulos de la pagina Ey son aquellos
remarcados dentro de la regién sombreada. Las flechas indican la direcciéon
de la diferencial.

y por otro lado
p+q+1

ofP(@) = Y F(aom,(x) + FPTIOPHI(x))
=0

donde 9" denota al morfismo inducido por el morfismo de cocara correspondiente sobre
la pagina Fy. Como podemos ver a partir de las formulas (1.12) y del hecho de que
a o p(x) se anula en espacios de dimension diferente a p, tanto el 0-ésimo como el dltimo
de los términos de la suma también se anulan, mostrando que fP es compatible con las
diferenciales. O

Este lema nos indica que la sucesion espectral esta concentrada en el cuarto cuadrante
y también nos permite describir la pagina Ej:

Lema 1.25. Si x es un e-bicomddulo relativamente proyectivo como especie, para cada p
y cada q tenemos isomorfismos

EP (x) = Homgy,(er) (% (F7), HI(Z3[p])).-
En particular, EY"?(x) se anula salvo que p >0 y q = 0.

Demostracion. Fijemos p y g. El isomorfismo de complejos del enunciado del Lema 1.24
muestra que

BP(x) = H((C*(x,))[p))-
Como vimos en el Lema 1.6, la diferencial en C*(x,) es la inducida por la diferencial
de €®* tras aplicar el funtor Homgp(x,, —). Este hecho junto con la naturalidad del
isomorfismo del Lema 1.3 muestran que

EP(x) = HI(Homgr,we) (xp(F”), Z3[p]))-
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> 0000

Figura 1.4: Los tinicos mddulos no nulos de la pagina F; son aquellos que
aparecen en negrita. Las flechas indican la direccion de la diferencial.

Como x es un e-bicomo6dulo relativamente proyectivo, por definicion Homgy, ) (%, (F), —)
es exacto y conmuta con la cohomologia, probando el isomorfismo del enuciado. El hecho
de que la pagina F1(x) de la sucesion espectral esta concentrada en la fila ¢ = 0 se deduce
entonces de la descripcion de la cohomologia de X)) presentada en el Corolario 1.9 del
Teorema de Solomon—Tits. O

Usando esta descripcion de la pagina E; podemos enfocarnos en el problema de la
convergencia de la sucesiéon espectral:

Corolario 1.26. 5i x es un e-bicomddulo relativamente proyectivo como especie, la
sucesion espectral E(x) converge a H®(x). Si ademds x es una codlgebra en la categoria
de e-bicomodulos, la convergencia es en tanto dlgebras.

La demostraciéon de este hecho es totalmente analoga al argumento presentado en
[Tam17, §IV.3|. Enfatizamos que el hecho de que x sea una coalgebra en la categoria
de especies no implica autométicamente que sea una coalgebra en la categoria de e-
bicomodulos, pero todos los ejemplos que consideraremos en este capitulo lo son.

Demostracion. Apelamos al Teorema de Convergencia Completa [Wei94, Theorem 5.5.10],
que afirma que la sucesion espectral asociada a una filtracion de un complejo converge a
la cohomologia de este siempre que la sucesién espectral sea regular y que la filtracion sea
acotada superiormente y completa. Recordamos que una filtraciéon F' sobre un objeto C'
es completa si

C 2 C/lim FPC

y que una sucesion espectral es regular si para cualesquiera sean p y ¢ se tiene que la
diferencial d, : EP? — EPT M o5 nula para r suficientemente grande.

El Lema 1.25 nos asegura el colapso de la sucesion espectral en la pagina 2 siempre
que el bicomédulo x es relativamente proyectivo, ya que en ese caso la pagina anterior esta
concentrada en una tunica fila. Esto, en particular, implica la regularidad de la filtracién.
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Ademés, esta ultima es obviamente acotada superiormente, por lo que lo Gnico que hay
que verificar es que es completa, es decir, que el cono en la categoria de especies

C*/FP=1C* «—— C*/FPC* «—— C*/FPHIC* = ...

es universal. En vistas de la equivalencia de categorias (1.6), este hecho es equivalente a

la universalidad de los conos

Hom (x(F?), e®* (Fp))

/4 ), 8% IE‘T’)) «—— Hom(x(F?), 8®* (F?))

para cada natural p, lo cual es evidente. Finalmente, el hecho de que la sucesién espectral
es multiplicativa en el caso en que x es una coalgebra establece la tltima afirmaciéon del
enunciado. 0

Ejemplo. La convergencia y las descripciones de las dos primeras péginas de nuestra
sucesion espectral nos permiten ya determinar completamente la cohomologia de
los e-bicomo6dulos més sencillos:

Corolario 1.27. Sik es un cuerpo de caracteristica cero, entonces H*(1) =2k y
H*(e) =2 k.

Demostracion. Comenzaremos probando el resultado para e. Bajo la hipotesis del
enunciado, e es relativamente proyectivo, por lo que por el Lema 1.25

EP°(e) = Homgy, @) (e, (F7), H(S5[p)))

y todos los otros términos en la pagina E; se anulan. Como ey (FP) es un GL(FP)-
modulo trivial y H O(E;, [p]) es isomorfo al modulo de Steinberg St,,, la dimension
de EY ’O(e) es la multiplicidad de la representacion trivial en St,. Ahora bien, el
modulo de Steinberg es irreducible en caracteristica cero, y solamente es isomorfo
al modulo trivial cuando p = 0. Esto muestra que E"!(e) se anula siempre que
(p,q) # (0,0) y que E(l)’o(e) 2 k, probando nuestra afirmacion, ya que la sucesion
espectral converge.
De manera similar,

E7°(1) = Homgy,go) (eo(F°), HO(S3[0])) = k

es el tinico término no nulo de la pagina E1(1) y una vez més la convergencia de la
sucesion espectral implica el resultado que buscidbamos. O
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1.8 Especies de banderas

La especie de banderas, que notamos X, es la que en cada V &€ Fing toma el valor
(V) =KkFI(V).

Observemos que F1(V') es un conjunto finito pues F es un cuerpo finito. Si ¢ : V. — W
es un morfismo en Fing , la transformacion X(y) : 3(V)) — 3(W) es el anico morfismo
k-lineal tal que

B(P)(F) = #«(F)

para toda bandera F € FI(V'). La especie L de banderas completas es la subespecie
de X tal que
L(V) =kF1 (V).

Para cada V € Fing y cada subespacio S < V tenemos transformaciones k-lineales
VS B(V) = B(V/S) y rvs : B(V) — (9) tales que

rv.s(F) = Fls, 15(F) = FI°

para cada bandera F € F1(V'). Una verificaciéon tediosa pero simple muestra que estas
funciones satisfacen las ecuaciones (1.7), de modo que ¥ posee una estructura de e-
bicomédulo. Explicitamente, las coacciones a izquierda y derecha A : ¥ — e® X y
p: X — X ® e estan dadas, para cada V € Fing y F € FI(V), por

AVIF) =D ese F|"/5, p(V)(F) =) Fls®eys.
S<vV S<V

Es facil verificar también que con esta estructura la subespecie L de banderas completas
resulta ser un sub-e-bicomdédulo de X, pues la restriccién de una bandera completa en V
a un subespacio S es una bandera completa en S, y lo mismo es cierto para la proyeccion.

La especie X posee una estructura de bidlgebra que describimos a continuacién. La
multiplicaciéon p: ¥ ® X — 3 la unidad 1 : 1 — X, la comultiplicaciéon A : ¥ - X ® X
y la counidad € : 3 — 1 tienen, para cada V &€ Fin];7 cada subespacio S < V' y cada
terna de banderas F = (Fy,...,F;) € FI(S), G = (Go,...,Gk) € FI(V/S) y H € FI(V),
componentes tales que

WV)F ©6) = (For o Fumy Jo(G)eeo iy 5(G0)e n(0)(1) = (0),

AVYH) =D HlsoH|"/?, e(0)((0)) =1
S<V

Es facil verificar que L es una sub-bialgebra de X.
En particular, al ser 3 y L bialgebras, podemos considerar el producto de convolucién
definido en la ecuacion (1.4) de la Seccion 1.2. El lector familiarizado con la teoria de
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buildings podra observar que para cada V € Fing y cada par de banderas F,G € F1(V), la
bandera F % G coincide con la proyeccion de Tits de F sobre G definida en [AB08, §4.9],
donde consideramos a F y G como elementos del building de subespacios de V.

Ejemplo. Para familiarizarnos con esta definicién, calcularemos el producto de
Tits para un par de banderas en F* a modo de ejemplo. Sean

F = (0, {e1 + €ea), (€1, e4),F?)

y G la bandera completa estandar sobre F4. Por definicion, el producto de Tits
F G es

FxG = (p*(F*) omr 0o A2(FY)) (9)
12 (FH(G1 ® Go ® G3)
= (0,

<€1 + €4> <€17 €4>? <617 €2, €4>, ]F4)7

donde las banderas G; son las banderas inducidas por la bandera G en los subcocientes
(e1 +e4), {e1,e4)/(e1 + eq) y F*/(e1, e4) respectivamente.

Una buena idea informal para trabajar con F * G es pensarla como una bandera
en V cuya sucesion de subespacios comienza como la de F y contintia de la manera
“mas natural posible” de acuerdo a los subespacios que aparecen en la de G.

En [Tam17, §II1.5-6] el autor determiné la cohomologia de las especies (combinatorias)
de ordenes lineales L (o totales) y de composiciones ¥ como bicoméddulos sobre la especie
exponencial. La elecciéon de notaciéon L y 3 para las especies de banderas es sugerente:
las tltimas son analogos sobre espacios vectoriales de las primeras, en el sentido que
precisamos a continuacion.

Recordemos que una composicion o particiéon ordenada de un conjunto finito X es una
tupla (X7q,..., Xg) tal que los X; son subconjuntos de X disjuntos 2 a 2 y cuya unioén es
X. El conjunto de composiciones de X esta en biyeccion con el conjunto de filtraciones
crecientes por subconjuntos de X mediante la asignacién

(Xl,Xg,Xg,...,Xk) — (Xl,XlUXQ,X1UX2UX3,...,X).

De modo similar, el conjunto de 6rdenes lineales sobre X esta en biyeccién con el conjunto
de filtraciones crecientes por subconjuntos de X maximales o, equivalentemente, en las que
las diferencias de cardinal entre dos capas consecutivas es 1. Esta biyecciéon se establece
mediante la asignacién

SP—) ({Il},{ﬂjl,ﬂfg}, . ,X),

donde los z; enumeran los elementos de X de modo que z; < x; si y s6lo si i < j. Asi,
vemos que el analogo natural sobre espacios vectoriales del conjunto de composiciones es
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el conjunto de banderas, y de manera similar los 6rdenes lineales se corresponden con las
banderas completas.

1.9 La cohomologia de las especies de banderas

En esta seccién determinaremos la cohomologia de las especies de banderas X y L.
Para ello, nuestra estrategia consistirA en exhibir primero un par de cocadenas que
resulten analogas a aquellos cociclos determinados en [Tam17] que generan a la especie
de composiciones Y. Estas cocadenas resultardn ser un 1- y un 2-cociclo. Méas adelante
describiremos la subélgebra que generan respecto al producto cup y veremos que coincide
con el algebra total de cohomologia de 3. Finalmente veremos que esta tltima es isomorfa
al algebra de cohomologia de L.

La primera de las dos cocadenas que consideramos es la 1-cocadena anéloga al 1-cociclo
de cardinalidad. Esta es la 1-cocadena de dimensién dim : 3 — €, que cada vez que
V € Fing y F € FI(V) toma el valor

oim(V, F,(0,V)) := dim(V),
donde (0, V') es la bandera trivial en V' y estamos usando la notaciéon presentada en (1.11).
Lema 1.28. La cocadena dim es un I-cociclo que no es un coborde.

Demostracion. Usando las ecuaciones (1.12) que describen los operadores de cocara, para
cada V € Fing, F € L(V) y cada subespacio 0 < S < V tenemos que

2
d(dim)(V, F,(0,8,V)) = Z(—l)iai(aim)(v, F,(0,5,V))
=0
= dim(V/S) — dim(V') 4 dim(S)
=0,

lo que muestra que dim es un 1-cociclo.
Consideremos ahora una 0-cocadena § : 3 — 1. Para describir a 8 completamente
basta con dar el escalar

bi=B(0)(F) € 1(0) = k,

donde F es la (tnica) bandera completa en el espacio nulo, ya que 1 se anula sobre
todos los espacios vectoriales de dimensién positiva y por lo tanto también 8. Usando las
ecuaciones (1.12), vemos que el coborde de (3 tiene coordenadas

(B)(V, F,(0,V)) = V)V, FIVIV ,(V/V)) = B(0, Flo, (0)) = b—b=0.

Vemos asi que el Gnico 1-coborde es el nulo y, en particular, que nuestro cociclo 0im no es
un 1l-coborde. I
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Pasemos ahora al andlogo al 2-cociclo de Schubert. En el caso de conjuntos, el
estadistico de Schubert sch definido en [AM10, §10.13.6| se calcula a partir de un conjunto I,
un subconjunto S C I y una filtracion creciente H = (Hy,. .., H;) de subconjuntos de I
del modo que detallaremos a continuacién. Si 4, j son elementos de I escribiremos ¢ < j
si existe t € [I] tal que i € H; pero j ¢ H;. Notemos que en el caso en que la filtracion
H es maximal se tiene que ¢ <y j si y s6lo si ¢ < j para el orden total que induce H.
Empleando esta notacion, el estadistico de Schubert se calcula del siguiente modo:

sch(I,H,S) = |{(i,j) 11 € S,j € I\ Sy j<m i}, (1.18)

o en otras palabras, la cantidad de “inversiones” respecto al preorden <z determinado por
la filtracién H. Nos gustaria describir un 2-cociclo sch : & — €®2 que sea un analogo lineal
a sch. Lo haremos una vez més siguiendo la notacion de (1.11): para cada V € Fing,
subespacio W < V' y bandera F € FI(V') daremos un escalar sch(V, F, (0,S,V)).

Para darnos cuenta de como hacer esto, reescribiremos (1.18) de una forma mas facil
de adaptar al contexto lineal. Afirmamos que

l
sch(Z, H,S) = |JT((S N H)\ (SN Hp1)) x (Hi—y \ (S 0V Hy—y))
k=1

z
=Y (SN H)\ (SN Hy_1)| - [He—1 \ (S0 Hy—1)],
k=1

donde convenimos que Hy = (). En efecto, si (i,7) es un par tal que i € S, j € I\ S
y j <m i, tomando el minimo ¢ tal que ¢ € H; tenemos que el par (i,j) pertenece al
unionando indexado por k = t. Reciprocamente, si (i,j) pertenece a este unionando,
entonces i € S, j € I'\ Sy j <g i, mostrando asi que el cardinal de la unién coincide con
la definicién anterior del estadistico de Schubert. Con esta reescritura en mente, es facil
producir el siguiente anélogo razonable para subespacios:

Sﬂfk . Fr_1

Lema 1.29. La cocadena schy es un 2-cociclo que no es un coborde.

Demostracion. Para ver que sch es un 2-cociclo usaremos una vez mas las ecuaciones
(1.12): para cada V € Finy, F € L(V) y cada bandera G € Fly(V) es

8(5Cf))(v,f, g) :Ech(V/g17F|g17(0’g2/g17V/g1)) —5cf)(V,]-", (O,QQ,V))
+5ch(V, 7, (0,G1,V)) — scb(Ga, Flg,, (0,61, G2)).
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Escribamos esta suma alternada como A — B+ C — D y calculémosla por partes. Comen-
zamos con C' — D:

G1 N Fy > [ : < Fr—1 ) . (92 ﬂfkl)]
C-D= dim dim|{ —— | —dim | =———
Z < N Fr-1 G1 N Fr—1 1N Fr—1
G1 N Fg > . < Fr—1 )
= dim d —_— .
Z <g1 M) \Gan Fisy
Con esta tltima expresion simplificada podemos reescribir ahora —B + C' — D:

-B+C-D
-3 [ (ghms) ~om (ias) | o (@)
N Fg—1 G2 N Fr—1 G2 N Fr—1
y gracias al segundo teorema de isomorfismo esto es
. (g1ﬁ]:k)+-7:k—1> . <(92f7fk)+.7:k—1>] . ( Fr—1 >
= dim — dim dim | ——
=-Y dim ((g2 NFi) & f’“) dim <]:’” )
- (G1 N Fi) + Fr—1 Go N Fr—1
— Y dim <EQQ ﬁfki +-7:k—1> dim <]:k—1 + 92) ’
k

Go
otra vez por el mismo teorema de isomorfismo. Estudiemos ahora el sumando A, que es

G1 N Fi) + Fi—1

el mas complicado:

B o (/9N P+ G)/G N L (Frk-1+G1)/G
A= Zd <g2/g1 N (Fr—1+ gl)/g1> d (92/91 N (Fr-1+ gl)/Ql)

_Zd (%ﬂ fk-f-gl))dim( Fr-1+G1 >
Go N (Fr—1+G1) Go N (Fr—1+G1)
_Zd ( Go N (Fp + G1) >dim <]:k—1+g2)
Go N (Fr—1+G1) Go .
Por lo tanto, si queremos ver que A — B + C — D = 0, alcanza con ver que

GoN (Fr+G1) o (GaNFy) + Fr1
GoN(Fr-14+G1)  (GiNFi)+ Frr’

y esto es precisamente el contenido del Lema de Zassenhaus, que el lector puede encontrar
en [Pie82, Exercise 2.3.1].

Finalmente, veamos que sch no es un coborde. Si f : 3 — € es una l-cocadena,
entonces
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para todo espacio V € Finy y todo par de banderas F,G € F1(V) del mismo tipo, dado
que la accion de GL(V') es transitiva sobre el conjunto de banderas de un cierto tipo y
trivial en €(V'). Por lo tanto, lo mismo es cierto para su imagen por la diferencial d. De
esta forma, para ver que sch no es un 2-coborde alcanza entonces con exhibir un espacio
vectorial V' y dos banderas completas F,G € F1, (V) tales que sch(V)(F) # sch(V)(G).
Para esto usaremos banderas que no estén en la misma “posicién relativa” dentro de V.

Tomemos V = F? y elijamos como F a la bandera completa estandar F° y como
G a la bandera (0, (ez),F?). Tenemos entonces que sch(V,F,F) = 0 mientras que
sch(V, G, F) = 1, por lo que sch(V)(F) # sch(V)(G), probando lo que queriamos. O

El hecho de que el 2-cociclo de Schubert es efectivamente un cociclo puede esta-
blecerse de manera alternativa utilizando la siguiente definicién equivalente, de
caracter mas geométrico. Si V' € Fing, F € L(V) es una bandera completa y
0 < S <V es un subespacio, entonces

sch(V, F, (0,5, V)) = inv(d(F, F = S)).

Notemos que esto es una generalizacion natural de la definicion dada en [AM10,
§10.13] a partir de la métrica de galerias de un complejo de Coxeter de tipo A.

No probaremos aqui la equivalencia de esta definiciéon con la ya presentada
anteriormente, dado que no la usaremos para lo que sigue, pero bosquejaremos cémo
serfa la demostracion de que esta definicién alternativa efectivamente determina un
2-cociclo. Usando las ecuaciones (1.12), para cada V € Fing, F € L(V) y cada
bandera G € Fla(V) tenemos que

3

A(sch)(V, F,G) = Y (=1)'0'(sch)(V, F., Q)

i=0
= inv(d(]:|v/g1,.7-"\Wg1 * G2/G1)) — inv(d(F, F * Ga))
+ inv(d(F, F x G1)) — inv(d(Flg,, Flg, * G1))-

Por [Abe91, Theorem 1.3], sabemos que si F y G son banderas completas en V,
entonces

inv(d(F,G)) = {Fi + Gj}ig| — dim(V).

Este teorema, junto con el hecho de que

(FIV/9); = n((F = G1)dim(G1)+4)

(FIV79 % G2/G1); = m(((F % G1) * G2)dim(G)+5)>
donde 7 : V' — V/G; es la proyeccion al cociente, muestra que

inv(d(F|V/9, FIV/9 % G2 /G1)) = inv(d(F * G1, (F * G1) * Ga)).
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Por un argumento muy similar, tenemos que
inv(d(F|g,, Flg, * G1)) = inv(d(F x Ga, (F * G2) * G1)).
Maés atn, el hecho de que Gy es un subespacio de Gy implica que
(FxG1)*Ga=(F*xGy)xG1 =F*G
por lo que basta con verificar la igualdad

inv(d(F,F % G1)) + inv(d(F « G1, F % G))
= inv(d(F, F x Gp)) + inv(d(F * G2, F * G))

para probar que sch es un cociclo. La propiedad “gate” [ABO8, Proposition 4.95]
para el building de subespacios de V implica que ambos lados de la igualdad
son precisamente inv(d(F,F % G)). Dicha propiedad es una generalidad sobre la
geometria de buildings, que establece que

d(C,D) = d(C, A% C) + d(A*C, D)

siempre que A sea un simplex, C' sea una caAmara arbitraria y D una cdmara
de la que A es cara. Este argumento es esencialmente el mismo que el dado en
[AM10, §10.13.1].

Ahora que disponemos de una descripcion explicita de estos dos cociclos, abordamos
el problema de describir los médulos de cohomologia H*®(3). Para hacerlo comenzaremos
por especializar la descripcion de la pagina E7 de la sucesion espectral del Lema 1.25 a la
especie que nos interesa. Empezamos enunciando un resultado estandar en la teoria de
representaciones de grupos:

Lema 1.30. Sea G un grupo, sea X un G-conjunto transitivo y escribamos Mx para el
kG-mddulo de permutacion inducido por X. Para todo v € X vy todo kG-mddulo N la
asignacion

Homg(Mx,N) 3 f — f(z) € NStab(@)

es un isomorfismo natural en N.

Demostracion. Fijemos x € X y un kG-mo6dulo N. La inyectividad de la asignaciéon del
enunciado es consecuencia del hecho de que x genera My como G-moédulo, que a su vez
se deduce de la transitividad de la acciéon de kG sobre X. Supongamos ahora que y € N
es fijado por el subgrupo estabilizador Stab(z). La asignacion x — y se extiende de forma
tnica a un morfismo de kG-moédulos f : Mx — N tal que f(x) = y. Esto muestra la
sobreyectividad de la asignacién del enunciado, completando la demostracion. O
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Si k es un cuerpo de caracteristica cero, la especie ¥ es relativamente proyectiva y
luego por el Lema 1.25 sabemos que Ej*(X) estd concentrada en una tnica fila. Esto
implica que la sucesion espectral degenera en la segunda péagina, por lo que para calcular
H*(X) tenemos que determinar esta tltima. Mostraremos que la diferencial en la primera
péagina es nula, y para ello la estrategia que usaremos es la siguiente:

e Mostraremos en el Lema 1.31 que EY ’O(E) es unidimensional para todo entero p > 0.

e Veremos en el Lema 1.34 que los espacios EY ’O(Z) se pueden generar con productos
cup iterados entre representantes en F1(X) de los cociclos no triviales dim y sch.

e Ahora bien, como dim y sch son cociclos en el limite de la sucesion espectral H®(X),
estos generadores sobreviven hasta la pagina E2(3X). En particular, esto muestra
que la diferencial en la pagina E;(X) es nula.

A continuacién describiremos los modulos que aparecen en la tnica fila no nula de la
pagina E7*(X) y daremos generadores explicitos para ellos.

Lema 1.31. Para todo entero p > 0, hay un isomorfismo @), : Ef’O(Z) — HP(E;‘))B. En

particular, el dominio EP°(X) es unidimensional.

En la demostracion elegiremos a ®, como la composicion de los isomorfismos de los
Lemas 1.25 y 1.30. En lo que sigue usaremos este isomorfismo como una identificacion.

Demostracion. Gracias al Lema 1.25 sabemos que
EPY () = Homgy ) (Zp(F?), H(Z3[p])) = Homgyer) (Zp(F?), HP(Zp))  (1.20)

para todo p > 0. Como la accién de GL(IFP) permuta transitivamente el conjunto de
banderas de un tipo dado, es facil ver que si para cada subgrupo parabdlico P escribimos
Mp al GL(FP)-submodulo generado por las banderas cuyo tipo es el tipo de P, entonces

=, (FP) = €D Mp. (1.21)

PDB

Asi, el Lema 1.30 nos permite concluir a partir de (1.20) y (1.21) que

EP(m) = @ HP ()"
PDOB

Por el Corolario 1.9, tenemos que HP(E;,)P es isomorfo a (St;)P y de hecho también
a (Stp)T, pues el moédulo de Steinberg es auto-dual como vimos en 1.22. El Lema 1.23
muestra entonces que el espacio EP(X) es isomorfo a HP(32)P, y en particular es
unidimensional. O
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El lema anterior es el punto central del argumento que nos permite describir la
cohomologia de 3 y hace uso de toda la maquinaria que desarrollamos hasta el momento.

A continuacion describiremos generadores explicitos para EY ’0(2) para cada entero
no negativo p, que precisamos para describir la estructura de algebra de la cohomologia,
que a su vez serd determinada calculando productos cup entre estos.

Para cada 0 € S, sea 0,5 : kKF1; (FP) — k la transformacion lineal definida por

1, sid(FF)=o;

0, sino.

5U,p(f) = {

Esta funcion es B-invariante, pues d lo es, y toda p-cocadena en X7 es un cociclo, ya
que X7 un complejo de dimension p, asi que la clase de cohomologia [00.p) € HP (E;)
es B-invariante. Por lo tanto, tiene sentido pensarla como elemento de E¥ ’0(2) via la
identificacion del Lema 1.31.

Lema 1.32. Para cada entero no negativo p el espacio Ef’D(E) estd generado por la clase
[00.p], cualquiera sea la permutacion o € S,. Mds ain, tenemos que

[05.p] = (‘Dinv(a) [0id.p]
como clases de cohomologia en EPO(X).

Demostracion. Sea o € Sy, y recordemos que, de acuerdo al Teorema de Solomon-Tits

1.7, el elemento
£p = Z (_1)inv(o)o_ . ]:0

oESy

genera Hp(E;). Gracias al pairing candnico de 1.9, basta con verificar entonces que
(66.p,€p) 7 0 para ver que la clase de cohomologia [d,,] es no nula en EY ’O(E). Calculando,
vemos que

(Goprep) = D (1) Doy (7 - F0) = (=1)"™), (1.22)

TES)

y en particular vemos que este valor es no nulo. Como el espacio EY ’0(2) es unidimensional,
esté generado por [05,]. Es por este motivo que [diq,p] = As[ds,p] pPara algtin escalar no
nulo A, € k. Ahora, usando la ecuacion (1.22) especializada primero en id y luego en o

vemos que
1 - <6id,p7 5p> = <)\‘7507p7€]?> = (_1)1nV(U)>\J’

y esto prueba la igualdad del enunciado. O

A continuacién calcularemos los productos cup entre los generadores de los espacios
0 . .
EY"(X). Para poder hacer esto precisaremos del siguiente lema, que encapsula un hecho
combinatorio clave:
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Lema 1.33. Sean n un nimero natural y F € F1(F™) una bandera completa. La bandera
F pertenece a la celda de Schubert asociada a un k-shuffle si y solo si F = F° xS para
algin subespacio S < F" de dimension k.

Recordamos que F° % S es la convoluciéon entre F° y la bandera (0,5,F"), como
definimos en (1.4).

Demostracion. La estrategia de la demostracion consistiré en ver que una bandera comple-
ta F = (Fo,...,Fn) en F" perteneciente a una celda de Schubert asociada a un k-shuffle
queda completamente determinada por el k-ésimo subespacio Fj, que aparece en ella y que,
més ain, se tiene que F = FO x F,. Para ello, comenzaremos con algunos preliminares
técnicos validos en un contexto més general que el que necesitamos, que nos permitiran
disponer de bases con propiedades tutiles.

Fijemos una permutacion cualquiera o € S,,. Para cada bandera completa F que
pertenece a la celda de Schubert Bo B existe una tnica base ordenada (vy,...,v,) de F”
tal que al escribir

v = Ai1e1 + Aigea 4+ -+ Ainen,
(1) el escalar \; ;(;) es 1,
(2) los escalares \; j se anulan si j = o(k) para algin k < j o j > o(i), y
(3) la base es adaptada a F; es decir, tenemos que F; = (v1,...,v;).

Describamos brevemente como producir una base con estas propiedades. Inductivamente,
asumimos que ya logramos producir una base parcial (vi,...,v;—1) que satisface las
condiciones anteriores. Sea w; un vector en F; \ F;—1 tal que w; € ]:g(i). Podemos asumir
tras normalizar que

wi = prer + -+ fo()—1€0(35)—1 T €o(i)

y sustrayendo de w; una combinacién lineal adecuada de elementos de la base parcial
(v1,...,vi—1) podemos producir un elemento v; bien determinado que también satisfaga
la condicion (2).

Esta construccion puede llevarse a cabo para cualquier permutaciéon o. En el caso en
que si o es un k-shuffle, la base (vi,...,v,) producida a partir de este procedimiento es
tal que v; = e,(;) para todo i > k.

Sea o = sh({i1,...,it}) un k-shuffle con 1 < iy < --- <ix <nyseaF = (Fo,...,Fn)
una bandera que pertenece a la celda BoB. Queremos ver que F = FO x F;. Sea
(v1,...,vy) una base asociada a F obtenida mediante el proceso descripto arriba. Como
la restriccion J\{L._’k} es monotona, es facil ver que el segmento inicial (vq,...,v) es
una base adaptada a la bandera (FY * Fi)|r,. Analogamente, si 7 : F* — F"/F} es
la proyeccion al cociente, la base (m(vgi1),...,7(vy,)) es adaptada a (FO x Fp)|7*. Asi,
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* x 1.0 0 0 00O
* x 0 x x 1 0 00
* x 0 % x 0 *x 1 0
100 00O0O0O0OQO
01 00O0O0OO0OGO0OOQO
0001O0O0O0OO0OOQO0
000O0O1O0O0O0OQO0
00 0O0OO0OO0OT1TO0OTO
000O0O0OO0OO0OTGOT1

Figura 1.5: La matriz de cambio de base entre la base estandar y la base
asociada a una bandera perteneciente a la celda de Schubert indexada por
el 3-shuffle sh(3, 6, 8).

vemos que la base (v1,...,v,) es adaptada tanto a F como a F° % Fj, por lo que estas
dos banderas deben coincidir.

Reciprocamente, sea S < F™ un subespacio de dimensién k y consideremos la bandera
F = F% % S. Podemos elegir una base ordenada (vq,...,vx) de S de modo que para
todo i € [k] se tenga que si x; es el minimo entero tal que dim(S N .7-“392,) = 1, entonces
v; € .7:21, NS. Sean 1 <t < -+ <ty < nlos elementos de {1,...,n}\ {z1,..., 2%}

Entonces, {vi,...,vg, €4,...,€,_,} es una base ordenada adaptada a la bandera F.
Aplicando el k-shuffle o = sh({z1,...,zx}) a esta base ordenada, obtenemos una base
ordenada adaptada a la bandera F°, mostrando que d(F, F" % S) = o y por lo tanto que
F € BoB como queriamos. O

Ahora si podemos describir completamente el producto cup en E;(X):

Lema 1.34. Para todo par de nimeros naturales n,m tenemos que

n—+m
[6id,2n) ~ [0id,2m] = ( " >[5id,2(n+m)]

[0id,1] ~ [0id.2n] = [0id,2n+1]
[0ia,1] — [0id,2n—1] =0

como clases de cohomologia en E1(X).

Demostracion. Para cada ntimero natural k& consideramos la cocadena oy, : & — €®* tal
que

er, siF es una bandera completa y dim(V') = k;

ar(V)(F) := {

0, si no.
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Es facil verificar que la clase de oy, en Ef 70(2) es [diq,x) usando las identificaciones del
Lema 1.31. Fijamos ahora un ntmero natural r. Tenemos que

(1= a)ENF) = 3 aS)(Fls) @ an (B /S)(FOT)

S<Fr+i
dim(S)=1

= Z e‘7:0‘3®ef0|]1:7‘+1/5
S<Fr+i
dim(S)=1

= Z C€Foxs

S<Fr+i
dim(S)=1

- Y Y

0€Sr4+1 FEBoB
o 1-shuffle

r+1

Y Y e

i=1 FeBsh(i)B

por el Lema 1.33. Usando las identificaciones del Lema 1.31 y la observacién del Lema
1.32, esto implica que

r+1 r+1
[6ia,1] — [Giar] = Z[ésh(i),r—i-l] = (Z(—l)mv(Sh(’))> [bid,r41]-

=1 i=1

Finalmente, el Lema 1.2 muestra que esto es igual a

r+1 '
<Z(—1)1_1) [id,r41]-

i=1
El coeficiente que acompafia a [diqr+1] €s 1 si r es par y 0 si r es impar, lo que prueba las
altimas dos identidades del enunciado.
Para probar la primera ecuacion, empezamos calculando [0iq 2] — [dig,2r]. Trabajando
de manera parecida, vemos que

(042 ~ QQT)(F2T+2)<‘FO) = Z €r043,

S<F2r2
dim(S)=2

por lo que otra vez usando el Lema 1.2 vemos que

[0id,2] — [0ia,2r] = Z [Osh(ig),2r+2]

1<i<j<2r+2
2r+2 j—1

_ Z Z(_l)inv(sh(ij)) [5id,2r+2]

=2 i=1

=1 [0id,2r+2)-
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Por induccién tenemos entonces que

[0ia,2) 7" = n! [6id,2n)-

La primera identidad del enunciado se sigue entonces de esta tltima igualdad tras una
manipulacion algebraica sencilla. O

A partir de todo lo hecho a lo largo del capitulo, podemos determinar completamente
la estructura de algebra graduada de H®(3X), lo que era nuestro objetivo central:

Teorema 1.35. Hay un isomorfismo de dlgebras graduadas
H*(X) = Alx] @ k[y]
que hace corresponder dim con x y sch con y.

Este resultado es anélogo a [Tam17, Theorem II1.5.6]. Notemos que alli el autor
determina directamente la diferencial en la pagina FE; de la sucesiéon espectral. Esto
es factible en ese caso porque en esa pégina aparecen las representaciones de signo
de los grupos simétricos, mientras que en nuestra situacién tenemos que lidiar con la
representacion de Steinberg.

Demostracion. Gracias al Lema 1.32 sabemos que para todo niimero natural n los moédulos
E} ¥(2) son unidimensionales, y el Lema 1.34 muestra que de hecho E} (2) est4 generada
como algebra por las clases de cohomologia [0iq.1] y [iq,2]. Una verificacion sencilla usando
las identificaciones del Lema 1.31 prueba que la clase del cociclo de dimension en F(X) es
[6iq,1] ¥ 1a clase del cociclo de Schubert es [d(19),2] = —[dia,2]. Como estos cociclos no son
cobordes —de manera que sobreviven hasta la pagina E°°—y sus clases en E7(3) generan
a F1(X) como algebra, la diferencial en esta pagina debe ser idénticamente nula, ya que
la sucesién espectral es multiplicativa. Hemos probado entonces que para cada niimero
natural n el médulo H"(3X) es unidimensional, y las relaciones sobre los productos dadas
en el Lema 1.34 establecen la estructura de algebra. O

Vale la pena destacar también que las relaciones del Lema 1.34 presentan a la
subalgebra generada por la clase del cociclo de Schubert como un algebra de potencias
divididas. La hipoétesis de que el cuerpo k es de caracteristica cero, que hemos usado
fuertemente a lo largo del capitulo, es necesaria una vez mas para que esta estructura
resulte isomorfa a un algebra de polinomios.

Finalmente, podemos dar también una descripcién para la estructura de algebra de la
cohomologia de la especia de banderas completas.

Teorema 1.36. La inclusion L — 3 induce un isomorfismo H®(L) = H®*(X) entre sus
dlgebras de cohomologia.

Este resultado es anéalogo a |[Tam17, Theorem II1.6.10].
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Demostracion. Imitando la demostracion del Lema 1.31, vemos que
EP°(L) = Homer, e (Ly (FP), HP(Z3)) = HP(23)".

Las clases de las restricciones de los cociclos de dimension y de Schubert a L en E4 (L) se
identifican a través de este isomorfismo con [diq,1] ¥ [6(12),2] respectivamente, por lo que
la inclusién L — ¥ induce un morfismo multiplicativo en las sucesiones espectrales que
es un isomorfismo F;(¥) — F1(L) a nivel de las primeras paginas y en particular en la
cohomologia gracias al teorema de comparacion de sucesiones espectrales presentado en
[Wei94, Theorem 5.2.12]. O






Capitulo 2

La cohomologia de la especie de
ordenes lineales

En el capitulo anterior consideramos la cohomologia de la GL-especie L de banderas como
e-bicomoédulo, que es una variante natural del estudio de la cohomologia de la especie
combinatoria L de 6rdenes lineales como e-bicomodulo llevada a cabo en |[Tam17, §II1.5-6].
En esta seccion estudiaremos otra variante diferente de esta tltima idea: dado que L es una
coalgebra, es un bicomédulo sobre si misma, y tendra sentido considerar su cohomologia
como L-bicomédulo. Esto es el analogo a la cohomologia de Hochschild en este contexto.
En particular, esto hace esperable que la determinacién completa de esta estructura
sea mucho mas dificil a las llevadas a cabo en [Tam17]| y en el capitulo anterior. Nos
focalizaremos en dar, en su lugar, una descripcién de un objeto geométrico que juegue el
rol desempeniado por el complejo de Coxeter y el building de subespacios en estos trabajos.

Gran parte de los preliminares técnicos serén similares a los desarrollados en el capitulo
anterior, por lo que el objetivo de las primeras secciones sera principalmente fijar notacion.

2.1 La categoria de especies

Recordemos que una especie combinatoria es un funtor Fin* — Finy, de el grupoide
Fin™ de conjuntos finitos y biyecciones a la categoria Finyg de los espacios vectoriales de
dimension finita y transformaciones lineales entre ellos. Escribiremos Sp a la categoria
de especies combinatorias, que tiene como morfismos a las transformaciones naturales
entre ellas. La categoria Sp tiene una estructura k-lineal evidente, es abeliana y posee
una estructura monoidal con un producto que al igual que el considerado en la seccién
anterior es conocido como producto de Cauchy. Si x e y son especies, su producto es el
funtor x ® y que

47
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e en cada conjunto finito A € Fin™ toma el valor

(x®y)(4) = D x(B) @k y(4)\ B),

BCA

e y que envia un morfismo f: A — B de Fin* a

x@y)(f) =Y x(flo) @k y(flac),

CCA
donde f|c y f|a\c son las restricciones de la funcion f a C'y su complemento A\ C.

En adelante omitiremos el subindice del producto tensorial de Finy.

La unidad para este producto monoidal es la especie 1 que toma el valor k en el
conjunto vacio y el valor 0 en cualquier otro caso, y que actta sobre flechas enviando todo
morfismo a la identidad correspondiente. Los unitores y asociadores de esta estructura
monoidal son los que surgen de los usuales de Fing. A diferencia del caso de las GL-
especies, la estructura monoidal sobre la categoria de las especies convencionales es
obviamente simétrica.

De manera similar a que en la seccién anterior hablamos de GL-especies concentra-
das en una dimension, en este contexto tiene sentido hablar de especies combinatorias
concentradas en un cardinal y disponemos de una equivalencia de categorias

Sp = Fun(Fin™, Finy) = H Fun(S,, Finy) & H mods,, . (2.1)

similar a la de (1.6) y, en particular, tenemos un analogo del Lema 1.3:

Lema 2.1. Sea x una especie combinatoria concentrada en cardinal n ey una especie
arbitraria. La aplicacion

Homg, (x,y) 3 f — f([n]) € Homs, (x([n]), y([n]))

es un isomorfismo natural en x ey. O

2.2 La coalgebra L

La especie de 6rdenes lineales L hace corresponder a cada conjunto finito A el
espacio vectorial L(A) libremente generado por el conjunto de 6rdenes lineales (también
conocidos como ordenes totales) sobre A. Dada una biyeccion f : A — B, el morfismo
L(f) : L(A) — L(B) es el que, en las bases distinguidas de L(A) y L(B), se obtiene
transportando ordenes a lo largo de f.

La especie L es una codlgebra en la categorfa monoidal Sp. Su comultiplicacién
A : L — L ®L tiene componentes tales que

A(A)(2) = > 2B @ 2las
BCA
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para cualquier conjunto finito A € Fin* y orden total z sobre A. La tnica componente
interesante de la counidad € : L — 1 es la correspondiente al conjunto vacio, que es la
funcion €(0) : L(0) — 1(0) que envia el tinico orden sobre el conjunto vacio al elemento 1
de 1(0) = k.

Como mencionamos al principio de la seccion, estudiaremos la cohomologia de L en
tanto L-bicomdédulo, es decir

H*(L,L) = Ext*(L, L)

con Ext calculado en la categoria de L-bicomédulos. Remarcamos que una vez mas esto
tiene sentido dado que esta categoria es abeliana y tiene suficientes inyectivos.

Para llevar a cabo esta tarea emplearemos una construcciéon totalmente analoga a
la del capitulo anterior, en la que usamos una sucesion espectral que surge a partir de
una filtracion sobre la construccion cobar reducida. Mencionaremos solo brevemente las
definiciones necesarias para esto dado que toda la construccion funciona exactamente
igual en este caso.

La especie de érdenes lineales reducida L es el niicleo de la counidad ¢ : L — 1.
Coincide en todos los conjuntos no vacios con L y vale L(f)) = 0. Es una subcoélgebra no
counital de L y su comultiplicacién A es tal que

AA) ()= Y zB®@zlas
0CBCA

para todo orden total z sobre cada conjunto A. De manera analoga a (1.3), tenemos que

LA = P L(4)®L(A) @ @ L(A) (2.2)
(A1,...,An)

donde ahora la suma directa esta indexada por el conjunto de particiones ordenadas
(Ai,...,A,) de A sin partes vacfas'. Notamos que una base para f®n(A) como espacio
vectorial esté indexada por el conjunto de particiones ordenadas (X1,...,X,) de A en
donde cada parte X; estd totalmente ordenada y cada una de las X; es no vacia. Por
ejemplo, un elemento bésico tipico de f®3([[5]]) es (34) ® (5) ® (21), donde (34) representa
al orden total 3 < 4 del conjunto {3,4}.

El objeto graduado L% de Sp posee una estructura semicosimplicial con morfismos
f®n _ f®n+1

de cocara 0° : dados por

i@ o A o i @i
' =1dr" @ A®ide (2.3)

para cada i € [n]. Para cada entero positivo n, evaluando la especie semicosimplicial L
en el conjunto [n] obtenemos un S,-moédulo semicosimplicial f®.([[n]]) y notamos X,

'Estrictamente, si siguiéramos la construccion del capitulo anterior, la suma (2.2) quedarfa indexada por
secuencias (B, ..., By) de subconjuntos crecientes de A. Dichas secuencias se corresponden univocamente
con las correspondientes secuencias de diferencias consecutivas (B1, B2 \ Bi,...,Bn \ Bn—1), que son
precisamente las particiones ordenadas de A.



50 CAPITULO 2. LA ESPECIE DE ORDENES LINEALES

al complejo de cocadenas asociado. Enfatizamos que el complejo 27 es diferente al
presentado con el mismo nombre en el capitulo anterior; estamos reutilizando la notacién
para remarcar sus similitudes. En ambos casos, el complejo 33 resulta tener un origen
geométrico que facilita el computo de su cohomologia.

La construccion cobar reducida de un L-bicomédulo x es el espacio vectorial
semicosimplicial C*(x) dado por

C™(x) := Homgp (x, L") (2.4)

para cada entero no negativo n y cuyos morfismos de cocara 9" : C"(x) — C"*1(x) estan
dados para cada i € [0,n + 1] por

(T ®a)o A, sii=0;
9'(a) = (A2 ' @ A@idE" oa, si0<i<n+l; (2.5)
(a®@m)onp, sit=n+1.

para cada a € C™(x). Una vez mas, la suma alternada de los morfismos de cocara hace
de C*(x) un complejo. La misma demostracion que la dada en el Lema 1.6 prueba el
siguiente resultado:

Lema 2.2. Six es un L-bicomddulo trivial, el complejo C*(x) es isomorfo a la imagen
del complejo L por el funtor Homgy(x, —). O

Procediendo de manera anéloga a la Seccién 1.7, si x es un L-bicomédulo, disponemos
de una filtracion descendente F' en el espacio C"(x) cuya capa p-ésima es

FPC"(x) = {a € C"(x) : a(A) = 0 para cada A con |A| < p}.

Juntando esta colecciéon de filtraciones obtenemos una filtracién F' sobre el complejo
C*(x) que determina una sucesion espectral E(x) contenida en el cuarto cuadrante y cuya
péagina 0-ésima esta dada por

FPOPHa(x)
P,q _
Ey" () = morigrrary)

Al igual que la presentada en el capitulo anterior, la pagina cero esta concentrada en un
cono idéntico al ilustrado en la Figura 1.3. El argumento presentado en la demostracion
de la Proposicion 1.26 no es aplicable aqui para demostrar la convergencia de esta nueva
sucesion espectral porque no tenemos ninguna forma de asegurar su regularidad, pero
podemos apelar al siguiente teorema:

Teorema 2.3. [McC85, Theorem 3.2| Sea (A,d,F) un mddulo diferencial graduado
filtrado. Si la filtracion F es exhaustiva y débilmente convergente entonces la sucesion
espectral asociada converge a H®(A). O
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Recordemos que una filtracion F' sobre A es exhaustiva si A = |J, F;A y que la
convergencia débil es implicada por el hecho de que (), F*A = {0}. Este criterio se aplica
inmediatamente a nuestra sucesiéon espectral:

Corolario 2.4. La sucesion espectral E(x) converge a H®(x).

Demostracion. Apelando al teorema anterior, basta con verificar que la filtracion F' es
exhaustiva y débilmente convergente. La condicién de exhaustividad es automatica dado
que FC*®(x) = C*(x) y la convergencia débil es implicada por el hecho evidente de que
M, FPC*(x) = 0. O

Al igual que en el capitulo anterior, si x es una especie y p un entero no negativo, x,
denotaré a su imagen por el endofuntor (—), definido de manera analoga al presentado en
(1.5) en la Secciéon 1.2. La misma demostracion del Lema 1.24 funciona en este contexto
para probar el siguiente resultado:

Lema 2.5. Para cada p, hay un isomorfismo de complejos de cadenas
fP 2 (C*(xp))p] — B (%)
dado por f?(ar) = a0 my(x) + FPF1CPH(x) para cada o € Homgp (x,, L), O

Nuestro objetivo en este capitulo sera describir en detalle la pagina 1 en el caso en el
que el L-bicomé6dulo x es L. Nuestra estrategia para ello seré:

1. Describir la pagina E7 para L caracterizando a los médulos que aparecen alli como
la cohomologia de ciertos complejos X7 de origen algebraico.

2. Presentar en detalle una familia de objetos geométricos con tipo homotdpico cono-
cido.

3. Notar que para cada uno de los complejos X7 existe una descomposicion celular de
uno de los objetos de la familia tal que el complejo que determina su homologia
celular resulta isomorfo a 333

4. Trasladar nuestro conocimiento del tipo homotépico de los objetos geométricos para
obtener una descripciéon de la pagina 1.

Pasemos ahora a describir la pagina F; de la sucesion espectral en el caso en que el
bicomo6dulo x en cuestién es L:

Lema 2.6. Para cada p y q tenemos isomorfismos E?(L) = H(X5[p]).

Demostracion. Fijemos p y q. El isomorfismo de complejos del enunciado del Lema 2.5
muestra que
EPI(L) = HY(C*(Lp))[p])-
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Por el Lema 2.2, la diferencial en C*(L,) es la inducida por la diferencial de L% tras
aplicar el funtor Homgp(Ly,, —). Usando este hecho junto a la naturalidad del isomorfismo
del Lema 2.1 obtenemos:

EP(L) = HY(Homs, (Lp([pD), Z3[p1)-

Vale la pena remarcar que el funtor Hom de la ecuacion anterior es en la categoria de
modulos sobre el grupo simétrico S, y no sobre la categoria de especies Sp.

Ahora bien, es facil verificar que el S,-modulo Ly, ([p]) es isomorfo al Sy-modulo regular.
Usando su proyectividad y el hecho de que Homsg, (S),x) = x como espacios vectoriales
obtenemos el resultado deseado. O

Una vez mas, resulta ser que los médulos que aparecen en la pagina E; estdn con-
trolados por un complejo de origen geométrico. En el calculo de la cohomologia de L
como e-bicomoédulo de la seccién anterior este complejo surgia de la geometria del poset
de subespacios de un espacio vectorial sobre un cuerpo finito; en el caso de L como
e-bicomodulo, estudiado en [Tam17], este complejo era el correspondiente a una triangula-
cion de la esfera que surgia a partir del estudio de un arreglo de hiperplanos particular: el
arreglo de trenzas. En el caso considerado en esta seccién, veremos que esta relacionado
con la variante compleja de este mismo arreglo de hiperplanos. Para ello desarrollaremos
primero algunos preliminares en la siguiente seccion.

2.3 Arreglos de hiperplanos

Nuestra referencia principal para esta seccion es [OT92|, a pesar de que usaremos algunas
convenciones ligeramente diferentes.

Un arreglo de hiperplanos es un conjunto finito de hiperplanos contenidos en un
espacio vectorial ambiente V', que podra ser real o complejo. Para nosotros un hiperplano
serd un subespacio vectorial de codimensién 1 y en particular, nuestros arreglos de
hiperplanos son los que suelen llamarse centrales.

Sea A = {H;} un arreglo de hiperplanos real sobre un espacio vectorial V. Por
un lado, a partir de A podemos construir un arreglo de hiperplanos complejo sobre el
espacio V ® C, al que llamamos su complejificaciéon, poniendo A® = {H ® C: H € A}.
Por otro lado, podemos describir una estructura algebraica importante que codifica su
combinatoria:

Las camaras de A son las componentes arcoconexas del complemento V'\ |, H; de
los hiperplanos de que lo conforman; se tratan siempre de conos simpliciales. Notaremos
C(A) al conjunto de las camaras del arreglo A. Por ejemplo, en el arreglo de hiperplanos
en R? de la Figura 2.1 hay 8 camaras.
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Ly

Figura 2.1: Un arreglo de 4 lineas, con una de sus cdmaras sombreada en
azul.

El reticulado de intersecciones de A, al que denotamos £(A), es el reticulado
cuyos elementos son las intersecciones de elementos de A ordenadas por la inclusion.
Remarcamos que los autores de |[OT92] utilizan el orden inverso en este reticulado.

Dado un subespacio vectorial X € £(A), la restriccion de A a X, denotada AX, es
el arreglo en X dado por la familia de hiperplanos {H N X : H € A} \ {X}.

Una cara de A es una camara de alguna restriccion de A. El conjunto F(A) de caras
de A es entonces

FA) = (] cub)
z€L(A)

El conjunto de caras admite un orden parcial en el que P < @ si P esta contenida en la
clausura de ). En este caso decimos que P es cara de @ y si ademas P # @, decimos
que es una cara propia y escribimos P < (). La dimensién de una cara es la dimension
del subespacio vectorial que genera. La cara P es una cara directade Q@ si P < Qy
dim P + 1 =dim ). En este caso notamos P < Q.

Siguiendo a [AM17, §1.4], definimos ahora un producto sobre el conjunto de caras
conocido como producto de Tits. Dadas caras Py @, elegimos puntos x € P ey € Q
y consideramos una parametrizacion o : [0,1] — V del segmento de recta que une z
e y. Sie > 0 es lo suficientemente pequenio, o((0,¢)) estd contenido en una tnica cara
R € F(A). Definimos entonces al producto PQ como R, notando que es independiente
de nuestra eleccion de z, y, o y €.

Este producto es asociativo y es facil ver que tiene como elemento neutro a la cara
correspondiente al origen. De este modo F(.A) es un semigrupo con el producto de Tits.
De hecho, F(.A) es un ejemplo de una clase de semigrupos conocida como left-regular
bands, cuya estructura es bastante mas manejable que la de un semigrupo arbitrario
y cuya teoria de representaciones esti caracterizada casi completamente. Referimos al
lector a [Bro04| para mas informacion sobre la conexion entre las left-reqular bands y la
teoria general de arreglos de hiperplanos.
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El siguiente lema describe algunas propiedades del producto de Tits que nos seran de
utilidad mas adelante:

Lema 2.7 (Proposition 10.1, [AM10]). Sea A un arreglo de hiperplanos real.

1. El conjunto de las camaras es un ideal a derecha para el producto de Tits. En otras
palabras, si Q € C(A), entonces PQ € C(A) para toda cara P € F(A).

2. Para cualquier par de caras P,Q € F(A) es P < PQ.

3. 81 P <Q entonces PQ =0Q y QP = Q. O

2.4 El arreglo de trenzas

El arreglo de trenzas real B, es el arreglo en R™ dado por los n(n — 1)/2 hiperplanos
H;j={z e R": x; = 2;},

con 1 < i # j <n. Su complejificacion BS es el arreglo sobre C™ dado por los hiperplanos
Hfj ={ze€C":z =z}

Nos referiremos a Bg como el arreglo de trenzas complejo.

Como el unico arreglo de hiperplanos real que consideraremos en esta seccion es By,
escribiremos F y C para referirnos a los conjuntos F(B,) y C(B,,) de sus caras y camaras,
respectivamente. Tanto C como F poseen interpretaciones combinatorias interesantes:
C esté en correspondencia biyectiva con el conjunto de permutaciones del conjunto [n]
y F esta en biyeccion con el conjunto de particiones ordenadas de [n]. A continuacién
describiremos brevemente estas correspondencias. Para mas detalle, el lector puede
consultar [AM10, §10.2.2].

Sea C' € C una cdmara y sea * € C un punto. Como x no pertenece a ninguno
de los hiperplanos de B,, todas sus coordenadas son diferentes y existe entonces una
Unica permutacion o € S;, tal que x,(1) < -+ < ZTy(,). Nuestra biyeccion asigna a C' la
permutacién o. Es facil ver que esta construccién es independiente de la eleccién de x.

De manera similar, dada una cara P € F, elegimos un punto x € P. Este punto
puede estar contenido en algunos hiperplanos y en ese caso algunas de sus coordenadas
seran iguales entre si. Podemos escribir

xil,l — e .. = xil,kl < :[]74-2’1 — e = :L‘/L'Q,kz < e K ':U'ir,l —_— e e — xir,kT

para cierta eleccion de indices i y de este modo, obtenemos una particiéon ordenada
({11, b {20,592k} - - o> {0r 15 - - ipk, }) @ partir de la cara P. Observamos
que la biyecciéon entre cdmaras y permutaciones es precisamente la restriccién de la
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231

To = X3

321

132

Figura 2.2: El arreglo de trenzas en R? intersecado con la esfera unitaria.
Podemos ver que los 3 hiperplanos del arreglo parten al espacio en 6
camaras, una por cada permutacion del conjunto de 3 elementos.

biyeccién entre caras y particiones ordenadas una vez que identificamos a las permutaciones
con particiones ordenadas donde cada bloque posee exactamente un elemento.

Es facil verificar que la relaciéon de caras se corresponde bajo estas identificaciones con la
relacion de refinamiento; en otras palabras, si P y () son particiones ordenadas, P es cara
de @ si y so6lo si podemos obtener a P agrupando bloques consecutivos de Q. Por ejemplo,
({1,2,4},{5,7},{3,6}) es refinada por ({4},{1,2},{5,7},{3},{6}). Similarmente, P es
cara directa de () si y so6lo si podemos obtener a P agrupando un tnico par de bloques
consecutivos de ). Diremos que P refina a ) si P < ) y que @ es un refinamiento
directo de P si P < Q. La dimension de la cara representada por una particién ordenada
es el namero de bloques de la particion.

2.5 El complejo de Salvetti

En su trabajo [Sal87], Salvetti construyé un complejo simplicial con el tipo homotopico
del complemento de la complejificacion A€ de un arreglo de hiperplanos real A dado. La
construccion solo depende de la combinatoria del reticulado de intersecciones £(.A). Mas
ain, se pueden pegar ciertos simplices de este complejo para obtener un complejo celular
regular’ con el mismo tipo homotopico. Nos referiremos a ambos como el complejo de

2Recordemos que un complejo celular es regular si la funcion de pegado de cada celda es un homeo-
morfismo entre la bola cerrada de la dimensién correspondiente y la clausura de la celda.
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Salvetti y presentaremos sus construcciones siguiendo [OT92, §5.2].

Comenzaremos describiendo el complejo simplicial (abstracto) asociado a AC. En los
siguientes parrafos fijaremos un arreglo de hiperplanos real A y omitiremos la referencia
a A en la notacion.

El conjunto de vértices de este complejo simplicial es el de todos los pares (F, F'C') con
F una cara y C' una camara de A, donde F'C' es el producto de Tits entre caras descripto
en la Seccion 2.3. Por otro lado, hay un k-simplex A(C > Fy < --- < Fjy1) por cada
forma de elegir una cadena estricta de caras F} < Fp < --- < Fj11 de Ay una cidmara
C € C de modo tal que F; < C; notemos que no imponemos ninguna relaciéon entre C'y
las caras F; con ¢ > 1. Los vértices de dicho simplex son

{(F1, F1C), (Fy, F5,C), ..., (Fry1, Fr10)}

Si K es la cadena propia de caras F} < --- < Fj11, notaremos a este simplex A(C, K)
para aligerar la notacién. Hacemos ahora algunas observaciones:

1. La coleccién de simplices que acabamos de describir es cerrada por subconjuntos,
de manera que efectivamente tenemos un complejo simplicial. Para ver esto, su-
pongamos que A = {(F;,, F;,C),...,(F;,., F;,C)} es un subconjunto no vacio de
A(C > F) <+ < Fyq1), donde i1 < - -+ < i,. Afirmamos que

A:A(FichFi1<~-<Fi )

En primer lugar, la tltima expresion tiene sentido ya que F;,C' € Cy que F;, < F;,C
gracias a las propiedades 1 y 2 del Lema 2.7, respectivamente. Los vértices del lado
derecho de la ecuacién son

{(Fil?FithC)a (F’i27 FiQF”hC) s (Fiw FithC)}v

por lo que basta con probar que F;, F;, C = F;, C para todo k. Esto es consecuencia
de la propiedad 3 del Lema 2.7 y de la asociatividad del producto, pues F;;, < Fj, .

2. Como F; < C, la propiedad 3 del Lema 2.7 implica que F}C = C, pero en general
F;,C # C para i > 2.

3. La dimensién del simplex A(C, K) es exactamente uno menos que la longitud de
la cadena K. En particular, si n es la dimensién del espacio ambiente del arreglo
A, todas las cadenas maximales K tienen longitud n, por lo que el complejo es de
dimensiéon n — 1.

4. Notemos que los 0-simplices del complejo son de la forma A(C > F'), por lo que
estan indexados por pares (F,C)con C € C,F € FyC > F.
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Localizamos ahora esta construcciéon general a nuestro caso de interés, que es aquel en
el que A es el arreglo de trenzas en R™. De este modo, las cAmaras se corresponden, como
describimos antes, con permutaciones del conjunto [n] y las caras con las particiones
ordenadas de este mismo conjunto. Un vértice (F,C) nos provee de una particion F' y
una permutacion C, y como C' > F', el vértice determina una particion ordenada del
conjunto [n] en la que cada parte esta ordenada. En particular, el conjunto de vértices
queda ordenado por la relacién de refinamiento de particiones ordenadas.

Llamemos D™ al complejo de cadenas asociado al complejo simplicial que acabamos
de describir, en el que orientamos los simplices ordenando a sus vértices por la relacion de
refinamiento de particiones. Definiremos a continuaciéon un subcomplejo D! de Diimp, y
veremos mas adelante que D! es el complejo celular de una descomposicion en celdas
regular de la realizacion geométrica del complejo simplicial de Salvetti. Comenzaremos
describiendo una base de D¢l

Fijemos un par (F,C) donde F' € F es una cara de codimension k y C' € C es una
cadmara tal que ' < C. Escribamos K al conjunto de todas las cadenas en F estrictamente
crecientes que comienzan en F'y tienen longitud méxima, que necesariamente es k + 1, y
pongamos

D(F,C)= > (-1)*A(C,K),
KeKp
donde (—l)K es un signo que depende de K de una forma que explicitaremos a continua-
cion.
Sea K es una cadena en K de la forma

Fy < Fy < ...Fk+1,

donde Fy = F. La cara Fj 1 es una camara y por lo tanto determina una permutacion.
Del mismo modo, para cada ¢ las caras F; y Fj;1 determinan particiones ordenadas del
conjunto [n] que difieren en un tnico refinamiento: hay un tnico indice j de modo que
los bloques j-ésimo y (j + 1)-ésimo de F; unidos dan lugar al bloque j-ésimo de Fjy;.
Definimos sgn(Fy; Fy;1) := (—1)7*! y finalmente, ponemos

k

(=K = sgn(Fyra) [ [ sen(F; Fip),
=1

onde sgn(Fj1) es simplemente el signo de la permutacién correspondiente a Fj 1.
donde sgn(Fj+ plemente el signo de la permut pondiente a Fj
Definimos D¢ como el subespacio de D;™P generado por los elementos D(F,C
k p k g P )
con F de codimension k. A continuacion verificaremos que D! efectivamente define
un subcomplejo de D™, pero primero mostraremos algunos ejemplos concretos de las
definiciones que acabamos de presentar.

Como dijimos anteriormente, un par (F,C) en el que F' € F es una cara, C' € C es una
camara y ' < C es esencialmente lo mismo que una particién ordenada F' junto con una
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3]2/4/1 3|2/41

23|4/1 3[2/14

2[3]4/1 23|14

2[3|41 2(3|1]4

Figura 2.3: La 2-celda D(({2,3},{1,4}),2341) asociada al arreglo de tren-
zas en R*. Los signos indican el signo del 2-simplex correspondiente en la
combinacion lineal que define la 2-celda. El vértice central de la 2-celda
es 23|41 y el simplex coloreado es el correspondiente a la cadena de refina-

mientos ({2,3}, {1.4}) < (2.3}, {1}, {4}) < ({3}, {2}, {1}, {4}).

permutacion C' que la preserva (es decir, preserva cada bloque de la particion). Por lo tanto,
si ordenamos cada bloque de F' de acuerdo a como C' lo ordena, obtenemos una particiéon
ordenada del conjunto [n] en la que cada bloque en si mismo esta ordenado. Por ejemplo,
el par (({1,3,4},{2,6},{5}),314625) se corresponde con la particion ((314), (62), (5)), a
la que escribiremos de manera abreviada como 314/62|5. Utilizaremos este recurso como

una notacién més compacta para describir estos pares.

Ejemplo. A modo de ejemplo, calculemos el signo (—1)% para uno de los simplices

A(C, K) de la Figura 2.3. Consideremos el 2-simplex
A(({3}7{2},{1},{4}) > ({2,3},{1,4}) < ({2,3}, {1}, {4}) < ({3}, {2}7{1}7{4})),

que es aquel que aparece sombreado en la figura. La cadmara 3214 que aparece en
esta cadena se corresponde a la permutacion 3214, cuyo signo es negativo. Por otro

lado, los signos

sgn (12,3}, {1,41); (12,3}, {1}, {4}))
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sen (12,31 {1}, {41): ({8}, {2}, {1}, {4)))

son respectivamente negativo y positivo, dado que los refinamientos se dan en el
bloque 2, que es par, y 1, que es impar. De este modo, el signo correspondiente a
este 2-simplex es negativo.

Ejemplo. Siguiendo con la idea de presentar ejemplos concretos de estas construc-
ciones, listaremos los elementos basicos del complejo D! para el caso en el que
n = 3. Escribiremos z, y, z para los elementos de {1, 2, 3}, en algtin orden. Tenemos
que:

e El espacio de vértices D! esta generado por los seis elementos D(z|y|z); en

dicho vértice inciden las 1-celdas D(x|yz) y D(zy|z).

e El espacio de 1-celdas Dfeu estd generado por doce elementos, que tienen la
forma D(zy|z) o D(z|yz).

e El espacio de 2-celdas DS esta generado por los seis elementos D(zyz).
Estas celdas son digonos: su borde esta formado por las 1-celdas D(x|yz) y
D(zyl|z).

Ahora si, retomamos la discusion principal:
Lema 2.8. La diferencial d : D™ DI e restringe a DS y hace de DS un
subcomplejo.
Demostracion. Dado que orientamos a los simplices de D™ ordenando a los vértices por
la relacion de refinamiento, tenemos que si C' es una cdmara y Fi, ..., Fi41 una sucesién
de caras tal que F} < --- < Fip1 y C > F1, entonces

d(A(C >F <= Fk+1)) = — A(FQC >F << Fk+1)

1
+Y (“1)A(C = Fy < < Fy < -+ < Fiyq)).
=2

De este modo, si F} es una cara de codimensiéon k y C' una camara tal que C > Fy,

entonces
d(D(Fy,C)) =
- Y C)REIRIARC 2 B < < Fr)

F1'<"'-<Fk+1

k41 ' (2.6)
+ (1T Y (—)PETERRAC > < < B < < Frga)).

=2 F1<-<Fpqq
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Veamos que el segundo sumando del lado derecho de la igualdad se anula. Consideremos
un simplex A = A(C > F} < -+ < Fi<-< Fj11) que aparezca en el segundo sumando.
Mirando las dimensiones de las caras F; podemos recuperar cual es el indice 7 faltante,
dado que todas son caras directas de la anterior salvo la i-ésima. Asi, veremos que hay
exactamente dos caras G de modo que F' < --- < F;_1 < G < Fj41 < --- < Fi41 y una
verificacion sencilla, que omitimos, mostrara que A aparece en sus diferenciales con signos
opuestos. Sii =k + 1 esto es claro, pues una cara Fj, de codimension 1 es una particiéon
ordenada en la que todos los bloques poseen un elemento a excepcién de un tnico bloque
de dos elementos, y consecuentemente tiene exactamente dos caras, de acuerdo al siguiente
diagrama:

Fy = ({z1},...,{a,b},...,{zx})

{z1}, .- {a}, {b}, ..., {zx}) ({z1}, ..., {b},{a}, ..., {zx})

Sii#k+1, entonces F;_1 y F;11 difieren por dos refinamientos directos consecutivos.
Estos refinamientos pueden darse en el mismo bloque de la particion F;_1 o no. Si este es
el caso, al pasar de F;_1 a Fj;1 un tnico bloque Bj se refina a tres bloques diferentes
Bj,, Bj,, Bj,, y esto puede darse en exactamente dos formas, como lo muestra el siguiente
diagrama:

'L ].._ Bl7"'7
(Bl7" B]lvB \B]17"'v Blv" B \BJ37B337'~~7BZ)
Fip1 = Bl:~~~ J1 127 ]37---a

El tnico caso que resta considerar es aquel en el que F;_1 y Fjy1 difieren en dos
refinamientos directos que tienen lugar en diferentes bloques B, y B, de F;_1. El siguiente
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diagrama muestra que esto también puede ocurrir de exactamente dos maneras:

F,4 = B17..., o
(Biy...yBryy Broy .oy (B1y...yBry...,Bs;,Bsy,...,By)
0y ey 817 32,...

z+1: B17"' 1 r

Volviendo a la ecuacion (2.6), lo que acabamos de probar muestra que

ADF,C) == > ()IFTIRRARC > Fy < < Fep).

< <Fpq1

Como por definicién tenemos que
(—1)}71*"41[7’“+1 = sgn(F1;FQ)(—l)F2<"'<Fk+17

agrupando sumandos obtenemos que

d(D(Fy,C)) = — Y sgu(Fy; Fy)D(Fy, FC), (2.7)
F1<F>
lo que prueba que D! es un subcomplejo de Diimp, como buscabamos. O

La homologia del complejo DS es entendible a partir del siguiente hecho:

Teorema 2.9 (Theorem 5.50, [0T92]). El complejo DSV es el complejo asociado a una
descomposicion celular reqular del complejo simplicial de Salvetti. ]

En particular, la homologia de D! coincide con la homologia singular del espacio
dado por cualquier realizacion geométrica del complejo (simplicial) de Salvetti. Este
espacio es entendible, a su vez, por el siguiente resultado:

Teorema 2.10 (Theorem 5.49, [OT92] — Theorem 1, [Sal87]). El tipo homotdpico de cual-
quier realizacion geométrica del complejo de Salvetti asociado a un arreglo de hiperplanos
real es el mismo que el del complemento de su complejificacion. ]

De hecho, Salvetti describe una realizacion geométrica explicita en el espacio ambiente
de la complejificacion y prueba ademas que el complemento de la complejificacion se
retrae por deformacion fuerte a esa realizacion.
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12 12

21 12 21 12

2[1 2[1

Figura 2.4: A la izquierda, la realizacién geométrica del complejo de Salvetti
para el arreglo de trenzas en R?, que es el tinico que podemos dibujar.
Su tipo homotoépico es el de S*, que coincide con el de C?\ {(z,2)}, el
complemento de su complejificacion. A la derecha, la descomposicion
celular de este espacio, en la que coloreamos sus dos 1-celdas.

Fijemos ahora un ntimero natural m y escribamos DS para la construccion de Dl
asociada al arreglo de trenzas en R™, de manera de enfatizar explicitamente la dependencia
de este objeto respecto de m. El espacio Dzeu’m tiene una base indexada por particiones
ordenadas del conjunto [m] en m — k partes ordenadas y no vacias. Ahora bien, en la
discusion que sigue a (2.2) vimos que el espacio E%*k también posee una base indexada
por el mismo conjunto. Llamemos E(F,C) al elemento basico de ¥7~* correspondiente a
la particion ordenada de [m] determinada por el par (F,C) con C una camara del arreglo
y F una cara tal que F' > C. Por ejemplo, si F' = ({3,4},{5},{1,2}) y C = 34521, el
elemento E(F,C) de 2 es

E(F,0) = (34) ® (5) ® (21) € %2.
Lema 2.11. El morfismo de espacios vectoriales graduados © : ¥"7¢ — D™ dado por
E(F,C) v~ (-1)kD(F,C)
es un isomorfismo de complejos de k-espacios vectoriales.

Demostracion. Que esta funcién es un isomorfismo de espacios vectoriales es consecuencia
del hecho de que envia una base a otra. Por otro lado, verificar su compatibilidad con las
diferenciales de los complejos es sencillo a partir de las formulas (2.3) y (2.7). ]

. _ 11 L . . .
Dado que los espacios ¥m~* y D¢ son S,,,-moédulos, tiene sentido preguntarse si el
isomorfismo del este lema es S,,-equivariante. Esto no es el caso, pero puede arreglarse
. . y 1l . o 1l
modificando ligeramente la accion de S,, sobre Dg" ™. Si escribimos D¢* "™ ® sgn para
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el complejo de cadenas obtenido tensorizando DS por la representacion sgn de signo
de S,,, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 2.12. El morfismo de espacios vectoriales graduados © : ¥"~¢ — D™ sgn es
un isomorfismo de complejos de S,,-mddulos.

Demostracion. Lo tnico que debemos probar es la S,,-equivariancia de ©. Observamos
que si 0 € Sy, C' es una cdmara y F' una cara con F' < C, entonces

o-E(F,C)=E(cF,oC),
mientras que si D(F,C) € Dzen’m tenemos que

o-D(F,C)=0-| Y (-1)FA(C,K)
KeKp

= Y (-1)FA(eC, oK)

KeKp
- Z sgn(o’)(—l)”KA(aC, oK)

KeKp
=sgn(o)D(cF,0C).

. . il
Esto muestra que el morfismo © es equivariante al torcer la accion sobre D" por el
signo. ]

De este modo, obtenemos una caracterizaciéon de los S,,-moddulos de homologia de

e
Corolario 2.13. Hay un isomorfismo de S,,-mddulos graduados
H™*(%,,) & Hy(D"™) @ sgn .
Demostracion. Basta con componer el isomorfismo S,,-lineal
H™*(%,,) & Ho(D®™ @ sgn)
cuya existencia implica el Lema 2.12 con el isomorfismo candnico
Ho (D™ @ sgn) = H, (D) @ sgn

para obtener lo buscado en el enunciado. ]
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Figura 2.5: Un lazo en Conf(4,C) interpretado como una trenza pura.

2.6 La topologia del complemento del arreglo de trenzas
complejo

El complemento C" \ BE del arreglo de trenzas complejo es el espacio Conf(n,C) de
configuraciones ordenadas de n puntos en el plano; en otras palabras, consiste de todas
las n-uplas de puntos del plano con todas sus coordenadas diferentes entre si. Como es el
caso con el complemento de cualquier arreglo complejo, Conf(n,C) es arcoconexo. Sus
grupos de homotopia también son conocidos:

Teorema 2.14. El grupo fundamental de Conf(n,C) es el grupo PBy, de trenzas puras
en n cuerdas. Los grupos de homotopia superior de Conf(n,C) son triviales, por lo que
este es un espacio de Eilenberg-MacLane K(PBy,1). O

Recordemos que el grupo de trenzas puras PB,, es el subgrupo del grupo de trenzas
B,, definido como el niicleo de la aplicacién B,, — S,, dada por enviar cada trenza a la
biyeccion de [n] que determinan sus extremos.

Un lazo en Conf(n,C) es simplemente un camino o : [0,1] — Conf(n,C) cuyos
extremos coinciden. Esto es lo mismo que una n-upla de lazos o; : [0,1] — C con la
propiedad de que o;(t) # 0;(t) para todo t € [0, 1] siempre que i # j. De este modo, la
clase de homotopia de lazos de 0 = (071, ...,0,) define una trenza, que resulta ser pura
pues cada uno de los o; es en si mismo un lazo en C. Esto esté ilustrado en la Figura 2.5.

Referimos al lector a [FN62, Corollary 2.1] para una demostracion de la afirmacion
sobre los grupos de homotopia superiores.
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Corolario 2.15. La cohomologia singular H®(Conf(n,C)) coincide con la cohomologia
de grupos H*(PB,;Z) del grupo de trenzas puro. O

El trabajo de Arnol’'d nos provee una determinacion completa de este objeto:

Teorema 2.16 (Theorem, Corollary 2, [Arn69]). El anillo de cohomologia H*(PB,,;Z)
es un anillo graduado conmutativo generado por elementos w;; para 1 < i # j < n, todos
ellos de grado 1 y sujetos a las relaciones

Wij = Wi, Wi, j Wik + Wj kWi + Wk iwij = 0.
El polinomio de Hilbert de esta cohomologia H*(PB,;Z) es
p(t)=(1+t)(1+2t)... (14 (n—1)t). O

Gracias a este ultimo resultado, podemos dar una descripcién combinatoria de los
nimeros de Betti b(n, k) (es decir, los coeficientes del polinomio de Hilbert) de PB,.
Para nimeros naturales n y k, definimos los niimeros de Stirling ¢(n, k) de primera
especie (ver |[OFI24a]) como la cantidad de permutaciones en S,, cuya factorizacion en
ciclos disjuntos posee exactamente k ciclos, en donde consideramos a los puntos fijos como
ciclos de longitud 1.

Para entender la conexion entre los niimeros de Stirling y los coeficientes del polinomio
de Hilbert p, consideremos primero el polinomio

n—1 n—1
P(z,y) = [[(kz+y) =D aln, k)ary"*
k=0 k=0

para ciertos escalares a;. Como p(t) = P(t, 1), deducimos que

i
L

n—1

> b(n, k)th =p(t) = P(t,1) = > _a(n, k)",
k=0 0

i

por lo que de hecho es a(n, k) = b(n, k) para todo n y k, y asi vemos que

n—1

P(x,y) = Z b(n, k)zky" " (2.8)
k=0

Ademas, el polinomio ¢(t) = P(1,t) se conoce como el factorial ascendente y tiene la
propiedad de que

i
L

Q(t) = c(n,k)tk,
0

>
Il

como esta probado en [Stal2, Proposition 1.3.4]. La igualdad de (2.8) muestra entonces
que b(n, k) = c(n,n — k).
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EMf|0 1 2 3 4 5
0 [1 1 1 1 1 1
1|0 01 3 6 10
210 0 0 2 11 35
310 0 0 0 6 50
410 0 0 0 0 24
5 /0000 0 0

Figura 2.6: Las dimensiones de algunos de los espacios de la pagina F(L).

2.7 La estructura de E;

Nuestro objetivo en esta seccién es dar una descripcién concreta de la pagina Fp de la
sucesion espectral que calcula la homologia de la especie L.

Para ello requeriremos la siguiente variante del Teorema de Coeficientes Universales:

Teorema 2.17. [Wei94, Theorem 3.6.1] Sea M un grupo abeliano y C* un complejo cuya
cohomologia a coeficientes enteros es de tipo finito. Hay una sucesion exacta corta

0— H"(C*7Z) ®z M — H"(C®*; M) — TorZ(H""(C*; Z), M) — 0.

Como en la seccion anterior, escribimos ¢(n, k) a los niimeros de Stirling y convenimos
que ¢(0,0) =1y que ¢(n, k) = 0 siempre que n < 0, k < 0 o que k > n.

Teorema 2.18. Para cualesquiera p y q tenemos que

dim EVY(L) = ¢(p,p + q).

Demostracion. Gracias al Lema 2.6, sabemos que EP(L) = H(X8[p]) = HPTI(X5) y
el Corolario 2.12 nos da un isomorfismo HP*9(¥5) = H_,(D"?) @ sgn. Vale la pena
destacar que el signo negativo sobre ¢ tiene sentido, pues esta férmula describe lo que
ocurre para g < 0.

Ahora bien, como k es un cuerpo sabemos que

H™9(Conf(p, C); k) = Homy (H_4(Conf(p, C); k), k),

gracias a [MS74, Theorem A.1]. Como Hy(Conf(p,C);k) es de dimension finita, ya que el
complejo celular que la determina también lo es, podemos dualizar nuevamente y obtener
un isomorfismo (no natural)

H™9(Conf(p,C);k) = H_4(Conf(p, C); k). (2.9)
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Retomando el argumento original, como DS es el complejo celular con escalares en
k de un espacio con el tipo homotopico de Conf(p, C), que es un espacio de Eilenberg-
MacLane K (PDB), 1), tenemos entonces que

H_ (DY) =~ HYPB,;k) & H (PB,;Z) ®zk,

donde el primer isomorfismo es el de (2.9) y el ultimo se debe al Teorema de Coeficientes
Universales 2.17 y el hecho de que los grupos de cohomologia entera de PB,, son libres, y
en particular playos, gracias al Teorema 2.16. Finalmente, el resultado deseado se obtiene
de este isomorfismo gracias a la determinaciéon de los rangos de los grupos abelianos libres
H~9(PB,;Z) del Teorema 2.16. O

El resultado anterior caracteriza en tanto espacio vectorial a todos los médulos que
aparecen en la pagina F; de la sucesion espectral. Por otro lado, como los espacios Ej*
son S,-moédulos y las diferenciales de la pagina 0 son equivariantes respecto a la accién
de S,, los espacios de la pagina E; también poseen estructura de modulo sobre el grupo
simétrico correspondiente. La diferencial de esta ultima péagina tiene bigrado (1,0), por
lo que no tiene sentido hablar de la equivariancia de esta flecha, ya que d : EP? — EPH4
tiene como dominio un Sy,-moédulo y como codominio un S,41-mdédulo. De todos modos,
es de interés tratar de comprender la estructura de los espacios de la pagina F; como
moédulos sobre el grupo simétrico adecuado. En el resto de este capitulo llevaremos
adelante esta tarea para algunas secciones de esta pagina y también probaremos que la
diferencial de las primeras dos filas es nula.

Dado que el moédulo EP'? tiene dimension ¢(p,p 4+ ¢q) y es un S,-modulo, es natural
suponer que quizas es isomorfo al S,-moédulo de permutaciéon dado por la accion por
conjugacion de S, sobre el conjunto de permutaciones de p elementos con exactamente
p + ¢ ciclos en su factorizacion en ciclos disjuntos, que tiene ese cardinal. Si esto fuera
cierto, todos estos médulos tendrian al menos una copia del médulo trivial como sumando
irreducible, pero como veremos a continuacién, esto no ocurre:

Proposicion 2.19. Para todo p > 2 el espacio Ef’o es isomorfo a la representacion de
signo como Sy-modulo.

Demostracion. Gracias al Teorema 2.18 sabemos que EY 0 s unidimensional, ya que su
dimension es ¢(p, p), por lo que debe ser isomorfo o bien a la representacion trivial o
bien a la de signo. Para determinar a cuél de las dos, basta con ver como actiia una
transposicion sobre algin generador de EY 0,

La identificacion del Teorema 2.6 implica que el espacio EY 0 esté generado por la
clase de cohomologia de cualquier elemento no nulo de

HO(S5[p]) = coker (d TN (] — f®p([[pﬂ)) . (2.10)

El espacio L _1([[p]]) tiene una base dada por todas las particiones ordenadas de p — 1
partes de elementos de [p] en donde cada parte a su vez esta ordenada. La diferencial
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d de (2.10) envia a cada uno de estos elementos basicos a la suma de dos particiones
ordenadas de p partes de [p], con un signo que depende del lugar donde esté la parte de
dos elementos del elemento bésico original. Por ejemplo,

12|3[4|5 — 1]2|3[4]5 + 2/1|3]4/5
1]2314]5 — —1|2|3]4]5 — 1|3]2/4]5.

Aqui escribimos 1 ... xg|y; . .. y; para denotar al elemento (z1...2%) ® (y1...Y;)-

Dada una permutacion o € S,, notamos z, al elemento o(1)|c(2)]...|o(p) € f®p([[p]]).
Es facil verificar que si sgn : L7 (Ir]) — k es la transformacion lineal determinada
sobre la base de los elementos x, como z, — sgn(co), entonces imgd C ker sgn. Como
sgn(z,) = £1, esto muestra que ninguno de los elementos bésicos z, pertenece a la
imagen de d.

Notemos que

(12|...|p) + (2[1]...|p) = d(12]3]...|p).

Si o es la transposicion que intercambia 1y 2 y escribimos con una barra a las clases de
elementos en el contcleo de d, vemos que

o-112|...]p=2[1]...]p=—1]2]...|p,

y como la clase del elemento 1|2]...|p es no trivial, ya que no esta en la imagen de d,
concluimos que EY 0 es isomorfa a la representacion de signo, como queriamos.

Una demostraciéon alternativa puede darse también observando que la identifica-
ciéon presentada en la demostraciéon del Teorema 2.18 entre los espacios EPY(L) y
H_,(Conf(p, C); k) induce un isomorfismo S,-equivariante

EPY = Hy(Conf(p, C); k) @ sgn,

y es facil verificar que la accion de S, sobre el 0-ésimo mdédulo de homologia del espacio
Conf(p, C) es trivial (como es el caso siempre para la accion sobre Hy(X) inducida por
cualquier accion de un grupo sobre un espacio arcoconexo X). O

Es natural conjeturar que, del mismo modo que ocurre con la sucesién espectral del
capitulo anterior, todos los diferenciales a partir de la pagina F; se anulan, por lo que la
sucesion espectral colapsa. En lo que resta del capitulo presentaremos evidencia parcial a
favor de esta conjetura.

Empezamos probando la anulacion de la diferencial de la pagina F4 en la fila 0-ésima:

Proposicién 2.20. Para todo p > 1, la diferencial d : Ef’o — E{’H’O es nula, de modo
e.0 . e.0
que By es isomorfo a K.

Demostracion. Como establecimos en la demostracién de la proposicién anterior, la
clase del elemento w, = 1|2|...|p genera coker(d : e _1([[]9]]) N ([rD)), espacio que
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identificamos con E¥ 0 Para poder aplicar la diferencial, necesitamos un representante
en CP(L) que descienda a la clase de w, en la pagina E;. Es facil verificar que un tal
representante esta dado por el morfismo de especies oy, : L — L tal que op(X) =0
para todo conjunto X de cardinal distinto de p y tal que

ap(Ip]) : L([p]) — T ([p]) (2.11)
L...p—1J2|...|p.

Para determinar d : EY O(L) — EY T19(1), calcularemos d(ayp) e identificaremos su clase
en EfH’O(L) con la correspondiente clase en coker(d : f®p([[p +1]) — f®p+1([[p +1]))
para asi poder describir el resultado en términos del elemento w4 1.

La diferencial d(ay) es la suma alternada de la aplicacién de los morfismos de cocara
(2.5) sobre ay,. Como vy, se anula sobre conjuntos de cardinal distinto de p, tenemos que

d(ep)([p +1]) = (T ® ap) 0 A + (=1)P ey @ m) 0 A)([p + 1]), (2.12)

ya que todas las cocaras de a, se anulan sobre [p+ 1] a excepcion de la 0- y la p+ 1-ésima.
De este modo, la evaluacion de (2.12) en el elemento 1...(p+ 1) de L([[p + 1]) es la clase
en coker(d : f®p([[p +1]) — f®p+1([[p +1])) con la que d(ay,) se identifica. Calculando,
vemos que esta evaluacién es exactamente el elemento

p+1
Z(n\1\...m\...y(p+ 1)+ (=P al. o+ 1)\n>.

n=1

Como el médulo EfH’O es isomorfo a la representacion de signo de Sp1, cada uno de los
términos de esta suma es igual a fw, 1) = £1]2|...|p+ 1. El signo que acompana a
un término dado es precisamente el signo de la permutacién que se obtiene al escribirlo
borrando las barras. Ahora bien, como

sgn(n,1,2,...,7n,...,p,(p+ 1)) = (=1)Psgn(1,2,...,7n,...,p,(p+ 1),n),
tenemos que

p+1

Z(nm A+ 1)+ (1P (et 1)yn)
n=1
p+1
= <Z (sgn(n,l,Q,...,fL,...,p,p+ 1)+ (—1)p+lsgn(1,2,...,ﬁ,...,p,p—i—1,n))> Wpt1
n=1

p+1
= <Z ((—1)p + (—1)p+1) sen(1,2,....10,....p,(p+ 1),n)> Wpt1

n=1

=0,

lo que prueba que la diferencial del enunciado es trivial. ]
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Haremos ahora algo similar para la fila con ¢ = —1. Comenzamos describiendo bases
explicitas de los médulos de dicha fila. Dado p > 2, para cada par de valores de ¢, j con
1 <i < j <p, consideramos el elemento

p

.. A ~ .. 2 ~ —®p—1
w? = (1020 il 1G] ) — G2l i1 D) € T (D).

Es facil verificar que todos los elementos w?! ; pertenecen al nicleo de la diferencial
i

d:1 e _l(ﬂp]]) N ([p]), por lo que tiene sentido considerar sus clases de cohomologia
w} ; en H~'(Z8[p]), espacio que es isomorfo a EP7P(L) gracias al Lema 2.6.

Proposicion 2.21. La familia {wifj 1<i<j<p} esuna base de H1(33[p]).

Demostracion. El Teorema 2.18 nos dice que la dimension de Ezf’_l(L) = H1(33[p]) es
c(p,p—1) = (g), por lo que basta entonces con mostrar que la familia del enunciado
es linealmente independiente. Para ello exhibiremos, para cada par de indices i, j con
1 <i < j <p, un funcional <p£j : f®p71([[pﬂ) — k tal que

of j(wr ) = {il o {r,8) = () (2.13)

0 en caso contrario.
. ) -2 —p—1
@ﬁj(x) =0sizeimg(d:L" “([p]) — Lr (I»]))- (2.14)

La segunda igualdad muestra que los morfismos cpf j inducen funciones lineales
ﬁj . EY ’_1(L) — k y la primera muestra que es una base dual para la familia del
enunciado.

Definimos gpz ; sobre los elementos bésicos de L’ _1([[p]]) poniendo

goﬁj(xl\ ke L xp) = (—1)]“51-7%5]@“1 sgn(x1, T2, ..., Tp).

En otras palabras, gpﬁ ; se anula sobre todos los elementos béasicos en los que el tnico
bloque ordenado de 2 elementos no es el bloque 77, y en el caso en el que si lo es, su valor es
un signo que depende de la posicién de ese bloque y del signo de la permutaciéon formada
al eliminar las barras de la escritura del elemento basico. Una verificacién simple pero
algo molesta evidencia que las funcionales go’Z ; satisfacen las condiciones de (2.13). [

Teniendo a disposicion esta familia de bases, podemos determinar la diferencial de la
pagina F4 también en la fila ¢ = —1:

Proposicion 2.22. Para todo p > 2, la diferencial d : Ef’fl — E;erl’*l es nula.

Demostracion. Al igual que en la Proposicion 2.20, estudiamos la conjugacion de la
diferencial del enunciado por el isomorfismo EP~'(L) =~ H ~1(33[p]) del Lema 2.6. Bastaré
entonces con ver que la funcion

d: H N (S0p)) = H Y(Z0[p+ 1))
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que obtenemos de esta forma es nula. Por lo establecido en la demostraciéon de la
Proposicién 2.21, sabemos que la familia ordenada {w? jil<i<j< p} es una base de

H=1(23[p]) v que {(pT)]} es su base dual asociada. Bastara entonces con verificar que
I Vo
prs (dw;) =0
para cualquier eleccién de ¢, 7,7, s con 1 < zl< j<pyl<r<s<p+1
El morfismo de especies of ; : L — L7 tal que o (X) = 0 para todo conjunto X

Z?] Z7J
de cardinal distinto de p y tal que

o? (Ip]) = L(Ip]) — T ([p])
Lo.pe (12 e .. 7] p) = Gil1|2] .. ] ... 7] - - - |p)

se identifica con wf, ; tras descender a la pagina F y aplicar el isomorfismo del Lema 2.6,
por lo que calcularemos la diferencial de este elemento de manera similar a lo hecho en la
p

Proposicion 2.20. Como ocurre alli, dado que o ; se anula sobre conjuntos de cardinal

distinto de p, vemos que
d(af;)([p+ 1)) = (r @ a7 j) 0o A+ (=1)P(af ; @ 7) 0 A)([p + 1]).
Asi, la evaluacion del lado derecho de esta igualdad en 1...(p+ 1) es

p+1

3 (k\agj(1y AR+ D)+ (Pl (LR (o + 1))|k> . (2.15)
k=1

Resta entonces ver que la evaluacion de goiffsrl en esta suma es nula para toda eleccion de
1 <r < s <p+1. En vista de la definicion de estos morfismos, esto es claro si r & {i,i+1}
osis¢{j,j+1}. Estonos deja con cuatro casos a considerar. Explicitaremos el analisis
s6lo en aquel que r = ¢ y s = j; los restantes son muy similares.

Los tnicos sumandos de (2.15) que no se anulan de manera evidente tras la aplicacion
de @ son aquellos en los que el bloque de dos elementos es rs. Sir =14y s = j, esto

nos dice que tras aplicar ¢F ¢ los términos con k < j se anulan, y luego basta considerar
la suma
p+1

> <k|a§j(1\...|z%| AP+ 1)+ (1Pl (1] R+ 1))|k>

k=j+1
que es igual a

p+1
3 <l<:ij|1\...|i]...|j|...|k|...|(p+1)k\ji|1\...|z’...|j|...|k|...](p+1)
k=j+1

+ (=DPig(a]. il G R+ 1)K

— (=P iG] R (o + 1)yk>_
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Mostremos que cada uno de los términos de esta suma se anulan. Si

5 (Kl il R+ 1)) =,

con € = +1, entonces
A (1P fil LR+ D) = (—1)P(=1)(—2) = e,

debido al (—1)P presente en el argumento, al hecho de que la permutacion del argumento
difiere de la anterior en una permutacion de signo (—1)? y al hecho de que el bloque de
dos elementos esta en la primera posiciéon en lugar de la segunda. Como los otros dos
términos de cada sumando son anulados por E, esto concluye la demostracion. ]

Dado que ya vimos que las diferenciales de las primeras dos filas de la pagina Ej
son nulas, sabemos que EYY(L) = FP%(L) para ¢ =0y ¢ = —1. Con esta informacion
podemos determinar el valor de los diferenciales de la pagina Fs que van de la fila ¢ = 0
alafila g = —1:

Proposicion 2.23. Para p > 1, la diferencial d5° : EP°(L) — EL™>7Y(L) es nula.

Demostracion. Como ya sabemos que E2? 2 EP? el dominio de d5° es unidimensional
y generado por la clase del morfismo de especies oy, : L — L descripto en (2.11). Para
determinar la clase de dg’o (o) € EgH’_l ~ E? 271 obtendremos sus coordenadas en
la base (@ﬁ jQ) de la Proposicion 2.21 evaluando en d(ay,) la correspondiente base dual
(@2"2)-

Una vez maés, como «,, se anula en todo conjunto de cardinal distinto de p, tenemos
que

d5"(ap) ([P +2]) = (7@ ap) 0 A+ (= 1) @ ) 0 A)([p + 2])-
La evaluacion de este elemento en 1...(p+2) es

S (@l A+ 2+ (DL 2
1<i<j<p+2

. : 2
y a su vez la evaluacion en esta suma del funcional ¢! ;r es
b2

+2,. . 4 A +2 2 ~ ..
UG iG] e+ 2) + (PP AL il (4 2) 1)

= —sgn(i,j,1,...,0 ..., 7., p+2)
+ (=1)PPY(—1)P sgn(1, .. 0y s p 2,0, 7).

Como las dos permutaciones a las que estamos calculandoles el signo difieren en una

permutacién de signo (—1)% = 1, sus signos coinciden y de este modo la evaluacién en
2 .

gof’ ;r es nula, como queriamos ver. ]
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Figura 2.7: El tablero de Young asociado a cada representacion irreducible
de ET°.

Mediante un programa escrito en SageMath, disponible en el repositorio [Mar22| y
en el apéndice A, determinamos las representaciones irreducibles que aparecen en cada
modulo de la pagina Fp hasta p < 5. Presentamos esta informacion en la tabla de la
Figura 2.7, en la que dibujamos al tablero de Young asociado a cada representacion
irreducible.

La informacion de la figura concuerda con la presentada en [CF13, §1] tras torcer por
la representacién signo, y anade algunas entradas no incluidas alli. En general, para p y ¢
arbitrarios, la descomposicién en representaciones irreducibles de S, del modulo EY? se
desconoce.

De todos modos, si existe informacion parcial al respecto: en [CF13] los autores prueban
que, para cada 4, la familia H(PB,;k) es homolégicamente estable. Concretamente,
lo que esto significa es que a partir de un n (dependiente de i) lo suficientemente
grande, los diagramas de Young correspondientes a las representaciones irreducibles de S,
que constituyen H*(PB,;k) se obtienen de los diagramas de Young correspondientes a
H'(PB,,_1;k) simplemente afiadiendo una caja a la primera fila de cada uno. En términos
de la informacion presentada en la tabla, esto significa que el comportamiento de los
tableros de cada fila se regulariza eventualmente. Esto no se alcanza a apreciar en la
tabla que incluimos arriba dado que la estabilizacién ocurre para valores de p grandes.
No es posible extender este calculo de manera efectiva para valores de p mayores a los
presentados usando la estrategia que usamos dado que la complejidad del computo crece
muy rapidamente.

Avanzaremos ahora en otra direcciéon, estudiando el comportamiento de la diagonal
p= —q+ 1 de la pagina F;. Esto hace uso de algunos prelimiares sobre élgebras de Lie
libres. Nos basaremos en [Reu93, §8.2| para presentarlos.
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Dado un numero natural n, consideremos la k-algebra libre A4,, = k(z1,...,z,) en
n generadores y L, el dlgebra de Lie libre en las variables x1,...,x, sobre el cuerpo
k. Pensando a A, con su estructura natural de algebra de Lie, se puede ver que hay
un monomorfismo de algebras de Lie i : L, — A, tal que i(z;) = xj, y de hecho este
morfismo nos permite identificar a A,, con el dlgebra envolvente universal de L,,. Llamamos
polinomio de Lie a cualquier elemento de A, en la imagen de i: informalmente, los
polinomios de Lie son todos los elementos del algebra libre que se obtienen aplicando
iteradamente el corchete dado por el conmutador sobre los generadores.

Llamamos médulo de Lie de grado n, y notamos Lie,, al S,,-mo6dulo dado por la
parte multilineal de grado n del algebra de Lie libre L,,. Concretamente, los elementos de
este modulo son polinomios de Lie que se escriben como combinacién lineal de palabras
de la forma (1) ... Ts(,) con o € Sy,. La accién de S,-modulo sobre este espacio esté
dada permutando las variables.

Proposicién 2.24. Para cada p > 1, el Sy-mdédulo EP'P(L) es isomorfo a Lie,.

Demostracion. Mediante la identificacion del Teorema 2.6, tenemos que
- ~Y —_ ° T 7®2
B P(L) = BN (Splp)) = Ker (4 T(Tp]) — L) ([p])-

Como L([[p]) = L([p]), podemos escribir a kerd como el subespacio de los elementos
x € L([[p]) tales que
d(z) =2 ®idy +idy ® =, (2.16)

donde d' : L([p]) — L=*([p]) es la diferencial dada por la estructura semicosimplicial
sobre L sin reducir.

Si A es la k-algebra libre k(x1,. .., z,), tenemos un morfismo 6 : A, - A, ® A, de
k-algebras dado por d(x;) = z; ® 1 + 1 ® x; para cada i € [p]. No es dificil ver que el
morfismo § es el coproducto de unshuffling: envia un monomio w en la suma »  w; ® ws
indexada por los pares de monomios w1, we tales que wi y wo son subpalabras disjuntas de
w formadas por letras no necesariamente consecutivas que “cubren” a w. Este coproducto
da lugar, junto con el producto usual y la antipoda dada por x — —z, a una estructura
de algebra de Hopf sobre A,.

Tenemos también una inclusion de k-espacios vectoriales ¢ : L([[p]) — A, dada por
i(0) = o1 - - - To(p)- Es facil verificar que el siguiente cuadrado es conmutativo:

L([p]) —%— L=([p])

[ e

Ap : r Ap © Ay

Identificando L([p]) con su imagen en A,, la condicién (2.16) se traduce usando el
cuadrado conmutativo a
zr)=z@1+1®ux, (2.17)
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que nos dice que x es un elemento primitivo para el coproducto 9.

Para probar este resultado bastari entonces con caracaterizar al conjunto de los
elementos primitivos de A, que pertenecen a la imagen de ¢. Ahora bien, la imagen
de i consiste exactamente de la parte multilineal de grado p de A,, y el Teorema
[Reu93, Theorem 1.4| implica que los elementos primitivos para ¢ son precisamente los
polinomios de Lie. Usando esta informacién y el hecho de que la inclusién ¢ es un morfismo
de Sp,-modulos, esto implica que ker d es isomorfo a Lie,, como queriamos. O

Esta caracterizacion fue posible tras estudiar la diagonal EY =P (L) para grados bajos
de p; como la dimension de esos espacios es p! fue natural conjeturar que lo observado
en grados bajos valia en general. Este argumento no se extiende simplemente a otros
sectores de la pagina 1 ya que no disponemos de familias “naturales” de médulos sobre el
grupo simétrico adecuado con las dimensiones que sabemos que deberfan tener.

2.8 El primer médulo de cohomologia de la especie de 6rde-
nes lineales

En la Seccién §1.7 estudiamos la cohomologia de la GL-especie ¥ a través de una sucesion
espectral que colapsa en la pagina 2. A pesar de no tener una demostracion del colapso
en la pagina 2 de la sucesion espectral correspondiente a L, vemos a las Proposiciones
2.22 y 2.23 como evidencia a favor de esta conjetura. El proposito de esta seccidon sera
dar una descripcién explicita del médulo H'(L,L) sin apelar a la sucesion espectral de la
seccién anterior. Esto provee evidencia adicional a la conjetura, ya que el resultado que
obtendremos es consistente con el colapso de la sucesiéon. Por otro lado, es esperable que
llevar adelante el mismo céalculo para otras diagonales de la pagina 1 sea considerablemente
mas dificil por el tamano de los médulos involucrados.

Como la construccion cobar C*(L) presentada en (2.4) se obtiene aplicando el funtor

Homgp (L, —) a una resolucion inyectiva de L como L-bicomoédulo, tenemos que

kerd; : CY(L) — C?(L)
imgdy : CO(L) — CY(L)"

Por otro lado, dy = 0: en efecto, esto siempre es el caso cuando estudiamos la diferencial

HY(L,L) =

do : C°(x) — C1(x) de la construccién cobar reducida asociada a una codlgebra conexa x
considerada como x-bicomédulo. Mas especificamente,

O (x) = Homgp (x, 1) = Homy (x(0), 1(0))

es un espacio de dimensién uno siempre que X sea conexa, y la imagen de un morfismo
a € C(x) por dy es la composiciéon (« @ m — ™ ® a)A, cuya anulacién es garantizada por
la identidad triangular de los unitores. Tenemos entonces un isomorfismo candnico

HY(L,L) 2 kerd; : C'(L) — C?*(L),
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por lo que nos enfocaremos en estudiar el nticleo del morfismo d;.

A lo largo de esta seccion hablaremos indistintamente de permutaciones de un sub-
conjunto finito X de N y de érdenes lineales sobre X, identificando a una permutacion
o con el orden <, sobre X en el que x <, y si y sélo si 07(z) < 07!(y) en el orden
usual de X. También identificaremos a las permutaciones de X con las palabras en el
alfabeto X que usan a cada letra exactamente 1 vez, relacionando a la permutacién o con
la tinica palabra de estas en la que x precede a y si y solo si 0~ (x) < o71(y) en el orden
usual. Llamaremos multilineales a las palabras en un alfabeto X en las que ninguna
letra aparece repetida.

Recordemos que C*(L) = Homgp(L,L) y que si a € C1(L) y escribimos

a([n])(12...n) = Y Ao)o

O’ESn

para cada n > 0, el morfismo a queda completamente determinado por la familia de
escalares (A(0))ges, n>0. De manera mas practica pero equivalente, hablaremos del
funcional lineal X : @, kS, — k determinado por esta familia de escalares. Vale la pena
remarcar que la aplicacion A : a« € C'(L) = Ao € Homy(6D,,-( kSy, k) es un isomorfismo
de espacios vectoriales.

La condicion dj(a) = 0 es equivalente a una gran familia de ecuaciones que un
funcional A\, debera satisfacer para pertencer al ntcleo de d;. Concretamente, si para
cada n escribimos

di(a)([n])(12...n) = Z woRT)oT,
XY =[n]
X#0,Y #0
oE€Sx,TESy
debe ser u(oc ® 7) = 0 para cada eleccion posible de o y 7. Aqui pu(oc ® 7) es el
coeficiente que acompana a o ® 7, pero extenderemos p linealmente de modo que
plo@r+o @7)=plc®@71)+ pulc’ @1).

Calculando d; () usando la definicion de d; como suma alternada de los morfismos
de cocara dados en (2.5) podemos escribir p(o ® 7) en términos de A. Para describir el
resultado precisaremos algo de notaciéon. Si o y 7 son palabras en subconjuntos disjuntos
de N, escribiremos o ® 7 para la suma formal

oOT= Z w,

wesh(o,T)

donde sh(o, 7) es el conjunto de todos los shuffles entre o y 7; es decir, todas las palabras
w que se escriben como la unién de las letras de o y 7 y en las que o y T aparecen como
subpalabras no necesariamente consecutivos. Por ejemplo,

14 © 32 = 1432 4 1342 4 1324 + 3214 + 3142 + 3124.
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Es facil ver que c © 7T =7® 0 y que 0 =0 ® e =€ ® o si € denota a la palabra vacia.
Asignaremos al operador ® menor precedencia que el producto de concatenacion. Asi,
por ejemplo, tenemos que

1302 =132+ 123+ 213

mientras que
1(3®2) =132+ 123.

Otra observacion importante es que todos los sumandos que aparecen en el soporte de
o ® 7 lo hacen con coeficiente 1.

Dadas palabras o y 7, escribiremos o7 a la palabra obtenida por su concatenacién y
notaremos |o| a la longitud de o.

Si X es un conjunto finito ordenado de cardinal n, llamamos std : X — [n] a la
tnica biyeccion mondtona entre esos conjuntos. Dado un orden total o € L(X), su
estandardizacion es el orden std(c) € L([n]) obtenido transportando la estructura
a través de la biyeccion std. Por ejemplo, std(387) = 132. Como trabajaremos con
combinaciones formales de permutaciones, usaremos std para referirnos indistintamente a
la funcién que acabamos de describir o a su extension lineal en caso que esto sea conveniente.
De manera similar, extenderemos su definicion también a objetos en potencias tensoriales
de L de la manera obvia. Por ejemplo, std(45 ® 317) = 34 ® 215.

Finalmente, escribiremos

inc(o) =

1 si o es creciente como palabra;
0 sino.

Habiendo presentado todos estos preliminares, podemos retomar nuestro objetivo
inicial, que era describir a p en términos de A. Una verificacion tediosa pero simple prueba
que

plo®@71) = Ao ® 1) —inc(o) A(std(7)) — inc(7) A(std (o)) (2.18)

para toda eleccion de o y 7. Vale la pena remarcar que el término A\(o @ 7) representa
una suma de muchos sumandos de la forma A(a) con |a| = |o| + |7|. Los términos que
aparecen con signo negativo tienen longitud menor y cada uno representa a lo sumo un
sumando. A modo de ejemplo,

(14 @ 32) = A(1432) + A(1342) + A(1324) 4 A(3214) + A(3142) + A(3124) — A(std(32))
= A(1432) + A(1342) + A(1324) 4 A(3214) + A(3142) + A(3124) — A(21).

De este modo, la condicion dj(a) = 0 es equivalente a que se satisfagan las ecuaciones
0= Mo ®7)—inc(o) A(std(7)) — inc(7) A(std (o)) (2.19)

para cada elecciéon posible de o y 7: esto es, para cualquier par de conjuntos disjuntos
y no vacios (X,Y) tales que X I1Y = [n] para algin n > 2 y permutaciones o € Sy,
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7 € Sy. Para simplificar la notacion, escribiremos A(o) en lugar de A(std(c)) cuando
o € L(X) con X no necesariamente igual a [n]. Del mismo modo, escribiremos (o ® 7)
en lugar de p(std(c ® 7)) sio € Sx, 7 € Sy y X II'Y es un subconjunto finito de N.

El siguiente lema técnico nos permitird mostrar que el sistema de ecuaciones lineales
de (2.19) es altamente redundante y que podemos quedarnos con un subconjunto de
ecuaciones mucho menor.

Lema 2.25. Sean o y 7 permutaciones de conjuntos no vacios X e Y, respectivamente,
tales que X 1Y = [[t] para algin t > 2. El elemento u(c ® 7) puede escribirse como
combinacion lineal de elementos p(o’ @ 7') en los que o' y 7' son permutaciones de
conjuntos X' e Y', respectivamente, tales que X' I1Y' = [k] con k <t y la primera letra
de o’ es 1.

Para probar este resultado precisaremos primero otro lema técnico, de contenido
puramente combinatorio.

Lema 2.26. Si 8 =21...Zn Y Y = YY1 - - - Ym palabras disjuntas, con n > 0,m > 0,
entonces se tiene que

n

BVZZ(_l)k yO(yl'uym@l‘n---mn—k-i—l) Ox1...Tp—k-
—_——

k=0 k letras n — k letras

Demostracion. Supongamos que « es una palabra que pertenece al soporte de alguno de
los sumandos del lado derecho de la igualdad que queremos probar. Escribiremos x < y
para indicar que la letra x precede a la letra y en a. Sabemos que

Yo <Y1 =< < Y.

Supongamos primero que z, < yo. De los tinicos n + 1 sumandos del lado derecho de la
igualdad, el tnico en el que esto puede ocurrir es el correspondiente a k = 0, es decir, al
sumando

YY1 -+ -Ym O T1 ... T,

y la tinica permutaciéon del soporte de este sumando que cumple x,, < yo es precisamente

By.

Veremos que en cualquier otro caso « aparece exactamente una vez mas en el soporte
de otro sumando y con signo opuesto, de modo que se cancela. Supongamos entonces que
Yo < Tn, y sea | el méximo natural tal que

T <Tg <--- <2
La palabra a sélo puede aparecer en los términos

(Yo(Y1 -+ - Ym O Tp ... T11)) O 1 ... 7y (2.20)
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(Yo(y1 -+ - Ym O Xy ... xy)) @ X1 ... 711 (2.21)

de la suma del enunciado. Si pertenece al soporte de (2.20), entonces tenemos que:
e Iy < <X T,

® Yo <Y1 < < Ym,
® Yo < Ty < -+ < T+1 Y Ti+1 < a7 por la maximalidad de [,

por lo que « esté en el soporte de (2.21). Un argumento analogo prueba la reciproca.
Como los términos (2.20) y (2.21) aparecen con signos opuestos en la suma del lado
derecho de la ecuacion del enunciado, todos ellos se cancelan entre si. ]

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el resultado que queriamos:

Demostracion del Lema 2.25. Procederemos por induccién en t. El casoen el quet =2 la
afirmacion del lema puede verificarse inmediatamente observando que p(2®1) = p(1® 2).
Estableceremos a continuacién el paso inductivo.

Fijemos o y 7 con |o| + |7| =t y notemos que como u(oc ® 7) = pu(1T ® o), podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el elemento 1 aparece en ¢. Supongamos también
que ¢ no empieza con la letra 1 ya que en caso contrario el resultado es evidente.
Escribamos entonces 0 = x1 ... 2p1y1 ... Ym y llamemos B =21 ... 2, vy v = 1ly1 ... Ym,
de modo que o = 7. Consideremos la diferencia

ulo@71) — En:(—l)k,u ((1(3/1 e Ym O Xy - ~$n—k+1)) ® ($1 Tk © 7’)) . (2.22)
k=0

Si escribimos esto en términos de A usando (2.18), vemos que los términos de la forma
A(w) con |w| =t que aparecen son

n

MooT)— Z(—l)k/\<(1(y1 e Ym O T Tpyky1)) O X1 . Ty O 7')

k=0
=\ (a OT— Z(—l)k(l(yl e Ym O T Tpfy1)) O X1« Ty O 7')
k=0
=A <<67 - Z(_l)k(l(yl e Um O Ty xn—k-‘rl)) ©r... mn—k) © T)
k=0

=0,

donde la tdltima igualdad vale gracias al Lema 2.26.
Resta ver qué ocurre con los términos de la forma A(w) con |w| < t. Repartiremos el
trabajo en casos, dependiendo del valor de inc(7) e inc(y):
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e Supongamos primero que inc(7) = inc(y) = 0. En este caso no hay palabras

crecientes en el soporte de los elementos

Yy Ym O Tp oo Tp—kt1),

ya que estos son combinaciones lineales de palabras que contienen las letras de v en
el mismo orden que . Lo mismo ocurre con las palabras del soporte de

X1... Tk OT,

ya que estas contienen a las letras de 7 en el mismo orden que 7. De este modo,
al expresar la suma de (2.22) en términos de A\, no aparece ningin término de la
forma A(w) con |w| < t. Por lo tanto, la expresion (2.22) es nula, probando nuestro
enunciado.

Supongamos que inc(7) = 1 e inc(y) = 0 y llamemos [ al méximo ntimero natural
tal que
T < e < .

La suma de los términos de la forma A(w) con |w| < ¢ que aparecen en (2.22) es

SGOEDY (—1)‘%(1(@,1 Y O T ..xn,kﬂ)). (2.23)
k=n—I

Usando el Lema 2.26 podemos reescribir (2.23) en la forma
n
=S DA © 1) © 1)
k=0

+ zn: (_1)’0\(1(3/1 e Ym O Tp -Tn—k-i—l))z

k=n—l
y esto es exactamente
n—1
=S D (g © T B k1) @1 k),
k=0

que tiene la forma que queremos.

Supongamos ahora que inc(7) = 0 e inc(y) = 1 y llamemos p al minimo natural
tal que
Tp > Tpip1 > 0 > Ty

La suma de los términos de la forma A(w) con |w| < t que aparecen en (2.22) es

n—p+1

Z (—DEXNzy ... g © 7). (2.24)
k=0
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Vamos a considerar dos casos, de acuerdo a si p es igual a 1 o no. En el primero, es
T1 > Tg > > Ty,

y esto implica que la suma (2.24) coincide con

n—1

S (Dfu@y .. anp @ 7). (2.25)
k=0

En efecto, como inc(x; ... z,_) =1 s6lo si k =n — 1, se tiene que

n—1
PG VI CE -
k=0
n—2
= ()" e @)+ Y (=) Fuar . aap @)
k=0
n—2
= (=) Nz 07) = ()" IND) + ) (DA 2y OT)
k=0
n—2

— (1" M@ 0 7) + (~1)"AE) + S (DA 2 0 7)

= (D). 2y O 1),
k=0

CcoOmo queremaos.

Supongamos ahora que estamos en el caso en que p # 1 y veamos que la suma
(2.24) coincide con

n—p+1
DD ular . zn g ®T), (2.26)
k=0

En efecto, si inc(z;...zp—1) = 0, entonces para todo j > p — 1 es también

inc(z...2;) =0y luego
pley...z;@7)=XNz1...2; ©T),

probando lo que queremos. Si por el contrario inc(z ...zp—1) = 1, la minimalidad
de p implica que también inc(z;...z,) = 1. En este caso, si ademas p < n,
tenemos también que inc(zi...xzp41) = 0 y en particular inc(z; ...z;) = 0 para
todo j > p+ 1. Asi, vemos que

n—p+1
S (Drular . an k@)
k=0
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n—p—1
= (—D*u(zy .. 2y @7)+ ()" Pu(z1 ... 2, D7)
k=0
+ (=) P 2y ®T)
n—p—1
= (—D*A@1 . 2y O 1)+ (1) PN (21 ... O T) — A(T))
k=0

F (=) PP (N (@1 O T) — (7))

n—p+1
= > (D@12 OT).

Finalmente, si por el contrario p = n, entonces s6lo hay dos sumandos en (2.26) y
ambos aportan un término de la forma A(7) con signos opuestos, probando lo que
queremos.

Recapitulando, logramos reescribir (2.24) como una suma de elementos de la forma
(o’ @ 7") con |o'| 4+ |7| < t. Utilizando la hipotesis inductiva sobre los elementos
p(o’ @7') podemos entonces reescribir (2.24) como una suma de elementos p(o” @7")
con |o”| 4+ |7"| < t y tales que o comienza con 1, como queriamos.

Finalmente, consideremos el caso en el que inc(7) = inc(y) = 1 y mantengamos
las notaciones introducidas en los casos anteriores. La suma de los términos de la
forma A(w) con |w| < t que aparecen en (2.22) es

n

—Ao) + Z (—1)k)\<1(y1 e Y O Ty ... xn_k+1))
k=n—I1 .
+ Z (—1)kA(x1 Tk © T).
k=0

Una verificacion similar a las anteriores y que omitimos muestra que esta suma
coincide con

n—1
=S D (g © k1)) @1 )

k=0

n—1
+ Z(—l)k,u(:rl T ®T)
k=0
sip=1,y con
n—1

- Z(_l)k:‘}‘((l(yl e Ym O Ty -xn—k—i-l)) @I 'xn—k)
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n—p+1
+ > (D oz @7)
k=0

en caso contrario. Una vez més, una aplicacién de la hipdtesis inductiva sobre estas
expresiones concluye la demostracion. ]

Una consecuencia importante de este lema es que el sistema de ecuaciones (2.19) es
altamente redundante: nos dice que la condiciéon de que di(«) = 0 es equivalente a que se
cumplan las ecuaciones

0= Ao ®71)—inc(o) A(1) — inc(7) A(0) (2.27)

en las que o es una palabra que comienza con 1, que son solamente algunas pocas de las
que habiamos considerado inicialmente.
La siguiente observaciéon que haremos es que este subsistema es “triangular”.

Proposicion 2.27. Sea X es el subespacio lineal de P, kS, generado por las palabras
que comienzan en 1. Cualquier funcional X X =k se extiende de manera unica a un
Juncional X : @, kS, — k que satisface las ecuaciones (2.27). Reciprocamente, toda
solucion de (2.27) se puede obtener mediante este procedimiento.

Demostracion. La idea de la demostracién consiste, como dijimos, en notar que el sistema
(2.27) es triangular en un sentido que precisaremos a continuacion.

Ordenemos a las palabras multilineales en el orden graduado lexicografico. Podemos
preguntarnos cuél es la mayor palabra que aparece como argumento de A en el soporte de
wu(o ® 7). Por ejemplo,

(1@ 32) = —A(12) + A(132) + A(312) + A(321),

por lo que 321 es la mayor palabra que aparece como argumento de A en el soporte de
p(1 ® 32). En general, si o comienza con 1, la mayor palabra en el soporte de p(o ® 7)
es 7o, pues toda letra de 7 es mayor que la primer letra de o. Reciprocamente, si
a=21...2,1Y1 ... Yym es una palabra que no comienza con 1 (es decir, que tiene n # 0),
existe exactamente un par de palabras (o, 7) en el que o comienza en 1 y tal que la mayor
palabra en el soporte de u(oc @ 7) es a: este es el par (1y1...Ym,T1...%y).

De este modo, si asumimos que conocemos el valor de A sobre toda palabra lexicogra-
ficamente menor a «, podemos despejar inductivamente el valor correspondiente a partir
de la ecuaciéon

wlyr .. ym @1 ... 2) =0

en términos de los valores de \ sobre palabras menores a «. Prefijar el valor de A sobre el
subespacio X provee el caso base para esta induccién.
La afirmacion reciproca del enunciado es consecuencia de que cada palabra que no
comienza con 1 es la mayor que aparece en el soporte de exactamente una de las ecuaciones.
En la Figura 2.8 puede verse en un ejemplo pequeno la estructura triangular del
sistema al que nos referimos. ]
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| 1 12 21 123 132 213 231 312 321
(1 ® 32) —A(12) +A(132) +A(312)  +A(32D)
p(12®3) | =A(1)  —X(12) +A(123)  +A(132) +A(312)
p(1®23) | =A(1)  —A(12) +A(123) +A(213)  4+A(231)
p(13®2) | =A(1)  —A(12) +A(123)  +A(132)  +A(213)
p(1®2) | -2X(1)  +A(12)  +A(21)

Figura 2.8: La triangularidad del sistema (2.27), descripto aqui hasta
el cardinal n = 3. Notar que para cada palabra que no empieza con 1
hay exactamente una ecuacién en la que es la mayor. Notemos ademas
que los tnicos escalares que aparecen como coeficientes son +1, —1 y
—2, y el coeficiente —2 aparece en la escritura de u(oc ® 7) si y solo si
std(o) = std(7). Esto es cierto siempre aunque no haremos uso de este
hecho.

Juntando todo esto podemos determinar completamente el primer médulo de cohomo-
logia de L en tanto espacio vectorial.

Teorema 2.28. El espacio H'(L,L) es de dimension infinita.

Demostracion. El isomorfismo lineal A : C'(L) — Homy (,,-(kSn,k) que asigna una
cocadena a su funcional A asociado se restringe a un isomorfismo entre ker d; y el subespacio
de funcionales que satisfacen las ecuaciones (2.27). La Proposicion 2.27 afirma que este
ultimo espacio es isomorfo al espacio Homg (X, k), que es de dimension infinita. ]

Vale la pena destacar que el espacio X tiene una graduacion evidente dada por la

longitud de las palabras. Escribimos X = & ., X, donde X,, es el espacio generado

n>0
por palabras de longitud n que comienzan en 1. De este modo,

HY(L,L) = Homy (X, k) = Homy, <@ X, k) = T Homy (X,, k).

n>0 n>0

Como
dim (Homy (X, k)) = dim(X,,) = (n — 1)! = ¢(n, 1) = dim (E{L’l’”(L)> ,

vemos a este resultado como mas evidencia parcial del colapso de la sucesién espectral en
su segunda pagina.



Capitulo 3

El grupo de Picard de una coalgebra
en especies

En capitulos anteriores estudiamos la estructura del algebra de cohomologia de ciertas
especies. En este capitulo no nos focalizaremos en ejemplos especificos, sino en establecer
un resultado general sobre la categoria de bicomddulos sobre una coalgebra en especies.
Dicho resultado esta motivado por la situaciéon que describimos a continuaciéon. Bajo
ciertas condiciones sobre una variedad diferencial X, el Teorema de Serre-Swan establece
una equivalencia monoidal entre la categoria de fibrados vectoriales sobre X y la categoria
de mo6dulos proyectivos finitamente presentados sobre el algebra de funciones continuas
en X. Bajo esta equivalencia, los mo6dulos inversibles para el producto tensorial se
corresponden con los fibrados de linea en X. Esto motiva la consideracién de los objetos
inversibles para el producto en otras categorias monoidales. El grupo de Picard Pic(X)
de una categoria monoidal X el grupo de clases de isomorfismo de objetos inversibles
para el producto. La categoria de los c-bicomo6dulos tiene una estructura monoidal dada
por el producto cotensorial, y nos interesaré estudiar el grupo de Picard asociado a
esta estructura.

En varios contextos en el que X es una categoria de bicomédulos sobre una coéalgebra
¢ puede probarse que Pic(X) es isomorfo al grupo de automorfismos exteriores de ¢: por
ejemplo, Torrecillas y Zhang establecen este resultado en el caso en que ¢ es una coélgebra
coasociativa y coconmutativa en [TZ96| y Cuadra, Garcia Rozas y Torrecillas lo hacen
en [CGRT00] para el caso en que ¢ es una coalgebra coasociativa basica. El objetivo de
este capitulo sera establecer un resultado analogo en la categoria de especies. El enfoque
mas natural para llevar esta tarea a cabo seria imitar el argumento presentado en [TZ96]
adaptandolo a la categoria de especies. Sin embargo, la principal herramienta técnica
usada alli es la existencia de un funtor adjunto a izquierda al producto cotensorial. Este
funtor se conoce en la literatura como el funtor de cohomomorfismos y fue estudiado
en detalle por Takeuchi en [Tak77| para establecer resultados analogos a los de la Teoria
de Morita para el contexto de comoddulos. La existencia de tal adjunto no es evidente en

85
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nuestro contexto, principalmente porque no hay un candidato obvio al que tomar como
definicién. Sin embargo, podemos demostrar la Proposicion 3.9, que es el lema técnico
central de la seccién, apelando a un argumento diferente que no hace uso de la adjuncion.

A lo largo de este capitulo trabajaremos sobre la categoria Sp de especies combinatorias
y sobre un cuerpo base k de caracteristica cero. Escribiremos (c, A, ¢) para referirnos a
una coalgebra en especies conexa, lo que significa que ¢()) es el espacio k. La hipotesis de
conexion seré empleada fuertemente a lo largo de todo el capitulo. Vale la pena remarcar
que la enorme mayoria de ejemplos naturales de especies cumplen esta condicién. En
los casos donde una especie codifica cierto tipo de familia de objetos combinatorios, la
hipétesis de conexién solamente refleja el hecho de que hay una tnica estructura de ese
tipo sobre el conjunto vacio. A modo de ejemplo, la especie de 6rdenes lineales L es
conexa justamente porque hay un tinico orden lineal sobre el vacio: dicho orden genera el
espacio L(0).

3.1 Generalidades

Comenzaremos esta seccion describiendo una estructura monoidal sobre la categoria
ccomod, de c-bicomoddulos similar a la construida en [EMG66] para bicomédulos sobre una
codlgebra coasociativa conexa c en la categoria de especies Sp. El producto monoidal de
esta estructura es el producto cotensorial [1. Si x,y € .comod., este producto es

xOy =ker (px ®idy —idx ® Ay) Cx®y,

de manera que — [ — es un sub-bifuntor de — ® —. La compatibilidad de las coacciones a
izquierda y a derecha de x y de y implica que x [y tiene una estructura de c-bicomédulo
con coacciones Ay ® idy e idx ® py a izquierda y a derecha, respectivamente. La unidad
para esta estructura monoidal es c¢. El unitor x — x [ ¢ es el inducido por la coaccién
a derecha de x y, simétricamente, el unitor x — ¢ x es el inducido por su coaccién a
izquierda.

La coalgebra trivial en Sp, a la que abusando la notacién notaremos como k, es
la especie concentrada en el vacio, en donde toma el valor k, munida del coproducto
y la counidad obvias. Como tenemos un monomorfismo de codlgebras evidente k — ¢,
consideraremos a la coalgebra trivial como subcoélgebra de c. De este modo podemos
pensar a k como un sub-c-bicomédulo de c.

Es facil verificar que toda especie es un k-bicomédulo con respecto a las acciones
triviales, y que el producto de Cauchy de dos especies obtenidas de esta forma coincide con
el producto cotensorial de k-bicomédulos. En otras palabras, tenemos una equivalencia
monoidal entre las categorias Sp y la de k-bicomo6dulos.

Proposicion 3.1 ([BW03, 10.4] ). Six un c-comddulo a izquierda, el funtor — [ x es
exacto a izquierda.
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De manera analoga, si x es un c-comédulo a derecha, el funtor x [J — también es
exacto a izquierda.

Demostracion. Supongamos que tenemos una sucesion exacta a izquierda de c-comodulos
a izquierda

f g
0 >y > 7 bW

Es sencillo verificar que el producto de Cauchy es exacto a izquierda, por lo que el siguiente
diagrama conmutativo tiene su segunda y tercera filas exactas:

0 0 0

0—>yDX¢>ZDXQ—Dl>WDX

~

~ 1 ~ 1
O%y@x#z@x*w@

~

0—— y®c®xﬂ> Z®C®XL1®1>W®C®X

Las flechas de las columnas son las empleadas para definir el producto cotensorial, por
lo que el diagrama también tiene columnas exactas, y esto nos permite concluir la
exactitud de la primera fila — por ejemplo, apelando al Strong Four Lemma presentado
en [Mac67, Lemma 3.2] O

Gracias a esta ultima proposicion podemos considerar a k [0x como un subcomodulo
izquierdo de ¢ I x = x. Llamamos a k [Jx el subcomédulo de coinvariantes de x.
Bajo esta identificacion, si I € Fin™ es un conjunto, el espacio (k O x)(I) consiste de
todos los elementos z € x(I) tales que A\(z) =1 ® z € ¢(0) @ x(I).

Un argumento analogo al presentado en 1.5 muestra que la categoria de c-comoédulos
a izquierda tiene suficientes inyectivos; enfatizamos que esto es el caso porque en nuestro
contexto el anillo de base es siempre un cuerpo. La existencia de suficientes inyectivos y
la proposicion anterior implican que tiene sentido considerar el funtor derivado a derecha
de — Ox, al que llamamos Cotor(—, x).

Daremos ahora un lema técnico que nos permitira probar una variante del Lema de
Nakayama graduado adaptada a nuestro contexto (comparar con [Krd, Proposition 1|):

Lema 3.2. Six es un c-comddulo a izquierda no nulo e I es un conjunto finito en Fin*
tal que x(I) # 0 y x(K) = 0 para todo conjunto finito K con |K| < |I|, entonces

(kO x)(I) # 0.
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Informalmente, este lema nos dice que siempre hay coinvariantes no triviales en el
primer cardinal en que un comé6dulo es no nulo.

Demostracion. Sean x e I como en el enunciado, tomemos = € x(I) un vector no nulo y
consideremos su imagen por la componente en I de la coaccién izquierda

A x(I) = (c@x)() = @(C(J) @x(I\J)).
JCI

Esta coaccion es counital, lo que implica que (7@)gx(r) © Ar)(z) = 1 ® z, donde
Te@ex(r) (¢ ®x)(I) = c(0) ®x(I)

es la proyeccion. Como por hipotesis x(1 \ J) = 0 para todo subconjunto no vacio .J, debe
ser A\7(z) =1® x, y luego = es un elemento no trivial del subcomddulo de coinvariantes

de x. O

Corolario 3.3 (Lema de Nakayama). Un c-comddulo a izquierda es nulo si y sélo si su
subcomodulo de coinvariantes lo es. O

El subcomédulo de coinvariantes de una codlgebra conexa ¢ considerada como c-
comodulo a izquierda con la estructura dada por la comultiplicacién es particularmente
sencillo:

Lema 3.4. El subcomddulo de coinvariantes de un dlgebra conezxa es k.

Demostracion. Si I es un conjunto no vacio, la tinica componente no trivial del morfismo
(ide @ €)(I) es idc(I) ® e(), y como la counitariedad de la comultiplicaciéon nos garantiza
que
(ide ® £)A = id,,

podemos concluir que la componente A(I) : ¢(I) — ¢(I) ® (0) de la comultiplicacion es
no nula. En particular, A(z) # 1 ® x para todo x € I no nulo, lo que demuestra que
(kOc)(I) = 0 para todo conjunto I no vacio. Como ¢ # 0, el Lema de Nakayama nos
permite concluir entonces que (kO c¢)(@) # 0, y como

(kOc)(®) € c(0) =k
gracias a la hipotesis de conexién, obtenemos el resultado buscado. O
El siguiente lema técnico nos seréa de utilidad:

Lema 3.5. Si 7 : x — kOx es una seccion de especies para la inclusion y X es un
c-comddulo a izquierda, el morfismo de especies v : x — c¢®(kOx) dado por la composicion

XA>C®XM>C®(H§DX)

es un monomorfismo de c-comddulos a izquierda. Si mds ain Cotori (k,x) = 0, entonces
Y es un isomorfismo.
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Siempre podemos construir un morfismo de especies 7 : x — k[ x que sea una secciéon
para la inclusién gracias al Teorema de Maschke, por lo que el enunciado del lema no es
vacuo. Notamos ademas que la altima condicién del enunciado es automéatica siempre
que x sea un c-comodulo a izquierda inyectivo.

Demostracion. Para ver que el morfismo 1) es de c-comddulos, debemos ver que conmute
el siguiente diagrama de especies:

x—2 s cox —T 4 cw(kOx)

J)\ lA@id

cOx —92 L cgepx —29T Lt e (kOx)
Esto ocurre como consecuencia del hecho de que los morfismos id ® 7 y A ® id conmutan
y de que la coaccién A es coasociativa. Notemos que esto pasa siempre que 7 sea un
morfismo de especies, independientemente del hecho de que sea una seccion.

Veamos ahora que 9 es un monomorfismo. Notemos n al ntcleo de . Al aplicar el
funtor exacto a izquierda k [ — a la sucesion exacta

O—)n—)xﬂc@(kﬂx)

obtenemos la sucesiéon exacta
0 kOn—kOx 22 kO (c® (kOx)). (3.1)

Es facil ver que el término de la derecha es isomorfo a (kO c¢) ® (k 0 x), y més aun,
podemos ver que es isomorfo a k [Jx tras aplicar los isomorfismos unitales — ¢ = id y
k®— =id.

Probemos entonces que bajo estas identificaciones el morfismo inducido idi [0 es
simplemente la identidad de k (0 x. Sean I € Fin* un conjunto y 1 ® x un elemento de
(kOx)(I). Entonces

(ide O¥)(1 ®2) = 1 ® ((ide ® 7) 0 A)(2)
=1® (d.e®@m)(l®z)
=1®1mn(x)
=19lelea,

dado que 7 es una seccién. Como las identificaciones mencionadas anteriormente mandan
1®1®1®zen 1l® z, esto prueba nuestra afirmacion. La exactitud de (3.1) implica que
kOn =0y el Lema de Nakayama 3.3 nos permite concluir entonces que n = 0, probando
que ¥ es un monomorfismo.
Notemos ahora m al contcleo de 1. Al aplicarle el funtor de coinvariantes k (] — a la
sucesion exacta corta
0—=-x—c®kdx)>m—0
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obtenemos una sucesién exacta larga

0-kOx 2 kO (c® (kOx)) — k Om — Cotor (k, x) —
Como ya sabemos que el morfismo inducido idi [(J% es un isomorfismo, la exactitud prueba
que k(Om es nulo si Cotor!(k,x) lo es. En este caso otra aplicacion del Lema de Nakayama
3.3 implica que m = 0, de manera que ¥ es un epimorfismo, como querfamos. ]

Un c-bicomédulo x es inversible si existe un c-bicomoédulo y tal que xy =2 ¢ =2 y[x.
Llamaremos a un tal bicomédulo y una inversa para x. Si x es inversible, el endofuntor

x O —: c.comod, — .comod,

es una autoequivalencia de categorias, y lo mismo ocurre cuando lo consideramos como un
endofuntor de la categoria de c-comddulos a izquierda o derecha. Vale la pena destacar
que la asociatividad del producto monoidal implica que la inversa de un bicomédulo, en
caso de existir, esté bien definida salvo un isomorfismo natural.

Lema 3.6. Todo c-bicomddulo inversible es isomorfo a ¢ como c-comddulo a izquierda y
como c-comodulo a derecha.

Remarcamos que esto no implica que un c-bicomédulo inversible sea isomorfo a ¢
como c-bicomddulo, cosa que en la mayoria de los casos no es cierta.

Demostracion. Sea x un c-bicomodulo inversible. Como x [J — es una autoequivalencia
en la categoria de c-comédulos a izquierda, tenemos que x [ ¢ = x es un c-comodulo
inyectivo, pues c lo es.

La inyectividad de x implica que Cotorg (k,x) =0, y gracias al Lema 3.5 vemos que x
es isomorfo a ¢ ® (k0 x) como c-comodulo a izquierda. Ademas, si y es la inversa de x
tenemos isomorfismos de c-comodulos a izquierda

k=kOc
=kO(yOx)
k0 (yO(c® (kOx))

(y
2kO((yOc)® (kOx))
=k0O(y® kOx))
~ (kOy)® (kOx),

lo que prueba que el subcomédulo de coinvariantes de x y el de su inversa son ambos
isomorfos a k. Volviendo al isomorfismo garantizado por el Lema 3.5, obtenemos

xZce® (kOx)Zcok=c

como querfamos. El enunciado analogo a derecha se prueba de manera similar. O
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3.2 Formas torcidas

A partir de un c-bicomodulo x podemos producir formas torcidas de x del siguiente
modo: si ¢ y 1 son endomorfismos de codlgebra de c, la forma torcida ,x, es el c-
bicomédulo que como especie coincide con x y tiene coacciones a izquierda y derecha
dadas por (¢ ®idy) o A e (idx ® ) o p respectivamente. El diagrama

®id idoA
x%c@x L cC®X 1®>c®c®x
J)\ lid@cp@id
®A A®id
cox B cox o y C®C®X

conmuta gracias a que ¢ es un morfismo de coélgebras y que \ es una coaccién a izquierda,
y otros diagramas similares evidencian la counitariedad de la accién y hechos analogos
para la estructura a derecha, y la compatibilidad entre las dos acciones. Cuando alguno
de ¢ o 1 sea la identidad de ¢ suprimiremos el subindice correspondiente para aligerar la
notacién. Es facil verificar que tenemos los siguientes isomorfismos:

2 (¢1X¢1)w2 = o1 Xepothy 5 Xy = pcUxUcey.

Consideraremos ahora formas torcidas de la codlgebra ¢ como bicomédulo sobre si
misma. El siguiente hecho es facil de verificar y omitimos su demostracion:

Lema 3.7. Si o, 8,7 son automorfismos de codlgebras de c, o~ " : 3¢y = a(BCy)a €5 un
isomorfismo de c-bicomddulos. En particular, los bicomddulos cq, y -1 son isomorfos. [

Nuestro interés en este caso particular se debe a que provee una fuente sencilla de
bicomodulos inversibles:

Lema 3.8. Si a es un automorfismo de codlgebras de c, el bicomddulo c,, es inversible,
con 1nversa ,C.

Demostracion. Debemos ver que
(ca) O (ac) = ¢ = (ac) U (ca)-
Gracias al Lema 3.7, la aplicacién
aOa: (cq)O(ac) = (4-1¢) O (cy-1)

es un isomorfismo de c-bicomo6dulos, por lo que basta entonces con ver que ¢ = (,¢) O (cq),
y esto es consecuencia de otra aplicacion del Lema 3.7 dado que

(0€) O (ca) = alcOc)q = aca Zc. O
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Buscaremos ahora probar la reciproca del resultado anterior, es decir, que todo
bicomoédulo inversible se obtiene torciendo a ¢ por un automorfismo. Para ello precisamos
el siguiente resultado intermedio:

Proposicion 3.9. Six es un c-bicomaddulo tal que x = ¢ como c-comddulos a derecha,
entonces existe un endomorfismo de codlgebras o : ¢ — ¢ tal que x =2 4c.

Remarcamos que los autores de [TZ96] hacen uso del funtor de cohomomorfismos,
del cual no disponemos en nuestro contexto, para establecer este resultado en el caso
de coalgebras en espacios vectoriales. Vale la pena destacar también que la hipotesis de
conexién no es necesaria para la validez de este resultado.

Demostracion. Sea x un c-bicomédulo isomorfo a ¢ como comédulo a derecha. La
coalgebra c obtiene una estructura de c-comédulo a izquierda transportando la de x a
través del isomorfismo de comoédulos a derecha del enunciado. Como las estructuras a
izquierda y a derecha de x son compatibles, el morfismo de estructura A : ¢ — c® c es
de como6dulos a derecha, haciendo de ¢ un bicomédulo con una estructura diferente a la
original. Usando la adjunciéon de la Proposicién 1.4 obtenemos un morfismo de especies

«:c — ctal que

Para probar la proposicién bastara con ver que « es un morfismo de coalgebras. Como A
da una estructura de c-comoédulo a izquierda sobre ¢, tenemos que

(A ®ide)A = (ide @ M)A
Escribiendo esta identidad en términos de «, vemos que
(Aa®ide)A = (@ ®@ a®ide)(ide ® A)A = (@ ® a ® ide) (A ® ide)A.
Aplicando id. ® id. ® € a los miembros extremos de esta igualdad obtenemos
Aa = (a® a)A,

probando que « conmuta con la comultiplicacién. Un razonamiento similar utilizando la
compatibilidad de la coaccién A con la counidad muestra que « preserva la counidad, por
lo que es un endomorfismo de codlgebras. De este modo el isomorfismo de comédulos a
derecha del enunciado resulta ser un isomorfismo de bicomoédulos entre x y ,c. O

Ahora si podemos probar lo que queriamos originalmente:

Proposicion 3.10. Todo c-bicomddulo inversible es isomorfo a oc para algin automorfis-
mo de codlgebras o : ¢ — c.

Este resultado, en contraste con el anterior, si requiere la hipotesis de conexién sobre
¢, dado que hace uso del Lema 3.6.
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Demostracion. Sea x un c-bicomédulo inversible. Gracias al Lema 3.6 sabemos que x es
isomorfo a ¢ como como6dulo a derecha, y la Proposiciéon 3.9 nos dice entonces que existe
un endomorfismo de codlgebras « : ¢ — ¢ tal que x 2 ,c¢ como bicomo6dulos. Resta ver
que « es un automorfismo.

Por transitividad tenemos que ¢ = ¢ como comddulos a izquierda, por lo que existe
un isomorfismo de especies f : ¢ — ¢ tal que el cuadrado

/
C—— C

Ja Ja

c®c Lw) c®c
conmuta. De este modo, el isomorfismo f coincide con (o ® €f)A. Dado un conjunto
finito I arbitrario, llamamos py : (c @ ¢)(I) — ¢(I) ® ¢(D) a la transformacion lineal que
se restringe a la identidad sobre ¢(I) ® ¢((}) y es nula en todo otro sumando de (¢ ® ¢)(I).

Como ef se anula sobre todo conjunto finito no vacio, tenemos la igualdad
(ar ®@epfo)prAr = ((a@ef)A)r = fr:c(l) = c(l).

La counitariedad de la estructura de codlgebra de c implica que prA; es un isomorfismo,
y como fr también lo es podemos concluir lo mismo para oy ® €y fy y, en particular, para
ay. Como ay es un automorfismo para cualquier conjunto finito I, concluimos que « es
un automorfismo de coalgebras, como queriamos. O

3.3 El grupo de Picard de una coalgebra conexa

Dada una categoria monoidal C con producto ® podemos construir su grupo de Picard
Pic(C). Los elementos de este grupo son las clases de isomorfismo de objetos de C
inversibles para el producto ® y la operacién estd dada por

[M] - [N] = [M © NJ

Si ¢ es una coalgebra en la categoria de especies Sp, escribiremos Pic(c) para referirnos
al grupo de Picard de la categoria .comod. de c-bicom6dulos dotada de su producto
monoidal .

Las formas torcidas nos proveen un morfismo de grupos

Aut(c) — Pic(c) (3.2)

a— [cql

donde Aut(c) es el grupo de automorfismos de coélgebras de c. El hecho de que esta
flecha sea un morfismo de grupos es consecuencia de que

cy, ey = chDcw & -1y = Cpy
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y de que jqciq = c. Por otra parte, el Corolario 3.10 implica que esta aplicaciéon es un
epimorfismo. Veremos a continuaciéon que el nicleo de esta aplicacién consiste en una
familia especial de automorfismos, a los que llamamos interiores. Para poder describirlos,
precisamos de algunos preliminares.

Si ¢ es una coalgebra en Sp, su dual ¢* = Homgp(c, k) es un algebra asociativa para el
producto de convolucién que describimos a continuaciéon. Si ¢, € ¢*, definimos

pxh=po(pRip)oA.

Como la unidad para el producto de la especie k es la identidad, la unidad para el producto
de convolucion es la counidad e de la codlgebra c. Un automorfismo de coalgebras o : ¢ — ¢
se dice interior si existe un morfismo u € c¢* inversible para el producto de convolucién

de modo que
a=(weidou o (A®id)o A,

donde obviamos explicitar la aplicaciéon de unitores, convenciéon que mantendremos en lo
que sigue. Es facil ver que los automorfismos interiores conforman un subgrupo de Aut(c)
al que notamos Inn(c).

Proposicion 3.11. Sea « : ¢ — ¢ un automorfismo de codlgebras. La forma torcida c,,
es isomorfa a ¢ como bicomddulo si y solo si « es interior.

Demostracion. Nuestra demostracion es una adaptacion de la presentada en [T796,
Lemma 2.6.3] para la categoria de coélgebras sobre espacios vectoriales a una categoria
monoidal arbitraria. Para ello emplearemos una representacion pictorica de la composicién
de los morfismos, en donde una bifurcacién representa la aplicaciéon de la comultiplicacion
de ¢ y un punto negro sélido al final de una linea representa que el codominio de la
aplicacion es k y, por lo tanto, que esa linea puede contraerse mediante la aplicacion
del unitor de la estructura monoidal. En los diagramas escribiremos ¢ en lugar de c,
dado que s6lo nos interesara considerar igualdades entre funciones y que las estructuras
adicionales de tanto el dominio como codominio no afectan este hecho.

Supongamos que f : ¢, — ¢ es un isomorfismo de bicomddulos. Como f es un
isomorfismo de comédulos a izquierda, sabemos que

C C C

7] - -

Aplicando £f~! a los extremos coloreados de la igualdad anterior obtenemos que

e=cfxef !,
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y un célculo analogo sobre f~! prueba que e = ef ! xef, por lo que ef € c* es inversible
para el producto de convolucién. Vale la pena remarcar que al escribir f~! estamos
haciendo referencia a la inversa de f en tanto funcién, y no usamos ninguna convencién
notacional para referirnos a la inversa de una funciéon respecto al producto de convolucion.
Ahora bien, usando el hecho de que f es un isomorfismo de comdédulos a derecha vemos

7] - _
g

Asi, tenemos que

o] -

C
C C

mostrando que « es interior. Hemos usado que f es morfismo a izquierda para la altima

C
C

C

igualdad y que es morfismo a derecha para la pentltima.

Reciprocamente, si « es interior, por definicién coincide con

para algin u : ¢ — k inversible para el producto de convolucion. Si definimos a f : ¢ — ¢,
como (id ® u)A, es facil ver que su inversa como funcion es (¢! ® id)A. Veamos que f
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es un morfismo de bicomédulos. La igualdad de los diagramas

C

C
C
Ve
c c cC

C

prueba que es un morfismo a izquierda y la de los diagramas

C

C C C
2]
C C C C C C

C C

1

en la que usamos en el tercer paso que vy u~ "+ son inversos para el producto de convolucion,

prueba lo mismo a derecha. ]
Gracias a esta proposicion, obtenemos una sucesion exacta de grupos
1 — Inn(c) — Aut(c) — Pic(c) — 1

analoga a la presentada en [T796, Theorem 2.7]. Como veremos a continuacion, el
subgrupo de automorfismos interiores de ¢ es sencillo en el caso conexo:

Proposicion 3.12. Sic es una codlgebra conexa, Inn(c) es trivial.

Demostracion. Como la especie k es tal que k(1) = 0 para todo conjunto I no vacio y
k(D) = k, tenemos que ¢* es isomorfo a k como espacio vectorial. Concretamente, dado
un elemento A € k tenemos un elemento ) € ¢* tal que la componente

oA(0) : c(0) — k(D)

hace conmutar al cuadrado

m

Kk —™ Lk

donde w)y es la multiplicacion por A. Es fécil ver que ¢, es inversible para el producto de
convolucién si y solo si A # 0, y que en ese caso su inversa es ¢ -1. Por lo tanto, todo
automorfismo interior de ¢ es de la forma

a=(pr®id®¢y\-1)o (A®id) o A
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Notamos que @) ® id ® py-1 se anula sobre todas las componentes de (¢ ® ¢ ® ¢)(I) salvo
en ¢(0) ® c¢(I) ® c(0), en donde acttia como la identidad una vez que identificamos a
este espacio con c¢(I) mediante la aplicacion de € ® id ® €. Esto prueba que el tnico
automorfismo interior de ¢ es la identidad, como queriamos. O

Teorema 3.13. FEl grupo de Picard de una codlgebra conexa es isomorfo a su grupo de
automorfismos. O

3.4 Los grupos de Picard de la especie exponencial y de
o6rdenes lineales

La especie exponencial e es una coalgebra conexa, por lo que en vista de los resultados de
la seccién anterior, para entender su grupo de Picard basta con caracterizar su grupo de
automorfismos de coalgebra.

Proposicion 3.14. La aplicacion
© : k = Endcoalg(€)
tal que para todo T €k e I € Fin* se tiene
O(r)(I) : e(I) — e(I)
er — mle;
es un isomorfismo de monoides, donde consideramos a k como monoide con su estructura

multiplicativa y convenimos que 0° = 1. En particular, esta aplicacion se restringe a un

isomorfismo de grupos
O : k™ — Autgoalg(e)

entre los correspondientes grupos de unidades.

Demostracion. Como e(I) es unidimensional cualquiera sea el conjunto I € Fin*, todo
endomorfismo ¢ de e esta determinado por una sucesion de escalares (7, )nen,, de modo
que para cada I € Fin*
p(I) : e(I) = e(I)
€1 — T 11| er.
La preservacion de la counidad implica que 79 = 1 y la preservaciéon de la comultiplicacion
que

D i T (e @ep ) = (9 @ @) (1)(Aler)) = Alp(I)(er)) = A(rger)
jcI

=T ZGJ ®ens |
JCI
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por lo que
Tz| = TJ| - TH\J|
para todo conjunto I € Fin* y subconjunto J C I. Un argumento inductivo prueba
entonces que
Tn =T{,
y es facil ver que cualquier elecciéon de 7 € k da lugar a un endomorfismo diferente, lo
que establece lo que queriamos probar. ]

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es la siguiente descripcién del
grupo de Picard de la especie exponencial:

Corolario 3.15. La aplicacion
k* — Pic(e)
A= lonel

es un isomorfismo de grupos, donde g(ye es la forma torcida de e que induce el automor-

fismo ©(N).

La descripcion del grupo de Picard en el caso de la especie exponencial es particular-
mente sencillo. Veremos ahora un caso en donde es bastante méas complicado.

La especie L de érdenes lineales tiene una estructura de coalgebra descripta en
[Tam17, II1.5]. Como es una coalgebra conexa, una vez mas gracias al Teorema 3.13
basta con disponer de una caracterizaciéon de su grupo de automorfismos de coalgebra
para entender a su grupo de Picard. Como veremos, dicha caracterizaciéon estaré dada
en términos de un algebra asociativa (sobre espacios vectoriales, no en la categoria de
especies) conocida como el algebra de Malvenuto-Reutenauer SSym. A continuacion
presentamos su definicion y referimos al lector a [MR95] y [AS05] para una discusiéon en
detalle de sus propiedades.

El algebra SSym es un k-espacio vectorial graduado cuya componente homogénea
de grado n tiene a los elementos del grupo simétrico S,, como base. Sio €S, y 7 € S,
llamamos o x 7 € Sp44 a la permutacion tal que

o(k), sil<k<p;
p+7(k—p), sip+1<k<p+q.

(0% 7)) = {

Definimos, para ntmeros naturales p, g, el conjunto
P —{w € Spg:w(l) <+ <wlp) ywlp+1) < <wlp+q)}

El producto del algebra SSym esta dado sobre elementos béasicos o0 € S, y 7 € S, por la
féormula

o-T= Z (0 x T)w L. (3.3)

wES(Pa‘I)
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Podemos dar una descripciéon més concreta de esta féormula si escribimos a una permutacion
o € Sp como la sucesion finita de valores (o(1),...,0(p)) que toma. De este modo, si
T € S¢ y lamamos 7" a la sucesion (p + 7(1),...,p+ 7(q)), para describir el producto
o - 7 basta con sumar todas las formas de entrelazar ordenadamente o y 7/ del modo
ilustrado en el siguiente ejemplo:

21-312 = 21534 + 25134 4 25314 + 25341 (3.4)
+ 52134 + 52314 + 52341
—+ 53214 + 53241
—+ 53421.
Retomemos ahora el problema de clasificar los automorfismos de coalgebra de la
especie L. Si X = {x1,...,2,} es un conjunto finito, escribiremos un orden lineal <
sobre X como la palabra z;, ...z;, de modo que z;, < --- < z;,. Sea entonces f un

endomorfismo de coalgebra de L. Como L([n]) es un S,-moédulo libre generado por el
orden lineal usual 12...n, gracias a la equivalencia de categorias

Sp = H modsg,,

presentada en (2.1) basta con describir para cada n el valor de f sobre el orden
Brn :=12...n para caracterizar f completamente. Se tiene entonces que

f(Bn) = Zaaa € L([n]),

donde la suma esté indexada por todos los 6rdenes lineales o sobre el conjunto [n] y los
a, son escalares en k. El hecho de que f es un morfismo de coalgebras impone ciertas
condiciones sobre estos escalares que describimos a continuacion.

Recordemos que si X es un conjunto finito ordenado, llamamos std : X — [|X]] a
la tinica biyeccién monotona entre esos conjuntos. Dado un orden total o € L(X), su
estandardizacion es el orden std(o) € L([n]) obtenido transportando la estructura a
través de la biyeccidén std. También tiene sentido considerar la biyeccién inversa, a la
cual notaremos std)_(l para enfatizar su dependencia en X. Por ejemplo, si X = {3,5,9}
entonces std ' (231) = 593.

Como f es un morfismo de codlgebras debe ser

Y f(Bals) @ f(Balr) = (f ® [)ABR) = AF(Bn)

ST
= A <Zaga> = Z ay0|s @ olr,
g

0,5, T

(3.5)

donde los términos de la primera suma estan indexados sobre todas las particiones en
conjuntos disjuntos SUT = [n] y los de la altima sobre este mismo conjunto y el conjunto
de ordenes lineales o sobre [n].
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La funtorialidad de f implica entonces que el valor de f(f8,|s) con S un subconjunto
de [n] es
f(Bnls) = Z Qg Std§1(0),

dado que B,|s = stdg'(B,). Por lo tanto, de (3.5) concluimos que

Z aray stdgt (1) @ std; ! (w) = Z Qs ols ® olr,
T,W,S,T O’,S,T

donde ahora la suma de la izquierda esta indexada por todas las particiones en conjuntos
disjuntos SUT = [n] y ordenes totales 7 y w sobre los conjuntos S y T respectivamente.
Notemos que todos los elementos béasicos que aparecen del lado izquierdo de la ecuacién son
diferentes entre si, mientras que en la suma derecha hay elementos basicos repetidos, pues
existen ordenes lineales sobre [n] distintos entre si cuyas restricciones a S 'y T' coinciden.
En efecto, si elegimos érdenes totales 7 y w sobre S y T, todos los entrelazamientos
ordenados posibles entre 7 y w de la forma ejemplificada en (3.4) dan lugar a diferentes
ordenes cuyas restricciones sobre Sy T coinciden. De este modo, vemos que los escalares
o deben verificar las identidades

Qg - Oy = Z Cloxr)w=1s (36)

weS®a)

que se corresponden con las ecuaciones (3.3) que describen el producto del algebra de
Malvenuto-Reutenauer. Notamos que en la igualdad anterior estamos identificando una
permutacion o € S,, con el orden lineal < determinado por o(1) < --- < o(n).

Es facil verificar que la condicién de counitariedad del morfismo f impone ademés
la identidad oy = 1, donde () es el tnico orden sobre el conjunto vacio, y que cualquier
eleccion de escalares (o) que satisfaga esta ultima condiciéon y (3.6) da lugar a un
endomorfismo de coalgebras de L. Una forma de decir esto es lo siguiente: a partir del
morfismo de codlgebras f : L — L construimos una aplicacion lineal x s : SSym — k que
sobre cada permutacion o de [n] toma el valor a,. Las observaciones anteriores prueban
que Xy es de hecho un morfismo de &lgebras y por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.16. La funcion

X : Endeoatg (L) — Homyge (SSym, k)
=Xy
es una biyeccion. O

El valor de la proposicién anterior recae en que el codominio de y es un objeto mucho
mas concreto y que podemos apoyarnos en propiedades del algebra SSym para describirlo,
como haremos a continuacion.
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Una permutaciéon o € S, se dice conexa si no preserva ningin subgrupo de Young
propio de S,,. Equivalentemente, una permutacién o es conexa si el tnico intervalo de la
forma [k] que preserva es [n]. Llamamos Con al conjunto de todas las permutaciones
conexas. En el trabajo [PR95| Poirier y Reutenauer estudiaron la estructura de algebra
SSym y lograron establecer el siguiente resultado:

Teorema 3.17 ([PR95, Théoréme 2.1|). El dlgebra de Malvenuto-Reutenauer SSym estd
libremente generada por el conjunto Con de permutaciones conezxas. O

De este resultado y la Proposicién 3.16 se sigue el siguiente corolario:
Corolario 3.18. La funcion

Endcoalg (L) — Homget (Con, k)
f = Xf’Con

es una biyeccion. O

Este resultado da una caracterizaciéon completa y minimal del conjunto de los en-
domorfismos de coalgebra de L, y, si uno logra identificar los elementos inversibles del
codominio, del grupo de Picard de L gracias al Teorema 3.13. Vale la pena remarcar
que hay una cantidad infinita de ellos, dado que hay infinitas permutaciones conexas.
De todas maneras, sigue siendo desafiante poder exhibir ejemplos de endomorfismos de
manera explicita. A continuacién presentaremos algunos de ellos.

Nuestra estrategia para producir ejemplos consistird en imponer condiciones adiciona-
les sobre el conjunto de ecuaciones polinomiales (3.6). Observamos que en estas ecuaciones
el lado izquierdo es siempre un producto de dos escalares y el lado derecho una suma de
muchos escalares indexados por permutaciones de la misma longitud. Podemos pregun-
tarnos si hay, por ejemplo, endomorfismos f : L — L tales que el correspondiente caracter
Xy : SSym — k tome en cada permutacion o un valor o, que dependa exclusivamente de
la longitud n = |o|. Si imponemos esta condicion en (3.6) debe ser

n—+m
Qp - Qg = n Qntm

para todos n y m naturales. Es facil ver que las tinicas soluciones a dicho juego de
ecuaciones son las de la forma N

Ay = m
para algin A € k. De esta manera vemos que para cada A € k hay un endomorfismo

oy« L = L que satisface la condiciéon descripta arriba, que tiene

gp)\(12...n):—'20,

n
o
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con la suma indexada sobre todos los Ordenes lineales o en el conjunto [n]. Este
endomorfismo no es, en general, un automorfismo. Por ejemplo, si n = 2, es facil verificar
que la imagen de ¢y : L([2]) — L([2]) esta contenida en el subespacio lineal generado
por 12 4+ 21 y en particular no es un epimorfismo.

En efecto, los endomorfismos ¢y son precisamente aquellos endomorfismos de L que
se factorizan por e en el sentido que precisamos a continuaciéon. Tenemos morfismos de
codlgebra © : L - ey ¥ : e — L tales que para todo conjunto finito I es

O(I) : L(I) — e(I) (1) :e(l) = L(I)
o er er—> » o[l
ceL(I)

La imagen de ¥ es una subcoalgebra de L a la que llamaremos L, y es facil verificar
que OU =id, y que (¥O)|r, = idr,, por lo que L, es una subcoélgebra de L isomorfa a
e. La familia de endomorfismos {¢y : A € k} es precisamente ¥ Endcoag(e)©. En otras
palabras, resulta ser una copia del conjunto de endomorfismos de e realizada en L dentro
de la subcoalgebra L. Todos estos endomorfismos se anulan fuera de L, lo que da otra
prueba alternativa de que no son automorfismos.

Otra condicion razonable sobre las ecuaciones (3.6) consiste en imponer que, para cada
ndimero natural n, los escalares a, con || = n se anulen para todas las permutaciones
salvo exactamente una, a la que llamaremos o,,. Notemos que en las ecuaciones (3.6) el
lado derecho es una suma de escalares indexados por permutaciones de un cierto tamafno
k, que o bien se anula o bien contiene a a,, como sumando. Por otro lado, el lado
izquierdo es o bien nulo o bien a,, oy, para ciertos n y m con n 4+ m = k. Por lo tanto,
la familia de permutaciones (o}); debe cumplir que para cada par de nimeros naturales
n,m con n+m = k exista un tnico par de permutaciones (7,1) € S,, X S, tal que o sea
un sumando del producto en SSym de 7 - 7 calculado como en (3.3), y que ese par sea
precisamente (o, 0p,). Afirmamos que las unicas familias que cumplen esa propiedad son
(idgep)k ¥ (Or)k, donde Oy es la permutacion k(k —1)...1, que es la que tiene el maximo
nimero de inversiones posible.

Sea (0)r una familia de permutaciones que cumple las condiciones mencionadas
anteriormente y supongamos primero que oy = 12 = id[g]. Veremos que en este caso debe
ser o = id] para todo k. Esto es cierto siempre para k = 1 y nuestra suposicion lo hace
cierto para k = 2. Si inductivamente suponemos que esto es cierto para todo valor menor
a cierto k, debe ser

oro, =123 k(k+1)+213. . k(k+1)+231... k(k+1)
o234 (k1) + 234, (k+ 1)1

opor =123 k(k+1) +123... (k+ Dk + - +12(k+1)... (k= 1k
F1(k+1)2...(k—Dk+ (k+1)12... (k— 1)k
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Como los lados derechos de ambas ecuaciones deben ser no nulos y contener un tinico
sumando no nulo, ese sumando debe ser idg41, que es el tnico que pertenece a ambos, lo
cual prueba lo que querfamos. Un argumento similar prueba que si oo = 21 = 6 entonces
debe ser o, = 0 para todo k.

Fijada la familia (o), es facil verificar que a,, = a’él vy que efectivamente una
eleccion de escalares de estas caracteristicas satisface las ecuaciones (3.6). De este modo
obtenemos dos familias (1)) y (¢}) de automorfismos de L, cada una indexada por un
escalar A € k*, en donde para todo n es

Pa(12...n) = A" 12...n

PA(12...n) = A" n(n—1)...1.

Vale la pena remarcar que este argumento que acabamos de presentar usa fuertemente la
anulaciéon de todos los escalares o, a excepciéon de uno por cada longitud de las palabras o.
En particular, no es posible adaptarlo siquiera al caso en donde relajamos esta hipétesis
a la presencia de dos escalares no nulos por cada longitud.

A pesar de que so6lo exhibimos algunas familias de automorfismos no triviales, existen
muchos de ellos, como evidencia el argumento que daremos a continuaciéon. Gracias al
Corolario 3.18, sabemos que un endomorfismo de coalgebra de L estéd univocamente deter-
minado por una coleccion de escalares o = (@ )geccon- Si llamamos ¢, al endomorfismo
determinado por tal coleccién, para cada natural n podemos escribir ¢, para denotar al
morfismo

Pa = Pa(ln]) : L([n]) = L([n])-

El endomorfismo ¢, es un automorfismo si y sélo si todos los endomorfismos ¢, lo son, y
tal condicion es equivalente a la no anulacion de p,, = det(y]?) para cada n. Ahora bien, es
facil ver que p,, = gn(as), donde ¢, es un elemento de k[z,],cCon, €l anillo de polinomios
en variables indexadas por las permutaciones conexas. Como existen automorfismos de
L (como la identidad o el automorfismo 1 explicitado anteriormente), ninguno de los
polinomios g, es idénticamente nulo, y por lo tanto cualquier eleccion de escalares ()
que pertenezca a la interseccion de los complementos de los lugares de ceros de cada uno
de los polinomios ¢, da lugar a un automorfismo. Ahora bien, si k = R o C, el espacio
k€°n dotado de la topologia producto es un espacio de Baire ([Mun75, Chapter 8, §48,
Exercise 12, p. 300]), y como para cada n el complemento del lugar de ceros de ¢, es
un abierto denso alli, existe una cantidad no numerable de elecciones de escalares ()
que no anulan a ningtn ¢,, y en consecuencia dan lugar a una cantidad no numerable de
automorfismos de L.






Capitulo 4

Algebras nilpotentes en 2 pasos

Decimos que un algebra de Lie g es nilpotente en k pasos si el k-ésimo paso gi de su
serie central descendente se anula, donde

go =9, In = [gn—lagn—l]-

En este capitulo nos interesan las algebras de Lie g que son nilpotentes en 2 pasos, es
decir, tales que [g, [g, g]] = 0. Observamos que dar una estructura de este tipo sobre un
espacio vectorial V' consiste en dar una operaciéon lineal p: V ® V' — V antisimétrica y
tal que

w(p(z,y), 2) = plz, u(y, z)) = 0 (4.1)
para toda elecciéon de z,y, z € V, ya que la condicién de Jacobi se satisface automaética-
mente una vez que se cumple esta identidad.

En [BLS05, Theorem 4.b|, Belitskii, Lipyanski y Sergeichuk probaron que el problema
de clasificacion de estructuras de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos es salvaje. Sin
embargo, un acercamiento al entendimiento de la forma en que pueden comportarse estas
estructuras puede darse mediante el estudio de su teoria de deformaciones, de manera
analoga al trabajo desarrollado por Gerstenhaber para algebras asociativas en [Ger64]
y por Nijenhuis y Richardson para algebras de Lie en [NRG7|. El principio general de
este enfoque es que las deformaciones de un tipo dado de estructura algebraica estan
parametrizadas por el segundo (o tercer) modulo de cierta teoria de cohomologia asociada
a la estructura siendo estudiada. En esa direcciéon, Brega, Cagliero y Chaves-Ochoa
proponen en [BCCO17| una definicion de una teoria de cohomologia para algebras de Lie
nilpotentes en k pasos motivada por una construcciéon geométrica inspirada en el Teorema
de Nash—Moser. En grado 2, esa cohomologia resuelve precisamente el problema de
describir las deformaciones infinitesimales de una estructura dada, pero la teoria completa
esté construida de manera ad-hoc. Esto hace que, por ejemplo, no podamos usar las
herramientas usuales del algebra homolégica para calcular.

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar una construccién diferente para la
cohomologia de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos que sea, en cierto sentido, canénica
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y que evite este problema. Las élgebras de Lie nilpotentes en 2 pasos son algebras sobre
una operad cuadrética que, més aun, es de Koszul, y entonces tiene asociada una teoria
de cohomologia natural construida originalmente por Ginzburg y Kapranov en [GK94] y
descripta més convenientemente por Loday y Vallette en [LV12, §12.2]|. Esta teoria da
una construcciéon general que a partir de una operad de Koszul O produce su complejo
cotangente o complejo de deformacion asociado a las estructuras de O-algebras, y
que se especializa en las operads asociativas y de Lie a los casos clasicos de Gerstenhaber
y Nijenhuis y Richardson, respectivamente. En este capitulo llevaremos a cabo una
descripcion explicita del complejo de Koszul que determina la homologia a coeficientes
triviales asociada a la operad de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos. Esto consiste en
un primer acercamiento a la descripciéon del complejo cotangente en nuestro contexto.

Sean O una operad cuadratica, A un algebra sobre O y V un S,-mo6dulo y escribamos
O' para el dual de Koszul de © y V'V para la representacion dual de V' torcida por el
signo. El complejo de Koszul CP(A) esta dado, de acuerdo a lo expuesto por Gelfand y
Kapranov en [GK94, §4.2.1|, en cada grado por

CO(A) = A" @g, O'(n)". (4.2)

Gran parte de la complejidad detras de la descripciéon de estos espacios yace en la
determinacion de la estructura de S,-modulo de ©'(n)Y. En particular, esto es asi en el
caso de la operad de algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos, que es la que nos interesa.
Es por eso que comenzaremos estudiando este objeto en el caso en que O es la operad
de magmas lineales nilpotentes en 2 pasos: un tal magma es un espacio vectorial V'
dotado de una operacion lineal g : V@ V — V en el que vale la identidad (4.1) pero en
el que p no necesariamente es antisimétrica. La descripciéon del complejo de Koszul para
esta segunda operad es un poco mas simple y nos servird como paso intermedio de la
descripcion del caso de dlgebras de Lie.

En todo lo relativo a la teoria de operads, y mas especificamente a la teoria de
operads de Koszul, usaremos como referencia al texto [LV12| de Loday y Vallette. En
particular, uno de los resultados centrales probados alli y que usaremos fuertemente en
lo que sigue es que toda operad cuadrética presentada por relaciones monomiales es de
Koszul (|LV12, Theorem 4.3.4]). Otra referencia interesante para consultar sobre aspectos
computacionales de la teoria es el texto [BD16] de Bremner y Dotsenko.

4.1 Algebras y magmas nilpotentes en 2 pasos

Recordamos que un magma nilpotente en 2 pasos es un espacio vectorial V' junto con una
operacion lineal p: V@V — V tal que

u(p(@,y), 2) = p@, u(y, 2)) =0, (4.3)
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y un algebra de Lie nilpotente en 2 pasos es un magma nilpotente en 2 pasos en el que la
operacion p es ademas antisimétrica. Notaremos Ong y O a las operads de magmas y
algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos, respectivamente.

Estas operads pueden ser descriptas por generadores y relaciones de la siguiente
manera;

Om = F(reg)/ F(reg)>a, OL = F(sgn)/F(sgn)>2,

donde reg y sgn denotan a las representaciones regular y signo de So, respectivamente, y
donde F (M) denota a la operad libre en M.

Como en ambos casos el ideal de relaciones consiste de toda la operad desde el cardinal
2 en adelante, dado que cualquier composiciéon de las operaciones que generan a la operad
es nula, los duales de Koszul de Oy v Oy, son particularmente sencillos, pues son libres.
En efecto, recordando que V'V denota a la representacion dual de V' torcida por el signo,
tenemos que

(inl — }'(regv) = F(reg), (9!L = ]-'(sgnv) = F(triv),

donde triv denota la representacion trivial de Ss.

Como suele ser usual cuando uno trabaja con operads, se puede dar una base k-lineal de
F(reg)(n) indexada por arboles binarios planares de n hojas decoradas con los elementos
del conjunto [n]. Aqui la accion de S,, esta dada por la permutacion de las decoraciones
de las hojas y se puede probar que el S,,-submoddulo generado por un elemento basico x
es libre y estd generado como espacio vectorial por el conjunto de arboles que, cuando
olvidamos sus decoraciones, son isomorfos a x. De este modo, si T}, denota al conjunto de
clases de isomorfismo de érboles binarios con n hojas sin decorar, se tiene que

Onm(n)” = kS,
Ty

como S,-modulos, por lo que para cualquier magma A el complejo de Koszul descripto
en (4.2) es
COM(A) = P A=,
Tn

Como vemos, la descripcion del complejo en tanto espacio vectorial graduado es relativa-
mente sencilla: daremos una construcciéon en detalle, incluyendo una descripciéon de su
diferencial, en la Seccién 4.3, en la que notaremos Ty (A) al complejo CS ™M (A) para no
sobrecargar la notacion.

En contraste con esto, presentar una base k-lineal para el dual de la operad de &lgebras
de Lie nilpotentes en 2 pasos (’)'L(n) no es tan sencillo. Si bien podemos, como antes,
pensar al espacio O!L (n) como generado por el conjunto de arboles binarios con hojas
decoradas por los elementos de [n], hay identificaciones entre algunos de estos elementos,
ya que el generador de esta operad es una operacién binaria simétrica. Describiremos al
complejo cor (A) en la Seccion 4.10 y lo escribiremos por simplicidad como Ce(A).
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4.2 Arboles

En la proxima seccion daremos una descripcion concreta del complejo To(A) que calcula
la homologia a coeficientes triviales de un magma nilpotente en 2 pasos A. Requeriremos
algunos preliminares sobre arboles, que seran los objetos combinatorios que indexen las
bases de este complejo y del correspondiente a las algebras de Lie nilpotentes en 2 pasos,
que describiremos més adelante.

Fijemos dos simbolos A y p. Un arbol 7 es un subconjunto no vacio del monoide libre
M = (), p) que:

e es cerrado por sufijos: si wi,ws € M son tales que wiws € T entonces wo € T,y
e ¢s pleno (full, en inglés): si w € M, entonces Aw € 7 si y solo si pw € 7.

Llamamos vértices a los elementos de 7. La palabra vacia ¢, a la que llamamos raiz,
pertenece a todo arbol. Los vértices maximales de 7 se dicen hojas y los vértices que no
son hojas se dicen vértices internos. La aridad |7| de un arbol 7 es su cantidad de
hojas.

Siw € 7 es un vértice interno, los elementos Aw y pw son vértices del arbol, a los que
llamamos los hijos izquierdo y derecho de w, respectivamente. En ese caso w es el
padre de Aw y pw. Més generalmente, si v = zw es un vértice de 7, decimos que v es un
descendiente de w y notamos w ~> v.

El arbol trivial =, es el arbol {¢}. Es el tnico arbol de aridad 1 y posee un tnico
vértice, que es a la vez su raiz y su tnica hoja. El arbol V = {e, A\, p} es el tnico arbol de
aridad 2.

Si v es un vértice de un arbol 7, el &rbol inducido por v es el arbol

T/v={weM:wverT}

Por ejemplo, el subérbol inducido por una hoja es el arbol trivial. Si 7 no es el arbol
trivial, diremos que las ramas izquierda y derecha de 7 son los arboles 7/\y 7/p
respectivamente.

Podemos representar graficamente a un arbol 7 dibujando a los vértices como puntos
y uniendo vértices internos con sus hijos mediante aristas. El hijo izquierdo (derecho)
de un vértice se dibujara arriba a la izquierda (derecha) de su padre. De este modo, la
representacion grafica determina univocamente al arbol y viceversa. La figura 4.1 muestra
un ejemplo de arbol de aridad 5 en el que explicitamos cada vértice.

Notamos Trees al conjunto de todos los arboles. Hay una operacion de yuxtaposicion

— : Trees x Trees — Trees (4.4)

dada por
T— 7 ={efu{wr:wertu{uwp:w €'}
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3

Figura 4.1: Un arbol de aridad 5.

Por ejemplo, la figura 4.1 representa al arbol V — (7, — V).

Si A € Vecty, definimos recursivamente la aplicacion A : Trees — Vect poniendo

A Si T = Ttr,
Alr) = {A(T/)\) ® A(r/p) i no. (45)

Para cada arbol 7 tenemos un isomorfismo canénico 7 : A®I"l — A(7) determinado
recursivamente por la férmula
/ /
T(a1® -+ ®a) @T (41 @+ @ Q) = (T = T ) (a1 ® -+ @ A7 |17

para toda eleccion de drboles 7 y 7/ y vectores a; € A y poniendo 7y, : A¥! — A(7y;) como
la identidad. En todo lo que sigue, dados elementos a;,a;11,...,a; € A escribiremos
a;; para referirnos al tensor elemental a; ® a;41 ® --- ® aj, con el fin de aligerar la
notacion. Ocasionalmente nos referiremos al tensor elemental 7(a; ) dibujando el arbol
7 y decorando sus hojas con los elementos a; de forma creciente en i. Por ejemplo, si 7 es
el arbol de la figura 4.1, el siguiente es el elemento 7(a15) € A(7):

a4 as

al ag a3

4.3 El complejo T,(A)
Si tenemos una operacion p: A® A — A que da una estructura de magma a A, llamamos

T.(A) = P Al).

|7[=n
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En particular, To(A) = 0, T1(A) = A(1e) = Ay T2(A) = A(V) = A® A. Definimos
inductivamente transformaciones lineales d,, : T,,(A4) — T,,—1(A) poniendo dy =0, da = i
y llamando d,,, para cada n > 3, al tinico morfismo tal que

dn(z®y) = djp\(2) @y + (1) Nz @ d), ), 1) (4.6)

para todo = € A(T/\), y € A(7/p) y todo arbol 7 de aridad n. Notemos que esto es una
version de la regla de Leibniz.
Sea Mag, la categoria de magmas 2-nilpotentes; es decir, magmas (A, u) tales que

po (p®id) =po (id® u) =0. (4.7)
Nuestro primer resultado es que T, es efectivamente un complejo:

Proposicion 4.1. Si A es un magma nilpotente en 2 pasos, entonces d,_10d, =0. Mds
aun, tenemos un funtor T : Mag, — Chy.

Demostracion. Que d,_1 od, = 0 es evidente cuando n < 2, y cuando n = 3 es
precisamente la condiciéon de nilpotencia en 2 pasos (4.7). Sean ahora n > 4, 7 un arbol
de aridad n, z € A(7/\) e y € A(7/p). Aplicando dos veces la regla de Leibniz (4.6)
tenemos que

d*(z ©y) = d(dz) @ y) + (-1)7Md(z © d(y))
2

Y@y + (=DIT7A"(2) @ d(y) + (=1)Nd(2) @ d(y) + 2 @ d?(y)
)@y +x®d(y),

=d*(z
=d*(z
por lo que la primera mitad del enunciado se deduce por induccion.

Para probar la naturalidad de T, observamos que si f : A — B es un morfismo de
magmas entonces, por definiciéon, debe conmutar con ds y luego usando la regla de Leibniz

(4.6) podemos ver inductivamente que f conmuta con d,, para todo n. O

La definicién recursiva de la diferencial no es la més practica para llevar a cabo
céalculos explicitos, por lo que presentaremos a continuacion una férmula directa. Para
ellos precisamos algunas definiciones més.

Recordamos que M denota al monoide libre (X, p). Consideramos sobre él el orden
lexicografico inverso =<, que es el orden total definido del siguiente modo: dados
elementos wi,ws € M diremos que w; =< wsy si wg = zw; para algin z € M o bien si

w1 = V18,

Wy = V28,

con s el sufijo comin de w; y we mas largo, y v; una palabra que comienza con A.
Escribimos < para el orden estricto asociado a <.
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Decimos que un vértice v de un arbol 7 es superficial si Av y pv son hojas de 7. En
ese caso, no existe ninguna hoja w tal que Av < w < pv. Llamamos supf(7) al conjunto
de vértices superficiales de 7 y notamos pos_(v) € Ny a la posiciéon de v en 7 , que es
la cantidad de hojas w tales que w < Av. Observamos que si 7 es un arbol con aridad
|7| > 2 entonces

supf(7) = {wA : w € supf(r/A\)} U {wp : w € supf(r/p)}.
Esto no es cierto para el arbol V de aridad 2, pues

{e} = supf(V) # 0.

Por otra parte, si v y w son vértices de 7 con v = v\ y w = w’p, tenemos que

pOST/)\(’U,) = pos,(v),
pos‘r/p(w/) = pos,(w) — |T/A].

Dado un arbol 7 y un vértice superficial v, la contraccién de 7 en v es el arbol

co(1) =7\ { v, pv}.

Observemos que |¢,(7)| = |7| — 1. Si ademéas (A, u) es un magma, la contraccion en v
es la aplicacion lineal ¢, : A(7) — A(cy(7)) tal que

CU(T(a1,|7—|)) = C’U(T)(al X M(aposT(v)a aposT(v)—i-l) ®-® a|7’\)'

para todo tensor elemental a || € A®I7l En otras palabras, esto se obtiene de aplicar
1 sobre los elementos que decoran los dos hijos del vértice superficial v y colocando el
resultado en ese vértice.

Usando estas notaciones podemos dar una férmula explicita para la diferencial de
nuestro complejo:

Proposicion 4.2. Si (A, u) es un magma 2-nilpotente, entonces

@)= 3 (1P e(a)

vesupf(r)
para todo x € A(T) con |T| = n.

Demostracion. Si n tiene aridad 1 o 2 el resultado se obtiene de una verificacién muy
simple, por lo que supondremos |7| > 2. Basta ver el resultado para elementos z € A(7)
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de la forma x = )y ® x, con x; € A(T/\) y x, € A(7/p). Por induccioén, tenemos que
d(z) = d(z)) ® zp + (—)I"ay @ d(zp)
= Y Pt (ay) —

vesupf (/)
F DA YT (e — ()
wesupf(r/p)

_ Z (_1)pos7(v>\)cv($>\) -z, + Z (_1)posf(wp)x)\ — Cv(xp)
vesupf(r/A) wesupf(7r)

_ Z (_1)p057(v)cv(x)’
vesupf(T)

como querfamos. m

4.4 El laplaciano

Para la determinacion de la homologia del complejo T¢(A) en ejemplos especificos utiliza-
remos una técnica andloga a la empleada en teoria de Hodge para estudiar la cohomologia
de de Rham de variedades diferenciables mediante la introduccién de un operador lapla-
ciano. Este problema traduce el problema de calcular la homologia al de determinar el
espectro de un operador lineal, el cual resultara més accesible. También veremos que esta
herramienta nos permite dar resultados generales sobre cémo se comporta la homologia
de un magma nilpotente en 2 pasos. Para la discusiéon de los preliminares necesarios
seguiremos la exposicion de Kostant presente en la segunda seccion de [Kos61].

Sea V' € Vecty un espacio vectorial de dimension finita dotado de una forma bilineal
simétrica (—, —) : V@V — k. Si V/ C V es un subespacio, su complemento ortogonal
es

Vit ={veV:(v,w)=0 paratodow € V'}.

Decimos que (—, —) es no degenerada si la aplicacion inducida
Vove (v,—)eV*

es un isomorfismo y que es libre de isotropia si (v,v) =0 si v = 0. Si la forma es libre
de isotropia entonces para cualquier subespacio V' se tiene que V' N V't =0 y si es no
degenerada entonces también dim V’ 4 dim V/+ = dim V', por lo que si se tienen ambas
condiciones podemos afirmar que V' = V'@ V'+. El hecho de que (V'+)+ = V’ cualquiera
sea V' también es consecuencia de que la forma sea no degenerada.

Sean V, W € Vecty espacios dotados de formas bilineales simétricas no degeneradas a
las que notamos (—, —) y sea f : V' — W una transformacion lineal. La adjunta f* de f
es la tinica transformacion lineal f*: W — V tal que

(f(v), w) = (v, f*(w))
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para todov € V y w € W. Es claro que f* = f. Observemos también que en esta
situacion se tiene que

ker f = (img f*)*.
En efecto, z € ker f si y solo si 0 = (f(x),y) = (x, f*(y)) para todo y. Tomando
complemento ortogonal a ambos lados obtenemos la igualdad

(ker f)* = img f*.

Sea (Cs,ds) un complejo de cadenas de k-espacios vectoriales de dimension finita
dotados de formas bilineales simétricas no degeneradas y libres de isotropia, y supongamos
ademaés que la restriccion de estas formas a cualquier subespacio es no degenerada. Una
forma de garantizar esta propiedad es suponer que el cuerpo de base es Q o R y que las
formas bilineales son productos internos. El caso de C y los productos hermitianos puede
manejarse de manera similar, aunque omitiremos los detalles.

Si notamos 0" : C,,_1 — C,, a la adjunta de d,, : C,, — C,,_1 tenemos

<82(1’),y> = <337 d2(y)> =0

para todo z,y. Como las formas bilineales involucradas son no degeneradas, esto implica
que (C,, 0*) es un complejo de cocadenas.

El laplaciano asociado al complejo (Cs,ds) es el operador homogéneo de grado cero
A, : Co — C4 que en cada grado n esta dado por

A, =0"ody, + dpiqg 00"

Cuando sea conveniente omitiremos el subindice n para aligerar la notacién y escribiremos
simplemente

A = 0d + do.
Observemos que el laplaciano es autoadjunto:
(A(v), w) = (9d(v), w) + (dO(v), w) = (v, dd(w)) + (v, dd(w)) = (v, A(w))

para todo v, w.
La siguiente proposicion describe el motivo por el cual nos importa esta construccion:

Proposicion 4.3. Todo elemento del nicleo de A, es un ciclo y la inclusion ker A, — Z,,
induce un isomorfismo ker Ay, = H,(Cl,).

En particular, esto nos dice que toda clase de homologia de C, tiene un tnico
representante en el nucleo de A, al cual llamamos su representante armoénico.

Demostracion. Si xz € ker A entonces dd(r) = —dd(x). Aplicando d a ambos lados
obtenemos que
dod(x) = —d*d(z) = 0,
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por lo que
dd(x) € kerdNimgd = (imgd)* Nimgd = 0,

y esta ultima igualdad es consecuencia de la hipdtesis impuesta sobre la restriccion de
nuestras formas bilineales. Esto implica ahora que

d(z) € kerd Nimgd = (imgd)* Nimgd = 0,

por lo que ker A C Z,,. Una demostraciéon analoga muestra que también ker A C ker 0.
Six € Z,, entonces
d(A(z)) = dod(z) + d*0(z) = 0,

por lo que A se restringe a un endomorfismo A|z, : Z,, — Z,. Como A es autoadjunto,
tenemos

Zn =kerAly @ (ker Alz )t =ker Ay, @ (ke1rA|*Zn)L =kerAlz, ®imgA|z,.

Para probar la segunda afirmaciéon de la proposicién basta entonces con mostrar que
B, =imgA|z,. Es obvio que img A|z, C B, pues A|z, = d0. Para ver la otra inclusion
observamos que si x € B,, entonces x = d(y) para algin y y por lo tanto

<.’L’,Z> = <d(y)72> = <y,8(2)> =0

para todo z € ker A|z, , ya que ker A C ker 9, por lo que z € (ker Alz, )+ =imgAlz,. O

4.5 Homologia de magmas nilpotentes en 2 pasos

Sea (A, ) un magma nilpotente en 2 pasos provisto de una forma bilineal simétrica, no
degenerada y libre de isotropia (—, —) : A x A — k que ademas se restringe a una forma
no degenerada sobre todo subespacio de A, de modo que podamos aplicar la maquinaria
desarrollada en la seccién anterior. Diremos que una forma bilineal con estas propiedades
es fuertemente no degenerada. En esta seccién estudiaremos el comportamiento de la
homologia de un tal magma.

Para todo nimero natural n, tenemos una forma bilineal fuertemente no degenerada
inducida en A®"™ dado en tensores elementales por

n

(1@ @ an, by @+ @ bn) = [ [ai, bi).
=1

De este modo, para cada arbol 7 el espacio A(7) es provisto de una forma bilineal
fuertemente no degenerada a partir de la identificacion canonica 7 : A®ITl — A(7).
Finalmente obtenemos para cada natural n una forma bilineal fuertemente no degenerada
sobre

Tu(A) = P A(r)

|7[=n
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haciendo que los sumandos directos sean ortogonales entre si. De este modo el complejo
Te(A) dotado de estos productos internos satisface las hipotesis necesarias para considerar
sus laplacianos asociados y aplicar la Proposicion 4.3.
Dados dos arboles 7 y 7/ de aridad n y m respectivamente, definimos un operador
bilineal
— T A(T) x A(T") = AT — 1)

al que llamaremos yuxtaposiciéon, dado sobre tensores elementales por
/ /
T(a1n) = 7 (@nt104m) = (7= 7)(a1,n4m)-

Esta es la extension natural del operador de yuxtaposicion de arboles que vimos en (4.4).
Extendiendo por bilinealidad obtenemos operadores

< 1 Tu(A) X T (A) = Tpam(A)

para cada n,m € Ny. Es facil verificar que la diferencial d acttaa, para casi todos los
grados, como una derivacién graduada con respecto a esta operacion de yuxtaposiciéon:
concretamente, que si x € T),(A) e y € T),(A) con n +m > 2 entonces

d(w — y) = d(@) — y + (~1)"z — d(y). (4.8)

Como Ty(A) = 0, el tnico caso no cubierto por esto es aquel en que n =m = 1. En ese
caso, de hecho, no vale: si a,b € A son tales que p(a,b) # 0 entonces

d(tir(a) — 7 () = T (p(a, 0)) # 0 = d(7ir(a)) — T () — Tr(a) — d(70r (D))

El hecho de que d sea casi una derivaciéon implica una propiedad similar sobre los
operadores adjuntos 0:

Proposicion 4.4. Sin,m e Ny yx € T,(A) ey € T,(A)
O —y) =0(x) —y+ (=1)"z — 9(y).
Notemos que esta propiedad si vale para todo grado.

Demostracion. Consideramos solamente el caso en que n y m son ambos no nulos. Basta
entonces con verificar que

0z —y),2) = (0(x) =y + (=1)"z — 9(y), 2) (4.9)

para todo z € Ty 4m+1(A) de la forma z = 7(a1 n4m+1) con |7| =n+m+ 1. Fijemos un
z con esas propiedades y escribamos z = 2z — z,, con

2 = (1/A)(a1a), zp = (7/p)(@+1,n4m+1)-
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Notemos que esto es posible ya que n+m + 1 > 2. Tenemos entonces que
(0(z —y),2) = (x —y,d(2))
= (2 =y, d(2) = 2) + (~)(z — y, 20 — d(z)).
Sin#1l—1ym#n+m—1I, estos dos sumandos se anulan pues las ramas de los arboles
involucrados en ambos lados del producto tienen aridades diferentes. En ese caso el lado

derecho de (4.9) se anula por el mismo motivo.
Supongamos ahora que n =1 — 1. Entonces m # n +m — [, por lo que

como querfamos, ya que (z — 9(y), z) = 0. El caso en el que m = n + m — [ se establece
de forma similar. O
Como consecuencia de esta proposicion, obtenemos el siguiente resultado:
Proposicion 4.5. Siz € T,,(A) ey € T1,(A) con n+m > 2, entonces
Apim(z —y) =Ap(z) — y+ 2 — Ap(y).
En particular, los operadores Ay con k > 2 estan completamente determinados por Ay
y As.

Demostracion. Esto es una consecuencia puramente formal de (4.8) y de la Proposicion
4.4. Para alivianar la notacién omitiremos los subindices de los laplacianos. Tenemos que

Alx — y) =di(z — y) + dd(z — y)
=d(9(z) —y+ (=1)"z — 9(y)) + 9(d(z) — y + (=1)"z — d(y))
= do(z) — y+ (—1)"'O(x) — d(y) + (—1)"d(z) — d(y) + (=1)"" Nz — dd(y)
+0d(x) — y+ (=1)"Nd(z) — A(y) + (=1)"0(x) — d(y) + (=1)"" Dz — dd(y)
=0d(z) — y+ x — 0d(y)
=Az) —y+z— Ay).

O
De la Proposicién 4.5 deducimos inmediatamente la inclusiéon
n—1
@(ker A; — ker A,_;) Cker A, (4.10)
i=1

para todo n > 3. En particular, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 4.6. Si (A, ) es un magma nilpotente en 2 pasos, tenemos que Hy(A) # 0
para todo n si y solo si Hi(A) # 0 parai=1,2. O

Mas adelante veremos en el Corolario 4.9 que, obviando el caso en el que A = 0,
el moédulo Hi(A) nunca se anula pero Ho(A) puede hacerlo, y de hecho esto ocurre
exactamente cuando A es libre como magma nilpotente en 2 pasos.

En situaciones favorables, el estudio del laplaciano nos provee un criterio sencillo para
describir la homologia de A:

Proposicion 4.7. Si el cuerpo de base k es R, entonces

n—1
ker A,, = @(ker A; — ker A, ;).
i=1

En particular, en ese caso podemos describir H,(A) paran > 2 completamente en términos

de Hy(A) y Hy(A).

A partir de esta proposicién también podemos comprender el crecimiento de la
dimension de Hy,(A) con n.

Demostracion. Observamos primero que el laplaciano es un operador semidefinido positivo:
en efecto, cualquiera sea v tenemos que

(A(v),v) = ((0d + dO)(v),v)
= (0d(v),v) + (dO(v),v)
(d(v),d(v)) + (0(v), 0(v))

Ahora bien, sabemos que

y la Proposiciéon 4.5 muestra que el laplaciano preserva esta descomposicién. Consideramos
entonces bases B; y By,—; de T;(A) y T,,—;(A) conformadas por autovectores, cosa que es
posible dado que A es autoadjunto. Asi, B ={v — w:v € B;,w € B,_;} es una base
de autovectores para la restriccion de A, a T;(A) — T,,—;(A). Mas atn, si A(v) = Av y
A(w) = pw, entonces

Alv—w)=AW) —w+v—A(w) = (A4 p)v — w.

En particular, siv € B; y w € B,,_;, entonces v — w € ker A, si y s6lo si v € ker A; y
w € ker A,,_;, dado que todos los autovalores del laplaciano son no negativos al ser éste
un operador semidefinido positivo. Esto prueba la afirmaciéon del enunciado. ]
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Nos enfocamos ahora entonces en estudiar los primeros modulos de homologia de A.
Observemos que de su definicion misma se deduce que Hy(A) =0y que

Hi(A) = A/u(A, A).

El espacio Hz(A) es mas interesante y podemos describirlo mediante la siguiente proposi-
cion, cuya validez es independiente de la existencia de una forma bilineal que permita
emplear el laplaciano como herramienta de estudio:

Proposicion 4.8. Sea (A, p) un magma nilpotente en 2 pasos. Sea W = u(A,A) y
elijamos un complemento V para W en A, de modo que sea A=V @ W. Tenemos que

dim Hy(A) = (dim V)? — dim W
y de hecho hay un isomorfismo
(Ve V)nkeru = Hy(A).

Notemos que esta tltima formula es reminiscente de la formula de Hopf [HS97, §VI.9,
(9.2)| para la homologia de grupos.

Demostracion. Usando las identificaciones naturales 7 : A®™ — T,(A), el comienzo del
complejo To(A) se identifica con

c AP A®3 G 482 B )

donde d = (p ®id) @ (—id ® u), y por lo tanto

kerp ker ker i

Hy(A) = — - ,
2(4) imgd WoA+AW (VeaW)e(WeV)s(WeW)

Como V ® V es un complemento en A ® A para el denominador del ultimo cociente, la
inclusion
(Ve V)nkeru < ker p

induce un isomorfismo

-~ ker ~
Vevinken= woymaweewaew) 224

como afirma la proposicién.

Por otro lado, el morfismo p : A ® A — W es sobreyectivo por definiciéon y
la hipotesis de nilpotencia en 2 pasos nos asegura que p se anula en el subespacio
(VeoW)e(WeV)e (W W), por lo que la restriccion p: V@V — W es sobreyectiva.
Se sigue de esto que la dimensién de (V ® V) Nker u es precisamente (dim V)? — dim W,
y por lo visto antes, esta es la dimension de Ha(A). O
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Esta proposicién nos permite mostrar que la homologia detecta a los magmas libres:

Corolario 4.9. Si (A, ) un magma nilpotente en 2 pasos no nulo y H,(A) = 0 para
algin n > 2, entonces A es libre como magma nilpotente en 2 pasos.

Demostracion. Si escribimos W = (A, A), como Hi(A) = A/imgpu=A/W y A#0, se
tiene que Hy(A) # 0. La inclusion (4.10) implica entonces que H,(A) = 0 para algtn
n > 2 solo si Ha(A) = 0. Por la proposicion anterior, esto implica que el morfismo
1wV eV — W es un isomorfismo. De este modo, A es isomorfa al magma nilpotente en
2 pasos libre en V. O

4.6 Algunos ejemplos

A lo largo de esta seccion el cuerpo base k serd R. Para alivianar la notacién, en esta
seccion escribimos x para denotar al elemento 74, ().

4.6.1 Magmas nilpotentes en 2 pasos libres

Si V' es un espacio vectorial, su magma nilpotente en 2 pasos libre asociado es el magma
F(V)=V@&W,donde W =V ®V y el producto p: F(V)® F(V) — F(V) es el tnico
tal que

0 sizreWoyeW,

ryeW siz,yeV.

u(w®y)={

Elegimos una base B paraV y ponemos sobre este espacio el producto interno con respecto
al cual esta base es ortonormal. Esto induce un producto interno sobre F(V') que hace
que V' y W sean ortogonales y, por lo descripto en la seccién anterior, impone productos
internos sobre las componentes del complejo To(F(V)).

Estudiemos ahora los laplacianos correspondientes a este magma. Llamemos B a la
base ortonormal de 77 (F(V')) dada por

B={z:zeB}U{z®y:z,yc B}
Dado que para todo c € B

*(c)= Y (0i(c),a—bla—b= Y {c,di(a—b)a—b

a,beB a,beB

y que Ay = dad?, vemos que Aqly =0y Aq|w = idw, por lo que A es la proyeccion en
w.
Determinemos ahora As. Fijemos a,b € B. Sia,b eV,

Ag(a — b) =dd(a—b) +dd(a—b) =0(a®b) =a—b.
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SiaeWesdelaformaa=x®yconx,ye€ BybecV entonces
Ag(a — b) =dd(a —b) +dd(a—b) =d((z —y) —b) =a—b.

Una situacion simétrica ocurre sia € V y b € W. Finalmente, si tanto a como b pertenecen
a W y los escribimos a =z ® y, b = 2 ® w, tenemos que

Ag(a —b) =dd(a—b)+dd(a—b)=d((z—y) —b+a— (2 —w)) =2a—b.

Por lo tanto, identificando To(F'(V)) con F(V) ® F(V), vemos que la restriccion de Ag
al subespacio (V@ V)® (VW) ® (W ® V) es la identidad, y que la restriccion de Ag
al subespacio W @ W es el doble de la identidad. Todo esto implica que, en particular,

Spec A} = {0,1},
Spec Ag = {1,2}.

Como Ay es un isomorfismo, resulta entonces que H,(F(V)) = 0 para todo n > 2,
y Hi(F(V)) 2 ker A; = V. Esto demuestra el resultado reciproco al Corolario 4.9,
obteniendo entonces:

Corolario 4.10. Sea (A, 1) un magma nilpotente en 2 pasos no nulo. A es libre si y sélo
st Hy(A) =0 para todo n > 2, y cuando no es ese el caso, se tiene que Hy(A) # 0 para
todo n. ]

Este corolario resulta similar al hecho de que la cohomologia de grupos se anula
para grados mayores o iguales a 2 si el grupo en cuestion es libre (por ejemplo, como
consecuencia de la existencia de la resolucion libre mencionada en [Bro82, (4.4)]). Mas
aun, el corolario también da una demostraciéon alternativa del siguiente hecho, que ya
conocfamos gracias al analogo al Teorema de Priddy para operads:

Corolario 4.11. La operad Oy de magmas nilpotentes en 2 pasos es Koszul.

Demostracion. En efecto, la condicion de Koszul es equivalente a la anulacion de Hy,(F')
para n > 2 para todo magma nilpotente en 2 pasos libre F', en vistas de [GK94, Theorem

4.2.5). O

4.6.2 Algebras de Heisenberg

Fijemos un ntmero natural n. El dlgebra de Heisenberg H,, es el algebra de Lie de
dimension 2n 4+ 1 con base B = {x1,...,Zn,Y1,...,Yn, 2} en la que [z;,y;] = z para todo
1 <¢ < ny los otros corchetes entre elementos de B se anulan. Es facil verificar que H,,
es nilpotente en dos pasos para todo n y por lo tanto podemos considerarlo como magma
nilpotente en 2 pasos.
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Ponemos sobre H,, el producto interno que hace ortonormal a la base B y consideramos
los laplacianos asociados en T,(H,,). Como el conjunto B~2 := {a — b: a,b € B} es una
base de T(H,), tenemos que

9*(c) = Z (c,di(a—b))a—1Db

a,beB

para todo ¢ € B. Asi, si llamamos

n

Z=0%2) = (i—yi—yi — ),

i=1
obtenemos, para todo i,j € {1,...,n}, que
Al(ﬂjz) = 0, Al(yl) = 0, Al(z) = 2nz,
Ao(x; — y;) = Z, Ao(y; — x;) = —Z, Ag(z— z) =4n(z — 2).

Ademas, si w € B es distinto de z, tenemos

Ag(w — z) =2n(w — z),

Ag(z — w) =2n(z — w),
y finalmente si v, w € B son ambos distintos de z y tales que [v, w] = 0 entonces
Ag(v,w) = 0.

Casi todos los elementos de la base B2 son entonces autovectores para el laplaciano. Para
terminar de producir una base de autovectores, observamos que el laplaciano se restringe
a un endomorfismo del subespacio W de dimensiéon 2n generado por los elementos de la
forma x; — y; o y; — x;. Es claro que la imagen de este subespacio por el laplaciano
es de rango 1, pues todos estos elementos son transformados en +£7. Por lo tanto, el
nicleo del laplaciano restringido a W es de dimensiéon 2n — 1. Finalmente, observamos
que Z € Wy que Aq9(Z) = 2nZ: este es el unico autovector en W, salvo escalares, de
autovalor no nulo. De este analisis deducimos que

Spec A1 = {0,2n},
Spec Ay = {0,2n,4n},

por lo que podemos aplicar la Proposicion 4.7 para describir la homologia en tanto magma
de H,,. Para cada entero ¢ escribimos E;* para denotar al autoespacio del operador A,,
asociado al autovalor ¢. La siguiente tabla contiene bases de autovectores para cada
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autoespacio de los operadores Ay y As:

Etl) x;,yj para todo 1, j

1
By, z

Eg v—w, (T1 — y1 — i — ¥i), (x1 — y1 +y; — x;) para
i > 1, todo j y v, w bésicos distintos de z con [v, w] =0

E%n Z,w — z,z — w para todo w bésico distinto de z

E2. Z~—z
De este modo,

dim H; (H,) = dimker A; = 2n,
dim Ho(H,) = dimker Ay = (4n® — 2n) + (n — 1) +n = 4n* — 1.

Vale la pena destacar que si bien H; es libre como algebra de Lie nilpotente en 2 pasos,
no lo es como magma, por lo que este resultado no contradice al Corolario 4.10.

Usando nuestro conocimiento de las dimensiones de H;(H,,) y H2(H,) junto con la
Proposicion 4.7, podemos producir una tabla con los valores de dim H;(H,,) para valores
pequenos de i:

dim H;(H,)
4n? — 1
16n° — 4n

80n* — 24n? + 1
448n® — 16013 + 12n
268815 — 1120n* + 120n2 — 2
16896n7 — 8064n° + 1120n% — 40n

N O Ot = W N .

Es facil ver que dim H;(H,,) es un polinomio en n de grado i. Todos los grados de los
monomios no nulos de este polinomio tienen la misma paridad que ¢ y su coeficiente
principal es 2"C),, donde C), es el enésimo nimero de Catalan.

4.6.3 Magmas tabulares

Describiremos una familia de magmas para las que podemos repetir un analisis similar
al de las secciones previas. Si (A, p) es un magma nilpotente en 2 pasos, una base
B={xi,...,xs5,91,...,y:} de A es agradable si cumple que:

e para todo i, j tenemos u(z;,7;) = i jYo(;,j) Para cierto escalar A; j,

e todo producto entre elementos béasicos que involucre a algin y; es cero,
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e la imagen de p es precisamente (yi,...,Y).

Llamamos agradables a los magmas que admiten una base agradable. El magma es
tabular si es agradable y los escalares \; ; pertenecen al conjunto {0,1}. Un &lgebra de
Lie nilpotente en 2 pasos es Lie-tabular si es agradable y los escalares \; ; pertenecen
al conjunto {0,4+1}. Notemos que un algebra de Lie nilpotente en 2 pasos no puede
ser tabular (salvo que sea abeliana) debido a la antisimetria del corchete; la nocion de
Lie-tabularidad es la méas cercana posible a la de tabularidad en este contexto.

Proposicion 4.12. Sea A un magma tabular o un dlgebra Lie-tabular con una base
agradable B = {z1,...,%s,Y1,...,Yyt}. Si ponemos sobre A el producto interno que hace
ortonormal a B, entonces A1 y As tienen espectro entero. Mds ain,

dimker A1 = s,
dimker Ay = % — .
Vale la pena destacar que las dimensiones de ker Aj y ker As pueden deducirse del

hecho de que Hi(A) = A/u(A, A) y la Proposicion 4.8, pero daremos una demostracion
alternativa determinando explicitamente el espectro de los primeros dos laplacianos.

Demostracion. Escribimos I1, para el conjunto de pares (b, c) € B2 tales que a esta en el
soporte de (b, ¢). Observamos que II,, = () para todo i € {1,...,s}.
Si a € B, pensandolo como elemento de T (A) tenemos

Ai(a) = da0?(a) = da Z Aigti = xj | = Z /\22,3' a,

(wi,x]‘)GHa (mi,rj)EHa

por lo que B es siempre una base de autovectores de A; para T1(A). De esta formula
deducimos que si A es tabular o Lie-tabular tenemos que Aj(a) = |IIy|a, por lo que el
espectro de A es entero. Mas aun, ker A; = (x1,...,xy).

Pasemos ahora a estudiar el operador Ag. Si x;,2; € B son tales que p(x;, x5) = \yg,
tenemos:

Ag(xi — I‘j) = 82d2<1'z' — J}j) + d363(x2- — acj)
= A (yr) + d3(0% (i) — xj — i — 0*(x;))
=A Z Ai,jxi ~ Xy
(a:i,:cj)eﬂyk
Si A es tabular, esta expresién toma una forma méas sencilla:
Z x; — xj siAF#DO0,
A2(l’z ~— x]) e (mi,mj)el'[yk

0 si no,
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mientras que si A es Lie-tabular se tiene

A Z (i — xj —xj — ;) si A =41,
(wi,m5):1(@i%5) =Yk

0 siA=0.

AQ(.%’Z' ~ a;j) =

En ambos casos, Ag se restringe al subespacio V, generado por los elementos z; — x;
tales que pu(z, ;) = A\yg, para algtn A # 0. Las observaciones previas muestran que existe
una base de este subespacio tal que la representacién matricial de As asociada

e es la matriz 1 con todas sus entradas iguales a 1 en el caso tabular,

e es una matriz en bloques de la forma
1 -1
-1 1

En ambos casos es facil ver que el espectro correspondiente a la restriccion de Ay a Vi, es

en el caso Lie-tabular.

{0,dim V4 }. En particular, es entero. Ademas, como en ambos casos la restriccion de Ag
a Vj tiene rango 1, el autoespacio asociado al autovalor no nulo es de dimension 1.

Por otro lado, es facil ver que As(x; — x;) = 0 si p(z;,x;) = 0. Esto concluye el
analisis del comportamiento de Ag sobre el espacio (v; — x;); je[s]- Resta analizar qué
ocurre en el resto del espacio Ta(A). Ahora bien, si a,b € B con al menos uno de ellos de
la forma y;, entonces

Az(a — b) = 81d2(a — b) + dgag(a ~— b)
= d3(81(a) —b—a— 61([)))

= > A+ D Aj|a—b

(z4,25)€ll, (z4,25) €}

Una vez maés, si A es tabular o Lie-tabular esta expresiéon es més sencilla:
Az(a —b) = (o] 4 [p|)a — b,

Ademés el escalar (|II,] + |II|) es un entero positivo, dado que o bien a o bien b es de la
forma y;.

Estas observaciones prueban que el espectro de As es entero. Ademaés, vimos que
ker Ay esta contenido en el espacio S = (x; — x;); je[s]- Si lamamos Vp al subespacio de
S generado por los elementos de la forma x; — z; con p(z;, z;) = 0, entonces

$ =D

t
Jj=0
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y ademaés vimos que A se restringe a un endomorfismo de cada uno de los subespacios V.
Finalmente, como el rango de Ag|y; es 1si j # 0y 0 en caso contrario, concluimos que

dimker Ay = dimker Ag|g = dim S — rk(Ag|g) = s> —t,
como queriamos. L]

En particular, en el contexto de la proposicién anterior estamos bajo las hipotesis de la
Proposicion 4.7, por lo que los valores de dim H;(A) pueden determinarse inductivamente
a partir de dim H;(A) = s y dim Ho(A) = s? — . Los resultados de las dos subsecciones
anteriores pueden recuperarse a través de lo establecido en esta subseccion.

4.7 La categoria Trees de arboles y flips

Pasamos ahora a la descripcién del complejo que calcula la homologia a coeficientes
triviales de un algebra de Lie nilpotente en 2 pasos. Este trabajo es un poco mas delicado
que el correspondiente al caso de los magmas, debido a que el dual de Koszul de la operad
Of1, es libre en una operacion binaria conmutativa. La presencia de esta simetria adicional
introduce ciertas identificaciones en el conjunto de arboles que indexa las bases de los
modulos del complejo.

Comenzaremos por describir una categoria cuyo conjunto de objetos serd Trees y
cuyas flechas codifiquen las simetrias de la composicién de la operacién conmutativa que
genera a la operad dual Koszul de Or,.

Recordemos que M denota al monoide libre (\,p). Si v € M, escribimos ¥ para
referirnos al elemento de M dado por

wA sl v =wp,
vV=<qwp siv=w,

€ siv=-c¢.

Dado un elemento v € M podemos definir una funcién flip,, : M — M poniendo

. Zv sl w = zv,
flip, (w) =

w si no.

Observemos que si 7 es un arbol que no tiene a v como vértice interno, flip, deja fijo a
todos sus vértices. La aplicacion de flip, induce una funcién flip, : Trees — Trees tal
que

flip, (1) = {flip, (w) : w € T}.

Por ejemplo, el flip del arbol
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en el vértice rojo es el arbol

Diremos que un vértice interno v de 7 es un vértice de simetria si flip,(7) = 7.
Observamos que v es un vértice de simetria de 7/ si y solo si v es un vértice de simetria
de 7.

Consideremos el grafo dirigido G' cuyos vértices son los &rboles y en el que hay una
flecha (v, 7) : 7 — flip,(7) por cada vértice interno v de cada arbol 7. Definimos ahora una
categoria a la que, abusando notacién, también llamaremos Trees, dado que justamente
tiene al conjunto de todos los 4rboles como conjunto de objetos. La categoria Trees es el
cociente de la categoria libre en G por las relaciones

(v, flip, (7)) o (v, 7) = id,, (4.11)
(w, flip, (7)) o (v, 7) = (v, fip,, (7)) o (W, T) si w +» vy v+ w, (4.12)
(flip, (w), flip, (7)) o (v, 7) = (v, flip,, (7)) o (w, T) si v ~» w, (4.13)

donde recordamos que v ~ w si w es un descendiente de v, es decir, si v = zw para
alguna palabra z. Notemos que la relacion (4.11) implica que la categoria Trees es un
grupoide.
La yuxtaposicion es un bifuntor — : Trees x Trees — Trees definido en objetos
como
T —m={wA:wern}U{wp:wemn}U{}.

Se tiene

|71 — 2| = |11| + |2,

y es facil ver que si 7 es un arbol no trivial y 7 = 71 — o, entonces 71 = 7/A 'y 12 = 7/p.
La yuxtaposicion se define sobre flechas como

(UlaTl) ~ (U277—2) = (vavﬁipm (Tl ~ 7-2)) © (1}1)\,7'1 ~ 7-2)'
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Una verificaciéon rutinaria nos asegura que esta definicién satisface las relaciones que
definen a la categoria Trees.

Nos encargaremos ahora de dar una descripcién concreta de los grupos de automorfis-
mos en Trees de ciertos arboles.

Diremos que un arbol 7 es regular si es trivial, o bien 7/A\ = 7/p o biensi 7/Ay 7/p
no son isomorfos en Trees. Un arbol 7 es recursivamente regular si 7/v es regular
para todo vértice v de 7. Es facil verificar que el arbol trivial es recursivamente regular por
motivos vacuos y que cada clase de isomorfismo de édrboles en Trees contiene al menos un
arbol recursivamente regular. También vale la pena observar que si 7 es recursivamente
regular, lo mismo es cierto de 7/v para cualquiera de sus vértices internos v.

Antes de enunciar la siguiente proposicion, recordemos que siempre que v,w son
palabras en el monoide libre M = (), p), escribimos v < w si v es estrictamente menor a
w en el orden lexicogréfico inverso.

Proposicion 4.13. Si 1 es un drbol recursivamente regular, todo morfismo ¢ € Aut(7)
puede escribirse como una composicion

Y = (UnaT) o (Un—laT) 0--+0 (U177—)7
donde los v; son vértices de simetria de 7 yv; < v; sii < J.

Vale la pena destacar que esto no es cierto en general para cualquier arbol. Esto
puede ser un poco sorprendente en principio, dado que la categoria es un grupoide y en
consecuencia uno esperaria que cualquier propiedad que valga sobre un objeto sea cierta
también para cualquier otro objeto isomorfo. Sin embargo la propiedad del enunciado no
es una propiedad intrinseca del grupo Aut(7), sino que méas bien es sobre la existencia de
un sistema de generadores que lo presenta de una manera especifica.

Remarcamos también que més adelante veremos que podemos garantizar la unicidad
de esta escritura.

Demostracion. Por como se define la categoria Trees, sabemos que
Y = (/UTaTT)O'”O(UlaTl) (414)

con (v;,7;): T = Tix1 para 1 <i <7, (vp, 7)1 T = Ty 71 =T. Si T = Ty, el resultado es
evidente, por lo que supondremos inductivamente que el resultado que queremos probar
vale para todo arbol de aridad menor a la de 7.

Supongamos primero que ninguno de los vértices v; es la raiz de 7. Observemos que
si v, w son vértices de 7; con A ~ v y p ~» w, entonces la relacion (4.12) nos asegura que

(w, flip, (7)) o (v, 7;) = (v, flip,, (7)) o (w, 7;),
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por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que en la factorizacion (4.14) se
tiene que

A~ ;sil <ig < g,

pupsij+1 <k
De este modo

(vj, T5) 00 (v1,71) = o — id,p,

(UmT’r‘) ©--+0 (vj+17 Tj—l—l) = idT/)\ ~ Pp,

con ¢y € Aut(7/A) y ¢, € Aut(r/p). Como tanto 7/ como 7/p son recursivamente
regulares, nuestra hipdtesis inductiva nos asegura entonces que

(wan//\) ©--+0 (wlﬂT//\) = ¥x;
(W, 7/p) o0 (Wi, T/p) = ¢,

donde los w; (resp. w}) son vértices de simetria de 7/A (resp. 7/p) ordenados lexicografi-
camente. Asi, obtenemos

¢ = (wy,p,7) 00 (wip,T) 0 (W A, T) 0+ 0 (WA, T),

que es la factorizaciéon que queriamos. Notemos ademéas que ninguno de los vértices de
esta factorizacion es la raiz.

Supongamos entonces que alguno de los vértices v; es la raiz. Observemos que si v # ¢
es un vértice de un arbol 71, entonces por la relacion (4.13) tenemos

(0, flip.(n)) o (e,n) = (&, fip,(n)) o (v, 7).

Utilizando esta regla podemos suponer sin pérdida de generalidad que en la factorizacion
(4.14) se tiene que v; = € si y solo si 1 < i < k. Méas aun, aplicando la relacion (4.11)
vemos que

o= (v, 7) 00 (V41 Thr1) 0 (,7)°,
donde 6 € {0,1}. Si 6 = 0, entonces ninguno de los v; con k+1 < i < r es una raiz y
concluimos por lo analizado en el caso anterior. En caso contrario, usando la relacién

(4.12) del mismo modo que en la discusion del caso anterior, podemos reordenar los
vértices v; con ¢ > k de modo que

Y= (idﬂ'/p ~ 90)\) 0 (30,0 ~ idT/A) o (577—)

con ) :T/AN—=T/py p,:T/p— T/ Tanto ) como ¢, son isomorfismos, por lo que
debe ser 7/A = 7/p ya que T es recursivamente regular. En otras palabras, la raiz ¢ resulta
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ser un vértice de simetria para 7, y como ahora sabemos que ) y ¢, son automorfismos,
la hipotesis inductiva nos provee, como en el caso anterior, factorizaciones
(U)n)\,’f//\) 0:--0 (w177—//\) = ®x;
(Wh,,7/p) 0+ 0 (wy,T/p) = pp,
donde los w; (resp. w}) son vértices de simetria de 7/A (resp. 7/p) ordenados lexicografi-
camente. De esta forma,
Y = (wn)\pa T) 0---0 (w1P7 7—) o (w;p)‘ﬂ—) 0---0 (’U)iA,T) o (577—)
que es la factorizacién que buscdbamos. O

Tenemos un funtor leaves : Trees — Set que le asigna a cada arbol su conjunto de
hojas y que actia en flechas como

leaves(v, T) = ﬂipv’leaves(f)-
Proposicion 4.14. El funtor leaves es fiel e inyectivo en objetos.

Demostracion. La inyectividad en objetos es evidente. Si f, g : 7 — 7/ son flechas en Trees
tales que leaves(f) = leaves(g) entonces leaves(g~'f) = idjeaves(r), por lo que para ver
que es fiel basta con probar que el morfismo de grupos leaves : Aut(7) — S(leaves(7))
es inyectivo para todo arbol 7. De hecho, nos basta con probar este hecho para al menos
un arbol en cada clase de isomorfismo de la categoria Trees, por lo que lo probaremos
sblo para arboles recursivamente regulares.

Fijemos entonces un arbol 7 recursivamente regular y consideremos f € Aut(r).
Usando la Proposicién 4.13 sabemos que

f=(p71)o-0(v1,T)

con los v; vértices de simetria de 7y v; < vj si4 < j, y podemos elegir una tal factorizacion
que minimice 7. Si f es la identidad la afirmacién que queremos probar es evidente, por
lo que supondremos que no lo es. En ese caso la minimalidad de r implica que r > 1.
Consideremos entonces una hoja de 7 de la forma wAv;. Tenemos que

leaves(vi, 7)(wAvy) = flip,, (wAvy) = wpvy,

vy si v <,
flip, (wpv1) = w'pvy

para cierta palabra w’ € M. Por lo tanto,
leaves(f)(wAvi) = w'pvy # wAvy,

probando la inyectividad de leaves : Aut(r) — S(leaves(7)). O
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Usando una idea similar a la de la demostracién anterior, podemos dar una descripcién
més precisa de Aut(7) en el caso en que 7 es recursivamente regular.

Proposicion 4.15. Si 1 es un drbol recursivamente regular, todo morfismo ¢ € Aut(r)
se escribe de forma tinica como una composicion

p = (n,7) 0 (0n-1,7) 00 (v1,7),
donde los v; son vértices de simetria de 7 yv; < v; sii < J.
Demostracion. Supongamos que
o = (vp,T)0---0(v1,T) = (W, T) 00 (w,T)

son dos factorizaciones como las del enunciado. Si fuese v; < wy, entonces para toda hoja
de 7 de la forma wAvy tendriamos

leaves(y)(wAv;) = leaves((vy,, 7)o - o (v1,7))(wAvy) = w'puvy,

leaves(p)(wAvy) = leaves((wy,, 7) o - -+ o (w1, 7)) (wAvy) = w” Avy,

lo cual es absurdo. Simétricamente tampoco puede ser wy < vy, por lo que v1 = wy y el
resultado se sigue por induccién en el largo de la factorizacion. O

Gracias a este tltimo resultado podemos dar una descripcion del tipo de isomorfismo
de Aut(7). Antes de ello, caracterizamos explicitamente los grupos de automorfismos de
arboles de aridad pequena:

donde en el ultimo caso el grupo Zsy que aparece del lado derecho del producto semidirecto
actia permutando los factores del producto Zo X Zs. Para el caso general disponemos del
siguiente resultado:

Corolario 4.16. Si T es un drbol recursivamente reqular con al menos 3 hojas, entonces

t(r) = {AUt(T/)\) x Aut(7/p) st € es un vértice de simetria de T,
(Aut(7/A) x Aut(1/p)) x {(e,7)) si no,

donde (e,7) actia sobre Aut(r/A) x Aut(7/p) permutando los factores del producto.
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Vale la pena observar que obviamente, si 7 = 7/ entonces Aut(r) = Aut(7’), por lo
que este corolario permite describir el grupo de automorfismos de arboles arbitrarios: si
T no es recursivamente regular, basta con tomar cualquier arbol 7" que si lo sea y esté
en su clase de isomorfismo. Notamos también que en la situacién del corolario, el grupo
Aut(r/X) x Aut(r/p)) x {(g,7)) es isomorfo al producto wreath Aut(7/)\)Zs.

Demostracion. La afirmacion es evidente en el caso en que € no es un vértice de simetria
de 7, dado que los flips en vértices que no son raices generan al grupo y los flips en vértices
de ramas diferentes del drbol conmutan entre si.

Si € es un vértice de simetria, los arboles 7/A y 7/p son el mismo dado que 7 es
recursivamente regular. Escribimos G y G, para los subgrupos de Aut(7) generados por
los flips en vértices de simetria de las ramas izquierda y derecha, respectivamente. Es
facil ver que el subgrupo de Aut(7) generado por todos los flips salvo el flip de la raiz
es isomorfo a G\ X G, de nuevo por las relaciones de conmutacion. Ademas, si v es un
vértice de simetria de 7/\ vale la identidad

(577—) ° (’U)\, T) © (577—) = (Up, T)

en Aut(r), por lo que vemos que (e, 7) acttia por conjugacion intercambiando los elementos
de Gy = Aut(t/X) y G, = Aut(1/p). O

Esta observacion, junto con los hechos de que Aut(m,) = {id} y Aut(V) = Zs
establecen que el grupo de automorfismos de todo arbol es isomorfo a un producto wreath
iterado de productos de Zy. Por ejemplo, el grupo de automorfismos del arbol 7 de la
figura

es isomorfo a

(Aut(Ttr ~— V) X Allt(Ttr ~— V)) X ZQ,

y como

Aut(Ttr ~ V) = Aut(Ttr) X Allt(V) it ZQ,

€S
Aut(r) = (ZQ X ZQ) X Lo = o L Lo
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4.8 Grupoides y coinvariantes

Precisamos un tltimo preliminar técnico: el del espacio de coinvariantes respecto a un
grupoide. En esta seccién presentamos esta idea y la relacionamos con la construcciéon
més familiar de coinvariantes respecto a la accién de un grupo.

Si G es un grupo y V € Vecty es una representacion de G, notamos Rg(V) al
k-subespacio de V' generado por el conjunto

{v—gv):g€GveV}
El espacio de coinvariantes Vs es el cociente
Vo =V/Ra(V).

Mas generalmente, si X es un grupoide, F' : X — Vecty un funtor y X € obj(X), notamos

Yax
a la orbita de X y llamamos Rx(X) al k-subespacio de O(X) generado por el conjunto
{w—F(f)(w): f € Hom(Y,Y"),Y 2Y' 2 X we F(Y)},
o alternativamente por el conjunto
{F(f)(w) — F(9)(w) : f,g € Hom(Y,Y"), Y 2Y' '~ X we F(Y)}.
El espacio de coinvariantes Fx(X) es el cociente
Fx(X) = O(X)/Rx(X).

Observamos que esta construccion generaliza a la anterior si pensamos a una representacion
de G como un funtor F' : G — Vecty donde pensamos a G como una categoria con un inico
objeto. Vale la pena destacar también que si X =2 Y en X, entonces Fx(X) = Fx(Y).

Proposicion 4.17. Sea X un grupoide, F : X — Vecty un funtor y X € obj(X) y
veamos a F(X) como una representacion del grupo Autx(X) gracias a F. La inclusion

F(X)— O(X)
mduce un isomorfismo
Fauex (x)(X) = Fx (X).

Demostracion. La inclusion inc : F(X) < O(X) induce un epimorfismo F(X) — Fx(X).
En efecto, si w € F(Y) entonces existen v € F(X) y una flecha f : X — Y en X con
F(f)(v) = w, por lo que inc(v) = w en Fx(X). Es claro ademéas que, como v = F(f)(v)
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en Fx(X) para todo f € Autx(X), este epimorfismo se factoriza por el espacio de
coinvariantes por Autx (X), dando lugar a un epimorfismo

Fauix (x)(X) = Fx(X).

Veamos que ademads es un monomorfismo. Para ello basta ver que un v € F(X) cuya
imagen en Fx (X) es nula pertenece a Ry (x)(F(X)). Un tal v puede escribirse de la
forma

n

v="> (F(fi) = F(9:) (1), (4.15)

i=1
donde f;,g; : Y — Y/ son flechas en X, X 2Y; 2 Y/ en X e y; € F(Y;). Como X =Y
en X podemos suponer sin pérdida de generalidad que para todo i el dominio de f; y g;
es X. Esto se debe a que, si 6 : X — Y] es un isomorfismo, entonces

(F(fi) - F(Qi)) (yi) = (F(fie) - F(gie)) (F(Q_l)(yi)>.

Elijamos ahora para cada Y/ = X distinto de X un isomorfismo h; : ¥/ — X en X y
definamos h : O(X) — O(X) como

h=idpxy+ > F(h).
Y/#X

En particular, h se restringe a la identidad sobre F(X) y es tal que si g : X — Y; es
una flecha en X, entonces hF'(g) = F(h;)F(g) = F(h;g) donde h;g € Autx(X). Luego,
aplicando h a ambos lados en (4.15) obtenemos

n

v= Z(F(hifi) — F(higi)) (i),

i=1

por lo que v € Ry, (x)(F(X)) como querfamos. O

4.9 El funtor A

En esta seccion extenderemos la funcion A : Trees — Vecty definida sobre objetos en
la ecuacion (4.5) a un funtor. Para poder definir A sobre las flechas precisamos algo
mas de notacion. Si 7 es un arbol de aridad n, I = |7/\|, r = |7/p| v v es uno de sus
vértices internos de 7, tenemos un morfismo lineal flip(, ) : A(7) — A(flip, (7)) definido
del siguiente modo:

id Sl T = Tty
(_1)1Tﬂips(7)(al+1,n ®a1,) siv=ey T # T,
flip(y, /5 (T/Aa11)) @ 7/p(are1n)  siv=wA,
7/ a1,) @ QiP(y 7 /p) (T/p(a141,0)) i v = wp.

flip(, -y (T(a1,,)) =
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Por ejemplo, consideremos al elemento 7(a16) de la siguiente figura:

a9 as as Qg

a a4

En ese caso, el flip del elemento 7(a;6) en la raiz es el inverso aditivo del elemento

as ae az as

Qa4 a1

Después de estos preliminares podemos describir la accién en flechas del funtor A, que
esta dada sobre los generadores por

Av,7) = flip(,r) : A(T) = A(flip,(7)).

Una verificacién que omitimos prueba que el funtor A es compatible con las identidades
que definen la categoria Trees.

Daremos finalmente una descripcion del espacio de coinvariantes A(T)qyees construido
en la seccion anterior en términos de la identificacion canénica 7 : A®I7l — A(7). Recor-
damos que un arbol no trivial 7 es regular si o bien 7/A = 7/p o bien si 7/ y 7/p no son
isomorfos en Trees, y que es recursivamente regular si 7/v es regular para todo vértice v
de 7.

Proposicion 4.18. Para cada drbol recursivamente regular T, definimos al funtor I';
como
id ST T = Ty,

Copn@Ty, silt|>1y1/A#7/p,
S(T,p)  silr|> 1, 7/A=7/py|r/Al es par,
A%(T;/y) si|r| >1, 7/A=17/py|r/A| es impar.

Para cada tal 7, la aplicacion 7 : A®ITI — A(7) induce un isomorfismo

FT(A) - AAU(}(T)(T> = A’I‘rees(T)'
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Demostracion. Si 7 es trivial, Aut(7) también lo es y el resultado es obvio. Supongamos
ahora que el resultado es valido para todo arbol 1 con |n| < |7| = n y que la raiz no
es un vértice de simetria de 7. En ese caso, gracias al Corolario 4.16 sabemos que
Aut(r) = G\ x G, donde G y G, son los subgrupos generados por los flips en vértices
de simetria que son descendientes de A y de p respectivamente. Observemos que hay un
isomorfismo fy : Gy — Aut(7/)) y que G, actia en 7(A®™) de modo que

g-7(arn) = (fx(g) - 7/Aayj7/2)) @ 7/p(a)r/xj+1,n)

y un hecho similar vale para G,. De este modo, el grupo G; = G x G, acttia diagonalmente
en T(A®™) = 7/N(A®IT/A) @ 7/p(A®I7/P). Asi, por induccion obtenemos que

T(A®™) aur(r) 2 T/NAPT Mo, @ 7/p(A21T /P g =T\ (A) @ T4, (A).

Supongamos ahora que la raiz si es un vértice de simetria de 7. Llamemos G, al subgrupo
generado por el flip en la raiz; en ese caso Aut(7) = (G x G,) x G, de nuevo por el
Corolario 4.16. Razonando de forma similar al caso anterior y usando que 7/A = 7/p,
tenemos que

T(A®™) Aut(r) = (T//\(A®|T/A)GA ® T/P(A®|T/p|)Gp> = (FT/A(A) ® FT/A(A)>

Ge Ge

El grupo G, actia en el daltimo término de esta cadena de isomorfismos intercambiando
los factores del producto tensorial e introduciendo el signo (—1)'7/ >‘|2, por lo que podemos
concluir que 7(A®™) oy (r) es isomorfo a S*(T'; /5 )(A) cuando |7/X| es par y a A*(T;/5)(A)
cuando es impar. ]

A modo de ejemplo, si 7 es el arbol de 6 hojas de la figura de la pagina anterior, el
funtor I'y es A%(— ® S?(-)).

4.10 EIl complejo C,(A)

Para cada namero natural n definimos R, (A) como el subespacio de T,,(A) generado por
todas las diferencias de la forma x — flip(, ;)(2), donde 7 es un arbol de aridad n, v un
vértice interior de 7 y  un elemento de A(7). Llamamos C,(A) al cociente

Los subespacios R,,(A) funcionan como un ideal:

Proposicion 4.19. Sixz € R, (A) ey € Tp(A), entonces x @y e y@x estin en Ry (A).
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Demostracion. Si T es un arbol de aridad n, a € A®™ un tensor elemental, v un vértice
interior de 7y z € A(7') con |7'| = k, entonces
(7(a) — flip(, 1)(7(a))) ® z = 7(a) ® z — flip(, ) (7(a)) ® 2
=7(a) ® z = flip 77 (7(a) ® 2) € Ryyi(A).
Del mismo modo se prueba que y ® x € Ry, (A). O

Gracias a este resultado podemos probar que la diferencial del complejo T, desciende
al complejo C,:

Teorema 4.20. Si (A, ) es un dlgebra de Lie nilpotente en 2 pasos, la diferencial
dp : Th(A) = T—1(A) es tal que dp(Rn(A)) C Ry—1(A) y, en consecuencia, induce una
diferencial d : Co(A) — Co(A).

Demostracion. Veamos primero que la diferencial d : T5(A) — T1(A) es tal que envia
Ry(A) en R1(A). El tnico arbol 7, de aridad 1 no posee vértices internos, por lo que
R;1(A) = 0. Por otro lado el tnico arbol de aridad 2, al que notamos V, posee un tnico
vértice interno, la raiz, de manera que

RQ(A) = (V(a1 & ag) — ﬂip(&v) (V(a1 &® ag)) tay, a2 € A>
=(V(a1 ®@az + a2 ® a1)).

La antisimetria de p implica entonces que d(R2(A)) = 0 = R;(A), como queriamos.

Sea ahora n > 2 y procedamos inductivamente. Sean 7 un arbol de aridad n,
ain € A®™ un tensor elemental y v un vértice interno de 7 y escribamos [ = |7/A| y
r = |7/p|. Consideremos el elemento

7(a1,n) — flip(, 1) (T(a1,n)) € Ru(A).

Veremos que la imagen de este elemento por d pertenece a R,,_1(A). Supongamos primero
que v = wA. Usando nuestra hipotesis inductiva vemos que

d (T(al n) = flip(, ) (7(a1,0) )
7/Mavg) @ 7/p(ary1n) — ipg, - (7/M(a1) © T/P(al+1,n)))

=d (/A
(7/A@10) @ 7/ plars1n) = 8D (7/Mar1) @ 7/ plars )
(
(

™/ Ma11) = Dy /) (7/Ma12)) @ 7/ plarsa,n)) -
/M) = 8D/ (/A1) ) &7/ plarsr n)

ER;_1(A)
(=)' (7/Mang) = Bip( pn) (/A1) ) @/ plars1.0)),

€R)(A)

d
d
d
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y vemos que esto es un elemento de R,,_1(A) gracias a la Proposicion 4.19. La demostracion
para el caso en que v = wp es anéloga.

Nos queda analizar el caso en el que v es la raiz de 7. En ese caso,

d(7(arn) = Hip(c(r(a1n)))
=d (T/)\(au) ® 7/p(ar+1,n) — fipc ) (7/Ma1,1) ® T/P(al+1,n)))
= d(7/Mar) @ 7/p(arr) = (~1)"7/plar1.0) © 7/Aar)

= d(r/Aa1) @ 7/plarr1n) — (=17 /parp10) @ d(r/Aa11))
ER,-1(A)

— (=)' (7/A(@1) @ d(r/plarsin) = (~1)'CVd(r/plara ) @ 7/Ma1) ),

€ERn_1 (A)

completando la demostracion. O

Definimos de forma inductiva un orden total < sobre el conjunto de arboles. Si
|7| < |7'|, diremos que 7 < 7'. Si |7| = |7, diremos que 7 < 7" si 7/A < 7//\ 0 bien si
T/IN=T /Ny T/p=<T/p.

Diremos que dos arboles 7 y 72 de la misma aridad son flip-equivalentes si 71 = 7
en Trees. En cada clase de equivalencia médulo flips existe un tnico drbol minimal
para el orden mencionado en el parrafo anterior. Llamaremos a estos arboles distinguidos
arboles de Otter, dado que Otter estudi6 en detalle el problema de enumeraciéon de
este tipo de arboles en su articulo [Ott48|. Notaremos Ott(n) al conjunto de arboles de
Otter de aridad n. Los siguientes son los dos arboles de Otter de aridad 4:

La siguiente tabla contiene los primeros valores de la sucesion | Ott(n)| que cuenta la
cantidad de arboles de Otter de cada cardinal, de acuerdo a |[OFI24b]:
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n | Ott(n)]
1 1

2 1

3 1

4 2

5 3

6 6

7 11

8 23

9 47

Observemos que si 1 es un arbol de Otter no trivial, entonces /X y n/p también
son arboles de Otter. También vale la pena destacar que los arboles de Otter son
recursivamente regulares. Para ver esto, supongamos que 7 es un arbol de Otter no
recursivamente regular. Existe entonces un vértice interno v de 7 tal que 7 = (7/v)/A
y 72 = (7/v)/p son isomorfos en Trees pero no iguales. Suponiendo sin pérdida de
generalidad que 1 < 7o, si reemplazamos 7o por 71 en 7 obtenemos un arbol isomorfo a 7
pero més pequeno respecto al orden <, contradiciendo la minimalidad de 7.

Observamos que tenemos una descomposicion para T),(A) dada por

LA = P |Pam
neOtt(n) \ 7=
Si R, (A) es el k-subespacio de R, (A) generado por el conjunto
{z —flip,(x) : 7 = n, v vértice interno de 7,z € A(7)},

tenemos una descomposicion similar para R, (A), dada por

R.(A) = P Ry (A).

neOtt(n)

Para cada arbol de Otter n definimos

Cy(4) = @A(T) /Ry (A).

Siguiendo la notacion de la Seccion 4.8 este espacio es simplemente Aqyees(77). Gracias a
la Proposicion 4.18 tenemos entonces que

Cu(A)= P Ty(A).

neOtt(n)
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Bajo esta identificaciéon, podemos dar una presentaciéon 1til para el computo explicito de
los primeros grados del complejo Ce(A):
ARARARAZ(A)

ds ARAQA?(A)

®
LR ABS*(A2(4)) D A®A2(A) B A2A4) B A0

52(A63(A))
A2(A)RADA2(A)

Brindamos también férmulas explicitas para la diferencial en estos grados, escribiendo
[—, —] para el corchete del algebra de Lie A:

Grado Sumando Elemento basico genérico Imagen por la diferencial
2 A2 (A) a1 N\ a2 [a17 ag]
3 A® AQ(A) a1 ® (az A\ a3) —ai1 N\ [ag, a3]
4 A® AR A% (A) a1 ® az ® (az A as) a1 ® (a2 A las, aa))
4 S2(A%(A)) (a1 AN az) - (as A as) [a1,a2] ® (a3 A as) + [as, as] ® (a1 A az2)
5 ARARARA(A)  a1Qa2®az® (a4 Aas) —a1 ® a2 @ (az A [a4, as))

—a1 ® [az, a3] ® (as A as)
—a1 ® [as,a5] ® (a2 A as)
[a1,a2] ® as ® (as A as)
—(CL1 AN CLQ) . (a3 A [a4,a5])

ot

A® S*(A*(A)) a1 ® ((a2 A az) - (as A as))

5 MA@ AR AN (A) (a1 Aa2)®as ® (as Aas)

A modo de ejemplo, un elemento tipico del sumando A?(A4) ® A ® A%(A) C C5(A) puede
representarse como

a4 as

al a9 as

y su imagen por la diferencial ds es

a4 as
as ai az as [aq, as]

a1, az]

donde el primer término pertenece al sumando A ® A ® A%(A) y el segundo al sumando

S2(A2(A)) de Cy(A).

Como podemos ver, incluso en el caso relativamente sencillo de la homologia a
coeficientes triviales, el complejo de Koszul resulta ser complicado de describir. A modo
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de comparacion, Brega, Cagliero y Chaves-Ochoa definen en [BCCO17, (2.3)] el segundo
espacio de cohomologia de un algebra de Lie nilpotente en 2 pasos (A, ) como

_ ker(d?) Nker(d)
H = img(d")

donde d' y d? son los diferenciales del complejo de Chevalley—Eilenberg para la acciéon
adjunta de Ay d: A2(A*) @ A — (A")®3 ® A es tal que

d(U) (mv Y, Z) = :u(o-(x’ y)v Z) + O-(:UJ(xv y)’ Z)

para todo 0 € A?(A*) ® A y para cualquier eleccion de z,y,z € A. Si escribimos
R = A%(A*) ® A, el motivo por el cual d se define de esta forma es que o pertenece al
nticleo de d precisamente cuando u + to € R[t]/(t?) da lugar a una estructura de 4lgebra
de Lie sobre A que resulta nilpotente en 2 pasos. De esta forma, los elementos de H?(A)
son deformaciones de u en el sentido de Gerstenhaber dentro de la variedad de &lgebras
de Lie nilpotentes en 2 pasos.

En contraste, la teoria de operads nos da una manera sistemética para poder describir
los espacios de cohomologia y poder emplear las herramientas del algebra homolégica
para el computo explicito en ejemplos concretos.



Apéndice A

Codigo para la determinaciéon de los
caracteres de §2.7

El siguiente codigo de SageMath [Dev24| permite determinar los caracteres correspon-

dientes a los médulos de la pagina F; de la sucesién espectral asociada a la especie
L:

import itertools
from sage.combinat.subset import SubsetsSorted

def basis(n, deg):
"""1.a base standard para L"{\otimes deg+1}([n]) = E_0"{n, deg-n+1}.
Este metodo tiene sentido para 1 <= n, 0 <= deg <= n-1."""
b =[]
for comp in Compositions(n, length=1 + deg):
for perm in Permutations(n):
cur = []
ind = 0
for i in range(l + deg):
cur.append (perm[ind : ind + comp([i]])
ind += comp([i]
b.append (cur)
return b

def comult (elt) :
"""Comultiplica un elemento basico de L([n]), representado como una
lista de numeros sin repeticiones."""
res = []
n = len(elt)
r = range (n)
for sset in sage.combinat.subset.SubsetsSorted(r) :
if len(sset) != 0 and len(sset) != n:
comp = [1 for i in r if i not in sset]
res.append ([
[elt[i] for i in sset],
[elt[i] for i in comp]
1)
return res

141
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def

def

def

APENDICE A. CODIGO

complex (n) :

""rE] espacio vectorial graduado \Sigma’n_{\bullet}

= L"{\otimes \bullet} ([n]), presentado como una lista ordenada de bases.
Este metodo tiene sentido para 1 <= n."""

return [basis(n, i) for i in range(n)]

differentiate (elt, codomain_basis=[]):
""rsi elt es un elemento basico de L*{\otimes k} ([n]), este metodo
devuelve las coordenadas de la aplicacion de la diferencial sobre elt
en terminos de la base standard. La base del codominio puede pasarse
como parametro opcional, para ahorrar tiempo de ejecucion si van a
calcularse muchos valores de la diferencial."""
k = len(elt)
if not codomain_basis:
n = max([item for sublist in elt for item in sublist])
codomain_basis = basis(n, k)

res = [0 for _ in range(len (codomain_basis)) ]
sign = 1
for i in range (k) :

if len(elt[i]) != 1:

for term in comult (elt[i]) :
cur = elt[:1] + term + elt([i + 1:]
res[codomain_basis.index (cur)] += sign
sign »= -1
return res

differential (n, deg):
"""I.a diferencial E_0"{n, deg-n} -> E_0"{n, deg-n+l1}, como matriz."""
rows = []
domain_basis = basis(n, deg-1)
codomain_basis = basis(n, deg)
for basic_elt in domain_basis:
rows.append(differentiate (basic_elt, codomain_basis))
return matrix (QQ, rows).transpose ()

class Formal_combination:

"""Una clase para representar e imprimir combinaciones lineales de
forma practica."""

def _ init_ (self, basis, coords):
self.basis = basis
self.coords = coords

def _ repr_ (self):

rr

rep =
for (i, coord) in enumerate (self.coords):
if coord != O:
if coord != 1:
rep += str(coord) + 7 % '
rep += str(self.basis[i]) + 7 + '
if rep != 7"':
return repl:-3]

return rep
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def permute (self, permutation):
"""Aplica una permutacion (presentada como lista de valores) a una
combinacion formal de elementos basicos."""
new_coords = [0 for _ in range(len(self.coords))]
for (i, coord) in enumerate (self.coords) :
if coord != 0:
permuted_basic_elt = []
for part in self.basis[i]:
permuted_basic_elt.append ([
permutation[i-1] for i in part
1)
new_coords[self.basis.index (permuted_basic_elt)] = coord
return Formal_combination(self.basis, new_coords)

def get_homology_basis(n, deg):
"""Devuelve una base de E_1"{n, —-deg} como objetos de tipo
Formal_combination."""
k = n-1-deg
ch = ChainComplex([differential(n, i) for i in range(l, n)])
return |
Formal_combination (basis(n, k), chain[l].vector (k))
for chain in ch.homology (generators=True) [k]

def eval_top_character (n, permutation):
"""Calcula el valor del caracter de E_1"{n,-n+l} en una permutacion
especifica."""

top_basis = get_homology_basis(n, n - 1)

return matrix ([
elt.permute (permutation) .coords|[:factorial(n - 1)]
for elt in top_basis

1) .trace ()

def get_top_character (n):
"""Devuelve el valor del caracter de E_1"{n,-n+l1}. La logica para este
caso esta separada de los demas, dado que este espacio es simplemente
un subespacio y no un subcociente."""
G = SymmetricGroup (n)
conjugacy_classes = [
perm.representative () .tuple ()
for perm in G.conjugacy_classes()
]
return ClassFunction (
Gr
[eval_top_character (n, perm) for perm in conjugacy_classes]

def get_character (n, deg):
"""Calcula el caracter del Sn-modulo E_1"{n, -deg} si 0 <= deg <= n-1.
Este valor se devuelve como un objeto ClassFunction de SageMath."""
deg = n-1-deg
if deg ==
return get_top_character (n)
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G = SymmetricGroup (n)
conjugacy_classes = [
perm.representative () .tuple ()
for perm in G.conjugacy_classes()

cycles = differential(n, deg + 1) .transpose () .kernel () .basis()
boundaries = differential (n, deg).transpose () .image () .basis ()
boundaries_followed_by_cycles = list (boundaries)
for v in cycles:
if v not in span (boundaries_followed_by_cycles) :
boundaries_followed_by_cycles.append(v)
homology_basis = boundaries_followed_by_cycles[len (boundaries) :]

def act_by_perm(coords, perm):
"""Calcula la accion permutacion de perm sobre un elemento de la
base standard expresado en coordenadas."""

# Primero obtenemos las coordenadas del elemento permutado en la
# base standard

formal_elt = Formal_combination (basis(n, deg), coords)
permuted_coords = formal_elt.permute (perm) .coords

El resultado sigue perteneciendo al espacio de ciclos, pero lo
podemos escribir como una suma entre un borde y una combinacion
lineal de nuestra base para la homologia. Para obtener las
coordenadas del elemento en la homologia, basta con obtener las
coordenadas de su representante en una base del espacio de ciclos
conformada por una base del espacio de bordes seguido de nuestra
base para la homologia y simplemente olvidarnos de las primeras
coordenadas.

L R R R E RS

V = Q0 * (len(homology_basis[0]))

coords_in_cycles = V.subspace_with_basis(
boundaries_followed by_cycles

) .coordinate_vector (permuted_coords)

coords_in_homology = coords_in_cycles[len (boundaries) :]

return coords_in_homology

def char_value (perm) :
"""Calcula el valor del caracter correspondiente en una
permutacion dada."""
mtx = []
for elt in homology_basis:
mtx.append (act_by_perm(elt, perm))
return matrix (mtx) .trace ()

return ClassFunction (
Gl
[char_value (perm) for perm in conjugacy_classes]

)

El método principal del codigo es get_character(). A modo de ejemplo, veamos
como obtener los caracteres de las componentes irreducibles de Ef’_2(L):
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>>> [irrep.values () for irrep in get_character (4,2) .irreducible_constituents () ]

Como vemos, esto s6lo nos devuelve los caracteres irreducibles presentes, pero no su
multiplicidad. Para calcular la multiplicidad basta con calcular el producto interno entre
los caracteres irreducibles y el caracter original:

def get_multiplicity(char, irred_char, n):
G = SymmetricGroup (n)
classes = G.conjugacy_classes ()
return sum/( [
char[i] * irred_char[i] * len(classes[i])
for i in range (len (char))
]) / factorial (n)

De este modo obtenemos las siguientes multiplicidades (comparar con la Tabla 2.7):

>>> irreps = [
irrep.values () for irrep in get_character(4,2) .irreducible_constituents ()

>>> [
get_multiplicity (get_character(4,2) .values(), irrep, 4)
for irrep in irreps

(1, 2, 1]
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reticulado de intersecciones, 53
automorfismo interior, 94

bandera, 2
base adaptada a, 3
completa, 2
estandar, 3
funcion de distancia, 16
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longitud, 2
proyeccion a un subespacio, 3
refinamiento, 3
restriccién a un subespacio, 2
tipo, 2
variedad de, 20

base agradable, 122

bicomoédulo
formas torcidas, 91
inversible, 90

celda de Schubert, 21
complejo de Salvetti, 56
composicion, 1

longitud, 1

refinamiento, 1
comddulo

libre, 8
construccién cobar reducida, 11
convolucién, 7

coalgebra
conexa, 86
trivial, 86

e-bicomddulo, 9
cohomologfa, 11
trivial, 11
especie, 4
concentrada en dimensiéon n, 7
de banderas, 32
de banderas completas, 32
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de 6rdenes lineales, 48

exponencial, 9

exponencial reducida, 11

relativamente proyectiva, 7
estandardizacién, 77

forma bilineal simétrica, 112
adjunta, 112
complemento ortogonal respecto a,
112
libre de isotropfa, 112
no degenerada, 112

grupo de Picard, 93
laplaciano, 113

magma
agradable, 123
Lie-tabular, 123
tabular, 123
modulo de Lie, 74
moédulo de Steinberg, 14

ntmeros de Stirling de primera especie
sin signo, 65

GLOSARIO

order complez, 14

palabra

multilineal, 76
particién ordenada, 1

estandar, 2

longitud, 1

tipo, 1
permutacion

conexa, 101
permutacién de Jordan-Holder, 16
polinomio de Lie, 74
polinomios de Gauss, 23
producto cotensorial, 86
producto de Cauchy, 4
proyeccion de Tits, 33

shuffle, 3
subcomddulo de coinvariantes, 87
subgrupo de Young, 2
subgrupo estandar de Borel, 15
subgrupo parabdlico, 18

rango, 20

tipo, 20



Notacion

k, 1 L(A), 53

F 1 F(A), 53
;1 =<, 53

[n], 1 B, b4
[m,n], 1 D(F,C), 57
kEn,1 sgn(Fy; Fiyq), 57
=<,1,3 D¢l 57
F, 2 D™, 57
F1(V), 2 Conf(n,C), 64
Fing, 4 Ap, 74
Finy, 4 ®, 76

Sp, 4 std(o), 77
FxG, 7 inc, 77

e 9 Pic(X), 85
Hilb, 9 O, 86

St, 14 SSym, 98
d, 16 Owm, 107
Stab, 18 Or, 107
1, 20 Ty(A), 108
], 23 ~, 108
("), 23 A, 109

L, 32 Mag,, 110
0im, 34 supf, 111
sch, 35 pos, 111
sch, 35 Trees, 125
Fin*, 47 flip, 125

L, 48 leaves, 129
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