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Resumen

Sombras de agujeros negros rotantes rodeados por medios transparentes

En esta Tesis se realiza un estudio teórico acerca de las sombras que producen

en el cielo de un observador lejano ciertos tipos de agujeros negros rotantes, en

presencia de un medio transparente. Cuando un agujero negro está iluminado por

una fuente extensa o rodeado de un disco de acreción geométricamente grueso y

ópticamente delgado, su apariencia es la de una región oscura en un fondo lumi-

noso. Las sombras tienen una forma no trivial debido a la deflexión gravitatoria

de la luz, que en el caso de un agujero negro rotante da lugar a una asimetría

característica en la dirección perpendicular al eje de rotación. Para obtener el con-

torno de la sombra se utiliza el formalismo de Hamilton-Jacobi en cada una de

las métricas consideradas, para así integrar las ecuaciones de movimiento de la

luz. Las curvas teóricas obtenidas en este trabajo se pueden usar para contrastar

observaciones de agujeros negros para diversas teorías de gravedad. En particu-

lar, se consideran agujeros negros en relatividad general rodeados de un fluido

transparente con presión anisótropa. Luego se estudia una familia de métricas que

incluye ejemplos provenientes de teorías como las cosmologías de mundos brana,

gravedad de Horndeski y gravedad escalar-tensorial de Einstein-Gauss-Bonnet en

4 dimensiones. Finalmente, se analiza el caso de la teoría de Einstein-Maxwell

acoplada a un campo dilatónico. En estos últimos dos casos, se incluye la presencia

de un medio en estado de plasma, que refracta los rayos de luz en función de su

frecuencia. En todos los escenarios, dado el contorno de una sombra se definen

tres observables geométricos que caracterizan su forma y tamaño, y se estudia su

dependencia con los parámetros de cada caso.
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Abstract

Shadows of rotating black holes surrounded by transparent media

This Thesis contains a theoretical study of the shadows produced in the sky

of a distant observer by certain kinds of rotating black holes, in the presence of a

transparent medium. When a black hole is lit by an extended source or surrounded

by a geometrically thick and optically thin accretion disk, its appearance is that of a

dark region on a bright background. The shadows have a nontrivial shape due to the

gravitational deflection of light, which for the case of a rotating black hole gives rise

to a characteristic asymmetry in the direction perpendicular to the rotation axis. In

order to find the shadow contour, the Hamilton-Jacobi formalism is used for each of

the considered metrics to integrate the equations of motion for light. The theoretical

curves obtained in this work can be used to compare observations of black holes

for different theories of gravity. In particular, we consider black holes in general

relativity surrounded by a transparent fluid with anisotropic pressure. We then study

a family of metrics that includes examples arising from theories such as braneworld

cosmologies, Horndeski gravity and scalar-tensor Einstein-Gauss-Bonnet gravity

in 4 dimensions. Finally, we analyze the case of Einstein-Maxwell theory coupled

to a dilatonic field. In these latter two cases we include the presence of a medium

in a plasma state, which refracts the light rays depending on their frequency. In all

the scenarios, given a shadow contour we define three geometric observables that

characterize its shape and size, and we study their dependency on the parameters

of each case.
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(...) in that hour the Children of the
Earth awoke, the Firstborn of
Ilúvatar. By the starlit mere of
Cuiviénen, Water of Awakening,
they rose from the sleep of
Ilúvatar; and while they dwelt yet
silent by Cuiviénen their eyes
beheld first of all things the stars
of heaven.

J. R. R. Tolkien
The Silmarillion
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Capítulo 1

Introducción

En esta Tesis se estudian las sombras de agujeros negros rotantes en diver-
sas teorías de gravedad. Un agujero negro, además de producir una atracción
gravitatoria sobre partículas y rayos de luz en su cercanía—y por lo tanto una
deflexión en sus trayectorias—captura todo aquello que atraviese su superficie,
incluida la luz. La combinación de estos dos factores implica que un agujero
negro iluminado uniformemente se ve como una región oscura en el cielo, deno-
minada sombra1, que no es simplemente una proyección sino que se ve ampliada
y deformada por la deflexión gravitatoria de los rayos de luz. En la Figura 1.1 se
ilustra cualitativamente este fenómeno.

Los agujeros negros son una predicción de la relatividad general, teoría en
la cual la gravedad es interpretada como un efecto geométrico, producto de la
curvatura del espacio-tiempo [1]. Como se verá en el capítulo siguiente, los
mismos son las soluciones de las ecuaciones de campo que describen el análogo
de una masa puntual. El nombre se debe a que un agujero negro no rotante de
masa 𝑀 está rodeado por una superficie esférica de radio 𝑟𝑠 = 2𝐺𝑀/𝑐2 llamada
el horizonte de eventos, que tiene la propiedad de que ninguna trayectoria que
ingrese dentro del horizonte puede volver a salir. En el universo se conocen
dos categorías principales de agujeros negros [2]: unos son los agujeros negros
estelares, formados por colapso gravitatorio de estrellas, cuyas masas rondan
desde unas pocas a algunas decenas de masas solares. Los otros son llamados
supermasivos, ya que tienen entre 106 y 1010 masas solares; éstos existen en los
centros de las galaxias.

Unas estimaciones rápidas muestran que observar un agujero negro es un gran
desafío experimental. Se verá más adelante que la deflexión de la luz le da a un

1Posiblemente “silueta” sería una palabra más precisa; sin embargo, “sombra” es el término
estándar.
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O

Figura 1.1: Sombra de un agujero negro (círculo oscuro) vista por un observador
O. Desde la perspectiva de O, el rayo de la izquierda proviene del infinito y
es deflectado gravitatoriamente; la trayectoria de la derecha proviene del agujero
negro y por lo tanto no puede traer luz. El rayo central es el caso límite: continuado
hacia el pasado, da infinitas vueltas alrededor del agujero negro. Este rayo marca
el borde de la sombra, cuyo tamaño angular es mayor al del agujero negro.

agujero negro de masa 𝑀 un radio aparente de

𝑅 = 3
√

3𝐺𝑀/𝑐2. (1.1)

Al momento de escribir este trabajo, el que parece ser el agujero negro conocido
más cercano a la Tierra está a una distancia 𝑑 ≈ 480 pc y tiene una masa 𝑀 ≈
10 M⊙ [3, 4]. Esto le da a su sombra un diámetro angular de 2𝑅/𝑑 ∼ 5 × 10−15,
aproximadamente un nanosegundo de arco—órdenes de magnitud por debajo de
la mejor resolución posible al día de hoy.

Un agujero negro estelar es, por el momento, un objeto con un tamaño aparente
demasiado pequeño para ser observado directamente. Por esta razón, el proyecto
del Telescopio del Horizonte de Eventos [5, 6] (abreviado EHT por sus siglas en
inglés), que ha producido las únicas imágenes de agujeros negros hasta la fecha,
eligió para sus observaciones a los agujeros negros supermasivos en los centros
galácticos. En particular, uno de los dos objetivos es Sagitario A*; ubicado en
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la Vía Láctea, tiene una masa de aproximadamente 4 × 106 M⊙ y está a una
distancia de 8 kpc [7], de manera que su sombra tiene un radio del orden de los
25 microsegundos de arco. El agujero negro M87*, en el centro de la galaxia
homónima M87, tiene una masa de alrededor de 3 × 109 M⊙ y está a 18 Mpc de
la Tierra [8], produciendo una sombra de tamaño angular similar.

1.1. Relatividad general
La relatividad general es una teoría fñisica que postula que la gravedad es

resultado de la geometría del espacio-tiempo. El mismo se representa mate-
máticamente por una variedad pseudo-Riemanniana de cuatro dimensiones con
coordenadas {𝑥𝜇} y tensor métrico 𝑔𝜇𝜈, donde los índices tradicionalmente van
de 0 a 3, con el índice 0 asignado a una coordenada temporal y los otros tres a
las coordenadas espaciales. La significancia de la métrica es que permite tomar
productos internos entre vectores: usando la convención de Einstein en la que se
suma sobre índices repetidos, el mismo está dado por

V · W = 𝑔𝜇𝜈𝑉
𝜇𝑊 𝜈 . (1.2)

El elemento de línea o intervalo infinitesimal se define entonces como el cuadrado
de un desplazamiento 𝑑𝑥𝜇:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈 𝑑𝑥
𝜇 𝑑𝑥𝜈 . (1.3)

Dado un sistema de coordenadas {𝑥𝜇}, los operadores de derivada parcial 𝜕𝜇 =

𝜕/𝜕𝑥𝜇 se pueden tomar como los vectores base del espacio tangente en un
punto 𝑥. Al tener componentes ( 𝜕/𝜕𝑥𝜇 )𝜈 = 𝛿𝜈𝜇, sus productos internos son las
componentes de la métrica:

𝜕

𝜕𝑥𝜇
· 𝜕

𝜕𝑥𝜈
= 𝑔𝜇𝜈 . (1.4)

La métrica y su inversa 𝑔𝜇𝜈 = (𝑔𝜇𝜈)−1 también permiten subir y bajar índices de
vectores y tensores,

𝑉𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑉
𝜈, 𝑉 𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑉𝜈, (1.5)

dando un isomorfismo entre el espacio vectorial tangente y su dual.
Se tomará la convención de signos en la que la métrica tiene un autovalor

negativo y tres autovalores positivos, normalmente denotada como la signatura
(−, +, +, +). Un intervalo se dice de tipo temporal si 𝑑𝑠2 < 0, espacial si 𝑑𝑠2 > 0
y nulo si 𝑑𝑠2 = 0, y análogamente un vector V es temporal, espacial o nulo según
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el signo de V · V. En cada punto del espacio-tiempo se puede tomar una tétrada
de cuatro vectores {e(𝜇)} ortonormales, que cumplen

e(0) · e(0) = −1, e(𝑖) · e(𝑖) = 1 para 𝑖 = 1, 2, 3
e(𝜇) · e(𝜈) = 0, 𝜇 ≠ 𝜈.

(1.6)

Las componentes de la métrica en esta base son entonces las de la métrica de
Minkowski,

𝑔(𝜇) (𝜈) = 𝜂𝜇𝜈 = diag(−1, 1, 1, 1). (1.7)

En un espacio curvo, la generalización de la derivada parcial de un vector 𝑉 𝜇
es la derivada covariante, dada por

∇𝜇𝑉 𝜈 = 𝜕𝜇𝑉 𝜈 + Γ𝜈𝜇𝜆𝑉
𝜆, (1.8)

donde
Γ𝜇𝛼𝛽 =

1
2
𝑔𝜇𝜈 (𝑔𝜈𝛼,𝛽 + 𝑔𝜈𝛽,𝛼 − 𝑔𝛼𝛽,𝜈) (1.9)

son los símbolos de Christoffel; la definición se puede extender a tensores de
rango arbitrario. Se usa la coma para denotar una derivada parcial, de modo que
𝑔𝜈𝛼,𝛽 = 𝜕𝛽𝑔𝜈𝛼. A partir de la métrica y los símbolos de Christoffel se construyen
el tensor de curvatura o tensor de Riemann

𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 = 𝜕𝛼Γ
𝜇
𝜈𝛽 − 𝜕𝛽Γ𝜇𝜈𝛼 + Γ𝜇𝜎𝛼Γ

𝜎
𝜈𝛽 − Γ𝜇𝜎𝛽Γ

𝜎
𝜈𝛼, (1.10)

el tensor de Ricci
𝑅𝜇𝜈 = 𝑅

𝛼
𝜇𝛼𝜈 (1.11)

y el escalar de Ricci o escalar de curvatura

𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 . (1.12)

Las ecuaciones de campo que determinan la métrica se pueden deducir de la
acción de Einstein-Hilbert que, en ausencia de la constante cosmológica Λ, está
dada por

𝑆EH =
𝑐4

16𝜋𝐺

∫
𝑑4𝑥

√−𝑔𝑅 + 𝑆m, (1.13)

donde 𝑔 es el determinante de la métrica y 𝑆m es la parte de la acción debida a la
materia. Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes son las ecuaciones
de Einstein

𝑅𝜇𝜈 −
1
2
𝑔𝜇𝜈𝑅 =

8𝜋𝐺
𝑐4 𝑇𝜇𝜈, (1.14)

donde
𝑇𝜇𝜈 =

𝛿𝑆m
𝛿𝑔𝜇𝜈

(1.15)
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es el tensor de energía-momento de la materia; al lado izquierdo de la ecuación
se lo denomina el tensor de Einstein

𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 −
1
2
𝑔𝜇𝜈𝑅. (1.16)

Este tensor satisface la identidad de Bianchi contraída

∇𝜇𝐺𝜇𝜈 = 0, (1.17)

que implica la conservación del tensor de energía-momento

∇𝜇𝑇 𝜇𝜈 = 0. (1.18)

El tensor 𝐺𝜇𝜈 es simétrico, y las ecuaciones de Einstein forman un conjunto de
10 ecuaciones diferenciales a derivadas parciales no lineales.

1.2. Teorías alternativas de gravedad
Como se verá a lo largo de este trabajo, la forma y tamaño de las sombras

de los agujeros negros dependen de la teoría de gravedad considerada. Esto
las convierte en un gran recurso observacional para contrastar la relatividad
general con teorías alternativas—particularmente en el régimen de campo fuerte.
La relatividad general fue propuesta entre 1915 y 1916 y rápidamente ganó
una amplia aceptación, pero sus primeras comprobaciones experimentales sólo
exploraron el régimen de campo débil [1]. Por análisis dimensional, un objeto de
masa 𝑀 tiene asociada una escala de distancias 𝑟𝑔 = 𝐺𝑀/𝑐2, llamada su radio
gravitatorio; para explorar el régimen de campo fuerte de la relatividad general,
es necesario estar a una distancia de orden 𝑟𝑔 del cuerpo estudiado. Los tres
tests clásicos—la precesión del perihelio de Mercurio, la deflexión gravitatoria
de la luz, y su corrimiento al rojo2—fueron realizados en el sistema solar, en
los entornos de la Tierra y el Sol, donde 𝑟𝑔/𝑟 ≪ 1 y por lo tanto los efectos
relativistas sólo aparecen como correcciones pequeñas al potencial Newtoniano
[9]. La Figura 1.2 ilustra dónde se ubican distintos fenómenos y observaciones
en términos del potencial gravitatorio 𝐺𝑀/𝑐2𝑟 y la curvatura 𝐺𝑀/𝑐2𝑟3.

El descubrimiento del púlsar binario de Hulse-Taylor en 1974 permitió un
acercamiento a la física gravitatoria fuertemente relativista, ya que sus com-
ponentes se mueven a velocidades 𝑣/𝑐 ∼ 10−3 [9], y fue también la primera
detección (aunque indirecta) de ondas gravitacionales, ya que gracias a la esta-
bilidad extrema de la rotación del púlsar fue posible medir con gran precisión

2Este último datando de algunas décadas después de los otros dos.
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Figura 1.2: Potencial gravitorio y curvatura explorados en diversos objetos y
fenómenos astrofísicos. El sistema solar se ubica hacia la izquierda del diagrama,
en la región de potencial bajo. Los agujeros negros están en el extremo derecho;
en particular, los agujeros negros supermasivos observados por el EHT están en
la banda violeta. Tomado de [10]; ver también [11].
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el decaimiento de su órbita debido a la pérdida de energía como radiación gra-
vitatoria. Sin embargo, este sistema no entra en el régimen de campo fuerte en
el sentido del párrafo anterior, ya que la separación entre las masas es mucho
mayor a su radio gravitatorio [9]. Las ondas gravitacionales provenientes de la
fusión de dos agujeros negros de masa estelar fueron detectadas directamente
por primera vez en 2015 por el observatorio LIGO [12]; para contrastarlas con
las predicciones de la teoría fueron necesarias simulaciones numéricas, ya que
se trata de un fenómeno altamente no lineal, lejos de la aproximación de campo
débil.

Es claro que, hasta el momento, la mayor parte (aunque no toda) de la evi-
dencia a favor de la relatividad general proviene de situaciones donde los efectos
relativistas son pequeños. El formalismo post-Newtonian parametrizado (PPN)
[9] es una manera de estudiar las desviaciones a primer orden de distintas teo-
rías de gravedad, y compararlas con las de la relatividad general. Este método
no es aplicable, sin embargo, al entorno de agujeros negros, que es una zona
relativamente poco explorada y donde las diferencias entre la relatividad general
y teorías modificadas pueden manifestarse más claramente. En este contexto, las
sombras proveen una manera de llegar hasta la región de campo fuerte próxima
al horizonte y poner a prueba las predicciones de la relatividad general. Esto es
particularmente cierto para los agujeros negros rotantes, cuyas sombras pueden
tener alteraciones en su forma dependientes de la teoría; las sombras de agujeros
negros estáticos son siempre circulares, debido a la simetría esférica, de modo
que su tamaño es la única variable observable.

Existen diversas razones para considerar posibles modificaciones a la re-
latividad general; se conocen demasiadas propuestas de teorías alternativas de
gravedad para describir todas aquí, así que se mencionarán algunas que son
relevantes para los casos estudiados en los Capítulos 3, 4 y 5. Estrictamente
hablando, el espacio-tiempo considerado en el Capítulo 3 está motivado no por
una teoría alternativa de gravedad, sino por la posibilidad de que en la presencia
de distintos tipos de materia autogravitante las soluciones de agujero negro de la
relatividad general se modifiquen notablemente, con un efecto observable sobre
la sombra [13, 14]. Sin embargo, la métrica particular que resulta del modelo
elegido también tiene la propiedad de ser solución de agujero negro en algunas
teorías alternativas, como el modelo de Randall-Sundrum entre otros [15].

Cuando se realizan modificaciones a la teoría, éstas se suelen definir partien-
do de la acción de Einstein-Hilbert (1.13) y cambiándola o agregando términos
a la misma. Una motivación importante para proponer modificaciones a la rela-
tividad general es la necesidad de resolver la conocida incompatibilidad con la
mecánica cuántica. Es esperable que, en el límite de curvaturas y energías bajas,
una teoría de gravedad cuántica tome la forma de la relatividad general más co-
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rrecciones en potencias de la curvatura o que involucren otros campos. Incluso si
la gravedad es clásica, la interacción con campos de materia cuánticos introduce
términos superiores en la acción [16]. Ante el panorama de potencialmente in-
finitas correcciones cuánticas, es relevante el teorema de Lovelock [17, 18], que
organiza todas las posibles ecuaciones de movimiento para el campo gravitatorio
que sean de segundo orden y conserven el tensor de energía-momento. La acción
de Einstein-Hilbert es el único término posible lineal en la curvatura; a orden
cuadrático se agrega el escalar de Gauss-Bonnet [18]

G = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 − 4𝑅𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽 + 𝑅2, (1.19)

dando lugar a la teoría Einstein-Gauss-Bonnet. En dimensión menor a cinco este
término no contribuye a las ecuaciones de movimiento, pero en los últimos años
ha servido de inspiración para proponer una teoría que intenta mantener sus
efectos en un límite 𝐷 → 4 [19, 20].

Entre las propuestas de teorías de gravedad cuántica, la más estudiada es la
teoría de cuerdas, y una de sus predicciones es que a bajas energías el campo
electromagnético de Maxwell 𝐹𝜇𝜈 está acoplado a un campo escalar 𝜙 llamado
el dilatón [21, 22] mediante un término 𝑒−2𝜙𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 en la acción. Los agujeros
negros en la llamada teoría Einstein-Maxwell-dilatón se estudiarán en el Capítulo
5; esta corrección es particularmente interesante porque es un cambio cualitativo
en la teoría que se mantiene incluso a curvatura baja, en el régimen clásico. La
teoría de cuerdas también requiere la presencia de dimensiones extra, y existen
modelos cosmológicos como el conocido modelo de Randall-Sundrum [23, 24]
donde una o más de las mismas no son compactas y dejan una huella en las
soluciones de agujeros negros, observable desde el espacio tridimensional [15].

Otra de las motivaciones para proponerse modificar la relatividad general
es intentar eliminar las singularidades que ésta predice, tanto en el contexto de
cosmología como en los centros de agujeros negros. Se espera que los llamados
agujeros negros regulares (es decir, sin singularidad) sean una predicción de una
eventual teoría de gravedad cuántica, pero también existen modificaciones a la
relatividad general o agregados de tipos de materia que evitan las singularidades
[25]. Los resultados del Capítulo 3 pueden considerarse como aplicables a este
contexto, ya que se estudia una clase amplia de espacio-tiempos que incluye,
entre varios otros, ejemplos conocidos de agujeros negros regulares [25-27].

1.3. Sombras de agujeros negros
Paralelamente al desarrollo de la física de ondas gravitatorias procedió el

estudio del comportamiento de la luz cerca de agujeros negros; en [28] se hace
un repaso de la literatura. El efecto de lente gravitatoria o lensing gravitatorio,
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en el que la luz es desviada por la gravedad de un objeto masivo, fue estudiado
de manera teórica y observacional desde 1919 en el caso del efecto de lente
débil y posteriormente para lentes fuertes3 [29-34]. Recientemente se ha podido
detectar la presencia de agujeros negros de masa estelar a través del fenómeno
de microlensing [35, 36]: si un objeto oscuro compacto realiza un tránsito por
delante de una estrella con alineación alta, el efecto de lente gravitatoria provoca
un aumento observable en la intensidad de la luz recibida y por lo tanto permite
deducir la presencia del mismo. Estas observaciones, en el marco teórico de
deflexión débil, permiten detectar agujeros negros aislados poco masivos.

C. Darwin4 [37] encontró en 1959 soluciones exactas para las órbitas de la luz
alrededor de un cuerpo esférico, y mostró que rayos que inciden con un parámetro
de impacto menor a 𝑏𝑐 = 3

√
3𝐺𝑀/𝑐2 son capturados. Su trabajo fue planteado

como la búsqueda de la apariencia de un objeto esférico muy compacto iluminado
uniformemente; en términos modernos, este resultado se puede interpretar como
el primer cálculo del radio de la sombra de un agujero negro no rotante (ver
nuevamente la Figura 1.1, y el Capítulo 2 para la deducción). Más adelante este
cálculo fue realizado para otras métricas de agujeros negros [33, 38, 39]. En
1972 Bardeen [40] encontró a su vez las trayectorias de la luz alrededor de un
agujero negro rotante, descrito por la solución de Kerr [41, 42], produciendo así
el contorno de la sombra, la cual ya no es circular sino que se ve deformada y
desplazada como resultado de la rotación del agujero negro—fenómeno conocido
como el arrastre de los sistemas inerciales, ilustrado en la Figura 1.3. La forma
funcional de la métrica de Kerr es mucho más complicada que la de un agujero
negro no rotante: se rompe la simetría esférica, de modo que hay a priori menos
cantidades conservadas y no es posible aplicar el mismo método sencillo [42].
Este cálculo fue posible gracias al descubrimiento de Carter [43] de una “simetría
oculta” de la geometría de Kerr, gracias a la cual se conserva la llamada constante
de Carter y se puede llevar las ecuaciones de movimiento a primer orden. Como
se verá en el Capítulo 2, esta constante surge de obtener la ecuación de Hamilton-
Jacobi para las trayectorias de los fotones y encontrar que la misma es separable.

En teorías de gravedad modificada las soluciones de agujero negro rotante
no necesariamente tienen una ecuación de Hamilton-Jacobi separable, y por lo
tanto no siempre es aplicable el método de Bardeen para encontrar la sombra de
manera analítica. En algunos casos es necesario recurrir a un trazado de rayos

3Existen dos conceptos distintos de lensing fuerte. El uso clásico del término abarca el caso
en el que la alineación entre el objeto y la lente produce efectos como imágenes múltiples y
distorsiones grandes, pero con un ángulo de deflexión pequeño [29]. La llamada deflexión fuerte,
en cambio, se aplica al entorno de agujeros negros y otros objetos compactos, donde el ángulo
de deflexión puede ser arbitrariamente grande, del orden de 2𝜋 o mayor. Esta última situación es
la más cercana al presente trabajo.

4Nieto y tocayo del notable biólogo Charles Darwin.
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Figura 1.3: Trayectorias de la luz en el plano ecuatorial alrededor de un agujero
negro rotante. Se muestran los rayos de luz que forman el borde de la sombra;
el rayo co-rotante tiene una órbita más chica que el rayo contra-rotante, de modo
que la sombra no es simétrica con respecto al eje óptico.

numérico (ver por ejemplo [44, 45], entre otros), pero ha recibido gran interés el
encontrar métricas de agujeros negros rotantes que permitan separar la ecuación
de Hamilton-Jacobi y encontrar la correspondiente constante de Carter para luego
obtener la forma de la sombra [46-50], así como en encontrar cuál es la expresión
más general de una métrica que cumpla ciertas condiciones de separación [51-53].
Hay también teorías en las que no se conoce una solución rotante exacta, por lo
que es común recurrir al algoritmo de Newman-Janis [54, 55] para generar una
métrica con rotación a partir de una solución con simetría esférica conocida. Es
posible demostrar que una versión modificada del mismo [56] siempre produce
espacio-tiempos cuya ecuación de Hamilton-Jacobi es separable [57], y esto se
ha aprovechado para obtener las sombras en varias geometrías de interés [25,
58-61].

El concepto de sombra descrito en los párrafos anteriores es, debe enfatizarse,
una definición en principio teórica: la sombra vista por un observador es el
conjunto de direcciones en el cielo que continuadas hacia el pasado provienen
del agujero negro, y por lo tanto no traen luz. Es la región oscura que se observa si
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Figura 1.4: Simulación de la apariencia de un agujero negro estático rodeado por
un disco de acreción delgado y opaco. Tomado de [64].

un agujero negro es iluminado uniformemente por una fuente esférica que rodea
tanto al mismo como al observador [62]. Por supuesto, en la práctica no existe tal
fuente esférica; para observar un agujero negro en el espectro electromagnético,
es necesaria alguna otra fuente de luz en su cercanía. Dicha fuente es provista
por materia siendo acretada por el agujero negro, que forma un disco brillante
alrededor del mismo [2, 63]; estos discos de acreción hacen posible la observación
directa de la imagen de un agujero negro. La apariencia visible de la silueta de
un agujero negro puede entonces, en principio, verse afectada por la geometría
del disco de acreción; en 1979 Luminet [64] produjo la primera imagen simulada
de un agujero negro estático rodeado por un disco geométricamente delgado y
ópticamente grueso, mostrada en la Figura 1.4; ver [65] para un trabajo análogo
aplicado a un agujero negro rotante. Lo primero que se nota en esta imagen es
la apariencia altamente distorsionada del disco, debida a la deflexión gravitatoria
de la luz: la región brillante semicircular ubicada en la mitad superior de la figura
es la parte trasera del disco, cuya luz es desviada por el agujero negro de manera
que se puede observar desde cualquier ángulo . Se puede ver también un delgado
anillo luminoso dentro de la región oscura; este anillo es la imagen secundaria
del disco, formada por rayos que parten desde su superficie inferior y rodean
al agujero negro por detrás antes de dirigirse al observador. El anillo delgado
contiene en realidad no sólo a la imagen secundaria sino a infinitas “imágenes
relativistas” [31] compuestas por rayos de luz que dan una cantidad arbitraria de
vueltas antes de abandonar el entorno del agujero negro.

En esta imagen es evidente que la sombra observada no es perfectamente
circular, como lo es la sombra en el sentido teórico descrito más arriba (para
un agujero negro no rotante): su forma es aproximadamente semicircular, y está
determinada por la geometría del disco. Esto puede poner en duda la relevancia
observacional de la sombra teórica, ya que la imagen real observada de un agujero
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negro parecería depender de la distribución de intensidades del disco de acreción.
Este no es, sin embargo, el caso para los agujeros negros observados hasta ahora
por el EHT. Estos agujeros negros supermasivos están rodeados por flujos de
acreción baja y ópticamente delgados [5, 6], prácticamente transparentes a su
propia radiación. Las trayectorias que dan lugar a las imágenes relativistas, que
como se dĳo más arriba (y se ve en la Figura 1.1) pueden rodear al agujero
negro varias veces antes de escapar, recorren una distancia grande dentro de la
zona de emisión, y por lo tanto adquieren una gran luminosidad comparadas con
aquellas que toman un camino más directo, ya sea dentro o fuera de la sombra
[66]. El resultado es que siempre y cuando la materia en acreción se extienda
hasta el horizonte, se verá un anillo brillante, conocido como el anillo de fotones,
determinado por el borde de la sombra teórica5 [31, 62, 66] e independiente de los
detalles de la geometría del disco de acreción. El anillo de fotones concentra luz en
una zona muy delgada pero no es muy luminoso en términos absolutos: sólo trae
cerca del 10 % del flujo total de la imagen [67]. En las imágenes ya producidas por
el EHT, es indistinguible de la emisión directa del disco acreción, con la cual se
superpone. Sin embargo, es esperable que futuras observaciones inteferométricas
de mayor resolución puedan detectar la componente de frecuencia espacial alta
producida por un anillo delgado [67].

Volviendo un poco atrás en el tiempo, luego del trabajo de Luminet la posi-
bilidad de observar directamente un agujero negro se mantuvo en el terreno de
la especulación hasta alrededores del año 2000, cuando se empezó a considerar
la factibilidad de observar el entorno de Sgr A* mediante interferometría de
muy larga base [68]. Brevemente (ver [69] para más detalles), esta técnica co-
mienza combinando las señales tomadas por dos telescopios distantes entre sí y
haciéndolas interferir. Al igual que en los experimentos clásicos de interferencia
y difracción, la visibilidad6 medida en el interferómetro da la transformada de
Fourier espacial de la imagen; ésta queda expresada en función de d⊥, la separa-
ción entre telescopios proyectada perpendicularmente a la línea de visión, según
la fórmula [70]

V(u) =
∫

𝑑2𝜃 𝐼 (𝜽)𝑒−2𝜋𝑖u·𝜽 , (1.20)

donde 𝜽 son coordenadas angulares en el cielo, 𝐼 (𝜽) la distribución de inten-
sidades y u = d⊥/𝜆 con 𝜆 la longitud de onda. Al tomar varios telescopios y
hacerlos interferir de a pares, así como usar la rotación de la Tierra para que d⊥
vaya cambiando, se pueden medir distintas componentes de V(u) y así intentar
reconstruir la imagen con una transformada de Fourier inversa.

5Este último es a veces llamado también “curva crítica” [62].
6Definida como V = (𝐼max − 𝐼min)/(𝐼max + 𝐼min), donde 𝐼max y 𝐼min son las intensidades

máxima y mínima del patrón de interferencia.
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Figura 1.5: Los telescopios que participan del EHT. Tomado de [5].

La ventaja de la interferometría de muy larga base es que permite, en cierto
sentido, superar el límite de difracción de un telescopio, que dice que la resolución
angular es del orden de 𝜆/𝐷, con 𝐷 la apertura. Con interferometría de muy
larga base se pueden medir componentes de Fourier de tamaño angular 𝜆/𝑑⊥;
por supuesto, 𝑑⊥ puede hacerse mucho más grande que cualquier telescopio.
El EHT mide en una longitud de onda 𝜆 = 1.3 mm [5], de modo que con una
separación del orden de un radio terrestre se obtiene una resolución angular de
𝜆/𝑅⊕ ∼ 28 𝜇as, del orden del tamaño esperado para las sombras de los agujeros
negros supermasivos Sgr A* y M87*, como se mencionó anteriormente. En
la Figura 1.5 se muestra la red de telescopios del EHT, ubicados en distintos
continentes y con separaciones del orden del tamaño del mismo planeta Tierra.
La desventaja de esta técnica es que la visibilidad V(u) sólo se conoce para
algunos valores de u, dependiendo de las separaciones entre pares de telescopios.
Esto implica que no es posible encontrar exactamente la imagen 𝐼 (𝜽), ya que sólo
se tienen algunos puntos de su transformada de Fourier, y se deben usar métodos
complejos de reconstrucción de imágenes [70].

En la Figura 1.6 se muestran las imágenes producidas por el EHT de los dos
agujeros negros observados hasta el momento7. En ambos casos se ve que la
estructura dominante es un anillo brillante con una depresión oscura en el centro.
A pesar de que los anillos no son delgados como en la situación idealizada

7Posteriormente fueron publicadas más imágenes, conteniendo información de polarización
[71] o reconstruidas con distintos métodos [72].
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Figura 1.6: Imágenes de M87* [5] (izquierda) y Sgr A* [6] (derecha) producidas
por el EHT.

descrita más arriba8, al medir sus diámetros promedio se obtienen valores de
aproximadamente 40 𝜇as para M87* y 50 𝜇as para Sgr A* [70, 73], consistentes
con los tamaños predichos para las sombras.

1.4. Sombras en presencia de plasma
El material en acreción alrededor de un agujero negro se encuentra normal-

mente en estado de plasma [63]. Es natural entonces preguntarse si esto podría
introducir alguna distorsión observable sobre la sombra. Un plasma está caracteri-
zado por una función𝜔𝑝 (𝑥), llamada la frecuencia de plasma, que es proporcional
a la densidad de partículas [74]. Como se detallará en el Capítulo 4, el índice de
refracción es función del cociente 𝜔𝑝 (𝑥)/𝜔, donde 𝜔 es la frecuencia de la luz.
Esto implica que 𝑛 depende de la posición, de modo que los rayos de luz pueden
en principio refractarse y alterar la forma observable de la sombra [75, 76].

En los últimos años ha habido mucho interés en calcular los contornos de
sombras de diversas métricas de agujero negro en presencia de plasma, a partir
del descubrimiento de que en ciertos casos es posible hacerlo de manera analítica,
incluso para agujeros negros rotantes [76]. Este método, que es una generalización
del trabajo de Bardeen [40] en el espacio-tiempo de Kerr en vacío, no es aplicable
a cualquier distribución de plasma: la forma funcional de la frecuencia𝜔𝑝 (𝑥) debe
cumplir una condición de separabilidad [76]. Aunque una distribución realista que
corresponda a un disco de acreción no es fácilmente tratable de manera analítica,
es posible considerar modelos sencillos que permitan una primera aproximación

8Lo cual se debe en parte a la superposición del anillo de fotones con la emisión directa y en
parte a la resolución limitada (∼ 20 𝜇as) del instrumento.
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a los efectos de plasma, y esto se hará en el Capítulo 4; para generar imágenes
más realistas, se debe recurrir a métodos de trazado de rayos numéricos9 [77].
Con los resultados analíticos se pueden estudiar fenómenos como la dependencia
del índice de refracción con la frecuencia: la cromaticidad es una característica
distintiva de estos efectos. Se encuentra, como es usual para los plasmas, que
la luz de muy alta frecuencia se propaga igual que en vacío, y la refracción se
hace más fuerte para frecuencias bajas. En la distribución cuasi-esférica [78]
adoptada en esta Tesis, se produce una disminución drástica del tamaño de la
sombra cuando 𝜔 ≳ 𝜔𝑝, debida a la aparición de una zona alrededor del agujero
negro en la que la luz no se puede propagar [60, 61, 76].

9Es interesante señalar que los métodos del trabajo citado fueron usados en la generación de
imágenes para la película Interstellar (2014).





Capítulo 2

Trayectorias de la luz cerca de
agujeros negros

Este capítulo comienza con una breve introducción a la descripción de trayec-
torias en relatividad general, particularmente los aspectos que serán relevantes
en esta Tesis, para luego presentar las soluciones de Schwarzschild y de Kerr
que describen agujeros negros estáticos y rotantes respectivamente. El objetivo
de este trabajo es estudiar agujeros negros en teorías de gravedad modificada, y
el formalismo usado para el cálculo de las sombras es una extensión directa del
que se usa para encontrar la sombra en la geometría de Kerr; por lo tanto, éste
se presentará en detalle luego de hacer lo mismo para el caso de Schwarzschild.
La mayor parte del material, particularmente en lo que respecta a la relatividad
general y la métrica de Schwarzschild, se puede consultar de textos éstandar como
[1, 79]. La métrica de Kerr se estudia en detalle en [42]. A partir de aquí, se usará
un sistema de unidades tal que 𝐺 = 𝑐 = 1.

2.1. Geodésicas
La principal relevancia de la métrica es que determina las trayectorias de

partículas libres: las mismas son geodésicas de la variedad determinada por 𝑔𝜇𝜈.
En términos de las coordenadas, éstas son curvas 𝑥𝜇 (𝜆) que cumplen la ecuación
de las geodésicas

𝑑2𝑥𝜇

𝑑𝜆2 + Γ𝜇𝛼𝛽
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝜆
= 0. (2.1)

La ecuación en esta forma no es invariante ante reparametrizaciones generales
𝜆 → 𝜆̃(𝜆), a menos que el cambio sea una transformación afín 𝜆̃ = 𝑎𝜆 + 𝑏;
por eso, la clase de parámetros para los cuales la ecuación es válida se llaman
parámetros afines. Para el caso de curvas temporales es posible definir un pará-

23
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metro preferencial 𝜏, el tiempo propio, como aquel que cumple la condición de
normalización

𝑢𝜇𝑢
𝜇 = −1, (2.2)

donde
𝑢𝜇 =

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜏
(2.3)

es la cuadrivelocidad. Las curvas temporales son las que corresponden a trayec-
torias de partículas con masa, que se mueven más lento que la luz, y para ellas es
posible definir el cuadrimpulso

𝑝𝜇 = 𝑚
𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜏
, (2.4)

donde 𝑚 es la masa de la partícula. Si en lugar del tiempo propio se usa el
parámetro 𝜆 = 𝜏/𝑚, el cuadrimpulso queda simplemente expresado como

𝑝𝜇 =
𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
. (2.5)

Esta forma es conveniente ya que tiene igual forma a la que corresponde a curvas
nulas, como se verá más abajo.

Dado un observador que en un cierto punto tiene una cuadrivelocidad u, se
puede definir una tétrada tomando e(0) = u y los e(𝑖) como una base ortonormal
del espacio tridimensional ortogonal a e(0) . Esta tétrada provee entonces un
sistema de referencia adaptado al observador, permitiendo descomponer vectores
en componentes temporales y espaciales.

En relatividad especial las curvas nulas, con

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
= 0, (2.6)

corresponden a trayectorias que se mueven a la velocidad de la luz, y esta inter-
pretación se mantiene en la relatividad general. Heurísticamente, esto debe ser así
ya que siempre es posible usar coordenadas localmente inerciales alrededor de un
punto dado, en las cuales se recupera la relatividad especial. Más rigurosamente,
es posible demostrar [80, 81] a partir de las ecuaciones de Maxwell que, en el
límite de óptica geométrica (es decir de longitud de onda pequeña), las ondas
electromagnéticas se comportan como partículas sin masa que se propagan a lo
largo de trayectorias nulas; en particular, los rayos de luz propagándose en el
vacío siguen geodésicas nulas. Es común usar usar los términos “rayo de luz”,
“trayectoria nula” y “fotón” de manera intercambiable, sin que este último haga
referencia alguna a la mecánica cuántica. El vector tangente a una geodésica nula
no es normalizable como lo es el de una geodésica temporal, y por lo tanto no es
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posible definir un tiempo propio y debe usarse el parámetro afín 𝜆. El término
“cuadrivelocidad” se suele reservar para el caso de partículas con masa, de forma
que para la luz sólo está definido el cuadrimpulso

𝑝𝜇 =
𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
, (2.7)

recordando que en este caso la normalización del mismo es arbitraria, y sólo es
físicamente relevante su dirección, que es invariante ante una transformación afín
del parámetro. Sin embargo, en algunas referencias se usan 𝑢𝜇 y 𝑝𝜇 de manera
intercambiable para trayectorias nulas.

La ecuación de la geodésica se puede obtener a partir de un principio varia-
cional. Las geodésicas son las curvas para las cuales el intervalo

Δ𝑠 =

∫ √︂
−𝑔𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆
𝑑𝜆 (2.8)

es extremal, lo cual generaliza la definición clásica de geodésica como la curva de
distancia mínima entre dos puntos. Esta integral se puede interpretar como una
acción, cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a la ecuación de la
geodésica, pero permitiendo reparametrizaciones arbitrarias de la trayectoria. Se
puede ver que el Lagrangiano más simple

L
(
𝑥,
𝑑𝑥

𝑑𝜆

)
=

1
2
𝑔𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆
(2.9)

también lleva a la ecuación de la geodésica, bajo la condición de que 𝜆 sea un
parámetro afín. El valor de L determina el tipo de trayectoria: una trayectoria
temporal tiene L < 0 (y en particular L = −1/2 si se usa el tiempo propio como
parámetro), y una nula tiene L = 0.

A partir del Lagrangiano se puede definir también un Hamiltoniano

H(𝑥, 𝑝) = 1
2
𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑝𝜇𝑝𝜈, (2.10)

con ecuaciones de Hamilton

¤𝑥𝜇 = 𝜕H
𝜕𝑝𝜇

= 𝑔𝜇𝜈𝑝𝜈 (2.11)

¤𝑝𝜇 = −𝜕H
𝜕𝑥𝜇

= −1
2
𝜕𝜇𝑔

𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽 (2.12)

que son equivalentes a la ecuación de la geodésica; el punto denota la derivada con
respecto a 𝜆. Esta forma es la más conveniente para mostrar el teorema de Noether
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aplicado a trayectorias en espacio-tiempos curvos: si la métrica no depende de
una coordenada 𝑥𝑎, entonces 𝜕H/𝜕𝑥𝑎 = 0 y la componente 𝑝𝑎 del momento
es constante a lo largo de geodésicas. Al no haber una dependencia explícita
con 𝜆, se tiene también la conservación de H , que físicamente corresponde a la
conservación de la masa: el valor del mismo sobre una trayectoria esH = −𝑚2/2.
La generalización de esta observación es el concepto de un vector de Killing. Es
sencillo demostrar que si un campo vectorial 𝜉 (𝑥) satisface la condición

∇𝜇𝜉𝜈 + ∇𝜈𝜉𝜇 = 0 (2.13)

entonces la cantidad 𝜉𝜇𝑝𝜇 es constante a lo largo de geodésicas. Si la métrica es
independiente de alguna coordenada 𝑥𝑎, entonces 𝜉 = 𝜕𝑎 es un vector de Killing,
y se recupera el resultado de que 𝑝𝑎 es una cantidad conservada.

2.2. Agujero negro de Schwarzschild
Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales no

lineales acopladas, y encontrar soluciones exactas de las mismas es una tarea no
trivial. Por lo tanto, un enfoque común es aprovechar simetrías y casos especiales
para simplificar las ecuaciones; y uno de los casos más sencillos de relevancia
astrofísica que se pueden considerar es el de un cuerpo esférico de masa 𝑀 . En el
exterior de dicho cuerpo, la métrica deberá satisfacer las ecuaciones de Einstein
de vacío (es decir, con 𝑇𝜇𝜈 = 0) y tener simetría esférica; es posible demostrar
[1] que la métrica esféricamente simétrica más general se puede escribir como

𝑑𝑠2 = − 𝑓 (𝑡, 𝑟) 𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2

𝑔(𝑡, 𝑟) + 𝑟
2
(
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜑2

)
, (2.14)

donde se toman coordenadas esféricas {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑}. Con esta propuesta, las ecua-
ciones de Einstein están dadas por

𝐺0
0 =

𝜕𝑟𝑔

𝑟
+ 𝑔

𝑟2 − 1
𝑟2 = 0, (2.15)

𝐺0
1 =

𝜕𝑡𝑔

𝑟 𝑓 𝑔
= 0, (2.16)

𝐺1
1 =

𝑔𝜕𝑟 𝑓

𝑟 𝑓
+ 𝑔

𝑟2 − 1
𝑟2 = 0, (2.17)

junto con la ecuación 𝐺2
2 = 𝐺3

3 = 0, que es linealmente dependiente con las
otras gracias a la identidad de Bianchi. A partir de estas ecuaciones y luego de
una posible redefinición de la coordenada temporal, eventualmente se llega a que
las funciones 𝑓 y 𝑔 son independientes del tiempo, y están dadas por

𝑓 (𝑟) = 𝑔(𝑟) = 1 − 𝑟𝑠
𝑟
, (2.18)
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donde 𝑟𝑠 es una constante de integración llamada el radio de Schwarzschild; la
solución completa

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 𝑟𝑠

𝑟

)
𝑑𝑡2 +

(
1 − 𝑟𝑠

𝑟

)−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑Ω2 , (2.19)

con
𝑑Ω2 = 𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜑2 , (2.20)

es conocida como la métrica de Schwarzschild. Esta métrica es asintóticamente
plana: es decir, a medida que 𝑟 → ∞ sus componentes tienden a las de la métrica
de Minkowski en coordenadas esféricas, y por lo tanto se puede interpretar que la
geometría describe un cuerpo aislado. Estudiando las trayectorias de partículas
lejanas en el límite de campo débil y comparando la ecuación de movimiento
con la ley de gravitación de Newton se puede ver que en particular la métrica
describe un cuerpo de masa 𝑀 = 𝑟𝑠/2 en unidades geométricas, o 𝑟𝑠 = 2𝐺𝑀/𝑐2

si se restauran las constantes.
Aplicada a un cuerpo astrofísico tal como una estrella o un planeta, la solución

de Schwarzschild sólo es válida para 𝑟 > 𝑅, donde 𝑅 es el radio del cuerpo. Una
estimación para casos típicos muestra que normalmente el radio 𝑅 es mucho
mayor al radio de Schwarzschild; el Sol, por ejemplo, tiene un radio de 𝑅⊙ ≈
7×105 km y un radio de Schwarzschild de 𝑟𝑠 ≈ 3 km. En este trabajo, sin embargo,
se busca estudiar agujeros negros, que surgen de extender la solución de vacío a
todo valor de 𝑟. Al hacer esto, se ve inmediatamente que la componente 𝑔𝑟𝑟 de la
métrica tiene problemas en 𝑟 = 0 y en 𝑟 = 2𝑀 . El punto 𝑟 = 0 es una singularidad
física: la curvatura allí se hace infinita. Esto se puede ver, por ejemplo, calculando
el escalar de Kretschmann

𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽𝑅
𝜇𝜈𝛼𝛽 =

48𝑀2

𝑟6 (2.21)

y observando que el mismo diverge cuando 𝑟 → 0, independientemente del
sistema de coordenadas que se use. El caso de la superficie 𝑟 = 2𝑀 es distinto:
es posible pasar a sistemas de coordenadas que conectan las regiones 𝑟 > 2𝑀
y 𝑟 < 2𝑀 de manera regular, mostrando que ésta es una singularidad de las
coordenadas elegidas, y que el espacio-tiempo está definido para todo 𝑟 > 0. Un
ejemplo simple son las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes, en las
que el tiempo se reemplaza por la coordenada nula

𝑣 = 𝑡 + 𝑟 + 2𝑀 log
( 𝑟

2𝑀
− 1

)
(2.22)

y la métrica queda expresada como

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 2𝑀

𝑟

)
𝑑𝑣2 + 2 𝑑𝑣 𝑑𝑟 + 𝑟2 𝑑Ω2 . (2.23)
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Las curvas radiales de 𝑣 constante son rayos de luz, como se puede ver del hecho
que 𝑑𝑣 = 𝑑𝜃 = 𝑑𝜑 = 0 implica que 𝑑𝑠2 = 0. En particular, son rayos que se
dirigen hacia el origen; de aquí sale el nombre de coordenadas de Eddington-
Finkelstein entrantes1. En estas coordenadas, la métrica es perfectamente regular
en 𝑟 = 2𝑀 y las trayectorias pueden atravesar este radio, mostrando que no hay
una singularidad real sino que son las coordenadas de Schwarzschild {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑}
las que no son adecuadas en 𝑟 = 2𝑀 . Volviendo a las mismas, es inmediato
observar que para 𝑟 < 2𝑀 los signos de 𝑔𝑡𝑡 y 𝑔𝑟𝑟 se invierten, de manera que la
coordenada 𝑟 se vuelve temporal. Esto implica que cualquier trayectoria temporal
o nula que cruce la superficie 𝑟 = 2𝑀 con ¤𝑟 < 0 debe mantener el signo de ¤𝑟, y por
lo tanto inevitablemente debe acercarse hacia 𝑟 = 0. De aquí sale, por supuesto,
el nombre de agujero negro: esta métrica describe una región del espacio de la
cual ninguna partícula, ya sea masiva o un fotón, puede salir una vez que ingresa.
La superficie 𝑟 = 2𝑀 es denominada el horizonte de eventos. Para los propósitos
de este trabajo sólo es relevante la región exterior al horizonte de eventos, por
lo que la singularidad en 𝑟 = 2𝑀 de las coordenadas de Schwarzschild no es un
problema.

El comportamiento causal se ilustra en la Figura 2.1, que muestra el diagrama
de espacio-tiempo (o diagrama de Penrose) de la geometría de Schwarzschild.
El mismo se basa en otro sistema de coordenadas, las coordenadas de Kruskal-
Szekeres, que también es regular en 𝑟 = 2𝑀 . El diagrama realiza una transforma-
ción conforme para que el espacio-tiempo se pueda dibujar en una región finita,
y las coordenadas están definidas de modo que los rayos de luz sean líneas a
45º. La región I es el exterior, donde 𝑟 > 2𝑀 , y la región II es el interior del
agujero negro: es claro que ninguna trayectoria temporal o nula puede escapar del
mismo. Las regiones III y IV aparecen naturalmente cuando se hace la máxima
extensión analítica de la solución, y representan un universo paralelo a la región
I y el interior de un agujero blanco respectivamente. Como se dĳo más arriba,
para este trabajo sólo es relevante la región I.

2.3. Geodésicas en el espacio-tiempo de
Schwarzschild

Como ya se mencionó, la sombra de un agujero negro se define como el con-
junto de direcciones en el cielo de un observador tales que rayos de luz que llegan
desde esas direcciones provienen, si se continúan hacia el pasado, del horizonte de
eventos [40]. El contorno de la sombra es la curva que separa las trayectorias que

1La definición 𝑢 = 𝑡 − 𝑟 − 2𝑀 log(𝑟/2𝑀 − 1) conduce a las coordenadas de Eddington-
Finkelstein salientes.



2.3. GEODÉSICAS EN EL ESPACIO-TIEMPO DE SCHWARZSCHILD 29

I

II

III

IV

Figura 2.1: Diagrama de Penrose de la máxima extensión del espacio-tiempo de
Schwarzschild, mostrando la estructura causal del mismo. En este diagrama los
rayos de luz son líneas a 45º, y se ha realizado un cambio de coordenadas para
que el infinito esté a una distancia finita. La región I es la exterior al agujero
negro, y la región II es su interior; se puede ver cómo no es posible volver de la
región II a la I.

intersectan al horizonte de las que no lo hacen. Matemáticamente, un observador
se asocia con una tétrada ortonormal {e(𝜇)} tal que e(0) es la cuadrivelocidad del
observador y e(1) apunta en la dirección radial, también llamada el eje óptico. La
dirección de un dado rayo de luz está entonces relacionada con las componentes
angulares 𝑝 (2) y 𝑝 (3) del cuadrimpulso 𝑝𝜇 del mismo.

La sombra siempre se puede encontrar numéricamente mediante el método
de trazado de rayos, integrando las ecuaciones de movimiento hacia el pasado
a partir de una dada condición inicial en la posición del observador para ver
si el rayo en cuestión intersecta al horizonte de eventos. Sin embargo, en todas
las métricas consideradas en esta Tesis es posible encontrar la sombra usando
las constantes de movimiento conservadas a lo largo de rayos de luz: con las
constantes asociadas a un dado 𝑝 (𝜇) se puede estudiar la ecuación de movimiento
radial y determinar analíticamente si la trayectoria en cuestión puede llegar al
horizonte.

El primer objetivo es entonces encontrar las cantidades conservadas. Se puede
ver a simple vista que la métrica de Schwarzschild (2.19) es independiente de 𝑡 y
de 𝜑, de lo cual se deduce inmediatamente que 𝑝𝑡 y 𝑝𝜑 son constantes a lo largo
de cualquier geodésica. Estas dos componentes son normalmente interpretadas
como la energía 𝐸 = −𝑝𝑡 y la componente 𝑧 del momento angular 𝐿𝑧 = 𝑝𝜑, y
esto es razonable para partículas con masa cuando se usa el tiempo propio como
parámetro. En el caso de la luz, existe la libertad de reescalar arbitrariamente el
parámetro afín y por lo tanto las componentes 𝑝𝜇. Adelantándose al análisis del
movimiento de la luz en un plasma en los Capítulos 4 y 5, será más conveniente
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fijar la convención de que 𝑝𝜇 = 𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆 es el vector de onda de la luz, con
unidades de frecuencia, y usar los nombres 𝜔0 = −𝑝𝑡 y 𝑝𝜑 para las cantidades
conservadas.

Al igual que en el problema de Kepler clásico, la simetría esférica y la
conservación del momento angular permiten, sin pérdida de generalidad, fijar
𝜃 = 𝜋/2. Se tienen entonces tres incógnitas 𝑡 (𝜆), 𝑟 (𝜆) y 𝜑(𝜆), y tres cantidades
conservadas 𝑝𝑡 , 𝑝𝜑 y 𝑝𝜇𝑝𝜇: el movimiento se puede integrar completamente sin
recurrir directamente a la ecuación de la geodésica de segundo orden. Las tres
ecuaciones de movimiento quedan

𝑔𝑡𝑡 𝑝
𝑡 = 𝑝𝑡 =⇒

(
1 − 2𝑀

𝑟

)
¤𝑡 = 𝜔0, (2.24)

𝑔𝜑𝜑𝑝
𝜑 = 𝑝𝜑 =⇒ 𝑟2 ¤𝜑 = 𝑝𝜑, (2.25)

𝑔𝜇𝜈𝑝
𝜇𝑝𝜈 = 0 =⇒ −

(
1 − 2𝑀

𝑟

)
¤𝑡2 + ¤𝑟2

1 − 2𝑀/𝑟 + 𝑟
2 ¤𝜑2 = 0; (2.26)

reemplazando las dos primeras en la tercera, se obtiene la ecuación para el
movimiento radial: (

𝑑𝑟

𝑑𝜆

)2
= 𝜔2

0 −
𝑝2
𝜑

𝑟2

(
1 − 2𝑀

𝑟

)
. (2.27)

Se puede ver que definiendo un nuevo parámetro 𝜆̃ = 𝜔0𝜆, la solución queda
determinada por la combinación 𝑏 ≡ 𝑝𝜑/𝜔0, llamada el parámetro de impacto:(

𝑑𝑟

𝑑𝜆̃

)2
= 1 − 𝑏2

𝑟2

(
1 − 2𝑀

𝑟

)
≡ 𝑉 (𝑟), (2.28)

donde se definió el potencial efectivo 𝑉 (𝑟). A pesar de la existencia de las dos
cantidades conservadas 𝜔0 y 𝑝𝜑, la libertad de cambiar la escala del parámetro
afín implica que el movimiento depende sólo de 𝑏 (a menos de traslaciones
temporales y rotaciones).

El potencial 𝑉 (𝑟) presenta dos comportamientos distintos dependiendo del
valor de 𝑏. Para 𝑏 < 𝑏𝑐 ≡ 3

√
3𝑀 , es positivo para todo 𝑟 y todas las trayectorias

cruzan al horizonte; para 𝑏 > 𝑏𝑐 el potencial tiene un cero fuera del horizonte,
de manera que las trayectorias se acercan desde el infinito hasta un radio mínimo
𝑟𝑚 y luego se vuelven a alejar, como se ilustra en la Figura 2.2. En el parámetro
de impacto crítico 𝑏𝑐 el potencial tiene una raíz doble en 𝑟 = 3𝑀 , y por lo tanto
pueden existir órbitas circulares inestables en este radio, formando la llamada
esfera de fotones. De la ecuación angular(

𝑑𝜑

𝑑𝑟

)2
=

𝑏2

𝑟4𝑉 (𝑟)
(2.29)
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Figura 2.2: Potencial efectivo𝑉 (𝑟) para distintos valores del parámetro de impacto
𝑏 comparado con el parámetro crítico 𝑏𝑐 = 3

√
3𝑀 . El movimiento es posible en

las regiones donde 𝑉 (𝑟) ≥ 0.

Figura 2.3: Distintas trayectorias de la luz alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild a medida que el parámetro impacto se acerca a su valor crítico.
De arriba hacia abajo el parámetro de impacto disminuye, y se puede ver que las
órbitas pueden dar una o más vueltas completas alrededor del agujero negro. En
gris se muestra la esfera de fotones y en línea punteada el horizonte. La separación
entre las trayectorias interiores está exagerada para mayor claridad.

se puede encontrar el ángulo total recorrido por una órbita con 𝑏 > 𝑏𝑐, dado por

Δ𝜑 = 2
∫ ∞

𝑟𝑚

𝑏

𝑟2
√︁
𝑉 (𝑟)

𝑑𝑟 , (2.30)

donde 𝑟𝑚 es el radio mínimo de la órbita. Esto implica que a medida que 𝑏 se
acerca a su valor crítico, las órbitas dan una cantidad de vueltas cada vez mayor
alrededor del agujero negro, ya que en este límite el potencial tiene su raíz doble
y Δ𝜑 diverge: esto se muestra en la Figura 2.3.

Se puede ver que el parámetro de impacto 𝑏𝑐 es el que determina el tamaño
de la sombra, como ilustra la Figura 2.4. Fĳando un observador en el exterior del
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Figura 2.4: Distintas trayectorias de la luz alrededor de un agujero negro de Sch-
warzschild para parámetros de impacto mayor, igual y menor que el valor crítico.
La trayectoria con 𝑏 = 𝑏𝑐 realiza una cantidad infinita de vueltas, acercándose
asintóticamente a 𝑟 = 3𝑀 .

agujero negro, los rayos que le llegan con 𝑏 < 𝑏𝑐 provienen del horizonte. Los que
tienen 𝑏 > 𝑏𝑐 provienen del infinito, luego de acercarse al agujero negro y volver
a alejarse; a medida que 𝑏 se acerca a 𝑏𝑐 la deflexión de los rayos aumenta, y los
mismos pueden dar una cantidad arbitrariamente grande de vueltas alrededor del
agujero negro. Los rayos críticos con 𝑏 = 𝑏𝑐 se dividen en dos clases. Por un lado
están las órbitas circulares, que forman la esfera de fotones. Por el otro, están
los rayos que llegan hasta el observador con un parámetro de impacto crítico;
continuados hacia el pasado, se acercan asintóticamente a la esfera de fotones.
Este es el punto clave: la esfera de fotones es quien determina el contorno de la
sombra, ya que los rayos que llegan al observador con 𝑏 = 𝑏𝑐, que son asintóticos
a la esfera de fotones, separan a los que vienen del horizonte de los que vienen del
infinito. Si la observación es desde una distancia grande 𝑟o, la sombra subtiende
un radio angular dado por 𝑏𝑐/𝑟o.

2.4. Agujero negro de Kerr
Encontrar la solución de Schwarzschild es relativamente sencillo: sólo re-

quiere proponer el ansatz con simetría esférica (2.14), y luego de deducir que
la métrica debe ser estática, las ecuaciones de Einstein resultan en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. El propio Schwarzschild la encontró en
1916, pocos meses después de que se publicara la teoría de la relatividad general.
El caso de un agujero rotante y estacionario, sin embargo, es mucho más compli-
cado, ya que en lugar de una simetría esférica completa hay sólo una simetría de
rotación alrededor de un eje. La métrica se sigue asumiendo independiente de 𝑡
y de 𝜑, pero ahora todas sus componentes pueden ser funciones arbitrarias de 𝑟
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y de 𝜃. Es posible demostrar [79] que bajo ciertas hipótesis sobre las ecuaciones
de campo (que se satisfacen en la relatividad general), la métrica axisimétrica y
estacionaria más general se puede escribir en coordenadas cilíndricas {𝑡, 𝜌, 𝜑, 𝑧}
en la forma

𝑑𝑠2 = −𝑉 (𝜌, 𝑧) (𝑑𝑡 − 𝑤(𝜌, 𝑧) 𝑑𝜑)2 + 𝜌2

𝑉 (𝜌, 𝑧) 𝑑𝜑
2

+ Ψ(𝜌, 𝑧)2
(
𝑑𝜌2 + 𝜒(𝜌, 𝑧) 𝑑𝑧2

)
,

(2.31)

donde 𝑉 , 𝑤, Ψ y 𝜒 son funciones de 𝜌 y 𝑧. A pesar de que las diez componentes
de la métrica se han reducido a cuatro funciones de dos variables, el sistema de
ecuaciones resultante sigue teniendo una complejidad importante.

La solución fue finalmente encontrada por Kerr [41] en 1963, no a través
de una integración directa sino gracias a avances en la teoría de soluciones de
las ecuaciones de Einstein como la clasificación de Petrov [82] y el teorema de
Goldberg-Sachs [83] sobre soluciones algebraicamente especiales. La métrica
está dada por

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 2𝑀𝑟

𝜌2

)
𝑑𝑡2 − 4𝑀𝑎𝑟 sin2 𝜃

𝜌2 𝑑𝑡 𝑑𝜑

+
(
𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑀𝑎2𝑟 sin2 𝜃

𝜌2

)
sin2 𝜃 𝑑𝜑2 + 𝜌

2

Δ
𝑑𝑟2 + 𝜌2 𝑑𝜃2 ,

(2.32)

donde ahora

𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, (2.33)
Δ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2, (2.34)

la masa es 𝑀 y el momento angular del agujero negro está dado por 𝐽 = 𝑀𝑎.
Cuando 𝑎 = 0, la métrica se reduce a la de Schwarzschild. El espacio-tiempo
es axisimétrico y estacionario, teniendo simetría ante traslaciones en 𝑡 y en 𝜑,
pero no estático, ya que la métrica no es invariante ante una inversión temporal
𝑡 → −𝑡. Se ve que cambiar el signo de 𝑡 es equivalente a cambiar el signo de 𝑎 o
de 𝜑, indicando que la pérdida de esta simetría se debe a la rotación del agujero
negro.

Las coordenadas {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑} se denominan coordenadas de Boyer-Lindquist
[84]. Se puede ver que no son equivalentes a las coordenadas esféricas usuales
tomando el límite 𝑀 → 0, en el cual la geometría se vuelve plana pero la métrica
se reduce a

𝑑𝑠2 = − 𝑑𝑡2 + 𝜌2

𝑟2 + 𝑎2 𝑑𝑟
2 + 𝜌2 𝑑𝜃2 + (𝑟2 + 𝑎2) sin2 𝜃 𝑑𝜑2 , (2.35)
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cuyas componentes no son las de la métrica de Minkowski en coordenadas
esféricas. Para recuperar las coordenadas cartesianas la transformación es

𝑥 =
√︁
𝑟2 + 𝑎2 sin 𝜃 cos 𝜑, 𝑦 =

√︁
𝑟2 + 𝑎2 sin 𝜃 sin 𝜑, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃, (2.36)

mostrando que las superficies de 𝑟 constante no son esferas sino elipsoides con

𝑥2 + 𝑦2

𝑟2 + 𝑎2 + 𝑧
2

𝑟2 = 1. (2.37)

En principio, la métrica de Kerr tiene posibles singularidades cuando 𝜌2 = 0
y cuando Δ = 0. La primera de ellas, que ocurre cuando 𝑟 = 0 y 𝜃 = 𝜋/2,
es una singularidad física; al igual que en el caso Schwarzschild, esto se puede
verificar comprobando que el escalar de Kretschmann 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 diverge cuando
𝜌2 → 0 [85]. A pesar de las apariencias esta singularidad no es puntual, debido
a que las coordenadas no son esféricas. Volviendo a la transformación (2.36) de
coordenadas de Boyer-Lindquist a cartesianas, se ve que la región 𝑟 = 0 y 𝜃 = 𝜋/2
es un anillo con

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2. (2.38)

Las otras posibles singularidades son las raíces de Δ, dadas por

𝑟± = 𝑀 ±
√︁
𝑀2 − 𝑎2. (2.39)

La métrica se puede hacer regular en estas superficies con un cambio de coorde-
nadas [42], de modo que no representan singularidades físicas. Al igual que en
el espacio-tiempo de Schwarzschild, la componente 𝑔𝑟𝑟 cambia de signo en estos
valores de 𝑟, y por lo tanto el vector 𝜕/𝜕𝑟 alterna entre ser de tipo espacial y de
tipo temporal. Concretamente, en la región 𝑟− < 𝑟 < 𝑟+ la coordenada radial es
temporal y las trayectorias sólo pueden moverse hacia radios menores, por lo que
las superficies 𝑟 = 𝑟± son los dos horizontes de este espacio-tiempo. El horizonte
exterior 𝑟 = 𝑟+ es el horizonte de eventos, mientras que el interior 𝑟 = 𝑟− es un
horizonte de Cauchy [42]. Es fácil ver que los horizontes sólo existen si 𝑎2 ≤ 𝑀2;
en el caso contrario, desaparece el agujero negro y la singularidad es desnuda.

2.5. Geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr
Encontrar la sombra de un agujero negro con una métrica arbitraria es, en

principio, análogo al caso Schwarzschild ya estudiado: hay que obtener las geodé-
sicas del espacio-tiempo para decidir si la trayectoria de un fotón con un dado 𝑝𝜇
proviene del horizonte de eventos o del infinito. La diferencia es que al no haber
simetría esférica no se conservan las tres componentes del momento angular sino
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sólo 𝑝𝜑, por lo que las trayectorias no serán planas y junto con las tres cantidades
conservadas 𝜔0 = −𝑝𝑡 , 𝑝𝜑 y 𝑝𝜇𝑝𝜇 hay cuatro incógnitas 𝑡 (𝜆), 𝑟 (𝜆), 𝜃 (𝜆) y 𝜑(𝜆).
Carter [43] descubrió que existe otra cantidad conservada, llamada actualmente
la constante de Carter. La misma surge no de un vector de Killing, como lo hacen
𝑝𝑡 y 𝑝𝜑, sino de un tensor de Killing 𝐾𝜇𝜈 que cumple

∇𝜇𝐾𝜈𝜆 + ∇𝜈𝐾𝜆𝜇 + ∇𝜆𝐾𝜇𝜈 = 0. (2.40)

Bajo estas condiciones, se puede demostrar que la cantidad 𝐾𝜇𝜈𝑝𝜇𝑝𝜈 es cons-
tante a lo largo de geodésicas. La manera por la que esta constante se encontró
originalmente es mediante el estudio de la ecuación de Hamilton-Jacobi para la
métrica de Kerr.

2.5.1. Teoría de Hamilton-Jacobi
Como se mostró en la Sección 2.1, el movimiento de partículas libres en rela-

tividad general (o en cualquier teoría donde las partículas libres sigan geodésicas)
está descrito por el Hamiltoniano

H(𝑥, 𝑝) = 1
2
𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑝𝜇𝑝𝜈 . (2.41)

La idea del método de Hamilton-Jacobi es convertir las ecuaciones de Hamilton,
que son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en una sola ecuación
en derivadas parciales [1]. Suponiendo por el momento que se conocen las
trayectorias que resuelven las ecuaciones, se considera la función

𝑆(𝑥0, 𝜆0; 𝑥, 𝜆) =
∫ 𝜆

𝜆0

𝑑𝜆̃L(𝑥(𝜆̃), ¤𝑥(𝜆̃), 𝜆̃), (2.42)

llamada la acción. La integral en esta definición se toma a lo largo de una solución
de las ecuaciones de movimiento que pase por los puntos 𝑥0 y 𝑥 con parámetros 𝜆0
y 𝜆 respectivamente. Considerando a la acción como una función de la posición
final 𝑥 y el parámetro 𝜆, se puede demostrar que sus derivadas están dadas por

𝜕𝑆

𝜕𝜆
= −H (2.43)

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
= 𝑝𝜇 . (2.44)

Combinando estas dos ecuaciones, se obtiene la relación

H
(
𝑥,
𝜕𝑆

𝜕𝑥
, 𝜆

)
+ 𝜕𝑆
𝜕𝜆

= 0, (2.45)
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denominada la ecuación de Hamilton-Jacobi. El argumento ahora se puede dar
vuelta: si dado un Hamiltoniano se puede encontrar una función 𝑆(𝑥, 𝜆) que
cumpla

H
(
𝑥,
𝜕𝑆

𝜕𝑥
, 𝜆

)
+ 𝜕𝑆
𝜕𝜆

= 0, (2.46)

entonces el cuadrimpulso será

𝑝𝜇 =
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
; (2.47)

usando la relación 𝑝𝜇 = 𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆 que da el cuadrimpulso en función de la veloci-
dad, las ecuaciones de movimiento son

𝑔𝜇𝜈
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆
=
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
. (2.48)

Este es un sistema de ecuaciones de primer orden para las cuatro funciones
{𝑥𝜇}, en lugar de uno de segundo orden para {𝑥𝜇} como son las ecuaciones de
Euler-Lagrange, o uno de primer orden para {𝑥𝜇, 𝑝𝜇} como son las ecuaciones
de Hamilton.

El método más común para resolver la ecuación de Hamilton-Jacobi consiste
en proponer una solución con separación de variables, de la forma

𝑆(𝑥, 𝜆) = 𝑆𝜆 (𝜆) + 𝑆1(𝑥1) + 𝑆2(𝑥2) + · · · + 𝑆𝑁 (𝑥𝑁 ); (2.49)

se dice que el sistema es separable si al reemplazar esta propuesta la ecuación se
convierte en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias para las 𝑆𝑖 (𝑥𝑖).
Por ejemplo, una partícula libre en el espacio-tiempo de Minkowski con 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈
tiene la ecuación de Hamilton-Jacobi

1
2
𝜂𝜇𝜈

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜈
+ 𝜕𝑆
𝜕𝜆

= −1
2

(
𝜕𝑆

𝜕𝑡

)2
+ 1

2

3∑︁
𝑖=1

(
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝑖

)2
+ 𝜕𝑆
𝜕𝜆

= 0. (2.50)

Proponiendo una separación 𝑆(𝑥, 𝜆) = 𝑆𝑡 (𝑡) + 𝑆1(𝑥1) + 𝑆2(𝑥2) + 𝑆3(𝑥3) + 𝑆𝜆 (𝜆),
la ecuación se convierte en

−1
2
(𝑆′𝑡)2 + 1

2

3∑︁
𝑖=1

(𝑆′𝑖)2 + 𝑆′𝜆 = 0, (2.51)

donde la prima denota la derivada respecto de la correspondiente variable. Como
las funciones 𝑆𝜇 y 𝑆𝜆 dependen de variables distintas, la única forma de satisfacer
esta ecuación es que todos los términos sean constantes, por lo que la solución
general es de la forma

𝑆 = 𝑐𝑡𝑡 +
3∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥
𝑖 + 𝑐𝜆𝜆. (2.52)



2.5. GEODÉSICAS EN EL ESPACIO-TIEMPO DE KERR 37

Las ecuaciones (2.46) y (2.47) dicen que las derivadas con respecto a 𝑥𝜇 de la
acción son los momentos y que la derivada con respecto a 𝜆 es el Hamiltoniano
cambiado de signo; por lo tanto, las ecuaciones de movimiento en este formalismo
son

𝑝𝜇 = 𝑐𝜇, H = −𝑐𝜆. (2.53)
y 𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆 = 𝜂𝜇𝜈𝑝𝜈. La ecuación original (2.46) implica que se debe cumplir la
relación 𝑐𝜆 = −(1/2)𝜂𝜇𝜈𝑝𝜇𝑝𝜈 = (1/2)𝑚2.

El siguiente caso más simple es realizar una separación parcial, donde en
la acción se separa sólo la parte dependiendo de una o más coordenadas. Por
ejemplo, si el Hamiltoniano es independiente de alguna coordenada 𝑥1, entonces
la acción será separable en la forma

𝑆(𝑥, 𝜆) = 𝑐1𝑥
1 + 𝑆2(𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 , 𝜆), (2.54)

donde 𝑐1 es una constante. La relación 𝑝𝜇 = 𝜕𝜇𝑆 implica entonces que 𝑝1 = 𝑐1, es
decir, la componente del impulso correspondiente a la coordenada 𝑥1 es constante.
Al reemplazar la acción propuesta en la ecuación de Hamilton-Jacobi, ésta queda
escrita como

H(𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 , 𝑐1, 𝜕2𝑆2, . . . , 𝜕𝑁𝑆2, 𝜆) + 𝜕𝜆𝑆2 = 0. (2.55)

Lo que se ve es que la función 𝑆2 satisface una ecuación de Hamilton-Jacobi con
una coordenada menos: la variable 𝑝1 fue reemplazada por la constante 𝑐1. Este
paso se puede repetir, buscando otra coordenada que se pueda separar, y así inten-
tar separar completamente la ecuación. Un caso particular ya mencionado es que
si el Hamiltoniano corresponde a una partícula libre, entonces es independiente
de 𝜆, y la acción se puede separar como

𝑆(𝑥, 𝜆) = 𝑆0(𝑥) +
1
2
𝑚2𝜆; (2.56)

la función 𝑆0 satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi reducida

H
(
𝑥,
𝜕𝑆0
𝜕𝑥

)
= −1

2
𝑚2. (2.57)

En particular, para trayectorias nulas el lado derecho es cero.

2.5.2. Ecuación de Hamilton-Jacobi para la métrica de Kerr
El movimiento de rayos de luz en el espacio-tiempo de Kerr puede describirse

por la ecuación de Hamilton-Jacobi

𝑔𝜇𝜈
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜈
= 0, (2.58)
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donde 𝑔𝜇𝜈 viene dada por la Ecuación (2.32) y ya se usó que para partículas sin
masa se tiene 𝜕𝑆/𝜕𝜆 = 0. Si se encuentra su solución general, las ecuaciones de
movimiento estarán dadas por

𝑝𝜇 = 𝑔𝜇𝜈
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆
=
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
. (2.59)

La métrica inversa 𝑔𝜇𝜈 tiene componentes

𝑔𝑡𝑡 = − Σ

𝜌2Δ
, 𝑔𝑟𝑟 =

Δ

𝜌2 , 𝑔𝜃𝜃 =
1
𝜌2 ,

𝑔𝑡𝜑 = −2𝑀𝑎𝑟
𝜌2Δ

, 𝑔𝜑𝜑 =
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

𝜌2Δ sin2 𝜃
,

(2.60)

donde
Σ = (𝑟2 + 𝑎2)2 − 𝑎2Δ sin2 𝜃. (2.61)

Las funciones 𝜌2 y Δ son las ya definidas en las Ecuaciones (2.33) y (2.34),
respectivamente.

Como la métrica es independiente de 𝑡 y 𝜑, y por lo tanto también lo es el
Hamiltoniano, inmediatamente se pueden separar estas dos variables de la acción,
escribiéndola como

𝑆 = −𝜔0𝑡 + 𝑝𝜑𝜑 + 𝑆0(𝑟, 𝜃). (2.62)

Al reemplazar este ansatz en la ecuación de Hamilton-Jacobi (2.58) y escribir las
componentes de la métrica inversa, se obtiene la ecuación

− Σ

𝜌2Δ
𝜔2

0 +
4𝑀𝑎𝑟
𝜌2Δ

𝜔0𝑝𝜑 +
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

𝜌2Δ sin2 𝜃
𝑝2
𝜑 +

Δ

𝜌2 (𝜕𝑟𝑆0)2 + 1
𝜌2 (𝜕𝜃𝑆0)2 = 0.

(2.63)
Multiplicando toda la ecuación por 𝜌2, la misma se puede reescribir como

−
(
(𝑟2 + 𝑎2)2

Δ
− 𝑎2 sin2 𝜃

)
𝜔2

0 +
4𝑀𝑎𝑟
Δ

𝜔0𝑝𝜑 +
(

1
sin2 𝜃

− 𝑎2

Δ

)
𝑝2
𝜑

+ Δ(𝜕𝑟𝑆0)2 + (𝜕𝜃𝑆0)2 = 0.
(2.64)

Se puede ver que la derivada de 𝑆0 con respecto a 𝑟 aparece multiplicada por una
función de 𝑟 , y que la primera línea de la ecuación es la suma de una función
de 𝑟 y una función de 𝜃. Por lo tanto, el sistema es completamente separable:
proponiendo

𝑆0(𝑟, 𝜃) = 𝑆𝑟 (𝑟) + 𝑆𝜃 (𝜃), (2.65)
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la ecuación queda en la forma

− 1
Δ

[
(𝑟2 + 𝑎2)2𝜔2

0 − 4𝑎𝑀𝑟𝜔0𝑝𝜑 + 𝑎2𝑝2
𝜑

]
+ Δ(𝑆′𝑟)2

+
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
+ 𝑎2𝜔2

0 sin2 𝜃 + (𝑆′𝜃)2 = 0.
(2.66)

Para simplificar un poco más, se pueden completar cuadrados sumando y restando
2𝑎𝜔0𝑝𝜑, con lo que la ecuación de Hamilton-Jacobi queda

−Δ(𝑆′𝑟)2 +
(
𝜔0(𝑟2 + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑

)2

Δ
= (𝑆′𝜃)2 +

( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2
. (2.67)

Aquí la separación se ve claramente: el lado izquierdo es una función sólo de 𝑟
y el lado derecho sólo de 𝜃, de modo que ambos lados deben ser iguales a una
constante K. Los momentos covariantes están entonces dados por

(Δ𝑝𝑟)2 = (Δ𝑆′𝑟)2 =

(
𝜔0(𝑟2 + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑

)2
− ΔK ≡ R(𝑟), (2.68)

𝑝2
𝜃 = (𝑆′𝜃)2 = K −

( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2

≡ Θ(𝜃), (2.69)

donde se han definido los potenciales R(𝑟) y Θ(𝜃). Es tradicional usar en lugar
de K a la constante

𝑄 = K − (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2, (2.70)

que se puede reescribir como

𝑄 = 𝑝2
𝜃 + cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
; (2.71)

tanto K como 𝑄 son llamadas constante de Carter [43]. Como se anticipó al
principio de esta sección, es una cantidad conservada que no surge de un vector
de Killing sino de un tensor de Killing de rango 2, como se puede ver del hecho
de que es cuadrática en los impulsos. Concretamente, 𝑄 se puede escribir como
𝑄 = 𝑄𝜇𝜈𝑝𝜇𝑝𝜈, con

𝑄𝜇𝜈 = diag(−𝑎2 cos2 𝜃, 0, 1, cot2 𝜃). (2.72)

Es posible verificar [86] que este tensor cumple la ecuación de Killing tensorial
∇𝜇𝑄𝜈𝜆 + ∇𝜈𝑄𝜆𝜇 + ∇𝜆𝑄𝜇𝜈 = 0, lo cual implica la conservación de 𝑄.
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2.5.3. Trayectorias de fotones
Las ecuaciones de movimiento para los rayos de luz en el espacio-tiempo

de Kerr se pueden obtener combinando las ecuaciones (2.68) y (2.69) para el
movimiento en 𝑟 y 𝜃 con las expresiones 𝜔0 = −𝑔𝑡𝜇 ¤𝑥𝜇 y 𝑝𝜑 = 𝑔𝜑𝜇 ¤𝑥𝜇 para las
componentes 𝑡 y 𝜑 del impulso; las cuatro ecuaciones son

𝜌2Δ ¤𝑡 = Σ𝜔0 − 2𝑀𝑎𝑟𝑝𝜑, (2.73)

𝜌2Δ ¤𝜑 =
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

sin2 𝜃
𝑝𝜑 + 2𝑀𝑎𝑟𝜔0, (2.74)(

𝜌2 ¤𝑟
)2

= R(𝑟), (2.75)(
𝜌2 ¤𝜃

)2
= Θ(𝜃), (2.76)

con

R(𝑟) = 𝜔2
0𝑟

4 − (𝑄 + 𝑝2
𝜑 − 𝑎2𝜔2

0)𝑟
2 + 2𝑀

(
𝑄 + (𝑝𝜑 − 𝑎𝜔0)2

)
𝑟 − 𝑎2𝑄 (2.77)

y

Θ(𝜃) = 𝑄 − cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
. (2.78)

Estas ecuaciones en principio se pueden integrar para hallar la trayectoria con una
dada condición inicial. Esta forma no es la más adecuada para una integración
numérica de las trayectorias, ya que las expresiones para ¤𝑟 y ¤𝜃 contienen raíces
cuadradas que deben manejarse con cuidado y cuyo signo debe elegirse a mano.
Sin embargo, al igual que para la métrica de Schwarzschild estas expresiones son
convenientes para analizar los tipos de órbitas posibles, al estar dadas en términos
de potenciales.

Se puede ver que las trayectorias no dependen de 𝜔0, 𝑝𝜑 y 𝑄 de manera
independiente; son invariantes ante una transformación

𝜔0 → 𝛼𝜔0, 𝑝𝜑 → 𝛼𝑝𝜑, 𝑄 → 𝛼2𝑄. (2.79)

De manera equivalente, la libertad de reescalar el parámetro afín permite definir
un nuevo parámetro 𝜆̃ = 𝜔0𝜆, con respecto al cual los potenciales se dividen por
𝜔2

0 y sólo dependen de las combinaciones

𝜂 ≡ 𝑄

𝜔2
0

(2.80)

𝜉 ≡
𝑝𝜑

𝜔0
, (2.81)
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llamadas parámetros de impacto en analogía con el parámetro 𝑏 = 𝑝𝜑/𝜔0 definido
en el caso esférico. Esto también será así en cualquier espacio-tiempo que admita
una constante de Carter y en el que el movimiento de la luz sólo se vea afectado
por la gravedad u otras fuerzas independientes de la frecuencia. Distinto es el
caso de las sombras a estudiar en los Capítulo 4 y 5, en las que la presencia de
un plasma afecta a los rayos de luz de manera cromática, dependiendo de 𝜔0.
Dicho de otra manera, la frecuencia de plasma fija una escala de frecuencias, de
modo que las trayectorias no son invariantes ante la transformación (2.79). Para
mantener la generalidad, en este trabajo no se usarán los parámetros de impacto
𝜂 y 𝜉, sino que se mantendrán las constantes 𝜔0, 𝑄 y 𝑝𝜑.

2.5.3.1. Movimiento angular

Es conveniente empezar analizando el movimiento en 𝜃 de las distintas tra-
yectorias en función de los valores de las constantes de movimiento, a partir de la
Ecuación (2.71); se puede ver de la definición (2.69) de K que la misma siempre
debe ser positiva, mientras que𝑄 puede tomar cualquier signo. Como caso parti-
cular, las trayectorias que se quedan en el plano ecuatorial tienen 𝑄 = 0 (aunque
la implicación inversa no necesariamente es cierta); aquellas que lo cruzan tienen
𝑄 > 0, ya que tienen 𝑝𝜃 ≠ 0 cuando 𝜃 = 𝜋/2.

La ecuación (2.76) implica que sólo puede haber movimiento en los intervalos
de 𝜃 para los que Θ(𝜃) es positivo; por lo tanto, el primer paso es encontrar los
valores de las constantes para los que Θ tiene una raíz doble, para separar clases
de trayectorias cualitativamente distintas. Las ecuaciones a resolver son

Θ(𝜃) = 𝑄 − cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
= 0 (2.82)

y

Θ′(𝜃) = 2 cos 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin3 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0 sin 𝜃

)
= 0. (2.83)

La segunda de éstas tiene dos clases de soluciones. La más evidente es 𝜃 = 𝜋/2,
para la cual Θ′(𝜋/2) = 0 y Θ(𝜋/2) = 𝑄. Si 𝑄 = 0, el potencial Θ tiene una raíz
doble en 𝜃 = 𝜋/2. Las otras soluciones de Θ′ = 0 son las que cumplen

sin 𝜃∗ =

√︄���� 𝑝𝜑𝑎𝜔0

����; (2.84)

éstas existen si |𝑝𝜑 | ≤ 𝑎𝜔0. En este caso, Θ(𝜃∗) = 𝑄 + (|𝑝𝜑 | − 𝑎𝜔0)2, que debe
ser cero para tener una raíz doble. La Figura 2.5 muestra cómo se divide el plano
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Figura 2.5: Regiones con distintos intervalos de 𝜃 permitidos. La curva 𝑄 =

−(|𝑝𝜑 | − 𝑎𝜔0)2 separa a la región II de la región III prohibida.

𝑝𝜑 −𝑄 en regiones donde el potencial Θ tiene distintas formas; éstas se grafican
en la Figura 2.6, y la Figura 2.7 muestra los casos límites entre distintas regiones.

La región prohibida es la III, ya que allí el potencial Θ es negativo para todo
𝜃. La región I es la relevante para el cálculo de la sombra: las trayectorias se
mueven en un intervalo de la forma 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 − 𝜃0, que contiene al plano
ecuatorial y es simétrico alrededor del mismo. El intervalo es más grande cuanto
más chico es 𝑝𝜑, y cuando 𝑝𝜑 = 0 el movimiento llega hasta los polos en 𝜃 = 0
y 𝜃 = 𝜋. El borde entre la región I y la III, dado por 𝑄 = 0 y |𝑝𝜑 | > 𝑎,
corresponde a las órbitas ecuatoriales. La región II, limitada por las curvas𝑄 = 0
y𝑄 = −(|𝑝𝜑 |−𝑎𝜔0)2, contiene trayectorias que no intersectan al plano ecuatorial.
Las mismas pueden estar en una región con 𝜃 < 𝜋/2 ó con 𝜃 > 𝜋/2, pero no
pueden cruzar entre ambas. En particular, el límite entre las regiones II y III,
donde 𝑄 + (|𝑝𝜑 | − 𝑎𝜔0)2 = 0, contiene a las congruencias nulas principales [42]
con 𝜃 = cte.

2.5.3.2. Movimiento radial

El análisis del movimiento en la coordenada 𝑟 comienza de manera similar
al del movimiento en 𝜃, buscando las raíces dobles del potencial para separar
distintos regímenes: en este caso, el objetivo es encontrar cuáles trayectorias
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Figura 2.6: Forma cualitativa del potencial angular Θ(𝜃) para las tres regiones
mostradas en la Figura 2.5.
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Figura 2.7: Forma cualitativa del potencial angularΘ(𝜃) para las curvas divisorias
entre las tres regiones mostradas en la Figura 2.5.

intersectan al horizonte de eventos y cuáles no. Las ecuaciones a resolver son

R(𝑟) = 𝜔2
0𝑟

4 − (𝑄 + 𝑝2
𝜑 − 𝑎2𝜔2

0)𝑟
2 + 2𝑀

(
𝑄 + (𝑝𝜑 − 𝑎𝜔0)2

)
𝑟 − 𝑎2𝑄

= 0,
(2.85)

R′(𝑟) = 4𝜔2
0𝑟

3 − 2(𝑄 + 𝑝2
𝜑 − 𝑎2𝜔2

0)𝑟 + 2𝑀
(
𝑄 + (𝑝𝜑 − 𝑎𝜔0)2

)
= 0.

(2.86)

Encontrar una expresión analítica para 𝑟 en función de las constantes es en
principio posible pero poco práctico, ya que son ecuaciones polinómicas de
grado 3 y 4. Tampoco es sencillo escribir una relación entre 𝑝𝜑 y𝑄 para la curva
de raíces dobles, como se hizo en el caso angular. Lo que sí es posible es escribir
ambas constantes en función de 𝑟 en forma paramétrica: se obtendrán expresiones
para los valores críticos 𝑝𝜑 (𝑟) y 𝑄(𝑟), donde 𝑟 es la posición de la raíz doble
de R. Por supuesto, sólo son físicamente relevantes aquellas raíces que ocurran
fuera del horizonte, con 𝑟 > 𝑟ℎ.
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Es conveniente empezar despejando 𝑄 de la segunda ecuación:

𝑄 =
2𝜔2

0𝑟
3 − (𝑝2

𝜑 − 𝑎2𝜔2
0)𝑟 + 𝑀 (𝑝𝜑 − 𝑎𝜔0)2

𝑟 − 𝑀 . (2.87)

Al reemplazar esto en R(𝑟) = 0 se obtiene una ecuación cuadrática para 𝑝𝜑, con
soluciones

𝑝𝜑± = 𝜔0
𝑀 (𝑟2 − 𝑎2) ± 𝑟Δ

𝑎(𝑟 − 𝑀) . (2.88)

La solución con el signo de arriba es 𝑝𝜑+ = 𝜔0(𝑟2 + 𝑎2)/𝑎, y reemplazando
en la expresión de 𝑄 se obtiene 𝑄+ = −𝜔2

0𝑟
2/𝑎2. Esta curva, para 𝑟 ≥ 𝑟ℎ, se

muestra en la Figura 2.8; tiene 𝑄 < 0 y 𝑝𝜑 > 𝑎𝜔0 siempre, de modo que está
completamente contenida en la región prohibida y no corresponde a trayectorias
posibles. Eligiendo entonces el otro signo, las constantes críticas son

𝑝𝜑− = 𝜔0
𝑀 (𝑟2 − 𝑎2 − 𝑟Δ)

𝑎(𝑟 − 𝑀) (2.89)

y

𝑄− =
𝜔2

0𝑟
3

𝑎2(𝑟 − 𝑀)2

(
4𝑎2𝑀 − 𝑟 (𝑟 − 3𝑀)2

)
. (2.90)

Estas expresiones se grafican en función de 𝑟 en la Figura 2.9, y se pueden
ver también en la rama superior de la Figura 2.8. Para 𝑟 = 𝑟ℎ la curva está en la
región prohibida, pero a medida que 𝑟 aumenta se ve que hay un intervalo de radios
para los que 𝑄− ≥ 0 y que por lo tanto corresponden a trayectorias físicamente
permitidas. La forma del potencialR(𝑟) para distintos valores de las constantes se
muestra en la Figura 2.10. Cuando 𝑝𝜑 y𝑄 están por debajo de la curva el potencial
no tiene raíces fuera del horizonte, y todas las trayectorias cruzan al mismo.
Cuando las constantes están por encima de la curva, en cambio, las trayectorias
que vienen del infinito tienen un radio mínimo fuera del horizonte. Sobre la curva
crítica, el potencial tiene una raíz doble, resultando en la posibilidad trayectorias
de radio constante; éstas son las más importantes para el cálculo de la sombra, y
se analizan a continuación.

2.5.3.3. Órbitas esféricas de fotones

Para un radio 𝑟𝑐, si las constantes de movimiento toman los valores críticos
(𝑝𝜑 (𝑟𝑐), 𝑄(𝑟𝑐)) dados por las ecuaciones (2.89) y (2.90) (y las constantes no están
en la región prohibida por el potencial angular) entonces el potencial radial tiene
una raíz doble en 𝑟 = 𝑟𝑐, y existe una trayectoria contenida en la superficie 𝑟 = 𝑟𝑐,
llamada una órbita esférica de fotones. Estas órbitas son una generalización de
la esfera de fotones de un agujero negro no rotante; también son inestables ante
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(pϕ−, Q−)

(pϕ+, Q+)

Figura 2.8: Las dos ramas de la curva de valores críticos de 𝑝𝜑 y 𝑄, para 𝑟 ≥ 𝑟ℎ.
La rama (𝑝𝜑+, 𝑄+) empieza en el punto marcado 𝑟 = 𝑟ℎ y se mueve hacia abajo
a medida que 𝑟 aumenta, mientras que la rama (𝑝𝜑−, 𝑄−) crece hacia arriba. En
gris está la región prohibida por el potencial angular. Los puntos con 𝑟 = 𝑟±,
discutidos más abajo, son aquellos donde la curva crítica intersecta a la recta
𝑄 = 0.

rh r+ r−
r

0

10

20 Q/ω2
0

pϕ/ω0

Figura 2.9: Valores críticos de las constantes 𝑝𝜑 y 𝑄 en función de 𝑟, en el
intervalo en que 𝑄 es positivo.
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Figura 2.10: La forma cualitativa del potencial radial R(𝑟) para (𝑝𝜑, 𝑄) abajo y
arriba de la curva crítica, respectivamente.

Figura 2.11: Órbitas esféricas de fotones con 𝑝𝜑/𝜔0 = −6𝑀 (izquierda) y
𝑝𝜑/𝜔0 = 1.999𝑀 (derecha) para un agujero negro de Kerr extremal, con 𝑎 = 𝑀 .
Tomado de [87].

perturbaciones radiales, pero en general no son cerradas, ya que los movimientos
en 𝜃 y en 𝜑 tienen períodos no conmensurables. Esto se ejemplifica en la Figura
2.11. Las órbitas esféricas no ocurren todas en un mismo radio como en el caso no
rotante, sino que hay un intervalo posible de radios para ellas. Para cada superficie
𝑟 = 𝑟𝑐, la órbita esférica correspondiente recorre un intervalo en 𝜃 determinado
por el potencial angular. Se denomina región de fotones a la región del espacio
donde puede haber órbitas esféricas de fotones, y se muestra en las Figuras 2.12
y 2.13.

El intervalo de radios donde pueden existir órbitas esféricas de fotones2 está
limitado por las órbitas ecuatoriales con 𝑄 = 0, como se ve en la Figura 2.8. Es

2Se puede demostrar [42, 87] que los puntos de la curva crítica con 𝑄 = 0 siempre tienen
|𝑝𝜑 | > 𝑎𝜔0; esto implica que la curva no puede ingresar a la región II, y que sus extremos siempre
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posible resolver la ecuación 𝑄 = 0 y encontrar los dos radios [42]

𝑟± = 2𝑀
[
1 + cos

(
2
3

arc cos
(
∓ 𝑎
𝑀

))]
(2.91)

de las órbitas ecuatoriales circulares. Puede resultar confuso que 𝑟+ sea el radio
interior y 𝑟− el exterior; los nombres están elegidos de esa manera ya que en 𝑟+ el
movimiento en 𝜑 es con ¤𝜑 > 0, rotando en el mismo sentido que el agujero negro,
mientras que en 𝑟− la órbita es retrógrada. La Figura 2.12 muestra el intervalo
de 𝜃 permitido para las órbitas esféricas de fotones en función del radio. La zona
gris es la región de fotones; la intersección de la misma con un plano vertical
está graficada en la Figura 2.13. Cuando 𝑎 = 0, la región de fotones colapsa a la
esfera de fotones en 𝑟 = 3𝑀 (se puede comprobar que 𝑟± → 3𝑀 cuando 𝑎 → 0);
a medida que 𝑎 aumenta los radios 𝑟± de las órbitas circulares se van separando
y la región de fotones se ensancha. El hecho de que las trayectorias que orbitan
en una dirección tengan distinto radio que las que lo hacen en la otra se debe a
que la componente 𝑔𝑡𝜑 de la métrica rompe la simetría 𝜑 → −𝜑; físicamente, se
puede pensar que la gravedad afecta menos a los fotones que giran en la misma
dirección que el agujero negro, por lo que los mismos pueden realizar una órbita
más cercana.

Como se ve en las Figuras 2.12 y 2.13, la región de fotones queda dividida en
capas de radio constante. La más interior, en 𝑟 = 𝑟+, tiene amplitud en 𝜃 nula, sólo
conteniendo a la órbita ecuatorial prógrada, con momento angular 𝑝𝜑 positivo.
Si se va aumentando el radio el momento angular de las órbitas disminuye, y el
intervalo de 𝜃 ocupado se ensancha; la órbita con 𝑝𝜑 = 0 es la que llega hasta los
polos. Para radios mayores el momento angular se hace negativo y la amplitud
angular vuelve a disminuir. Existe un intervalo en el que las órbitas no tienen
un sentido de rotación definido, ya que ¤𝜑 y 𝑝𝜑 no son proporcionales: aunque
el momento angular sea constante, el signo de la velocidad angular cambia a lo
largo de la órbita. Si el radio sigue aumentando y 𝑝𝜑 es suficientemente negativo,
esto deja de pasar y las órbitas se vuelven retrógradas; y finalmente, en 𝑟 = 𝑟−,
está la órbita ecuatorial retrógrada.

2.6. Sombra del agujero negro de Kerr
La naturaleza de los rayos de luz que le llegan a un observador depende de

los valores de sus constantes de movimiento. Como se vio en la sección anterior,
si 𝑝𝜑 y 𝑄 quedan por debajo de la curva crítica de la Figura 2.8 entonces la
trayectoria en cuestión proviene del horizonte, y por lo tanto está dentro de la

son las órbitas con 𝑄 = 0.
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Figura 2.12: La región de fotones en el plano 𝑟-𝜃.

J

Figura 2.13: Una sección de la región de fotones, rodeando al horizonte de eventos
(en negro). Se muestran en línea punteada algunas regiones de radio constante, y
los puntos marcan las órbitas circulares ecuatoriales.
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sombra. Si las constantes están por encima de la curva crítica, la trayectoria tiene
un radio mínimo fuera del horizonte, de modo que proviene del infinito y está
fuera de la sombra. Los rayos con las constantes críticas, dadas por (2.89) y
(2.90), se acercan asintóticamente a las órbitas esféricas de fotones cuando se las
continúa hacia el pasado. No provienen del horizonte ni del infinito, por lo que
forman el contorno de la sombra.

El siguiente paso es encontrar la relación entre las constantes de movimiento
de un rayo de luz y la dirección con la que le llega al observador. En todo
este trabajo se considerarán observadores ubicados a distancias muy grandes
comparadas con el radio del horizonte, de modo que en la posición del mismo la
métrica se puede tomar como plana:

𝑑𝑠2 ≈ − 𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2
(
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜑2

)
. (2.92)

El observador tiene asociado una tétrada

e(0) = 𝜕𝑡 , (2.93)
e(1) = 𝜕𝑟 , (2.94)

e(2) =
1

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝜑, (2.95)

e(3) = −1
𝑟
𝜕𝜃 . (2.96)

El vector e(0) es la cuadrivelocidad del mismo, y los vectores e(2) y e(3) apuntan
en las direcciones angulares, respecto a las cuales se puede definir la dirección
de observación de un fotón. Los vectores están elegidos para tener la orientación
típica en el cielo del observador, con e(3) alineado con el eje 𝑧 como muestra
la Figura 2.14 más abajo. El cuadrimpulso 𝑝 (𝜇) = (𝑝 (0) , p) de fotón es nulo,
𝑝 (0) = |p|; tomando un observador en 𝑟 = 𝑟o y 𝜃 = 𝜃o, sus componentes están
dadas por

𝑝 (0) = −𝑝0 = 𝜔0, (2.97)
𝑝 (1) = 𝑝𝑟 , (2.98)

𝑝 (2) =
1

𝑟o sin 𝜃o
𝑝𝜑, (2.99)

𝑝 (3) = − 1
𝑟o
𝑝𝜃 = ± 1

𝑟o

√√√
𝑄 − cos2 𝜃o

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃o
− 𝑎2𝜔2

0

)
, (2.100)

en términos de las componentes covariantes del impulso y las constantes de
movimiento. Como las trayectorias se toman dirigidas hacia el futuro y llegando
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al observador desde el agujero negro, 𝑝 (0) y 𝑝 (1) son positivos. En el límite de
ángulos pequeños, los ángulos formados con los ejes 𝜃 y 𝜑 son

𝜃2 = − 𝑝
(2)

|p| , (2.101)

𝜃3 = − 𝑝
(3)

|p| . (2.102)

Éstos tienen los signos opuestos a las componentes 𝑝 (2) , 𝑝 (3)) ya que describen
la dirección desde donde llega el rayo de luz en lugar de hacia donde se dirige.

Estos ángulos tienden a cero a medida que 𝑟o → ∞. Para normalizarlos, es
convencional definir en su lugar las coordenadas celestes

𝛼 = −𝑟o
𝑝 (2)

|p| , (2.103)

𝛽 = −𝑟o
𝑝 (3)

|p| , (2.104)

de forma que las mismas son independientes de 𝑟o en el límite 𝑟o → ∞. Tienen
unidades de longitud, de modo que se pueden interpretar como distancias en un
plano perpendicular a la línea de visión y que intersecta al agujero negro. En
las coordenadas de Boyer-Lindquist, el eje 𝑧 apunta en la dirección del momento
angular J del agujero negro; por lo tanto, 𝛽 es proporcional a la componente
del cuadrimpulso 𝑝 (𝜇) del fotón paralela a la proyección de J en el cielo del
observador y 𝛼 es proporcional a la componente perpendicular, como muestra la
Figura 2.14.

Las expresiones (2.97)-(2.100) para las componentes ortonormales del impul-
so se pueden reemplazar en las definiciones (2.103) y (2.104) de las coordenadas
celestes para obtener finalmente la relación entre las constantes de movimiento
de un rayo de luz y la dirección en el cielo en la que se lo observa:

𝛼 = −
𝑝𝜑

𝜔0 sin 𝜃o
, (2.105)

𝛽 = ± 1
𝜔0

√√√
𝑄 − cos2 𝜃o

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃o
− 𝑎2𝜔2

0

)
. (2.106)

Ya se ha dicho que las constantes de movimiento de las órbitas esféricas, también
llamadas las constantes críticas, son las que definen el contorno de la som-
bra. Usando las expresiones paramétricas (2.89) y (2.90) para la curva crítica
(𝑝𝜑 (𝑟), 𝑄(𝑟)) se obtiene una correspondiente curva (𝛼(𝑟), 𝛽(𝑟)) dando el con-
torno de la sombra. Es importante recordar que el 𝑟 que aparece aquí no es la



2.6. SOMBRA DEL AGUJERO NEGRO DE KERR 51

Figura 2.14: Coordenadas celestes (𝛼, 𝛽) centradas en el agujero negro. La coor-
denada 𝛽 está alineada con la proyección del momento angular J del agujero
negro. La orientación de las coordenadas y la del impulso p del fotón son opues-
tas, ya que las coordenadas indican desde dónde viene el fotón.
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Figura 2.15: El contorno de la sombra de un agujero negro con 𝑎/𝑀 = 0.9, visto
por un observador en 𝜃o = 𝜋/2.

posición del observador 𝑟o, sino que es el parámetro de la curva crítica y en
principio toma valores dentro de la región de fotones 𝑟+ < 𝑟 < 𝑟−. La Figura 2.15
muestra el contorno de la sombra de un agujero negro de Kerr con 𝑎/𝑀 = 0.9
visto por un observador en 𝜃o = 𝜋/2.

Es interesante notar que la relación entre la sombra y la esfera de fotones es
más compleja que en el espacio-tiempo de Schwarzschild. En este último, cada
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Figura 2.16: Sombras vistas por un observador ecuatorial para distintos valores
del momento angular 𝑎 del agujero negro.
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Figura 2.17: Sombras de un agujero negro con 𝑎/𝑀 = 0.9 vistas por observadores
en distintas inclinaciones 𝜃o.

punto de la sombra es un rayo que proviene asintóticamente de una de las órbitas
circulares: todas estas órbitas están en 𝑟 = 3𝑀 , sin importar su inclinación. En el
espacio-tiempo de Kerr, como ya se ha visto, las órbitas con distinta inclinación
y por lo tanto distintos valores de 𝑝𝜑 y 𝑄 tienen distintos radios: cada punto de
la sombra corresponde a un valor de 𝑟 en la región de fotones. Concretamente,
la coordenada 𝛼 es proporcional al momento angular 𝑝𝜑: el rayo que llega al
extremo izquierdo de la sombra proviene de la órbita circular ecuatorial en 𝑟 = 𝑟+,
con 𝑝𝜑 positivo. A medida que 𝛼 crece, 𝑄 crece y luego decrece mientras que
𝑝𝜑 disminuye monótonamente, recorriendo las órbitas esféricas que conforman
la región de fotones y eventualmente terminando en el extremo derecho de la
sombra, que corresponde a la órbita ecuatorial en 𝑟 = 𝑟−.

La asimetría de la métrica de Kerr ante reflexiones en 𝜑 se ve plasmada cla-
ramente en la forma de la sombra. La misma ya no es circular y centrada en el
eje óptico, sino que es asimétrica y desplazada en la dirección 𝛼 positiva. Mate-
máticamente, la razón es que las ecuaciones de movimiento de la luz dependen
del signo de 𝑝𝜑; las trayectorias con momento angular positivo, que forman la
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mitad izquierda del contorno de la sombra, pueden pasar más cerca del agujero
negro y por lo tanto se observan más cerca del eje óptico. Lo opuesto ocurre para
las trayectorias con 𝑝𝜑 < 0. Es esperable que esta asimetría sea más pronunciada
cuanto mayor sea el momento angular del agujero negro, y la Figura 2.16 muestra
que esto es así: cuando 𝑎 → 0 la sombra se vuelve más circular y centrada, como
lo es en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Las figuras mostradas hasta ahora corresponden a un observador ecuatorial,
con 𝜃o = 𝜋/2. En este caso, las expresiones para las coordenadas celestes son
simplemente

𝛼 = −
𝑝𝜑

𝜔0
(2.107)

y

𝛽 = ±
√
𝑄

𝜔0
, (2.108)

mostrando claramente que los extremos del contorno de la sombra, los puntos con
𝛽 = 0, corresponden a las trayectorias ecuatoriales con 𝑄 = 0. Sin embargo, un
observador fuera del plano ecuatorial no ve todas las órbitas esféricas de fotones3.
Matemáticamente, esto es porque si 𝜃o ≠ 𝜋/2 entonces en la expresión

𝛽 = ± 1
𝜔0

√√√
𝑄 − cos2 𝜃o

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃o
− 𝑎2𝜔2

0

)
(2.109)

la raíz cuadrada puede volverse imaginaria si 𝑄 es chico y 𝑝𝜑 es grande, lo cual
ocurre en los extremos izquierdo y derecho de la sombra, correspondiendo a órbi-
tas con radios cercanos a los bordes 𝑟± de la región de fotones. Físicamente, estas
órbitas con 𝑄 chico tienen poca amplitud angular (y si 𝑄 = 0 son ecuatoriales)
y lo mismo es cierto para las trayectorias asintóticas a las órbitas esféricas; por
lo tanto, sólo son visibles para observadores suficientemente cercanos al plano
ecuatorial. La Figura 2.18 ilustra cómo un observador fuera del plano ecuatorial
ve una parte reducida de la región de fotones.

Para encontrar los radios cuyas correspondientes órbitas esféricas son visibles
por un observador en 𝜃o basta entonces con pedir la condición Θ(𝜃o) ≥ 0, que
dice que 𝜃o queda contenido dentro del intervalo angular de la órbita. Usando la
expresión (2.69), esto es

𝑄(𝑟) − cos2 𝜃o

(
𝑝𝜑 (𝑟)2

sin2 𝜃o
− 𝑎2𝜔2

0

)
≥ 0, (2.110)

3O estrictamente hablando, no ve todas las trayectorias que, continuadas hacia el pasado, son
asintóticas a una órbita esférica de fotones.



54 CAPÍTULO 2. TRAYECTORIAS DE LA LUZ

θo

Figura 2.18: Para un observador en 𝜃o, sólo la zona de la región de fotones
entre los radios marcados con líneas punteadas es visible: aquellas órbitas con
suficiente amplitud latitudinal como para llegar hasta 𝜃 = 𝜃o.

donde 𝑝𝜑 (𝑟) y 𝑄(𝑟) son las expresiones (2.89) y (2.90) para las constantes
críticas. Esta desigualdad debe resolverse numéricamente para cada 𝜃o, dando el
intervalo de radios que será relevante para la sombra. Si 𝜃o = 𝜋/2, ya se vio que
el intervalo comprende toda la región de fotones 𝑟+ ≤ 𝑟 ≤ 𝑟−; a medida que el
observador se aleja del plano ecuatorial este intervalo se reduce, y si 𝜃o = 0 ó
𝜃o = 𝜋 queda un único valor de 𝑟, aquel cuya órbita tiene 𝑝𝜑 (𝑟) = 0. En la Figura
2.17 se muestra cómo la sombra depende de la inclinación del observador. La
asimetría es máxima para un observador ecuatorial, ya que éste es el que observa
el máximo rango de órbitas esféricas. Observadores más cerca de los polos ven
un intervalo menor de órbitas, y por lo tanto una sombra más circular.

2.7. Observables
Para estudiar las propiedades de la sombra de manera más eficiente en con-

textos astrofísicos, se pueden definir tres cantidades observables que se calculan
a partir de un dado contorno: el área, la deformación y la posición del centroide
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[59]. La ventaja de hacer esto es que a la hora de considerar métricas más gene-
rales que la de Kerr los observables se pueden graficar en función de los distintos
parámetros de la métrica, permitiendo cubrir mejor el espacio de parámetros y
visualizar más directamente cómo la forma de la sombra depende de ellos.

Hay otras propuestas de conjuntos de observables en la literatura [88-91];
los tres que se eligen aquí tienen una interpretación geométrica sencilla, lo cual
permite conectarlos más directamente con las propiedades de la sombra [59]. La
primera cantidad a definir es simplemente el área de la sombra, dada por

𝐴 = 2
∫

𝛽 𝑑𝛼 = 2
∫ 𝑟−

𝑟+

𝛽(𝑟) |𝛼′(𝑟) | 𝑑𝑟 , (2.111)

donde el factor de 2 proviene de que la integral por sí misma incluye sólo la mitad
de arriba de la sombra. La siguiente es la deformación, que mide cuánto difiere
la sombra con respecto a un círculo, y se define como

𝐷 =
Δ𝛼

Δ𝛽
, (2.112)

donde Δ𝛼 y Δ𝛽 son las extensiones de la sombra en las direcciones horizontal
y vertical respectivamente. Esta cantidad es igual a 1 para un círculo, así como
para cualquier figura cuyos diámetros horizontal y vertical sean iguales; para la
sombra de Kerr es menor a 1, ya que la misma está aplastada horizontalmente.
Por último, la posición horizontal del centroide o centro de masa de la sombra
está dada por

𝛼𝑐 =
2
𝐴

∫
𝛼𝛽 𝑑𝛼 . (2.113)

La misma es importante ya que las sombras de agujeros negros rotantes suelen
estar, además de deformadas, desplazadas del eje óptico ubicado en 𝛼 = 0.





Capítulo 3

Sombras de agujeros negros
rodeados de un fluido ideal
anisótropo

En este capítulo se estudia la sombra de una clase de agujeros negros en rela-
tividad general rodeados por un fluido ideal. Luego de explorar posibles razones
para considerar este tipo de sistemas, se presentará la métrica correspondiente
a estos agujeros negros y se seguirá el procedimiento descrito previamente para
encontrar una expresión analítica para el contorno de la sombra. Teniendo el
mismo, se analizan las propiedades observables de la sombra en función de los
distintos parámetros de la métrica.

3.1. Agujeros negros estáticos en presencia de un
fluido anisótropo

Encontrar soluciones de las ecuaciones de Einstein acopladas a un fluido ideal
gravitante es un problema ampliamente estudiado en el contexto de modelos de
estructura estelar [1]. En el caso más sencillo, se propone una métrica con simetría
esférica

𝑑𝑠2 = − 𝑓 (𝑟) 𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2

𝑔(𝑟) + 𝑟
2 𝑑Ω2 (3.1)

junto con un tensor de energía-momento de la forma

𝑇𝜇𝜈 = (𝜀 + 𝑝)𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑝𝑔𝜇𝜈, (3.2)

describiendo un fluido con densidad de energía 𝜀, presión 𝑝 y cuadrivelocidad
𝑢𝜇; el modelo físico del fluido también debe proveer una ecuación de estado

57
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𝑝(𝜀). Para buscar soluciones estáticas, se toma una cuadrivelocidad u ∝ 𝜕𝑡 ;
reemplazando en las ecuaciones de Einstein, se llega a la conocida ecuación de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff [1]

𝑑𝑝

𝑑𝑟
= − (𝜀 + 𝑝) (𝑚 + 4𝜋𝑟3𝑝)

𝑟 (𝑟 − 2𝑚) , (3.3)

donde la función de masa 𝑚(𝑟) se define como

𝑚(𝑟) =
∫ 𝑟

0
4𝜋𝑟2𝜀(𝑟) 𝑑𝑟 . (3.4)

Esta ecuación puede resolverse analítica o numéricamente, dependiendo de la
ecuación de estado supuesta.

Para los propósitos de este trabajo, el problema que tiene este modelo es que la
mayoría de las soluciones estáticas no representan agujeros negros. Por ejemplo,
el (poco realista) caso de una esfera de radio 𝑅 y masa 𝑀 con densidad uniforme
sólo admite soluciones si 𝑅 > (9/8)2𝑀 [1]; para radios más chicos la solución
no existe ya que la materia colapsa por su propia gravedad. Radios mayores que
éste sí admiten soluciones estáticas pero la métrica no posee un horizonte de
eventos, de modo que no describe a un agujero negro. Realizando soluciones
numéricas con ecuaciones de estado más realistas se llega a la misma situación:
un espacio-tiempo sin horizontes y cuyo contenido de materia colapsa si se
comprime demasiado. Considerando modelos más exóticos es posible encontrar
fluidos en equilibrio alrededor de un agujero negro: en [92] se encuentra que
tomando la ecuación de estado 𝑝 = −𝜀/3, inspirada en la cosmología, existen
soluciones de agujeros negros situados en un universo cerrado con curvatura
positiva.

La opción que se tomará para este capítulo, propuesta en [13], es generalizar el
fluido a uno anisótropo: permitir que la presión en la dirección radial sea distinta
a las presiones en las direcciones angulares. Esta propuesta tiene cierta historia:
en los años ’70 se empezó a estudiar la estructura estelar con presión anisótropa,
a partir de la posibilidad de que las estrellas de neutrones contengan materia
con estas propiedades en cierto régimen [93, 94]. En las décadas siguientes
ha habido más investigación sobre las posibles causas de la anisotropía [95] y
sobre estructuras estelares con distintas ecuaciones de estado: ver, por ejemplo,
[96-98]. Matemáticamente, plantear una presión anisótropa requiere la elección
de un vector x ∝ 𝜕𝑟 que identifica la dirección en la que la presión es distinta, de
modo que el tensor de energía-momento se escribe como

𝑇𝜇𝜈 = (𝜀 + 𝑝2)𝑢𝜇𝑢𝜈 + (𝑝1 − 𝑝2)𝑥𝜇𝑥𝜈 + 𝑝2𝑔𝜇𝜈, (3.5)

cuyas componentes en coordenadas esféricas (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑) están dadas por

𝑇 𝜇𝜈 = diag(−𝜀, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝2), (3.6)
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donde 𝑝1 y 𝑝2 representan la presión en la dirección radial y las direcciones angu-
lares respectivamente, y 𝜀 es la densidad de energía. Un ejemplo bien conocido de
un medio con estas características es el campo electromagnético correspondiente
la solución de Reissner-Nordström, que tiene la forma (3.1) con

𝑓 (𝑟) = 𝑔(𝑟) = 1 − 2𝑀
𝑟

+ 𝑄
2

𝑟2 , (3.7)

donde 𝑄 es la carga eléctrica asociada con un campo eléctrico radial. El tensor
de energía momento tiene la forma de la Ecuación (3.6), con

𝜀 =
𝑄2

8𝜋𝑟4 , 𝑝1 = −𝜀, 𝑝2 = 𝜀. (3.8)

En el caso general, la métrica sigue el ansatz (3.1) y las ecuaciones de campo
están dadas [13] por

𝐺0
0 =

𝑔′

𝑟
+ 𝑔

𝑟2 − 1
𝑟2 = −8𝜋𝜀(𝑟), (3.9)

𝐺1
1 =

𝑓 ′𝑔

𝑟 𝑓
+ 𝑔

𝑟2 − 1
𝑟2 = 8𝜋𝑝1(𝑟), (3.10)

𝐺2
2 =

𝑔 𝑓 ′′

2 𝑓
+ 𝑓 ′𝑔′

4 𝑓
− 𝑔 𝑓 ′2

4 𝑓 2 + 𝑔 𝑓 ′

2𝑟 𝑓
+ 𝑔′

2𝑟
= 8𝜋𝑝2(𝑟), (3.11)

donde una prima denota la derivada con respecto a 𝑟. Generalizando las ecua-
ciones de estado ya vistas, se puede proponer una relación de proporcionalidad
simple entre las presiones y la densidad, con

𝑝𝑖 = 𝑤𝑖𝜀. (3.12)

Fuera del horizonte, donde la coordenada 𝑡 es temporal y 𝑟 es espacial, se puede
tomar una base ortonormal dada por

e(0) =
1√︁
𝑓
𝜕𝑡 , e(1) =

√
𝑔𝜕𝑟 , e(2) =

1
𝑟
𝜕𝜃 , e(3) =

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝜑, (3.13)

de modo que la densidad de energía es 𝑇𝜇𝜈𝑒𝜇(0)𝑒
𝜈
(0) = 𝜀 y la presión radial es

𝑇𝜇𝜈𝑒
𝜇

(1)𝑒
𝜈
(1) = 𝑝1, como es esperable. Dentro del horizonte, las funciones 𝑓 y 𝑔

cambian de signo y por lo tanto las coordenadas radial y temporal intercambian
su rol: los vectores de la base deben tomarse como

e′(0) = −√−𝑔𝜕𝑟 , e′(1) =
1√︁
− 𝑓

𝜕𝑡 , (3.14)
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de modo que la densidad de energía es 𝑇𝜇𝜈𝑒′𝜇(0)𝑒
′𝜈
(0) = −𝑝1 y la presión radial es

𝑇𝜇𝜈𝑒
′𝜇
(1)𝑒

′𝜈
(1) = −𝜀 [13]. Para que la presión radial sea continua en el horizonte y la

materia se mantenga en equilibrio, es necesario pedir que 𝑝1 = −𝜀 y por lo tanto
𝑤1 = −1.

Tomando entonces la ecuación de estado 𝑝1 = −𝜀 y 𝑝2 = 𝑤2𝜀, las dos
primeras ecuaciones de Einstein (3.9) implican que 𝑔(𝑟) = 𝑓 (𝑟). La primera
ecuación se puede integrar para obtener

𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑚(𝑟)
𝑟

, (3.15)

donde 𝑚(𝑟) se define como en (3.4). Reemplazando esta expresión junto con
𝑔(𝑟) = 𝑓 (𝑟) en la tercera ecuación se obtiene que

𝑓 ′′

2
+ 𝑓 ′

𝑟
= 8𝜋𝑤2𝜀, (3.16)

que luego de algunas simplificaciones se puede expresar en términos de 𝑚(𝑟)
como

𝑚′′(𝑟) + 2𝑤2
𝑟
𝑚′(𝑟) = 0; (3.17)

la solución es
𝑚(𝑟) = 𝑀 + 𝐾

2𝑟2𝑤2−1 , (3.18)

con 𝑀 y 𝐾 dos constantes. La densidad queda dada por

𝜀(𝑟) = (1 − 2𝑤2)𝐾
8𝜋𝑟2+2𝑤2

, (3.19)

y la función métrica es
𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀

𝑟
− 𝐾

𝑟2𝑤2
. (3.20)

Estas fórmulas no son aplicables cuando 𝑤2 = 1/2, ya que en ese caso los dos
términos en 𝑚(𝑟) no son linealmente independientes. La solución correcta se
puede escribir como [13]

𝑚(𝑟) = 𝑀 + 𝑟0
2

log
𝑟

𝑟0
, (3.21)

con 𝑟0 una constante, y se puede redefinir la masa de modo que se obtenga esta
expresión en el límite 𝑤2 → 1/2 de la solución general (3.18). Esto se puede
extender al resto del problema, y no se seguirá considerando explícitamente el
caso 𝑤2 = 1/2.

En el caso general, se ve entonces que la métrica contiene un término adicional
respecto a la de Schwarzschild, de modo que su comportamiento depende del
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exponente 𝑤2. Para algunos valores de los parámetros, la misma se reduce a
casos conocidos. Por ejemplo, si 𝑤2 = 1 y 𝐾 < 0, la solución tiene la forma
de la métrica de Reissner-Nordström para un agujero negro con carga eléctrica
𝑄2 = −𝐾 . Si 𝑤2 = −1, la solución es de tipo de Sitter o anti-de Sitter dependiendo
del signo de 𝐾 . Se ve en el caso general que la métrica sólo es asintóticamente
plana si 𝑤2 > 0, así que de aquí en adelante sólo se considerará dicho rango1.
Hay más condiciones que se pueden pedir sobre los parámetros: en primer lugar,
está claro que para tener una densidad de energía positiva (en un sistema en el
que el fluido está en reposo) se debe cumplir que (1 − 2𝑤2)𝐾 > 0. Para que la
energía total del fluido sea finita es necesario que 𝑤2 > 1/2, y la condición de
energía dominante es válida si 𝑤2 ≤ 1 [13, 59]. Sin embargo, estas condiciones
no afectan al cálculo de la sombra, que se puede explorar independientemente
de las propiedades físicas del fluido que rodea al agujero negro. Por lo tanto, se
mantendrá sólo la condición𝑤2 > 0 para tener un espacio-tiempo asintóticamente
plano, permitiendo cualquier valor positivo de 𝑤2 y cualquier signo de 𝐾 .

Una generalización sencilla que se considerará es agregarle una carga eléctrica
al agujero negro. Como se dĳo antes, un campo eléctrico estático tiene la forma
de un fluido ideal con 𝑤1 = −1 y 𝑤2 = 1; se puede demostrar [14, 99] que al
tener la superposición de estos dos medios, la función métrica 𝑓 (𝑟) resulta ser

𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀
𝑟

− 𝐾

𝑟2𝑤2
+ 𝑄

2

𝑟2 . (3.22)

El último término es claramente no negativo para cualquier valor de 𝑄. Sin
embargo, hay teorías de gravedad modificada en las que aparece un término que
va como 1/𝑟2 con signo arbitrario: un ejemplo conocido son los agujeros negros
en mundos brana [15, 23, 24, 100], en los que los efectos gravitatorios de las
dimensiones extra se manifiestan en la llamada carga tidal, análoga a la carga
eléctrica pero permitiendo que𝑄2 aparezca con signo negativo. Es simple incluir
estos modelos si se reemplaza la carga al cuadrado 𝑄2 por una carga tidal 𝑞 de
signo arbitrario, de manera que la función métrica se escribe como

𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀
𝑟

− 𝐾

𝑟2𝑤2
+ 𝑞

𝑟2 . (3.23)

Cuando 𝐾 = 0, la métrica se puede denominar de tipo Reissner-Nordström: si
𝑞 > 0 representa un agujero negro cargado, con 𝑞 = 𝑄2, mientras que si 𝑞 < 0 la
forma funcional es la misma pero esta interpretación física no es posible.

Como último cambio notacional, el parámetro 𝑤2 se llamará simplemente 𝑤,
ya que 𝑤1 está fijo. El resultado de esta sección es entonces que la métrica de un

1Las métricas no asintóticamente planas son relevantes para el estudio de agujeros negros a
distancias cosmológicas.
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agujero negro no rotante, rodeado del fluido anisótropo y con una carga tidal 𝑞,
está dada por

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 2𝑚(𝑟)

𝑟

)
𝑑𝑡2 +

(
1 − 2𝑚(𝑟)

𝑟

)−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑Ω2 , (3.24)

donde
𝑚(𝑟) = 𝑀 + 𝐾

2𝑟2𝑤−1 − 𝑞

2𝑟
. (3.25)

La constante 𝐾 , que tiene unidades de masa (o longitud) elevada a la 2𝑤-ésima
potencia, parametriza la masa del fluido que rodea al agujero negro. Se ve que la
métrica posee una gran generalidad, ya que considerando distintos valores de 𝑤
se puede obtener una dependencia con 𝑟 de exponente arbitrario; la misma clase
de métricas se puede encontrar como solución de distintas teorías [99, 101, 102],
con distintas interpretaciones de los parámetros.

3.2. Agujeros negros rotantes
Resolver las ecuaciones de Einstein en ausencia de simetría esférica—como

es el caso para sistemas que rotan sobre un eje y sólo tienen simetría axial—es
en general un problema mucho más difícil, y sólo se conocen soluciones exactas
en algunos casos particulares. Históricamente, luego de encontrada la solución
de Kerr se descubrió que la misma se puede obtener a partir de la métrica
de Schwarzschild a través de un procedimiento hoy llamado el algoritmo de
Newman-Janis [54]. Ya que este algoritmo se puede generalizar para aplicarse a
cualquier métrica con simetría esférica y que será la base para todas las geometrías
analizadas en esta tesis, se comenzará una breve descripción de cómo se puede
usar para obtener la métrica de Kerr a partir de la de Schwarzschild.

3.2.1. Algoritmo de Newman-Janis
La métrica de Schwarzschild es de la forma

𝑑𝑠2 = − 𝑓 (𝑟) 𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2

𝑓 (𝑟) + ℎ(𝑟) 𝑑Ω
2 , (3.26)

con 𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀/𝑟 y ℎ(𝑟) = 𝑟2. El algoritmo comienza con el cambio de
variables

𝑢 = 𝑡 − 𝑟 − 2𝑀 log(𝑟 − 2𝑀) (3.27)

para pasar al sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein, en el cual resulta

𝑑𝑠2 = − 𝑓 (𝑟) 𝑑𝑢2 − 2 𝑑𝑢 𝑑𝑟 + ℎ(𝑟) 𝑑Ω2 . (3.28)
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Luego se expresa a la métrica en términos de una tétrada nula, siguiendo el
formalismo de Newman-Penrose [42, 103]. La misma está dada por cuatro vec-
tores {𝑙, 𝑛, 𝑚, 𝑚̄} nulos y linealmente independientes, donde 𝑚̄ es el complejo
conjugado de 𝑚, cumpliendo las condiciones

𝑙 · 𝑙 = 𝑛 · 𝑛 = 𝑚 · 𝑚 = 0, (3.29)
𝑙 · 𝑛 = −1, (3.30)
𝑚 · 𝑚̄ = 1, (3.31)

de manera que se puede escribir

𝑔𝜇𝜈 = −𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑛𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̄𝜈 + 𝑚̄𝜇𝑚𝜈 . (3.32)

La tétrada no está únicamente determinada por estas condiciones; la elección de
Newman y Janis es

𝑙 = 𝜕𝑟 , (3.33)

𝑛 = 𝜕𝑢 −
1
2
𝑓 (𝑟)𝜕𝑟 , (3.34)

𝑚 =
1√︁

2ℎ(𝑟)

(
𝜕𝜃 +

𝑖

sin 𝜃
𝜕𝜑

)
. (3.35)

Para el siguiente paso se quiere realizar un cambio de coordenadas complejo
definiendo

𝑟′ = 𝑟 + 𝑖𝑎 cos 𝜃, (3.36)
𝑢′ = 𝑢 − 𝑖𝑎 cos 𝜃, (3.37)
𝜃′ = 𝜃, (3.38)
𝜑′ = 𝜑, (3.39)

donde 𝑎 es un parámetro con unidades de longitud. La intención es luego res-
tringirse a valores reales de 𝑟′ y 𝑢′, de modo que 𝑟 y 𝑢 se extienden a valores
complejos. Sin embargo, este cambio todavía no se puede aplicar a la tétrada.
Esto es porque si en la función 𝑓 (𝑟) se reemplaza 𝑟 = 𝑟′ − 𝑖𝑎 cos 𝜃′, cuando las
coordenadas 𝑥′𝜇 tomen valores reales (y por lo tanto las 𝑥𝜇 sean complejas), esta
función será compleja, y también lo será compleja la métrica. Para que ésta sea
real luego del cambio de coordenadas, primero hay que extender sus componentes
(o las de la tétrada) a funciones de 𝑟 que sean reales para todo 𝑟 complejo. Por lo
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tanto, antes de hacer el cambio de coordenadas se redefine la tétrada

𝑙 = 𝜕𝑟 , (3.40)

𝑛 = 𝜕𝑢 −
1
2
𝑓 (𝑟)𝜕𝑟 , (3.41)

𝑚 =
1√︁

2ℎ̃(𝑟)

(
𝜕𝜃 +

𝑖

sin 𝜃
𝜕𝜑

)
, (3.42)

donde las funciones 𝑓 (𝑟) y ℎ̃(𝑟) deben reducirse a 𝑓 (𝑟) y ℎ(𝑟) cuando 𝑟 es
real, y 𝑓 (𝑟) debe ser real para todo 𝑟 complejo2. Este paso contiene una gran
arbitrariedad, ya que no hay una manera única de generalizar las funciones al
dominio complejo. La elección de Newman y Janis fue tomar

𝑓 (𝑟) = 1 − 𝑀
(
1
𝑟
+ 1
𝑟

)
, ℎ̃(𝑟) = 𝑟2, (3.43)

pero no se dio una justificación de por qué ésta es la forma particular elegida.
La arbitrariedad es incluso más clara cuando el algoritmo se usa para obtener la
métrica de Kerr-Newman a partir de la solución de Reissner-Nordström para un
agujero negro cargado, ya que allí la función 𝑓 está dada por 𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀/𝑟 +
𝑄2/𝑟2, y los dos términos dependientes de 𝑟 se transforman de manera distinta
[55]. Diversos trabajos han explorado esta arbitrariedad, y buscado maneras de
explicarla o eliminarla [56, 104, 105]. Una versión modificada del algoritmo que
será relevante en el Capítulo 5 propone quitar esta ambigüedad, a cambio de dejar
una función indeterminada en la métrica resultante [56, 106].

Teniendo ahora la tétrada complejificada, se puede realizar el cambio de
coordenadas (3.36)-(3.39). En estas nuevas coordenadas la tétrada resulta

𝑙 = 𝜕𝑟 ′ (3.44)

𝑛 = 𝜕𝑢′ −
1
2
𝑓 (𝑟)𝜕𝑟 ′ , (3.45)

𝑚 =
1√︁

2ℎ̃(𝑟)

(
𝑖𝑎 sin 𝜃′(𝜕𝑢′ − 𝜕𝑟 ′) + 𝜕𝜃′ +

𝑖

sin 𝜃′
𝜕𝜑′

)
, (3.46)

donde 𝑟 = 𝑟′ − 𝑖𝑎 cos 𝜃′ dentro de las expresiones 𝑓 (𝑟) y ℎ̃(𝑟). Tomando la
elección (3.43) para estas funciones y quitándole las primas a las coordenadas,

2Como ℎ̃ siempre aparece multiplicada por su conjugada en la métrica, no es necesario que
sea real.
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la tétrada es explícitamente

𝑙 = 𝜕𝑟 , (3.47)

𝑛 = 𝜕𝑢 −
1
2

(
1 − 2𝑀𝑟

𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃

)
𝜕𝑟 , (3.48)

𝑚 =
1

√
2(𝑟 + 𝑖𝑎 cos 𝜃)

(
𝑖𝑎 sin 𝜃 (𝜕𝑢 − 𝜕𝑟) + 𝜕𝜃 +

𝑖

sin 𝜃
𝜕𝜑

)
. (3.49)

La métrica se puede reconstruir a partir de la tétrada en estas nuevas coorde-
nadas usando la expresión (3.32), y resulta ser la métrica de Kerr en coordenadas
de Eddington-Finkelstein [107]:

𝑑𝑠2 = − 𝑓 𝑑𝑢2 + 2 𝑑𝑢 𝑑𝑟 + 𝜌2 𝑑𝜃2 + Σ sin2 𝜃 𝑑𝜑2

+ 4𝑎𝑀𝑟 sin2 𝜃

𝜌2 𝑑𝑢 𝑑𝜑 + 2𝑎 sin2 𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜑 .
(3.50)

Finalmente, el cambio a las coordenadas de Boyer-Lindquist {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙} está dado
por

𝑡 = 𝑢 −
∫

𝑟2 + 𝑎2

Δ
𝑑𝑟 , (3.51)

𝜙 = 𝜑 −
∫

𝑎

Δ
𝑑𝑟 , (3.52)

con el cual se recupera la métrica de Kerr en la forma (2.32).
A la hora de generalizar el algoritmo de Newman-Janis a otras métricas, se en-

cuentran algunos problemas. Luego de ser propuesto, fue usado exitosamente para
producir la métrica de Kerr-Newman [55], pero el algoritmo no especifica cómo
encontrar el campo electromagnético correspondiente al agujero negro rotante,
que en el trabajo original fue obtenido integrando las ecuaciones de Maxwell.
Existen propuestas de extensiones del algoritmo que transforman otros campos
que haya presentes además de la métrica; ver por ejemplo [108] o [109]. Además,
como ya se mencionó, la extensión de la métrica a las coordenadas complejas
debe ser elegida arbitrariamente, y no se da ninguna justificación de por qué la
métrica rotante debería ser solución de las mismas ecuaciones de campo que la
original; en el caso de Kerr-Newman esto tuvo que ser comprobado manualmen-
te. Tampoco hay garantías de que sea posible realizar la última transformación
a coordenadas de Boyer-Lindquist, en las que 𝑔𝑡𝜙 es la única componente fuera
de la diagonal [110]. Hay algunos resultados sobre la aplicación del algoritmo
a métricas que no sean la de Schwarzschild o Reissner-Nordström: se sabe que
en la relatividad general el algoritmo no puede dar lugar a espacio-tiempos con
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un fluido perfecto que no sea el vacío [104], y hay varios ejemplos mostrando
que en teorías de gravedad modificada la métrica generada por el algoritmo no
es solución de las ecuaciones de campo originales [107, 111], y requiere la mo-
dificación de las mismas o el agregado de algún contenido extra de materia. En
la práctica, esto dificulta la interpretación física de las métricas producidas por el
algoritmo y de su contenido de materia, pero no representa un problema para el
análisis de las geodésicas del espacio-tiempo, o en particular para el cálculo de
la sombra. En todos los casos considerados en este trabajo, la métrica representa
sin duda un agujero negro rotante, aunque no sea trivial encontrar la teoría de la
cual la misma sea solución.

3.2.2. Métrica del agujero negro rotante
Teniendo la solución estática (3.24) para un agujero negro rodeado de un

fluido anisótropo, en [14] se aplica el algoritmo de Newman-Janis para llegar
a una métrica que represente a un agujero negro rotante. La complejificación
elegida está dada por

𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑀
𝑟

+ 𝑞

𝑟2 − 𝐾

𝑟2𝑤 → 𝐹 (𝑟, 𝜃) = 1 − 2𝑀𝑟 − 𝑞 + 𝐾𝑟2(1−𝑤)

𝜌2 , (3.53)

con 𝜌2 = 𝑟2 + cos2 𝜃. El término dependiente de 𝐾 se complejifica de manera
que comparta el denominador 𝜌2 de los otros dos términos, lo cual coincide con
la elección tomada en otras referencias [49, 56, 58]; se la puede pensar como la
complejificación

𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑚(𝑟)
𝑟

→ 𝑓 (𝑟) = 1 − 𝑚
(
𝑟 + 𝑟

2

) (
1
𝑟
+ 1
𝑟

)
(3.54)

seguida del cambio de coordenadas

𝐹 (𝑟, 𝜃) = 𝑓 (𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃) = 1 − 2𝑚(𝑟)𝑟
𝜌2 , (3.55)

manteniendo la misma función de masa 𝑚(𝑟). Realizando el cambio a coordena-
das de Boyer-Lindquist, la métrica resulta ser

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 2𝑚(𝑟)𝑟

𝜌2

)
𝑑𝑡2 − 4𝑎𝑚(𝑟)𝑟

𝜌2 𝑑𝑡 𝑑𝜑 + Σ

𝜌2 sin2 𝜃 𝑑𝜑2 + 𝜌
2

Δ
𝑑𝑟2 + 𝜌2 𝑑𝜃2 ,

(3.56)
donde

Δ = 𝑟2 − 2𝑚(𝑟)𝑟 + 𝑎2, (3.57)
Σ = (𝑟2 + 𝑎2)2 − 𝑎2Δ sin2 𝜃. (3.58)
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Se puede observar que la forma de la métrica es idéntica a la de Kerr, con la masa
constante 𝑀 reemplazada por la función 𝑚(𝑟).

El tensor de Einstein tiene una expresión complicada [14] que no es relevante
en lo que sigue, de modo que no será incluida aquí. Lo que sí es importante notar
es que la única componente no diagonal del mismo es 𝐺 𝑡𝜑. Esto implica que la
tétrada que diagonaliza el tensor de energía momento mezclará los vectores 𝜕𝑡 y
𝜕𝜑 entre sí, pero no con 𝜕𝑟 ó 𝜕𝜃: heurísticamente, como el vector temporal e(0) de
la tétrada tiene componentes 𝑡 y 𝜑, el contenido de materia se puede interpretar
como un fluido que rota alrededor del agujero negro en la dirección azimutal. La
densidad de energía y las presiones, definidas como las componentes del tensor
de energía-momento en la base en la que el mismo es diagonal, tienen expresiones
relativamente sencillas:

𝜀 =
𝑞 + (1 − 2𝑤)𝐾𝑟2(1−𝑤)

8𝜋𝜌4 , (3.59)

𝑝1 = −𝜀, (3.60)

𝑝2 =
𝑞

8𝜋𝜌4 +
(
𝑤 + (𝑤 − 1) 𝑎

2 cos2 𝜃

𝑟2

)
(1 − 2𝑤)𝐾𝑟2(1−2)

8𝜋𝜌4 . (3.61)

Es claro que el contenido de materia no tiene la misma ecuación de estado
𝑝2 = 𝑤𝜀 que en el caso estático.

Para poder interpretar esta métrica como la correspondiente a un agujero
negro, es necesario mostrar la existencia de un horizonte de eventos. El mismo,
siendo una superficie nula, se encontrará donde 𝑔𝑟𝑟 = 0 y por lo tanto Δ = 0 [14].
Esta función tiene la forma

Δ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 + 𝑞 − 𝐾𝑟2(1−𝑤)

≡ Δ𝐾𝑁 − 𝐾𝑟2(1−𝑤) ,
(3.62)

donde Δ𝐾𝑁 = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 + 𝑞 es la forma funcional de Δ en un espacio-tiempo
de tipo Kerr-Newman. Por supuesto, si 𝐾 = 0 la métrica se reduce a la de tipo
Kerr-Newman: existe un par de horizontes si 𝑎2 + 𝑞 < 𝑀2, y una singularidad
desnuda en el caso opuesto. Es importante notar que si 𝑞 es negativo entonces es
posible tener un agujero negro con 𝑎 > 𝑀 , cosa que no puede ocurrir en el caso
Kerr-Newman ordinario con 𝑞 = 𝑄2.

En el caso general con 𝐾 ≠ 0, el objetivo es encontrar para qué valores de los
parámetros existirá al menos una raíz de Δ y por lo tanto un horizonte de eventos.
La ecuaciónΔ = 0 no tiene solución analítica excepto que𝑤 tome algunos valores
especiales, por lo que es necesario un análisis indirecto. La desaparición de un
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horizonte corresponde a una raíz doble de Δ, dada por el par de ecuaciones

𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 + 𝑞 − 𝐾𝑟2(1−𝑤) = 0, (3.63)
2(𝑟 − 𝑀) − 2(1 − 𝑤)𝐾𝑟1−2𝑤 = 0. (3.64)

En general este sistema no se puede resolver para 𝑟, pero es sencillo encontrar
𝑤 y 𝐾 en forma paramétrica en función de 𝑟, dejando fijos los otros parámetros.
Usando que la primera ecuación implica 𝐾 = Δ𝐾𝑁𝑟

2(𝑤−1) , se puede reemplazar
en la segunda ecuación para llegar a [59]

𝑤 =
𝑎2 + 𝑞 − 𝑀𝑟

Δ𝐾𝑁
, (3.65)

𝐾 = Δ𝐾𝑁𝑟
−2𝑟 (𝑟−𝑀)/Δ𝐾𝑁 . (3.66)

Estas dos ecuaciones dicen, para cada valor de 𝑟, los valores necesarios de 𝑤 y
𝐾 para que en ese radio haya un horizonte extremal. Graficando las mismas en
el plano 𝑤-𝐾 para valores fijos de 𝑀 , 𝑎 y 𝑞, se puede ver la separación entre la
región del espacio de parámetros que contiene al menos un horizonte y la que
contiene una singularidad desnuda; en particular, las expresiones dependen sólo
de la combinación 𝑎2 + 𝑞 y no de ambos parámetros por separado. Un detalle que
hay que tener en cuenta es que como 𝐾 tiene unidades de longitud a la 2𝑤-ésima
potencia, se debe tener cierto cuidado al interpretar un gráfico de 𝐾 vs. 𝑤: valores
de 𝐾 con distintos 𝑤 no se pueden comparar directamente. En la Figura 3.1 se
muestran las curvas de separación, adimensionalizadas tomando 𝑀 = 1; esto es
equivalente a definir un parámetro adimensional 𝐾̃ = 𝐾𝑀−2𝑤. Estrictamente, los
gráficos son más complejos de lo que se muestra en la figura ya que en algunas
regiones pueden aparecer y desaparecer horizontes interiores adicionales. Estos
horizontes no son relevantes para lo que ocurre en el exterior del agujero negro,
de modo que no se han incluido: las regiones permitidas son aquellas donde existe
al menos un horizonte.

3.3. Separación de variables y cálculo de la sombra
Dada la similitud de la métrica (3.56) con la métrica de Kerr, el procedimiento

para encontrar las geodésicas nulas es esencialmente el mismo que el descrito en
el Capítulo 2. En la ecuación de Hamilton-Jacobi

1
2
𝑔𝜇𝜈

𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜇
𝜕𝑆

𝜕𝑥𝜈
+ 𝜕𝑆
𝜕𝜆

= 0 (3.67)

se propone un ansatz de separación

𝑆 = −𝜔0𝑡 + 𝑝𝜑𝜑 + 𝑆𝑟 (𝑟) + 𝑆𝜃 (𝜃) (3.68)
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Figura 3.1: Valores permitidos de 𝑤 y 𝐾 [59]. Las curvas de traza continua mues-
tran valores de los parámetros para los que el horizonte de eventos desaparece; en
las regiones sombreadas, el espacio-tiempo contiene una singularidad desnuda.
Como se menciona en el texto, se toma 𝑀 = 1, de manera que 𝐾 , 𝑎 y 𝑞 son
adimensionales.

para obtener la igualdad

− Σ

𝜌2Δ
𝜔2

0 +
4𝑚(𝑟)𝑎𝑟
𝜌2Δ

𝜔0𝑝𝜑 +
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

𝜌2Δ sin2 𝜃
𝑝2
𝜑 +

Δ

𝜌2 (𝑆
′
𝑟)2 + 1

𝜌2 (𝑆𝜃)
2 = 0.

(3.69)
Simplificando un poco, ésta se puede reescribir en la forma

−Δ(𝑆′𝑟)2 +
(𝜔0(𝑟2 + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑)2

Δ
= (𝑆′𝜃)2 +

( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2
, (3.70)

donde se ve explícitamente que el lado izquierdo es sólo función de 𝑟 y el lado
derecho sólo función de 𝜃; por lo tanto, ambos lados deben ser iguales a una
constante K. Las ecuaciones de movimiento se pueden llevar a primer orden
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usando que 𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆 = 𝑔𝜇𝜈𝑝𝜇 y que 𝑝𝜇 = 𝜕𝑆/𝜕𝑥𝜇 :

𝜌2 ¤𝑡 = 1
Δ
(Σ𝜔0 − 2𝑎𝑚(𝑟)𝑟 𝑝𝜑), (3.71)

𝜌2 ¤𝜑 =
1
Δ

(
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

sin2 𝜃
𝑝𝜑 + 2𝑎𝑚(𝑟)𝑟𝜔0

)
, (3.72)(

𝜌2 ¤𝑟
)2

= R(𝑟), (3.73)(
𝜌2 ¤𝜃

)2
= Θ(𝜃). (3.74)

Definiendo la constante
𝑄 = K − (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2 (3.75)

los potenciales tienen la misma forma que para la métrica de Kerr:

R(𝑟) =
[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]2 − Δ(𝑄 + (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2), (3.76)

Θ(𝜃) = 𝑄 − cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
, (3.77)

siendo la única diferencia que la expresión de Δ contiene a la función 𝑚(𝑟) en
lugar de la masa 𝑀; esta diferencia sólo afecta al potencial radial, mientras que
el angular es idéntico al caso de Kerr.

Teniendo el potencial radial, se pueden buscar los valores de 𝑟 que cumplen
R(𝑟) = R′(𝑟) = 0 para encontrar las órbitas esféricas de fotones. A diferencia
de la métrica de Kerr, al derivar el potencial aparecen derivadas de 𝑚(𝑟). De la
ecuación R(𝑟) = 0, se obtiene la constante de Carter

𝑄 =

[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]2

Δ
− (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2; (3.78)

reemplazando esta expresión en la derivada de R(𝑟) se llega a

R′(𝑟) = 4𝜔0𝑟
[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]
− Δ′

Δ

[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]2
= 0, (3.79)

donde

Δ′ = 2[𝑟 − 𝑚′(𝑟)𝑟 − 𝑚(𝑟)] = 2(𝑟 − 𝑀) − 2(𝑤 − 1) 𝐾

𝑟2𝑤−3 . (3.80)

La ecuación R′(𝑟) = 0 es cuadrática en 𝑝𝜑 y tiene dos soluciones

𝑝𝜑 =
𝑟2 + 𝑎2

𝑎
𝜔0 (3.81)
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y

𝑝𝜑 =
𝜔0

[
(𝑟2 + 𝑎2)Δ′ − 4𝑟Δ

]
𝑎Δ′ . (3.82)

Al igual que lo que ocurre en la métrica de Kerr, la primera solución corresponde
a𝑄 = −𝜔2

0𝑟
4/𝑎2 < 0 y por lo tanto no es una trayectoria permitida por la ecuación

de movimiento angular (ver Ecuación (2.88)). Las constantes de movimiento de
las órbitas esféricas son entonces las dadas por la segunda solución (3.82) junto
con

𝑄 =
𝜔2

0𝑟
2

𝑎2Δ′2
[
16𝑎2Δ − (𝑟Δ′ − 4Δ)2] . (3.83)

La geometría es asintóticamente plana, así que las coordenadas celestes vistas
por un observador en (𝑟o, 𝜃o) son las definidas en el Capítulo 2, en las Ecuaciones
(2.105) y (2.106). Con estas expresiones se puede graficar la sombra del agu-
jero negro, reemplazando las expresiones (3.82) y (3.83) para las constantes de
movimiento y realizando un gráfico paramétrico en el que 𝑟 recorre el intervalo
donde 𝛽 es positivo. En la Figura 3.2 se muestran contornos de la sombra para
algunos valores de los parámetros. Se puede ver inmediatamente que las sombras
muestran la asimetría característica causada por la rotación del agujero negro;
este y otros efectos se ven más claramente cuando el observador es ecuatorial y
el spin es grande, de modo que los gráficos usan 𝜃o = 𝜋/2 y 𝑎/𝑀 = 0.9. Como
ya mostró la Figura 3.1, si 𝐾 > 0 es posible tener un spin arbitrariamente gran-
de, no limitado por la condición 𝑎2 ≤ 𝑀2; pero como esto no se ha observado
en agujeros negros astrofísicos [112], no se incluirá en el análisis. Los valores
𝑤 = 0.25 y 𝑤 = 2 se han elegido para ser generalmente representativos de las
regiones 𝑤 < 1 y 𝑤 > 1, recordando que si 𝑤 = 1 la métrica se reduce a la de
Kerr-Newman. En la Figura 3.3 se repite el análisis de horizontes, esta vez fijando
tres valores de 𝑤 y buscando la relación entre 𝐾 y 𝑞 que delimite la región donde
existe un horizonte de eventos. Se puede ver que si 𝐾 es muy negativo (menor
que aproximadamente −0.2), entonces no está permitido tener 𝑞 = 0; para que
este valor esté incluido en el intervalo analizado, los gráficos usan 𝐾 = −0.15
como representante de la región 𝐾 < 0.

3.4. Observables
El estudio de los tres observables definidos en la Sección 2.6, dados por

las Ecuaciones (2.111)-(2.113) permite cubrir mejor el espacio de parámetros y
entender cómo cambian las propiedades de la sombra. A lo largo de esta sección,
se toman tres valores del spin (𝑎/𝑀 ∈ {0.2, 0.5, 0.9}), tres valores del parámetro
de anisotropía (𝑤 ∈ {0.25, 0.75, 2}) y tres valores de 𝐾 (𝐾 = 1, 𝐾 = 0 y un valor
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Figura 3.2: Sombra de un agujero negro con 𝑎 = 0.9 para distintos valores de los
parámetros, vistas por un observador ecuatorial con 𝜃o = 𝜋/2. Los parámetros
están adimensionalizados con 𝑀 = 1.
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Figura 3.3: Valores permitidos de 𝐾 y 𝑞 para tres valores de 𝑤 y 𝑎 = 0.9; las
regiones sombreadas contienen una singularidad desnuda. Al igual que en la
Figura 3.1, se toma 𝑀 = 1.
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Figura 3.4: El área de la sombra del agujero negro para diversas combinaciones
de los parámetros. Como en los otros gráficos, todas las cantidades son adimen-
sionales tomando 𝑀 = 1.

negativo cercano al mínimo posible en cada caso), y se grafican los observables
en función de 𝑞 para cada combinación de parámetros.

En la Figura 3.4 se muestra la dependencia del área con los parámetros. Es
inmediato ver que el área disminuye con 𝑞, generalizando el comportamiento
del agujero negro de Kerr-Newman; análogamente, el área crece con 𝐾 , lo cual
es razonable ya que 𝑞 y 𝐾 aparecen con signos opuestos en la métrica y por lo
tanto es esperable que produzcan efectos opuestos. La curva con 𝐾 = 0 es, por
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Figura 3.5: La deformación de la sombra del agujero negro para diversas combi-
naciones de los parámetros. Como en los otros gráficos, todas las cantidades son
adimensionales tomando 𝑀 = 1.

supuesto, independiente de 𝑤, ya que es la correspondiente al agujero negro de
Kerr-Newman. También hay que recordar que las unidades de 𝐾 dependen de
𝑤, por lo que no se pueden comparar directamente valores de 𝐾 entre distintas
columnas del gráfico a menos que se elĳa una manera de adimensionalizar. El
caso 𝑤 > 1 y 𝐾 > 0 es interesante ya que no hay cota superior para 𝑞; la carga
puede volverse arbitrariamente grande, reduciendo el tamaño del horizonte y
junto con él la sombra, de manera que el área rápidamente se acerca a cero.

En la Figura 3.5 se muestra el observable relacionado con la deformación de
la sombra. En este caso, la dependencia con los parámetros es más débil; salvo en
el caso {𝑤 = 2, 𝐾 = 1} en que la carga puede aumentar sin límite, la desviación de
la circularidad no excede al 10 %. En general, cuando 𝐾 disminuye hacia valores
negativos la deformación disminuye y la sombra se vuelve más comprimida
horizontalmente; un 𝐾 positivo hace que la sombra tienda a la circularidad. La
excepción es el caso 𝑤 > 1 y 𝐾 > 0, donde para 𝑞 > 1 el comportamiento se
invierte y la sombra se empieza a volver estirada horizontalmente en lugar de
comprimida.

Por último, en la Figura 3.6 se muestra la posición del centroide de la sombra.
Aquí hay un cambio de comportamiento: para 𝑤 = 0.25, valores más grandes de
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Figura 3.6: El centroide de la sombra del agujero negro para diversas combina-
ciones de los parámetros. Como en los otros gráficos, todas las cantidades son
adimensionales tomando 𝑀 = 1.

𝐾 producen una sombra más alejada del eje óptico hacia la izquierda, mientras
que para valores mayores de 𝑤 la dependencia se invierte. Analizando casos
intermedios se puede ver que el cambio es gradual: no ocurre en un valor puntual
de 𝑤, sino que a medida que 𝑤 se acerca a 1/2 las curvas de 𝛼𝑐 en función de
𝑞 se empiezan a cruzar entre sí, y cuando 𝑤 = 1/2 las tres curvas se cruzan en
𝑞 = 0; luego, los puntos de cruce se siguen desplazando hacia 𝑞 negativo. Al
igual que para la deformación, en la columna de la derecha se ve el cambio de
comportamiento cuando 𝑞 toma valores grandes, resultando en una sombra que
se desplaza hacia el lado opuesto.

3.5. Discusión
La presencia del fluido anisótropo agrega a la métrica un término de forma

análoga al de la carga tidal 𝑞 y con signo opuesto. El resultado encontrado es
el esperable, dado este parecido: el efecto del fluido sobre las propiedades de la
sombra es similar y opuesto al que produce la carga. Concretamente, se observa
que en todos los casos analizados un valor mayor de 𝐾 lleva a una sombra
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más grande y más circular, mientras que la posición de la misma tiene distintos
comportamientos dependiendo del valor de 𝑤. Cuando 𝑤 > 1 y 𝐾 > 0, la métrica
permite—a diferencia del agujero negro de Kerr-Newman—valores de la carga
arbitrariamente grandes, que dan lugar a una sombra estirada horizontalmente y
desplazada en la dirección opuesta al resto de los casos.

Otra característica notable de este modelo es que si 𝐾 > 0 es posible tener
valores arbitrariamente grandes no sólo de la carga sino también del momento
angular del agujero negro; una observación de una violación de la cota Kerr para
𝑎/𝑀 podría ser evidencia a favor de una métrica como la considerada en este
capítulo. Si 𝑤 > 1, el momento angular puede aumentar sin límite sin importar
el valor (positivo) de 𝐾 . Si 𝑤 < 1, para cada valor de 𝐾 hay una cota superior
para 𝑎, pero esta cota puede hacerse arbitrariamente grande aumentando 𝐾 .



Capítulo 4

Sombras de agujeros negros
rodeados de un plasma

En este capítulo, el estudio de las sombras se extiende al caso de agujeros
negros rotantes rodeados por un fluido en estado de plasma. A diferencia del
capítulo anterior no se considera el efecto gravitatorio del medio, tomándose
como despreciable, sino que el enfoque está en cómo las trayectorias de la luz
se desvían por su interacción con el plasma. Esta interacción depende de la
frecuencia de la luz; en particular, existe una frecuencia de corte debajo de la cual
las ondas no se pueden propagar en el medio.

4.1. Propagación de la luz a través de un plasma en
un espacio-tiempo curvo

Las ecuaciones que rigen el movimiento de la luz en un plasma se pueden
proponer heurísticamente generalizando la descripción clásica [75, 76]. En un
medio isótropo, el movimiento de la luz está caracterizado por el índice de
refracción

𝑛(𝑥, 𝑝) = 1
𝑣(𝑥, 𝑝) , (4.1)

que en cada punto es la inversa de la velocidad local de la luz 𝑣(𝑥, 𝑝), medida en
el sistema en que el medio está en reposo. Si la cuadrivelocidad del plasma está
dada por 𝑈𝜇 (𝑥) con 𝑈𝜇𝑈𝜇 = −1, entonces en este sistema el cuadrimpulso de la
luz se puede descomponer como

𝑝𝜇 = 𝜔𝑈𝜇 + 𝑘𝜇, (4.2)

77
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donde 𝜔 = −𝑝𝜇𝑈𝜇 es la frecuencia de la luz respecto del medio y el vector
espacial

𝑘𝜇 = 𝑝𝜇 + (𝑝𝜈𝑈𝜈)𝑈𝜇 (4.3)

cumple 𝑘𝜇𝑈𝜇 = 0. La velocidad de fase se escribe entonces como 𝑣2 = 𝜔2/𝑘𝜇𝑘𝜇,
y el índice de refracción resulta

𝑛2(𝑥, 𝑝) =
𝑘𝜇𝑘

𝜇(
𝑝𝜇𝑈

𝜇
)2 = 1 +

𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑝𝜇𝑝𝜈(
𝑝𝜇𝑈

𝜇 (𝑥)
)2 . (4.4)

Esta ecuación es general; el siguiente paso es usar que el índice de refracción
de un plasma está dado por [75]

𝑛2 = 1 −
𝜔𝑝 (𝑥)2

𝜔2 , (4.5)

donde como antes 𝜔 = −𝑝𝜇𝑈𝜇 es la frecuencia de la luz respecto al medio, y

𝜔2
𝑝 =

4𝜋𝑒2

𝑚𝑒
𝑁 (4.6)

es la frecuencia del plasma, con 𝑒 la carga del electrón, 𝑚𝑒 la masa del electrón
y 𝑁 la densidad numérica de electrones. Se ve explícitamente que un plasma
es un medio dispersivo, ya que la velocidad de la luz depende de su frecuencia.
Reemplazando esta expresión para 𝑛 en la ecuación (4.4), se llega a que el
cuadrimpulso debe cumplir

𝑔𝜇𝜈𝑝𝜇𝑝𝜈 = −𝜔2
𝑝 . (4.7)

Se puede proponer entonces que las trayectorias de los fotones son soluciones de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano

H(𝑥, 𝑝) = 1
2

(
𝑔𝜇𝜈 (𝑥)𝑝𝜇𝑝𝜈 + 𝜔𝑝 (𝑥)2

)
(4.8)

con H = 0. La cuadrivelocidad𝑈𝜇 del plasma ha desaparecido; el Hamiltoniano
no depende de su movimiento sino sólo de su densidad, a través de 𝜔𝑝. A pesar
de que el índice de refracción es menor a 1, indicando una velocidad de fase
superlumínica, es posible demostrar [74] que el transporte de energía de la luz es
a lo largo de las curvas integrales de H , que son temporales; alternativamente, se
puede calcular la velocidad de grupo y comprobar que la misma es menor a 1. El
índice de refracción tiende a 1 cuando 𝜔/𝜔𝑝 → ∞, indicando que en este límite
las trayectorias se vuelven libres, y se vuelve imaginario para 𝜔 < 𝜔𝑝: al igual
que en la situación clásica, es imposible la propagación de rayos con frecuencia
menor a la del plasma.
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El Hamiltoniano (4.8) se puede deducir de manera más rigurosa partiendo de
las ecuaciones de Maxwell. El proceso se detalla en [74] para el caso de un plasma
frío (es decir, sin presión) y no magnetizado; aquí sólo se comentará brevemente
siguiendo a dicha referencia, ya que la deducción no es trivial. La principal
dificultad radica en que en un espacio-tiempo curvo no hay una noción general de
ondas planas con las que se puedan asociar rayos de luz. Sin embargo, es esperable
que se recupere una noción aproximada de las mismas en un límite 𝜆 ≪ 𝐿, donde
𝜆 es la longitud de onda y 𝐿 es alguna escala de distancia característica de la
curvatura; este es el límite de óptica geométrica. Esto motiva definir un parámetro
𝛼 = 𝜆/𝐿 y proponer un campo electromagnético de la forma

𝐹𝜇𝜈 (𝑥, 𝛼) = Re
{
𝑒𝑖𝑆(𝑥)/𝛼 𝑓𝜇𝜈 (𝑥, 𝛼)

}
, (4.9)

donde la amplitud 𝑓𝜇𝜈 (𝑥, 𝛼) es una función suave en 𝛼 ≥ 0; la función 𝑆(𝑥),
llamada la eikonal, es proporcional a la fase de la onda. A pesar de que esta
expresión no tiene un límite cuando 𝛼 → 0, es posible demostrar que a medida
que 𝛼 disminuye las funciones 𝐹𝜇𝜈 (𝑥, 𝛼) se van acercando a soluciones de las
ecuaciones de Maxwell, y por lo tanto se pueden interpretar como soluciones
aproximadas de tipo onda plana cuando 𝛼 es suficientemente chico.

Se puede demostrar que la amplitud y la polarización son transportadas a lo
largo de las curvas integrales del vector 𝑝𝜇 = 𝜕𝜇𝑆, lo cual permite interpretar las
mismas como rayos de luz, perpendiculares a las superficies de 𝑆 constante; por
lo tanto, para estudiar las trayectorias de la luz es necesario plantear una ecuación
para 𝑆(𝑥). El modelo usado para esto es el de un fluido de dos componentes,
iones y electrones, con presión despreciable. Los iones se asumen estáticos, ya
que su masa es mucho mayor que la de los electrones, y se postulan pequeñas
perturbaciones del campo electromagnético y de los electrones por encima de un
fondo con densidad numérica 𝑁 . La ecuación de la eikonal a la que se llega es
simplemente

H
(
𝑥,
𝜕𝑆

𝜕𝑥

)
= 0, (4.10)

con H(𝑥, 𝑝) el Hamiltoniano presentado en la Ecuación (4.8). Los rayos de luz
son las curvas integrales de las ecuaciones de Hamilton:

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
= 𝑔𝜇𝜈𝑝𝜈 (4.11)

𝑑𝑝𝜇

𝑑𝜆
= −1

2
𝜕𝜇𝑔

𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽 +
1
2
𝜕𝜇𝜔

2
𝑝 . (4.12)

La frecuencia mínima para los rayos de luz se puede encontrar también en
este formalismo [76]. En todos los casos que se considerarán en este capítulo, la
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métrica tiene la forma

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑡𝑡 𝑑𝑡
2 + 2𝑔𝑡𝜑 𝑑𝑡 𝑑𝜑 + 𝑔𝜑𝜑 𝑑𝜑2 + 𝑔𝑟𝑟 𝑑𝑟2 + 𝑔𝜃𝜃 𝑑𝜃2 , (4.13)

con 𝑔𝑟𝑟 > 0, 𝑔𝜃𝜃 > 0 y 𝐷 ≡ (𝑔𝑡𝜑)2 − 𝑔𝑡𝑡𝑔𝜑𝜑 > 0 fuera del horizonte. Las
componentes de la métrica inversa están dadas por

𝑔𝑡𝑡 = −
𝑔𝜑𝜑

𝐷
, 𝑔𝑡𝜑 =

𝑔𝑡𝜑

𝐷
, 𝑔𝜑𝜑 = −𝑔𝑡𝑡

𝐷

𝑔𝑟𝑟 =
1
𝑔𝑟𝑟
, 𝑔𝜃𝜃 =

1
𝑔𝜃𝜃

.
(4.14)

El Hamiltoniano es entonces una forma cuadrática en los impulsos espaciales
(𝑝𝑟 , 𝑝𝜃 , 𝑝𝜑),

2H =
𝑝2
𝑟

𝑔𝑟𝑟
+
𝑝2
𝜃

𝑔𝜃𝜃
− 𝑔𝑡𝑡

𝐷
𝑝2
𝜑 − 2

𝑔𝑡𝜑

𝐷
𝑝𝜑𝜔0 −

𝑔𝜑𝜑

𝐷
𝜔2

0 + 𝜔
2
𝑝, (4.15)

que es definida positiva en 𝑝𝑟 y 𝑝𝜃 . En un dado punto del espacio-tiempo, los
valores de 𝜔0 para los que pueden existir rayos de luz son aquellos para los que
esta forma cuadrática tiene al menos un cero. Hay dos casos a considerar. Si
𝑔𝑡𝑡 > 0, la forma cuadrática tiene signatura mixta, y sin importar los valores de
𝜔0 y de𝜔𝑝 será posible encontrar momentos espaciales (𝑝𝑟 , 𝑝𝜃 , 𝑝𝜑) que cumplan
H = 0. La región fuera del horizonte con 𝑔𝑡𝑡 > 0 es llamada la ergoregión [42]:
allí no puede haber observadores estáticos, y necesariamente deben girar con
el agujero negro. En el caso en que 𝑔𝑡𝑡 < 0, la forma cuadrática es definida
positiva: su valor mínimo debe ser negativo para que sea posible tener H = 0.
Derivando con respecto a 𝑝𝜑 e igualando a cero, dicho mínimo está ubicado en
𝑝𝜑 = −(𝑔𝑡𝜑/𝑔𝑡𝑡)𝜔0, y el Hamiltoniano vale

2Hmin =
𝜔2

0
𝑔𝑡𝑡

+ 𝜔2
𝑝 . (4.16)

La condición Hmin ≤ 0 se traduce entonces en

𝜔2
0 ≥ −𝑔𝑡𝑡𝜔2

𝑝 . (4.17)

En las regiones exteriores a la ergosfera, donde 𝑔𝑡𝑡 < 0, este es el valor mínimo de
𝜔0 que puede tomar un rayo de luz; si 𝜔0 está por debajo, no existen trayectorias
de luz en el punto del espacio-tiempo en cuestión, ya que no es posible tener
H = 0. Esta expresión también es válida dentro de la ergoregión, donde se
cumple trivialmente.

La forma particular de la frecuencia de plasma 𝜔𝑝 (𝑥) depende del modelo
elegido para el material que rodea al agujero negro. Estos modelos requieren, en
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su versión más completa, simulaciones de magnetohidrodinámica relativista, y
por lo tanto no son fácilmente adaptables al tratamiento analítico de este trabajo
[63, 113]. El camino a seguir será buscar formas funcionales para 𝜔𝑝 (𝑥) que
permitan la integración de las ecuaciones de movimiento al igual que en el vacío.
Para métricas con simetría esférica la condición es simplemente que la densidad
electrónica sea una función 𝑁 (𝑟) del radio [75]. En el caso de agujeros negros
rotantes, pedir la separabilidad de la ecuación de Hamilton-Jacobi lleva a una
condición sobre la función 𝜔𝑝 (𝑥) que se introducirá en la sección siguiente.

4.2. Espacio-tiempos de Gürses-Gürsey
En esta sección se considera una clase de geometrías que generaliza la del

capítulo anterior. En su versión no rotante, la métrica tiene la forma de la Ecuación
(3.24), donde ahora 𝑚(𝑟) es una función arbitraria; en el caso en que la métrica
describa a un objeto aislado de masa 𝑀 , se debe cumplir que 𝑚(𝑟) → 𝑀

cuando 𝑟 → ∞. Esta clase incluye por supuesto a la solución de Schwarzschild
si 𝑚(𝑟) = 𝑀 , así como a la de Reissner-Nordström cuando 𝑚(𝑟) = 𝑀 − 𝑄2/2𝑟;
ver también [25, 56, 114, 115] y las referencias allí mencionadas. Es un tipo de
geometría que aparece frecuentemente en el estudio de agujeros negros regulares,
es decir, sin una singularidad central. Es posible demostrar [114] que para que el
espacio-tiempo sea regular se debe cumplir que

𝑚(0) = 𝑚′(0) = 𝑚′′(0) = 0. (4.18)

Dos ejemplos conocidos son el agujero negro de Hayward [25, 27], con

𝑚(𝑟) = 𝑀 𝑟3

𝑟3 + ℓ3 (4.19)

donde ℓ es una constante, y el de Bardeen [25, 26], donde

𝑚(𝑟) = 𝑀
(

𝑟2

𝑟2 + ℓ2

)3/2

. (4.20)

Para hallar una versión rotante de esta clase de métricas, se puede aplicar el
algoritmo de Newman-Janis como se describió en la Sección 3.2.2 [25, 58]. La
función 𝑓 (𝑟) = 1 − 2𝑚(𝑟)/𝑟 se complejifica a

𝑓 (𝑟) = 1 − 𝑚
(
𝑟 + 𝑟

2

) (
1
𝑟
+ 1
𝑟

)
= 1 − 2𝑚(Re(𝑟)) Re(𝑟)

|𝑟 |2
, (4.21)
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que luego del cambio de coordenadas complejo y el paso a la forma de Boyer-
Lindquist lleva a la métrica [116]

𝑑𝑠2 = −
(
1 − 2𝑚(𝑟)𝑟

𝜌2

)
𝑑𝑡2 − 4𝑎𝑚(𝑟)𝑟

𝜌2 𝑑𝑡 𝑑𝜑 + Σ

𝜌2 sin2 𝜃 𝑑𝜑2 + 𝜌
2

Δ
𝑑𝑟2 + 𝜌2 𝑑𝜑2 ,

(4.22)
donde 𝜌, Δ y Σ están respectivamente definidos en las Ecuaciones (2.33), (3.57)
y (3.58).

4.3. Separación de variables y cálculo de la sombra
Como se vio en la Sección 4.1, ante la presencia de un medio con frecuencia de

plasma 𝜔𝑝 (𝑥), el movimiento de la luz está determinado por el Hamiltoniano de
la Ecuación (4.8). En la ecuación de Hamilton-JacobiH(𝑥, 𝜕𝑆/𝜕𝑥 ) = 0 se puede
volver a proponer la separación de variables (3.68) para la acción, obteniendo la
ecuación

− Σ

𝜌2Δ
𝜔2

0+
4𝑚(𝑟)𝑎𝑟
𝜌2Δ

𝜔0𝑝𝜑+
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

𝜌2Δ sin2 𝜃
𝑝2
𝜑+

Δ

𝜌2 (𝑆
′
𝑟)2+ 1

𝜌2 (𝑆
′
𝜃)2+𝜔2

𝑝 = 0 (4.23)

que se puede reescribir como

Δ(𝑆′𝑟)2−
(𝜔0(𝑟2 + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑)2

Δ
+(𝑆′𝜃)2+

( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2
+𝜌2𝜔2

𝑝 = 0. (4.24)

Para que esta ecuación sea separable, se asume primero que la distribución de
plasma es axisimétrica, dependiendo sólo de 𝑟 y 𝜃 [76]. Se puede ver entonces
que la relación

𝜔2
𝑝 (𝑟, 𝜃) =

𝑓𝑟 (𝑟) + 𝑓𝜃 (𝜃)
𝜌2 (4.25)

es necesaria y suficiente para que la ecuación de Hamilton-Jacobi quede separada
en una parte dependiente de 𝑟 y una parte dependiente de 𝜃; aquí 𝑓𝑟 y 𝑓𝜃 son
funciones que dependen sólo de su respectivas variables1. De esta manera, la
constante de separación resulta

K = (𝑆′𝜃)2 +
( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2

+ 𝑓𝜃 (𝜃) (4.26)

= −Δ(𝑆′𝑟)2 +
(𝜔0(𝑟2 + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑)2

Δ
+ 𝑓𝑟 (𝑟). (4.27)

1Es interesante notar que, considerando el caso 𝑎 = 0 para el que la métrica tiene simetría
esférica, la condición de separabilidad es 𝜔2

𝑝 = ( 𝑓𝑟 + 𝑓𝜃 )/𝑟2; es decir, una métrica esféricamente
simétrica admite distribuciones de plasma axialmente simétricas para las cuales la ecuación de
Hamilton-Jacobi es separable.
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Definiendo como antes la segunda constante de Carter𝑄 = K − (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2, las
ecuaciones de movimiento en 𝑟 y 𝜃 pasan a ser(

𝜌2 ¤𝑟
)2

= R(𝑟), (4.28)(
𝜌2 ¤𝜃

)2
= Θ(𝜃), (4.29)

con

R(𝑟) =
[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]2 − Δ

(
𝑄 + (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2

)
− Δ 𝑓𝑟 (𝑟), (4.30)

Θ(𝜃) = 𝑄 − cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
− 𝑓𝜃 (𝜃). (4.31)

El cálculo del contorno de la sombra procede también análogamente al caso
del vacío. Las órbitas esféricas de fotones son las raíces dobles del potencial
radial, de modo que hay que resolver las ecuaciones R(𝑟) = R′(𝑟) = 0 para
encontrar las constantes de movimiento 𝑝𝜑 y 𝑄 expresadas paramétricamente en
función de 𝑟; la única diferencia es la presencia del término −Δ 𝑓𝑟 en el potencial.
A partir de R(𝑟) = 0 se puede resolver para 𝑄, obteniendo [60]

𝑄 + (𝑝𝜑 − 𝑎𝜔0)2 + 𝑓𝑟 =

[
(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑

]2

Δ
. (4.32)

Luego, reemplazando en la expresión para R′, se llega a

R′(𝑟) = 4𝜔0𝑟 [(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑] −
Δ′

Δ
[(𝑟2 + 𝑎2)𝜔0 − 𝑎𝑝𝜑]2 −Δ 𝑓 ′𝑟 = 0. (4.33)

Esta ecuación es cuadrática en 𝑝𝜑, con soluciones

𝑝𝜑 =
𝜔0
𝑎

[
𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑟Δ

Δ′

(
1 ±

√︄
1 − Δ′ 𝑓 ′𝑟

4𝜔2
0𝑟

2

)]
. (4.34)

Reemplazando esta expresión para 𝑝𝜑 en (4.32), se puede despejar la correspon-
diente expresión para 𝑄, dada por [60]

𝑄 =
4𝜔2

0𝑟
2Δ

𝑎2Δ′

[
𝑟 − 2

Δ′ (Δ − 𝑎2)
] (

1 ±
√︄

1 − Δ′ 𝑓 ′𝑟
4𝜔2

0𝑟
2

)
+ Δ 𝑓 ′𝑟
Δ′𝑎2 (Δ−𝑎

2)− 𝑓𝑟−
𝜔2

0𝑟
4

𝑎2 .

(4.35)
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La región de fotones se puede encontrar usando que la ecuación de movimiento
angular implica que siempre se debe cumplir que Θ ≥ 0: reemplazando las
expresiones (4.34) y (4.35), esto se escribe como

𝑄(𝑟) − cos2

(
𝑝𝜑 (𝑟)2

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
− 𝑓𝜃 (𝜃) ≥ 0. (4.36)

La región de fotones está dada por los pares (𝑟, 𝜃) que cumplan esta desigualdad.
En estos resultados se ve explícitamente que la presencia del plasma rompe

la invariancia ante cambios en el parámetro afín. A diferencia de lo que pasa
en el vacío, no se puede eliminar la frecuencia 𝜔0 reescribiendo las ecuaciones
en términos de 𝑝𝜑/𝜔0 y 𝑄/𝜔2

0; cualquier cambio de escala en 𝜔0 debe venir
acompañado de un cambio en 𝜔𝑝. Es importante notar también que en el caso
general, no parece posible descartar uno de los signos de la ecuación (4.34) como
sí lo era en vacío. El análisis de la relevancia física de ambas ramas de la solución
debe hacerse para cada métrica y distribución de plasma en particular.

Asumiendo que la geometría es asintóticamente plana, se puede fijar un
observador en (𝑟o, 𝜃o) y usar la tétrada (2.97)-(2.100) para definir, al igual que
en los capítulos anteriores, las coordenadas celestes (𝛼, 𝛽). Para los propósitos
de este trabajo, se considerarán distribuciones de plasma con 𝜔𝑝 → 0 cuando
𝑟 → ∞, lo cual es equivalente a pedir

lı́m
𝑟→∞

𝑓𝑟 (𝑟)
𝑟2 = 0. (4.37)

Bajo estas condiciones, reemplazando en las Ecuaciones (2.103) y (2.104) las
coordenadas celestes resultan

𝛼 = −
𝑝𝜑

𝜔0 sin 𝜃o
, (4.38)

𝛽 = ± 1
𝜔0

√√√
𝑄 − cos2 𝜃o

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃o
− 𝑎2𝜔2

0

)
− 𝑓𝜃 (𝜃o). (4.39)

El procedimiento para encontrar la sombra es el siguiente. Fĳadas la función
𝑚(𝑟) de la métrica y una frecuencia de plasma 𝜔𝑝 (𝑟, 𝜃) que cumpla la condición
de separabilidad (4.25), las expresiones (4.34) y (4.35) dan los valores críticos
de las constantes 𝑝𝜑 y 𝑄 en función de 𝑟; es decir, para cada valor de 𝑟 son los
valores correspondientes a una órbita esférica en dicho radio, así como a una
trayectoria no ligada que se acerca o aleja asintóticamente de una órbita esférica.
Reemplazando estas expresiones paramétricas en (4.38) y (4.39), se obtiene la
curva (𝛼(𝑟), 𝛽(𝑟)) que describe el contorno de la sombra; el rango de 𝑟 es el
intervalo en el cual 𝛽 es real.
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Para continuar, es necesario entonces fijar una forma funcional para 𝜔𝑝, que
debe respetar la condición de separabilidad (4.25). Una opción matemáticamente
simple es tomar un plasma uniforme, para el cual

𝑓𝑟 (𝑟) = 𝜔2
𝑐𝑟

2, 𝑓𝜃 (𝜃) = 𝜔2
𝑐𝑎

2 cos2 𝜃 =⇒ 𝜔2
𝑝 = 𝜔

2
𝑐, (4.40)

con𝜔2
𝑐 una constante [76]. Es importante notar que con esta frecuencia de plasma

algunas de las fórmulas anteriores no son válidas, ya que no se cumple que𝜔𝑝 → 0
cuando 𝑟 → ∞. El enfoque de este trabajo, sin embargo, son los agujeros negros
considerados como objetos aislados, rodeados de un plasma con una extensión
espacial acotada. Para estudiar esta situación, se tomará una versión modificada
del modelo propuesto por Shapiro [78, 117]. El mismo considera un agujero negro
de Kerr sumergido en un medio de hidrógeno gaseoso con densidad uniforme
𝑁 = 𝑁0 en el infinito. Para encontrar la sombra con el método ya descrito, esta
densidad debe ser suficientemente baja como para que no afecte al movimiento de
la luz a grandes distancias [60, 61]; es decir, se asume que la frecuencia 𝜔0 de la
luz cumple𝜔2

0 ≫ 4𝜋𝑒2𝑁0/𝑚𝑒, donde según (4.6) el lado derecho es la frecuencia
del plasma correspondiente a 𝑁 = 𝑁0. En [78] se asume también que el flujo del
gas es radial—es decir, esféricamente simétrico—a grandes distancias; incluso
para el caso de un agujero negro moviéndose con velocidad𝑉 a través del medio,
se puede ver [118] que el flujo se vuelve radial por dentro del radio de captura

𝑟𝑐 =
𝑀

𝑐2
𝑠 +𝑉2

, (4.41)

donde 𝑀 es la masa del agujero negro y 𝑐𝑠 la velocidad del sonido en el gas. Este
radio es mucho mayor que el radio de Schwarzschild (ya que 𝑐𝑠 ≪ 1 y 𝑉 ≪ 1 en
circunstancias realistas), por lo que es válido considerar al agujero negro como
estacionario en una zona de radio 𝑟𝑐 alrededor del mismo.

Bajo estas condiciones, en [78] se parte de las ecuaciones de movimiento para
un fluido ideal rodeando un agujero negro de Kerr, tomando como condición de
contorno que el fluido está en reposo en el infinito. Si se asume que en la región de
acreción el flujo es supersónico y por lo tanto la presión se vuelve despreciable2,
el resultado es que el mismo cae al agujero negro a lo largo de trayectorias con
𝑢𝜃 = 0 y 𝑢𝜑 = 0, donde 𝑢𝜇 es la cuadrivelocidad. La rotación del agujero negro
arrastra al gas y lo hace adquirir una componente 𝑢𝜑 no nula, resultando en una
velocidad angular 𝑑𝜑/𝑑𝑡 = −𝑔𝑡𝜑/𝑔𝜙𝜙. Para los propósitos de este trabajo, el
resultado importante es que para 𝑟 < 𝑟𝑐 la densidad va como

𝑁 (𝑟, 𝜃) ≈ 𝑁0

(
𝑟

𝑟𝑐

)−3/2
, (4.42)

2Esta suposición ha sido discutida; ver por ejemplo [119] y las referencias allí mencionadas.
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empalmando con la condición de contorno 𝑁 = 𝑁0 para 𝑟 ≫ 𝑟𝑐. La dependencia
con 𝜃 es extremadamente débil, con una variación máxima del orden del 1 %,
por lo que la densidad se toma como esféricamente simétrica, dependiendo sólo
de 𝑟. Como ya se dĳo, se asume que el valor en el infinito 𝑁0 produce un efecto
despreciable para el rango de frecuencias consideradas; por lo tanto, el modelo a
usar es un plasma cuya frecuencia va como 𝜔2

𝑝 ∼ 𝑟−3/2.
Hay dos potenciales problemas a la hora de aplicar el resultado (4.42). El

primero es que el mismo fue deducido para la métrica de Kerr, no para métricas
más generales como las que se consideran aquí. Es necesario por lo tanto asumir
que la distribución de plasma no se altera significativamente cuando se modifica la
geometría [60, 61]. Una justificación rigurosa de esta hipótesis requeriría resolver
las ecuaciones del fluido para cada métrica elegida, lo cual está por fuera de los
objetivos de este trabajo. Sin embargo, se puede argumentar heurísticamente
que las desviaciones con respecto a Kerr normalmente tienden a cero en una
escala de unos pocos radios gravitatorios, por lo que la relación (4.42) debería
ser aproximadamente correcta excepto en la región inmediatamente próxima al
horizonte [120, 121].

El otro problema es que una frecuencia 𝜔2
𝑝 ∝ 𝑟−3/2 no es de la forma sepa-

rable (4.25). La salida elegida [60, 76] es modificar la distribución ligeramente,
introduciendo una dependencia con 𝜃. Las funciones se toman como

𝑓𝑟 (𝑟) = 𝜔2
𝑐

√︁
𝑀3𝑟, 𝑓𝜃 (𝜃) = 0, (4.43)

de modo que la frecuencia del plasma es

𝜔2
𝑝 = 𝜔

2
𝑐

√
𝑀3𝑟

𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃
, (4.44)

donde 𝜔𝑐 es una constante y la masa 𝑀 del agujero negro fija la escala de
distancias. Desarrollando esta distribución como

𝜔2
𝑝 ≈ 𝜔2

𝑐

(
𝑀

𝑟

)3/2 (
1 − 𝑎2

𝑟2 cos2 𝜃

)
, (4.45)

se puede ver que se recupera la simetría esférica del plasma cuando 𝑟 es unas
pocas veces el radio 𝑎.

La distribución de plasma (4.44) no debe tomarse como un modelo exacto
del entorno de algún agujero negro astrofísico [60]. Además de que la deducción
original sólo es estrictamente válida para la métrica de Kerr y de que se le
ha agregado una dependencia con 𝜃 para hacer posible un estudio analítico,
los agujeros negros cuya sombra ha sido observada hasta el momento no están
rodeados de material con simetría esférica sino de un disco de acreción. Una
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distribución con forma de disco, ya sea grueso o delgado, no es fácilmente
representable en la forma separable (4.25). El modelo considerado aquí debe
ser tomado como una primera aproximación a los efectos del plasma sobre
las sombras de agujeros negros; un estudio más detallado requiere un trazado
de rayos numérico, usando distribuciones de densidad correspondientes a los
entornos observados de los agujeros negros.

4.4. Ejemplos
En esta sección se considerarán dos ejemplos de interés. El objetivo es, además

de ilustrar la aplicación de los resultados generales ya obtenidos a métricas
particulares, analizar los efectos que la distribución de plasma elegida produce
en estos casos sobre las sombras.

4.4.1. Agujeros negros de tipo Kerr-Newman
El primer ejemplo de métrica a considerar es del tipo (4.22) con

𝑚(𝑟) = 𝑀 − 𝑞

2𝑟
, (4.46)

donde 𝑀 es la masa del agujero negro y 𝑞 un parámetro real. Es un caso especial
de la estudiada en el capítulo anterior en ausencia de plasma, con 𝐾 = 0. Si
𝑞 es positivo y se define 𝑞 = 𝑄2 entonces la métrica es simplemente la de
Kerr-Newman; sin embargo, la versión con 𝑞 negativo aparece en varias teorías
alternativas de gravedad, y se denominará “de tipo Kerr-Newman”. Los mundos
brana [15, 100] son un modelo ya mencionado, en el que el segundo término en
(4.46) aparece como efecto debido a las dimensiones extra, y 𝑞 se llama la carga
tidal. Otro ejemplo es la gravedad de Horndeski [122], que es la teoría de gravedad
escalar-tensorial más general con ecuaciones de movimiento de segundo orden;
algunos casos especiales de esta clase de teoría tienen como solución al agujero
negro de tipo Kerr-Newman sin restricciones al signo de 𝑞 [123]. Los efectos
ópticos en este tipo de agujeros negros en vacío han sido estudiados previamente
[46, 124, 125]. Los horizontes de este espacio-tiempo están ubicados en los ceros
de la función [60]

Δ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 + 𝑞; (4.47)

por lo tanto, es necesario tener 𝑎2 + 𝑞 ≤ 𝑀 para que exista un horizonte de
eventos. Esto implica, en particular, que este tipo de agujeros negros puede
tener un parámetro de rotación 𝑎 arbitrariamente grande si 𝑞 es suficientemente
negativo.
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Figura 4.1: Sombra de un agujero negro de tipo Kerr-Newman con 𝑎/𝑀 = 0.9
para distintos valores de la carga tidal 𝑞 y la frecuencia𝜔0, vista por un observador
ecuatorial. El valor 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 corresponde al límite de frecuencia infinita.

Para graficar la sombra, hay que reemplazar la métrica elegida en las cons-
tantes 𝑝𝜑 y𝑄 críticas (4.34)-(4.35). Estas expresiones tienen dos posibles signos;
es posible demostrar [60, 76] que para distribuciones de plasma con 𝑓𝑟 ∝ 𝑟 𝑘 , con
0 ≤ 𝑘 ≤ 2, el signo inferior lleva a trayectorias con𝑄 < 0 que no son físicamente
relevantes. Algunos ejemplos de sombras se muestran en la Figura 4.1. Las mis-
mas están realizadas tomando 𝜃o = 𝜋/2 y 𝑎/𝑀 = 0.9, para maximizar los efectos
de la rotación, y para tres valores de 𝑞 que incluyen a 𝑞 = 0. Es posible ver que
las expresiones (4.38)-(4.39) para las coordenadas celestes (𝛼, 𝛽) dependen de la
frecuencia a través de la combinación 𝜔2

𝑐/𝜔2
0, donde 𝜔𝑐 es la constante en (4.44)

que fija la escala de frecuencias, por lo que las sombras están parametrizadas en
términos de dicho cociente; un valor mayor de 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 implica luz de frecuencia

menor. Es útil que la parametrización vaya inversamente con 𝜔0, ya que de esta
manera el límite de frecuencia infinita se puede tomar como 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 = 0.

Es inmediatamente notoria la disminución del área de la sombra a medida
que la frecuencia disminuye. Esto se debe a la aparición de la región prohibida
para frecuencias bajas. La misma envuelve al agujero negro desde los polos y
extendiéndose al plano ecuatorial a medida que𝜔0 se achica, forzando a los rayos
de luz a moverse en un área reducida. El comportamiento de la sombra al variar
los parámetros puede estudiarse más claramente en la Figura 4.2, en la que se
grafican los observables 𝐴, 𝐷, y 𝛼𝑐 definidos en la Sección 2.7. La dependencia
de los mismos con 𝑞 es relativamente suave en la región estudiada; es mucho
más importante la variación con la frecuencia. Se puede ver que a medida que la
misma disminuye (y por lo tanto los efectos del plasma se hacen más fuertes), la
sombra tiende a hacerse más chica y más circular y centrada; para valores grandes
de 𝜔2

𝑐/𝜔2
0, la forma de la misma está determinada principalmente por el plasma.
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Figura 4.2: El área (𝐴), la deformación (𝐷) y el centroide (𝛼𝑐) de la sombra de
un agujero negro de tipo Kerr-Newman con 𝑎/𝑀 = 0.9, visto por un observador
ecuatorial. Arriba: Los tres observables graficados como función de la frecuencia
𝜔0 para tres valores de la carga 𝑞. Abajo: Los observables graficados en función
de 𝑞 para tres valores de 𝜔0.

4.4.2. Agujeros negros en teoría escalar-tensorial
Einstein-Gauss-Bonnet 4D

El tensor de Einstein 𝐺𝜇𝜈 que aparece en las ecuaciones de Einstein (1.14)
tiene la propiedad de ser simétrico, de divergencia cero, y de estar construido a
partir de la métrica y sus derivadas primeras y segundas. A la hora de buscar
modificaciones de la relatividad general, es razonable pedir que la expresión que
reemplace al tensor de Einstein comparta estas mismas propiedades. Las primeras
dos deben valer para que el tensor modificado pueda ser proporcional al tensor
de energía-momento, que es simétrico y de divergencia cero; la tercera propiedad
es la necesaria para tener ecuaciones de campo de segundo orden. El teorema de
Lovelock [17, 18, 126] categoriza todos los posibles tensores de rango dos con
estas tres propiedades que se puedan construir a partir de la métrica. El resultado
es que dependiendo de la dimensión 𝐷 del espacio-tiempo, la acción de Einstein-
Hilbert (1.13) puede adquirir términos adicionales, con más términos disponibles
en dimensiones mayores; el primero de ellos es el invariante de Gauss-Bonnet,
dado por

G = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 − 4𝑅𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽 + 𝑅2, (4.48)

de modo que la acción incorporando este término es

𝑆EGB =

∫
𝑑4𝑥

√−𝑔
(

1
16𝜋

𝑅 + 𝛾G
)
, (4.49)
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donde 𝛾 es una constante3 con unidades de área. En𝐷 = 4, el invariante de Gauss-
Bonnet es topológico; su contribución a la acción depende sólo de la topología
del espacio-tiempo, y por lo tanto es constante ante variaciones y no aparece en
las ecuaciones de movimiento. Esto implica la conclusión de Lovelock [17] de
que la relatividad general es la única teoría puramente geométrica de gravedad
en cuatro dimensiones cumpliendo las condiciones arriba mencionadas.

Una propuesta motivada por teorías de campos cuánticos conformes [19,
127] para intentar obtener una versión 4-dimensional de la teoría Einstein-Gauss-
Bonnet es redifinir la constante de acoplamiento a 𝛾 = 𝛾̂/(𝐷−4), con 𝛾̂ constante,
y luego tomar el límite 𝐷 → 4; como la contribución del término de Gauss-
Bonnet va a cero en 𝐷 = 4, se espera que esto sea cancelado por el factor de
1/(𝐷 − 4) introducido y de esta manera se llegue a una modificación finita en
𝐷 = 4. En [19] se tomó este límite para algunas soluciones especiales, pero
varios trabajos [128-131] señalaron que este procedimiento no está bien definido;
además de la dificultad en definir el límite de objetos tensoriales, para los cuales
la cantidad de componentes depende de la dimensión (y tiene sentido sólo para
𝐷 entero), mostraron que la parte de Gauss-Bonnet de las ecuaciones de campo
tiene términos sin un factor de 𝐷 − 4 que pueda ser cancelado por la redefinición
de la constante 𝛾. Con métodos más rigurosos [132-135] de tomar este límite
se encontró que la teoría 4-dimensional resultante incluye un grado de libertad
adicional correspondiente a un campo escalar 𝜙, con acción

𝑆 =

∫
𝑑4𝑥

√−𝑔
[

1
16𝜋

𝑅 + 𝛾
(
𝜙G + 4𝐺𝛼𝛽𝜕𝛼𝜙𝜕𝛽𝜙 − 4(𝜕𝜙)2□𝜙 + 2(𝜕𝜙)4

)]
.

(4.50)

Las ecuaciones de campo se muestran en los trabajos citados; no son relevantes
en lo que sigue y no se reproducen aquí por su longitud. Esta acción pertenece a
la clase de teorías denominadas escalar-tensoriales de Horndeski [122]; para un
repaso general de la teoría y su historia, ver [20].

La solución de agujero negro estático fue rápidamente encontrada, tanto para
la propuesta heurística original de la teoría [19, 127] como para sus reformula-
ciones [133, 134]. La métrica es de la forma (4.22), con la función de masa

𝑚(𝑟) = 𝑟3

64𝜋𝛾

(√︂
1 + 128𝜋𝛾𝑀

𝑟3 − 1

)
. (4.51)

Como es esperable, la geometría se reduce a la de Schwarzschild cuando 𝛾 → 0.
3En la literatura esta constante suele denominarse 𝛼, pero aquí se ha renombrado como 𝛾

para no generar confusión con la coordenada celeste 𝛼.
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Figura 4.3: Sombra de un agujero negro de tla teoría escalar-tensorial Einstein-
Gauss-Bonnet 4D con 𝑎/𝑀 = 0.9 para distintos valores de la constante 𝛾 y la
frecuencia 𝜔0, vista por un observador ecuatorial.

Para 𝑟 → 0 la métrica tiene el comportamiento

𝑔𝑡𝑡 = 𝑔
−1
𝑟𝑟 ∼ 1 −

√︄
𝑀𝑟

8𝜋𝛾
, (4.52)

mostrando que el potencial gravitatorio es finito; para 𝑟 → ∞ se tiene

𝑔𝑡𝑡 = 𝑔
−1
𝑟𝑟 ∼ 1 − 2𝑀

𝑟
, (4.53)

como corresponde a un cuerpo de masa 𝑀 . La geometría tiene dos horizontes en

𝑟± = 𝑀 ±
√︃
𝑀2 − 16𝜋𝛾; (4.54)

los mismos existen si 𝛾/𝑀2 ≤ 1/16𝜋. En [136, 137] se estudian las predicciones
de esta teoría para algunos escenarios astrofísicos4, con el fin de encontrar cotas
observacionales para el valor de 𝛾. La cota más estricta encontrada en estos
trabajos es 𝛾 ≲ 2 × 106 m2 ≈ 𝑀2

⊙, bajo ciertas hipótesis.
Para obtener una métrica rotante, se puede aplicar el algoritmo de Newman-

Janis5 como se describió en la Sección 4.2 [138, 139]. La métrica es nuevamente
de la forma (4.22) con la función 𝑚(𝑟) dada en (4.51). La ecuación Δ = 0 que
da las posiciones de los horizontes no se puede resolver analíticamente en este
caso. Lo que se puede hacer es, para un 𝑎 fijo, resolver numéricamente el sistema
Δ = Δ′ = 0 para encontrar el agujero negro extremal y por lo tanto la condición

4Los trabajos citados usan una constante cuya definición difiere de la usada aquí en un factor
de 16𝜋.

5Los trabajos citados usan el algoritmo de Newman-Janis modificado, descrito en el capítulo
siguiente; sin embargo, se puede llegar al mismo resultado usando el algoritmo clásico.
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Figura 4.4: El área (𝐴), deformación (𝐷) y el centroide (𝛼𝑐) de la sombra de un
agujero negro con 𝑎/𝑀 = 0.9 visto por un observador ecuatorial. Arriba: Los
tres observables graficados como función de la frecuencia 𝜔0 para tres valores de
la carga 𝑞. Abajo: Los observables graficados en función de 𝑞 para tres valores
de 𝜔0.

para la existencia de al menos un horizonte; para 𝑎/𝑀 = 0.9, el valor que se
tomará en el resto de esta sección, la condición resulta ser 𝛾/𝑀2 < 0.00129 [60].

Para graficar la sombra, otra complicación es que no se puede repetir el ar-
gumento de [76] y del ejemplo anterior para elegir uno de los dos signos de la
fórmula (4.34) que da los valores críticos de 𝑝𝜑 en función de 𝑟 . Sin embargo,
también se puede ver numéricamente que, para los rangos de parámetros estudia-
dos, el signo inferior resulta en trayectorias con 𝑄 < 0 que no son físicamente
relevantes.

En la Figura 4.3 se muestran algunas sombras de los agujeros negros consi-
derados en este sección, con 𝑎/𝑀 = 0.9 y manteniendo la distribución de plasma
(4.44). La sombra muestra la característica disminución de tamaño a medida que
la frecuencia disminuye, pero la dependencia con 𝛾 es muy sutil, posiblemente
debido a que la condición para la existencia de horizontes impone un rango muy
estrecho de posibles valores de 𝛾/𝑀2. Esto se ve claramente si se grafican los
observables 𝐴, 𝐷 y 𝛼𝑐 como en la Figura 4.4.

4.5. Discusión
La presencia de un fluido en estado de plasma puede alterar drásticamente la

forma y tamaño de la sombra en las condiciones adecuadas. El modelo de plasma
considerado aquí [78] es casi esféricamente simétrico y debe tomarse como una
primera aproximación a situaciones más realistas en las que el material que rodea
al agujero negro forme distribuciones como discos, toros o jets. Se estudiaron
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geometrías que se originan en diversas teorías y cuyas métricas de agujero negro
rotante fueron generadas mediante el algoritmo de Newman-Janis. La clase de
métricas considerada contiene una función arbitraria 𝑚(𝑟), y por lo tanto puede
incluir varias geometrías conocidas; en particular, es común asumir esta forma
en el estudio de agujeros negros regulares [25, 27, 58, 114]. En los dos ejemplos
tomados se observa que cuando la frecuencia de la luz se acerca a su valor mínimo
permitido, el plasma produce el efecto dominante sobre la forma y tamaño de la
sombra.





Capítulo 5

Sombras de agujeros negros
rodeados de plasma en la teoría
Einstein-Maxwell-dilatón

En este Capítulo se estudia la sombra de los agujeros negros en la teoría
Einstein-Maxwell-dilatón, una modificación a la teoría Einstein-Maxwell que
aparece como un límite de bajas energías de la teoría de cuerdas. El capítulo
comienza describiendo la versión modificada del algoritmo de Newman-Janis,
que es la que se usa para generar las métricas estudiadas. Se incluye la presencia
de un plasma rodeando al agujero negro, al igual que en el capítulo anterior.

5.1. Algoritmo de Newman-Janis modificado
Como se describió en el Capítulo 3, el algoritmo de Newman-Janis [54]

contiene algunas arbitrariedades y pasos cuya motivación no queda del todo
clara [104]. Los dos problemas principales son que la complejificación de las
funciones métricas no es única, y que no necesariamente es posible pasar de
las coordenadas de Eddington-Finkelstein a coordenadas de tipo Boyer-Lindquist
en las que 𝑔𝑡𝜙 sea la única componente no diagonal de la métrica [56]. El
caso a considerar en este capítulo presenta especiales dificultades a la hora de
aplicar el algoritmo clásico; por lo tanto, en esta sección se describirá brevemente
la modificación propuesta en [56, 106]. La misma busca dar una prescripción
clara para las componentes de la métrica rotante, que no requiera encontrar una
complejificación que funcione a través de prueba y error. El precio que se paga es
que la métrica sólo queda determinada a menos de un factor conforme, es decir,
una función que la multiplica globalmente. Ésta puede quedar arbitraria si sólo
interesan las trayectorias de la luz en el vacío; en otro caso, hay condiciones que

95
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se pueden pedir para fijar dicha función.
El procedimiento comienza con una métrica genérica con simetría esférica

𝑑𝑠2 = − 𝑓 (𝑟) 𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2

𝑔(𝑟) + ℎ(𝑟) 𝑑Ω
2 . (5.1)

En la misma siempre es posible hacer un cambio de coordenadas de manera que
ℎ(𝑟) = 𝑟2, pero no siempre es conveniente, de modo que esta función se dejará
general. El cambio a las coordenadas de Eddington-Finkelstein está dado por

𝑢 = 𝑡 −
∫

𝑑𝑟√︁
𝑓 𝑔
, (5.2)

luego del cual la métrica se puede escribir en términos de la tétrada nula

𝑙 = 𝜕𝑟 , (5.3)

𝑛 =

√︄
𝑓 (𝑟)
𝑔(𝑟) 𝜕𝑢 −

1
2
𝑔(𝑟)𝜕𝑟 , (5.4)

𝑚 =
1√︁

2ℎ(𝑟)

(
𝜕𝜃 +

𝑖

sin 𝜃
𝜕𝜑

)
, (5.5)

con la fórmula usual

𝑔𝜇𝜈 = −𝑙𝜇𝑛𝜈 − 𝑛𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̄𝜈 + 𝑚̄𝜇𝑚𝜈 . (5.6)

El siguiente paso del algoritmo clásico es complejificar las funciones para realizar
el cambio de coordenadas

𝑟 → 𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃, 𝑢 → 𝑢 + 𝑖𝑎 cos 𝜃. (5.7)

En lugar de buscar versiones complejas de 𝑓 , 𝑔 y ℎ a través de prueba y error, se
propone que éstas se transforman en funciones 𝐴(𝑟, 𝜃), 𝐵(𝑟, 𝜃) y Ψ(𝑟, 𝜃) a priori
desconocidas, que cumplen

lı́m
𝑎→0

𝐴(𝑟, 𝜃) = 𝑓 (𝑟), lı́m
𝑎→0

𝐵(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝑟), lı́m
𝑎→0

Ψ(𝑟, 𝜃) = ℎ(𝑟). (5.8)

Luego de este cambio, la tétrada está dada por

𝑙 = 𝜕𝑟 (5.9)

𝑛 =

√︂
𝐵

𝐴
𝜕𝑢 −

1
2
𝐵𝜕𝑟 , (5.10)

𝑚 =
1

√
2Ψ

(
𝑖𝑎 sin 𝜃 (𝜕𝑢 − 𝜕𝑟) + 𝜕𝜃 +

𝑖

sin 𝜃
𝜕𝜑

)
, (5.11)
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y se puede ver que la métrica rotante en coordenadas de Eddington-Finkelstein
equeda [106]

𝑑𝑠2 = −𝐴 𝑑𝑢2 − 2
√︂
𝐴

𝐵
𝑑𝑢 𝑑𝑟 − 2𝑎 sin2 𝜃

(√︂
𝐴

𝐵
− 𝐴

)
𝑑𝑢 𝑑𝜑 +

+ 2𝑎 sin2 𝜃

√︂
𝐴

𝐵
𝑑𝑟 𝑑𝜑 + Ψ 𝑑𝜃2 + sin2 𝜃

[
Ψ + 𝑎2 sin2 𝜃

(
2
√︂
𝐴

𝐵
− 𝐴

)]
𝑑𝜑2 .

(5.12)

El último paso del algoritmo es pasar a coordenadas de Boyer-Lindquist
mediante un cambio de coordenadas

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡 + 𝜆(𝑟) 𝑑𝑟 , 𝑑𝜑 = 𝑑𝜙 + 𝜒(𝑟) 𝑑𝑟 , (5.13)

de modo que 𝑔𝑡𝜙 sea la única componente no diagonal de la métrica. Las funciones
𝜆(𝑟) y 𝜒(𝑟) deben depender sólo de 𝑟 para que el cambio propuesto sea integrable.
Al reemplazar este cambio de coordenadas en la métrica, las componentes que
se deben anular son

𝑔𝑡𝑟 = 𝐴𝜆 + 𝑎 sin2 𝜃

(√︂
𝐴

𝐵
− 𝐴

)
𝜒 +

√︂
𝐴

𝐵
= 0, (5.14)

𝑔𝑟𝜙 = 𝑎 sin2 𝜃

(√︂
𝐴

𝐵
− 𝐴

)
𝜆 − 𝑎 sin2 𝜃

√︂
𝐴

𝐵

− sin2 𝜃

[
Ψ + 𝑎2 sin2 𝜃

(
2
√︂
𝐴

𝐵
− 𝐴

)]
𝜒 = 0.

(5.15)

A pesar de su complejidad, este es un sistema lineal de dos ecuaciones para las
funciones 𝜆 y 𝜒, con solución

𝜆 = −
Ψ
√︁
𝐵/𝐴 + 𝑎2 sin2 𝜃

Ψ𝐵 + 𝑎2 sin2 𝜃
, 𝜒 = − 𝑎

Ψ𝐵 + 𝑎2 sin2 𝜃
. (5.16)

De la expresión para 𝜒 se ve que 𝐵 debe ser de la forma

𝐵(𝑟, 𝜃) = 𝛽(𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃

Ψ
, (5.17)

donde 𝛽(𝑟) = −𝑎/𝜒(𝑟) − 𝑎2; de la misma manera, 𝐴 debe ser de la forma

𝐴(𝑟, 𝜃) = Ψ
𝛽(𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃(
𝛼(𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃

)2 , (5.18)
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con 𝛼(𝑟) = 𝑎𝜆(𝑟)/𝜒(𝑟) − 𝑎2. Sólo en el caso en que se cumplan estas relaciones
entre 𝐴, 𝐵 y Ψ será posible realizar el cambio de coordenadas (5.13) y anular las
componentes 𝑔𝑟𝑡 y 𝑔𝑟𝜙. Imponiendo las condiciones (5.8) para cuando la rotación
se anula, se puede ver que en el límite 𝑎 → 0 las funciones 𝛼 y 𝛽 deben cumplir

𝛼(𝑟) →

√︄
𝑔(𝑟)
𝑓 (𝑟) ℎ(𝑟), 𝛽(𝑟) → 𝑔(𝑟)ℎ(𝑟). (5.19)

La elección de [106] es tomar 𝛼(𝑟) y 𝛽(𝑟) independientes de 𝑎, iguales a estos
límites. De esta manera, se obtiene que

𝐴(𝑟, 𝜃) = Ψ(𝑟, 𝜃) 𝑔(𝑟)ℎ(𝑟) + 𝑎
2 cos2 𝜃(

𝑘 (𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃
)2 , (5.20)

𝐵(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝑟)ℎ(𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃

Ψ(𝑟, 𝜃) , (5.21)

donde 𝑘 (𝑟) = ℎ(𝑟)
√︁
𝑔(𝑟)/ 𝑓 (𝑟). Las componentes no nulas de la métrica del caso

rotante son

𝑔𝑡𝑡 = −Ψ 𝑔ℎ + 𝑎2 cos2 𝜃

(𝑘 + 𝑎2 cos2 𝜃)2 , 𝑔𝑟𝑟 =
Ψ

𝑔ℎ + 𝑎2 , 𝑔𝜃𝜃 = Ψ,

𝑔𝑡𝜙 = −Ψ𝑎 sin2 𝜃
𝑘 − 𝑔ℎ

(𝑘 + 𝑎2 cos2 𝜃)2 ,

𝑔𝜙𝜙 = Ψ sin2 𝜃

[
1 + 𝑎2 sin2 𝜃

2𝑘 − 𝑔ℎ + 𝑎2 cos2 𝜃

(𝑘 + 𝑎2 cos2 𝜃)2

]
.

(5.22)

El resultado de este procedimiento es la métrica (5.22), que siempre se puede
construir a partir de la original con simetría esférica. Se reduce a la misma en
el límite 𝑎 → 0 y su estructura es similar a la de Kerr; esto último se puede ver
haciendo las definiciones

𝜌2 = 𝑘 + 𝑎2 cos2 𝜃 (5.23)
2𝐹 = 𝑘 − 𝑔ℎ (5.24)
Δ = 𝑔ℎ + 𝑎2 (5.25)

Σ = (𝑘 + 𝑎2)2 − 𝑎2Δ sin2 𝜃, (5.26)

luego de las cuales se puede escribir como

𝑑𝑠2 =
Ψ

𝜌2

[
−
(
1 − 2𝐹

𝜌2

)
𝑑𝑡2 + 𝜌

2

Δ
𝑑𝑟2 + 𝜌2 𝑑𝜃2

− 4𝑎𝐹 sin2 𝜃

𝜌2 𝑑𝑡 𝑑𝜙 + Σ sin2 𝜃

𝜌2 𝑑𝜙2
]
.

(5.27)
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La función Ψ todavía no está determinada. Es claro que aparece en la métrica
como un factor conforme; por lo tanto, las geodésicas nulas en el vacío son
independientes de Ψ. Es posible ver [57] que la ecuación de Hamilton-Jacobi
para la luz es siempre separable para esta clase de métricas; la ecuación para
todo tipo de geodésicas lo será si Ψ es la suma de una función de 𝑟 y una de 𝜃.
En este capítulo se estudia la propagación de la luz en un plasma, por lo que es
necesario fijar Ψ según algún criterio, y en este caso la ecuación de Hamilton-
Jacobi para la luz también será separable [57], siempre y cuando 𝜔𝑝 cumpla una
condición de separabilidad análoga a (4.25). La forma de Ψ se puede determinar
imponiendo alguna condición sobre la métrica: la propuesta de [106] es pedir que
la componente 𝐺𝑟𝜃 del tensor de Einstein se anule. En teorías cuyas ecuaciones
de campo sean 𝐺𝜇𝜈 = 8𝜋𝑇𝜇𝜈, como sucede en la sección siguiente, esto implica
𝑇𝑟𝜃 = 0, por lo que el contenido de materia asociado puede interpretarse como
un fluido rotando alrededor del eje 𝑧.

5.2. Agujeros negros en la teoría de
Einstein-Maxwell-dilatón

La teoría Einstein-Maxwell-dilatón incorpora a la relatividad general la pre-
sencia de tanto el campo electromagnético 𝐹𝜇𝜈 como de un campo escalar 𝜙
llamado dilatón, con un acoplamiento entre ambos. En la forma considerada
aquí, su acción está dada por [21, 22, 140]

𝑆EMD =
1

16𝜋

∫
𝑑4𝑥

√−𝑔
(
𝑅 − 2(∇𝜙)2 − 𝑒−2𝜆𝜙𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
)
, (5.28)

donde 𝜆 es una constante de acoplamiento que se puede tomar como positiva sin
pérdida de generalidad, ya que cambiar su signo equivale a cambiar el signo de 𝜙.
Cuando 𝜆 = 0 se recupera la acción de Einstein-Maxwell con un campo escalar
mínimamente acoplado. La teoría general surge como un límite de bajas energías
de la teoría de cuerdas [22, 140], particularmente en el caso 𝜆 = 1, aunque
otros valores de 𝜆 también pueden aparecer. Su interés radica en que debido a la
presencia del acoplamiento Maxwell-dilatón, este último no desaparece cuando
se toma el límite de baja curvatura a agujeros negros cargados en teoría de
cuerdas. Más explícitamente [22], las ecuaciones de campo en vacío en la teoría
de cuerdas corrigen a las ecuaciones de Einstein con términos que involucran
a la escala de Planck, que van a cero cuando 𝑀 ≫ 𝑀𝑃 y la curvatura se hace
chica. Esto implica que las soluciones de Schwarzschild y Kerr son buenas
aproximaciones a las soluciones de teoría de cuerdas en este régmien. Incorporar
un campo electromagnético, en cambio, implica también la presencia del dilatón a
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orden cero en las correcciones cuánticas. Por lo tanto, las soluciones de Reissner-
Nordström y Kerr-Newman no son soluciones aproximadas en teoría de cuerdas,
incluso en el régimen lejano a la escala de Planck.

5.2.1. Agujeros negros estáticos
Las ecuaciones de campo de la teoría resultan [22]

∇𝜇 (𝑒−2𝜆𝜙𝐹𝜇𝜈) = 0, (5.29)

∇2𝜙 + 𝜆
2
𝑒−2𝜆𝜙𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 = 0, (5.30)

𝑅𝜇𝜈 = 2∇𝜇∇𝜈𝜙 + 2𝑒−2𝜆𝜙
(
𝐹𝜇𝛼𝐹𝜈

𝛼 − 1
4
𝑔𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽

)
. (5.31)

Su solución estática y esféricamente simétrica toma la forma (5.1), con

𝑓 (𝑟) = 𝑔(𝑟) =
(
1 − 𝑟1

𝑟

) (
1 − 𝑟2

𝑟

) (1−𝜆2)/(1+𝜆2)
, (5.32)

ℎ(𝑟) = 𝑟2
(
1 − 𝑟2

𝑟

)2𝜆2/(1+𝜆2)
, (5.33)

donde 𝑟1 y 𝑟2 son dos parámetros con unidades de distancia. El campo de Maxwell
y el dilatón están a su vez dados por

𝐹𝑡𝑟 =

√︂
𝑟1𝑟2

1 + 𝜆2
1
𝑟2 , (5.34)

𝑒2𝜙 =
(
1 − 𝑟2

𝑟

)2𝜆/(1+𝜆2)
; (5.35)

de la solución se pueden extraer la masa y carga eléctrica1 del agujero negro

𝑀 =
𝑟1
2
+

(
1 − 𝜆2

1 + 𝜆2

)
𝑟2
2
, (5.36)

𝑄2 =
𝑟1𝑟2

1 + 𝜆2 . (5.37)

Para un dado 𝜆, nótese que la carga𝑄 determina tanto el campo eléctrico como el
dilatón; en ausencia de carga, el campo 𝜙 también se anula y la métrica se reduce
a la de Schwarzschild. Las dos ecuaciones para 𝑀 y 𝑄 se pueden invertir para

1Para evitar ambigüedades en la notación, en este capítulo se usará 𝑄̃ para denotar la constante
de Carter.
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dar los radios 𝑟1 y 𝑟2:

𝑟1 = 𝑀 +
√︁
𝑀2 − (1 − 𝜆2)𝑄2, (5.38)

𝑟2 =
1 + 𝜆2

1 − 𝜆2

(
𝑀 −

√︁
𝑀2 − (1 − 𝜆2)𝑄2

)
. (5.39)

Estas expresiones muestran que la solución sólo es válida para un cierto rango de
valores de 𝑀 y 𝑄, ya que los radios 𝑟1 y 𝑟2 deben ser reales; ésto ocurre cuando
(1 − 𝜆2)𝑄2 ≤ 𝑀2. Si 𝜆 ≥ 1 la desigualdad se cumple automáticamente, pero si
0 < 𝜆 < 1 hay un límite

𝑄2 ≤ 1
1 − 𝜆2𝑀

2 (5.40)

para la carga; el caso 𝜆 = 0 se verá a continuación. Los horizontes están ubicados
en los ceros de 𝑓 (𝑟), y su estructura depende ligeramente del valor de 𝜆. Si 𝜆 = 0
la métrica se reduce a la de Reissner-Nordström, ya que en ese caso el dilatón se
desacopla y resulta constante. Este espacio-tiempo tiene horizontes en 𝑟± = 𝑟1,2
y una singularidad en 𝑟 = 0; si 𝑄2 > 𝑀2 los radios 𝑟1,2 son complejos pero la
métrica es real, y contiene una singularidad desnuda. Si 𝜆 > 0, los horizontes
siguen estando en 𝑟± = 𝑟1,2. Sin embargo, en este caso ℎ(𝑟) se hace cero en
𝑟 = 𝑟2: el área de las esferas se hace cero, y este radio es singular [22]. Para que
no haya una singularidad desnuda, se debe cumplir entonces que 𝑟1 > 𝑟2. Usando
las expresiones para los radios, esto se traduce en

𝑄2 < (1 + 𝜆2)𝑀2. (5.41)

Esta desigualdad, que incluye también el caso 𝜆 = 0, es más estricta que la
condición (5.40) para la validez de la solución. Por lo tanto, para estudiar agujeros
negros (y no singularidades desnudas), alcanza con pedir (5.41) para todo 𝜆.

5.2.2. Agujeros negros rotantes
Como ocurre frecuentemente, las soluciones rotantes de las Ecuaciones

(5.29)-(5.31) son mucho más difíciles de encontrar, debido a la pérdida de si-
metría esférica. En ausencia de carga eléctrica la solución es simplemente la de
Kerr; pero para 𝑄 ≠ 0, una solución axisimétrica exacta se conoce sólo para dos
valores de 𝜆. Uno corresponde 𝜆 = 0, que no es otra cosa que la métrica de Kerr-
Newman ya que el dilatón se desacopla. En el otro caso, con 𝜆 =

√
3 [140-142],

la solución se obtiene mediante el método de Kaluza-Klein. Comenzando con un
agujero negro de Kerr al que se le aplica un boost de Lorentz en dirección de una
quinta dimensión, se descompone la métrica 5-dimensional en componentes que
se interpretan como la métrica 4-dimensional, el potencial electromagnético y el
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dilatón. Concretamente, en la notación de [140] la métrica en 5 dimensiones se
puede escribir como

𝑑𝑠2 = 𝑒−2𝜙/
√

3𝑔𝜇𝜈 𝑑𝑥
𝜇 𝑑𝑥𝜈 + 𝑒4𝜙/

√
3
(
𝑑𝑥5 + 2𝐴𝜇 𝑑𝑥𝜇

)2
, (5.42)

donde 𝐴𝜇 es el potencial electromagnético y 𝑔𝜇𝜈 la métrica en 4 dimensiones. La
misma se puede escribir explícitamente [140] y no se mostrará aquí.

Para valores arbitrarios de 𝜆, la solución rotante sólo se conoce a primer orden
en el momento angular [140]. A falta de soluciones exactas, se recurre nuevamente
al algoritmo de Newman-Janis. Aquí es donde su formulación original tiene
problemas: la forma de la función ℎ(𝑟) hace que no sea claro cómo complejificar
la misma. La versión modificada del algoritmo [56, 106], descrita en la sección
anterior, evita esta ambigüedad ya que postula directamente una forma para la
métrica rotante.

La aplicación del algoritmo modificado al presente caso se detalla en [143].
La métrica del agujero negro estático tiene 𝑓 (𝑟) = 𝑔(𝑟), lo cual simplifica un poco
las cuentas; la función 𝑘 (𝑟) definida en el algoritmo es simplemente 𝑘 (𝑟) = ℎ(𝑟).
La única incógnita es la función Ψ que aparece en la métrica rotante (5.22),
que debe ser determinada por alguna condición física; la elección en [143] es
pedir 𝐺𝑟𝜃 = 0. Como se anticipó, esto implica que el contenido de materia del
espacio-tiempo se puede interpretar como un fluido rotando alrededor del eje 𝑧
[106]. Se puede ver [143] que esta condición tiene como posible solución a

Ψ = ℎ(𝑟) + 𝑎2 cos2 𝜃 ≡ 𝐻. (5.43)

La métrica rotante queda escrita entonces como [61, 143]

𝑑𝑠2 = −𝐻Δ
Σ

𝑑𝑡2 + Σ sin2 𝜃

𝐻

(
𝑑𝜑 − 𝑎𝜎

Σ
𝑑𝑡

)2
+ 𝐻
Δ
𝑑𝑟2 + 𝐻 𝑑𝜃2 , (5.44)

donde

Δ = 𝑓 ℎ + 𝑎2 = 𝑟2 − (𝑟1 + 𝑟2)𝑟 + 𝑟1𝑟2 + 𝑎2, (5.45)
𝜎 = ℎ(1 − 𝑓 ), (5.46)

Σ = (ℎ + 𝑎2)2 − 𝑎2Δ sin2 𝜃. (5.47)

Como en otras teorías de gravedad modificada, el algoritmo no garantiza que la
métrica (5.44) sea solución de la teoría, y en general no lo será sin modificaciones
de la misma o de su contenido de materia. En particular, es interesante notar que
si 𝜆 = 1 la métrica generada por el algoritmo es la conocida métrica de Kerr-Sen
[144, 145]; la misma es una solución exacta si además del dilatón se incorpora el
campo denominado axión 𝐻𝜇𝜈𝜆.
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Este espacio-tiempo tiene dos horizontes [61] ubicados en las raíces de Δ,
dadas por

𝑟± =
𝑟1 + 𝑟2 ±

√︁
(𝑟1 − 𝑟2)2 − 4𝑎2

2
. (5.48)

Determinar la existencia de una singularidad no es trivial. El escalar de Kretsch-
mann tiene la forma [143]

𝐾 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 =
Ξ

(ℎ + 𝑎2 cos2 𝜃)6 , (5.49)

donde Ξ es una función de 𝑟 y 𝜃. El mismo parece diverger a infinito cuando
ℎ = 0 y 𝜃 = 𝜋/2, pero como la forma de Ξ es complicada, existe en principio la
posibilidad de que ésta también se anule y 𝐾 sea regular. En cualquier caso, para
la existencia de un horizonte de eventos es necesaria la desigualdad

𝑟1 − 𝑟2 ≥ 2𝑎 (5.50)

que generaliza a la condición 𝑟1 − 𝑟2 > 0 del caso estático. En términos de la
masa y la carga, el espacio-tiempo tiene un horizonte si

𝑄2 ≤ (𝑀 − 𝑎) [(1 + 𝜆2)𝑀 + (1 − 𝜆2)𝑎] . (5.51)

Si 𝜆 ≤ 1, esto sólo es posible de cumplir si 𝑎/𝑀 ≤ 1. Si 𝜆 > 1, existe una
segunda rama de soluciones con 𝑎/𝑀 ≥ (𝜆2+1)/(𝜆2−1) además de las que tienen
𝑎/𝑀 ≤ 1. Sin embargo, los agujeros negros con 𝑎/𝑀 > 1 no se considerarán aquí:
además de que hasta el momento no hay evidencia astrofísica de su existencia, es
una región del espacio de parámetros desconectada de la región 𝑎/𝑀 ≤ 1.

5.3. Separación de variables y cálculo de la sombra
El procedimiento para llegar a las ecuaciones de movimiento es análogo al

visto en casos anteriores, con algunas variaciones debidas a la distinta forma
de la métrica (5.44). En presencia de plasma el Hamiltoniano está dado por la
Ecuación (4.8) en la que, luego de reemplazar la métrica inversa, se llega a la
expresión [57, 61]

H = −1
2
Σ𝜔2

0
𝐻Δ

+ 𝑎𝜎
𝐻Δ

𝜔0𝑝𝜑 +
1
2
Δ − 𝑎2 sin2 𝜃

𝐻Δ sin2 𝜃
𝑝2
𝜑 +

1
2
Δ

𝐻
𝑝2
𝑟 +

1
2𝐻

𝑝2
𝜃 +

1
2
𝜔2
𝑝 . (5.52)

Tomando la ecuación de Hamilton-Jacobi H(𝑥, 𝜕𝑆/𝜕𝑥 ) = 0 y usando el habitual
ansatz (3.68), luego de algunas simplificaciones se llega a

Δ(𝑆′𝑟)2 −
(
𝜔0(ℎ + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑

)2

Δ
+ (𝑆′𝜃)2 +

( 𝑝𝜑
sin 𝜃

− 𝑎𝜔0 sin 𝜃
)2

+ 𝐻𝜔2
𝑝 = 0.

(5.53)
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Se ve que, análogamente a los casos anteriores, esta ecuación es separable si la
frecuencia de plasma toma la forma

𝜔2
𝑝 =

𝑓𝑟 (𝑟) + 𝑓𝜃 (𝜃)
𝐻

. (5.54)

Nuevamente, el objetivo es partir del modelo de plasma de Shapiro [78], que
es esféricamente simétrico. Para que el mismo lleve a ecuaciones separables debe
modificarse introduciendo una dependencia con 𝜃; se tomará otra vez 𝑓𝑟 (𝑟) =

𝜔2
𝑐

√
𝑀3𝑟 y 𝑓𝜃 = 0, de forma que la frecuencia de plasma es

𝜔2
𝑝 = 𝜔

2
𝑐

√
𝑀3𝑟

𝑟2(1 − 𝑟2/𝑟)2𝜆2/(1+𝜆2) + 𝑎2 cos2 𝜃
. (5.55)

Ésta se aproxima a la distribución esférica 𝜔2
𝑝 = 𝜔2

𝑐 (𝑀/𝑟)3/2 a medida que 𝑟
se hace mayor a 𝑟2 y 𝑎; la suposición de que no hay una singularidad desnuda
implica que estos dos radios están dentro del horizonte. Esta expresión se tomará
a la hora de presentar ejemplos de sombras, pero para proseguir con el cálculo
sólo es necesario asumir que la frecuencia de plasma es de la forma separable
(5.54). Reemplazando la misma en la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.53), las
ecuaciones de movimiento en 𝑟 y 𝜃 son [57, 61, 143]

(𝐻 ¤𝑟)2 = R(𝑟), (5.56)
(𝐻 ¤𝜃)2 = Θ(𝜃), (5.57)

con

R(𝑟) =
[
𝜔0(ℎ + 𝑎2) − 𝑎𝑝𝜑

]2 − Δ

(
𝑄̃ − (𝑎𝜔0 − 𝑝𝜑)2

)
− Δ 𝑓𝑟 , (5.58)

Θ(𝜃) = 𝑄̃ − cos2 𝜃

(
𝑝2
𝜑

sin2 𝜃
− 𝑎2𝜔2

0

)
− 𝑓𝜃 (𝜃). (5.59)

El procedimiento para encontrar las órbitas esféricas de fotones es nuevamente
hallar los valores de 𝑝𝜑 y 𝑄̃ que resultan en una raíz doble de R, y no se repetirá
aquí ya que es análogo a los casos ya vistos. Las expresiones para las constantes
de movimiento críticas resultan [61]

𝑝𝜑 =
𝜔0
𝑎

[
ℎ + 𝑎2 − Δℎ′

Δ′

(
1 ±

√︄
1 − Δ′ 𝑓 ′𝑟

𝜔2
0ℎ

′2

)]
, (5.60)

𝑄̃ =
Δ 𝑓 ′𝑟
𝑎2Δ′ (Δ − 𝑎2) − 𝑓𝑟 −

𝜔2
0ℎ

2

𝑎2

+
2𝜔2

0Δℎ
′2

Δ′2

(
1 − Δ

𝑎2 + ℎΔ′

𝑎2ℎ′

) (
1 ±

√︄
1 − Δ′ 𝑓 ′𝑟

𝜔2
0ℎ

′2

)
.

(5.61)
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Figura 5.1: Sombras de un agujero negro en la teoría Einstein-Maxwell-dilatón
con 𝑎/𝑀 = 0.9 y 𝑄/𝑀 = 0.4, para un observador ecuatorial. Se puede ver que
la frecuencia de la luz es el parámetro que tiene un efecto mayor sobre la sombra
en el rango considerado.
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Figura 5.2: Región de fotones (gris claro) y región prohibida (gris oscuro) para
un agujero negro con 𝑎/𝑀 = 0.9, 𝑄/𝑀 = 0.4 y 𝜆 = 1, para rayos de luz cuya
frecuencia cumple 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 = 14. Como se ve en la Figura 5.1, esta frecuencia

produce una sombra pequeña, como consecuencia del crecimiento de la región
prohibida y la disminución de la región de fotones.
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Figura 5.3: El área 𝐴, deformación 𝐷 y desplazamiento 𝛼𝑐 de la sombra para
distintos valores de 𝑄 y 𝜆, para rayos de luz con 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 = 0 (es decir, en vacío),

𝑎/𝑀 = 0.9 y un observador ecuatorial. La fila superior muestra los observables
como funciones de 𝑄 para valores fijos de 𝜆, y la inferior los muestra como
funciones de 𝜆 para valores fijos de 𝑄.

Al igual que en los casos anteriores, para la distribución de plasma considera-
da sólo el signo superior en estas ecuaciones produce trayectorias físicamente
posibles [61, 76].

Las coordenadas celestes vienen dadas nuevamente por las expresiones (4.38)-
(4.39); a la hora de graficar sombras, corresponde reemplazar las funciones 𝑓𝑟 y
𝑓𝜃 elegidas. En la Figura 5.1 se muestran algunos ejemplos para 𝜆 ∈ {0, 1, 2}.
Se eligió un valor de la carga cercano al extremal en este rango, para mostrar
más claramente los efectos de la misma. Se vuelve a observar la característica
disminución del tamaño de la sombra a medida que la frecuencia decrece, efecto
que es más pronunciado para valores mayores de 𝜆. Están presentes también
la deformación y desplazamiento provocadas por la rotación del agujero negro;
para frecuencias chicas el plasma domina por sobre estos efectos gravitatorios,
produciendo una sombra más centrada y circular.

Para ver estas propiedades más claramente, en las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se
grafican el área, la deformación y el desplazamiento. Al haber más parámetros que
en las geometrías estudiadas previamente, hay tres figuras, cada una con un valor
fijo de 𝜔0. En ausencia de plasma, como se muestra en la Figura 5.3, una carga
𝑄 mayor lleva a una sombra más chica, más desplazada y menos circular, como
ocurre para la métrica de Kerr-Newman; la carga produce cualitativamente el
mismo efecto que la rotación. Introducir un𝜆 positivo compensa ligeramente estos
cambios, y tiende a devolver a la sombra a su forma de Kerr. A nivel de la acción
esto es razonable: el acoplamiento 𝑒−2𝜆𝜙𝐹2 entre el campo electromagnético y
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Figura 5.4: Como en la Figura 5.3, con 𝜔2
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Figura 5.5: Como en la Figura 5.3, con 𝜔2
𝑐/𝜔2

0 = 14.

la gravedad tiende a cero a medida que 𝜆 aumenta2. La dependencia con 𝜆, sin
embargo, es leve para los valores considerados, y a medida que se disminuye la
frecuencia el comportamiento de la sombra pasa a estar dominado por la deflexión
producida por el plasma. Para 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 = 7, como muestra la Figura 5.4, el área

pasa a ser una función creciente de 𝜆, y los otros observables se vuelven menos
sensibles al acoplamiento. Cuando 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 = 14, cerca de la frecuencia mínima

permitida, el efecto del dilatón se ha invertido: un 𝜆 mayor lleva a una sombra
todavía más pequeña y desplazada del eje óptico.

2El límite 𝜆 → ∞ también se puede ver a nivel de la métrica, haciendo un cambio de
coordenadas que ubique a la singularidad en 𝑟 = 0 [61].
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5.4. Discusión
La teoría Einstein-Maxwell-dilatón, siendo un límite de bajas energías de la

teoría de cuerdas, ha recibido mucha atención en la literatura. En particular, se
han realizado simulaciones de magnetohidrodinámica relativista para encontrar la
apariencia de un agujero negro dilatónico no rotante [146] y ha sido tomada como
ejemplo en el análisis del EHT para comparar su predicción de la sombra con la de
Kerr [147]. El modelo generalizado aquí considerado, que incluye un parámetro
de acoplamiento entre el dilatón y el campo electromagnético, contiene algunos
espacio-tiempos conocidos entre sus soluciones rotantes, como el agujero negro
de Kerr-Newman (para 𝜆 = 0) y el de Kaluza-Klein (para 𝜆 =

√
3).

La mayor complejidad de la métrica de agujero negro no rotante en compa-
ración a los capítulos anteriores muestra las ventajas del algoritmo de Newman-
Janis modificado. El mismo especifica claramente la forma de la métrica rotante,
mientras que en la versión clásica del algoritmo no hay una prescripción para
complejificar la función ℎ(𝑟) que aparece en la solución estática.

Los resultados muestran comportamientos cualitativamente similares a los del
Capítulo 4: a medida que la frecuencia de la luz disminuye el efecto del plasma
se vuelve dominante, provocando una reducción en el tamaño de la sombra. Es
notable que la dependencia de los observables con 𝜆 depende de la frecuencia:
para 𝜔2

𝑐/𝜔2
0 ≲ 10 un acoplamiento mayor produce una sombra más grande, más

centrada y más circular, mientras que lo opuesto es cierto para frecuencias bajas.



Capítulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron las sombras producidas por aguje-
ros negros rotantes en relatividad general y en teorías alternativas de gravedad.
Las mismas son un importante objetivo observacional, particularmente desde la
puesta en funcionamiento del Telescopio del Horizonte de Eventos, que produjo
las imágenes de dos agujeros negros supermasivos en los últimos años. La rele-
vancia de la observación de las sombras radica en que proveen una línea directa
a la región de campo fuerte en el entorno de un agujero negro: la forma precisa
de una sombra depende sólo del campo gravitatorio del agujero negro, y no de
la física de la materia en acreción alrededor del mismo. Por estos motivos, es
valioso conocer cómo las sombras de agujeros negros se modifican en teorías
alternativas a la relatividad general (o más en general, en métricas que no sean
la de Kerr), en anticipación a una mayor resolución en las imágenes producidas
por el EHT y otros observatorios futuros. El contenido de esta Tesis se basa en
resultados originales publicados por el autor en los artículos [59-61, 148, 149].

En el Capítulo 3 se analizó una geometría que representa un agujero negro
en relatividad general rodeado de un fluido con presión anisótropa, cuyo valor en
la dirección radial es diferente a los valores en las direcciones angulares. Como
es el caso para todas las teorías consideradas en esta Tesis, sólo se conoce una
solución exacta para el caso de un agujero estático. Para obtener una métrica que
represente un agujero negro rotante se recurrió al algoritmo de Newman-Janis,
el cual toma una geometría esféricamente simétrica como punto de partida y
produce una versión modificada con rotación con la salvedad de que, fuera de la
relatividad general, las métricas que produce no son soluciones de las mismas
ecuaciones de campo que la métrica inicial. En el caso particular del Capítulo 3,
el contenido de materia del espacio-tiempo rotante tiene una ecuación de estado
distinta a la original estática. Se encontró que la sombra tiene comportamientos
cualitativamente distintos dependiendo de si el parámetro 𝑤 de la ecuación de
estado es menor o mayor a 1; en este último caso, se puede llegar a regiones más
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extremas del espacio de parámetros, donde la sombra se vuelve estirada en lugar
de comprimida horizontalmente, que es la consecuencia usual de la rotación del
agujero negro.

En el Capítulo 4 se consideró una clase más general de métricas, que incluye
soluciones en varias teorías alternativas. En particular, se tomaron como ejemplos
una geometría de tipo Kerr-Newman, solución del modelo de mundos brana de
Randall-Sundrum, y la métrica de agujero rotante en una novedosa teoría motiva-
da por el intento de llevar la teoría Einstein-Gauss-Bonnet a cuatro dimensiones.
A la deflexión gravitatoria se le sumó la refracción debida a la presencia de un
plasma cuasi esférico rodeando al agujero negro, incluyendo así la posibilidad
de que la forma de la sombra dependa de la frecuencia de la luz. El efecto más
evidente en este caso es una disminución del tamaño de la sombra a medida que la
frecuencia disminuye acercándose a su valor mínimo permitido; esto está relacio-
nado con la aparición de una región prohibida alrededor de los polos del agujero
negro, donde la luz no puede ingresar. Luego en el Capítulo 5 se estudiaron las
sombras en la teoría Einstein-Maxwell-dilatón, que aparece como un límite de
bajas energías de la teoría de cuerdas. La forma más compleja de esta métrica
requirió el uso de una versión modificada del algoritmo de Newman-Janis para
obtener una versión rotante. Se observa nuevamente que el plasma tiene un efecto
importante a frecuencias bajas.

Las observaciones de sombras hechas hasta la fecha por el EHT trabajan con
una frecuencia de 𝜔0/2𝜋 ≈ 230 GHz. Considerando algunos modelos simples
de acreción se puede estimar que en este caso el cambio fraccional en el tamaño
de la sombra del agujero negro Sgr A* ubicado en el centro de la Vía Láctea
debido a la presencia del plasma es sólo del orden de 10−7 − 10−4 [75], todavía
muy lejos de las capacidades de resolución de las observaciones. Recién para
frecuencias del orden de 𝜔𝑐/2𝜋 ∼ 3 GHz los cambios en la sombra empiezan a
ser apreciables; sin embargo, en este régimen la dispersión causada por el medio
interestelar se vuelve dominante [68] y no es posible resolver el agujero negro.
Estas estimaciones también muestran que el efecto sobre la sombra de M87* es
todavía más sutil, y se requeriría reducir al menos un orden de magnitud más la
frecuencia para que haya cambios notables [75].

Teniendo las observaciones del EHT y sus mediciones de los tamaños de las
sombras, es posible realizar una comparación con los resultados de esta Tesis,
con el objetivo de poner a prueba los modelos alternativas. Todas las métricas
estudiadas dependen de uno o más parámetros y se reducen a la métrica de
Kerr para algún valor de éstos; por lo tanto, la contrastación tomará la forma de
una condición sobre los parámetros, acotando la desviación de la geometría con
respecto a la de Kerr. En su análisis, el EHT se enfoca en extraer el diámetro
promedio del anillo de fotones, usándolo como medición indirecta del de la
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sombra. A partir de éste se calcula el parámetro de desviación [10, 147]

𝛿 =
𝑑s

𝑑𝑠,𝑆𝑐ℎ
− 1, (6.1)

donde 𝑑s es el diámetro observado de la sombra y 𝑑s,Sch = 6
√

3𝑀 el diámetro
teórico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Para el agujero negro de M87
se obtuvo un valor de 𝛿 = −0.01 ± 0.17 [10], mientras que para Sgr A* las
desviaciones están entre −0.17 ± 0.11 y −0.04 ± 0.10, dependiendo del método
usado para calcular el radio y del valor usado para la masa [147]. En el espacio-
tiempo de Kerr la rotación del agujero negro disminuye el tamaño de la sombra
y por lo tanto 𝛿, que se mueve en un intervalo [−0.075, 0] [147]. Teniendo en
cuenta los intervalos de confianza, las observaciones del EHT son compatibles
con agujeros negros de Kerr. En los resultados a lo largo de este trabajo se calculó
en todos los casos el área de la sombra como función de los parámetros. Como
primera estimación y para simplificar la comparación con las observaciones, se
puede aproximar la sombra como un círculo. El área observada por el EHT es
entonces 𝐴 ≈ 𝐴Sch(1 + 𝛿)2, donde 𝐴Sch = 27𝜋𝑀2 ≈ 84𝑀2 es el área de la
sombra en el espacio-tiempo de Schwarzschild, y el área mínima de un agujero
negro de Kerr (es decir, cuando 𝑎/𝑀 = 1) es 𝐴 ≈ 78𝑀2. El EHT ubica a la
desviación aproximadamente en el intervalo1 [−0.17, 0], lo que corresponde a
áreas 𝐴/𝑀2 ∈ [58, 84]. Con estas cotas, se puede ir a los distintos gráficos de los
observables calculados en los Capítulos 3, 4 y 5 y obtener intervalos permitidos
para los parámetros. Se puede mencionar que en el agujero negro rodeado de
un fluido anisótropo (Capítulo 3) los valores positivos de 𝐾 están fuertemente
desfavorecidos para 𝑤 < 1, ya que tienden a aumentar el área. Para los agujeros
negros de los Capítulos 4 y 5, la principal cota viene del plasma: el área se
vuelve incompatible con las observaciones cuando la frecuencia se vuelve menor
a𝜔2

0 ∼ 10𝜔2
𝑐. Si se puede asumir que el efecto del plasma es despreciable para las

frecuencias del EHT, como se estimó más arriba, entonces todos los intervalos
estudiados de los parámetros están permitidos.

Es claro que, a pesar del importante logro observacional que el EHT repre-
senta, todavía es necesaria una mejor resolución para que las sombras de agujeros
negros provean cotas precisas sobre teorías alternativas de gravedad. El proyecto
next-generation Event Horizon Telescope [150] planea ampliar el EHT con más
sitios de observación y la posibilidad de tomar datos en tres frecuencias distintas,
permitiendo así una mejora en la resolución de alrededor del 50 %. Para el estudio
de la física gravitatoria de campo fuerte, la perspectiva más importante es una

1Un análisis más completo tendría en cuenta las distintas distribuciones de probabilidad
asociadas a los distintos métodos para calcular 𝛿, para obtener una distribución de probabilidad
sobre las áreas.
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determinación más precisa del anillo de fotones, que como se mencionó en el Ca-
pítulo 1 es un indicador del contorno de la sombra independiente de los detalles
astrofísicos del entorno del agujero negro. Un mejor conocimiento de la sombra
permitiría, entre otras posibilidades, mediciones más precisas de la masa y el
momento angular de los agujeros negros observados, así como una contrastación
de las predicciones de la relatividad general con las de teorías alternativas [151].

En el plano teórico, será importante continuar con la búsqueda de soluciones
de agujero negro rotante de las ecuaciones correspondientes a distintas teorías;
en el caso de que las mismas sean separables, se podrá aplicar el método aquí des-
crito para encontrar la sombra. Por supuesto, el trazado de rayos numérico sigue
siendo una herramienta fundamental para casos que no permiten un tratamiento
analítico. Por el momento, la hipótesis de que los agujeros negros astrofísicos es-
tán descritos por la métrica de Kerr no ha sido refutada, y todas las observaciones
son consistentes con la relatividad general.
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