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Resumen

Sombras de agujeros negros rotantes rodeados por medios transparentes

En esta Tesis se realiza un estudio tedrico acerca de las sombras que producen
en el cielo de un observador lejano ciertos tipos de agujeros negros rotantes, en
presencia de un medio transparente. Cuando un agujero negro estd iluminado por
una fuente extensa o rodeado de un disco de acrecién geométricamente grueso y
opticamente delgado, su apariencia es la de una regién oscura en un fondo lumi-
noso. Las sombras tienen una forma no trivial debido a la deflexién gravitatoria
de la luz, que en el caso de un agujero negro rotante da lugar a una asimetria
caracteristica en la direccion perpendicular al eje de rotacién. Para obtener el con-
torno de la sombra se utiliza el formalismo de Hamilton-Jacobi en cada una de
las métricas consideradas, para asi integrar las ecuaciones de movimiento de la
luz. Las curvas tedricas obtenidas en este trabajo se pueden usar para contrastar
observaciones de agujeros negros para diversas teorias de gravedad. En particu-
lar, se consideran agujeros negros en relatividad general rodeados de un fluido
transparente con presion anisétropa. Luego se estudia una familia de métricas que
incluye ejemplos provenientes de teorfas como las cosmologias de mundos brana,
gravedad de Horndeski y gravedad escalar-tensorial de Einstein-Gauss-Bonnet en
4 dimensiones. Finalmente, se analiza el caso de la teoria de Einstein-Maxwell
acoplada a un campo dilaténico. En estos tltimos dos casos, se incluye la presencia
de un medio en estado de plasma, que refracta los rayos de luz en funcién de su
frecuencia. En todos los escenarios, dado el contorno de una sombra se definen
tres observables geométricos que caracterizan su forma y tamafio, y se estudia su

dependencia con los pardmetros de cada caso.



Abstract

Shadows of rotating black holes surrounded by transparent media

This Thesis contains a theoretical study of the shadows produced in the sky
of a distant observer by certain kinds of rotating black holes, in the presence of a
transparent medium. When a black hole is lit by an extended source or surrounded
by a geometrically thick and optically thin accretion disk, its appearance is that of a
dark region on a bright background. The shadows have a nontrivial shape due to the
gravitational deflection of light, which for the case of a rotating black hole gives rise
to a characteristic asymmetry in the direction perpendicular to the rotation axis. In
order to find the shadow contour, the Hamilton-Jacobi formalism is used for each of
the considered metrics to integrate the equations of motion for light. The theoretical
curves obtained in this work can be used to compare observations of black holes
for different theories of gravity. In particular, we consider black holes in general
relativity surrounded by a transparent fluid with anisotropic pressure. We then study
a family of metrics that includes examples arising from theories such as braneworld
cosmologies, Horndeski gravity and scalar-tensor Einstein-Gauss-Bonnet gravity
in 4 dimensions. Finally, we analyze the case of Einstein-Maxwell theory coupled
to a dilatonic field. In these latter two cases we include the presence of a medium
in a plasma state, which refracts the light rays depending on their frequency. In all
the scenarios, given a shadow contour we define three geometric observables that
characterize its shape and size, and we study their dependency on the parameters

of each case.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta Tesis se estudian las sombras de agujeros negros rotantes en diver-
sas teorias de gravedad. Un agujero negro, ademds de producir una atraccién
gravitatoria sobre particulas y rayos de luz en su cercania—y por lo tanto una
deflexién en sus trayectorias—captura todo aquello que atraviese su superficie,
incluida la luz. La combinacién de estos dos factores implica que un agujero
negro iluminado uniformemente se ve como una region oscura en el cielo, deno-
minada sombra!, que no es simplemente una proyeccion sino que se ve ampliada
y deformada por la deflexién gravitatoria de los rayos de luz. En la Figura 1.1 se
ilustra cualitativamente este fendmeno.

Los agujeros negros son una prediccion de la relatividad general, teoria en
la cual la gravedad es interpretada como un efecto geométrico, producto de la
curvatura del espacio-tiempo [1]. Como se verd en el capitulo siguiente, los
mismos son las soluciones de las ecuaciones de campo que describen el andlogo
de una masa puntual. El nombre se debe a que un agujero negro no rotante de
masa M esté rodeado por una superficie esférica de radio r; = 2G M /c? llamada
el horizonte de eventos, que tiene la propiedad de que ninguna trayectoria que
ingrese dentro del horizonte puede volver a salir. En el universo se conocen
dos categorias principales de agujeros negros [2]: unos son los agujeros negros
estelares, formados por colapso gravitatorio de estrellas, cuyas masas rondan
desde unas pocas a algunas decenas de masas solares. Los otros son llamados
supermasivos, ya que tienen entre 10° y 10'° masas solares; éstos existen en los
centros de las galaxias.

Unas estimaciones rapidas muestran que observar un agujero negro es un gran
desafio experimental. Se verd mds adelante que la deflexion de la luz le da a un

IPosiblemente “silueta” serfa una palabra més precisa; sin embargo, “sombra” es el término
estandar.
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Figura 1.1: Sombra de un agujero negro (circulo oscuro) vista por un observador
O. Desde la perspectiva de O, el rayo de la izquierda proviene del infinito y
es deflectado gravitatoriamente; la trayectoria de la derecha proviene del agujero
negro y por lo tanto no puede traer luz. El rayo central es el caso limite: continuado
hacia el pasado, da infinitas vueltas alrededor del agujero negro. Este rayo marca
el borde de la sombra, cuyo tamafio angular es mayor al del agujero negro.

agujero negro de masa M un radio aparente de
R=3V3GM/c. (1.1)

Al momento de escribir este trabajo, el que parece ser el agujero negro conocido
mads cercano a la Tierra estd a una distancia d ~ 480 pc y tiene una masa M =
10 Mg [3, 4]. Esto le da a su sombra un didmetro angular de 2R/d ~ 5 X 10715,
aproximadamente un nanosegundo de arco—oérdenes de magnitud por debajo de
la mejor resolucion posible al dia de hoy.

Un agujero negro estelar es, por el momento, un objeto con un tamaio aparente
demasiado pequefio para ser observado directamente. Por esta razon, el proyecto
del Telescopio del Horizonte de Eventos [5, 6] (abreviado EHT por sus siglas en
inglés), que ha producido las Gnicas imigenes de agujeros negros hasta la fecha,
eligi6 para sus observaciones a los agujeros negros supermasivos en los centros
galacticos. En particular, uno de los dos objetivos es Sagitario A*; ubicado en
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la Via Léctea, tiene una masa de aproximadamente 4 X 10°Mg y estd a una
distancia de 8 kpc [7], de manera que su sombra tiene un radio del orden de los
25 microsegundos de arco. El agujero negro M87%, en el centro de la galaxia
homénima M87, tiene una masa de alrededor de 3 x 10° Mg y estd a 18 Mpc de
la Tierra [8], produciendo una sombra de tamafio angular similar.

1.1. Relatividad general

La relatividad general es una teoria fiisica que postula que la gravedad es
resultado de la geometria del espacio-tiempo. El mismo se representa mate-
madticamente por una variedad pseudo-Riemanniana de cuatro dimensiones con
coordenadas {x*} y tensor métrico g, donde los indices tradicionalmente van
de 0 a 3, con el indice 0 asignado a una coordenada temporal y los otros tres a
las coordenadas espaciales. La significancia de la métrica es que permite tomar
productos internos entre vectores: usando la convencion de Einstein en la que se
suma sobre indices repetidos, el mismo estd dado por

V-W =g, VEW’. (1.2)

El elemento de linea o intervalo infinitesimal se define entonces como el cuadrado
de un desplazamiento dx*:

ds* = g, dx* dx” . (1.3)

Dado un sistema de coordenadas {x*}, los operadores de derivada parcial d,, =
d/0x" se pueden tomar como los vectores base del espacio tangente en un
punto x. Al tener componentes (J/dx*)” = 6”,, sus productos internos son las
componentes de la métrica:

0 0

aw g S 49

La métrica y su inversa gt” = (gw)‘1 también permiten subir y bajar indices de
vectores y tensores,
Vi=g8wV", VH=g"V,, (1.5)

dando un isomorfismo entre el espacio vectorial tangente y su dual.

Se tomard la convencién de signos en la que la métrica tiene un autovalor
negativo y tres autovalores positivos, normalmente denotada como la signatura
(=, +,+,+). Un intervalo se dice de tipo temporal si ds? < 0, espacial si ds®> >0
y nulo si ds® = 0, y andlogamente un vector V es temporal, espacial o nulo segiin
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el signo de V - V. En cada punto del espacio-tiempo se puede tomar una tétrada
de cuatro vectores {e(,)} ortonormales, que cumplen

€o)-eo =-1, e;-e;=1parai=1273

(1.6)
e €x» =0, pu#v.

Las componentes de la métrica en esta base son entonces las de la métrica de
Minkowski,
8w (v) = NMuv =diag(-1,1,1,1). (L.7)
En un espacio curvo, la generalizacion de la derivada parcial de un vector V¥
es la derivada covariante, dada por

V.V =09,V +T7 V4, (1.8)

donde .
F#Ulﬁ = Egﬂy(gva,ﬁ + 8vga — gaﬁ,v) (1.9)

son los simbolos de Christoffel; la definicion se puede extender a tensores de
rango arbitrario. Se usa la coma para denotar una derivada parcial, de modo que
8va,p = 0p8va- A partir de la métrica y los simbolos de Christoffel se construyen
el tensor de curvatura o tensor de Riemann

R#va'ﬁ = aa'rﬂvﬂ - aﬁr'uva + Fﬂo-afra-vﬂ - Fﬂo-ﬁro-vw’ (110)

el tensor de Ricci
R,y :Ra/mv (1.11)

y el escalar de Ricci o escalar de curvatura
R =g""Ryy. (1.12)

Las ecuaciones de campo que determinan la métrica se pueden deducir de la
accion de Einstein-Hilbert que, en ausencia de la constante cosmoldgica A, esta
dada por

C4

— 4 /=
SEH = 167rG/de gR + Sm, (1.13)

donde g es el determinante de la métrica y Sy, es la parte de la accion debida a la
materia. Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes son las ecuaciones
de Einstein

1 8nG

R, —=-g,wR=——
uv 8uv 4

5 Ty (1.14)

donde
0Sm

w = 5g,uv

(1.15)
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es el tensor de energia-momento de la materia; al lado izquierdo de la ecuacion
se lo denomina el tensor de Einstein

Guv =Ry — %gwR. (1.16)
Este tensor satisface la identidad de Bianchi contraida
V.G" =0, (1.17)
que implica la conservacién del tensor de energia-momento
V,.TH = 0. (1.18)

El tensor G, es simétrico, y las ecuaciones de Einstein forman un conjunto de
10 ecuaciones diferenciales a derivadas parciales no lineales.

1.2. Teorias alternativas de gravedad

Como se verd a lo largo de este trabajo, la forma y tamafio de las sombras
de los agujeros negros dependen de la teoria de gravedad considerada. Esto
las convierte en un gran recurso observacional para contrastar la relatividad
general con teorias alternativas—particularmente en el régimen de campo fuerte.
La relatividad general fue propuesta entre 1915 y 1916 y rdpidamente gané
una amplia aceptacidn, pero sus primeras comprobaciones experimentales sélo
exploraron el régimen de campo débil [1]. Por andlisis dimensional, un objeto de
masa M tiene asociada una escala de distancias r, = GM / ¢?, llamada su radio
gravitatorio; para explorar el régimen de campo fuerte de la relatividad general,
es necesario estar a una distancia de orden r, del cuerpo estudiado. Los tres
tests clasicos—Ia precesion del perihelio de Mercurio, la deflexién gravitatoria
de la luz, y su corrimiento al rojo2—fueron realizados en el sistema solar, en
los entornos de la Tierra y el Sol, donde r,/r < 1y por lo tanto los efectos
relativistas s6lo aparecen como correcciones pequefias al potencial Newtoniano
[9]. La Figura 1.2 ilustra donde se ubican distintos fendmenos y observaciones
en términos del potencial gravitatorio GM /c?r y la curvatura GM /c?r3.

El descubrimiento del pulsar binario de Hulse-Taylor en 1974 permitié un
acercamiento a la fisica gravitatoria fuertemente relativista, ya que sus com-
ponentes se mueven a velocidades v/c ~ 1073 [9], y fue también la primera
deteccion (aunque indirecta) de ondas gravitacionales, ya que gracias a la esta-
bilidad extrema de la rotacioén del pulsar fue posible medir con gran precisién

%Este tltimo datando de algunas décadas después de los otros dos.
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Figura 1.2: Potencial gravitorio y curvatura explorados en diversos objetos y
fendmenos astrofisicos. El sistema solar se ubica hacia la izquierda del diagrama,
en la regién de potencial bajo. Los agujeros negros estdn en el extremo derecho;
en particular, los agujeros negros supermasivos observados por el EHT estdn en
la banda violeta. Tomado de [10]; ver también [11].
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el decaimiento de su 6rbita debido a la pérdida de energia como radiacion gra-
vitatoria. Sin embargo, este sistema no entra en el régimen de campo fuerte en
el sentido del parrafo anterior, ya que la separacion entre las masas es mucho
mayor a su radio gravitatorio [9]. Las ondas gravitacionales provenientes de la
fusion de dos agujeros negros de masa estelar fueron detectadas directamente
por primera vez en 2015 por el observatorio LIGO [12]; para contrastarlas con
las predicciones de la teoria fueron necesarias simulaciones numéricas, ya que
se trata de un fenémeno altamente no lineal, lejos de la aproximacién de campo
débil.

Es claro que, hasta el momento, la mayor parte (aunque no toda) de la evi-
dencia a favor de la relatividad general proviene de situaciones donde los efectos
relativistas son pequefios. El formalismo post-Newtonian parametrizado (PPN)
[9] es una manera de estudiar las desviaciones a primer orden de distintas teo-
rias de gravedad, y compararlas con las de la relatividad general. Este método
no es aplicable, sin embargo, al entorno de agujeros negros, que es una zona
relativamente poco explorada y donde las diferencias entre la relatividad general
y teorias modificadas pueden manifestarse mds claramente. En este contexto, las
sombras proveen una manera de llegar hasta la region de campo fuerte préxima
al horizonte y poner a prueba las predicciones de la relatividad general. Esto es
particularmente cierto para los agujeros negros rotantes, cuyas sombras pueden
tener alteraciones en su forma dependientes de la teoria; las sombras de agujeros
negros estaticos son siempre circulares, debido a la simetria esférica, de modo
que su tamafio es la tinica variable observable.

Existen diversas razones para considerar posibles modificaciones a la re-
latividad general; se conocen demasiadas propuestas de teorias alternativas de
gravedad para describir todas aqui, asi que se mencionardn algunas que son
relevantes para los casos estudiados en los Capitulos 3, 4 y 5. Estrictamente
hablando, el espacio-tiempo considerado en el Capitulo 3 estd motivado no por
una teoria alternativa de gravedad, sino por la posibilidad de que en la presencia
de distintos tipos de materia autogravitante las soluciones de agujero negro de la
relatividad general se modifiquen notablemente, con un efecto observable sobre
la sombra [13, 14]. Sin embargo, la métrica particular que resulta del modelo
elegido también tiene la propiedad de ser solucién de agujero negro en algunas
teorias alternativas, como el modelo de Randall-Sundrum entre otros [15].

Cuando se realizan modificaciones a la teoria, éstas se suelen definir partien-
do de la accion de Einstein-Hilbert (1.13) y cambidndola o agregando términos
a la misma. Una motivacién importante para proponer modificaciones a la rela-
tividad general es la necesidad de resolver la conocida incompatibilidad con la
mecdnica cudntica. Es esperable que, en el limite de curvaturas y energias bajas,
una teoria de gravedad cudntica tome la forma de la relatividad general mas co-
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rrecciones en potencias de la curvatura o que involucren otros campos. Incluso si
la gravedad es cldsica, la interaccién con campos de materia cudnticos introduce
términos superiores en la accién [16]. Ante el panorama de potencialmente in-
finitas correcciones cudnticas, es relevante el teorema de Lovelock [17, 18], que
organiza todas las posibles ecuaciones de movimiento para el campo gravitatorio
que sean de segundo orden y conserven el tensor de energia-momento. La accion
de Einstein-Hilbert es el dnico término posible lineal en la curvatura; a orden
cuadrdtico se agrega el escalar de Gauss-Bonnet [18]

G = R*PRyp,5 — 4RPRop + R?, (1.19)

dando lugar a la teoria Einstein-Gauss-Bonnet. En dimensién menor a cinco este
término no contribuye a las ecuaciones de movimiento, pero en los tltimos afios
ha servido de inspiracién para proponer una teoria que intenta mantener sus
efectos en un limite D — 4 [19, 20].

Entre las propuestas de teorias de gravedad cudntica, la més estudiada es la
teoria de cuerdas, y una de sus predicciones es que a bajas energias el campo
electromagnético de Maxwell F),, estd acoplado a un campo escalar ¢ llamado
el dilatén [21, 22] mediante un término e ?F, wF*Y en la accion. Los agujeros
negros en la llamada teoria Einstein-Maxwell-dilatén se estudiardn en el Capitulo
5; esta correccion es particularmente interesante porque es un cambio cualitativo
en la teorfa que se mantiene incluso a curvatura baja, en el régimen clasico. La
teoria de cuerdas también requiere la presencia de dimensiones extra, y existen
modelos cosmoldgicos como el conocido modelo de Randall-Sundrum [23, 24]
donde una o mds de las mismas no son compactas y dejan una huella en las
soluciones de agujeros negros, observable desde el espacio tridimensional [15].

Otra de las motivaciones para proponerse modificar la relatividad general
es intentar eliminar las singularidades que ésta predice, tanto en el contexto de
cosmologia como en los centros de agujeros negros. Se espera que los llamados
agujeros negros regulares (es decir, sin singularidad) sean una prediccion de una
eventual teoria de gravedad cudntica, pero también existen modificaciones a la
relatividad general o agregados de tipos de materia que evitan las singularidades
[25]. Los resultados del Capitulo 3 pueden considerarse como aplicables a este
contexto, ya que se estudia una clase amplia de espacio-tiempos que incluye,
entre varios otros, ejemplos conocidos de agujeros negros regulares [25-27].

1.3. Sombras de agujeros negros

Paralelamente al desarrollo de la fisica de ondas gravitatorias procedi6 el
estudio del comportamiento de la luz cerca de agujeros negros; en [28] se hace
un repaso de la literatura. El efecto de lente gravitatoria o lensing gravitatorio,
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en el que la luz es desviada por la gravedad de un objeto masivo, fue estudiado
de manera tedrica y observacional desde 1919 en el caso del efecto de lente
débil y posteriormente para lentes fuertes3 [29-34]. Recientemente se ha podido
detectar la presencia de agujeros negros de masa estelar a través del fendmeno
de microlensing [35, 36]: si un objeto oscuro compacto realiza un transito por
delante de una estrella con alineacion alta, el efecto de lente gravitatoria provoca
un aumento observable en la intensidad de la luz recibida y por lo tanto permite
deducir la presencia del mismo. Estas observaciones, en el marco tedrico de
deflexion débil, permiten detectar agujeros negros aislados poco masivos.

C. Darwin# [37] encontrd en 1959 soluciones exactas para las érbitas de la luz
alrededor de un cuerpo esférico, y mostré que rayos que inciden con un paraimetro
de impacto menor a b. = 3V3GM /c? son capturados. Su trabajo fue planteado
como la biisqueda de la apariencia de un objeto esférico muy compacto iluminado
uniformemente; en términos modernos, este resultado se puede interpretar como
el primer cdlculo del radio de la sombra de un agujero negro no rotante (ver
nuevamente la Figura 1.1, y el Capitulo 2 para la deduccién). Mds adelante este
célculo fue realizado para otras métricas de agujeros negros [33, 38, 39]. En
1972 Bardeen [40] encontrd a su vez las trayectorias de la luz alrededor de un
agujero negro rotante, descrito por la solucioén de Kerr [41, 42], produciendo asi
el contorno de la sombra, la cual ya no es circular sino que se ve deformada y
desplazada como resultado de la rotacién del agujero negro—fenémeno conocido
como el arrastre de los sistemas inerciales, ilustrado en la Figura 1.3. La forma
funcional de la métrica de Kerr es mucho mdas complicada que la de un agujero
negro no rotante: se rompe la simetria esférica, de modo que hay a priori menos
cantidades conservadas y no es posible aplicar el mismo método sencillo [42].
Este cdlculo fue posible gracias al descubrimiento de Carter [43] de una “simetria
oculta” de la geometria de Kerr, gracias a la cual se conserva la llamada constante
de Carter y se puede llevar las ecuaciones de movimiento a primer orden. Como
se verd en el Capitulo 2, esta constante surge de obtener la ecuacion de Hamilton-
Jacobi para las trayectorias de los fotones y encontrar que la misma es separable.

En teorias de gravedad modificada las soluciones de agujero negro rotante
no necesariamente tienen una ecuacién de Hamilton-Jacobi separable, y por lo
tanto no siempre es aplicable el método de Bardeen para encontrar la sombra de
manera analitica. En algunos casos es necesario recurrir a un trazado de rayos

3Existen dos conceptos distintos de lensing fuerte. El uso clasico del término abarca el caso
en el que la alineacion entre el objeto y la lente produce efectos como imdgenes mdltiples y
distorsiones grandes, pero con un dngulo de deflexién pequefio [29]. La llamada deflexion fuerte,
en cambio, se aplica al entorno de agujeros negros y otros objetos compactos, donde el dngulo
de deflexion puede ser arbitrariamente grande, del orden de 27 o mayor. Esta dltima situacion es
la més cercana al presente trabajo.

4Nieto y tocayo del notable biélogo Charles Darwin.
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Figura 1.3: Trayectorias de la luz en el plano ecuatorial alrededor de un agujero
negro rotante. Se muestran los rayos de luz que forman el borde de la sombra;
el rayo co-rotante tiene una 6rbita mds chica que el rayo contra-rotante, de modo
que la sombra no es simétrica con respecto al eje optico.

numérico (ver por ejemplo [44, 45], entre otros), pero ha recibido gran interés el
encontrar métricas de agujeros negros rotantes que permitan separar la ecuacién
de Hamilton-Jacobi y encontrar la correspondiente constante de Carter para luego
obtener la forma de la sombra [46-50], asi como en encontrar cudl es la expresion
mas general de una métrica que cumpla ciertas condiciones de separacion [51-53].
Hay también teorias en las que no se conoce una solucién rotante exacta, por lo
que es comun recurrir al algoritmo de Newman-Janis [54, 55] para generar una
métrica con rotacion a partir de una solucién con simetria esférica conocida. Es
posible demostrar que una version modificada del mismo [56] siempre produce
espacio-tiempos cuya ecuacion de Hamilton-Jacobi es separable [57], y esto se
ha aprovechado para obtener las sombras en varias geometrias de interés [25,
58-61].

El concepto de sombra descrito en los parrafos anteriores es, debe enfatizarse,
una definicién en principio tedrica: la sombra vista por un observador es el
conjunto de direcciones en el cielo que continuadas hacia el pasado provienen
del agujero negro, y por lo tanto no traen luz. Es la region oscura que se observa si
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Figura 1.4: Simulacién de la apariencia de un agujero negro estatico rodeado por
un disco de acrecion delgado y opaco. Tomado de [64].

un agujero negro es iluminado uniformemente por una fuente esférica que rodea
tanto al mismo como al observador [62]. Por supuesto, en la practica no existe tal
fuente esférica; para observar un agujero negro en el espectro electromagnético,
es necesaria alguna otra fuente de luz en su cercania. Dicha fuente es provista
por materia siendo acretada por el agujero negro, que forma un disco brillante
alrededor del mismo [2, 63]; estos discos de acrecion hacen posible la observacion
directa de la imagen de un agujero negro. La apariencia visible de la silueta de
un agujero negro puede entonces, en principio, verse afectada por la geometria
del disco de acrecion; en 1979 Luminet [64] produjo la primera imagen simulada
de un agujero negro estdtico rodeado por un disco geométricamente delgado y
Opticamente grueso, mostrada en la Figura 1.4; ver [65] para un trabajo andlogo
aplicado a un agujero negro rotante. Lo primero que se nota en esta imagen es
la apariencia altamente distorsionada del disco, debida a la deflexién gravitatoria
de la luz: la region brillante semicircular ubicada en la mitad superior de la figura
es la parte trasera del disco, cuya luz es desviada por el agujero negro de manera
que se puede observar desde cualquier dngulo . Se puede ver también un delgado
anillo luminoso dentro de la regién oscura; este anillo es la imagen secundaria
del disco, formada por rayos que parten desde su superficie inferior y rodean
al agujero negro por detrds antes de dirigirse al observador. El anillo delgado
contiene en realidad no sélo a la imagen secundaria sino a infinitas “imigenes
relativistas” [31] compuestas por rayos de luz que dan una cantidad arbitraria de
vueltas antes de abandonar el entorno del agujero negro.

En esta imagen es evidente que la sombra observada no es perfectamente
circular, como lo es la sombra en el sentido tedrico descrito mds arriba (para
un agujero negro no rotante): su forma es aproximadamente semicircular, y esta
determinada por la geometria del disco. Esto puede poner en duda la relevancia
observacional de la sombra tedrica, ya que la imagen real observada de un agujero
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negro pareceria depender de la distribucion de intensidades del disco de acrecion.
Este no es, sin embargo, el caso para los agujeros negros observados hasta ahora
por el EHT. Estos agujeros negros supermasivos estdn rodeados por flujos de
acrecion baja y Opticamente delgados [5, 6], practicamente transparentes a su
propia radiacion. Las trayectorias que dan lugar a las imdgenes relativistas, que
como se dijo mds arriba (y se ve en la Figura 1.1) pueden rodear al agujero
negro varias veces antes de escapar, recorren una distancia grande dentro de la
zona de emision, y por lo tanto adquieren una gran luminosidad comparadas con
aquellas que toman un camino mds directo, ya sea dentro o fuera de la sombra
[66]. El resultado es que siempre y cuando la materia en acrecion se extienda
hasta el horizonte, se vera un anillo brillante, conocido como el anillo de fotones,
determinado por el borde de la sombra tedrica’ [31, 62, 66] e independiente de los
detalles de la geometria del disco de acrecion. El anillo de fotones concentra luz en
una zona muy delgada pero no es muy luminoso en términos absolutos: sélo trae
cercadel 10 % del flujo total de la imagen [67]. En las imdgenes ya producidas por
el EHT, es indistinguible de la emision directa del disco acrecion, con la cual se
superpone. Sin embargo, es esperable que futuras observaciones inteferométricas
de mayor resolucion puedan detectar la componente de frecuencia espacial alta
producida por un anillo delgado [67].

Volviendo un poco atrds en el tiempo, luego del trabajo de Luminet la posi-
bilidad de observar directamente un agujero negro se mantuvo en el terreno de
la especulacion hasta alrededores del afio 2000, cuando se empez6 a considerar
la factibilidad de observar el entorno de Sgr A* mediante interferometria de
muy larga base [68]. Brevemente (ver [69] para mds detalles), esta técnica co-
mienza combinando las sefiales tomadas por dos telescopios distantes entre si y
haciéndolas interferir. Al igual que en los experimentos clasicos de interferencia
y difraccion, la visibilidad® medida en el interferometro da la transformada de
Fourier espacial de la imagen; ésta queda expresada en funcién de d, la separa-
cién entre telescopios proyectada perpendicularmente a la linea de vision, segtin
la férmula [70]

V(u) = / d*0 1()e" 29, (1.20)

donde € son coordenadas angulares en el cielo, /(@) la distribucién de inten-
sidades y u = d /A con A la longitud de onda. Al tomar varios telescopios y
hacerlos interferir de a pares, asi como usar la rotacion de la Tierra para que d
vaya cambiando, se pueden medir distintas componentes de V (u) y asi intentar
reconstruir la imagen con una transformada de Fourier inversa.

£a 66

SEste dltimo es a veces llamado también “curva critica” [62].
®Definida como V = (Imax = Imin)/(Imax + Imin), donde Inax ¥ Imin son las intensidades
maxima y minima del patrén de interferencia.
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Figura 1.5: Los telescopios que participan del EHT. Tomado de [5].

La ventaja de la interferometria de muy larga base es que permite, en cierto
sentido, superar el limite de difraccidon de un telescopio, que dice que la resolucién
angular es del orden de A/D, con D la apertura. Con interferometria de muy
larga base se pueden medir componentes de Fourier de tamafio angular 1/d ;
por supuesto, d; puede hacerse mucho mas grande que cualquier telescopio.
El EHT mide en una longitud de onda 4 = 1.3 mm [5], de modo que con una
separacion del orden de un radio terrestre se obtiene una resolucion angular de
A/Rg ~ 28 uas, del orden del tamafo esperado para las sombras de los agujeros
negros supermasivos Sgr A* y M87*, como se menciond anteriormente. En
la Figura 1.5 se muestra la red de telescopios del EHT, ubicados en distintos
continentes y con separaciones del orden del tamafno del mismo planeta Tierra.
La desventaja de esta técnica es que la visibilidad V(u) sélo se conoce para
algunos valores de u, dependiendo de las separaciones entre pares de telescopios.
Esto implica que no es posible encontrar exactamente la imagen /(8), ya que s6lo
se tienen algunos puntos de su transformada de Fourier, y se deben usar métodos
complejos de reconstruccion de imédgenes [70].

En la Figura 1.6 se muestran las imagenes producidas por el EHT de los dos
agujeros negros observados hasta el momento’. En ambos casos se ve que la
estructura dominante es un anillo brillante con una depresidn oscura en el centro.
A pesar de que los anillos no son delgados como en la situacion idealizada

"Posteriormente fueron publicadas mas imagenes, conteniendo informacién de polarizacién
[71] o reconstruidas con distintos métodos [72].
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Figura 1.6: Imdgenes de M87* [5] (izquierda) y Sgr A* [6] (derecha) producidas
por el EHT.

descrita mds arriba®, al medir sus didmetros promedio se obtienen valores de
aproximadamente 40 pas para M87* y 50 uas para Sgr A* [70, 73], consistentes
con los tamafios predichos para las sombras.

1.4. Sombras en presencia de plasma

El material en acrecién alrededor de un agujero negro se encuentra normal-
mente en estado de plasma [63]. Es natural entonces preguntarse si esto podria
introducir alguna distorsioén observable sobre la sombra. Un plasma estd caracteri-
zado por una funcién w), (x), llamada la frecuencia de plasma, que es proporcional
a la densidad de particulas [74]. Como se detallard en el Capitulo 4, el indice de
refraccion es funcién del cociente w),(x)/w, donde w es la frecuencia de la luz.
Esto implica que n depende de la posicion, de modo que los rayos de luz pueden
en principio refractarse y alterar la forma observable de la sombra [75, 76].

En los tdltimos afios ha habido mucho interés en calcular los contornos de
sombras de diversas métricas de agujero negro en presencia de plasma, a partir
del descubrimiento de que en ciertos casos es posible hacerlo de manera analitica,
incluso para agujeros negros rotantes [76]. Este método, que es una generalizacién
del trabajo de Bardeen [40] en el espacio-tiempo de Kerr en vacio, no es aplicable
acualquier distribucién de plasma: la forma funcional de la frecuencia w,, (x) debe
cumplir una condicion de separabilidad [76]. Aunque una distribucion realista que
corresponda a un disco de acrecion no es facilmente tratable de manera analitica,
es posible considerar modelos sencillos que permitan una primera aproximacion

8Lo cual se debe en parte a la superposicién del anillo de fotones con la emisién directa y en
parte a la resolucién limitada (~ 20 pas) del instrumento.
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a los efectos de plasma, y esto se hard en el Capitulo 4; para generar imdgenes
mads realistas, se debe recurrir a métodos de trazado de rayos numéricos® [77].
Con los resultados analiticos se pueden estudiar fendmenos como la dependencia
del indice de refraccién con la frecuencia: la cromaticidad es una caracteristica
distintiva de estos efectos. Se encuentra, como es usual para los plasmas, que
la luz de muy alta frecuencia se propaga igual que en vacio, y la refraccion se
hace mds fuerte para frecuencias bajas. En la distribucion cuasi-esférica [78]
adoptada en esta Tesis, se produce una disminucién drédstica del tamafio de la
sombra cuando w 2 w),, debida a la aparicion de una zona alrededor del agujero
negro en la que la luz no se puede propagar [60, 61, 76].

9Es interesante sefialar que los métodos del trabajo citado fueron usados en la generacién de
imdgenes para la pelicula Interstellar (2014).






Capitulo 2

Trayectorias de la luz cerca de
agujeros negros

Este capitulo comienza con una breve introduccién a la descripcion de trayec-
torias en relatividad general, particularmente los aspectos que serdn relevantes
en esta Tesis, para luego presentar las soluciones de Schwarzschild y de Kerr
que describen agujeros negros estdticos y rotantes respectivamente. El objetivo
de este trabajo es estudiar agujeros negros en teorias de gravedad modificada, y
el formalismo usado para el cdlculo de las sombras es una extension directa del
que se usa para encontrar la sombra en la geometria de Kerr; por lo tanto, éste
se presentard en detalle luego de hacer lo mismo para el caso de Schwarzschild.
La mayor parte del material, particularmente en lo que respecta a la relatividad
general y la métrica de Schwarzschild, se puede consultar de textos éstandar como
[1,79]. La métrica de Kerr se estudia en detalle en [42]. A partir de aqui, se usara
un sistema de unidades tal que G = ¢ = 1.

2.1. Geodésicas

La principal relevancia de la métrica es que determina las trayectorias de
particulas libres: las mismas son geodésicas de la variedad determinada por g,
En términos de las coordenadas, éstas son curvas x* (1) que cumplen la ecuacion
de las geodésicas

d’x* +TH dx® dxP
a2 " Pl
La ecuacién en esta forma no es invariante ante reparametrizaciones generales
A — /i(/l), a menos que el cambio sea una transformacién afin A = al+ b;
por eso, la clase de pardmetros para los cuales la ecuacion es vidlida se llaman
parametros afines. Para el caso de curvas temporales es posible definir un para-

=0. 2.1)

23
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metro preferencial 7, el tiempo propio, como aquel que cumple la condicion de
normalizacién

uyut = -1, (2.2)
donde
_dxt
Cdr
es la cuadrivelocidad. Las curvas temporales son las que corresponden a trayec-
torias de particulas con masa, que se mueven mas lento que la luz, y para ellas es
posible definir el cuadrimpulso

ut (2.3)

H=m—, 2.4

pr=m— (2.4)

donde m es la masa de la particula. Si en lugar del tiempo propio se usa el
pardmetro A = 7/m, el cuadrimpulso queda simplemente expresado como

3 dx*

= 2.5
p 1 (2.5)

Esta forma es conveniente ya que tiene igual forma a la que corresponde a curvas
nulas, como se verd mas abajo.

Dado un observador que en un cierto punto tiene una cuadrivelocidad u, se
puede definir una tétrada tomando ey) = u y los e(;) como una base ortonormal
del espacio tridimensional ortogonal a e(). Esta tétrada provee entonces un
sistema de referencia adaptado al observador, permitiendo descomponer vectores
en componentes temporales y espaciales.

En relatividad especial las curvas nulas, con

dx,, dx*

K = 2.
da da ’ (26)

corresponden a trayectorias que se mueven a la velocidad de la luz, y esta inter-
pretacion se mantiene en la relatividad general. Heuristicamente, esto debe ser asi
ya que siempre es posible usar coordenadas localmente inerciales alrededor de un
punto dado, en las cuales se recupera la relatividad especial. M4s rigurosamente,
es posible demostrar [80, 81] a partir de las ecuaciones de Maxwell que, en el
limite de 6ptica geométrica (es decir de longitud de onda pequeia), las ondas
electromagnéticas se comportan como particulas sin masa que se propagan a lo
largo de trayectorias nulas; en particular, los rayos de luz propagandose en el
vacio siguen geodésicas nulas. Es comin usar usar los términos “rayo de luz”,
“trayectoria nula” y “fotén” de manera intercambiable, sin que este dltimo haga
referencia alguna a la mecdnica cudntica. El vector tangente a una geodésica nula
no es normalizable como lo es el de una geodésica temporal, y por lo tanto no es
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posible definir un tiempo propio y debe usarse el pardmetro afin A. El término
“cuadrivelocidad” se suele reservar para el caso de particulas con masa, de forma
que para la luz sélo estd definido el cuadrimpulso

po &
pr= (2.7)
recordando que en este caso la normalizacién del mismo es arbitraria, y sélo es
fisicamente relevante su direccidn, que es invariante ante una transformacién afin
del parametro. Sin embargo, en algunas referencias se usan u* y p* de manera
intercambiable para trayectorias nulas.
La ecuacidn de la geodésica se puede obtener a partir de un principio varia-
cional. Las geodésicas son las curvas para las cuales el intervalo

4
As = / —gﬂvﬁdi da (2.8)
dad dA

es extremal, lo cual generaliza la definicidn cldsica de geodésica como la curva de
distancia minima entre dos puntos. Esta integral se puede interpretar como una
accion, cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a la ecuacién de la
geodésica, pero permitiendo reparametrizaciones arbitrarias de la trayectoria. Se
puede ver que el Lagrangiano mds simple

e 2.9
Yl T2 A (2:9)

L( dx) 1 dxtdx”
también lleva a la ecuacion de la geodésica, bajo la condicion de que A sea un
pardmetro afin. El valor de £ determina el tipo de trayectoria: una trayectoria
temporal tiene £ < 0 (y en particular £ = —1/2 si se usa el tiempo propio como
pardmetro), y una nula tiene £ = 0.

A partir del Lagrangiano se puede definir también un Hamiltoniano

1
H(x,p) = Egﬂv(x)pypv, (2.10)

con ecuaciones de Hamilton

M = ﬁ =g"p, (2.11)
opu
_ oH 1,
Pu == ==50.8" Papp (2.12)

que son equivalentes a la ecuacion de la geodésica; el punto denota la derivada con
respecto a A. Esta forma es la mds conveniente para mostrar el teorema de Noether
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aplicado a trayectorias en espacio-tiempos curvos: si la métrica no depende de
una coordenada x¢, entonces dH /0x* = 0y la componente p, del momento
es constante a lo largo de geodésicas. Al no haber una dependencia explicita
con A, se tiene también la conservacion de H, que fisicamente corresponde a la
conservacién de la masa: el valor del mismo sobre una trayectoriaes H = —m? /2.
La generalizacion de esta observacion es el concepto de un vector de Killing. Es
sencillo demostrar que si un campo vectorial £(x) satisface la condicion

Vuéy+ Vi, =0 (2.13)

entonces la cantidad £ p,, es constante a lo largo de geodésicas. Si la métrica es
independiente de alguna coordenada x“, entonces & = d, es un vector de Killing,
y se recupera el resultado de que p, es una cantidad conservada.

2.2. Agujero negro de Schwarzschild

Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales no
lineales acopladas, y encontrar soluciones exactas de las mismas es una tarea no
trivial. Por lo tanto, un enfoque comun es aprovechar simetrias y casos especiales
para simplificar las ecuaciones; y uno de los casos mds sencillos de relevancia
astrofisica que se pueden considerar es el de un cuerpo esférico de masa M. En el
exterior de dicho cuerpo, la métrica deberd satisfacer las ecuaciones de Einstein
de vacio (es decir, con T, = 0) y tener simetria esférica; es posible demostrar
[1] que la métrica esféricamente simétrica mds general se puede escribir como

dr?
ds® = —f(t,r) dt* + ——— + 12 (d92 +sin® @ d(pz), (2.14)
g(t,r)
donde se toman coordenadas esféricas {z,r, 6, ¢}. Con esta propuesta, las ecua-
ciones de Einstein estdn dadas por

o, 1
G = rg+r‘%—r—2:0, (2.15)
P
G, = % -0, (2.16)
o, 1
Gl, =80/ 8 1 _4 2.17)

rf o r2 o2

junto con la ecuacién G2, = G353 = 0, que es linealmente dependiente con las
otras gracias a la identidad de Bianchi. A partir de estas ecuaciones y luego de
una posible redefinicion de la coordenada temporal, eventualmente se llega a que
las funciones f y g son independientes del tiempo, y estdn dadas por

fr)y=g(r)=1- i;, (2.18)
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donde r; es una constante de integracion llamada el radio de Schwarzschild; la
solucién completa

1
dsZ:—(l—r—s)dt2+(1—r—s) dr? + 12 Q2. (2.19)
r r
con
dQ? = d6* + sin? 0 dy? , (2.20)

es conocida como la métrica de Schwarzschild. Esta métrica es asintticamente
plana: es decir, a medida que r — oo sus componentes tienden a las de la métrica
de Minkowski en coordenadas esféricas, y por lo tanto se puede interpretar que la
geometria describe un cuerpo aislado. Estudiando las trayectorias de particulas
lejanas en el limite de campo débil y comparando la ecuacién de movimiento
con la ley de gravitaciéon de Newton se puede ver que en particular la métrica
describe un cuerpo de masa M = r;/2 en unidades geométricas, o ry = 2GM/c?
si se restauran las constantes.

Aplicada a un cuerpo astrofisico tal como una estrella o un planeta, la solucién
de Schwarzschild sélo es vélida para r > R, donde R es el radio del cuerpo. Una
estimacién para casos tipicos muestra que normalmente el radio R es mucho
mayor al radio de Schwarzschild; el Sol, por ejemplo, tiene un radio de R =
7%10° kmy un radio de Schwarzschild de r; ~ 3 km. En este trabajo, sin embargo,
se busca estudiar agujeros negros, que surgen de extender la solucion de vacio a
todo valor de r. Al hacer esto, se ve inmediatamente que la componente g, de la
métrica tiene problemasenr = 0y enr = 2M. El punto r = 0 es una singularidad
fisica: la curvatura alli se hace infinita. Esto se puede ver, por ejemplo, calculando
el escalar de Kretschmann

48 M?

70

Ry yapR* P = (2.21)
y observando que el mismo diverge cuando r — 0, independientemente del
sistema de coordenadas que se use. El caso de la superficie r = 2M es distinto:
es posible pasar a sistemas de coordenadas que conectan las regiones r > 2M
y r < 2M de manera regular, mostrando que ésta es una singularidad de las
coordenadas elegidas, y que el espacio-tiempo estd definido para todo r > 0. Un
ejemplo simple son las coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes, en las

que el tiempo se reemplaza por la coordenada nula
r
= t+r+2Mlog(5 ~ 1) 2.2
v r og| 7~ (2.22)

y la métrica queda expresada como

2M
ds® = —(1 ——)dv2+2dvdr+r2d§22. (2.23)

r
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Las curvas radiales de v constante son rayos de luz, como se puede ver del hecho
que dv = df = do = 0 implica que ds*> = 0. En particular, son rayos que se
dirigen hacia el origen; de aqui sale el nombre de coordenadas de Eddington-
Finkelstein entrantes!. En estas coordenadas, la métrica es perfectamente regular
en r = 2M vy las trayectorias pueden atravesar este radio, mostrando que no hay
una singularidad real sino que son las coordenadas de Schwarzschild {z,r, 6, ¢}
las que no son adecuadas en r = 2M. Volviendo a las mismas, es inmediato
observar que para r < 2M los signos de g;; y g, se invierten, de manera que la
coordenada r se vuelve temporal. Esto implica que cualquier trayectoria temporal
o nula que cruce la superficie r = 2M con 7 < 0 debe mantener el signo de 7, y por
lo tanto inevitablemente debe acercarse hacia r = 0. De aqui sale, por supuesto,
el nombre de agujero negro: esta métrica describe una region del espacio de la
cual ninguna particula, ya sea masiva o un foton, puede salir una vez que ingresa.
La superficie r = 2M es denominada el horizonte de eventos. Para los propdsitos
de este trabajo sélo es relevante la region exterior al horizonte de eventos, por
lo que la singularidad en r = 2M de las coordenadas de Schwarzschild no es un
problema.

El comportamiento causal se ilustra en la Figura 2.1, que muestra el diagrama
de espacio-tiempo (o diagrama de Penrose) de la geometria de Schwarzschild.
El mismo se basa en otro sistema de coordenadas, las coordenadas de Kruskal-
Szekeres, que también es regular en r = 2M. El diagrama realiza una transforma-
cién conforme para que el espacio-tiempo se pueda dibujar en una region finita,
y las coordenadas estdn definidas de modo que los rayos de luz sean lineas a
45°. La region I es el exterior, donde r > 2M, y la region II es el interior del
agujero negro: es claro que ninguna trayectoria temporal o nula puede escapar del
mismo. Las regiones III y IV aparecen naturalmente cuando se hace la mdxima
extension analitica de la solucidn, y representan un universo paralelo a la region
I y el interior de un agujero blanco respectivamente. Como se dijo mds arriba,
para este trabajo s6lo es relevante la region 1.

2.3. Geodésicas en el espacio-tiempo de
Schwarzschild

Como ya se menciond, la sombra de un agujero negro se define como el con-
junto de direcciones en el cielo de un observador tales que rayos de luz que llegan
desde esas direcciones provienen, si se contintian hacia el pasado, del horizonte de
eventos [40]. El contorno de la sombra es la curva que separa las trayectorias que

"La definicién u = t — r — 2M log(r/2M — 1) conduce a las coordenadas de Eddington-
Finkelstein salientes.



2.3. GEODESICAS EN EL ESPACIO-TIEMPO DE SCHWARZSCHILD 29

r=20
Figura 2.1: Diagrama de Penrose de la mdxima extension del espacio-tiempo de
Schwarzschild, mostrando la estructura causal del mismo. En este diagrama los
rayos de luz son lineas a 45° y se ha realizado un cambio de coordenadas para
que el infinito esté a una distancia finita. La region I es la exterior al agujero
negro, y la region II es su interior; se puede ver como no es posible volver de la
region [T alal.

intersectan al horizonte de las que no lo hacen. Mateméticamente, un observador
se asocia con una tétrada ortonormal {e(,)} tal que €(q) es la cuadrivelocidad del
observador y e(1) apunta en la direccion radial, también llamada el eje 6ptico. La
direccién de un dado rayo de luz estd entonces relacionada con las componentes
angulares p® y p® del cuadrimpulso p* del mismo.

La sombra siempre se puede encontrar numéricamente mediante el método
de trazado de rayos, integrando las ecuaciones de movimiento hacia el pasado
a partir de una dada condicién inicial en la posicién del observador para ver
si el rayo en cuestion intersecta al horizonte de eventos. Sin embargo, en todas
las métricas consideradas en esta Tesis es posible encontrar la sombra usando
las constantes de movimiento conservadas a lo largo de rayos de luz: con las
constantes asociadas a un dado p‘® se puede estudiar la ecuacién de movimiento
radial y determinar analiticamente si la trayectoria en cuestion puede llegar al
horizonte.

El primer objetivo es entonces encontrar las cantidades conservadas. Se puede
ver a simple vista que la métrica de Schwarzschild (2.19) es independiente de ¢ y
de ¢, de lo cual se deduce inmediatamente que p; y p, son constantes a lo largo
de cualquier geodésica. Estas dos componentes son normalmente interpretadas
como la energia £ = —p, y la componente z del momento angular L, = py, y
esto es razonable para particulas con masa cuando se usa el tiempo propio como
pardmetro. En el caso de la luz, existe la libertad de reescalar arbitrariamente el
pardmetro afin y por lo tanto las componentes p,,. Adelantdndose al andlisis del
movimiento de la luz en un plasma en los Capitulos 4 y 5, serd mds conveniente
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fijar la convencion de que p* = dx*/dA es el vector de onda de la luz, con
unidades de frecuencia, y usar los nombres wy = —p; y p, para las cantidades
conservadas.

Al igual que en el problema de Kepler cldsico, la simetria esférica y la
conservacion del momento angular permiten, sin pérdida de generalidad, fijar
6 = n/2. Se tienen entonces tres incognitas 7(1), r(1) y ¢(4), y tres cantidades
conservadas p;, p, y p,p": el movimiento se puede integrar completamente sin
recurrir directamente a la ecuacion de la geodésica de segundo orden. Las tres
ecuaciones de movimiento quedan

2M\ .
gup' =p = (1 - T)t = wo, (2.24)
8peP? =Py = ¢ =p,, (2.25)
2M 2
PP =0 = -1 - |+ ———— + 17" = 0; 2.26
BuP P ( r) 1-2M/r "e (2.26)

reemplazando las dos primeras en la tercera, se obtiene la ecuacion para el

movimiento radial: ) )
dr _ 2 p<p 2M

Se puede ver que definiendo un nuevo pardmetro 1 = woA, la solucién queda
determinada por la combinacién b = p,/wo, llamada el pardmetro de impacto:

2 2
(d—}:) =1- b—(l - 2—M) = V(r), (2.28)
dad r? r

donde se defini6 el potencial efectivo V(r). A pesar de la existencia de las dos
cantidades conservadas wq y p,, la libertad de cambiar la escala del pardmetro
afin implica que el movimiento depende sélo de b (a menos de traslaciones
temporales y rotaciones).

El potencial V(r) presenta dos comportamientos distintos dependiendo del
valor de b. Para b < b, = 3Y3M, es positivo para todo r y todas las trayectorias
cruzan al horizonte; para b > b, el potencial tiene un cero fuera del horizonte,
de manera que las trayectorias se acercan desde el infinito hasta un radio minimo
rm y luego se vuelven a alejar, como se ilustra en la Figura 2.2. En el pardmetro
de impacto critico b, el potencial tiene una raiz doble en » = 3M, y por lo tanto
pueden existir 6rbitas circulares inestables en este radio, formando la llamada
esfera de fotones. De la ecuacion angular

de\>  b?
(5) T AV 229
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b < b, b=0b. b > b,
N \

2M 2M 3M 2M Tm
r r r

Figura 2.2: Potencial efectivo V (r) para distintos valores del pardmetro de impacto
b comparado con el pardmetro critico b, = 3V3M. El movimiento es posible en
las regiones donde V(r) > 0.

@)

Figura 2.3: Distintas trayectorias de la luz alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild a medida que el pardmetro impacto se acerca a su valor critico.
De arriba hacia abajo el pardmetro de impacto disminuye, y se puede ver que las
orbitas pueden dar una o mds vueltas completas alrededor del agujero negro. En
gris se muestra la esfera de fotones y en linea punteada el horizonte. La separacién
entre las trayectorias interiores estd exagerada para mayor claridad.

se puede encontrar el dngulo total recorrido por una 6rbita con b > b, dado por
0 b
2 ——dr,
m T 2\/ V(}" )

donde r,, es el radio minimo de la 6rbita. Esto implica que a medida que b se
acerca a su valor critico, las drbitas dan una cantidad de vueltas cada vez mayor
alrededor del agujero negro, ya que en este limite el potencial tiene su raiz doble
y Ag diverge: esto se muestra en la Figura 2.3.

Se puede ver que el parametro de impacto b, es el que determina el tamano
de la sombra, como ilustra la Figura 2.4. Fijando un observador en el exterior del

Ap = (2.30)
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b > b,

Figura 2.4: Distintas trayectorias de la luz alrededor de un agujero negro de Sch-
warzschild para pardmetros de impacto mayor, igual y menor que el valor critico.
La trayectoria con b = b, realiza una cantidad infinita de vueltas, acercandose
asintéticamente a r = 3M.

agujero negro, los rayos que le llegan con b < b, provienen del horizonte. Los que
tienen b > b, provienen del infinito, luego de acercarse al agujero negro y volver
a alejarse; a medida que b se acerca a b, la deflexion de los rayos aumenta, y los
mismos pueden dar una cantidad arbitrariamente grande de vueltas alrededor del
agujero negro. Los rayos criticos con b = b, se dividen en dos clases. Por un lado
estdn las Orbitas circulares, que forman la esfera de fotones. Por el otro, estan
los rayos que llegan hasta el observador con un pardmetro de impacto critico;
continuados hacia el pasado, se acercan asintéticamente a la esfera de fotones.
Este es el punto clave: la esfera de fotones es quien determina el contorno de la
sombra, ya que los rayos que llegan al observador con b = b, que son asintéticos
a la esfera de fotones, separan a los que vienen del horizonte de los que vienen del
infinito. Si la observacion es desde una distancia grande r,, la sombra subtiende
un radio angular dado por b./r,.

2.4. Agujero negro de Kerr

Encontrar la solucién de Schwarzschild es relativamente sencillo: sélo re-
quiere proponer el ansatz con simetria esférica (2.14), y luego de deducir que
la métrica debe ser estatica, las ecuaciones de Einstein resultan en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. El propio Schwarzschild la encontr6 en
1916, pocos meses después de que se publicara la teorfa de la relatividad general.
El caso de un agujero rotante y estacionario, sin embargo, es mucho més compli-
cado, ya que en lugar de una simetria esférica completa hay s6lo una simetria de
rotacion alrededor de un eje. La métrica se sigue asumiendo independiente de ¢
y de ¢, pero ahora todas sus componentes pueden ser funciones arbitrarias de r
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y de 6. Es posible demostrar [79] que bajo ciertas hipdtesis sobre las ecuaciones
de campo (que se satisfacen en la relatividad general), la métrica axisimétrica y
estacionaria mds general se puede escribir en coordenadas cilindricas {¢, p, ¢, z}
en la forma
2
P d (pz

V(p,2) (2.31)
+¥(p, z)z(dp2 +x(p,2) dzz),

ds® = = V(p, 2)(dt — w(p, z) dg)* +

donde V, w, ¥ y x son funciones de p y z. A pesar de que las diez componentes
de la métrica se han reducido a cuatro funciones de dos variables, el sistema de
ecuaciones resultante sigue teniendo una complejidad importante.

La solucién fue finalmente encontrada por Kerr [41] en 1963, no a través
de una integracion directa sino gracias a avances en la teoria de soluciones de
las ecuaciones de Einstein como la clasificacién de Petrov [82] y el teorema de
Goldberg-Sachs [83] sobre soluciones algebraicamente especiales. La métrica
estd dada por

2M 4Mar sin® 0
ds? = - (1 - Zr) di* - 0 i dy
P . 25 ) (2.32)
+ (r2+a2+ Lzsm) sin 0 dg? + P a2 +p2do?,
Jo, A
donde ahora

0> =r?+a*cos’ 6, (2.33)
A=r>=2Mr+ad?, (2.34)

la masa es M y el momento angular del agujero negro estd dado por J = Ma.
Cuando a = 0, la métrica se reduce a la de Schwarzschild. El espacio-tiempo
es axisimétrico y estacionario, teniendo simetria ante traslaciones en ¢ y en ¢,
pero no estético, ya que la métrica no es invariante ante una inversién temporal
t — —t. Se ve que cambiar el signo de ¢ es equivalente a cambiar el signo de a o
de ¢, indicando que la pérdida de esta simetria se debe a la rotacién del agujero
negro.

Las coordenadas {t,r, 6, ¢} se denominan coordenadas de Boyer-Lindquist
[84]. Se puede ver que no son equivalentes a las coordenadas esféricas usuales
tomando el limite M — 0, en el cual la geometria se vuelve plana pero la métrica
se reduce a

N

ds®> = —dt* +
r2 +a?

dr? + p* do* + (r* + a%) sin® 0 dy?, (2.35)
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cuyas componentes no son las de la métrica de Minkowski en coordenadas
esféricas. Para recuperar las coordenadas cartesianas la transformacion es

x=Vr2+a?sinfcosg, y=Vr2+a?sinfsing, z=rcosh, (2.36)

mostrando que las superficies de r constante no son esferas sino elipsoides con

2+y2 22
ﬁ +5 =1 2.37)
En principio, la métrica de Kerr tiene posibles singularidades cuando p? = 0
y cuando A = 0. La primera de ellas, que ocurre cuando r = 0y 8 = 7/2,
es una singularidad fisica; al igual que en el caso Schwarzschild, esto se puede
verificar comprobando que el escalar de Kretschmann R,, ﬁy(gR“B”‘5 diverge cuando
p? — 0 [85]. A pesar de las apariencias esta singularidad no es puntual, debido
a que las coordenadas no son esféricas. Volviendo a la transformacion (2.36) de
coordenadas de Boyer-Lindquist a cartesianas, se ve que laregionr =0y 0 = /2
es un anillo con
x*+y?=d> (2.38)

Las otras posibles singularidades son las raices de A, dadas por

re =M £ VM? - a?. (2.39)

La métrica se puede hacer regular en estas superficies con un cambio de coorde-
nadas [42], de modo que no representan singularidades fisicas. Al igual que en
el espacio-tiempo de Schwarzschild, la componente g, cambia de signo en estos
valores de r, y por lo tanto el vector d/dr alterna entre ser de tipo espacial y de
tipo temporal. Concretamente, en la regién r_ < r < r; la coordenada radial es
temporal y las trayectorias s6lo pueden moverse hacia radios menores, por lo que
las superficies r = r.. son los dos horizontes de este espacio-tiempo. El horizonte
exterior r = r; es el horizonte de eventos, mientras que el interior » = r_ es un
horizonte de Cauchy [42]. Es facil ver que los horizontes sélo existen si a® < M?;
en el caso contrario, desaparece el agujero negro y la singularidad es desnuda.

2.5. Geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr

Encontrar la sombra de un agujero negro con una métrica arbitraria es, en
principio, andlogo al caso Schwarzschild ya estudiado: hay que obtener las geodé-
sicas del espacio-tiempo para decidir si la trayectoria de un fotén con un dado p,,
proviene del horizonte de eventos o del infinito. La diferencia es que al no haber
simetria esférica no se conservan las tres componentes del momento angular sino
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sélo p, por lo que las trayectorias no serdn planas y junto con las tres cantidades
conservadas wo = —p;, p, ¥ pup* hay cuatro incégnitas t(1), (1), (1) y ¢(4).
Carter [43] descubrié que existe otra cantidad conservada, llamada actualmente
la constante de Carter. La misma surge no de un vector de Killing, como lo hacen
Pt Y Py, sino de un tensor de Killing K, que cumple

V,qu/l + VVK,UJ + VAK#V =0. (240)

Bajo estas condiciones, se puede demostrar que la cantidad K*"p,p, es cons-
tante a lo largo de geodésicas. La manera por la que esta constante se encontrd
originalmente es mediante el estudio de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para la
métrica de Kerr.

2.5.1. Teoria de Hamilton-Jacobi

Como se mostré en la Seccién 2.1, el movimiento de particulas libres en rela-
tividad general (o en cualquier teoria donde las particulas libres sigan geodésicas)
estd descrito por el Hamiltoniano

1
H(x,p) = Eg”V(X)pypy- (2.41)

La idea del método de Hamilton-Jacobi es convertir las ecuaciones de Hamilton,
que son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en una sola ecuacién
en derivadas parciales [1]. Suponiendo por el momento que se conocen las
trayectorias que resuelven las ecuaciones, se considera la funcién

A

S(x0, A3 x,A) = /A dA L(x(2),x(1), ), (2.42)

llamada la accién. La integral en esta definicidn se toma a lo largo de una solucién
de las ecuaciones de movimiento que pase por los puntos xo y x con parametros A

y A respectivamente. Considerando a la accion como una funcion de la posicion
final x y el parametro A, se puede demostrar que sus derivadas estdn dadas por

oS
o = —H (2.43)
oS

Combinando estas dos ecuaciones, se obtiene la relacion

0, (2.45)

s \ as
2al+ = =
71{(x’ ax’ )+ Py
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denominada la ecuacion de Hamilton-Jacobi. El argumento ahora se puede dar
vuelta: si dado un Hamiltoniano se puede encontrar una funcién S(x, 1) que
cumpla

oS oS
s oA =0, 2.46
W(x ox ) al (2.40)
entonces el cuadrimpulso serd
oS

usando la relacion p* = dx*/dA que da el cuadrimpulso en funcién de la veloci-
dad, las ecuaciones de movimiento son
dx” 9§
dl — OxH’
Este es un sistema de ecuaciones de primer orden para las cuatro funciones
{x*}, en lugar de uno de segundo orden para {x*} como son las ecuaciones de
Euler-Lagrange, o uno de primer orden para {x*, p,,} como son las ecuaciones
de Hamilton.

El método mas comiin para resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi consiste
en proponer una solucién con separacion de variables, de la forma

S, ) =S, + 51D +85(x%) + -+ Sy(xM): (2.49)

Suv (2.48)

se dice que el sistema es separable si al reemplazar esta propuesta la ecuacion se
convierte en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias para las S;(x").
Por ejemplo, una particula libre en el espacio-tiempo de Minkowski con g, = 17,y
tiene la ecuacion de Hamilton-Jacobi

L3S 89S  3S _ 218 2
- P (2] 42 . 2.
2 Giae Yo" (az) 2Z(axl) =0 (2-50)

Proponiendo una separacion S(x, 1) = S; (1) + S1(x!) + S2(x?) + S3(x3) + S (1),
la ecuacién se convierte en

3
1 / 1 4 4
—E(S,)z t5 § (S)*+5, =0, (2.50)
i=1

donde la prima denota la derivada respecto de la correspondiente variable. Como
las funciones S, y S, dependen de variables distintas, la tinica forma de satisfacer
esta ecuacion es que todos los términos sean constantes, por lo que la solucién
general es de la forma

3
S =c,t+ Z cixl + e . (2.52)
i=1
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Las ecuaciones (2.46) y (2.47) dicen que las derivadas con respecto a x* de la
accion son los momentos y que la derivada con respecto a A es el Hamiltoniano
cambiado de signo; por lo tanto, las ecuaciones de movimiento en este formalismo
son

Pu=Cun H=-c,. (2.53)

y dx*/dA = n*'p,. La ecuacién original (2.46) implica que se debe cumplir la
relacién ¢y = —(1/2)n* p,py = (1/2)m?.

El siguiente caso mds simple es realizar una separacion parcial, donde en
la accién se separa sdlo la parte dependiendo de una o mds coordenadas. Por
ejemplo, si el Hamiltoniano es independiente de alguna coordenada x!, entonces
la accidn serd separable en la forma

S(x, ) = cix +8(x%, ..., xV,2), (2.54)

donde ¢ es una constante. Larelacion p,, = 0,,S implica entonces que p| = c1, €s
decir, la componente del impulso correspondiente ala coordenada x! es constante.
Al reemplazar la accién propuesta en la ecuacion de Hamilton-Jacobi, ésta queda
escrita como

Hx2, .. xN, 1,08, ...,0882, 1) + 9,52 = 0. (2.55)

Lo que se ve es que la funcidn S satisface una ecuacién de Hamilton-Jacobi con
una coordenada menos: la variable p; fue reemplazada por la constante c;. Este
paso se puede repetir, buscando otra coordenada que se pueda separar, y asi inten-
tar separar completamente la ecuacién. Un caso particular ya mencionado es que
si el Hamiltoniano corresponde a una particula libre, entonces es independiente
de 4, y la accién se puede separar como

1
S(x,A) = So(x) + Em% (2.56)
la funcién S satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi reducida
— | = —=m". 2.57
W(x, i ) 2m ( )

En particular, para trayectorias nulas el lado derecho es cero.

2.5.2. Ecuacion de Hamilton-Jacobi para la métrica de Kerr

El movimiento de rayos de luz en el espacio-tiempo de Kerr puede describirse
por la ecuacion de Hamilton-Jacobi

, 08 0S8
H i = 0, (2.58)
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donde g, viene dada por la Ecuacion (2.32) y ya se us6 que para particulas sin
masa se tiene d5/04 = 0. Si se encuentra su solucion general, las ecuaciones de
movimiento estardn dadas por

dx” 08
Pu = gyvﬁ = ﬁ (2.59)
La métrica inversa g/ tiene componentes
2 A 1
tt_ rro_ 06 _
8§ = _TA’ 8 - _27 8 - _2’
P P P 2.60)
o 2Mar oo A- a’sin’ 0 ’
g == 2 2 g = .2 ’
p-A p2Asin” 0
donde
Y = (r?+d%)? - d*Asin® 6. (2.61)

Las funciones p? y A son las ya definidas en las Ecuaciones (2.33) y (2.34),
respectivamente.

Como la métrica es independiente de t y ¢, y por lo tanto también lo es el
Hamiltoniano, inmediatamente se pueden separar estas dos variables de la accion,
escribiéndola como

S = —wot + pep + So(r,0). (2.62)

Al reemplazar este ansatz en la ecuacion de Hamilton-Jacobi (2.58) y escribir las
componentes de la métrica inversa, se obtiene la ecuacion

> , 4Mar A—a’sin’0 , A , 1 5
- whH+ w +———p- + —(0,50)" + —(99Sp)” = 0.
pzA 0 pzA 0P ¢ pzA sin29 p(p pz( 0) ,02( 0 0)
(2.63)

Multiplicando toda la ecuacién por p?, la misma se puede reescribir como

(r* + a*)?
A
+ A(8,50)% + (89S0)* = 0.

AMar 1 2
———wopy + Za A Py

— a*sin? 0 |w} + >
in“6g A

Se puede ver que la derivada de S con respecto a r aparece multiplicada por una
funcién de r, y que la primera linea de la ecuacion es la suma de una funcion
de r y una funcién de 6. Por lo tanto, el sistema es completamente separable:
proponiendo

So(r,0) = S,(r) + Se(6), (2.65)
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la ecuacion queda en la forma

1
~x [(r2 + az)zw% —4aMrwop, + azpi] + A(S;)2

pz (2.66)
+ —— + a*w)sin® 6 + (S})? = 0.

sin’ @

Para simplificar un poco més, se pueden completar cuadrados sumando y restando

2awop,, con lo que la ecuacion de Hamilton-Jacobi queda

(a)o(r2 +a?) - ap<p)2
A

2

~A(SL)? + = (57 + (2 —awosing) . (267)
sin 6

Aqui la separacion se ve claramente: el lado izquierdo es una funcién sélo de r

y el lado derecho sélo de 8, de modo que ambos lados deben ser iguales a una

constante K. Los momentos covariantes estdn entonces dados por

(Ap,)? = (AS))? = (wo(r2 +a’) - ap(/,)z - AK = R(r), (2.68)
2
p(% = (S;,)2 =K - (;’TZ — awg sin 9) = 0(0), (2.69)

donde se han definido los potenciales R(r) y ®(6). Es tradicional usar en lugar
de K ala constante

0 =K - (awo - py)*, (2.70)

que se puede reescribir como

2

p

0 = p? +00520(% - azwg); (2.71)
sin“ 6

tanto K como Q son llamadas constante de Carter [43]. Como se anticip6 al
principio de esta seccion, es una cantidad conservada que no surge de un vector
de Killing sino de un tensor de Killing de rango 2, como se puede ver del hecho
de que es cuadrética en los impulsos. Concretamente, Q se puede escribir como

Q = 0" pupy,con
0" = diag(—a® cos® 6,0, 1, cot® 6). (2.72)

Es posible verificar [86] que este tensor cumple la ecuacion de Killing tensorial
V.01 + V00, + Va0, = 0, lo cual implica la conservacion de Q.
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2.5.3. Trayectorias de fotones

Las ecuaciones de movimiento para los rayos de luz en el espacio-tiempo
de Kerr se pueden obtener combinando las ecuaciones (2.68) y (2.69) para el
movimiento en r y 6 con las expresiones wo = —g,, X" y p, = gyu X" para las
componentes ¢ y ¢ del impulso; las cuatro ecuaciones son

p?Ai=Twy - 2Marp,, (2.73)
A — a?sin® 0
pPAg == T 2Marwy, (2.74)
sin“ 6
5 2
(p r') - R(r), (2.75)
24 2
(p 9) - 0(6), (2.76)

con

R(r) = w(z)r4 - (0 + pi - aza)(z))r2 + ZM(Q +(py — awo)z)r —d’Q0 (277

2
0(0) = O — cos? 9( ‘p > - azw(z)). (2.78)
sin“ 6

Estas ecuaciones en principio se pueden integrar para hallar la trayectoria con una
dada condicién inicial. Esta forma no es la mas adecuada para una integracién
numérica de las trayectorias, ya que las expresiones para 7/ y 6 contienen raices
cuadradas que deben manejarse con cuidado y cuyo signo debe elegirse a mano.
Sin embargo, al igual que para la métrica de Schwarzschild estas expresiones son
convenientes para analizar los tipos de Orbitas posibles, al estar dadas en términos
de potenciales.

Se puede ver que las trayectorias no dependen de wy, p, y Q de manera
independiente; son invariantes ante una transformacion

wo — awo, Py — aApy, QO — azQ. (2.79)

De manera equivalente, la libertad de reescalar el pardmetro afin permite definir
un nuevo pardmetro A = woA, con respecto al cual los potenciales se dividen por
w% y s6lo dependen de las combinaciones

n= % (2.80)
“o
¢=Le (2.81)

€
S
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llamadas pardmetros de impacto en analogia con el pardmetro b = p,/wy definido
en el caso esférico. Esto también serd asi en cualquier espacio-tiempo que admita
una constante de Carter y en el que el movimiento de la luz sélo se vea afectado
por la gravedad u otras fuerzas independientes de la frecuencia. Distinto es el
caso de las sombras a estudiar en los Capitulo 4 y 5, en las que la presencia de
un plasma afecta a los rayos de luz de manera cromatica, dependiendo de wy.
Dicho de otra manera, la frecuencia de plasma fija una escala de frecuencias, de
modo que las trayectorias no son invariantes ante la transformacién (2.79). Para
mantener la generalidad, en este trabajo no se usardn los pardmetros de impacto
n 'y &, sino que se mantendrén las constantes wg, Q' y p.,.

2.5.3.1. Movimiento angular

Es conveniente empezar analizando el movimiento en 6 de las distintas tra-
yectorias en funcion de los valores de las constantes de movimiento, a partir de la
Ecuacioén (2.71); se puede ver de la definicion (2.69) de K que la misma siempre
debe ser positiva, mientras que Q puede tomar cualquier signo. Como caso parti-
cular, las trayectorias que se quedan en el plano ecuatorial tienen Q = 0 (aunque
la implicacién inversa no necesariamente es cierta); aquellas que lo cruzan tienen
Q > 0, ya que tienen pg # 0 cuando 0 = /2.

Laecuacion (2.76) implica que s6lo puede haber movimiento en los intervalos
de 6 para los que ©(#) es positivo; por lo tanto, el primer paso es encontrar los
valores de las constantes para los que ® tiene una raiz doble, para separar clases
de trayectorias cualitativamente distintas. Las ecuaciones a resolver son

2
p
0() = 0 — cos® 9( —— azwg) =0 (2.82)
sin“ @
p2
@'(6) = 2 cos 9( —— - d’w} sine) = 0. (2.83)
sin” 6

La segunda de éstas tiene dos clases de soluciones. La més evidente es 6 = 7/2,
para la cual ®(7/2) =0y ©(x/2) = Q. Si Q = 0, el potencial ® tiene una raiz
doble en 8 = /2. Las otras soluciones de ® = 0 son las que cumplen

14%

awg

sin @, = ; (2.84)

éstas existen si |py| < awp. En este caso, ©(0.) = QO + (|py| - awp)?, que debe
ser cero para tener una raiz doble. La Figura 2.5 muestra cémo se divide el plano
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—a“wy |

TSRV | VSNV ENENE VNN | _ . . o — = = = = = = ]

Figura 2.5: Regiones con distintos intervalos de 6 permitidos. La curva Q =
—(|py| — awo)? separa a la regién 11 de la regién 111 prohibida.

Py — QO enregiones donde el potencial © tiene distintas formas; €stas se grafican
en la Figura 2.6, y la Figura 2.7 muestra los casos limites entre distintas regiones.

La region prohibida es la III, ya que alli el potencial ® es negativo para todo
0. La region I es la relevante para el célculo de la sombra: las trayectorias se
mueven en un intervalo de la forma 6y < 6 < 7 — 6y, que contiene al plano
ecuatorial y es simétrico alrededor del mismo. El intervalo es mds grande cuanto
mds chico es p,, y cuando p, = 0 el movimiento llega hasta los polos en 6 = 0
y 6 = m. El borde entre la region I y la III, dado por Q = 0y |p,| > a,
corresponde a las drbitas ecuatoriales. La region II, limitada por las curvas Q = 0
yO =—(|pyl —awg)?, contiene trayectorias que no intersectan al plano ecuatorial.
Las mismas pueden estar en una regién con § < /2 6 con 8 > /2, pero no
pueden cruzar entre ambas. En particular, el limite entre las regiones II y III,
donde Q + (|py| — awg)? = 0, contiene a las congruencias nulas principales [42]
con 6 = cte.

2.5.3.2. Movimiento radial

El anélisis del movimiento en la coordenada r comienza de manera similar
al del movimiento en 6, buscando las raices dobles del potencial para separar
distintos regimenes: en este caso, el objetivo es encontrar cudles trayectorias
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Ia

Wﬂ 11 11
@0 VAN i\
b //////"“\\\\\\

w/2 ™ /2 T /2 T

Figura 2.6: Forma cualitativa del potencial angular ®(6) para las tres regiones
mostradas en la Figura 2.5.

I-1I I-111 II-111

0 /2 ™ 0 /2 ™ 0 /2 ™
0

Figura 2.7: Forma cualitativa del potencial angular ®(8) para las curvas divisorias
entre las tres regiones mostradas en la Figura 2.5.

intersectan al horizonte de eventos y cudles no. Las ecuaciones a resolver son

R(r) = a)(z)rA' -(0 +p920 - aza)(z))r2 + 2M(Q +(py — awo)z)r - azQ
= (),

(2.85)

R'(r) = 4a)gr3 -2(0+ pi - aza)g)r + 2M(Q +(py — awo)z)
=0.

(2.86)

Encontrar una expresion analitica para r en funcién de las constantes es en
principio posible pero poco prictico, ya que son ecuaciones polindmicas de
grado 3 y 4. Tampoco es sencillo escribir una relacién entre p, y Q para la curva
de raices dobles, como se hizo en el caso angular. Lo que si es posible es escribir
ambas constantes en funcion de r en forma paramétrica: se obtendrdn expresiones
para los valores criticos p,(r) y Q(r), donde r es la posicion de la raiz doble
de R. Por supuesto, s6lo son fisicamente relevantes aquellas raices que ocurran
fuera del horizonte, con r > ry,.
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Es conveniente empezar despejando Q de la segunda ecuacion:

2wgr3 - (pi - azw(z))r +M(p, — awop)?

0= " . (2.87)

Al reemplazar esto en R(r) = 0 se obtiene una ecuacion cuadritica para p, con

soluciones
M (r2 - az) +rA

Pes = w0 (2.88)

La solucién con el signo de arriba es p,, = wo(r? + a®)/a, y reemplazando
en la expresion de Q se obtiene Q. = —w%rz /az. Esta curva, para r > rj, se
muestra en la Figura 2.8; tiene Q < 0y p, > awq siempre, de modo que esta
completamente contenida en la region prohibida y no corresponde a trayectorias
posibles. Eligiendo entonces el otro signo, las constantes criticas son

M(r2 —a?- rA)

Pe- =0 (2.89)
y
w%rs 2 2
= m(@ M = r(r - 3M) ) (2.90)

Estas expresiones se grafican en funcion de r en la Figura 2.9, y se pueden
ver también en la rama superior de la Figura 2.8. Para r = rj, la curva estd en la
region prohibida, pero a medida que r aumenta se ve que hay un intervalo de radios
para los que Q_ > 0y que por lo tanto corresponden a trayectorias fisicamente
permitidas. La forma del potencial R(r) para distintos valores de las constantes se
muestra en la Figura 2.10. Cuando p, y Q estédn por debajo de la curva el potencial
no tiene raices fuera del horizonte, y todas las trayectorias cruzan al mismo.
Cuando las constantes estdn por encima de la curva, en cambio, las trayectorias
que vienen del infinito tienen un radio minimo fuera del horizonte. Sobre la curva
critica, el potencial tiene una raiz doble, resultando en la posibilidad trayectorias
de radio constante; éstas son las mas importantes para el calculo de la sombra, y
se analizan a continuacion.

2.5.3.3. Orbitas esféricas de fotones

Para un radio r,, si las constantes de movimiento toman los valores criticos
(pe(re), Q(rc)) dados por las ecuaciones (2.89) y (2.90) (y las constantes no estdn
en la region prohibida por el potencial angular) entonces el potencial radial tiene
unaraiz doble en r = r,, y existe una trayectoria contenida en la superficie r = r,
llamada una 6rbita esférica de fotones. Estas orbitas son una generalizacién de
la esfera de fotones de un agujero negro no rotante; también son inestables ante
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—awy 0 awy
Dy

Figura 2.8: Las dos ramas de la curva de valores criticos de p, y Q, parar > ry,.
La rama (p,,, Q+) empieza en el punto marcado r = rj, y se mueve hacia abajo
a medida que r aumenta, mientras que la rama (p,_, Q-) crece hacia arriba. En
gris estd la region prohibida por el potencial angular. Los puntos con r = r.,
discutidos mds abajo, son aquellos donde la curva critica intersecta a la recta

0 =0.

20

101

T, T4 T_

Figura 2.9: Valores criticos de las constantes p, y O en funcion de r, en el
intervalo en que Q es positivo.
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Th Th
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Figura 2.10: La forma cualitativa del potencial radial R(r) para (p,, Q) abajo y
arriba de la curva critica, respectivamente.

Figura 2.11: Orbitas esféricas de fotones con Pelwo = —6M (izquierda) y
Pol/wo = 1.999M (derecha) para un agujero negro de Kerr extremal, cona = M.
Tomado de [87].

perturbaciones radiales, pero en general no son cerradas, ya que los movimientos
en 6 y en g tienen periodos no conmensurables. Esto se ejemplifica en la Figura
2.11. Las orbitas esféricas no ocurren todas en un mismo radio como en el caso no
rotante, sino que hay un intervalo posible de radios para ellas. Para cada superficie
r = r¢, la 6rbita esférica correspondiente recorre un intervalo en 6 determinado
por el potencial angular. Se denomina regién de fotones a la regién del espacio
donde puede haber Orbitas esféricas de fotones, y se muestra en las Figuras 2.12
y 2.13.

El intervalo de radios donde pueden existir Orbitas esféricas de fotones? esta
limitado por las 6rbitas ecuatoriales con Q = 0, como se ve en la Figura 2.8. Es

2Se puede demostrar [42, 87] que los puntos de la curva critica con Q = 0 siempre tienen
|po| > awop; esto implica que la curva no puede ingresar a la region II, y que sus extremos siempre
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posible resolver la ecuacion Q = 0 y encontrar los dos radios [42]

}’i:2M

2 _a
1+cos(§ arc cos (+M))] (2.91)

de las drbitas ecuatoriales circulares. Puede resultar confuso que r, sea el radio
interior y r_ el exterior; los nombres estdn elegidos de esa manera ya que en r el
movimiento en ¢ es con ¢ > 0, rotando en el mismo sentido que el agujero negro,
mientras que en r_ la 6rbita es retrograda. La Figura 2.12 muestra el intervalo
de 6 permitido para las 6rbitas esféricas de fotones en funcién del radio. La zona
gris es la regién de fotones; la interseccion de la misma con un plano vertical
estd graficada en la Figura 2.13. Cuando a = 0, la regién de fotones colapsa a la
esfera de fotones en r = 3M (se puede comprobar que r. — 3M cuando a — 0);
a medida que a aumenta los radios r. de las drbitas circulares se van separando
y la regién de fotones se ensancha. El hecho de que las trayectorias que orbitan
en una direccion tengan distinto radio que las que lo hacen en la otra se debe a
que la componente g;, de la métrica rompe la simetria ¢ — —¢; fisicamente, se
puede pensar que la gravedad afecta menos a los fotones que giran en la misma
direccién que el agujero negro, por lo que los mismos pueden realizar una 6rbita
mas cercana.

Como se ve en las Figuras 2.12 y 2.13, la region de fotones queda dividida en
capas de radio constante. L.a m4s interior, en r = r,, tiene amplitud en 6 nula, s6lo
conteniendo a la Orbita ecuatorial prégrada, con momento angular p, positivo.
Si se va aumentando el radio el momento angular de las 6rbitas disminuye, y el
intervalo de 6 ocupado se ensancha; la 6rbita con p, = 0 es la que llega hasta los
polos. Para radios mayores el momento angular se hace negativo y la amplitud
angular vuelve a disminuir. Existe un intervalo en el que las érbitas no tienen
un sentido de rotacion definido, ya que ¢ y p, no son proporcionales: aunque
el momento angular sea constante, el signo de la velocidad angular cambia a lo
largo de la 6rbita. Si el radio sigue aumentando y p, es suficientemente negativo,
esto deja de pasar y las Orbitas se vuelven retrogradas; y finalmente, en r = r_,
estd la orbita ecuatorial retrégrada.

2.6. Sombra del agujero negro de Kerr

La naturaleza de los rayos de luz que le llegan a un observador depende de
los valores de sus constantes de movimiento. Como se vio en la seccion anterior,
si p, y Q quedan por debajo de la curva critica de la Figura 2.8 entonces la
trayectoria en cuestion proviene del horizonte, y por lo tanto estd dentro de la

son las 6rbitas con Q = 0.
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> /21

r

Figura 2.13: Una seccion de la region de fotones, rodeando al horizonte de eventos
(en negro). Se muestran en linea punteada algunas regiones de radio constante, y
los puntos marcan las 6rbitas circulares ecuatoriales.
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sombra. Si las constantes estdn por encima de la curva critica, la trayectoria tiene
un radio minimo fuera del horizonte, de modo que proviene del infinito y estd
fuera de la sombra. Los rayos con las constantes criticas, dadas por (2.89) y
(2.90), se acercan asintéticamente a las érbitas esféricas de fotones cuando se las
continda hacia el pasado. No provienen del horizonte ni del infinito, por lo que
forman el contorno de la sombra.

El siguiente paso es encontrar la relacion entre las constantes de movimiento
de un rayo de luz y la direccién con la que le llega al observador. En todo
este trabajo se considerardn observadores ubicados a distancias muy grandes
comparadas con el radio del horizonte, de modo que en la posicién del mismo la
métrica se puede tomar como plana:

ds? ~ — di® + dr? + 12 (d92 +sin20 d(pz). (2.92)

El observador tiene asociado una tétrada

e) = 0y, (2.93)
e =0, (2.94)
1
= — 2.
‘@ rsin@a“” (2.95)
1
€3) = —;83. (2.96)

El vector e es la cuadrivelocidad del mismo, y los vectores €(2) y €(3) apuntan
en las direcciones angulares, respecto a las cuales se puede definir la direccién
de observacion de un foton. Los vectores estdn elegidos para tener la orientacion
tipica en el cielo del observador, con e(3) alineado con el eje z como muestra
la Figura 2.14 mds abajo. El cuadrimpulso p® = (p© p) de fotén es nulo,
@ = |p|; tomando un observador en r = r, y 6 = 6,, sus componentes estdn
dadas por

o= (2.98)
1
(2 — 2.99
p ro SiN Hop‘p’ (299)
5 1 1 Py
pY = ——py=x—,0 —cos26,| — — —a?wg |, (2.100)
To o sin“ 6,

en términos de las componentes covariantes del impulso y las constantes de
movimiento. Como las trayectorias se toman dirigidas hacia el futuro y llegando
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al observador desde el agujero negro, p(® y p‘!) son positivos. En el limite de
angulos pequefios, los dngulos formados con los ejes 6 y ¢ son

®)

0, =L (2.101)
Ip
3)

0; = -2 (2.102)
Ip|

Estos tienen los signos opuestos a las componentes p?, p®) ya que describen
la direccion desde donde llega el rayo de luz en lugar de hacia donde se dirige.

Estos dngulos tienden a cero a medida que r, — oo. Para normalizarlos, es
convencional definir en su lugar las coordenadas celestes

5

@=-ref—, (2.103)
Ip|
NE)

B=-red—, (2.104)
Ip|

de forma que las mismas son independientes de r, en el limite r, — co. Tienen
unidades de longitud, de modo que se pueden interpretar como distancias en un
plano perpendicular a la linea de visién y que intersecta al agujero negro. En
las coordenadas de Boyer-Lindquist, el eje z apunta en la direccién del momento
angular J del agujero negro; por lo tanto, S es proporcional a la componente
del cuadrimpulso p™ del fotén paralela a la proyeccién de J en el cielo del
observador y a es proporcional a la componente perpendicular, como muestra la
Figura 2.14.

Las expresiones (2.97)-(2.100) para las componentes ortonormales del impul-
so se pueden reemplazar en las definiciones (2.103) y (2.104) de las coordenadas
celestes para obtener finalmente la relacion entre las constantes de movimiento
de un rayo de luz y la direccién en el cielo en la que se lo observa:

Po

a=——--, (2.105)
wq SIn 6,
! 2 P 2 2
B = iw—o O — cos* 0, - —a‘wg |- (2.106)
o

Ya se ha dicho que las constantes de movimiento de las Orbitas esféricas, también
llamadas las constantes criticas, son las que definen el contorno de la som-
bra. Usando las expresiones paramétricas (2.89) y (2.90) para la curva critica
(py(r),Q(r)) se obtiene una correspondiente curva (a(r), 8(r)) dando el con-
torno de la sombra. Es importante recordar que el r que aparece aqui no es la
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v

Figura 2.14: Coordenadas celestes («, ) centradas en el agujero negro. La coor-
denada S estd alineada con la proyeccién del momento angular J del agujero
negro. La orientacién de las coordenadas y la del impulso p del fotén son opues-
tas, ya que las coordenadas indican desde donde viene el foton.

B/M
(e}

a/M

Figura 2.15: El contorno de la sombra de un agujero negro con a/M = 0.9, visto
por un observador en 6, = /2.

posicién del observador r,, sino que es el pardmetro de la curva critica y en
principio toma valores dentro de la regién de fotones ry < r < r_. La Figura 2.15
muestra el contorno de la sombra de un agujero negro de Kerr con a/M = 0.9
visto por un observador en 6, = /2.

Es interesante notar que la relacion entre la sombra y la esfera de fotones es
mads compleja que en el espacio-tiempo de Schwarzschild. En este dltimo, cada
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a/M =0 a/M =0.5

-
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N
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-6 =3 0 3 6 -6 =3 0 3 6 -6 =3 0 3 6
a/M a/M a/M

Figura 2.16: Sombras vistas por un observador ecuatorial para distintos valores
del momento angular a del agujero negro.

& 0,=0 0, =m/4 0,=m/2
76—6 -3 0 3 6 -6 =3 0 3 6 -6 -3 0 3 6
a/M a/M a/M

Figura2.17: Sombras de un agujero negro con a/M = 0.9 vistas por observadores
en distintas inclinaciones 6,,.

punto de la sombra es un rayo que proviene asintéticamente de una de las érbitas
circulares: todas estas Orbitas estdn en r = 3M, sin importar su inclinacién. En el
espacio-tiempo de Kerr, como ya se ha visto, las érbitas con distinta inclinacién
y por lo tanto distintos valores de p, y Q tienen distintos radios: cada punto de
la sombra corresponde a un valor de r en la regién de fotones. Concretamente,
la coordenada a es proporcional al momento angular p,: el rayo que llega al
extremo izquierdo de la sombra proviene de la 6rbita circular ecuatorialen r = r4,
con p, positivo. A medida que a crece, Q crece y luego decrece mientras que
P, disminuye monétonamente, recorriendo las drbitas esféricas que conforman
la region de fotones y eventualmente terminando en el extremo derecho de la
sombra, que corresponde a la érbita ecuatorial en r = r_.

La asimetria de la métrica de Kerr ante reflexiones en ¢ se ve plasmada cla-
ramente en la forma de la sombra. La misma ya no es circular y centrada en el
eje optico, sino que es asimétrica y desplazada en la direccion « positiva. Mate-
madticamente, la razén es que las ecuaciones de movimiento de la luz dependen
del signo de p; las trayectorias con momento angular positivo, que forman la
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mitad izquierda del contorno de la sombra, pueden pasar mds cerca del agujero
negro y por lo tanto se observan més cerca del eje 6ptico. Lo opuesto ocurre para
las trayectorias con p, < 0. Es esperable que esta asimetria sea mds pronunciada
cuanto mayor sea el momento angular del agujero negro, y la Figura 2.16 muestra
que esto es asi: cuando a — 0 la sombra se vuelve mds circular y centrada, como
lo es en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Las figuras mostradas hasta ahora corresponden a un observador ecuatorial,
con 6, = /2. En este caso, las expresiones para las coordenadas celestes son
simplemente

a=-2¢ (2.107)
wo
y
B = Yo (2.108)
wQ

mostrando claramente que los extremos del contorno de la sombra, los puntos con
B = 0, corresponden a las trayectorias ecuatoriales con Q = 0. Sin embargo, un
observador fuera del plano ecuatorial no ve todas las orbitas esféricas de fotones3.
Matemadticamente, esto es porque si 6, # /2 entonces en la expresion

2

|
B =+—|0 - cos? | —2— - aPw? (2.109)
wo sin“ 6,

la raiz cuadrada puede volverse imaginaria si Q es chicoy p, es grande, lo cual
ocurre en los extremos izquierdo y derecho de la sombra, correspondiendo a 6rbi-
tas con radios cercanos a los bordes r.. de la region de fotones. Fisicamente, estas
orbitas con Q chico tienen poca amplitud angular (y si Q = 0 son ecuatoriales)
y lo mismo es cierto para las trayectorias asintéticas a las orbitas esféricas; por
lo tanto, s6lo son visibles para observadores suficientemente cercanos al plano
ecuatorial. La Figura 2.18 ilustra como un observador fuera del plano ecuatorial
ve una parte reducida de la regién de fotones.

Para encontrar los radios cuyas correspondientes Orbitas esféricas son visibles
por un observador en 6, basta entonces con pedir la condicién ®(6,) > 0, que
dice que 6, queda contenido dentro del intervalo angular de la 6rbita. Usando la
expresion (2.69), esto es

pgo(r)z 2
—a

2

Q(r) — cos® 6| =
sin” 8,

wg| =0, (2.110)

30 estrictamente hablando, no ve todas las trayectorias que, continuadas hacia el pasado, son
asintdticas a una Orbita esférica de fotones.
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Figura 2.18: Para un observador en 6,, s6lo la zona de la regién de fotones
entre los radios marcados con lineas punteadas es visible: aquellas érbitas con
suficiente amplitud latitudinal como para llegar hasta 6 = 6,.

donde p,(r) y Q(r) son las expresiones (2.89) y (2.90) para las constantes
criticas. Esta desigualdad debe resolverse numéricamente para cada 6, dando el
intervalo de radios que serd relevante para la sombra. Si 6, = 7/2, ya se vio que
el intervalo comprende toda la region de fotones r. < r < r_; a medida que el
observador se aleja del plano ecuatorial este intervalo se reduce, y si 8, = 0 6
0, = m queda un tnico valor de r, aquel cuya 6rbita tiene p,(r) = 0. En la Figura
2.17 se muestra como la sombra depende de la inclinacion del observador. La
asimetria es maxima para un observador ecuatorial, ya que éste es el que observa
el maximo rango de drbitas esféricas. Observadores mas cerca de los polos ven

un intervalo menor de 6rbitas, y por lo tanto una sombra mads circular.

2.7. Observables

Para estudiar las propiedades de la sombra de manera mds eficiente en con-
textos astrofisicos, se pueden definir tres cantidades observables que se calculan
a partir de un dado contorno: el drea, la deformacion y la posicién del centroide
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[59]. La ventaja de hacer esto es que a la hora de considerar métricas mas gene-
rales que la de Kerr los observables se pueden graficar en funcién de los distintos
pardmetros de la métrica, permitiendo cubrir mejor el espacio de pardmetros y
visualizar més directamente cémo la forma de la sombra depende de ellos.

Hay otras propuestas de conjuntos de observables en la literatura [88-91];
los tres que se eligen aqui tienen una interpretacion geométrica sencilla, lo cual
permite conectarlos mds directamente con las propiedades de la sombra [59]. La
primera cantidad a definir es simplemente el drea de la sombra, dada por

A:2/,Bda:2/r_,8(r)|a’(r)|dr, Q2.111)

donde el factor de 2 proviene de que la integral por si misma incluye sélo la mitad
de arriba de la sombra. La siguiente es la deformacion, que mide cudnto difiere
la sombra con respecto a un circulo, y se define como

D=" (2.112)

donde Aa y AB son las extensiones de la sombra en las direcciones horizontal
y vertical respectivamente. Esta cantidad es igual a 1 para un circulo, asi como
para cualquier figura cuyos didmetros horizontal y vertical sean iguales; para la
sombra de Kerr es menor a 1, ya que la misma esta aplastada horizontalmente.
Por ultimo, la posicién horizontal del centroide o centro de masa de la sombra

estd dada por
2
a/c:Z/aﬁda. (2.113)
La misma es importante ya que las sombras de agujeros negros rotantes suelen
estar, ademds de deformadas, desplazadas del eje dptico ubicado en a = 0.






Capitulo 3

Sombras de agujeros negros
rodeados de un fluido ideal
anisotropo

En este capitulo se estudia la sombra de una clase de agujeros negros en rela-
tividad general rodeados por un fluido ideal. Luego de explorar posibles razones
para considerar este tipo de sistemas, se presentard la métrica correspondiente
a estos agujeros negros y se seguird el procedimiento descrito previamente para
encontrar una expresion analitica para el contorno de la sombra. Teniendo el
mismo, se analizan las propiedades observables de la sombra en funcién de los
distintos pardmetros de la métrica.

3.1. Agujeros negros estaticos en presencia de un
fluido anisé6tropo

Encontrar soluciones de las ecuaciones de Einstein acopladas a un fluido ideal
gravitante es un problema ampliamente estudiado en el contexto de modelos de
estructura estelar [1]. En el caso mas sencillo, se propone una métrica con simetria

esférica
2 2 dr? 2 12
ds*=—-f(r)dt+ — +r°-dQ (3.1
g(r)

junto con un tensor de energia-momento de la forma

T, = (e +p)”u”v + P8uvs (3.2)

describiendo un fluido con densidad de energia &, presién p y cuadrivelocidad

ut; el modelo fisico del fluido también debe proveer una ecuacién de estado

57
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p(e). Para buscar soluciones estdticas, se toma una cuadrivelocidad u o« 0;;
reemplazando en las ecuaciones de Einstein, se llega a la conocida ecuacion de
Tolman-Oppenheimer-Volkoft [1]

dp _ _(s+p)(m+47rr3p)

dr r(r —2m) ’ (3-3)
donde la funcién de masa m(r) se define como
m(r) = / 4rrle(r) dr . (3.4)
0

Esta ecuacion puede resolverse analitica o numéricamente, dependiendo de la
ecuacion de estado supuesta.

Para los propdsitos de este trabajo, el problema que tiene este modelo es que la
mayoria de las soluciones estdticas no representan agujeros negros. Por ejemplo,
el (poco realista) caso de una esfera de radio R y masa M con densidad uniforme
s6lo admite soluciones si R > (9/8)2M [1]; para radios mas chicos la solucién
no existe ya que la materia colapsa por su propia gravedad. Radios mayores que
éste si admiten soluciones estdticas pero la métrica no posee un horizonte de
eventos, de modo que no describe a un agujero negro. Realizando soluciones
numéricas con ecuaciones de estado mds realistas se llega a la misma situacion:
un espacio-tiempo sin horizontes y cuyo contenido de materia colapsa si se
comprime demasiado. Considerando modelos mds exdticos es posible encontrar
fluidos en equilibrio alrededor de un agujero negro: en [92] se encuentra que
tomando la ecuacién de estado p = —&/3, inspirada en la cosmologia, existen
soluciones de agujeros negros situados en un universo cerrado con curvatura
positiva.

La opcidn que se tomard para este capitulo, propuesta en [13], es generalizar el
fluido a uno anisétropo: permitir que la presion en la direccion radial sea distinta
a las presiones en las direcciones angulares. Esta propuesta tiene cierta historia:
en los anos *70 se empezo6 a estudiar la estructura estelar con presion anisétropa,
a partir de la posibilidad de que las estrellas de neutrones contengan materia
con estas propiedades en cierto régimen [93, 94]. En las décadas siguientes
ha habido mads investigacion sobre las posibles causas de la anisotropia [95] y
sobre estructuras estelares con distintas ecuaciones de estado: ver, por ejemplo,
[96-98]. Matematicamente, plantear una presion anisétropa requiere la eleccion
de un vector x oc 0, que identifica la direccion en la que la presion es distinta, de
modo que el tensor de energia-momento se escribe como

Tyv = (8 + p2)u,uuv + (pl - p2)x,uxv + P28uvs (3.5)
cuyas componentes en coordenadas esféricas (z, r, 6, ¢) estan dadas por

T'uv = diag(_89 p15 pZa P2), (36)
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donde p; y p; representan la presion en la direccién radial y las direcciones angu-
lares respectivamente, y € es la densidad de energia. Un ejemplo bien conocido de
un medio con estas caracteristicas es el campo electromagnético correspondiente
la solucién de Reissner-Nordstrom, que tiene la forma (3.1) con

2M  Q?
f(r)=g(r)=1-—+—, (3.7)
r r
donde Q es la carga eléctrica asociada con un campo eléctrico radial. El tensor

de energia momento tiene la forma de la Ecuacién (3.6), con
2
E=-—7, DPI=-¢ Ppr=E¢. (3.8)
nr

En el caso general, la métrica sigue el ansatz (3.1) y las ecuaciones de campo
estdn dadas [13] por

’ 1
Go%=5+5 _ _ — _grs(r), (3.9)
roor2 2
g g 1
G = rf+r_2_ﬁ_8ﬂpl(r)’ (3.10)
7" ’ 72 / ’
G, =8 S8 sl 8 8 e ), (3.11)

2f T 4f 42 2rf 2r

donde una prima denota la derivada con respecto a r. Generalizando las ecua-
ciones de estado ya vistas, se puede proponer una relacion de proporcionalidad
simple entre las presiones y la densidad, con

Di = WiE. (3.12)

Fuera del horizonte, donde la coordenada ¢ es temporal y r es espacial, se puede
tomar una base ortonormal dada por

1 1 1
€() = ﬁaﬁ e = V8O, e = ~ds €)= 0y, (3.13)

de modo que la densidad de energia es 7,,e = ¢ y la presioén radial es

H eV
0)~(0) ‘
Tﬂye’(‘ 1)e¥1) = p1, como es esperable. Dentro del horizonte, las funciones fy g
cambian de signo y por lo tanto las coordenadas radial y temporal intercambian
su rol: los vectores de la base deben tomarse como

4 / 1
€0 = V=80 €)= Nar;

o, (3.14)
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e e
, (0)7(0)
T,ve (ﬁ’)e’(‘i) = —¢& [13]. Para que la presion radial sea continua en el horizonte y la
materia se mantenga en equilibrio, es necesario pedir que p; = —¢ y por lo tanto
w1 = —1.

Tomando entonces la ecuacién de estado p; = —e 'y p> = wpe, las dos
primeras ecuaciones de Einstein (3.9) implican que g(r) = f(r). La primera
ecuacion se puede integrar para obtener

de modo que la densidad de energia es T;,e = —p1 y la presion radial es

fry=1- 2mr(r), (3.15)

donde m(r) se define como en (3.4). Reemplazando esta expresion junto con
g(r) = f(r) en la tercera ecuacién se obtiene que
f— + L = 8wse, (3.16)
2 r
que luego de algunas simplificaciones se puede expresar en términos de m(r)
como

m” (r) + ¥m’(r) - 0: (3.17)

la soluciodn es

m(r)y=M (3.18)

+ 2r2W2—1 >

con M y K dos constantes. La densidad queda dada por

(1 =2wp)K
8(}“) = W, (319)
y la funcién métrica es
2M K
flry=1-—-—T. (3.20)

Estas formulas no son aplicables cuando wy = 1/2, ya que en ese caso los dos
términos en m(r) no son linealmente independientes. La solucién correcta se
puede escribir como [13]

ro
—1

m(r):M+2

og —, (3.21)
ro
con ro una constante, y se puede redefinir la masa de modo que se obtenga esta
expresion en el limite wp — 1/2 de la solucién general (3.18). Esto se puede
extender al resto del problema, y no se seguird considerando explicitamente el
caso wp = 1/2.
En el caso general, se ve entonces que la métrica contiene un término adicional
respecto a la de Schwarzschild, de modo que su comportamiento depende del
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exponente w,. Para algunos valores de los parametros, la misma se reduce a
casos conocidos. Por ejemplo, si wp = 1y K < 0, la solucién tiene la forma
de la métrica de Reissner-Nordstrom para un agujero negro con carga eléctrica
Q? = —K.Siw», = —1, lasolucién es de tipo de Sitter o anti-de Sitter dependiendo
del signo de K. Se ve en el caso general que la métrica s6lo es asintéticamente
plana si wo > 0, asi que de aqui en adelante s6lo se considerara dicho rango!.
Hay maés condiciones que se pueden pedir sobre los pardmetros: en primer lugar,
estd claro que para tener una densidad de energia positiva (en un sistema en el
que el fluido estd en reposo) se debe cumplir que (1 — 2w;,)K > 0. Para que la
energia total del fluido sea finita es necesario que w, > 1/2, y la condicién de
energia dominante es valida si wo, < 1 [13, 59]. Sin embargo, estas condiciones
no afectan al célculo de la sombra, que se puede explorar independientemente
de las propiedades fisicas del fluido que rodea al agujero negro. Por lo tanto, se
mantendrd s6lo la condicién w, > 0 para tener un espacio-tiempo asintdticamente
plano, permitiendo cualquier valor positivo de w, y cualquier signo de K.

Una generalizacion sencilla que se considerara es agregarle una carga eléctrica
al agujero negro. Como se dijo antes, un campo eléctrico estético tiene la forma
de un fluido ideal con w; = —1 y wy = 1; se puede demostrar [14, 99] que al
tener la superposicion de estos dos medios, la funcién métrica f(r) resulta ser

2
f(r)=1—2—M— fv +Q—2. (3.22)
r r<w2. o r

El dltimo término es claramente no negativo para cualquier valor de Q. Sin
embargo, hay teorias de gravedad modificada en las que aparece un término que
va como 1/r? con signo arbitrario: un ejemplo conocido son los agujeros negros
en mundos brana [15, 23, 24, 100], en los que los efectos gravitatorios de las
dimensiones extra se manifiestan en la llamada carga tidal, andloga a la carga
eléctrica pero permitiendo que Q2 aparezca con signo negativo. Es simple incluir
estos modelos si se reemplaza la carga al cuadrado Q2 por una carga tidal ¢ de
signo arbitrario, de manera que la funcién métrica se escribe como

f=1-2 X4

— + =,
roorw 2

(3.23)

Cuando K = 0, la métrica se puede denominar de tipo Reissner-Nordstrom: si
g > 0 representa un agujero negro cargado, con ¢ = Q2, mientras que si ¢ < 0 la
forma funcional es la misma pero esta interpretacion fisica no es posible.

Como ultimo cambio notacional, el pardmetro w, se llamara simplemente w,
ya que w estd fijo. El resultado de esta seccidn es entonces que la métrica de un

ILas métricas no asintticamente planas son relevantes para el estudio de agujeros negros a
distancias cosmoldgicas.
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agujero negro no rotante, rodeado del fluido anisétropo y con una carga tidal g,
estd dada por

-1
ds? = _(1 - 2’"—(”)) dr® + (1 - Zm—(r)) dr* +r* dQ?, (3.24)
r r
donde
B q
m(r) =M + T o (3.25)

La constante K, que tiene unidades de masa (o longitud) elevada a la 2w-ésima
potencia, parametriza la masa del fluido que rodea al agujero negro. Se ve que la
métrica posee una gran generalidad, ya que considerando distintos valores de w
se puede obtener una dependencia con r de exponente arbitrario; la misma clase
de métricas se puede encontrar como solucidn de distintas teorias [99, 101, 102],
con distintas interpretaciones de los pardmetros.

3.2. Agujeros negros rotantes

Resolver las ecuaciones de Einstein en ausencia de simetria esférica—como
es el caso para sistemas que rotan sobre un eje y sélo tienen simetria axial—es
en general un problema mucho mas dificil, y s6lo se conocen soluciones exactas
en algunos casos particulares. Historicamente, luego de encontrada la solucién
de Kerr se descubri6 que la misma se puede obtener a partir de la métrica
de Schwarzschild a través de un procedimiento hoy llamado el algoritmo de
Newman-Janis [54]. Ya que este algoritmo se puede generalizar para aplicarse a
cualquier métrica con simetria esférica y que serd la base para todas las geometrias
analizadas en esta tesis, se comenzard una breve descripcion de como se puede
usar para obtener la métrica de Kerr a partir de la de Schwarzschild.

3.2.1. Algoritmo de Newman-Janis

La métrica de Schwarzschild es de la forma

2
ds® = —f(r)di* + % + h(r) dQ?, (3.26)

con f(r) = 1 —=2M/r y h(r) = r?. El algoritmo comienza con el cambio de
variables
u=t—r—2Mlog(r—2M) (3.27)

para pasar al sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein, en el cual resulta

ds* = —f(r) du®> = 2dudr + h(r) dQ* . (3.28)
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Luego se expresa a la métrica en términos de una tétrada nula, siguiendo el
formalismo de Newman-Penrose [42, 103]. La misma estd dada por cuatro vec-
tores {/,n,m,m} nulos y linealmente independientes, donde 7z es el complejo
conjugado de m, cumpliendo las condiciones

[-l=n-n=m-m=0, (3.29)
l-n=-1, (3.30)
m-m=1, (3.31)

de manera que se puede escribir
g = =1"n" —nfl” + mPm” + mtm”. (3.32)

La tétrada no estd tinicamente determinada por estas condiciones; la eleccién de
Newman y Janis es

[ =0, (3.33)
1
n =0y =5 f(r)or, (3.34)
1 i

Para el siguiente paso se quiere realizar un cambio de coordenadas complejo
definiendo

r' =r+iacosé, (3.36)
u' =u—iacosé, (3.37)
0 =0, (3.38)
¢ =, (3.39)

donde a es un pardmetro con unidades de longitud. La intencién es luego res-
tringirse a valores reales de ’ y u’, de modo que r y u se extienden a valores
complejos. Sin embargo, este cambio todavia no se puede aplicar a la tétrada.
Esto es porque si en la funcién f(r) se reemplaza r = r’ — ia cos €', cuando las
coordenadas x"# tomen valores reales (y por lo tanto las x* sean complejas), esta
funcién serd compleja, y también lo serd compleja la métrica. Para que ésta sea
real luego del cambio de coordenadas, primero hay que extender sus componentes
(o las de la tétrada) a funciones de r que sean reales para todo » complejo. Por lo
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tanto, antes de hacer el cambio de coordenadas se redefine la tétrada

=9, (3.40)

n=20, - %f(r)a,, (3.41)
1 i

m = \/%(89 + @ap), (3.42)

donde las funciones f(r) y h(r) deben reducirse a f(r) y h(r) cuando r es
real, y f(r) debe ser real para todo r complejo2. Este paso contiene una gran
arbitrariedad, ya que no hay una manera tnica de generalizar las funciones al
dominio complejo. La eleccién de Newman y Janis fue tomar

fry=1- M(% + %) h(r) =72, (3.43)

pero no se dio una justificacién de por qué ésta es la forma particular elegida.
La arbitrariedad es incluso mds clara cuando el algoritmo se usa para obtener la
métrica de Kerr-Newman a partir de la solucion de Reissner-Nordstrom para un
agujero negro cargado, ya que alli la funcién f estd dada por f(r) =1-2M/r +
Q?/r?, y los dos términos dependientes de r se transforman de manera distinta
[55]. Diversos trabajos han explorado esta arbitrariedad, y buscado maneras de
explicarla o eliminarla [56, 104, 105]. Una versién modificada del algoritmo que
serd relevante en el Capitulo 5 propone quitar esta ambigiiedad, a cambio de dejar
una funcién indeterminada en la métrica resultante [56, 106].

Teniendo ahora la tétrada complejificada, se puede realizar el cambio de
coordenadas (3.36)-(3.39). En estas nuevas coordenadas la tétrada resulta

=4, (3.44)
1
n=_0y - Ef(r)ar’, (3.45)
1
m=———/iasing (0 — 6,) + B + ——0y |, (3.46)
2h(r) sin 6’

donde r = r’ — iacos# dentro de las expresiones f(r) y h(r). Tomando la
eleccion (3.43) para estas funciones y quitdndole las primas a las coordenadas,

2Como h siempre aparece multiplicada por su conjugada en la métrica, no es necesario que
sea real.
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la tétrada es explicitamente
[ =0, (3.47)

1 2Mr
=0, - =1 = ————=10:, 3.48
"= 2( r2+a2c0529) (5-4%)

1

m =
V2(r + ia cos 0)

(ia Sin0(d, — 0,) + 9 + —0,|.  (3.49)
sin 6

La métrica se puede reconstruir a partir de la tétrada en estas nuevas coorde-
nadas usando la expresion (3.32), y resulta ser la métrica de Kerr en coordenadas
de Eddington-Finkelstein [107]:

ds* = — fdu® +2dudr + p* d6* + T sin” 0 dg?
4aMr sin® 0
+T

(3.50)
dudp+2asin’0drdy.

Finalmente, el cambio a las coordenadas de Boyer-Lindquist {¢, r, 6, ¢} estd dado
por

2 2
t=u—/r Za dr | (3.51)
—o- [ L4 (3.52)
¢_‘10 A r’ .

con el cual se recupera la métrica de Kerr en la forma (2.32).

A lahora de generalizar el algoritmo de Newman-Janis a otras métricas, se en-
cuentran algunos problemas. Luego de ser propuesto, fue usado exitosamente para
producir la métrica de Kerr-Newman [55], pero el algoritmo no especifica como
encontrar el campo electromagnético correspondiente al agujero negro rotante,
que en el trabajo original fue obtenido integrando las ecuaciones de Maxwell.
Existen propuestas de extensiones del algoritmo que transforman otros campos
que haya presentes ademas de la métrica; ver por ejemplo [108] o [109]. Ademas,
como ya se menciond, la extension de la métrica a las coordenadas complejas
debe ser elegida arbitrariamente, y no se da ninguna justificacién de por qué la
métrica rotante deberia ser solucién de las mismas ecuaciones de campo que la
original; en el caso de Kerr-Newman esto tuvo que ser comprobado manualmen-
te. Tampoco hay garantias de que sea posible realizar la ultima transformacion
a coordenadas de Boyer-Lindquist, en las que g;4 es la tinica componente fuera
de la diagonal [110]. Hay algunos resultados sobre la aplicacién del algoritmo
a métricas que no sean la de Schwarzschild o Reissner-Nordstrom: se sabe que
en la relatividad general el algoritmo no puede dar lugar a espacio-tiempos con
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un fluido perfecto que no sea el vacio [104], y hay varios ejemplos mostrando
que en teorias de gravedad modificada la métrica generada por el algoritmo no
es solucidn de las ecuaciones de campo originales [107, 111], y requiere la mo-
dificacion de las mismas o el agregado de algin contenido extra de materia. En
la practica, esto dificulta la interpretacion fisica de las métricas producidas por el
algoritmo y de su contenido de materia, pero no representa un problema para el
andlisis de las geodésicas del espacio-tiempo, o en particular para el cdlculo de
la sombra. En todos los casos considerados en este trabajo, la métrica representa
sin duda un agujero negro rotante, aunque no sea trivial encontrar la teoria de la
cual la misma sea solucion.

3.2.2. Meétrica del agujero negro rotante

Teniendo la solucién estética (3.24) para un agujero negro rodeado de un
fluido anisétropo, en [14] se aplica el algoritmo de Newman-Janis para llegar
a una métrica que represente a un agujero negro rotante. La complejificacion
elegida estd dada por

2M

q K 2Mr—q+Kr2(1_W)
f(r) = 1—T+r—2—r2—w —>F(r,9) =1-

p? ’

(3.53)

con p? = r? + cos? . El término dependiente de K se complejifica de manera
que comparta el denominador p? de los otros dos términos, lo cual coincide con
la eleccion tomada en otras referencias [49, 56, 58]; se la puede pensar como la
complejificacion

Fry=1- 2mr(r) — fr) =1 —m(”f)(l + %) (3.54)

2 r
seguida del cambio de coordenadas
2m(r)r
pr
manteniendo la misma funcién de masa m(r). Realizando el cambio a coordena-
das de Boyer-Lindquist, la métrica resulta ser

F(r,0) = f(r—iacosf) =1 —

(3.55)

2 4 ) 2
ds? = _(1 _ M) dﬂ_Lgr)rdtdga+—zsin20d¢pz+%dr2+p2d92,
P

p? P
(3.56)
donde

A=r*=2m(r)r+ad’, (3.57)
Y = (r* +a%)? - a®Asin® 6. (3.58)
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Se puede observar que la forma de la métrica es idéntica a la de Kerr, con la masa
constante M reemplazada por la funcién m(r).

El tensor de Einstein tiene una expresion complicada [14] que no es relevante
en lo que sigue, de modo que no serd incluida aqui. Lo que si es importante notar
es que la inica componente no diagonal del mismo es G,,. Esto implica que la
tétrada que diagonaliza el tensor de energia momento mezclard los vectores 0; y
d,, entre si, pero no con d, 6 dy: heuristicamente, como el vector temporal e g de
la tétrada tiene componentes 7 y ¢, el contenido de materia se puede interpretar
como un fluido que rota alrededor del agujero negro en la direccién azimutal. La
densidad de energia y las presiones, definidas como las componentes del tensor
de energia-momento en la base en la que el mismo es diagonal, tienen expresiones
relativamente sencillas:

qg+(1- 2w)Kr2(1_W)
£ =

, 3.59
Snp? (3.59)
p1=-¢, (3.60)
2 e _ 2(1-2)
q a“cos= 6\ (1 -2w)Kr
= +w+(w-—1 . 3.61

Es claro que el contenido de materia no tiene la misma ecuacién de estado
p2 = we que en el caso estdtico.

Para poder interpretar esta métrica como la correspondiente a un agujero
negro, es necesario mostrar la existencia de un horizonte de eventos. El mismo,
siendo una superficie nula, se encontrard donde g"”” = 0 y por lo tanto A = 0 [14].
Esta funcién tiene la forma

A=r>-2Mr+a* +q — Kp2(-w)

= AKN — Krz(l_w) (362)

donde Axy = > —2Mr + a* + q es la forma funcional de A en un espacio-tiempo
de tipo Kerr-Newman. Por supuesto, si K = 0 la métrica se reduce a la de tipo
Kerr-Newman: existe un par de horizontes si a*> + ¢ < M?, y una singularidad
desnuda en el caso opuesto. Es importante notar que si g es negativo entonces es
posible tener un agujero negro con a > M, cosa que no puede ocurrir en el caso
Kerr-Newman ordinario con ¢ = Q°.

En el caso general con K # 0, el objetivo es encontrar para qué valores de los
pardmetros existird al menos una raiz de A y por lo tanto un horizonte de eventos.
Laecuacion A = 0 no tiene solucién analitica excepto que w tome algunos valores
especiales, por lo que es necesario un andlisis indirecto. La desaparicién de un
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horizonte corresponde a una raiz doble de A, dada por el par de ecuaciones

P2 —2Mr +a* + q-— Kr2U-w) = 0, (3.63)
2(r = M) =2(1-w)Kr'=?" = 0. (3.64)

En general este sistema no se puede resolver para r, pero es sencillo encontrar
w'y K en forma paramétrica en funcién de r, dejando fijos los otros pardmetros.
Usando que la primera ecuacién implica K = Agnr>™~1, se puede reemplazar
en la segunda ecuacion para llegar a [59]

2vg-M
W = %, (3.65)
K = Agnr 2 =M)/Akn (3.66)

Estas dos ecuaciones dicen, para cada valor de r, los valores necesarios de w y
K para que en ese radio haya un horizonte extremal. Graficando las mismas en
el plano w-K para valores fijos de M, a y g, se puede ver la separacién entre la
region del espacio de parametros que contiene al menos un horizonte y la que
contiene una singularidad desnuda; en particular, las expresiones dependen sélo
de la combinacién a” + g y no de ambos pardmetros por separado. Un detalle que
hay que tener en cuenta es que como K tiene unidades de longitud a la 2w-ésima
potencia, se debe tener cierto cuidado al interpretar un grafico de K vs. w: valores
de K con distintos w no se pueden comparar directamente. En la Figura 3.1 se
muestran las curvas de separacion, adimensionalizadas tomando M = 1; esto es
equivalente a definir un pardmetro adimensional K = KM ~2". Estrictamente, los
graficos son mds complejos de lo que se muestra en la figura ya que en algunas
regiones pueden aparecer y desaparecer horizontes interiores adicionales. Estos
horizontes no son relevantes para lo que ocurre en el exterior del agujero negro,
de modo que no se han incluido: las regiones permitidas son aquellas donde existe
al menos un horizonte.

3.3. Separacion de variables y calculo de la sombra

Dada la similitud de la métrica (3.56) con la métrica de Kerr, el procedimiento
para encontrar las geodésicas nulas es esencialmente el mismo que el descrito en
el Capitulo 2. En la ecuacién de Hamilton-Jacobi

1,988 48 a§
27 OxHox¥ 04

se propone un ansatz de separacion

0 (3.67)

S =—wot + pep + S,(r) + Se(0) (3.68)
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Val+q=0.2 VaZ+q=0.5 VaZ+q=0.9
0 0 0
S
—1 /\ —1 —1
VaZ+q=12 VaZ+q=15 a?+q=18
2 2 2
1 14 1
0//j 0 0
0 1 2 0 1 2 0 1 2
w w w

Figura 3.1: Valores permitidos de w y K [59]. Las curvas de traza continua mues-
tran valores de los pardmetros para los que el horizonte de eventos desaparece; en
las regiones sombreadas, el espacio-tiempo contiene una singularidad desnuda.
Como se menciona en el texto, se toma M = 1, de manera que K, a y g son
adimensionales.

para obtener la igualdad

X 5 4m(r)ar A-a’sin*0 , A _,, 1 ’
- + + ——————p,+ —(S5) + —=(Sg)” =0.

pzAwO pZA WoPy p2A Sil’l29 Py pz( r) pz( 9)

(3.69)
Simplificando un poco, ésta se puede reescribir en la forma
2, .2 2

wo(r-+a°)—a 2

a2y ) Zape) g, (42 - awosing) . (3.70)
A sin 6

donde se ve explicitamente que el lado izquierdo es sélo funcién de r y el lado
derecho s6lo funcién de 6; por lo tanto, ambos lados deben ser iguales a una
constante K. Las ecuaciones de movimiento se pueden llevar a primer orden
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usando que dx*/dA = g""p, y que p, = 0S/0x*:

.1
pli = K(Zwo —2am(r)rp,), (3.71)
1 (A-a?sin*6
2.
= —| ————p, + 2am(r)rwy |, (3.72)
po¢ A( ey (r)rwo
5 \2
(p f) - R(r), (3.73)
25\
(p e) - 0(6). (3.74)
Definiendo la constante
0 =K - (awy — py)* (3.75)
los potenciales tienen la misma forma que para la métrica de Kerr:
2
R(r) = [(r2 + az)wo - ap(p] - A(Q + (awg — p¢,)2), (3.76)
2
p
() = Q — cos? 9( . "; - azw%), (3.77)
sin“ 6

siendo la tnica diferencia que la expresion de A contiene a la funcién m(r) en
lugar de la masa M; esta diferencia sé6lo afecta al potencial radial, mientras que
el angular es idéntico al caso de Kerr.

Teniendo el potencial radial, se pueden buscar los valores de r que cumplen
R(r) = R'(r) = 0 para encontrar las drbitas esféricas de fotones. A diferencia
de la métrica de Kerr, al derivar el potencial aparecen derivadas de m(r). De la
ecuacion R(r) = 0, se obtiene la constante de Carter

2, 2 _ 2
0- [(r*+a )(Zo apy| ~ (awo - po)’: (3.78)

reemplazando esta expresion en la derivada de R(r) se llega a

’

R'(r) = dwor [(r2 +a®)wy — ap(p] - A [(r2 + az)wo - apgo]2 =0, (3.79

A
donde
AN =2[r—m'(r)r —m(r)] =2(r - M) =2(w - 1) 5—. (3.80)
revs
La ecuacién R’(r) = 0 es cuadrdtica en p,, y tiene dos soluciones
r?+a?
Py = wo (3.81)

a
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_ wo [(r2 +a?)N - 4rA]

Po = — . (3.82)

Aligual que lo que ocurre en la métrica de Kerr, la primera solucion corresponde
aQ = —w%r“ /a* < 0y porlo tanto no es una trayectoria permitida por la ecuacién
de movimiento angular (ver Ecuacién (2.88)). Las constantes de movimiento de
las drbitas esféricas son entonces las dadas por la segunda solucién (3.82) junto
con

2.2
(,L)OI’

a’A?

La geometria es asintéticamente plana, asi que las coordenadas celestes vistas
por un observador en (r,, 8,) son las definidas en el Capitulo 2, en las Ecuaciones
(2.105) y (2.106). Con estas expresiones se puede graficar la sombra del agu-
jero negro, reemplazando las expresiones (3.82) y (3.83) para las constantes de
movimiento y realizando un gréifico paramétrico en el que r recorre el intervalo
donde S es positivo. En la Figura 3.2 se muestran contornos de la sombra para
algunos valores de los pardmetros. Se puede ver inmediatamente que las sombras
muestran la asimetria caracteristica causada por la rotacion del agujero negro;
este y otros efectos se ven mds claramente cuando el observador es ecuatorial y
el spin es grande, de modo que los graficos usan 6, = 7/2y a/M = 0.9. Como
ya mostr6 la Figura 3.1, si K > 0 es posible tener un spin arbitrariamente gran-
de, no limitado por la condicion a < M?; pero como esto no se ha observado
en agujeros negros astrofisicos [112], no se incluiréd en el andlisis. Los valores
w = 0.25 y w = 2 se han elegido para ser generalmente representativos de las
regiones w < 1 y w > 1, recordando que si w = 1 la métrica se reduce a la de
Kerr-Newman. En la Figura 3.3 se repite el andlisis de horizontes, esta vez fijando
tres valores de w y buscando la relacién entre K y g que delimite la regién donde
existe un horizonte de eventos. Se puede ver que si K es muy negativo (menor
que aproximadamente —(0.2), entonces no estd permitido tener g = 0; para que
este valor esté incluido en el intervalo analizado, los graficos usan K = —0.15
como representante de la regiéon K < 0.

0 = [16a*A - (r& - 40)?]. (3.83)

3.4. Observables

El estudio de los tres observables definidos en la Seccioén 2.6, dados por
las Ecuaciones (2.111)-(2.113) permite cubrir mejor el espacio de pardmetros y
entender como cambian las propiedades de la sombra. A lo largo de esta seccion,
se toman tres valores del spin (a/M € {0.2,0.5,0.9}), tres valores del pardmetro
de anisotropia (w € {0.25,0.75,2}) y tres valores de K (K = 1, K = 0 y un valor
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101

I\\J’ l\\\/l --- gqg=-1

101
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///_\\ — ¢=05
AN
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@]

Figura 3.2: Sombra de un agujero negro con a = 0.9 para distintos valores de los
parametros, vistas por un observador ecuatorial con 6, = /2. Los pardmetros
estdn adimensionalizados con M = 1.
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-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
K K K
Figura 3.3: Valores permitidos de K y g para tres valores de w y a = 0.9; las
regiones sombreadas contienen una singularidad desnuda. Al igual que en la
Figura 3.1, se toma M = 1.

a=0.2,w=0.25 a=0.2w=0.75 a=02,w=2
400 \
— K =1
<C200 --- K=0
, e K =—1
N
a=0.5,w=0.25 a=0.5w=0.75 a=05w=2
400 \
— K=1
~ 200 --- K=0
- cee K =—07
] — .
a=0.9w=0.25 a=09,w=0.7 a=09,w=2
400 \
— K=1
= 200 .- K=0
S R B \ - K=-015
0
0 2 -1 0 1 2 0 2 i
q q q

Figura 3.4: El drea de la sombra del agujero negro para diversas combinaciones
de los pardmetros. Como en los otros graficos, todas las cantidades son adimen-
sionales tomando M = 1.

negativo cercano al minimo posible en cada caso), y se grafican los observables
en funcién de g para cada combinacion de pardmetros.

En la Figura 3.4 se muestra la dependencia del drea con los pardmetros. Es
inmediato ver que el drea disminuye con ¢, generalizando el comportamiento
del agujero negro de Kerr-Newman; andlogamente, el drea crece con K, lo cual
es razonable ya que g y K aparecen con signos opuestos en la métrica y por lo
tanto es esperable que produzcan efectos opuestos. La curva con K = 0 es, por
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K=1
- K=0
K=-1
— K=1
| N -- K=
\ A \ e K=-07
0.9 X
a=09,w=0.25 a=0.9w=0.75 a=09,w=2
1.2
“ 1.1 K=1
L0 --- K=0
ﬁ K=-015
0.9

Figura 3.5: La deformacion de la sombra del agujero negro para diversas combi-
naciones de los pardmetros. Como en los otros gréficos, todas las cantidades son
adimensionales tomando M = 1.

supuesto, independiente de w, ya que es la correspondiente al agujero negro de
Kerr-Newman. También hay que recordar que las unidades de K dependen de
w, por lo que no se pueden comparar directamente valores de K entre distintas
columnas del grafico a menos que se elija una manera de adimensionalizar. El
casow > 1y K > 0 es interesante ya que no hay cota superior para g; la carga
puede volverse arbitrariamente grande, reduciendo el tamaio del horizonte y
junto con €l la sombra, de manera que el drea rdpidamente se acerca a cero.

En la Figura 3.5 se muestra el observable relacionado con la deformacién de
la sombra. En este caso, la dependencia con los pardmetros es mas débil; salvo en
elcaso {w =2, K = 1} en que la carga puede aumentar sin limite, la desviacién de
la circularidad no excede al 10 %. En general, cuando K disminuye hacia valores
negativos la deformacién disminuye y la sombra se vuelve mds comprimida
horizontalmente; un K positivo hace que la sombra tienda a la circularidad. La
excepcion es el casow > 1y K > 0, donde para ¢ > 1 el comportamiento se
invierte y la sombra se empieza a volver estirada horizontalmente en lugar de
comprimida.

Por dltimo, en la Figura 3.6 se muestra la posicion del centroide de la sombra.
Aqui hay un cambio de comportamiento: para w = (.25, valores mas grandes de
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a=0.2,w=0.25 a=02w=0.75 a=02,w=2

— K=1
--- K=0
K=-07

a=0.9,w=0.25 a=0.9w=0.75 a=0.9,w=2

--- K=0

‘\ [ ce K= —015

Figura 3.6: El centroide de la sombra del agujero negro para diversas combina-
ciones de los pardmetros. Como en los otros graficos, todas las cantidades son
adimensionales tomando M = 1.

K producen una sombra més alejada del eje 6ptico hacia la izquierda, mientras
que para valores mayores de w la dependencia se invierte. Analizando casos
intermedios se puede ver que el cambio es gradual: no ocurre en un valor puntual
de w, sino que a medida que w se acerca a 1/2 las curvas de @, en funcién de
g se empiezan a cruzar entre si, y cuando w = 1/2 las tres curvas se cruzan en
q = 0; luego, los puntos de cruce se siguen desplazando hacia g negativo. Al
igual que para la deformacion, en la columna de la derecha se ve el cambio de
comportamiento cuando g toma valores grandes, resultando en una sombra que
se desplaza hacia el lado opuesto.

3.5. Discusion

La presencia del fluido anisétropo agrega a la métrica un término de forma
andloga al de la carga tidal g y con signo opuesto. El resultado encontrado es
el esperable, dado este parecido: el efecto del fluido sobre las propiedades de la
sombra es similar y opuesto al que produce la carga. Concretamente, se observa
que en todos los casos analizados un valor mayor de K lleva a una sombra
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mads grande y mds circular, mientras que la posiciéon de la misma tiene distintos
comportamientos dependiendo del valor de w. Cuandow > 1y K > 0, la métrica
permite—a diferencia del agujero negro de Kerr-Newman—valores de la carga
arbitrariamente grandes, que dan lugar a una sombra estirada horizontalmente y
desplazada en la direccidn opuesta al resto de los casos.

Otra caracteristica notable de este modelo es que si K > 0 es posible tener
valores arbitrariamente grandes no sélo de la carga sino también del momento
angular del agujero negro; una observacion de una violacién de la cota Kerr para
a/M podria ser evidencia a favor de una métrica como la considerada en este
capitulo. Si w > 1, el momento angular puede aumentar sin limite sin importar
el valor (positivo) de K. St w < 1, para cada valor de K hay una cota superior
para a, pero esta cota puede hacerse arbitrariamente grande aumentando K.



Capitulo 4

Sombras de agujeros negros
rodeados de un plasma

En este capitulo, el estudio de las sombras se extiende al caso de agujeros
negros rotantes rodeados por un fluido en estado de plasma. A diferencia del
capitulo anterior no se considera el efecto gravitatorio del medio, tomadndose
como despreciable, sino que el enfoque estd en cémo las trayectorias de la luz
se desvian por su interaccién con el plasma. Esta interacciéon depende de la
frecuencia de la luz; en particular, existe una frecuencia de corte debajo de la cual
las ondas no se pueden propagar en el medio.

4.1. Propagacion de la luz a través de un plasma en
un espacio-tiempo curvo

Las ecuaciones que rigen el movimiento de la luz en un plasma se pueden
proponer heuristicamente generalizando la descripcion clédsica [75, 76]. En un
medio isétropo, el movimiento de la luz estd caracterizado por el indice de
refraccion

1

_ 4.1
) “-

n(x,p) =
que en cada punto es la inversa de la velocidad local de la luz v(x, p), medida en
el sistema en que el medio estd en reposo. Si la cuadrivelocidad del plasma esta

dada por U¥(x) con U,U* = —1, entonces en este sistema el cuadrimpulso de la
luz se puede descomponer como

pH = U + k¥, 4.2)

77
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donde w = —p,U* es la frecuencia de la luz respecto del medio y el vector
espacial
k¥ = pt + (p,U")U* (4.3)

cumple k,U* = 0. La velocidad de fase se escribe entonces como v2 = w? /k ukH,
y el indice de refraccidn resulta

k/xk# gyv(x)p,upv
= 5 1+ >
(PﬂU“) (PﬂU”(x))

Esta ecuacion es general; el siguiente paso es usar que el indice de refracciéon
de un plasma estd dado por [75]

4.4)

wp(x)z

2—_
n =1 >

4.5)

w

donde como antes w = —p,U* es la frecuencia de la luz respecto al medio, y

4 2
Wt =T N (4.6)

p M,

es la frecuencia del plasma, con e la carga del electron, m, la masa del electrén
y N la densidad numérica de electrones. Se ve explicitamente que un plasma
es un medio dispersivo, ya que la velocidad de la luz depende de su frecuencia.
Reemplazando esta expresion para n en la ecuacion (4.4), se llega a que el
cuadrimpulso debe cumplir

g" pupy = —w;. (4.7)

Se puede proponer entonces que las trayectorias de los fotones son soluciones de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano

Hx,p) = 5 (8" pupy + wp (<)) @8

con H = 0. La cuadrivelocidad U* del plasma ha desaparecido; el Hamiltoniano
no depende de su movimiento sino sélo de su densidad, a través de w,. A pesar
de que el indice de refracciéon es menor a 1, indicando una velocidad de fase
superluminica, es posible demostrar [74] que el transporte de energia de la luz es
alo largo de las curvas integrales de H, que son temporales; alternativamente, se
puede calcular la velocidad de grupo y comprobar que la misma es menor a 1. El
indice de refraccion tiende a 1 cuando w/w, — oo, indicando que en este limite
las trayectorias se vuelven libres, y se vuelve imaginario para w < w,: al igual
que en la situacion cldsica, es imposible la propagacion de rayos con frecuencia
menor a la del plasma.



4.1. PLASMAS EN ESPACIO-TIEMPO CURVO 79

El Hamiltoniano (4.8) se puede deducir de manera mds rigurosa partiendo de
las ecuaciones de Maxwell. El proceso se detalla en [74] para el caso de un plasma
frio (es decir, sin presion) y no magnetizado; aqui s6lo se comentara brevemente
siguiendo a dicha referencia, ya que la deduccién no es trivial. La principal
dificultad radica en que en un espacio-tiempo curvo no hay una nocién general de
ondas planas con las que se puedan asociar rayos de luz. Sin embargo, es esperable
que se recupere una nocién aproximada de las mismas en un limite 4 <« L, donde
A es la longitud de onda y L es alguna escala de distancia caracteristica de la
curvatura; este es el limite de dptica geométrica. Esto motiva definir un pardmetro
a = A/L y proponer un campo electromagnético de la forma

Fu(x,a) = Re{eis(x)/afw(x, a/)}, 4.9)

donde la amplitud f,,(x, @) es una funcién suave en @ > 0; la funcién S(x),
llamada la eikonal, es proporcional a la fase de la onda. A pesar de que esta
expresion no tiene un limite cuando @ — 0, es posible demostrar que a medida
que « disminuye las funciones F,, (x, @) se van acercando a soluciones de las
ecuaciones de Maxwell, y por lo tanto se pueden interpretar como soluciones
aproximadas de tipo onda plana cuando «a es suficientemente chico.

Se puede demostrar que la amplitud y la polarizacion son transportadas a lo
largo de las curvas integrales del vector p,, = 9,5, lo cual permite interpretar las
mismas como rayos de luz, perpendiculares a las superficies de S constante; por
lo tanto, para estudiar las trayectorias de la luz es necesario plantear una ecuacién
para S(x). El modelo usado para esto es el de un fluido de dos componentes,
iones y electrones, con presion despreciable. Los iones se asumen estéticos, ya
que su masa es mucho mayor que la de los electrones, y se postulan pequefias
perturbaciones del campo electromagnético y de los electrones por encima de un
fondo con densidad numérica N. La ecuacién de la eikonal a la que se llega es
simplemente

7’((x, 8—5) =0, (4.10)
ox
con H (x, p) el Hamiltoniano presentado en la Ecuacion (4.8). Los rayos de luz
son las curvas integrales de las ecuaciones de Hamilton:

dx*

T g py (4.11)
dp 1 o 1
d_/lﬂ = —30ug Ppapps + Eaﬂwf,. (4.12)

La frecuencia minima para los rayos de luz se puede encontrar también en
este formalismo [76]. En todos los casos que se consideraran en este capitulo, la
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métrica tiene la forma
ds? = 2 2 2 2
ST =gudt +2g1,dt do + gup do” + g dr” + ggg d6”, (4.13)

con g > 0,800 >0y D = (g10)> — gu8pe > 0 fuera del horizonte. Las
componentes de la métrica inversa estdn dadas por

1t 8 1o _ 8t P 8u
= -, g = —, g = ——
D D D
rr 1 66 1 (414)
gl=—, g =—.
8rr 860

El Hamiltoniano es entonces una forma cuadrética en los impulsos espaciales
(PrsPo>Do)s

p: P g 8 g
QH =L 20 S0 02wy — W + WP, (4.15)
gr 8o D¢ "DV D 0P

que es definida positiva en p, y py. En un dado punto del espacio-tiempo, los
valores de wq para los que pueden existir rayos de luz son aquellos para los que
esta forma cuadratica tiene al menos un cero. Hay dos casos a considerar. Si
gn > 0, la forma cuadrdtica tiene signatura mixta, y sin importar los valores de
wo y de w, serd posible encontrar momentos espaciales (p,, ps, p,) que cumplan
H = 0. La region fuera del horizonte con g;; > 0 es llamada la ergoregion [42]:
alli no puede haber observadores estdticos, y necesariamente deben girar con
el agujero negro. En el caso en que g, < 0, la forma cuadrética es definida
positiva: su valor minimo debe ser negativo para que sea posible tener H = 0.
Derivando con respecto a p,, e igualando a cero, dicho minimo estd ubicado en
Po = —(810/8it)wo, y €l Hamiltoniano vale

2

w
2Hrmin = — + w3 (4.16)
81t

La condicion Hin < 0 se traduce entonces en

wg = —guw). (4.17)
En las regiones exteriores a la ergosfera, donde g;; < 0, este es el valor minimo de
wo que puede tomar un rayo de luz; si wy estd por debajo, no existen trayectorias
de luz en el punto del espacio-tiempo en cuestion, ya que no es posible tener
H = 0. Esta expresion también es vélida dentro de la ergoregion, donde se
cumple trivialmente.
La forma particular de la frecuencia de plasma w,(x) depende del modelo
elegido para el material que rodea al agujero negro. Estos modelos requieren, en
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su version mds completa, simulaciones de magnetohidrodindmica relativista, y
por lo tanto no son ficilmente adaptables al tratamiento analitico de este trabajo
[63, 113]. El camino a seguir serd buscar formas funcionales para w,(x) que
permitan la integracidn de las ecuaciones de movimiento al igual que en el vacio.
Para métricas con simetria esférica la condicion es simplemente que la densidad
electrénica sea una funcién N(r) del radio [75]. En el caso de agujeros negros
rotantes, pedir la separabilidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi lleva a una
condicién sobre la funcién w), (x) que se introducird en la seccion siguiente.

4.2. Espacio-tiempos de Giirses-Giirsey

En esta seccion se considera una clase de geometrias que generaliza la del
capitulo anterior. En su version no rotante, la métrica tiene la forma de la Ecuacion
(3.24), donde ahora m(r) es una funcidn arbitraria; en el caso en que la métrica
describa a un objeto aislado de masa M, se debe cumplir que m(r) — M
cuando r — oo. Esta clase incluye por supuesto a la solucién de Schwarzschild
si m(r) = M, asi como a la de Reissner-Nordstrém cuando m(r) = M — Q?/2r;
ver también [25, 56, 114, 115] y las referencias alli mencionadas. Es un tipo de
geometria que aparece frecuentemente en el estudio de agujeros negros regulares,
es decir, sin una singularidad central. Es posible demostrar [114] que para que el
espacio-tiempo sea regular se debe cumplir que

m(0) = m’(0) = m”(0) = 0. (4.18)

Dos ejemplos conocidos son el agujero negro de Hayward [25, 27], con

3

m(r) = Mr;Tﬁ (4.19)
donde ¢ es una constante, y el de Bardeen [25, 26], donde
L2 \32
m(r) = M(m) ) (4.20)

Para hallar una version rotante de esta clase de métricas, se puede aplicar el
algoritmo de Newman-Janis como se describié en la Seccién 3.2.2 [25, 58]. La
funcién f(r) =1 — 2m(r)/r se complejifica a

(4.21)

fry=1 —m(’”)(l . l) _ | _ 2m(Re(r)Re(r)
r r

2 )\r |2 ’
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que luego del cambio de coordenadas complejo y el paso a la forma de Boyer-
Lindquist lleva a la métrica [116]

2 4 D) 2

ds* = —(1 - M) di? = O g+ Z sin? 0dg + - dr? + p? di?
p p A

(4.22)

donde p, A y ¥ estdn respectivamente definidos en las Ecuaciones (2.33), (3.57)

y (3.58).

4.3. Separacion de variables y calculo de la sombra

Como se vio en la Seccién 4.1, ante la presencia de un medio con frecuencia de
plasma w),(x), el movimiento de la luz estd determinado por el Hamiltoniano de
la Ecuacién (4.8). En la ecuacion de Hamilton-Jacobi H (x, S/0x) = 0 se puede
volver a proponer la separacion de variables (3.68) para la accidn, obteniendo la
ecuacion

X 5 4m(r)ar A —a?sin®@ > A Lo 1 L0 o
————p,+— () +—= (S +w, =0 (4.23)
p2Asintg ¢ 2 S Sy

que se puede reescribir como

(wo(r? +a?) = ap,)?
A(S))?- —+
A
Para que esta ecuacién sea separable, se asume primero que la distribucién de

plasma es axisimétrica, dependiendo sélo de r y 6 [76]. Se puede ver entonces
que la relacién

2
(S;)2+(P—‘p€ — awop sin 0) +p2w% =0. (4.24)
sin

a)f,(r, 0) =

£0)+ /o0) ws)
P

es necesaria y suficiente para que la ecuacion de Hamilton-Jacobi quede separada
en una parte dependiente de r y una parte dependiente de 6; aqui f, y fy son

funciones que dependen s6lo de su respectivas variables!. De esta manera, la
constante de separacion resulta

2
K = (S))2 + (s%’ — awysin 9) + £4(0) (4.26)

(wo(r” +a®) —apy)?
A

'Es interesante notar que, considerando el caso a = 0 para el que la métrica tiene simetria
esférica, la condicién de separabilidad es w%, = (f+ + fg)/r?; es decir, una métrica esféricamente
simétrica admite distribuciones de plasma axialmente simétricas para las cuales la ecuacién de
Hamilton-Jacobi es separable.

= A8+ + (). (4.27)
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Definiendo como antes la segunda constante de Carter Q = K — (awg — p¢)2, las
ecuaciones de movimiento en r y 6 pasan a ser

(p%;)2 - R(r), (4.28)
(pza')2 - 0(6), (4.29)
con

R(r) = [(r2 +a?)wg - ap‘/,]2 - A(Q + (awo — p¢)2) - Afi(r), (4.30)
2

() = Q — cos? 9( .p;" - a%g) — fa(0). (4.31)
sin“ 6

El célculo del contorno de la sombra procede también andlogamente al caso
del vacio. Las orbitas esféricas de fotones son las raices dobles del potencial
radial, de modo que hay que resolver las ecuaciones R(r) = R’(r) = 0 para
encontrar las constantes de movimiento p, y Q expresadas paramétricamente en
funcién de r; la dnica diferencia es la presencia del término —A f,. en el potencial.
A partir de R(r) = 0 se puede resolver para Q, obteniendo [60]

2, 2 _ 2
0+ (py—awp)* + f, = [ +a )(ZO apy| . (4.32)

Luego, reemplazando en la expresion para R’, se llega a
/ 2,2 Ao o 2 /
R'(r) = 4wor[(r"+a”)wo —apy] - K[(r +a”)wo—apy]”—Af; =0. (4.33)

Esta ecuacion es cuadritica en p,,, con soluciones

wo|l 2, o 2rA A S
=—|r"+a” - 1+ [1- . 4.34
Pe =", [r MY ( 4wir? (39

Reemplazando esta expresion para p,, en (4.32), se puede despejar la correspon-
diente expresion para Q, dada por [60]

2.4
(,L)OI’

(A_az) _fr_

a?

(4.35)

4w2r*A 2 NF\ Af

0 2 r r
= - —(A- I+, [1- +

°T o [r pAe )}( 4w3r? ) Na?
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La region de fotones se puede encontrar usando que la ecuaciéon de movimiento
angular implica que siempre se debe cumplir que ® > 0: reemplazando las
expresiones (4.34) y (4.35), esto se escribe como

2
O(r) — cos (% - azw(z)) — £4(6) > 0. (4.36)

S

La region de fotones esta dada por los pares (r, 6) que cumplan esta desigualdad.

En estos resultados se ve explicitamente que la presencia del plasma rompe
la invariancia ante cambios en el pardmetro afin. A diferencia de lo que pasa
en el vacio, no se puede eliminar la frecuencia w reescribiendo las ecuaciones
en términos de p,/woy O /a)(z); cualquier cambio de escala en wy debe venir
acompanado de un cambio en w,. Es importante notar tambié€n que en el caso
general, no parece posible descartar uno de los signos de la ecuacion (4.34) como
si lo era en vacio. El andlisis de la relevancia fisica de ambas ramas de la solucién
debe hacerse para cada métrica y distribucion de plasma en particular.

Asumiendo que la geometria es asint6ticamente plana, se puede fijar un
observador en (r,, 6,) y usar la tétrada (2.97)-(2.100) para definir, al igual que
en los capitulos anteriores, las coordenadas celestes («a, 8). Para los propdsitos
de este trabajo, se considerardn distribuciones de plasma con w, — 0 cuando
r — oo, lo cual es equivalente a pedir

LB

o 2

0. (4.37)

Bajo estas condiciones, reemplazando en las Ecuaciones (2.103) y (2.104) las
coordenadas celestes resultan

o=-—Le (4.38)
wq Sin 6,
1 2 P )
B=x—4|0 —cos* 0, — 5 — —atw — fo(6,). (4.39)
wo sin“ 6,

El procedimiento para encontrar la sombra es el siguiente. Fijadas la funcién
m(r) de la métrica y una frecuencia de plasma w, (r, #) que cumpla la condicién
de separabilidad (4.25), las expresiones (4.34) y (4.35) dan los valores criticos
de las constantes p, y Q en funcion de r; es decir, para cada valor de r son los
valores correspondientes a una Orbita esférica en dicho radio, asi como a una
trayectoria no ligada que se acerca o aleja asint6ticamente de una Orbita esférica.
Reemplazando estas expresiones paramétricas en (4.38) y (4.39), se obtiene la
curva (a(r),8(r)) que describe el contorno de la sombra; el rango de r es el
intervalo en el cual g es real.
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Para continuar, es necesario entonces fijar una forma funcional para w,, que
debe respetar la condicion de separabilidad (4.25). Una opcién matemdticamente
simple es tomar un plasma uniforme, para el cual

fr(r) = wgrz, fo(0) = w%az cos’ ) = cuf, = w%, (4.40)

con w? una constante [76]. Es importante notar que con esta frecuencia de plasma

algunas de las formulas anteriores no son vilidas, ya que no se cumple que w, — 0
cuando r — oo. El enfoque de este trabajo, sin embargo, son los agujeros negros
considerados como objetos aislados, rodeados de un plasma con una extension
espacial acotada. Para estudiar esta situacion, se tomard una versién modificada
del modelo propuesto por Shapiro [78, 117]. El mismo considera un agujero negro
de Kerr sumergido en un medio de hidrégeno gaseoso con densidad uniforme
N = Ny en el infinito. Para encontrar la sombra con el método ya descrito, esta
densidad debe ser suficientemente baja como para que no afecte al movimiento de
la luz a grandes distancias [60, 61]; es decir, se asume que la frecuencia wq de la
luz cumple wé > 4me’Ny/m., donde segiin (4.6) el lado derecho es la frecuencia
del plasma correspondiente a N = Ny. En [78] se asume también que el flujo del
gas es radial—es decir, esféricamente simétrico—a grandes distancias; incluso
para el caso de un agujero negro moviéndose con velocidad V a través del medio,
se puede ver [118] que el flujo se vuelve radial por dentro del radio de captura

M

_ 4.41
c% + V2 ( )

re =
donde M es la masa del agujero negro y c, la velocidad del sonido en el gas. Este
radio es mucho mayor que el radio de Schwarzschild (yaquec;, < 1yV <« 1 en
circunstancias realistas), por lo que es valido considerar al agujero negro como
estacionario en una zona de radio r. alrededor del mismo.

Bajo estas condiciones, en [78] se parte de las ecuaciones de movimiento para
un fluido ideal rodeando un agujero negro de Kerr, tomando como condicién de
contorno que el fluido esta en reposo en el infinito. Si se asume que en la region de
acrecion el flujo es supersonico y por lo tanto la presion se vuelve despreciable?,
el resultado es que el mismo cae al agujero negro a lo largo de trayectorias con
u =0y uy, = 0, donde u* es la cuadrivelocidad. La rotacion del agujero negro
arrastra al gas y lo hace adquirir una componente #¥ no nula, resultando en una
velocidad angular dy/dt = —g;,/g4s. Para los propdsitos de este trabajo, el
resultado importante es que para r < r. la densidad va como

-\-302
N(r,0) ~ No(—) , 4.42)
Ve

ZEsta suposicién ha sido discutida; ver por ejemplo [119] y las referencias alli mencionadas.
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empalmando con la condicion de contorno N = Ny parar > r.. La dependencia
con O es extremadamente débil, con una variacién maxima del orden del 1 %,
por lo que la densidad se toma como esféricamente simétrica, dependiendo sélo
de r. Como ya se dijo, se asume que el valor en el infinito Ny produce un efecto
despreciable para el rango de frecuencias consideradas; por lo tanto, el modelo a
usar es un plasma cuya frecuencia va como a)lz, ~r32,

Hay dos potenciales problemas a la hora de aplicar el resultado (4.42). El
primero es que el mismo fue deducido para la métrica de Kerr, no para métricas
mds generales como las que se consideran aqui. Es necesario por lo tanto asumir
que la distribucién de plasma no se altera significativamente cuando se modifica la
geometria [60, 61]. Una justificacion rigurosa de esta hipétesis requeriria resolver
las ecuaciones del fluido para cada métrica elegida, lo cual estéd por fuera de los
objetivos de este trabajo. Sin embargo, se puede argumentar heuristicamente
que las desviaciones con respecto a Kerr normalmente tienden a cero en una
escala de unos pocos radios gravitatorios, por lo que la relacién (4.42) deberia
ser aproximadamente correcta excepto en la region inmediatamente proxima al
horizonte [120, 121].

El otro problema es que una frecuencia wlz, no es de la forma sepa-
rable (4.25). La salida elegida [60, 76] es modificar la distribucién ligeramente,
introduciendo una dependencia con 6. Las funciones se toman como

o r3/2

r(r) = wNM3r, - fo(0) =0, (4.43)
de modo que la frecuencia del plasma es

2 2 VM3r

w, = w

_— 4.44
“rr+a’cos?0 (49
donde w, es una constante y la masa M del agujero negro fija la escala de
distancias. Desarrollando esta distribucién como

3/2 2
M
w? ~ wz(—) (1 _L cos® 0), (4.45)

p = %l 2

se puede ver que se recupera la simetria esférica del plasma cuando r es unas
pocas veces el radio a.

La distribucién de plasma (4.44) no debe tomarse como un modelo exacto
del entorno de algtn agujero negro astrofisico [60]. Ademads de que la deduccion
original sélo es estrictamente vélida para la métrica de Kerr y de que se le
ha agregado una dependencia con # para hacer posible un estudio analitico,
los agujeros negros cuya sombra ha sido observada hasta el momento no estan
rodeados de material con simetria esférica sino de un disco de acrecién. Una
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distribucién con forma de disco, ya sea grueso o delgado, no es facilmente
representable en la forma separable (4.25). El modelo considerado aqui debe
ser tomado como una primera aproximacion a los efectos del plasma sobre
las sombras de agujeros negros; un estudio mds detallado requiere un trazado
de rayos numérico, usando distribuciones de densidad correspondientes a los
entornos observados de los agujeros negros.

4.4. Ejemplos

En esta seccion se considerardn dos ejemplos de interés. El objetivo es, ademés
de ilustrar la aplicacion de los resultados generales ya obtenidos a métricas
particulares, analizar los efectos que la distribucién de plasma elegida produce
en estos casos sobre las sombras.

4.4.1. Agujeros negros de tipo Kerr-Newman

El primer ejemplo de métrica a considerar es del tipo (4.22) con

m(r)=M - -, (4.46)
2r

donde M es la masa del agujero negro y g un pardmetro real. Es un caso especial
de la estudiada en el capitulo anterior en ausencia de plasma, con K = 0. Si
g es positivo y se define ¢ = Q? entonces la métrica es simplemente la de
Kerr-Newman; sin embargo, la versién con ¢ negativo aparece en varias teorias
alternativas de gravedad, y se denominard “de tipo Kerr-Newman”. Los mundos
brana [15, 100] son un modelo ya mencionado, en el que el segundo término en
(4.46) aparece como efecto debido a las dimensiones extra, y g se llama la carga
tidal. Otro ejemplo es la gravedad de Horndeski [122], que es la teoria de gravedad
escalar-tensorial mds general con ecuaciones de movimiento de segundo orden;
algunos casos especiales de esta clase de teoria tienen como solucién al agujero
negro de tipo Kerr-Newman sin restricciones al signo de g [123]. Los efectos
dpticos en este tipo de agujeros negros en vacio han sido estudiados previamente
[46, 124, 125]. Los horizontes de este espacio-tiempo estdn ubicados en los ceros
de la funcién [60]

A:r2—2Mr+a2+q; (4.47)

por lo tanto, es necesario tener a’> + ¢ < M para que exista un horizonte de
eventos. Esto implica, en particular, que este tipo de agujeros negros puede
tener un pardmetro de rotacion a arbitrariamente grande si g es suficientemente
negativo.
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q/M?* = —0.15 q/M?*=0 q/M?*=0.15

t
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Figura 4.1: Sombra de un agujero negro de tipo Kerr-Newman con a/M = 0.9
para distintos valores de la carga tidal g y la frecuencia wy, vista por un observador
ecuatorial. El valor w?/ w% corresponde al limite de frecuencia infinita.

Para graficar la sombra, hay que reemplazar la métrica elegida en las cons-
tantes p, y Q criticas (4.34)-(4.35). Estas expresiones tienen dos posibles signos;
es posible demostrar [60, 76] que para distribuciones de plasma con f, o ¥, con
0 < k < 2, el signo inferior lleva a trayectorias con Q < 0 que no son fisicamente
relevantes. Algunos ejemplos de sombras se muestran en la Figura 4.1. Las mis-
mas estan realizadas tomando 6, = /2y a/M = 0.9, para maximizar los efectos
de la rotacion, y para tres valores de ¢ que incluyen a ¢ = 0. Es posible ver que
las expresiones (4.38)-(4.39) para las coordenadas celestes («, 8) dependen de la
frecuencia a través de la combinacién a)g / w?‘), donde w, es la constante en (4.44)
que fija la escala de frecuencias, por lo que las sombras estdn parametrizadas en
términos de dicho cociente; un valor mayor de w?/ w(z) implica luz de frecuencia
menor. Es ttil que la parametrizacién vaya inversamente con wy, ya que de esta
manera el limite de frecuencia infinita se puede tomar como w?/ w% =0.

Es inmediatamente notoria la disminucién del drea de la sombra a medida
que la frecuencia disminuye. Esto se debe a la aparicién de la region prohibida
para frecuencias bajas. La misma envuelve al agujero negro desde los polos y
extendiéndose al plano ecuatorial a medida que wy se achica, forzando a los rayos
de luz a moverse en un drea reducida. El comportamiento de la sombra al variar
los pardmetros puede estudiarse mds claramente en la Figura 4.2, en la que se
grafican los observables A, D, y @, definidos en la Seccién 2.7. La dependencia
de los mismos con ¢ es relativamente suave en la region estudiada; es mucho
mads importante la variacién con la frecuencia. Se puede ver que a medida que la
misma disminuye (y por lo tanto los efectos del plasma se hacen mas fuertes), la
sombra tiende a hacerse mds chica y més circular y centrada; para valores grandes
de w?/ a)g, la forma de la misma estd determinada principalmente por el plasma.
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Figura 4.2: El 4rea (A), la deformacién (D) y el centroide (@) de la sombra de
un agujero negro de tipo Kerr-Newman con a/M = 0.9, visto por un observador
ecuatorial. Arriba: Los tres observables graficados como funcién de la frecuencia
wo para tres valores de la carga g. Abajo: Los observables graficados en funcién
de g para tres valores de wy.

4.4.2. Agujeros negros en teoria escalar-tensorial
Einstein-Gauss-Bonnet 4D

El tensor de Einstein G, que aparece en las ecuaciones de Einstein (1.14)
tiene la propiedad de ser simétrico, de divergencia cero, y de estar construido a
partir de la métrica y sus derivadas primeras y segundas. A la hora de buscar
modificaciones de la relatividad general, es razonable pedir que la expresion que
reemplace al tensor de Einstein comparta estas mismas propiedades. Las primeras
dos deben valer para que el tensor modificado pueda ser proporcional al tensor
de energia-momento, que es simétrico y de divergencia cero; la tercera propiedad
es la necesaria para tener ecuaciones de campo de segundo orden. El teorema de
Lovelock [17, 18, 126] categoriza todos los posibles tensores de rango dos con
estas tres propiedades que se puedan construir a partir de la métrica. El resultado
es que dependiendo de la dimensién D del espacio-tiempo, la accién de Einstein-
Hilbert (1.13) puede adquirir términos adicionales, con més términos disponibles
en dimensiones mayores; el primero de ellos es el invariante de Gauss-Bonnet,
dado por

G = R®"°R,p,5 — 4R R, + R?, (4.48)

de modo que la accién incorporando este término es

1
SEGB = / d*x \/—_g(ER + yg), (4.49)
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donde y es una constante? con unidades de drea. En D = 4, el invariante de Gauss-
Bonnet es topoldgico; su contribucion a la accién depende sélo de la topologia
del espacio-tiempo, y por lo tanto es constante ante variaciones y no aparece en
las ecuaciones de movimiento. Esto implica la conclusién de Lovelock [17] de
que la relatividad general es la tnica teoria puramente geométrica de gravedad
en cuatro dimensiones cumpliendo las condiciones arriba mencionadas.

Una propuesta motivada por teorias de campos cudnticos conformes [19,
127] para intentar obtener una version 4-dimensional de la teoria Einstein-Gauss-
Bonnet es redifinir la constante de acoplamiento ay = y/(D—4), con ¥ constante,
y luego tomar el limite D — 4; como la contribucién del término de Gauss-
Bonnet va a cero en D = 4, se espera que esto sea cancelado por el factor de
1/(D — 4) introducido y de esta manera se llegue a una modificacion finita en
D = 4. En [19] se tomo este limite para algunas soluciones especiales, pero
varios trabajos [128-131] sefialaron que este procedimiento no estd bien definido;
ademads de la dificultad en definir el limite de objetos tensoriales, para los cuales
la cantidad de componentes depende de la dimension (y tiene sentido s6lo para
D entero), mostraron que la parte de Gauss-Bonnet de las ecuaciones de campo
tiene términos sin un factor de D — 4 que pueda ser cancelado por la redefinicién
de la constante y. Con métodos mds rigurosos [132-135] de tomar este limite
se encontré que la teoria 4-dimensional resultante incluye un grado de libertad
adicional correspondiente a un campo escalar ¢, con accion

S = /:foQﬂ£%R+y@g+4Gw&m@m—4wam¢+ﬂ6@ﬂ}
(4.50)

Las ecuaciones de campo se muestran en los trabajos citados; no son relevantes
en lo que sigue y no se reproducen aqui por su longitud. Esta accién pertenece a
la clase de teorias denominadas escalar-tensoriales de Horndeski [122]; para un
repaso general de la teoria y su historia, ver [20].

La solucién de agujero negro estatico fue rapidamente encontrada, tanto para
la propuesta heurfstica original de la teoria [19, 127] como para sus reformula-
ciones [133, 134]. La métrica es de la forma (4.22), con la funcién de masa

r 1287y M
= (1= ) 4.51
m(r) 647r)/( TR @50

Como es esperable, la geometria se reduce a la de Schwarzschild cuando y — 0.

3En la literatura esta constante suele denominarse a, pero aqui se ha renombrado como y
para no generar confusién con la coordenada celeste .
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y/M? = 0.0001 v/M? = 0.0005 v/M? = 0.001

ot

WHwE=0

B/M 0

'
ot

ot
ot
ot

0 0 0
a/M a/M a/M

Figura 4.3: Sombra de un agujero negro de tla teoria escalar-tensorial Einstein-
Gauss-Bonnet 4D con a/M = 0.9 para distintos valores de la constante y y la
frecuencia wy, vista por un observador ecuatorial.

Para r — 0 la métrica tiene el comportamiento

Mr
-1
= ~1- , 4.52
gl‘l grr 871")/ ( )
mostrando que el potencial gravitatorio es finito; para r — oo se tiene
_ 2M
gtl‘ = grr1 ~ 1 - r s (453)

como corresponde a un cuerpo de masa M. La geometria tiene dos horizontes en

ry =M £ \(M? - 167y; 4.54)

los mismos existen siy/M? < 1/16x. En [136, 137] se estudian las predicciones
de esta teoria para algunos escenarios astrofisicos#, con el fin de encontrar cotas
observacionales para el valor de y. La cota més estricta encontrada en estos
trabajos es y < 2 x 10m? ~ Mé, bajo ciertas hipétesis.

Para obtener una métrica rotante, se puede aplicar el algoritmo de Newman-
Janis® como se describio en la Seccion 4.2 [138, 139]. La métrica es nuevamente
de la forma (4.22) con la funcién m(r) dada en (4.51). La ecuacién A = 0 que
da las posiciones de los horizontes no se puede resolver analiticamente en este
caso. Lo que se puede hacer es, para un a fijo, resolver numéricamente el sistema
A = A’ = 0 para encontrar el agujero negro extremal y por lo tanto la condicién

“4Los trabajos citados usan una constante cuya definicién difiere de la usada aqui en un factor
de 167.

>Los trabajos citados usan el algoritmo de Newman-Janis modificado, descrito en el capitulo
siguiente; sin embargo, se puede llegar al mismo resultado usando el algoritmo clésico.
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2/ 2 2 /2 2 /w2
ws W we /@y we /W
0 8 15 0 8 15 0 8 15| /M2 = 0.0001
30 1 2 [teas .
““\ ..... ~y/M? = 0.0005
< 40 s v/M? = 0.001
0 0
) 1 22—
_______________________________________________________ 27,2
< 40 Q 095f TTTTTTe-- S 1 wey =0
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0 0.9 0 ,;2/, 2 =15
0 0.0005  0.001 0 0.0005  0.001 0 0.0005  0.001 T W/t = 0

v/ M? v/ M? v/ M?

Figura 4.4: El 4area (A), deformacién (D) y el centroide (a.) de la sombra de un
agujero negro con a/M = 0.9 visto por un observador ecuatorial. Arriba: Los
tres observables graficados como funcién de la frecuencia wg para tres valores de
la carga q. Abajo: Los observables graficados en funcién de ¢ para tres valores
de wq.

para la existencia de al menos un horizonte; para a/M = 0.9, el valor que se
tomard en el resto de esta seccién, la condicién resulta ser y/M? < 0.00129 [60].

Para graficar la sombra, otra complicacién es que no se puede repetir el ar-
gumento de [76] y del ejemplo anterior para elegir uno de los dos signos de la
férmula (4.34) que da los valores criticos de p, en funcion de r. Sin embargo,
también se puede ver numéricamente que, para los rangos de pardmetros estudia-
dos, el signo inferior resulta en trayectorias con Q < 0 que no son fisicamente
relevantes.

En la Figura 4.3 se muestran algunas sombras de los agujeros negros consi-
derados en este seccion, con a/M = 0.9 y manteniendo la distribucién de plasma
(4.44). La sombra muestra la caracteristica disminucion de tamafio a medida que
la frecuencia disminuye, pero la dependencia con vy es muy sutil, posiblemente
debido a que la condicion para la existencia de horizontes impone un rango muy
estrecho de posibles valores de y/M?. Esto se ve claramente si se grafican los
observables A, D y a, como en la Figura 4.4.

4.5. Discusion

La presencia de un fluido en estado de plasma puede alterar drasticamente la
forma y tamano de la sombra en las condiciones adecuadas. El modelo de plasma
considerado aqui [78] es casi esféricamente simétrico y debe tomarse como una
primera aproximacion a situaciones mds realistas en las que el material que rodea
al agujero negro forme distribuciones como discos, toros o jets. Se estudiaron
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geometrias que se originan en diversas teorias y cuyas métricas de agujero negro
rotante fueron generadas mediante el algoritmo de Newman-Janis. La clase de
métricas considerada contiene una funcién arbitraria m(r), y por lo tanto puede
incluir varias geometrias conocidas; en particular, es comin asumir esta forma
en el estudio de agujeros negros regulares [25, 27, 58, 114]. En los dos ejemplos
tomados se observa que cuando la frecuencia de la luz se acerca a su valor minimo
permitido, el plasma produce el efecto dominante sobre la forma y tamafio de la
sombra.






Capitulo 5

Sombras de agujeros negros
rodeados de plasma en la teoria
Einstein-Maxwell-dilaton

En este Capitulo se estudia la sombra de los agujeros negros en la teoria
Einstein-Maxwell-dilatén, una modificaciéon a la teoria Einstein-Maxwell que
aparece como un limite de bajas energias de la teoria de cuerdas. El capitulo
comienza describiendo la versién modificada del algoritmo de Newman-Janis,
que es la que se usa para generar las métricas estudiadas. Se incluye la presencia
de un plasma rodeando al agujero negro, al igual que en el capitulo anterior.

5.1. Algoritmo de Newman-Janis modificado

Como se describi6 en el Capitulo 3, el algoritmo de Newman-Janis [54]
contiene algunas arbitrariedades y pasos cuya motivaciéon no queda del todo
clara [104]. Los dos problemas principales son que la complejificacion de las
funciones métricas no es Unica, y que no necesariamente es posible pasar de
las coordenadas de Eddington-Finkelstein a coordenadas de tipo Boyer-Lindquist
en las que g;4 sea la tnica componente no diagonal de la métrica [56]. El
caso a considerar en este capitulo presenta especiales dificultades a la hora de
aplicar el algoritmo cldsico; por lo tanto, en esta seccion se describird brevemente
la modificacién propuesta en [56, 106]. La misma busca dar una prescripcion
clara para las componentes de la métrica rotante, que no requiera encontrar una
complejificacion que funcione a través de prueba y error. El precio que se paga es
que la métrica s6lo queda determinada a menos de un factor conforme, es decir,
una funcién que la multiplica globalmente. Esta puede quedar arbitraria si sélo
interesan las trayectorias de la luz en el vacio; en otro caso, hay condiciones que

95
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se pueden pedir para fijar dicha funcion.
El procedimiento comienza con una métrica genérica con simetria esférica
2 , , dr 2
ds“=—f(r)dt"+ — + h(r) dQ°. (5.1)
g(r)

En la misma siempre es posible hacer un cambio de coordenadas de manera que
h(r) = r?, pero no siempre es conveniente, de modo que esta funcién se dejard
general. El cambio a las coordenadas de Eddington-Finkelstein estd dado por

dr

u=t-— , (5.2)
Ve
luego del cual la métrica se puede escribir en términos de la tétrada nula
I=4, (5.3)
/f (r) 1
=7|—=0,— = O, 54
1 i
m= Og + ——0, |, (5.5)
V2h(r) sinf
con la férmula usual
g = =I"n" — nfl” + mPm¥ + mtm”. (5.6)

El siguiente paso del algoritmo cldsico es complejificar las funciones para realizar
el cambio de coordenadas

r—r—iacosl, u— u+iacosb. (5.7)

En lugar de buscar versiones complejas de f, g y & a través de prueba y error, se
propone que éstas se transforman en funciones A(r, 6), B(r,0) y ¥(r, 8) a priori
desconocidas, que cumplen

h’n%) A(r,0) = f(r), h’n%) B(r,0) = g(r), h’n%) Y(r,0) = h(r). (5.8)

Luego de este cambio, la tétrada estd dada por

=0, (5.9)

[B 1
=/ =0. — =B, 5.10
n=q7% =3 (5.10)
1

(m Sin0(d, — 0,) + 9o + —0,,, (5.11)
sin 6

m =

2¥
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y se puede ver que la métrica rotante en coordenadas de Eddington-Finkelstein
equeda [106]

[A [A
ds®> = —-Adu* -2 Edudr—2asin29( E—A)dud<p+

[A
‘I’+azsin29(2 E—A)

El ultimo paso del algoritmo es pasar a coordenadas de Boyer-Lindquist
mediante un cambio de coordenadas

2

A
+2asin’ 04/ = dr do + ¥ d6* + sin® 0 do® .
B

(5.12)

du=dt+A(r)ydr, do=d¢+ x(r)dr, (5.13)

de modo que g;4 sealatinica componente no diagonal de la métrica. Las funciones
A(r) y x(r) deben depender sélo de r para que el cambio propuesto sea integrable.
Al reemplazar este cambio de coordenadas en la métrica, las componentes que

se deben anular son
A
— =0, 5.14
X+ \/ 3 (5.14)

.2 A
gy =Al+asin“0|/=—-A
B
A A
gr¢:asin29(w/E—A)/l—asinzeﬂg
A
‘P+azsin29(2w/E—A

A pesar de su complejidad, este es un sistema lineal de dos ecuaciones para las
funciones 1y y, con solucién

(5.15)

— sin® @ x =0.

. W\/B/A + a®sin> 0 a (5.16)
= — s X=——— .
¥B + a2 sin% 6 ¥B + a2sin’ 6

De la expresion para y se ve que B debe ser de la forma

B(r) + a’*cos 0
lI’ b

B(r,0) = (5.17)

donde B(r) = —a/x(r) — a*; de la misma manera, A debe ser de la forma

B(r) +a®cos® 0

(a(r) +a?cos? 6)*

A(r,6) =¥ (5.18)
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con a(r) = ad(r)/x(r) — a*. Sélo en el caso en que se cumplan estas relaciones
entre A, By W sera posible realizar el cambio de coordenadas (5.13) y anular las
componentes g,; y g-¢. Imponiendo las condiciones (5.8) para cuando la rotacién
se anula, se puede ver que en el limite a — 0 las funciones @ y 8 deben cumplir

a(r) - wh(r), B(r) — g(r)h(r). (5.19)
f(r)

La eleccién de [106] es tomar a(r) y B(r) independientes de a, iguales a estos
limites. De esta manera, se obtiene que
g(r)h(r) + a*cos® 0
(k(r) + a? cos? 9)2 ’
g(r)h(r) + a®cos? 6
P(r,0) ’

A(r,0) =¥(r,0) (5.20)

B(r,0) = (5.21)

donde k(r) = h(r)~+/g(r)/ f(r). Las componentes no nulas de la métrica del caso
rotante son

B gh+a*cos’ @ I 4 _y
gtt - (k+a200520)2’ grr - gh+a2’ g99 - D)
k—gh

g1y = —WPasin® 6 (5.22)

(k + a%cos?29)?’
2k — gh + a®cos* 6
(k + a? cos? 9)?

8op = Ysin? 0|1 + a®sin® 6

El resultado de este procedimiento es la métrica (5.22), que siempre se puede
construir a partir de la original con simetria esférica. Se reduce a la misma en
el limite a — 0 y su estructura es similar a la de Kerr; esto tltimo se puede ver
haciendo las definiciones

p? =k +a*cos’o (5.23)

2F =k —gh (5.24)
A=gh+ad? (5.25)

> = (k +a?)* - a®Asin® 6, (5.26)

luego de las cuales se puede escribir como

y 2F 2

ds? :—2[—(1 - —2) d? + 2 ar® + p? de>
P P A (5.27)
B 4aF sin? 6 dtdo + ¥ sin? 6 d¢2 -

p? p?
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La funcién W todavia no estd determinada. Es claro que aparece en la métrica
como un factor conforme; por lo tanto, las geodésicas nulas en el vacio son
independientes de W. Es posible ver [57] que la ecuacién de Hamilton-Jacobi
para la luz es siempre separable para esta clase de métricas; la ecuaciéon para
todo tipo de geodésicas lo serd si ¥ es la suma de una funcién de r y una de 6.
En este capitulo se estudia la propagacion de la luz en un plasma, por lo que es
necesario fijar ¥ seguin algin criterio, y en este caso la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi para la luz también serd separable [57], siempre y cuando w, cumpla una
condicion de separabilidad andloga a (4.25). La forma de ¥ se puede determinar
imponiendo alguna condicién sobre la métrica: la propuesta de [106] es pedir que
la componente G,¢ del tensor de Einstein se anule. En teorias cuyas ecuaciones
de campo sean G, = 87T}, como sucede en la seccion siguiente, esto implica
T,9 = 0, por lo que el contenido de materia asociado puede interpretarse como
un fluido rotando alrededor del eje z.

5.2. Agujeros negros en la teoria de
Einstein-Maxwell-dilaton

La teoria Einstein-Maxwell-dilatén incorpora a la relatividad general la pre-
sencia de tanto el campo electromagnético Fy, como de un campo escalar ¢
llamado dilatén, con un acoplamiento entre ambos. En la forma considerada
aqui, su accion estd dada por [21, 22, 140]

1 - 4
Semp = 7 [ d' \/_—g(R —2(Vg)? — e 2 F,, FH ) (5.28)

donde A es una constante de acoplamiento que se puede tomar como positiva sin
pérdida de generalidad, ya que cambiar su signo equivale a cambiar el signo de ¢.
Cuando A = 0 se recupera la accién de Einstein-Maxwell con un campo escalar
minimamente acoplado. La teoria general surge como un limite de bajas energias
de la teoria de cuerdas [22, 140], particularmente en el caso 4 = 1, aunque
otros valores de A también pueden aparecer. Su interés radica en que debido a la
presencia del acoplamiento Maxwell-dilatén, este dltimo no desaparece cuando
se toma el limite de baja curvatura a agujeros negros cargados en teoria de
cuerdas. Més explicitamente [22], las ecuaciones de campo en vacio en la teoria
de cuerdas corrigen a las ecuaciones de Einstein con términos que involucran
a la escala de Planck, que van a cero cuando M > Mp y la curvatura se hace
chica. Esto implica que las soluciones de Schwarzschild y Kerr son buenas
aproximaciones a las soluciones de teoria de cuerdas en este régmien. Incorporar
un campo electromagnético, en cambio, implica también la presencia del dilatén a
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orden cero en las correcciones cuanticas. Por lo tanto, las soluciones de Reissner-
Nordstrom y Kerr-Newman no son soluciones aproximadas en teoria de cuerdas,
incluso en el régimen lejano a la escala de Planck.

5.2.1. Agujeros negros estaticos

Las ecuaciones de campo de la teoria resultan [22]

V(e Fr) = 0, (5.29)
|
Vi + Ee—m%ﬂvwv =0, (5.30)
1
Ruy =2V, V, ¢ +2e7 ¢ (FWFV“ - Zg,,VFaﬁF“ﬁ). (5.31)

Su solucidn estética y esféricamente simétrica toma la forma (5.1), con

1) =g = (1= ) (1= 2) 7 (532)
nr =1 - %)M - (5.33)

donde ry y rp son dos pardmetros con unidades de distancia. El campo de Maxwell
y el dilatén estdn a su vez dados por

rira 1
F, = —, 5.34
! V1+2272 (5-34)

21/ (1+4%)
029 = (1 _ ”_2) : (5.35)
r

de la solucidn se pueden extraer la masa y carga eléctrical del agujero negro

r1 1—/12 rp
M=— -, 5.36
2 +(1+12)2 (5-36)
2 ryr
= —. 5.37
¢ 1+ 22 (>-37)

Para un dado 4, nétese que la carga Q determina tanto el campo eléctrico como el
dilatdn; en ausencia de carga, el campo ¢ también se anula y la métrica se reduce
a la de Schwarzschild. Las dos ecuaciones para M y Q se pueden invertir para

IPara evitar ambigiiedades en la notacién, en este capitulo se usara Q para denotar la constante
de Carter.
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dar los radios ry y r»:

r=M+yM? - (1-2)Q7, (5.38)
2
e e

Estas expresiones muestran que la solucion sélo es vdlida para un cierto rango de
valores de M y Q, ya que los radios r; y r» deben ser reales; €sto ocurre cuando
(1 —2%)Q? < M?.Si A > 1 la desigualdad se cumple automdticamente, pero si
0 < 4 < 1 hay un limite
2 1 2

Q"< 1M (5.40)
para la carga; el caso A = 0 se verd a continuacion. Los horizontes estdn ubicados
en los ceros de f(r), y su estructura depende ligeramente del valor de 1. Sid =0
la métrica se reduce a la de Reissner-Nordstrom, ya que en ese caso el dilatén se
desacopla y resulta constante. Este espacio-tiempo tiene horizontes en ry = rq
y una singularidad en r = 0; si Q%> > M? los radios 7> son complejos pero la
métrica es real, y contiene una singularidad desnuda. Si 4 > 0, los horizontes
siguen estando en r. = r,. Sin embargo, en este caso A(r) se hace cero en
r = rp: el drea de las esferas se hace cero, y este radio es singular [22]. Para que
no haya una singularidad desnuda, se debe cumplir entonces que r; > r;. Usando
las expresiones para los radios, esto se traduce en

0% < (1+A%)M>. (5.41)

Esta desigualdad, que incluye también el caso 4 = 0, es més estricta que la
condicidn (5.40) para la validez de la solucidn. Por lo tanto, para estudiar agujeros
negros (y no singularidades desnudas), alcanza con pedir (5.41) para todo A.

5.2.2. Agujeros negros rotantes

Como ocurre frecuentemente, las soluciones rotantes de las Ecuaciones
(5.29)-(5.31) son mucho mas dificiles de encontrar, debido a la pérdida de si-
metria esférica. En ausencia de carga eléctrica la solucién es simplemente la de
Kerr; pero para Q # 0, una solucién axisimétrica exacta se conoce s6lo para dos
valores de A. Uno corresponde A = 0, que no es otra cosa que la métrica de Kerr-
Newman ya que el dilatén se desacopla. En el otro caso, con A = V3 [140-142],
la solucioén se obtiene mediante el método de Kaluza-Klein. Comenzando con un
agujero negro de Kerr al que se le aplica un boost de Lorentz en direccion de una
quinta dimensién, se descompone la métrica 5-dimensional en componentes que
se interpretan como la métrica 4-dimensional, el potencial electromagnético y el
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dilatén. Concretamente, en la notacion de [140] la métrica en 5 dimensiones se
puede escribir como

2
ds? = 21 Vig,, i d” + 401 (ax 424, "), (5.42)

donde A, es el potencial electromagnético y g,,, la métrica en 4 dimensiones. La
misma se puede escribir explicitamente [140] y no se mostrara aqui.

Para valores arbitrarios de A4, la solucién rotante sélo se conoce a primer orden
en el momento angular [140]. A falta de soluciones exactas, se recurre nuevamente
al algoritmo de Newman-Janis. Aqui es donde su formulacién original tiene
problemas: la forma de la funcion 4(r) hace que no sea claro como complejificar
la misma. La versién modificada del algoritmo [56, 106], descrita en la seccion
anterior, evita esta ambigiiedad ya que postula directamente una forma para la
métrica rotante.

La aplicacién del algoritmo modificado al presente caso se detalla en [143].
La métrica del agujero negro estatico tiene f(r) = g(r), lo cual simplifica un poco
las cuentas; la funcién k (r) definida en el algoritmo es simplemente &k (r) = h(r).
La unica incégnita es la funcién ¥ que aparece en la métrica rotante (5.22),
que debe ser determinada por alguna condicién fisica; la eleccién en [143] es
pedir G,¢ = 0. Como se anticipd, esto implica que el contenido de materia del
espacio-tiempo se puede interpretar como un fluido rotando alrededor del eje z
[106]. Se puede ver [143] que esta condicion tiene como posible solucion a

¥ = h(r)+a*cos’0 = H. (5.43)

La métrica rotante queda escrita entonces como [61, 143]

HA ¥ sin 6 aocc \2 H
el V) = -~ 2 2
ds? =~ di*+ =2 (dgo 5 dt) +—dr? + H d6?, (5.44)
donde
A= fh+ a’>=r*- (ri+r)r+rirn+ a, (5.45)
o=h(1-f), (5.46)
Y = (h+a*)? - da*Asin® 6. (5.47)

Como en otras teorias de gravedad modificada, el algoritmo no garantiza que la
métrica (5.44) sea solucion de la teoria, y en general no lo serd sin modificaciones
de la misma o de su contenido de materia. En particular, es interesante notar que
si 4 = 1 la métrica generada por el algoritmo es la conocida métrica de Kerr-Sen
[144, 145]; 1a misma es una solucién exacta si ademads del dilatén se incorpora el
campo denominado axion Hy, ..
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Este espacio-tiempo tiene dos horizontes [61] ubicados en las raices de A,
dadas por

ri+r2++(r) —ry)? - 4a?

> .
Determinar la existencia de una singularidad no es trivial. El escalar de Kretsch-
mann tiene la forma [143]

(5.48)

r{+ =

(h+a%cos?0)0’
donde E es una funcién de r y 6. El mismo parece diverger a infinito cuando
h=0y6 =mr/2, pero como la forma de E es complicada, existe en principio la

posibilidad de que ésta también se anule y K sea regular. En cualquier caso, para
la existencia de un horizonte de eventos es necesaria la desigualdad

rA—ry > 2a (5.50)

K = RPRyp,s =

(5.49)

que generaliza a la condicion r; — r, > 0 del caso estdtico. En términos de la
masa y la carga, el espacio-tiempo tiene un horizonte si

0% < (M -a)[(1+ )M + (1 - 1)a]. (5.51)

Si A < 1, esto s6lo es posible de cumplir si a/M < 1. Si A > 1, existe una
segunda rama de soluciones cona/M > (1%+1)/(A%>—1) ademds de las que tienen
a/M < 1.Sinembargo, los agujeros negroscona/M > 1no se considerardn aqui:
ademds de que hasta el momento no hay evidencia astrofisica de su existencia, es
una region del espacio de parametros desconectada de la regién a/M < 1.

5.3. Separacion de variables y calculo de la sombra

El procedimiento para llegar a las ecuaciones de movimiento es andlogo al
visto en casos anteriores, con algunas variaciones debidas a la distinta forma
de la métrica (5.44). En presencia de plasma el Hamiltoniano estd dado por la
Ecuacion (4.8) en la que, luego de reemplazar la métrica inversa, se llega a la
expresion [57, 61]

120 ac JlA-dsin’e 5 1A 5, 15 1,

—— —— — —w3,.

2 HAsing ¢ 2HT T 2mP0T 2

Tomando la ecuacién de Hamilton-Jacobi H (x, dS/0x) = 0y usando el habitual
ansatz (3.68), luego de algunas simplificaciones se llega a

(5.52)

2
+(S)? + (p_goe — awy sin 0) + Hw’, = 0.

sin
(5.53)

(wo(h +a?) - apg,,)2

A(S))? - X
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Se ve que, andlogamente a los casos anteriores, esta ecuacion es separable si la
frecuencia de plasma toma la forma

2 _ Sr(r) + fo(60)
w, = ————.
P H
Nuevamente, el objetivo es partir del modelo de plasma de Shapiro [78], que
es esféricamente simétrico. Para que el mismo lleve a ecuaciones separables debe
modificarse introduciendo una dependencia con 6; se tomard otra vez f,(r) =
w>NM3ry fa =0, de forma que la frecuencia de plasma es
5 5 VM3r

) _ 5.55
Wp = We 12(1 = 1o /1)22/042%) 4 g2 cos? § o

(5.54)

Esta se aproxima a la distribucién esférica a)lz7 = wX(M/ )32 a medida que r
se hace mayor a r, y a; la suposicién de que no hay una singularidad desnuda
implica que estos dos radios estdn dentro del horizonte. Esta expresidn se tomard
a la hora de presentar ejemplos de sombras, pero para proseguir con el cilculo
s6lo es necesario asumir que la frecuencia de plasma es de la forma separable
(5.54). Reemplazando la misma en la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.53), las

ecuaciones de movimiento en r y 6 son [57, 61, 143]

(Hi)? = R(r), (5.56)
(HH)? = O(0), (5.57)
con
R(r) = [wo(h +a’) - ap(p]2 - A(Q — (awp — p(p)z) -Af, (5.58)
2
0(6) = O — cos? 9(?—;" - a2wg) — f5(0). (5.59)
sin“ 0

El procedimiento para encontrar las 6rbitas esféricas de fotones es nuevamente
hallar los valores de p, y Q que resultan en una raiz doble de R, y no se repetird
aqui ya que es andlogo a los casos ya vistos. Las expresiones para las constantes
de movimiento criticas resultan [61]

wol| ., AW N,
=—1\h - 1+ [1—-——]]|, 5.60
Py P +a N ( a)(z)h’z ( )
’ 2h2
o r 2 0
Q - azA, (A a ) - f;‘ - 2

a
2wiAR? A hAN N f] ©-61)
+———(1-=+ 1+ [1- =]
A2 al  a’w w(2)h/2
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Wwi=0
B/M 0 5
CZE e RN AU A L O A 1 I w,z_/w(; =7
-------- Wijwi =14
-5
0 5 0 5 0 5
a/M a/M a/M

a/M =09, Q/M=04

Figura 5.1: Sombras de un agujero negro en la teoria Einstein-Maxwell-dilatén
cona/M =0.9y Q/M = 0.4, para un observador ecuatorial. Se puede ver que
la frecuencia de la luz es el pardmetro que tiene un efecto mayor sobre la sombra
en el rango considerado.

z / M
o

0 > 1
o/M
Figura 5.2: Regidn de fotones (gris claro) y regién prohibida (gris oscuro) para
un agujero negro con a/M = 0.9, Q/M = 0.4y A = 1, para rayos de luz cuya
frecuencia cumple w% / w(z) = 14. Como se ve en la Figura 5.1, esta frecuencia
produce una sombra pequefia, como consecuencia del crecimiento de la region
prohibida y la disminucién de la region de fotones.
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Figura 5.3: El area A, deformaciéon D y desplazamiento a. de la sombra para
distintos valores de Q y A, para rayos de luz con w? /w% = 0 (es decir, en vacio),
a/M = 0.9 y un observador ecuatorial. La fila superior muestra los observables
como funciones de Q para valores fijos de 4, y la inferior los muestra como
funciones de A para valores fijos de Q.

Al igual que en los casos anteriores, para la distribuciéon de plasma considera-
da sélo el signo superior en estas ecuaciones produce trayectorias fisicamente
posibles [61, 76].

Las coordenadas celestes vienen dadas nuevamente por las expresiones (4.38)-
(4.39); a la hora de graficar sombras, corresponde reemplazar las funciones f, y
fo elegidas. En la Figura 5.1 se muestran algunos ejemplos para 4 € {0, 1,2}.
Se eligié un valor de la carga cercano al extremal en este rango, para mostrar
mads claramente los efectos de la misma. Se vuelve a observar la caracteristica
disminucién del tamafio de la sombra a medida que la frecuencia decrece, efecto
que es mds pronunciado para valores mayores de A. Estdn presentes también
la deformacion y desplazamiento provocadas por la rotacion del agujero negro;
para frecuencias chicas el plasma domina por sobre estos efectos gravitatorios,
produciendo una sombra mds centrada y circular.

Para ver estas propiedades mas claramente, en las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se
grafican el drea, la deformacion y el desplazamiento. Al haber mds pardmetros que
en las geometrias estudiadas previamente, hay tres figuras, cada una con un valor
fijo de wg. En ausencia de plasma, como se muestra en la Figura 5.3, una carga
QO mayor lleva a una sombra mds chica, mas desplazada y menos circular, como
ocurre para la métrica de Kerr-Newman; la carga produce cualitativamente el
mismo efecto que larotacién. Introducir un A positivo compensa ligeramente estos
cambios, y tiende a devolver a la sombra a su forma de Kerr. A nivel de la accién
esto es razonable: el acoplamiento e >*? F? entre el campo electromagnético y
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Figura 5.4: Como en la Figura 5.3, con w%/w% =7.
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Figura 5.5: Como en la Figura 5.3, con wg/w% = 14.

la gravedad tiende a cero a medida que A aumenta?. La dependencia con A, sin
embargo, es leve para los valores considerados, y a medida que se disminuye la
frecuencia el comportamiento de la sombra pasa a estar dominado por la deflexion
producida por el plasma. Para w?/ a)(% = 7, como muestra la Figura 5.4, el area
pasa a ser una funcidn creciente de A, y los otros observables se vuelven menos
sensibles al acoplamiento. Cuando w% / a)g = 14, cerca de la frecuencia minima
permitida, el efecto del dilatén se ha invertido: un A4 mayor lleva a una sombra
todavia mds pequefia y desplazada del eje dptico.

2E] limite 1 — oo también se puede ver a nivel de la métrica, haciendo un cambio de
coordenadas que ubique a la singularidad en » = 0 [61].
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5.4. Discusion

La teoria Einstein-Maxwell-dilatén, siendo un limite de bajas energias de la
teoria de cuerdas, ha recibido mucha atencion en la literatura. En particular, se
han realizado simulaciones de magnetohidrodindmica relativista para encontrar la
apariencia de un agujero negro dilatonico no rotante [146] y ha sido tomada como
ejemplo en el andlisis del EHT para comparar su prediccion de la sombra con la de
Kerr [147]. El modelo generalizado aqui considerado, que incluye un pardmetro
de acoplamiento entre el dilatén y el campo electromagnético, contiene algunos
espacio-tiempos conocidos entre sus soluciones rotantes, como el agujero negro
de Kerr-Newman (para A = 0) y el de Kaluza-Klein (para A = \/§).

La mayor complejidad de la métrica de agujero negro no rotante en compa-
racion a los capitulos anteriores muestra las ventajas del algoritmo de Newman-
Janis modificado. El mismo especifica claramente la forma de la métrica rotante,
mientras que en la version clésica del algoritmo no hay una prescripcion para
complejificar la funcién i(r) que aparece en la solucion estatica.

Los resultados muestran comportamientos cualitativamente similares a los del
Capitulo 4: a medida que la frecuencia de la luz disminuye el efecto del plasma
se vuelve dominante, provocando una reduccién en el tamafio de la sombra. Es
notable que la dependencia de los observables con A depende de la frecuencia:
para w2/ a)g < 10 un acoplamiento mayor produce una sombra més grande, mas
centrada y mads circular, mientras que lo opuesto es cierto para frecuencias bajas.



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron las sombras producidas por aguje-
ros negros rotantes en relatividad general y en teorias alternativas de gravedad.
Las mismas son un importante objetivo observacional, particularmente desde la
puesta en funcionamiento del Telescopio del Horizonte de Eventos, que produjo
las imdgenes de dos agujeros negros supermasivos en los tltimos afios. La rele-
vancia de la observacion de las sombras radica en que proveen una linea directa
a la regién de campo fuerte en el entorno de un agujero negro: la forma precisa
de una sombra depende sélo del campo gravitatorio del agujero negro, y no de
la fisica de la materia en acrecion alrededor del mismo. Por estos motivos, es
valioso conocer como las sombras de agujeros negros se modifican en teorias
alternativas a la relatividad general (o mds en general, en métricas que no sean
la de Kerr), en anticipacién a una mayor resolucién en las imdgenes producidas
por el EHT y otros observatorios futuros. El contenido de esta Tesis se basa en
resultados originales publicados por el autor en los articulos [59-61, 148, 149].

En el Capitulo 3 se analizé una geometria que representa un agujero negro
en relatividad general rodeado de un fluido con presion anisétropa, cuyo valor en
la direccion radial es diferente a los valores en las direcciones angulares. Como
es el caso para todas las teorias consideradas en esta Tesis, s6lo se conoce una
solucion exacta para el caso de un agujero estatico. Para obtener una métrica que
represente un agujero negro rotante se recurrié al algoritmo de Newman-Janis,
el cual toma una geometria esféricamente simétrica como punto de partida y
produce una versién modificada con rotacién con la salvedad de que, fuera de la
relatividad general, las métricas que produce no son soluciones de las mismas
ecuaciones de campo que la métrica inicial. En el caso particular del Capitulo 3,
el contenido de materia del espacio-tiempo rotante tiene una ecuacion de estado
distinta a la original estdtica. Se encontré que la sombra tiene comportamientos
cualitativamente distintos dependiendo de si el pardmetro w de la ecuacién de
estado es menor o mayor a 1; en este Gltimo caso, se puede llegar a regiones mas
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extremas del espacio de pardmetros, donde la sombra se vuelve estirada en lugar
de comprimida horizontalmente, que es la consecuencia usual de la rotacién del
agujero negro.

En el Capitulo 4 se considerd una clase mas general de métricas, que incluye
soluciones en varias teorias alternativas. En particular, se tomaron como ejemplos
una geometria de tipo Kerr-Newman, solucién del modelo de mundos brana de
Randall-Sundrum, y la métrica de agujero rotante en una novedosa teoria motiva-
da por el intento de llevar la teoria Einstein-Gauss-Bonnet a cuatro dimensiones.
A la deflexion gravitatoria se le sumo la refraccion debida a la presencia de un
plasma cuasi esférico rodeando al agujero negro, incluyendo asi la posibilidad
de que la forma de la sombra dependa de la frecuencia de la luz. El efecto mds
evidente en este caso es una disminucion del tamafio de la sombra a medida que la
frecuencia disminuye acercandose a su valor minimo permitido; esto estd relacio-
nado con la aparicién de una region prohibida alrededor de los polos del agujero
negro, donde la luz no puede ingresar. Luego en el Capitulo 5 se estudiaron las
sombras en la teoria Einstein-Maxwell-dilaton, que aparece como un limite de
bajas energias de la teoria de cuerdas. La forma mds compleja de esta métrica
requiri6 el uso de una version modificada del algoritmo de Newman-Janis para
obtener una version rotante. Se observa nuevamente que el plasma tiene un efecto
importante a frecuencias bajas.

Las observaciones de sombras hechas hasta la fecha por el EHT trabajan con
una frecuencia de wo/27 ~ 230 GHz. Considerando algunos modelos simples
de acrecion se puede estimar que en este caso el cambio fraccional en el tamafio
de la sombra del agujero negro Sgr A* ubicado en el centro de la Via Léctea
debido a la presencia del plasma es s6lo del orden de 10~7 — 10~ [75], todavia
muy lejos de las capacidades de resolucion de las observaciones. Recién para
frecuencias del orden de w./27 ~ 3 GHz los cambios en la sombra empiezan a
ser apreciables; sin embargo, en este régimen la dispersion causada por el medio
interestelar se vuelve dominante [68] y no es posible resolver el agujero negro.
Estas estimaciones también muestran que el efecto sobre la sombra de M87* es
todavia mds sutil, y se requeriria reducir al menos un orden de magnitud mas la
frecuencia para que haya cambios notables [75].

Teniendo las observaciones del EHT y sus mediciones de los tamafios de las
sombras, es posible realizar una comparacién con los resultados de esta Tesis,
con el objetivo de poner a prueba los modelos alternativas. Todas las métricas
estudiadas dependen de uno o mds pardmetros y se reducen a la métrica de
Kerr para algtin valor de éstos; por lo tanto, la contrastacion tomard la forma de
una condicién sobre los pardmetros, acotando la desviacion de la geometria con
respecto a la de Kerr. En su andlisis, el EHT se enfoca en extraer el didmetro
promedio del anillo de fotones, usdndolo como medicién indirecta del de la
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sombra. A partir de éste se calcula el pardmetro de desviacion [10, 147]

ds
0= -1, (6.1)
ds,Sch

donde d; es el diametro observado de la sombra y dssch = 6V3M el didmetro
tedrico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Para el agujero negro de M87
se obtuvo un valor de 6 = —0.01 + 0.17 [10], mientras que para Sgr A* las
desviaciones estdn entre —0.17 £ 0.11 y —0.04 + 0.10, dependiendo del método
usado para calcular el radio y del valor usado para la masa [147]. En el espacio-
tiempo de Kerr la rotacion del agujero negro disminuye el tamafio de la sombra
y por lo tanto ¢, que se mueve en un intervalo [—0.075,0] [147]. Teniendo en
cuenta los intervalos de confianza, las observaciones del EHT son compatibles
con agujeros negros de Kerr. En los resultados a lo largo de este trabajo se calcul6
en todos los casos el drea de la sombra como funcién de los parametros. Como
primera estimacion y para simplificar la comparacion con las observaciones, se
puede aproximar la sombra como un circulo. El drea observada por el EHT es
entonces A ~ Asch(1 + 6)2, donde Age, = 277M? ~ 84M? es el drea de la
sombra en el espacio-tiempo de Schwarzschild, y el 4rea minima de un agujero
negro de Kerr (es decir, cuando a/M = 1) es A ~ 78M?. El EHT ubica a la
desviacion aproximadamente en el intervalo! [-0.17,0], lo que corresponde a
dreas A/M? € [58,84]. Con estas cotas, se puede ir a los distintos graficos de los
observables calculados en los Capitulos 3, 4 y 5 y obtener intervalos permitidos
para los pardmetros. Se puede mencionar que en el agujero negro rodeado de
un fluido anisétropo (Capitulo 3) los valores positivos de K estdn fuertemente
desfavorecidos para w < 1, ya que tienden a aumentar el drea. Para los agujeros
negros de los Capitulos 4 y 5, la principal cota viene del plasma: el drea se
vuelve incompatible con las observaciones cuando la frecuencia se vuelve menor
a w% ~ 10w?. Si se puede asumir que el efecto del plasma es despreciable para las
frecuencias del EHT, como se estim6 mas arriba, entonces todos los intervalos
estudiados de los pardmetros estdn permitidos.

Es claro que, a pesar del importante logro observacional que el EHT repre-
senta, todavia es necesaria una mejor resolucién para que las sombras de agujeros
negros provean cotas precisas sobre teorias alternativas de gravedad. El proyecto
next-generation Event Horizon Telescope [150] planea ampliar el EHT con mas
sitios de observacion y la posibilidad de tomar datos en tres frecuencias distintas,
permitiendo asi una mejora en la resolucion de alrededor del 50 %. Para el estudio
de la fisica gravitatoria de campo fuerte, la perspectiva mds importante es una

'Un andlisis mas completo tendria en cuenta las distintas distribuciones de probabilidad
asociadas a los distintos métodos para calcular ¢, para obtener una distribucién de probabilidad
sobre las dreas.
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determinacién mas precisa del anillo de fotones, que como se mencioné en el Ca-
pitulo 1 es un indicador del contorno de la sombra independiente de los detalles
astrofisicos del entorno del agujero negro. Un mejor conocimiento de la sombra
permitiria, entre otras posibilidades, mediciones mds precisas de la masa y el
momento angular de los agujeros negros observados, asi como una contrastacion
de las predicciones de la relatividad general con las de teorias alternativas [151].

En el plano tedrico, serd importante continuar con la busqueda de soluciones
de agujero negro rotante de las ecuaciones correspondientes a distintas teorias;
en el caso de que las mismas sean separables, se podrd aplicar el método aqui des-
crito para encontrar la sombra. Por supuesto, el trazado de rayos numérico sigue
siendo una herramienta fundamental para casos que no permiten un tratamiento
analitico. Por el momento, la hipétesis de que los agujeros negros astrofisicos es-
tan descritos por la métrica de Kerr no ha sido refutada, y todas las observaciones
son consistentes con la relatividad general.
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