-DE*B
c_,\“w UE”o,
k .
FAclgEI.TAD iop

CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
FacuLTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

Problemas localmente verificables
parametrizados por treewidth,
clique-width y mim-width

Tesis presentada para optar al titulo de
Doctora de la Universidad de Buenos Aires
en el area Ciencias de la Computacién

Carolina Lucia Gonzalez

Directora: Flavia Bonomo

Consejero de estudios: Javier Marenco

Buenos Aires, 15 de abril de 2024






Problemas localmente verificables parametrizados por
treewidth, clique-width y mim-width

Intuitivamente, un problema localmente verificable es un problema de particién de
vértices (0, equivalentemente, de coloreo de vértices) para el cual una solucién puede ser
verificada simplemente chequeando una determinada propiedad local para cada vértice,
es decir, una propiedad que involucra solamente la solucién restringida al vértice y a
sus vecinos. Este es el caso de diversas variantes de los problemas de dominacién,
conjunto independiente y k-coloreo, entre otros. Existen numerosos marcos generales
que incluyen un gran subconjunto de estos problemas, para los cuales se propusieron
algoritmos para resolverlos eficientemente en varias clases de grafos.

En esta tesis definimos un nuevo marco para problemas localmente verificables,
formalizando la nocién intuitiva que tenemos de ellos para luego analizar bajo qué cir-
cunstancias podemos proponer algoritmos eficientes que los resuelvan. Los algoritmos
propuestos se basan en programacién dinamica y para ellos calculamos sus compleji-
dades parametrizadas por treewidth, clique-width y mim-width. Los resultados obteni-
dos generalizan aquellos de marcos definidos anteriormente. Mostramos ademas cémo
modelar dentro de nuestro marco diversos problemas de la literatura, como ser [k]-
dominacién romana, k-comunidad y dominacién Grundy, probando asi que son FPT
o XP parametrizados por treewidth, clique-width o mim-width. Mas atin, proponemos
esquemas de aproximacién polinomiales para algunos problemas localmente verificables
en grafos planares.

Palabras claves: problema localmente verificable, treewidth, clique-width, mim-
width, complejidad parametrizada, esquema de aproximaciéon polinomial.






Locally checkable problems parameterized by treewidth,
clique-width and mim-width

Intuitively, a locally checkable problem is a vertex partition problem (or, equiva-
lently, a vertex coloring problem) for which a solution can be verified simply by checking
a certain local property for each vertex, that is, a property that involves only the so-
lution restricted to the vertex and its neighbors. This is the case of several variants of
domination, independent set and k-coloring, among other problems. There exist nume-
rous frameworks that include a large subset of these problems, for which algorithms
have been proposed to solve them efficiently in various graph classes.

In this thesis we define a new framework for locally checkable problems, formali-
zing the intuitive notion we have of them to then analyze under what circumstances
we can propose efficient algorithms to solve them. The proposed algorithms are based
on dynamic programming and we computed their complexities when parameterized
by treewidth, clique-width and mim-width. The results obtained generalize those of
previously defined frameworks. We further show how to model within our framework
several problems in the literature, such as [k]-Roman domination, k-community and
Grundy domination, thus proving that they are FPT or XP when parameterized by
treewidth, clique-width or mim-width. Moreover, we propose polynomial-time appro-
ximation schemes for some locally checkable problems in planar graphs.

Keywords: locally checkable problem, treewidth, clique-width, mim-width, parame-
terized complexity, polynomial-time approximation scheme.
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Introduccion

El origen de la teoria de grafos se remonta a 1736, cuando Leonhard Euler propuso
una solucién al famoso problema de los puentes de Konigsberg, el cual consistia en
determinar si era posible atravesar todos los puentes de la ciudad exactamente una
vez y volver al punto de inicio. Si bien Euler no definié formalmente esta rama de la
matematica, en su articulo enuncié lo que es considerado como el primer teorema de
la teoria de grafos. No fue sino hasta 140 anos méas tarde que se introdujo el término
grafo [162]. En 1936 Konig publicé el primer libro enteramente dedicado a la teorfa
de grafos [127], precedido por la monografia de Sainte-Lagué de 1926 (considerada el
“0-ésimo” libro de la teoria de grafos) [100].

Un grafo no es mas que un conjunto de elementos llamados vértices y un conjunto
de pares de vértices (aristas), que usualmente ilustramos utilizando puntos conectados
por lineas. Esta simple definicion es 1til para modelar un sinfin de situaciones. Por
ejemplo, podemos pensar en ciudades conectadas por rutas, usuarios de una red social
unidos por su relaciéon de amistad, antenas y sus interferencias, laberintos, juegos (como
el sudoku), y la lista podria seguir.

Veamos un ejemplo concreto: supongamos que queremos colocar la menor canti-
dad posible de caballos en un tablero de ajedrez de modo que todas las casillas sean
amenazadas. Podemos definir un vértice por cada casilla del tablero y una arista entre
dos vértices si al ubicar un caballo en una de las correspondientes casillas entonces la
otra casilla resulta amenazada, como podemos ver en la Figura 1. Luego, el problema
consiste en encontrar un subconjunto minimo de vértices tales que todos los demas
vértices estén conectados a al menos uno de ellos. Trasladado a cualquier grafo, este
problema se conoce como el de minimo conjunto dominante y es uno de los mas anti-
guos y estudiados de la teoria de grafos. Numerosas aplicaciones se modelan de forma
similar pero con restricciones adicionales, definiendo asi variantes del problema de do-
minacién (tan solo en [108] podemos encontrar més de 80 de estas variantes). Otros
problemas relevantes en teoria de grafos que podemos mencionar son los de k-coloreo y
mdzimo conjunto independiente. Dado un entero k, en el problema de k-coloreo quere-
mos determinar si existe una asignacion de colores a los vértices, utilizando a lo sumo
k colores, de modo que si dos vértices estan conectados por una arista entonces reciban
colores distintos (ver Figura 2a). En cambio, para el problema de maximo conjunto
independiente, queremos determinar la maxima cantidad de vértices que podemos es-
coger de manera que ningun par de dichos vértices esté conectado por una arista (ver
Figura 2b).

Aunque todos los problemas que mencionamos puedan parecer muy diferentes, tie-
nen dos caracteristicas fundamentales en comtn. En primer lugar, son problemas de
particion de vértices, es decir, problemas en los que debemos clasificar a los vértices en
distintas categorias (como ser parte o no del conjunto dominante o independiente, o los

IX
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Figura 1: El problema de ubicar caballos en un tablero de ajedrez de manera de ame-
nazar todas las casillas. A la izquierda, el tablero con las piezas ubicadas. A la derecha,
la representacion como un grafo.

(a) 3-coloreo. (b) Méximo conjunto independiente.

Figura 2: Ejemplos de coloreo y conjunto independiente en un grafo.

colores asignados). Ademads, existe una propiedad local que se debe satisfacer para cada
vértice, esto es, una propiedad que involucra sélo al vértice y a aquellos conectados a
este vértice (sus vecinos). Por ejemplo, para el problema de conjunto dominante hay
que verificar, para cada vértice v, si v o alguno de sus vecinos pertenece al conjunto
dominante, mientras que para el problema de coloreo hay que verificar si v tiene un co-
lor distinto al de sus vecinos. Los problemas con estas caracteristicas se conocen como
problemas localmente verificables. Esta tesis estda abocada precisamente a ellos. Mini-
mo conjunto dominante, k-coloreo y maximo conjunto independiente son solo algunos
ejemplos de problemas locamente verificables, pero también podemos mencionar, por
ejemplo, problemas de empaquetamiento (donde se quiere asignar valores a los vértices
de modo que para cada vértice la suma de los valores en su vecindad no exceda un
determinado umbral). Dadas sus multiples aplicaciones en la vida real, resulta de in-
terés desarrollar algoritmos que puedan resolver cada instancia de estos problemas en
un tiempo razonable.

La complejidad temporal de un algoritmo se mide segin la cantidad de pasos que
efectia y generalmente se expresa en funcién del tamafio de la entrada (por ejemplo, si
la entrada es un grafo podriamos considerar al tamano de la entrada como la cantidad
de vértices y aristas). Un algoritmo es de tiempo polinomial si su complejidad temporal
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tiene como cota superior un polinomio p(n), siendo n el tamano de la entrada. Si este
polinomio es de grado 1, decimos que el algoritmo es de tiempo lineal.

[{9re]

Llamamos problemas de decision a aquellos cuya respuesta es “si” o “no”, en contra-
posicion a los problemas de optimizacion, donde se busca el valor 6ptimo que satisfaga
una determinada condicién. A todo problema de optimizacién se le puede asociar un
problema de decisién: se incluye un valor k en la entrada y se pregunta si existe una
solucion de valor al menos tan bueno como k. La clase de problemas P contiene a los
problemas de decision que se pueden resolver mediante algoritmos de tiempo polino-
mial, problemas a los que también llamaremos tratables. La clase NP es aquella que
contiene a los problemas de decision para los cuales, para toda instancia en que la res-
puesta es “si”, existe un certificado de la misma y un algoritmo de tiempo polinomial
que lo verifica. ; Es posible resolver cualquier problema de esta clase en tiempo polino-
mial? Dicho de otra manera, ;P = NP7 Esta pregunta es una de las mas importantes
y dificiles en las ciencias de la computacion y ain no ha sido respondida, aunque en
general se cree que la respuesta seria no.

Los problemas NP-completos (abreviado NP-c) conforman un subconjunto especial
de problemas NP, con la caracteristica de que si alguno de ellos puede ser resuelto
por un algoritmo de tiempo polinomial (es decir, si pertenece a P) entonces todos los
problemas en NP también pertenecen a P. Por otro lado, los problemas NP-dificiles
(abreviado NP-h) son problemas que no necesariamente pertenecen a NP y que son “al
menos tan dificiles” como los NP, en el sentido de que si un problema NP-h se puede
resolver en tiempo polinomial entonces cada uno de los problemas NP también. Luego,
cuando nos encontramos con un problema NP-completo o NP-dificil, no es esperable
obtener un algoritmo polinomial que lo resuelva (ya que si lo hiciéramos entonces
estarfamos respondiendo a la pregunta de P = NP).

No obstante, los problemas NP-dificiles se pueden abordar desde una perspectiva
diferente. Podemos, por ejemplo, relajar el requisito de la optimalidad de la solucién,
dando lugar al desarrollo de algoritmos aproximados. Otra posibilidad es considerar un
subconjunto concreto de las instancias. En el caso de los problemas de grafos, esto im-
plica resolver el problema en una determinada clase de grafos (un conjunto infinito de
grafos que comparten alguna caracteristica). En esta tesis aplicaremos ambos enfoques
y ademas un tercero que ha cobrado relevancia recientemente: la complejidad parame-
trizada. En este ultimo caso, la complejidad de los algoritmos se expresa en términos
de dos valores: el tamano de la entrada (como es usual) y otro valor mas, llamado
parametro. El objetivo es determinar como este parametro afecta la tratabilidad del
problema. Cuando obtenemos una complejidad de la forma f(k)n¢, siendo n el tamano
de la entrada, k el valor del parametro, f alguna funcién y ¢ alguna constante, decimos
que el problema es FPT parametrizado por k. Por otro lado, si la complejidad es n/®),
decimos que es XP parametrizado por k. Notemos que, en ambas situaciones, el pro-
blema es resoluble en tiempo polinomial para cada valor fijo de k. Podemos encontrar
casos en los que el problema sigue siendo NP-dificil incluso para valores constantes
de k y entonces decimos que es para-NP-dificil. Discutiremos este tema con mayor
profundidad en la Secciéon 1.6.

Los problemas de decisién asociados a dominacién, k-coloreo y conjunto indepen-
diente son NP-completos [92]. A pesar de ello, se conocen algoritmos de tiempo polino-
mial para resolver estos problemas en diversas clases de grafos, entre las que podemos
mencionar arboles [60,94], cografos [96,108] y grafos de intervalo [42,94], aunque en
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algunas clases los tres problemas siguen siendo NP-completos (por ejemplo, los grafos
planares [92]), y en otras algunos problemas son tratables y los otros no (por ejemplo,
en grafos cordales el problema sobre dominacién es NP-completo [42] pero tanto coloreo
como conjunto independiente son resolubles en tiempo polinomial [94]).

Ciertas clases de grafos se definen en funcién del valor de un pardmetro de anchura.
El més conocido de estos parametros es quizas la anchura de drbol (treewidth), definida
en 1983 por Robertson y Seymour [152], y previamente considerada bajo diferentes
nombres por Bertele y Brioschi [29] y Halin [106]. Intuitivamente, este pardmetro in-
dica qué tan lejos estd un grafo de ser un arbol o bosque. Algunas clases de grafos
de treewidth acotada incluyen: bosques (treewidth 1), pseudo-bosques, cactus, grafos
outerplanar y grafos serie-paralelo (treewidth a lo sumo 2), grafos Halin y redes Apo-
llonian (treewidth a lo sumo 3) [34,45,126,151], e incluso los grafos de flujo de control
que surgen de la compilacién de programas estructurados también tienen treewidth
acotada [130, 167]. Para clases de grafos donde este pardmetro es una constante, los
problemas de dominacién, k-coloreo y conjunto independiente son resolubles en tiempo
lineal [13]. Mds especificamente, estos problemas son FPT parametrizados por tree-
width. Otros parametros de anchura relevantes son clique-width y mim-width. Estos
tres parametros tienen arboles asociados que nos permiten recorrer el grafo de mane-
ra ordenada y, fundamentalmente, facilitan la aplicacion de la programacion dindmica
(una técnica algoritmica que se basa en combinar sub-soluciones recursivamente para
obtener una solucién).

Es importante destacar que muchos de los algoritmos para resolver problemas lo-
calmente verificables, en ciertas clases de grafos, guardan gran similitud (por ejemplo,
los algoritmos de [13] son esencialmente los mismos para tres de los problemas alli
planteados, o los algoritmos de [134, 176] para resolver algunas variantes del proble-
ma de dominacién en arboles también son similares entre si). Por este motivo, surge
naturalmente la pregunta de si podemos definir un marco general (framework) que
incluya un gran subconjunto de estos problemas y proponer un unico algoritmo que
nos permita resolver eficientemente cualquiera de esos problemas en algunas clases de
grafos, evitando asi desarrollar independientemente un algoritmo especifico para cada
problema. Con este espiritu, en [32] Bodlaender defini6 los problemas de composicion
de condiciones locales (local condition composition) y composicion de condiciones de
aristas (edge condition composition), abreviados LCC y ECC respectivamente, por sus
siglas en inglés. Bodlaender mostro, ademas, algoritmos polinomiales para resolver pro-
blemas LCC en clases de grafos de treewidth y grado acotados, y problemas ECC en
clases de grafos de treewidth acotada. En [164] Telle defini6 los problemas localmen-
te verificables de particion de vértices (locally checkable vertex partitioning, LCVP) y
probé que son FPT parametrizados por treewidth. Mas adelante, en [50], Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle presentaron un algoritmo de programacion dindmica para resolver
problemas LCVP que, junto con los resultados de [23], prueba que estos problemas
son XP parametrizados por mim-width (dado un &rbol asociado). En [53], Cattanéo
y Perdrix definieron una variante de los problemas LCVP que nos permite lidiar con
algunas propiedades que no son necesariamente localmente verificables (por ejemplo,
que una clase de la particién sea conexa). Los célebres teoremas de Courcelle [67,68]
establecen que si un problema de grafos se puede expresar en légica monadica de se-
gundo orden MSO, entonces es FPT parametrizado por treewidth, mientras que si es
expresable en MSO; entonces es FPT parametrizado por clique-width. Un resultado
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similar fue obtenido recientemente por Bergougnoux, Dreier y Jaffke en [26], quienes
presentaron una logica derivada de MSOq, llamada A&C DN, y probaron que todo
problema expresable en dicha légica es XP parametrizado por mim-width (dado un
arbol asociado).

En esta tesis se presenta un nuevo marco para problemas localmente verificables
pero con un enfoque diferente. El objetivo fue formalizar la definicion de problemas
localmente verificables para luego poder analizar bajo qué circunstancias se pueden
proponer algoritmos eficientes para resolverlos. Los algoritmos propuestos se basan
en programacion dinamica y para ellos se calculan sus complejidades parametrizadas
por treewidth, clique-width y mim-width. Ademas, para cada parametro, se muestran
ejemplos de problemas para-NP-dificiles que no cumplen con las restricciones impues-
tas para dicho parametro. También se considera un conjunto especifico de propiedades
globales (incluyendo, por ejemplo, que cierta clase de la particién induzca un grafo
conexo o aciclico) y propiedades locales a distancias mayores a 1. Se demuestra que
los resultados obtenidos generalizan aquellos de [32,50, 53], y se estudia con mayor
profundidad su relacién con los resultados de [26]. Se muestra, ademds, como modelar
numerosos problemas de la literatura dentro del nuevo marco, como ser dominacién
Grundy, k-comunidad y [k]-dominacién romana, entre otros. Como resultado inme-
diato, se obtienen los primeros algoritmos de tiempo polinomial para resolver estos
problemas en grafos de treewidth acotada, clique-width acotada o mim-width acotada
(segun el caso). Més ain, se proponen esquemas de aproximacion polinomiales para un
gran subconjunto de problemas localmente verificables en grafos planares.

Organizaciéon de la tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera. El Capitulo 1 contiene las defi-
niciones y los resultados preliminares necesarios para nuestro trabajo, ademas de dos
nuevos resultados sobre parametros de anchura y grado. La nocién central de esta tesis
(el nuevo marco para los problemas localmente verificables) es formalmente presen-
tada en el Capitulo 2. En el Capitulo 3, proponemos un algoritmo parametrizado
por treewidth para resolver problemas localmente verificables y analizamos su com-
plejidad, también incluimos algunas propiedades globales y distancias mayores a 1.
Realizamos un estudio similar para los parametros de clique-width en el Capitulo 4,
y mim-width en el Capitulo 5. En el Capitulo 6, estudiamos la técnica de Baker
aplicada a problemas locamente verificables, obteniendo asi esquemas de aproximacién
polinomiales (PTAS) en grafos planares para un gran subconjunto de estos problemas.
En el Capitulo 7 presentamos una serie de aplicaciones de los resultados, es decir,
mostramos como modelar problemas previamente definidos en la literatura utilizando
nuestro marco y analizamos las caracteristicas de dicho modelo para determinar si satis-
face las restricciones para que el problema sea FTP o XP parametrizado por treewidth,
clique-width o mim-width, y para que admita un PTAS en grafos planares. El Capitu-
lo 8 esta dedicado a estudiar la relacién que existe entre el nuevo marco que definimos
para problemas localmente verificables y otros marcos previamente definidos (proble-
mas LCVP, LCC y ECC, y légica A&C DN). Concluimos con una discusién sobre los
resultados obtenidos y las posibles lineas de trabajo a futuro. Los Apéndices A, B
y C contienen, respectivamente, una lista de definiciones de problemas mencionados a
lo largo de esta tesis, las principales abreviaturas y un resumen del marco presentado.



XIV INTRODUCCION

Publicaciones

Esta tesis estd fuertemente basada en los articulos [16,41,103], los cuales fueron
desarrollados en el transcurso de mi doctorado. El primero de ellos ([41]) es en coautoria
con mi directora y los restantes ([16,103]) son resultado de mis visitas a la Universidad
de Fribourg, Suiza. No obstante, se incluyen varias modificaciones y extensiones, como
se detalla a continuacion. Salvo expresamente indicado, estas modificaciones son de mi
exclusiva autoria.

» En el Capitulo 1 se incluye un nuevo resultado (Teorema 1.6.22) que relaciona
el parametro carvingwidth con el pardmetro sim-width y el grado maximo de un
grafo. Este resultado fue obtenido en colaboracién con Felix Mann.

e En el Capitulo 2, y a lo largo de toda la tesis, se unifican las definiciones de los
marcos presentados en los articulos [16,41,103]. Ademads, se presenta una nueva
restriccion que se utilizara en el Capitulo 4.

 El Capitulo 3 incluye el algoritmo presentado en [41] con una modificacién: en
lugar de considerar pesos w,; para cada vértice v y color i, ahora existe una
funcién de peso w que toma un vértice y un coloreo de la vecindad del vértice
(similar a la funcién check). También se adapta la notacién de las extensiones
con propiedades globales a la del articulo [16], se extiende la seccién sobre el caso
r > 1, y se agregan més ejemplos de problemas dificiles que no cumplen con las
restricciones presentadas.

e En el Capitulo 4 se extiende el algoritmo presentado en [16] a una nueva restric-
cién (la existencia de un sistema de vecindades parciales universal), se generaliza
la propiedad global de tamano a la propiedad global de composicién de condicio-
nes locales, se analiza el caso r > 1, y se incluyen ejemplos de problemas dificiles
que no cumplen con las restricciones.

e El Capitulo 5 presenta el algoritmo dado en [103] junto a su extensién a ma-
yores distancias sin modificaciones sustanciales, pero se agrega una extension a
propiedades globales de composicion de condiciones locales. Los ejemplos de pro-
blemas para-NP-dificiles parametrizados por mim-width dados en [103] también
se presentan aqui sin modificaciones.

e Los resultados del Capitulo 6 son nuevos y surgieron gracias a que el Prof. Min
Chih Lin me sugirié estudiar esquemas de aproximacién polinomiales para pro-
blemas localmente verificables.

 El Capitulo 7 mayormente combina los ejemplos presentados en [16,41,103] pero
también incluye algunos nuevos.

 Las relaciones con otros marcos ya estudiadas en [16,41,103] se presentan sin
mayores modificaciones en el Capitulo 8, sélo se incluyen algunos comentarios
adicionales.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Complejidad computacional

Un problema m consiste en un conjunto de instancias D,, que contiene todas las
posibles entradas para el problema, y una pregunta sobre esas instancias. Decimos que
un algoritmo resuelve un problema 7 si ese algoritmo puede ser aplicado a cualquier
instancia [ € D, y se garantiza que siempre producira la respuesta correcta para di-
cha instancia I. Un problema de decision es aquel cuyas respuestas son “si” o “no”.
Un problema es de optimizacion cuando la respuesta es una solucién éptima para el
problema planteado. En general, un problema de decisiéon puede ser derivado de uno
de optimizacion. Por ejemplo, si el problema de optimizacion pregunta por una estruc-
tura de cierto tipo que minimice cierto costo (como puede ser un camino de longitud
minima), podemos asociarlo con el problema de decisiéon que incluya adicionalmente
un numero ¢ como parametro y pregunte si existe una estructura de ese tipo que tenga
costo menor o igual a ¢ (en el ejemplo, un camino de longitud menor o igual a c).

Los problemas también se agrupan segin cuan costoso es resolverlos. La funcion
de complejidad temporal de un algoritmo expresa sus requerimientos temporales. In-
tuitivamente, podemos verla como la cantidad de pasos que efectiia hasta obtener la
respuesta. Habitualmente es expresada como una funcién en términos de una sola varia-
ble: el tamano de una instancia del problema. Para medir el tamano de una instancia,
observemos que la descripcion de la misma puede ser vista como una cadena finita de
simbolos elegidos de un alfabeto finito de entrada. Aunque hay varias formas distintas
en que las instancias de un problema dado pueden ser descriptas, vamos a suponer que
elegimos por adelantado una en particular. Asi, el tamano de una instancia I de un
problema 7 se define como el niimero de simbolos en la descripcion de 1.

Dada una funcién f: N — N, el conjunto O(f) se define como el conjunto de
todas las funciones g: N — N para las cuales existen dos constantes ng, ¢ tales que
g(n) < c¢- f(n) para todo n > ng. Si g € O(f), es usual decir que “g es O(f)”, o
“g(n) € O(f(n))", 0 “g(n) es O(f(n))”. Estos términos serdn utilizados indistintamente
a lo largo de este trabajo. Por momentos haremos abuso de notacion y escribiremos
n®®@ para indicar “O(n°) para alguna constante c”.

Un algoritmo de tiempo polinomial (o simplemente polinomial) se define como aquel
que tiene una funcién de complejidad temporal que es O(p(n)) para algin polinomio
p, donde n denota el tamano de la instancia. Una transformacion (o reduccion) poli-
nomial de un problema de decisién m; a un problema de decisiéon my es una funcion
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f : Dy, = D,, que satisface las siguientes dos condiciones:
1. f es computable por un algoritmo de tiempo polinomial; y

2. para toda instancia I € D, , la respuesta a I en 7 es “si” siy sélo si la respuesta
a f(I) en my es “si”.

Los problemas de decisién que tienen algoritmos de tiempo polinomial que los re-
suelven se agrupan en la clase P. A estos problemas también los llamaremos tratables
o fdciles, en contraposicién con los demas problemas, que seran llamados intratables
o dificiles. La clase NP contiene a los problemas de decisiéon que pueden ser resuel-
tos polinomialmente por una maquina de Turing no deterministica. Para no entrar
en detalles que van mas alla de esta tesis, podemos decir que la clase NP es aquella
que contiene a los problemas de decisién para los cuales, para toda instancia en que
la respuesta es “si”, existe un certificado de la misma y un algoritmo polinomial que
lo verifica. Por ejemplo, si el problema es determinar si existe una ruta de longitud
menor o igual a 10km en un mapa, entonces un certificado es una ruta posible y la
verificacién es comparar su longitud con 10km. Si esta verificacién se puede hacer en
tiempo polinomial entonces el problema pertenece a NP.

En 1971, Cook [63] prob6 que un problema particular de la clase NP, el llamado
problema de satisfacibilidad booleana (SAT), tiene la propiedad de que todo problema
en NP puede ser reducido polinomialmente a él. Esto significa que si SAT pudiera
ser resuelto con un algoritmo polinomial entonces todos los otros problemas en NP
también, y si algin problema en NP fuera intratable entonces también lo seria SAT.
Cook sugirié que otros problemas en NP debian compartir con SAT esta propiedad de
ser “los mas dificiles” de la clase. Karp [125] y luego Garey y Johnson [92] presentaron
mas problemas como este y se definié entonces la clase de problemas NP-completos
(abreviado NP-c). Formalmente, un problema 7 es NP-completo si m pertenece a NP
y, para todo otro problema 7’ en NP, existe una transformacién polinomial de 7’ a 7.
Si omitimos la primera condicién, decimos que 7 es NP-dificil (o NP-hard, abreviado
NP-h). Una clésica pregunta sin respuesta aun es si las clases P y NP son iguales.
En otras palabras, ;es posible resolver cualquier problema en la clase NP en tiempo
polinomial?

1.1.1. Complejidad parametrizada

En un problema parametrizado la entrada se considera en dos partes: (x, k), donde x
es la entrada principal y k es un entero llamado parametro. La funcién de complejidad
de este tipo de problemas es expresada en términos del tamano n de la entrada principal
x y del pardmetro k, de la forma t(n, k). Segin el tipo de funcién de complejidad,
distinguimos a los problemas en clases, como las definidas a continuacion.

Definicién 1.1.1 (FPT). Un problema parametrizado es tratable de parametro fijo
(en inglés, fized-parameter tractable, abreviado FPT) si existen: un algoritmo A que
resuelve el problema, una funcion computable f: N — N y una constante ¢ € N, tales
que la funcién de complejidad temporal t(n, k) del algoritmo A pertenece a O(f(k)n®).
Cuando esta constante c es igual a 1, decimos que el problema es FPT lineal.

Definicién 1.1.2 (XP). Un problema parametrizado es polinomial en rebanadas (en
inglés, slice-wise polynomial, notado XP) si existen: un algoritmo A que resuelve el
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problema y dos funciones computables f, g: N — N, tales que la funcién de complejidad
temporal ¢(n, k) del algoritmo A pertenece a O(f(k)n™®).

En caso de necesitar enfatizar cudl es el parametro k considerado, diremos que un
problema es FPT o XP parametrizado por k. Notemos que todo problema FPT pa-
rametrizado por k es también XP parametrizado por k (ya que g(k) puede ser una
funcién constante), y por [73, Observacion 15.2], esta contencién es estricta (es decir,
que existen problemas XP que no son FPT). Por otro lado, notemos que si un algo-
ritmo es de tiempo O(f(k)n*)) entonces cada vez que fijamos k a una determinada
constante, el algoritmo resulta de tiempo polinomial en n (de alli el nombre “polino-
mial en rebanadas”). En particular, si g es una funcién constante (digamos, g(k) = ¢)
entonces, para cada valor fijo de k, la complejidad en n es la misma (O(n)). Esto
no ocurre para otras funciones g. Por ejemplo, consideremos un algoritmo de tiempo
O(n*). Cuando k = 1, este algoritmo es de tiempo lineal, pero cuando k = 2, este
algoritmo es de tiempo cuadratico. Resulta entonces evidente que es preferible obtener
algoritmos FPT por sobre XP.

De manera similar a las reducciones polinomiales, una reduccion FPT de un pro-
blema parametrizado a otro transforma una instancia (z, k) del primer problema en
una instancia (2, k') del segundo en tiempo f(k)|z|°"), donde &’ se calcula en funcién
de k solamente. La clase de problemas parametrizados FPT es cerrada bajo este tipo
de reducciones. Otras clases de problemas parametrizados que son cerradas bajo re-
ducciones FPT son las llamadas W/i], con i entero positivo. No daremos su definicién
formal dado que escapa de los objetivos de esta tesis, pero si utilizaremos la siguiente
propiedad [73]:

FPTCW[I]CW[]2]C.---CXP

Es una pregunta abierta si W[1] = FPT y se considera que es incluso mas dificil
de responder que la pregunta de P = NP [43]. Distinguimos a los problemas llamados
W/[1]-dificiles (en inglés, W/[1]-hard, abreviado W/1]-h), que son aquellos tales que todo
problema en W/[1] puede reducirse de manera FPT a ellos. Dicho de otra manera, estos
son problemas que “muy probablemente” no pertenezcan a FPT.

Cuando un problema parametrizado es NP-dificil incluso para un determinado valor
constante del parametro k, decimos que el problema es para-NP-dificil (en inglés, para-
NP-hard, abreviado para-NP-h). Claramente, si P # NP, estos problemas no son XP.

1.2. Automatas deterministicos de estados finitos

Presentaremos brevemente este tema, ya que solo se utiliza como una herramienta en
una de las demostraciones. Para més informacién sobre teoria de autématas, ver [115].

Un autémata deterministico de estados finitos es una quintupla (Q, 3,0, qo, F') que
consiste de:

e (: un conjunto finito de estados,
e Y un conjunto finito de simbolos de entrada (también llamado alfabeto),
e 0: Q XX — Q:una funcion de transicion,

e o € QQ: un estado inicial, y
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e ' C @Q: un conjunto de estados finales o de aceptacion.

Decimos que un autémata M = (Q,X%,6,q, F') acepta una cadena si...s,, con
n >1,siysélosis; €Y paratodoi € {1,...,n} y d(...(q,51)...,8,) € F. Por
ejemplo, el autémata M; = ({qo, q1},{1},9, 90, {q1}), donde 6(qo,1) = 1 y 0(q1,1) = qo,
es el autémata que acepta secuencias de un nimero impar de simbolos 1.

En particular, notemos que para todo conjunto finito de enteros no negativos o
siempre existe un autémata deterministico de estados finitos que acepta una cadena
de n caracteres 1 consecutivos si y sélo si n € . En efecto, si llamamos m el elemento
méximo de o, podriamos considerar el autémata M, = (Q,{1},9,q, F) dado por:
Q= {S0y--,Sms1}, o = S0, F ={s; :i € 0}, y 0(ss,1) = s;41 para todo i € [0,m] y
0(Sm+1,1) = Sm+1. Si ponemos restricciones a las cadenas que el autémata recibe como
entrada (por ejemplo, una cota superior a su longitud), es posible que existan otros
autématas equivalentes (en el sentido de que aceptan las mismas cadenas) y con menor
cantidad de estados. Por ejemplo, si tenemos que o es el conjunto de los nimeros
impares entre 1 y 11, y que las cadenas de entrada tienen a lo sumo 11 elementos,
entonces el autémata M; (definido en el primer ejemplo) acepta las mismas cadenas
que M,. Este hecho nos serd ttil mas adelante en este trabajo.

1.3. Nociones algebraicas basicas

Una operacion binaria cerrada (o interna) en un conjunto S es una funcién *: S x
S — S. Es usual escribir x(s1, o) como s1x 9. Tal operacion es conmutativa si s1x Sy =
So x 81 para todo s1,89 € S,y es asociativa si (s1 * S2) * S3 = 1 % (S * s3) para todo
$1,82,83 € S. Un elemento e € S es neutro si exs = s*e = s para todo s € S.
A este elemento también se lo llama identidad. Un elemento a € S es absorbente si
a*s = s*a=a para todo s € S. Es facil probar que si s € S es un elemento neutro
(resp. absorbente), entonces éste es inico. Una operacién conmutativa y asociativa * se
puede extender naturalmente a cualquier subconjunto finito no vacio de .S, escribiendo
*.cx P(z) cuando {P(x) : x € X} C Sy X es finito y no vacio, mas atn, si la operacién
también tiene un elemento neutro e entonces podemos definir % ,cpP(z) = e.

Sean S un conjunto y x una operacién binaria cerrada en S. Entonces (.5, ) es un
monoide si * es asociativa y tiene un elemento neutro. Si * es también conmutativa
entonces (S, %) es un monoide conmutativo.

Se llama Fy al cuerpo de dos elementos, es decir, a ({0,1},+,-) donde + y - son dos
operaciones binarias cerradas en {0, 1} definidas de la siguiente manera:

+10]1 101
0101 00
1]1 1/0|1

Una relacion binaria en un conjunto S es un subconjunto R del producto cartesiano
S S. Esusual escribir (s1, $2) € R como s3Rsy. Decimos que R es refleziva si sRs para
todo s € S, antisimétrica si s;Rss A sy Rsy = s1 = so para todo s, s € S, v transitiva
si s1Rsa A s9Rs3 = s1Rsz para todo sq,s9,83 € S. Si R es reflexiva, antisimétrica y
transitiva, entonces (S, R) se llama orden parcial (o conjunto parcialmente ordenado).
Si ademds s1R sy V s9Rs; para todo sq, 2 € S, entonces (S, R) se llama orden total (o
conjunto totalmente ordenado).
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Sea (S, <) un conjunto totalmente ordenado. Un elemento mdzimo es un elemento
m € S tal que s < m para todo s € S. Notese que no todo conjunto totalmente
ordenado tiene un elemento méaximo, y es facil probar que si tiene un elemento méaximo
entonces éste es tnico. La operacion minimo, min, es la operacion binaria cerrada en
S tal que min(sy, $2) = s1 si 81 < 89 y min(sy, S9) = So si s9 < s1. Es facil ver que min
es conmutativa y asociativa.

Notamos R al conjunto de los ntimeros reales, Q al conjunto de los niimeros racio-
nales, Z al conjunto de los niimeros enteros y N al conjunto de los enteros no negativos.
Ademéds, N**° = NU {400} y N = NU {—c0} (y andlogamente para Z, Q y R).
Notamos [a, b], con a,b € Z y a < b, al conjunto de todos los niimeros enteros mayores
o0 iguales a a y menores o iguales a b, es decir, al conjunto {a,a + 1,...,b}. Un con-
junto de nimeros naturales es co-finito si su complemento (respecto al conjunto de los
nimeros naturales) es finito.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos el conjunto BooL = {TRUE, FALSE} de
valores booleanos y todos los operadores légicos usuales, tales como —, A, V y =, asi
como también los cuantificadores V, 3. Definimos 1: BooL — {0,1} como la funcién
tal que 1(TRUE) = 1 y 1(FALSE) = 0.

Para todo conjunto S, P(S) denota al conjunto de todos los subconjuntos de S.
Dado un entero positivo ¢, una g-tupla es una tupla ordenada de ¢ elementos y una
g-particion de S es una g-tupla (51, ..., S,) donde | J!_, S; = Sy S;NS; = () para todo
i # j. Notamos part,(.S) al conjunto de todas las g-particiones de S. Dado un entero no
negativo k, notamos part, (k) al conjunto de todas las g-tuplas de enteros no negativos
tales que la suma de todos sus elementos es igual a k. Para X € part,(5), notamos | X|
a la g-tupla con |X|[; = [X;|. Si X € part,(S) y S es otro conjunto, notamos S’ N X
a la g-tupla con (8" N X); = 5" N X;. Si Sy S son conjuntos disjuntos, X € part,(S)
y X' € part,(S’) entonces notamos X U X’ a la g-tupla con (X U X'); = X; U X, la
cual es una particién de SUS’. Si S es un conjunto finito entonces una S-tupla es una
funcién de dominio S, y escribimos T' = (7}).ecs para indicar que T' es una S-tupla
para la cual cada z € S es asignado a T}.

Sea f: A — B una funcién y sea S C A. Cuando B C R, el peso en S de la funcién
f se define como f(S) = > ¢ f(s). Notamos f|s a la funcién f restringida al dominio
S, esto es, la funcién f|g: S — B se define como f|s(s) = f(s) para todo s € S. Sea
A’ un conjunto tal que AN A" = 0, y sea g: A’ — B. Notamos f U g a la funcién
h: AUA" — B tal que h(z) = f(z) siz € A, y h(z) = g(z) si x € A". Notemos que,
como A y A’ son conjuntos disjuntos, la funcién f U g estd bien definida.

1.4. Conjuntos de pesos

Sea (WEIGHTS, =) un conjunto totalmente ordenado con un elemento maximo (lla-
mado ERROR), junto con la operacién minimo del orden < (llamada min) y una opera-
ci6én binaria cerrada en WEIGHTS (llamada @) que es conmutativa y asociativa, tiene
un elemento neutro /5 y un elemento absorbente que es igual a ERROR, y la siguiente
propiedad se satisface: s; < sy = s1 P S3 = S96P s3 para todos s1, Sg, S3 € WEIGHTS. En
tal caso, decimos que (WEIGHTS, <, @) es un conjunto de pesos (o conjunto de costos).

Un ejemplo de un conjunto de pesos es (N7 < +). Notemos que el elemento
maximo es +oo en este caso. También podriamos considerar el orden inverso de los
pesos naturales: (N~ > +), donde el maximo elemento ahora es —oo. Otro ejemplo



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.1: Join entre dos grafos G y H.

simple digno de mencionar es ({0, 1}, <, max).

1.5. Definiciones basicas de teoria de grafos

A menos que se indique lo contrario, todos los grafos considerados en este trabajo
son finitos, simples (no tienen aristas dobles ni bucles) y no dirigidos. Dado un grafo
G, notamos V(@) al conjunto de vértices y E(G) al conjunto de aristas de G. Dos
vértices u,v € V(G) son adyacentes (o vecinos) si uv € E(G), y en tal caso decimos
que u y v son los extremos de la arista uv. La matriz de adyacencia de G es la matriz
M € {0,1}V@OXVEindexada por los vértices de G, con M[u,v] = 1 si y sélo si
wv € E(G). La vecindad abierta de un vértice v es Ng(v) = {u: uv € E(G)}, es decir,
es el conjunto de vértices de G adyacentes a v. La vecindad cerrada se define como
Ng[v] = Ng(v) U {v}. Para todo S C V(G), definimos Ng[S] = (J,cg Na[v]. El grado
de un vértice v es dg(v) = |Ng(v)| (también notado deg(v)), es decir, es la cantidad
de vecinos de v. El maximo grado entre los vértices de G se nota A(G).

Un grafo H es un subgrafo del grafo Gsi V(H) CV(G)y E(H) C E(G), de manera
que si wv € E(H) entonces u,v € V(H). En particular, H es un subgrafo inducido de
GsiV(H) CV(G@)y E(H) ={uw :ue V(H)ANveV(H)Nuw € E(G)}. Si S es
un subconjunto de V(G), notamos G[S] al subgrafo inducido de G' cuyo conjunto de
vértices es S.

Una clase de grafos es una familia de grafos que es cerrada bajo isomorfismo. Dada
una clase de grafos G y un parametro p, decimos que G tiene el parametro p acotado si
sup{p(G) : G € G} < 0.

La unidn disjunta de dos grafos Gy H es el grafo GU H (también llamado G & H)
tal que V(GUH) =V(G)UV(H)y E(GUH) = E(G)UE(H). La unién completa (o
join) entre dos grafos G y H es el grafo G 7 H obtenido de la unién disjunta de Gy
H al agregarle todas las aristas que conectan un vértice de G' con un vértice de H (ver
Figura 1.1). Un grafo es un cografo si puede construirse a partir de grafos de un sélo
vértice mediante la aplicacion de las operaciones join y unién disjunta.

Un camino en un grafo G es una sucesion (vy,...,v;) de vértices distintos de G,
donde v;v;41 € F(G) para todo i € [1,k—1]. Un grafo G es conezo si para todo par de
vértices distintos u, v € V(G) existe un camino (vy, ..., vx) en G tal que v, = vy v, = v.

Una componente conezxa de un grafo G es un subgrafo conexo maximal de G. Notamos
cc(G) al conjunto de componentes conexas de G. Definimos ccut(G) = party(ce(G)) v
llamamos cortes conexos a los elementos de ccut(G). Para un conjunto S C V(G) y
cuando G queda claro por contexto, notamos ccut(S) a ccut(G[S]).
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Figura 1.2: Distintas potencias de un grafo G que es un ciclo de 9 vértices.

(b) Cs (c) Ks

(a) Ps

Figura 1.3: Grafos camino, ciclo y completo de 5 vértices.

Dados dos vértices u, v en un grafo G, notamos distg(u, v) a la distancia entre u y
v, es decir, la longitud (nimero de aristas) de un camino minimo entre v y v en G. Si
tal camino no existe (porque u y v estan en diferentes componentes conexas de (), se
considera distg(u,v) = co. El didmetro de G, diam(G), es la mayor distancia entre dos
vértices de G, es decir, diam(G) = méx, yev (o) dista(u, v).

Sea r un entero positivo. La r-ésima potencia de un grafo GG, notada G", es el grafo
con V(G") = V(@) y tal que para todo par de vértices distintos u,v € V(G), u es
vecino de v en G si y s6lo si distg(u, v) < r (es decir, E(G") = {uv : distg(u,v) < 71}).
La Figura 1.2 muestra un ejemplo. Observemos que si G es conexo entonces GAAM(G)
es un grafo completo.

Notamos Nj[v] al conjunto de vértices a distancia a lo sumo r de v en G. Una
propiedad que nos serd 1til mas adelante es que N{[v] = Ngr[v]. El grafo G” se puede
obtener en tiempo O(|V(G)| - |E(G)|) simplemente buscando los vértices a distancia a
lo sumo r de cada v € V(G), aplicando una bisqueda en anchura (BFS).

Un grafo G es un camino si V(G) = {v1, ..., v} y E(G) = U {vivi1 }. Un camino
de k vértices se nota Py (ver Figura 1.3a). Un grafo G es un ciclo si V(G) = {vy, ..., v},
EG) = (Uf:_ll{viviﬂ}) U{vgv1} y £ > 3. Un ciclo de k vértices usualmente se nota

Cy (ver Figura 1.3b).

Un grafo G es completo si Ng[v] = V(G) para todo v € V(G), es decir, si todos
sus vértices son vecinos entre si. Un grafo completo de n vértices usualmente se nota
K, (ver Figura 1.3c). Los grafos completos son un caso particular de cografos. Una
cligue en un grafo G es un subgrafo completo maximal de G. El nimero de clique de
G, w(@), es el mayor tamano de una clique en G. Un conjunto I de vértices de un
grafo G es independiente (o estable) si todos sus vértices son no-adyacentes entre si. El
numero de independencia (o de estabilidad), a(G), es el mayor cardinal de un conjunto
independiente en G.

Un grafo G es bipartito si V(G) es la unién de dos conjuntos disjuntos independientes
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(a) Un grafo bipartito no completo. (b) Bipartito completo Ky 5.

Figura 1.4: Grafos bipartitos

U1
(%) V3
Uy Vs (%4
Ve (]
V9 V10 V11 V12

Figura 1.5: Un arbol. Si lo consideramos enraizado en el vértice v; entonces tenemos
que, por ejemplo, vy es el padre de vy, los hijos de v, son vy y v5, los descendientes de
U3 son Vg, U7, Us, V11 Y V12, ¥ L, €s el subarbol que contiene los vértices vq, vy, vs, Vg ¥
v19. Si eliminamos el vértice vg obtenemos un arbol binario.

Vi y Vo, v G es bipartito completo si es bipartito y todo vértice de V; es adyacente a
todo vértice de V5. Notamos K, ; al grafo bipartito completo con |V;| = r and |V5]| = s.
Los grafos bipartitos completos son un tipo especial de cografos. La Figura 1.4 muestra
ejemplos de grafos bipartitos (uno completo y otro no completo). Si A, B C V(G) son
dos conjuntos disjuntos no vacios de vértices, notamos G[A, B] al grafo bipartito de
vértices AU B y aristas {ab:a € A,b € By ab e E(G)}, el cual es un subgrafo de G.

Un grafo es aciclico si no contiene ningun ciclo de longitud al menos 3. Un grafo
aciclico también se llama bosque. Un drbol es un grafo aciclico conexo. En un arbol T,
es usual llamar nodos a los elementos de V(T'), y subdrbol a un subgrafo conexo de T
Un nodo con grado a lo sumo 1 se llama hoja, y un nodo de grado al menos 2 se llama
nodo interno. Un arbol estd enraizado si un vértice fue designado como la raiz. Sea T’
un arbol enraizado en r. Para un nodo t € V(T') — {r}, el vecino de ¢ en el camino de ¢
a la raiz se llama el padre de t. Un nodo s es un hijo de un nodo ¢ si t es el padre de s.
Los descendientes de un nodo t son los hijos de ¢ y los descendientes de ellos (las hojas
no tienen descendientes). Notamos 7} al subarbol de T inducido por el conjunto de ¢
y sus descendientes. Un arbol binario es un arbol enraizado donde todo nodo interno
tiene a lo sumo dos hijos. La Figura 1.5 ilustra estos conceptos.

Un grafo es una oruga si es un arbol tal que al quitarle sus hojas resulta en un
camino. La estrella de n vértices, llamada S,,, es el grafo K;,_1 (notar que es también
un arbol con n — 1 hojas). Ver Figura 1.6. Es facil ver que todos los arboles son
bipartitos.

Un grafo es cordal si todo ciclo inducido en €l tiene a lo sumo 3 vértices. Un grafo
G es split si V(G) puede particionarse en un conjunto independiente y una clique (ver
Figura 1.7). Directamente de su definicién, los drboles y los grafos split son cordales.

Un grafo es planar (también llamado plano) si se puede representar en el plano de
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yoR K

) Una oruga. ) Estrella de 8 vértices Ss.

Figura 1.6: Casos particulares de arboles.

Figura 1.7: Grafo split con un conjunto independiente I y una clique C.

modo tal que sus aristas no se corten (ver Figura 1.8). La maxima cantidad de aristas
que puede tener un grafo planar de n vértices es 3n + 6 (folklore). Un grafo G es una
grilla (también llamado celosia, malla o cuadricula) de nx m si puede ser representado
en el plano como una cuadricula de n x m puntos. Formalmente, V(G) = {(z,y) : x €
[Ln] Ay € [1,m]} y E(G) = {(x1,y1)(x2,y2) : |xa — 21| + |y2 — 11| = 1}. Es decir,
sus vértices pueden pensarse como puntos de coordenadas enteras en un rectangulo de
nxm puntos, y dos vértices son vecinos si y sélo si estan a distancia 1 (ver Figura 1.8b).
Las grillas son planares y bipartitos de grado menor o igual a 4. Los arboles son también
planares y bipartitos, pero de grado no acotado.

Dados conjuntos Si,...,S,, el grafo de interseccion de Si,...,S, es aquel grafo G
con V(G) = {vy,...,v,} tal que vv; € E(G) siy sélo si S; N S; # 0. Un grafo es
de intervalo si es el grafo de interseccién de intervalos en la recta real. Un grafo es
arco-circular si es el grafo de interseccién de arcos en una circunferencia. Claramente,
los grafos de intervalo forman una subclase de los grafos arco-circulares. Ademads, los
grafos de intervalo son cordales [132].

Dados un grafo G y una arista uv de G, el grafo obtenido al subdividir uv en G
surge de GG al agregar un nuevo vértice w, hacer que w sea adyacente a u y v, y eliminar
la arista uv. El grafo de subdivision de G, S(G), es aquel que se obtiene al subdividir
cada arista de G (ver Figura 1.9b). El grafo dentado de G, J(G), es aquel que se obtiene
de S(G) al agregar nuevamente las aristas E(G) (ver Figura 1.9¢). El grafo de linea
de G, L(G), tiene como conjunto de vértices a F(G) y dos vértices son adyacentes en
L(G) si y sdlo si sus correspondientes aristas en GG tienen un extremo en comun (ver
Figura 1.9d). El grafo total de G, T'(G), tiene como conjunto de vértices a V(G)UE(G),
y es tal que V(G) induce G, E(G) induce L(G), y dos vértices v € V(G) y e € E(Q)
son adyacentes en T'(G) si y sélo si v es un extremo de e en G (ver Figura 1.9e).

Un emparejamiento (llamado matching en inglés) en un grafo es un conjunto de
aristas que no comparten ningin extremo (ver Figura 1.10a). Un emparejamiento en
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(a) Ky. (b) Grilla de 3 x 4.

Figura 1.8: Ejemplos de grafos planares.

H e

(a) G

232

Figura 1.9: Un grafo G, su grafo de subdivisién S(G), su grafo dentado J(G), su grafo
de linea L(G) y su grafo total T(G).

un grafo G determina un conjunto independiente en el grafo de linea de G, L(G). Me-
diante el Algoritmo de Edmonds [74], podemos encontrar un emparejamiento maximo
(es decir, con la maxima cantidad posible de aristas) en tiempo polinomial. Si un em-
parejamiento M en un grafo G es tal que el subgrafo de G inducido por los extremos de
las aristas en M es una unién disjunta de varios grafos K5, entonces decimos que M es
un emparejamiento inducido (ver Figura 1.10b). Equivalentemente, un emparejamiento
inducido en G determina un conjunto independiente en el cuadrado del grafo de linea,
L(G)?. Determinar si existe un emparejamiento inducido de tamaio mayor o igual a
k, para algin entero k dado como entrada, es un problema NP-completo, incluso en
grafos bipartitos de grado cuatro [160].

Un k-coloreo propio de un grafo es una asignacion de colores a vértices tal que todo
vértice recibe un color diferente al de sus vecinos. Equivalentemente, es una particién
de sus vértices en a lo sumo k conjuntos independientes. El nimero cromdatico de un
grafo G, notado x(G), es el menor valor de k tal que G admite un k-coloreo propio. Los
grafos bipartitos son exactamente aquellos que tienen niimero cromatico menor o igual
a 2. Para todo k > 3, determinar si un grafo es k-coloreable (es decir, si admite un
k-coloreo propio) es un problema NP-completo [92], mientras que para k = 2 se puede
resolver facilmente en tiempo lineal. Un grafo G es perfecto si x(H) = w(H) para
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Figura 1.10: Un mismo grafo y distintos emparejamientos (destacados en linea gruesa).

todo subgrafo inducido H de G. Ejemplos de grafos perfectos incluyen los bipartitos,
cografos y cordales [116].

Decimos que un par de vértices o un par de aristas se dominan entre si cuando
son iguales o bien adyacentes, y un vértice v y una arista e se dominan cuando v es
un extremo de e. Notamos vy w(G), siendo U y W conjuntos de elementos del gra-
fo GG, al minimo cardinal de un subconjunto S de U que domina a W. El parametro
W) (G) también se nota simplemente (G), y se llama el nimero de domina-
cién de G. El problema de determinar v(G) se conoce como el problema del MiNIMO
CONJUNTO DOMINANTE y su problema de decisién asociado es NP-completo [92].
Los pardmetros vy g v yev se asocian a los problemas del MINIMO CUBRIMIENTO
POR VERTICES (en inglés, vertex cover) y MINIMO CUBRIMIENTO POR ARISTAS (en
inglés, edge cover), respectivamente. En el problema MiNIMA {k}-DOMINACION, dado
un grafo G queremos encontrar el minimo costo de una funcién f: V(G) — [0, k] tal
que e Ny [ (w) = k para todo v € V(G).

1.6. Parametros de anchura en grafos

1.6.1. Treewidth

Una descomposicion en drbol (tree decomposition en inglés) de un grafo G es un
arbol T' junto con una familia {X; : t € V(T')} de subconjuntos de V(G) (donde cada
X, es llamado bolsa), que satisfacen las siguientes propiedades:

(W1) UteV(T) Xy =V(G);

(W2) para toda arista uv en G, existe al menos un nodo t € V(7') tal que la bolsa X;
contiene tanto a u como a v;

(W3) para todo vértice v en G, el conjunto de nodos {t € V(T') : v € X;} induce un
subarbol de T

La anchura de una descomposicién en darbol (T, {X;}iev(r)) es igual al tamano
méximo de una bolsa menos uno, es decir, méx{|X;| — 1 : ¢ € V(T)}. La anchura de
drbol (o treewidth) de un grafo G, notado tw(G), es el minimo w tal que G admite una
descomposicion en arbol de anchura igual a w. Dada una clase de grafos G, definimos
tw(G) = sup{tw(G) | G € G}. Decimos que G tiene treewidth acotada si tw(G) < oo.
La anchura de camino (pathwidth, pw) se define andlogamente pero exigiendo que T'
sea un camino.
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El parametro treewidth fue definido formalmente en 1983 por Robertson y Sey-
mour [152], pero también fue previamente considerado bajo diferentes nombres por
Bertele y Brioschi [29] y Halin [106]. Entre las clases de grafos de treewidth acotada
podemos mencionar: bosques (treewidth 1), pseudo-bosques, cactus, grafos outerpla-
nar y grafos serie-paralelo (treewidth a lo sumo 2), grafos Halin y redes Apollonian
(treewidth a lo sumo 3) [34,45,126, 151].

Sea k un entero positivo. Los k-drboles se definen recursivamente de la siguiente
manera: el grafo completo de k vértices (K}) es un k-arbol, y si G es un k-arbol y @ es
una clique de G de k vértices, entonces también es un k-arbol el grafo G’ obtenido de
G al agregar un vértice v ¢ V(G) tal que sus vecinos son exactamente los vértices de @)
(Ng(v) = Q). Un k-drbol parcial es un subgrafo de un k-drbol. Un grafo tiene treewidth
a lo sumo k si y sélo si es un k-arbol parcial [34, Teorema 35]. Luego, treewidth se
puede definir alternativamente mediante k-arboles parciales: la treewidth de G es el
menor entero k tal que G' es un k-arbol parcial.

Proposicién 1.6.1 (Folklore). Sea k un entero positivo y sea G un grafo de treewidth
k. Entonces |E(G)| < k|V(G)| — X&)

2

Demostracion. Como tw(G) = k entonces G es un k-arbol parcial y por lo tanto es un
subgrafo de un k-arbol de |V (G)| vértices. Directamente de la definicién de k-arbol obte-

nemos que la cantidad de aristas de un k-arbol de n vértices es k(k; U4 k(n — k). Luego,

la cantidad de aristas de G es a lo sumo k(kgl) +E(|V(G)|—k) =EV(G)| — @ O

Proposicién 1.6.2 (Folklore). Si H es un subgrafo de un grafo G entonces tw(H) <
tw(Q).

Teorema 1.6.3 ([152, paginas 1 y 2]). Para todo grafo G, tw(G) > w(G) — 1. Mas
atn, tw(G) > x(G) — 1.

Teorema 1.6.4 ([126, pagina 76]). tw(S(G)) = tw(G).

Teorema 1.6.5 ([36, Teorema 1)). Eziste un algoritmo tal que, dados un grafo G de n
vértices y un entero k, en tiempo O(ckn) para alguna constante ¢ € N, o bien responde
que la trecwidth de G es mayor a k, o bien construye una descomposicion en drbol de
G de anchura a lo sumo 5k + 4.

Para un grafo dado pueden existir multiples descomposiciones en arbol, incluso si
pedimos que tengan anchura minima (ver Figura 1.11). En los algoritmos para resolver
problemas en clases de treewidth acotada usualmente se utiliza un tipo especial de
descomposiciones en arbol que provee ain mas estructura. Una descomposicion en
arbol (T, { Xt }iev(r)) es agradable [126, Definicion 13.1.4] si:

e T es un arbol binario enraizado;
e si un nodo i tiene dos hijos j y k entonces X; = X; = Xj;

e si un nodo ¢ tiene sélo un hijo j, entonces

e |X;|=|X;| -1y X, C Xj, obien
e Xl =|X;|+1y X; DX,



1.6. PARAMETROS DE ANCHURA EN GRAFOS 13

x o) (o) (oone) (o onvs)

(a) Grafo G. (b) Descomposicién en arbol (¢) Descomposicién en arbol
no agradable de G. agradable de G.

Figura 1.11: Un grafo y algunas de sus posibles descomposiciones en arbol.

Para todo nodo i € V(T'), denotaremos G; al subgrafo inducido G [Ujev(m Xj]

Teorema 1.6.6 ([126, Lema 13.1.3]). Para una constante k, dada una descomposicion
en drbol de un grafo G, de anchura k y con O(|V(G)|) nodos, se puede encontrar una
descomposicion en drbol agradable de G, de anchura k y a lo sumo 4|V (G)| nodos, en

tiempo O(|V(G))).

En esta tesis vamos a trabajar con una ligera modificacién de las descomposiciones
en arbol agradables, donde las bolsas de la raiz y de las hojas tienen un tnico vértice
cada una.

Definicién 1.6.7. Una descomposicién en arbol (T, {X;}ev (1)) se llama sencilla si

e T es un arbol binario enraizado en r, tal que | X,| = 1;
e si un nodo ¢ tiene dos hijos j y k entonces X; = X; = Xj; (nodo union)

¢ si un nodo ¢ tiene sélo un hijo j, entonces

e |X;|=1]X;| -1y X; C X, o bien (nodo eliminacidn)
o | Xi| =[X5]+1y X; D X5 (nodo insercion)
e si un nodo 7 no tiene hijos, entonces | X;| = 1. (nodo hoja)

Es facil ver que, dada una descomposicién en arbol agradable de anchura k y
O(|V(G)]) nodos, se puede construir en tiempo O(k|V(G)|) una descomposicién en
arbol sencilla de anchura k y O(k|V(G)|) nodos.

Corolario 1.6.8. Eziste un algoritmo tal que, dados un grafo G de n vértices y un
entero k, en tiempo O(c*n) para alguna constante ¢ € N (es decir, FPT lineal parame-
trizado por k), o bien responde que la treewidth de G es mayor a k, o bien construye
una descomposicion en drbol sencilla de G de anchura a lo sumo b5k +4 y a lo sumo
4kn nodos.
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El siguiente resultado, el cual probamos junto a Flavia Bonomo en [41], relaciona
los valores de treewidth y grado de un grafo GG con los de su r-ésima potencia G". En
particular, implica que si tanto la treewidth como el grado de G estan acotados por
una constante entonces, para una potencia fija r, la treewidth y el grado de G" también
estan acotados por una constante. Notemos que es necesario pedir que el grado esté
acotado, ya que, por ejemplo, la segunda potencia de una estrella S, (de treewidth 1)
es un grafo completo (de treewidth n — 1).

Lema 1.6.9 ([41, Lema 6.0.2]). Sean G un grafo y r un entero mayor o igual a 2.
Luego,
A(G) SA(G") <AG), y

max(tw(G), A(Q)) < tw(G") < (tw(G) + 1)(A(G) + 1)lz1 — 1.

Demostracion. En primer lugar, la desigualdad A(G) < A(G") < A(G)" se deduce
directamente de la definicion de potencia de un grafo. A continuacion estudiaremos la
segunda desigualdad.

Veamos que se cumple la cota inferior. Sea v un vértice de G de grado maximo.
En G", el grafo inducido por Ng[v] es una clique de tamano A(G) + 1y, por el Teo-
rema 1.6.3, tenemos que tw(G") > A(G). Como G es un subgrafo de G" y, por la
Proposicién 1.6.2, tenemos tw(G") > tw(G).

Demostraremos ahora que vale la cota superior. Sea (T, {X;}icv(r)) una descom-
posicién en arbol de G. Para todo t € V(T'), sea Y; el conjunto de vértices que estan
a distancia menor o igual a [g} de un vértice de X;. Notemos que X; C Y; para todo
t € V(T). Probaremos que (7', {Y;}icv(r)) es una descomposiciéon en arbol de G', y
para ello probaremos que se satisfacen las tres propiedades (W1), (W2) y (W3) de la
definicién de treewidth.

(W1) Como V(G) = Uiy Xt € Uievn s € VI(G) vy V(G) = V(G7), sigue que
UteV(T) Y =V(G").

(W2) Sean u, v dos vértices que son vecinos en G”. Si también son vecinos en G entonces
existe una bolsa X; que los contiene a ambos y entonces, como X; C Y;, la
propiedad (W2) se cumple en este caso. Caso contrario, existe un vértice w que
estd a distancia a lo sumo [£] tanto de u como de v en G. Sea t € V(T') tal que la
bolsa X; contiene a w. Luego, w € Y, (porque X; C Y;) y ademéds u, v € Y; (porque
tanto u como v estdn a distancia a lo sumo [§] de w € X;). En consecuencia, la
propiedad (W2) también se cumple en este caso.

(W3) Para todo u € V(G), sean TX = T[{t e V(T):u e X} y TV =T[{t € V(T) :
u € Y;}]. Aplicando la propiedad (W3) a (T, {X;}iev(r)), obtenemos que T* es
un subarbol de T' para todo u € V(G). Sea v € V(G). Vamos a probar que T es
conexo. Sea t € V(T:X). Notemos que para probar que 7)) es conexo es suficiente
probar que existe un camino en 7)Y entre ¢ y todo nodo s € V(TY) —V(TX). Sea
s € V(TY )=V (TX). Por definicién de las bolsas Y, sabemos que v € Yy si y sélo si
t' e V(T;Y) o t' € V(TX) para algin otro vértice u tal que distg(v,u) < [%]. Por
lo tanto, existe un vértice v, € Y, distinto de v tal que distg (v, vs) < [5]. Ademas
todo vértice u en el camino minimo entre v y v, cumple que V(T:X ) C V(TY).
Como T:X es conexo para todo u € V(G) y V(T:X)NV(TX) # 0 para toda arista
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(a) Ciclo de 6 vértices. (b) Un éarbol de expresién clique-width 7.

Figura 1.12: Un grafo y un arbol de expresion clique-width asociado.

uw € E(G) (por la propiedad (W2) aplicada a (T, {X: }ev () v la arista ww),
entonces existe un camino en 7)) entre t y s. Por lo tanto la propiedad (W3) vale
para (T, {Yt}teV(T))-

Como cada bolsa Y; tiene a lo sumo (tw(G) 4 1)(A(G) + 1)Iz] vértices, obtenemos
tw(G") < (tw(G) + 1)(A(G) + 1)zl — 1. N

1.6.2. Clique-width

La anchura de clique (o clique-width) de un grafo G, notada cw(G), fue presentada
por Courcelle, Engelfriet y Rozenberg en [66]. Se define como el minimo nimero de
etiquetas necesarias para construir G usando las siguientes cuatro operaciones:

e creacién de un nuevo vértice v con etiqueta i (notado i(v));
e unién disjunta de dos grafos etiquetados G y Gy (notado G1 @ Gs);

e unién completa entre dos etiquetas ¢ y 7, ¢ # j, es decir, adiciéon de una arista
entre cada vértice con etiqueta i y cada vértice con etiqueta j (notado 7; ;);

e renombre de la etiqueta 7 a la etiqueta j, es decir, asignacién de la etiqueta j a
cada vértice con etiqueta ¢ (notado p;_,;).

Una expresion clique-width no es méas que una expresion bien formada usando las
cuatro operaciones mencionadas arriba. Para una expresion e, notamos G, al grafo
determinado por e. Si el nimero de etiquetas distintas usadas en una expresion e es a
lo sumo k, decimos que es una k-ezpresion clique-width (o simplemente k-expresion).

Ejemplo 1.6.10. El grafo G ilustrado en la Figura 1.12a puede ser construido usando
la siguiente 3-expresiéon, y por lo tanto el grafo G tiene clique-width a lo sumo 3.

m2,3(P3-1(M,3((M2(1(v1) © 2(v2)) © M12(1(vs) D 2(v4))) © 3(vs)) © 3(v3))).
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El siguiente resultado de Fomin y Korhonen nos dice que si sabemos que una clase de
grafos tiene clique-width a lo sumo £ entonces en tiempo cuadratico podemos encontrar
expresiones “lo suficientemente buenas” para dichos grafos, y por ello nos referimos a
expresiones donde la cantidad de etiquetas sélo dependa de k£ y no de la cantidad de
vértices. En ese sentido, si k es una constante, entonces obtenemos expresiones clique-
width con cantidad de etiquetas acotada por una constante.

Teorema 1.6.11 ([88, Corolario 1.1]). Para un entero k y un grafo G de n vértices,
eziste un algoritmo que, en tiempo 22°“'n2, o bien computa una (2261 — 1)-expresion

clique-width de G, o bien concluye que la clique-width de G es mayor a k.

Una k-expresion clique-width es irredundante si cada vez que se ejecuta una opera-
cién de unién completa 7; ; no hay ninguna arista previamente existente entre vértices
con etiqueta i y vértices con etiqueta j. Nétese que la expresiéon mencionada en el
Ejemplo 1.6.10 es irredundante. Courcelle y Olariu [69] probaron que cualquier grafo
G que admite una k-expresion también admite una k-expresion irredundante.

A toda expresién clique-width e le podemos asociar naturalmente un arbol binario
enraizado T,, donde cada nodo indica una de las posibles operaciones (ver Figura 1.12b
como ejemplo). Las hojas siempre indican una operacién de creacién de un nuevo vértice
v con etiqueta 4, i(v), y los tinicos nodos con dos hijos son aquellos que indican una
unién disjunta, @. Notemos que, para todo nodo t € V(T,), el subarbol de T, con
raiz en t define una expresion e; que se corresponde con el grafo G, que es a su vez
un subgrafo de G,.. Decimos que €’ es una subexpresion de e si €' es una expresion
determinada por el subérbol de T, con raiz en algin nodo t € V(7).

Consideremos cualquier vértice v en G, para algun ¢t € V(T,). Luego, todos los
vecinos de v en G, que atin no son vecinos de v en G, (es decir, aquellos vértices cuyas
aristas con v se definen en operaciones asociadas a nodos que son ancestros de ¢ en Tp)
seran llamados prorimos vecinos de v respecto a e;. Notemos que para cualquier par
de vértices en G, que tengan la misma etiqueta, sus conjuntos de préoximos vecinos
respecto a e; son idénticos.

Dada una k-expresion e, definimos la funcion ¢, : V(G.) — [1,k] tal que £.(v)
es la etiqueta final de v, es decir, la etiqueta que tiene v después de la operacién
correspondiente a la raiz de T,. También definimos £(e) = {l.(v) : v € V(Ge)} ¥
((e) = [1,k] — €(e), es decir, es el conjunto de etiquetas i para las cuales no existe
ningin v € V(G,) tal que (.(v) = 1.

En lo que resta de este trabajo, consideraremos tunicamente expresiones irredun-
dantes donde en cada operaciéon de renombre p;_,;(e) tenemos j € {(e). Nétese que,
bajo estas suposiciones, el nimero total de operaciones en una expresion clique-width
e de un grafo G pertenece a O(|V(G)| +|E(G)|), ya que se realizan |V (G)| operaciones
de creacién, |V (G)| — 1 uniones disjuntas, a lo sumo |E(G)| uniones completas y a lo
sumo |V (G)| renombres de etiqueta.

1.6.3. Arboles binarios de descomposiciéon: carvingwidth,
mim-width y otros parametros
Dado un grafo GG, un arbol binario 7" donde cada nodo interno tiene exactamente 2

hijos junto con una biyeccién ¢ entre los vértices de G y las hojas de T', se conoce como
un darbol binario de descomposicion de G. Sea (T, ) un drbol binario de descomposicién
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Uy Us
Us Us
Us Vg
U2 U1 V1 U3 V2 U4
(a) El ciclo de 6 vértices. (b) Un arbol binario de descomposicién.

Figura 1.13: Un grafo G y un arbol binario de descomposicién (7', 0) asociado a G.

de un grafo G. Para todo t € V(T'), notamos T} al conjunto de vértices de G que se
corresponden (mediante ¢) con las hojas que son t o descendientes de ¢ en 7. También
notamos T; = V(G) — T;. Ver Figura 1.13.

Para una funcién f : P(V(G)) — R tal que f(S) = f(V(G)— S) para todo subcon-
junto S C V(G), la anchura f (o f-width) de un drbol binario de descomposicion (T, 6)
se define como el méximo valor de f(7;) con t € V(T'). La f-width de un grafo G es el
menor valor de la f-width de (7', 0) entre todos los drboles binarios de descomposicién
(T,6) de G [170, Definicién 3.1.3].

De esta definicion general se desprenden, entre otras, las siguientes definiciones
concretas de pardmetros de anchura en grafos:

 carvingwidth (carw) [155,156]: f(S) es la cantidad de aristas del grafo bi-
partito G[S, V(G) — S].

e mm-width (mmw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un matching maxi-
mo (no necesariamente inducido) en el grafo bipartito G[S, V(G) — S].

e mim-width (mimw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un matching
inducido méximo en el grafo bipartito G[S,V(G) — 5].

o sim-width (simw) [124]: f(5) es la cantidad méxima de aristas de un matching
inducido en el grafo G que tienen un extremo en Sy el otro en V(G) — S.

o rankwidth (rw) [117]: si llamamos M a la matriz de adyacencia en Fy de G,
entonces f(S) es el rango de la submatriz de M inducida por las filas correspon-
dientes a Sy las columnas correspondientes a V(G) — S.

Ejemplo 1.6.12. A modo de ejemplo, veamos la Figura 1.13. Si llamamos ¢ al nodo
padre de la hoja asociada a vy, entonces Ty = {vo,v4} y Ty = {v1, v3,v5,v6}. Para este
t tenemos mim(T;) = 2 (el matching inducido dado por vyvy y v4v5). Como para los
deméds nodos no obtenemos un valor mayor, tenemos que mimw(T,d) = 2. Por otro
lado, se puede ver muy facilmente que no existe ninguna descomposicion de anchura 1,
y por lo tanto mimw(G) = 2.

Calcular la carvingwidth de un grafo es un problema NP-dificil [156] pero deter-
minar si un grafo tiene carvingwidth a lo sumo k es FPT parametrizado por k [166].
Se sabe que calcular la mim-width de un grafo es un problema NP-dificil y ademas
W(1]-dificil parametrizado por mim-width [163] pero para algunas clases de grafos (por
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ejemplo, grafos arco-circulares) podemos calcular en tiempo polinomial un arbol bina-
rio de descomposicién de mim-width acotada por una constante [23,49]. Sin embargo,
no se sabe si es posible obtener tal descomposicién en tiempo polinomial en cualquier
clase de grafos de mim-width acotada por una constante. Es mas, tampoco se sabe ain
si, para una constante w, se puede obtener en tiempo polinomial un arbol de descom-
posicién de mim-width f(w), cualquiera sea la funcién f, de un grafo de mim-width a
lo sumo w [144].

Si en lugar de un arbol binario de descomposicién consideramos un orden de los
vértices, obtenemos la “version lineal” de estos parametros. Formalmente, dado un
grafo Gy una funcién f: P(V(G)) — R, la anchura f lineal (o f-width lineal) de un
ordenamiento vy, . .., v, de los vértices de G, se define como el maximo valor de f(V;)
con i € [1,n], siendo V; = {vq,...,v;}. La anchura f lineal de G es el menor valor de
la anchura f lineal entre todos los ordenamientos de los vértices de G. Es equivalente a
considerar &rboles binarios de descomposicién que sean orugas [170, Definicién 3.1.5].
De esta manera se pueden definir los siguientes parametros de anchura en grafos:

e cutwidth (cutw) [59]: f(S5) es la cantidad de aristas de G[S,V(G) — S5].
Podriamos decir que este pardmetro es la “carvingwidth lineal”, aunque nun-
ca se lo menciona con ese nombre.

e mim-width lineal (Imimw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un mat-
ching inducido méximo en G[S,V(G) — S].

» sim-width lineal (Isimw) [124]: f(S5) es la cantidad maxima de aristas de un
matching inducido en G que tienen un extremo en S y el otro en V(G) — S.

1.6.4. Relaciones entre los parametros

Para dos parametros p y ¢, notamos p < ¢ si existe una funcion f: N — N tal
que p(G) < f(q(@)) para todo grafo G. En particular, para las clases de grafos donde
q esta acotado por alguna constante tenemos que p también estd acotado por alguna
constante. Si p < ¢y ¢ =X p, lo notamos p ~ ¢. El siguiente resultado muestra la
importancia de conocer este tipo de relaciones entre parametros desde el punto de vista
de la complejidad parametrizada. Fue presentado por Sasdk en [155] para problemas
FPT, pero su demostracién puede adaptarse facilmente a XP y para-NP-h.

Proposicién 1.6.13 (Adaptacién de [155, Teorema 1.1]). Sean p y q dos pardmetros
tales que p < q. Si un problema 11 es FPT (resp. XP) parametrizado por p entonces
IT es FPT (resp. XP) parametrizado por q. Por otro lado, si 11 es para-NP-dificil
parametrizado por q entonces 11 es para-NP-dificil parametrizado por p.

A continuaciéon resumiremos las relaciones que se conocen entre los parametros
de anchura definidos en la seccién anterior y probaremos una nueva desigualdad que
involucra sim-width, grado méaximo y carvingwidth. Lo primero que podemos observar,
directamente a partir de la definicién, es que carw =< cutw.

Lema 1.6.14 ([22, Observacién 1]). A < carw. Mas ain, A(G) < carw(G) para todo
grafo G.

Lema 1.6.15 ([34, Teorema 49]). Las clases de grafos de pathwidth y grado acotados
son de cutwidth acotada, y viceversa.
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Corolario 1.6.16. Las clases de grafos de pathwidth y carvingwidth acotadas son de
cutwidth acotada, y viceversa.

Lema 1.6.17 ([170, Teorema 4.2.5]). tw ~ mmw. Mds ain, para todo grafo G,
s(tw(G) + 1) < mmw(G) < tw(G) + 1.

Lema 1.6.18 ([155, Teorema 5.5]). tw = carw.

Lema 1.6.19 ([65, Teorema 1.2]). cw < tw. Mds aiin, cw(G) < 3 - 2E)=1 para todo
grafo G.

Lema 1.6.20 ([117, Proposicién 6.3]). cw ~ rw. Mds ain, rw(G) < cw(G) < 2rv(@+1
para todo grafo G.

Lema 1.6.21 ([170, Teoremas 4.2.9 y 4.2.10]). mimw < cw. Mds ain, para todo grafo
G, mimw(G) < cw(G).

Por definicién, tw(G) < pw(G) para todo grafo G y por lo tanto tw < pw, pero
existen clases de grafos de treewidth acotada y pathwidth no acotada (por ejemplo,
los arboles binarios tienen treewidth 1 pero pathwidth no acotada [155]). Como indica
el Lema 1.6.19, toda clase de grafos de treewidth acotada es también de clique-width
acotada, pero esto no es cierto a la inversa: por ejemplo, los grafos completos tienen
clique-width 2 y treewidth no acotada (tw(K,) = n — 1 por el Teorema 1.6.3). To-
das las clases de clique-width acotada tienen mim-width acotada (Lema 1.6.21), pero
existen clases (por ejemplo, los grafos de intervalo) de mim-width 1 y clique-width no
acotada [99,170]. Directamente de la definicién, sabemos que la mim-width es mayor o
igual a la sim-width, pero existen clases (por ejemplo, los grafos cordales) de sim-width
1 y mim-width no acotada [124].

A continuacién presentaremos un nuevo resultado relacionando sim-width, grado
maximo y carvingwidth. Este resultado fue obtenido en colaboracién con Felix Mann y
no ha sido publicado atin. Antes de enunciar el teorema, presentaremos un concepto que
utilizaremos en la demostraciéon. Un coloreo fuerte de aristas (en inglés, strong edge-
coloring) de un grafo es un coloreo de las aristas tal que cada clase de color conforma
un matching inducido del grafo. El indice cromdtico fuerte de un grafo G, x*(G), es el
menor nimero de colores que se necesitan para obtener un tal coloreo de G. Se sabe
que existe una constante no negativa c tal que x*(G) < (2 — ¢)A(G)? para todo grafo
G [143].

Teorema 1.6.22. Sea G un grafo de sim-width k y grado mdximo A. Entonces
carw(G) < 2kAZ.

Demostracion. Consideremos un arbol binario de descomposicién (7,6) de sim-width
k. Por definicién de sim-width tenemos que, para todo t € V(T), sim(T;) < k. Es
decir, k es una cota superior a la cantidad de aristas de un matching inducido en G
que tienen un extremo en 7} y el otro en 7;. Luego, en cualquier coloreo fuerte de G
no podemos tener més de k aristas de un mismo color entre vértices en T; y T3 (de lo
contrario tendriamos un matching de més de k aristas y por lo tanto un valor mayor
de sim-width). Por lo tanto la cantidad de aristas que tienen un extremo en 7} y el
otro en T; no puede ser mayor a kx*(G). Asi, como x*(G) < 2A? [143], obtenemos
carw(G) < 2kA2. O
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cutw, pw+A, pw+carw

Figura 1.14: Relaciones entre pardmetros de anchura. Una flecha del parametro ¢ al
parametro p indica que p < q. Si p & ¢ entonces ambos parametros se grafican dentro
del mismo grupo. Las relaciones son transitivas.

Una consecuencia automética del mismo es que las clases de grafos de sim-width
y grado acotados son también de carvingwidth acotada. Este resultado es 1util para
probar que algunas clases de grafos de grado acotado tienen sim-width no acotada, ya
que basta con conocer que su carvingwidth (o treewidth, o clique-width, o mim-width)
no es acotada. Ademas, por las desigualdades que vimos antes, las clases de grafos de
carvingwidth acotada son también de grado acotado y de sim-width acotada.

Por otro lado, no podemos extender este resultado a otros pardmetros conocidos (en
concreto, pathwidth y cutwidth) ya que, por ejemplo, los drboles binarios son una clase
de grafos de grado a lo sumo 3 y sim-width 1 [124, Proposicién 3.1 pero de pathwidth
no acotada [155] (y por lo tanto cutwidth no acotada).

En la Figura 1.14 se encuentran resumidas todas estas relaciones, y en la Figura 1.15
encontramos algunas clases de grafos conocidas para las cuales se indica si estos parame-
tros estan acotados por alguna constante. En ambas figuras nos limitamos sélo a los
parametros mencionados en esta tesis.
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Figura 1.15: Ejemplos de clases de grafos con distintos parametros acotados por una
constante. Se muestran también las inclusiones de las clases de grafos. Los valores
exactos de los parametros en las distintas clases estan dados en la Tabla 1.1.
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Clase A cutw  carw pw tw cw  mimw  simw
Arboles binarios 3 o0 3 %) 1 3 1 1
Arboles o0 o0 o0 %) 1 3 1 1
Caminos 2 1 2 1 1 3 1 1
Orugas 00 00 00 1 1 3 1 1
Estrellas o0 o0 o0 1 1 2 1 1
Grillas 4 o0 00 ) o0 o0 o0
Completos o0 o0 o0 00 00 2 1 1
Cografos 00 00 00 00 ) 2 <2 <2
De intervalo 00 00 00 o0 00 00 1 1
Arco-circulares 00 00 00 00 00 00 2 <2
Split 00 00 o0 o0 00 00 00 1
Cordales 00 00 00 00 00 00 00 1
Bipartitos '9) %9 %9) %9 00 00 00 00
Perfectos 00 00 00 00 00 00 00 00
Planares 00 o0 o0 %9 00 00 00 00

Tabla 1.1: Valores de los pardmetros en distintas clases de grafos, donde oo indica
que dicho parametro no esta acotado en esta clase. Los valores de la columna A se
desprenden directamente de la definicién de la clase o de las inclusiones de clases vistas
anteriormente. En [120, Corolario 10] se prueba que una clase particular de grafos,
llamados potencia de hoja (leaf power), tiene mim-width 1, y esta clase incluye a los
arboles y a los grafos de intervalo. Para los demds valores, ver [22,23,49,99, 119,120,

124,155,170].



Capitulo 2

Problemas localmente verificables

2.1. Definiciéon

Sean r € N y G un grafo. Supongamos que ademas tenemos lo siguiente:
e un conjunto LABELS y, para cada arista e € E(G), una etiqueta (., € LLABELS;

e un conjunto COLORS y, para cada vértice v € V(G), un subconjunto no vacio
L, € COLORS de posibles colores para v;

e un conjunto de pesos (WEIGHTS, <, @) con elemento maximo llamado ERROR;

 una funcién w (también llamada funcion de costo o de peso) que, dados un vértice
v € V(G) y una asignacién de colores ¢: N [v] — COLORS tal que c(u) € L,
para todo u € N{[v], devuelve un costo (o peso) en WEIGHTS — { ERROR}; y

 una funcién check (también llamada funcidn de verificacion) que, dados un vérti-
ce v € V(G) y una asignacion de colores ¢: N/i[v] — COLORS tal que c(u) € L,
para todo u € N{[v], devuelve TRUE si el vértice v junto con su vecindad de
radio r (considerando las etiquetas de las aristas) satisface una cierta condicién,
y FALSE de lo contrario.

Decimos que una asignacion de colores a vértices (también llamada coloreo) ¢ es
vdlida en S si S es el dominio de ¢y ¢(v) € L, para todo v € S, y es propia si es
valida en V(G) y check (v, ¢|nzp) = TRUE para todo v € V(G). El costo (o peso) de
un coloreo ¢ vélido en un conjunto S es W(c) = @,cg W (v, ¢z p)-

Dados todos los elementos previamente definidos, un problema r-localmente veri-
ficable consiste en encontrar el minimo costo (de acuerdo al orden <) de un coloreo
propio. Si tal coloreo no existe, la respuesta debe ser ERROR.

Un problema r-localmente verificable con propiedades globales 11 = {Py, ..., Py} es
un problema r-localmente verificable donde se requiere adicionalmente que el coloreo
propio ¢ dado como salida satisfaga cada una de las propiedades en II, es decir, que
P;(¢) = TRUE para cada i € [1,k]. Una propiedad global puede ser, por ejemplo, “el
subgrafo inducido por el conjunto {v : ¢(v) =i} es conexo” o “|{v : ¢(v) = j}| < 17.
En la Seccion 2.3 daremos las definiciones de aquellas propiedades que utilizaremos en
esta tesis.

23
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2.2. Ejemplos

Para simplificar la escritura, en los ejemplos mencionados a lo largo de esta tesis
asumiremos que, a menos que se indique lo contrario, las definiciones de L, son para
todo v € V(G), y de W(v, ¢) y check(v, c) para todo v € V(G) y todo coloreo ¢ valido
en N{[v]. Ademds, cuando el problema no emplea etiquetas en las aristas, podemos
simplemente definir LABELS = {1} y /. = 1 para toda e € E(G), y no escribir su defi-
nicién. Cuando no se mencione explicitamente a los conjuntos L, es porque suponemos
que L, = COLORS para todo v € V(G). Por otro lado, cuando no se mencione explici-
tamente al conjunto COLORS pero si a los L,,, supondremos que COLORS = UveV(G) L,.

Comenzaremos con un ejemplo sencillo: MINIMO CONJUNTO DOMINANTE modela-
do como problema 1-localmente verificable. Podemos pensar que tenemos que colorear
al grafo con dos colores, digamos S y S, donde uno de ellos (S) represente a los vérti-
ces que pertenecen al conjunto dominante. La funcién de costo debera devolver 1 si
el vértice recibe el color s y 0 en caso contrario, y la funcién de verificacion debera
devolver TRUE si y solo si existe un vértice en la vecindad cerrada que recibe el color
S. Formalmente:

o COLORS = {5, S},

(WEIGHTS, <, ®) = (N, < +),

W(o, ) = {1 sic(v) =S

0 sino,

check(v,c) = (Fu € Nglv]. c(u) = 83).

Notemos que podriamos haber considerado otros colores, por ejemplo 0 y 1, don-
de 1 indica que el vértice pertenece al conjunto dominante. Asi, la definiciéon de la
funcién de costo se puede simplificar como W(v,¢) = ¢(v). Ambos modelos son equi-
valentes. También podriamos haber definido la funciéon check de la siguiente manera:
“check(v,c) = TRUE si y s6lo si ¢(v) = S o existe un vecino u de v tal que ¢(u) = 5", o
de tantas otras maneras. Lo importante no es como expresamos su definiciéon, sino que
podamos afirmar que la funcién esta bien definida. Lo mismo aplica para w.

Veamos como modelar el problema de decidir si un grafo admite un k-coloreo como
un problema 1-localmente verificable:

CoLoRs = [1, k],

(WEIGHTS, X, @) = ({0,1}, <, max),
e W(v,c) =0,
o check(v,c) = (Yu € Ng(v). c(u) # c(v)).

Como k-COLOREO es un problema de decisién y no de optimizacion, no utilizamos los
costos para optimizar la solucién sino precisamente para determinar si una soluciéon es
correcta. En efecto, podemos decir que la respuesta es “no” si y sélo si el minimo costo
de un coloreo propio es ERROR (que en este caso es 1). Otro posible modelo para este
mismo problema es el siguiente:
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Problema WEIGHTS, X, ® L, w(v,c) check(v,c)

k-coloreo {0,1}, <, méax [1, k] 0 Yu € Ng(v). c(u) # c(v)
Coloreo por listas {0,1},<,mdx  entrada O Yu € Ng(v). c(u) # c(v)
H-coloreo {0,1}, <, méax V(H) 0 Yu € Ng(v). c(u) € Ng(c(v))
Dominacién k-upla Nteo < + {0,1} c(v) D uenglu C(W) =k
Dominacién k-upla total Nt < 4 {0,1} c(v) D ueng () Cu) =k
k-dominacién Nteo < + {0,1} c(v) c(v) =0=3 engw cw) =k
{k}-dominacién Nteo < + [0, k] c(v) DueNglu C(u) = k
Dominacién k-arcoiris Ntee < + 201K le(v)] Unengpy c)| =k
Dominacién romana Ntee < + [0,2] c(v) c(v) =0= Fu € Ng(v).c(u) =2
Conjunto independiente N7 > 4 {0,1} c(v) c(v) =1= 3 engw cw) =0
maximo

Funcién de {k}-empa- N7 > 4+ [0, k] c(v) 2 ueNgp €W <k
quetamiento

{k}-empaquetamiento li- N7 > + {0,1} c(v) 2 ueNg[p €(u) <k

mitado

Tabla 2.1: Ejemplos de problemas 1-localmente verificables.

CoLORS = [1,|V(G)]],

(WEIGHTS, <, @) = (NT°, < madx),
* W(v,¢) = c(v),
e check(v,c) = (Yu € Ng(v). c(u) # c(v)).

Aqui, el costo de un coloreo propio es igual al méaximo valor entre los colores utilizados,
y la solucién es aquel coloreo propio que minimiza ese valor. Por lo tanto, para decidir
si existe un k-coloreo basta con comparar el costo de la solucién con k.

Como vimos, no existe una tnica forma de modelar un problema dentro de nuestro
marco. Algunos modelos pueden tener ventajas algoritmicas sobre otros. Por ejemplo,
el primer modelo propuesto para el problema de k-COLOREO utiliza una cantidad
constante de colores, lo cual nos permite obtener algoritmos de mejor complejidad que
el segundo modelo, donde la cantidad de colores es lineal en la cantidad de vértices.
Estudiaremos esto en los Capitulos 3, 4, 5y 6.

En la Tabla 2.1 mostramos algunos ejemplos de problemas de coloreo, dominacion,
conjunto independiente y empaquetamiento modelados como problemas 1-localmente
verificables. Sus definiciones pueden ser encontradas en el Apéndice A. Para la “versién
total” de la mayoria de los problemas de dominacion, sélo necesitamos reemplazar
Nv] por N(v). Para la “versién pesada” de estos problemas, los costos son parte de la
entrada. Para problemas en los que el grafo de entrada es dirigido, podemos considerar
etiquetas de aristas que también contengan la informacion de la direccién de la arista,
y las funciones check y W puedan usarlas para distinguir los vecinos de entrada de los
de salida.

Entre los problemas r-localmente verificables con » > 1, podemos mencionar proble-
mas de coloreo a distancia [48,54,55,82,97,101,104,159], independencia a distancia [78],
y dominacién a distancia [108].
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2.3. Propiedades globales

A continuacion definiremos formalmente las principales propiedades globales con las
que trabajaremos a lo largo de esta tesis. Sin embargo, cuando presentemos ejemplos
de problemas localmente verificables que incluyen propiedades globales, las expresare-
mos de manera informal, ya que resulta mas sencillo de interpretar y sabemos que su
formalizacion es inmediata.

2.3.1. Tamano

Sean S C COLORS un conjunto no vacio de colores y g C [0, |V(G)|] un conjunto
no vacio de enteros no negativos. La propiedad global que exige que la cantidad total
de vértices de colores en S sea un elemento de og se llama propiedad global de tamano
y se formaliza de la siguiente manera:

P(c) = ({v € V(G) : ¢(v) € S}| € 0g) .

Por ejemplo, podriamos requerir que la cantidad total de vértices de colores rojo y
blanco sea 9, 12 o 18.

En un problema localmente verificable con ¢ colores {ay, ..., a,} y grafo de entrada
G, podemos también pedir que, para un conjunto K C part,(|V(G)|) dado, se verifique

P(c)=(3K e K.Vj € [1,q]. {v e V(G) : c¢(v) = a;}| = K;).

A estas también las llamaremos propiedades globales de tamano. Notemos que de am-
bas maneras podemos expresar cualquier restriccion sobre los tamanos de las clases
de colores. Sin embargo, dependiendo del contexto, puede ser méas conveniente refe-
rirnos a alguna de ellas en particular. Para diferenciar, en el segundo caso diremos
concretamente que tenemos “propiedades de tamano dadas por K.

2.3.2. Conectividad

Sea C' C COLORS un conjunto no vacio de colores. Una propiedad global de conec-
tividad positiva se define como:

P(c) = (G[{v € V(G) : ¢(v) € C'}] es conexo)
mientras que una propiedad global de conectividad negativa se define como:
P(c) = (G[{v € V(G) : ¢(v) € C}] no es conexo) .

En palabras, el subgrafo inducido por los vértices de colores en C' debe ser co-
nexo o no-conexo. Por ejemplo, el problema de encontrar un conjunto dominante
conexo, definido en [154], se puede modelar de la misma manera que el de con-
junto dominante con el agregado de una propiedad global de conectividad positiva
P(c) = (G[{v € V(G) : c(v) = s}] es conexo).

También podemos considerar un conjunto C de conjuntos no vacios de colores y
pedir que para cada C' € C se satisfaga una propiedad de conectividad positiva (resp.
negativa). En este caso diremos que tenemos “propiedades globales de conectividad
positiva (resp. negativa) dadas por C”.
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2.3.3. Aciclicidad

Sea A C COLORS un conjunto no vacio de colores. Una propiedad global de acicli-
citdad positiva se define como:

P(c) = (G[{v € V(G) : c(v) € A}] es aciclico)
y una propiedad global de aciclicidad negativa se define como:
P(c) = (Gl{v € V(G) : ¢c(v) € A}] no es aciclico) .

En palabras, el subgrafo inducido por los vértices de colores en A debe ser
aciclico o mno-aciclico. Por ejemplo, el problema COLOREO AcicLico, definido
en [105] (ver Apéndice A), se puede modelar de la misma manera que el de
coloreo con el agregado de propiedad globales de aciclicidad positiva P,(c) =
(G[{v € V(G) : ¢(v) € {a,b}}] es aciclico) para todo par de colores distintos a,b €
COLORS.

También podemos considerar un conjunto A de conjuntos no vacios de colores y
pedir que para cada A € A se satisfaga una propiedad de aciclicidad positiva (resp. ne-
gativa). En este caso diremos que tenemos “propiedades globales de aciclicidad positiva
(resp. negativa) dadas por A”.

2.3.4. Composicién de condiciones locales

Sean (M, ®) un monoide conmutativo, X un subconjunto de M y f una funcién que
recibe un vértice v y una asignacién de colores vélida en N/;[v] y devuelve un elemento
de M. Una propiedad global de composicion de condiciones locales se define como:

Ple)=| @ flv.clwzm) € X

veV(G)

Esta propiedad est4 inspirada en los problemas LCC de [32]. Aunque en un principio
parezca complicada, generaliza varias propiedades relevantes.

En primer lugar, incluye la propiedad global de tamano, ya que podemos definir
(M,®) = (N,+), X = og y la funcién f de forma que f(v,c) = 1sic(v) € Sy
f(v,¢) = 0 sino. Por este motivo, en algunos capitulos sélo explicaremos como resolver
esta propiedad global y no la de tamano. Un punto importante aqui es considerar el
tamano de M, ya que, como veremos mas adelante, esto afecta a la complejidad y no
cualquier monoide nos dara los mejores resultados. En general, si m es el elemento
maximo de og entonces podemos tomar el monoide con M = [0,m+ 1] y n® n' =
min(n+n',m+1), y X = gs. Pero si, por ejemplo, og es el conjunto de niimeros pares
entre 0 y |V (G)|, podemos tomar M = {0,1} yn®n' = (n+n’ médd 2), y X = {0}.

Con esta propiedad también podemos considerar restricciones en la cantidad de
aristas que tiene un subgrafo inducido por algin conjunto de colores A. En efecto,
podemos definir f(v,c) = [{u € Ng(v) : c(u) € A}| si c(v) € Ay f(v,¢) = 0 si no.
De esta manera, al sumar todos los f(v, ¢|nz[s) obtenemos el doble de la cantidad de
aristas en el subgrafo inducido por los vértices de colores en A.

Quizas lo mas llamativo de esta propiedad es que también generaliza la funcién de
verificacién: (M, ®) = (BooL,A), X = {TRUE} y f(v,c) = check(v,c). Sin embargo,
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con el objetivo de distinguir explicitamente la propiedad local que se debe cumplir
para cada vértice, consideramos separadamente a la funciéon de verificacién de esta
propiedad global. Pero este hecho nos hace ver que las restricciones que tenemos que
imponer a f son las mismas que las de check, y ademas que los algoritmos no deben
modificarse demasiado para incluir esta propiedad global.

2.4. Restricciones consideradas

Dado que muchos problemas r-localmente verificables son NP-dificiles, es de interés
determinar bajo qué condiciones podemos resolverlos eficientemente para una deter-
minada clase de grafos. Es decir, qué tienen que cumplir el conjunto de colores, el
conjunto de pesos, las etiquetas en las aristas, las funciones check y w, el valor de
r y las propiedades globales para que exista un algoritmo de tiempo polinomial que
resuelva el problema en esa clase de grafos.

En primer lugar, es importante mencionar que si las funciones propias del problema
(check, W, @, min) no son computables en tiempo polinomial entonces no se puede
verificar en tiempo polinomial si una solucién es correcta o no (el problema de decisién
asociado no es NP), o no se puede calcular o comparar su peso. Por lo tanto, una
restriccion implicita que consideraremos de ahora en mas sobre todos los problemas
con los que trabajemos es justamente que estas funciones sean computables en tiempo
polinomial. También pediremos que las funciones & y min sean computables en tiempo
constante (si bien esto no es estrictamente necesario, lo pedimos porque facilita los
analisis de complejidad y porque los casos donde esto no ocurre son verdaderamente
artificiales).

2.4.1. Sistema de vecindades parciales

Definimos un sistema que, informalmente hablando, nos da herramientas para acu-
mular informacién de los vecinos de un vértice.

Definicién 2.4.1. Un sistema de vecindades parciales para una instancia de un pro-
blema 1-localmente verificable consiste de los siguientes elementos:

e Un conjunto N, ;, para cada vértice v € V(G) y color i € L,, junto con una
operacién binaria cerrada H"" sobre N, ; que es conmutativa y asociativa y tiene
un elemento neutro I, ;.

e Una funcién newN,;, para cada v € V(G) y i € L,, que dados un vértice
u € Ng(v) y un color j € L, devuelve un elemento de N, ; (posiblemente haciendo
uso de la etiqueta de la arista vu).

e Una funcién w,;: N, ; — WEIGHTS, para cada v € V(G) y i € L,. Esta funcién
v,c(v)
u€Ng(v)

v € V(G) y cada coloreo ¢ vélido en Ng[v].

debe satisfacer Wy, ¢(v) (Hﬂ new N, () (U, c(u))) = W(v, ¢) para cada vértice

e Una funcién check,;: N,; — BOOL, para cada v € V(G) y i € L,. Esta fun-

v,c(v)
u€NG(v)

cada vértice v € V(G) y cada coloreo ¢ vélido en Ng[v].

cion debe satisfacer check, e (Hﬂ newN , ) (u, c(u))) = check(v, ¢) para
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En otras palabras, con newN, ;(u,j) creamos nueva informacién, que dice cémo
el hecho de que el vecino u tenga color j afecta a v cuando tiene color 7. La ope-
racién H”' combina dos piezas de informacién. Para un coloreo ¢ valido en Ng[v],

uENg (v
da la informacién recolectada de los vecinos de v. Finalmente, requerimos la igualdad

checky, o) <Hﬂv’c(v) ) NeWN ey (U, c(u))) simplemente verifica una condicién sobre to-

check(v, c) = checky (v (Eﬁzggﬁl(v) newN, ) (u, c(u))> para que el uso de estas herra-

mientas sea analogo al uso de check(v, ¢). Similar para la funcién de peso. Nos referimos
a los elementos de N,,; como vecindades parciales del vértice v con color i.

Observacion 2.4.2. Para cada instancia de un problema 1-localmente verificable existe
un sistema de vecindades parciales. A continuacién mostraremos cémo construir uno.
La idea detras del siguiente sistema de vecindades parciales es guardar todos los colores
asignados a los vértices de v, donde L representa que un vecino todavia no fue asignado
con ningtn color, y X puede ser pensado como un signo de error. Sean v € V(G), i € L,
y supongamos que Ng(v) = {u1, ..., Uquw)}- Sea N,; el conjunto de todas las dg(v)-
tuplas z tales que zj, € L,, U{L, x} para todo h € [1,dg(v)]. Sea H"* tal que

ny sin,=mn,on, =1
(nB” n)y=<n, sin,=L1 yn, #L
X  de lo contrario

para todo h € [1,dg(v)]. Sea newN, ;(up, j) la dg(v)-tupla que tiene j en su posicién
h 'y L en todas sus otras posiciones. Sea x € N, ;. Si = = (ji,. .. , Jde(v)) CON J, € Ly,
para todo h € [1,dg(v)], sea c el coloreo sobre Ng[v] tal que ¢(v) =iy c(uy) = j, para
todo h € [1,dg(v)], y luego definamos check, ;(x) = check(v,c) y W, i(x) = W(v,c). Si
no, sean check,;(x) = FALSE y w,,;(x) = ERROR.

Es de suma importancia encontrar sistemas de vecindades parciales que tengan
conjuntos N, ; mas pequenos que los descriptos anteriormente, ya que esto reduce la
complejidad del algoritmo dado en la Seccién 3.1. Decimos que un sistema de vecinda-
des parciales es polinomial (resp. constante) si es tal que max{|N, ;| : v € V(G),i € L,}
es polinomial (resp. constante) en el tamano de la entrada del problema, y todas las
funciones W, ;, check,;, eqn, By newN i pueden ser computadas en tiempo polino-
mial (resp. constante) en el tamafio de la entrada. En la Tabla 2.2 mostramos posibles
sistemas de vecindades parciales constantes de los problemas 1-localmente verificables
listados en la Tabla 2.1. Para simplificar la presentacion de algunas complejidades tem-
porales que veremos en los proximos capitulos, diremos que si P es una cota superior
tanto para max{|N, ;| : v € V(G),i € L,} como para los tiempos de ejecucién de todas
las funciones w,,;, check, ;, eqn, By newN v, entonces el sistema estd acotado por
P (donde P no es necesariamente una constante).

Ademas, decimos que un sistema de vecindades parciales es universal si se dan las
siguientes propiedades:

e existen un conjunto N y una operacién binaria cerrada B sobre N que es con-
mutativa y asociativa y tiene un elemento neutro I, tales que, para cada vértice
vy cada color i € L,, tenemos que N, ; = N, la operacién H" es la misma que
B y ]v,z’ =1 )
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Problema No.i n BV’ newN, ;(u,7)  Wyi(n) check,(n)
k-coloreo BooL nAn' jFEi 0 n

Coloreo por listas BooL nAn' j#Ei 0 n

H-coloreo BooL nAn' j € Ng(i) 0 n

Dominacién k-upla [0, k] min(n 4+ n', k) j i n+i>k
Dominacién  k-upla [0, k] min(n 4+ n’', k) j i n>k

total

k-dominacién [0, k] min(n +n’', k) J i i=0=>n>k
{k}-dominacién [0, k] min(n +n’, k) J i n+i>k
Dominacién k-arcofris 201 nUn' J || [nUi| =k
Dominacién romana BooL nVn' j=2 1 1=0=n
Conjunto  indepen- {0,1} min(n 4+ n’,1) j 1 i=1=n=0
diente méaximo

Funcién de {k}-empa- [0,k + 1] min(n+n',k+1) j i i+n<k
quetamiento

{k}-empaquetamiento [0,k +1] min(n+n',k+1) j i i+n<k
limitado

Tabla 2.2: Sistemas de vecindades parciales para los problemas de la Tabla 2.1.

e existe una funcién newN: V(G) x CoLoRs — N tal que, para cada v € V(G)
y cada i € L,, tenemos que newN, ;(u, j) = newN (u,j) para todo vértice u €
Ng(v) y todo color j € L.

En otras palabras, es universal cuando la informacion a acumular no depende de
ningin vértice ni color en particular, todos los vértices acumulan la misma informacién
y luego la utilizan independientemente para sus funciones de verificacion y de peso. Este
es el caso de los sistemas de la Tabla 2.2, excepto por aquellos de los problemas de
las primeras tres filas. No es dificil ver que en realidad estos tres problemas también
admiten sistemas de vecindades parciales universales: basta con considerar un conjunto
N = BooL!“°l v funciones B y newN que se comporten como las de la Tabla 2.2 en
cada componente i € COLORS, y finalmente check, ;(n) = n; (es decir, nos quedamos
con la componente correspondiente al color 7). Notemos que estos tres sistemas ademés
son constantes si la cantidad de colores es constante, y son polinomiales si la cantidad
de colores es logaritmica en el tamano de la entrada.

2.4.2. Conteo de colores

Sean G un grafo y COLORS un conjunto de colores. Una funcién f, que recibe un
vértice y un coloreo de la vecindad cerrada de dicho vértice, es contadora de colores
si s6lo depende del vértice v, del color que v recibe y, para cada color a € COLORS,
del nimero de vecinos de v que reciben color a. En otras palabras, f es contadora de
colores si existe una funciéon f’ tal que

f(U, C) = f’(U, C(U>7 ﬂ)

para cada vértice v € V(G) y cada coloreo ¢ de la vecindad cerrada de v, donde y es
un vector indexado por los colores de COLORS con p, = [{u € Ng(v) : c(u) = a}|
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para todo a € COLORS. A f’ la llamaremos funcion asociada a f. Vamos a demandar
adicionalmente que el tiempo requerido para computar f’(v,a,p) sea polinomial en
|V(G)| y ademds dependa unicamente de p y de la cantidad de colores. Notar que la
definicion de funciones contadoras de colores aplica tanto a las funciones de verificacién
como a las funciones de costo.

Por ejemplo, el modelo para el problema DOMINACION ROMANA de la Tabla 2.1
tiene funciones de peso y verificacién que son contadoras de colores, ya que las funciones
W'y check’, definidas como W'(v,a,u) = a'y check’(v,a, ) = (a = 0= pg > 1), satis-
facen la igualdad pedida. El problema de {k}-DOMINACION también cuenta con funcio-
nes contadoras de colores: el caso de la funcion de costo es analogo al anterior, y para

la funcién de verificacién podemos considerar check’(v, a, p1) = <a N i > k‘)

Observacion 2.4.3. Todo problema 1-localmente verificable puede reformularse para
que sus funciones sean contadoras de colores. En efecto, basta con modificar los colores
de modo que el conjunto disponible para cada vértice v sea {(a,v) : a € L,}. Por
este motivo es esperable que las restricciones para resolver eficientemente problemas
localmente verificables con funciones contadoras de colores también involucren una cota
en la cantidad total de colores.

Lema 2.4.4. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad constante de co-
lores y ademds check y W son contadoras de colores, entonces admite un sistema de
vecindades parciales universal polinomial.

Demostracion. Sean check’ y W' las funciones asociadas a check y W, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal:

o« N = [[07 A(G)]]|COLORS|;
e (nBn), =min(n, + n,, A(G)) para todo a € COLORS;

e newN(u,a), =1y newN(u,a), =0 para todo b € COLORS — {a};

Wya(n) = W (v,a,n);
o check,,(n) = check'(v,a,n). O

La nocién de funciones contadoras de colores puede extenderse si consideramos
vecindades de mayor radio. Sea t un entero positivo. Sean ry,...,r; enteros positivos
tales que r; < ... < ry. Una funcién f, que recibe un vértice y un coloreo de la vecindad
cerrada de radio r; de dicho vértice, es contadora de colores a t distancias ri,...,r;
si s6lo depende del vértice v, del color que v recibe y, para cada a € COLORS y cada

€ [1,t], del nimero de vecinos a distancia a lo sumo r; de v que reciben color a. En
otras palabras, f es contadora de colores a t distancias ry,...,r; si existe una funcién
f! tal que

f(’U, C) = f/(U7 C(’U),ﬁ)

para cada vértice v € V(G) y cada coloreo ¢ de la vecindad cerrada de radio r; de v,
donde 7 es un vector indexado por COLORS y [1,¢t], con 1z}, = [{u € N (v) : c(u) =
a}| para todo a € COLORS y i € [1,t]. Cuando ry,...,r; sean irrelevantes, diremos
simplemente que la funcion es contadora de colores a t distancias.
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2.4.3. d-estabilidad

Sea d € N. Sean G un grafo, COLORS un conjunto de colores y f una funcién
contadora de colores con una funcién asociada f’. Decimos que f es d-estable si para
todo vértice v € V(G), color a € COLORS y vector p de enteros no negativos indexado
por COLORS tenemos f'(v,a,u) = f'(v,a,u') donde p), = min(d, u,) para todo a €
CoLoORsS. En otras palabras, para este tipo de funciones sélo es relevante la cantidad
de vecinos de cada color hasta la cota superior d. Notemos que, por lo supuesto para
funciones contadoras de colores, el tiempo para computar f'(v,a, ') s6lo depende de
la cantidad de colores y d, por lo tanto cuando ambos valores son constantes entonces
este tiempo esta acotado por una constante. Cuando una funcién no es d-estable para
ninguna constante d, diremos que es no-estable.

Por ejemplo, en la seccién anterior vimos que DOMINACION ROMANA cuenta con
funciones contadoras de colores, y de acuerdo a esta definicion podemos ver facilmente
que ademds son 1-estables. Para {k}-DOMINACION contamos con funciones k-estables,
ya que si alguno de los u; es mayor a k entonces el resultado de la funcion es igual que
si u; = k. De hecho, todos los problemas de la Tabla 2.1 son d-estables para alguna
constante d. En el Capitulo 7 mencionamos ejemplos de problemas con funciones no-
estables.

Lema 2.4.5. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad de colores lo-
garitmica en el tamano de la entrada y ademds check y W son d-estables para alguna
constante d, entonces admite un sistema de vecindades parciales universal polinomial.
Mds aun, si la cantidad de colores es constante entonces admite un sistema de vecin-
dades parciales universal constante.

Demostracion. Sean check’ y W' las funciones asociadas a check y W, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal (similar al dado
en la demostracién del Lema 2.4.4):

N = [[0’ d]]|COLORs\;

(nBn'), = min(n, + n,,d) para todo a € COLORS;
e newN(u,a), =1y newN(u,a), =0 para todo b € COLORS — {a};

e Wy,4(n) =W (v,a,n);

check, o(n) = check' (v, a,n). O

Tal y como hicimos en el caso de las funciones contadoras de colores, extenderemos
la nocién de d-estabilidad a vecindades de mayor radio. Sea ¢ un entero positivo. Sean
ri,...,r; enteros positivos tales que r; < ... < r;. Decimos que una funcién f contadora
de colores a t distancias ry,...,r; es d-estable a t distancias ry,...,r; si para todo
vértice v € V(G), color a € COLORS y vector fi de enteros no negativos indexado por
COLORS y [1,t] tenemos f'(v,a,71) = f'(v,a, ) donde 1/, = min(d, i) para todo
a € COLORS y todo i € [1,1].
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2.4.4. m-modularidad

Sea m € N. Sean G un grafo, COLORS un conjunto de colores y f una funcién
contadora de colores con una funcién asociada f’. Decimos que f es m-modular si
para todo vértice v € V(G), color a € COLORS y vector u de enteros no negativos
indexado por COLORS tenemos f'(v,a,pn) = f'(v,a, ') donde p), = (u, méd m) para
todo a € COLORS. En otras palabras, para este tipo de funciones sélo es relevante
la cantidad de vecinos de cada color pero médulo m. En este caso también, por lo
supuesto para funciones contadoras de colores, el tiempo para computar f’'(v,a, ')
solo depende de la cantidad de colores y m, por lo tanto cuando ambos valores son
constantes entonces este tiempo estd acotado por una constante.

Entre los problemas que cumplen con esta propiedad, podemos mencionar, por
ejemplo, al problema de DOMINACION IMPAR, donde se busca un conjunto S de tamanio
minimo tal que |Ng[v] N S| sea impar para cada vértice v del grafo G de entrada (a
un tal conjunto lo llamaremos conjunto dominante impar) [93,108,161]. Mas general,
para todo entero k > 1 y todo entero z € [0,k — 1], el problema de determinar el
minimo tamano de un conjunto S tal que |[Ng[v] N S| # 2z mdéd k para todo v € V(G)
(conocido como CONJUNTO DOMINANTE NON-z (MOD k) [52]) también cumple con
las caracteristicas descriptas arriba.

Lema 2.4.6. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad de colores lo-
garitmica en el tamano de la entrada y ademas check y W son m-modulares para
alguna constante m, entonces admite un sistema de vecindades parciales universal po-
linomial. Mds ain, si la cantidad de colores es constante entonces admite un sistema
de vecindades parciales universal constante.

Demostracion. Sean check’ y W' las funciones asociadas a check y W, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal (similar al dado
en la demostracién del Lema 2.4.4):

o« N = [[07 m — 1]]|COLORS|;
e (nEBN), = (n, +n,, mdéd m) para todo a € COLORS;

e newN(u,a), =1y newN(u,a), = 0 para todo b € COLORS — {a};

Wy a(n) =W (v,a,n);
e check,,(n) = check'(v,a,n). O

También extendemos la nociéon de m-modularidad a vecindades de mayor radio.
Sea t un entero positivo. Sean ri,...,r; enteros positivos tales que r;1 < ... < ry.
Decimos que una funciéon f contadora de colores a t distancias ry, ..., es m-modular
a t distancias ri,...,r; si para todo vértice v € V(G), color a € COLORS y vector i
de enteros no negativos indexado por COLORS y [1,] tenemos f'(v,a, ) = f'(v, a, i)

donde ﬁ; = (', méd m) para todo a € COLORS y todo i € [1,¢].






Capitulo 3

Parametrizacion por treewidth

En este capitulo presentamos un algoritmo XP parametrizado por treewidth pa-
ra resolver problemas 1-localmente verificables con sistemas de vecindades parciales
polinomiales y cantidad polinomial de colores. Este mismo algoritmo es FPT lineal
cuando se tienen sistemas de vecindades parciales constantes y cantidad constante de
colores. Luego mostramos cémo extenderlo para incluir algunas propiedades globales y
estudiaremos qué podemos hacer para resolver problemas r-localmente verificables con
r > 1. En particular, esto deriva en una parametrizacién de los problemas r-localmente
verificables por carvingwidth. Concluimos analizando qué ocurre con la complejidad de
problemas 1-localmente verificables que no satisfacen todas las restricciones impuestas.

3.1. Algoritmo principal

El algoritmo que desarrollamos en esta seccion esté basado en programacién dinami-
ca y procede recorriendo una descomposicion en arbol sencilla del grafo de entrada (ver
Definicion 1.6.7). Concretamente, planteamos una funcién recursiva que depende, entre
otras cosas, de un nodo de la descomposicién dada. El comportamiento de la funcién
depende del tipo del nodo (unién, eliminacién, insercién u hoja) y utiliza los valores
de la funcién aplicada a los hijos del nodo (si existen). Esta practica es usual en los
algoritmos para resolver algunos problemas localmente verificables previamente estu-
diados (por ejemplo, en algunas variantes del problema de dominacién [165]). En dichos
algoritmos se incluyen también ciertos parametros especiales en la funcién computada,
utiles para acarrear informacién propia del problema a resolver, normalmente elegidos
ad-hoc. En nuestro algoritmo, sin embargo, consideramos una generalizacion de estos
parametros.

3.1.1. Notacioén y definiciones

Las siguientes definiciones y notacion nos seran de utilidad en el resto de la seccion.
Para simplificar la notacién, si f es una funcién que dado un x devuelve una funcion
entonces escribiremos f, en lugar de f(z).

e Funcién extendida por un elemento. Sean f: X — Y y x ¢ X. Luego, la
funcion f*7Y: X U{z} —» Y U{y} es tal que f*7¥(x) =y y f*7Y(z) = f(z) para
todo z € X.

35



36

CAPITULO 3. PARAMETRIZACION POR TREEWIDTH

Funcién con un elemento menos en su dominio. Sean f: X - Y yz € X.
Luego, la funcién f~%: X — {z} — Y es tal que f~%(z) = f(2) para todo z €
X —{z}.

Grafo con aristas eliminadas. Sean H un grafo y S un conjunto de vértices.
Luego, H™ es el grafo cuyo conjunto de vértices es V(H ™) = V(H) y cuyo
conjunto de aristas es E(H ) = E(H) — {uv : u,v € S}.

Asignacion valida de vecindades parciales. Dados un sistema de vecindades
parciales, un conjunto de vértices X C V(G) y una asignacién de colores ¢ valida
en X, decimos que una asignacion valida de vecindades parciales para ¢ es una
funcién 1 de dominio X tal que n(v) € N, ¢ para todo v € X.

Funciones de peso y verificacién para (v, ). Dados un vértice v € V(G)
y un color i € L,, cualquier funcién f: N,; — WEIGHTS se llama funcion
de peso para (v,i) y cualquier funcién f: N,; — BooL se llama funcidn de
verificacion para (v,1).

Funcién de peso neutro. Para cadav € V(G) e i € Ly, sea W ;: N, ; — BooL
la funcién tal que W) ;(n) = Ig para todo n € N,;.

Funcién que devuelve funciones de peso neutro. Dados X C V(@) y una
asignacién de colores ¢ valida en X, definimos w®! como la funcién de dominio
X tal que wS! es la funcién w! o(v) PATA todo v € X.

Funcién de verificacién de igualdad. Para cadav € V(G),i € L, y n € N,
sea eqn: N,; — BOOL la funcién tal que eq,(n') = (n = n’) para todo n’ € N,,.

Funcién que devuelve funciones de verificacion de igualdad. Sean X C
V(G), ¢ una asignacién de colores valida en X y 1 una asignacién valida de
vecindades parciales para c. Luego, definimos ¢” como la funcién de dominio X
tal que ¢ es la funcién eqy(,) para todo v € X.

Reduccién de una asignacién de vecindades parciales. Sean X C V(G),
¢ una asignacién de colores valida en X, n una asignacion valida de vecindades
parciales para ¢ y v € X. Luego, la funcién n™~" de dominio X — {v} es tal que
7~ (u) = n(u) B newN (v, c(v)) si u € X N Ng(v) y ™ (u) = n(u) si no.

Asignacién de vecindades parciales neutras. Sean X C V(@) y ¢ una
asignacién de colores vélida en X. Luego, la funcién n! de dominio X es tal
que nl(v) = Iy cv) para todo v € X. Observe que n! es una asignacién vélida de
vecindades parciales para c.

Vecindad parcial en un subgrafo. Sean H un subgrafo de G y ¢ una

asignacion de colores vialida en V(H). Definimos NS como la funcién tal que
NS(v, ¢, H) = BE‘Z’ECE\?L(U) new N, o) (u, c(u)) para todo v € V(H). Informalmente
hablando, Ns(v, ¢, H) es la informacién que podemos obtener de los vecinos de v

en H y la asignacion de colores c.
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3.1.2. Funcién a computar

Consideremos una instancia de un problema 1-localmente verificable con un sistema
de vecindad parcial asociado. Sea G el grafo de entrada y sea (T, {X;}icv(r)) una
descomposicion en arbol sencilla de G.

Para cada G’ subgrafo de G, cada X C V(G) tal que X C V(G') y Ng[V(G")—X] C
V(G'), cada asignacién de colores ¢ valida en X, cada 1 que es una asignacién de
vecindades parciales vélida para ¢, y cada ¢ tal que ¢, € {check, ) }U{eq, : n € N, o)}
para todo v € X, decimos que una funcién f es un (X, ¢, n, ¢)—coloreo en G’ si

e f es una asignacién de colores valida en V(G'),

e f(v) =c(v) para todo v € X

° Cy (77(1)) B ) Ns(v, f, G”)) = TRUE para todov € X, y
e check(u, f|ng[) = TRUE para todo u € V(G') — X.

Para un (X, ¢,n,¢)—coloreo f en G’ y una funcién w que dado un vértice v € X
devuelve una funcién de peso para (v, f(v)), definimos el peso de f bajo w y n como

W(fa w, 77) = (@’UEX Wy (77(’0) Bﬂv,f(v) NS(U7 f? G/))) ©® (@UEV(G/)—X W(U, f|NG[U})>
Para todo nodo t, sea D; el conjunto de todas las tuplas (S, ¢, w,n, ¢) tales que

o S g Xt7
e ¢ es una asignacién de colores valida en X,

e w es una funcién que, dado un vértice v € X, devuelve una funcién de peso para
(v,c(v)) tal que w, € {Wi}c(v),wv,c(v)},

e 7 es una asignacion de vecindades parciales vélida para c, y

e ¢ es una funcién que, dado un vértice v € X, devuelve una funcion de verificacién
para (v, c(v)) tal que ¢, € {check, )} U{eq, : n € Ny o)}

y definamos A\;: D; — WEIGHTS como
(S, ¢,w,m, ¢) = min{w(f,w,n) : fesun (Xy,c,n,&coloreo en Gy}

para cada (S, c,w,n,¢) € D;.

Observacion 3.1.1. Notar que si no hay (X, ¢, n, ¢)—coloreos en G, entonces tenemos
(S, c,w, n, ¢) = ERROR.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones anteriores.

Corolario 3.1.2. Sir es la raiz de T' entonces el minimo costo de un coloreo propio
en G es

ml/n{>\7'(®7 C7 w’ 7757 é) ' (®7 C7 w? n£7 é) e ’D7'7 y
Wy = Wy () Y Co = check, o) para todo v € X, }.

Mostraremos como computar A de manera recursiva.
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Lema 3.1.3 (Nodo hoja). Sean t un nodo hoja y X; = {v}. Luego,

§ wy(n(v)) st é,(n(v)) = TRUE
)\t(S7 C,Wﬂ?ac) = { E}Eg(Oli) ) 710(77( ))

Demostracion. Notemos que en este caso V(G ™) = {v} = X,. Analizaremos los dos
casos posibles segin el valor de ¢,(n(v)).

Si es FALSE entonces, por definicién, no hay (X, ¢,n, ¢)—coloreos en G, Por lo
tanto, \(S, c,w,n,¢) = ERROR, como querfamos probar.

Si por el contrario tenemos ¢&,(n(v)) = TRUE, entonces, por definicién, ¢ es el
tinico (X, ¢, n, ¢)-coloreo posible en G, ™. Luego, M\ (S, c,w,n,¢) = min{w(f,w,n) :
fesun (X,,¢,n,¢)-coloreo en Gy} = w(c,w,n) = w,(n(v)). O

Lema 3.1.4 (Nodo eliminacién). Sean t un nodo eliminacion, s el hijo det y Xs—X; =
{v}. Luego,

)\t(S7 c,w,n, é) — {Ielin{As(Sa Cv—n" wv_)WU’i,ﬁv_)IU’i, év—mheckv,i)}.
v

Demostracion. Notemos que v ¢ Sy también G, = G,™°.
Por definicion de \,, tenemos que

Hel}/ln{)\s (S, C’u%z7 wv%wvyi , 77’0*)[”72‘7 évﬂcheckmi)}
K3 v

= min{min{w(f, WV pumledy s fes un (X, v o e @ ehekei) coloreo en
1€ Ly

G
= min{w(f, """V n? i) s € Ly A f es un (X, P v e @oreheckod) coloreo

en G, Y.

Sea i € L,. Afirmamos que toda funcién f que es un (X, ¢~ nv=lvi gorehecks,i)

coloreo en G ° es también un (X4, ¢,m, ¢)—coloreo en G, 5. Ademés, a la in-
versa, toda funcién f que es un (X, c,n,¢)—coloreo en G, es también un
(X, W) po=log) | grehecks rw))—coloreo en G, 7%, Vamos a probar la primera afirma-
ci6én (la segunda es similar) mostrando que vale cada uno de los puntos de la definicién

de (X, ¢,n,¢)—coloreo en Gy
e f(w) = c(w) para todo w € X; (porque es cierto para todo w € Xj),
o f es un coloreo vélido en V(G, ™) = V(G, ™),
o check(u, f) = TRUE para todo u € V(G,™) — X, = V(G ™) — X, — {v} v
check(v, f) = check,; (Ns(v, f G;S))
= check,; ([W; B Ns(v, f, Gsﬁs))
— év—mheckv,i (T]U_ﬂ"’i (U) EB”U,i NS(U, f7 GSﬁS))

v

= TRUE
(porque f(v) =),y

o ¢y (n(w) BT NS(w, f,G,%)) = TRUE para todo w € X, (porque es cierto
para todo w € X, v E(G,™®) = E(G,™)).
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Es facil ver que W(f,w?™Wos@ nv=lui@) = w(f,w,n) para cada f que es un
(Xy, ¢,n,&)—coloreo en Gy ™. Por lo tanto,

min{w(f,w’=Vei =) s € Ly A f es un (X, ¢v7 nt T v @omehekui) coloreo
en G, %}

= min{w(f,w,n) : f es un (X,,c,n, &) coloreo en Gy}

= M(S, c,w,m, ¢). ]

Lema 3.1.5 (Nodo insercién). Seant un nodo insercion, s el hijo det y X;— X, = {v}.
Sea n, = n(v) B Ns(v, ¢, G, [X,]). Luego,

(S, e w.m, &) = { wWy(ny) & A(S —{v}, 7w, n™~", ¢7Y) sz: ¢y(ny) = TRUE
ERROR st no.

Demostracién. Observemos que v ¢ V(G, 5~y y Ng,-s[v] € X, (porque

(T, {X; }16V§T) es una descomposicién en arbol), y que esto implica que NS(v, ¢, G, %) =

NS(U c, Gy

Si cv(ny) FALSE entonces, por definicién, no existen (X, ¢, 7, ¢)-coloreos en Gy ¥
y también tenemos que \(5, ¢, w,n, ¢) = ERROR.

Ahora supongamos que ¢,(n,) = TRUE. Se puede probar de manera muy directa
que si una funcién f es un (X, =¥, n™", ¢")—coloreo en G, ~D entonces la funcién
oo es un (X4, ¢, n, ¢)-coloreo en Gy % vy W( Y70 w, n) = wy(ny,) @ W(f,w", ™).
Asimismo, también es sencillo probar que para cada (X;, ¢, n,¢)—coloreo g en Gy la
funcién g~ es un (X, ¢, 7™, ¢*)-coloreo en G, "5~ y w (n )W (g7, w™?, n™) =
W(g,w,n). Por lo tanto,

(S, c,w,n, )
= min{w(g,w,n) : g es un (X4, c,7, &)—coloreo en G, ™}
= min{w,(ny,) @ W(f,w ™", n™") : fes un (X,, ¢ 0™, ¢ ) coloreo en G, 511}
= wy(ny) & min{w(f,w™, UW) : fesun (X, ¢V, ™", ¢ ) coloreo en G, 71D}
= wy(ny) B A(S —{v}, 7w, ™0 ¢7"). n

Lema 3.1.6 (Nodo unién). Sean t un nodo unién, y r y s los hijos de t. Decimos
que un par (n.,ns) de asignaciones vdlidas de vecindades parciales para ¢, es bueno si
Eo(n(v) BUINS(v, ¢, Gy [X)) BYW) g, (v )EE”C @ ns(v)) = TRUE para todo v € X;. Sea
W, 1) = @ ex, wo (1(v) B N5 (0, ¢, Gy [X,]) B g, (v) B (). Luego,

(S, c,w,m, ¢) = ( 1)111’nb {W (e, 1) DA (X, €, w0l EmMYBA( X, e, nl, 1))
nr,Ms) es bueno

Demostracion. Recordemos que X; = X, = X,. Para toda asignaciéon de colores f
véalida en V (G, ™), notamos f|. (resp. f|) a la restriccién de f a V(G, ") (resp.
V(G,%).

Supongamos que existe un (X, ¢, 7, &)—coloreo en Gy y sea f uno de ellos. Sean 7,
y 1, funciones de dominio X; tales que n,.(v) = NS(v, f, G, 7*") y ns(v) = NS(v, f, Gy ™)
para todo v € X;. Como V(G,™ )NV (G,™) = X, entonces V (G, ™) NV (G, N
Ng-x,(v) = 0. Més atin, como f es un (X, ¢,7,&)—coloreo en G, entonces sabemos
que, para todo v € X;, NS(v, ¢, G, [X}]) B p,.(v) B ny(v) = Ns(v, £, G
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asf ¢, (n(v) B> Ns(v, ¢, Gy 5[ X)) BU) . (v) BYW) ny(v)) = TRUE. Por lo tanto, las
funciones 7, y n; forman un par bueno de asignaciones validas de vecindades parciales
para c. Notemos que W(f,w,n) = W(n,,n5) ® W(fl,,w, nl) @ W(f|s,w, nl). Es facil
ver que f|. es un (X,,c,n!, @ )-coloreo en G, y que f|, es un (Xj, ¢, n!, & )-coloreo
en G, . Por consiguiente,

w(f,w,n) = W(ne,ns) ® W(flr, w0 n) & w(fls,w' n)
> W (e, ns) & A(Xey ¢,k ) @ A(Xs, ¢, w0l &%)
Z ml/n {W(T]'I‘v T]S) @ )\T’(X'/‘7 C? w0717 TICI7 é’h‘) @ AS(‘)(S’ C? wc,l7 TICI7 éns)}'

(nr,ms) es bueno

Como min{w(f,w,n) : fesun (X, ¢, n, ¢)coloreo en G;°} = ERROR si no hay
(Xy, ¢,n,&)—coloreos en G;°, obtenemos

)\t<S> C,U.),?],é)
= min{w(f,w,n) : f es un (Xy,c,1,¢)coloreo en G, "}
> min {W(n, ) @ N(Xy, ¢, w0l E) @ A( X, ¢, w0l @)Y

(nr,ms) es bueno

Para concluir, mostraremos que también vale la otra desigualdad. Si
ming, ;) es buenod W (1, s) @ (X, c,w nl, @) @ N(Xs, c,w™!, nl, ¢™)} = ERROR
entonces el enunciado sigue trivialmente. Si no, el minimo es alcanzado por un par
bueno (,7s), v M(X,, c,w nl &) # ERROR y A (X, c,ws!,nl, &) # ERROR.
Por tanto existen un (X,,c, nc,cm) —coloreo f, en G, y un (X, ¢, nc,c’75) —coloreo
f en G,7% tales que W(fr, wel onhy = N(X,, c,w® 7176,(:’”) y W(fsa wol ) =
(X5, e, wel nl, C”S) Sea f la funcién de dominio V(G tal que f( ) = ¢(v) pa-
ra todo v € X;, f(v) = f,(v) para todo v € V(G,™¥") — X,y f(w) = f,(v) para todo
v E V(G ~X+) — X,. Podemos ver de manera directa que fesun (Xy, ¢,m, ¢)—coloreo en
G, y también que fT (resp. fs) es la restriccién de f a V(G ™) (resp. V(G%9)).
Luego,

min AW (1, 15) & M ( Xy, ¢, w00l E7) @ No(X, ¢, w0 !, %))

(nr,ms) es bueno
= W(ﬁr7 ﬁs) @ )\T(Xr’ C, wC’I7 7’]({7 éﬁr) @ )\S(XS’ C7 WC’I7 7’]({7 éﬁs)
= W@, 1s) & W(fy, w, 775) SZ W(f&WC’I) Wi)
= W(fa w, 77)
> min{w(f,w,n) : f es un (Xy,¢,n, &) coloreo en G, ™}
= M(S,c,w,m, ¢). ]

Entonces existe un algoritmo sencillo para calcular . En efecto, basdndonos en la
recurrencia dada por los Lemas 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 y 3.1.6, el algoritmo se ejecuta de
forma ascendente (“bottom-up” en inglés, esto es, primero por las hojas, luego por los
padres de las hojas, y asi) calculando \(S,c,w,n,¢) € WEIGHTS para cada nodo t y
cada (S, c,w,n, ¢) € D;. Finalmente, el resultado es obtenido buscando el minimo entre
todos los A\.(0, c,w,n’,¢) tales que r es la raiz de T, ¢ es una asignacién de colores
valida en X, w, = W, ) para todo v € X, y ¢, = check, ) para todo v € X,.
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3.1.3. Analisis de complejidad

Sean k = max{|X,| : t € V(T)}, N = max{|N,;| : v € V(G),i € L,} y C =
max{|L,| : v € V(G)}. Sean t, t,, tm, thewn, te, ¥ tmm cotas superiores de los tiempos
de ejecucion de todas las funciones check, ; y eqy, Wy, y qul-, B, newN,;, @, y min,
respectivamente. Vamos a suponer que otras operaciones son de tiempo constante.

Recorrer el drbol T requiere tiempo O(|V(T)|). En tiempo O(k*|V(T)| + k| E(G)|)
podemos construir las matrices de adyacencia de todos los grafos G[X;] con t € V(T'):
recorriendo T de arriba hacia abajo (“top-down”) y calculando Ng,(v) N X; sélo para
los nodos ¢ que son hijos de un nodo eliminacién s con X; — Xy = {v}. Ademads, en
tiempo O(k) podemos construir cada una de las extensiones y restricciones de funcio-
nes necesarias, y en tiempo O((tm + tnewn)k) podemos construir cada una de las 7™
necesarias.

Analizaremos separadamente cuatro casos, y en cada uno de ellos la demostracion
es inmediata.

Nodo hoja: O(tz + t,).

Nodo eliminacién: O(k? + (k + tyuin)C).

Nodo insercién: O((tg + tnewn )k + te + o + te + k).
e Nodo unién: O((tg + tnewn )k? + tok + ((tm + te + tu)k + tg + tmm)NZ).

Cada uno de ellos se calcula para cada tupla (S, ¢, w,n, ¢) posible. Sabemos que no
hay mas de 2% - C* - 2% . N* . (1 + N)* de tales tuplas, y que construir cada una de ellas
requiere O(k) operaciones.

En sintesis, la complejidad temporal del algoritmo es: O((tgk + (k + tmm)C + (tg +
trewn ) K + ((tg + to + to)k + to + tmm)NZ)AFCENF(N + DRV (T)| + k|E(G)|). Por
la Proposicién 1.6.1, podemos reemplazar k|E(G)| por k*|V(G)| en la expresién an-
terior. Si ademas sabemos que el sistema de vecindades parciales estd acotado por
algin P, podemos simplificar atin mas esta expresién obteniendo una complejidad en
O(K38FPH+ICkH V(T | + K2V (Q)]).

A continuacién presentamos las conclusiones principales que se pueden obtener a
partir del anterior anélisis de complejidad y el Corolario 1.6.8.

Teorema 3.1.7. Si Il es un problema 1-localmente verificable donde cada vértice v
tiene |L,| polinomial (resp. constante) y que admite un sistema de vecindades parciales
polinomial (resp. constante), entonces Il es XP (resp. FPT lineal) parametrizado por
la treewidth del grafo de entrada.

Mads precisamente, si el sistema de vecindades parciales estd acotado por P entonces
existe un algoritmo que resuelve el problema en tiempo (2PC)°™n donde n y w son,
respectivamente, la cantidad de vértices y la treewidth del grafo de entrada, y C =

max{|L,| : v € V(G)}.

En particular, este resultado junto con la Tabla 2.2, implica que todos los problemas
listados en la Tabla 2.1 son FPT lineales parametrizados por treewidth. Como vimos en
las Secciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4, bajo ciertas hipotesis podemos garantizar la existencia
de un sistema de vecindades parciales polinomial, obteniendo asi el siguiente resultado.
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Corolario 3.1.8. Sea Il un problema 1-localmente verificable en el cual |COLORS| estd
acotado por una constante y las funciones de peso y verificacion son contadoras de
colores. Entonces 11 es XP parametrizado por la treewidth del grafo de entrada. Mads
atn, si las funciones de peso y verificacion son d-estables o m-modulares (con d,m
constantes), entonces Il es FPT lineal parametrizado por treewidth.

3.2. Propiedades globales

En esta seccién explicaremos como modificar el algoritmo anterior con el fin de
incluir algunas propiedades globales. La idea general en cada uno de estos casos es
modificar la funcién \; extendiéndola con nuevos parametros py,...,p, (es decir, en
cada nodo t calcularemos \(S, c,w,n, ¢, p1,...,pm)). De esta manera podemos combi-
nar facilmente varias propiedades globales (no sélo las aqui presentadas, sino cualquier
otra que se quiera incorporar en un futuro).

Definiremos recursivamente la nocién de (S,c¢,w,n,¢ p1,...,Dm)-coloreos en
un subgrafo G’ del grafo de entrada G. El caso base se da cuando m =
0, es decir, cuando no agregamos ningin parametro y proseguimos como
en la seccién anterior. Ahora, si pi,...,p, son parametros tales que los
(S,c,w,m, ¢, p1,...,pm)-coloreos en G’ estdn bien definidos, entonces, para mads
parametros ppii,- .., Pmim, definimos un (S, c,w,n, ¢, p1, .- Pmy Pmtls - - - s Pt ) -
coloreo en G' como un (S, c,w,n, ¢ pi,...,pm)-coloreo en G’ tal que los pardmetros
Pmats - - - s Pmamy Satisfacen alguna determinada propiedad (que puede depender tam-
bién de S,c,w,n, ¢ p1,...,pm). En las siguientes secciones proveeremos los nuevos
parametros asociados con cada propiedad global y daremos la definiciéon de la pro-
piedad que estos nuevos parametros deben cumplir.

Ademsds, con el mismo espiritu que antes, vamos a notar A\(S,c,w,n,¢ p1,...,Dm)
al minimo peso entre todos los (S, ¢,w,n, ¢ p1,...,Pm)-coloreos en G,°. En lo que
sigue, escribiremos p en lugar de py, ..., p, para simplificar la escritura. Notemos que
p es vacio cuando m = 0.

3.2.1. Tamano

Supongamos que queremos que la clase de un color j € COLORS tenga un tamano
s, con s € ¢ para un determinado conjunto o de enteros no negativos. Consideremos
un autémata deterministico de estados finitos (Q, {1}, 9, qo, F') tal que, para todo n €
[0,|V(G)]], acepta una cadena de n caracteres 1 consecutivos si y sélo si n € o.
Recordemos que, por lo explicado en la Seccién 1.2, siempre existe tal automata y la
cantidad de estados podria llegar a ser constante en algunos casos, incluso si el méaximo
elemento de o N [0, |V (G)|] no es constante. Para un estado q € @, definimos §°(¢q) = ¢
v 6"(q) = 6(6"*(q), 1) para todo entero n > 1.

Sean state € @ y accept: () — BooL. Un (S, ¢, w,n, ¢, p, state, accept)-coloreo en
G, es un (S, ¢,w,n, & p)-coloreo f en G, tal que accept (5" (state)) = TRUE, donde
n=|{ve V(G : f(v) = j}|. Intuitivamente, state guarda el estado del tamafio
parcial de la clase de color j y accept verifica que estemos en el estado deseado.

Modificamos el algoritmo de la siguiente manera:

» Nodo hoja: Ahora también tenemos que verificar si accept(state) = TRUE.
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e Nodo eliminacién: Para todo i € L,, sea state’ = state si i # j y state’ =
d(state, 1) si no. Entonces

(..., state, accept) =1 in{)\s(. .., state’, accept)}.
1€ Ly

» Nodo insercién: Sin cambios (s6lo agregando state y accept a Ag).

e Nodo unién: Para todo ¢ € @, sea eq,: Q — BooL tal que eq,(¢') = (¢ = ¢)
para todo ¢’ € Q. Luego,

At(..., state, accept) = min{W @ A, (..., state, eq,) & As(..., ¢, accept) : g € QA. . .}.

e En la raiz r, donde X, = {v}, calculamos todos los A.(...,s;,a), con a tal que

a(s)=(s€F),ys,=qosicv)#jy s =0d(q,l) sino.

Notemos que si quisiéramos restringir el tamano de R clases de colores, digamos
Ji,---,JR, alcanza con asociar a cada clase de color un autémata y los correspondientes
parametros (state;, y accept;,). Incluso podriamos facilmente considerar también con-
juntos de clases de colores (si quisiéramos, para algin J C COLORS, que la cantidad
de vértices con un color j € J pertenezca a o).

La complejidad temporal de este algoritmo modificado depende de la cantidad de
estados y del niimero de clases a restringir. Podemos suponer que verificar si un estado
es final es una operacion de tiempo constante, y que también lo es calcular §(s, 1). Sea
R la cantidad de clases de colores (o conjuntos de clases de colores) a restringir y sea
S el mayor tamano de los conjuntos de estados de los R autématas considerados. Los
Unicos cambios en la complejidad son:

e Nodo hoja: sumar R.

Nodo eliminacion: sumar 2RC.

Nodo insercién: sumar 2R.

Nodo unién: multiplicar por S%.

Cuando multiplicamos por la cantidad de todas las posibles combinaciones de los
parametros de \;: agregar un factor (S(S + 1))%.

En particular, la complejidad del algoritmo sigue siendo polinomial en |V (G)] si R estéd
acotado por una constante.

3.2.2. Conectividad positiva

Supongamos que queremos que la clase de un color j € COLORS induzca un sub-
grafo conexo. Agregaremos un nuevo parametro comp : X; — [1, k], el cual asignard
a los vértices de color 7 un nimero natural que representa cuales de ellos suponemos
que estan conectados entre si (los clasifica en supuestas componentes conexas). For-
malmente, un (S, ¢, w,n, ¢, b, comp)-coloreo en G es un (S, ¢, w, n, ¢, p)-coloreo f en
G, tal que si al subgrafo G, ™°[f~'(j)] le agregamos todas las aristas que conecten
pares de vértices u,v € X; N f~1(j) tales que comp(u) = comp(v) entonces obtenemos
un grafo conexo.

En lo que sigue, notaremos X7 al conjunto {u : u € X; A c(u) = j}, y Nl (v) a
N, G (U) N Xg .
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e Nodo hoja: Sin cambios.

e Nodo eliminacién: (..., comp) = min{\(...,comp') : i € L,} donde comp’
es tal que:

e si i # j entonces compi(v) = 1y comp'(u) = comp(u) para todo u € X7,y

. min, v, {comp(u)} si N/ (v) # 0
* comp’(v) = e o
cualquier valor en [1, k] — {comp(u) : uw € X}} sino
y, para todo v € X7, compi(u) = comp’(v) si existe z € Ni(v) tal que
comp(u) = comp(z), y comp’(u) = comp(u) si no.

En otras palabras, en el caso que v tenga color j, si v es un vecino de dos o
mas vértices de color j en diferentes supuestas componentes conexas entonces
esas componentes pueden unificarse, y si v no es vecino de ningtn otro vértice de
color j entonces esta en una nueva componente.

» Nodo insercidn: Si c¢(v) # j entonces el nico cambio es agregar comp™" a As.
Si no, dividimos el caso correspondiente a ¢,(n,) = TRUE en los siguientes casos:

* Si existe u € X7 tal que comp(v) = comp(u) entonces
M-, comp) = ... Ng(. .., comp™?).
* Sino existe u € X7 tal que comp(v) = comp(u), y X # () entonces

(..., comp) = ERROR.

e Si X7 = ) entonces sea M = ({qo,q1},{1},9, qo, {qo}) un autémata tal que
0(q0,1) =q1y 6(q1,1) = ¢. Usamos M para demandar que la clase de color
j sea vacia en G, entonces

Ae(. .., comp) = ... Xs(c .., qo, €qyy)-

Es decir, si v pertenece a una supuesta componente conexa diferente a la de los
demaés vértices de color j en X, entonces no hay forma de conectar v con ellos,
y no hay solucién (devolvemos ERROR). Ademds, si no hay vértices de color j
en X, entonces no puede haber vértices de color j en Gy, ya que Ng(V(G) —
V(G,))NV(Gs) € X,

» Nodo unién: Para cada S C {comp(v) : v € X7} sea comp® una funcién tal

que, para todo v € X7,

min (S si comp(v) € S

comps(v) — ( ) . p( )

comp(v) si no.
En este nodo necesitamos unificar las diferentes supuestas componentes conexas.
Para eso, en una rama unificamos un conjunto S de ellas mientras que en la
otra rama unificamos un conjunto R de ellas, de modo que S U R = {comp(v) :

v € X{} v |SNR| = 1. Entonces \(...,comp) = min{... & \.(...,comp®) &
As(- .., comp™) - SUR = {comp(v) :v € X{}AN|SNR|=1A...}.
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e En la raiz r, donde X, = {v}, la funcién comp es tal que comp(v) = 1.

Al igual que con la propiedad global de tamano, notemos que podemos agregar
tantos pardmetros como clases queramos restringir. Sea J la cantidad de clases (o
conjuntos de clases) a restringir. Los tinicos cambios en la complejidad son:

e Nodo hoja: sumar J.

Nodo eliminacién: sumar (C — 1+ k?)J.

Nodo insercién: sumar k.7 .

Nodo unién: multiplicar por (k2%)7.

Cuando multiplicamos por la cantidad de todas las posibles combinaciones de los
pardmetros de \;: agregar un factor (k*)7.

Notemos que como en el nodo insercién tenemos que verificar que la clase de color
J sea vacia, necesitamos calcular también A(. .., qo, eqy,) para todo t € T, pero esto no
cambia la complejidad total (por el hecho de que tanto S como R estéan acotados por
una constante en este caso).

3.2.3. Aciclicidad positiva

La siguiente solucion sélo aplica al caso en el que el grafo de entrada no es dirigido.
Este problema puede ser resuelto esencialmente de la misma manera que para la pro-
piedad global de conectividad positiva, donde las tinicas diferencias son que en el nodo
insercion procedemos como en el algoritmo original y en el nodo eliminacién verificamos
si v es vecino de al menos dos vértices que pertenecen a la misma supuesta componente
conexa (en tal caso encontramos un ciclo, y por lo tanto devolvemos ERROR).

3.2.4. Composicion de condiciones locales

Sea (M,®) un monoide conmutativo. Supongamos que queremos satisfacer una
expresion de la forma ®v€V(G) f(v,c) € X para algin X C M y alguna funcién f que
recibe un vértice v y una asignacién de colores vélida en Ng[v].

Para todo V' C V/(G), sea M(V) el conjunto de los diferentes valores que
&, f (v, c) puede tener. Supongamos que, para cada V' C V(G), |[M (V)] esta acota-
do por algin polinomio en el tamano de la entrada. Supongamos ademas que calcular
r®yyx € X sepuede hacer en tiempo polinomial para todos z,y € M y X C M. Sea
(M*, ®) obtenido al agregar un elemento absorbente E* a (M, ®), y sea I* el elemento
neutro de (M*, ®). Consideremos otros elementos similares al sistema de vecindades
parciales, pero para f:

e Un conjunto /\7;', para cada v € V(G) y i € L,, junto con una operacién binaria

~v?l s . . . .
cerrada B sobre Nv,i que es conmutativa y asociativa y tiene un elemento neutro

L ;.

)

—_—

e Una funcién newN,;, para cada v € V(G) y i € L,, que dados u € Ng(v) y

j € L, devuelve un elemento de N, ;.
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e Una funcién f,;: /\77; — M, para cada v € V(G) y i € L,. Esta funcién debe
. N’U,C(’U) - , .
cumplir que fyc(w) | Hueng @ neWNvew)(u,c(u)) | = f(v,c) para cada vértice

v € V(G) y cada asignacién de colores ¢ vélida en Ng[v].

En el algoritmo, en cada nodo ¢, agregamos a \; los siguientes parametros: x, que
guarda el estado parcial de la acumulacién de valores de f; accept, que verifica si esta-
mos en el estado deseado (similar a la idea de la propiedad global de tamano); 77, que

almacena los valores de la “vecindad parcial para f” de cada vértice en Xy; y f, que se
comporta como ¢ excepto que en lugar de proveer funciones de codominio BOOL, pro-
vee funciones de codominio M*. Formalmente, un (S, ¢,w,n, ¢, p, z, accept, 1, f)-coloreo
gen G, esun (S, ¢, w,n, ¢ p)-coloreo en Gy tal que accept(z ® n) = TRUE, donde

. ~p,c(v) [ ==v,9(v) -
n = Eyev(g,s) fogw) (n(v)Bﬂ (HﬂueNGtﬁS(v)newNv,g(v) (u,g(u)))) Luego proce-

demos de la siguiente manera.
« Nodo hoja: También tenemos que verificar si accept(z ® f,(ij(v))) = TRUE.

¢ Nodo eliminacién:

M(o -, xyaccept,n, f) = min{ (..., x, accept, 77"”_>I~“’i, f”_}f“’i) 11 € Ly}

» Nodo insercién: Acumulamos en z el valor de f,(77(v)), removemos v del do-
minio de las nuevas funciones, y calculamos las nuevas vecindades parciales para
los vértices en X.

e Nodo unién: Para todo m € M*, sea eq,,: M* — BooL tal que egq,,(m’) =
(m = m') para todo m’ € M*. Para todo 7, sea fﬁ la funcién definida como
ﬁ;ﬁ(n) =Isin=n()y f;ﬁ(n) = E* si no. Para todo X C V(G) y asignacién de
colores ¢ valida en X, sea ﬁz la funcién de dominio X tal que ﬁg (v) = fw(v) para
todo v € X. Para todo subgrafo H de G y toda asignacién de colores ¢ valida

. —~v,c(v)
en V(H), sea Ns(v,¢c, H) = HH

ueNH(v)mv,c(v)(u, c(u)) para todo v € V(H).
Luego,

)\t(...,x,accept,ﬁ, f) = ml/n{@)v(a ]*7 Qeraﬁgv fﬁr) S )\s(-'-a ]*7 QQmsaﬁga fﬁs> .

m, € M(V(G,) — X,) Amg € M(V(G) — XA

~ ~v,c(v) _ ~v,c(v) _ ~v,c(v)
accept ( (@ Jo (77(”)53 1-(v)8B 1s(v)8

vEXy

NS(v, ¢, Gps[Xt]))) ® x) A }

e En la raiz r, donde X, = {v}, calculamos todos los A.(..., I*, a,ﬁf, f), donde a
es tal que a(z) = (x € X), ¥ fo = fo.cw)-

En consecuencia, la complejidad del algoritmo sigue siendo polinomial.
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3.3. Elcasor >1

Consideremos el problema de ETIQUETADO L(2,1) (llamado L(2,1)-labeling en
inglés). En este problema se deben asignar nimeros no-negativos a los vértices de un
grafo, minimizando el mayor niimero asignado, de modo que: para todo par de vecinos,
sus numeros difieran por al menos 2; y para todo par de vértices no adyacentes con
un vecino en comun, sus nimeros difieran por al menos 1. Como se prueba en [128],
una cota superior para el minimo mayor nimero asignado es A(G)? + A(G) para todo
grafo GG. Una posible forma de modelar este problema como un problema 2-localmente
verificable es la siguiente:

« CoLoRs = [0, A(G)? + A(G)],

e (WEIGHTS, =, @) = (N*t*° < méx),

e W(v,c) = c(v),

« check(v, c) = ((Vu € Ng(v). |e(u) — c(v)] = 2) A (Vu € NE(v). |e(u) — c(v)] > 1)).

En [83] se probd que su problema de decisién asociado es NP-completo en grafos de
treewidth menor o igual a 2, por lo tanto no es esperable encontrar un algoritmo
XP parametrizado por treewidth capaz de resolver todos los problemas r-localmente
verificables, incluso cuando nos restringimos a aquellos que tienen funciones 1-estables
a 2 distancias 1 y 2.

3.3.1. Parametrizacion por treewidth mas grado maximo, o
por carvingwidth

Una forma natural de resolver estos problemas seria tomar la r-ésima potencia del
grafo de entrada y alli resolver un problema 1-localmente verificable. El problema con
esta idea es que, aunque la treewidth de una clase de grafos G esté acotada por una
constante, la treewidth de la clase G" (la clase de las r-ésimas potencias de los grafos
en G) puede no estar acotada. Por ejemplo, las estrellas S, tienen treewidth 1 pero sus
cuadrados S? tienen treewidth n. Sin embargo, el Lema 1.6.9 nos dice que si tanto la
treewidth como el grado maximo de G estan acotados entonces la treewidth y el grado
de G" también estan acotados por alguna constante, por lo tanto si podemos aplicar
esta idea.

Recordemos el sistema de vecindades parciales definido en la Observacion 2.4.2,
en donde N < (C + 2)2(@. Luego, el siguiente resultado se deduce facilmente de la
complejidad obtenida en la Seccién 3.1.3 y el Teorema 1.6.22.

Corolario 3.3.1. Sea r un entero positivo. Sea Il un problema 1-localmente verificable
con cantidad de colores polinomial en el tamano de la entrada. Luego, 11 es XP para-
metrizado por la carvingwidth del grafo de entrada. Mds ain, si |L,| estd acotado por
una constante para cada v € V(G), entonces I1 es FPT parametrizado por carvingwidth
(e incluso FPT lineal si check y W son computables en tiempo constante).

Con la ayuda de Lema 1.6.9, extenderemos este resultado a problemas r-localmente
verificables. Podemos reducir (en tiempo polinomial) un problema r-localmente ve-
rificable a un problema 1-localmente verificable en la r-ésima potencia del grafo de
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entrada, donde los conjuntos de pesos y colores permanecen igual que antes, las eti-
quetas de las aristas ¢, ahora ademés incluyen informacién sobre la distancia original
entre sus extremos (esto se puede modelar, por ejemplo, con una tupla que incluya
también el valor anterior, si corresponde), y las funciones check y W esencialmente
iguales teniendo el cuidado de que para conocer Ng(v) (los vecinos en el radio p) ahora
debemos buscar entre los vértices de Ngr(v) cudles estaban originalmente a distancia
a lo sumo p (y esta informacion la tenemos porque viene dada en las nuevas etiquetas
de las aristas). Luego, a partir del Lema 1.6.9 y el Corolario 3.3.1, sigue este resultado:

Corolario 3.3.2. Sea r un entero positivo. Sea Il un problema r-localmente verificable
con cantidad de colores polinomial en el tamano de la entrada. Luego, 11 es XP para-
metrizado por la carvingwidth del grafo de entrada. Mds ain, si |L,| estd acotado por
una constante para cada v € V(QG), entonces I1 es FPT parametrizado por carvingwidth
(e incluso FPT lineal si check y W son computables en tiempo constante).

Veamos ahora que no podemos eliminar la restriccién sobre la cantidad de colores.
En el problema PLANIFICACION DE EVENTOS PERIODICOS (en inglés, periodic event
scheduling problem, PESP) [135], las instancias consisten de: un grafo dirigido G donde
los vértices representan eventos y los arcos representan actividades, un periodo de
tiempo 7' € N, cotas inferiores ¢;; € [0,7 — 1] y superiores u;; € N (con u;; > ¢;;) para
todo arco ij en G. El objetivo es determinar si existe una funcién 7: V(G) — [0,7 —1]
tal que, para todo arco ij en G, tenemos ¢;; < ((7(j) — m(i)) mod T') < w;;. Este
problema es NP-dificil en grafos de carvingwidth 3, pero muy facilmente podemos
modelarlo como un problema 1-localmente verificable: basta con tomar COLORS =
[0,7 — 1] y check(i,c) = (Vj € N&(v).4;; < ((7(j) — 7(7)) mod T') < w;;). Es més,
este modelo admite un sistema de vecindades parciales constante. Como T' es parte
de la instancia y no necesariamente es polinomial en |V(G)|, no podemos extender el
Corolario 3.3.2 a cualquier problema r-localmente verificable.

3.3.2. Transformacion a problemas 1-localmente verificables

Ciertos problemas r-localmente verificables se pueden modelar también como pro-
blemas 1-localmente verificables. A modo de ejemplo, veamos cémo modelar el proble-
ma de DOMINACION A DISTANCIA k (ver Apéndice A) como un problema 1-localmente
verificable con k + 1 colores y funciones 1l-estables. Para esto, reescribiremos el pro-
blema de la siguiente manera: los vértices reciben nimeros enteros entre 0 y k (que
representan la distancia a un vértice del conjunto dominante), y los vértices con un
nimero mayor a 0 deben tener al menos un vecino con el nimero anterior. Luego,

» COLORS = [0, k],
 (WEIGHTS, =X, ®) = (NU {400}, <, +),

1 ste=0

0 sino,

° W’(v,i,,u) = {

check!(v,i,pu) = (1 > 0= p;—1 > 1).

Notemos que con un argumento similar podemos modelar problemas semejan-
tes que involucren més de dos conjuntos en la particion. La idea es hacer que los
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colores indiquen qué tan lejos estan los vértices de cada color. Por ejemplo, si te-
nemos que colorear el grafo con {r,g,b} de forma tal que cada vértice esté a dis-
tancia a lo sumo 3 de un vértice de color r y a distancia lo sumo 2 de un vérti-
ce de color g, siguiendo esta idea para modelar el problema como un problema
1-localmente verificable con funciones 1-estables, nuestro conjunto de colores seria
{7"0,17 70,25 91,05 92,05 93,0, 51,1, 52,1, 53,1, 5172, b2,2, 53,2}-

Sin embargo, cuando hay restricciones sobre la distancia entre vértices del mismo
color, el enfoque anterior no funciona. Explicaremos entonces cémo proceder cuando
la distancia requerida en estos casos es 2. Ejemplificaremos con el problema de DoO-
MINACION SEMI-TOTAL, definido en [98] (ver Apéndice A). Primero reescribimos el
problema de forma de poder diferenciar dos posibles situaciones para un vértice en D
(colores Dy y Dg) y dos posibles situaciones para un vértice fuera de D (colores D y Dy).
Los vértices de color D; representan aquellos vértices en D que tienen un vecino en D,
los vértices de color Dy representan aquellos vértices en D que estan a distancia 2 de
otro vértice en D, los vértices de color D, representan aquellos vértices fuera de D que
son el nexo entre dos vértices en D, y los vértices de color D representan a todos los
restantes vértices. Luego podemos definir:

COLORS = {Dj, Dy, D, D, },

(WEIGHTS, <, ®) = (N7, < 4),

1 sia=Djo0a=Dy

° Wl(”?%M) = {

0 sino,

check'(v,a. 1) = (a € {D, D1} = Jio, + fin, > 1)
A (a =Dy = pup, > 1)
A (@ =Dy = fin, + fin, > 2).

Notemos que en esta reversion de DOMINACION SEMI-TOTAL cambiamos las “respon-
sabilidades” de los vértices: aquellos a cargo de verificar que un vértice de color Dy esté
a distancia 2 de otro vértice en D ahora son los vértices de color D,.

3.4. Limites

En esta secciéon demostramos que no hay esperanzas (excepto que P = NP) de
encontrar un algoritmo eficiente capaz de resolver todos los problemas localmente ve-
rificables que cumplan sélo con un subconjunto de las condiciones impuestas a los
problemas en las secciones anteriores.

Ya vimos en la Seccién 3.3 que si pudiéramos resolver todos los problemas r-
localmente verificables con » > 1 entonces podemos modelar el problema de ETI-
QUETADO L(2,1), el cual es NP-dificil en grafos de treewidth menor o igual a 2. Otra
forma de modelar el problema anterior es como un problema 1-localmente verificable
con funciones contadoras de colores (més ain, 1-estables):

e COLORS = [0, A(G)? + A(G)],

e (WEIGHTS, =, @) = (N*T*° < méx),
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e W(v,a,u) = a,

e check'(v,a, ) = (Vi € COLORS. ii; # 0 = (Ja—i| > 2AVj € COLORS — {i}. uj #
0= |j—i > 1)),

Como la cantidad de colores es polinomial, tampoco podemos eliminar la restriccion
sobre los sistemas de vecindades parciales.

Finalmente, analicemos qué ocurre si la cantidad de colores no es acotada. Conside-
remos el problema de ASIGNACION DE CANALES (channel assignment, en inglés): dado
un grafo G en donde cada arista uv tiene asociado un entero positivo I(uv) y dado un
entero positivo B, jexiste una asignacién ¢: V(G) — [1, B] de canales a vértices tal
que |¢p(u) — p(v)| > l(uv) para toda arista uv € E(G)? Este problema es NP-completo
en grafos de treewidth menor o igual a 3 [140] y es facil ver que se puede modelar como
un problema 1-localmente verificable con un sistema de vecindades parciales constante
pero con una cantidad de colores no acotada (ya que B viene dado en la entrada):

« CoLORs = [1, B],

LABELS = Nt y /. = [(e),

(WEICHTS, <, ®) = ({0, 1}, <, méx),

e W(v,c) =0,

o check(v,c) = (Yu € N(v).|c(u) — c(v)| > lyuy),
y su sistema de vecindades parciales seria:

e N, = BooL,

e nH" n' = (nAn'),

newN, ;(u,j) = (|7 —i| > lu),

WUJ‘(TL) = 07
e check,;(n) = n.

Por otro lado, también podemos analizar si es posible obtener un algoritmo general
cuya complejidad parametrizada por treewidth sea FPT en lugar de XP. La respuesta
a esta cuestion es que no (a menos que P=NP), ya que existen problemas 1-localmente
verificables, con cantidad polinomial de colores y que admiten un sistema de vecindades
parciales polinomial, que son W[1]-dificiles parametrizados por treewidth. Uno de ellos
es el de EXTENSION DE PRE-COLOREO (precoloring extension, en inglés) [80]: dado un
grafo G, un entero k£, un subconjunto W de vértices de G' y un pre-coloreo cy: W —
[1,k], ies posible extender el coloreo a todos los vértices de G usando a lo sumo k
colores y de modo que todo par de vecinos reciba distinto color? Expresado como
problema 1-localmente verificable:

» COLORS = [1, k],

e L,=CoLorssiv¢ Wy L,={cw)}sivelW,
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o Restricciones sobre max, ey (qy | Ly |
Restricciones sobre check y w (@)

Constante  Polinomial No acotada
Sistema de vecindades parciales constante ~ FPT lineal XP, W[1]-h  para-NP-h
Sistema de vecindades parciales polinomial XP, W[1]-h XP, W[1]-h  para-NP-h
Computables en tiempo polinomial ? para-NP-h  para-NP-h

Tabla 3.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad de problemas 1-
localmente verificables parametrizada por treewidth, bajo distintas restricciones sobre
la cantidad de colores y las funciones de verificacién y peso. Aqui, cuando indicamos
para-NP-h (o W[1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas condiciones
que es para-NP-h (o W[1]-h) parametrizado por treewidth.

(WEICHTS, %, @) = ({0, 1}, <, méx),

e W(v,c) =0,

check(v,c) = (Vu € Ng(v). c(u) # c(v)).

Aqui tenemos k colores, donde k£ < |V(G)|, y las funciones check y w admiten un
sistema de vecindades parciales constante. Nos resta solamente ver el caso en el que
tenemos una cantidad constante de colores y un sistema de vecindades parciales polino-
mial. Para este caso elegimos el problema de CONJUNTO DOMINANTE DE AFILIACION
MINIMA (en inglés, minimum membership dominating set) definido en [10]: dado un
grafo G y un entero k, jexiste un conjunto dominante S tal que |[N[v] N S| < k para
todo v € V(G)? Este problema, el cual es W[1]-dificil parametrizado por pathwidth (y
en consecuencia por treewidth) [10], se puede modelar de la siguiente manera como un
problema 1-localmente verificable con 2 colores y funciones contadoras de colores (y por
lo tanto las funciones admiten un sistema de vecindades parciales universal polinomial,
ver Seccién 2.4.2):

e L,={s,S},

o (WEIGHTS, =<, ®) = ({0, 1}, <, méix),
* W(v,i,p) =0,

o check!(v,i, 1) = (1 < ps < k).

En otras palabras, los resultados obtenidos en este capitulo son ajustados respecto
a las restricciones consideradas. Queda abierta una pregunta respecto al caso con canti-
dad constante de colores y con funciones de peso y verificacién computables en tiempo
polinomial pero sin restricciones adicionales, sobre el cual conjeturamos que existe un
problema para-NP-dificil con estas condiciones, pero al momento no contamos con
ningtn ejemplo. Las Tablas 3.1 y 3.2 resumen lo expuesto anteriormente.
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Restricciones sobre max,cy () | L
Restricciones sobre check y w vev(@) | Ll

Constante Polinomial No acotada
Computables en tiempo polinomial FPT® XP para-NP-h

Tabla 3.2: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad de problemas
r-localmente verificables (para cualquier constante r) parametrizada por carvingwidth
(o, equivalentemente, por treewidth més grado), bajo distintas restricciones sobre la
cantidad de colores. Aqui, cuando indicamos para-NP-h, estamos diciendo que existe
un problema con esas condiciones que es para-NP-h parametrizado por carvingwidth.
(1) FPT lineal si check y w son computables en tiempo constante.



Capitulo 4

Parametrizacion por clique-width

En este capitulo probaremos que los problemas 1-localmente verificables que admi-
ten sistemas de vecindades parciales universales polinomiales y tienen cantidad polino-
mial de colores son XP parametrizados por clique-width. Del mismo analisis se deduce
también que los problemas 1-localmente verificables con cantidad acotada de colores y
funciones contadoras de colores son XP parametrizados por clique-width, y si ademas
las funciones son d-estables o m-modulares, entonces los problemas son en realidad
FPT. Mostraremos cémo incluir propiedades globales de composicion de condiciones
locales, y por otro lado como manejar el caso r > 1. Por ultimo, con un anélisis similar
al de la Seccién 3.4, explicaremos por qué no podemos esperar algoritmos mejores.

4.1. Algoritmo

Consideremos un problema 1-localmente verificable II que admite un sistema de
vecindades parciales universal. Llamemos G al grafo de entrada y sea e una k-expresiéon
clique-width irredundante de G.

A continuacién presentaremos un algoritmo que calcula el peso minimo de un coloreo
propio de G usando la expresion eq. Para ello, es crucial la siguiente definicion.

Definicién 4.1.1 ((C, N)-coloreo). Sea e una subexpresién de eg y sean C'y N dos
vectores en N*. Un coloreo ¢ védlido en G, se llama (C, N)-coloreo si satisface las
siguientes dos condiciones:

(C1) Cli] = H,es1(sy newN (v, c(v)) para toda etiqueta i € [1, k[;

(C2) check, c(v) (N[@e(v)] B (HﬂueNGe(v) newN (u, c(u)))) = TRUE para todo v € V(G.).

Definimos el peso de un (C,N) coloreo ¢ de G, como Ww(e,c,N) =
Doca, Woew) (N[fe(v)]EH (EEIueNGE(U) newN(u,c(u)))). El minimo peso entre to-
dos los posibles (C,N)-coloreos de G, se nota A(e,C,N), ie. Ae, C,N) =
min{w(e,c,N) : ¢ es un (C, N)-coloreo de G.}. Notemos que si no existe tal coloreo

entonces \(e, C; N) = ERROR.
El siguiente lema explica la relacién entre los coloreos propios y los (C, N)-coloreos.

Lema 4.1.2. El peso minimo de un coloreo propio de G es igual al minimo entre todos
los Meg, C, Ny), donde Ny € N* es la matriz cuyos elementos son todos I (el elemento
neutro de B) y C € N* es cualquier matriz tal que C[i] = I para cada i € {(eg).

23



54 CAPITULO 4. PARAMETRIZACION POR CLIQUE-WIDTH

Demostracion. Vamos a probar que para cada coloreo propio ¢ de G existe un vector
C € N* tal que C[i] = I para todo i € {(eg), y tal que W(c) > Aeg,C, Np). Por
otro lado, vamos a mostrar que para cada vector C € N* tal que C[i| = I para todo
i € L eg), y tal que A(eg,C, Ng) # ERROR, existe un coloreo propio ¢ de G tal que
w(c) = AMeg, C, Np).

Supongamos que tenemos un coloreo propio ¢ de G. Sea C' € N* el vector tal que
Cli] = Hﬂveegé(i) newN (v, c(v)) para toda etiqueta i € [1,k]. Claramente, C[i] = I

para toda i € {(eg). Ademds, como ¢ es un coloreo propio de GG, para cada vértice v €
V(G) tenemos que check, ()(n) es verdadero, donde n = HH, ¢ v, () newN (u, c(u)) =

Nolle(v)] B (HﬂueNG(y) newN (u, c(u))), porque Ny[l.(v)] es igual al neutro de H. Por
lo tanto, ¢ es un (C, Ny)-coloreo de Gy W(c) = W(eg, ¢, Ng) > Aleg, C, Ny).

Ahora supongamos que tenemos una matriz C' € A% tal que C[i] = I para toda
etiqueta i € l(eg), y tal que A(eg, C, Ny) # ERROR. Sea ¢ un (C, Ny)-coloreo de G
de peso W(eg,c, Ng) minimo (existe al menos uno ya que A(eg,C, Ny) # ERROR).
Demostraremos que ¢ es un coloreo propio de G. Por definicién de (C, Ny)-coloreo, ¢ es
un coloreo valido, asi que sélo resta probar que check(v, ¢|n,) s verdadero para cada
v € V(G). Sabemos que para cada v € V(G) tenemos que check, () (n) es verdadero,

donde n = Ny[l.(v)] B (EHueNG(U) newN (u, c(u))> Como Ny[l.(v)] = I para cada v €

V(G), tenemos que check(v, ¢|ng)) = check, o) (EHueNG(U) newN (u, c(u))) = TRUE.
Mas aun, w(c) = W(eg, ¢, No) = Aeg, C, Ny). O

En otras palabras, el Lema 4.1.2 nos dice que para resolver II basta con encontrar
el peso minimo entre todos los (C, Ny)-coloreos del grafo de entrada, donde C'y Ny son
como describimos en el lema. El algoritmo que presentaremos se basa precisamente en
esta idea: busca el minimo entre todos los A(eg, C, Ny), y esto lo logra recorriendo el
arbol T, de expresién clique-width asociado a e de abajo hacia arriba (bottom-up) y
calculando recursivamente los valores de cada (e, C, N), donde e es una subexpresién
de e¢ vy C,N € N*. A lo largo de este proceso recursivo, los vectores C'y N se
comportaran intuitivamente de la siguiente manera: si tenemos un coloreo propio ¢ de
G tal que c|y(q.) es un (C, N)-coloreo de G, entonces

o Ci] representa la informacién que deseamos acumular entre todos los vértices
v € V(G,) tales que l.(v) =1,y

e NJi] representa la informacién acumulada por los préximos vecinos respecto a e
de cada vértice v con l.(v) = i.

Describiremos recursivamente el célculo de A(e, C, N) distinguiendo en cuatro casos
segun el tipo de operacion clique-width en la raiz de T,. Para simplificar la lectura, en
los siguientes cuatro lemas supondremos que es estan dados los vectores C'y N en AV*.

Lema 4.1.3 (Creacién de un nuevo vértice: i(v)). Si C[j| = I para toda etiqueta
j € [1,k] — {i}, entonces

A(i(v), C, N) =min{w,q(N[i]) :

(a)a € L,
(b) C[i] = newN (v, a)
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(¢) check, o(N[i]) = TRUE}.
Si no, \(i(v),C, N) = ERROR.

Demostracion. Primero notemos que Gy, es el grafo que consiste de un tnico vértice v
con etiqueta i. Por lo tanto, si C[j] # I para alguna etiqueta j € [1, k] —{i} entonces no
existe ningn (C, N)-coloreo de Gy y A(i(v),C, N) = ERROR. Supongamos entonces
que Cj] # I para toda j € [1, k] — {i}.

A continuacién reescribiremos la definicién de (C, N)-coloreo, adapténdola especifi-
camente a coloreos de Gj(,). Un coloreo ¢ : {v} — L, es un (C, N)-coloreo de G,y si
satisface las siguientes dos condiciones:

(C1) C[i] = newN(v,c(v)), ya que Ezf(}})(j) = () para toda j € [1,k] — {i} y ademds
Hﬂuéfi_(i)(i) newN (u, c(u)) = newN (v, ¢(v)) porque 6;(7%)(2) = {v};

(C2) checky ) (Ni]) = TRUE, ya que, como v no tiene vecinos en Gj,, tenemos que
checky, (v <N[z] & (HEIUGNGi(U) () NEWN (u, c(u)))) = checky ¢(v)(Ni]).

Es decir, ¢ : {v} = L, es un (C, N)-coloreo de G si y sélo si existe a € L, tal
que a = c(v), C[i] = newN(v,a) y check,,(N|i]) = TRUE. Por lo tanto, se cumple la
igualdad del enunciado. O]

Lema 4.1.4 (Unién disjunta: e; @ es). Sean Ni y Ny dos vectores en N'* tales que:

e Ni[i] = NJi] para toda etiqueta i € €(ey),

o N1[i] = I para toda etiqueta i € l(ey), y
o Ny esta definido andlogamente respecto a es.
Luego,

)\(61 D 62,0, N) :ml’n{)\(el, Cl,Nl) D )\(62, CQ,NQ) .
(CL) 01,02 ENk
(b) C1[i] = I para toda i € {(e;)

(c) Csli] = I para toda i € {(e3)
(d) Cli] = C1[i] B Cyli] para toda i € [1,k]}.

Demostracion. Para facilitar la lectura, llamemos av a min{ (e, C1, N1)@®A(ez, Co, Ny) :
se cumplen (a), (b), (¢), (d)}.

Primero demostraremos que A(e; @ eq, C, N) > a. Si Meg; @ ey, C, N) = ERROR
entonces estamos. Asi que supongamos que A(e; @ ey, C; N) # ERROR y sea ¢ un
(C, N)-coloreo de Ge,ge, cuyo peso W(ey @ es, ¢, N) sea igual a A(e; & ey, C, N). Ne-
cesitamos probar que existen C; y Co en N'* que satisfacen (b), (¢), (d) y tales que el
peso de ¢ es al menos A(ey, Cp, N1) @ A(eg, Ca, Ny). Sean ¢; = c[v(gel) = C\V(GEZ).
Luego, definimos Ci[i] = EEqude_ll(i) newN (v, cq(v)) para cada etiqueta i € [1,k], y
definimos Cy anédlogamente respecto a ey y ¢o. En consecuencia, las condiciones (b)
y (c) se satisfacen: si i € ((e;) entonces (_'(i) = 0, asi C1[i] = I, y andlogamen-
te para Cy. La condicién (d) también es satisfecha porque ¢ es un (C, N)-coloreo de
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Geioesy V(Ge,) v V(Ge,) son disjuntos, ., (v) = le,me,(v) para cada v € V(G,),
ley(V) = Leyme,(v) para cada v € V(G.,), y B es asociativa y conmutativa. Aho-
ra mostraremos que ¢; es un (Cp, Ni)-coloreo de G,,. La condicién (C1) es satisfe-
cha trivialmente por definicién de C;. Para mostrar que la condicién (C2) es satisfe-
cha, vamos a probar que check, ., )(n') es verdadero para cada vértice v € V(G,),

donde n' = N[l (v)] B (HHUGNcel ) newN(u,cl(u))). Como ¢ es un (C, N)-coloreo

de Ge¢ ge,, tenemos que check, q)(n) es verdadero para cada v € V(Ge ge,), don-

de n = N[£e1€962(v>] tH <BaueNG51$52 (v
le, (V) = Lleyqe, (V) para cada v € V(G ), tenemos Ni[l, (v)] = N[le,@e, (v)] para cada
v € V(G,,). Ademds, Ng, (v) = Ng, q.,(v) para cada v € V(G,) vy ci(u) = c(u)
para cada u € V(G.,). Por lo tanto, ' = n y asi check,.,)(n') es verdadero pa-
ra cada v € V(G,,). Usando argumentos similares, podemos probar que ¢y es un
(Cy, Ny)-coloreo de G.,. Mas atn, W(e; @ ey, ¢, N) = wW(ey,c1, N1) @ W(eg, ca, No).
En consecuencia, \(e; @ ey, C, N) = W(ey & eg, ¢, N) = W(ey, ¢, Ni) & W(eg, ¢, No) >
A1, C1, N1) @ Mg, Cy, Ny) > .

Ahora demostraremos que A(e; @ ey, C; N) < . Consideremos dos vectores Cy y Cy
en N'* que satisfacen (b), (c), (d). Si A(e1, C1, N1) = ERROR 0 A(ez, Cy, N3) = ERROR,
entonces estamos. Supongamos entonces que esto no ocurre. Vamos a construir un
(C, N)-coloreo ¢ de G me, tal que W(ey & e, ¢, N) = A(e1,C1, N1) & A(eg, Co, Na).
Sean ¢; un (Cp, Ny)-coloreo de G, cuyo peso es A(eq, Cp, N1) y ¢o un (Cq, N3)-coloreo
de G., cuyo peso es A(ez,Cy, No). Sea ¢ = ¢; U ¢z (notemos que ¢ estd bien defi-
nido porque V(G.,) v V(G,,) son conjuntos disjuntos). Claramente, ¢ es un colo-
reo valido. Ahora mostraremos que ¢ es un (C, N)-coloreo de G ge,. Comenzaremos
con la condicién (C1). Consideremos i € [1,k]. Como ¢; es un (C}, Ny)-coloreo de
Ge, vy 2 es un (Cy, Ny)-coloreo de G.,, tenemos C1[i] = @iy newN (v, e1(v)) y
Csli] = EE’vezg;(i) newN (v, co(v)). Luego,

C[i] =C[i] B Csli]
= (e newN @, e1(0))) B (e o newN @, ex(v)) )
= (Bucezy o newN (v,¢(0)) ) 8 (Bucees) newN (v, c(v)))
=Hoee oo newN (v, ¢v))

=H,cr-14) newN (v, c(v)).

La tltima igualdad se debe simplemente a que V(Gege,) = V(Ge,) U V(G,,), a
que para cada v € V(G.) vale que £, (v) = leae,(v) v a que para cada v €
V(Ge,) vale que le,(v) = Lo ge,(v). Ahora nos enfocaremos en la condicién (C2).
Consideremos v € V(G ge,). Supongamos sin pérdida de generalidad que v €
V(Ge,). Vamos a probar que check, ) (n) es verdadero, donde n = N[l ge,(v)] B

(EHueNG () newN(u,c(u))). Como ¢; es un (Cq, Np)-coloreo de G.,, sabemos que
e1 ey

checky ¢, (v (n') es verdadero, donde n' = N[/, (v)] H (EﬂueNG ) newN(u,cl(u))>.
€1

Usando argumentos similares a los anteriores, obtenemos que n’ = n. Como ademads

c(v) = c1(v), concluimos que check, cy(n) es verdadero para cada v € V(G), v asi

la condicién (C2) es satisfecha. Luego, ¢ es un (C, N)-coloreo de G ge,. Mas atin,

W(er @ e, c, N) = W(er,c1, N1) ® W(ez, ca, Na). u

)newN(u,c(u))>. Por definicién de N; y como

vE(;ll
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Lema 4.1.5 (Unién completa: n; ;(e)). Sea N, € N* tal que
o Ne[i] = N[i] B C[j];
o Ne[j] = N[j]18 CTi];
o N.[h] = NI[h] para cada h € [1,k] — {i,j}.

Luego, A\(n; ;(e),C,N) = X, C, N,).

Demostracion. En primer lugar, como las etiquetas de los vértices no cambian entre
Gy (e) Y Ge, usaremos simplemente £ para referirnos a ambos etiquetados £, y £y, ;(c)-
Asimismo, como V (G, ¢)) = V(G.), llamaremos V' a este conjunto.

Sea c¢: V' — COLORS un coloreo vélido. Vamos a demostrar que ¢ es un (C, N)-
coloreo de Gy, ¢y siy sélo si ¢ es un (C, N )-coloreo de G.. La condicién (C1) se cumple

g
trivialmente en ambas implicaciones (porque es exactamente la misma). Luego, basta

con probar que, suponiendo (C1), tenemos N,[((v)] H (EHueNG () PEWN (u, c(u))) =
N[¢(v)] B (EE]ueNG () PEWN (u, c(u)) | para cada vértice v € V.
n;,5(€)

Si l(v) # 1,7 entonces N.[{(v)] = N[l(v)] por definicién de N, y claramente
Ng,(v) = Ng, ., (v). Por otro lado, si {(v) = i (si £(v) = j la prueba es andloga)
entonces ’

Nefi) B (Benc, o newN (u, e(u))
=N{i) 8 O B (Mg, o newN (u,c(w)))
—N[i] 8 (BBucs1) newN (s e(w)) ) 8 (Hleng, o newN (u, o(w)
—N[i] 8 (Baug,l (yoe, (v PEWN (1, c(u))>
N8 (B, o eV (we)).

Las ultimas dos igualdades siguen por el hecho de que cada vértice con etiqueta j es
un vecino de v en Gy, (¢) pero es un no-vecino de v en G, (recordemos que estamos
trabajando con expresiones clique-width irredundantes).

Finalmente, por la relacion entre los vectores N y N, que acabamos de mostrar,
tenemos que W(n; ;(e),c, N) = wW(e, ¢, N.) y entonces A(n; ;(e),C, N) = Ae,C, N,). O

n4,j(€)

Lema 4.1.6 (Renombre de etiqueta: p;_;(e)). Sea N, € N* tal que

o N.[h] = NI[h| para cada h € [1,k] — {i}.
Si C[i| = I, entonces
Apisi(e),C, N) = min{A(e, Ce, N) :
(a) C, € N*
(b) Clj] = Celi] B Ce[j]
(c¢) C.[h] = C[h] para toda h € [1,k] —{i,j}}.
Si no, Api—;(e),C, N) = ERROR.
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Demostracion. Si Cli] # I, entonces, por definicién, no existe ningin (C, N)-coloreo
de G, () ¥ Mpisj(e),C, N) = ERROR. Por lo tanto podemos suponer que Cli] = I.
Llamemos a a min{A(e, Ce, N.) : (a), (b), (¢) son satisfechas}.

Primero probaremos que A(p;;(e),C, N) > a. Sea c un (C, N)-coloreo de G, (e
cuyo peso es igual a A(p;_;(e), C, N). Vamos a probar que existe un vector C, € N*
que satisface (b),(c) y es tal que ¢ es un (C,, N¢)-coloreo de G.. Definimos C,[h] =
et (ny newN (v, c(v)) para cada h € [1, k]. Como c es un (C, N)-coloreo de G, (),
entonces C[h] = EEL}GEA L) newN (v, c(v)) para cada h € [1,k]. Por lo tanto, (c) es

trivialmente satlsfecha ya que £, (e)(v) = Le(v) para todo vértice v cuya etiqueta no
esni ¢ ni j en G,. Més aun, se Cumplen las siguientes igualdades:

C.li| B C.lj] = <Hﬂv€e;1(i) newN (v, c(v))) H (Bﬂveégl(j) newN (v, c(v)))
= Hﬂveegl(i)uzgl(j) newN (v, c(v))
= Eaveé‘j;j@(j) newN (v, ¢(v))
=Cj]

y asi, la condicién (b) es satisfecha también. Veamos ahora que ¢ es un (Cp, N,)-
coloreo de G.. Sabemos que ¢ es un coloreo véalido porque ¢ es un (C, N)-coloreo
de Gy, (). También, (C1) es trivialmente satisfecha por definicion de C.. En cuan-
to a (C2) tenemos que probar que check, q)(n') es verdadero para cada v en G,

donde n’ = N[l .(v)] B <Hﬂu€NG () NEWN (u, c(u))) Como ¢ es un (C, N)-coloreo de

Gp,i(e), sabemos que check, )(n) es verdadero para cada v € V(G (), donde
n = N[l,_ ((v)] B (HﬂueNG (v) PEWN (u, c(u))) Por definicién de N, y como
(

Ng, (v) = Ne,, (v) para todo vértice v, tenemos n = n’ y por lo tanto check, () (n')
es verdadero para cada v € V(G.). Ademds, W(p;;(e),c, N) = W(e,c, Ne).
Concluiremos probando que A(p;—;(e),C, N) < a. Sea C. un vector en N* que
satisface (b), (¢), y es tal que A(e,Ce, N.) # ERROR. Sea ¢ un (C,, N,)-coloreo de G,
de peso A(e, Ce, N). Vamos a probar que c¢ es también un (C, N)-coloreo de G, (c).
La condicién (C1) es trivialmente satisfecha para cada etiqueta h en [1,k] — {i,7}.
Para la etiqueta i, la condicién (C1) también vale porque C[i] = I y no hay vérti-
ces con etiqueta i en V(G (). De manera similar a lo expuesto mds arriba,

podemos ver que C[j] = el G) newN (v, c(v)). Sélo resta verificar la condi-
i—j (€

Pi—j(e)

cion (C2), i.e., para cada vértice v, tenemos que check, ) (n) es verdadero, donde
n=N[lp_ )] 8| Huen, (v) PEWN (u, c(u))) Como antes, esto es consecuen-
pi—j(e)

cia del hecho de que ¢ es un (C,, N¢)-coloreo de G. y que, para cada vértice v, te-
nemos Ne[le(v)] = N[(,,_ ;) (v)] por definicién y Ng, (v) = Ng, ., (v). Por tltimo,

W(pimsj(e),c, N) = w(e,c, Ne). O

En el algoritmo, la entrada es la misma que en un problema 1-localmente verifica-
ble més un sistema de vecindades parciales universal y una k-expresion clique-width
irredundante e del grafo de entrada GG junto con su arbol T, asociado, y su salida es
el minimo peso de un coloreo propio de G. Como explicamos anteriormente (y como se
muestra en el Algoritmo 1), procedemos de abajo hacia arriba (bottom-up), es decir,
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Algoritmo 1: Algoritmo principal

1 para cada subexpresion e de eq, recorriendo el arbol de subexpresiones de
abajo hacia arriba, hacer
para todos los vectores C, N € N'* hacer
Calcular A(e, C, N) aplicando los Lemas 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 or 4.1.6, de
acuerdo al tipo de operacion en la raiz de 7.
Guardar el resultado en memoria.

w N

'y

Sea N, el vector en N* tal que todos sus elementos son I.

Sea m < ERROR.

para todo C € N* tal que C[i] = I para cada i € {(eg) hacer
L m <— min(m, Aeg, C, No))

devolver m

w N O o

©

empezamos con las hojas del arbol T, luego seguimos con sus padres y asi sucesiva-
mente, en cada caso calculando y almacenando en memoria el valor de A(e, C, N) para
la subexpresion e correspondiente (aquella que corresponde al nodo de 7, que estamos
analizando) y todas las posibles elecciones de C'y N, usando las recurrencias dadas en
los Lemas 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 y 4.1.6. Dado que estamos almacenando los resultados en
memoria, la cantidad de veces que necesitamos calcular un valor A(, -, -) estd dada por
la cantidad de subexpresiones de e; multiplicado por la cantidad de posibles vectores
C'y N,y como hay O(|V(G)| + |E(G)|) subexpresiones de la expresién clique-width
dada (ver Seccién 1.6.2) y existen |[A|¥ vectores C' posibles, respectivamente vectores
N, este ntimero es O((|V(G)] + |E(G)|)N*). Por otro lado, determinar el minimo en-
tre todos los valores A(eg, C, Ny), donde Ny es el vector cuyos elementos son todos [
y C € N* es cualquier vector tal que C[i] = I para todo i € {(eg), se puede hacer en
tiempo O(|N]").

Resta determinar la complejidad de calcular algtin valor concreto de A(+, -, ). Evi-
dentemente, esto depende del tipo de operacion considerada, asi que distinguiremos
los siguientes cuatro casos. Sean t.peck, tw, @, thewn, ta, ¥ tmm cotas superiores de los
tiempos de ejecucién de todas las funciones check, o, W, 4, B, newN, @, y min, res-
pectivamente. Sea C = max{|L,| : v € V(G)}. Vamos a suponer que otras operaciones
son de tiempo constante.

e Creacién de un nuevo vértice: Primero tenemos que recorrer (casi) todas las
entradas de C, lo cual se puede hacer en tiempo O(k). Luego, para cada a € L,,
aplicamos una vez newN, check,, ¥y W,,, ¥ almacenamos el minimo peso. Asi,
obtenemos una complejidad O(k+C (tnewn +teheck +tw+tmm)) para esta operacion.

e Unidon disjunta: Primero tenemos que determinar N; y N, lo cual se puede
hacer en tiempo O(k), y luego tenemos que encontrar el peso minimo iterando
entre todas las posibles elecciones de 'y y (5, lo cual se puede hacer en tiempo
O(JN]?*), y ademéds para cada eleccién estamos aplicando la operacién B una vez
por cada etiqueta. Esto nos da una complejidad total O(|N'|?*(ktg + te + tum))
en este caso.

e Unién completa: Simplemente tenemos que determinar la matriz V., lo cual se
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puede hacer en tiempo O(k + tm).

e Renombre de etiqueta: Primero debemos determinar la matriz N,, lo cual se
puede hacer en tiempo O(k), y luego debemos encontrar el peso minimo iterando
sobre todas las posibles elecciones de C', con todas las entradas fijas excepto dos
de ellas. Luego, en este caso la complejidad resulta O(k + |N|?(tg + tmm))-

Finalmente, la complejidad de calcular cualquier A(e,C, N) estd acotada por la
suma de las complejidades de los cuatro casos, para lo cual obtenemos O(C(t,ewn +
teneck + tw + tmm) + [N (ktm + te + tmm)). Asi, la complejidad total de algoritmo es:

O((IV(G)] + |E(G))INT#(C(tnewn + teneer + tw + tmin) + N2 (bt + te + tmm)))-

Si el sistema de vecindades parciales esta acotado por algiin P, podemos simplificar
esta expresién obteniendo una complejidad en O(kP*HC(|V(G)| + |E(G)])).

Observacion 4.1.7. Podemos modificar el algoritmo de modo de obtener también el
coloreo como parte de la salida. Esto no afecta a la complejidad.

A continuacién expondremos las principales consecuencias de este resultado. Como
explicamos en la Seccion 1.6.2, dado un grafo de clique-width k& podemos encontrar
una f(k)-expresion clique-width irredundante en tiempo polinomial, por lo tanto no
es realmente necesario contar con una expresién dada en la entrada (a menos que se
quiera reducir la complejidad).

Teorema 4.1.8. Sea II un problema 1-localmente verificable con un sistema de vecin-
dades parciales universal polinomial y con cantidad polinomial de colores. Luego, Il es
XP parametrizado por clique-width. Mas ain, si el sistema de vecindades parciales uni-
versal es constante entonces es FPT parametrizado por clique-width, y ademds es FPT
lineal parametrizado por k si contamos con una k-expresion clique-width irredundante
y | Ly| estd acotado por una constante para todo vértice v.

Mads precisamente, si el sistema de vecindades parciales estd acotado por P entonces
existe un algoritmo que resuelve el problema en grafos con una expresion clique-width
irredundante dada en tiempo O(wP**TC(n 4+ m)) donde n y m son, respectivamente,
la cantidad de vértices y de aristas del grafo de entrada, w es la clique-width de la
expresion dada, y C = méax{|L,| : v € V(G)}.

Los resultados que siguen se deducen a partir de las propiedades expuestas en la
Seccion 2.4 sobre las relaciones entre funciones contadoras de colores y sistemas de
vecindades parciales.

Corolario 4.1.9. Sea II un problema 1-localmente verificable con cantidad constante

de colores y funciones contadoras de colores. Luego, 11 es XP parametrizado por clique-
width.

Corolario 4.1.10. Sea II un problema 1-localmente verificable con funciones d-estables
o m-modulares, para algunas constantes d, m € N, y con cantidad de colores logaritmi-
ca en el tamano del grafo de entrada (es decir, O(log |V (G)|), siendo G el grafo de
entrada). Luego, 11 es XP parametrizado por clique-width.

Corolario 4.1.11. Sea I un problema 1-localmente verificable con cantidad constante
de colores y funciones de verificacion y peso que son d-estables o m-modulares, para
algunas constantes d,m € N. Luego, Il es FPT parametrizado por clique-width. Mas
aun, st la entrada incluye una k-expresion clique-width wrredundante, entonces es FPT
lineal parametrizado por k.
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4.2. Propiedades globales

En esta seccion presentaremos cémo extender el algoritmo de la secciéon anterior
para asi incluir propiedades globales de composicién de condiciones locales. Procede-
remos de forma muy similar a como lo hicimos en la Seccién 3.2, esto es, incorpo-
rando pardmetros y definiendo recursivamente los (C, N, p,...,pm)-coloreos en G.,
para toda subexpresién e de la expresion eg del grafo G de entrada. El caso ba-
se es aquel con m = 0 (cuyo algoritmo fue dado en la seccién anterior). Luego, si
C,N € N* y p1,...,pm son pardmetros tales que los (C, N, py,. .., pn)-coloreos de G,
estan definidos, entonces, para parametros adicionales p,, i1, ..., Pmim, definimos un
(CyN,p1y oy Py Pmtdy - -+ Pmam ) -coloreo de G, como un (C, N, py, ..., py)-coloreo de
G, tal que los pardmetros p,,i1, - - ., Pmim satisfacen alguna propiedad determinada.
Nuevamente, definimos el peso de un (C, N,py,...,pn) coloreo ¢ como W(e, ¢, N) y
denotaremos A(e,C, N, p1,...,pm) al peso minimo entre todos los (C, N, p1,...,pm)-
coloreos de G,.

Al igual que antes, en lo que sigue escribiremos p en lugar de py, ..., p,, para sim-
plificar la notacién. Recordemos que p es vacio cuando m = 0.

4.2.1. Composicion de condiciones locales

Consideremos un problema 1-localmente verificable Il con un sistema de vecindades
parciales universal, un conjunto de propiedades globales I' y un grafo de entrada G con
una k-expresion clique-width eq de G.

Sean (M, ®) un monoide conmutativo, X un subconjunto de M y f una funcién que
recibe un vértice v y una asignacién de colores valida en Ng[v] y devuelve un elemento
de M. Sea o el elemento neutro de M y sea €x: M — BoOOL la funcién tal que
€x (z) = (x € X) para todo € M. Supongamos que, para cada v € V(G) y i € L,,

existe una funcién f,;: N' — M tal que f, () <Bﬂ () PEWN (u, c(u))) = f(v,c)
para cada vértice v € V(G) y cada coloreo ¢ valido en Ng[v].

Veremos cémo obtener el minimo peso de un coloreo propio ¢ que
satisfaga I' y ademds sea tal que ®U6V(G)f(v,c) € X, es decir,

ueENg

Roev(c) foew) <Hﬂu€NG(U) newN(u,c(u))) € X. Para ello vamos a conside-
rar el siguiente parametro adicional: un elemento m € M, que intuitiva-
mente va a representar cuanto queremos acumular en el subgrafo G.. Defini-
mos un (C,N,p,m)-coloreo ¢ de G, como un (C,N,p)-coloreo de G. tal que
m = Qevc.) foew (N[Ke(v)]EHHﬂueNGe(v) newN(u,c(u))). Como mencionamos

anteriormente, vamos a notar A(e,C,N,p,m) al peso minimo entre todos los
(C, N, p, m)-coloreos de G.

Lema 4.2.1. Sea Ny € N'* el vector cuyos elementos son todos iquales a I. Supongamos
que el minimo peso de un coloreo propio de G que satisface las propiedades globales T’
es iqual a

min{A(eg, C, No,p) : P(C,p) = TRUE}

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.2. Mds ain, supongamos que

(1) para cada coloreo propio ¢ de G que satisface T' existen C,p tales que P(C,p) =
TRUE y tales que ¢ es un (C, Ny, p)-coloreo de G;
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(2) para cada C,p tales que P(C,p) = TRUE y tales que A(eq, C, No,D) # ERROR,
cada (C, Ny, p)-coloreo de G es un coloreo propio de G que satisface T'.

Luego, el minimo peso de un coloreo propio ¢ de G que satisface I' y tal que
®UEV(G) Jve(w) (BﬂueNG(v) ”‘%UN(%C(U))) € X esigual a
min{A(eg, C, No,p,m) : P(C,p) = TRUE y m € X}.
Mds ain,
(a) para cada coloreo propio ¢ de G que satisface T y es tal que

Roev(c) foew) (HﬂueNG(v) newN(u,c(u))> € X, existen C;,p y m € M ta-
les que P(C,p) = TRUE y ¢ es un (C, Ny, p, m)-coloreo de G,

(b) para cada C,p ym € M tales que P(C,p) = TRUE y A(eq, C, No, D, m) # ERROR,
cada (C, No,p, m)-coloreo ¢ de G es un coloreo propio de G que satisface T y

ademds @ ,cy (g fo.e(w) (EHueNc(U) newN(u,c(u))) € X.

Demostracion. Supongamos que tenemos un coloreo propio ¢ de G que satisface I' y
tal que n € X donde n = @,cy (g fo.ew) (HﬂueNG(v) newN (u, c(u))) Vamos a probar

que existen C,py m € M tales que P(C,p) = TRUE, ¢ es un (C, Ny, p, m)-coloreo
de Gy w(c) > Aeg, C, Ny, p,m). Por la hipétesis (1), sabemos que existen C,p tales
que P(C,;p) = TRUE y ¢ es un (C, Ny, p)-coloreo de G. Tomemos m = n. Es facil

ver que n = @,cy () foe) (NO[E(U)] B (EElueNG(v) newN(u,c(u)))), porque No[l(v)]
es el neutro de H para todo v € V(G). Por lo tanto se cumple la condicién extra
para ser un (C, Ny, p,m)-coloreo de G. Luego, ¢ es un (C, Ny, p, m)-coloreo de G y
w(c) = W(eg,c, Ng) > MNC, Ny, p, m).

Supongamos ahora que tenemos C,py m € M tales que P(C,p) = TRUE y ta-
les que A(C, Ny, p, m) # ERROR. En particular, esto implica que m € X. Sea ¢ un
(C, No,p,m)-coloreo de G (sabemos que existe al menos uno). Por definicién, ¢ es
un (C, Ny, p)-coloreo de G, y por la hipdtesis (2), ¢ es también un coloreo propio de G
que satisface I". Por otro lado, nuevamente por definicién de (C, Ny, p, m)-coloreo, sabe-

mos que se verifica que m = @,y (@) foe(w) <N0 [¢(v)] B (HﬂuENG(v) newN (u, c(u)))) =

Roev(c) foew) (HﬂueNG(v) newN (u, c(u))) Como m € X, estamos. Si consideramos en

I v

particular un ¢ de peso minimo, entonces A(eg, C, No, p,m) = W(eg, ¢, Ng) = W(c).
Notemos que (a) y (b) quedan implicitamente demostrados por lo anterior. O

Para los siguientes lemas, vamos a suponer que contamos con vectores C'y N en
N* una lista de pardmetros (posiblemente vacia) p para los cuales ya tenemos definidos
los (C, N, p)-coloreos, y m € M.

Lema 4.2.2 (Creacién de un nuevo vértice: i(v)). Supongamos que
A(i(v),C, N,p) = min{w, ,(N[i]) : P(a,C, N,p) = TRUE}.

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.3. Mas aun, supongamos
que c es un (C,N,D)-coloreo de Gy si y sélo si ¢ es un coloreo de G,y tal que
P(c(v),C,N,p) = TRUE. Entonces,

A(i(v), C, N, p,m) = min{w, ,(N[i]) : P(a,C, N,p) = TRUE y m = f,.(N[i])}.
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Mds ain, c es un (C, N,p,m)-coloreo de G si y solo si c es un coloreo de Gy tal
que P(c(v), C, N,B) = TRUE y m = fo oy (N]i]).

Demostracion. Sabemos que Gy, es un grafo que contiene un tnico
vértice v, el cual tiene etiqueta i. Por definicién, ¢ es un (C,N,p,m)-
coloreo si y s6lo si ¢ es un (C,N,p)-coloreo de Gy, tal que m =

®w€V(Gi(U>) Juew) (N[gi(v) (w)] & HﬂuENGi(U) (w) NEWN (1, C(“))) = Juew/(N[i]). Por
lo tanto, ¢ es un (C, N, p, m)-coloreo si y sélo si ¢ es un (C, N, p)-coloreo de G, tal
que m = fy ) (N[i]), y el enunciado sigue trivialmente. O

Lema 4.2.3 (Unién disjunta: e; @ ey). Supongamos que

)\<€1 ©® €2, 07 Naﬁ) = mfn{)\(el, Cleaﬁ\l) @ )\(627 027N27}5\2) :
P(Ca N7]/9\a CI7N1a13\1a02>N2,]3\2) - TRUE}

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.4. Mads ain, supongamos que

(1) para cada (C,N,p)-coloreo ¢ de Ge ge, existen Ci, Ny, p1,C, No,ps tales que
P(C7 Na 1/9\7 Clthﬁ\hCQaNQ)p\Q) = TRUE ) tales que C|V(G61) €s un (Clleaﬁ\l)_
coloreo de G, y clv(a.,) es un (Ca, Na, pa)-coloreo de G.,;

(2) para todos 017N1713\17027N27p/\2 tales que P<C7N71/7\7017N17}5\17027N27ﬁ\2) =
TRUE, si ¢; es un (Cy, N1,py1)-coloreo de Ge, y co es un (Cy, No, ps)-coloreo de
Gl,, entonces ¢ = ¢y Ucy es un (C, N,p)-coloreo de Ge,ge, -

Entonces,

)‘<€1 S €2, Cv Naﬁa m) = ml’n{)\(elach Nl,@,ml) D )\(62,02, NQ,]/)\Q,mg) :
P(C7 Naﬁ: ClaNlaﬁ\l)CQ;NL]a\z) == ’]:WRUE7

mi,mgy € M ymy ® mg =m}.
Mds atn,

(a) para cada (C,N,p,m)-coloreo ¢ de Ge,ge, existen mq,ms, C1, N1, p1,Co, No, Do
tales que my,my € M, P(C, N,p,Cy, N1,p1,Cy, No,p3) = TRUE, my ® my = m,
y clvc.,) es un (C1, Ny, p1,my)-coloreo de G, y clva.,) es un (Ca, No, pa, ma)-
coloreo de G.,;

(b) para todos my,ms, Ci, Ny, p1,Co, No,py tales que my,mg € M, my ® mg = m
y P(C,N,p,C1, N1,p1,Cs, Noyp3) = TRUE, si ¢; es un (Cy, Ny, p1, my)-coloreo
de Go, y o es un (Cy, No, pa, mo)-coloreo de G., entonces ¢ = c¢; U cy es un
(C, N, p,m)-coloreo de G @e, -

Demostracion. Sea a = min{A(ey, C1, N1, p1,m1) @ A(ea, Co, No, pa,ms) @ P(C, N, D,
Ch, N1, p1,Ca, No, py) = TRUE, my,me € M y my ® mg = m}. Primero vamos a demos-
trar que A(e; @ ey, C, N,p,m) > a. Notemos que si A(e; @ eq, C; N, p, m) = ERROR, en-
tonces terminamos. Por lo tanto supongamos que \(e;@ey, C, N, D, m) # ERROR. Sea ¢
un (C, N, p,m)-coloreo de G, ae,. En otras palabras, ¢ es un (C, N, p)-coloreo de Ge, ge,

tal que m = ®,ev (G, .y o) (Mleroes ) B (Blen,, .y newN (s c(w))) ). Sean

e1 ey



64 CAPITULO 4. PARAMETRIZACION POR CLIQUE-WIDTH

c = clvg.,) Y &2 = cv@.,) Vamos a mostrar que existen Cy, Ny, p1, Co, No, Po
y mi,mg € M tales que P(C,N,p,C1, Ni,p1,Co, Noyp3) = TRUE, m; ® me =
m, y ¢ es un (Cy, Ny, p1,mq)-coloreo de G.,, y ¢y es un (Cq, Ny, p3, mg)-coloreo
de G.,. Por la hipdtesis (1), ya sabemos que existen C4, Ny, p;,Cy, No,py tales
que P(C,N,p,Ci,N1,p1,Co, Noyps) = TRUE, y ¢; es un (Cy, Ny, p;)-coloreo de
Ge, v 2 es un (Cy, No, py)-coloreo de G.,. Para cada ¢ € {1,2}, sea m;
Quevia.,) foew) (Ni[fei(v)] 0 <BHUENGei (v TewN (u, c(u)))) Claramente, m; ® my =
m, ya que V(Ge,ge,) = V(Ge, ) UV (Ge,), V(Ge,) y V(Ge,) son disjuntos, y Ni[i] = N|[i]
para toda etiqueta i ¢ f(e1), y andlogamente para Ny (ver Lema 4.1.4). Luego, ¢
es un (Cq, Ny, p1,mq)-coloreo de G, y ¢y es un (Cy, Ny, pa, mg)-coloreo de G.,. Si
consideramos en particular un (C, N, p, m)-coloreo ¢ de Ge,ge, de peso minimo, ob-
tenemos A(e; @ ey, C, N,p,m) = W(e; @ eq,c, N) = W(eg,c1, N1) ® W(eg, o, No) >
)\(61,01, Nl,pAl,ml) D )\(62,02, N27]5\27m2) Z .

Ahora vamos a probar que A(e; @ ey, C,N,p,m) < A(ey, C1, Ny, p1,my) @& e,
Cs, Na, pa, mgy) siempre que my,mg € M, m; ® mg = my P(C, N, p, Cy, Ny, pr,
Cs, No, pa) = TRUE. Esto implica directamente que A(e; @ ez, C, N,p,m) < «a. Sean
mi,me € My C1, Ny, ]5\1, Cs, Ny, ]5\2 tales que my @ mg = m y P(C, N, ]/?\, C1, Ny,
]5\1, Cs, N, ]5\2) = TRUE. Si )\(61701,]\717]5\1,7711) = ERROR o0 )\(eg,Cg,Ng,ﬁg,mg) =
ERROR, entonces terminamos. Asi que supongamos que (e, Cy, Ni,pi,my) #
ERROR y A(ez, Oy, No,pa,m2) # ERROR. Sean ¢; un (Cy, Ny, p;, my)-coloreo
de G., y ¢ un (Cy, No, ps,mg)-coloreo de G,,. Para cada i € {1,2}, sabe-

mos que m; = Qeya,,) freiw) (Ni[ﬁei(v)]ﬁﬂ (HﬂueNGq(v) newN (u, cz(u))>> Con-

sideremos ¢ = ¢ U ¢y el cual, por la hipétesis (2), es un (C,N,p)-coloreo
de Geige,- Tenemos w(ey @ eg, ¢, N) = w(ep, ¢, N1) @& W(eg, o, Ny). Para mos-
trar que ¢ es un (C,N,p,m)-coloreo de G, ge,, resta probar que m = n, don-

de n = ®UGV(G€1®62) Jo.c() (N[fel@SQ(v)] H (BﬂueNcel®62 ) newN(u,c(u)))). Natural-
mente, n = m; ® my, ya que V(Gege,) = V(Ge,) U V(Ge,), V(Ge,) v V(Ge,)
son disjuntos, y Ni[i] = NJi] para toda etiqueta ¢ ¢ {(e1), y andlogamente para
Ny (ver Lema 4.1.4). Entonces m = n. Asi, ¢ es un (C, N,p, m)-coloreo de Ge,ge,-
Si consideramos en particular un (Cy, Ny, p1, my)-coloreo ¢; de G, de peso mini-
mo asi como también un (Cy, Ny, p3, msy)-coloreo ¢s de G., de peso minimo, obte-
nemeos /\(el,C'l,Nl,ﬁl,ml) D /\(62,027N2,]3\2,m2) = W(el,cl,Nl) D W(€2,027N2> =
W(ey @ ea, e, N) > ANey @ ey, C; N, p,m).

Notemos que (a) y (b) quedan implicitamente demostrados por lo anterior. ]

Lema 4.2.4 (Unién completa: n; ;(e)). Sea N’ definido como en el Lema 4.1.5. Su-
pongamos que existe ];’ tal que ¢ es un (C, N, p)-coloreo de G
(C, N’,]/a\’)—coloreo de G.. R

Luego, ¢ es un (C,N,p,m)-coloreo de G, ;) si y sdlo si c es un (C,N',p/,m)-
coloreo de G.. En particular,

ni,5(€) Sty solo si ¢ es un

A(ni;(e), C, N, p,m) = e, C, N', p/, m).

Demostracion. Sea ¢ un (C, N,p,m)-coloreo de G, (). Directamente a partir de
la definicién, podemos decir que ¢ es un (C, N,p)-coloreo de Gy, () tal que m =

®“€V(Gni7j<e>) Jo,c(v) (N[fmj(e) (v)] B <EE|u€Ncn_ o newN (u, c(u)))) Por hipdtesis,
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sabemos que existe p/ tal que ¢ es también un (C,N’ ,ﬁ)—coloreo de G.. Resta pro-
bar que m = n donde n = @,cy (g, fo.cw) (N’[Ee(v)] = (EHueNG (v) PEWN (u, c(u))))

Por definicién de N’, tenemos que N[/, () (v)] B (Bﬂue Ne
’ 4,5 (€)
N'[t.(v)] B (BﬂueNGE(U) newN (u, c(u))) para todo vértice v € V(G ;) = V(G.). En-
tonces m = n y ¢ resulta ser también un (C, N’, ]/)\’ ,m)-coloreo de G,. De forma similar
podemos probar la vuelta. O

() PEWN (u, c(u)) | =

Lema 4.2.5 (Renombre de etiqueta: p;_,;). Supongamos que
)\(pi%j (6)7 C, N, 1/5) = min{)\(e, Ce, Ne:ﬁ;) : P<C7 N, ﬁa Ce, Nea@) = TRUE}
para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.6. Mds aiun, supongamos que

(1) para cada (C, N,Dp)-coloreo c de G, (), existen pardmetros Ce, Ne, P, tales que
P(C,N,p, Ce, Ne,pe) = TRUE y ¢ es un (Ce, N, pe)-coloreo de G.;

(2) para todos los parametros Ce, N,,p, tales que P(C,N,p,C., Ne,p.) = TRUE, si
¢ es un (Ce, Ng, pe)-coloreo de G, entonces ¢ es también un (C, N, p)-coloreo de

G

pi—je):

Luego,
A pimsj(e),C, N, p,m) = min{A(e, Cc, N, pe,m) : P(C, N, p, Ce, N, p.) = TRUE}.
Mds ain,

(a) para cada (C,N,p,m)-coloreo ¢ de G, (), evisten pardmetros Ce, Ne,De tales
que P(C,N,p,Ce, N.,p.) = TRUE y ¢ es un (Ce, Ne, pe, m)-coloreo de Ge;

(b) para todos los pardmetros C., Ne, p. tales que P(C, N, p,Ce, N, p.) = TRUE, si ¢
es un (Ce, Ne, Pe, m)-coloreo de G., entonces ¢ es también un (C, N, p, m)-coloreo

d@ Gl’iaj(e)'

Demostracion. Sea o = min{\(e,Ce, Ne,pe,m)  :  P(C,N,p,Ce, Ne,De) =

TRUE}. Vamos a probar primero que M(pis;(e),C,N,p,m) > «a. Sea c

un (C,N,p,m)-coloreo de G, _, (. Vamos a mostrar que existen pardmetros

Ce, Ne,pe tales que P(C,N,p,C.,Ne,p.) = TRUE y ¢ es un (Ce, N, pe, m)-

coloreo de (.. Por definicion, ¢ es un (C,N,p)-coloreo de G, () tal

que m = ®veV(G ) Jv.ew) (N[gpmj(e) (v)] BB (@uENcp. (@ newN (u, C(u))) )

Por lo tanto, por la hipdtesis (1), existen pardmetros C., N.,p. tales que
P(C,N,p,C., Ne,p.) = TRUE y ¢ es un (C, N, p.)-coloreo de G.. Como vi-
mos en la demostracion del Lema 4.1.6, la matriz N, es tal que N.[(.(v)] B
(BBuce, o mewN uc(w)) = Nty (v)] 8 (BaueNGP, O newN(u,c<u>>) pa-
ra todo vértice v € V(G.) = V(G,_,e) Entonces, si definimos n, =

Roev(c.) foew) (Ne[ﬁe(v)] H <EHU€NG ) newN(u,c(u))>> tenemos que n, = m. Por
lo tanto, ¢ es un (Cp, N, pe, m)-coloreo de G.. Si consideramos en particular un

pisj(e)
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(C, N,p,m)-coloreo ¢ de G,,_ () de peso minimo, entonces A(p;—;(e),C, N,p,m) =
W(pisj(e),c, N) =w(e, c, No) > A, Ce, Ne, Pe, m) > c.

Veamos ahora que A(p,;(e),C,N,p,m) < «a. Sean C., N, p. tales que
P(C,N,p,Ce, Ne,p.) = TRUE. Si A, Ce, No,pe,m) = ERROR entonces termi-
namos. Por lo tanto supongamos que A(e,Ce, N, p.,m) # ERROR y sea ¢ un

(Ce, Ne, De, m)-coloreo de G. Por definicién, ¢ es un (Ce, N, p.)-coloreo de G,
tal que m = @Q,cy(q.) fo.cw) (Ne[ée(v)] H (EEIueNG (v) newN(u,c(u)))). De acuer-

do a la hipdtesis (2), ¢ es también un (C,N,p)-coloreo de G, _, (). Nueva-
mente segin lo visto en la demostracién del Lema 4.1.6, sabemos que el vec-

tor N, es tal que N.[l.(v)] B (EH )newN(u,c(u))> = N[l @) B

(HﬂueNGij(e)(v) newN (u, c(u))) para todo vértice v € V(G.) = V(G (). Si de-

finimos n = ®v€V(Gpi_,j<e)) Ju,e(v) (N[fpi_,].(e) (v)] B <Hﬂu€NGp ynewN (u, c(u))))

entonces n = m. Sigue inmediatamente que c es un (C, N, p, m)-coloreo de G ,,_, (¢). Si
consideramos en particular un (C,, Ne, p., m)-coloreo ¢ de G, con el cual obtenemos el
peso «, entonces o = W(e, ¢, No) = W(pi;(e), ¢, N) > ANpisi(e), C, N, p,m).

Notemos que (a) y (b) quedan implicitamente demostrados por lo anterior. ]

uENg, (v

i—J e) (U

Complejidad del algoritmo modificado

Supongamos que estamos aplicando esta propiedad global R veces, con monoides
(My,®1),...,(Mg,®gz), subconjuntos Xi,..., Xz y funciones f!,..., f®. Sea M =
max/<, |M;| y sea t; una cota superior del tiempo para calcular cualquier funcién fia
Vamos a suponer que podemos calcular x®y y x € X; en tiempo constante para todos
i €[1,R], z,y € M; y X; C M;. Luego, en cada caso la complejidad debe modificarse
de la siguiente manera:

Creacién de un nuevo vértice: Sumamos R - t.

Unién disjunta: Multiplicamos por M?%.

Union completa: Sin cambios.

Renombre de etiqueta: Sin cambios.

Cuando iteramos sobre todos los posibles A(e, C, N,p, mq, ..., mg), debemos multipli-
car la complejidad por un factor M™®, porque para cada m; hay a lo sumo M valores
posibles.

Por lo tanto, si tanto M™ como ¢; estan acotados por un polinomio en |V(G)], no
se alteran los casos en los que el algoritmo que vimos en la Seccién 4.1 es XP o FPT
(manteniéndose FPT lineal sélo si M” y ¢; son constantes).

Notemos que si el sistema de vecindades parciales universal propuesto para check y
w “no funciona” para f (es decir, si no existen las funciones f,; que cumplan lo pedido)
pero si existe otro sistema que “funciona” para f, entonces podemos considerar un
nuevo sistema de vecindades parciales universal que contenga a ambos (esencialmente,
cada uno de sus componentes se obtiene del producto cartesiano de los componentes
de ambos sistemas).
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En particular, si usamos esta propiedad global para fijar el tamano de algiin conjun-
to de clases de colores, entonces M < |V(G)|. Ademés, como la funcién f en este caso
ignora lo acumulado por los vecinos del vértice, cualquier sistema de vecindad parcial
funciona para f y ty es constante. Por lo tanto, si un problema II admite un sistema
de vecindades parciales universal polinomial (resp. constante), el problema II con esta
propiedad global es XP (resp. FPT) parametrizado por clique-width. Més atn, esto se
mantiene si aplicamos esta propiedad una cantidad constante de veces (en particular,
cuando la cantidad total de colores es constante podemos poner restricciones sobre
cualquier combinacién de conjuntos de clases de colores).

Notemos también que si usamos esta propiedad para fijar la cantidad de aristas
entre vértices de algunas clases de colores, tenemos M < |E(G)|.

4.3. Elcasor > 1

Si en un problema r-localmente verificable las funciones de verificacion y de peso no
hacen ninguna distincién entre las cantidades de vecinos a las diferentes distancias entre
1 y r, entonces podemos reducir este problema a un problema 1-localmente verificable
en la r-ésima potencia del grafo de entrada. Por la Proposicién 3.1 en [40], para cada
grafo G de clique-width a lo sumo k, la clique-width de G” es a lo sumo 4(r + 1)~.
Entonces, para una distancia r constante, los resultados XP/FPT de la Seccién 4.1
siguen valiendo.

Como veremos en el Capitulo 5, los problemas r-localmente verificables con cantidad
constante de colores y funciones d-estables a ¢ distancias rq, ..., r;, con t constante, son
XP parametrizados por mim-width, y por lo tanto también por clique-width. Queda
abierta la complejidad parametrizada por clique-width de los problemas r-localmente
verificables con funciones contadoras de colores (no-estables) a ¢ distancias r,...,7,
cont > 1,0 cont =1 peror no constante. Es probable que para resolver estos casos
sea necesario cambiar notablemente el algoritmo, trabajando sobre alguna expresiéon de
G™ que permita reconocer la distancia en G entre los vértices que conectan mediante
una operacion 7 ;.

4.4. Limites

Tal y como hicimos en el Capitulo 3, en esta seccion veremos que los resultados ob-
tenidos son los mejores que podemos esperar, en el sentido de que si eliminamos alguna
de las restricciones consideradas entonces nos encontramos con problemas para-NP-
dificiles parametrizados por clique-width (en el caso de las restricciones para obtener
algoritmos XP) y W[1]-dificiles (en el caso de las restricciones para obtener algoritmos
FPT).

Si incluyéramos etiquetas en las aristas entonces podriamos reducir MiNIMO CON-
JUNTO DOMINANTE en un grafo cualquiera G al siguiente problema 1-localmente ve-
rificable en el grafo completo G’ con V(G') = V(G):

o lyy=1siuv € E(G) y £y, =0 si no,

e CoLORs = {0, 1},
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o (WEIGHTS, <, @) = (N*>, < 4),

e W(v,¢) =c(v),y

e check(v,c) = (c(v) 2 ueng (W) - lo) = 1).

Esto quiere decir que si pudiéramos resolver en tiempo polinomial cualquier problema
1-localmente verificable con etiquetas en las aristas (e incluso si nos restringimos a
aquellos que tienen sélo 2 tipos de etiquetas y también 2 colores) en grafos completos
entonces probariamos que P=NP. Lo mismo ocurre si consideramos problemas sin
etiquetas en las aristas pero con una funcién de verificacion o de peso que, si bien admite
un sistema de vecindades parciales constante, no admite uno universal polinomial. En
efecto, tomemos la reduccién anterior pero con el siguiente problema 1-localmente
verificable en G':

CoLors = {0, 1},

(WEIGHTS, X, ®) = (NT> < +),

e W(v,¢) =c(v),y

check(v,c) = (c(v) + D ueNg ) C(u) = 1).

Aqui la funcién check usa informacién sobre qué vecinos en G’ de un vértice v son
ademas sus vecinos en (G, por lo tanto no admite un sistema de vecindades parciales
universal polinomial. Andlogamente, si consideramos

e CoLORs = {0, 1},

o (WEIGHTS, <, ®) = (Nt < +),

* W(v,c) =c(v) sic(v) + 2 enpw () = 1,y W(v, ¢) = 00 sino, y
e check(v,c) = TRUE,

entonces también estamos modelando el mismo problema, pero con una funcién de
peso que no admite un sistema de vecindades parciales universal polinomial. Notemos
que este truco se puede aplicar siempre, por eso la funcién de peso tiene las mismas
restricciones que la de verificacion.

Ya vimos en la Seccién 3.4 que el problema de ETIQUETADO L(2,1) se puede
modelar con funciones l-estables pero cantidad de colores polinomial en el grado
maximo del grafo. Por lo tanto, no podemos eliminar la restriccion sobre la canti-
dad de colores cuando tenemos funciones contadoras de colores. Esto ocurre incluso
si consideramos funciones 2-modulares. Para probar esto, reduciremos a un proble-
ma l-localmente verificable el problema de encontrar un minimo conjunto dominante
impar (el cual es un problema NP-dificil [161]). Para un grafo de entrada G, con
V(G) = {vi,...,v,}, definimos el grafo completo G’ con V(G') = V(G). Para cada
i € [1,n], sea N; = {j € [1,n] : v; € Ng(v;)}. Consideremos el siguiente problema
1-localmente verificable con funciones 2-modulares a resolver en G':

» COLORS = [0,n],
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o (WEIGHTS, <, ®) = (Nt < 4),

1 sta=1

o W(v,a,p) = {

0 sino,

o check/(vi,a,n) = ((a = PN jen by =0 méd 2) V(e = 0AD ey py =1
méd 2)).

A un coloreo propio ¢ en G’ le podemos asociar el conjunto S = {v; € V(G) : ¢(v;) = i}.
Veamos que S es en efecto un conjunto dominante impar en GG. En primer lugar, para
cada vértice v; € S tenemos c(v;) = i y entonces, por definicién de check, tenemos
que la cantidad de vértices v; € Ng(v;) tales que ¢(v;) = j es par, lo que significa que
|Ng[vi] NS] =1 mdd 2. Por tltimo, para cada vértice v; que no esta en S tenemos
c(v;) = 0 y entonces, por definicién de check, tenemos que la cantidad de vértices v; €
N¢(v;) tales que ¢(v;) = j es impar, lo que significa que |[Ng[v;]NS| =1 méd 2. Como
G’ es un grafo completo, tiene clique-width igual a 2. En conclusién, no podemos aspirar
a resolver eficientemente cualquier problema 1-localmente verificable con funciones 1-
estables o 2-modulares y cantidad polinomial de colores en grafos completos.

Analicemos ahora las restricciones con las cuales obtenemos algoritmos FPT. Para
ello vamos a analizar el problema MAX-CuT. Dado un grafo GG, un corte es una par-
ticion de los vértices en dos conjuntos disjuntos S y 7', y su tamano se define como
la cantidad de aristas en el grafo bipartito G[S,T]. El objetivo es determinar el ma-
yor tamano de un corte en un grafo. Este problema es W/[1]-dificil parametrizado por
clique-width [86] y se puede modelar como un problema 1-localmente verificable con
funciones contadoras de colores de la siguiente manera:

o COLORS = {8, T},

e (WEIGHTS, X, @) = (Q™®, >, +),

o W(v,S,p) =5 ywW(,T,u =5y
e check(v,a, i) = TRUE.

En otras palabras, todo posible coloreo es propio y su peso es precisamente la cantidad
de aristas cuyos extremos son de distinto color (son las aristas del corte). Entonces, un
coloreo de minimo peso (segin el orden <) se corresponde efectivamente con un corte
maximo. En este modelo, la cantidad de colores es constante, la funcién de verificacién
es l-estable y 2-modular, y la funcién de peso es contadora de colores pero no es
d-estable ni m-modular para ninguna constante d, m.

La Tabla 4.1 resume estos resultados. Ademés de los casos indicados con “?”, to-
davia quedan algunas otras preguntas abiertas:

e ;Existe un problema 1-localmente verificable con funciones contadoras de colo-
res y cantidad logaritmica de colores, que sea para-NP-dificil parametrizado por
clique-width?

o ;Existe un problema 1-localmente verificable con funciones d-estables o m-
modulares con cantidad logaritmica de colores, que sea W[1]-dificil parametrizado
por clique-width?



70 CAPITULO 4. PARAMETRIZACION POR CLIQUE-WIDTH

. Restricciones sobre | COLORS)|
Restricciones sobre check y W

Constante  Polinomial No acotada

d-estable FPT® para-NP-h  para-NP-h
m-modular FPT®M para-NP-h  para-NP-h
Contadora de colores XP, W[1]-h  para-NP-h  para-NP-h
Sistema de vecindades parciales universal FPT® FPT ?
constante

Sistema de vecindades parciales constante  para-NP-h  para-NP-h  para-NP-h

Sistema de vecindades parciales universal XP, W[1]-h XP, W[1]-h ?
polinomial

Sistema de vecindades parciales polinomial para-NP-h  para-NP-h  para-NP-h

Tabla 4.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad parametrizada
por clique-width de problemas 1-localmente verificables sin etiquetas en las aristas,
bajo distintas restricciones sobre la cantidad de colores y las funciones de verificacién y
peso. (1) FPT lineal si una expresién clique-width adecuada viene dada. Aqui, cuando
indicamos para-NP-h (o W[1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas
condiciones que es para-NP-h (o W[1]-h) parametrizado por clique-width.



Capitulo 5

Parametrizacion por mim-width

En este capitulo, continuamos con el estudio de problemas localmente verificables
pero enfocandonos en grafos de mim-width acotada. Damos un algoritmo que prueba
que los problemas que tienen cantidad constante de colores, funciones d-estables a t
distancias, para algunas constantes d y ¢, y propiedades globales de tamano, conectivi-
dad y de composicion de condiciones locales, son XP parametrizados por la mim-width
de un arbol binario de descomposicion dado. Mas adelante, en la Seccién 8.3, veremos
cémo resolver estos problemas cuando ademas incluyen propiedades globales de acicli-
cidad. Por otro lado, mostramos ejemplos de problemas localmente verificables que no
cumplen alguna de estas condiciones y son para-NP-dificiles.

5.1. Algoritmo

Veremos un algoritmo para resolver problemas 1-localmente verificables con fun-
ciones d-estables y con propiedades globales de tamano y conectividad. Méas adelante
veremos como extenderlo con propiedades globales de composicion de condiciones loca-
les. El algoritmo principal que presentaremos esté basado en aquel dado por Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle en [50] e incluye también las ideas de Bergougnoux y Kanté en [27]
para propiedades globales de conectividad. Antes de comenzar con la explicacion del
algoritmo, debemos definir algunos términos y notaciéon que utilizaremos a lo largo de
este capitulo.

Sea d un entero positivo. Definimos una relacién de equivalencia =; de modo que
dos enteros no-negativos i y j son equivalentes si y sélo si min(d, i) = min(d, j). Dado
un arbol binario de descomposicién (7, §) de un grafo G y un nodo v € V(7'), hacemos
uso de la relacién de equivalencia =Y presentada en [50]. Esta relacion se define sobre
subconjuntos de T, de modo que dos subconjuntos S, S’ C T, son equivalentes si y s6lo
si para cualquier y € Ty tenemos |[N(y) NS| =4 [N(y) N S’|. En base a =}, definimos
la relacion de equivalencia =j  sobre g-tuplas de subconjuntos de T, en la cual dos
g-tuplas X, X' € (P(T,))? son equivalentes si y sélo si X; =4 X! para todo i € [1,¢]
(es decir, si son equivalentes segiin =} en cada una de sus entradas). Analogamente,
definimos las relaciones de equivalencia =Y y Eg , €n las cuales dos subconjuntos 5, S "de
T son equivalentes si y s6lo si para cada vértice w en T, tenemos | N (w)NS| =4 |N(w)N
S’|, y andlogamente para tuplas en (P(7%))?. Usaremos estas relaciones principalmente
con particiones de T}, y no con tuplas arbitrarias de subconjuntos de T,.

Para una relacion de equivalencia = sobre un conjunto S y dado X € S, notamos

71
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[X]= a la clase de equivalencia que consiste de todos los elementos X' € S tales
que X' = X. Cuando quede claro por contexto cudl es la relacién de equivalencia, la
omitiremos y simplemente escribiremos [X]. Notamos R} y R4, & los conjuntos de todas
las clases de equivalencia de las relaciones =) y =j , respectivamente, y andlogamente
para v. Si R € Ry, y X € (P(T,))?, escribimos X =} R si X pertenece a la clase
de equivalencia R y decimos que X es un representante de R (y andlogamente para
7). Si R € R}y w € Ty, definimos |N(w) N R| como el Gnico nimero ¢ € [0,d] tal
que i =4 |[N(w) N S| para algin S C T, con S =4 R. Esto estd bien definido por
la definicién de =Y. Decimos que w es adyacente a R si |[N(w) N R| > 1 y decimos
que un conjunto S C Tj es adyacente a R si contiene un vértice adyacente a R. Si
C C[l,q]y X € (P(1,))?, notamos X¢ al conjunto J,. X; € T, y también definimos
la clase de equivalencia [X]¢ de la relacion =Y como [X]¢ = [X¢]. Definimos también
todo esto andlogamente para Ty. Definimos snecq(7') = méx,ey () (max{|Ry|, |Ry|}) v
snecisy (T) = méuev ) (e R |, IR, 1)

Observacion 5.1.1. En [50, Lema 1] se mostr6 que, para un nodo v de 7', podemos
computar una lista que contenga exactamente un representante de cada clase de equi-
valencia de =Y en tiempo O(snecy(T)log(snecy(T))|V(G)]?). Lo mismo aplica a =.
Por [23, Lema 2], snecy(T) < nd™mw(T9)  Como las clases de equivalencia de =g Y
Eg’ . son g-tuplas de clases de equivalencia de =} y =7, respectivamente, sus represen-
tantes son simplemente las g-tuplas de los representantes de =}, y =}, respectivamente.
Luego, también podemos calcular eficientemente una lista de representantes y ademas

snecy (T') < ndmimw(lo),

El siguiente lema muestra que todo problema 1-localmente verificable con cantidad
constante de colores, funciones d-estables y propiedades globales de conectividad po-
sitiva dadas por un conjunto C C P([1,¢q]) vy propiedades globales de tamano dadas
por un conjunto I con |[K| = 1, es XP parametrizado por la mim-width de un arbol
binario de descomposicién dado. Mas adelante explicaremos cémo este resultado puede
extenderse facilmente a un conjunto K con mas de un elemento, a propiedades globales
de conectividad negativa, y a funciones de verificacién y peso d-estables a ¢ distancias.
Para el analisis de complejidad, utilizaremos el hecho de que d y ¢ son constantes y
que |C| < 27 (y por lo tanto estd acotado por una constante). Esto ademds implica
que las funciones check’ y W' asociadas a check y W, respectivamente, cuyos tiempos
dependen unicamente de d y ¢, son computables en tiempo constante. Supondremos
que L, = COLORS para todo vértice v, y notemos que esto no supone una restric-
ci6én adicional (si esto no ocurriese, podriamos modificar la funcién de verificacién para
incluir esta restriccién del color allf).

Lema 5.1.2 ([103, Lema 5.2]). Sean d y q enteros positivos, con q > 2. Consideremos
un problema 1-localmente verificable 11 con q colores, funciones de verificacion y peso
d-estables, propiedades globales de tamano dadas por un conjunto K que contiene un
unico elemento K, y propiedades globales de conectividad positiva dadas por un conjunto
C. Luego, para un grafo de entrada G con un drbol binario de descomposicion (T,0)
asociado, podemos resolver I1 en tiempo O (n?® - snecq,q(T) 16 - (n? + snecy o(T)<7")
donde n = |V (G)| y w es el exponente de multiplicacion de matrices (w < 2,4 [35]).

)

Demostracion. Esta demostracion sigue de cerca a las dadas en [50] y [27]. Nuestra
contribucion es la generalizacion de estas ideas a cualquier funcién de verificacion d-
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estable, incluyendo ademas la funcién de peso y complementando con las propiedades
globales.

Sean check’ y W' funciones asociadas a check y w, respectivamente, las cuales
estamos suponiendo que son d-estables. Primero que nada, notemos que encontrar un
coloreo ¢ de G con ¢ colores {ay,...,a,} es equivalente a encontrar una g¢-particion
(X1,...,X,) de V(G), donde X; = ¢~ !(a;) para todo j € [1,¢]. Por lo tanto vamos a
mostrar cémo calcular una g-particién X € part, (V(G)) tal que check’(v, a, (|N(v) N
Xil,...,|IN(v) N X,|)) = TRUE para todo v € V(G) y a € COLORS, |[X| = Ky
G[X¢] es conexo para todo C' € C. Supondremos que G no tiene vértices aislados (si
asi lo hiciera, podriamos resolver el problema independientemente en cada componente
conexa).

Para cada v € V(T), X € part,(T,), R € Rjj, y cada YV € part (T3) con Y =) I,
definimos el peso de X cuando se complementa con 'Y, w(X,Y'), como

= P P wWiwa (Nw)n (X UK., INw) N (X, UY)]).

JE[L,q] weX;

Y definimos w(X, [Y]) = w(X, Y) Notemos que, como W es d-estable y por definicién
de la relacion de equivalencia =} , esta nocién estd bien definida.

Decimos que una tupla (X, Y) € part, (T,) x part, (T%) es T,-vdlida si para cualquier
vértice w € T, tenemos check'(w, jw, (|N(w) N (X, U Y1)|, L N(w) N (X, UY)|)) =
TRUE, donde j, es tal que w € X, , |X|+ Y] = K y G[X¢ U Y¢] es conexo para
cada C' € C. Decimos que una tupla (X, R') € part (TU) x Ry, es T -parcialmente
vdlida si para cualquier vértice w € T, y para un representante Y = R’ tenemos
check!(w, j, (|N(w)N (X UY1)],...,|N(w)N(X,UY,)|)) = TRUE, donde Juw €s tal que
w € Xj,. Observemos que todas estas nociones estan bien definidas por la definicién
de la relacion de equivalencia = .

Explicaremos ahora la idea general del algoritmo. Para cada nodo v € V(T') y para
cada R € Ry, ' € Ry, K' € part,(|T,|), computaremos un conjunto M,[R, R, K'] C
part, (T;) tal que

e |M,[R,R,K']| < 2‘C|snecd,q(T)2|c‘,

o para cada X € M,(R, R, K') tenemos que X = R, [X|= K’y que (X, R') es
T,-parcialmente valida, y

e para cada X € part,(T,) con X =} R, |X| = K’y cada Y € part,(T3) tal que
Y =), Ry (X,Y) es T,-valida existe un X' € M,[R, R', K'] tal que w(X",Y) =
w(X,Y)y (X'Y) es T,-valida.

Sea r la raiz de T'. Observemos que T = () y entonces para cada X, X' € part, (7} ),
tenemos que X =}, X'. Ademds tenemos que R}, contiene s6lo un elemento: [()7]. Sigue
que M, [[09], [07], K] tiene que contener una solucién éptima a nuestro problema, si y sélo
si tal solucién existe. Entonces para resolver el problema sélo tenemos que buscar un
X € M,[[09], [07], K] de minimo peso W(X, 07) tal que (X, 09) es T,-vélida. Notemos que
el tamafio de M, [[07], [09], K] es a lo sumo 2/¢lsnecy ,(T)?C!, y que constatar si (X, (9)
es T,-vélida (sabiendo que (X, [07) es T,-parcialmente vélida) y calcular w(X,(9)
se pueden hacer en tiempo O(n?). Por lo tanto, dado el conjunto M,[[(], [#7], K],
encontrar una solucién 6ptima alli (o descubrir que no existe ninguna solucién) puede
hacerse en tiempo O(snecg,(T)¢In?).
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Vamos a calcular estos conjuntos M,[R, R', K] empleando técnicas estandar de
programacion dinamica, en el estilo bottom-up. Comenzaremos por el caso en el que
v es una hoja de T'. El conjunto T, contiene un unico vértice w de G y para cada
clase de equivalencia en Ry , existe un tnico representante. Asi, para cada R € Ry, y
R € Ry, lamamos X al tinico representante de Ry definimos M,[R, R, |X|] como
{X} si X € part, (T,) y (X, R') es T,-parcialmente valida, y como § si no. Para cada
K' # |X]|, definimos M,[R, R, K'] = 0.

Ahora sea v un nodo interno de 7' (un nodo que no es una hoja). Sean a y b los
hijos de v, y supongamos que ya calculamos correctamente los conjuntos M,[R,, R.,, K,
para cada R, € R, R, € R,y K, € part,(|Ta]), asi como My[Ry, R, K] para cada
Ry, € Ry, R, € R}, v K, € part,(|T;|). Para ReRy, R e Ry, y K' € part (|T,]),
decimos que dos tuplas (Rq, R}, K*) € Ry x RY , x part,(|T,]) y (R, By, K°) € Ry, %
Rg’q x part,(|Ty|) son (R, R', K')-compatibles si K + K’ = K’ y, para representantes
Y,V Y., Y)Y, Y, de R,@,RQ,R;,Rb,RQ respectivamente, tenemos Y, UY, =4 Y,
Y, UY' =4, Y, YUY’ =} Y/ Paraalgunos R € R} , R' € Ry, vy K' € part,(|T,|)
fijos consideramos el conjunto

M= U U (Luxy)

(Ra,Ry,K) y (Ro,Rp,KY) | Xa€Ma[Ra,R, K]
son (R,R',K')—compatibles \ Xp€My[Rp, R}, K?]

Primero mostraremos que este conjunto tiene todas las propiedades esperadas para
M,[R, R, K'] excepto por la cota superior del tamano, y luego mostraremos una forma
de encoger este conjunto sin perder dichas propiedades. Notemos que el tamano de M
puede llegar a ser n? - snecy ,(T)* - (Q‘C‘snecd,q(T)m‘)2 porque estamos suponiendo que
M,[R., R, K9 y MRy, R}, K] tienen tamaiio a lo sumo 2/€lsnec, ,(T)%¢! y existen a
lo sumo n?-snecy,,(T)* pares de tuplas (R,, R, K*) y (R, R}, K°) que son (R, R, K')-
compatibles (hay a lo sumo n? posibles valores para K®y para cada uno de ellos existe
una sola opcién para K° y existen a lo sumo snecq,(T) posibles valores para cada
R., R, Ry, Ry).

Sea (R, R', K') como mencionamos arriba y sea X € part,(7,) tal que X =) R
y |X] = K'. Supongamos que existe Y € part,(13) tal que Y =j R’y (X,Y) es
T,-véalida. Sean X =T,NX, X’ =T,NX, X* = X°UY, X" = XeUY, K*= | Xy
K% = |X?|. Claramente (X¢, X'%) es T,-vélida, (X° X") es Ty-véliday K*+ K* = K,
entonces M,[[X],[X"], K y M,[[X®], [X"], K| son no-vacios.

Notamos CONN(Z%, Z° Y, C) al enunciado “(Z%)cU(Z%)cUY¢ es conexo para cada
C € C”. Observemos que

W(X,Y)=w(X*UX’Y)
— W(Xa, X/a) D W(Xb, X/b)

- min (wW(z*, X"y e w(Z2°, X))
Zeeparty(Ta), Z°=5 X
Zbepart, (Tp), szquxb
|Ze|=K, | Zb|=K"
CoNN(Z%,Z°)Y,C)
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= min w(Z% X' @ min (w(Z", X"))
Z%eparty(Ta), Z0=g X Zbepart, (Ty), Z°=), qu
|Z¢|=K* |Zb\:Kb

CoNN(Z%,Z%)Y,C)

— min w(Z% X' @ min (w(Z", X™))
Z%eparty(Ta), 29=3 X Zbe My [[X°],[X "], K]
|Za|:Ka CONN(Za7Zb7Y7C)
— s W Za X/a W Zb X/b
Zaepartq(rjr“il)flzazquxa ( ( ’ ) D ( ) ))
|20|=F"

ZbeMb[[Xb]r[X,b]va]
CONN(Z%,Z°)Y,C)

= min min (W(Ze, X)) | @ w(Z°, X")
ZPe Mp[[XP],[X"*], KP] Z%eparty(Ta), 2*=3  X*
‘Za|:Ka

CoNN(Z%,Z%)Y,C)

= min min (W(Z% X)) | @ w(Z° X")
Zbe My [[X?],[X %], K] Z%€M,[[X*],[X"*],K?]
CONN(Z%,Z%)Y,C)
— min (w(z*, X"y e w(Z", X"))

Z%€M,[[X®],[X*], K9]
ZbeMb[[Xb]v[X/b]sz]
CONN(Z%,Z2Y,C)

- min (wW(z*, 2’ uY)ew(Z", 2°UY))
Z7€M,[[X*],[X"],K9]
ZbeMb[[Xb]v[X/b]sz]
CONN(Z%,Z2)Y,C)

= min w(Z*U Z°Y).
Z€Ma[[X],[X"], K]
ZP€ Mp[[X"),[X"*],K"]
CONN(Z%,Z2)Y,C)

Sigue que existen Z¢ € M,[[X9],[X"], K] y Z° € My[[X?],[X"], K] tales que
w(ZeUZbY) 2 w(X U Xt Y) = w(X,Y). Es mas, (Z¢U Z%Y) es T,-vélida. En
efecto, las restricciones de conectividad son satisfechas por lo mostrado arriba, y las
demaés por la definicion de M, y M,,.

En sintesis, para cada X € part,(T;,) con X = Ry |[X| = K', y cada Y €
part,(T3) tal que Y =5 R'y (X,Y) es T,-vélida, existe Z € M tal que w(Z,Y) =
wW(X,Y)y (Z,Y) es T,-vélida.

Ahora vamos a mostrar que podemos encontrar un subconjunto de M de cardina-
lidad a lo sumo 2|C‘snecd,q(T)2|C| que ademas mantiene la propiedad que acabamos de
mostrar. Observemos que cualquier subconjunto de M sélo puede contener particiones
de T, que son T,-parcialmente vélidas junto con R’ y que tienen el tamano de particion
correcto. Entonces, al elegir un subconjunto de M, sélo nos tenemos que enfocar en
mantener las soluciones parciales que forman parte de una solucién 6ptima.

Sean v € V(T), R € Ry, X C part,(T,) y &' € X. Decimos que X" “(v, R')-
representa” a X si paracada X €e X eY € partq(Tg) tales que Y qu Ry XcUYg es
conexo para cada C € C, existe X' € X' tal que X, U Y¢ es conexo para cada C € C 'y
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W(X', R') = w(X, R).

Afirmacién 5.1.3. Seanv € V(T'), Re R}, y R € R},. Sea X C part (T,) tal que
X =5, R para cada X € X. Podemos encontrar un conjunto que (v, R')-represente a
X y de cardinalidad a lo sumo 2/\snecy ,(T)?°! en tiempo O(|X| - snecqq,(T)?C! - (n? +
snecg,(T)“™1)), donde w es el exponente de multiplicacion de matrices (w < 2,4 [35]).

Demostracion. Sea Cy C C el conjunto de restricciones de conectividad C para las
cuales () =} Ry Notemos que Yo = ) para cada C' € Cy y cada Y € part,(T5) con
Y Eg o - Ademds, si Yo = () entonces Y sélo puede completarse a una tupla T,-vélida
con una particion X € X cuando X¢ es conexo. Por otro lado, si Yo # () entonces Y
solo puede completarse a una tupla T,-valida con una particiéon X € X cuando X¢ es
vacio, ya que si no X¢ U Ye no podria ser conexo.

Dado un mapeo 7: Cy — {0, 1}, decimos que una particiéon X € X es de tipo T si
Xc = 0 para cada C € 771(0) y X¢ es conexo para cada C € 771(1). Observemos
que si Cy = ) entonces 7 sélo puede ser el mapeo vacio y entonces cada X es de
tipo 7. Existen a lo sumo 2/%! mapeos posibles de Cy a {0,1}. Para cada tal mapeo 7
calcularemos un conjunto X, de tamafio a lo sumo snecy,(7)%¢! que (v, R')-represente al
conjunto {X € X : X es de tipo 7}. Afirmamos que su unién determina un conjunto
como el demandado. En efecto, para cada Y Eg,q R’ definimos un mapeo 7y como
arriba que relacione C' € Cy con 0 si Y es no-vacio y con 1 si es vacio. Por lo explicado
anteriormente, para cualquier X € X tal que X¢ U Yo es conexo para cada C' € C,
tenemos que X es de tipo 7y. Esto implica que existe X’ € X,, tal que X U Yo es
conexo para cada C' € Cy W(X"Y) < w(X,Y). Luego, la unién de todos los X, es un
(v, R')-representante de X'. M4s atin, si el tamafio de cada X, es a lo sumo snecy , (1),
entonces su unién tiene tamafio a lo sumo 2/%lsnec, ,(7)%¢ < 2/¢lsnecy , (7)€

Sélo resta mostrar como calcular un tal conjunto X, para cada 7. Consideremos en-
tonces un mapeo 7 como los que describimos antes y también consideremos el conjunto
X, que consiste de cada X € X de tipo 7. Sea Cy = C — Cy. Ahora R/, no contiene el
conjunto vacio para ningiin C' € Cy. Sea ) el conjunto de todas las particiones Y EZ i
tales que 7y = 7.

Si existe una particién X € X, tal que existe un C' € Cp y una componente conexa
A C X tal que A no es adyacente a Ry, entonces para cualquier Y € ) el conjunto
Xc UYe no es conexo. Luego, eliminamos tales particiones de X;. Analogamente, si
existe una particion Y € ) que tiene una componente conexa A de Yo tal que A no
es adyacente a Ro entonces X¢ U Yo no puede ser conexo para ningun X € X,. Asi,
también eliminamos estas particiones de ).

Si el tamano de X es a lo sumo snecg, (T)Q‘q, entonces podemos establecer X, = X;.
Luego, podemos suponer de ahora en més que |X,| > snecg,,(T)C.

Para cada S C Ty, sea vg un vértice en S. Sea T el conjunto de las Cp-tuplas
cuyas entradas son 2-tuplas de Rg’ g (es decir, T es el conjunto de todos los elementos
(R&, RE)oee; con RY, R? € Ry ). Definimos ahora las siguientes matrices sobre Fa:

e J es la matriz din x Y para la cual J(X,Y) = 1siy sélosi X¢U Y es conexo
para todo C' € Cy.

e L es una matriz de P(T,) x (R} x RY) tal que L(X, (R}, R,)) = 1 si y sélo si
ninguna componente conexa de X es adyacente tanto a R} como a Rj.
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e L es una matriz de (RY x RY) x P(Ty) tal que L((R), R,),Y) = 1 si y slo si
existe un corte conexo (Y7,Y3) de Y tal que vy € Y1, Y) =5 R} v Ys =} R).

o L* es una matriz de X, x T tal que L*(X, (R, R)oec) = 1 siy sdlo si
L(X¢, (RE, R%)) = 1 para cada C € Cy.

o L* es una matriz de 7 x Y tal que L*((R¢, Rg)cee,Y) = 1 siy sdlo si

L((R, R%),Ye) = 1 para cada C € Cy.

Probaremos que L*L* = J. Todas las operaciones que siguen a continuacién son
sobre [Fy. Para todo X € X, y todo Y € ), tenemos:

LLA(X,Y)= )  1(VCeC.L(Xc, (Rt RE)) =1AL((Ry Re),Ye) = 1)
(RERE) oy €T
= (R, Ré)oeg, €T = L (Xe, (Re. RE)) =1AL((Rp. Re) Ye) =1
para cada C' € Cp}|
= {(R¢, R%‘)Ce@ €T :VC €Cy.3ZL, Z8) € ccut(Xo UYe). vy, €ZE A
ZLENYo =5 RENZEN Yo =5 REY|

= H H(R', R*) € Ry x RY : I(Z', Z?) € ccut(Xo UYe). vy, €Z A

CeCy

1 =U pl 2 _T P2
Z"NYo=, R ANZ°NYe =) R}

= H {(Z",2%) € ccut(Xc UYe) vy, € Z'}|

CeCy
— H 9lec(XcLYo)|-1

CeCy

Las primeras dos igualdades valen directamente por la definicién de las matrices,
y la tercera por [27, Afirmacién 4.3.1]. La cuarta vale porque podemos elegir el par
de clases de equivalencia (R%, R%) de forma independiente para cada C' € Cy. La
quinta igualdad viene dada por [27, Afirmacién 4.3.2], y la ultima por el hecho de que
cualquier componente conexa de X¢ U Yo que no contiene a vy, puede ser asignada
arbitrariamente tanto a Z' como a Z2. Como definimos las matrices sobre Fy, v el
unico caso en el que cada factor del ultimo producto es impar es cuando X¢ U Yo es
conexo para cada C € Cp, nuestra afirmacién es efectivamente cierta.

Observemos que podemos computar la matriz L* en tiempo O(|&;| - snecg,,(T)/¢! -
n?). En efecto, la cantidad de entradas de L* es a lo sumo |, | - snecy ,(T)%!. Ademss,
para una entrada indexada por (X, (RE, RZ)cec) v para cada C' € Cy, podemos compu-
tar primero las componentes conexas de X y luego verificar las adyacencias. Todos
estos pasos pueden hacerse en tiempo O(n?).

Ahora, podemos asignar un peso a cada fila de L*. Mas precisamente, la fila indexada
por X € X, obtiene el peso W(X, R’). Estas asignaciones se pueden hacer en tiempo
O(|X:|n?). Sea B C X, tal que las filas de L* que estdn indexadas por las entradas
en B son una base del espacio fila de L*, row(L*), y la suma de los pesos de estas
filas es minimo entre todas las bases de row(L*) que consisten de los vectores fila de
L*. Observemos que la dimensién de row(L*), y entonces también el tamano de B,
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es a lo sumo la cantidad de columnas de L*, la cual estd acotada superiormente por
snecq,,(T)°l. Notemos también que, por [35, Lema 3.15], B puede ser calculado en
tiempo O(|X;|-snecy,,(T)4C1@=1) (donde w < 2,4 es el exponente de multiplicacién de
matrices).

Afirmamos que B es un conjunto que tiene las propiedades demandadas por X,.
El tamano ya es correcto, asi que resta mostrar que para cada X € X, Y € Y, con
J(X,Y) =1, existe un X’ € Btal que J(X',Y) =1y w(X"|Y) 2 w(X,Y). En efecto,
como B corresponde a una base sobre [Fy, existe un unico B’ C B tal que para cualquier
p € T tenemos

L*(Xv p) = Z L*(B,p>.
Bep’
Podemos usar esto para reescribir la fila de J correspondiente a X:

J(X,Y) =) L (X,p)L*(p,Y)
peET
=Y > L(B.p)L(pY)
BeB!' peT
=Y J(B)Y).
BeB'
De esta manera, si J(X,Y) = 1 entonces existe una cantidad impar de elementos
B € B tales que J(B,Y) = 1. Sea B cualquiera de ellos de peso maximo. Si w(X,Y") <
W(B,Y) entonces B — {B} U {X} corresponde a una base del espacio fila de L* que
tiene menor peso que el correspondiente a B. En efecto, es claro que el peso es més

chico por la suposicién sobre su peso y que efectivamente corresponde a una base, ya
que L*(B,p) = L*(X,p) = X piep_(py L*(B',p) para cada p € T. N

Directo de la Afirmacion 5.1.3 sigue que existe un conjunto de tamano a lo sumo
2/Clsnecy ,(T)?¢! que (v, R')-representa a M. Por lo tanto podemos definir M,[R, R, K'|
como cualquiera de estos conjuntos. Solo resta calcular el tiempo de ejecucién de todo
este algoritmo.

Podemos precalcular un representante para cada clase de equivalencia usando lo
mencionado en la Observacién 5.1.1. Para un nodo fijo v € V(T), la matriz M,
tiene a lo sumo snecy,(7)? - n?! entradas. Calculamos cada una de estas entradas
mediante programacién dindmica de abajo hacia arriba (bottom-up). Cuando v es
una hoja de T, cada una de esas entradas se puede calcular en tiempo constante.
En el otro caso (cuando v es un nodo interno), primero calculamos M en tiempo
@) (nq -snecq o(T)* - (201 51r1ec(17(1(T)2‘C|)2 : n2> usando los conjuntos precalculados so-
bre a y b (para cada uno de los O(n?-snecy ,(T)*) pares de tuplas compatibles, iteramos
sobre todos los posibles X,, X}, que son a lo sumo (2'6‘ -snecg q(T )2|C|)2 posibilidades, y
en tiempo O(n?) computamos X, U X3), y luego aplicamos la Afirmacién 5.1.3 en tiem-
po O(n-snecyq(T)*- (21 snecy ,(T)/€)? - snecq 4 (T)?/ - (n? +snecq ,(T)*71)), ya que en
este caso tenemos | X'| = |[M| = n?-snecy,(T)*- (2 -snecy ,(T)?!)2. Sigue que cada en-
trada de M, puede calcularse en tiempo O (n? - snecqq(T)5€* - (n? + snecy o(T)“71)).
Luego s6lo necesitamos multiplicar por el ntimero de posibles nodos v € V(T'), que
es O(n), y por el nimero de posibles entradas de M,, que es O(snecy,(T)? - n?71).
Concluimos sumando la complejidad del anélisis en la raiz. Asi, obtenemos el tiempo
total expresado en el enunciado. O
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En esta demostracion consideramos solamente el caso en el que queremos que el
tamano de cada clase de color sea igual a un cierto nimero. No obstante, esto es sufi-
ciente para manejar cualquier propiedad global de tamano. En efecto, si la propiedad
global de tamano requiere que el tamano de las ¢ clases de colores esté contenido en
algin conjunto K C part,(n), siendo n la cantidad de vértices del grafo de entrada,
entonces podemos calcular la solucién éptima para cada K € K utilizando el algoritmo
anterior, y buscar la mejor entre todas ellas. Como |K| < n?7!, estamos aplicando el
algoritmo no mas que esta cantidad de veces.

Para poder trabajar con propiedades globales de conectividad negativa dadas por un
conjunto C~, primero notemos que pedir que un conjunto S no sea conexo es equivalen-
te a pedir que S se pueda partir en dos subconjuntos no vacios Sy y S; tales que no haya
aristas entre vértices en Sy y vértices en S;. Entonces podemos hacer lo siguiente. Re-
emplazamos el conjunto de colores COLORS con el conjunto COLORS X (Xcec— {0, 1})
Podemos pensar que estamos manteniendo los colores viejos pero agregando una ban-
dera (flag) por cada propiedad global de conectividad negativa. Nos referimos a la
bandera asociada un determinado C' € C~ como la C-flag. La funcién de peso se
mantiene esencialmente idéntica, simplemente ignorando las banderas. La funcién de
verificacién también, pero ademds hace el siguiente cambio: si el vértice v recibe un
color a en su primera componente y este a esta contenido en alguna C' € C~, la funcion
de verificacién ahora debe también asegurarse de que v no tenga ningun vecino con
un color a’ € C en su primera componente y con una diferente C-flag. Si un vértice
recibe un color a en su primera componente y este a no estd contenido en ninguna
C € C7, sus banderas no tienen importancia alguna. Por otro lado también agregamos
propiedades globales de tamano para garantizar que para cada C' € C~ exista al menos
un vértice cuya primera componente del color esté en C' y cuya C-flag sea 0, y ademas
exista otro con esta caracteristica pero tal que su C-flag sea 1. Notemos que la nueva
cantidad de colores es ¢2/°7I, que es menor o igual a ¢2%.

Como snecy,(T) < n? donde w es la mim-width del 4rbol binario de descomposi-
cién dado (ver Observacion 5.1.1), podemos decir que si tenemos propiedades globales
de conectividad positiva y negativa dadas por conjuntos C* y C~ respectivamente,

entonces la complejidad es O (nzqz‘c_““"”dqzlc_‘(6‘C+|+w+5)).

Corolario 5.1.4 ([103, Teorema 1.2]). Sean d y q enteros positivos. Para un proble-
ma 1-localmente verificable con q colores, funciones de verificacion y peso d-estables,
propiedades globales de tamano, y propiedades globales de conectividad positiva y nega-
tiva dadas por CT,C~ C P([1,q]) respectivamente, existe un algoritmo que resuel-
ve el problema en grafos con un drbol binario de descomposicion dado en tiempo
no(”“"dq(|c+‘+1)2‘cil), donde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y w es la
mim-~width del drbol binario de descomposicion asociado.

5.1.1. Extension a distancias r > 1

En esta seccion explicaremos cémo adaptar el algoritmo anterior a funciones d-
estables a t distancias ry, ..., r;, donde t estd acotada por una constante (pero no hay
restricciones sobre los valores de las distancias 1, ..., 7). La idea clave aqui es usar el
hecho de que la vecindad a una cierta distancia r de un vértice v en un grafo G, N§(v),
equivale a la vecindad de v en la r-ésima potencia de G, Ng-(v) (ver Seccién 1.5), pero
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fundamentalmente que si la mim-width de un arbol binario de descomposiciéon de G
es w entonces la mim-width de ese mismo arbol para G” es a lo sumo 2w (ver [121,
Teorema 5)).

Sea t un entero positivo fijo. Sean ry,...,7; enteros positivos. Para todo entero
positivo 7, definimos =;" y =, como antes, sélo que ahora nos referimos al grafo G".
Andlogamente, definimos Ry" y R/, asi como también todo lo definido anteriormente
para v. También definimos la T"-validez parcial de una tupla (X, R, ..., R"*) sélo con-
siderando representantes Y~ C part,(T5) para los cuales Y EZI? R para todo i € [1,t].
Para cada v € V(T), R' € Ry, R" € Ry, coni € [1,t], y K' € part,(|T,|), cal-
culamos M,[R', R",... R", R", K'] C part,(T,) con las mismas condiciones de antes
y adicionalmente para cada X en este conjunto pedimos que X EZ:ZZ' R! para cada
i € [1,t]. El requerimiento de tamano para M, se mantiene igual. El resto del algorit-
mo es esencialmente el mismo, sin cambios fundamentales. Observemos en particular
que la Afirmacién 5.1.3 puede usarse sin ningin cambio, ya que sélo tendriamos mas
restricciones sobre Y. Al computar M, tenemos que considerar més posibilidades de
combinaciones, pero luego del paso de reduccién, el tamano serd el mismo que en la
versiéon original, s6lo cambia la complejidad temporal.

Explicaremos ahora la nueva complejidad temporal obtenida. Primero debemos
calcular los grafos G™,...,G" y los representantes correspondientes. Cada una de las
matrices M, tiene snecy,(T)*n? entradas. La cantidad de elementos en cada una de
ellas sigue siendo a lo sumo 2/l - snecy ,(T)2Cl. El caso base también sigue siendo de
tiempo constante (porque estamos suponiendo que ¢ estd acotada por una constante).
Cuando v no es una hoja, calculamos M y lo reducimos con la Afirmacién 5.1.3 en
tiempo O(n?-snecy,(T)* - (2/° - snecy o (T)4C1)2 - snecy ,(T)C! - (n? +snecq ,(T)*71)). Fi-
nalmente, la complejidad total resulta O (n%? - snecy o(T)%C1H6" . (n? 4 snecq,(T)~71)).
Usando la desigualdad sobre snec,4(7"), obtenemos nOwda(IC1+) Observemos que po-
demos incluir propiedades globales de conectividad negativa de la misma forma que en
el Corolario 5.1.4. Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.5 ([103, Corolario 5.4]). Sean d,q y t enteros positivos. Para un pro-
blema localmente verificable con q colores, funciones de verificacion y de peso que son
d-estables a t distancias, propiedades globales de tamano, y propiedades globales de
conectividad positiva y negativa dadas por CT,C~ C P([1,q]) respectivamente, existe
un algoritmo que resuelve el problema en grafos con un drbol binario de descomposi-
cion dado en tiempo no(wdq“cﬂﬂ)z‘c_‘), donde n es la cantidad de vértices del grafo de
entrada y w es la mim-width del drbol binario de descomposicion asociado.

Es importante destacar que la cantidad ¢ de distancias afecta a la complejidad, pero
no los valores concretos de cada distancia r;. Esto nos permite considerar problemas
en los cuales, por ejemplo, cada vértice de color rojo estd a distancia a lo sumo % de
un vértice de color azul.

5.1.2. Extension a propiedades globales de composicion de
condiciones locales

En el algoritmo presentado mostramos cémo incluir propiedades globales de ta-
mano, pero notemos que con una ligera modificacién este algoritmo se puede adaptar a
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propiedades globales de composicién de condiciones locales cuya funcién asociada sea
d-estable y cuyo monoide sea de tamano polinomial.

Sean (M,®) un monoide conmutativo, X un subconjunto de M y f: V(G) x
CoLORs x N9 — M una funcién d-estable. Vamos a suponer ademds que |M|
es polinomial en |V(G)|. Sea m € M. Consideremos el problema localmente ve-
rificable donde el coloreo propio ¢ que buscamos ademas debe cumplir que m =
Quevic) f(w,c(w), (IN(w) Ve (ar)],.., [N(w) N e (ag)])).

Vamos a realizar las siguientes modificaciones sobre el algoritmo original. Toda
aparicién de “|X|”, con X € part, (T,) para algin nodo v de T, se reemplaza por
“Quer, (W, ju, (IN(w) N (Xy UY1)|,...,[N(w) N (X, UY,)])", donde j, se define
como el entero en [1,q] tal que w € X, . Reemplazamos andlogamente para Y €
part,(T5). Toda aparicién de K se reemplaza por m, y toda aparicién de algtin otro
K' € part,(|T,|) se reemplaza por m' con m’ € M. La sumas de tamafos deben ser
cambiadas por el operador del monoide ®.

Ahora el tamafio de M es a lo sumo |M|* - snecy,(T)* - (2|C|511(3(:0;7(1(7’)2‘C|)2 por-
que existen a lo sumo |M|* - snecy,(T)* pares de tuplas (R,, R,,m®) y (R, Ry, m")
que son (R,R',m’)-compatibles. Ademé&s, la matriz M, ahora tiene a lo su-
mo snecq,(T)? - |M| entradas. Cada entrada de M, puede calcularse en tiempo
O (|M? - snecg o (T)%C1H - (n? + snecqq(T)“™1)). Asi, obtenemos que la complejidad to-
tal es O (n - [M[? - snecg o(T)%C1+0 - (n? + snecq 4(T)“71)).

Agregando las modificaciones para propiedades de conectividad negativa y mayores
distancias, obtenemos una complejidad de no(wdq“cﬂ*t)ﬂci‘), porque estamos suponien-
do que |M]| es polinomial en n (es decir, que |M| < n* para algiin entero positivo fijo
k). Entonces la complejidad no cambia significativamente al implementar esta modifi-
cacion.

Teorema 5.1.6. Sean d, q yt enteros positivos. Para un problema localmente verificable
con q colores, funciones de verificacion y de peso que son d-estables a t distancias,
una propiedad global de composicion de condiciones locales cuya funcion asociada es d-
estable y cuyo monoide es de tamano polinomial, y propiedades globales de conectividad
positiva y negativa dadas por CT,C~ C P([1,q]) respectivamente, existe un algoritmo
que resuelve el problema en grafos con un drbol binario de descomposicion dado en
tiempo no(w”lq(‘cﬂ”plc_‘), donde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y w
es la mim-width del darbol binario de descomposicion asociado.

5.2. Limites

Como el problema MiNIMO CONJUNTO DOMINANTE es W([1]-dificil parametrizado
por mim-width [87], es poco probable que exista un algoritmo FPT para resolver todos
los problemas 1-localmente verificables con funciones 1-estables y cantidad constante de
colores. Mas aun, mostraremos que es poco probable que los resultados de la Seccién 5.1
puedan extenderse a problemas 1-localmente verificables con menos restricciones. En
particular, analizaremos las siguientes tres situaciones: cantidad de colores no acotada
por una constante, funciones de peso contadoras de colores no estables, y funciones de
verificacién contadoras de colores no estables (ver Tabla 5.1).

Como probamos en la Seccién 4.4, si pudiéramos resolver cualquier problema 1-
localmente verificable con cantidad no constante de colores y funciones 1l-estables en
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Figura 5.1: Gadget de cldusula para ¢ = (z, vy, 2).

grafos completos (que tienen mim-width igual a 1), entonces probariamos que P=NP.

Consideremos el problema MAX-CUT, el cual es NP-dificil en grafos de intervalo [§]
pero, como vimos en la Seccion 4.4, podemos modelarlo como un problema 1-localmente
verificable con dos colores, una funcion de verificacion 1-estable y una funcién de peso
contadora de colores no estable. Por lo tanto, no es esperable encontrar un algoritmo
eficiente parametrizado por mim-width para resolver problemas 1-localmente verifica-
bles con cantidad constante de colores, funciéon de verificaciéon 1-estable pero funcién
de peso no estable.

Para concluir, vamos a mostrar que no podemos resolver eficientemente todos los
problemas 1-localmente verificables con cantidad constante de colores, funcién de peso
1-estable y funcién de verificacién contadora de colores no estable, salvo que P=NP.
Para esto definiremos un nuevo problema con estas caracteristicas y probaremos que
es NP-dificil en grafos de intervalo (los cuales tienen mim-width a lo sumo 1).

Sea COLORS = {1,...,7,T,t,F, f}. Definimos los pesos como (WEIGHTS, X, ®) =
({0,1}, <,méx) y W'(v,a, ) = 0. Notemos que deg(v) (el grado de un vértice v) es
igual a la suma de la cantidad de vecinos de todos los colores. Para un vértice v, un color
a € COLORS y un vector u de enteros no negativos indexado por COLORS, definimos:

check! (v, a, ) =
(a =1« deg(v) =2)
2A > 1)
>2/\u1—0/\u2>2)

(v)
(a =2 < deg(v) >
(a =3 < deg(v)
(a =4 < deg(v)
(a=5edeg(v) > 2N =0A g =0A pz = pa)
(a=06<«deg(v) >2A 1 =0Apy=0Apz # pa A s > 1)

(a=T7<<deg(v) >2A 1 =0Apa=0Apz # pa A is = LAY icrrripey i = 2)
(a=5=pr=1)

(a=06= pr = pe A pip = fue)

Na=T=pe=pr=1Vpus=pr=1).

> > > > > > > >

Afirmamos que este problema es NP-dificil incluso cuando nos restringimos a grafos
de intervalo. Para esto vamos a reducir polinomialmente un problema llamado POSITI-
VE 1-IN-3 SAT. Este problema, que es NP-completo [168], es una variante de 3-SAT
en la cual todos los literales son positivos y una asignacién de verdad es satisfactoria
si asigna exactamente un literal verdadero en cada clausula.

Dada una instancia I de POSITIVE 1-IN-3-SAT con un conjunto de clausulas C
(con C' # )) y un conjunto de variables X, construimos el grafo de intervalo G; de
la siguiente manera. Para cada clausula ¢ = (z,y, z) creamos una copia del gadget de
clausula ilustrado en la Figura 5.1. Llamamos vértice cldusula a v, vértice variable a
cada ¢, Yo Y 2, y vértice valor a cada x., x2, y., y~, z. y 2. Todos los gadgets de
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Figura 5.2: Left gadget.

Figura 5.3: Ejemplo de una representacién de los intervalos de GGy, donde I consiste de
tres clausulas ¢; = (x1, 29, x3), co = (24, %5, 76) v 3 = (T7, T, Tg)-

clausula son dispuestos uno al lado del otro, en cualquier orden, de modo que no se
superpongan. Para cada variable x € X, hacemos lo siguiente. Consideremos todo par
de clausulas ¢ y ¢ tales que ambas contienen a x y cuyos gadgets estan dispuestos de
modo que no hay ningtun otro gadget entre ellos que se corresponda con otra clausula
que contiene a x. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el gadget de c esta a la
izquierda del de . Agregamos un intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo
correspondiente a z/ y cuyo extremo derecho esté en el intervalo correspondiente a
x!,. Los vértices correspondientes a estos intervalos se llamaran wértices conectores.
Ademas, agregamos el gadget izquierdo ilustrado en la Figura 5.2 a la izquierda de
todos los intervalos dispuestos hasta el momento, sin superponerse con ninguno de
ellos. Para cada clausula ¢ € C' agregamos otros dos intervalos de la siguiente manera.
Agregamos un intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo de v, pero no en el
intervalo de vy, y cuyo extremo derecho esté en el intervalo correspondiente a v, pero a
la izquierda de cualquier intervalo correspondiente a un vértice variable en el gadget de
la clausula c. El vértice correspondiente a este intervalo se llamara vértice de apertura de
c. Agregamos otro intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo correspondiente
a v3 pero no en el intervalo correspondiente a v9, y cuyo extremo derecho esté en el
intervalo correspondiente a v. pero a la derecha de cualquier intervalo correspondiente
a un vértice variable en el gadget de la clausula c. El vértice correspondiente a este
intervalo se llamaré vértice de cierre de c. En la Figura 5.3 podemos ver un ejemplo
con tres cldusulas, en el cual una sola variable aparece dos veces ().

Notemos que GG; puede ser construido en tiempo polinomial a partir de una instancia
I. Afirmamos que G; admite un coloreo propio si y sélo si I es satisfacible.

Primero, supongamos que tenemos un coloreo propio col de Gj. Es facil ver que
v es el Unico vértice de color 1 (porque es el unico vértice de grado 2) y los vértices
v9 ¥ v3 son los unicos vértices de color 2 (porque son los unicos vecinos de un vértice
de color 1). Luego, todos los vértices de apertura tienen color 3 y todos los de cierre
tienen color 4, y ningun otro vértice puede tener estos colores. Ahora notemos que
cada vértice clausula es adyacente a la misma cantidad de vértices de apertura que de
cierre, pero esta propiedad no vale para ningin vértice variable, valor ni conector (en
particular, un vértice conector u, . es adyacente a la misma cantidad de vértices de
apertura y cierre que el vértice valor 2, en cuyo intervalo esté el extremo izquierdo
del intervalo de wu, .. ). Entonces, cada vértice clausula tiene color 5 y ningin otro
vértice lo tiene. Como cada vértice conector tiene al menos dos vértices clausula en
su vecindad, los vértices conectores reciben color 6. Todos los vértices variable y valor
tienen exactamente un vecino de color 5, por lo tanto reciben color 7, T, t, F o f.
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. Restricciones sobre |COLORS|
Restricciones sobre check y w

Constante Polinomial
d-estable XPM, W[1]-h  para-NP-h
Contadora de colores para-NP-h para-NP-h

Tabla 5.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad (parametri-
zada por la mim-width de un arbol binario de descomposicién dado) de problemas
1-localmente verificables sin etiquetas en las aristas, bajo distintas restricciones sobre
la cantidad de colores y las funciones de verificacién y peso. (1) dado un arbol binario
de descomposicién adecuado. Aqui, cuando indicamos para-NP-h (o W[1]-h), estamos
diciendo que existe un problema con esas condiciones que es para-NP-h (o W[1]-h)
parametrizado por mim-width.

Luego, tenemos que cada vértice valor tiene exactamente un vecino cuyo color no esta
en {1,...,6}, mientras que los vértices variable tienen dos de ellos. Por lo tanto los
vértices variable reciben color 7, y los vértices valor reciben T, t, F o . Para cada vértice
variable, el conjunto de colores asignados a sus dos vecinos que son vértices valor es
o bien {T,t} o bien {F,f}. Consideremos ahora los vértices valor en la vecindad de
algin vértice conector w fijo. Ya vimos que todos ellos, excepto por aquellos cuyos
intervalos contienen los extremos del intervalo de w, aparecen en pares coloreados o
bien con T y t, o bien con F y £f. Como la cantidad de vértices valor en N(w) que
reciben color T tiene que ser la misma que la cantidad de vértices valor en N(w) de
color t (y andlogamente para F y f), sigue que los dos vértices valor cuyos intervalos
contienen a los extremos del intervalo de w tienen que tener los colores T y t o los
colores F y f. Esto implica que para cada variable x € X, o bien para cada clausula
¢ que contiene a z tenemos col(x.), col(z”) € {T,t}, o bien para cada cldusula ¢ que
contiene a = tenemos col(z.), col(z”) € {F, £}. Finalmente, cada vértice de color 5 tiene
exactamente un vecino de color T. Esto significa que en la vecindad de cada vértice
clausula hay exactamente un vértice variable cuyos vértices valor adyacentes tienen
colores {T, t}, y los restantes dos vértices variables tienen sus vértices valor adyacentes
coloreados con {F,f}. Asignamos el valor TRUE a una variable € X si todos los
vértices valor adyacentes a los vértices variable correspondientes al literal de x estan
coloreados con T o t, y asignamos el valor FALSE si no. Afirmamos que esta asignacion
es satisfactoria para I. En efecto, cada variable recibe un tnico valor (o bien TRUE o
bien FALSE, ya que el conjunto de colores correspondiente a los vértices valor es o bien
{T,t} o bien {F,£}), y cada cldusula tiene exactamente una variable asignada a TRUE.

Supongamos ahora que tenemos una instancia I de POSITIVE 1-IN-3 SAT que es
satisfacible. Sea f una funcién del conjunto de variables a { TRUE, FALSE} que asigna
valores a las variables de modo de satisfacer la instancia. Vamos a construir un coloreo
propio del grafo G;. Asignamos el color 1 a vy, el color 2 a vy y w3, el color 3 a cada
vértice de apertura, el color 4 a cada vértice de cierre, el color 5 a cada vértice clausula,
el color 6 a cada vértice conector, y el color 7 a cada vértice variable. Para cada vértice
valor 2, si f(xz) = TRUE entonces asignamos a x/, el color T, de lo contrario asignamos
a 2/, el color F. Andlogamente, para cada vértice valor x/, si f(x) = TRUE asignamos
a x! color t, de lo contrario asignamos a z! el color f. Es sencillo verificar que este es
un coloreo propio.



Capitulo 6

Esquemas de aproximacion de
tiempo polinomial (PTAS)

Un esquema de aproximacion de tiempo polinomial (en inglés, Polynomial-Time
Approzimation Scheme, abreviado PTAS) para un problema de optimizacién II es un
algoritmo que, dada una instancia I de IT y un ntimero real € > 0, devuelve una solucién
aproximada de II para la instancia I, cuyo valor es a lo sumo 1 + ¢ veces el valor de
la solucién 6ptima (en el caso de que II sea un problema de minimizacién), o al menos
1 — € veces el valor de la solucién 6ptima (en el caso de que II sea de maximizacién).
Adicionalmente, la complejidad temporal de este algoritmo debe ser polinomial en el
tamano de I para cada valor fijo de e.

Por ejemplo, en [17] se presenta un PTAS para el problema de MAXiMO CONJUNTO
INDEPENDIENTE en grafos planares que, para cada entero positivo k, produce una

k

solucion de tamano al menos 177 veces el valor 6ptimo y cuya complejidad temporal es

O(k8%n), siendo n la cantidad de vértices del grafo planar de entrada. En otras palabras,
para cada ntumero real € > 0, se puede encontrar en tiempo O (%8%n> una solucién a

este problema que sea al menos 1 — € veces la éptima. Por otro lado, existen problemas
para los cuales no podemos decir esto: el problema de colorear un grafo con la menor
cantidad posible de colores no admite un PTAS en grafos planares, salvo que P=NP.
Esto se debe a que sabemos que dichos grafos son 4-coloreables pero determinar si son
3-coloreables es un problema NP-completo [71], y por lo tanto no podemos aspirar a
obtener aproximaciones con un factor mejor que % en tiempo polinomial.

La técnica de Baker, descripta por primera vez por Brenda Baker [17], es un método
para obtener esquemas de aproximacion de tiempo polinomial en grafos planares. La
idea general consiste en descomponer el grafo en varias capas, de modo tal que cada
una de ellas tenga treewidth acotada por una constante determinada y por lo tanto
sea “facil” resolver un determinado problema en esos subgrafos. Luego, las soluciones
parciales de cada capa se combinan para asi obtener una aproximacién de la solucién
optima en el grafo original. Este método resulta de gran utilidad ya que muchos proble-
mas relevantes son NP-dificiles en grafos planares (por ejemplo, MiNIMO CONJUNTO
DOMINANTE y MAXIMO CONJUNTO INDEPENDIENTE [92]), y ha sido ampliamente
utilizado para obtener PTAS en grafos planares de diversos problemas [17,138,169].

En este capitulo analizaremos bajo qué condiciones podemos aplicar la técnica de
Baker a problemas 1-localmente verificables, obteniendo asi PTAS en grafos planares
para todos aquellos problemas que satisfagan estas condiciones.
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Grafo planar y su descomposicién en niveles, donde el nivel 1 es repre-
sentado en color negro, el nivel 2 en gris y el nivel 3 en blanco. (b) Otra representacién
del mismo grafo donde los niveles estan dispuestos circularmente. Todos los grafos pla-
nares admiten una representacién de esta forma, y la misma facilita la comprension de
la técnica de Baker.

6.1. Preliminares

Consideremos un grafo planar G y alguna representacion plana del mismo. El nivel 1
de G se define como el conjunto V; de vértices de G que se encuentran en la cara externa
de la representacién plana de GG dada. A partir de entonces, el nivel x de G, con = > 1,
se define como el conjunto V,, C V(G) — Uf:_ll V; de los vértices que se encuentran en la
cara externa de la representacién plana de G sin los vértices de los niveles anteriores. La
Figura 6.1 ejemplifica la descomposicion en niveles de un grafo planar. Notese que no
puede haber aristas entre vértices de niveles que no sean consecutivos. En tiempo lineal
podemos determinar si un grafo es planar, dar una representaciéon plana y encontrar
sus niveles [58,114,136].

Un grafo se llama k-exterior-planar (k-outerplanar en inglés) si admite una repre-
sentacion plana con a lo sumo k niveles. Estos grafos tienen la propiedad de que su
treewidth es a lo sumo 3k — 1 [34, Teorema 83]. Por lo tanto, muchos problemas son
resolubles en tiempo polinomial en ellos (para cada valor fijo de k), en particular los
problemas 1-localmente verificables con cantidad polinomial de colores y que admiten
un sistema de vecindades parciales polinomial (como vimos en el Capitulo 3).

A continuacién definiremos la descomposicion en capas de G, siguiendo la notacién
utilizada en [138]. Sea m la cantidad de niveles de G, y sean k y s enteros tales que
2<k<my2<s<k+1 Notemos r, = ["=]. Para todo i € [0,r,], la capa W (i, s)
se define como:

Uj:1 V; sit=10
Wi, ) = S Us_y Vienigsty si1<i<rg
U;'n:(rsfl)k+sfl ‘/J sii=Trs.

De esta manera, la capa con ¢ = 0 tiene s niveles, la capa con ¢ = r, tiene al menos 3
y a lo sumo k + 2 niveles, y las demés tienen exactamente k 4 2 niveles cada una. Por
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Figura 6.2: Representacion de la superposicion de las capas, en un grafo con 10 niveles
(se omiten los vértices y las aristas en el dibujo), k = 4y s = 3. La capa W(0, 3) incluye
los niveles de 1 a 3, la capa W(1,3) los niveles de 2 a 7, y W(2,3) de 6 a 10, como
se indica con los segmentos en linea gruesa. La frontera B(0,3) es el nivel 3, B(1,3)
consiste en los niveles 2 y 7, y B(2,3) es el nivel 6. Los conjuntos de vértices internos
1(0,3), I(1,3) y 1(2,3) estan sombreados en distintas tonalidades de gris.

lo tanto, como s < k + 2, cada uno de los grafos inducidos por una capa es (k + 2)-
outerplanar. Notemos, ademds, que las capas consecutivas se solapan en dos niveles. El
conjunto de vértices en la frontera de la capa W (i, s), notado B(i, s), se define como:

Vi sit=0
B(la 8) = ‘/(ifl)kJrsfl U V;lk—i—s sil<i<r,
‘/(rs—l)k-i-s—l sii=rs.

También se define el conjunto (i, s) de vértices internos de W (i, s) como aquellos que
no estan en la frontera, es decir, I1(i,s) = W (i, s) — B(i, s). Es ficil ver que, para todo
s € [2,k+1] y todo i € [0,74], los vecinos de los vértices internos de una capa deben
pertenecer a dicha capa. Formalmente, N[I(z,s)|N(V(G)—W(i,s)) = (). La Figura 6.2
muestra un ejemplo grafico de todas estas definiciones.

Para problemas de minimizacién (resp. maximizacién), fijado un entero k, la técnica
de Baker consiste esencialmente en los siguientes pasos:

1. Obtener una representacion plana de G y sus niveles, digamos Vi, ..., V,,. Vamos
a suponer que m > k, ya que de lo contrario el grafo seria k-outerplanar y
podriamos dar directamente una solucién exacta al problema.

2. Para cada s € [2,k + 1] y cada i € [0,75], obtener la capa W (i, s) y calcular la
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solucién 6ptima en G[W (i, s)|] pero no del problema original sino de un problema
asociado. A esta solucién la llamaremos S(7, s).

3. Para cada s € [2,k + 1], combinar todas las soluciones S(i,s), con i € [0,r],
obteniendo S;.

4. Devolver la soluciéon de menor (resp. mayor) peso entre todas las soluciones
SZ: R SkJrl'

Hay que elegir adecuadamente el problema asociado y el algoritmo de combinacién,
de modo que todas las Sy, ..., Sky1 sean efectivamente soluciones validas del problema
y ademas se puedan calcular en tiempo polinomial. Como veremos en las proximas
secciones, en nuestro caso concreto vamos a asegurarnos de que S(i, s) sea tal que se
cumpla la propiedad local para cada vértice interno de la capa, y que la combinacion de
dos soluciones cambie solo los colores de los niveles solapados y este cambio no invalide
la propiedad local en ningtin vértice.

Llamemos n a la cantidad de vértices de G'y n; s a la cantidad de vértices en cada
capa W (i, s). Sea T'(n;s, k) una cota superior del tiempo para resolver el problema
asociado en G[W (i, s)]. Entonces podemos decir que la complejidad total de este pro-

cedimiento es O (nk: + ZkH Yoo T (ngs, )) En particular, si existen funciones f,g¢

tales que g(k) > 1y T'(nis, k) = f(k)-n g( ) para todos los posibles pares (1, s), entonces
la complejidad total resulta O(k- f(k)- (2n)9(k)), porque para cada s € [2, k+1] tenemos
Yot onis < 2ny porque ¢ + y* < (z + y)* para todos x,y, z mayores o iguales a 1.

6.2. Restricciones consideradas

En primer lugar, como los problemas van a ser resueltos en grafos de treewidth
acotada, construiremos sobre las restricciones consideradas en el Capitulo 3. Es decir,
vamos a considerar problemas 1-localmente verificables con cantidad polinomial de
colores y que admiten un sistema de vecindades parciales polinomial, y que ademas
satisfacen las restricciones que definiremos a continuacién. Consideraremos problemas
1-localmente verificables sin propiedades globales.

En particular, como no existe un PTAS para el problema de colorear un grafo con la
menor cantidad posible de colores en grafos planares (salvo que P=NP), pero si existe
uno para MINIMO CONJUNTO DOMINANTE [138], las restricciones consideradas tienen
que poder distinguir lo que intuitivamente reconocemos como problemas de dominacién
de los problemas clasicos de coloreo.

Dado que nuestro objetivo es obtener algoritmos aproximados para un problema,
éste debe admitir un conjunto de pesos contenido en los nimeros reales, cuyo operador
@ sea la suma usual. Por el mismo motivo, también es necesario hacer una distincion
entre problemas de minimizacion y problemas de maximizacion. Vamos a considerar
también que la funcién de peso solo depende del vértice y del color que ese vértice
recibe (es decir, no tiene en cuenta el coloreo de su vecindad), y por ello vamos a
escribir simplemente w, , para referirnos al peso de un vértice v con color a. A este
tipo de funcién de peso la llamaremos simple.

Para poder aplicar la técnica de Baker a un problema localmente verificable de
minimizacion, necesitamos poder combinar coloreos propios de subgrafos inducidos de



6.3. PROBLEMAS DE MINIMIZACION 89

G. Una situacion bajo la cual es posible hacer esto es cuando, para cada v € V(G), para
todo par de colores a,da’ € L, existe un color comb(v,a,a’) € L, tal que, en cualquier
coloreo propio de GG donde el color de v es a o @', podemos reemplazar el color de v
por comb(v,a,a’) y obtener nuevamente un coloreo propio de G. De alguna manera
esto impone una cierta jerarquia entre los colores, la cual se da naturalmente en, por
ejemplo, problemas de dominacién pero no se da en el problema de k-coloreo. Asimismo,
hay que considerar alguna condicién sobre el costo de asignar el color comb(v, a,a’) a
v. En este caso, vamos a considerar la restriccion Wy, comp(v,a,0') < Wo,a + Wy o2 Cuando
todo esto ocurra, diremos que el problema cuenta con una jerarquia de colores.

Respecto a los problemas localmente verificables de maximizaciéon, vamos a pedir
que exista un subconjunto de colores neutrales A C COLORS tal que:

1. Para todo vértice v y todo coloreo ¢ de Ng[v] tal que c¢(v) € A, si check(v,c) =
TRUE entonces check(v,c’) = TRUE para cualquier otro coloreo ¢’ con ¢ (v) =
c(v), d(u) = ¢(u) para todo u € Ng(v) tal que c(u) ¢ Ay ¢(u) € AN L, para
todo u € Ng(v) tal que ¢(u) € A. En otras palabras, cuando v tiene un color
neutral, podemos reemplazar los colores de sus vecinos con colores neutrales por
cualquier otra combinacion valida de colores neutrales.

2. Para todo coloreo propio ¢ de G y para todo W C V(G), existe al menos un
coloreo propio ¢ de G tal que (w) = ¢(w) para todo w € Wy ¢/(v) € A para
todo v ¢ W. Es decir, existe al menos una forma de extender el coloreo parcial
clw a todo el grafo, utilizando sélo colores neutrales y obteniendo también un
coloreo propio.

3. Existe a > 0 tal que w, , = a para todo v € V(G) y a € AN L,,.

Esta condicién puede resultar un tanto rebuscada a primera vista, pero se cumple para
varios problemas de maximizacién. Por ejemplo, en MAXIMO CONJUNTO INDEPEN-
DIENTE, aquel color que representa a los vértices fuera del conjunto independiente es
un color neutral, puesto que siempre podemos extender un conjunto independiente a
todo el grafo al no agregar vértices al conjunto independiente, es decir, se cumple la
condicion 2, y las condiciones 1 y 3 se satisfacen trivialmente. Veremos maés ejemplos
en el Capitulo 7.

6.3. Problemas de minimizacion

Sea k un entero mayor o igual a 2. Consideremos un problema 1-localmente verifi-
cable IT con (WEIGHTS, <X, ®) = (R™™, <, +) y que ademads satisface las restricciones
arriba mencionadas para problemas de minimizacion.

Sea G el grafo planar de entrada y sea m la cantidad de niveles de alguna re-
presentacion plana de G. Si m < k entonces G es k-outerplanar y podemos aplicar
directamente el algoritmo del Capitulo 3 para dar una respuesta exacta al problema
en tiempo polinomial. Por lo tanto, a partir de ahora supondremos que m > k.

Para todo s € [2,k + 1], notemos r, = [®=2]. Para todo s € [2,k + 1] y todo

k
i € [0,rs], sea S(i, s) una solucién éptima del problema asociado II'; el cual tiene como
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entrada al grafo G[W (i, s)], su funcién de verificacion check’ es tal que:

check! (v, ¢) = {check(v,c) s? v e I(i,s),
TRUE si no,

siendo check la funcién de verificacién de II, y en todo lo demas II' es andlogo a II.
En otras palabras, S(i,s) es un coloreo de costo minimo que cumple la funcién de
verificacién de II para los vértices internos de la capa, pero no necesariamente para los
de la frontera. Notemos que si existe un coloreo propio ¢ de G para el problema II,
entonces existen los coloreos S(i, s), ya que c|w(;s es un coloreo propio de G[W (i, s)]
para el problema ITI'. Como estamos suponiendo que II tiene cantidad polionimial de
colores y admite un sistema de vecindades parciales polinomial, entonces II' también
tiene estas caracteristicas y por lo tanto es XP parametrizado por treewidth. Ademas,
como G[W (i, s)] es k-outerplanar, podemos determinar S(i, s) en tiempo polinomial.

Dados A, B C V(@) y dos coloreos ¢;: A — COLORS y ¢3: B — COLORS, definimos
la combinacion de ¢; y ¢o como el coloreo ¢: AU B — COLORS tal que:

c1(v) siveA— B,
c(v) = < ca(v) siveB— A,
comb(v, ¢1(v), ca(v)) sive AN B.

Para todo s € [2,k + 1], sea S la combinacién de todos los coloreos S(i,s), con
i € [0,rs]. Esto es, cada vértice v que recibe un color a en un coloreo parcial y un
color @’ en otro coloreo parcial, en S recibe el color comb(v, a,a’), y todos los vértices
que reciban un tnico color lo mantienen. Notemos que este coloreo esta bien definido
y ademas es un coloreo propio en G para el problema II. En efecto, esto se debe a que
la funcién de verificacion check se satisface en cada vértice interno de cada capa, a
que cada vértice es interno en exactamente una capa y a que (por las restricciones del
problema) cambiar el color a de un vértice v por comb(v, a,a’) sigue produciendo un
coloreo propio. Ademas, este coloreo se puede obtener en tiempo polinomial.

Sea D un coloreo propio éptimo en G. Para todo s € [2,k + 1] tenemos que
(justificacién debajo):

w(S,) < Z w(S(i, 5)) (6.1)

<> W(Dlw(.s) (6.2)
=0

rs—1

<w(D)+ ) (W(D

‘/;k+s—l) + W(‘D

V%k+s)) (6'3)

porque:
(6.1) Wy comb(v,aa) < W + Wy o para todos v € V(G), a,a’ € Ly,

(6.2) W(S(i,s)) < W(D|w,s) para todo i € [0,75], porque D|w ;s es un coloreo
propio en G[W (i, s)] para el problema IT,

(6.3) las capas se superponen en los niveles ik + s — 1y ik + s para todo i € [0, rs —1].
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Por el Principio del Palomar,

min {i(wwm_l) +W(Dly,.,.) s € 2k + 111} < Zw(D).

=0

Luego, min{w(S,) : s € [2,k + 1]} < (1+ 2)w(D). En conclusién, podemos
aproximar en tiempo polinomial el problema II por un factor de 1 + % El siguiente

resultado es una consecuencia inmediata de lo anterior.

Teorema 6.3.1. Sea II wun problema 1-localmente wverificable que admite un
sistema de wvecindades parciales polinomial, con cantidad polinomial de colores,
(WEIGHTS, X, ®) = (RT°, <, +) y una funcién de peso simple, y que ademds cuenta
con una jerarquia de colores. Luego, I admite un esquema de aproximacion de tiempo
polinomial (PTAS) en grafos planares.

6.4. Problemas de maximizacion

Sea k un entero mayor o igual a 2. Consideremos un problema 1-localmente verifi-
cable II con (WEIGHTS, X, ®) = (R™>°, >, +) y que ademas satisface las restricciones
mencionadas en la Secciéon 6.2 para problemas de maximizacion. Llamaremos A al
conjunto de sus colores neutrales.

Sea G el grafo planar de entrada y sea m la cantidad de niveles de alguna re-
presentacion plana de G. Al igual que antes, si m < k entonces GG es k-outerplanar
y podemos aplicar directamente el algoritmo del Capitulo 3 para dar una respuesta
exacta al problema en tiempo polinomial. Entonces supondremos que m > k.

Para una capa W (i, s), definimos la casi-frontera C(i,s) como el conjunto de los
vértices en los niveles de W (i, s) que son consecutivos a los niveles de la frontera B(i, s).
Formalmente,

Vi, sii=0,
C(Z> S) - Vv(ifl)k:+s U ‘/ik—&-s—l si 1 S 1< Ts,
‘/('rs—l)k—l—s sl =rg.

Observemos que los niveles de B(i,s) y C(i, s) son precisamente aquellos donde la capa
W (i, s) se superpone con W(i —1,s) y W (i + 1,s). Dicho de otra manera, B(i,s) U
C(i,s) =W(i,s)N(W(i—1,s)UW (i+1,s)). Un nivel de la casi-frontera de una capa es
uno de los niveles de la frontera de otra capa. Definimos también el conjunto de vértices
profundos P(i,s) = 1(i,s) — C(i, s). La Figura 6.3 ejemplifica estas definiciones.

Para todo s € [2,k + 1], notemos r, = ["*]. Para todo s € [2,k + 1] y todo
i € [0,rs], sea S(i, s) una solucién éptima del problema asociado II', el cual tiene como
entrada al grafo G[W (i, s)] y donde ademés el conjunto L/ de colores permitidos para

cada vértice v se define como

. {Ava siv € B(i,s)UC(3, s),

v .
L, si no,

su funcién de verificacion check’ es tal que:

check(v,c) siv e I(i,s),
TRUE si no,

check! (v, ¢) = {
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Figura 6.3: Representacion de los conjuntos P(i,s) y C(i,s), bajo las mismas condi-
ciones de la Figura 6.2. Los conjuntos de vértices internos 1(0,3), I(1,3) y 1(2,3) se
indican con los segmentos. La casi-frontera C'(0, 3) incluye el nivel 2, C'(1, 3) los niveles
3y 6,y C(2,3) el nivel 7. Los conjuntos P(0,3), P(1,3) y P(2,3) estdn sombreados en
gris.

siendo check la funcién de verificacién de II, y en todo lo demés II' es andlogo a II.
En otras palabras, S(i,s) es un coloreo de costo maximo que cumple la funcién de
verificaciéon de II para los vértices internos de la capa, pero no necesariamente para los
de la frontera, y donde los vértices de la frontera y casi-frontera sélo pueden recibir
un color neutral. Es importante mencionar que si existe un coloreo propio ¢ de G
para el problema II, entonces existe cada uno de los coloreos S(i,s). En efecto, por
la restriccién (2) sobre los colores neutrales, podemos extender ¢|p(; 5 a todo W (3, s)
utilizando colores neutrales. Como G[W (i, s)] es k-outerplanar, podemos determinar
S(i,s) en tiempo polinomial.

Para todo s € [2,k + 1], sea S la unién de todos los coloreos S(i, s) restringidos a
I(i,s),coni € [0,rs]. Notemos que S asigna exactamente un color a cada vértice y que
ademds es un coloreo propio en G (gracias a la restriccién (1) sobre los colores neutrales)
que se puede obtener en tiempo polinomial. Ademds, W(Ss|w ) = W(S(4,s)) para
todo i € [0, r,], porque W(Ss|1¢,5) = W(S(4, 5)|1¢:,5)) v 1os costos de los colores neutrales
son todos iguales.

Sea D un coloreo propio 6ptimo en G. Sea s € [2,k + 1]. Sea D* una extensién del
coloreo parcial U;~D|p(; s a un coloreo propio para el problema II (sabemos que existe
por las restricciones del problema). Para todo i € [0, 7], llamemos D' a D*lw i.s)-
Notemos que D*’ es un coloreo propio para el problema IT" aplicado a G[W (i, s)]. Por
lo tanto, W(Sslws) = W(S(4,s)) > w(D*"). En particular, como los costos de los
colores neutrales son iguales, tenemos que W(Ss|p(.s) > W(D*|p; ) = W(D|p(is))-
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Entonces:
W(S) = > W(Silrs) (6.4)
=0
> W(Si|pes) (6.5)
=0
> ZW(D!P(@S)) (6.6)
=0
rs—1
=W(D) = > (W(Dlvy, ) + W(Dlvy.,.)) (6.7)
1=0
porque:

(6.4) los conjuntos I(i,s) forman una particién de los vértices de G,

(6.5) P(i,s) C I(i,s) para todo i € [0,7], y el costo de asignar colores neutrales es
mayor o igual a 0,

(6.6) W(Ss|pa,s) > W(D|pgs)) para todo i € [0, r],

(6.7) los niveles ik + s — 1 y ik + s, para todo ¢ € [0,7; — 1], son los tnicos que no
pertenecen a ningun P(j, s).

Por el Principio del Palomar,

min {TSZ_(W(D Vik+sfl) +W<D VikJrs)) HERS [[27k + 1]]} < %W(D>

1=0

Luego, max{w(S;) : s € [2,k+ 1]} > (1—2)wW(D). En conclusién, podemos
aproximar en tiempo polinomial el problema II por un factor de 1 — % El siguiente
resultado es una consecuencia inmediata de lo anterior.

Teorema 6.4.1. Sea II wun problema 1-localmente wverificable que admite un
sistema de wvecindades parciales polinomial, con cantidad polinomial de colores,
(WEIGHTS, X, ®) = (R™°,>.+) y una funcién de peso simple, y que ademds cuenta
con un conjunto de colores neutrales. Luego, 11 admite un esquema de aprorimacion
de tiempo polinomial (PTAS) en grafos planares.






Capitulo 7

Aplicaciones

En este capitulo mostramos cémo modelar diferentes problemas bajo el marco de
problemas localmente verificables, incluyendo propiedades globales en algunos casos.
Como consecuencia inmediata de reconocer las restricciones que estos modelos satis-
facen, se obtienen sus complejidades parametrizadas por treewidth, clique-width y/o
mim-width, segin corresponda. Adicionalmente, si satisfacen las restricciones dadas
en el Capitulo 6, también se obtiene inmediatamente un esquema de aproximacién
de tiempo polinomial en grafos planares. A menos que se indique lo contrario, has-
ta donde sabemos, estos resultados eran desconocidos previo a su publicaciéon en los
articulos [16,41,103] o a esta tesis. Por otro lado, en las ultimas dos secciones veremos
cémo modelar problemas ampliamente estudiados en las clases de grafos que son de
interés aqui, ya que los problemas asi modelados pueden ser facilmente modificados o
combinados con propiedades globales, incluso considerando versiones de distancia de
ellos, y ademas pueden servir de inspiraciéon para el modelo de otros problemas en el
marco aqui presentado.

Con el fin de facilitar la lectura, a lo largo de las siguientes secciones supondremos
que, a menos que se indique lo contrario, las definiciones de las distintas funciones seran
dadas para todos los elementos del dominio.

7.1. Dominacion romana

Sea k un entero positivo. Una funcidn [k]-dominante romana en un grafo G es una
funcién f: V(G) — [0, k+1] tal que 3 -, c vy f(w) 2= | AN/ (v)|+Fk para todo v € V(G),
donde AN/(v) = {u € Ng(v) : f(u) > 1} (este conjunto se llama la vecindad activa
de v). El peso de una funcién [k]-dominante romana f es 3° ) f(v), v el minimo
peso de una tal funcién en G es el nimero de [k]-dominacion romana de G, notado
Ykr)(G). El problema [k]-DOMINACION ROMANA consiste en calcular el nimero de
[k]-dominacién romana de un grafo dado. Este problema fue definido por primera vez
en [6] como una generalizacién de DOMINACION ROMANA y DOMINACION ROMANA
DOBLE [21,62]. En [2] se probd que este segundo problema es NP-dificil para grafos
bipartitos y cordales.

Podemos modelar este problema como un problema 1-localmente verificable de la
siguiente manera:

e COLORS = [0,k + 1],

95
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o (WEIGHTS, <, @) = (N*>, < 4),

* W(v,¢) = c(v),

e check(v,c) = (zu%m c(u) > |ANE(v)| + k)

Podemos ver que }_, . €(0) — [ANG(v)| = ¢(v) —i—ZueANé(v)(c(u) —1) y entonces
la funcion check es contadora de colores con la siguiente funcién asociada:

k+1
check'(v, a, p) = (a +> (=D, > k) :
j=1

Esta funcién es ademas k-estable. Por otro lado, la funcién de peso también es k-
estable y la cantidad de colores es constante. Por los Corolarios 3.1.8, 4.1.11 y 5.1.4,
[k]-DOMINACION ROMANA es FPT lineal parametrizado por treewidth, FPT parame-
trizado por clique-width (lineal en caso de contar con una expresién clique-width) y
XP parametrizado por la mim-width de un arbol binario de descomposiciéon dado.

Mas ain, notemos que también se cumplen las restricciones del Capitulo 6: es
un problema de minimizacion, con cantidad polinomial de colores, con un sistema de
vecindades polinomial, con pesos en los numeros reales y que admite una jerarquia
de colores (en concreto, comb(v,,j) = min(k + 1,7 + j) para todo vértice v y todos
i,7 € COLORS). Por lo tanto, admite un PTAS en grafos planares.

Similarmente, basdndose en {2}-DOMINACION ROMANA [57] (también llamada
DOMINACION ITALIANA [112]), en [173] definieron la {k}-DOMINACION ROMANA.
En este problema hay que encontrar el menor peso de una funcién f: [0, k] tal que
> ueng(w) /(W) = k para todos los vértices v € V(G) con f(v) = 0. Claramente este
problema también es un problema 1-localmente verificable con cantidad constante co-
lores y funciones k-estables, y por lo tanto FPT lineal parametrizado por treewidth,
FPT parametrizado por clique-width y XP parametrizado por la mim-width de un
arbol binario de descomposicién dado. Ademas también admite un PTAS en grafos
planares. Este ultimo hecho resulta interesante ya que {2}-DOMINACION ROMANA es
NP-dificil en grafos planares [150], incluso en bipartitos planares [81].

Existen muchas otras variantes de [k]-DOMINACION ROMANA para las cuales tam-
bién se puede dar un modelo con cantidad constante de colores y funciones k-estables,
a saber: total [157], independiente [137], independiente exterior (3], perfecta [18] y per-
fecta doble [75]. Las definiciones formales de todos estos problemas se encuentran en el
Apéndice A y la Tabla 7.1 resume sus modelos como problema 1-localmente verificable
con funciones contadoras de colores. Estas variantes son, entonces, XP parametrizadas
por la mim-width de un arbol binario de descomposiciéon dado, FPT parametrizadas
por clique-width y FPT lineal parametrizadas por treewidth. Ademads, las restricciones
para problemas de minimizacién dadas en el Capitulo 6 se cumplen para las variantes
total e independiente exterior, por lo tanto estos dos problemas también admiten PTAS
en grafos planares.

Para las variantes con signo [5] y total con signo [172], notemos que podemos mo-
delarlas como problemas con funciones contadoras de colores y entonces, por el Coro-
lario 4.1.9, son XP parametrizadas por clique-width. Sin embargo, no podemos dar un
modelo con funciones d-estables para ninguna constante d, por lo tanto su complejidad
parametrizada por mim-width sigue abierta.
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Variante CoLORs  check! (v,a, u)

Total [0,k +1] (a + Zk+1(] — 1)y, k) (a >0= Zki_ll i > 1)

Independiente [0,k +1] (a + ZkH( Dp; > k) A (a >0= Z;Hll Wi = 0)

Independiente exterior [0,k + 1] (a + ZkH( Dp; > k) (a=0= pp=0)

Perfecta {0,1,2} a=0=ps =1

Perfecta doble {0,1,2,3} (a=0= ((u2=2Au3=0)V (2 =0Apz=1)))
/\(a—1:>(u2—1/\u3—0))

Con signo {-1,1,2} (a—p_1+p1+2u>k)A(a=—-1= pu >1)

Total con signo {-1,1,2} (—p1+m+2u>k)A(a=-1=p>1)

Tabla 7.1: Algunas variantes de dominacién romana. En todos los casos, el conjunto de
pesos es (WEIGHTS, <, ®) = (NT°, < +) y la funcién de peso es W(v,c) = ¢(v). Las
funciones de verificacién son contadoras de colores y se expresan directamente como
tales.

Una variante particular que definimos en [41] es la llamada [k]-DOMINACION RO-
MANA MAXIMAL, la cual surgié como una generalizacién de DOMINACION MAXI-
MAL [131], DOMINACION ROMANA MAXIMAL [1] y DOBLE DOMINACION ROMANA
MAXIMAL [4]. Una funcidn [k]-dominante romana mazimal en un grafo G es una
funcién f: V(G) — [0,k + 1] tal que f es una funcién [k]-dominante romana y
{v € V(G) : f(v) = 0} no es un conjunto dominante. El peso de una tal funcién
fes > eve f(v), v el minimo peso de tales funciones en G es el mimero de [k]-
dominacion romana maximal de G' (Ympr)(G)). El problema de determinar v,z (G)
puede ser modelado como un problema 1-localmente verificable con 2k + 3 colores,
funciones k-estables y con propiedades globales de tamano:

e COLORS = [—(k+ 1),k +1],

(WEIGHTS, <, ®) = (N7, < 4),

W (v, a, i) = lal,

check' (v, a, 1) = ((Jal + S51G — D)ty + 1y) = k) A (a < 0= po = 0)),

propiedad global de tamano: existe por lo menos 1 vértice cuyo color estd en

[—(k—1),—1].

En este modelo estamos usando colores especiales (los valores negativos) para aque-
llos vértices que no son dominados por vértices con color 0, y justamente requerimos
que exista al menos un vértice con alguno de estos colores. Por los resultados de los
Capitulos 3, 4 y 5, este problema es FPT lineal parametrizado por treewidth, FPT por
clique-width y XP por la mim-width de un &rbol binario de descomposiciéon dado.
Otra variante que vale la pena mencionar es la llamada [k]-DOMINACION ROMANA
GLOBAL que presentamos en [16] como una generalizacion natural de los problemas
DOMINACION ROMANA GLOBAL [153], DOBLE DOMINACION ROMANA GLOBAL [158]
y TRIPLE DOMINACION ROMANA GLOBAL [145]. Una funcién [k]-dominante romana
global en un grafo G es una funcién [k]-dominante romana tanto en G como en su
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complemento G. El problema consiste en calcular el minimo peso de una tal funcién
en un grafo dado.

Vamos a mostrar que este problema es XP parametrizado por clique-width, y para
ello primero vamos a definir un problema auxiliar:

[k]-DOMINACION ROMANA GLOBAL DE TAMANO ESPECIFICO

Instancia: Un grafo Gy k + 2 enteros no negativos sq, ..., sp.1 tales que Zfiol S; =
V(G)I.

Pregunta: (Es cierto que G admite una funcién [k]-dominante romana global f tal
que, para todo i € [0,k + 1], s; es igual a la cantidad de vértices v € V(G)
con f(v) =17

Este tltimo problema puede ser modelado como un problema 1-localmente verifi-
cable con funciones contadoras de colores y propiedades globales de tamano y, por el
Corolario 4.1.11, es XP parametrizado por clique-width:

e COLORS = [0,k + 1],

(WEIGHTS, =, ®) = (Nt < +),
d W/(U7 a, ,LL) = a,

check (v, a, p) = (a + 5201 ( = Dy = k) A Z5E G = D(sy — 1y) 2 k),

para todo a € COLORS, pedimos que el tamano de la clase de color a sea s,.

Finalmente, para resolver [k]-DOMINACION ROMANA GLOBAL, iteramos suce-
sivamente sobre todas las posibles combinaciones de valores sg,...,sky1 tales que
St s = [V(G)| y s; > 0 para todo i € [0,k + 1]. Notemos que la cantidad de
tales combinaciones es menor a (|V(G)| + 1)*2. Para cada combinacién, resolvemos
[k]-DOMINACION ROMANA GLOBAL DE TAMANO ESPECIFICO, y luego buscamos la
mejor entre las soluciones encontradas.

7.2. Dominacion dual

En el articulo [64] se definen tres variantes recientes del problema de dominacién.
Dado un grafo particionado en vértices positivos (V) y negativos (V ), en cada uno de
estos tres problemas queremos encontrar un subconjunto de vértices positivos D C V'
pero que satisfaga distintas condiciones:

e MAXIMA DOMINACION DUAL ACOTADA (en inglés, mazimum bounded dual do-
mination, abreviado MBDD): para un entero k dado como entrada, |[N[D]NV ™| <
ky |N[D] N V7| es lo mds grande posible.

e MAXIMA DOMINACION DUAL (en inglés, mazimum dual domination, abreviado
MDD): D es tal que maximiza |[N[D]NV*| — |N[D]NV~|.

o MiNIMA DOMINACION DUAL NEGATIVA (en inglés, minimum negative dual do-
mination, abreviado mNDD): D domina V* (es decir, V* C N[D]) y minimiza
IN[D]NV~|.
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Todos estos problemas son NP-dificiles y existen algoritmos de tiempo lineal para
resolver MDD y mNDD en 4rboles, asi como un algoritmo de tiempo O(k?|V (G)])
para resolver MBDD en drboles [64].

Vamos a mostrar que todos ellos se pueden modelar como problemas 1-localmente
verificables con cantidad constante de colores y funciones 1-estables, uno de ellos adi-
cionalmente con una propiedad global de tamano. En estos modelos, el conjunto D que
buscamos corresponde a la clase de color D.

e MAXIMA DOMINACION DuaL AcoTapa (MBDD):
e COLORS = {D,NT,N",N},
e (WEIGHTS, <X, ®) = (N7, > +),
1 siae{D,N"},
°W’(v,a,u)={ : oy
0 sino,
vevVt sia =D,
veEVTAu,>1 sia=Nt,
veV  Aup>1 sia=N",
tp =0 sia =N,

e check!(v,a,p) =

 propiedad global: la cantidad de vértices de color N~ es a lo sumo k.
e MAXIMA DOMINACION DUAL (MDD):
e COLORS = {D,N",N" N},
e (WEIGHTS, X, ®) = (Z~>°,>,+),
1 siae{D,N"},
e W(v,a,u) =< -1 sia=N",
0 si no,
veVT sia =D,
veVTAu,>1 sia=NT,
veV  Aup>1 sia=N",
tp =10 sia = N.

e check!(v,a,p) =

e MiNIMA DOMINACION DUAL NEGATIVA (mNDD):

¢ COLORS = {D,Nt,N", N},
e (WEIGHTS, <, ®) = (Nt < +),

1 sia=N"
* Wiva,p) = {O si no ’
)
vevVt sia =D,

veEVTAu,>1 sia=Nt,
veV  Aup,>1 sia=N",
veEV  Aup,=0 sia=N.

e check!(v,a,p) =

Por lo tanto, estos tres problemas son XP parametrizados por la mim-width de un
arbol binario de descomposicion dado, y FPT parametrizados por clique-width.
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7.3. Coloreos felices

Dado un grafo G y una asignacion de colores a vértices ¢, decimos que un vérti-
ce v es feliz si todos sus vecinos reciben también el color ¢(v). El problema llamado
MAXIMO CONJUNTO DE VERTICES k-FELICES (en inglés, k-mazimum happy vertices,
abreviado k-MHV), definido en [175], consiste en determinar la maxima cantidad de
vértices felices que se pueden obtener extendiendo un coloreo parcial dado, utilizando
k colores. Para cada k > 3, este problema es NP-dificil [175] pero es FPT parame-
trizado por clique-width y resoluble en tiempo polinomial en grafos de intervalo [31].
En [9] se define una generalizacién natural a grafos pesados, donde hay una funcién
w: V(G) — N y queremos maximizar la suma de w(v) entre todos los vértices felices
v, v se prueba que es FPT parametrizado por treewidth. Podemos modelar k-MHV
(tanto en su version original como pesada) como un problema 1-localmente verificable
con 2k colores y funciones 1-estables, de la siguiente manera. Sean P el conjunto de
vértices pre-coloreados y p(v) el color que recibe cada v € P en este pre-coloreo. Luego:

e COLORS = {1y, Fy,. .., 1}, Fi},
o (WEIGHTS, =X, ®) = (N7%, > +),

w(v) sia=F; para algin i € [1,k],

i -

0 si no,

o check/(v,a,p) = (v € P = a € {Ipw),Fpy}) A ((Fi € [1,k].a = F;) = Vj €

En este modelo, los colores indican si un vértice es feliz (F) o no (1). Por tener funciones
1-estables y cantidad constante de colores, es FPT lineal parametrizado por treewidth,
FPT parametrizado por clique-width y XP parametrizado por la mim-width de un arbol
binario de descomposiciéon dado. Notemos que este es un problema de maximizacién
y el conjunto de colores {I,...,I;} cumple la definicién de los colores neutrales (ver
Capitulo 6). Por lo tanto, admite un PTAS en grafos planares.

Un problema relacionado con estos es el de MAXIMO CONJUNTO FELIZ (en inglés,
mazimum happy set, abreviado MaxHS), definido en [15], donde se busca un subconjun-
to S de k vértices que maximice la cantidad de vértices v € S tales que N[v] C S. Este
problema es NP-dificil [15] pero también FPT parametrizado por clique-width [142],
y resoluble en tiempo polinomial en grafos de intervalo [14]. Con el siguiente modelo
mostramos que MaxHS se puede expresar como un problema 1-localmente verificable
con 2 colores, funciones 1-estables y una propiedad global de tamano.

e COLORS = {s,S},

(WEIGHTS, X, @) = (N™®, > ),

1 sta=Ssyus=0,

o W(v,a,p) = {

0 sino,

check! (v, a, u) = TRUE,

propiedad global: el tamano de la clase de color s es k.
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En conclusién, este problema también es XP parametrizado por la mim-width de un
arbol binario de descomposicién dado.

7.4. Coloreo localmente acotado

Supongamos que tenemos un grafo GG, dos enteros positivos p y k, una particién de
V(G) en p subconjuntos Vi, ..., V,, y pk cotas enteras n; j, con i € [1,p] y j € [1, k],
tales que Z?Zl n;; = |Vi| para cada i € [1,p]. El problema llamado k-COLOREO Lo-
CALMENTE ACOTADO (en inglés, locally bounded k-coloring) definido en [25], consiste
en determinar si existe un coloreo de G que use k colores y tal que ningtin par de
vecinos reciba el mismo color y que, para cada i € [1,p] y cada j € [1, k], la cantidad
de vértices con color j en V; es n; ;. Para valores fijos de p y k, este problema es NP-
completo [25] y es FPT parametrizado por treewidth y resoluble en tiempo polinomial
en cografos [24].

Proponemos el siguiente modelo para este problema, con p y k fijos, como un proble-
ma 1-localmente verificable con pk colores, funciones 1-estables y propiedades globales
de tamano.

» CoLors = [1,p] x [1, k],

(WEIGHTS, <, @) = ({0,1}, <, méx),

wW'(v, (4,5), 1) = 0,

CheCk/(Ua (27])7 :u) = (U € ‘/Z A Z?’:l Hir ) = O)’

propiedad global: para cada par (i, j) € COLORS, la cantidad de vértices de color
(2,7) es n; .

Por lo tanto, este problema es XP parametrizado por la mim-width de un arbol
binario de descomposicién dado, y FPT parametrizado por clique-width.

7.5. Coloreos libres de conflictos

Los problemas de coloreos libres de conflictos son un conjunto de problemas en los
cuales se busca un coloreo del grafo tal que en la vecindad de cada vértice exista un color
que aparece exactamente una vez. El primero de estos problemas fue definido en [79]
y a partir de entonces diversas variantes fueron estudiadas (por ejemplo, en [30]). Las
diferencias son segun si la vecindad se considera abierta o cerrada, y segun el conjunto
de colores. A continuacion definiremos algunas que son de nuestro interés para este
trabajo.

Dado un grafo GG, decimos que un coloreo ¢ de los vértices de G es un:

o CFON k-coloreo si c¢: V(G) — [1,k] y es tal que para cada vértice v € V(G)
existe al menos un vértice u € N(v) tal que ningin otro vértice en N(v) tiene
color ¢(u).

o CFCN k-coloreo si c: V(G) — [1,k] y es tal que para cada vértice v € V(G)
existe al menos un vértice u € N[v] tal que ningin otro vértice en N[v] tiene
color ¢(u).
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o CFON* k-coloreo si c: V(G) — [0,k] y es tal que para cada vértice v € V(G)
existe al menos un vértice u € N(v) con c¢(u) # 0 y tal que ningin otro vértice
en N(v) tiene color c(u).

o CFCN* k-coloreo si c: V(G) — [0,k] y es tal que para cada vértice v € V(G)
existe al menos un vértice u € N[v] con ¢(u) # 0 y tal que ningin otro vértice
en N[v] tiene color ¢(u).

Cada problema, entonces, consiste en determinar si existe un tal coloreo. Los problemas
sobre coloreos CFCN* y CFON* son NP-completos [7] y ademés fue probado en [30] que
estos problemas son FPT parametrizados por clique-width mas k. Mas atn, también
en [30], muestran que todo grafo de intervalo admite un CFON* 3-coloreo y preguntan
si existe un algoritmo polinomial para resolver el problema de coloreo CFON* en grafos
de intervalo.

Mostraremos cémo modelar uno de ellos, CFON* k-coloreo, como un problema
1-localmente verificable con k£ 4 1 colores y funciones 2-estables. Los restantes proble-
mas también se pueden modelar de forma muy similar como problemas 1-localmente
verificables con funciones 2-estables y cantidad constante de colores.

e CoLORS ={0,...,k},

o (WEIGHTS, <, ®) = ({0,1}, <, méx),
* W(v,a,1) =0,

o check'(v,a,p) = (35 € [1,k]. p; = 1).

Como consecuencia, todos estos problemas son XP parametrizados por w + k, donde w
es la mim-width de un arbol binario de descomposicion dado, y FPT parametrizados
por clique-width mas k. Como los los grafos de intervalo tienen mim-width 1, esto
responde a la pregunta planteada en [30].

Independientemente, en [26] se presentan férmulas en légica A&C DN para dos
de estas variantes, probando asi también que estos problemas son XP parametrizados
por w + k, donde w es la mim-width de un arbol binario de descomposicién dado.
Sin embargo, la complejidad que resulta de aplicar el algoritmo de [26], nOWh) g

ligeramente mayor que la resultante de aplicar el algoritmo de la Seccién 5.1, n@wk),

7.6. Empaquetamientos generalizados

En [113] definen la siguiente generalizaciéon de los problemas de empaquetamien-
to. Sea G' un grafo y sean k y u dos vectores de enteros positivos indexados por los
vértices de G. Una funcion (k, u)-empaquetadora de G es una funcién f: V(G) - N
tal que f(v) < ufv] y 32, cngp f(w) < k[v] para todo v € V(G). El problema de la
FUNCION EMPAQUETADORA GENERALIZADA (GPF) tiene como entrada a G, k y u, y
pide encontrar el mayor peso de una funcién (k, u)-empaquetadora. Cuando contamos
con la restriccion adicional de que k[v] < M para todo v € V(G), para algin entero
positivo M fijo, hablamos del problema M-GPF. Fue probado en [113] que, para toda
constante entera positiva M, el problema M-GPF se puede resolver en tiempo polino-
mial en grafos de clique-width acotada, y que GPF se puede resolver en tiempo lineal
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en grafos llamados fuertemente cordales (en inglés, strongly chordal). Sin embargo, la
complejidad de GPF en grafos de clique-width acotada permanecia abierta.

Veamos que GPF puede ser modelado como un problema 1-localmente verificable
con U = méx{ufv] : v € V(G)} colores:

« CoLors = [0,U],
. (WEIGHTS, j, EB) - (Niooa 27 +>a

e W(v,c) = c(v),

e check(v,c) = (c(v) U] A S pengn F(w) < k[v]).

Este modelo admite un sistema de vecindades parciales universal. En efecto, sea T' =
méxyev () {min(k[v] +1,>°, cne) ulw])}, luego:

o« N =10,17,

e nHn =min(T,n+n'),

newN (w,b) = min(T), b),

Wy a(n) = a,

check, o(n) = (a < ufv] An+a < k[v]).

Es maés, este sistema es polinomial (resp. constante) si U y T' son polinomiales (resp.
constantes) en |V(G)|. Por lo tanto, si k[v] y u[v] son polinomiales (resp. constantes)
en |V(G)| para todo v € V(G), entonces GPF es XP (resp. FPT) parametrizado por
clique-width.

En el caso de M-GPF, notemos que la cantidad de colores es a lo sumo M + 1y
ademas las funciones de peso y verificacion son M-estables:

e W(v,a,un) = a,
o check!(v,a,pn) = <a <ufp] Aa+ M i < k[v]).

Entonces, para toda constante entera positiva M, el problema M-GPF es ademéas XP
parametrizado por la mim-width de un arbol binario de descomposiciéon dado.

7.7. Problemas de particién en subgrafos densos

7.7.1. Comunidades

Dado un grafo G, una estructura comunitaria (en inglés, community structure, de-
finida en [146]) es una particién {C1,...,Cy} de los vértices de G en k > 2 conjuntos
llamados comunidades y tales que

e |C;| > 2 para todo i € [1,k], y

NG (0)NCy| ~, [Ne()NCj]
L]
ICil-1 = IG5

para todos i,j € [1,k], con i # j, y v € C;.
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El problema de decidir si un grafo dado admite una estructura comunitaria con
k comunidades se conoce como el problema de k-COMUNIDAD, y fue originalmente
definido para k = 2 en [19]. La complejidad de 2-COMUNIDAD todavia es una pregunta
abierta, conociéndose s6lo unas pocas clases de grafos en las cuales este problema es
resoluble en tiempo polinomial. Estas clases incluyen grafos de grado maximo 3 y grafos
de grado minimo |V(G)| — 3 [19].

Mostraremos aqui que, para cada valor fijo de k, k-COMUNIDAD es XP parame-
trizado por clique-width. Utilizaremos un enfoque muy similar al de [k]-DOMINACION
ROMANA GLOBAL: primero definiremos una variante del problema en la cual requeri-
mos un tamano fijo para cada comunidad, para luego iterar sobre todos los posibles
tamanos.

k-COMUNIDAD DE TAMANO ESPECIFICO

Instancia: Un grafo Gy k enteros sq,...,s; > 2 tales que Y1 s; = |[V(G)).

Pregunta: jEs cierto que GG admite una estructura comunitaria con k£ comunidades
{C1,...,Cy} tales que |C;| = s; para todo i € [1, k]?

Este tltimo problema puede ser modelado como un problema 1-localmente verifi-
cable con k colores, funciones contadoras de colores y propiedades globales de tamano,
y por lo tanto es XP parametrizado por clique-width mas k.

» COLORS = [1, k],

(WEICHTS, %, @) = ({0, 1}, <, méx),

W (v,a, 1) =0,

Sa—1 — s

check! (v, a, p) = (Vb €1, k). L= > @>7

propiedad global: para todo a € COLORS, el tamano de la clase de color a es s,.

Luego, para resolver k-COMUNIDAD podemos iterar sobre todas las posibles com-
binaciones de s1,...,s; tales que S.F s, = [V(G)| y s; > 2 para todo i € [1,k],
resolviendo k-COMUNIDAD DE TAMANO ESPECIFICO para cada una de ellas. Por lo
tanto, también es XP parametrizado por clique-width para cada valor fijo de k.

Un andlisis muy similar se puede hacer para la variante k-COMUNIDAD DEBIL,

definida en [19], en la cual se requiere que la desigualdad a cumplir por cada vértice v
INa[]nCi| ~ [Ne(@)Nd|
o S R (o
alcanza con tomar la misma solucién que antes pero cambiando la definicién de check’
por check'(v,a, ) = (‘v’b € [1,k]. tetl > ‘;—5) Asi, el problema k-COMUNIDAD DEBIL

Sa—1

se para todos i,j € [1,k], con i # jy v € C;. Es evidente que

es XP parametrizado por clique-width mas k.

Otras variantes que podemos considerar son k-COMUNIDAD BALANCEADA
(DEBIL), las cuales consisten en determinar si un grafo admite una estructura co-
munitaria (débil) con k comunidades del mismo tamano. Claramente, estos problemas
son equivalentes a k-COMUNIDAD (DEBIL) DE TAMANO ESPECIFICO con s; = @
para todo i € [1,k], y asi también son XP parametrizados por clique-width mas k.
Lo interesante de estas variantes es que se pudo probar que 2-COMUNIDAD BALAN-
CEADA (DEBIL) son NP-completos en general [19,77] y ademads se habfa estudiado un

algoritmo polinomial para resolverlos en grafos de treewidth acotado [19].
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7.7.2. PDS

Sean G un grafoy S C V(G) tal que 2 < |S| < |[V(G)|. Decimos que el subgrafo de
[Ne(@)nS] - [Ne(@®)NnS]
IS|-1 = S|
do v € S. El problema llamado MAXIMO SUBGRAFO PROPORCIONALMENTE DENSO
(en inglés, mazximum proportionally dense subgraph, abreviado MAX-PDS), definido
en [20], consiste en encontrar un subgrafo del grafo de entrada que sea proporcional-
mente denso y de tamano méaximo. Este problema es NP-dificil incluso en grafos split
o en grafos bipartitos, y es resoluble en tiempo lineal en grafos hamiltonianos cibicos

(dado un ciclo hamiltoniano) [20].

Empleando la misma técnica que para los problemas de comunidades, definimos:

G inducido por S (G[S]) es proporcionalmente denso si para to-

MaX-PDS DE TAMANO EsPECiFICO
Instancia: Un grafo G y un entero s tal que 2 < s < |V(G)].
Pregunta: {Es cierto que G admite un subgrafo proporcionalmente denso de s vértices?

Y lo modelamos como un problema 1-localmente verificable con 2 colores, funciones
contadoras de colores y propiedades globales de tamano:

COLORS = {s, S},

(WEICGHTS, <, ®) = ({0, 1}, <, méx),

* Wl(”? a, :u) = Oa

check! (v, a, p) = (a =s= 5> ’;—g), siendo sg = |V(G)] — ss,
 propiedad global: el tamano de la clase de color S es s.

Por lo tanto este problema y MAX-PDS son XP parametrizados por clique-width.

Una variante de este problema, también definida en [20], es la llamada EXTENSION
DE UN SUBGRAFO PROPORCIONALMENTE DENSO (PDS Extension). En ella, dado un
subconjunto de vértices U, buscamos un subgrafo proporcionalmente denso G|[S] tal
que U C S. Por supuesto este problema también es NP-dificil pero hasta el momento
no se conocian algoritmos polinomiales para ninguna clase de grafos. Simplemente
modificando el modelo anterior de modo que L, = {S} para todo v € U, obtenemos el
primer algoritmo polinomial para clases de grafos de clique-width acotada.

7.7.3. Quasi-cliques

Dado un grafo Gy un nimero real v € (0, 1], una y-quasi-clique basada en grados,
definida en [139] bajo el nombre de grafo y-quasi-completo, es un subconjunto S C V(G)
tal que el grado de cada vértice en el subgrafo G[S] es al menos (|.S| — 1), es decir, tal
que % > ~ para todo v € S. El problema MAXIMA y-QUASI-CLIQUE BASADA EN
GRADOS consiste en encontrar una y-quasi-clique basada en grados de tamano maximo
en un grafo dado. Este problema es NP-dificil para cualquier « fijo [148]. Notemos que

procediendo de forma préacticamente idéntica al caso de Max-PDS, pero cambiando la

funcién check’ por check’ (v, a, p) = (a =S= S:‘jl > ’y), obtenemos que este problema

es XP parametrizado por clique-width.
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La densidad de un grafo H se define como 2B(H)) 3 Dado un grafo G y un

[V(H)|(JV(H)[-1)
nimero real v € (0, 1], una y-quasi-clique (también llamada ~y-quasi-clique basada en
aristas) es un subconjunto S C V(@) tal que la densidad de G[S] es al menos . Cuando
v = 1, una ~vy-quasi-clique no es mas que una clique. El problema de encontrar una ~-
quasi-clique méxima en un grafo dado es NP-dificil para cualquier v € (0,1] [149].
Para resolver este problema en tiempo polinomial en grafos de clique-width acotada
no alcanza con modificar solamente la funcion check del enfoque anterior, tenemos que
fijar de alguna manera la cantidad de aristas de la quasi-clique. Esto se puede hacer
agregando una propiedad global de composicion de condiciones locales que asegure que
la cantidad de aristas entre vértices de color s sea algin valor prefijado. Entonces, para
cada ss € [1,|V(G)|] y mg € [1,|E(G)]|] tales que quSTin >, resolvemos el siguiente
problema 1-localmente verificable con propiedades gﬁdbales que admite un sistema de
vecindades parciales universal polinomial:

o COLORS = {5, S},

(WEICHTS, %, @) = ({0, 1}, <, méx),

e W(v,c) =0,

e check(v,c) = TRUE,

 propiedad global 1: la cantidad de vértices de color s es sg (expresada como
composicién de condiciones locales tenemos: M* = [0, ss], m @' m’ = min(m +
m',ss), Xt = {ss}, f1(v,¢) =1sic(v)=sy fi(v,c) =0 sino),

 propiedad global 2: la cantidad de aristas entre vértices de color S es mgy (ex-
presada como composicién de condiciones locales tenemos: M? = [0,2ms],
m @*m' = min(m + m’, 2ms), X? = {2ms}, f2(v,c) = [{u € N(v) : ¢(u) = s}| si
c(v) =sy f*(v,¢) =0 sino),

« N =[0,|AG)]],

e n B =min(n +n',|A(G)]),

1 sib=s

0 sino,

e newN (u,b) = {

e W,,.(n) =0,

e check,,(n) = TRUE,
1 sia=s
0 sino,

n sia=S
0 sino,

v.a(1)

* fra(n)
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Entonces cada uno de estos problemas es XP parametrizado por clique-width. Luego
basta con buscar la mejor solucién entre todas las obtenidas, es decir, una soluciéon de
peso 0 que maximice s5. Por lo tanto, el problema de encontrar el maximo tamano de
una y-quasi-clique es XP parametrizado por clique-width. Observemos que si bien las
funciones check, W y f! son l-estables, la funcién f? es no-estable, y por este motivo
no podemos aplicar el algoritmo del Capitulo 5.

7.8. b-coloreo

Dado un grafo G, un b-coloreo de GG es un coloreo de los vértices de G de modo que
ningiin par de vecinos reciba el mismo color y que cada clase de color contenga por
lo menos un vértice (llamado b-vértice) que tenga vecinos en todas las otras clases de
colores. El niumero b-cromdtico de GG es el maximo k tal que GG admite un b-coloreo con
k colores. Estas nociones fueron definidas en [118]. En el problema conocido como B-
COLOREO, dado un grafo G y un entero k, se pregunta si G admite un b-coloreo con k
colores. Este problema es NP-completo incluso en grafos bipartitos [129]. Sin embargo,
este problema es XP parametrizado por clique-width [122] y XP parametrizado por
thinness propia (pthin) mas k [39].

Mostraremos aqui que B-COLOREO puede ser modelado como un problema 1-
localmente verificable con 2k colores, con funciones 1-estables y propiedades globales
de tamano:

e COLORS = [—k,—1] U[L, ],

(WEIGHTS, X, ®) = ({0,1}, <, méx),
e W(v,a,u) =0,

Mo+ fh—g =0 sia > 0,
fo+ p—a =0AVI € [1,k] —{a}. i +p—; > 1 sino,

check! (v, a, p) = {

propiedad global: para cada a € [—k, —1], el tamano de la clase de color a es al
menos 1.

Es facil ver que un coloreo propio que satisface la propiedad global se corresponde
con un b-coloreo, donde los vértices cuyo color es un nimero negativo representan a
los b-vértices. De esta manera, B-COLOREO es XP parametrizado por w + k, siendo
w la mim-width de un arbol binario de descomposicién dado, y FPT parametrizado
por clique-width més k. Como mimw(G) < pthin(G) (consecuencia directa de [39,
Teorema 9]), este resultado generaliza el obtenido en [39] respecto a B-COLOREO en
grafos de thinness propia acotada.

Tal como ocurrié con los problemas de coloreos libres de conflictos, simultaneamen-
te en [26] se expresa este problema en légica A&C DN, para k fijo. Nuevamente, la
complejidad que resulta de aplicar el algoritmo de [26] a esta expresion en logica A&C
DN es ligeramente mayor que la resultante de aplicar el algoritmo de la Seccién 5.1 a
nuestra formulacién como problema 1-localmente verificable con funciones 1-estables.
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7.9. Coloreo aditivo

Un coloreo aditivo (también llamado etiquetado afortunado), definido en [70], es
una asignacion de enteros positivos a vértices de un grafo tal que para cada par de
vecinos, las sumas de los valores asignados a sus vecinos son diferentes. El menor valor
posible del maximo entero asignado a los vértices de un grafo G se denota 1n(G). Se
demostro en [11] que n(G) < A(G)? — A(G) + 1 para todo grafo G. Llamemos C'(G) a
esta cota superior.

Vamos a modelar el problema de calcular n(G) como un problema 1-localmente
verificable con un sistema de vecindades parciales polinomial. Los colores son pares
(n,s), donde n representa el nimero asignado al vértice y s la suma esperada de los
numeros asignados a los vecinos.

« CoLORs = [1,C(G)] x [1,A(G)C(G)],
e (WEIGHTS, =, @) = (N1T*° < méx),

e W(v,¢) = c(v)y,

e check(v,c¢) = (Yu € Na(). c(u)s # c(v)s) A (C(v)g R D c(u)1>,
e N,; = BooL x [L, A(G)C(G) + 1],

o nE% 0’ = (ny A, min(ns + 1, AG)C(G) + 1)),

» newNy;i(u, j) = (i2 # j2, J1),

* Wyi(n) =i,

o checkyi(n) = (n1 A (is = n2)).

La cantidad de colores es O(A(G)?) y N es O(A(G)?), lo que implica que este
problema es XP parametrizado por treewidth, y FPT lineal parametrizado por car-
vingwidth. Otro algoritmo polinomial en clases de treewidth acotada fue obtenido por
R. Grappe, L. N. Grippo y M. Valencia-Pabon (comunicacién personal).

7.10. Minima violacion cromatica

El presente problema NP-dificil fue definido en [44] como una generalizacién del
problema de k-coloreo. Dado un grafo G, un conjunto de aristas débiles F' C E(G) y
un entero positivo k, el problema MiNIMA VIOLACION CROMATICA pregunta si existe
un k-coloreo del grafo G' = (V(G), E(G) — F) que minimiza la cantidad de aristas
débiles de G con ambos extremos del mismo color. Podemos reducir este problema al
siguiente problema 1-localmente verificable en el grafo de subdivision S(G):

e L, =[1,k] para todo vértice v € V(G),
Ly, = L, X L, para toda arista uv € E(G),

o (WEIGHTS, <, ®) = (N7, < +),
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e para todo vértice v € V(G), w(v,c) =0,
para toda arista uv € F(G), W(uv ¢) = 1sic(uv) = (i,i) para algin i € L, N L,
y W(uw, ) = 0 si no,

e check(v,c) = TRUE para todo vértice v € V(G),
check(uv, ¢) = (c¢(uv) = (c(u), c(v))) para toda arista débil uv € F, y
check(uv,c) = (c(uv) = (c(u),c(v)) A c(u) # c(v)) para toda arista no-débil
w € E(G) —F.

Esencialmente, las aristas de G son coloreadas con pares de enteros (representando los
colores de los extremos), los pesos son tales que si una arista recibe un color que es
un par de ntmeros iguales entonces su peso es 1 y de lo contrario es 0, y la funcién
de verificacion controla que efectivamente los enteros del par se correspondan con los
colores de los extremos y ademads controla que para las aristas no-débiles (fuera de F')
estos enteros sean distintos.

A continuacién proponemos un sistema de vecindades parciales constante para el
modelo anterior:

e N, = BooL para todos v € V(S(G)),i € Ly,
e nH"" n' = (nAn') para todos v € V(S(G)),i € L, y n,n’ € N,

e newlN,;(e,j) = TRUE para todos v € V(G),i € Ly, e € Ng)(v),j € Le,
NeWN yy,(cu,c0) (U, J) = (J = cu) para todos uv € E(G), ¢y € Ly, ¢y € Ly, j € Ly,
NeWN yy (cu,c0) (U, 7) = (j = ¢) para todos uwv € E(G), ¢y, € Ly, ¢y € Ly, j € Ly,

e W, ;(n) =0 para todos v € V(G),i € L,,
Wm, (i,)(n) = 1 para todos uwv € E(G),i € L, N Ly,
(i.j)(n) = 0 para todos uv € E(G),i € Ly, j € L, — {i},

) =
e check, ;(n) = TRUE para todos v € V(G),i € L,,n € N,
checky, (i j)(n) = n para todos uv € F,i € Ly, j € Ly,n € Nyy i j),
checkyy i jy(n) = (n A i # j) para todos wv € E(G) — Fyi € Ly,j € Ly,n €

uU7(Z7]) :

Por lo tanto, MINIMA VIOLACION CROMATICA es XP parametrizado por treewidth.
Maés atn, es FPT lineal parametrizado por treewidth mas k.

7.11. Dominaciéon Grundy

Una sucesion S = (vy,...,vx) de vértices distintos de un grafo G es una sucesion
dominante si {vy,...,vx} es un conjunto dominante de G. Por otro lado, S es una
sucesion legal si Nv;| — UZ ! L Nv;] # 0 for each i, y es legal dominante si es legal y
dominante. Decimos que v; marca a los vértices del conjunto N|[v;] — UZ L N[v;], v que

v; es el marcador de cada u € N[v;] — UZ " N[v;] (notemos que cada vértice en V(G)
tiene un unico marcador).

El problema de DOMINACION GRUNDY, defindo en [46], consiste en determinar la
maxima longitud de una sucesion legal dominante en un grafo dado. En ese mismo
articulo se prueba que es NP-dificil incluso en grafos cordales. Por otra parte, se puede
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resolver en tiempo polinomial en drboles, grafos split y en cografos [46], y en grafos
block [102].

Dada una sucesién legal S, a cada vértice v € V(G) se le puede asociar un par
(Pvs fv), donde p, esla posicién de v en S (o “L” sivno estaen S) y f, indica la posicién
en S del marcador de v, si existe, o cuaquier posicién en caso contrario. Directamente de
la definicién de sucesiones legales, podemos deducir el siguiente enunciado. Un conjunto
{(pv, fv) : v € V(G)} determina a una sucesion legal si y sélo si:

1. para todo v € V(G), existe a lo sumo un u € Ng[v] tal que f, = pu, v fo < Dw
para todo w € Ng|[v] (i.e., v es marcado correctamente o no es marcado),

2. para todo v € V(G), si p, #L entonces existe u € Ng[v] tal que f, = p, (i.e., si
v aparece en la sucesién entonces marca a al menos un vértice), y

3. py # pu para todo u,v € V(G) tal que u # vy p, #L (i.e., dos vértices que
aparecen en la sucesién no pueden tener la misma posicién en ella).

Notemos que las condiciones 1 y 2 son localmente verificables, mientras que la
condicién 3 no lo es. Sin embargo, afirmamos que DOMINACION GRUNDY puede ser
reducido al siguiente problema 1-localmente verificable. Sean n = |V(G)| y L=n + 1.

e CoLORSs = ([1,n] U{L}) x [1,n],

L] (WEIGHTS, j, EB) - (Niooa 27 +)a

. W(v,c) = {0 si e(v); =1,

1 sino,

o check(v,c) = ((existe a lo sumo un u € Ng[v] tal que ¢(v)y = c(u);)
A (Yu € Nglv]. c(v)e < c(u))
A (c(v); #L= Fu € Ng[v]. c(v); = c(u)s)
A (c(v); #L= Yu € Ng(v).c(v); # c(u)q)).

En efecto, sean G un grafo y ¢ un coloreo propio de G en el anterior problema 1-
localmente verificable. Sean (p,, f,) = c(v) para todo v € V(G). Las condiciones 1
y 2 son trivialmente satisfechas. Supongamos que no se cumple la condicion 3. Luego,
existen dos vértices distintos u,v tales que p, = p, #L. Por definicion de check,
sabemos que

* u ¢ Nglv],

e si existe un vértice w tal que f,, > p, = p, entonces v ¢ Nglw] y u ¢ Ng|w] (asi,
w ¢ Nelv] y w ¢ Nelu]), y

e si existe un vértice w € Ng[u| tal que f,, = p, = p, entonces w ¢ Ng[v].

Luego, Ng[u] N Ng[v] = F tal que f, < p, = p, para todo w € F. Ahora podemos
asignar colores (pl,, fi,) para cada w € V(G), de modo que

o= P SLpw < puy wF# v
v pw+1 sino
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f/: Jo Sifw<pmofw:puyw¢NG[/U]
Y fw+1 sino.

Es decir, avanzamos una posiciéon a v y a todos los vértices que aparecen después
de v en S y aumentamos los f, necesarios. Es facil ver que esta nueva asignacion
preserva la “legalidad” de u (i.e., si Nglu] — {z : 2 € Ng[w] A pp < pu} # () entonces
Neglu) —{z: z € Ne[w] Ap, < p,} #0) y también la de todos los otros vértices.

Ya que la cantidad de colores es O(|V(G)|?) y con el fin de dar un algoritmo XP pa-
rametrizado por treewidth para DOMINACION GRUNDY, definimos el siguiente sistema
de vecindades parciales constante:

e Moo =10,1,2} x BooL x BooL x BooL,
e n Eﬂ%(p,f) n' = (min(nl + n/17 2)7 na A nlg, ng V nl3, ng N nﬁl),

e newNy (p,.£.) (U, (Pu, fu)) = n donde:

{1 si fo = pu
.nlz

0 sino,

ng = (.fv < pu)7
® N3 = (pv = fu)a
® Ny = (pv #pu)a

0 sip=L
" Wepn (M) = {1 zi io
o checky,pp(n) = ((n1 <2A(ni=1= f#p))
A(na AN f<p)
A(p#L= (nsVp=1/))
A (p#L=ny)).

De forma muy similar también podemos probar que la variante total de este pro-
blema (DOMINACION TOTAL GRUNDY [47], donde no se permite que ningin vértice
se marque a si mismo) es XP parametrizada por treewidth.

Ambos son problemas de maximizacién donde el conjunto de colores {(L, f): f €
[1,n]} cumple la definicién de los colores neutrales (ver Capitulo 6). Por lo tanto, cada
uno admite un PTAS en grafos planares.

7.12. Problemas que involucran aristas

Consideremos problemas localmente verificables donde cada arista debe cumplir con
una determinada condicion respecto a sus extremos y aristas adyacentes. Mostraremos
cémo reducir estos problemas a problemas 1-localmente verificables en el grafo dentado
J(G) del grafo G' de entrada. Consideramos separadamente dos tipos de problemas:
aquellos en los que no hay requerimientos sobre las aristas que involucren a las aristas
adyacentes, y aquellos en los que si.
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Para el primer tipo de problemas, la reduccién es directa. Quizas necesitemos dupli-
car los colores para distinguir los colores asignados a los vértices de los colores asigna-
dos a las aristas. Como ejemplo, vemos cémo modelar CUBRIMIENTO POR VERTICES
(también llamado “cobertura de vértices”, vertex cover en inglés) como un problema
1-localmente verificable con un sistema de vecindades parciales constante.

e L, =1{0,1} para todo vértice v € V(G) y
L., = {0} para toda arista uv € E(G),

o (WEIGHTS, <, ®) = (Nt < ),
e W(v,c) = c(v) para todo elemento v € V(J(G)),

e check(v,c) = TRUE para todo vértice v € V(G) y
check(uv, ¢) = (c(u) + c¢(v) > 1) para toda arista uv € E(G),

e N,: ={0,1} para todos v € V(J(G)), i € L,,

e nH" n’ = min(n + n',1) para todos v € V(J(G)), i € L,,

e newN,;(V',j) = j para todos v, v € V(J(G)),i € L,, j € L,
e W,,(n) =i para todos v € V(J(G)), i € L,,

e check, ;(n) = TRUE para todo vértice v € V(G),i € L, y
checkyyo(n) = (n > 1) para toda arista uv € E(G).

Notemos que CUBRIMIENTO POR ARISTAS (en inglés, edge cover) es esencialmente lo
mismo pero intercambiando vértices y aristas.

Respecto al segundo tipo de problemas, como dos aristas adyacentes en E(G) estan
a distancia 2 en J(G), podemos usar las ideas que empleamos anteriormente para DoO-
MINACION SEMI-TOTAL: los vecinos en J(G) de las aristas en F(G) (que son vértices
en V(G)) son los encargados de verificar los requerimientos de las aristas en F(G). Lo
ilustraremos para el problema de EMPAREJAMIENTO MAXIMO (mazimum matching):

e L, = {0} para todo vértice v € V(G) y
L., ={0,1} para toda arista uv € E(G),

o (WEIGHTS, X, @) = (R, >, ),

» W(v,c) = ¢(v) para todo elemento v € V(J(G)),

e check(v,c) = (ZueNG(U) c(uv) < 1) para todo vértice v € V(G) y
check(uv, ¢) = TRUE para toda arista uv € E(G),

e N,. ={0,1} para todos v € V(J(G)), i € L,,

e nH” n' = min(n + n',1) para todos v € V(J(G)), i € L,,

e newN,;(V',j) = j para todos v, € V(J(G)),i € L,, j € L,

e W, ;(n) =i para todos v € V(J(G)), i € L,,

e check,o(n) = (n < 1) para todo vértice v € V(G) y
check,, ;(n) = TRUE para toda arista uv € E(G),i € Ly,.



Capitulo 8

Relacién con otros marcos generales

8.1. Problemas LCVS y LCVP

Sean ¢ y p conjuntos finitos o co-finitos de enteros no negativos. Un subconjunto
de vértices de un grafo G es un conjunto (o, p) si para todo vértice v € S tenemos
IN(v) N S| € oy para todo vértice v € V(G) — S tenemos |N(v) N S| € p. Los
llamados problemas localmente verificables de subconjuntos de vértices (en inglés, locally
checkable vertex subset, abreviado LCVS), definidos por Telle en [164], consisten en
encontrar un conjunto (¢, p) minimo o maximo en un grafo dado, con la posibilidad de
que este grafo sea pesado.

Una generalizacién de estos problemas, definida también en [164], pregunta por una
particion del conjunto de vértices en un nimero constante ¢ de clases, cada una de las
cuales debe satisfacer una cierta propiedad (o, p), como se describe a continuacién. Una
matriz de restricciones de grado D es una matriz de ¢ X ¢ cuyas entradas son conjuntos
finitos o co-finitos de enteros no negativos. Una D-particion de un grafo G es una
particién {V4, Vs, ..., V,} de V(G) tal que, para todos i, j con 1 <4, j < ¢q y para todo
v e V;, vale que |[N(v)NVj| € DIi, j|. Un problema localmente verificable de particion de
vértices (en inglés, locally checkable vertex partitioning, abreviado LCVP) consiste en
decidir si GG tiene una D-particion. También existen variantes de optimizacién de este
problema en grafos pesados. Los problemas LCVP de distancia r se definen en [121]
como una generalizacion de los problemas LCVP en los cuales se considera, para cada
vértice v € V(G), su vecindad de radio r, N§(v), en lugar de Ng(v).

En [165], Telle y Proskurowski probaron que los problemas LCVP son FPT para-
metrizados por treewidth. Este resultado fue generalizado en [50], donde Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle presentaron un algoritmo basado en programacion dindamica para
resolver problemas LCVP dado un arbol binario de descomposicién del grafo de en-
trada, cuya complejidad es FPT parametrizada por boolean-width. En [121], Jaffke,
Kwon, Stromme y Telle extienden este resultado, mostrando que este mismo algoritmo
se puede adaptar a los problemas LCVP de distancia r, y que entonces estos son XP
parametrizados por la mim-width de un arbol binario de descomposicién dado.

En [95], Gerber y Kobler estudiaron una variante de LCVP donde las entradas de
la matriz D son conjuntos de enteros consecutivos (no necesariamente acotados por
alguna constante) y cada vértice v tiene un conjunto asociado p(v) C [1,¢] tal que si
v € V; entonces i € p(v) (en otras palabras, cada vértice tiene asociada una lista de
clases a las que puede pertenecer, tal como ocurre en coloreo por listas). Ellos probaron

113
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que estos problemas son XP parametrizados por clique-width.
Los problemas LCVP pueden ser modelados como problemas 1-localmente verifica-
bles de la siguiente manera:

» CoLORS = [1,4],

o (WEIGHTS, X, ®) = (N7 < +) en el caso de problemas de minimizacién, o
(WEIGHTS, <, ®) = (N7, > +) en el caso de problemas de maximizacion,

e W(v,¢) = wy (v para algin valor w, .,y dado en la entrada o segtin el problema
especifico, y

» check(v,c) = (Vj € [1,q]. [Na(v) N e ()] € Dle(v), 5.

Con este modelo, las funciones de costo y verificacion son contadoras de colores con las
siguientes funciones asociadas:

W/(U7 ia :u) = wv,ia

check'(v,i, ) = (Vj € [1,4]. p; € D[i, j])-

Notemos ademés que, como los conjuntos D], j] son finitos o co-finitos, para verificar
si u; € Dli, j] alcanza con conocer el valor de de y; hasta uno més que el maximo valor
de DlJi, j] si este conjunto es finito, o el maximo valor del complemento de Di, j] si este
conjunto es co-finito. Por lo tanto, el modelo dado es d-estable, siendo d el méximo
entre todos estos valores mencionados para los conjuntos D], j|. De esta manera, los
Corolarios 3.1.8, 4.1.11 y 5.1.4 nos permiten obtener los mismos resultados de [50,121,
165] respecto a la parametrizacion de los problemas LCVP segin treewdith, clique-
width y mim-width. Respecto a la variante considerada en [95], s6lo podemos decir que
es contadora de colores y entonces el Corolario 4.1.9 da los mismos resultados que los
presentados en [95]. Este anélisis también lo podemos hacer para los problemas LCVP
de distancia r, de acuerdo a lo expuesto en las Secciones 3.3, 4.3 y 5.1.1.

Los problemas LCPV tienen la caracteristica de que la propiedad local que todo
vértice debe satisfacer considera independientemente la cantidad de vecinos en cada
clase. Si bien muchos problemas localmente verificables de interés son expresables como
problemas LCVP, existen otros igualmente relevantes que no admiten tal caracteriza-
cién pero que si pertenecen a nuestro marco (e incluso algunos son d-estables). Por
ejemplo, el problema de {k}-DOMINACION (ver definicién en el Apéndice A), ya que
la propiedad local involucra la suma de todos los valores asignados a los vecinos. En
el Capitulo 7 podemos encontrar atiin més ejemplos de este tipo de problemas. Por lo
tanto, los resultados de esta tesis efectivamente generalizan los obtenidos previamente
respecto a problemas LCVP.

8.2. Problemas LCC y ECC

En [32,33] Bodlaender definié los problemas llamados de composicion de condiciones
locales (en inglés, local condition composition, abreviado LCC) y de composicion de
condiciones en aristas (edge condition composition, ECC), y mostr6é que los primeros
se pueden resolver en tiempo polinomial en grafos de treewidth y grado acotados, y que
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los segundos se pueden resolver en tiempo polinomial en grafos de treewidth acotada.
A continuacién presentaremos las definiciones originales de estos problemas. Notamos
M (v) al conjunto de aristas cuyos extremos estdn a distancia a lo sumo k de v en G.

Definicién 8.2.1 ([32, Definicién 2.9]). Sea IT un problema de decisién en grafos, y
sean Drp el conjunto de instancias de II, Yi; el conjunto de instancias para las cuales

[19=e))

la respuesta es “si”, y s : Dy — N una funcién que asigna tamanos a instancias de II.
Decimos que II es un problema bdsico de condiciones locales, si 'y solo si existen

¢ enteros no negativos m,c € N|
e m monoides conmutativos (M*, @),..., (M™, &™),y

e una tupla (M™ @™ <) tal que (M™" ®@™*1) es un monoide conmutativo,
(M™*1 <) es un orden total y # < y = z @™ 2 <X y @™ 2 para todos
r,y,z € M™!

tales que

e cada D € Dy es de la forma (G, (X,Y, Ry,..., Ry, K,I)), donde

e (G es un grafo no dirigido

e X es un conjunto finito con s(D) > | X|

e Y es un conjunto finito con s(D) > |Y|

e para todo i, 1 <i < m, R; denota a un subconjunto de M*
« K € Mmt!

e para todo i, 1 < i < m+ 1, existe una funcién val;, que asigna todas las 4-tuplas,
que consisten en una instancia D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy, un
vértice v € V(G), y funciones f: N&[v] — X, g: M&(v) — Y, a elementos de
M;, tal que para toda (constante) d € N*:

1. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula
val;(D,v, f,g) para todos D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy,
veV(Q), f: N&[v] = X, g: M&(v) — Y con A(G) < d.

2. si 1 < i < m, existe un polinomio p; tal que, para todos D = (G, (X, Y, Ry,
ooy Ry, K, 1)) € Dy, con A(G) < d 'y subconjuntos W C V(G), tenemos
|{®:UEW 'Uali(Dvwvf|Né[w]7g|Mé(w)) | VK NCC}[W] - X,g: M(C}(W) - Y}| <

pi(s(D)).
3. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula a ®' b pa-
ra a,b tales que existen D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy, con

A(G) <d, W, CV(G), Wy CV(GQ), WinWy =0, f: N,[W1 UW,] — X,
g: Mé(Wl UWs) = Y, ya= ®;€W1 val;(D,w, f Né[w},g\Mé(w)) yb=
®zueW2 val;(D,w, f‘Né[wb g’Mé(w))-

4. sii = m+1 entonces existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),
determina si @ < b para a, b tales que existen D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K,
I)) € Dy, con A(G) < d, W CV(G), fi: N&[W] = X, for NE[W] — X,
g1 MEW) = Y, g2t MEW) = Y,y a = @1y valyar (D, w, filnew),

gl’Mé(w)> yb= ®nglv VAl (D, w, fa

Né[w]vg2|Mg(w)) ob=K.
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5.si 1 < ¢ < m, existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),

determina si a € R;, para todos D = (G, (X, Y, Ry, ..., R,, K,
I)) € Dp con A(G) < d, f:V(G) = X, g: BE(G) = Y ya =
®:u€V(G) val;(D, w, f|N&[w} ’ 9|Mg(w))-

e Para todo D = (G, (X,Y,Ry,..., Ry, K,I)) € Dy, D € Yy siy sélo si existen
funciones f: V(G) — X, g: E(G) — Y, tales que
L Vi, 1<i<m: ®yeypq vali(D, v, flng ), 9lusw) € Ri
2. ®ZS/1(G) valy,1(D,v, f

Definicién 8.2.2 ([32, Definicién 2.10]). Sea II un problema de decisién en grafos.
Decimos que II es un problema de composicion de condiciones locales si y sélo si existen
un problema bésico de condiciones locales II' y una transformacién polinomial de II a
IT'. La clase de problemas de composicién de condiciones locales se nota LCC.

Nef) 9l ) < K.

Definicién 8.2.3 ([32, Definicién 2.11]). Sea II un problema de decisién en grafos, y
sean Dy el conjunto de instancias de II, Y7 el conjunto de instancias para las cuales la

[{9=Ee)]

respuesta es “si”, y s : Dy — N una funcién que asigna tamanos a las instancias de II.
Decimos que II es un problema bdsico de condiciones en aristas, si y sélo si existen

e un entero no negativo m € N,
» m monoides conmutativos (M, @), ... (M™, &™),y

e una tupla (M™ @™+ <) tal que (M™ @) es un monoide conmutativo,
(M™1 <) es un orden total y * <X y = z @™ 2z <X y @™ 2 para todos
x,y,z € M™H!

tales que

e cada D € Dy es de la forma (G, (X,Y, Ry,..., Ry, K,I)), donde

¢ (& es un grafo no dirigido

e X es un conjunto finito con s(D) > | X|

e Y es un conjunto finito con s(D) > |Y|

e para todo i, 1 < i < m, R; denota a un subconjunto de M®
« K e Mmtt

e para todo i, 1 < i < m+ 1, existe una funcién val;, que asigna todas las 4-tuplas,
que consisten en una instancia D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy, una
arista uv € E(G), y funciones f: {u,v} — X, g: {uv} — Y, a elementos de M;,
tal que:

1. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula
val;(D,e, f,q), para todos D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy,
w € E(G), f: {u,v} - X, g: {uv} - Y.

2. si 1 <4 <'m, existe un polinomio p; tal que para todos D = (G, (X, Y, Ry,
..., Ry, K, I)) € Dpy E' C E(G), tenemos |{Q),,,crr vali(D, uv, f(u),
f), g(wv)) | f: No(E) = X, g: E = Y} < pi(s(D)).
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3. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula a ®' b para
a,b tales que existen D = (G, (X, Y, Ry, ..., R, K, I)) € Dy, Ey C E(G),
By, C E(G), EiNEy, = Q), f: Ng(El UEQ) — X? g: Ei U Ey, — Y, y
a = ®:weE1 vali(Da uv, f(u)u f(l)), g(uv)) y b= ®:wEE2 Uali(D7 uv, f(u),
f(), g(uv)).

4. si ¢+ = m + 1 entonces existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en
s(D), determina si a =< b para a,b tales que existen D = (G, (X, Y, Ry,
ooy Ry K, I)) € D, E' C E(G), fi: No(E') — X, fa: Ng(E') = X,
g E =Y, g B =Y, ya= QN val, 1 (D,uv, fi(u), fi(v), g1 (uv))
¥ b= Qe valmaa (D, uv, fo(u), fo(v), ga(uv)) 0 b= K.

5.si 1 < ¢ < m, existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),
determina si a € R;, para todos D = (G, (X, Y, Ry, ..., Ry, K, I)) € Dy,

[ V(G) = X, 9: E(G) = Yya=Qep vali(D, uv, f(u), f(v), g(uv)).

e Para todo D = (G,(X,Y,Ry,..., R, K,I)) € Dy, D € Yy si y sélo si existen
funciones f: V(G) — X, g: E(G) — Y, tales que

L. VZ,l <i<m: ®iw€E(G) Uali(Da uv, f(u)a f(U), g(U’U)) €R;
2. ®:Z;—21E(G) valerl(D: uv, f<u>7 f(U), g(uv)) S K.

Definicién 8.2.4 ([32, Definicién 2.12]). Sea IT un problema de decisién en grafos.
Decimos que II es un problema de composicion de condiciones en aristas, si y sélo si
existen un problema bésico de condiciones en aristas I1' y una transformacién polino-
mial de IT a IT". La clase de problemas de composiciéon de condiciones en aristas se nota

ECC.
Teorema 8.2.5 ([32, Teorema 2.5]). ECC C LCC.

Teorema 8.2.6 ([32, Teorema 3.7]). (i) Sea Il € LCC, y sean k,d € N*. Sea © una
clase de grafos tal que G € © = A(G) < d A tw(G) < k. Luego, 11 restringido a ©
puede resolverse en tiempo polinomaial.

(i) Sea I € ECC, y sea k € NT. Sea © una clase de grafos tal que G € © =
tw(G) < k. Luego, II restringido a © puede resolverse en tiempo polinomial.

Consideremos un problema IT € ECC'. Por definicion, existe un problema bésico de
condiciones en aristas II’ tal que II puede ser reducido polinomialmente a II'. Vamos
a mostrar que II' puede ser reducido polinomialmente a un problema 1-localmente
verificable con propiedades globales de composicién de condiciones locales en el grafo
dentado J(G) del grafo G de entrada de II'. Sea (M*, ®*, <*) obtenido al agregar un
elemento maximo a (M™" @™*1 <). Luego,

e L, = X para todo vértice v € V(G), y
Ly, = L, X L, X Y para toda arista uv € F(G),

. (WEIGHTS, j, @) - (M*; j*y ®*)7

* W, , = Ig para todo vértice v € V(G),y
Wu’U,(CEu@m?J) - Ualm+1(D7 UV, Ly, Ty y) para toda arista uv < E(G)7
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 check(v,c) = TRUE para todo vértice v € V(G) y toda asignacién de colores ¢
valida en Ny [v], v
check(uv,c) = (c(uv); = c(u) A c(uv)y = c¢(v)) para toda arista uv € E(G) y
toda asignacién de colores ¢ valida en Nyq)le], y

» propiedades globales de composicién de condiciones locales (sobre un coloreo c):

wver(c) vali (D, uv, c(uv)y, e(uv)z, c(uv)s) € R, para todo i € [1,m].

Con un enfoque similar podemos reducir polinomialmente un problema II € LCC),
restringido a grafos de treewidth y grados acotados, a un problema r-localmente verifi-
cable con propiedades globales de composicién de condiciones locales en el grafo dentado
J(G) del grafo G de entrada de II (para algin r apropiado). Sea (M*, ®*, <*) una tu-
pla obtenida al agregar un elemento méximo a (M™*! @™+ <). Para todo v € V(G),
sean F, y G,, respectivamente, los conjuntos de todas las funciones f: N5[v] — X y
g: M{.(v) =Y (notemos que F, y G, son conjuntos finitos que se pueden calcular en
tiempo polinomial). Luego,

e L, =F, x G, para todo vértice v € V(G), y
L., =Y para toda arista uv € E(G),

o (WEIGHTS, =X, ®) = (M*, =*, ®*),

* Wy (1) = Valmi1(D, v, f,g) para todo vértice v € V(G), y
Wy = Is para toda arista uv € E(G);

* para todo vértice v € V(J(G)) y toda asignacién de colores ¢ vdlida en N [v],
check(v, ) verifica que fu(2) = fu(2) ¥y 9u(y) = gu(y) (donde (fu,9u) = c(u) y
(fw: gw) = c(w)) para todos u,w € Nj oy [v]NV(G), x € N [v] N NG [u] N NG [w]
Y Y € Njgv] N Mg(u) 0 Mg(w), y

* propiedades globales de composicién de condiciones locales (sobre un coloreo c):
rev(c) vali (D, v, c(v)1,¢(v)2) € Ri, para todo i € [1,m].

Notemos que en ambos casos podemos dar, de manera directa, sistemas de vecin-
dades parciales polinomiales. Por lo tanto, estas reducciones junto con los resultados
del Capitulo 3 nos permiten obtener los resultados de Bodlaender en [32,33]. Si bien
no se menciona explicitamente en estos articulos, los resultados generales refieren a
algoritmos XP parametrizados por treewidth (en el caso de problemas ECC) y XP
parametrizados por treewidth mds grado (problemas LCC), y si tanto |X| como |Y|
estan acotados por alguna constante entonces los algoritmos son FPT. Los resultados
de esta tesis nos permiten decir precisamente esto mismo.

Es mas, nuestros resultados son equivalentes respecto a la parametrizacion por tree-
width mas grado, ya que podemos pensar a la funcién check como un caso particular
de las funciones val; y a W como val,,,1. Sin embargo, dado que atin en el caso ¢ =1 la
complejidad del algoritmo de [32] sigue dependiendo exponencialmente del grado, los
resultados del Capitulo 3 son efectivamente més generales. Por otro lado, también ana-
lizamos la complejidad para mas parametros de anchura (clique-width y mim-width).
Incluso podemos responder automaticamente algunas de las preguntas abiertas plan-
teadas en [33, Tabla 1]. Por ejemplo, Bodlaender mostré que el problema mdzimo
subgrafo conexo de grado acotado (mazimum degree-bounded connected subgraph, en
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inglés) es LCC y por lo tanto resoluble en tiempo polinomial en grafos de treewidth y
grado acotados, pero dejo abierta la complejidad para grafos de treewidth acotada. En
este problema, dado un grafo G y un entero positivo d, se busca un subgrafo conexo
de grado méximo a lo sumo d, con conjunto de vértices igual a V(G) y con la mayor
cantidad posible de aristas. Notemos que se puede modelar facilmente como un pro-
blema 1-localmente verificable en el grafo S(G): los conjuntos de colores disponibles
son L, = {1} para todo v € V(G) y L. = {0, 1} para toda e € E(G), los costos son
w(v,c) =1sive E(G)yc(v)=1,y w(v,c) =0 en cualquier otro caso, la funcién de
verificacién estd dada por check(v,c) = (266NS(G)(U) cle) < d) para todo v € V(G) y

check(e,c) = TRUE para toda e € E(G), y se incluye una propiedad global para pedir
que la clase de color 1 sea conexa. Por los resultados del Capitulo 3, este problema es
resoluble en tiempo polinomial en grafos de treewidth acotada.

8.3. Lobgica A&C DN

La ldgica de vecindad a distancia con restricciones de aciclicidad y conectividad (en
inglés, distance neighborhood logic with acyclicity and connectivity constraints, A€C
DN) fue presentada por Bergougnoux, Dreier y Jaffke en [26], donde ademds prueban
que todo problema expresable mediante una férmula de longitud constante en dicha
logica es XP parametrizado por mim-width. Esta logica estd basada en la famosa légica
monadica de segundo orden MSO; del llamado Teorema de Courcelle para clique-
width [67].

Los grafos se pueden considerar como estructuras légicas y asi podemos expresar
formalmente sus propiedades mediante férmulas l6gicas. Una férmula en logica MSO,
es una férmula en légica de segundo orden sobre grafos donde las cuantificaciones (V'y
3) s6lo pueden ser sobre vértices o conjuntos de vértices. La ldgica MSO, existencial es
la restriccion de MSO; donde no se permiten cuantificadores universales ni negaciones
de términos que contengan cuantificadores existenciales.

A continuacién transcribiremos la definicién formal de la sintaxis de la 16gica A&C
DN dada en [26]. Los términos de vecindad se definen de la siguiente manera:

 toda variable de conjunto X es un término de vecindad,

e para todo término de vecindad ¢ y enteros positivos d y r, NJ(t) es un término
de vecindad,

e toda relacién unaria P es un término de vecindad,
e () es un término de vecindad, y

e sityt son términos de vecindad entonces ¢, t N¢', t Ut y ¢\ ¢’ son términos de
vecindad.

La légica A&C DN se define entonces como la extension de logica MSO; existencial
con las siguientes reglas:

e si ¢t es un término de vecindad y m un entero no negativo, entonces [t| = m,
[t| < m y |[t| > m son férmulas de esta logica,
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e sity ¢ son términos de vecindad entonces t = ¢/, ¢t Ct' y t Dt/ son férmulas de
esta logica, y

e si ¢t es un término de vecindad, entonces acy(t) y con(t) son férmulas de esta
logica.

Una relacién unaria P representa un conjunto fijo de vértices, y () el conjunto vacio.
Sea t un término que representa un conjunto S de vértices de un grafo. Para enteros
positivos d y r, el término NJ(¢) denota al conjunto de todos los vértices v para el
cual existen al menos d vértices en S cuya distancia a v es al menos 1 y a lo sumo
r. Ademads, acy(f) y con(t) expresan que el conjunto S induce un subgrafo aciclico
y conexo, respectivamente. Las férmulas [t| = m, [t| < m y [t|] > m expresan la
comparacion del tamano de .S con m. Sea t' un término que representa un conjunto S,
luegot =t', t Ct' yt Dt expresan las respectivas comparaciones de los conjuntos S
y S’. El resto de la seméntica se hereda de la de MSO;.

Por ejemplo, la féormula 3X. P C X U N} (X) expresa la existencia de un conjunto
X que domina a los vértices en el conjunto dado por P. La férmula 3X.|X| > 5 A
N3 (X)N X = 0 expresa la existencia de un conjunto X de al menos 5 vértices tal que
cada vértice en X tiene a lo sumo un vecino en X.

Para una férmula ¢ en l6gica A&C DN, |p| denota la longitud de ¢, d(¢) denota
al mayor entero d tal que existe un término N;(-) en ¢, R(p) denota al conjunto de
enteros 7 tales que existe un término N7 (:) en ¢ y 7(¢) denota al méximo elemento
de R(y). El principal resultado de [26] indica que todo problema de optimizacién en
grafos expresable mediante una féormula ¢ en légica A&C DN puede resolverse en
tiempo nO@W @) mas ain nOwd@)le) g r(p) = O(1), donde n es la cantidad de
vértices del grafo de entrada y w es la mim-width de un arbol binario de descomposicion
asociado al grafo de entrada.

En [26] también demuestran que toda férmula A&C DN ¢ puede ser expresada
como una formula AEC CDN ¢, la cual es una férmula de la forma 3X; ... X;. ¢
donde 1) es una combinacién booleana (es decir, una expresién que usa A, V 'y —) de
los siguientes tipos de formulas primitivas:

1. (P =X;), para un P fijo y alguna variable X,

2. (X; = Xj), para algunas variables X;, X,

3. (X; = X;), para algunas variables X;, X,

4. (X;NX; = X,,), para algunas variables X;, X, X},

5. (N}(X;) = X,), para algunas variables X;, X; y enteros positivos d y r,
6. (|X;| < m), para alguna variable X; y un entero positivo m,

7. acy(X;), para alguna variable X,
8. con(X;), para alguna variable X;.

Mas atn, la longitud de ¢ es a lo sumo 10 veces la longitud de ¢, d(¢') = d(y)
y R(¢") = R(p) ([26, Observacién 3.1]). Esta reformulacién es ttil para desarrollar
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algoritmos sobre esta légica y en particular la utilizaremos para comparar esta logica
con nuestro marco.

A continuacién mostraremos que el conjunto de problemas que se pueden modelar
utilizando férmulas A&C DN de longitud constante y d(-) constante es equivalente al
conjunto de problemas que se pueden modelar utilizando problemas localmente veri-
ficables con cantidad constante de colores, funciones de verificaciéon y peso que son
d-estables a t distancias (para algunas constantes d y t), y propiedades globales de
tamano, conectividad y aciclicidad.

Comenzaremos mostrando cémo modelar un problema expresable mediante una
formula en logica A&C DN pero esta vez utilizando problemas localmente verificables
con propiedades globales de tamano, conectividad y aciclicidad.

Lema 8.3.1 ([103, Lema 4.1]). Sea IT un problema expresable mediante una formula
¢ en logica A&C DN. Luego, existen enteros positivos p < 210¢l ¢ < 210l 4 ¢ <
lol, y un conjunto {II,...,IL,} de problemas localmente verificables con q colores,
funciones de peso y verificacion d(p)-estables a t distancias, y propiedades globales de
peso, conectividad y aciclicidad, tales que, para una entrada dada, el optimo entre todas
las soluciones optimas de 11y, ... II, es equivalente a la solucidn optima de II.

Demostracion. Sean G el grafo de entrada y ¢ una férmula en 16gica A&C CDN equi-
valente a ¢, donde ¢ = (3X; ... X;. 1) y ¢ es una combinacién booleana de férmulas
primitivas de los ocho tipos vistos mas arriba. Sea A = A;U...UAg el conjunto de todas
las formulas primitivas en ¢, donde A; contiene exactamente las férmulas primitivas
que son del tipo 4, para cada i € [1, §].

Hay a lo sumo |¢| férmulas primitivas en A y por lo tanto a lo sumo 2% asignaciones
de valores de verdad T: A — BoOOL. Para cada tal asignacién que satisface 1, vamos
a mostrar como modelar funciones de verificacién y peso, y propiedades globales de
tamano, conectividad y aciclicidad. Sea T: A — BOOL una asignacién de valores de
verdad que satisface 1. Para cada i € [1,8], sea A; el conjunto de todas las férmulas
primitivas de A; a las cuales T les asigna TRUE. También notemos A; = A; — Af.
En otras palabras, el conjunto A contiene todas las férmulas primitivas de A; que
tienen que valer para satisfacer ¢ segtn lo indicado por T'. Andlogamente, A; contiene
aquellas formulas primitivas de A; que no deben valer, segiun T'.

Definimos R como R(y) si este conjunto no es vacio, y en caso contrario definimos
R como {1}. Notemos que el tamano de R no es mayor a la longitud de ¢.

Definimos COLORS = P([1,k]) x P(A;) x P(As). Notemos que |[COLORS| =
2k . olAsl . gl4s] < 2l¢l < 2101%l Intuitivamente, si un vértice v recibe el color (S, Fy, Fy),
entonces S representa el subconjunto de las variables Xi,..., X} en las cuales v esta
contenido, y F} y F5 indican cuéles de las formulas en A; y As, respectivamente, son lo-
calmente satisfechas en v. Vamos a definir una funciéon check que sélo verifica si Fy y Fj
cumplen lo mencionado anteriormente. Esta funcién sera d(y)-estable a |R| distancias
r1,...,rr € R. Para cada v € V(G), (S, F1, F5) € COLORS y i € NICOWOmXIBl (cyyas
entradas notamos mediante ﬁ?s,7F1,,F5,) para cualquier r € Ry (S, F|, F}) € COLORS),
definimos check(v, (S, F1, F5),;1) = TRUE si y sélo si se cumplen las siguientes dos
condiciones:

e para todo (P = X;) € Ay, tenemos que (P = X;) € Fy siysélosi (i € 5)y
(v € P) son o bien ambos verdaderos o bien ambos falsos,
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para todo (N} (X;) = X;) € As, tenemos que (Nj(X;) = X;) € Fysiysdlosi (5 €

S)y <ZFchl Dopicas 2osCliklies B pyp 2 ) son o bien ambos verdaderos o
bien ambos falsos.

Definimos las siguientes propiedades globales de tamano, conectividad y aciclicidad,
las cuales van a terminar de garantizar que se satisface 1.

Para cada (P = X;) € A y cada (S, F1, F5) € COLORS donde F; no contiene a
(P = X;), el tamano de la clase de color (S, Fi, F5) es 0.

Para cada (P = X;) € Ay, existe un color (S, Iy, F5) € COLORS tal que F; no
contiene a (P = X;) y el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es al menos 1.

Para cada (X; = X;) € A] y cada (S, Fy, F5) € COLORS donde |[S N {i,j} =1
el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es 0.

Para cada (X; = X;) € A;, existe un color (S5, Fy, F5) € COLORS tal que [S N
{i,7}| = 1y el tamano de la clase de color (S, F, F5) es al menos 1.

Para cada (X; = X;) € AT y cada (S, Fy, F5) € CoLORs donde |S N {i,j}| # 1,
el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es 0.

Para cada (X; = X;) € A, existe un color (S, F}, F5) € COLORS tal que |S N
{i,7}| # 1y el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es al menos 1.

Para cada (X;NX; = X,,) € A y cada (S, F1, F5) € CoLORs donde SN{i, j, h} €
{{i,7},{i,h}, {4, h},{h}}, el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es 0.

Para cada (X; N X, = X;) € A, existe un color (S, Fy, F5) € COLORS tal que
S{i, g, h} € {{3,7},{i,h}, {4, h},{h}} y el tamano de la clase de color (S, F}, F5)

es al menos 1.

Para cada (Nj(X;) = X;) € Af y cada (S, Fy, F5) € CoLORs donde F5 no
contiene a (NJ(X;) = X;), el tamano de la clase de color (S, Fy, F5) es 0.

Para cada (N}(X;) = X;) € Aj, existe un color (S, Fy, F5) € COLORS tal que
F5 no contiene a (N} (X;) = X;) y el tamafio de la clase de color (S, Fi, F5) es al
menos 1.

Para cada (| X;| < m) € A, la suma de los tamaitios de todas las clases de colores
(S, Fy, F5) con i € S es alo sumo m.

Para cada (|X;| < m) € Ay, la suma de los tamanos de todas las clases de colores
(S, F1, Fs) con i € S es al menos m + 1.

Para cada acy(X;) € A¥, el conjunto de todos los vértices de colores (S, F, F),
donde 7 € S, induce un subgrafo aciclico.

Para cada acy(X;) € A7, el conjunto de todos los vértices de colores (S, Fy, F}),
donde i € S, induce un subgrafo no-aciclico.

Para cada con(X;) € A7, el conjunto de todos los vértices de colores (S, I, F),
donde i € S, induce un subgrafo conexo.
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e Para cada con(X;) € Ag, el conjunto de todos los vértices de colores (S, F, F}),
donde ¢ € S, induce un subgrafo no-conexo.

En [26] se considera que el grafo de entrada G tiene un peso asociado w(v,S) € N
para cada vértice v € V(G) y cada conjunto S C [1,k], vy el peso de una k-tupla
B € P(V(G))* se define como > vev(c) W, {i: v € B;}). Luego, podemos considerar
el conjunto de pesos (WEIGHTS, X, @) = (N7 > 4) y definir la funcién de peso
como W(v, (S, Fi, F5), 1) = w(v,S) para cada v € V(G), (S, Fi, F;5) € COLORS y
ﬁ c N‘COLORS|><|R“

Para obtener una solucién éptima del problema II, tenemos que calcular la solucion
6ptima del problema localmente verificable asociado a cada asignacion T de valores de
verdad a las férmulas primitivas que satisface 1, y luego simplemente elegir la mejor
solucién obtenida entre todas. Como mencionamos arriba, la cantidad de asignaciones
T posibles es a lo sumo 2/¥! y, por [26, Observacién 3.1], esto es a lo sumo 2%, [

Ahora probaremos que todo problema localmente verificable con ¢ colores, funcio-
nes de peso y verficacion que son d-estables a t distancias, y propiedades globales de
tamano, conectividad y aciclicidad, puede ser expresado mediante férmulas en logica
A&C DN cuyas longitudes estan acotadas por una funcién en d, ¢ y t inicamente. Este
resultado, junto con el Teorema 1.2 de [26], implica que tal problema es XP parame-
trizado por la mim-width de un arbol binario de descomposicion dado, cuando tanto
d, g como t estan acotados por una constante. Mas ain, nos permite combinar estos
problemas con cualquier otra propiedad potencialmente expresable en alguna extension
de esta logica. Sin embargo, cuando el problema no tiene propiedades globales de acicli-
cidad entonces la complejidad de utilizar este método resulta un tanto peor que aplicar
directamente el algoritmo del Capitulo 5, el cual, por otro lado, s6lo puede manejar
propiedades globales de tamano y conectividad pero no de aciclicidad. En efecto, para
un problema d-estable con g colores y ninguna propiedad global, la complejidad dada
por el algoritmo del Capitulo 5 es n®®) mientras que la complejidad que resulta de
aplicar esta idea es nP@@@(@+1)*) gendo w la mim-width del drbol binario de des-
composicion dado. No obstante, ambos resultados implican que los problemas son XP
parametrizados por w.

Lema 8.3.2 ([103, Lema 4.2]). Consideremos un problema localmente verificable 11
en un grafo G, con un conjunto de q colores COLORS = {ai,...,a,}, funciones de
peso y verficacion que son d-estables a t distancias ry,...,r;, propiedades globales de
tamano dadas por un conjunto K C part, (|V(G)|), propiedades globales de conectividad
positiva y negativa dadas por los conjuntos CT,C~ C P([1,q]), y propiedades globales de
aciclicidad positiva y negativa dadas por AT, A~ C P([1,q]). Luego, existe un conjunto
Q= {p1,..., 0} de formulas en logica AEC DN tal que resolver 11 es equivalente a
encontrar el optimo entre todas las soluciones optimas de los problemas asociados a las
férmulas en @, y la longitud de cada una de estas formulas es O(tq*d(d + 1)%%).

Demostracion. Sea K € K. Vamos a mostrar como construir una férmula ¢x en logica
A&C DN que expresa el problema de determinar el minimo peso de un coloreo propio
que satisface la propiedad global de tamano dada por K y las propiedades globales de
conectividad y aciclicidad dadas por C*, C~, AT y A~. El conjunto ® que buscamos
es entonces {¢x : K € K}. En efecto, una solucién éptima de II tiene que satisfacer
alguna de las restricciones de tamano en K. La solucién 6ptima de Il entonces tiene
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que ser la mejor entre todas las soluciones 6ptimas a los problemas asociados a las
formulas en @.

Sea T = [1,q] x [0,d]*. Para cada tupla (j,5) € T, donde j € [1,q]
y & o= (A, 0, (@, @) € [0,d]", definimos el conjunto P(z =
{v € V(G) : check(v, a;, 1) = TRUE}.

Primero, notemos que encontrar un coloreo propio de peso minimo es equivalente a
encontrar el menor peso de una particién de V(G) en conjuntos Xr, con T' € T, tales
que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. check(v,a;,1t) = TRUE (o, equivalentemente, v € P(;z) ) para todas las tuplas
(4,;) € T y todos los vértices v € X(;z),

2. ﬂj- = min <d, NG(v)N (Uﬁeﬂo,d]]qt X(jﬂ)) D para todo i € [1,t] y todo j € [1, 4],
para todas las tuplas (j, i) € T y todos los vértices v € X(;z),

3. para todo j € [1,q], la cantidad de vértices en el conjunto Uﬁe[[(),d]]qt Xim es
igual a K, es decir, la propiedad global de tamano se satisface para toda clase
de color,

4. para todo C' € C* (respectivamente C™), el subgrafo inducido por el conjunto
, | « X (i) es conexo (respectivamente no conexo), es decir, se satisfacen
jeC \Jnel0,d] (4,5)
las propiedades globales de conectividad,

5. para todo A € A" (respectivamente A7), el subgrafo inducido por el conjunto
, _ « X(im es aciclico (respectivamente no aciclico), es decir, se satisfa-
jeA Une[0,d] (4,5)
cen las propiedades globales de aciclicidad,

donde los pesos son definidos como wy; ) (v) = W(v, a;, 1i). En otras palabras, partimos
el conjunto de vértices de acuerdo al color que reciben y, para cada j € [1,¢q] y r € R,
el nimero (hasta d) de vértices de color a; que tienen a distancia a lo sumo 7.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente férmula definida en [26, Proposicién 6.4]:

part(XTGT) = U XT = Q) AN /\ XT N XT/ = Q)
TeT T1T'eT

En otras palabras, part(Xre7) evalia a TRUE si y sélo si los conjuntos de vértices
Xrer conforman una particién del conjunto V(G). También utilizaremos la siguiente
funcién, la cual se define para un entero positivo r y un conjunto finito o co-finito
1< N:
u(X) = {0 € V(G) £ [N5(v) N X] € i

Esta funcién fue presentada en [26, Lema 6.1], donde se prueba que ¢, ,(X) puede ser
expresada como una férmula en légica A&C DN de longitud O(d(u)x), donde z es la
longitud del término que representa X.

Consideremos la siguiente formula ¢y en légica A&C DN formula. Afirmamos que
expresa la existencia de una particion que satisface las 5 condiciones mencionadas
arriba.

o (Xrer) = part(Xrer) A proper(Xrer) A neigh(Xrer)
A size(Xper) A conn(Xrer) A acye(Xrer).

donde:
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* proper(Xrer) = /\ X1 C Pr,
TeT

e neigh(Xper) = /\ Xip C m ﬂ tri,f(ﬂ;;) U X(hﬁ) )

(GmeT i€[1,t] he[1,q] welo,d]at
donde la funcién f se define como f(z) ={z}siz <dy f(z)={yeN:y >x}
si no,

e = (A U Xom| =5 ).

j€lg] |mel0,d]t

o conn(Xper)= /\COH U U X(jm A /\ﬂcon U U Xiim) ,

Cect JjeC melo,d]qt CeC- JeC mel0,d]t

e acye(Xrer)= | Naey[ U U Xow | |4 Ayl U U Xom

Ae A+ JjeEA me[o,d]at AeA- Jj€A me[o,d]at

Por definicion, g expresa la existencia de conjuntos Xre7 tales que se satisfacen
las subférmulas part(Xrer), proper(Xrer), neigh(Xrer), size(Xrer), conn(Xrer) v
acyc(Xre7). Como mencionamos arriba, part(Xrer) garantiza que los conjuntos Xrer
conforman una particiéon de V(G). La subférmula proper(Xrey) expresa la condi-
cién 1 para todos los vértices. Por definicién de t, ,(X), tenemos que la subférmula
neigh(Xpe7) asegura que para cada (j, i) € 7 tenemos Xz C mie[[l,t]] ﬂhe[[Lq]]{v €

V(G) : ‘Ng(v) N <Uﬁe[[o,d1]qt X(h,ﬁ))‘ € f(zm:)}. En otras palabras, asegura que todo

vértice v € X(;z) es tal que ‘Ng(v) N <Uﬁ€[[07d]]qt X(h,ﬁ))‘ € f(u) para todo i € [1,t]
y todo h € [1, ¢], lo cual implica la condicién 2. Finalmente, size(X7e7), conn(Xrer) y
acyc(Xrer) indican que las propiedades globales de tamano, conectividad y aciclicidad
son satisfechas (condiciones 3 a b).

Notemos que T tiene q(d + 1)? elementos. Luego, la longitud de la férmula
part(Xrer) es O(¢?(d + 1)%%) y la longitud de proper(Xrer) es O(g(d + 1)%). Como
la longitud de un término ¢, z)(X) es O(d - length(X)), la longitud de neigh(Xrer)
es O(tq?d(d+1)1). Las longitudes de size(Xrer), conn(Xrer) y acye(Xrer) son, res-
pectivamente, O(g(d + 1)), O((|C*| + |~ [Jg(d + 1)) y O((JA*] + |A-Jg(d + 1))
va que hay a lo sumo ¢(d + 1)% posibles tuplas (j, 77) y para las tltimas dos férmulas
tenemos la conjuncién de [Ct|+|C™| y [AT| + |A~| términos de longitud O(gq(d + 1)%)
cada uno. Por lo tanto, y como |[Ct|+ [C™| <27y |AT| 4 |A7| < 27, la longitud de la
férmula completa es O(tg*d(d + 1)*). O

De acuerdo a [26, Teorema 1.2], cada uno de los problemas asociados a las férmulas
©1, - .-, Pl de un problema II como en el lema anterior, puede ser resuelto en tiempo
nOwtq'd(d+ 1)1 , donde w es la mim-width de un arbol binario de descomposicién da-
do. Como |K| < nq ! tenemos que resolver no més de n?~! problemas. Luego buscamos

la solucién éptima entre todas las |KC| soluciones obtenidas. Asi, la complejidad total
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2 433 Aqt .
de resolver el problema II de esta manera es nCt e @ (@d+D™)  Gracias a esta transfor-

macién podemos extender el resultado del Teorema 5.1.5 con propiedades globales de
aciclicidad.

Teorema 8.3.3 ([103]). Sean d,q y t enteros positivos. Para un problema localmen-
te verificable con q colores, funciones de verificacion y de peso que son d-estables a t
distancias, y propiedades globales de tamano, conectividad y aciclicidad, existe un algo-
ritmo que resuelve el problema en grafos con un drbol binario de descomposicion dado
en tiempo pOWd* (1)) gonde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y
w es la mim-width del drbol binario de descomposicion asociado.

Queda abierta la pregunta de si es posible expresar, en légica A&C DN, propie-
dades globales de composicion de condiciones locales donde el tamano del monoide
es polinomial y la funcién asociada es d-estable. De no ser posible, el resultado de la
Seccién 5.1.2 seria mds general que los resultados de [26] salvo por las propiedades de
aciclicidad.



Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

Presentamos un nuevo marco para formalizar lo que intuitivamente conocemos como
problemas localmente verificables. Este marco nos permite estudiar bajo qué condiciones
estos problemas son resolubles eficientemente en distintas clases de grafos. En particu-
lar, estudiamos las condiciones para obtener algoritmos FPT y XP parametrizados por
treewidth (Capitulo 3), por treewidth mas grado o, equivalentemente, por carvingwidth
(Seccién 3.3.1), clique-width (Capitulo 4) y mim-width (Capitulo 5).

La Tabla 9.1 resume los resultados obtenidos para problemas 1-localmente verifi-
cables sin propiedades globales ni etiquetas en las aristas. Los algoritmos principales
presentados pueden extenderse con distintas propiedades globales, agrandando asi la
familia de problemas que podemos resolver. Estudiamos separadamente el caso en el
que la distancia es mayor a 1 (r > 1) ya que el salto de complejidad puede ser grande
(pudiendo llegar a ser para-NP-dificil si no agregamos restricciones adicionales). Cu-
riosamente, uno de estos casos derivé en un nuevo resultado estructural relacionando
treewidth, grado y potencia de un grafo (Lema 1.6.9).

En esta tesis se incluyeron, ademas, nuevos resultados sobre esquemas de aproxima-
ci6én polinomial para problemas locamente verificables en grafos planares (Capitulo 6).
Ellos estan basados en la técnica de Baker, utilizando los resultados obtenidos pa-
ra treewidth del Capitulo 3. Existen otros esquemas de aproximacién que se podrian
intentar adaptar a nuestro marco de problemas localmente verificables (ver, por ejem-
plo, [89,90]) y que ciertamente resultan atractivos para investigar en el futuro.

Como vimos en el Capitulo 8, todos estos resultados generalizan los obtenidos con
los marcos de problemas LCC, ECC, LCVS y LCVP. En cuanto a la 1é6gica A&C DN,
pudimos probar que es equivalente bajo las condiciones impuestas para mim-width sin
incluir propiedades globales de aciclicidad ni de composicién de condiciones locales.

Nuestros resultados nos permitieron analizar la complejidad de problemas ya exis-
tentes en la literatura, para los cuales no se conocia su complejidad parametrizada por
treewidth, clique-width y/o mim-width, y para algunos de los cuales tampoco se co-
nocia un algoritmo aproximado para grafos planares. La Tabla 9.2 muestra un resumen
de todo lo anteriormente mencionado.

Todos aquellos casos indicados con “?” en las Tablas 9.1 y 9.2 quedan abiertos para
futuras investigaciones. Ademas, también quedan abiertas las siguientes preguntas:

e ;Los problemas m-estables son XP parametrizados por mim-width? Esta pregun-
ta se encuentra abierta incluso para el problema de dominacién impar en grafos
de intervalo propio. Conjeturamos que existe un problema en este grupo que es
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para-NP-dificil parametrizado por mim-width.

e Los resultados XP (no FPT) obtenidos son ajustados en el sentido de que exis-
ten problemas W[1|-dificiles en dichos grupos, pero ;jpuede mejorarse significa-
tivamente la complejidad obtenida? Esto implica, por supuesto, un analisis de
complejidad mas fino.

Otra posible continuaciéon natural de este trabajo es considerar otros parametros
de anchura en grafos, tales como los recientemente definidos sim-width [124], one-
sided-mim-width [28], neighbor-depth (28|, twin-width [38], stretch-width [37] o tree-
independence number [72], analizando en cada caso qué restricciones son suficientes
y/o necesarias para poder desarrollar algoritmos eficientes. Incluso resulta interesante
analizar qué ocurre con el parametro carvingwidth, ya que los resultados obtenidos
fueron a partir del algoritmo de treewidth, y quizas un algoritmo que aproveche las
propiedades de este parametro nos permita obtener mejores resultados.
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| COLORS]|
check, w
Constante Polinomial No acotada
Computabl FPT® carw XP carw para-NP-d carw
o ot‘i)u ao s 7 tw para-NP-d tw para-NP-d tw
nlirl1 HI;E | para-NP-h cw para-NP-d cw para-NP-d cw
pohnomha para-NP-d mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
Sistema de FPT® carw XP carw para-NP-d carw
vecindades W[1]-h, XP tw W][1]-h, XP tw para-NP-d tw
parciales para-NP-h cw para-NP-d cw para-NP-d cw
polinomial para-NP-d mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
Sistema de FPT®W carw XP carw ? carw
vecindades W([1]-h, XP tw W([1]-h, XP tw 7 tw
parciales univ. W/[1]-h, XP cw W([1]-h, XP cw 7w
polinomial para-NP-d mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
Sistema de FPT lineal carw XP carw para-NP-d carw
vecindades FPT lineal tw W([1]-h, XP tw para-NP-d tw
parciales para-NP-h cw para-NP-d cw para-NP-d cw
constante para-NP-h mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
Sistema de FPT lineal carw FPT carw 7 carw
vecindades FPT lineal tw FPT tw 7 tw
parciales univ. FPT® cw FPT cw 7 cw
constante 7 mimw ? mimw 7 mimw
FPT®W carw XP carw ? carw
Contadora W][1]-h, XP tw para-NP-d tw para-NP-d tw
de colores W][1]-h, XP cw para-NP-d cw para-NP-d cw
para-NP-d mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
FPT lineal carw XP carw 7 carw
FPT lineal tw 7 tw 7 tw
m-modular
FPT® cw para-NP-d cw para-NP-d cw
7 mimw para-NP-d mimw para-NP-d mimw
FPT lineal carw XP carw 7 carw
deostable FPT linezzﬂ tw para-NP-d tw para-NP-d tw
FPT® cw para-NP-d cw para-NP-d cw

W[1]-h, XP®) mimw

para-NP-d mimw

para-NP-d mimw

Tabla 9.1: Resumen de algunos de los resultados principales sobre la complejidad de
problemas 1-localmente verificables bajo distintas restricciones sobre la cantidad de
colores y las funciones de verificacién y peso. Aqui, cuando indicamos para-NP-h (o
W]/1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas condiciones que es para-NP-
h (o W[1]-h) parametrizado por el pardmetro correspondiente. (1) FPT lineal si check
y W son computables en tiempo constante. (2) FPT lineal si una expresién clique-width
adecuada viene dada. (3) Dado un arbol binario de descomposicién adecuado.
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Problema tw cW mimw PTAS
[k]-dominacién romana FPT-L FPT®) XP sf
[k]-dominacién romana total FPT-L FPT®) XP st
Dominacién romana perfecta (doble) FPT-L FPT® XP ?
[k]-dominacién romana independiente FPT-L FPT®) XP ?
[k]-dominacién romana indep. exterior FPT-L FPT®) XP st
[k]-dominacién romana maximal FPT-L FPT®) XP ?
Dominacién romana con signo XP XP ? ?
Dominacién romana total con signo XP XP ? ?
[k]-dominacién romana global XP XP ? ?
{k}-dominacién romana FPT-L FPT®) XP si
Maéxima dominacién dual acotada FPT-L FPT®™) XP ?
Méxima dominacién dual FPT-L FPT® XP ?
Minima dominacién dual negativa FPT-L FPT® XP ?
Méximo conjunto de vértices k-felices FPT-L FPT®([31]  XP st
Méximo conjunto feliz FPT-L FPT™) XP ?
Coloreo localmente acotado FPT-L[24] FPT®) XP ?
k-coloreo libre de conflictos FPT-L FPT®®  XP® ?
M-GPF FPT-L. FPT®W[113] XP ?
GPF con k y u polinomiales XP XP ? ?
k-comunidad XP XP ? ?
k-comunidad balanceada XP XP ? ?
k-comunidad débil XP XP ? ?
Max-PDS XP XP ? ?
Extension PDS XP XP ? ?
Méxima vy-quasi-clique basada en grados XP XP ? ?
Maxima ~y-quasi-clique XP XP ? ?
b-coloreo, con nimero fijo de colores FPT-L®  FPT®W®  Xp® ?
Coloreo aditivo XP ? ? ?
Minima violacién cromatica XP ? ? ?
Dominacién Grundy XP ? ? si
Dominaciéon Grundy total XP ? ? st

Tabla 9.2: Listado de nuevos resultados respecto a problemas ya existentes y su complejidad
parametrizada segun la treewidth (tw) del grafo, la clique-width (cw) del grafo y la mim-
width (mimw) de un arbol binario de descomposicién dado. También se indica si admiten un
PTAS en grafos planares. FPT-L significa “FPT lineal”. (x) FPT lineal si ya contamos con
una expresion clique-width adecuada. (1) Este resultado también fue obtenido independiente-
mente en [30]. (2) Estos resultados también fueron obtenidos independientemente en [26]. (3)
Este resultado también fue obtenido independientemente en [12]. (4) En [122] presentan un
algoritmo XP parameterizado por clique-width para b-coloreo sin restricciones en la cantidad
de colores, y en [123] prueban que este problema es W[1]-h parameterizado por pathwidth.
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CONJUNTO DOMINANTE [147]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo £.

Pregunta: jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que |[N[v]NS| > 1
para cada v € V(G)?

DOMINACION TOTAL [61]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo £.

Pregunta: jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo £ y tal que |[N(v)N S| >1
para cada v € V(G)?

DOMINACION k-UPLA [107]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo £.

Pregunta: jExiste S C V(@) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que |[N[v]N S| > k
para cada v € V(G)?

DOMINACION k-UPLA TOTAL [111]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que |[N(v) N S| > k
para cada v € V(G)?

k-DOMINACION [84]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo £.

Pregunta: ;jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que |[N(v)NS| > k
para cada v € V(G) — S7

{k}-DOMINACION [109]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {0,1,...,k} de peso a lo sumo /¢ y tal que
f(N[v]) > k para cada v € V(G)?

DOMINACION k-ARCOIRIS [56]
Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

( y tal que para cada vértice v € V(G) para el cual f(v) = 0 tenemos que

UueNGM flu)={1,...,k}?

131
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DOMINACION SEMITOTAL [98]

Instancia: Un grafo G (con pesos) sin vértices aislados y un entero positivo /.

Pregunta: {Existe un conjunto dominante S C V(G) de tamafio (peso) a lo sumo ¢y
tal que cada vértice en S estd a distancia a lo sumo 2 de otro vértice en S7

DOMINACION A DISTANCIA k [110,141]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que cada vértice en
G esta a distancia a lo sumo k de un vértice en S?

CONJUNTO DOMINANTE CONEXO [154]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo /.

Pregunta: ;Existe un conjunto dominante de G' de tamano (peso) a lo sumo ¢ tal que
induce un subgrafo conexo en G?

DOMINACION ROMANA [62]

Instancia: Un grafo G’y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {0, 1,2} de peso a lo sumo ¢ y tal que cada
vértice u € V(G) para el cual f(u) = 0 es adyacente a al menos un vértice
v € V(G) para el cual f(v) =27

[k]-DOMINACION ROMANA TOTAL [6, 157]

Instancia: Un grafo G’y un entero positivo /.

Pregunta: ;Existe una funcién [k]-dominante romana f: V(G) — [0,k + 1] de peso a
lo sumo ¢ y tal que el conjunto de vértices con valores positivos no tenga
vértices aislados?

[k]-DOMINACION ROMANA INDEPENDIENTE [6, 137]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién [k]-dominante romana de peso a lo sumo ¢ y tal que el
conjunto de vértices con valores positivos sea independiente?

[k]-DOMINACION ROMANA INDEPENDIENTE EXTERIOR [3, 6]

Instancia: Un grafo G'y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién [k]-dominante romana de peso a lo sumo ¢ y tal que el
conjunto de vértices con valor 0 sea independiente?

DOMINACION ROMANA PERFECTA [18]

Instancia: Un grafo G'y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {0,1,2} de peso a lo sumo ¢ y tal que
cada vértice u € V(G) para el cual f(u) = 0 es adyacente a exactamente
un vértice v € V(G) para el cual f(v) = 27

DOMINACION ROMANA PERFECTA DOBLE [75]

Instancia: Un grafo G'y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {0,1,2,3} de peso a lo sumo ¢ y tal que
para cada vértice u € V(G) se cumple lo siguiente: (i) si f(u) = 0 entonces
o bien u es adyacente a exactamente dos vértices de valor 2 y ninguno de
valor 3, o bien es adyacente a exactamente un vértice de valor 3 y ninguno
de valor 2; (ii) si f(u) = 2 entonces u es adyacente a exactamente un vértice
de valor 2 y ninguno de valor 37
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k-DOMINACION ROMANA CON SIGNO [5]

Instancia: Un grafo G’y un entero positivo £.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {—1,1,2} de peso a lo sumo ¢ y tal que,
para cada vértice v € V(G), f(N[v]) > 1y si f(v) = —1 entonces v es
adyacente a al menos un vértice u € V(G) con f(u) = 27

k-DOMINACION ROMANA TOTAL CON SIGNO [172]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {—1,1,2} de peso a lo sumo ¢ y tal que,
para cada vértice v € V(G), f(N(v)) > 1y si f(v) = —1 entonces v es
adyacente a al menos un vértice u € V(G) con f(u) = 27

DOMINACION GRUNDY TOTAL [47]
Instancia: Un grafo G'y un entero positivo /.
Pregunta: ;Existe una sucesién (v, ...,v;) de vértices distintos de G tal que k > /,

{v1,...,vx} es un conjunto dominante de G'y N(v;) — U;;ll N(v;) # 0 para
cada 7 € [1,k]?

k-COLOREO [92]

Instancia: Un grafo G.

Pregunta: jExiste una funcién c: V(G) — {1,...,k} tal que c¢(u) # c(v) para toda
arista uwv € E(G)?

COLOREO POR LISTAS [76,171]

Instancia: Un grafo G y un conjunto L(v) de colores para cada vértice v € V(G).

Pregunta: | Existe una funcién c: V(G) = U,y (g) Lo tal que c(u) # c(v) para toda
arista uv € E(G) y c¢(v) € L, para todo vértice v € V(G)?

COLOREO ADITIVO [70]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo k.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {1,...,k} tal que para cada par de vérti-
ces adyacentes u, v las sumas de los niimeros asignados a sus vecinos son

diferentes (es decir, >,y f(W) # 2 e f(2))7

CoLOREO Acfcrico [105]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo k.

Pregunta: (Existe un k-coloreo de G tal que cada subgrafo de G inducido por los
vértices de dos de los colores es aciclico (en otras palabras, un bosque)?

ETIQUETADO L(h, k) [51]

Instancia: Un grafo G'y un entero positivo s.

Pregunta: (Existe un etiquetado de los vértices de G con enteros entre 0 y s tal que
vértices adyacentes de G son etiquetados usando enteros con diferencia al
menos h, y vértices con un vecino en comun son etiquetados usando enteros
con diferencia al menos k7

CONJUNTO INDEPENDIENTE [92]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo /.
Pregunta: jExiste un conjunto independiente en G de tamano (peso) al menos ¢?

CONJUNTO INDEPENDIENTE A DISTANCIA k [78, 85]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

Pregunta: jExiste X C V(@) de tamano al menos ¢ tal que la distancia entre cada
par de vértices de X es al menos k + 17
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FUNCION DE {k}-EMPAQUETAMIENTO [133]

Instancia: Un grafo G y un entero positivo £.

Pregunta: jExiste una funcién f: V(G) — {0,1,...,k} de peso al menos ¢ y tal que
f(Nv]) <k para cada v € V(G)?

k-EMPAQUETAMIENTO LIMITADO [91]

Instancia: Un grafo Gy un entero positivo /.

Pregunta: jExiste B C V(G) de tamano al menos ¢ y tal que |[N[v] N B| < k para
cada v € V(G)?

NUMERO CROMATICO DE EMPAQUETAMIENTO [48]

Instancia: Un grafo G y un entero positivo k.

Pregunta: ;Puede G ser partido en clases disjuntas Xi, ..., X} donde, para todo ¢ €
[1, k], cada par de vértices en X; tiene distancia mayor a ¢?

EMPAREJAMIENTO [74]

Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo .

Pregunta: jExiste un conjunto M C FE(G) de tamano (peso) al menos ¢ y tal que
cada par de aristas en M no comparte ningtin extremo?

DOMINACION POR ARISTAS [174]

Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo .

Pregunta: jExiste F' C E(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que cada arista en
E(G) comparte un extremo con al menos una arista en F'?

CUBRIMIENTO POR VERTICES [125]

Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo /.

Pregunta: jExiste S C V(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que cada arista en
E(G) tiene al menos un extremo en S7

CUBRIMIENTO POR ARISTAS [92]

Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo .

Pregunta: jExiste F' C F(G) de tamano (peso) a lo sumo ¢ y tal que cada vértice en
V(G) pertenece a al menos una arista en F'7



Apéndice B

Abreviaturas

B.1. Complejidad

FPT Tratable de parametro fijo (fixed-parameter tractable). Sec-
cién 1.1.1.

NP-c NP-completo. Secciéon 1.1.

NP-h NP-dificil (NP-hard). Seccién 1.1.

Eara—NP- Para-NP-dificil (para-NP-hard). Seccién 1.1.1.

W/1]-h W(1]-dificil (W[1]-hard). Seccién 1.1.1.

XP Polinomial en rebanadas (slice-wise polynomial). Seccién 1.1.1.

B.2. Parametros de anchura

carw Carvingwidth. Seccién 1.6.3.

cutw Cutwidth. Seccion 1.6.3.

cwW Clique-width. Seccién 1.6.2.

Imimw Mim-width lineal (linear mim-width). Seccién 1.6.3.
Isimw Sim-width lineal (linear sim-width). Seccién 1.6.3.
mimw Mim-width. Seccién 1.6.3.

mmw MM-width. Seccion 1.6.3.

pPW Pathwidth. Seccién 1.6.1.

rw Rankwidth. Seccion 1.6.3.

simw Sim-width. Seccién 1.6.3.

tw Treewidth. Seccién 1.6.1.
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B.3. Marcos de problemas

A&C DN Logica de vecindad a distancia con restricciones de aciclicidad
y conectividad (distance neighborhood logic with acyclicity and
connectivity constraints). Seccién 8.3.

ECC Problemas de composicién de condiciones locales (edge condition
composition). Seccién 8.2.

LCC Problemas de composicién de condiciones en aristas (local condi-
tion composition). Seccién 8.2.

LCVP Problemas localmente verificables de particién de vértices (locally
checkable vertex partitioning). Seccién 8.1.

LCVS Problemas localmente verificables de subconjuntos de vértices (lo-
cally checkable vertex subset). Seccion 8.1.

B.4. Otros

PTAS Esquema de aproximacién de tiempo polinomial (polynomial-time
approximation scheme). Capitulo 6.



Apéndice C

Resumen de nuestro marco

C.1. Elementos

LABELS

/. € LABELS
COLORS

L, € COLORS

(WEIGHTS, <X, ®)
w(v,c)

check(v, c)

C.1.1. Propiedades globales

Tamano
Conectividad (positiva, negativa)
Aciclicidad (positiva, negativa)

Composicién de condiciones locales

C.2. Restricciones

Sistema de vecindades parciales
(polinomial, constante, universal)

Funciones contadoras de colores
Funciones d-estables

Funciones m-modulares
Jerarquia de colores

Colores neutrales

Conjunto de etiquetas para aristas.
Para cada arista e, una etiqueta.
Conjunto de colores.

Para cada vértice v, un conjunto no vacio
de posibles colores.

Conjunto de pesos. Ver Seccién 1.4.

Funcién de peso. Entrada: vértice v y co-
loreo ¢ de la vecindad cerrada de v. Salida:
peso en WEIGHTS.

Funcién de verificacién, propiedad local.
Entrada: vértice v y coloreo ¢ de la vecin-
dad cerrada de v. Salida: TRUE o FALSE.

Seccién 2.3.1.
Seccién 2.3.2.
Seccién 2.3.3.
Seccién 2.3.4.

Seccion 2.4.1.

Seccién 2.4.2.
Seccién 2.4.3.
Seccion 2.4.4.
Seccién 6.2.

Seccion 6.2.
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