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Carolina Lućıa Gonzalez

Directora: Flavia Bonomo

Consejero de estudios: Javier Marenco

Buenos Aires, 15 de abril de 2024





Problemas localmente verificables parametrizados por
treewidth, clique-width y mim-width

Intuitivamente, un problema localmente verificable es un problema de partición de
vértices (o, equivalentemente, de coloreo de vértices) para el cual una solución puede ser
verificada simplemente chequeando una determinada propiedad local para cada vértice,
es decir, una propiedad que involucra solamente la solución restringida al vértice y a
sus vecinos. Este es el caso de diversas variantes de los problemas de dominación,
conjunto independiente y k-coloreo, entre otros. Existen numerosos marcos generales
que incluyen un gran subconjunto de estos problemas, para los cuales se propusieron
algoritmos para resolverlos eficientemente en varias clases de grafos.

En esta tesis definimos un nuevo marco para problemas localmente verificables,
formalizando la noción intuitiva que tenemos de ellos para luego analizar bajo qué cir-
cunstancias podemos proponer algoritmos eficientes que los resuelvan. Los algoritmos
propuestos se basan en programación dinámica y para ellos calculamos sus compleji-
dades parametrizadas por treewidth, clique-width y mim-width. Los resultados obteni-
dos generalizan aquellos de marcos definidos anteriormente. Mostramos además cómo
modelar dentro de nuestro marco diversos problemas de la literatura, como ser [k]-
dominación romana, k-comunidad y dominación Grundy, probando aśı que son FPT
o XP parametrizados por treewidth, clique-width o mim-width. Más aún, proponemos
esquemas de aproximación polinomiales para algunos problemas localmente verificables
en grafos planares.

Palabras claves: problema localmente verificable, treewidth, clique-width, mim-
width, complejidad parametrizada, esquema de aproximación polinomial.

i





Locally checkable problems parameterized by treewidth,
clique-width and mim-width

Intuitively, a locally checkable problem is a vertex partition problem (or, equiva-
lently, a vertex coloring problem) for which a solution can be verified simply by checking
a certain local property for each vertex, that is, a property that involves only the so-
lution restricted to the vertex and its neighbors. This is the case of several variants of
domination, independent set and k-coloring, among other problems. There exist nume-
rous frameworks that include a large subset of these problems, for which algorithms
have been proposed to solve them efficiently in various graph classes.

In this thesis we define a new framework for locally checkable problems, formali-
zing the intuitive notion we have of them to then analyze under what circumstances
we can propose efficient algorithms to solve them. The proposed algorithms are based
on dynamic programming and we computed their complexities when parameterized
by treewidth, clique-width and mim-width. The results obtained generalize those of
previously defined frameworks. We further show how to model within our framework
several problems in the literature, such as [k]-Roman domination, k-community and
Grundy domination, thus proving that they are FPT or XP when parameterized by
treewidth, clique-width or mim-width. Moreover, we propose polynomial-time appro-
ximation schemes for some locally checkable problems in planar graphs.

Keywords: locally checkable problem, treewidth, clique-width, mim-width, parame-
terized complexity, polynomial-time approximation scheme.
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1.2. Autómatas determińısticos de estados finitos . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Nociones algebraicas básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4. Conjuntos de pesos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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otros parámetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introducción

El origen de la teoŕıa de grafos se remonta a 1736, cuando Leonhard Euler propuso
una solución al famoso problema de los puentes de Königsberg, el cual consist́ıa en
determinar si era posible atravesar todos los puentes de la ciudad exactamente una
vez y volver al punto de inicio. Si bien Euler no definió formalmente esta rama de la
matemática, en su art́ıculo enunció lo que es considerado como el primer teorema de
la teoŕıa de grafos. No fue sino hasta 140 años más tarde que se introdujo el término
grafo [162]. En 1936 König publicó el primer libro enteramente dedicado a la teoŕıa
de grafos [127], precedido por la monograf́ıa de Sainte-Laguë de 1926 (considerada el
“0-ésimo” libro de la teoŕıa de grafos) [100].

Un grafo no es más que un conjunto de elementos llamados vértices y un conjunto
de pares de vértices (aristas), que usualmente ilustramos utilizando puntos conectados
por ĺıneas. Esta simple definición es útil para modelar un sinf́ın de situaciones. Por
ejemplo, podemos pensar en ciudades conectadas por rutas, usuarios de una red social
unidos por su relación de amistad, antenas y sus interferencias, laberintos, juegos (como
el sudoku), y la lista podŕıa seguir.

Veamos un ejemplo concreto: supongamos que queremos colocar la menor canti-
dad posible de caballos en un tablero de ajedrez de modo que todas las casillas sean
amenazadas. Podemos definir un vértice por cada casilla del tablero y una arista entre
dos vértices si al ubicar un caballo en una de las correspondientes casillas entonces la
otra casilla resulta amenazada, como podemos ver en la Figura 1. Luego, el problema
consiste en encontrar un subconjunto mı́nimo de vértices tales que todos los demás
vértices estén conectados a al menos uno de ellos. Trasladado a cualquier grafo, este
problema se conoce como el de mı́nimo conjunto dominante y es uno de los más anti-
guos y estudiados de la teoŕıa de grafos. Numerosas aplicaciones se modelan de forma
similar pero con restricciones adicionales, definiendo aśı variantes del problema de do-
minación (tan solo en [108] podemos encontrar más de 80 de estas variantes). Otros
problemas relevantes en teoŕıa de grafos que podemos mencionar son los de k-coloreo y
máximo conjunto independiente. Dado un entero k, en el problema de k-coloreo quere-
mos determinar si existe una asignación de colores a los vértices, utilizando a lo sumo
k colores, de modo que si dos vértices están conectados por una arista entonces reciban
colores distintos (ver Figura 2a). En cambio, para el problema de máximo conjunto
independiente, queremos determinar la máxima cantidad de vértices que podemos es-
coger de manera que ningún par de dichos vértices esté conectado por una arista (ver
Figura 2b).

Aunque todos los problemas que mencionamos puedan parecer muy diferentes, tie-
nen dos caracteŕısticas fundamentales en común. En primer lugar, son problemas de
partición de vértices, es decir, problemas en los que debemos clasificar a los vértices en
distintas categoŕıas (como ser parte o no del conjunto dominante o independiente, o los
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Figura 1: El problema de ubicar caballos en un tablero de ajedrez de manera de ame-
nazar todas las casillas. A la izquierda, el tablero con las piezas ubicadas. A la derecha,
la representación como un grafo.

(a) 3-coloreo. (b) Máximo conjunto independiente.

Figura 2: Ejemplos de coloreo y conjunto independiente en un grafo.

colores asignados). Además, existe una propiedad local que se debe satisfacer para cada
vértice, esto es, una propiedad que involucra sólo al vértice y a aquellos conectados a
este vértice (sus vecinos). Por ejemplo, para el problema de conjunto dominante hay
que verificar, para cada vértice v, si v o alguno de sus vecinos pertenece al conjunto
dominante, mientras que para el problema de coloreo hay que verificar si v tiene un co-
lor distinto al de sus vecinos. Los problemas con estas caracteŕısticas se conocen como
problemas localmente verificables. Esta tesis está abocada precisamente a ellos. Mı́ni-
mo conjunto dominante, k-coloreo y máximo conjunto independiente son sólo algunos
ejemplos de problemas locamente verificables, pero también podemos mencionar, por
ejemplo, problemas de empaquetamiento (donde se quiere asignar valores a los vértices
de modo que para cada vértice la suma de los valores en su vecindad no exceda un
determinado umbral). Dadas sus múltiples aplicaciones en la vida real, resulta de in-
terés desarrollar algoritmos que puedan resolver cada instancia de estos problemas en
un tiempo razonable.

La complejidad temporal de un algoritmo se mide según la cantidad de pasos que
efectúa y generalmente se expresa en función del tamaño de la entrada (por ejemplo, si
la entrada es un grafo podŕıamos considerar al tamaño de la entrada como la cantidad
de vértices y aristas). Un algoritmo es de tiempo polinomial si su complejidad temporal
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tiene como cota superior un polinomio p(n), siendo n el tamaño de la entrada. Si este
polinomio es de grado 1, decimos que el algoritmo es de tiempo lineal.

Llamamos problemas de decisión a aquellos cuya respuesta es “śı” o “no”, en contra-
posición a los problemas de optimización, donde se busca el valor óptimo que satisfaga
una determinada condición. A todo problema de optimización se le puede asociar un
problema de decisión: se incluye un valor k en la entrada y se pregunta si existe una
solución de valor al menos tan bueno como k. La clase de problemas P contiene a los
problemas de decisión que se pueden resolver mediante algoritmos de tiempo polino-
mial, problemas a los que también llamaremos tratables. La clase NP es aquella que
contiene a los problemas de decisión para los cuales, para toda instancia en que la res-
puesta es “si”, existe un certificado de la misma y un algoritmo de tiempo polinomial
que lo verifica. ¿Es posible resolver cualquier problema de esta clase en tiempo polino-
mial? Dicho de otra manera, ¿P = NP? Esta pregunta es una de las más importantes
y dif́ıciles en las ciencias de la computación y aún no ha sido respondida, aunque en
general se cree que la respuesta seŕıa no.

Los problemas NP-completos (abreviado NP-c) conforman un subconjunto especial
de problemas NP, con la caracteŕıstica de que si alguno de ellos puede ser resuelto
por un algoritmo de tiempo polinomial (es decir, si pertenece a P) entonces todos los
problemas en NP también pertenecen a P. Por otro lado, los problemas NP-dif́ıciles
(abreviado NP-h) son problemas que no necesariamente pertenecen a NP y que son “al
menos tan dif́ıciles” como los NP, en el sentido de que si un problema NP-h se puede
resolver en tiempo polinomial entonces cada uno de los problemas NP también. Luego,
cuando nos encontramos con un problema NP-completo o NP-dif́ıcil, no es esperable
obtener un algoritmo polinomial que lo resuelva (ya que si lo hiciéramos entonces
estaŕıamos respondiendo a la pregunta de P = NP).

No obstante, los problemas NP-dif́ıciles se pueden abordar desde una perspectiva
diferente. Podemos, por ejemplo, relajar el requisito de la optimalidad de la solución,
dando lugar al desarrollo de algoritmos aproximados. Otra posibilidad es considerar un
subconjunto concreto de las instancias. En el caso de los problemas de grafos, esto im-
plica resolver el problema en una determinada clase de grafos (un conjunto infinito de
grafos que comparten alguna caracteŕıstica). En esta tesis aplicaremos ambos enfoques
y además un tercero que ha cobrado relevancia recientemente: la complejidad parame-
trizada. En este último caso, la complejidad de los algoritmos se expresa en términos
de dos valores: el tamaño de la entrada (como es usual) y otro valor más, llamado
parámetro. El objetivo es determinar cómo este parámetro afecta la tratabilidad del
problema. Cuando obtenemos una complejidad de la forma f(k)nc, siendo n el tamaño
de la entrada, k el valor del parámetro, f alguna función y c alguna constante, decimos
que el problema es FPT parametrizado por k. Por otro lado, si la complejidad es nf(k),
decimos que es XP parametrizado por k. Notemos que, en ambas situaciones, el pro-
blema es resoluble en tiempo polinomial para cada valor fijo de k. Podemos encontrar
casos en los que el problema sigue siendo NP-dif́ıcil incluso para valores constantes
de k y entonces decimos que es para-NP-dif́ıcil. Discutiremos este tema con mayor
profundidad en la Sección 1.6.

Los problemas de decisión asociados a dominación, k-coloreo y conjunto indepen-
diente son NP-completos [92]. A pesar de ello, se conocen algoritmos de tiempo polino-
mial para resolver estos problemas en diversas clases de grafos, entre las que podemos
mencionar árboles [60, 94], cografos [96, 108] y grafos de intervalo [42, 94], aunque en
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algunas clases los tres problemas siguen siendo NP-completos (por ejemplo, los grafos
planares [92]), y en otras algunos problemas son tratables y los otros no (por ejemplo,
en grafos cordales el problema sobre dominación es NP-completo [42] pero tanto coloreo
como conjunto independiente son resolubles en tiempo polinomial [94]).

Ciertas clases de grafos se definen en función del valor de un parámetro de anchura.
El más conocido de estos parámetros es quizás la anchura de árbol (treewidth), definida
en 1983 por Robertson y Seymour [152], y previamente considerada bajo diferentes
nombres por Bertelè y Brioschi [29] y Halin [106]. Intuitivamente, este parámetro in-
dica qué tan lejos está un grafo de ser un árbol o bosque. Algunas clases de grafos
de treewidth acotada incluyen: bosques (treewidth 1), pseudo-bosques, cactus, grafos
outerplanar y grafos serie-paralelo (treewidth a lo sumo 2), grafos Halin y redes Apo-
llonian (treewidth a lo sumo 3) [34,45,126,151], e incluso los grafos de flujo de control
que surgen de la compilación de programas estructurados también tienen treewidth
acotada [130, 167]. Para clases de grafos donde este parámetro es una constante, los
problemas de dominación, k-coloreo y conjunto independiente son resolubles en tiempo
lineal [13]. Más espećıficamente, estos problemas son FPT parametrizados por tree-
width. Otros parámetros de anchura relevantes son clique-width y mim-width. Estos
tres parámetros tienen árboles asociados que nos permiten recorrer el grafo de mane-
ra ordenada y, fundamentalmente, facilitan la aplicación de la programación dinámica
(una técnica algoŕıtmica que se basa en combinar sub-soluciones recursivamente para
obtener una solución).

Es importante destacar que muchos de los algoritmos para resolver problemas lo-
calmente verificables, en ciertas clases de grafos, guardan gran similitud (por ejemplo,
los algoritmos de [13] son esencialmente los mismos para tres de los problemas alĺı
planteados, o los algoritmos de [134, 176] para resolver algunas variantes del proble-
ma de dominación en árboles también son similares entre śı). Por este motivo, surge
naturalmente la pregunta de si podemos definir un marco general (framework) que
incluya un gran subconjunto de estos problemas y proponer un único algoritmo que
nos permita resolver eficientemente cualquiera de esos problemas en algunas clases de
grafos, evitando aśı desarrollar independientemente un algoritmo espećıfico para cada
problema. Con este esṕıritu, en [32] Bodlaender definió los problemas de composición
de condiciones locales (local condition composition) y composición de condiciones de
aristas (edge condition composition), abreviados LCC y ECC respectivamente, por sus
siglas en inglés. Bodlaender mostró, además, algoritmos polinomiales para resolver pro-
blemas LCC en clases de grafos de treewidth y grado acotados, y problemas ECC en
clases de grafos de treewidth acotada. En [164] Telle definió los problemas localmen-
te verificables de partición de vértices (locally checkable vertex partitioning, LCVP) y
probó que son FPT parametrizados por treewidth. Más adelante, en [50], Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle presentaron un algoritmo de programación dinámica para resolver
problemas LCVP que, junto con los resultados de [23], prueba que estos problemas
son XP parametrizados por mim-width (dado un árbol asociado). En [53], Cattanéo
y Perdrix definieron una variante de los problemas LCVP que nos permite lidiar con
algunas propiedades que no son necesariamente localmente verificables (por ejemplo,
que una clase de la partición sea conexa). Los célebres teoremas de Courcelle [67, 68]
establecen que si un problema de grafos se puede expresar en lógica monádica de se-
gundo orden MSO2 entonces es FPT parametrizado por treewidth, mientras que si es
expresable en MSO1 entonces es FPT parametrizado por clique-width. Un resultado
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similar fue obtenido recientemente por Bergougnoux, Dreier y Jaffke en [26], quienes
presentaron una lógica derivada de MSO1, llamada A&C DN, y probaron que todo
problema expresable en dicha lógica es XP parametrizado por mim-width (dado un
árbol asociado).

En esta tesis se presenta un nuevo marco para problemas localmente verificables
pero con un enfoque diferente. El objetivo fue formalizar la definición de problemas
localmente verificables para luego poder analizar bajo qué circunstancias se pueden
proponer algoritmos eficientes para resolverlos. Los algoritmos propuestos se basan
en programación dinámica y para ellos se calculan sus complejidades parametrizadas
por treewidth, clique-width y mim-width. Además, para cada parámetro, se muestran
ejemplos de problemas para-NP-dif́ıciles que no cumplen con las restricciones impues-
tas para dicho parámetro. También se considera un conjunto espećıfico de propiedades
globales (incluyendo, por ejemplo, que cierta clase de la partición induzca un grafo
conexo o aćıclico) y propiedades locales a distancias mayores a 1. Se demuestra que
los resultados obtenidos generalizan aquellos de [32, 50, 53], y se estudia con mayor
profundidad su relación con los resultados de [26]. Se muestra, además, cómo modelar
numerosos problemas de la literatura dentro del nuevo marco, como ser dominación
Grundy, k-comunidad y [k]-dominación romana, entre otros. Como resultado inme-
diato, se obtienen los primeros algoritmos de tiempo polinomial para resolver estos
problemas en grafos de treewidth acotada, clique-width acotada o mim-width acotada
(según el caso). Más aún, se proponen esquemas de aproximación polinomiales para un
gran subconjunto de problemas localmente verificables en grafos planares.

Organización de la tesis

La tesis está organizada de la siguiente manera. El Caṕıtulo 1 contiene las defi-
niciones y los resultados preliminares necesarios para nuestro trabajo, además de dos
nuevos resultados sobre parámetros de anchura y grado. La noción central de esta tesis
(el nuevo marco para los problemas localmente verificables) es formalmente presen-
tada en el Caṕıtulo 2. En el Caṕıtulo 3, proponemos un algoritmo parametrizado
por treewidth para resolver problemas localmente verificables y analizamos su com-
plejidad, también incluimos algunas propiedades globales y distancias mayores a 1.
Realizamos un estudio similar para los parámetros de clique-width en el Caṕıtulo 4,
y mim-width en el Caṕıtulo 5. En el Caṕıtulo 6, estudiamos la técnica de Baker
aplicada a problemas locamente verificables, obteniendo aśı esquemas de aproximación
polinomiales (PTAS) en grafos planares para un gran subconjunto de estos problemas.
En el Caṕıtulo 7 presentamos una serie de aplicaciones de los resultados, es decir,
mostramos cómo modelar problemas previamente definidos en la literatura utilizando
nuestro marco y analizamos las caracteŕısticas de dicho modelo para determinar si satis-
face las restricciones para que el problema sea FTP o XP parametrizado por treewidth,
clique-width o mim-width, y para que admita un PTAS en grafos planares. El Caṕıtu-
lo 8 está dedicado a estudiar la relación que existe entre el nuevo marco que definimos
para problemas localmente verificables y otros marcos previamente definidos (proble-
mas LCVP, LCC y ECC, y lógica A&C DN). Concluimos con una discusión sobre los
resultados obtenidos y las posibles ĺıneas de trabajo a futuro. Los Apéndices A, B
y C contienen, respectivamente, una lista de definiciones de problemas mencionados a
lo largo de esta tesis, las principales abreviaturas y un resumen del marco presentado.
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Publicaciones

Esta tesis está fuertemente basada en los art́ıculos [16, 41, 103], los cuales fueron
desarrollados en el transcurso de mi doctorado. El primero de ellos ([41]) es en coautoŕıa
con mi directora y los restantes ([16,103]) son resultado de mis visitas a la Universidad
de Fribourg, Suiza. No obstante, se incluyen varias modificaciones y extensiones, como
se detalla a continuación. Salvo expresamente indicado, estas modificaciones son de mi
exclusiva autoŕıa.

• En el Caṕıtulo 1 se incluye un nuevo resultado (Teorema 1.6.22) que relaciona
el parámetro carvingwidth con el parámetro sim-width y el grado máximo de un
grafo. Este resultado fue obtenido en colaboración con Felix Mann.

• En el Caṕıtulo 2, y a lo largo de toda la tesis, se unifican las definiciones de los
marcos presentados en los art́ıculos [16, 41, 103]. Además, se presenta una nueva
restricción que se utilizará en el Caṕıtulo 4.

• El Caṕıtulo 3 incluye el algoritmo presentado en [41] con una modificación: en
lugar de considerar pesos wv,i para cada vértice v y color i, ahora existe una
función de peso w que toma un vértice y un coloreo de la vecindad del vértice
(similar a la función check). También se adapta la notación de las extensiones
con propiedades globales a la del art́ıculo [16], se extiende la sección sobre el caso
r > 1, y se agregan más ejemplos de problemas dif́ıciles que no cumplen con las
restricciones presentadas.

• En el Caṕıtulo 4 se extiende el algoritmo presentado en [16] a una nueva restric-
ción (la existencia de un sistema de vecindades parciales universal), se generaliza
la propiedad global de tamaño a la propiedad global de composición de condicio-
nes locales, se analiza el caso r > 1, y se incluyen ejemplos de problemas dif́ıciles
que no cumplen con las restricciones.

• El Caṕıtulo 5 presenta el algoritmo dado en [103] junto a su extensión a ma-
yores distancias sin modificaciones sustanciales, pero se agrega una extensión a
propiedades globales de composición de condiciones locales. Los ejemplos de pro-
blemas para-NP-dif́ıciles parametrizados por mim-width dados en [103] también
se presentan aqúı sin modificaciones.

• Los resultados del Caṕıtulo 6 son nuevos y surgieron gracias a que el Prof. Min
Chih Lin me sugirió estudiar esquemas de aproximación polinomiales para pro-
blemas localmente verificables.

• El Caṕıtulo 7 mayormente combina los ejemplos presentados en [16,41,103] pero
también incluye algunos nuevos.

• Las relaciones con otros marcos ya estudiadas en [16, 41, 103] se presentan sin
mayores modificaciones en el Caṕıtulo 8, sólo se incluyen algunos comentarios
adicionales.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Complejidad computacional

Un problema π consiste en un conjunto de instancias Dπ, que contiene todas las
posibles entradas para el problema, y una pregunta sobre esas instancias. Decimos que
un algoritmo resuelve un problema π si ese algoritmo puede ser aplicado a cualquier
instancia I ∈ Dπ y se garantiza que siempre producirá la respuesta correcta para di-
cha instancia I. Un problema de decisión es aquel cuyas respuestas son “śı” o “no”.
Un problema es de optimización cuando la respuesta es una solución óptima para el
problema planteado. En general, un problema de decisión puede ser derivado de uno
de optimización. Por ejemplo, si el problema de optimización pregunta por una estruc-
tura de cierto tipo que minimice cierto costo (como puede ser un camino de longitud
mı́nima), podemos asociarlo con el problema de decisión que incluya adicionalmente
un número c como parámetro y pregunte si existe una estructura de ese tipo que tenga
costo menor o igual a c (en el ejemplo, un camino de longitud menor o igual a c).

Los problemas también se agrupan según cuán costoso es resolverlos. La función
de complejidad temporal de un algoritmo expresa sus requerimientos temporales. In-
tuitivamente, podemos verla como la cantidad de pasos que efectúa hasta obtener la
respuesta. Habitualmente es expresada como una función en términos de una sola varia-
ble: el tamaño de una instancia del problema. Para medir el tamaño de una instancia,
observemos que la descripción de la misma puede ser vista como una cadena finita de
śımbolos elegidos de un alfabeto finito de entrada. Aunque hay varias formas distintas
en que las instancias de un problema dado pueden ser descriptas, vamos a suponer que
elegimos por adelantado una en particular. Aśı, el tamaño de una instancia I de un
problema π se define como el número de śımbolos en la descripción de I.

Dada una función f : N → N, el conjunto O(f) se define como el conjunto de
todas las funciones g : N → N para las cuales existen dos constantes n0, c tales que
g(n) ≤ c · f(n) para todo n > n0. Si g ∈ O(f), es usual decir que “g es O(f)”, o
“g(n) ∈ O(f(n))”, o “g(n) es O(f(n))”. Estos términos serán utilizados indistintamente
a lo largo de este trabajo. Por momentos haremos abuso de notación y escribiremos
nO(x) para indicar “O(ncx) para alguna constante c”.

Un algoritmo de tiempo polinomial (o simplemente polinomial) se define como aquel
que tiene una función de complejidad temporal que es O(p(n)) para algún polinomio
p, donde n denota el tamaño de la instancia. Una transformación (o reducción) poli-
nomial de un problema de decisión π1 a un problema de decisión π2 es una función

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

f : Dπ1 → Dπ2 que satisface las siguientes dos condiciones:

1. f es computable por un algoritmo de tiempo polinomial; y

2. para toda instancia I ∈ Dπ1 , la respuesta a I en π1 es “śı” si y sólo si la respuesta
a f(I) en π2 es “śı”.

Los problemas de decisión que tienen algoritmos de tiempo polinomial que los re-
suelven se agrupan en la clase P. A estos problemas también los llamaremos tratables
o fáciles, en contraposición con los demás problemas, que serán llamados intratables
o dif́ıciles. La clase NP contiene a los problemas de decisión que pueden ser resuel-
tos polinomialmente por una máquina de Turing no determińıstica. Para no entrar
en detalles que van más allá de esta tesis, podemos decir que la clase NP es aquella
que contiene a los problemas de decisión para los cuales, para toda instancia en que
la respuesta es “si”, existe un certificado de la misma y un algoritmo polinomial que
lo verifica. Por ejemplo, si el problema es determinar si existe una ruta de longitud
menor o igual a 10km en un mapa, entonces un certificado es una ruta posible y la
verificación es comparar su longitud con 10km. Si esta verificación se puede hacer en
tiempo polinomial entonces el problema pertenece a NP.

En 1971, Cook [63] probó que un problema particular de la clase NP, el llamado
problema de satisfacibilidad booleana (SAT ), tiene la propiedad de que todo problema
en NP puede ser reducido polinomialmente a él. Esto significa que si SAT pudiera
ser resuelto con un algoritmo polinomial entonces todos los otros problemas en NP
también, y si algún problema en NP fuera intratable entonces también lo seŕıa SAT.
Cook sugirió que otros problemas en NP deb́ıan compartir con SAT esta propiedad de
ser “los más dif́ıciles” de la clase. Karp [125] y luego Garey y Johnson [92] presentaron
más problemas como este y se definió entonces la clase de problemas NP-completos
(abreviado NP-c). Formalmente, un problema π es NP-completo si π pertenece a NP
y, para todo otro problema π′ en NP, existe una transformación polinomial de π′ a π.
Si omitimos la primera condición, decimos que π es NP-dif́ıcil (o NP-hard, abreviado
NP-h). Una clásica pregunta sin respuesta aún es si las clases P y NP son iguales.
En otras palabras, ¿es posible resolver cualquier problema en la clase NP en tiempo
polinomial?

1.1.1. Complejidad parametrizada

En un problema parametrizado la entrada se considera en dos partes: (x, k), donde x
es la entrada principal y k es un entero llamado parámetro. La función de complejidad
de este tipo de problemas es expresada en términos del tamaño n de la entrada principal
x y del parámetro k, de la forma t(n, k). Según el tipo de función de complejidad,
distinguimos a los problemas en clases, como las definidas a continuación.

Definición 1.1.1 (FPT). Un problema parametrizado es tratable de parámetro fijo
(en inglés, fixed-parameter tractable, abreviado FPT ) si existen: un algoritmo A que
resuelve el problema, una función computable f : N→ N y una constante c ∈ N, tales
que la función de complejidad temporal t(n, k) del algoritmo A pertenece a O(f(k)nc).
Cuando esta constante c es igual a 1, decimos que el problema es FPT lineal.

Definición 1.1.2 (XP). Un problema parametrizado es polinomial en rebanadas (en
inglés, slice-wise polynomial, notado XP) si existen: un algoritmo A que resuelve el
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problema y dos funciones computables f, g : N→ N, tales que la función de complejidad
temporal t(n, k) del algoritmo A pertenece a O(f(k)ng(k)).

En caso de necesitar enfatizar cuál es el parámetro k considerado, diremos que un
problema es FPT o XP parametrizado por k. Notemos que todo problema FPT pa-
rametrizado por k es también XP parametrizado por k (ya que g(k) puede ser una
función constante), y por [73, Observación 15.2], esta contención es estricta (es decir,
que existen problemas XP que no son FPT). Por otro lado, notemos que si un algo-
ritmo es de tiempo O(f(k)ng(k)) entonces cada vez que fijamos k a una determinada
constante, el algoritmo resulta de tiempo polinomial en n (de alĺı el nombre “polino-
mial en rebanadas”). En particular, si g es una función constante (digamos, g(k) = c)
entonces, para cada valor fijo de k, la complejidad en n es la misma (O(nc)). Esto
no ocurre para otras funciones g. Por ejemplo, consideremos un algoritmo de tiempo
O(nk). Cuando k = 1, este algoritmo es de tiempo lineal, pero cuando k = 2, este
algoritmo es de tiempo cuadrático. Resulta entonces evidente que es preferible obtener
algoritmos FPT por sobre XP.

De manera similar a las reducciones polinomiales, una reducción FPT de un pro-
blema parametrizado a otro transforma una instancia (x, k) del primer problema en
una instancia (x′, k′) del segundo en tiempo f(k)|x|O(1), donde k′ se calcula en función
de k solamente. La clase de problemas parametrizados FPT es cerrada bajo este tipo
de reducciones. Otras clases de problemas parametrizados que son cerradas bajo re-
ducciones FPT son las llamadas W[i], con i entero positivo. No daremos su definición
formal dado que escapa de los objetivos de esta tesis, pero śı utilizaremos la siguiente
propiedad [73]:

FPT ⊆W[1] ⊆W[2] ⊆ · · · ⊆ XP

Es una pregunta abierta si W[1] = FPT y se considera que es incluso más dif́ıcil
de responder que la pregunta de P = NP [43]. Distinguimos a los problemas llamados
W[1]-dif́ıciles (en inglés, W[1]-hard, abreviado W[1]-h), que son aquellos tales que todo
problema en W[1] puede reducirse de manera FPT a ellos. Dicho de otra manera, estos
son problemas que “muy probablemente” no pertenezcan a FPT.

Cuando un problema parametrizado es NP-dif́ıcil incluso para un determinado valor
constante del parámetro k, decimos que el problema es para-NP-dif́ıcil (en inglés, para-
NP-hard, abreviado para-NP-h). Claramente, si P ̸= NP, estos problemas no son XP.

1.2. Autómatas determińısticos de estados finitos

Presentaremos brevemente este tema, ya que sólo se utiliza como una herramienta en
una de las demostraciones. Para más información sobre teoŕıa de autómatas, ver [115].

Un autómata determińıstico de estados finitos es una qúıntupla (Q,Σ, δ, q0, F ) que
consiste de:

• Q: un conjunto finito de estados,

• Σ: un conjunto finito de śımbolos de entrada (también llamado alfabeto),

• δ : Q× Σ→ Q: una función de transición,

• q0 ∈ Q: un estado inicial, y
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• F ⊆ Q: un conjunto de estados finales o de aceptación.

Decimos que un autómata M = (Q,Σ, δ, q0, F ) acepta una cadena s1. . .sn, con
n ≥ 1, si y sólo si si ∈ Σ para todo i ∈ {1, . . . , n} y δ(. . . δ(q0, s1) . . . , sn) ∈ F . Por
ejemplo, el autómataMi = ({q0, q1}, {1}, δ, q0, {q1}), donde δ(q0, 1) = q1 y δ(q1, 1) = q0,
es el autómata que acepta secuencias de un número impar de śımbolos 1.

En particular, notemos que para todo conjunto finito de enteros no negativos σ
siempre existe un autómata determińıstico de estados finitos que acepta una cadena
de n caracteres 1 consecutivos si y sólo si n ∈ σ. En efecto, si llamamos m el elemento
máximo de σ, podŕıamos considerar el autómata Mσ = (Q, {1}, δ, q0, F ) dado por:
Q = {s0, . . . , sm+1}, q0 = s0, F = {si : i ∈ σ}, y δ(si, 1) = si+1 para todo i ∈ [[0,m]] y
δ(sm+1, 1) = sm+1. Si ponemos restricciones a las cadenas que el autómata recibe como
entrada (por ejemplo, una cota superior a su longitud), es posible que existan otros
autómatas equivalentes (en el sentido de que aceptan las mismas cadenas) y con menor
cantidad de estados. Por ejemplo, si tenemos que σ es el conjunto de los números
impares entre 1 y 11, y que las cadenas de entrada tienen a lo sumo 11 elementos,
entonces el autómata Mi (definido en el primer ejemplo) acepta las mismas cadenas
que Mσ. Este hecho nos será útil más adelante en este trabajo.

1.3. Nociones algebraicas básicas

Una operación binaria cerrada (o interna) en un conjunto S es una función ⋆ : S ×
S → S. Es usual escribir ⋆(s1, s2) como s1⋆s2. Tal operación es conmutativa si s1⋆s2 =
s2 ⋆ s1 para todo s1, s2 ∈ S, y es asociativa si (s1 ⋆ s2) ⋆ s3 = s1 ⋆ (s2 ⋆ s3) para todo
s1, s2, s3 ∈ S. Un elemento e ∈ S es neutro si e ⋆ s = s ⋆ e = s para todo s ∈ S.
A este elemento también se lo llama identidad. Un elemento a ∈ S es absorbente si
a ⋆ s = s ⋆ a = a para todo s ∈ S. Es fácil probar que si s ∈ S es un elemento neutro
(resp. absorbente), entonces éste es único. Una operación conmutativa y asociativa ⋆ se
puede extender naturalmente a cualquier subconjunto finito no vaćıo de S, escribiendo
⋆x∈XP (x) cuando {P (x) : x ∈ X} ⊆ S yX es finito y no vaćıo, más aún, si la operación
también tiene un elemento neutro e entonces podemos definir ⋆x∈∅P (x) = e.

Sean S un conjunto y ⋆ una operación binaria cerrada en S. Entonces (S, ⋆) es un
monoide si ⋆ es asociativa y tiene un elemento neutro. Si ⋆ es también conmutativa
entonces (S, ⋆) es un monoide conmutativo.

Se llama F2 al cuerpo de dos elementos, es decir, a ({0, 1},+, ·) donde + y · son dos
operaciones binarias cerradas en {0, 1} definidas de la siguiente manera:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Una relación binaria en un conjunto S es un subconjuntoR del producto cartesiano
S×S. Es usual escribir (s1, s2) ∈ R como s1Rs2. Decimos queR es reflexiva si sRs para
todo s ∈ S, antisimétrica si s1Rs2∧ s2Rs1 ⇒ s1 = s2 para todo s1, s2 ∈ S, y transitiva
si s1Rs2 ∧ s2Rs3 ⇒ s1Rs3 para todo s1, s2, s3 ∈ S. Si R es reflexiva, antisimétrica y
transitiva, entonces (S,R) se llama orden parcial (o conjunto parcialmente ordenado).
Si además s1Rs2 ∨ s2Rs1 para todo s1, s2 ∈ S, entonces (S,R) se llama orden total (o
conjunto totalmente ordenado).
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Sea (S,⪯) un conjunto totalmente ordenado. Un elemento máximo es un elemento
m ∈ S tal que s ⪯ m para todo s ∈ S. Nótese que no todo conjunto totalmente
ordenado tiene un elemento máximo, y es fácil probar que si tiene un elemento máximo
entonces éste es único. La operación mı́nimo, mı́n, es la operación binaria cerrada en
S tal que mı́n(s1, s2) = s1 si s1 ⪯ s2 y mı́n(s1, s2) = s2 si s2 ⪯ s1. Es fácil ver que mı́n
es conmutativa y asociativa.

Notamos R al conjunto de los números reales, Q al conjunto de los números racio-
nales, Z al conjunto de los números enteros y N al conjunto de los enteros no negativos.
Además, N+∞ = N ∪ {+∞} y N−∞ = N ∪ {−∞} (y análogamente para Z, Q y R).
Notamos [[a, b]], con a, b ∈ Z y a < b, al conjunto de todos los números enteros mayores
o iguales a a y menores o iguales a b, es decir, al conjunto {a, a + 1, . . . , b}. Un con-
junto de números naturales es co-finito si su complemento (respecto al conjunto de los
números naturales) es finito.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos el conjunto Bool = {True,False} de
valores booleanos y todos los operadores lógicos usuales, tales como ¬, ∧, ∨ y ⇒, aśı
como también los cuantificadores ∀,∃. Definimos 1 : Bool → {0, 1} como la función
tal que 1(True) = 1 y 1(False) = 0.

Para todo conjunto S, P(S) denota al conjunto de todos los subconjuntos de S.
Dado un entero positivo q, una q-tupla es una tupla ordenada de q elementos y una
q-partición de S es una q-tupla (S1, . . . , Sq) donde

⋃q
i=1 Si = S y Si∩Sj = ∅ para todo

i ̸= j. Notamos partq(S) al conjunto de todas las q-particiones de S. Dado un entero no
negativo k, notamos partq(k) al conjunto de todas las q-tuplas de enteros no negativos
tales que la suma de todos sus elementos es igual a k. Para X ∈ partq(S), notamos |X|
a la q-tupla con |X|i = |Xi|. Si X ∈ partq(S) y S

′ es otro conjunto, notamos S ′ ∩ X
a la q-tupla con (S ′ ∩X)i = S ′ ∩Xi. Si S y S ′ son conjuntos disjuntos, X ∈ partq(S)
y X ′ ∈ partq(S

′) entonces notamos X ∪ X ′ a la q-tupla con (X ∪ X ′)i = Xi ∪ X ′
i, la

cual es una partición de S ∪S ′. Si S es un conjunto finito entonces una S-tupla es una
función de dominio S, y escribimos T = (Tx)x∈S para indicar que T es una S-tupla
para la cual cada x ∈ S es asignado a Tx.

Sea f : A→ B una función y sea S ⊆ A. Cuando B ⊆ R, el peso en S de la función
f se define como f(S) =

∑
s∈S f(s). Notamos f |S a la función f restringida al dominio

S, esto es, la función f |S : S → B se define como f |S(s) = f(s) para todo s ∈ S. Sea
A′ un conjunto tal que A ∩ A′ = ∅, y sea g : A′ → B. Notamos f ∪ g a la función
h : A ∪ A′ → B tal que h(x) = f(x) si x ∈ A, y h(x) = g(x) si x ∈ A′. Notemos que,
como A y A′ son conjuntos disjuntos, la función f ∪ g está bien definida.

1.4. Conjuntos de pesos

Sea (Weights,⪯) un conjunto totalmente ordenado con un elemento máximo (lla-
mado Error), junto con la operación mı́nimo del orden ⪯ (llamada mı́n) y una opera-
ción binaria cerrada en Weights (llamada ⊕) que es conmutativa y asociativa, tiene
un elemento neutro I⊕ y un elemento absorbente que es igual a Error, y la siguiente
propiedad se satisface: s1 ⪯ s2 ⇒ s1⊕s3 ⪯ s2⊕s3 para todos s1, s2, s3 ∈Weights. En
tal caso, decimos que (Weights,⪯,⊕) es un conjunto de pesos (o conjunto de costos).

Un ejemplo de un conjunto de pesos es (N+∞,≤,+). Notemos que el elemento
máximo es +∞ en este caso. También podŕıamos considerar el orden inverso de los
pesos naturales: (N−∞,≥,+), donde el máximo elemento ahora es −∞. Otro ejemplo
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G
H

Figura 1.1: Join entre dos grafos G y H.

simple digno de mencionar es ({0, 1},≤,máx).

1.5. Definiciones básicas de teoŕıa de grafos

A menos que se indique lo contrario, todos los grafos considerados en este trabajo
son finitos, simples (no tienen aristas dobles ni bucles) y no dirigidos. Dado un grafo
G, notamos V (G) al conjunto de vértices y E(G) al conjunto de aristas de G. Dos
vértices u, v ∈ V (G) son adyacentes (o vecinos) si uv ∈ E(G), y en tal caso decimos
que u y v son los extremos de la arista uv. La matriz de adyacencia de G es la matriz
M ∈ {0, 1}|V (G)|×|V (G)|, indexada por los vértices de G, con M [u, v] = 1 si y sólo si
uv ∈ E(G). La vecindad abierta de un vértice v es NG(v) = {u : uv ∈ E(G)}, es decir,
es el conjunto de vértices de G adyacentes a v. La vecindad cerrada se define como
NG[v] = NG(v) ∪ {v}. Para todo S ⊆ V (G), definimos NG[S] =

⋃
v∈S NG[v]. El grado

de un vértice v es dG(v) = |NG(v)| (también notado deg(v)), es decir, es la cantidad
de vecinos de v. El máximo grado entre los vértices de G se nota ∆(G).

Un grafo H es un subgrafo del grafo G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G), de manera
que si uv ∈ E(H) entonces u, v ∈ V (H). En particular, H es un subgrafo inducido de
G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) = {uv : u ∈ V (H) ∧ v ∈ V (H) ∧ uv ∈ E(G)}. Si S es
un subconjunto de V (G), notamos G[S] al subgrafo inducido de G cuyo conjunto de
vértices es S.

Una clase de grafos es una familia de grafos que es cerrada bajo isomorfismo. Dada
una clase de grafos G y un parámetro p, decimos que G tiene el parámetro p acotado si
sup{p(G) : G ∈ G} <∞.

La unión disjunta de dos grafos G y H es el grafo G∪H (también llamado G⊕H)
tal que V (G∪H) = V (G)∪ V (H) y E(G∪H) = E(G)∪E(H). La unión completa (o
join) entre dos grafos G y H es el grafo G▽H obtenido de la unión disjunta de G y
H al agregarle todas las aristas que conectan un vértice de G con un vértice de H (ver
Figura 1.1). Un grafo es un cografo si puede construirse a partir de grafos de un sólo
vértice mediante la aplicación de las operaciones join y unión disjunta.

Un camino en un grafo G es una sucesión (v1, . . . , vk) de vértices distintos de G,
donde vivi+1 ∈ E(G) para todo i ∈ [[1, k−1]]. Un grafo G es conexo si para todo par de
vértices distintos u, v ∈ V (G) existe un camino (v1, . . . , vk) enG tal que v1 = u y vk = v.
Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo conexo maximal de G. Notamos
cc(G) al conjunto de componentes conexas de G. Definimos ccut(G) = part2(cc(G)) y
llamamos cortes conexos a los elementos de ccut(G). Para un conjunto S ⊆ V (G) y
cuando G queda claro por contexto, notamos ccut(S) a ccut(G[S]).
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(a) G2 (b) G3 (c) G4

Figura 1.2: Distintas potencias de un grafo G que es un ciclo de 9 vértices.

(a) P5 (b) C5 (c) K5

Figura 1.3: Grafos camino, ciclo y completo de 5 vértices.

Dados dos vértices u, v en un grafo G, notamos distG(u, v) a la distancia entre u y
v, es decir, la longitud (número de aristas) de un camino mı́nimo entre u y v en G. Si
tal camino no existe (porque u y v están en diferentes componentes conexas de G), se
considera distG(u, v) =∞. El diámetro de G, diam(G), es la mayor distancia entre dos
vértices de G, es decir, diam(G) = máxu,v∈V (G) distG(u, v).

Sea r un entero positivo. La r-ésima potencia de un grafo G, notada Gr, es el grafo
con V (Gr) = V (G) y tal que para todo par de vértices distintos u, v ∈ V (G), u es
vecino de v en Gr si y sólo si distG(u, v) ≤ r (es decir, E(Gr) = {uv : distG(u, v) ≤ r}).
La Figura 1.2 muestra un ejemplo. Observemos que si G es conexo entonces Gdiam(G)

es un grafo completo.
Notamos N r

G[v] al conjunto de vértices a distancia a lo sumo r de v en G. Una
propiedad que nos será útil más adelante es que N r

G[v] = NGr [v]. El grafo Gr se puede
obtener en tiempo O(|V (G)| · |E(G)|) simplemente buscando los vértices a distancia a
lo sumo r de cada v ∈ V (G), aplicando una búsqueda en anchura (BFS).

Un grafoG es un camino si V (G) = {v1, . . . , vk} y E(G) =
⋃k−1
i=1 {vivi+1}. Un camino

de k vértices se nota Pk (ver Figura 1.3a). Un grafoG es un ciclo si V (G) = {v1, . . . , vk},
E(G) =

(⋃k−1
i=1 {vivi+1}

)
∪ {vkv1} y k ≥ 3. Un ciclo de k vértices usualmente se nota

Ck (ver Figura 1.3b).
Un grafo G es completo si NG[v] = V (G) para todo v ∈ V (G), es decir, si todos

sus vértices son vecinos entre śı. Un grafo completo de n vértices usualmente se nota
Kn (ver Figura 1.3c). Los grafos completos son un caso particular de cografos. Una
clique en un grafo G es un subgrafo completo maximal de G. El número de clique de
G, ω(G), es el mayor tamaño de una clique en G. Un conjunto I de vértices de un
grafo G es independiente (o estable) si todos sus vértices son no-adyacentes entre śı. El
número de independencia (o de estabilidad), α(G), es el mayor cardinal de un conjunto
independiente en G.

Un grafoG es bipartito si V (G) es la unión de dos conjuntos disjuntos independientes
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(a) Un grafo bipartito no completo. (b) Bipartito completo K4,5.

Figura 1.4: Grafos bipartitos

v1

v2

v4

v9

v5

v10

v3

v6
v7

v11 v12

v8

Figura 1.5: Un árbol. Si lo consideramos enraizado en el vértice v1 entonces tenemos
que, por ejemplo, v4 es el padre de v9, los hijos de v2 son v4 y v5, los descendientes de
v3 son v6, v7, v8, v11 y v12, y Tv2 es el subárbol que contiene los vértices v2, v4, v5, v9 y
v10. Si eliminamos el vértice v8 obtenemos un árbol binario.

V1 y V2, y G es bipartito completo si es bipartito y todo vértice de V1 es adyacente a
todo vértice de V2. Notamos Kr,s al grafo bipartito completo con |V1| = r and |V2| = s.
Los grafos bipartitos completos son un tipo especial de cografos. La Figura 1.4 muestra
ejemplos de grafos bipartitos (uno completo y otro no completo). Si A,B ⊂ V (G) son
dos conjuntos disjuntos no vaćıos de vértices, notamos G[A,B] al grafo bipartito de
vértices A ∪B y aristas {ab : a ∈ A, b ∈ B y ab ∈ E(G)}, el cual es un subgrafo de G.

Un grafo es aćıclico si no contiene ningún ciclo de longitud al menos 3. Un grafo
aćıclico también se llama bosque. Un árbol es un grafo aćıclico conexo. En un árbol T ,
es usual llamar nodos a los elementos de V (T ), y subárbol a un subgrafo conexo de T .
Un nodo con grado a lo sumo 1 se llama hoja, y un nodo de grado al menos 2 se llama
nodo interno. Un árbol está enraizado si un vértice fue designado como la ráız. Sea T
un árbol enraizado en r. Para un nodo t ∈ V (T )−{r}, el vecino de t en el camino de t
a la ráız se llama el padre de t. Un nodo s es un hijo de un nodo t si t es el padre de s.
Los descendientes de un nodo t son los hijos de t y los descendientes de ellos (las hojas
no tienen descendientes). Notamos Tt al subárbol de T inducido por el conjunto de t
y sus descendientes. Un árbol binario es un árbol enraizado donde todo nodo interno
tiene a lo sumo dos hijos. La Figura 1.5 ilustra estos conceptos.

Un grafo es una oruga si es un árbol tal que al quitarle sus hojas resulta en un
camino. La estrella de n vértices, llamada Sn, es el grafo K1,n−1 (notar que es también
un árbol con n − 1 hojas). Ver Figura 1.6. Es fácil ver que todos los árboles son
bipartitos.

Un grafo es cordal si todo ciclo inducido en él tiene a lo sumo 3 vértices. Un grafo
G es split si V (G) puede particionarse en un conjunto independiente y una clique (ver
Figura 1.7). Directamente de su definición, los árboles y los grafos split son cordales.

Un grafo es planar (también llamado plano) si se puede representar en el plano de
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(a) Una oruga. (b) Estrella de 8 vértices S8.

Figura 1.6: Casos particulares de árboles.

I C

Figura 1.7: Grafo split con un conjunto independiente I y una clique C.

modo tal que sus aristas no se corten (ver Figura 1.8). La máxima cantidad de aristas
que puede tener un grafo planar de n vértices es 3n + 6 (folklore). Un grafo G es una
grilla (también llamado celośıa, malla o cuadŕıcula) de n×m si puede ser representado
en el plano como una cuadŕıcula de n×m puntos. Formalmente, V (G) = {(x, y) : x ∈
[[1, n]] ∧ y ∈ [[1,m]]} y E(G) = {(x1, y1)(x2, y2) : |x2 − x1| + |y2 − y1| = 1}. Es decir,
sus vértices pueden pensarse como puntos de coordenadas enteras en un rectángulo de
n×m puntos, y dos vértices son vecinos si y sólo si están a distancia 1 (ver Figura 1.8b).
Las grillas son planares y bipartitos de grado menor o igual a 4. Los árboles son también
planares y bipartitos, pero de grado no acotado.

Dados conjuntos S1, . . . , Sn, el grafo de intersección de S1, . . . , Sn es aquel grafo G
con V (G) = {v1, . . . , vn} tal que vivj ∈ E(G) si y sólo si Si ∩ Sj ̸= ∅. Un grafo es
de intervalo si es el grafo de intersección de intervalos en la recta real. Un grafo es
arco-circular si es el grafo de intersección de arcos en una circunferencia. Claramente,
los grafos de intervalo forman una subclase de los grafos arco-circulares. Además, los
grafos de intervalo son cordales [132].

Dados un grafo G y una arista uv de G, el grafo obtenido al subdividir uv en G
surge de G al agregar un nuevo vértice w, hacer que w sea adyacente a u y v, y eliminar
la arista uv. El grafo de subdivisión de G, S(G), es aquel que se obtiene al subdividir
cada arista de G (ver Figura 1.9b). El grafo dentado de G, J(G), es aquel que se obtiene
de S(G) al agregar nuevamente las aristas E(G) (ver Figura 1.9c). El grafo de ĺınea
de G, L(G), tiene como conjunto de vértices a E(G) y dos vértices son adyacentes en
L(G) si y sólo si sus correspondientes aristas en G tienen un extremo en común (ver
Figura 1.9d). El grafo total de G, T (G), tiene como conjunto de vértices a V (G)∪E(G),
y es tal que V (G) induce G, E(G) induce L(G), y dos vértices v ∈ V (G) y e ∈ E(G)
son adyacentes en T (G) si y sólo si v es un extremo de e en G (ver Figura 1.9e).

Un emparejamiento (llamado matching en inglés) en un grafo es un conjunto de
aristas que no comparten ningún extremo (ver Figura 1.10a). Un emparejamiento en
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(a) K4. (b) Grilla de 3× 4.

Figura 1.8: Ejemplos de grafos planares.

(a) G (b) S(G) (c) J(G)

(d) L(G) (e) T (G)

Figura 1.9: Un grafo G, su grafo de subdivisión S(G), su grafo dentado J(G), su grafo
de ĺınea L(G) y su grafo total T (G).

un grafo G determina un conjunto independiente en el grafo de ĺınea de G, L(G). Me-
diante el Algoritmo de Edmonds [74], podemos encontrar un emparejamiento máximo
(es decir, con la máxima cantidad posible de aristas) en tiempo polinomial. Si un em-
parejamientoM en un grafo G es tal que el subgrafo de G inducido por los extremos de
las aristas en M es una unión disjunta de varios grafos K2, entonces decimos que M es
un emparejamiento inducido (ver Figura 1.10b). Equivalentemente, un emparejamiento
inducido en G determina un conjunto independiente en el cuadrado del grafo de ĺınea,
L(G)2. Determinar si existe un emparejamiento inducido de tamaño mayor o igual a
k, para algún entero k dado como entrada, es un problema NP-completo, incluso en
grafos bipartitos de grado cuatro [160].

Un k-coloreo propio de un grafo es una asignación de colores a vértices tal que todo
vértice recibe un color diferente al de sus vecinos. Equivalentemente, es una partición
de sus vértices en a lo sumo k conjuntos independientes. El número cromático de un
grafo G, notado χ(G), es el menor valor de k tal que G admite un k-coloreo propio. Los
grafos bipartitos son exactamente aquellos que tienen número cromático menor o igual
a 2. Para todo k ≥ 3, determinar si un grafo es k-coloreable (es decir, si admite un
k-coloreo propio) es un problema NP-completo [92], mientras que para k = 2 se puede
resolver fácilmente en tiempo lineal. Un grafo G es perfecto si χ(H) = ω(H) para
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(a) Emparejamiento (b) Emparejamiento inducido

Figura 1.10: Un mismo grafo y distintos emparejamientos (destacados en ĺınea gruesa).

todo subgrafo inducido H de G. Ejemplos de grafos perfectos incluyen los bipartitos,
cografos y cordales [116].

Decimos que un par de vértices o un par de aristas se dominan entre śı cuando
son iguales o bien adyacentes, y un vértice v y una arista e se dominan cuando v es
un extremo de e. Notamos γU,W (G), siendo U y W conjuntos de elementos del gra-
fo G, al mı́nimo cardinal de un subconjunto S de U que domina a W . El parámetro
γV (G),V (G)(G) también se nota simplemente γ(G), y se llama el número de domina-
ción de G. El problema de determinar γ(G) se conoce como el problema del Mı́nimo
Conjunto Dominante y su problema de decisión asociado es NP-completo [92].
Los parámetros γV,E y γE,V se asocian a los problemas del Mı́nimo Cubrimiento
por Vértices (en inglés, vertex cover) y Mı́nimo Cubrimiento por Aristas (en
inglés, edge cover), respectivamente. En el problema Mı́nima {k}-dominación, dado
un grafo G queremos encontrar el mı́nimo costo de una función f : V (G) → [[0, k]] tal
que

∑
u∈NG[v] f(u) ≥ k para todo v ∈ V (G).

1.6. Parámetros de anchura en grafos

1.6.1. Treewidth

Una descomposición en árbol (tree decomposition en inglés) de un grafo G es un
árbol T junto con una familia {Xt : t ∈ V (T )} de subconjuntos de V (G) (donde cada
Xt es llamado bolsa), que satisfacen las siguientes propiedades:

(W1)
⋃
t∈V (T )Xt = V (G);

(W2) para toda arista uv en G, existe al menos un nodo t ∈ V (T ) tal que la bolsa Xt

contiene tanto a u como a v;

(W3) para todo vértice v en G, el conjunto de nodos {t ∈ V (T ) : v ∈ Xt} induce un
subárbol de T .

La anchura de una descomposición en árbol (T, {Xt}t∈V (T )) es igual al tamaño
máximo de una bolsa menos uno, es decir, máx{|Xt| − 1 : t ∈ V (T )}. La anchura de
árbol (o treewidth) de un grafo G, notado tw(G), es el mı́nimo w tal que G admite una
descomposición en árbol de anchura igual a w. Dada una clase de grafos G, definimos
tw(G) = sup{tw(G) | G ∈ G}. Decimos que G tiene treewidth acotada si tw(G) < ∞.
La anchura de camino (pathwidth, pw) se define análogamente pero exigiendo que T
sea un camino.
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El parámetro treewidth fue definido formalmente en 1983 por Robertson y Sey-
mour [152], pero también fue previamente considerado bajo diferentes nombres por
Bertelè y Brioschi [29] y Halin [106]. Entre las clases de grafos de treewidth acotada
podemos mencionar: bosques (treewidth 1), pseudo-bosques, cactus, grafos outerpla-
nar y grafos serie-paralelo (treewidth a lo sumo 2), grafos Halin y redes Apollonian
(treewidth a lo sumo 3) [34,45,126,151].

Sea k un entero positivo. Los k-árboles se definen recursivamente de la siguiente
manera: el grafo completo de k vértices (Kk) es un k-árbol, y si G es un k-árbol y Q es
una clique de G de k vértices, entonces también es un k-árbol el grafo G′ obtenido de
G al agregar un vértice v /∈ V (G) tal que sus vecinos son exactamente los vértices de Q
(NG′(v) = Q). Un k-árbol parcial es un subgrafo de un k-árbol. Un grafo tiene treewidth
a lo sumo k si y sólo si es un k-árbol parcial [34, Teorema 35]. Luego, treewidth se
puede definir alternativamente mediante k-árboles parciales: la treewidth de G es el
menor entero k tal que G es un k-árbol parcial.

Proposición 1.6.1 (Folklore). Sea k un entero positivo y sea G un grafo de treewidth

k. Entonces |E(G)| ≤ k|V (G)| − k(k+1)
2

.

Demostración. Como tw(G) = k entonces G es un k-árbol parcial y por lo tanto es un
subgrafo de un k-árbol de |V (G)| vértices. Directamente de la definición de k-árbol obte-

nemos que la cantidad de aristas de un k-árbol de n vértices es k(k−1)
2

+ k(n− k). Luego,
la cantidad de aristas de G es a lo sumo k(k−1)

2
+k(|V (G)|−k) = k|V (G)| − k(k+1)

2
.

Proposición 1.6.2 (Folklore). Si H es un subgrafo de un grafo G entonces tw(H) ≤
tw(G).

Teorema 1.6.3 ([152, páginas 1 y 2]). Para todo grafo G, tw(G) ≥ ω(G) − 1. Más
aún, tw(G) ≥ χ(G)− 1.

Teorema 1.6.4 ([126, página 76]). tw(S(G)) = tw(G).

Teorema 1.6.5 ([36, Teorema 1]). Existe un algoritmo tal que, dados un grafo G de n
vértices y un entero k, en tiempo O(ckn) para alguna constante c ∈ N, o bien responde
que la treewidth de G es mayor a k, o bien construye una descomposición en árbol de
G de anchura a lo sumo 5k + 4.

Para un grafo dado pueden existir múltiples descomposiciones en árbol, incluso si
pedimos que tengan anchura mı́nima (ver Figura 1.11). En los algoritmos para resolver
problemas en clases de treewidth acotada usualmente se utiliza un tipo especial de
descomposiciones en árbol que provee aún más estructura. Una descomposición en
árbol (T, {Xt}t∈V (T )) es agradable [126, Definición 13.1.4] si:

• T es un árbol binario enraizado;

• si un nodo i tiene dos hijos j y k entonces Xi = Xj = Xk;

• si un nodo i tiene sólo un hijo j, entonces

• |Xi| = |Xj| − 1 y Xi ⊂ Xj, o bien

• |Xi| = |Xj|+ 1 y Xi ⊃ Xj.
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v1

v2

v3

v4

v5

v6

(a) Grafo G.

v1, v5, v6

v1, v3, v5

v1, v2, v3 v3, v4, v5

(b) Descomposición en árbol
no agradable de G.

v1, v5, v6

v1, v5

v1, v3, v5

v1, v3, v5 v1, v3, v5

v1, v3

v1, v2, v3

v3, v5

v3, v4, v5

(c) Descomposición en árbol
agradable de G.

Figura 1.11: Un grafo y algunas de sus posibles descomposiciones en árbol.

Para todo nodo i ∈ V (T ), denotaremos Gi al subgrafo inducido G
[⋃

j∈V (Ti)
Xj

]
.

Teorema 1.6.6 ([126, Lema 13.1.3]). Para una constante k, dada una descomposición
en árbol de un grafo G, de anchura k y con O(|V (G)|) nodos, se puede encontrar una
descomposición en árbol agradable de G, de anchura k y a lo sumo 4|V (G)| nodos, en
tiempo O(|V (G)|).

En esta tesis vamos a trabajar con una ligera modificación de las descomposiciones
en árbol agradables, donde las bolsas de la ráız y de las hojas tienen un único vértice
cada una.

Definición 1.6.7. Una descomposición en árbol (T, {Xt}t∈V (T )) se llama sencilla si

• T es un árbol binario enraizado en r, tal que |Xr| = 1;

• si un nodo i tiene dos hijos j y k entonces Xi = Xj = Xk; (nodo unión)

• si un nodo i tiene sólo un hijo j, entonces

• |Xi| = |Xj| − 1 y Xi ⊂ Xj, o bien (nodo eliminación)

• |Xi| = |Xj|+ 1 y Xi ⊃ Xj; (nodo inserción)

• si un nodo i no tiene hijos, entonces |Xi| = 1. (nodo hoja)

Es fácil ver que, dada una descomposición en árbol agradable de anchura k y
O(|V (G)|) nodos, se puede construir en tiempo O(k|V (G)|) una descomposición en
árbol sencilla de anchura k y O(k|V (G)|) nodos.
Corolario 1.6.8. Existe un algoritmo tal que, dados un grafo G de n vértices y un
entero k, en tiempo O(ckn) para alguna constante c ∈ N (es decir, FPT lineal parame-
trizado por k), o bien responde que la treewidth de G es mayor a k, o bien construye
una descomposición en árbol sencilla de G de anchura a lo sumo 5k + 4 y a lo sumo
4kn nodos.



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

El siguiente resultado, el cual probamos junto a Flavia Bonomo en [41], relaciona
los valores de treewidth y grado de un grafo G con los de su r-ésima potencia Gr. En
particular, implica que si tanto la treewidth como el grado de G están acotados por
una constante entonces, para una potencia fija r, la treewidth y el grado de Gr también
están acotados por una constante. Notemos que es necesario pedir que el grado esté
acotado, ya que, por ejemplo, la segunda potencia de una estrella Sn (de treewidth 1)
es un grafo completo (de treewidth n− 1).

Lema 1.6.9 ([41, Lema 6.0.2]). Sean G un grafo y r un entero mayor o igual a 2.
Luego,

∆(G) ≤ ∆(Gr) ≤ ∆(G)r, y

máx(tw(G),∆(G)) ≤ tw(Gr) ≤ (tw(G) + 1)(∆(G) + 1)⌈
r
2
⌉ − 1.

Demostración. En primer lugar, la desigualdad ∆(G) ≤ ∆(Gr) ≤ ∆(G)r se deduce
directamente de la definición de potencia de un grafo. A continuación estudiaremos la
segunda desigualdad.

Veamos que se cumple la cota inferior. Sea v un vértice de G de grado máximo.
En Gr, el grafo inducido por NG[v] es una clique de tamaño ∆(G) + 1 y, por el Teo-
rema 1.6.3, tenemos que tw(Gr) ≥ ∆(G). Como G es un subgrafo de Gr y, por la
Proposición 1.6.2, tenemos tw(Gr) ≥ tw(G).

Demostraremos ahora que vale la cota superior. Sea (T, {Xt}t∈V (T )) una descom-
posición en árbol de G. Para todo t ∈ V (T ), sea Yt el conjunto de vértices que están
a distancia menor o igual a ⌈ r

2
⌉ de un vértice de Xt. Notemos que Xt ⊆ Yt para todo

t ∈ V (T ). Probaremos que (T, {Yt}t∈V (T )) es una descomposición en árbol de Gr, y
para ello probaremos que se satisfacen las tres propiedades (W1), (W2) y (W3) de la
definición de treewidth.

(W1) Como V (G) =
⋃
t∈V (T )Xt ⊆

⋃
t∈V (T ) Yt ⊆ V (G) y V (G) = V (Gr), sigue que⋃

t∈V (T ) Yt = V (Gr).

(W2) Sean u, v dos vértices que son vecinos en Gr. Si también son vecinos en G entonces
existe una bolsa Xt que los contiene a ambos y entonces, como Xt ⊆ Yt, la
propiedad (W2) se cumple en este caso. Caso contrario, existe un vértice w que
está a distancia a lo sumo ⌈ r

2
⌉ tanto de u como de v en G. Sea t ∈ V (T ) tal que la

bolsaXt contiene a w. Luego, w ∈ Yt (porqueXt ⊆ Yt) y además u, v ∈ Yt (porque
tanto u como v están a distancia a lo sumo ⌈ r

2
⌉ de w ∈ Xt). En consecuencia, la

propiedad (W2) también se cumple en este caso.

(W3) Para todo u ∈ V (G), sean TXu = T [{t ∈ V (T ) : u ∈ Xt}] y T Yu = T [{t ∈ V (T ) :
u ∈ Yt}]. Aplicando la propiedad (W3) a (T, {Xt}t∈V (T )), obtenemos que TXu es
un subárbol de T para todo u ∈ V (G). Sea v ∈ V (G). Vamos a probar que T Yv es
conexo. Sea t ∈ V (TXv ). Notemos que para probar que T Yv es conexo es suficiente
probar que existe un camino en T Yv entre t y todo nodo s ∈ V (T Yv )−V (TXv ). Sea
s ∈ V (T Yv )−V (TXv ). Por definición de las bolsas Y , sabemos que v ∈ Yt′ si y sólo si
t′ ∈ V (TXv ) o t′ ∈ V (TXu ) para algún otro vértice u tal que distG(v, u) ≤ ⌈ r2⌉. Por
lo tanto, existe un vértice vs ∈ Ys distinto de v tal que distG(v, vs) ≤ ⌈ r2⌉. Además,
todo vértice u en el camino mı́nimo entre v y vs cumple que V (TXu ) ⊆ V (T Yv ).
Como TXu es conexo para todo u ∈ V (G) y V (TXu )∩V (TXw ) ̸= ∅ para toda arista
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v3

v4v5
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(a) Ciclo de 6 vértices.

η2,3

⊕
ρ3→1 3(v3)

η1,3

⊕

⊕ 3(v6)

η1,2 η1,2

⊕ ⊕

1(v1) 2(v2) 1(v5) 2(v4)

(b) Un árbol de expresión clique-width Te.

Figura 1.12: Un grafo y un árbol de expresión clique-width asociado.

uw ∈ E(G) (por la propiedad (W2) aplicada a (T, {Xt}t∈V (T )) y la arista uw),
entonces existe un camino en T Yv entre t y s. Por lo tanto la propiedad (W3) vale
para (T, {Yt}t∈V (T )).

Como cada bolsa Yt tiene a lo sumo (tw(G) + 1)(∆(G) + 1)⌈
r
2
⌉ vértices, obtenemos

tw(Gr) ≤ (tw(G) + 1)(∆(G) + 1)⌈
r
2
⌉ − 1.

1.6.2. Clique-width

La anchura de clique (o clique-width) de un grafo G, notada cw(G), fue presentada
por Courcelle, Engelfriet y Rozenberg en [66]. Se define como el mı́nimo número de
etiquetas necesarias para construir G usando las siguientes cuatro operaciones:

• creación de un nuevo vértice v con etiqueta i (notado i(v));

• unión disjunta de dos grafos etiquetados G1 y G2 (notado G1 ⊕G2);

• unión completa entre dos etiquetas i y j, i ̸= j, es decir, adición de una arista
entre cada vértice con etiqueta i y cada vértice con etiqueta j (notado ηi,j);

• renombre de la etiqueta i a la etiqueta j, es decir, asignación de la etiqueta j a
cada vértice con etiqueta i (notado ρi→j).

Una expresión clique-width no es más que una expresión bien formada usando las
cuatro operaciones mencionadas arriba. Para una expresión e, notamos Ge al grafo
determinado por e. Si el número de etiquetas distintas usadas en una expresión e es a
lo sumo k, decimos que es una k-expresión clique-width (o simplemente k-expresión).

Ejemplo 1.6.10. El grafo G ilustrado en la Figura 1.12a puede ser construido usando
la siguiente 3-expresión, y por lo tanto el grafo G tiene clique-width a lo sumo 3.

η2,3(ρ3→1(η1,3((η1,2(1(v1)⊕ 2(v2))⊕ η1,2(1(v5)⊕ 2(v4)))⊕ 3(v6))⊕ 3(v3))).
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El siguiente resultado de Fomin y Korhonen nos dice que si sabemos que una clase de
grafos tiene clique-width a lo sumo k entonces en tiempo cuadrático podemos encontrar
expresiones “lo suficientemente buenas” para dichos grafos, y por ello nos referimos a
expresiones donde la cantidad de etiquetas sólo dependa de k y no de la cantidad de
vértices. En ese sentido, si k es una constante, entonces obtenemos expresiones clique-
width con cantidad de etiquetas acotada por una constante.

Teorema 1.6.11 ([88, Corolario 1.1]). Para un entero k y un grafo G de n vértices,

existe un algoritmo que, en tiempo 22
O(k)

n2, o bien computa una (22k+1 − 1)-expresión
clique-width de G, o bien concluye que la clique-width de G es mayor a k.

Una k-expresión clique-width es irredundante si cada vez que se ejecuta una opera-
ción de unión completa ηi,j no hay ninguna arista previamente existente entre vértices
con etiqueta i y vértices con etiqueta j. Nótese que la expresión mencionada en el
Ejemplo 1.6.10 es irredundante. Courcelle y Olariu [69] probaron que cualquier grafo
G que admite una k-expresión también admite una k-expresión irredundante.

A toda expresión clique-width e le podemos asociar naturalmente un árbol binario
enraizado Te, donde cada nodo indica una de las posibles operaciones (ver Figura 1.12b
como ejemplo). Las hojas siempre indican una operación de creación de un nuevo vértice
v con etiqueta i, i(v), y los únicos nodos con dos hijos son aquellos que indican una
unión disjunta, ⊕. Notemos que, para todo nodo t ∈ V (Te), el subárbol de Te con
ráız en t define una expresión et que se corresponde con el grafo Get que es a su vez
un subgrafo de Ge. Decimos que e′ es una subexpresión de e si e′ es una expresión
determinada por el subárbol de Te con ráız en algún nodo t ∈ V (Te).

Consideremos cualquier vértice v en Get para algún t ∈ V (Te). Luego, todos los
vecinos de v en Ge que aún no son vecinos de v en Get (es decir, aquellos vértices cuyas
aristas con v se definen en operaciones asociadas a nodos que son ancestros de t en Te)
serán llamados próximos vecinos de v respecto a et. Notemos que para cualquier par
de vértices en Get que tengan la misma etiqueta, sus conjuntos de próximos vecinos
respecto a et son idénticos.

Dada una k-expresión e, definimos la función ℓe : V (Ge) → [[1, k]] tal que ℓe(v)
es la etiqueta final de v, es decir, la etiqueta que tiene v después de la operación
correspondiente a la ráız de Te. También definimos ℓ(e) = {ℓe(v) : v ∈ V (Ge)} y
ℓ(e) = [[1, k]] − ℓ(e), es decir, es el conjunto de etiquetas i para las cuales no existe
ningún v ∈ V (Ge) tal que ℓe(v) = i.

En lo que resta de este trabajo, consideraremos únicamente expresiones irredun-
dantes donde en cada operación de renombre ρi→j(e) tenemos j ∈ ℓ(e). Nótese que,
bajo estas suposiciones, el número total de operaciones en una expresión clique-width
e de un grafo G pertenece a O(|V (G)|+ |E(G)|), ya que se realizan |V (G)| operaciones
de creación, |V (G)| − 1 uniones disjuntas, a lo sumo |E(G)| uniones completas y a lo
sumo |V (G)| renombres de etiqueta.

1.6.3. Árboles binarios de descomposición: carvingwidth,
mim-width y otros parámetros

Dado un grafo G, un árbol binario T donde cada nodo interno tiene exactamente 2
hijos junto con una biyección δ entre los vértices de G y las hojas de T , se conoce como
un árbol binario de descomposición de G. Sea (T, δ) un árbol binario de descomposición
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(a) El ciclo de 6 vértices.

v1 v3 v2 v4

v5 v6

(b) Un árbol binario de descomposición.

Figura 1.13: Un grafo G y un árbol binario de descomposición (T, δ) asociado a G.

de un grafo G. Para todo t ∈ V (T ), notamos Tt al conjunto de vértices de G que se
corresponden (mediante δ) con las hojas que son t o descendientes de t en T . También
notamos Tt = V (G)− Tt. Ver Figura 1.13.

Para una función f : P(V (G))→ R tal que f(S) = f(V (G)−S) para todo subcon-
junto S ⊆ V (G), la anchura f (o f -width) de un árbol binario de descomposición (T, δ)
se define como el máximo valor de f(Tt) con t ∈ V (T ). La f -width de un grafo G es el
menor valor de la f -width de (T, δ) entre todos los árboles binarios de descomposición
(T, δ) de G [170, Definición 3.1.3].

De esta definición general se desprenden, entre otras, las siguientes definiciones
concretas de parámetros de anchura en grafos:

• carvingwidth (carw) [155, 156]: f(S) es la cantidad de aristas del grafo bi-
partito G[S, V (G)− S].

• mm-width (mmw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un matching máxi-
mo (no necesariamente inducido) en el grafo bipartito G[S, V (G)− S].

• mim-width (mimw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un matching
inducido máximo en el grafo bipartito G[S, V (G)− S].

• sim-width (simw) [124]: f(S) es la cantidad máxima de aristas de un matching
inducido en el grafo G que tienen un extremo en S y el otro en V (G)− S.

• rankwidth (rw) [117]: si llamamos M a la matriz de adyacencia en F2 de G,
entonces f(S) es el rango de la submatriz de M inducida por las filas correspon-
dientes a S y las columnas correspondientes a V (G)− S.

Ejemplo 1.6.12. A modo de ejemplo, veamos la Figura 1.13. Si llamamos t al nodo
padre de la hoja asociada a v4, entonces Tt = {v2, v4} y Tt = {v1, v3, v5, v6}. Para este
t tenemos mim(Tt) = 2 (el matching inducido dado por v1v2 y v4v5). Como para los
demás nodos no obtenemos un valor mayor, tenemos que mimw(T, δ) = 2. Por otro
lado, se puede ver muy fácilmente que no existe ninguna descomposición de anchura 1,
y por lo tanto mimw(G) = 2.

Calcular la carvingwidth de un grafo es un problema NP-dif́ıcil [156] pero deter-
minar si un grafo tiene carvingwidth a lo sumo k es FPT parametrizado por k [166].
Se sabe que calcular la mim-width de un grafo es un problema NP-dif́ıcil y además
W[1]-dif́ıcil parametrizado por mim-width [163] pero para algunas clases de grafos (por
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ejemplo, grafos arco-circulares) podemos calcular en tiempo polinomial un árbol bina-
rio de descomposición de mim-width acotada por una constante [23,49]. Sin embargo,
no se sabe si es posible obtener tal descomposición en tiempo polinomial en cualquier
clase de grafos de mim-width acotada por una constante. Es más, tampoco se sabe aún
si, para una constante w, se puede obtener en tiempo polinomial un árbol de descom-
posición de mim-width f(w), cualquiera sea la función f , de un grafo de mim-width a
lo sumo w [144].

Si en lugar de un árbol binario de descomposición consideramos un orden de los
vértices, obtenemos la “versión lineal” de estos parámetros. Formalmente, dado un
grafo G y una función f : P(V (G)) → R, la anchura f lineal (o f -width lineal) de un
ordenamiento v1, . . . , vn de los vértices de G, se define como el máximo valor de f(Vi)
con i ∈ [[1, n]], siendo Vi = {v1, . . . , vi}. La anchura f lineal de G es el menor valor de
la anchura f lineal entre todos los ordenamientos de los vértices de G. Es equivalente a
considerar árboles binarios de descomposición que sean orugas [170, Definición 3.1.5].
De esta manera se pueden definir los siguientes parámetros de anchura en grafos:

• cutwidth (cutw) [59]: f(S) es la cantidad de aristas de G[S, V (G)− S].
Podŕıamos decir que este parámetro es la “carvingwidth lineal”, aunque nun-
ca se lo menciona con ese nombre.

• mim-width lineal (lmimw) [170]: f(S) es la cantidad de aristas de un mat-
ching inducido máximo en G[S, V (G)− S].

• sim-width lineal (lsimw) [124]: f(S) es la cantidad máxima de aristas de un
matching inducido en G que tienen un extremo en S y el otro en V (G)− S.

1.6.4. Relaciones entre los parámetros

Para dos parámetros p y q, notamos p ⪯ q si existe una función f : N → N tal
que p(G) ≤ f(q(G)) para todo grafo G. En particular, para las clases de grafos donde
q está acotado por alguna constante tenemos que p también está acotado por alguna
constante. Si p ⪯ q y q ⪯ p, lo notamos p ≈ q. El siguiente resultado muestra la
importancia de conocer este tipo de relaciones entre parámetros desde el punto de vista
de la complejidad parametrizada. Fue presentado por Sasák en [155] para problemas
FPT, pero su demostración puede adaptarse fácilmente a XP y para-NP-h.

Proposición 1.6.13 (Adaptación de [155, Teorema 1.1]). Sean p y q dos parámetros
tales que p ⪯ q. Si un problema Π es FPT (resp. XP) parametrizado por p entonces
Π es FPT (resp. XP) parametrizado por q. Por otro lado, si Π es para-NP-dif́ıcil
parametrizado por q entonces Π es para-NP-dif́ıcil parametrizado por p.

A continuación resumiremos las relaciones que se conocen entre los parámetros
de anchura definidos en la sección anterior y probaremos una nueva desigualdad que
involucra sim-width, grado máximo y carvingwidth. Lo primero que podemos observar,
directamente a partir de la definición, es que carw ⪯ cutw.

Lema 1.6.14 ([22, Observación 1]). ∆ ⪯ carw. Más aún, ∆(G) ≤ carw(G) para todo
grafo G.

Lema 1.6.15 ([34, Teorema 49]). Las clases de grafos de pathwidth y grado acotados
son de cutwidth acotada, y viceversa.
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Corolario 1.6.16. Las clases de grafos de pathwidth y carvingwidth acotadas son de
cutwidth acotada, y viceversa.

Lema 1.6.17 ([170, Teorema 4.2.5]). tw ≈ mmw. Más aún, para todo grafo G,
1
3
(tw(G) + 1) ≤ mmw(G) ≤ tw(G) + 1.

Lema 1.6.18 ([155, Teorema 5.5]). tw ⪯ carw.

Lema 1.6.19 ([65, Teorema 1.2]). cw ⪯ tw. Más aún, cw(G) ≤ 3 · 2tw(G)−1 para todo
grafo G.

Lema 1.6.20 ([117, Proposición 6.3]). cw ≈ rw. Más aún, rw(G) ≤ cw(G) < 2rw(G)+1

para todo grafo G.

Lema 1.6.21 ([170, Teoremas 4.2.9 y 4.2.10]). mimw ⪯ cw. Más aún, para todo grafo
G, mimw(G) ≤ cw(G).

Por definición, tw(G) ≤ pw(G) para todo grafo G y por lo tanto tw ⪯ pw, pero
existen clases de grafos de treewidth acotada y pathwidth no acotada (por ejemplo,
los árboles binarios tienen treewidth 1 pero pathwidth no acotada [155]). Como indica
el Lema 1.6.19, toda clase de grafos de treewidth acotada es también de clique-width
acotada, pero esto no es cierto a la inversa: por ejemplo, los grafos completos tienen
clique-width 2 y treewidth no acotada (tw(Kn) = n − 1 por el Teorema 1.6.3). To-
das las clases de clique-width acotada tienen mim-width acotada (Lema 1.6.21), pero
existen clases (por ejemplo, los grafos de intervalo) de mim-width 1 y clique-width no
acotada [99,170]. Directamente de la definición, sabemos que la mim-width es mayor o
igual a la sim-width, pero existen clases (por ejemplo, los grafos cordales) de sim-width
1 y mim-width no acotada [124].

A continuación presentaremos un nuevo resultado relacionando sim-width, grado
máximo y carvingwidth. Este resultado fue obtenido en colaboración con Felix Mann y
no ha sido publicado aún. Antes de enunciar el teorema, presentaremos un concepto que
utilizaremos en la demostración. Un coloreo fuerte de aristas (en inglés, strong edge-
coloring) de un grafo es un coloreo de las aristas tal que cada clase de color conforma
un matching inducido del grafo. El ı́ndice cromático fuerte de un grafo G, χs(G), es el
menor número de colores que se necesitan para obtener un tal coloreo de G. Se sabe
que existe una constante no negativa c tal que χs(G) ≤ (2− c)∆(G)2 para todo grafo
G [143].

Teorema 1.6.22. Sea G un grafo de sim-width k y grado máximo ∆. Entonces
carw(G) ≤ 2k∆2.

Demostración. Consideremos un árbol binario de descomposición (T, δ) de sim-width
k. Por definición de sim-width tenemos que, para todo t ∈ V (T ), sim(Tt) ≤ k. Es
decir, k es una cota superior a la cantidad de aristas de un matching inducido en G
que tienen un extremo en Tt y el otro en Tt. Luego, en cualquier coloreo fuerte de G
no podemos tener más de k aristas de un mismo color entre vértices en Tt y Tt (de lo
contrario tendŕıamos un matching de más de k aristas y por lo tanto un valor mayor
de sim-width). Por lo tanto la cantidad de aristas que tienen un extremo en Tt y el
otro en Tt no puede ser mayor a kχs(G). Aśı, como χs(G) ≤ 2∆2 [143], obtenemos
carw(G) ≤ 2k∆2.
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cutw, pw+∆, pw+carw

carw, simw+∆pw

tw, mmw

cw, rw

mimw

simw

∆

Figura 1.14: Relaciones entre parámetros de anchura. Una flecha del parámetro q al
parámetro p indica que p ⪯ q. Si p ≈ q entonces ambos parámetros se grafican dentro
del mismo grupo. Las relaciones son transitivas.

Una consecuencia automática del mismo es que las clases de grafos de sim-width
y grado acotados son también de carvingwidth acotada. Este resultado es útil para
probar que algunas clases de grafos de grado acotado tienen sim-width no acotada, ya
que basta con conocer que su carvingwidth (o treewidth, o clique-width, o mim-width)
no es acotada. Además, por las desigualdades que vimos antes, las clases de grafos de
carvingwidth acotada son también de grado acotado y de sim-width acotada.

Por otro lado, no podemos extender este resultado a otros parámetros conocidos (en
concreto, pathwidth y cutwidth) ya que, por ejemplo, los árboles binarios son una clase
de grafos de grado a lo sumo 3 y sim-width 1 [124, Proposición 3.1] pero de pathwidth
no acotada [155] (y por lo tanto cutwidth no acotada).

En la Figura 1.14 se encuentran resumidas todas estas relaciones, y en la Figura 1.15
encontramos algunas clases de grafos conocidas para las cuales se indica si estos paráme-
tros están acotados por alguna constante. En ambas figuras nos limitamos sólo a los
parámetros mencionados en esta tesis.
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planares perfectos
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completos

twárboles
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estrellas

cutw
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carw

árboles binarios

∆

grillas

Figura 1.15: Ejemplos de clases de grafos con distintos parámetros acotados por una
constante. Se muestran también las inclusiones de las clases de grafos. Los valores
exactos de los parámetros en las distintas clases están dados en la Tabla 1.1.
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Clase ∆ cutw carw pw tw cw mimw simw

Árboles binarios 3 ∞ 3 ∞ 1 3 1 1

Árboles ∞ ∞ ∞ ∞ 1 3 1 1

Caminos 2 1 2 1 1 3 1 1

Orugas ∞ ∞ ∞ 1 1 3 1 1

Estrellas ∞ ∞ ∞ 1 1 2 1 1

Grillas 4 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Completos ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2 1 1

Cografos ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2 ≤ 2 ≤ 2

De intervalo ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1 1

Arco-circulares ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2 ≤ 2

Split ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1

Cordales ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1

Bipartitos ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Perfectos ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Planares ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Tabla 1.1: Valores de los parámetros en distintas clases de grafos, donde ∞ indica
que dicho parámetro no está acotado en esta clase. Los valores de la columna ∆ se
desprenden directamente de la definición de la clase o de las inclusiones de clases vistas
anteriormente. En [120, Corolario 10] se prueba que una clase particular de grafos,
llamados potencia de hoja (leaf power), tiene mim-width 1, y esta clase incluye a los
árboles y a los grafos de intervalo. Para los demás valores, ver [22, 23, 49, 99, 119, 120,
124,155,170].



Caṕıtulo 2

Problemas localmente verificables

2.1. Definición

Sean r ∈ N y G un grafo. Supongamos que además tenemos lo siguiente:

• un conjunto Labels y, para cada arista e ∈ E(G), una etiqueta ℓe ∈ Labels;

• un conjunto Colors y, para cada vértice v ∈ V (G), un subconjunto no vaćıo
Lv ⊆ Colors de posibles colores para v;

• un conjunto de pesos (Weights,⪯,⊕) con elemento máximo llamado Error;

• una funciónw (también llamada función de costo o de peso) que, dados un vértice
v ∈ V (G) y una asignación de colores c : N r

G[v] → Colors tal que c(u) ∈ Lu
para todo u ∈ N r

G[v], devuelve un costo (o peso) en Weights− {Error}; y

• una función check (también llamada función de verificación) que, dados un vérti-
ce v ∈ V (G) y una asignación de colores c : N r

G[v]→ Colors tal que c(u) ∈ Lu
para todo u ∈ N r

G[v], devuelve True si el vértice v junto con su vecindad de
radio r (considerando las etiquetas de las aristas) satisface una cierta condición,
y False de lo contrario.

Decimos que una asignación de colores a vértices (también llamada coloreo) c es
válida en S si S es el dominio de c y c(v) ∈ Lv para todo v ∈ S, y es propia si es
válida en V (G) y check

(
v, c|Nr

G[v]

)
= True para todo v ∈ V (G). El costo (o peso) de

un coloreo c válido en un conjunto S es w(c) =
⊕

v∈S w
(
v, c|Nr

G[v]

)
.

Dados todos los elementos previamente definidos, un problema r-localmente veri-
ficable consiste en encontrar el mı́nimo costo (de acuerdo al orden ⪯) de un coloreo
propio. Si tal coloreo no existe, la respuesta debe ser Error.

Un problema r-localmente verificable con propiedades globales Π = {P1, . . . , Pk} es
un problema r-localmente verificable donde se requiere adicionalmente que el coloreo
propio c dado como salida satisfaga cada una de las propiedades en Π, es decir, que
Pi(c) = True para cada i ∈ [[1, k]]. Una propiedad global puede ser, por ejemplo, “el
subgrafo inducido por el conjunto {v : c(v) = i} es conexo” o “|{v : c(v) = j}| ≤ 1”.
En la Sección 2.3 daremos las definiciones de aquellas propiedades que utilizaremos en
esta tesis.

23
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2.2. Ejemplos

Para simplificar la escritura, en los ejemplos mencionados a lo largo de esta tesis
asumiremos que, a menos que se indique lo contrario, las definiciones de Lv son para
todo v ∈ V (G), y de w(v, c) y check(v, c) para todo v ∈ V (G) y todo coloreo c válido
en N r

G[v]. Además, cuando el problema no emplea etiquetas en las aristas, podemos
simplemente definir Labels = {1} y ℓe = 1 para toda e ∈ E(G), y no escribir su defi-
nición. Cuando no se mencione expĺıcitamente a los conjuntos Lv es porque suponemos
que Lv = Colors para todo v ∈ V (G). Por otro lado, cuando no se mencione expĺıci-
tamente al conjunto Colors pero śı a los Lv, supondremos que Colors =

⋃
v∈V (G) Lv.

Comenzaremos con un ejemplo sencillo: Mı́nimo Conjunto Dominante modela-
do como problema 1-localmente verificable. Podemos pensar que tenemos que colorear
al grafo con dos colores, digamos s y s, donde uno de ellos (s) represente a los vérti-
ces que pertenecen al conjunto dominante. La función de costo deberá devolver 1 si
el vértice recibe el color s y 0 en caso contrario, y la función de verificación deberá
devolver True si y sólo si existe un vértice en la vecindad cerrada que recibe el color
s. Formalmente:

• Colors = {s, s},

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(v, c) =

{
1 si c(v) = s

0 si no,

• check(v, c) = (∃u ∈ NG[v]. c(u) = s).

Notemos que podŕıamos haber considerado otros colores, por ejemplo 0 y 1, don-
de 1 indica que el vértice pertenece al conjunto dominante. Aśı, la definición de la
función de costo se puede simplificar como w(v, c) = c(v). Ambos modelos son equi-
valentes. También podŕıamos haber definido la función check de la siguiente manera:
“check(v, c) = True si y sólo si c(v) = s o existe un vecino u de v tal que c(u) = s”, o
de tantas otras maneras. Lo importante no es cómo expresamos su definición, sino que
podamos afirmar que la función está bien definida. Lo mismo aplica para w.

Veamos cómo modelar el problema de decidir si un grafo admite un k-coloreo como
un problema 1-localmente verificable:

• Colors = [[1, k]],

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w(v, c) = 0,

• check(v, c) = (∀u ∈ NG(v). c(u) ̸= c(v)).

Como k-coloreo es un problema de decisión y no de optimización, no utilizamos los
costos para optimizar la solución sino precisamente para determinar si una solución es
correcta. En efecto, podemos decir que la respuesta es “no” si y sólo si el mı́nimo costo
de un coloreo propio es Error (que en este caso es 1). Otro posible modelo para este
mismo problema es el siguiente:
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Problema Weights,⪯,⊕ Lv w(v, c) check(v, c)

k-coloreo {0, 1},≤,máx [[1, k]] 0 ∀u ∈ NG(v). c(u) ̸= c(v)

Coloreo por listas {0, 1},≤,máx entrada 0 ∀u ∈ NG(v). c(u) ̸= c(v)

H-coloreo {0, 1},≤,máx V (H) 0 ∀u ∈ NG(v). c(u) ∈ NH(c(v))

Dominación k-upla N+∞,≤,+ {0, 1} c(v)
∑

u∈NG[v] c(u) ≥ k

Dominación k-upla total N+∞,≤,+ {0, 1} c(v)
∑

u∈NG(v) c(u) ≥ k

k-dominación N+∞,≤,+ {0, 1} c(v) c(v) = 0⇒
∑

u∈NG(v) c(u) ≥ k

{k}-dominación N+∞,≤,+ [[0, k]] c(v)
∑

u∈NG[v] c(u) ≥ k

Dominación k-arcóıris N+∞,≤,+ 2[[1,k]] |c(v)|
∣∣∣⋃u∈NG[v] c(u)

∣∣∣ = k

Dominación romana N+∞,≤,+ [[0, 2]] c(v) c(v) = 0⇒ ∃u ∈ NG(v). c(u) = 2

Conjunto independiente
máximo

N−∞,≥,+ {0, 1} c(v) c(v) = 1⇒
∑

u∈NG(v) c(u) = 0

Función de {k}-empa-
quetamiento

N−∞,≥,+ [[0, k]] c(v)
∑

u∈NG[v] c(u) ≤ k

{k}-empaquetamiento li-
mitado

N−∞,≥,+ {0, 1} c(v)
∑

u∈NG[v] c(u) ≤ k

Tabla 2.1: Ejemplos de problemas 1-localmente verificables.

• Colors = [[1, |V (G)|]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,máx),

• w(v, c) = c(v),

• check(v, c) = (∀u ∈ NG(v). c(u) ̸= c(v)).

Aqúı, el costo de un coloreo propio es igual al máximo valor entre los colores utilizados,
y la solución es aquel coloreo propio que minimiza ese valor. Por lo tanto, para decidir
si existe un k-coloreo basta con comparar el costo de la solución con k.

Como vimos, no existe una única forma de modelar un problema dentro de nuestro
marco. Algunos modelos pueden tener ventajas algoŕıtmicas sobre otros. Por ejemplo,
el primer modelo propuesto para el problema de k-coloreo utiliza una cantidad
constante de colores, lo cual nos permite obtener algoritmos de mejor complejidad que
el segundo modelo, donde la cantidad de colores es lineal en la cantidad de vértices.
Estudiaremos esto en los Caṕıtulos 3, 4, 5 y 6.

En la Tabla 2.1 mostramos algunos ejemplos de problemas de coloreo, dominación,
conjunto independiente y empaquetamiento modelados como problemas 1-localmente
verificables. Sus definiciones pueden ser encontradas en el Apéndice A. Para la “versión
total” de la mayoŕıa de los problemas de dominación, sólo necesitamos reemplazar
N [v] por N(v). Para la “versión pesada” de estos problemas, los costos son parte de la
entrada. Para problemas en los que el grafo de entrada es dirigido, podemos considerar
etiquetas de aristas que también contengan la información de la dirección de la arista,
y las funciones check y w puedan usarlas para distinguir los vecinos de entrada de los
de salida.

Entre los problemas r-localmente verificables con r > 1, podemos mencionar proble-
mas de coloreo a distancia [48,54,55,82,97,101,104,159], independencia a distancia [78],
y dominación a distancia [108].
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2.3. Propiedades globales

A continuación definiremos formalmente las principales propiedades globales con las
que trabajaremos a lo largo de esta tesis. Sin embargo, cuando presentemos ejemplos
de problemas localmente verificables que incluyen propiedades globales, las expresare-
mos de manera informal, ya que resulta más sencillo de interpretar y sabemos que su
formalización es inmediata.

2.3.1. Tamaño

Sean S ⊆ Colors un conjunto no vaćıo de colores y σS ⊆ [[0, |V (G)|]] un conjunto
no vaćıo de enteros no negativos. La propiedad global que exige que la cantidad total
de vértices de colores en S sea un elemento de σS se llama propiedad global de tamaño
y se formaliza de la siguiente manera:

P (c) = (|{v ∈ V (G) : c(v) ∈ S}| ∈ σS) .

Por ejemplo, podŕıamos requerir que la cantidad total de vértices de colores rojo y
blanco sea 9, 12 o 18.

En un problema localmente verificable con q colores {a1, . . . , aq} y grafo de entrada
G, podemos también pedir que, para un conjunto K ⊆ partq(|V (G)|) dado, se verifique

P (c) = (∃K ∈ K.∀j ∈ [[1, q]]. |{v ∈ V (G) : c(v) = aj}| = Kj) .

A estas también las llamaremos propiedades globales de tamaño. Notemos que de am-
bas maneras podemos expresar cualquier restricción sobre los tamaños de las clases
de colores. Sin embargo, dependiendo del contexto, puede ser más conveniente refe-
rirnos a alguna de ellas en particular. Para diferenciar, en el segundo caso diremos
concretamente que tenemos “propiedades de tamaño dadas por K”.

2.3.2. Conectividad

Sea C ⊆ Colors un conjunto no vaćıo de colores. Una propiedad global de conec-
tividad positiva se define como:

P (c) = (G[{v ∈ V (G) : c(v) ∈ C}] es conexo)

mientras que una propiedad global de conectividad negativa se define como:

P (c) = (G[{v ∈ V (G) : c(v) ∈ C}] no es conexo) .

En palabras, el subgrafo inducido por los vértices de colores en C debe ser co-
nexo o no-conexo. Por ejemplo, el problema de encontrar un conjunto dominante
conexo, definido en [154], se puede modelar de la misma manera que el de con-
junto dominante con el agregado de una propiedad global de conectividad positiva
P (c) = (G[{v ∈ V (G) : c(v) = s}] es conexo).

También podemos considerar un conjunto C de conjuntos no vaćıos de colores y
pedir que para cada C ∈ C se satisfaga una propiedad de conectividad positiva (resp.
negativa). En este caso diremos que tenemos “propiedades globales de conectividad
positiva (resp. negativa) dadas por C”.
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2.3.3. Aciclicidad

Sea A ⊆ Colors un conjunto no vaćıo de colores. Una propiedad global de acicli-
cidad positiva se define como:

P (c) = (G[{v ∈ V (G) : c(v) ∈ A}] es aćıclico)

y una propiedad global de aciclicidad negativa se define como:

P (c) = (G[{v ∈ V (G) : c(v) ∈ A}] no es aćıclico) .

En palabras, el subgrafo inducido por los vértices de colores en A debe ser
aćıclico o no-aćıclico. Por ejemplo, el problema Coloreo Aćıclico, definido
en [105] (ver Apéndice A), se puede modelar de la misma manera que el de
coloreo con el agregado de propiedad globales de aciclicidad positiva Pa,b(c) =
(G[{v ∈ V (G) : c(v) ∈ {a, b}}] es aćıclico) para todo par de colores distintos a, b ∈
Colors.

También podemos considerar un conjunto A de conjuntos no vaćıos de colores y
pedir que para cada A ∈ A se satisfaga una propiedad de aciclicidad positiva (resp. ne-
gativa). En este caso diremos que tenemos “propiedades globales de aciclicidad positiva
(resp. negativa) dadas por A”.

2.3.4. Composición de condiciones locales

Sean (M,⊗) un monoide conmutativo, X un subconjunto deM y f una función que
recibe un vértice v y una asignación de colores válida en N r

G[v] y devuelve un elemento
de M . Una propiedad global de composición de condiciones locales se define como:

P (c) =

 ⊗
v∈V (G)

f(v, c|Nr
G[v]) ∈ X

 .

Esta propiedad está inspirada en los problemas LCC de [32]. Aunque en un principio
parezca complicada, generaliza varias propiedades relevantes.

En primer lugar, incluye la propiedad global de tamaño, ya que podemos definir
(M,⊗) = (N,+), X = σS y la función f de forma que f(v, c) = 1 si c(v) ∈ S y
f(v, c) = 0 si no. Por este motivo, en algunos caṕıtulos sólo explicaremos cómo resolver
esta propiedad global y no la de tamaño. Un punto importante aqúı es considerar el
tamaño de M , ya que, como veremos más adelante, esto afecta a la complejidad y no
cualquier monoide nos dará los mejores resultados. En general, si m es el elemento
máximo de σS entonces podemos tomar el monoide con M = [[0,m + 1]] y n ⊗ n′ =
mı́n(n+n′,m+1), y X = σS. Pero si, por ejemplo, σS es el conjunto de números pares
entre 0 y |V (G)|, podemos tomar M = {0, 1} y n⊗ n′ = (n+ n′ mód 2), y X = {0}.

Con esta propiedad también podemos considerar restricciones en la cantidad de
aristas que tiene un subgrafo inducido por algún conjunto de colores A. En efecto,
podemos definir f(v, c) = |{u ∈ NG(v) : c(u) ∈ A}| si c(v) ∈ A y f(v, c) = 0 si no.
De esta manera, al sumar todos los f(v, c|Nr

G[v]) obtenemos el doble de la cantidad de
aristas en el subgrafo inducido por los vértices de colores en A.

Quizás lo más llamativo de esta propiedad es que también generaliza la función de
verificación: (M,⊗) = (Bool,∧), X = {True} y f(v, c) = check(v, c). Sin embargo,
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con el objetivo de distinguir expĺıcitamente la propiedad local que se debe cumplir
para cada vértice, consideramos separadamente a la función de verificación de esta
propiedad global. Pero este hecho nos hace ver que las restricciones que tenemos que
imponer a f son las mismas que las de check, y además que los algoritmos no deben
modificarse demasiado para incluir esta propiedad global.

2.4. Restricciones consideradas

Dado que muchos problemas r-localmente verificables son NP-dif́ıciles, es de interés
determinar bajo qué condiciones podemos resolverlos eficientemente para una deter-
minada clase de grafos. Es decir, qué tienen que cumplir el conjunto de colores, el
conjunto de pesos, las etiquetas en las aristas, las funciones check y w, el valor de
r y las propiedades globales para que exista un algoritmo de tiempo polinomial que
resuelva el problema en esa clase de grafos.

En primer lugar, es importante mencionar que si las funciones propias del problema
(check, w, ⊕, mı́n) no son computables en tiempo polinomial entonces no se puede
verificar en tiempo polinomial si una solución es correcta o no (el problema de decisión
asociado no es NP), o no se puede calcular o comparar su peso. Por lo tanto, una
restricción impĺıcita que consideraremos de ahora en más sobre todos los problemas
con los que trabajemos es justamente que estas funciones sean computables en tiempo
polinomial. También pediremos que las funciones ⊕ y mı́n sean computables en tiempo
constante (si bien esto no es estrictamente necesario, lo pedimos porque facilita los
análisis de complejidad y porque los casos donde esto no ocurre son verdaderamente
artificiales).

2.4.1. Sistema de vecindades parciales

Definimos un sistema que, informalmente hablando, nos da herramientas para acu-
mular información de los vecinos de un vértice.

Definición 2.4.1. Un sistema de vecindades parciales para una instancia de un pro-
blema 1-localmente verificable consiste de los siguientes elementos:

• Un conjunto Nv,i, para cada vértice v ∈ V (G) y color i ∈ Lv, junto con una
operación binaria cerrada ⊞v,i sobre Nv,i que es conmutativa y asociativa y tiene
un elemento neutro Iv,i.

• Una función newN v,i, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv, que dados un vértice
u ∈ NG(v) y un color j ∈ Lu devuelve un elemento deNv,i (posiblemente haciendo
uso de la etiqueta de la arista vu).

• Una función wv,i : Nv,i →Weights, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv. Esta función

debe satisfacerwv,c(v)

(
⊞v,c(v)

u∈NG(v) newN v,c(v)(u, c(u))
)
= w(v, c) para cada vértice

v ∈ V (G) y cada coloreo c válido en NG[v].

• Una función checkv,i : Nv,i → Bool, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv. Esta fun-

ción debe satisfacer checkv,c(v)

(
⊞v,c(v)

u∈NG(v) newN v,c(v)(u, c(u))
)
= check(v, c) para

cada vértice v ∈ V (G) y cada coloreo c válido en NG[v].
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En otras palabras, con newN v,i(u, j) creamos nueva información, que dice cómo
el hecho de que el vecino u tenga color j afecta a v cuando tiene color i. La ope-
ración ⊞v,i combina dos piezas de información. Para un coloreo c válido en NG[v],

checkv,c(v)

(
⊞v,c(v)

u∈NG(v) newN v,c(v)(u, c(u))
)
simplemente verifica una condición sobre to-

da la información recolectada de los vecinos de v. Finalmente, requerimos la igualdad

check(v, c) = checkv,c(v)

(
⊞v,c(v)

u∈NG(v) newN v,c(v)(u, c(u))
)
para que el uso de estas herra-

mientas sea análogo al uso de check(v, c). Similar para la función de peso. Nos referimos
a los elementos de Nv,i como vecindades parciales del vértice v con color i.

Observación 2.4.2. Para cada instancia de un problema 1-localmente verificable existe
un sistema de vecindades parciales. A continuación mostraremos cómo construir uno.
La idea detrás del siguiente sistema de vecindades parciales es guardar todos los colores
asignados a los vértices de v, donde ⊥ representa que un vecino todav́ıa no fue asignado
con ningún color, y × puede ser pensado como un signo de error. Sean v ∈ V (G), i ∈ Lv
y supongamos que NG(v) = {u1, . . . , udG(v)}. Sea Nv,i el conjunto de todas las dG(v)-
tuplas x tales que xh ∈ Luh ∪ {⊥,×} para todo h ∈ [[1, dG(v)]]. Sea ⊞v,i tal que

(n⊞v,i n′)h =


nh si nh = n′

h o n′
h =⊥

n′
h si nh =⊥ y n′

h ̸=⊥
× de lo contrario

para todo h ∈ [[1, dG(v)]]. Sea newN v,i(uh, j) la dG(v)-tupla que tiene j en su posición
h y ⊥ en todas sus otras posiciones. Sea x ∈ Nv,i. Si x = (j1, . . . , jdG(v)) con jh ∈ Luh
para todo h ∈ [[1, dG(v)]], sea c el coloreo sobre NG[v] tal que c(v) = i y c(uh) = jh para
todo h ∈ [[1, dG(v)]], y luego definamos checkv,i(x) = check(v, c) y wv,i(x) = w(v, c). Si
no, sean checkv,i(x) = False y wv,i(x) = Error.

Es de suma importancia encontrar sistemas de vecindades parciales que tengan
conjuntos Nv,i más pequeños que los descriptos anteriormente, ya que esto reduce la
complejidad del algoritmo dado en la Sección 3.1. Decimos que un sistema de vecinda-
des parciales es polinomial (resp. constante) si es tal que máx{|Nv,i| : v ∈ V (G), i ∈ Lv}
es polinomial (resp. constante) en el tamaño de la entrada del problema, y todas las
funciones wv,i, checkv,i, eqn, ⊞v,i y newN v,i pueden ser computadas en tiempo polino-
mial (resp. constante) en el tamaño de la entrada. En la Tabla 2.2 mostramos posibles
sistemas de vecindades parciales constantes de los problemas 1-localmente verificables
listados en la Tabla 2.1. Para simplificar la presentación de algunas complejidades tem-
porales que veremos en los próximos caṕıtulos, diremos que si P es una cota superior
tanto para máx{|Nv,i| : v ∈ V (G), i ∈ Lv} como para los tiempos de ejecución de todas
las funciones wv,i, checkv,i, eqn, ⊞v,i y newN v,i, entonces el sistema está acotado por
P (donde P no es necesariamente una constante).

Además, decimos que un sistema de vecindades parciales es universal si se dan las
siguientes propiedades:

• existen un conjunto N y una operación binaria cerrada ⊞ sobre N que es con-
mutativa y asociativa y tiene un elemento neutro I, tales que, para cada vértice
v y cada color i ∈ Lv, tenemos que Nv,i = N , la operación ⊞v,i es la misma que
⊞ y Iv,i = I;
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Problema Nv,i n⊞v,i n′ newNv,i(u, j) wv,i(n) checkv,i(n)

k-coloreo Bool n ∧ n′ j ̸= i 0 n

Coloreo por listas Bool n ∧ n′ j ̸= i 0 n

H-coloreo Bool n ∧ n′ j ∈ NH(i) 0 n

Dominación k-upla [[0, k]] mı́n(n+ n′, k) j i n+ i ≥ k

Dominación k-upla
total

[[0, k]] mı́n(n+ n′, k) j i n ≥ k

k-dominación [[0, k]] mı́n(n+ n′, k) j i i = 0⇒ n ≥ k

{k}-dominación [[0, k]] mı́n(n+ n′, k) j i n+ i ≥ k

Dominación k-arcóıris 2[[1,k]] n ∪ n′ j |i| |n ∪ i| = k

Dominación romana Bool n ∨ n′ j = 2 i i = 0⇒ n

Conjunto indepen-
diente máximo

{0, 1} mı́n(n+ n′, 1) j i i = 1⇒ n = 0

Función de {k}-empa-
quetamiento

[[0, k + 1]] mı́n(n+ n′, k + 1) j i i+ n ≤ k

{k}-empaquetamiento
limitado

[[0, k + 1]] mı́n(n+ n′, k + 1) j i i+ n ≤ k

Tabla 2.2: Sistemas de vecindades parciales para los problemas de la Tabla 2.1.

• existe una función newN : V (G) × Colors → N tal que, para cada v ∈ V (G)
y cada i ∈ Lv, tenemos que newN v,i(u, j) = newN(u, j) para todo vértice u ∈
NG(v) y todo color j ∈ Lu.

En otras palabras, es universal cuando la información a acumular no depende de
ningún vértice ni color en particular, todos los vértices acumulan la misma información
y luego la utilizan independientemente para sus funciones de verificación y de peso. Este
es el caso de los sistemas de la Tabla 2.2, excepto por aquellos de los problemas de
las primeras tres filas. No es dif́ıcil ver que en realidad estos tres problemas también
admiten sistemas de vecindades parciales universales: basta con considerar un conjunto
N = Bool|Colors| y funciones ⊞ y newN que se comporten como las de la Tabla 2.2 en
cada componente i ∈ Colors, y finalmente checkv,i(n) = ni (es decir, nos quedamos
con la componente correspondiente al color i). Notemos que estos tres sistemas además
son constantes si la cantidad de colores es constante, y son polinomiales si la cantidad
de colores es logaŕıtmica en el tamaño de la entrada.

2.4.2. Conteo de colores

Sean G un grafo y Colors un conjunto de colores. Una función f , que recibe un
vértice y un coloreo de la vecindad cerrada de dicho vértice, es contadora de colores
si sólo depende del vértice v, del color que v recibe y, para cada color a ∈ Colors,
del número de vecinos de v que reciben color a. En otras palabras, f es contadora de
colores si existe una función f ′ tal que

f(v, c) = f ′(v, c(v), µ)

para cada vértice v ∈ V (G) y cada coloreo c de la vecindad cerrada de v, donde µ es
un vector indexado por los colores de Colors con µa = |{u ∈ NG(v) : c(u) = a}|
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para todo a ∈ Colors. A f ′ la llamaremos función asociada a f . Vamos a demandar
adicionalmente que el tiempo requerido para computar f ′(v, a, µ) sea polinomial en
|V (G)| y además dependa únicamente de µ y de la cantidad de colores. Notar que la
definición de funciones contadoras de colores aplica tanto a las funciones de verificación
como a las funciones de costo.

Por ejemplo, el modelo para el problema Dominación Romana de la Tabla 2.1
tiene funciones de peso y verificación que son contadoras de colores, ya que las funciones
w′ y check′, definidas como w′(v, a, µ) = a y check′(v, a, µ) = (a = 0⇒ µ2 ≥ 1), satis-
facen la igualdad pedida. El problema de {k}-dominación también cuenta con funcio-
nes contadoras de colores: el caso de la función de costo es análogo al anterior, y para

la función de verificación podemos considerar check′(v, a, µ) =
(
a+

∑k
i=0 i · µi ≥ k

)
.

Observación 2.4.3. Todo problema 1-localmente verificable puede reformularse para
que sus funciones sean contadoras de colores. En efecto, basta con modificar los colores
de modo que el conjunto disponible para cada vértice v sea {(a, v) : a ∈ Lv}. Por
este motivo es esperable que las restricciones para resolver eficientemente problemas
localmente verificables con funciones contadoras de colores también involucren una cota
en la cantidad total de colores.

Lema 2.4.4. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad constante de co-
lores y además check y w son contadoras de colores, entonces admite un sistema de
vecindades parciales universal polinomial.

Demostración. Sean check′ y w′ las funciones asociadas a check y w, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal:

• N = [[0,∆(G)]]|Colors|;

• (n⊞ n′)a = mı́n(na + n′
a,∆(G)) para todo a ∈ Colors;

• newN(u, a)a = 1 y newN(u, a)b = 0 para todo b ∈ Colors− {a};

• wv,a(n) = w′(v, a, n);

• checkv,a(n) = check′(v, a, n).

La noción de funciones contadoras de colores puede extenderse si consideramos
vecindades de mayor radio. Sea t un entero positivo. Sean r1, . . . , rt enteros positivos
tales que r1 < . . . < rt. Una función f , que recibe un vértice y un coloreo de la vecindad
cerrada de radio rt de dicho vértice, es contadora de colores a t distancias r1, . . . , rt
si sólo depende del vértice v, del color que v recibe y, para cada a ∈ Colors y cada
i ∈ [[1, t]], del número de vecinos a distancia a lo sumo ri de v que reciben color a. En
otras palabras, f es contadora de colores a t distancias r1, . . . , rt si existe una función
f ′ tal que

f(v, c) = f ′(v, c(v), µ)

para cada vértice v ∈ V (G) y cada coloreo c de la vecindad cerrada de radio rt de v,
donde µ es un vector indexado por Colors y [[1, t]], con µia = |{u ∈ N ri

G (v) : c(u) =
a}| para todo a ∈ Colors y i ∈ [[1, t]]. Cuando r1, . . . , rt sean irrelevantes, diremos
simplemente que la función es contadora de colores a t distancias.
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2.4.3. d-estabilidad

Sea d ∈ N. Sean G un grafo, Colors un conjunto de colores y f una función
contadora de colores con una función asociada f ′. Decimos que f es d-estable si para
todo vértice v ∈ V (G), color a ∈ Colors y vector µ de enteros no negativos indexado
por Colors tenemos f ′(v, a, µ) = f ′(v, a, µ′) donde µ′

a = mı́n(d, µa) para todo a ∈
Colors. En otras palabras, para este tipo de funciones sólo es relevante la cantidad
de vecinos de cada color hasta la cota superior d. Notemos que, por lo supuesto para
funciones contadoras de colores, el tiempo para computar f ′(v, a, µ′) sólo depende de
la cantidad de colores y d, por lo tanto cuando ambos valores son constantes entonces
este tiempo está acotado por una constante. Cuando una función no es d-estable para
ninguna constante d, diremos que es no-estable.

Por ejemplo, en la sección anterior vimos que Dominación Romana cuenta con
funciones contadoras de colores, y de acuerdo a esta definición podemos ver fácilmente
que además son 1-estables. Para {k}-dominación contamos con funciones k-estables,
ya que si alguno de los µi es mayor a k entonces el resultado de la función es igual que
si µi = k. De hecho, todos los problemas de la Tabla 2.1 son d-estables para alguna
constante d. En el Caṕıtulo 7 mencionamos ejemplos de problemas con funciones no-
estables.

Lema 2.4.5. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad de colores lo-
gaŕıtmica en el tamaño de la entrada y además check y w son d-estables para alguna
constante d, entonces admite un sistema de vecindades parciales universal polinomial.
Más aún, si la cantidad de colores es constante entonces admite un sistema de vecin-
dades parciales universal constante.

Demostración. Sean check′ y w′ las funciones asociadas a check y w, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal (similar al dado
en la demostración del Lema 2.4.4):

• N = [[0, d]]|Colors|;

• (n⊞ n′)a = mı́n(na + n′
a, d) para todo a ∈ Colors;

• newN(u, a)a = 1 y newN(u, a)b = 0 para todo b ∈ Colors− {a};

• wv,a(n) = w′(v, a, n);

• checkv,a(n) = check′(v, a, n).

Tal y como hicimos en el caso de las funciones contadoras de colores, extenderemos
la noción de d-estabilidad a vecindades de mayor radio. Sea t un entero positivo. Sean
r1, . . . , rt enteros positivos tales que r1 < . . . < rt. Decimos que una función f contadora
de colores a t distancias r1, . . . , rt es d-estable a t distancias r1, . . . , rt si para todo
vértice v ∈ V (G), color a ∈ Colors y vector µ de enteros no negativos indexado por

Colors y [[1, t]] tenemos f ′(v, a, µ) = f ′(v, a, µ′) donde µ′i
a = mı́n(d, µia) para todo

a ∈ Colors y todo i ∈ [[1, t]].
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2.4.4. m-modularidad

Sea m ∈ N. Sean G un grafo, Colors un conjunto de colores y f una función
contadora de colores con una función asociada f ′. Decimos que f es m-modular si
para todo vértice v ∈ V (G), color a ∈ Colors y vector µ de enteros no negativos
indexado por Colors tenemos f ′(v, a, µ) = f ′(v, a, µ′) donde µ′

a = (µa mód m) para
todo a ∈ Colors. En otras palabras, para este tipo de funciones sólo es relevante
la cantidad de vecinos de cada color pero módulo m. En este caso también, por lo
supuesto para funciones contadoras de colores, el tiempo para computar f ′(v, a, µ′)
sólo depende de la cantidad de colores y m, por lo tanto cuando ambos valores son
constantes entonces este tiempo está acotado por una constante.

Entre los problemas que cumplen con esta propiedad, podemos mencionar, por
ejemplo, al problema deDominación Impar, donde se busca un conjunto S de tamaño
mı́nimo tal que |NG[v] ∩ S| sea impar para cada vértice v del grafo G de entrada (a
un tal conjunto lo llamaremos conjunto dominante impar) [93, 108, 161]. Más general,
para todo entero k ≥ 1 y todo entero z ∈ [[0, k − 1]], el problema de determinar el
mı́nimo tamaño de un conjunto S tal que |NG[v]∩ S| ̸≡ z mód k para todo v ∈ V (G)
(conocido como Conjunto Dominante Non-z (mod k) [52]) también cumple con
las caracteŕısticas descriptas arriba.

Lema 2.4.6. Si un problema 1-localmente verificable tiene cantidad de colores lo-
gaŕıtmica en el tamaño de la entrada y además check y w son m-modulares para
alguna constante m, entonces admite un sistema de vecindades parciales universal po-
linomial. Más aún, si la cantidad de colores es constante entonces admite un sistema
de vecindades parciales universal constante.

Demostración. Sean check′ y w′ las funciones asociadas a check y w, respectivamente.
Basta con definir el siguiente sistema de vecindades parciales universal (similar al dado
en la demostración del Lema 2.4.4):

• N = [[0,m− 1]]|Colors|;

• (n⊞ n′)a = (na + n′
a mód m) para todo a ∈ Colors;

• newN(u, a)a = 1 y newN(u, a)b = 0 para todo b ∈ Colors− {a};

• wv,a(n) = w′(v, a, n);

• checkv,a(n) = check′(v, a, n).

También extendemos la noción de m-modularidad a vecindades de mayor radio.
Sea t un entero positivo. Sean r1, . . . , rt enteros positivos tales que r1 < . . . < rt.
Decimos que una función f contadora de colores a t distancias r1, . . . , rt es m-modular
a t distancias r1, . . . , rt si para todo vértice v ∈ V (G), color a ∈ Colors y vector µ
de enteros no negativos indexado por Colors y [[1, t]] tenemos f ′(v, a, µ) = f ′(v, a, µ′)

donde µ′i
a = (µia mód m) para todo a ∈ Colors y todo i ∈ [[1, t]].





Caṕıtulo 3

Parametrización por treewidth

En este caṕıtulo presentamos un algoritmo XP parametrizado por treewidth pa-
ra resolver problemas 1-localmente verificables con sistemas de vecindades parciales
polinomiales y cantidad polinomial de colores. Este mismo algoritmo es FPT lineal
cuando se tienen sistemas de vecindades parciales constantes y cantidad constante de
colores. Luego mostramos cómo extenderlo para incluir algunas propiedades globales y
estudiaremos qué podemos hacer para resolver problemas r-localmente verificables con
r > 1. En particular, esto deriva en una parametrización de los problemas r-localmente
verificables por carvingwidth. Concluimos analizando qué ocurre con la complejidad de
problemas 1-localmente verificables que no satisfacen todas las restricciones impuestas.

3.1. Algoritmo principal

El algoritmo que desarrollamos en esta sección está basado en programación dinámi-
ca y procede recorriendo una descomposición en árbol sencilla del grafo de entrada (ver
Definición 1.6.7). Concretamente, planteamos una función recursiva que depende, entre
otras cosas, de un nodo de la descomposición dada. El comportamiento de la función
depende del tipo del nodo (unión, eliminación, inserción u hoja) y utiliza los valores
de la función aplicada a los hijos del nodo (si existen). Esta práctica es usual en los
algoritmos para resolver algunos problemas localmente verificables previamente estu-
diados (por ejemplo, en algunas variantes del problema de dominación [165]). En dichos
algoritmos se incluyen también ciertos parámetros especiales en la función computada,
útiles para acarrear información propia del problema a resolver, normalmente elegidos
ad-hoc. En nuestro algoritmo, sin embargo, consideramos una generalización de estos
parámetros.

3.1.1. Notación y definiciones

Las siguientes definiciones y notación nos serán de utilidad en el resto de la sección.
Para simplificar la notación, si f es una función que dado un x devuelve una función
entonces escribiremos fx en lugar de f(x).

• Función extendida por un elemento. Sean f : X → Y y x /∈ X. Luego, la
función fx→y : X ∪{x} → Y ∪{y} es tal que fx→y(x) = y y fx→y(z) = f(z) para
todo z ∈ X.

35
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• Función con un elemento menos en su dominio. Sean f : X → Y y x ∈ X.
Luego, la función f−x : X − {x} → Y es tal que f−x(z) = f(z) para todo z ∈
X − {x}.

• Grafo con aristas eliminadas. Sean H un grafo y S un conjunto de vértices.
Luego, H¬S es el grafo cuyo conjunto de vértices es V (H¬S) = V (H) y cuyo
conjunto de aristas es E(H¬S) = E(H)− {uv : u, v ∈ S}.

• Asignación válida de vecindades parciales. Dados un sistema de vecindades
parciales, un conjunto de vértices X ⊆ V (G) y una asignación de colores c válida
en X, decimos que una asignación válida de vecindades parciales para c es una
función η de dominio X tal que η(v) ∈ Nv,c(v) para todo v ∈ X.

• Funciones de peso y verificación para (v, i). Dados un vértice v ∈ V (G)
y un color i ∈ Lv, cualquier función f : Nv,i → Weights se llama función
de peso para (v, i) y cualquier función f : Nv,i → Bool se llama función de
verificación para (v, i).

• Función de peso neutro. Para cada v ∈ V (G) e i ∈ Lv, sea wI
v,i : Nv,i → Bool

la función tal que wI
v,i(n) = I⊕ para todo n ∈ Nv,i.

• Función que devuelve funciones de peso neutro. Dados X ⊆ V (G) y una
asignación de colores c válida en X, definimos ωc,I como la función de dominio
X tal que ωc,Iv es la función wI

v,c(v) para todo v ∈ X.

• Función de verificación de igualdad. Para cada v ∈ V (G), i ∈ Lv y n ∈ Nv,i,
sea eqn : Nv,i → Bool la función tal que eqn(n

′) = (n = n′) para todo n′ ∈ Nv,i.

• Función que devuelve funciones de verificación de igualdad. Sean X ⊆
V (G), c una asignación de colores válida en X y η una asignación válida de
vecindades parciales para c. Luego, definimos čη como la función de dominio X
tal que čηv es la función eqη(v) para todo v ∈ X.

• Reducción de una asignación de vecindades parciales. Sean X ⊆ V (G),
c una asignación de colores válida en X, η una asignación válida de vecindades
parciales para c y v ∈ X. Luego, la función η∼v de dominio X − {v} es tal que
η∼v(u) = η(u)⊞u,c(u) newN(v, c(v)) si u ∈ X ∩NG(v) y η

∼v(u) = η(u) si no.

• Asignación de vecindades parciales neutras. Sean X ⊆ V (G) y c una
asignación de colores válida en X. Luego, la función ηIc de dominio X es tal
que ηIc (v) = Iv,c(v) para todo v ∈ X. Observe que ηIc es una asignación válida de
vecindades parciales para c.

• Vecindad parcial en un subgrafo. Sean H un subgrafo de G y c una
asignación de colores válida en V (H). Definimos ns como la función tal que

ns(v, c,H) = ⊞v,c(v)
u∈NH(v) newN v,c(v)(u, c(u)) para todo v ∈ V (H). Informalmente

hablando, ns(v, c,H) es la información que podemos obtener de los vecinos de v
en H y la asignación de colores c.
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3.1.2. Función a computar

Consideremos una instancia de un problema 1-localmente verificable con un sistema
de vecindad parcial asociado. Sea G el grafo de entrada y sea (T, {Xt}t∈V (T )) una
descomposición en árbol sencilla de G.

Para cada G′ subgrafo de G, cadaX ⊆ V (G) tal queX ⊆ V (G′) y NG[V (G′)−X] ⊆
V (G′), cada asignación de colores c válida en X, cada η que es una asignación de
vecindades parciales válida para c, y cada č tal que čv ∈ {checkv,c(v)}∪{eqn : n ∈ Nv,c(v)}
para todo v ∈ X, decimos que una función f es un (X, c, η, č)–coloreo en G′ si

• f es una asignación de colores válida en V (G′),

• f(v) = c(v) para todo v ∈ X,

• čv
(
η(v)⊞v,f(v) ns(v, f,G′)

)
= True para todo v ∈ X, y

• check(u, f |NG[u]) = True para todo u ∈ V (G′)−X.

Para un (X, c, η, č)–coloreo f en G′ y una función ω que dado un vértice v ∈ X
devuelve una función de peso para (v, f(v)), definimos el peso de f bajo ω y η como

w(f, ω, η) =
(⊕

v∈X ωv
(
η(v)⊞v,f(v) ns(v, f,G′)

))
⊕
(⊕

u∈V (G′)−X w(u, f |NG[u])
)
.

Para todo nodo t, sea Dt el conjunto de todas las tuplas (S, c, ω, η, č) tales que

• S ⊆ Xt,

• c es una asignación de colores válida en Xt,

• ω es una función que, dado un vértice v ∈ Xt, devuelve una función de peso para
(v, c(v)) tal que ωv ∈ {wI

v,c(v),wv,c(v)},

• η es una asignación de vecindades parciales válida para c, y

• č es una función que, dado un vértice v ∈ Xt, devuelve una función de verificación
para (v, c(v)) tal que čv ∈ {checkv,c(c)} ∪ {eqn : n ∈ Nv,c(v)};

y definamos λt : Dt →Weights como

λt(S, c, ω, η, č) = mı́n{w(f, ω, η) : f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S}

para cada (S, c, ω, η, č) ∈ Dt.
Observación 3.1.1. Notar que si no hay (Xt, c, η, č)–coloreos en Gt

¬S entonces tenemos
λt(S, c, ω, η, č) = Error.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones anteriores.

Corolario 3.1.2. Si r es la ráız de T entonces el mı́nimo costo de un coloreo propio
en G es

mı́n{λr(∅, c, ω, ηIc , č) : (∅, c, ω, ηIc , č) ∈ Dr, y
ωv = wv,c(v) y čv = checkv,c(v) para todo v ∈ Xr}.

Mostraremos cómo computar λ de manera recursiva.



38 CAPÍTULO 3. PARAMETRIZACIÓN POR TREEWIDTH

Lema 3.1.3 (Nodo hoja). Sean t un nodo hoja y Xt = {v}. Luego,

λt(S, c, ω, η, č) =

{
ωv(η(v)) si čv(η(v)) = True
Error si no.

Demostración. Notemos que en este caso V (Gt
¬S) = {v} = Xt. Analizaremos los dos

casos posibles según el valor de čv(η(v)).
Si es False entonces, por definición, no hay (Xt, c, η, č)–coloreos en Gt

¬S. Por lo
tanto, λt(S, c, ω, η, č) = Error, como queŕıamos probar.

Si por el contrario tenemos čv(η(v)) = True, entonces, por definición, c es el
único (Xt, c, η, č)–coloreo posible en Gt

¬S. Luego, λt(S, c, ω, η, č) = mı́n{w(f, ω, η) :
f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S} = w(c, ω, η) = ωv(η(v)).

Lema 3.1.4 (Nodo eliminación). Sean t un nodo eliminación, s el hijo de t y Xs−Xt =
{v}. Luego,

λt(S, c, ω, η, č) = mı́n
i∈Lv

{λs(S, cv→i, ωv→wv,i , ηv→Iv,i , čv→checkv,i)}.

Demostración. Notemos que v /∈ S y también Gt
¬S = Gs

¬S.
Por definición de λs, tenemos que

mı́n
i∈Lv

{λs(S, cv→i, ωv→wv,i , ηv→Iv,i , čv→checkv,i)}

= mı́n
i∈Lv

{mı́n{w(f, ωv→wv,i , ηv→Iv,i) : f es un (Xs, c
v→i, ηv→Iv,i , čv→checkv,i)–coloreo en

Gs
¬S}}

= mı́n{w(f, ωv→wv,i , ηv→Iv,i) : i ∈ Lv ∧ f es un (Xs, c
v→i, ηv→Iv,i , čv→checkv,i)–coloreo

en Gs
¬S}.

Sea i ∈ Lv. Afirmamos que toda función f que es un (Xs, c
v→i, ηv→Iv,i , čv→checkv,i)–

coloreo en Gs
¬S es también un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S. Además, a la in-
versa, toda función f que es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S es también un
(Xs, c

v→f(v), ηv→Iv,f(v) , čv→checkv,f(v))–coloreo enGs
¬S. Vamos a probar la primera afirma-

ción (la segunda es similar) mostrando que vale cada uno de los puntos de la definición
de (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S:

• f(w) = c(w) para todo w ∈ Xt (porque es cierto para todo w ∈ Xs),

• f es un coloreo válido en V (Gs
¬S) = V (Gt

¬S),

• check(u, f) = True para todo u ∈ V (Gs
¬S)−Xs = V (Gt

¬S)−Xt − {v} y
check(v, f) = checkv,i

(
ns(v, f,Gs

¬S)
)

= checkv,i
(
Iv,i ⊞

v,i ns(v, f,Gs
¬S)
)

= čv→checkv,i
v

(
ηv→Iv,i(v)⊞v,i ns(v, f,Gs

¬S)
)

= True
(porque f(v) = i), y

• čw
(
η(w)⊞w,f(w) ns(w, f,Gt

¬S)
)
= True para todo w ∈ Xt (porque es cierto

para todo w ∈ Xs y E(Gt
¬S) = E(Gs

¬S)).
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Es fácil ver que w(f, ωv→wv,f(v) , ηv→Iv,f(v)) = w(f, ω, η) para cada f que es un
(Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S. Por lo tanto,

mı́n{w(f, ωv→wv,i , ηv→Iv,i) : i ∈ Lv ∧ f es un (Xs, c
v→i, ηv→Iv,i , čv→checkv,i)–coloreo

en Gs
¬S}

= mı́n{w(f, ω, η) : f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S}

= λt(S, c, ω, η, č).

Lema 3.1.5 (Nodo inserción). Sean t un nodo inserción, s el hijo de t y Xt−Xs = {v}.
Sea nv = η(v)⊞v,c(v) ns(v, c, Gt

¬S[Xt]). Luego,

λt(S, c, ω, η, č) =

{
ωv(nv)⊕ λs(S − {v}, c−v, ω−v, η∼v, č−v) si čv(nv) = True
Error si no.

Demostración. Observemos que v /∈ V (Gs
¬(S−{v})) y NGt

¬S [v] ⊆ Xt (porque
(T, {Xi}i∈V (T )) es una descomposición en árbol), y que esto implica que ns(v, c, Gt

¬S) =
ns(v, c, Gt

¬S[Xt]).
Si čv(nv) = False entonces, por definición, no existen (Xt, c, η, č)–coloreos en Gt

¬S

y también tenemos que λt(S, c, ω, η, č) = Error.
Ahora supongamos que čv(nv) = True. Se puede probar de manera muy directa

que si una función f es un (Xs, c
−v, η∼v, č−v)–coloreo en Gs

¬(S−{v}) entonces la función
f v→c(v) es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt

¬S y w(f v→c(v), ω, η) = ωv(nv)⊕w(f, ω−v, η∼v).
Asimismo, también es sencillo probar que para cada (Xt, c, η, č)–coloreo g en Gt

¬S, la
función g−v es un (Xs, c

−v, η∼v, č−v)–coloreo enGs
¬(S−{v}) y ωv(nv)⊕w(g−v, ω−v, η∼v) =

w(g, ω, η). Por lo tanto,

λt(S, c, ω, η, č)

= mı́n{w(g, ω, η) : g es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S}

= mı́n{ωv(nv)⊕w(f, ω−v, η∼v) : f es un (Xs, c
−v, η∼v, č−v)–coloreo en Gs

¬(S−{v})}
= ωv(nv)⊕mı́n{w(f, ω−v, η∼v) : f es un (Xs, c

−v, η∼v, č−v)–coloreo en Gs
¬(S−{v})}

= ωv(nv)⊕ λs(S − {v}, c−v, ω−v, η∼v, č−v).

Lema 3.1.6 (Nodo unión). Sean t un nodo unión, y r y s los hijos de t. Decimos
que un par (ηr, ηs) de asignaciones válidas de vecindades parciales para c, es bueno si
čv(η(v)⊞v,c(v)ns(v, c,Gt

¬S[Xt])⊞v,c(v) ηr(v)⊞v,c(v) ηs(v)) = True para todo v ∈ Xt. Sea
W (ηr, ηs) =

⊕
v∈Xt

ωv(η(v)⊞v,c(v) ns(v, c, Gt
¬S[Xt])⊞v,c(v) ηr(v)⊞v,c(v) ηs(v)). Luego,

λt(S, c, ω, η, č) = mı́n
(ηr,ηs) es bueno

{W (ηr, ηs)⊕λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

ηr)⊕λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

ηs)}.

Demostración. Recordemos que Xt = Xr = Xs. Para toda asignación de colores f
válida en V (Gt

¬S), notamos f |r (resp. f |s) a la restricción de f a V (Gr
¬Xr) (resp.

V (Gs
¬Xs)).

Supongamos que existe un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S y sea f uno de ellos. Sean ηr

y ηs funciones de dominioXt tales que ηr(v) = ns(v, f,Gr
¬Xr) y ηs(v) = ns(v, f,Gs

¬Xs)
para todo v ∈ Xt. Como V (Gr

¬Xr)∩ V (Gs
¬Xs) = Xt entonces V (Gr

¬Xr)∩ V (Gs
¬Xs)∩

NG¬Xt (v) = ∅. Más aún, como f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S entonces sabemos

que, para todo v ∈ Xt, ns(v, c,Gt
¬S[Xt]) ⊞v,c(v) ηr(v) ⊞v,c(v) ηs(v) = ns(v, f,Gt

¬S) y
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aśı čv(η(v)⊞v,c(v) ns(v, c, Gt
¬S[Xt])⊞v,c(v) ηr(v)⊞v,c(v) ηs(v)) = True. Por lo tanto, las

funciones ηr y ηs forman un par bueno de asignaciones válidas de vecindades parciales
para c. Notemos que w(f, ω, η) = W (ηr, ηs)⊕w(f |r, ωc,I , ηIc )⊕w(f |s, ωc,I , ηIc ). Es fácil
ver que f |r es un (Xr, c, η

I
c , č

ηr)–coloreo en Gr
¬Xr y que f |s es un (Xs, c, η

I
c , č

ηs)–coloreo
en Gs

¬Xs . Por consiguiente,

w(f, ω, η) = W (ηr, ηs)⊕w(f |r, ωc,I , ηIc )⊕w(f |s, ωc,I , ηIc )
≥ W (ηr, ηs)⊕ λr(Xr, c, ω

c,I , ηIc , č
ηr)⊕ λs(Xs, c, ω

c,I , ηIc , č
ηs)

≥ mı́n
(ηr,ηs) es bueno

{W (ηr, ηs)⊕ λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

ηr)⊕ λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

ηs)}.

Como mı́n{w(f, ω, η) : f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S} = Error si no hay

(Xt, c, η, č)–coloreos en Gt
¬S, obtenemos

λt(S, c, ω, η, č)

= mı́n{w(f, ω, η) : f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S}

≥ mı́n
(ηr,ηs) es bueno

{W (ηr, ηs)⊕ λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

ηr)⊕ λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

ηs)}.

Para concluir, mostraremos que también vale la otra desigualdad. Si
mı́n(ηr,ηs) es bueno{W (ηr, ηs) ⊕ λr(Xr, c, ω

c,I , ηIc , č
ηr) ⊕ λs(Xs, c, ω

c,I , ηIc , č
ηs)} = Error

entonces el enunciado sigue trivialmente. Si no, el mı́nimo es alcanzado por un par
bueno (η̂r, η̂s), y λr(Xr, c, ω

c,I , ηIc , č
η̂r) ̸= Error y λs(Xs, c, ω

c,I , ηIc , č
η̂s) ̸= Error.

Por tanto existen un (Xr, c, η
I
c , č

η̂r)–coloreo f̂r en Gr
¬Xr y un (Xs, c, η

I
c , č

η̂s)–coloreo

f̂s en Gs
¬Xs tales que w(f̂r, ω

c,I , ηIc ) = λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

η̂r) y w(f̂s, ω
c,I , ηIc ) =

λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

η̂s). Sea f̂ la función de dominio V (Gt
¬S) tal que f̂(v) = c(v) pa-

ra todo v ∈ Xt, f̂(v) = f̂r(v) para todo v ∈ V (Gr
¬Xr)−Xr, y f̂(v) = f̂s(v) para todo

v ∈ V (Gs
¬Xs)−Xs. Podemos ver de manera directa que f̂ es un (Xt, c, η, č)–coloreo en

Gt
¬S, y también que f̂r (resp. f̂s) es la restricción de f̂ a V (Gr

¬Xr) (resp. V (Gs
¬Xs)).

Luego,

mı́n
(ηr,ηs) es bueno

{W (ηr, ηs)⊕ λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

ηr)⊕ λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

ηs)}

= W (η̂r, η̂s)⊕ λr(Xr, c, ω
c,I , ηIc , č

η̂r)⊕ λs(Xs, c, ω
c,I , ηIc , č

η̂s)

= W (η̂r, η̂s)⊕w(f̂r, ω
c,I , ηIc )⊕w(f̂s, ω

c,I , ηIc )

= w(f̂ , ω, η)

≥ mı́n{w(f, ω, η) : f es un (Xt, c, η, č)–coloreo en Gt
¬S}

= λt(S, c, ω, η, č).

Entonces existe un algoritmo sencillo para calcular λ. En efecto, basándonos en la
recurrencia dada por los Lemas 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 y 3.1.6, el algoritmo se ejecuta de
forma ascendente (“bottom-up” en inglés, esto es, primero por las hojas, luego por los
padres de las hojas, y aśı) calculando λt(S, c, ω, η, č) ∈ Weights para cada nodo t y
cada (S, c, ω, η, č) ∈ Dt. Finalmente, el resultado es obtenido buscando el mı́nimo entre
todos los λr(∅, c, ω, ηIc , č) tales que r es la ráız de T , c es una asignación de colores
válida en Xr, ωv = wv,c(v) para todo v ∈ Xr, y čv = checkv,c(v) para todo v ∈ Xr.
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3.1.3. Análisis de complejidad

Sean k = máx{|Xt| : t ∈ V (T )}, N = máx{|Nv,i| : v ∈ V (G), i ∈ Lv} y C =
máx{|Lv| : v ∈ V (G)}. Sean tč, tω, t⊞, tnewN , t⊕, y tmı́n cotas superiores de los tiempos
de ejecución de todas las funciones checkv,i y eqn, wv,i y wI

v,i, ⊞
v,i, newN v,i, ⊕, y mı́n,

respectivamente. Vamos a suponer que otras operaciones son de tiempo constante.
Recorrer el árbol T requiere tiempo O(|V (T )|). En tiempo O(k2|V (T )|+ k|E(G)|)

podemos construir las matrices de adyacencia de todos los grafos G[Xt] con t ∈ V (T ):
recorriendo T de arriba hacia abajo (“top-down”) y calculando NGt(v) ∩Xt sólo para
los nodos t que son hijos de un nodo eliminación s con Xt − Xs = {v}. Además, en
tiempo O(k) podemos construir cada una de las extensiones y restricciones de funcio-
nes necesarias, y en tiempo O((t⊞ + tnewN)k) podemos construir cada una de las η∼v

necesarias.
Analizaremos separadamente cuatro casos, y en cada uno de ellos la demostración

es inmediata.

• Nodo hoja: O(tč + tω).

• Nodo eliminación: O(k2 + (k + tmı́n)C).

• Nodo inserción: O((t⊞ + tnewN)k + tč + tω + t⊕ + k2).

• Nodo unión: O((t⊞ + tnewN)k
2 + t⊕k + ((t⊞ + tč + tω)k + t⊕ + tmı́n)N 2k).

Cada uno de ellos se calcula para cada tupla (S, c, ω, η, č) posible. Sabemos que no
hay más de 2k · Ck · 2k · N k · (1+N )k de tales tuplas, y que construir cada una de ellas
requiere O(k) operaciones.

En śıntesis, la complejidad temporal del algoritmo es: O((t⊕k+ (k+ tmı́n)C + (t⊞ +
tnewN)k

2 + ((t⊞ + tč + tω)k + t⊕ + tmı́n)N 2k)4kCkN k(N + 1)kk|V (T )| + k|E(G)|). Por
la Proposición 1.6.1, podemos reemplazar k|E(G)| por k2|V (G)| en la expresión an-
terior. Si además sabemos que el sistema de vecindades parciales está acotado por
algún P , podemos simplificar aún más esta expresión obteniendo una complejidad en
O(k38kP4k+1Ck+1|V (T )|+ k2|V (G)|).

A continuación presentamos las conclusiones principales que se pueden obtener a
partir del anterior análisis de complejidad y el Corolario 1.6.8.

Teorema 3.1.7. Si Π es un problema 1-localmente verificable donde cada vértice v
tiene |Lv| polinomial (resp. constante) y que admite un sistema de vecindades parciales
polinomial (resp. constante), entonces Π es XP (resp. FPT lineal) parametrizado por
la treewidth del grafo de entrada.

Más precisamente, si el sistema de vecindades parciales está acotado por P entonces
existe un algoritmo que resuelve el problema en tiempo (2PC)O(w)n donde n y w son,
respectivamente, la cantidad de vértices y la treewidth del grafo de entrada, y C =
máx{|Lv| : v ∈ V (G)}.

En particular, este resultado junto con la Tabla 2.2, implica que todos los problemas
listados en la Tabla 2.1 son FPT lineales parametrizados por treewidth. Como vimos en
las Secciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4, bajo ciertas hipótesis podemos garantizar la existencia
de un sistema de vecindades parciales polinomial, obteniendo aśı el siguiente resultado.
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Corolario 3.1.8. Sea Π un problema 1-localmente verificable en el cual |Colors| está
acotado por una constante y las funciones de peso y verificación son contadoras de
colores. Entonces Π es XP parametrizado por la treewidth del grafo de entrada. Más
aún, si las funciones de peso y verificación son d-estables o m-modulares (con d,m
constantes), entonces Π es FPT lineal parametrizado por treewidth.

3.2. Propiedades globales

En esta sección explicaremos cómo modificar el algoritmo anterior con el fin de
incluir algunas propiedades globales. La idea general en cada uno de estos casos es
modificar la función λt extendiéndola con nuevos parámetros p1, . . . , pm (es decir, en
cada nodo t calcularemos λt(S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)). De esta manera podemos combi-
nar fácilmente varias propiedades globales (no sólo las aqúı presentadas, sino cualquier
otra que se quiera incorporar en un futuro).

Definiremos recursivamente la noción de (S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)-coloreos en
un subgrafo G′ del grafo de entrada G. El caso base se da cuando m =
0, es decir, cuando no agregamos ningún parámetro y proseguimos como
en la sección anterior. Ahora, si p1, . . . , pm son parámetros tales que los
(S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)-coloreos en G′ están bien definidos, entonces, para más
parámetros pm+1, . . . , pm+m′ , definimos un (S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm, pm+1, . . . , pm+m′)-
coloreo en G′ como un (S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)-coloreo en G′ tal que los parámetros
pm+1, . . . , pm+m′ satisfacen alguna determinada propiedad (que puede depender tam-
bién de S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm). En las siguientes secciones proveeremos los nuevos
parámetros asociados con cada propiedad global y daremos la definición de la pro-
piedad que estos nuevos parámetros deben cumplir.

Además, con el mismo esṕıritu que antes, vamos a notar λt(S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)
al mı́nimo peso entre todos los (S, c, ω, η, č, p1, . . . , pm)-coloreos en Gt

¬S. En lo que
sigue, escribiremos p̂ en lugar de p1, . . . , pm para simplificar la escritura. Notemos que
p̂ es vaćıo cuando m = 0.

3.2.1. Tamaño

Supongamos que queremos que la clase de un color j ∈ Colors tenga un tamaño
s, con s ∈ σ para un determinado conjunto σ de enteros no negativos. Consideremos
un autómata determińıstico de estados finitos (Q, {1}, δ, q0, F ) tal que, para todo n ∈
[[0, |V (G)|]], acepta una cadena de n caracteres 1 consecutivos si y sólo si n ∈ σ.
Recordemos que, por lo explicado en la Sección 1.2, siempre existe tal autómata y la
cantidad de estados podŕıa llegar a ser constante en algunos casos, incluso si el máximo
elemento de σ∩ [[0, |V (G)|]] no es constante. Para un estado q ∈ Q, definimos δ0(q) = q
y δn(q) = δ(δn−1(q), 1) para todo entero n ≥ 1.

Sean state ∈ Q y accept : Q → Bool. Un (S, c, ω, η, č, p̂, state, accept)-coloreo en
Gt

¬S es un (S, c, ω, η, č, p̂)-coloreo f en Gt
¬S tal que accept(δn(state)) = True, donde

n = |{v ∈ V (Gt
¬S) : f(v) = j}|. Intuitivamente, state guarda el estado del tamaño

parcial de la clase de color j y accept verifica que estemos en el estado deseado.
Modificamos el algoritmo de la siguiente manera:

• Nodo hoja: Ahora también tenemos que verificar si accept(state) = True.
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• Nodo eliminación: Para todo i ∈ Lv, sea state
i = state si i ̸= j y statei =

δ(state, 1) si no. Entonces

λt(. . . , state, accept) = mı́n
i∈Lv

{λs(. . . , statei, accept)}.

• Nodo inserción: Sin cambios (sólo agregando state y accept a λs).

• Nodo unión: Para todo q ∈ Q, sea eqq : Q → Bool tal que eqq(q
′) = (q = q′)

para todo q′ ∈ Q. Luego,

λt(..., state, accept) = mı́n{W ⊕λr(..., state, eqq)⊕λs(..., q, accept) : q ∈ Q∧ . . .}.

• En la ráız r, donde Xr = {v}, calculamos todos los λr(. . . , sr, a), con a tal que
a(s) = (s ∈ F ), y sr = q0 si c(v) ̸= j y sr = δ(q0, 1) si no.

Notemos que si quisiéramos restringir el tamaño de R clases de colores, digamos
j1, . . . , jR, alcanza con asociar a cada clase de color un autómata y los correspondientes
parámetros (stateji y acceptji). Incluso podŕıamos fácilmente considerar también con-
juntos de clases de colores (si quisiéramos, para algún J ⊆ Colors, que la cantidad
de vértices con un color j ∈ J pertenezca a σ).

La complejidad temporal de este algoritmo modificado depende de la cantidad de
estados y del número de clases a restringir. Podemos suponer que verificar si un estado
es final es una operación de tiempo constante, y que también lo es calcular δ(s, 1). Sea
R la cantidad de clases de colores (o conjuntos de clases de colores) a restringir y sea
S el mayor tamaño de los conjuntos de estados de los R autómatas considerados. Los
únicos cambios en la complejidad son:

• Nodo hoja: sumar R.

• Nodo eliminación: sumar 2RC.

• Nodo inserción: sumar 2R.

• Nodo unión: multiplicar por SR.

• Cuando multiplicamos por la cantidad de todas las posibles combinaciones de los
parámetros de λt: agregar un factor (S(S + 1))R.

En particular, la complejidad del algoritmo sigue siendo polinomial en |V (G)| si R está
acotado por una constante.

3.2.2. Conectividad positiva

Supongamos que queremos que la clase de un color j ∈ Colors induzca un sub-
grafo conexo. Agregaremos un nuevo parámetro comp : Xt → [[1, k]], el cual asignará
a los vértices de color j un número natural que representa cuáles de ellos suponemos
que están conectados entre śı (los clasifica en supuestas componentes conexas). For-
malmente, un (S, c, ω, η, č, p̂, comp)-coloreo en Gt

¬S es un (S, c, ω, η, č, p̂)-coloreo f en
Gt

¬S tal que si al subgrafo Gt
¬S[f−1(j)] le agregamos todas las aristas que conecten

pares de vértices u, v ∈ Xt ∩ f−1(j) tales que comp(u) = comp(v) entonces obtenemos
un grafo conexo.

En lo que sigue, notaremos Xj
t al conjunto {u : u ∈ Xt ∧ c(u) = j}, y N j

t (v) a
NG(v) ∩Xj

t .
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• Nodo hoja: Sin cambios.

• Nodo eliminación: λt(. . . , comp) = mı́n{λs(. . . , compi) : i ∈ Lv} donde compi
es tal que:

• si i ̸= j entonces compi(v) = 1 y compi(u) = comp(u) para todo u ∈ Xj
t , y

• compj(v) =

{
mı́nu∈Nj

t (v)
{comp(u)} si N j

t (v) ̸= ∅
cualquier valor en [[1, k]]− {comp(u) : u ∈ Xj

t } si no

y, para todo u ∈ Xj
t , comp

j(u) = compj(v) si existe z ∈ N j
t (v) tal que

comp(u) = comp(z), y compj(u) = comp(u) si no.

En otras palabras, en el caso que v tenga color j, si v es un vecino de dos o
más vértices de color j en diferentes supuestas componentes conexas entonces
esas componentes pueden unificarse, y si v no es vecino de ningún otro vértice de
color j entonces está en una nueva componente.

• Nodo inserción: Si c(v) ̸= j entonces el único cambio es agregar comp−v a λs.
Si no, dividimos el caso correspondiente a čv(nv) = True en los siguientes casos:

• Si existe u ∈ Xj
s tal que comp(v) = comp(u) entonces

λt(. . . , comp) = . . . λs(. . . , comp
−v).

• Si no existe u ∈ Xj
s tal que comp(v) = comp(u), y Xj

s ̸= ∅ entonces

λt(. . . , comp) = Error.

• Si Xj
s = ∅ entonces sea M = ({q0, q1}, {1}, δ, q0, {q0}) un autómata tal que

δ(q0, 1) = q1 y δ(q1, 1) = q1. Usamos M para demandar que la clase de color
j sea vaćıa en Gs, entonces

λt(. . . , comp) = . . . λs(. . . , q0, eqq0).

Es decir, si v pertenece a una supuesta componente conexa diferente a la de los
demás vértices de color j en Xs, entonces no hay forma de conectar v con ellos,
y no hay solución (devolvemos Error). Además, si no hay vértices de color j
en Xs entonces no puede haber vértices de color j en Gs, ya que NG(V (G) −
V (Gs)) ∩ V (Gs) ⊆ Xs.

• Nodo unión: Para cada S ⊆ {comp(v) : v ∈ Xj
t } sea compS una función tal

que, para todo v ∈ Xj
t ,

compS(v) =

{
mı́n(S) si comp(v) ∈ S
comp(v) si no.

En este nodo necesitamos unificar las diferentes supuestas componentes conexas.
Para eso, en una rama unificamos un conjunto S de ellas mientras que en la
otra rama unificamos un conjunto R de ellas, de modo que S ∪ R = {comp(v) :
v ∈ Xj

t } y |S ∩ R| = 1. Entonces λt(. . . , comp) = mı́n{. . . ⊕ λr(. . . , comp
S) ⊕

λs(. . . , comp
R) : S ∪R = {comp(v) : v ∈ Xj

t } ∧ |S ∩R| = 1 ∧ . . .}.
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• En la ráız r, donde Xr = {v}, la función comp es tal que comp(v) = 1.

Al igual que con la propiedad global de tamaño, notemos que podemos agregar
tantos parámetros como clases queramos restringir. Sea J la cantidad de clases (o
conjuntos de clases) a restringir. Los únicos cambios en la complejidad son:

• Nodo hoja: sumar J .

• Nodo eliminación: sumar (C − 1 + k2)J .

• Nodo inserción: sumar kJ .

• Nodo unión: multiplicar por (k2k)J .

• Cuando multiplicamos por la cantidad de todas las posibles combinaciones de los
parámetros de λt: agregar un factor (kk)J .

Notemos que como en el nodo inserción tenemos que verificar que la clase de color
j sea vaćıa, necesitamos calcular también λt(. . . , q0, eqq0) para todo t ∈ T , pero esto no
cambia la complejidad total (por el hecho de que tanto S como R están acotados por
una constante en este caso).

3.2.3. Aciclicidad positiva

La siguiente solución sólo aplica al caso en el que el grafo de entrada no es dirigido.
Este problema puede ser resuelto esencialmente de la misma manera que para la pro-
piedad global de conectividad positiva, donde las únicas diferencias son que en el nodo
inserción procedemos como en el algoritmo original y en el nodo eliminación verificamos
si v es vecino de al menos dos vértices que pertenecen a la misma supuesta componente
conexa (en tal caso encontramos un ciclo, y por lo tanto devolvemos Error).

3.2.4. Composición de condiciones locales

Sea (M,⊗) un monoide conmutativo. Supongamos que queremos satisfacer una
expresión de la forma

⊗
v∈V (G) f(v, c) ∈ X para algún X ⊆M y alguna función f que

recibe un vértice v y una asignación de colores válida en NG[v].
Para todo V ⊆ V (G), sea M(V ) el conjunto de los diferentes valores que⊗
v∈V f(v, c) puede tener. Supongamos que, para cada V ⊆ V (G), |M(V )| está acota-

do por algún polinomio en el tamaño de la entrada. Supongamos además que calcular
x⊗y y x ∈ X se puede hacer en tiempo polinomial para todos x, y ∈M y X ⊆M . Sea
(M∗,⊛) obtenido al agregar un elemento absorbente E∗ a (M,⊗), y sea I∗ el elemento
neutro de (M∗,⊛). Consideremos otros elementos similares al sistema de vecindades
parciales, pero para f :

• Un conjunto Ñv,i, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv, junto con una operación binaria

cerrada ⊞̃
v,i

sobre Ñv,i que es conmutativa y asociativa y tiene un elemento neutro

Ĩv,i.

• Una función ˜newN v,i, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv, que dados u ∈ NG(v) y

j ∈ Lu devuelve un elemento de Ñv,i.
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• Una función fv,i : Ñv,i → M , para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv. Esta función debe

cumplir que fv,c(v)

(
⊞̃

v,c(v)

u∈NG(v)ñewN v,c(v)(u, c(u))

)
= f(v, c) para cada vértice

v ∈ V (G) y cada asignación de colores c válida en NG[v].

En el algoritmo, en cada nodo t, agregamos a λt los siguientes parámetros: x, que
guarda el estado parcial de la acumulación de valores de f ; accept, que verifica si esta-
mos en el estado deseado (similar a la idea de la propiedad global de tamaño); η̃, que

almacena los valores de la “vecindad parcial para f” de cada vértice en Xt; y f̃ , que se
comporta como č excepto que en lugar de proveer funciones de codominio Bool, pro-
vee funciones de codominioM∗. Formalmente, un (S, c, ω, η, č, p̂, x, accept, η̃, f̃)-coloreo
g en Gt

¬S es un (S, c, ω, η, č, p̂)-coloreo en Gt
¬S tal que accept(x⊛ n) = True, donde

n = ⊛v∈V (Gt
¬S) fv,g(v)

(
η̃(v)⊞̃

v,c(v)
(
⊞̃

v,g(v)

u∈N
Gt

¬S (v)ñewN v,g(v) (u, g(u))

))
. Luego proce-

demos de la siguiente manera.

• Nodo hoja: También tenemos que verificar si accept(x⊛ f̃v(η̃(v))) = True.

• Nodo eliminación:

λt(. . . , x, accept, η̃, f̃) = mı́n{λs(. . . , x, accept, η̃v→Ĩv,i , f̃ v→fv,i) : i ∈ Lv}.

• Nodo inserción: Acumulamos en x el valor de f̃v(η̃(v)), removemos v del do-
minio de las nuevas funciones, y calculamos las nuevas vecindades parciales para
los vértices en Xs.

• Nodo unión: Para todo m ∈ M∗, sea eqm : M∗ → Bool tal que eqm(m
′) =

(m = m′) para todo m′ ∈ M∗. Para todo η̃, sea f̃ η̃ la función definida como

f̃ η̃v (n) = I∗ si n = η̃(v) y f̃ η̃v (n) = E∗ si no. Para todo X ⊆ V (G) y asignación de

colores c válida en X, sea η̃Ĩc la función de dominio X tal que η̃Ĩc (v) = Ĩv,c(v) para
todo v ∈ X. Para todo subgrafo H de G y toda asignación de colores c válida

en V (H), sea ñs(v, c,H) = ⊞̃
v,c(v)

u∈NH(v)ñewN v,c(v)(u, c(u)) para todo v ∈ V (H).
Luego,

λt(..., x, accept, η̃, f̃) = mı́n

{
...⊕λr(..., I∗, eqmr , η̃

Ĩ
c , f̃

η̃r)⊕ λs(..., I∗, eqms , η̃
Ĩ
c , f̃

η̃s) :

mr ∈M(V (Gr)−Xr) ∧ms ∈M(V (Gs)−Xs)∧

accept

((
⊛
v∈Xt

f̃v
(
η̃(v)⊞̃

v,c(v)
η̃r(v)⊞̃

v,c(v)
η̃s(v)⊞̃

v,c(v)

ñs(v, c,Gt
¬S[Xt])

))
⊛ x

)
∧ . . .

}
.

• En la ráız r, donde Xr = {v}, calculamos todos los λr(. . . , I
∗, a, η̃Ĩc , f̃), donde a

es tal que a(x) = (x ∈ X), y f̃v = fv,c(v).

En consecuencia, la complejidad del algoritmo sigue siendo polinomial.
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3.3. El caso r > 1

Consideremos el problema de Etiquetado L(2, 1) (llamado L(2, 1)-labeling en
inglés). En este problema se deben asignar números no-negativos a los vértices de un
grafo, minimizando el mayor número asignado, de modo que: para todo par de vecinos,
sus números difieran por al menos 2; y para todo par de vértices no adyacentes con
un vecino en común, sus números difieran por al menos 1. Como se prueba en [128],
una cota superior para el mı́nimo mayor número asignado es ∆(G)2 +∆(G) para todo
grafo G. Una posible forma de modelar este problema como un problema 2-localmente
verificable es la siguiente:

• Colors = [[0,∆(G)2 +∆(G)]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,máx),

• w(v, c) = c(v),

• check(v, c) = ((∀u ∈ NG(v). |c(u)− c(v)| ≥ 2) ∧ (∀u ∈ N2
G(v). |c(u)− c(v)| ≥ 1)).

En [83] se probó que su problema de decisión asociado es NP-completo en grafos de
treewidth menor o igual a 2, por lo tanto no es esperable encontrar un algoritmo
XP parametrizado por treewidth capaz de resolver todos los problemas r-localmente
verificables, incluso cuando nos restringimos a aquellos que tienen funciones 1-estables
a 2 distancias 1 y 2.

3.3.1. Parametrización por treewidth más grado máximo, o
por carvingwidth

Una forma natural de resolver estos problemas seŕıa tomar la r-ésima potencia del
grafo de entrada y alĺı resolver un problema 1-localmente verificable. El problema con
esta idea es que, aunque la treewidth de una clase de grafos G esté acotada por una
constante, la treewidth de la clase Gr (la clase de las r-ésimas potencias de los grafos
en G) puede no estar acotada. Por ejemplo, las estrellas Sn tienen treewidth 1 pero sus
cuadrados S2

n tienen treewidth n. Sin embargo, el Lema 1.6.9 nos dice que si tanto la
treewidth como el grado máximo de G están acotados entonces la treewidth y el grado
de Gr también están acotados por alguna constante, por lo tanto śı podemos aplicar
esta idea.

Recordemos el sistema de vecindades parciales definido en la Observación 2.4.2,
en donde N ≤ (C + 2)∆(G). Luego, el siguiente resultado se deduce fácilmente de la
complejidad obtenida en la Sección 3.1.3 y el Teorema 1.6.22.

Corolario 3.3.1. Sea r un entero positivo. Sea Π un problema 1-localmente verificable
con cantidad de colores polinomial en el tamaño de la entrada. Luego, Π es XP para-
metrizado por la carvingwidth del grafo de entrada. Más aún, si |Lv| está acotado por
una constante para cada v ∈ V (G), entonces Π es FPT parametrizado por carvingwidth
(e incluso FPT lineal si check y w son computables en tiempo constante).

Con la ayuda de Lema 1.6.9, extenderemos este resultado a problemas r-localmente
verificables. Podemos reducir (en tiempo polinomial) un problema r-localmente ve-
rificable a un problema 1-localmente verificable en la r-ésima potencia del grafo de
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entrada, donde los conjuntos de pesos y colores permanecen igual que antes, las eti-
quetas de las aristas ℓe ahora además incluyen información sobre la distancia original
entre sus extremos (esto se puede modelar, por ejemplo, con una tupla que incluya
también el valor anterior, si corresponde), y las funciones check y w esencialmente
iguales teniendo el cuidado de que para conocer Np

G(v) (los vecinos en el radio p) ahora
debemos buscar entre los vértices de NGr(v) cuáles estaban originalmente a distancia
a lo sumo p (y esta información la tenemos porque viene dada en las nuevas etiquetas
de las aristas). Luego, a partir del Lema 1.6.9 y el Corolario 3.3.1, sigue este resultado:

Corolario 3.3.2. Sea r un entero positivo. Sea Π un problema r-localmente verificable
con cantidad de colores polinomial en el tamaño de la entrada. Luego, Π es XP para-
metrizado por la carvingwidth del grafo de entrada. Más aún, si |Lv| está acotado por
una constante para cada v ∈ V (G), entonces Π es FPT parametrizado por carvingwidth
(e incluso FPT lineal si check y w son computables en tiempo constante).

Veamos ahora que no podemos eliminar la restricción sobre la cantidad de colores.
En el problema Planificación De Eventos Periódicos (en inglés, periodic event
scheduling problem, PESP) [135], las instancias consisten de: un grafo dirigido G donde
los vértices representan eventos y los arcos representan actividades, un peŕıodo de
tiempo T ∈ N, cotas inferiores ℓij ∈ [[0, T − 1]] y superiores uij ∈ N (con uij ≥ ℓij) para
todo arco ij en G. El objetivo es determinar si existe una función π : V (G)→ [[0, T −1]]
tal que, para todo arco ij en G, tenemos ℓij ≤ ((π(j) − π(i)) mod T ) ≤ uij. Este
problema es NP-dif́ıcil en grafos de carvingwidth 3, pero muy fácilmente podemos
modelarlo como un problema 1-localmente verificable: basta con tomar Colors =
[[0, T − 1]] y check(i, c) = (∀j ∈ N+

G (v). ℓij ≤ ((π(j) − π(i)) mod T ) ≤ uij). Es más,
este modelo admite un sistema de vecindades parciales constante. Como T es parte
de la instancia y no necesariamente es polinomial en |V (G)|, no podemos extender el
Corolario 3.3.2 a cualquier problema r-localmente verificable.

3.3.2. Transformación a problemas 1-localmente verificables

Ciertos problemas r-localmente verificables se pueden modelar también como pro-
blemas 1-localmente verificables. A modo de ejemplo, veamos cómo modelar el proble-
ma de Dominación a Distancia k (ver Apéndice A) como un problema 1-localmente
verificable con k + 1 colores y funciones 1-estables. Para esto, reescribiremos el pro-
blema de la siguiente manera: los vértices reciben números enteros entre 0 y k (que
representan la distancia a un vértice del conjunto dominante), y los vértices con un
número mayor a 0 deben tener al menos un vecino con el número anterior. Luego,

• Colors = [[0, k]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N ∪ {+∞},≤,+),

• w′(v, i, µ) =

{
1 si i = 0

0 si no,

• check′(v, i, µ) = (i > 0⇒ µi−1 ≥ 1).

Notemos que con un argumento similar podemos modelar problemas semejan-
tes que involucren más de dos conjuntos en la partición. La idea es hacer que los
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colores indiquen qué tan lejos están los vértices de cada color. Por ejemplo, si te-
nemos que colorear el grafo con {r, g, b} de forma tal que cada vértice esté a dis-
tancia a lo sumo 3 de un vértice de color r y a distancia lo sumo 2 de un vérti-
ce de color g, siguiendo esta idea para modelar el problema como un problema
1-localmente verificable con funciones 1-estables, nuestro conjunto de colores seŕıa
{r0,1, r0,2, g1,0, g2,0, g3,0, b1,1, b2,1, b3,1, b1,2, b2,2, b3,2}.

Sin embargo, cuando hay restricciones sobre la distancia entre vértices del mismo
color, el enfoque anterior no funciona. Explicaremos entonces cómo proceder cuando
la distancia requerida en estos casos es 2. Ejemplificaremos con el problema de Do-
minación Semi-Total, definido en [98] (ver Apéndice A). Primero reescribimos el
problema de forma de poder diferenciar dos posibles situaciones para un vértice en D
(colores d1 y d2) y dos posibles situaciones para un vértice fuera de D (colores d y d∗).
Los vértices de color d1 representan aquellos vértices en D que tienen un vecino en D,
los vértices de color d2 representan aquellos vértices en D que están a distancia 2 de
otro vértice en D, los vértices de color d∗ representan aquellos vértices fuera de D que
son el nexo entre dos vértices en D, y los vértices de color d representan a todos los
restantes vértices. Luego podemos definir:

• Colors = {d1,d2,d,d∗},

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w′(v, a, µ) =

{
1 si a = d1 o a = d2

0 si no,

• check′(v, a, µ) = (a ∈ {d,d1} ⇒ µd1 + µd2 ≥ 1)

∧ (a = d2 ⇒ µd∗ ≥ 1)

∧ (a = d∗ ⇒ µd1 + µd2 ≥ 2).

Notemos que en esta reversión de Dominación Semi-Total cambiamos las “respon-
sabilidades” de los vértices: aquellos a cargo de verificar que un vértice de color d2 esté
a distancia 2 de otro vértice en D ahora son los vértices de color d∗.

3.4. Ĺımites

En esta sección demostramos que no hay esperanzas (excepto que P = NP) de
encontrar un algoritmo eficiente capaz de resolver todos los problemas localmente ve-
rificables que cumplan sólo con un subconjunto de las condiciones impuestas a los
problemas en las secciones anteriores.

Ya vimos en la Sección 3.3 que si pudiéramos resolver todos los problemas r-
localmente verificables con r > 1 entonces podemos modelar el problema de Eti-
quetado L(2, 1), el cual es NP-dif́ıcil en grafos de treewidth menor o igual a 2. Otra
forma de modelar el problema anterior es como un problema 1-localmente verificable
con funciones contadoras de colores (más aún, 1-estables):

• Colors = [[0,∆(G)2 +∆(G)]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,máx),
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• w′(v, a, µ) = a,

• check′(v, a, µ) = (∀i ∈ Colors. µi ̸= 0⇒ (|a− i| ≥ 2∧∀j ∈ Colors−{i}. µj ̸=
0⇒ |j − i| ≥ 1)).

Como la cantidad de colores es polinomial, tampoco podemos eliminar la restricción
sobre los sistemas de vecindades parciales.

Finalmente, analicemos qué ocurre si la cantidad de colores no es acotada. Conside-
remos el problema de Asignación de Canales (channel assignment, en inglés): dado
un grafo G en donde cada arista uv tiene asociado un entero positivo l(uv) y dado un
entero positivo B, ¿existe una asignación φ : V (G) → [[1, B]] de canales a vértices tal
que |φ(u)−φ(v)| ≥ l(uv) para toda arista uv ∈ E(G)? Este problema es NP-completo
en grafos de treewidth menor o igual a 3 [140] y es fácil ver que se puede modelar como
un problema 1-localmente verificable con un sistema de vecindades parciales constante
pero con una cantidad de colores no acotada (ya que B viene dado en la entrada):

• Colors = [[1, B]],

• Labels = N+ y ℓe = l(e),

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w(v, c) = 0,

• check(v, c) = (∀u ∈ N(v). |c(u)− c(v)| ≥ ℓuv),

y su sistema de vecindades parciales seŕıa:

• Nv,i = Bool,

• n⊞v,i n′ = (n ∧ n′),

• newN v,i(u, j) = (|j − i| ≥ ℓuv),

• wv,i(n) = 0,

• checkv,i(n) = n.

Por otro lado, también podemos analizar si es posible obtener un algoritmo general
cuya complejidad parametrizada por treewidth sea FPT en lugar de XP. La respuesta
a esta cuestión es que no (a menos que P=NP), ya que existen problemas 1-localmente
verificables, con cantidad polinomial de colores y que admiten un sistema de vecindades
parciales polinomial, que son W[1]-dif́ıciles parametrizados por treewidth. Uno de ellos
es el de Extensión de Pre-coloreo (precoloring extension, en inglés) [80]: dado un
grafo G, un entero k, un subconjunto W de vértices de G y un pre-coloreo cW : W →
[[1, k]], ¿es posible extender el coloreo a todos los vértices de G usando a lo sumo k
colores y de modo que todo par de vecinos reciba distinto color? Expresado como
problema 1-localmente verificable:

• Colors = [[1, k]],

• Lv = Colors si v /∈ W y Lv = {cW (v)} si v ∈ W ,
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Restricciones sobre check y w
Restricciones sobre máxv∈V (G) |Lv|

Constante Polinomial No acotada

Sistema de vecindades parciales constante FPT lineal XP, W[1]-h para-NP-h

Sistema de vecindades parciales polinomial XP, W[1]-h XP, W[1]-h para-NP-h

Computables en tiempo polinomial ? para-NP-h para-NP-h

Tabla 3.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad de problemas 1-
localmente verificables parametrizada por treewidth, bajo distintas restricciones sobre
la cantidad de colores y las funciones de verificación y peso. Aqúı, cuando indicamos
para-NP-h (o W[1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas condiciones
que es para-NP-h (o W[1]-h) parametrizado por treewidth.

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w(v, c) = 0,

• check(v, c) = (∀u ∈ NG(v). c(u) ̸= c(v)).

Aqúı tenemos k colores, donde k ≤ |V (G)|, y las funciones check y w admiten un
sistema de vecindades parciales constante. Nos resta solamente ver el caso en el que
tenemos una cantidad constante de colores y un sistema de vecindades parciales polino-
mial. Para este caso elegimos el problema de Conjunto Dominante de Afiliación
Mı́nima (en inglés, minimum membership dominating set) definido en [10]: dado un
grafo G y un entero k, ¿existe un conjunto dominante S tal que |N [v] ∩ S| ≤ k para
todo v ∈ V (G)? Este problema, el cual es W[1]-dif́ıcil parametrizado por pathwidth (y
en consecuencia por treewidth) [10], se puede modelar de la siguiente manera como un
problema 1-localmente verificable con 2 colores y funciones contadoras de colores (y por
lo tanto las funciones admiten un sistema de vecindades parciales universal polinomial,
ver Sección 2.4.2):

• Lv = {s, s},

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w′(v, i, µ) = 0,

• check′(v, i, µ) = (1 ≤ µs ≤ k).

En otras palabras, los resultados obtenidos en este caṕıtulo son ajustados respecto
a las restricciones consideradas. Queda abierta una pregunta respecto al caso con canti-
dad constante de colores y con funciones de peso y verificación computables en tiempo
polinomial pero sin restricciones adicionales, sobre el cual conjeturamos que existe un
problema para-NP-dif́ıcil con estas condiciones, pero al momento no contamos con
ningún ejemplo. Las Tablas 3.1 y 3.2 resumen lo expuesto anteriormente.
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Restricciones sobre check y w
Restricciones sobre máxv∈V (G) |Lv|

Constante Polinomial No acotada

Computables en tiempo polinomial FPT(1) XP para-NP-h

Tabla 3.2: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad de problemas
r-localmente verificables (para cualquier constante r) parametrizada por carvingwidth
(o, equivalentemente, por treewidth más grado), bajo distintas restricciones sobre la
cantidad de colores. Aqúı, cuando indicamos para-NP-h, estamos diciendo que existe
un problema con esas condiciones que es para-NP-h parametrizado por carvingwidth.
(1) FPT lineal si check y w son computables en tiempo constante.



Caṕıtulo 4

Parametrización por clique-width

En este caṕıtulo probaremos que los problemas 1-localmente verificables que admi-
ten sistemas de vecindades parciales universales polinomiales y tienen cantidad polino-
mial de colores son XP parametrizados por clique-width. Del mismo análisis se deduce
también que los problemas 1-localmente verificables con cantidad acotada de colores y
funciones contadoras de colores son XP parametrizados por clique-width, y si además
las funciones son d-estables o m-modulares, entonces los problemas son en realidad
FPT. Mostraremos cómo incluir propiedades globales de composición de condiciones
locales, y por otro lado cómo manejar el caso r > 1. Por último, con un análisis similar
al de la Sección 3.4, explicaremos por qué no podemos esperar algoritmos mejores.

4.1. Algoritmo

Consideremos un problema 1-localmente verificable Π que admite un sistema de
vecindades parciales universal. LlamemosG al grafo de entrada y sea eG una k-expresión
clique-width irredundante de G.

A continuación presentaremos un algoritmo que calcula el peso mı́nimo de un coloreo
propio de G usando la expresión eG. Para ello, es crucial la siguiente definición.

Definición 4.1.1 ((C,N)-coloreo). Sea e una subexpresión de eG y sean C y N dos
vectores en N k. Un coloreo c válido en Ge se llama (C,N)-coloreo si satisface las
siguientes dos condiciones:

(C1) C[i] =⊞v∈ℓ−1
e (i) newN(v, c(v)) para toda etiqueta i ∈ [[1, k]];

(C2) checkv,c(v)

(
N [ℓe(v)]⊞

(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
))

= True para todo v ∈ V (Ge).

Definimos el peso de un (C,N) coloreo c de Ge como w(e, c,N) =⊕
v∈Ge

wv,c(v)

(
N [ℓe(v)]⊞

(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
))

. El mı́nimo peso entre to-

dos los posibles (C,N)-coloreos de Ge se nota λ(e, C,N), i.e. λ(e, C,N) =
mı́n{w(e, c,N) : c es un (C,N)-coloreo de Ge}. Notemos que si no existe tal coloreo
entonces λ(e, C,N) = Error.

El siguiente lema explica la relación entre los coloreos propios y los (C,N)-coloreos.

Lema 4.1.2. El peso mı́nimo de un coloreo propio de G es igual al mı́nimo entre todos
los λ(eG, C,N0), donde N0 ∈ N k es la matriz cuyos elementos son todos I (el elemento
neutro de ⊞) y C ∈ N k es cualquier matriz tal que C[i] = I para cada i ∈ ℓ(eG).
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Demostración. Vamos a probar que para cada coloreo propio c de G existe un vector
C ∈ N k tal que C[i] = I para todo i ∈ ℓ(eG), y tal que w(c) ≥ λ(eG, C,N0). Por
otro lado, vamos a mostrar que para cada vector C ∈ N k tal que C[i] = I para todo
i ∈ ℓ(eG), y tal que λ(eG, C,N0) ̸= Error, existe un coloreo propio c de G tal que
w(c) = λ(eG, C,N0).

Supongamos que tenemos un coloreo propio c de G. Sea C ∈ N k el vector tal que
C[i] = ⊞v∈ℓ−1

eG
(i) newN(v, c(v)) para toda etiqueta i ∈ [[1, k]]. Claramente, C[i] = I

para toda i ∈ ℓ(eG). Además, como c es un coloreo propio de G, para cada vértice v ∈
V (G) tenemos que checkv,c(v)(n) es verdadero, donde n = ⊞u∈NG(v) newN(u, c(u)) =

N0[ℓe(v)] ⊞
(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
, porque N0[ℓe(v)] es igual al neutro de ⊞. Por

lo tanto, c es un (C,N0)-coloreo de G y w(c) = w(eG, c, N0) ≥ λ(eG, C,N0).
Ahora supongamos que tenemos una matriz C ∈ N k tal que C[i] = I para toda

etiqueta i ∈ ℓ(eG), y tal que λ(eG, C,N0) ̸= Error. Sea c un (C,N0)-coloreo de G
de peso w(eG, c, N0) mı́nimo (existe al menos uno ya que λ(eG, C,N0) ̸= Error).
Demostraremos que c es un coloreo propio de G. Por definición de (C,N0)-coloreo, c es
un coloreo válido, aśı que sólo resta probar que check(v, c|NG[v]) es verdadero para cada
v ∈ V (G). Sabemos que para cada v ∈ V (G) tenemos que checkv,c(v)(n) es verdadero,

donde n = N0[ℓe(v)]⊞
(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
. Como N0[ℓe(v)] = I para cada v ∈

V (G), tenemos que check(v, c|NG[v]) = checkv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
= True.

Más aún, w(c) = w(eG, c, N0) = λ(eG, C,N0).

En otras palabras, el Lema 4.1.2 nos dice que para resolver Π basta con encontrar
el peso mı́nimo entre todos los (C,N0)-coloreos del grafo de entrada, donde C y N0 son
como describimos en el lema. El algoritmo que presentaremos se basa precisamente en
esta idea: busca el mı́nimo entre todos los λ(eG, C,N0), y esto lo logra recorriendo el
árbol TeG de expresión clique-width asociado a eG de abajo hacia arriba (bottom-up) y
calculando recursivamente los valores de cada λ(e, C,N), donde e es una subexpresión
de eG y C,N ∈ N k. A lo largo de este proceso recursivo, los vectores C y N se
comportarán intuitivamente de la siguiente manera: si tenemos un coloreo propio c de
G tal que c|V (Ge) es un (C,N)-coloreo de Ge, entonces

• C[i] representa la información que deseamos acumular entre todos los vértices
v ∈ V (Ge) tales que ℓe(v) = i, y

• N [i] representa la información acumulada por los próximos vecinos respecto a e
de cada vértice v con ℓe(v) = i.

Describiremos recursivamente el cálculo de λ(e, C,N) distinguiendo en cuatro casos
según el tipo de operación clique-width en la ráız de Te. Para simplificar la lectura, en
los siguientes cuatro lemas supondremos que es están dados los vectores C y N en N k.

Lema 4.1.3 (Creación de un nuevo vértice: i(v)). Si C[j] = I para toda etiqueta
j ∈ [[1, k]]− {i}, entonces

λ(i(v), C,N) =mı́n{wv,a(N [i]) :

(a) a ∈ Lv
(b) C[i] = newN(v, a)
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(c) checkv,a(N [i]) = True}.

Si no, λ(i(v), C,N) = Error.

Demostración. Primero notemos que Gi(v) es el grafo que consiste de un único vértice v
con etiqueta i. Por lo tanto, si C[j] ̸= I para alguna etiqueta j ∈ [[1, k]]−{i} entonces no
existe ningún (C,N)-coloreo de Gi(v) y λ(i(v), C,N) = Error. Supongamos entonces
que C[j] ̸= I para toda j ∈ [[1, k]]− {i}.

A continuación reescribiremos la definición de (C,N)-coloreo, adaptándola espećıfi-
camente a coloreos de Gi(v). Un coloreo c : {v} → Lv es un (C,N)-coloreo de Gi(v) si
satisface las siguientes dos condiciones:

(C1) C[i] = newN(v, c(v)), ya que ℓ−1
i(v)(j) = ∅ para toda j ∈ [[1, k]] − {i} y además

⊞u∈ℓ−1
i(v)

(i) newN(u, c(u)) = newN(v, c(v)) porque ℓ−1
i(v)(i) = {v};

(C2) checkv,c(v)(N [i]) = True, ya que, como v no tiene vecinos en Gi(v), tenemos que

checkv,c(v)

(
N [i]⊞

(
⊞u∈NGi(v)

(v) newN(u, c(u))
))

= checkv,c(v)(N [i]).

Es decir, c : {v} → Lv es un (C,N)-coloreo de Gi(v) si y sólo si existe a ∈ Lv tal
que a = c(v), C[i] = newN(v, a) y checkv,a(N [i]) = True. Por lo tanto, se cumple la
igualdad del enunciado.

Lema 4.1.4 (Unión disjunta: e1 ⊕ e2). Sean N1 y N2 dos vectores en N k tales que:

• N1[i] = N [i] para toda etiqueta i ∈ ℓ(e1),

• N1[i] = I para toda etiqueta i ∈ ℓ(e1), y

• N2 está definido análogamente respecto a e2.

Luego,

λ(e1 ⊕ e2, C,N) =mı́n{λ(e1, C1, N1)⊕ λ(e2, C2, N2) :

(a) C1, C2 ∈ N k

(b) C1[i] = I para toda i ∈ ℓ(e1)
(c) C2[i] = I para toda i ∈ ℓ(e2)
(d) C[i] = C1[i]⊞ C2[i] para toda i ∈ [[1, k]]}.

Demostración. Para facilitar la lectura, llamemos α a mı́n{λ(e1, C1, N1)⊕λ(e2, C2, N2) :
se cumplen (a), (b), (c), (d)}.

Primero demostraremos que λ(e1 ⊕ e2, C,N) ≥ α. Si λ(e1 ⊕ e2, C,N) = Error
entonces estamos. Aśı que supongamos que λ(e1 ⊕ e2, C,N) ̸= Error y sea c un
(C,N)-coloreo de Ge1⊕e2 cuyo peso w(e1 ⊕ e2, c, N) sea igual a λ(e1 ⊕ e2, C,N). Ne-
cesitamos probar que existen C1 y C2 en N k que satisfacen (b), (c), (d) y tales que el
peso de c es al menos λ(e1, C1, N1) ⊕ λ(e2, C2, N2). Sean c1 = c|V (Ge1 )

y c2 = c|V (Ge2 )
.

Luego, definimos C1[i] = ⊞v∈ℓ−1
e1

(i) newN(v, c1(v)) para cada etiqueta i ∈ [[1, k]], y

definimos C2 análogamente respecto a e2 y c2. En consecuencia, las condiciones (b)
y (c) se satisfacen: si i ∈ ℓ(e1) entonces ℓ−1

e1
(i) = ∅, aśı C1[i] = I, y análogamen-

te para C2. La condición (d) también es satisfecha porque c es un (C,N)-coloreo de
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Ge1⊕e2 , V (Ge1) y V (Ge2) son disjuntos, ℓe1(v) = ℓe1⊕e2(v) para cada v ∈ V (Ge1),
ℓe2(v) = ℓe1⊕e2(v) para cada v ∈ V (Ge2), y ⊞ es asociativa y conmutativa. Aho-
ra mostraremos que c1 es un (C1, N1)-coloreo de Ge1 . La condición (C1) es satisfe-
cha trivialmente por definición de C1. Para mostrar que la condición (C2) es satisfe-
cha, vamos a probar que checkv,c1(v)(n

′) es verdadero para cada vértice v ∈ V (Ge1),

donde n′ = N1[ℓe1(v)] ⊞
(
⊞u∈NGe1

(v) newN(u, c1(u))
)
. Como c es un (C,N)-coloreo

de Ge1⊕e2 , tenemos que checkv,c(v)(n) es verdadero para cada v ∈ V (Ge1⊕e2), don-

de n = N [ℓe1⊕e2(v)] ⊞
(
⊞u∈NGe1⊕e2

(v) newN(u, c(u))
)
. Por definición de N1 y como

ℓe1(v) = ℓe1⊕e2(v) para cada v ∈ V (Ge1), tenemos N1[ℓe1(v)] = N [ℓe1⊕e2(v)] para cada
v ∈ V (Ge1). Además, NGe1

(v) = NGe1⊕e2
(v) para cada v ∈ V (Ge1) y c1(u) = c(u)

para cada u ∈ V (Ge1). Por lo tanto, n′ = n y aśı checkv,c1(v)(n
′) es verdadero pa-

ra cada v ∈ V (Ge1). Usando argumentos similares, podemos probar que c2 es un
(C2, N2)-coloreo de Ge2 . Más aún, w(e1 ⊕ e2, c, N) = w(e1, c1, N1) ⊕ w(e2, c2, N2).
En consecuencia, λ(e1 ⊕ e2, C,N) = w(e1 ⊕ e2, c, N) = w(e1, c1, N1)⊕w(e2, c2, N2) ≥
λ(e1, C1, N1)⊕ λ(e2, C2, N2) ≥ α.

Ahora demostraremos que λ(e1⊕e2, C,N) ≤ α. Consideremos dos vectores C1 y C2

en N k que satisfacen (b), (c), (d). Si λ(e1, C1, N1) = Error o λ(e2, C2, N2) = Error,
entonces estamos. Supongamos entonces que esto no ocurre. Vamos a construir un
(C,N)-coloreo c de Ge1⊕e2 tal que w(e1 ⊕ e2, c, N) = λ(e1, C1, N1) ⊕ λ(e2, C2, N2).
Sean c1 un (C1, N1)-coloreo de Ge1 cuyo peso es λ(e1, C1, N1) y c2 un (C2, N2)-coloreo
de Ge2 cuyo peso es λ(e2, C2, N2). Sea c = c1 ∪ c2 (notemos que c está bien defi-
nido porque V (Ge1) y V (Ge2) son conjuntos disjuntos). Claramente, c es un colo-
reo válido. Ahora mostraremos que c es un (C,N)-coloreo de Ge1⊕e2 . Comenzaremos
con la condición (C1). Consideremos i ∈ [[1, k]]. Como c1 es un (C1, N1)-coloreo de
Ge1 y c2 es un (C2, N2)-coloreo de Ge2 , tenemos C1[i] = ⊞v∈ℓ−1

e1
(i) newN(v, c1(v)) y

C2[i] =⊞v∈ℓ−1
e2

(i) newN(v, c2(v)). Luego,

C[i] =C1[i]⊞ C2[i]

=
(
⊞v∈ℓ−1

e1
(i) newN(v, c1(v))

)
⊞
(
⊞v∈ℓ−1

e2
(i) newN(v, c2(v))

)
=
(
⊞v∈ℓ−1

e1
(i) newN(v, c(v))

)
⊞
(
⊞v∈ℓ−1

e2
(i) newN(v, c(v))

)
=⊞v∈ℓ−1

e1
(i)∪ℓ−1

e2
(i) newN(v, c(v))

=⊞v∈ℓ−1
e (i) newN(v, c(v)).

La última igualdad se debe simplemente a que V (Ge1⊕e2) = V (Ge1) ∪ V (Ge2), a
que para cada v ∈ V (Ge1) vale que ℓe1(v) = ℓe1⊕e2(v) y a que para cada v ∈
V (Ge2) vale que ℓe2(v) = ℓe1⊕e2(v). Ahora nos enfocaremos en la condición (C2).
Consideremos v ∈ V (Ge1⊕e2). Supongamos sin pérdida de generalidad que v ∈
V (Ge1). Vamos a probar que checkv,c(v)(n) es verdadero, donde n = N [ℓe1⊕e2(v)] ⊞(
⊞u∈NGe1⊕e2

(v) newN(u, c(u))
)
. Como c1 es un (C1, N1)-coloreo de Ge1 , sabemos que

checkv,c1(v)(n
′) es verdadero, donde n′ = N1[ℓe1(v)] ⊞

(
⊞u∈NGe1

(v) newN(u, c1(u))
)
.

Usando argumentos similares a los anteriores, obtenemos que n′ = n. Como además
c(v) = c1(v), concluimos que checkv,c(v)(n) es verdadero para cada v ∈ V (G), y aśı
la condición (C2) es satisfecha. Luego, c es un (C,N)-coloreo de Ge1⊕e2 . Más aún,
w(e1 ⊕ e2, c, N) = w(e1, c1, N1)⊕w(e2, c2, N2).



4.1. ALGORITMO 57

Lema 4.1.5 (Unión completa: ηi,j(e)). Sea Ne ∈ N k tal que

• Ne[i] = N [i]⊞ C[j];

• Ne[j] = N [j]⊞ C[i];

• Ne[h] = N [h] para cada h ∈ [[1, k]]− {i, j}.

Luego, λ(ηi,j(e), C,N) = λ(e, C,Ne).

Demostración. En primer lugar, como las etiquetas de los vértices no cambian entre
Gηi,j(e) y Ge, usaremos simplemente ℓ para referirnos a ambos etiquetados ℓe y ℓηi,j(e).
Asimismo, como V (Gηi,j(e)) = V (Ge), llamaremos V a este conjunto.

Sea c : V → Colors un coloreo válido. Vamos a demostrar que c es un (C,N)-
coloreo de Gηi,j(e) śı y sólo si c es un (C,Ne)-coloreo de Ge. La condición (C1) se cumple
trivialmente en ambas implicaciones (porque es exactamente la misma). Luego, basta

con probar que, suponiendo (C1), tenemos Ne[ℓ(v)] ⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)
=

N [ℓ(v)]⊞

(
⊞u∈NGηi,j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
para cada vértice v ∈ V .

Si ℓ(v) ̸= i, j entonces Ne[ℓ(v)] = N [ℓ(v)] por definición de Ne y claramente
NGe(v) = NGηi,j(e)

(v). Por otro lado, si ℓ(v) = i (si ℓ(v) = j la prueba es análoga)
entonces

Ne[i]⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)

=N [i]⊞ C[j]⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)

=N [i]⊞
(
⊞u∈ℓ−1(j) newN(u, c(u))

)
⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)

=N [i]⊞
(
⊞u∈ℓ−1(j)∪NGe (v)

newN(u, c(u))
)

=N [i]⊞

(
⊞u∈NGηi,j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
.

Las últimas dos igualdades siguen por el hecho de que cada vértice con etiqueta j es
un vecino de v en Gηi,j(e) pero es un no-vecino de v en Ge (recordemos que estamos
trabajando con expresiones clique-width irredundantes).

Finalmente, por la relación entre los vectores N y Ne que acabamos de mostrar,
tenemos que w(ηi,j(e), c, N) = w(e, c,Ne) y entonces λ(ηi,j(e), C,N) = λ(e, C,Ne).

Lema 4.1.6 (Renombre de etiqueta: ρi→j(e)). Sea Ne ∈ N k tal que

• Ne[i] = N [j], y

• Ne[h] = N [h] para cada h ∈ [[1, k]]− {i}.

Si C[i] = I, entonces

λ(ρi→j(e), C,N) = mı́n{λ(e, Ce, Ne) :

(a) Ce ∈ N k

(b) C[j] = Ce[i]⊞ Ce[j]

(c) Ce[h] = C[h] para toda h ∈ [[1, k]]− {i, j}}.

Si no, λ(ρi→j(e), C,N) = Error.
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Demostración. Si C[i] ̸= I, entonces, por definición, no existe ningún (C,N)-coloreo
de Gρi→j(e) y λ(ρi→j(e), C,N) = Error. Por lo tanto podemos suponer que C[i] = I.
Llamemos α a mı́n{λ(e, Ce, Ne) : (a), (b), (c) son satisfechas}.

Primero probaremos que λ(ρi→j(e), C,N) ≥ α. Sea c un (C,N)-coloreo de Gρi→j(e)

cuyo peso es igual a λ(ρi→j(e), C,N). Vamos a probar que existe un vector Ce ∈ N k

que satisface (b), (c) y es tal que c es un (Ce, Ne)-coloreo de Ge. Definimos Ce[h] =

⊞v∈ℓ−1
e (h) newN(v, c(v)) para cada h ∈ [[1, k]]. Como c es un (C,N)-coloreo de Gρi→j(e),

entonces C[h] =⊞v∈ℓ−1
ρi→j(e)

(h) newN(v, c(v)) para cada h ∈ [[1, k]]. Por lo tanto, (c) es

trivialmente satisfecha, ya que ℓρi→j(e)(v) = ℓe(v) para todo vértice v cuya etiqueta no
es ni i ni j en Ge. Más aún, se cumplen las siguientes igualdades:

Ce[i]⊞ Ce[j] =
(
⊞v∈ℓ−1

e (i) newN(v, c(v))
)
⊞
(
⊞v∈ℓ−1

e (j) newN(v, c(v))
)

=⊞v∈ℓ−1
e (i)∪ℓ−1

e (j) newN(v, c(v))

=⊞v∈ℓ−1
ρi→j(e)

(j) newN(v, c(v))

=C[j]

y aśı, la condición (b) es satisfecha también. Veamos ahora que c es un (Ce, Ne)-
coloreo de Ge. Sabemos que c es un coloreo válido porque c es un (C,N)-coloreo
de Gρi→j(e). También, (C1) es trivialmente satisfecha por definición de Ce. En cuan-
to a (C2), tenemos que probar que checkv,c(v)(n

′) es verdadero para cada v en Ge,

donde n′ = Ne[ℓe(v)] ⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)
. Como c es un (C,N)-coloreo de

Gρi→j(e), sabemos que checkv,c(v)(n) es verdadero para cada v ∈ V (Gρi→j(e)), donde

n = N [ℓρi→j(e)(v)] ⊞

(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
. Por definición de Ne y como

NGe(v) = NGρi→j(e)
(v) para todo vértice v, tenemos n = n′ y por lo tanto checkv,c(v)(n

′)

es verdadero para cada v ∈ V (Ge). Además, w(ρi→j(e), c, N) = w(e, c,Ne).
Concluiremos probando que λ(ρi→j(e), C,N) ≤ α. Sea Ce un vector en N k que

satisface (b), (c), y es tal que λ(e, Ce, Ne) ̸= Error. Sea c un (Ce, Ne)-coloreo de Ge

de peso λ(e, Ce, Ne). Vamos a probar que c es también un (C,N)-coloreo de Gρi→j(e).
La condición (C1) es trivialmente satisfecha para cada etiqueta h en [[1, k]] − {i, j}.
Para la etiqueta i, la condición (C1) también vale porque C[i] = I y no hay vérti-
ces con etiqueta i en V (Gρi→j(e)). De manera similar a lo expuesto más arriba,
podemos ver que C[j] = ⊞v∈ℓ−1

ρi→j(e)
(j) newN(v, c(v)). Sólo resta verificar la condi-

ción (C2), i.e., para cada vértice v, tenemos que checkv,c(v)(n) es verdadero, donde

n = N [ℓρi→j(e)(v)]⊞

(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
. Como antes, esto es consecuen-

cia del hecho de que c es un (Ce, Ne)-coloreo de Ge y que, para cada vértice v, te-
nemos Ne[ℓe(v)] = N [ℓρi→j(e)(v)] por definición y NGe(v) = NGρi→j(e)

(v). Por último,

w(ρi→j(e), c, N) = w(e, c,Ne).

En el algoritmo, la entrada es la misma que en un problema 1-localmente verifica-
ble más un sistema de vecindades parciales universal y una k-expresión clique-width
irredundante eG del grafo de entrada G junto con su árbol TeG asociado, y su salida es
el mı́nimo peso de un coloreo propio de G. Como explicamos anteriormente (y como se
muestra en el Algoritmo 1), procedemos de abajo hacia arriba (bottom-up), es decir,
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Algoritmo 1: Algoritmo principal

1 para cada subexpresión e de eG, recorriendo el árbol de subexpresiones de
abajo hacia arriba, hacer

2 para todos los vectores C,N ∈ N k hacer
3 Calcular λ(e, C,N) aplicando los Lemas 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 or 4.1.6, de

acuerdo al tipo de operación en la ráız de Te.
4 Guardar el resultado en memoria.

5 Sea N0 el vector en N k tal que todos sus elementos son I.
6 Sea m← Error.

7 para todo C ∈ N k tal que C[i] = I para cada i ∈ ℓ(eG) hacer
8 m← mı́n(m,λ(eG, C,N0))

9 devolver m

empezamos con las hojas del árbol TeG , luego seguimos con sus padres y aśı sucesiva-
mente, en cada caso calculando y almacenando en memoria el valor de λ(e, C,N) para
la subexpresión e correspondiente (aquella que corresponde al nodo de TeG que estamos
analizando) y todas las posibles elecciones de C y N , usando las recurrencias dadas en
los Lemas 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 y 4.1.6. Dado que estamos almacenando los resultados en
memoria, la cantidad de veces que necesitamos calcular un valor λ(·, ·, ·) está dada por
la cantidad de subexpresiones de eG multiplicado por la cantidad de posibles vectores
C y N , y como hay O(|V (G)| + |E(G)|) subexpresiones de la expresión clique-width
dada (ver Sección 1.6.2) y existen |N |k vectores C posibles, respectivamente vectores
N , este número es O((|V (G)|+ |E(G)|)N 2k). Por otro lado, determinar el mı́nimo en-
tre todos los valores λ(eG, C,N0), donde N0 es el vector cuyos elementos son todos I
y C ∈ N k es cualquier vector tal que C[i] = I para todo i ∈ ℓ(eG), se puede hacer en
tiempo O(|N |k).

Resta determinar la complejidad de calcular algún valor concreto de λ(·, ·, ·). Evi-
dentemente, esto depende del tipo de operación considerada, aśı que distinguiremos
los siguientes cuatro casos. Sean tcheck, tw, t⊞, tnewN , t⊕, y tmı́n cotas superiores de los
tiempos de ejecución de todas las funciones checkv,a, wv,a, ⊞, newN , ⊕, y mı́n, res-
pectivamente. Sea C = máx{|Lv| : v ∈ V (G)}. Vamos a suponer que otras operaciones
son de tiempo constante.

• Creación de un nuevo vértice: Primero tenemos que recorrer (casi) todas las
entradas de C, lo cual se puede hacer en tiempo O(k). Luego, para cada a ∈ Lv,
aplicamos una vez newN , checkv,a y wv,a, y almacenamos el mı́nimo peso. Aśı,
obtenemos una complejidad O(k+C(tnewN+tcheck+tw+tmı́n)) para esta operación.

• Unión disjunta: Primero tenemos que determinar N1 y N2, lo cual se puede
hacer en tiempo O(k), y luego tenemos que encontrar el peso mı́nimo iterando
entre todas las posibles elecciones de C1 y C2, lo cual se puede hacer en tiempo
O(|N |2k), y además para cada elección estamos aplicando la operación ⊞ una vez
por cada etiqueta. Esto nos da una complejidad total O(|N |2k(kt⊞ + t⊕ + tmı́n))
en este caso.

• Unión completa: Simplemente tenemos que determinar la matriz Ne, lo cual se
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puede hacer en tiempo O(k + t⊞).

• Renombre de etiqueta: Primero debemos determinar la matriz Ne, lo cual se
puede hacer en tiempo O(k), y luego debemos encontrar el peso mı́nimo iterando
sobre todas las posibles elecciones de Ce con todas las entradas fijas excepto dos
de ellas. Luego, en este caso la complejidad resulta O(k + |N |2(t⊞ + tmı́n)).

Finalmente, la complejidad de calcular cualquier λ(e, C,N) está acotada por la
suma de las complejidades de los cuatro casos, para lo cual obtenemos O(C(tnewN +
tcheck + tw + tmı́n) + |N |2k(kt⊞ + t⊕ + tmı́n)). Aśı, la complejidad total de algoritmo es:

O((|V (G)|+ |E(G)|)|N |2k(C(tnewN + tcheck + tw + tmı́n) + |N |2k(kt⊞ + t⊕ + tmı́n))).

Si el sistema de vecindades parciales está acotado por algún P , podemos simplificar
esta expresión obteniendo una complejidad en O(kP4k+1C(|V (G)|+ |E(G)|)).
Observación 4.1.7. Podemos modificar el algoritmo de modo de obtener también el
coloreo como parte de la salida. Esto no afecta a la complejidad.

A continuación expondremos las principales consecuencias de este resultado. Como
explicamos en la Sección 1.6.2, dado un grafo de clique-width k podemos encontrar
una f(k)-expresión clique-width irredundante en tiempo polinomial, por lo tanto no
es realmente necesario contar con una expresión dada en la entrada (a menos que se
quiera reducir la complejidad).

Teorema 4.1.8. Sea Π un problema 1-localmente verificable con un sistema de vecin-
dades parciales universal polinomial y con cantidad polinomial de colores. Luego, Π es
XP parametrizado por clique-width. Más aún, si el sistema de vecindades parciales uni-
versal es constante entonces es FPT parametrizado por clique-width, y además es FPT
lineal parametrizado por k si contamos con una k-expresión clique-width irredundante
y |Lv| está acotado por una constante para todo vértice v.

Más precisamente, si el sistema de vecindades parciales está acotado por P entonces
existe un algoritmo que resuelve el problema en grafos con una expresión clique-width
irredundante dada en tiempo O(wP4w+1C(n+m)) donde n y m son, respectivamente,
la cantidad de vértices y de aristas del grafo de entrada, w es la clique-width de la
expresión dada, y C = máx{|Lv| : v ∈ V (G)}.

Los resultados que siguen se deducen a partir de las propiedades expuestas en la
Sección 2.4 sobre las relaciones entre funciones contadoras de colores y sistemas de
vecindades parciales.

Corolario 4.1.9. Sea Π un problema 1-localmente verificable con cantidad constante
de colores y funciones contadoras de colores. Luego, Π es XP parametrizado por clique-
width.

Corolario 4.1.10. Sea Π un problema 1-localmente verificable con funciones d-estables
o m-modulares, para algunas constantes d,m ∈ N, y con cantidad de colores logaŕıtmi-
ca en el tamaño del grafo de entrada (es decir, O(log |V (G)|), siendo G el grafo de
entrada). Luego, Π es XP parametrizado por clique-width.

Corolario 4.1.11. Sea Π un problema 1-localmente verificable con cantidad constante
de colores y funciones de verificación y peso que son d-estables o m-modulares, para
algunas constantes d,m ∈ N. Luego, Π es FPT parametrizado por clique-width. Más
aún, si la entrada incluye una k-expresión clique-width irredundante, entonces es FPT
lineal parametrizado por k.
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4.2. Propiedades globales

En esta sección presentaremos cómo extender el algoritmo de la sección anterior
para aśı incluir propiedades globales de composición de condiciones locales. Procede-
remos de forma muy similar a como lo hicimos en la Sección 3.2, esto es, incorpo-
rando parámetros y definiendo recursivamente los (C,N, p1, . . . , pm)-coloreos en Ge,
para toda subexpresión e de la expresión eG del grafo G de entrada. El caso ba-
se es aquel con m = 0 (cuyo algoritmo fue dado en la sección anterior). Luego, si
C,N ∈ N k y p1, . . . , pm son parámetros tales que los (C,N, p1, . . . , pm)-coloreos de Ge

están definidos, entonces, para parámetros adicionales pm+1, . . . , pm+m′ , definimos un
(C,N, p1, . . . , pm, pm+1, . . . , pm+m′)-coloreo de Ge como un (C,N, p1, . . . , pm)-coloreo de
Ge tal que los parámetros pm+1, . . . , pm+m′ satisfacen alguna propiedad determinada.
Nuevamente, definimos el peso de un (C,N, p1, . . . , pm) coloreo c como w(e, c,N) y
denotaremos λ(e, C,N, p1, . . . , pm) al peso mı́nimo entre todos los (C,N, p1, . . . , pm)-
coloreos de Ge.

Al igual que antes, en lo que sigue escribiremos p̂ en lugar de p1, . . . , pm para sim-
plificar la notación. Recordemos que p̂ es vaćıo cuando m = 0.

4.2.1. Composición de condiciones locales

Consideremos un problema 1-localmente verificable Π con un sistema de vecindades
parciales universal, un conjunto de propiedades globales Γ y un grafo de entrada G con
una k-expresión clique-width eG de G.

Sean (M,⊗) un monoide conmutativo, X un subconjunto deM y f una función que
recibe un vértice v y una asignación de colores válida en NG[v] y devuelve un elemento
de M . Sea o el elemento neutro de M y sea ∈X : M → Bool la función tal que
∈X (x) = (x ∈ X) para todo x ∈ M . Supongamos que, para cada v ∈ V (G) y i ∈ Lv,
existe una función fv,i : N → M tal que fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
= f(v, c)

para cada vértice v ∈ V (G) y cada coloreo c válido en NG[v].
Veremos cómo obtener el mı́nimo peso de un coloreo propio c que

satisfaga Γ y además sea tal que
⊗

v∈V (G) f(v, c) ∈ X, es decir,⊗
v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
∈ X. Para ello vamos a conside-

rar el siguiente parámetro adicional: un elemento m ∈ M , que intuitiva-
mente va a representar cuánto queremos acumular en el subgrafo Ge. Defini-
mos un (C,N, p̂,m)-coloreo c de Ge como un (C,N, p̂)-coloreo de Ge tal que

m =
⊗

v∈V (Ge)
fv,c(v)

(
N [ℓe(v)]⊞⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)
. Como mencionamos

anteriormente, vamos a notar λ(e, C,N, p̂,m) al peso mı́nimo entre todos los
(C,N, p̂,m)-coloreos de Ge.

Lema 4.2.1. Sea N0 ∈ N k el vector cuyos elementos son todos iguales a I. Supongamos
que el mı́nimo peso de un coloreo propio de G que satisface las propiedades globales Γ
es igual a

mı́n{λ(eG, C,N0, p̂) : P (C, p̂) = True}
para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.2. Más aún, supongamos que

(1) para cada coloreo propio c de G que satisface Γ existen C, p̂ tales que P (C, p̂) =
True y tales que c es un (C,N0, p̂)-coloreo de G;
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(2) para cada C, p̂ tales que P (C, p̂) = True y tales que λ(eG, C,N0, p̂) ̸= Error,
cada (C,N0, p̂)-coloreo de G es un coloreo propio de G que satisface Γ.

Luego, el mı́nimo peso de un coloreo propio c de G que satisface Γ y tal que⊗
v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
∈ X es igual a

mı́n{λ(eG, C,N0, p̂,m) : P (C, p̂) = True y m ∈ X}.

Más aún,

(a) para cada coloreo propio c de G que satisface Γ y es tal que⊗
v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
∈ X, existen C, p̂ y m ∈ M ta-

les que P (C, p̂) = True y c es un (C,N0, p̂,m)-coloreo de G,

(b) para cada C, p̂ y m ∈M tales que P (C, p̂) = True y λ(eG, C,N0, p̂,m) ̸= Error,
cada (C,N0, p̂,m)-coloreo c de G es un coloreo propio de G que satisface Γ y

además
⊗

v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
∈ X.

Demostración. Supongamos que tenemos un coloreo propio c de G que satisface Γ y

tal que n ∈ X donde n =
⊗

v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
. Vamos a probar

que existen C, p̂ y m ∈ M tales que P (C, p̂) = True, c es un (C,N0, p̂,m)-coloreo
de G y w(c) ≥ λ(eG, C,N0, p̂,m). Por la hipótesis (1), sabemos que existen C, p̂ tales
que P (C, p̂) = True y c es un (C,N0, p̂)-coloreo de G. Tomemos m = n. Es fácil

ver que n =
⊗

v∈V (G) fv,c(v)

(
N0[ℓ(v)]⊞

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

))
, porque N0[ℓ(v)]

es el neutro de ⊞ para todo v ∈ V (G). Por lo tanto se cumple la condición extra
para ser un (C,N0, p̂,m)-coloreo de G. Luego, c es un (C,N0, p̂,m)-coloreo de G y
w(c) = w(eG, c, N0) ≥ λ(C,N0, p̂,m).

Supongamos ahora que tenemos C, p̂ y m ∈ M tales que P (C, p̂) = True y ta-
les que λ(C,N0, p̂,m) ̸= Error. En particular, esto implica que m ∈ X. Sea c un
(C,N0, p̂,m)-coloreo de G (sabemos que existe al menos uno). Por definición, c es
un (C,N0, p̂)-coloreo de G, y por la hipótesis (2), c es también un coloreo propio de G
que satisface Γ. Por otro lado, nuevamente por definición de (C,N0, p̂,m)-coloreo, sabe-

mos que se verifica quem =
⊗

v∈V (G) fv,c(v)

(
N0[ℓ(v)]⊞

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

))
=⊗

v∈V (G) fv,c(v)

(
⊞u∈NG(v) newN(u, c(u))

)
. Como m ∈ X, estamos. Si consideramos en

particular un c de peso mı́nimo, entonces λ(eG, C,N0, p̂,m) = w(eG, c, N0) = w(c).
Notemos que (a) y (b) quedan impĺıcitamente demostrados por lo anterior.

Para los siguientes lemas, vamos a suponer que contamos con vectores C y N en
N k, una lista de parámetros (posiblemente vaćıa) p̂ para los cuales ya tenemos definidos
los (C,N, p̂)-coloreos, y m ∈M .

Lema 4.2.2 (Creación de un nuevo vértice: i(v)). Supongamos que

λ(i(v), C,N, p̂) = mı́n{wv,a(N [i]) : P (a, C,N, p̂) = True}.

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.3. Más aún, supongamos
que c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gi(v) si y sólo si c es un coloreo de Gi(v) tal que
P (c(v), C,N, p̂) = True. Entonces,

λ(i(v), C,N, p̂,m) = mı́n{wv,a(N [i]) : P (a, C,N, p̂) = True y m = fv,a(N [i])}.
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Más aún, c es un (C,N, p̂,m)-coloreo de Gi(v) si y sólo si c es un coloreo de Gi(v) tal
que P (c(v), C,N, p̂) = True y m = fv,c(v)(N [i]).

Demostración. Sabemos que Gi(v) es un grafo que contiene un único
vértice v, el cual tiene etiqueta i. Por definición, c es un (C,N, p̂,m)-
coloreo si y sólo si c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gi(v) tal que m =⊗

w∈V (Gi(v))
fw,c(w)

(
N [ℓi(v)(w)]⊞⊞u∈NGi(v)

(w) newN(u, c(u))
)

= fv,c(v)(N [i]). Por

lo tanto, c es un (C,N, p̂,m)-coloreo si y sólo si c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gi(v) tal
que m = fv,c(v)(N [i]), y el enunciado sigue trivialmente.

Lema 4.2.3 (Unión disjunta: e1 ⊕ e2). Supongamos que

λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂) = mı́n{λ(e1, C1, N1, p̂1)⊕ λ(e2, C2, N2, p̂2) :

P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True}

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.4. Más aún, supongamos que

(1) para cada (C,N, p̂)-coloreo c de Ge1⊕e2 existen C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2 tales que
P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True y tales que c|V (Ge1 )

es un (C1, N1, p̂1)-
coloreo de Ge1 y c|V (Ge2 )

es un (C2, N2, p̂2)-coloreo de Ge2;

(2) para todos C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2 tales que P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) =
True, si c1 es un (C1, N1, p̂1)-coloreo de Ge1 y c2 es un (C2, N2, p̂2)-coloreo de
Ge2, entonces c = c1 ∪ c2 es un (C,N, p̂)-coloreo de Ge1⊕e2.

Entonces,

λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂,m) = mı́n{λ(e1, C1, N1, p̂1,m1)⊕ λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) :

P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True,

m1,m2 ∈M y m1 ⊗m2 = m}.

Más aún,

(a) para cada (C,N, p̂,m)-coloreo c de Ge1⊕e2 existen m1,m2, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2
tales que m1,m2 ∈ M , P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True, m1 ⊗m2 = m,
y c|V (Ge1 )

es un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo de Ge1 y c|V (Ge2 )
es un (C2, N2, p̂2,m2)-

coloreo de Ge2;

(b) para todos m1,m2, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2 tales que m1,m2 ∈ M , m1 ⊗ m2 = m
y P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True, si c1 es un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo
de Ge1 y c2 es un (C2, N2, p̂2,m2)-coloreo de Ge2 entonces c = c1 ∪ c2 es un
(C,N, p̂,m)-coloreo de Ge1⊕e2.

Demostración. Sea α = mı́n{λ(e1, C1, N1, p̂1,m1) ⊕ λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) : P (C,N, p̂,
C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True,m1,m2 ∈M y m1⊗m2 = m}. Primero vamos a demos-
trar que λ(e1⊕e2, C,N, p̂,m) ≥ α. Notemos que si λ(e1⊕e2, C,N, p̂,m) = Error, en-
tonces terminamos. Por lo tanto supongamos que λ(e1⊕e2, C,N, p̂,m) ̸= Error. Sea c
un (C,N, p̂,m)-coloreo de Ge1⊕e2 . En otras palabras, c es un (C,N, p̂)-coloreo de Ge1⊕e2

tal quem =
⊗

v∈V (Ge1⊕e2 )
fv,c(v)

(
N [ℓe1⊕e2(v)]⊞

(
⊞u∈NGe1⊕e2

(v) newN(u, c(u))
))

. Sean
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c1 = c|V (Ge1 )
y c2 = c|V (Ge2 )

. Vamos a mostrar que existen C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2
y m1,m2 ∈ M tales que P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True, m1 ⊗ m2 =
m, y c1 es un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo de Ge1 , y c2 es un (C2, N2, p̂2,m2)-coloreo
de Ge2 . Por la hipótesis (1), ya sabemos que existen C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2 tales
que P (C,N, p̂, C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2) = True, y c1 es un (C1, N1, p̂1)-coloreo de
Ge1 y c2 es un (C2, N2, p̂2)-coloreo de Ge2 . Para cada i ∈ {1, 2}, sea mi =⊗

v∈V (Gei )
fv,c(v)

(
Ni[ℓei(v)]⊞

(
⊞u∈NGei

(v) newN(u, c(u))
))

. Claramente, m1 ⊗ m2 =

m, ya que V (Ge1⊕e2) = V (Ge1)∪V (Ge2), V (Ge1) y V (Ge2) son disjuntos, y N1[i] = N [i]
para toda etiqueta i /∈ ℓ(e1), y análogamente para N2 (ver Lema 4.1.4). Luego, c1
es un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo de Ge1 y c2 es un (C2, N2, p̂2,m2)-coloreo de Ge2 . Si
consideramos en particular un (C,N, p̂,m)-coloreo c de Ge1⊕e2 de peso mı́nimo, ob-
tenemos λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂,m) = w(e1 ⊕ e2, c, N) = w(e1, c1, N1) ⊕ w(e2, c2, N2) ≥
λ(e1, C1, N1, p̂1,m1)⊕ λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) ≥ α.

Ahora vamos a probar que λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂,m) ≤ λ(e1, C1, N1, p̂1,m1) ⊕ λ(e2,
C2, N2, p̂2, m2) siempre que m1,m2 ∈ M , m1 ⊗ m2 = m y P (C, N, p̂, C1, N1, p̂1,
C2, N2, p̂2) = True. Esto implica directamente que λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂,m) ≤ α. Sean
m1,m2 ∈ M y C1, N1, p̂1, C2, N2, p̂2 tales que m1 ⊗ m2 = m y P (C, N, p̂, C1, N1,
p̂1, C2, N2, p̂2) = True. Si λ(e1, C1, N1, p̂1,m1) = Error o λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) =
Error, entonces terminamos. Aśı que supongamos que λ(e1, C1, N1, p̂1,m1) ̸=
Error y λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) ̸= Error. Sean c1 un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo
de Ge1 y c2 un (C2, N2, p̂2,m2)-coloreo de Ge2 . Para cada i ∈ {1, 2}, sabe-

mos que mi =
⊗

v∈V (Gei )
fv,ci(v)

(
Ni[ℓei(v)]⊞

(
⊞u∈NGei

(v) newN(u, ci(u))
))

. Con-

sideremos c = c1 ∪ c2 el cual, por la hipótesis (2), es un (C,N, p̂)-coloreo
de Ge1⊕e2 . Tenemos w(e1 ⊕ e2, c, N) = w(e1, c1, N1) ⊕ w(e2, c2, N2). Para mos-
trar que c es un (C,N, p̂,m)-coloreo de Ge1⊕e2 , resta probar que m = n, don-

de n =
⊗

v∈V (Ge1⊕e2 )
fv,c(v)

(
N [ℓe1⊕e2(v)]⊞

(
⊞u∈NGe1⊕e2

(v) newN(u, c(u))
))

. Natural-

mente, n = m1 ⊗ m2, ya que V (Ge1⊕e2) = V (Ge1) ∪ V (Ge2), V (Ge1) y V (Ge2)
son disjuntos, y N1[i] = N [i] para toda etiqueta i /∈ ℓ(e1), y análogamente para
N2 (ver Lema 4.1.4). Entonces m = n. Aśı, c es un (C,N, p̂,m)-coloreo de Ge1⊕e2 .
Si consideramos en particular un (C1, N1, p̂1,m1)-coloreo c1 de Ge1 de peso mı́ni-
mo aśı como también un (C2, N2, p̂2,m2)-coloreo c2 de Ge2 de peso mı́nimo, obte-
nemos λ(e1, C1, N1, p̂1,m1) ⊕ λ(e2, C2, N2, p̂2,m2) = w(e1, c1, N1) ⊕ w(e2, c2, N2) =
w(e1 ⊕ e2, c, N) ≥ λ(e1 ⊕ e2, C,N, p̂,m).

Notemos que (a) y (b) quedan impĺıcitamente demostrados por lo anterior.

Lema 4.2.4 (Unión completa: ηi,j(e)). Sea N ′ definido como en el Lema 4.1.5. Su-

pongamos que existe p̂′ tal que c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gηi,j(e) si y sólo si c es un

(C,N ′, p̂′)-coloreo de Ge.
Luego, c es un (C,N, p̂,m)-coloreo de Gηi,j(e) si y sólo si c es un (C,N ′, p̂′,m)-

coloreo de Ge. En particular,

λ(ηi,j(e), C,N, p̂,m) = λ(e, C,N ′, p̂′,m).

Demostración. Sea c un (C,N, p̂,m)-coloreo de Gηi,j(e). Directamente a partir de
la definición, podemos decir que c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gηi,j(e) tal que m =⊗

v∈V (Gηi,j(e)
) fv,c(v)

(
N [ℓηi,j(e)(v)]⊞

(
⊞u∈NGηi,j(e)

(v) newN(u, c(u))

))
. Por hipótesis,
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sabemos que existe p̂′ tal que c es también un (C,N ′, p̂′)-coloreo de Ge. Resta pro-

bar que m = n donde n =
⊗

v∈V (Ge)
fv,c(v)

(
N ′[ℓe(v)]⊞

(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
))

.

Por definición de N ′, tenemos que N [ℓηi,j(e)(v)] ⊞

(
⊞u∈NGηi,j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
=

N ′[ℓe(v)]⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)
para todo vértice v ∈ V (Gηi,j(e)) = V (Ge). En-

tonces m = n y c resulta ser también un (C,N ′, p̂′,m)-coloreo de Ge. De forma similar
podemos probar la vuelta.

Lema 4.2.5 (Renombre de etiqueta: ρi→j). Supongamos que

λ(ρi→j(e), C,N, p̂) = mı́n{λ(e, Ce, Ne, p̂e) : P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True}

para alguna propiedad P que implica aquella del Lema 4.1.6. Más aún, supongamos que

(1) para cada (C,N, p̂)-coloreo c de Gρi→j(e), existen parámetros Ce, Ne, p̂e tales que
P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True y c es un (Ce, Ne, p̂e)-coloreo de Ge;

(2) para todos los parámetros Ce, Ne, p̂e tales que P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True, si
c es un (Ce, Ne, p̂e)-coloreo de Ge, entonces c es también un (C,N, p̂)-coloreo de
Gρi→j(e).

Luego,

λ(ρi→j(e), C,N, p̂,m) = mı́n{λ(e, Ce, Ne, p̂e,m) : P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True}.

Más aún,

(a) para cada (C,N, p̂,m)-coloreo c de Gρi→j(e), existen parámetros Ce, Ne, p̂e tales
que P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True y c es un (Ce, Ne, p̂e,m)-coloreo de Ge;

(b) para todos los parámetros Ce, Ne, p̂e tales que P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True, si c
es un (Ce, Ne, p̂e,m)-coloreo de Ge, entonces c es también un (C,N, p̂,m)-coloreo
de Gρi→j(e).

Demostración. Sea α = mı́n{λ(e, Ce, Ne, p̂e,m) : P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) =
True}. Vamos a probar primero que λ(ρi→j(e), C,N, p̂,m) ≥ α. Sea c
un (C,N, p̂,m)-coloreo de Gρi→j(e). Vamos a mostrar que existen parámetros
Ce, Ne, p̂e tales que P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True y c es un (Ce, Ne, p̂e,m)-
coloreo de Ge. Por definición, c es un (C,N, p̂)-coloreo de Gρi→j(e) tal

que m =
⊗

v∈V (Gρi→j(e)
) fv,c(v)

(
N [ℓρi→j(e)(v)]⊞

(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

))
.

Por lo tanto, por la hipótesis (1), existen parámetros Ce, Ne, p̂e tales que
P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True y c es un (Ce, Ne, p̂e)-coloreo de Ge. Como vi-
mos en la demostración del Lema 4.1.6, la matriz Ne es tal que Ne[ℓe(v)] ⊞(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)

= N [ℓρi→j(e)(v)] ⊞

(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
pa-

ra todo vértice v ∈ V (Ge) = V (Gρi→j(e)). Entonces, si definimos ne =⊗
v∈V (Ge)

fv,c(v)

(
Ne[ℓe(v)]⊞

(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
))

tenemos que ne = m. Por

lo tanto, c es un (Ce, Ne, p̂e,m)-coloreo de Ge. Si consideramos en particular un
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(C,N, p̂,m)-coloreo c de Gρi→j(e) de peso mı́nimo, entonces λ(ρi→j(e), C,N, p̂,m) =
w(ρi→j(e), c, N) = w(e, c,Ne) ≥ λ(e, Ce, Ne, p̂e,m) ≥ α.

Veamos ahora que λ(ρi→j(e), C,N, p̂,m) ≤ α. Sean Ce, Ne, p̂e tales que
P (C,N, p̂, Ce, Ne, p̂e) = True. Si λ(e, Ce, Ne, p̂e,m) = Error entonces termi-
namos. Por lo tanto supongamos que λ(e, Ce, Ne, p̂e,m) ̸= Error y sea c un
(Ce, Ne, p̂e,m)-coloreo de Ge. Por definición, c es un (Ce, Ne, p̂e)-coloreo de Ge

tal que m =
⊗

v∈V (Ge)
fv,c(v)

(
Ne[ℓe(v)]⊞

(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
))

. De acuer-

do a la hipótesis (2), c es también un (C,N, p̂)-coloreo de Gρi→j(e). Nueva-
mente según lo visto en la demostración del Lema 4.1.6, sabemos que el vec-

tor Ne es tal que Ne[ℓe(v)] ⊞
(
⊞u∈NGe (v)

newN(u, c(u))
)

= N [ℓρi→j(e)(v)] ⊞(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

)
para todo vértice v ∈ V (Ge) = V (Gρi→j(e)). Si de-

finimos n =
⊗

v∈V (Gρi→j(e)
) fv,c(v)

(
N [ℓρi→j(e)(v)]⊞

(
⊞u∈NGρi→j(e)

(v) newN(u, c(u))

))
entonces n = m. Sigue inmediatamente que c es un (C,N, p̂,m)-coloreo de Gρi→j(e). Si
consideramos en particular un (Ce, Ne, p̂e,m)-coloreo c de Ge con el cual obtenemos el
peso α, entonces α = w(e, c,Ne) = w(ρi→j(e), c, N) ≥ λ(ρi→j(e), C,N, p̂,m).

Notemos que (a) y (b) quedan impĺıcitamente demostrados por lo anterior.

Complejidad del algoritmo modificado

Supongamos que estamos aplicando esta propiedad global R veces, con monoides
(M1,⊗1), . . . , (MR,⊗R), subconjuntos X1, . . . , XR y funciones f 1, . . . , fR. Sea M =
máxRi=1 |Mi| y sea tf una cota superior del tiempo para calcular cualquier función f iv,a.
Vamos a suponer que podemos calcular x⊗ y y x ∈ Xi en tiempo constante para todos
i ∈ [[1,R]], x, y ∈ Mi y Xi ⊆ Mi. Luego, en cada caso la complejidad debe modificarse
de la siguiente manera:

• Creación de un nuevo vértice: Sumamos R · tf .

• Unión disjunta: Multiplicamos porM2R.

• Unión completa: Sin cambios.

• Renombre de etiqueta: Sin cambios.

Cuando iteramos sobre todos los posibles λ(e, C,N, p̂,m1, . . . ,mR), debemos multipli-
car la complejidad por un factorMR, porque para cada mi hay a lo sumoM valores
posibles.

Por lo tanto, si tantoMR como tf están acotados por un polinomio en |V (G)|, no
se alteran los casos en los que el algoritmo que vimos en la Sección 4.1 es XP o FPT
(manteniéndose FPT lineal sólo siMR y tf son constantes).

Notemos que si el sistema de vecindades parciales universal propuesto para check y
w “no funciona” para f (es decir, si no existen las funciones fv,i que cumplan lo pedido)
pero śı existe otro sistema que “funciona” para f , entonces podemos considerar un
nuevo sistema de vecindades parciales universal que contenga a ambos (esencialmente,
cada uno de sus componentes se obtiene del producto cartesiano de los componentes
de ambos sistemas).
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En particular, si usamos esta propiedad global para fijar el tamaño de algún conjun-
to de clases de colores, entoncesM≤ |V (G)|. Además, como la función f en este caso
ignora lo acumulado por los vecinos del vértice, cualquier sistema de vecindad parcial
funciona para f y tf es constante. Por lo tanto, si un problema Π admite un sistema
de vecindades parciales universal polinomial (resp. constante), el problema Π con esta
propiedad global es XP (resp. FPT) parametrizado por clique-width. Más aún, esto se
mantiene si aplicamos esta propiedad una cantidad constante de veces (en particular,
cuando la cantidad total de colores es constante podemos poner restricciones sobre
cualquier combinación de conjuntos de clases de colores).

Notemos también que si usamos esta propiedad para fijar la cantidad de aristas
entre vértices de algunas clases de colores, tenemosM≤ |E(G)|.

4.3. El caso r > 1

Si en un problema r-localmente verificable las funciones de verificación y de peso no
hacen ninguna distinción entre las cantidades de vecinos a las diferentes distancias entre
1 y r, entonces podemos reducir este problema a un problema 1-localmente verificable
en la r-ésima potencia del grafo de entrada. Por la Proposición 3.1 en [40], para cada
grafo G de clique-width a lo sumo k, la clique-width de Gr es a lo sumo 4(r + 1)k.
Entonces, para una distancia r constante, los resultados XP/FPT de la Sección 4.1
siguen valiendo.

Como veremos en el Caṕıtulo 5, los problemas r-localmente verificables con cantidad
constante de colores y funciones d-estables a t distancias r1, . . . , rt, con t constante, son
XP parametrizados por mim-width, y por lo tanto también por clique-width. Queda
abierta la complejidad parametrizada por clique-width de los problemas r-localmente
verificables con funciones contadoras de colores (no-estables) a t distancias r1, . . . , rt
con t > 1, o con t = 1 pero r no constante. Es probable que para resolver estos casos
sea necesario cambiar notablemente el algoritmo, trabajando sobre alguna expresión de
Grt que permita reconocer la distancia en G entre los vértices que conectan mediante
una operación ηi,j.

4.4. Ĺımites

Tal y como hicimos en el Caṕıtulo 3, en esta sección veremos que los resultados ob-
tenidos son los mejores que podemos esperar, en el sentido de que si eliminamos alguna
de las restricciones consideradas entonces nos encontramos con problemas para-NP-
dif́ıciles parametrizados por clique-width (en el caso de las restricciones para obtener
algoritmos XP) y W[1]-dif́ıciles (en el caso de las restricciones para obtener algoritmos
FPT).

Si incluyéramos etiquetas en las aristas entonces podŕıamos reducir Mı́nimo Con-
junto Dominante en un grafo cualquiera G al siguiente problema 1-localmente ve-
rificable en el grafo completo G′ con V (G′) = V (G):

• ℓuv = 1 si uv ∈ E(G) y ℓuv = 0 si no,

• Colors = {0, 1},
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• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(v, c) = c(v), y

• check(v, c) =
(
c(v) +

∑
u∈NG′ (v)(c(u) · ℓvu) ≥ 1

)
.

Esto quiere decir que si pudiéramos resolver en tiempo polinomial cualquier problema
1-localmente verificable con etiquetas en las aristas (e incluso si nos restringimos a
aquellos que tienen sólo 2 tipos de etiquetas y también 2 colores) en grafos completos
entonces probaŕıamos que P=NP. Lo mismo ocurre si consideramos problemas sin
etiquetas en las aristas pero con una función de verificación o de peso que, si bien admite
un sistema de vecindades parciales constante, no admite uno universal polinomial. En
efecto, tomemos la reducción anterior pero con el siguiente problema 1-localmente
verificable en G′:

• Colors = {0, 1},

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(v, c) = c(v), y

• check(v, c) =
(
c(v) +

∑
u∈NG(v) c(u) ≥ 1

)
.

Aqúı la función check usa información sobre qué vecinos en G′ de un vértice v son
además sus vecinos en G, por lo tanto no admite un sistema de vecindades parciales
universal polinomial. Análogamente, si consideramos

• Colors = {0, 1},

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(v, c) = c(v) si c(v) +
∑

u∈NG(v) c(u) ≥ 1, y w(v, c) = +∞ si no, y

• check(v, c) = True,

entonces también estamos modelando el mismo problema, pero con una función de
peso que no admite un sistema de vecindades parciales universal polinomial. Notemos
que este truco se puede aplicar siempre, por eso la función de peso tiene las mismas
restricciones que la de verificación.

Ya vimos en la Sección 3.4 que el problema de Etiquetado L(2, 1) se puede
modelar con funciones 1-estables pero cantidad de colores polinomial en el grado
máximo del grafo. Por lo tanto, no podemos eliminar la restricción sobre la canti-
dad de colores cuando tenemos funciones contadoras de colores. Esto ocurre incluso
si consideramos funciones 2-modulares. Para probar esto, reduciremos a un proble-
ma 1-localmente verificable el problema de encontrar un mı́nimo conjunto dominante
impar (el cual es un problema NP-dif́ıcil [161]). Para un grafo de entrada G, con
V (G) = {v1, . . . , vn}, definimos el grafo completo G′ con V (G′) = V (G). Para cada
i ∈ [[1, n]], sea Ni = {j ∈ [[1, n]] : vj ∈ NG(vi)}. Consideremos el siguiente problema
1-localmente verificable con funciones 2-modulares a resolver en G′:

• Colors = [[0, n]],
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• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w′(vi, a, µ) =

{
1 si a = i

0 si no,

• check′(vi, a, µ) =
(
(a = i ∧

∑
j∈Ni

µj ≡ 0 mód 2) ∨ (a = 0 ∧
∑

j∈Ni
µj ≡ 1

mód 2)
)
.

A un coloreo propio c en G′ le podemos asociar el conjunto S = {vi ∈ V (G) : c(vi) = i}.
Veamos que S es en efecto un conjunto dominante impar en G. En primer lugar, para
cada vértice vi ∈ S tenemos c(vi) = i y entonces, por definición de check, tenemos
que la cantidad de vértices vj ∈ NG(vi) tales que c(vj) = j es par, lo que significa que
|NG[vi] ∩ S| ≡ 1 mód 2. Por último, para cada vértice vi que no está en S tenemos
c(vi) = 0 y entonces, por definición de check, tenemos que la cantidad de vértices vj ∈
NG(vi) tales que c(vj) = j es impar, lo que significa que |NG[vi]∩S| ≡ 1 mód 2. Como
G′ es un grafo completo, tiene clique-width igual a 2. En conclusión, no podemos aspirar
a resolver eficientemente cualquier problema 1-localmente verificable con funciones 1-
estables o 2-modulares y cantidad polinomial de colores en grafos completos.

Analicemos ahora las restricciones con las cuales obtenemos algoritmos FPT. Para
ello vamos a analizar el problema Max-Cut. Dado un grafo G, un corte es una par-
tición de los vértices en dos conjuntos disjuntos S y T , y su tamaño se define como
la cantidad de aristas en el grafo bipartito G[S, T ]. El objetivo es determinar el ma-
yor tamaño de un corte en un grafo. Este problema es W[1]-dif́ıcil parametrizado por
clique-width [86] y se puede modelar como un problema 1-localmente verificable con
funciones contadoras de colores de la siguiente manera:

• Colors = {s,t},

• (Weights,⪯,⊕) = (Q−∞,≥,+),

• w′(v, s, µ) = µt
2
y w′(v,t, µ) = µs

2
, y

• check′(v, a, µ) = True.

En otras palabras, todo posible coloreo es propio y su peso es precisamente la cantidad
de aristas cuyos extremos son de distinto color (son las aristas del corte). Entonces, un
coloreo de mı́nimo peso (según el orden ⪯) se corresponde efectivamente con un corte
máximo. En este modelo, la cantidad de colores es constante, la función de verificación
es 1-estable y 2-modular, y la función de peso es contadora de colores pero no es
d-estable ni m-modular para ninguna constante d,m.

La Tabla 4.1 resume estos resultados. Además de los casos indicados con “?”, to-
dav́ıa quedan algunas otras preguntas abiertas:

• ¿Existe un problema 1-localmente verificable con funciones contadoras de colo-
res y cantidad logaŕıtmica de colores, que sea para-NP-dif́ıcil parametrizado por
clique-width?

• ¿Existe un problema 1-localmente verificable con funciones d-estables o m-
modulares con cantidad logaŕıtmica de colores, que sea W[1]-dif́ıcil parametrizado
por clique-width?
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Restricciones sobre check y w
Restricciones sobre |Colors|

Constante Polinomial No acotada

d-estable FPT(1) para-NP-h para-NP-h

m-modular FPT(1) para-NP-h para-NP-h

Contadora de colores XP, W[1]-h para-NP-h para-NP-h

Sistema de vecindades parciales universal
constante

FPT(1) FPT ?

Sistema de vecindades parciales constante para-NP-h para-NP-h para-NP-h

Sistema de vecindades parciales universal
polinomial

XP, W[1]-h XP, W[1]-h ?

Sistema de vecindades parciales polinomial para-NP-h para-NP-h para-NP-h

Tabla 4.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad parametrizada
por clique-width de problemas 1-localmente verificables sin etiquetas en las aristas,
bajo distintas restricciones sobre la cantidad de colores y las funciones de verificación y
peso. (1) FPT lineal si una expresión clique-width adecuada viene dada. Aqúı, cuando
indicamos para-NP-h (o W[1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas
condiciones que es para-NP-h (o W[1]-h) parametrizado por clique-width.



Caṕıtulo 5

Parametrización por mim-width

En este caṕıtulo, continuamos con el estudio de problemas localmente verificables
pero enfocándonos en grafos de mim-width acotada. Damos un algoritmo que prueba
que los problemas que tienen cantidad constante de colores, funciones d-estables a t
distancias, para algunas constantes d y t, y propiedades globales de tamaño, conectivi-
dad y de composición de condiciones locales, son XP parametrizados por la mim-width
de un árbol binario de descomposición dado. Más adelante, en la Sección 8.3, veremos
cómo resolver estos problemas cuando además incluyen propiedades globales de acicli-
cidad. Por otro lado, mostramos ejemplos de problemas localmente verificables que no
cumplen alguna de estas condiciones y son para-NP-dif́ıciles.

5.1. Algoritmo

Veremos un algoritmo para resolver problemas 1-localmente verificables con fun-
ciones d-estables y con propiedades globales de tamaño y conectividad. Más adelante
veremos cómo extenderlo con propiedades globales de composición de condiciones loca-
les. El algoritmo principal que presentaremos está basado en aquel dado por Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle en [50] e incluye también las ideas de Bergougnoux y Kanté en [27]
para propiedades globales de conectividad. Antes de comenzar con la explicación del
algoritmo, debemos definir algunos términos y notación que utilizaremos a lo largo de
este caṕıtulo.

Sea d un entero positivo. Definimos una relación de equivalencia =d de modo que
dos enteros no-negativos i y j son equivalentes si y sólo si mı́n(d, i) = mı́n(d, j). Dado
un árbol binario de descomposición (T, δ) de un grafo G y un nodo v ∈ V (T ), hacemos
uso de la relación de equivalencia ≡vd presentada en [50]. Esta relación se define sobre
subconjuntos de Tv de modo que dos subconjuntos S, S ′ ⊆ Tv son equivalentes si y sólo
si para cualquier y ∈ Tv tenemos |N(y) ∩ S| =d |N(y) ∩ S ′|. En base a ≡vd, definimos
la relación de equivalencia ≡vd,q sobre q-tuplas de subconjuntos de Tv, en la cual dos
q-tuplas X,X ′ ∈ (P(Tv))q son equivalentes si y sólo si Xi ≡vd X ′

i para todo i ∈ [[1, q]]
(es decir, si son equivalentes según ≡vd en cada una de sus entradas). Análogamente,
definimos las relaciones de equivalencia≡vd y≡vd,q en las cuales dos subconjuntos S, S ′ de
Tv son equivalentes si y sólo si para cada vértice w en Tv tenemos |N(w)∩S| =d |N(w)∩
S ′|, y análogamente para tuplas en (P(Tv))q. Usaremos estas relaciones principalmente
con particiones de Tv y no con tuplas arbitrarias de subconjuntos de Tv.

Para una relación de equivalencia ≡ sobre un conjunto S y dado X ∈ S, notamos

71
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[X]≡ a la clase de equivalencia que consiste de todos los elementos X ′ ∈ S tales
que X ′ ≡ X. Cuando quede claro por contexto cuál es la relación de equivalencia, la
omitiremos y simplemente escribiremos [X]. NotamosRv

d yRv
d,q a los conjuntos de todas

las clases de equivalencia de las relaciones ≡vd y ≡vd,q, respectivamente, y análogamente
para v. Si R ∈ Rv

d,q y X ∈ (P(Tv))q, escribimos X ≡vd,q R si X pertenece a la clase
de equivalencia R y decimos que X es un representante de R (y análogamente para
v). Si R ∈ Rv

d y w ∈ Tv, definimos |N(w) ∩ R| como el único número i ∈ [[0, d]] tal
que i =d |N(w) ∩ S| para algún S ⊆ Tv con S ≡vd R. Esto está bien definido por
la definición de ≡vd. Decimos que w es adyacente a R si |N(w) ∩ R| ≥ 1 y decimos
que un conjunto S ⊆ Tv es adyacente a R si contiene un vértice adyacente a R. Si
C ⊆ [[1, q]] y X ∈ (P(Tv))q, notamos XC al conjunto

⋃
i∈C Xi ⊆ Tv y también definimos

la clase de equivalencia [X]C de la relación ≡vd como [X]C = [XC ]. Definimos también
todo esto análogamente para Tv. Definimos snecd(T ) = máxv∈V (T )(máx{|Rv

d|, |Rv
d|}) y

snecd,q(T ) = máxv∈V (T )(máx{|Rv
d,q|, |Rv

d,q|}).

Observación 5.1.1. En [50, Lema 1] se mostró que, para un nodo v de T , podemos
computar una lista que contenga exactamente un representante de cada clase de equi-
valencia de ≡vd en tiempo O(snecd(T ) log(snecd(T ))|V (G)|2). Lo mismo aplica a ≡vd.
Por [23, Lema 2], snecd(T ) ≤ nd·mimw(T,δ). Como las clases de equivalencia de ≡vd,q y
≡vd,q son q-tuplas de clases de equivalencia de ≡vd y ≡vd, respectivamente, sus represen-
tantes son simplemente las q-tuplas de los representantes de ≡vd y ≡vd, respectivamente.
Luego, también podemos calcular eficientemente una lista de representantes y además
snecd,q(T ) ≤ nq·d·mimw(T,δ).

El siguiente lema muestra que todo problema 1-localmente verificable con cantidad
constante de colores, funciones d-estables y propiedades globales de conectividad po-
sitiva dadas por un conjunto C ⊆ P([[1, q]]) y propiedades globales de tamaño dadas
por un conjunto K con |K| = 1, es XP parametrizado por la mim-width de un árbol
binario de descomposición dado. Más adelante explicaremos cómo este resultado puede
extenderse fácilmente a un conjunto K con más de un elemento, a propiedades globales
de conectividad negativa, y a funciones de verificación y peso d-estables a t distancias.
Para el análisis de complejidad, utilizaremos el hecho de que d y q son constantes y
que |C| ≤ 2q (y por lo tanto está acotado por una constante). Esto además implica
que las funciones check′ y w′ asociadas a check y w, respectivamente, cuyos tiempos
dependen únicamente de d y q, son computables en tiempo constante. Supondremos
que Lv = Colors para todo vértice v, y notemos que esto no supone una restric-
ción adicional (si esto no ocurriese, podŕıamos modificar la función de verificación para
incluir esta restricción del color alĺı).

Lema 5.1.2 ([103, Lema 5.2]). Sean d y q enteros positivos, con q ≥ 2. Consideremos
un problema 1-localmente verificable Π con q colores, funciones de verificación y peso
d-estables, propiedades globales de tamaño dadas por un conjunto K que contiene un
único elemento K, y propiedades globales de conectividad positiva dadas por un conjunto
C. Luego, para un grafo de entrada G con un árbol binario de descomposición (T, δ)
asociado, podemos resolver Π en tiempo O

(
n2q · snecd,q(T )6|C|+6 · (n2 + snecd,q(T )

ω−1)
)
,

donde n = |V (G)| y ω es el exponente de multiplicación de matrices (ω < 2,4 [35]).

Demostración. Esta demostración sigue de cerca a las dadas en [50] y [27]. Nuestra
contribución es la generalización de estas ideas a cualquier función de verificación d-



5.1. ALGORITMO 73

estable, incluyendo además la función de peso y complementando con las propiedades
globales.

Sean check′ y w′ funciones asociadas a check y w, respectivamente, las cuales
estamos suponiendo que son d-estables. Primero que nada, notemos que encontrar un
coloreo c de G con q colores {a1, . . . , aq} es equivalente a encontrar una q-partición
(X1, . . . , Xq) de V (G), donde Xj = c−1(aj) para todo j ∈ [[1, q]]. Por lo tanto vamos a
mostrar cómo calcular una q-partición X ∈ partq(V (G)) tal que check′(v, a, (|N(v) ∩
X1|, . . . , |N(v) ∩ Xq|)) = True para todo v ∈ V (G) y a ∈ Colors, |X| = K y
G[XC ] es conexo para todo C ∈ C. Supondremos que G no tiene vértices aislados (si
aśı lo hiciera, podŕıamos resolver el problema independientemente en cada componente
conexa).

Para cada v ∈ V (T ), X ∈ partq(Tv), R
′ ∈ Rv

d,q y cada Y ∈ partq(Tv) con Y ≡vd,q R′,
definimos el peso de X cuando se complementa con Y , w(X, Y ), como

w(X, Y ) =
⊕
j∈[[1,q]]

⊕
w∈Xj

w′(w, aj, (|N(w) ∩ (X1 ∪ Y1)|, . . . , |N(w) ∩ (Xq ∪ Yq)|)).

Y definimos w(X, [Y ]) = w(X, Y ). Notemos que, como w es d-estable y por definición
de la relación de equivalencia ≡vd,q, esta noción está bien definida.

Decimos que una tupla (X, Y ) ∈ partq(Tv)×partq(Tv) es Tv-válida si para cualquier
vértice w ∈ Tv tenemos check′(w, jw, (|N(w) ∩ (X1 ∪ Y1)|, . . . , |N(w) ∩ (Xq ∪ Yq)|)) =
True, donde jw es tal que w ∈ Xjw , |X| + |Y | = K y G[XC ∪ YC ] es conexo para
cada C ∈ C. Decimos que una tupla (X,R′) ∈ partq(Tv) × Rv

d,q es Tv-parcialmente
válida si para cualquier vértice w ∈ Tv y para un representante Y ≡vd,q R′ tenemos
check′(w, jw, (|N(w)∩ (X1∪Y1)|, . . . , |N(w)∩ (Xq∪Yq)|)) = True, donde jw es tal que
w ∈ Xjw . Observemos que todas estas nociones están bien definidas por la definición
de la relación de equivalencia ≡vd,q.

Explicaremos ahora la idea general del algoritmo. Para cada nodo v ∈ V (T ) y para
cada R ∈ Rv

d,q, R
′ ∈ Rv

d,q,K
′ ∈ partq(|Tv|), computaremos un conjuntoMv[R,R

′, K ′] ⊆
partq(Tv) tal que

• |Mv[R,R
′, K ′]| ≤ 2|C|snecd,q(T )

2|C|,

• para cada X ∈ Mv(R,R
′, K ′) tenemos que X ≡vd,q R, |X| = K ′ y que (X,R′) es

Tv-parcialmente válida, y

• para cada X ∈ partq(Tv) con X ≡vd,q R, |X| = K ′ y cada Y ∈ partq(Tv) tal que
Y ≡vd,q R′ y (X, Y ) es Tv-válida existe un X ′ ∈Mv[R,R

′, K ′] tal que w(X ′, Y ) ⪯
w(X, Y ) y (X ′, Y ) es Tv-válida.

Sea r la ráız de T . Observemos que Tr = ∅ y entonces para cada X,X ′ ∈ partq(Tr),
tenemos queX ≡rd,q X ′. Además tenemos queRr

d,q contiene sólo un elemento: [∅q]. Sigue
queMr[[∅q], [∅q], K] tiene que contener una solución óptima a nuestro problema, si y sólo
si tal solución existe. Entonces para resolver el problema sólo tenemos que buscar un
X ∈Mr[[∅q], [∅q], K] de mı́nimo pesow(X, ∅q) tal que (X, ∅q) es Tr-válida. Notemos que
el tamaño de Mr[[∅q], [∅q], K] es a lo sumo 2|C|snecd,q(T )

2|C|, y que constatar si (X, ∅q)
es Tr-válida (sabiendo que (X, [∅q]) es Tr-parcialmente válida) y calcular w(X, ∅q)
se pueden hacer en tiempo O(n2). Por lo tanto, dado el conjunto Mr[[∅q], [∅q], K],
encontrar una solución óptima alĺı (o descubrir que no existe ninguna solución) puede
hacerse en tiempo O(snecd,q(T )

2|C|n2).
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Vamos a calcular estos conjuntos Mv[R,R
′, K ′] empleando técnicas estándar de

programación dinámica, en el estilo bottom-up. Comenzaremos por el caso en el que
v es una hoja de T . El conjunto Tv contiene un único vértice w de G y para cada
clase de equivalencia en Rv

d,q existe un único representante. Aśı, para cada R ∈ Rv
d,q y

R′ ∈ Rv
d,q, llamamos X al único representante de R y definimos Mv[R,R

′, |X|] como
{X} si X ∈ partq(Tv) y (X,R′) es Tv-parcialmente válida, y como ∅ si no. Para cada
K ′ ̸= |X|, definimos Mv[R,R

′, K ′] = ∅.
Ahora sea v un nodo interno de T (un nodo que no es una hoja). Sean a y b los

hijos de v, y supongamos que ya calculamos correctamente los conjuntosMa[Ra, R
′
a, Ka]

para cada Ra ∈ Ra
d,q, R

′
a ∈ Ra

d,q y Ka ∈ partq(|Ta|), aśı como Mb[Rb, R
′
b, Kb] para cada

Rb ∈ Rb
d,q, R

′
b ∈ Rb

d,q y Kb ∈ partq(|Tb|). Para R ∈ Rv
d,q, R

′ ∈ Rv
d,q y K

′ ∈ partq(|Tv|),
decimos que dos tuplas (Ra, R

′
a, K

a) ∈ Ra
d,q×Ra

d,q×partq(|Ta|) y (Rb, R
′
b, K

b) ∈ Rb
d,q×

Rb
d,q × partq(|Tb|) son (R,R′, K ′)-compatibles si Ka +Kb = K ′ y, para representantes

Y, Y ′, Ya, Y
′
a, Yb, Y

′
b de R,R′, Ra, R

′
a, Rb, R

′
b respectivamente, tenemos Ya ∪ Yb ≡vd,q Y ,

Yb ∪ Y ′ ≡ad,q Y ′
a, Ya ∪ Y ′ ≡bd,q Y ′

b . Para algunos R ∈ Rv
d,q, R

′ ∈ Rv
d,q y K

′ ∈ partq(|Tv|)
fijos consideramos el conjunto

M =
⋃

(Ra,R′
a,K

a) y (Rb,R
′
b,K

b)

son (R,R′,K′)−compatibles

 ⋃
Xa∈Ma[Ra,R′

a,K
a]

Xb∈Mb[Rb,R
′
b,K

b]

(Xa ∪Xb)

 .

Primero mostraremos que este conjunto tiene todas las propiedades esperadas para
Mv[R,R

′, K ′] excepto por la cota superior del tamaño, y luego mostraremos una forma
de encoger este conjunto sin perder dichas propiedades. Notemos que el tamaño deM
puede llegar a ser nq · snecd,q(T )4 ·

(
2|C|snecd,q(T )

2|C|)2 porque estamos suponiendo que

Ma[Ra, R
′
a, K

a] y Mb[Rb, R
′
b, K

b] tienen tamaño a lo sumo 2|C|snecd,q(T )
2|C| y existen a

lo sumo nq · snecd,q(T )4 pares de tuplas (Ra, R
′
a, K

a) y (Rb, R
′
b, K

b) que son (R,R′, K ′)-
compatibles (hay a lo sumo nq posibles valores para Ka y para cada uno de ellos existe
una sola opción para Kb, y existen a lo sumo snecd,q(T ) posibles valores para cada
Ra, R

′
a, Rb, R

′
b).

Sea (R,R′, K ′) como mencionamos arriba y sea X ∈ partq(Tv) tal que X ≡vd,q R
y |X| = K ′. Supongamos que existe Y ∈ partq(Tv) tal que Y ≡vd,q R′ y (X, Y ) es

Tv-válida. Sean X
a = Ta∩X, Xb = Tb∩X, X ′a = Xb∪Y , X ′b = Xa∪Y , Ka = |Xa| y

Kb = |Xb|. Claramente (Xa, X ′a) es Ta-válida, (X
b, X ′b) es Tb-válida y Ka+Kb = K ′,

entonces Ma[[X
a], [X ′a], Ka] y Mb[[X

b], [X ′b], Kb] son no-vaćıos.

Notamos Conn(Za, Zb, Y, C) al enunciado “(Za)C ∪ (Zb)C ∪YC es conexo para cada
C ∈ C”. Observemos que

w(X, Y ) = w(Xa ∪Xb, Y )

= w(Xa, X ′a)⊕w(Xb, X ′b)

⪰ mı́n
Za∈partq(Ta), Za≡a

d,qX
a

Zb∈partq(Tb), Zb≡b
d,qX

b

|Za|=Ka, |Zb|=Kb

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Za, X ′a)⊕w(Zb, X ′b)

)



5.1. ALGORITMO 75

= mı́n
Za∈partq(Ta), Za≡a

d,qX
a

|Za|=Ka

w(Za, X ′a)⊕

 mı́n
Zb∈partq(Tb), Zb≡b

d,qX
b

|Zb|=Kb

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Zb, X ′b)

)



= mı́n
Za∈partq(Ta), Za≡a

d,qX
a

|Za|=Ka

w(Za, X ′a)⊕

 mı́n
Zb∈Mb[[X

b],[X′b],Kb]

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Zb, X ′b)

)


= mı́n
Za∈partq(Ta), Za≡a

d,qX
a

|Za|=Ka

Zb∈Mb[[X
b],[X′b],Kb]

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Za, X ′a)⊕w(Zb, X ′b)

)

= mı́n
Zb∈Mb[[X

b],[X′b],Kb]


 mı́n
Za∈partq(Ta), Za≡a

d,qX
a

|Za|=Ka

Conn(Za,Zb,Y,C)

(w(Za, X ′a))

⊕w(Zb, X ′b)


= mı́n

Zb∈Mb[[X
b],[X′b],Kb]


 mı́n
Za∈Ma[[Xa],[X′a],Ka]

Conn(Za,Zb,Y,C)

(w(Za, X ′a))

⊕w(Zb, X ′b)


= mı́n

Za∈Ma[[Xa],[X′a],Ka]

Zb∈Mb[[X
b],[X′b],Kb]

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Za, X ′a)⊕w(Zb, X ′b)

)
= mı́n

Za∈Ma[[Xa],[X′a],Ka]

Zb∈Mb[[X
b],[X′b],Kb]

Conn(Za,Zb,Y,C)

(
w(Za, Zb ∪ Y )⊕w(Zb, Za ∪ Y )

)
= mı́n

Za∈Ma[[Xa],[X′a],Ka]

Zb∈Mb[[X
b],[X′b],Kb]

Conn(Za,Zb,Y,C)

w(Za ∪ Zb, Y ).

Sigue que existen Za ∈ Ma[[X
a], [X ′a], Ka] y Zb ∈ Mb[[X

b], [X ′b], Kb] tales que
w(Za ∪ Zb, Y ) ⪯ w(Xa ∪ Xb, Y ) = w(X, Y ). Es más, (Za ∪ Zb, Y ) es Tv-válida. En
efecto, las restricciones de conectividad son satisfechas por lo mostrado arriba, y las
demás por la definición de Ma y Mb.

En śıntesis, para cada X ∈ partq(Tv) con X ≡vd,q R y |X| = K ′, y cada Y ∈
partq(Tv) tal que Y ≡vd,q R′ y (X, Y ) es Tv-válida, existe Z ∈ M tal que w(Z, Y ) ⪯
w(X, Y ) y (Z, Y ) es Tv-válida.

Ahora vamos a mostrar que podemos encontrar un subconjunto deM de cardina-
lidad a lo sumo 2|C|snecd,q(T )

2|C| que además mantiene la propiedad que acabamos de
mostrar. Observemos que cualquier subconjunto deM sólo puede contener particiones
de Tv que son Tv-parcialmente válidas junto con R′ y que tienen el tamaño de partición
correcto. Entonces, al elegir un subconjunto de M, sólo nos tenemos que enfocar en
mantener las soluciones parciales que forman parte de una solución óptima.

Sean v ∈ V (T ), R′ ∈ Rv
d,q, X ⊆ partq(Tv) y X ′ ⊆ X . Decimos que X ′ “(v,R′)-

representa” a X si para cada X ∈ X e Y ∈ partq(Tv) tales que Y ≡vd,q R′ y XC ∪YC es
conexo para cada C ∈ C, existe X ′ ∈ X ′ tal que X ′

C ∪ YC es conexo para cada C ∈ C y
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w(X ′, R′) ⪯ w(X,R′).

Afirmación 5.1.3. Sean v ∈ V (T ), R ∈ Rv
d,q y R′ ∈ Rv

d,q. Sea X ⊆ partq(Tv) tal que
X ≡vd,q R para cada X ∈ X . Podemos encontrar un conjunto que (v,R′)-represente a

X y de cardinalidad a lo sumo 2|C|snecd,q(T )
2|C| en tiempo O(|X | · snecd,q(T )2|C| · (n2 +

snecd,q(T )
ω−1)), donde ω es el exponente de multiplicación de matrices (ω < 2,4 [35]).

Demostración. Sea C∅ ⊆ C el conjunto de restricciones de conectividad C para las
cuales ∅ ≡vd R′

C . Notemos que YC ≡vd ∅ para cada C ∈ C∅ y cada Y ∈ partq(Tv) con
Y ≡vd,q R′. Además, si YC = ∅ entonces Y sólo puede completarse a una tupla Tv-válida
con una partición X ∈ X cuando XC es conexo. Por otro lado, si YC ̸= ∅ entonces Y
sólo puede completarse a una tupla Tv-válida con una partición X ∈ X cuando XC es
vaćıo, ya que si no XC ∪ YC no podŕıa ser conexo.

Dado un mapeo τ : C∅ → {0, 1}, decimos que una partición X ∈ X es de tipo τ si
XC = ∅ para cada C ∈ τ−1(0) y XC es conexo para cada C ∈ τ−1(1). Observemos
que si C∅ = ∅ entonces τ sólo puede ser el mapeo vaćıo y entonces cada X es de
tipo τ . Existen a lo sumo 2|C∅| mapeos posibles de C∅ a {0, 1}. Para cada tal mapeo τ
calcularemos un conjunto Xτ de tamaño a lo sumo snecd,q(T )

2|C| que (v,R′)-represente al
conjunto {X ∈ X : X es de tipo τ}. Afirmamos que su unión determina un conjunto
como el demandado. En efecto, para cada Y ≡vd,q R′ definimos un mapeo τY como
arriba que relacione C ∈ C∅ con 0 si YC es no-vaćıo y con 1 si es vaćıo. Por lo explicado
anteriormente, para cualquier X ∈ X tal que XC ∪ YC es conexo para cada C ∈ C,
tenemos que X es de tipo τY . Esto implica que existe X ′ ∈ XτY tal que X ′

C ∪ YC es
conexo para cada C ∈ C y w(X ′, Y ) ⪯ w(X, Y ). Luego, la unión de todos los Xτ es un
(v,R′)-representante de X . Más aún, si el tamaño de cada Xτ es a lo sumo snecd,q(T )

2|C|,
entonces su unión tiene tamaño a lo sumo 2|C∅|snecd,q(T )

2|C| ≤ 2|C|snecd,q(T )
2|C|.

Sólo resta mostrar cómo calcular un tal conjunto Xτ para cada τ . Consideremos en-
tonces un mapeo τ como los que describimos antes y también consideremos el conjunto
Xτ que consiste de cada X ∈ X de tipo τ . Sea C∅ = C − C∅. Ahora R′

C no contiene el
conjunto vaćıo para ningún C ∈ C∅. Sea Y el conjunto de todas las particiones Y ≡vd,q R′

tales que τY = τ .

Si existe una partición X ∈ Xτ tal que existe un C ∈ C∅ y una componente conexa
A ⊆ XC tal que A no es adyacente a R′

C , entonces para cualquier Y ∈ Y el conjunto
XC ∪ YC no es conexo. Luego, eliminamos tales particiones de Xτ . Análogamente, si
existe una partición Y ∈ Y que tiene una componente conexa A de YC tal que A no
es adyacente a RC entonces XC ∪ YC no puede ser conexo para ningún X ∈ Xτ . Aśı,
también eliminamos estas particiones de Y .

Si el tamaño de Xτ es a lo sumo snecd,q(T )
2|C|, entonces podemos establecer Xτ = Xτ .

Luego, podemos suponer de ahora en más que |Xτ | > snecd,q(T )
2|C|.

Para cada S ⊆ Tv, sea vS un vértice en S. Sea T el conjunto de las C∅-tuplas
cuyas entradas son 2-tuplas de Rv

d,q (es decir, T es el conjunto de todos los elementos
(R1

C , R
2
C)C∈C∅ con R1, R2 ∈ Rv

d,q). Definimos ahora las siguientes matrices sobre F2:

• J es la matriz de Xτ ×Y para la cual J(X, Y ) = 1 si y sólo si XC ∪ YC es conexo
para todo C ∈ C∅.

• L es una matriz de P(Tv) × (Rv
d × Rv

d) tal que L(X, (R′
1, R

′
2)) = 1 si y sólo si

ninguna componente conexa de X es adyacente tanto a R′
1 como a R′

2.
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• L es una matriz de (Rv
d × Rv

d) × P(Tv) tal que L((R′
1, R

′
2), Y ) = 1 si y sólo si

existe un corte conexo (Y1, Y2) de Y tal que vY ∈ Y1, Y1 ≡vd R′
1 y Y2 ≡vd R′

2.

• L∗ es una matriz de Xτ × T tal que L∗(X, (R1
C , R

2
C)C∈C) = 1 si y sólo si

L(XC , (R
1
C , R

2
C)) = 1 para cada C ∈ C∅.

• L∗ es una matriz de T × Y tal que L∗((R1
C , R

2
C)C∈C, Y ) = 1 si y sólo si

L((R1
C , R

2
C), YC) = 1 para cada C ∈ C∅.

Probaremos que L∗L∗ = J . Todas las operaciones que siguen a continuación son
sobre F2. Para todo X ∈ Xτ y todo Y ∈ Y , tenemos:

L∗L∗(X, Y ) =
∑

(R1
C ,R

2
C)C∈C∅

∈T

1
(
∀C ∈ C∅. L

(
XC ,

(
R1
C , R

2
C

))
= 1 ∧ L

((
R1
C , R

2
C

)
, YC

)
= 1
)

= |{(R1
C , R

2
C)C∈C∅ ∈ T : L

(
XC ,

(
R1
C , R

2
C

))
= 1 ∧ L

((
R1
C , R

2
C

)
, YC

)
= 1

para cada C ∈ C∅}|
= |{(R1

C , R
2
C)C∈C∅ ∈ T : ∀C ∈ C∅.∃(Z1

C , Z
2
C) ∈ ccut(XC ∪ YC). vYC ∈Z1

C ∧
Z1
C ∩ YC ≡vd R1

C ∧ Z2
C ∩ YC ≡vd R2

C}|

=
∏
C∈C∅

|{(R1, R2) ∈ Rv
d ×Rv

d : ∃(Z1, Z2) ∈ ccut(XC ∪ YC). vYC ∈Z1 ∧

Z1 ∩ YC ≡vd R1 ∧ Z2 ∩ YC ≡vd R2}|

=
∏
C∈C∅

∣∣{(Z1, Z2) ∈ ccut(XC ∪ YC) : vYC ∈ Z1
}∣∣

=
∏
C∈C∅

2|cc(XC∪YC)|−1.

Las primeras dos igualdades valen directamente por la definición de las matrices,
y la tercera por [27, Afirmación 4.3.1]. La cuarta vale porque podemos elegir el par
de clases de equivalencia (R1

C , R
2
C) de forma independiente para cada C ∈ C∅. La

quinta igualdad viene dada por [27, Afirmación 4.3.2], y la última por el hecho de que
cualquier componente conexa de XC ∪ YC que no contiene a vYC puede ser asignada
arbitrariamente tanto a Z1 como a Z2. Como definimos las matrices sobre F2, y el
único caso en el que cada factor del último producto es impar es cuando XC ∪ YC es
conexo para cada C ∈ C∅, nuestra afirmación es efectivamente cierta.

Observemos que podemos computar la matriz L∗ en tiempo O(|Xτ | · snecd,q(T )2|C| ·
n2). En efecto, la cantidad de entradas de L∗ es a lo sumo |Xτ | · snecd,q(T )2|C|. Además,
para una entrada indexada por (X, (R1

C , R
2
C)C∈C) y para cada C ∈ C∅, podemos compu-

tar primero las componentes conexas de XC y luego verificar las adyacencias. Todos
estos pasos pueden hacerse en tiempo O(n2).

Ahora, podemos asignar un peso a cada fila de L∗. Más precisamente, la fila indexada
por X ∈ Xτ obtiene el peso w(X,R′). Estas asignaciones se pueden hacer en tiempo
O(|Xτ |n2). Sea B ⊆ Xτ tal que las filas de L∗ que están indexadas por las entradas
en B son una base del espacio fila de L∗, row(L∗), y la suma de los pesos de estas
filas es mı́nimo entre todas las bases de row(L∗) que consisten de los vectores fila de
L∗. Observemos que la dimensión de row(L∗), y entonces también el tamaño de B,
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es a lo sumo la cantidad de columnas de L∗, la cual está acotada superiormente por
snecd,q(T )

2|C|. Notemos también que, por [35, Lema 3.15], B puede ser calculado en
tiempo O(|Xτ | · snecd,q(T )2|C|(ω−1)) (donde ω < 2,4 es el exponente de multiplicación de
matrices).

Afirmamos que B es un conjunto que tiene las propiedades demandadas por Xτ .
El tamaño ya es correcto, aśı que resta mostrar que para cada X ∈ Xτ , Y ∈ Y , con
J(X, Y ) = 1, existe un X ′ ∈ B tal que J(X ′, Y ) = 1 y w(X ′, Y ) ⪯ w(X, Y ). En efecto,
como B corresponde a una base sobre F2, existe un único B′ ⊆ B tal que para cualquier
ρ ∈ T tenemos

L∗(X, ρ) =
∑
B∈B′

L∗(B, ρ).

Podemos usar esto para reescribir la fila de J correspondiente a X:

J(X, Y ) =
∑
ρ∈T

L∗(X, ρ)L∗(ρ, Y )

=
∑
B∈B′

∑
ρ∈T

L∗(B, ρ)L∗(ρ, Y )

=
∑
B∈B′

J(B, Y ).

De esta manera, si J(X, Y ) = 1 entonces existe una cantidad impar de elementos
B ∈ B′ tales que J(B, Y ) = 1. Sea B cualquiera de ellos de peso máximo. Si w(X, Y ) ≺
w(B, Y ) entonces B − {B} ∪ {X} corresponde a una base del espacio fila de L∗ que
tiene menor peso que el correspondiente a B. En efecto, es claro que el peso es más
chico por la suposición sobre su peso y que efectivamente corresponde a una base, ya
que L∗(B, ρ) = L∗(X, ρ)−

∑
B′∈B−{B} L

∗(B′, ρ) para cada ρ ∈ T . ⌟

Directo de la Afirmación 5.1.3 sigue que existe un conjunto de tamaño a lo sumo
2|C|snecd,q(T )

2|C| que (v,R′)-representa aM. Por lo tanto podemos definirMv[R,R
′, K ′]

como cualquiera de estos conjuntos. Sólo resta calcular el tiempo de ejecución de todo
este algoritmo.

Podemos precalcular un representante para cada clase de equivalencia usando lo
mencionado en la Observación 5.1.1. Para un nodo fijo v ∈ V (T ), la matriz Mv

tiene a lo sumo snecd,q(T )
2 · nq−1 entradas. Calculamos cada una de estas entradas

mediante programación dinámica de abajo hacia arriba (bottom-up). Cuando v es
una hoja de T , cada una de esas entradas se puede calcular en tiempo constante.
En el otro caso (cuando v es un nodo interno), primero calculamos M en tiempo

O
(
nq · snecd,q(T )4 ·

(
2|C| · snecd,q(T )2|C|

)2 · n2
)
usando los conjuntos precalculados so-

bre a y b (para cada uno de los O(nq ·snecd,q(T )4) pares de tuplas compatibles, iteramos

sobre todos los posibles Xa, Xb, que son a lo sumo
(
2|C| · snecd,q(T )2|C|

)2
posibilidades, y

en tiempo O(n2) computamos Xa∪Xb), y luego aplicamos la Afirmación 5.1.3 en tiem-
po O(nq ·snecd,q(T )4 ·(2|C| ·snecd,q(T )2|C|)2 ·snecd,q(T )2|C| ·(n2+snecd,q(T )

ω−1)), ya que en
este caso tenemos |X | = |M| = nq ·snecd,q(T )4 ·(2|C| ·snecd,q(T )2|C|)2. Sigue que cada en-
trada de Mv puede calcularse en tiempo O

(
nq · snecd,q(T )6|C|+4 · (n2 + snecd,q(T )

ω−1)
)
.

Luego sólo necesitamos multiplicar por el número de posibles nodos v ∈ V (T ), que
es O(n), y por el número de posibles entradas de Mv, que es O(snecd,q(T )

2 · nq−1).
Concluimos sumando la complejidad del análisis en la ráız. Aśı, obtenemos el tiempo
total expresado en el enunciado.
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En esta demostración consideramos solamente el caso en el que queremos que el
tamaño de cada clase de color sea igual a un cierto número. No obstante, esto es sufi-
ciente para manejar cualquier propiedad global de tamaño. En efecto, si la propiedad
global de tamaño requiere que el tamaño de las q clases de colores esté contenido en
algún conjunto K ⊆ partq(n), siendo n la cantidad de vértices del grafo de entrada,
entonces podemos calcular la solución óptima para cada K ∈ K utilizando el algoritmo
anterior, y buscar la mejor entre todas ellas. Como |K| ≤ nq−1, estamos aplicando el
algoritmo no más que esta cantidad de veces.

Para poder trabajar con propiedades globales de conectividad negativa dadas por un
conjunto C−, primero notemos que pedir que un conjunto S no sea conexo es equivalen-
te a pedir que S se pueda partir en dos subconjuntos no vaćıos S0 y S1 tales que no haya
aristas entre vértices en S0 y vértices en S1. Entonces podemos hacer lo siguiente. Re-
emplazamos el conjunto de colores Colors con el conjunto Colors×

(×C∈C− {0, 1}
)
.

Podemos pensar que estamos manteniendo los colores viejos pero agregando una ban-
dera (flag) por cada propiedad global de conectividad negativa. Nos referimos a la
bandera asociada un determinado C ∈ C− como la C-flag. La función de peso se
mantiene esencialmente idéntica, simplemente ignorando las banderas. La función de
verificación también, pero además hace el siguiente cambio: si el vértice v recibe un
color a en su primera componente y este a está contenido en alguna C ∈ C−, la función
de verificación ahora debe también asegurarse de que v no tenga ningún vecino con
un color a′ ∈ C en su primera componente y con una diferente C-flag. Si un vértice
recibe un color a en su primera componente y este a no está contenido en ninguna
C ∈ C−, sus banderas no tienen importancia alguna. Por otro lado también agregamos
propiedades globales de tamaño para garantizar que para cada C ∈ C− exista al menos
un vértice cuya primera componente del color esté en C y cuya C-flag sea 0, y además
exista otro con esta caracteŕıstica pero tal que su C-flag sea 1. Notemos que la nueva
cantidad de colores es q2|C

−|, que es menor o igual a q22
q
.

Como snecd,q(T ) ≤ nqdw, donde w es la mim-width del árbol binario de descomposi-
ción dado (ver Observación 5.1.1), podemos decir que si tenemos propiedades globales
de conectividad positiva y negativa dadas por conjuntos C+ y C− respectivamente,

entonces la complejidad es O
(
n2q2|C

−|+wdq2|C
−|(6|C+|+ω+5)

)
.

Corolario 5.1.4 ([103, Teorema 1.2]). Sean d y q enteros positivos. Para un proble-
ma 1-localmente verificable con q colores, funciones de verificación y peso d-estables,
propiedades globales de tamaño, y propiedades globales de conectividad positiva y nega-
tiva dadas por C+, C− ⊆ P([[1, q]]) respectivamente, existe un algoritmo que resuel-
ve el problema en grafos con un árbol binario de descomposición dado en tiempo

nO(wdq(|C+|+1)2|C
−|), donde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y w es la

mim-width del árbol binario de descomposición asociado.

5.1.1. Extensión a distancias r > 1

En esta sección explicaremos cómo adaptar el algoritmo anterior a funciones d-
estables a t distancias r1, . . . , rt, donde t está acotada por una constante (pero no hay
restricciones sobre los valores de las distancias r1, . . . , rt). La idea clave aqúı es usar el
hecho de que la vecindad a una cierta distancia r de un vértice v en un grafo G, N r

G(v),
equivale a la vecindad de v en la r-ésima potencia de G, NGr(v) (ver Sección 1.5), pero



80 CAPÍTULO 5. PARAMETRIZACIÓN POR MIM-WIDTH

fundamentalmente que si la mim-width de un árbol binario de descomposición de G
es w entonces la mim-width de ese mismo árbol para Gr es a lo sumo 2w (ver [121,
Teorema 5]).

Sea t un entero positivo fijo. Sean r1, . . . , rt enteros positivos. Para todo entero
positivo r, definimos ≡v,rd y ≡v,rd,q como antes, sólo que ahora nos referimos al grafo Gr.
Análogamente, definimos Rv,r

d y Rv,r
d,q, aśı como también todo lo definido anteriormente

para v. También definimos la T rv -validez parcial de una tupla (X,R′1, . . . , R′t) sólo con-
siderando representantes Y ⊆ partq(Tv) para los cuales Y ≡v,rid,q R

′i para todo i ∈ [[1, t]].

Para cada v ∈ V (T ), Ri ∈ Rv,ri
d,q , R

′i ∈ Rv,ri
d,q , con i ∈ [[1, t]], y K ′ ∈ partq(|Tv|), cal-

culamos Mv[R
1, R′1, . . . , Rt, R′t, K ′] ⊆ partq(Tv) con las mismas condiciones de antes

y adicionalmente para cada X en este conjunto pedimos que X ≡v,rid,q Ri para cada
i ∈ [[1, t]]. El requerimiento de tamaño para Mv se mantiene igual. El resto del algorit-
mo es esencialmente el mismo, sin cambios fundamentales. Observemos en particular
que la Afirmación 5.1.3 puede usarse sin ningún cambio, ya que sólo tendŕıamos más
restricciones sobre Y . Al computar M, tenemos que considerar más posibilidades de
combinaciones, pero luego del paso de reducción, el tamaño será el mismo que en la
versión original, sólo cambia la complejidad temporal.

Explicaremos ahora la nueva complejidad temporal obtenida. Primero debemos
calcular los grafos Gr1 , . . . , Grt y los representantes correspondientes. Cada una de las
matrices Mv tiene snecd,q(T )

2tnq entradas. La cantidad de elementos en cada una de
ellas sigue siendo a lo sumo 2|C| · snecd,q(T )2|C|. El caso base también sigue siendo de
tiempo constante (porque estamos suponiendo que t está acotada por una constante).
Cuando v no es una hoja, calculamos M y lo reducimos con la Afirmación 5.1.3 en
tiempo O(nq · snecd,q(T )4t · (2|C| · snecd,q(T )2|C|)2 · snecd,q(T )2|C| · (n2+snecd,q(T )

ω−1)). Fi-
nalmente, la complejidad total resulta O

(
n2q · snecd,q(T )6|C|+6t · (n2 + snecd,q(T )

ω−1)
)
.

Usando la desigualdad sobre snecd,q(T ), obtenemos nO(wdq(|C|+t)) Observemos que po-
demos incluir propiedades globales de conectividad negativa de la misma forma que en
el Corolario 5.1.4. Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.5 ([103, Corolario 5.4]). Sean d, q y t enteros positivos. Para un pro-
blema localmente verificable con q colores, funciones de verificación y de peso que son
d-estables a t distancias, propiedades globales de tamaño, y propiedades globales de
conectividad positiva y negativa dadas por C+, C− ⊆ P([[1, q]]) respectivamente, existe
un algoritmo que resuelve el problema en grafos con un árbol binario de descomposi-

ción dado en tiempo nO(wdq(|C+|+t)2|C−|), donde n es la cantidad de vértices del grafo de
entrada y w es la mim-width del árbol binario de descomposición asociado.

Es importante destacar que la cantidad t de distancias afecta a la complejidad, pero
no los valores concretos de cada distancia ri. Esto nos permite considerar problemas
en los cuales, por ejemplo, cada vértice de color rojo está a distancia a lo sumo n

2
de

un vértice de color azul.

5.1.2. Extensión a propiedades globales de composición de
condiciones locales

En el algoritmo presentado mostramos cómo incluir propiedades globales de ta-
maño, pero notemos que con una ligera modificación este algoritmo se puede adaptar a
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propiedades globales de composición de condiciones locales cuya función asociada sea
d-estable y cuyo monoide sea de tamaño polinomial.

Sean (M,⊗) un monoide conmutativo, X un subconjunto de M y f : V (G) ×
Colors × Nq → M una función d-estable. Vamos a suponer además que |M |
es polinomial en |V (G)|. Sea m ∈ M . Consideremos el problema localmente ve-
rificable donde el coloreo propio c que buscamos además debe cumplir que m =⊗

w∈V (G) f(w, c(w), (|N(w) ∩ c−1(a1)|, . . . , |N(w) ∩ c−1(aq)|)).
Vamos a realizar las siguientes modificaciones sobre el algoritmo original. Toda

aparición de “|X|”, con X ∈ partq(Tv) para algún nodo v de T , se reemplaza por
“
⊗

w∈Tv f(w, jw, (|N(w) ∩ (X1 ∪ Y1)|, . . . , |N(w) ∩ (Xq ∪ Yq)|))”, donde jw se define
como el entero en [[1, q]] tal que w ∈ Xjw . Reemplazamos análogamente para Y ∈
partq(Tv). Toda aparición de K se reemplaza por m, y toda aparición de algún otro
K ′ ∈ partq(|Tv|) se reemplaza por m′ con m′ ∈ M . La sumas de tamaños deben ser
cambiadas por el operador del monoide ⊗.

Ahora el tamaño de M es a lo sumo |M |2 · snecd,q(T )4 ·
(
2|C|snecd,q(T )

2|C|)2 por-
que existen a lo sumo |M |2 · snecd,q(T )4 pares de tuplas (Ra, R

′
a,m

a) y (Rb, R
′
b,m

b)
que son (R,R′,m′)-compatibles. Además, la matriz Mv ahora tiene a lo su-
mo snecd,q(T )

2 · |M | entradas. Cada entrada de Mv puede calcularse en tiempo
O
(
|M |2 · snecd,q(T )6|C|+4 · (n2 + snecd,q(T )

ω−1)
)
. Aśı, obtenemos que la complejidad to-

tal es O
(
n · |M |3 · snecd,q(T )6|C|+6 · (n2 + snecd,q(T )

ω−1)
)
.

Agregando las modificaciones para propiedades de conectividad negativa y mayores

distancias, obtenemos una complejidad de nO(wdq(|C+|+t)2|C−|), porque estamos suponien-
do que |M | es polinomial en n (es decir, que |M | ≤ nk para algún entero positivo fijo
k). Entonces la complejidad no cambia significativamente al implementar esta modifi-
cación.

Teorema 5.1.6. Sean d, q y t enteros positivos. Para un problema localmente verificable
con q colores, funciones de verificación y de peso que son d-estables a t distancias,
una propiedad global de composición de condiciones locales cuya función asociada es d-
estable y cuyo monoide es de tamaño polinomial, y propiedades globales de conectividad
positiva y negativa dadas por C+, C− ⊆ P([[1, q]]) respectivamente, existe un algoritmo
que resuelve el problema en grafos con un árbol binario de descomposición dado en

tiempo nO(wdq(|C+|+t)2|C−|), donde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y w
es la mim-width del árbol binario de descomposición asociado.

5.2. Ĺımites

Como el problema Mı́nimo Conjunto Dominante es W[1]-dif́ıcil parametrizado
por mim-width [87], es poco probable que exista un algoritmo FPT para resolver todos
los problemas 1-localmente verificables con funciones 1-estables y cantidad constante de
colores. Más aún, mostraremos que es poco probable que los resultados de la Sección 5.1
puedan extenderse a problemas 1-localmente verificables con menos restricciones. En
particular, analizaremos las siguientes tres situaciones: cantidad de colores no acotada
por una constante, funciones de peso contadoras de colores no estables, y funciones de
verificación contadoras de colores no estables (ver Tabla 5.1).

Como probamos en la Sección 4.4, si pudiéramos resolver cualquier problema 1-
localmente verificable con cantidad no constante de colores y funciones 1-estables en
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vc
xc
x′c x′′c

yc
y′c y′′c

zc
z′c z′′c

Figura 5.1: Gadget de cláusula para c = (x, y, z).

grafos completos (que tienen mim-width igual a 1), entonces probaŕıamos que P=NP.
Consideremos el problema Max-Cut, el cual es NP-dif́ıcil en grafos de intervalo [8]

pero, como vimos en la Sección 4.4, podemos modelarlo como un problema 1-localmente
verificable con dos colores, una función de verificación 1-estable y una función de peso
contadora de colores no estable. Por lo tanto, no es esperable encontrar un algoritmo
eficiente parametrizado por mim-width para resolver problemas 1-localmente verifica-
bles con cantidad constante de colores, función de verificación 1-estable pero función
de peso no estable.

Para concluir, vamos a mostrar que no podemos resolver eficientemente todos los
problemas 1-localmente verificables con cantidad constante de colores, función de peso
1-estable y función de verificación contadora de colores no estable, salvo que P=NP.
Para esto definiremos un nuevo problema con estas caracteŕısticas y probaremos que
es NP-dif́ıcil en grafos de intervalo (los cuales tienen mim-width a lo sumo 1).

Sea Colors = {1, . . . , 7, T, t, F, f}. Definimos los pesos como (Weights,⪯,⊕) =
({0, 1},≤,máx) y w′(v, a, µ) = 0. Notemos que deg(v) (el grado de un vértice v) es
igual a la suma de la cantidad de vecinos de todos los colores. Para un vértice v, un color
a ∈ Colors y un vector µ de enteros no negativos indexado por Colors, definimos:

check′(v, a, µ) =

(a = 1⇔ deg(v) = 2)

∧ (a = 2⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 ≥ 1)

∧ (a = 3⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 = 0 ∧ µ2 ≥ 2)

∧ (a = 4⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 = 0 ∧ µ2 = 1)

∧ (a = 5⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 = 0 ∧ µ2 = 0 ∧ µ3 = µ4)

∧ (a = 6⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 = 0 ∧ µ2 = 0 ∧ µ3 ̸= µ4 ∧ µ5 > 1)

∧ (a = 7⇔ deg(v) > 2 ∧ µ1 = 0 ∧ µ2 = 0 ∧ µ3 ̸= µ4 ∧ µ5 = 1 ∧
∑

i∈{7,T,t,F,f} µi = 2)

∧ (a = 5⇒ µT = 1)

∧ (a = 6⇒ µT = µt ∧ µF = µf)

∧ (a = 7⇒ µt = µT = 1 ∨ µf = µF = 1).

Afirmamos que este problema es NP-dif́ıcil incluso cuando nos restringimos a grafos
de intervalo. Para esto vamos a reducir polinomialmente un problema llamado Positi-
ve 1-in-3 SAT. Este problema, que es NP-completo [168], es una variante de 3-SAT
en la cual todos los literales son positivos y una asignación de verdad es satisfactoria
si asigna exactamente un literal verdadero en cada cláusula.

Dada una instancia I de Positive 1-in-3-SAT con un conjunto de cláusulas C
(con C ̸= ∅) y un conjunto de variables X, construimos el grafo de intervalo GI de
la siguiente manera. Para cada cláusula c = (x, y, z) creamos una copia del gadget de
cláusula ilustrado en la Figura 5.1. Llamamos vértice cláusula a vc, vértice variable a
cada xc, yc y zc, y vértice valor a cada x′c, x

′′
c , y

′
c, y

′′
c , z

′
c y z′′c . Todos los gadgets de
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v1
v2
v3

Figura 5.2: Left gadget.

Figura 5.3: Ejemplo de una representación de los intervalos de GI , donde I consiste de
tres cláusulas c1 = (x1, x2, x3), c2 = (x4, x5, x6) y c3 = (x7, x6, x8).

cláusula son dispuestos uno al lado del otro, en cualquier orden, de modo que no se
superpongan. Para cada variable x ∈ X, hacemos lo siguiente. Consideremos todo par
de cláusulas c y c′ tales que ambas contienen a x y cuyos gadgets están dispuestos de
modo que no hay ningún otro gadget entre ellos que se corresponda con otra cláusula
que contiene a x. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el gadget de c está a la
izquierda del de c′. Agregamos un intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo
correspondiente a x′′c y cuyo extremo derecho esté en el intervalo correspondiente a
x′c′ . Los vértices correspondientes a estos intervalos se llamarán vértices conectores.
Además, agregamos el gadget izquierdo ilustrado en la Figura 5.2 a la izquierda de
todos los intervalos dispuestos hasta el momento, sin superponerse con ninguno de
ellos. Para cada cláusula c ∈ C agregamos otros dos intervalos de la siguiente manera.
Agregamos un intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo de v2 pero no en el
intervalo de v1, y cuyo extremo derecho esté en el intervalo correspondiente a vc pero a
la izquierda de cualquier intervalo correspondiente a un vértice variable en el gadget de
la cláusula c. El vértice correspondiente a este intervalo se llamará vértice de apertura de
c. Agregamos otro intervalo cuyo extremo izquierdo esté en el intervalo correspondiente
a v3 pero no en el intervalo correspondiente a v2, y cuyo extremo derecho esté en el
intervalo correspondiente a vc pero a la derecha de cualquier intervalo correspondiente
a un vértice variable en el gadget de la cláusula c. El vértice correspondiente a este
intervalo se llamará vértice de cierre de c. En la Figura 5.3 podemos ver un ejemplo
con tres cláusulas, en el cual una sola variable aparece dos veces (x6).

Notemos queGI puede ser construido en tiempo polinomial a partir de una instancia
I. Afirmamos que GI admite un coloreo propio si y sólo si I es satisfacible.

Primero, supongamos que tenemos un coloreo propio col de GI . Es fácil ver que
v1 es el único vértice de color 1 (porque es el único vértice de grado 2) y los vértices
v2 y v3 son los únicos vértices de color 2 (porque son los únicos vecinos de un vértice
de color 1). Luego, todos los vértices de apertura tienen color 3 y todos los de cierre
tienen color 4, y ningún otro vértice puede tener estos colores. Ahora notemos que
cada vértice cláusula es adyacente a la misma cantidad de vértices de apertura que de
cierre, pero esta propiedad no vale para ningún vértice variable, valor ni conector (en
particular, un vértice conector ux,c,c′ es adyacente a la misma cantidad de vértices de
apertura y cierre que el vértice valor x′′c , en cuyo intervalo está el extremo izquierdo
del intervalo de ux,c,c′). Entonces, cada vértice cláusula tiene color 5 y ningún otro
vértice lo tiene. Como cada vértice conector tiene al menos dos vértices cláusula en
su vecindad, los vértices conectores reciben color 6. Todos los vértices variable y valor
tienen exactamente un vecino de color 5, por lo tanto reciben color 7, T, t, F o f.
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Restricciones sobre check y w
Restricciones sobre |Colors|
Constante Polinomial

d-estable XP(1), W[1]-h para-NP-h

Contadora de colores para-NP-h para-NP-h

Tabla 5.1: Resumen de los resultados principales sobre la complejidad (parametri-
zada por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado) de problemas
1-localmente verificables sin etiquetas en las aristas, bajo distintas restricciones sobre
la cantidad de colores y las funciones de verificación y peso. (1) dado un árbol binario
de descomposición adecuado. Aqúı, cuando indicamos para-NP-h (o W[1]-h), estamos
diciendo que existe un problema con esas condiciones que es para-NP-h (o W[1]-h)
parametrizado por mim-width.

Luego, tenemos que cada vértice valor tiene exactamente un vecino cuyo color no está
en {1, . . . , 6}, mientras que los vértices variable tienen dos de ellos. Por lo tanto los
vértices variable reciben color 7, y los vértices valor reciben T, t, F o f. Para cada vértice
variable, el conjunto de colores asignados a sus dos vecinos que son vértices valor es
o bien {T, t} o bien {F, f}. Consideremos ahora los vértices valor en la vecindad de
algún vértice conector w fijo. Ya vimos que todos ellos, excepto por aquellos cuyos
intervalos contienen los extremos del intervalo de w, aparecen en pares coloreados o
bien con T y t, o bien con F y f. Como la cantidad de vértices valor en N(w) que
reciben color T tiene que ser la misma que la cantidad de vértices valor en N(w) de
color t (y análogamente para F y f), sigue que los dos vértices valor cuyos intervalos
contienen a los extremos del intervalo de w tienen que tener los colores T y t o los
colores F y f. Esto implica que para cada variable x ∈ X, o bien para cada cláusula
c que contiene a x tenemos col(x′c), col(x

′′
c ) ∈ {T, t}, o bien para cada cláusula c que

contiene a x tenemos col(x′c), col(x
′′
c ) ∈ {F, f}. Finalmente, cada vértice de color 5 tiene

exactamente un vecino de color T. Esto significa que en la vecindad de cada vértice
cláusula hay exactamente un vértice variable cuyos vértices valor adyacentes tienen
colores {T, t}, y los restantes dos vértices variables tienen sus vértices valor adyacentes
coloreados con {F, f}. Asignamos el valor True a una variable x ∈ X si todos los
vértices valor adyacentes a los vértices variable correspondientes al literal de x están
coloreados con T o t, y asignamos el valor False si no. Afirmamos que esta asignación
es satisfactoria para I. En efecto, cada variable recibe un único valor (o bien True o
bien False, ya que el conjunto de colores correspondiente a los vértices valor es o bien
{T, t} o bien {F, f}), y cada cláusula tiene exactamente una variable asignada a True.

Supongamos ahora que tenemos una instancia I de Positive 1-in-3 SAT que es
satisfacible. Sea f una función del conjunto de variables a {True,False} que asigna
valores a las variables de modo de satisfacer la instancia. Vamos a construir un coloreo
propio del grafo GI . Asignamos el color 1 a v1, el color 2 a v2 y v3, el color 3 a cada
vértice de apertura, el color 4 a cada vértice de cierre, el color 5 a cada vértice cláusula,
el color 6 a cada vértice conector, y el color 7 a cada vértice variable. Para cada vértice
valor x′c, si f(x) = True entonces asignamos a x′c el color T, de lo contrario asignamos
a x′c el color F. Análogamente, para cada vértice valor x′′c , si f(x) = True asignamos
a x′′c color t, de lo contrario asignamos a x′′c el color f. Es sencillo verificar que este es
un coloreo propio.



Caṕıtulo 6

Esquemas de aproximación de
tiempo polinomial (PTAS)

Un esquema de aproximación de tiempo polinomial (en inglés, Polynomial-Time
Approximation Scheme, abreviado PTAS ) para un problema de optimización Π es un
algoritmo que, dada una instancia I de Π y un número real ϵ > 0, devuelve una solución
aproximada de Π para la instancia I, cuyo valor es a lo sumo 1 + ϵ veces el valor de
la solución óptima (en el caso de que Π sea un problema de minimización), o al menos
1 − ϵ veces el valor de la solución óptima (en el caso de que Π sea de maximización).
Adicionalmente, la complejidad temporal de este algoritmo debe ser polinomial en el
tamaño de I para cada valor fijo de ϵ.

Por ejemplo, en [17] se presenta un PTAS para el problema deMáximo Conjunto
Independiente en grafos planares que, para cada entero positivo k, produce una
solución de tamaño al menos k

k+1
veces el valor óptimo y cuya complejidad temporal es

O(k8kn), siendo n la cantidad de vértices del grafo planar de entrada. En otras palabras,

para cada número real ϵ > 0, se puede encontrar en tiempo O
(

1
ϵ
8

1
ϵn
)
una solución a

este problema que sea al menos 1− ϵ veces la óptima. Por otro lado, existen problemas
para los cuales no podemos decir esto: el problema de colorear un grafo con la menor
cantidad posible de colores no admite un PTAS en grafos planares, salvo que P=NP.
Esto se debe a que sabemos que dichos grafos son 4-coloreables pero determinar si son
3-coloreables es un problema NP-completo [71], y por lo tanto no podemos aspirar a
obtener aproximaciones con un factor mejor que 4

3
en tiempo polinomial.

La técnica de Baker, descripta por primera vez por Brenda Baker [17], es un método
para obtener esquemas de aproximación de tiempo polinomial en grafos planares. La
idea general consiste en descomponer el grafo en varias capas, de modo tal que cada
una de ellas tenga treewidth acotada por una constante determinada y por lo tanto
sea “fácil” resolver un determinado problema en esos subgrafos. Luego, las soluciones
parciales de cada capa se combinan para aśı obtener una aproximación de la solución
óptima en el grafo original. Este método resulta de gran utilidad ya que muchos proble-
mas relevantes son NP-dif́ıciles en grafos planares (por ejemplo, Mı́nimo Conjunto
Dominante y Máximo Conjunto Independiente [92]), y ha sido ampliamente
utilizado para obtener PTAS en grafos planares de diversos problemas [17,138,169].

En este caṕıtulo analizaremos bajo qué condiciones podemos aplicar la técnica de
Baker a problemas 1-localmente verificables, obteniendo aśı PTAS en grafos planares
para todos aquellos problemas que satisfagan estas condiciones.
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Grafo planar y su descomposición en niveles, donde el nivel 1 es repre-
sentado en color negro, el nivel 2 en gris y el nivel 3 en blanco. (b) Otra representación
del mismo grafo donde los niveles están dispuestos circularmente. Todos los grafos pla-
nares admiten una representación de esta forma, y la misma facilita la comprensión de
la técnica de Baker.

6.1. Preliminares

Consideremos un grafo planar G y alguna representación plana del mismo. El nivel 1
de G se define como el conjunto V1 de vértices de G que se encuentran en la cara externa
de la representación plana de G dada. A partir de entonces, el nivel x de G, con x > 1,
se define como el conjunto Vx ⊆ V (G)−

⋃x−1
i=1 Vi de los vértices que se encuentran en la

cara externa de la representación plana de G sin los vértices de los niveles anteriores. La
Figura 6.1 ejemplifica la descomposición en niveles de un grafo planar. Nótese que no
puede haber aristas entre vértices de niveles que no sean consecutivos. En tiempo lineal
podemos determinar si un grafo es planar, dar una representación plana y encontrar
sus niveles [58, 114,136].

Un grafo se llama k-exterior-planar (k-outerplanar en inglés) si admite una repre-
sentación plana con a lo sumo k niveles. Estos grafos tienen la propiedad de que su
treewidth es a lo sumo 3k − 1 [34, Teorema 83]. Por lo tanto, muchos problemas son
resolubles en tiempo polinomial en ellos (para cada valor fijo de k), en particular los
problemas 1-localmente verificables con cantidad polinomial de colores y que admiten
un sistema de vecindades parciales polinomial (como vimos en el Caṕıtulo 3).

A continuación definiremos la descomposición en capas de G, siguiendo la notación
utilizada en [138]. Sea m la cantidad de niveles de G, y sean k y s enteros tales que
2 ≤ k < m y 2 ≤ s ≤ k+1. Notemos rs = ⌈m−s

k
⌉. Para todo i ∈ [[0, rs]], la capa W (i, s)

se define como:

W (i, s) =


⋃s
j=1 Vj si i = 0⋃k
j=−1 V(i−1)k+s+j si 1 ≤ i < rs⋃m
j=(rs−1)k+s−1 Vj si i = rs.

De esta manera, la capa con i = 0 tiene s niveles, la capa con i = rs tiene al menos 3
y a lo sumo k + 2 niveles, y las demás tienen exactamente k + 2 niveles cada una. Por
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I(0, 3) I(1, 3) I(2, 3)

W (0, 3)

W (1, 3)

W (2, 3)

Figura 6.2: Representación de la superposición de las capas, en un grafo con 10 niveles
(se omiten los vértices y las aristas en el dibujo), k = 4 y s = 3. La capaW (0, 3) incluye
los niveles de 1 a 3, la capa W (1, 3) los niveles de 2 a 7, y W (2, 3) de 6 a 10, como
se indica con los segmentos en ĺınea gruesa. La frontera B(0, 3) es el nivel 3, B(1, 3)
consiste en los niveles 2 y 7, y B(2, 3) es el nivel 6. Los conjuntos de vértices internos
I(0, 3), I(1, 3) y I(2, 3) están sombreados en distintas tonalidades de gris.

lo tanto, como s < k + 2, cada uno de los grafos inducidos por una capa es (k + 2)-
outerplanar. Notemos, además, que las capas consecutivas se solapan en dos niveles. El
conjunto de vértices en la frontera de la capa W (i, s), notado B(i, s), se define como:

B(i, s) =


Vs si i = 0

V(i−1)k+s−1 ∪ Vik+s si 1 ≤ i < rs

V(rs−1)k+s−1 si i = rs.

También se define el conjunto I(i, s) de vértices internos de W (i, s) como aquellos que
no están en la frontera, es decir, I(i, s) = W (i, s)−B(i, s). Es fácil ver que, para todo
s ∈ [[2, k + 1]] y todo i ∈ [[0, rs]], los vecinos de los vértices internos de una capa deben
pertenecer a dicha capa. Formalmente, N [I(i, s)]∩ (V (G)−W (i, s)) = ∅. La Figura 6.2
muestra un ejemplo gráfico de todas estas definiciones.

Para problemas de minimización (resp. maximización), fijado un entero k, la técnica
de Baker consiste esencialmente en los siguientes pasos:

1. Obtener una representación plana de G y sus niveles, digamos V1, . . . , Vm. Vamos
a suponer que m > k, ya que de lo contrario el grafo seŕıa k-outerplanar y
podŕıamos dar directamente una solución exacta al problema.

2. Para cada s ∈ [[2, k + 1]] y cada i ∈ [[0, rs]], obtener la capa W (i, s) y calcular la
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solución óptima en G[W (i, s)] pero no del problema original sino de un problema
asociado. A esta solución la llamaremos S(i, s).

3. Para cada s ∈ [[2, k + 1]], combinar todas las soluciones S(i, s), con i ∈ [[0, rs]],
obteniendo Ss.

4. Devolver la solución de menor (resp. mayor) peso entre todas las soluciones
S2, . . . , Sk+1.

Hay que elegir adecuadamente el problema asociado y el algoritmo de combinación,
de modo que todas las S2, . . . , Sk+1 sean efectivamente soluciones válidas del problema
y además se puedan calcular en tiempo polinomial. Como veremos en las próximas
secciones, en nuestro caso concreto vamos a asegurarnos de que S(i, s) sea tal que se
cumpla la propiedad local para cada vértice interno de la capa, y que la combinación de
dos soluciones cambie sólo los colores de los niveles solapados y este cambio no invalide
la propiedad local en ningún vértice.

Llamemos n a la cantidad de vértices de G y ni,s a la cantidad de vértices en cada
capa W (i, s). Sea T (ni,s, k) una cota superior del tiempo para resolver el problema
asociado en G[W (i, s)]. Entonces podemos decir que la complejidad total de este pro-

cedimiento es O
(
nk +

∑k+1
s=2

∑rs
i=0 T (ni,s, k)

)
. En particular, si existen funciones f, g

tales que g(k) ≥ 1 y T (ni,s, k) = f(k) ·ng(k)i,s para todos los posibles pares (i, s), entonces

la complejidad total resulta O(k ·f(k)·(2n)g(k)), porque para cada s ∈ [[2, k+1]] tenemos∑rs
i=0 ni,s ≤ 2n y porque xz + yz ≤ (x+ y)z para todos x, y, z mayores o iguales a 1.

6.2. Restricciones consideradas

En primer lugar, como los problemas van a ser resueltos en grafos de treewidth
acotada, construiremos sobre las restricciones consideradas en el Caṕıtulo 3. Es decir,
vamos a considerar problemas 1-localmente verificables con cantidad polinomial de
colores y que admiten un sistema de vecindades parciales polinomial, y que además
satisfacen las restricciones que definiremos a continuación. Consideraremos problemas
1-localmente verificables sin propiedades globales.

En particular, como no existe un PTAS para el problema de colorear un grafo con la
menor cantidad posible de colores en grafos planares (salvo que P=NP), pero śı existe
uno para Mı́nimo Conjunto Dominante [138], las restricciones consideradas tienen
que poder distinguir lo que intuitivamente reconocemos como problemas de dominación
de los problemas clásicos de coloreo.

Dado que nuestro objetivo es obtener algoritmos aproximados para un problema,
éste debe admitir un conjunto de pesos contenido en los números reales, cuyo operador
⊕ sea la suma usual. Por el mismo motivo, también es necesario hacer una distinción
entre problemas de minimización y problemas de maximización. Vamos a considerar
también que la función de peso sólo depende del vértice y del color que ese vértice
recibe (es decir, no tiene en cuenta el coloreo de su vecindad), y por ello vamos a
escribir simplemente wv,a para referirnos al peso de un vértice v con color a. A este
tipo de función de peso la llamaremos simple.

Para poder aplicar la técnica de Baker a un problema localmente verificable de
minimización, necesitamos poder combinar coloreos propios de subgrafos inducidos de
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G. Una situación bajo la cual es posible hacer esto es cuando, para cada v ∈ V (G), para
todo par de colores a, a′ ∈ Lv existe un color comb(v, a, a′) ∈ Lv tal que, en cualquier
coloreo propio de G donde el color de v es a o a′, podemos reemplazar el color de v
por comb(v, a, a′) y obtener nuevamente un coloreo propio de G. De alguna manera
esto impone una cierta jerarqúıa entre los colores, la cual se da naturalmente en, por
ejemplo, problemas de dominación pero no se da en el problema de k-coloreo. Asimismo,
hay que considerar alguna condición sobre el costo de asignar el color comb(v, a, a′) a
v. En este caso, vamos a considerar la restricción wv,comb(v,a,a′) ≤ wv,a +wv,a′ . Cuando
todo esto ocurra, diremos que el problema cuenta con una jerarqúıa de colores.

Respecto a los problemas localmente verificables de maximización, vamos a pedir
que exista un subconjunto de colores neutrales A ⊆ Colors tal que:

1. Para todo vértice v y todo coloreo c de NG[v] tal que c(v) ∈ A, si check(v, c) =
True entonces check(v, c′) = True para cualquier otro coloreo c′ con c′(v) =
c(v), c′(u) = c(u) para todo u ∈ NG(v) tal que c(u) /∈ A y c′(u) ∈ A ∩ Lu para
todo u ∈ NG(v) tal que c(u) ∈ A. En otras palabras, cuando v tiene un color
neutral, podemos reemplazar los colores de sus vecinos con colores neutrales por
cualquier otra combinación válida de colores neutrales.

2. Para todo coloreo propio c de G y para todo W ⊆ V (G), existe al menos un
coloreo propio c′ de G tal que c′(w) = c(w) para todo w ∈ W y c′(v) ∈ A para
todo v /∈ W . Es decir, existe al menos una forma de extender el coloreo parcial
c|W a todo el grafo, utilizando sólo colores neutrales y obteniendo también un
coloreo propio.

3. Existe α ≥ 0 tal que wv,a = α para todo v ∈ V (G) y a ∈ A ∩ Lv.

Esta condición puede resultar un tanto rebuscada a primera vista, pero se cumple para
varios problemas de maximización. Por ejemplo, en Máximo Conjunto Indepen-
diente, aquel color que representa a los vértices fuera del conjunto independiente es
un color neutral, puesto que siempre podemos extender un conjunto independiente a
todo el grafo al no agregar vértices al conjunto independiente, es decir, se cumple la
condición 2, y las condiciones 1 y 3 se satisfacen trivialmente. Veremos más ejemplos
en el Caṕıtulo 7.

6.3. Problemas de minimización

Sea k un entero mayor o igual a 2. Consideremos un problema 1-localmente verifi-
cable Π con (Weights,⪯,⊕) = (R+∞,≤,+) y que además satisface las restricciones
arriba mencionadas para problemas de minimización.

Sea G el grafo planar de entrada y sea m la cantidad de niveles de alguna re-
presentación plana de G. Si m ≤ k entonces G es k-outerplanar y podemos aplicar
directamente el algoritmo del Caṕıtulo 3 para dar una respuesta exacta al problema
en tiempo polinomial. Por lo tanto, a partir de ahora supondremos que m > k.

Para todo s ∈ [[2, k + 1]], notemos rs = ⌈m−s
k
⌉. Para todo s ∈ [[2, k + 1]] y todo

i ∈ [[0, rs]], sea S(i, s) una solución óptima del problema asociado Π′, el cual tiene como
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entrada al grafo G[W (i, s)], su función de verificación check′ es tal que:

check′(v, c) =

{
check(v, c) si v ∈ I(i, s),
True si no,

siendo check la función de verificación de Π, y en todo lo demás Π′ es análogo a Π.
En otras palabras, S(i, s) es un coloreo de costo mı́nimo que cumple la función de
verificación de Π para los vértices internos de la capa, pero no necesariamente para los
de la frontera. Notemos que si existe un coloreo propio c de G para el problema Π,
entonces existen los coloreos S(i, s), ya que c|W (i,s) es un coloreo propio de G[W (i, s)]
para el problema Π′. Como estamos suponiendo que Π tiene cantidad polionimial de
colores y admite un sistema de vecindades parciales polinomial, entonces Π′ también
tiene estas caracteŕısticas y por lo tanto es XP parametrizado por treewidth. Además,
como G[W (i, s)] es k-outerplanar, podemos determinar S(i, s) en tiempo polinomial.

Dados A,B ⊆ V (G) y dos coloreos c1 : A→ Colors y c2 : B → Colors, definimos
la combinación de c1 y c2 como el coloreo c : A ∪B → Colors tal que:

c(v) =


c1(v) si v ∈ A−B,
c2(v) si v ∈ B − A,
comb(v, c1(v), c2(v)) si v ∈ A ∩B.

Para todo s ∈ [[2, k + 1]], sea Ss la combinación de todos los coloreos S(i, s), con
i ∈ [[0, rs]]. Esto es, cada vértice v que recibe un color a en un coloreo parcial y un
color a′ en otro coloreo parcial, en Ss recibe el color comb(v, a, a′), y todos los vértices
que reciban un único color lo mantienen. Notemos que este coloreo está bien definido
y además es un coloreo propio en G para el problema Π. En efecto, esto se debe a que
la función de verificación check se satisface en cada vértice interno de cada capa, a
que cada vértice es interno en exactamente una capa y a que (por las restricciones del
problema) cambiar el color a de un vértice v por comb(v, a, a′) sigue produciendo un
coloreo propio. Además, este coloreo se puede obtener en tiempo polinomial.

Sea D un coloreo propio óptimo en G. Para todo s ∈ [[2, k + 1]] tenemos que
(justificación debajo):

w(Ss) ≤
rs∑
i=0

w(S(i, s)) (6.1)

≤
rs∑
i=0

w(D|W (i,s)) (6.2)

≤w(D) +
rs−1∑
i=0

(w(D|Vik+s−1
) +w(D|Vik+s

)) (6.3)

porque:

(6.1) wv,comb(v,a,a′) ≤ wv,a +wv,a′ para todos v ∈ V (G), a, a′ ∈ Lv,

(6.2) w(S(i, s)) ≤ w(D|W (i,s)) para todo i ∈ [[0, rs]], porque D|W (i,s) es un coloreo
propio en G[W (i, s)] para el problema Π′,

(6.3) las capas se superponen en los niveles ik+ s− 1 y ik+ s para todo i ∈ [[0, rs− 1]].
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Por el Principio del Palomar,

mı́n

{
rs−1∑
i=0

(w(D|Vik+s−1
) +w(D|Vik+s

)) : s ∈ [[2, k + 1]]

}
≤ 2

k
w(D).

Luego, mı́n{w(Ss) : s ∈ [[2, k + 1]]} ≤
(
1 + 2

k

)
w(D). En conclusión, podemos

aproximar en tiempo polinomial el problema Π por un factor de 1 + 2
k
. El siguiente

resultado es una consecuencia inmediata de lo anterior.

Teorema 6.3.1. Sea Π un problema 1-localmente verificable que admite un
sistema de vecindades parciales polinomial, con cantidad polinomial de colores,
(Weights,⪯,⊕) = (R+∞,≤,+) y una función de peso simple, y que además cuenta
con una jerarqúıa de colores. Luego, Π admite un esquema de aproximación de tiempo
polinomial (PTAS) en grafos planares.

6.4. Problemas de maximización

Sea k un entero mayor o igual a 2. Consideremos un problema 1-localmente verifi-
cable Π con (Weights,⪯,⊕) = (R−∞,≥,+) y que además satisface las restricciones
mencionadas en la Sección 6.2 para problemas de maximización. Llamaremos A al
conjunto de sus colores neutrales.

Sea G el grafo planar de entrada y sea m la cantidad de niveles de alguna re-
presentación plana de G. Al igual que antes, si m ≤ k entonces G es k-outerplanar
y podemos aplicar directamente el algoritmo del Caṕıtulo 3 para dar una respuesta
exacta al problema en tiempo polinomial. Entonces supondremos que m > k.

Para una capa W (i, s), definimos la casi-frontera C(i, s) como el conjunto de los
vértices en los niveles deW (i, s) que son consecutivos a los niveles de la frontera B(i, s).
Formalmente,

C(i, s) =


Vs−1 si i = 0,

V(i−1)k+s ∪ Vik+s−1 si 1 ≤ i < rs,

V(rs−1)k+s si i = rs.

Observemos que los niveles de B(i, s) y C(i, s) son precisamente aquellos donde la capa
W (i, s) se superpone con W (i − 1, s) y W (i + 1, s). Dicho de otra manera, B(i, s) ∪
C(i, s) = W (i, s)∩(W (i−1, s)∪W (i+1, s)). Un nivel de la casi-frontera de una capa es
uno de los niveles de la frontera de otra capa. Definimos también el conjunto de vértices
profundos P (i, s) = I(i, s)− C(i, s). La Figura 6.3 ejemplifica estas definiciones.

Para todo s ∈ [[2, k + 1]], notemos rs = ⌈m−s
k
⌉. Para todo s ∈ [[2, k + 1]] y todo

i ∈ [[0, rs]], sea S(i, s) una solución óptima del problema asociado Π′, el cual tiene como
entrada al grafo G[W (i, s)] y donde además el conjunto L′

v de colores permitidos para
cada vértice v se define como

L′
v =

{
A ∩ Lv si v ∈ B(i, s) ∪ C(i, s),
Lv si no,

su función de verificación check′ es tal que:

check′(v, c) =

{
check(v, c) si v ∈ I(i, s),
True si no,
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I(0, 3)

I(1, 3)

I(2, 3)

Figura 6.3: Representación de los conjuntos P (i, s) y C(i, s), bajo las mismas condi-
ciones de la Figura 6.2. Los conjuntos de vértices internos I(0, 3), I(1, 3) y I(2, 3) se
indican con los segmentos. La casi-frontera C(0, 3) incluye el nivel 2, C(1, 3) los niveles
3 y 6, y C(2, 3) el nivel 7. Los conjuntos P (0, 3), P (1, 3) y P (2, 3) están sombreados en
gris.

siendo check la función de verificación de Π, y en todo lo demás Π′ es análogo a Π.
En otras palabras, S(i, s) es un coloreo de costo máximo que cumple la función de
verificación de Π para los vértices internos de la capa, pero no necesariamente para los
de la frontera, y donde los vértices de la frontera y casi-frontera sólo pueden recibir
un color neutral. Es importante mencionar que si existe un coloreo propio c de G
para el problema Π, entonces existe cada uno de los coloreos S(i, s). En efecto, por
la restricción (2) sobre los colores neutrales, podemos extender c|P (i,s) a todo W (i, s)
utilizando colores neutrales. Como G[W (i, s)] es k-outerplanar, podemos determinar
S(i, s) en tiempo polinomial.

Para todo s ∈ [[2, k + 1]], sea Ss la unión de todos los coloreos S(i, s) restringidos a
I(i, s), con i ∈ [[0, rs]]. Notemos que Ss asigna exactamente un color a cada vértice y que
además es un coloreo propio enG (gracias a la restricción (1) sobre los colores neutrales)
que se puede obtener en tiempo polinomial. Además, w(Ss|W (i,s)) = w(S(i, s)) para
todo i ∈ [[0, rs]], porquew(Ss|I(i,s)) = w(S(i, s)|I(i,s)) y los costos de los colores neutrales
son todos iguales.

Sea D un coloreo propio óptimo en G. Sea s ∈ [[2, k+ 1]]. Sea Ds una extensión del
coloreo parcial ∪rsi=0D|P (i,s) a un coloreo propio para el problema Π (sabemos que existe
por las restricciones del problema). Para todo i ∈ [[0, rs]], llamemos Ds,i a Ds|W (i,s).
Notemos que Ds,i es un coloreo propio para el problema Π′ aplicado a G[W (i, s)]. Por
lo tanto, w(Ss|W (i,s)) = w(S(i, s)) ≥ w(Ds,i). En particular, como los costos de los
colores neutrales son iguales, tenemos que w(Ss|P (i,s)) ≥ w(Ds,i|P (i,s)) = w(D|P (i,s)).
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Entonces:

w(Ss) =
rs∑
i=0

w(Ss|I(i,s)) (6.4)

≥
rs∑
i=0

w(Ss|P (i,s)) (6.5)

≥
rs∑
i=0

w(D|P (i,s)) (6.6)

= w(D)−
rs−1∑
i=0

(w(D|Vik+s−1
) +w(D|Vik+s

)) (6.7)

porque:

(6.4) los conjuntos I(i, s) forman una partición de los vértices de G,

(6.5) P (i, s) ⊆ I(i, s) para todo i ∈ [[0, rs]], y el costo de asignar colores neutrales es
mayor o igual a 0,

(6.6) w(Ss|P (i,s)) ≥ w(D|P (i,s)) para todo i ∈ [[0, rs]],

(6.7) los niveles ik + s − 1 y ik + s, para todo i ∈ [[0, rs − 1]], son los únicos que no
pertenecen a ningún P (j, s).

Por el Principio del Palomar,

mı́n

{
rs−1∑
i=0

(w(D|Vik+s−1
) +w(D|Vik+s

)) : s ∈ [[2, k + 1]]

}
≤ 2

k
w(D).

Luego, máx{w(Ss) : s ∈ [[2, k + 1]]} ≥
(
1− 2

k

)
w(D). En conclusión, podemos

aproximar en tiempo polinomial el problema Π por un factor de 1 − 2
k
. El siguiente

resultado es una consecuencia inmediata de lo anterior.

Teorema 6.4.1. Sea Π un problema 1-localmente verificable que admite un
sistema de vecindades parciales polinomial, con cantidad polinomial de colores,
(Weights,⪯,⊕) = (R−∞,≥,+) y una función de peso simple, y que además cuenta
con un conjunto de colores neutrales. Luego, Π admite un esquema de aproximación
de tiempo polinomial (PTAS) en grafos planares.





Caṕıtulo 7

Aplicaciones

En este caṕıtulo mostramos cómo modelar diferentes problemas bajo el marco de
problemas localmente verificables, incluyendo propiedades globales en algunos casos.
Como consecuencia inmediata de reconocer las restricciones que estos modelos satis-
facen, se obtienen sus complejidades parametrizadas por treewidth, clique-width y/o
mim-width, según corresponda. Adicionalmente, si satisfacen las restricciones dadas
en el Caṕıtulo 6, también se obtiene inmediatamente un esquema de aproximación
de tiempo polinomial en grafos planares. A menos que se indique lo contrario, has-
ta donde sabemos, estos resultados eran desconocidos previo a su publicación en los
art́ıculos [16,41,103] o a esta tesis. Por otro lado, en las últimas dos secciones veremos
cómo modelar problemas ampliamente estudiados en las clases de grafos que son de
interés aqúı, ya que los problemas aśı modelados pueden ser fácilmente modificados o
combinados con propiedades globales, incluso considerando versiones de distancia de
ellos, y además pueden servir de inspiración para el modelo de otros problemas en el
marco aqúı presentado.

Con el fin de facilitar la lectura, a lo largo de las siguientes secciones supondremos
que, a menos que se indique lo contrario, las definiciones de las distintas funciones serán
dadas para todos los elementos del dominio.

7.1. Dominación romana

Sea k un entero positivo. Una función [k]-dominante romana en un grafo G es una
función f : V (G)→ [[0, k+1]] tal que

∑
u∈NG[v] f(u) ≥ |AN

f
G(v)|+k para todo v ∈ V (G),

donde AN f
G(v) = {u ∈ NG(v) : f(u) ≥ 1} (este conjunto se llama la vecindad activa

de v). El peso de una función [k]-dominante romana f es
∑

v∈V (G) f(v), y el mı́nimo

peso de una tal función en G es el número de [k]-dominación romana de G, notado
γ[kR](G). El problema [k]-Dominación Romana consiste en calcular el número de
[k]-dominación romana de un grafo dado. Este problema fue definido por primera vez
en [6] como una generalización de Dominación Romana y Dominación Romana
Doble [21, 62]. En [2] se probó que este segundo problema es NP-dif́ıcil para grafos
bipartitos y cordales.

Podemos modelar este problema como un problema 1-localmente verificable de la
siguiente manera:

• Colors = [[0, k + 1]],

95
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• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(v, c) = c(v),

• check(v, c) =
(∑

u∈NG[v] c(u) ≥ |AN c
G(v)|+ k

)
.

Podemos ver que
∑

u∈NG[v] c(u)−|AN c
G(v)| = c(v)+

∑
u∈ANc

G(v)(c(u)−1) y entonces

la función check es contadora de colores con la siguiente función asociada:

check′(v, a, µ) =

(
a+

k+1∑
j=1

(j − 1)µj ≥ k

)
.

Esta función es además k-estable. Por otro lado, la función de peso también es k-
estable y la cantidad de colores es constante. Por los Corolarios 3.1.8, 4.1.11 y 5.1.4,
[k]-Dominación Romana es FPT lineal parametrizado por treewidth, FPT parame-
trizado por clique-width (lineal en caso de contar con una expresión clique-width) y
XP parametrizado por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado.

Más aún, notemos que también se cumplen las restricciones del Caṕıtulo 6: es
un problema de minimización, con cantidad polinomial de colores, con un sistema de
vecindades polinomial, con pesos en los números reales y que admite una jerarqúıa
de colores (en concreto, comb(v, i, j) = mı́n(k + 1, i + j) para todo vértice v y todos
i, j ∈ Colors). Por lo tanto, admite un PTAS en grafos planares.

Similarmente, basándose en {2}-Dominacion Romana [57] (también llamada
Dominación Italiana [112]), en [173] definieron la {k}-Dominacion Romana.
En este problema hay que encontrar el menor peso de una función f : [[0, k]] tal que∑

u∈NG(v) f(u) ≥ k para todos los vértices v ∈ V (G) con f(v) = 0. Claramente este
problema también es un problema 1-localmente verificable con cantidad constante co-
lores y funciones k-estables, y por lo tanto FPT lineal parametrizado por treewidth,
FPT parametrizado por clique-width y XP parametrizado por la mim-width de un
árbol binario de descomposición dado. Además también admite un PTAS en grafos
planares. Este último hecho resulta interesante ya que {2}-Dominacion Romana es
NP-dif́ıcil en grafos planares [150], incluso en bipartitos planares [81].

Existen muchas otras variantes de [k]-Dominación Romana para las cuales tam-
bién se puede dar un modelo con cantidad constante de colores y funciones k-estables,
a saber: total [157], independiente [137], independiente exterior [3], perfecta [18] y per-
fecta doble [75]. Las definiciones formales de todos estos problemas se encuentran en el
Apéndice A y la Tabla 7.1 resume sus modelos como problema 1-localmente verificable
con funciones contadoras de colores. Estas variantes son, entonces, XP parametrizadas
por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado, FPT parametrizadas
por clique-width y FPT lineal parametrizadas por treewidth. Además, las restricciones
para problemas de minimización dadas en el Caṕıtulo 6 se cumplen para las variantes
total e independiente exterior, por lo tanto estos dos problemas también admiten PTAS
en grafos planares.

Para las variantes con signo [5] y total con signo [172], notemos que podemos mo-
delarlas como problemas con funciones contadoras de colores y entonces, por el Coro-
lario 4.1.9, son XP parametrizadas por clique-width. Sin embargo, no podemos dar un
modelo con funciones d-estables para ninguna constante d, por lo tanto su complejidad
parametrizada por mim-width sigue abierta.
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Variante Colors check′ (v, a, µ)

Total [[0, k + 1]]
(
a+

∑k+1
j=1 (j − 1)µj ≥ k

)
∧
(
a > 0⇒

∑k+1
j=1 µj ≥ 1

)
Independiente [[0, k + 1]]

(
a+

∑k+1
j=1 (j − 1)µj ≥ k

)
∧
(
a > 0⇒

∑k+1
j=1 µj = 0

)
Independiente exterior [[0, k + 1]]

(
a+

∑k+1
j=1 (j − 1)µj ≥ k

)
∧ (a = 0⇒ µ0 = 0)

Perfecta {0, 1, 2} a = 0⇒ µ2 = 1

Perfecta doble {0, 1, 2, 3} (a = 0⇒ ((µ2 = 2 ∧ µ3 = 0) ∨ (µ2 = 0 ∧ µ3 = 1)))
∧ (a = 1⇒ (µ2 = 1 ∧ µ3 = 0))

Con signo {−1, 1, 2} (a− µ−1 + µ1 + 2µ2 ≥ k) ∧ (a = −1⇒ µ2 ≥ 1)

Total con signo {−1, 1, 2} (−µ−1 + µ1 + 2µ2 ≥ k) ∧ (a = −1⇒ µ2 ≥ 1)

Tabla 7.1: Algunas variantes de dominación romana. En todos los casos, el conjunto de
pesos es (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+) y la función de peso es w(v, c) = c(v). Las
funciones de verificación son contadoras de colores y se expresan directamente como
tales.

Una variante particular que definimos en [41] es la llamada [k]-Dominación Ro-
mana Maximal, la cual surgió como una generalización de Dominación Maxi-
mal [131], Dominación Romana Maximal [1] y Doble Dominación Romana
Maximal [4]. Una función [k]-dominante romana maximal en un grafo G es una
función f : V (G) → [[0, k + 1]] tal que f es una función [k]-dominante romana y
{v ∈ V (G) : f(v) = 0} no es un conjunto dominante. El peso de una tal función
f es

∑
v∈V (G) f(v), y el mı́nimo peso de tales funciones en G es el número de [k]-

dominación romana maximal de G (γm[kR](G)). El problema de determinar γm[kR](G)
puede ser modelado como un problema 1-localmente verificable con 2k + 3 colores,
funciones k-estables y con propiedades globales de tamaño:

• Colors = [[−(k + 1), k + 1]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w′(v, a, µ) = |a|,

• check′(v, a, µ) = ((|a|+
∑k+1

j=1(j − 1)(µj + µ−j) ≥ k) ∧ (a < 0⇒ µ0 = 0)),

• propiedad global de tamaño: existe por lo menos 1 vértice cuyo color está en
[[−(k − 1),−1]].

En este modelo estamos usando colores especiales (los valores negativos) para aque-
llos vértices que no son dominados por vértices con color 0, y justamente requerimos
que exista al menos un vértice con alguno de estos colores. Por los resultados de los
Caṕıtulos 3, 4 y 5, este problema es FPT lineal parametrizado por treewidth, FPT por
clique-width y XP por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado.

Otra variante que vale la pena mencionar es la llamada [k]-Dominación Romana
Global que presentamos en [16] como una generalización natural de los problemas
Dominación Romana Global [153],Doble Dominación Romana Global [158]
y Triple Dominación Romana Global [145]. Una función [k]-dominante romana
global en un grafo G es una función [k]-dominante romana tanto en G como en su
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complemento G. El problema consiste en calcular el mı́nimo peso de una tal función
en un grafo dado.

Vamos a mostrar que este problema es XP parametrizado por clique-width, y para
ello primero vamos a definir un problema auxiliar:

[k]-Dominación Romana Global de Tamaño Espećıfico

Instancia: Un grafo G y k + 2 enteros no negativos s0, . . . , sk+1 tales que
∑k+1

i=0 si =
|V (G)|.

Pregunta: ¿Es cierto que G admite una función [k]-dominante romana global f tal
que, para todo i ∈ [[0, k+1]], si es igual a la cantidad de vértices v ∈ V (G)
con f(v) = i?

Este último problema puede ser modelado como un problema 1-localmente verifi-
cable con funciones contadoras de colores y propiedades globales de tamaño y, por el
Corolario 4.1.11, es XP parametrizado por clique-width:

• Colors = [[0, k + 1]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w′(v, a, µ) = a,

• check′(v, a, µ) = (a+
∑k+1

j=1(j − 1)µj ≥ k) ∧ (
∑k+1

j=1(j − 1)(sj − µj) ≥ k),

• para todo a ∈ Colors, pedimos que el tamaño de la clase de color a sea sa.

Finalmente, para resolver [k]-Dominación Romana Global, iteramos suce-
sivamente sobre todas las posibles combinaciones de valores s0, . . . , sk+1 tales que∑k+1

i=0 si = |V (G)| y si ≥ 0 para todo i ∈ [[0, k + 1]]. Notemos que la cantidad de
tales combinaciones es menor a (|V (G)| + 1)k+2. Para cada combinación, resolvemos
[k]-Dominación Romana Global de Tamaño Espećıfico, y luego buscamos la
mejor entre las soluciones encontradas.

7.2. Dominación dual

En el art́ıculo [64] se definen tres variantes recientes del problema de dominación.
Dado un grafo particionado en vértices positivos (V +) y negativos (V −), en cada uno de
estos tres problemas queremos encontrar un subconjunto de vértices positivos D ⊆ V +

pero que satisfaga distintas condiciones:

• Máxima Dominación Dual Acotada (en inglés, maximum bounded dual do-
mination, abreviado MBDD): para un entero k dado como entrada, |N [D]∩V −| ≤
k y |N [D] ∩ V +| es lo más grande posible.

• Máxima Dominación Dual (en inglés, maximum dual domination, abreviado
MDD): D es tal que maximiza |N [D] ∩ V +| − |N [D] ∩ V −|.

• Mı́nima Dominación Dual Negativa (en inglés, minimum negative dual do-
mination, abreviado mNDD): D domina V + (es decir, V + ⊆ N [D]) y minimiza
|N [D] ∩ V −|.
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Todos estos problemas son NP-dif́ıciles y existen algoritmos de tiempo lineal para
resolver MDD y mNDD en árboles, aśı como un algoritmo de tiempo O(k2|V (G)|)
para resolver MBDD en árboles [64].

Vamos a mostrar que todos ellos se pueden modelar como problemas 1-localmente
verificables con cantidad constante de colores y funciones 1-estables, uno de ellos adi-
cionalmente con una propiedad global de tamaño. En estos modelos, el conjunto D que
buscamos corresponde a la clase de color d.

• Máxima Dominación Dual Acotada (MBDD):

• Colors = {d,n+,n−,n},
• (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+),

• w′(v, a, µ) =

{
1 si a ∈ {d,n+} ,
0 si no,

• check′(v, a, µ) =


v ∈ V + si a = d,

v ∈ V + ∧ µd ≥ 1 si a = n+,

v ∈ V − ∧ µd ≥ 1 si a = n−,

µd = 0 si a = n,

• propiedad global: la cantidad de vértices de color n− es a lo sumo k.

• Máxima Dominación Dual (MDD):

• Colors = {d,n+,n−,n},
• (Weights,⪯,⊕) = (Z−∞,≥,+),

• w′(v, a, µ) =


1 si a ∈ {d,n+} ,
−1 si a = n−,

0 si no,

• check′(v, a, µ) =


v ∈ V + si a = d,

v ∈ V + ∧ µd ≥ 1 si a = n+,

v ∈ V − ∧ µd ≥ 1 si a = n−,

µd = 0 si a = n.

• Mı́nima Dominación Dual Negativa (mNDD):

• Colors = {d,n+,n−,n},
• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w′(v, a, µ) =

{
1 si a = n−,

0 si no,

• check′(v, a, µ) =


v ∈ V + si a = d,

v ∈ V + ∧ µd ≥ 1 si a = n+,

v ∈ V − ∧ µd ≥ 1 si a = n−,

v ∈ V − ∧ µd = 0 si a = n.

Por lo tanto, estos tres problemas son XP parametrizados por la mim-width de un
árbol binario de descomposición dado, y FPT parametrizados por clique-width.
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7.3. Coloreos felices

Dado un grafo G y una asignación de colores a vértices c, decimos que un vérti-
ce v es feliz si todos sus vecinos reciben también el color c(v). El problema llamado
Máximo Conjunto de Vértices k-Felices (en inglés, k-maximum happy vertices,
abreviado k-MHV), definido en [175], consiste en determinar la máxima cantidad de
vértices felices que se pueden obtener extendiendo un coloreo parcial dado, utilizando
k colores. Para cada k ≥ 3, este problema es NP-dif́ıcil [175] pero es FPT parame-
trizado por clique-width y resoluble en tiempo polinomial en grafos de intervalo [31].
En [9] se define una generalización natural a grafos pesados, donde hay una función
w : V (G) → N y queremos maximizar la suma de w(v) entre todos los vértices felices
v, y se prueba que es FPT parametrizado por treewidth. Podemos modelar k-MHV
(tanto en su versión original como pesada) como un problema 1-localmente verificable
con 2k colores y funciones 1-estables, de la siguiente manera. Sean P el conjunto de
vértices pre-coloreados y p(v) el color que recibe cada v ∈ P en este pre-coloreo. Luego:

• Colors = {i1, f1, . . . , ik, fk},

• (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+),

• w′(v, a, µ) =

{
w(v) si a = fi para algún i ∈ [[1, k]],

0 si no,

• check′(v, a, µ) = (v ∈ P ⇒ a ∈ {ip(v), fp(v)}) ∧ ((∃i ∈ [[1, k]]. a = fi) ⇒ ∀j ∈
[[1, k]]− {i}. µij + µfj = 0).

En este modelo, los colores indican si un vértice es feliz (f) o no (i). Por tener funciones
1-estables y cantidad constante de colores, es FPT lineal parametrizado por treewidth,
FPT parametrizado por clique-width y XP parametrizado por la mim-width de un árbol
binario de descomposición dado. Notemos que este es un problema de maximización
y el conjunto de colores {i1, . . . , ik} cumple la definición de los colores neutrales (ver
Caṕıtulo 6). Por lo tanto, admite un PTAS en grafos planares.

Un problema relacionado con estos es el de Máximo conjunto feliz (en inglés,
maximum happy set, abreviado MaxHS), definido en [15], donde se busca un subconjun-
to S de k vértices que maximice la cantidad de vértices v ∈ S tales que N [v] ⊆ S. Este
problema es NP-dif́ıcil [15] pero también FPT parametrizado por clique-width [142],
y resoluble en tiempo polinomial en grafos de intervalo [14]. Con el siguiente modelo
mostramos que MaxHS se puede expresar como un problema 1-localmente verificable
con 2 colores, funciones 1-estables y una propiedad global de tamaño.

• Colors = {s, s},

• (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+),

• w′(v, a, µ) =

{
1 si a = s y µs = 0,

0 si no,

• check′(v, a, µ) = True,

• propiedad global: el tamaño de la clase de color s es k.
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En conclusión, este problema también es XP parametrizado por la mim-width de un
árbol binario de descomposición dado.

7.4. Coloreo localmente acotado

Supongamos que tenemos un grafo G, dos enteros positivos p y k, una partición de
V (G) en p subconjuntos V1, . . . , Vp, y pk cotas enteras ni,j, con i ∈ [[1, p]] y j ∈ [[1, k]],

tales que
∑k

j=1 ni,j = |Vi| para cada i ∈ [[1, p]]. El problema llamado k-Coloreo Lo-
calmente Acotado (en inglés, locally bounded k-coloring) definido en [25], consiste
en determinar si existe un coloreo de G que use k colores y tal que ningún par de
vecinos reciba el mismo color y que, para cada i ∈ [[1, p]] y cada j ∈ [[1, k]], la cantidad
de vértices con color j en Vi es ni,j. Para valores fijos de p y k, este problema es NP-
completo [25] y es FPT parametrizado por treewidth y resoluble en tiempo polinomial
en cografos [24].

Proponemos el siguiente modelo para este problema, con p y k fijos, como un proble-
ma 1-localmente verificable con pk colores, funciones 1-estables y propiedades globales
de tamaño.

• Colors = [[1, p]]× [[1, k]],

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1} ,≤,máx),

• w′(v, (i, j), µ) = 0,

• check′(v, (i, j), µ) =
(
v ∈ Vi ∧

∑p
i′=1 µ(i′,j) = 0

)
,

• propiedad global: para cada par (i, j) ∈ Colors, la cantidad de vértices de color
(i, j) es ni,j.

Por lo tanto, este problema es XP parametrizado por la mim-width de un árbol
binario de descomposición dado, y FPT parametrizado por clique-width.

7.5. Coloreos libres de conflictos

Los problemas de coloreos libres de conflictos son un conjunto de problemas en los
cuales se busca un coloreo del grafo tal que en la vecindad de cada vértice exista un color
que aparece exactamente una vez. El primero de estos problemas fue definido en [79]
y a partir de entonces diversas variantes fueron estudiadas (por ejemplo, en [30]). Las
diferencias son según si la vecindad se considera abierta o cerrada, y según el conjunto
de colores. A continuación definiremos algunas que son de nuestro interés para este
trabajo.

Dado un grafo G, decimos que un coloreo c de los vértices de G es un:

• CFON k-coloreo si c : V (G) → [[1, k]] y es tal que para cada vértice v ∈ V (G)
existe al menos un vértice u ∈ N(v) tal que ningún otro vértice en N(v) tiene
color c(u).

• CFCN k-coloreo si c : V (G) → [[1, k]] y es tal que para cada vértice v ∈ V (G)
existe al menos un vértice u ∈ N [v] tal que ningún otro vértice en N [v] tiene
color c(u).
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• CFON∗ k-coloreo si c : V (G) → [[0, k]] y es tal que para cada vértice v ∈ V (G)
existe al menos un vértice u ∈ N(v) con c(u) ̸= 0 y tal que ningún otro vértice
en N(v) tiene color c(u).

• CFCN∗ k-coloreo si c : V (G) → [[0, k]] y es tal que para cada vértice v ∈ V (G)
existe al menos un vértice u ∈ N [v] con c(u) ̸= 0 y tal que ningún otro vértice
en N [v] tiene color c(u).

Cada problema, entonces, consiste en determinar si existe un tal coloreo. Los problemas
sobre coloreos CFCN∗ y CFON∗ son NP-completos [7] y además fue probado en [30] que
estos problemas son FPT parametrizados por clique-width más k. Más aún, también
en [30], muestran que todo grafo de intervalo admite un CFON∗ 3-coloreo y preguntan
si existe un algoritmo polinomial para resolver el problema de coloreo CFON∗ en grafos
de intervalo.

Mostraremos cómo modelar uno de ellos, CFON∗ k-coloreo, como un problema
1-localmente verificable con k + 1 colores y funciones 2-estables. Los restantes proble-
mas también se pueden modelar de forma muy similar como problemas 1-localmente
verificables con funciones 2-estables y cantidad constante de colores.

• Colors = {0, . . . , k},

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1} ,≤,máx),

• w′(v, a, µ) = 0,

• check′(v, a, µ) = (∃j ∈ [[1, k]]. µj = 1).

Como consecuencia, todos estos problemas son XP parametrizados por w+k, donde w
es la mim-width de un árbol binario de descomposición dado, y FPT parametrizados
por clique-width más k. Como los los grafos de intervalo tienen mim-width 1, esto
responde a la pregunta planteada en [30].

Independientemente, en [26] se presentan fórmulas en lógica A&C DN para dos
de estas variantes, probando aśı también que estos problemas son XP parametrizados
por w + k, donde w es la mim-width de un árbol binario de descomposición dado.
Sin embargo, la complejidad que resulta de aplicar el algoritmo de [26], nO(wk2), es
ligeramente mayor que la resultante de aplicar el algoritmo de la Sección 5.1, nO(wk).

7.6. Empaquetamientos generalizados

En [113] definen la siguiente generalización de los problemas de empaquetamien-
to. Sea G un grafo y sean k y u dos vectores de enteros positivos indexados por los
vértices de G. Una función (k, u)-empaquetadora de G es una función f : V (G) → N
tal que f(v) ≤ u[v] y

∑
w∈NG[v] f(w) ≤ k[v] para todo v ∈ V (G). El problema de la

Función Empaquetadora Generalizada (GPF) tiene como entrada a G, k y u, y
pide encontrar el mayor peso de una función (k, u)-empaquetadora. Cuando contamos
con la restricción adicional de que k[v] ≤ M para todo v ∈ V (G), para algún entero
positivo M fijo, hablamos del problema M -GPF. Fue probado en [113] que, para toda
constante entera positiva M , el problema M -GPF se puede resolver en tiempo polino-
mial en grafos de clique-width acotada, y que GPF se puede resolver en tiempo lineal



7.7. PROBLEMAS DE PARTICIÓN EN SUBGRAFOS DENSOS 103

en grafos llamados fuertemente cordales (en inglés, strongly chordal). Sin embargo, la
complejidad de GPF en grafos de clique-width acotada permanećıa abierta.

Veamos que GPF puede ser modelado como un problema 1-localmente verificable
con U = máx{u[v] : v ∈ V (G)} colores:

• Colors = [[0, U ]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+),

• w(v, c) = c(v),

• check(v, c) =
(
c(v) ≤ u[v] ∧

∑
w∈NG[v] f(w) ≤ k[v]

)
.

Este modelo admite un sistema de vecindades parciales universal. En efecto, sea T =
máxv∈V (G){mı́n(k[v] + 1,

∑
w∈N(v) u[w])}, luego:

• N = [[0, T ]],

• n⊞ n′ = mı́n(T, n+ n′),

• newN(w, b) = mı́n(T, b),

• wv,a(n) = a,

• checkv,a(n) = (a ≤ u[v] ∧ n+ a ≤ k[v]).

Es más, este sistema es polinomial (resp. constante) si U y T son polinomiales (resp.
constantes) en |V (G)|. Por lo tanto, si k[v] y u[v] son polinomiales (resp. constantes)
en |V (G)| para todo v ∈ V (G), entonces GPF es XP (resp. FPT) parametrizado por
clique-width.

En el caso de M -GPF, notemos que la cantidad de colores es a lo sumo M + 1 y
además las funciones de peso y verificación son M -estables:

• w′(v, a, µ) = a,

• check′(v, a, µ) =
(
a ≤ u[v] ∧ a+

∑M
i=0 i · µi ≤ k[v]

)
.

Entonces, para toda constante entera positiva M , el problema M -GPF es además XP
parametrizado por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado.

7.7. Problemas de partición en subgrafos densos

7.7.1. Comunidades

Dado un grafo G, una estructura comunitaria (en inglés, community structure, de-
finida en [146]) es una partición {C1, . . . , Ck} de los vértices de G en k ≥ 2 conjuntos
llamados comunidades y tales que

• |Ci| ≥ 2 para todo i ∈ [[1, k]], y

• |NG(v)∩Ci|
|Ci|−1

≥ |NG(v)∩Cj |
|Cj | para todos i, j ∈ [[1, k]], con i ̸= j, y v ∈ Ci.
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El problema de decidir si un grafo dado admite una estructura comunitaria con
k comunidades se conoce como el problema de k-Comunidad, y fue originalmente
definido para k = 2 en [19]. La complejidad de 2-Comunidad todav́ıa es una pregunta
abierta, conociéndose sólo unas pocas clases de grafos en las cuales este problema es
resoluble en tiempo polinomial. Estas clases incluyen grafos de grado máximo 3 y grafos
de grado mı́nimo |V (G)| − 3 [19].

Mostraremos aqúı que, para cada valor fijo de k, k-Comunidad es XP parame-
trizado por clique-width. Utilizaremos un enfoque muy similar al de [k]-Dominación
Romana global: primero definiremos una variante del problema en la cual requeri-
mos un tamaño fijo para cada comunidad, para luego iterar sobre todos los posibles
tamaños.

k-Comunidad de Tamaño Espećıfico

Instancia: Un grafo G y k enteros s1, . . . , sk ≥ 2 tales que
∑k

i=1 si = |V (G)|.
Pregunta: ¿Es cierto que G admite una estructura comunitaria con k comunidades

{C1, . . . , Ck} tales que |Ci| = si para todo i ∈ [[1, k]]?

Este último problema puede ser modelado como un problema 1-localmente verifi-
cable con k colores, funciones contadoras de colores y propiedades globales de tamaño,
y por lo tanto es XP parametrizado por clique-width más k.

• Colors = [[1, k]],

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w′(v, a, µ) = 0,

• check′(v, a, µ) =
(
∀b ∈ [[1, k]]. µa

sa−1
≥ µb

sb

)
,

• propiedad global: para todo a ∈ Colors, el tamaño de la clase de color a es sa.

Luego, para resolver k-Comunidad podemos iterar sobre todas las posibles com-
binaciones de s1, . . . , sk tales que

∑k
i=1 si = |V (G)| y si ≥ 2 para todo i ∈ [[1, k]],

resolviendo k-Comunidad de Tamaño Espećıfico para cada una de ellas. Por lo
tanto, también es XP parametrizado por clique-width para cada valor fijo de k.

Un análisis muy similar se puede hacer para la variante k-Comunidad Débil,
definida en [19], en la cual se requiere que la desigualdad a cumplir por cada vértice v

sea |NG[v]∩Ci|
|Ci|−1

≥ |NG(v)∩Cj |
|Cj | para todos i, j ∈ [[1, k]], con i ̸= j y v ∈ Ci. Es evidente que

alcanza con tomar la misma solución que antes pero cambiando la definición de check′

por check′(v, a, µ) =
(
∀b ∈ [[1, k]]. µa+1

sa−1
≥ µb

sb

)
. Aśı, el problema k-Comunidad Débil

es XP parametrizado por clique-width más k.
Otras variantes que podemos considerar son k-Comunidad Balanceada

(Débil), las cuales consisten en determinar si un grafo admite una estructura co-
munitaria (débil) con k comunidades del mismo tamaño. Claramente, estos problemas

son equivalentes a k-Comunidad (Débil) de Tamaño Espećıfico con si =
|V (G)|
k

para todo i ∈ [[1, k]], y aśı también son XP parametrizados por clique-width más k.
Lo interesante de estas variantes es que se pudo probar que 2-Comunidad Balan-
ceada (Débil) son NP-completos en general [19,77] y además se hab́ıa estudiado un
algoritmo polinomial para resolverlos en grafos de treewidth acotado [19].
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7.7.2. PDS

Sean G un grafo y S ⊂ V (G) tal que 2 ≤ |S| < |V (G)|. Decimos que el subgrafo de

G inducido por S (G[S]) es proporcionalmente denso si |NG(v)∩S|
|S|−1

≥ |NG(v)∩S|
|S| para to-

do v ∈ S. El problema llamado Máximo Subgrafo Proporcionalmente Denso
(en inglés, maximum proportionally dense subgraph, abreviado Max-PDS), definido
en [20], consiste en encontrar un subgrafo del grafo de entrada que sea proporcional-
mente denso y de tamaño máximo. Este problema es NP-dif́ıcil incluso en grafos split
o en grafos bipartitos, y es resoluble en tiempo lineal en grafos hamiltonianos cúbicos
(dado un ciclo hamiltoniano) [20].

Empleando la misma técnica que para los problemas de comunidades, definimos:

Max-PDS de Tamaño Espećıfico
Instancia: Un grafo G y un entero s tal que 2 ≤ s < |V (G)|.
Pregunta: ¿Es cierto queG admite un subgrafo proporcionalmente denso de s vértices?

Y lo modelamos como un problema 1-localmente verificable con 2 colores, funciones
contadoras de colores y propiedades globales de tamaño:

• Colors = {s, s},

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w′(v, a, µ) = 0,

• check′(v, a, µ) =
(
a = s⇒ µs

ss−1
≥ µs

ss

)
, siendo ss = |V (G)| − ss,

• propiedad global: el tamaño de la clase de color s es s.

Por lo tanto este problema y Max-PDS son XP parametrizados por clique-width.
Una variante de este problema, también definida en [20], es la llamada Extensión

de un Subgrafo Proporcionalmente Denso (PDS Extension). En ella, dado un
subconjunto de vértices U , buscamos un subgrafo proporcionalmente denso G[S] tal
que U ⊂ S. Por supuesto este problema también es NP-dif́ıcil pero hasta el momento
no se conoćıan algoritmos polinomiales para ninguna clase de grafos. Simplemente
modificando el modelo anterior de modo que Lv = {s} para todo v ∈ U , obtenemos el
primer algoritmo polinomial para clases de grafos de clique-width acotada.

7.7.3. Quasi-cliques

Dado un grafo G y un número real γ ∈ (0, 1], una γ-quasi-clique basada en grados,
definida en [139] bajo el nombre de grafo γ-quasi-completo, es un subconjunto S ⊆ V (G)
tal que el grado de cada vértice en el subgrafo G[S] es al menos γ(|S|− 1), es decir, tal

que |NG(v)∩S|
|S|−1

≥ γ para todo v ∈ S. El problema Máxima γ-quasi-clique basada en
grados consiste en encontrar una γ-quasi-clique basada en grados de tamaño máximo
en un grafo dado. Este problema es NP-dif́ıcil para cualquier γ fijo [148]. Notemos que
procediendo de forma prácticamente idéntica al caso de Max-PDS, pero cambiando la

función check′ por check′(v, a, µ) =
(
a = s⇒ µs

ss−1
≥ γ

)
, obtenemos que este problema

es XP parametrizado por clique-width.
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La densidad de un grafo H se define como 2|E(H)|
|V (H)|(|V (H)|−1)

. Dado un grafo G y un

número real γ ∈ (0, 1], una γ-quasi-clique (también llamada γ-quasi-clique basada en
aristas) es un subconjunto S ⊆ V (G) tal que la densidad de G[S] es al menos γ. Cuando
γ = 1, una γ-quasi-clique no es más que una clique. El problema de encontrar una γ-
quasi-clique máxima en un grafo dado es NP-dif́ıcil para cualquier γ ∈ (0, 1] [149].
Para resolver este problema en tiempo polinomial en grafos de clique-width acotada
no alcanza con modificar solamente la función check del enfoque anterior, tenemos que
fijar de alguna manera la cantidad de aristas de la quasi-clique. Esto se puede hacer
agregando una propiedad global de composición de condiciones locales que asegure que
la cantidad de aristas entre vértices de color s sea algún valor prefijado. Entonces, para
cada ss ∈ [[1, |V (G)|]] y ms ∈ [[1, |E(G)|]] tales que 2ms

ss(ss−1)
≥ γ, resolvemos el siguiente

problema 1-localmente verificable con propiedades globales que admite un sistema de
vecindades parciales universal polinomial:

• Colors = {s, s},

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1},≤,máx),

• w(v, c) = 0,

• check(v, c) = True,

• propiedad global 1: la cantidad de vértices de color s es ss (expresada como
composición de condiciones locales tenemos: M1 = [[0, ss]], m ⊗1 m′ = mı́n(m +
m′, ss), X

1 = {ss}, f 1(v, c) = 1 si c(v) = s y f 1(v, c) = 0 si no),

• propiedad global 2: la cantidad de aristas entre vértices de color s es ms (ex-
presada como composición de condiciones locales tenemos: M2 = [[0, 2ms]],
m⊗2 m′ = mı́n(m+m′, 2ms), X

2 = {2ms}, f 2(v, c) = |{u ∈ N(v) : c(u) = s}| si
c(v) = s y f 2(v, c) = 0 si no),

• N = [[0, |∆(G)|]],

• n⊞ n′ = mı́n(n+ n′, |∆(G)|),

• newN(u, b) =

{
1 si b = s

0 si no,

• wv,a(n) = 0,

• checkv,a(n) = True,

• f 1
v,a(n) =

{
1 si a = s

0 si no,

• f 2
v,a(n) =

{
n si a = s

0 si no,
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Entonces cada uno de estos problemas es XP parametrizado por clique-width. Luego
basta con buscar la mejor solución entre todas las obtenidas, es decir, una solución de
peso 0 que maximice ss. Por lo tanto, el problema de encontrar el máximo tamaño de
una γ-quasi-clique es XP parametrizado por clique-width. Observemos que si bien las
funciones check, w y f 1 son 1-estables, la función f 2 es no-estable, y por este motivo
no podemos aplicar el algoritmo del Caṕıtulo 5.

7.8. b-coloreo

Dado un grafo G, un b-coloreo de G es un coloreo de los vértices de G de modo que
ningún par de vecinos reciba el mismo color y que cada clase de color contenga por
lo menos un vértice (llamado b-vértice) que tenga vecinos en todas las otras clases de
colores. El número b-cromático de G es el máximo k tal que G admite un b-coloreo con
k colores. Estas nociones fueron definidas en [118]. En el problema conocido como b-
Coloreo, dado un grafo G y un entero k, se pregunta si G admite un b-coloreo con k
colores. Este problema es NP-completo incluso en grafos bipartitos [129]. Sin embargo,
este problema es XP parametrizado por clique-width [122] y XP parametrizado por
thinness propia (pthin) más k [39].

Mostraremos aqúı que b-Coloreo puede ser modelado como un problema 1-
localmente verificable con 2k colores, con funciones 1-estables y propiedades globales
de tamaño:

• Colors = [[−k,−1]] ∪ [[1, k]],

• (Weights,⪯,⊕) = ({0, 1} ,≤,máx),

• w′(v, a, µ) = 0,

• check′(v, a, µ) =

{
µa + µ−a = 0 si a > 0,

µa + µ−a = 0 ∧ ∀i ∈ [[1, k]]− {a} . µi + µ−i ≥ 1 si no,

• propiedad global: para cada a ∈ [[−k,−1]], el tamaño de la clase de color a es al
menos 1.

Es fácil ver que un coloreo propio que satisface la propiedad global se corresponde
con un b-coloreo, donde los vértices cuyo color es un número negativo representan a
los b-vértices. De esta manera, b-Coloreo es XP parametrizado por w + k, siendo
w la mim-width de un árbol binario de descomposición dado, y FPT parametrizado
por clique-width más k. Como mimw(G) ≤ pthin(G) (consecuencia directa de [39,
Teorema 9]), este resultado generaliza el obtenido en [39] respecto a b-Coloreo en
grafos de thinness propia acotada.

Tal como ocurrió con los problemas de coloreos libres de conflictos, simultáneamen-
te en [26] se expresa este problema en lógica A&C DN, para k fijo. Nuevamente, la
complejidad que resulta de aplicar el algoritmo de [26] a esta expresión en lógica A&C
DN es ligeramente mayor que la resultante de aplicar el algoritmo de la Sección 5.1 a
nuestra formulación como problema 1-localmente verificable con funciones 1-estables.
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7.9. Coloreo aditivo

Un coloreo aditivo (también llamado etiquetado afortunado), definido en [70], es
una asignación de enteros positivos a vértices de un grafo tal que para cada par de
vecinos, las sumas de los valores asignados a sus vecinos son diferentes. El menor valor
posible del máximo entero asignado a los vértices de un grafo G se denota η(G). Se
demostró en [11] que η(G) ≤ ∆(G)2−∆(G) + 1 para todo grafo G. Llamemos C(G) a
esta cota superior.

Vamos a modelar el problema de calcular η(G) como un problema 1-localmente
verificable con un sistema de vecindades parciales polinomial. Los colores son pares
(n, s), donde n representa el número asignado al vértice y s la suma esperada de los
números asignados a los vecinos.

• Colors = [[1, C(G)]]× [[1,∆(G)C(G)]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,máx),

• w(v, c) = c(v)1,

• check(v, c) = (∀u ∈ NG(v). c(u)2 ̸= c(v)2) ∧
(
c(v)2 =

∑
u∈NG(v) c(u)1

)
,

• Nv,i = Bool× [[1,∆(G)C(G) + 1]],

• n⊞v,i n′ = (n1 ∧ n′
1,mı́n(n2 + n′

2,∆(G)C(G) + 1)),

• newN v,i(u, j) = (i2 ̸= j2, j1),

• wv,i(n) = i1,

• checkv,i(n) = (n1 ∧ (i2 = n2)).

La cantidad de colores es O(∆(G)5) y N es O(∆(G)3), lo que implica que este
problema es XP parametrizado por treewidth, y FPT lineal parametrizado por car-
vingwidth. Otro algoritmo polinomial en clases de treewidth acotada fue obtenido por
R. Grappe, L. N. Grippo y M. Valencia-Pabon (comunicación personal).

7.10. Mı́nima violación cromática

El presente problema NP-dif́ıcil fue definido en [44] como una generalización del
problema de k-coloreo. Dado un grafo G, un conjunto de aristas débiles F ⊆ E(G) y
un entero positivo k, el problema Mı́nima violación cromática pregunta si existe
un k-coloreo del grafo G′ = (V (G), E(G) − F ) que minimiza la cantidad de aristas
débiles de G con ambos extremos del mismo color. Podemos reducir este problema al
siguiente problema 1-localmente verificable en el grafo de subdivisión S(G):

• Lv = [[1, k]] para todo vértice v ∈ V (G),
Luv = Lu × Lv para toda arista uv ∈ E(G),

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),
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• para todo vértice v ∈ V (G), w(v, c) = 0,
para toda arista uv ∈ E(G), w(uv, c) = 1 si c(uv) = (i, i) para algún i ∈ Lu∩Lv,
y w(uv, c) = 0 si no,

• check(v, c) = True para todo vértice v ∈ V (G),
check(uv, c) = (c(uv) = (c(u), c(v))) para toda arista débil uv ∈ F , y
check(uv, c) = (c(uv) = (c(u), c(v)) ∧ c(u) ̸= c(v)) para toda arista no-débil
uv ∈ E(G)− F .

Esencialmente, las aristas de G son coloreadas con pares de enteros (representando los
colores de los extremos), los pesos son tales que si una arista recibe un color que es
un par de números iguales entonces su peso es 1 y de lo contrario es 0, y la función
de verificación controla que efectivamente los enteros del par se correspondan con los
colores de los extremos y además controla que para las aristas no-débiles (fuera de F )
estos enteros sean distintos.

A continuación proponemos un sistema de vecindades parciales constante para el
modelo anterior:

• Nv,i = Bool para todos v ∈ V (S(G)), i ∈ Lv,

• n⊞v,i n′ = (n ∧ n′) para todos v ∈ V (S(G)), i ∈ Lv y n, n′ ∈ Nv,i,

• newN v,i(e, j) = True para todos v ∈ V (G), i ∈ Lv, e ∈ NS(G)(v), j ∈ Le,
newNuv,(cu,cv)(u, j) = (j = cu) para todos uv ∈ E(G), cu ∈ Lu, cv ∈ Lv, j ∈ Lu,
newNuv,(cu,cv)(v, j) = (j = cv) para todos uv ∈ E(G), cu ∈ Lu, cv ∈ Lv, j ∈ Lv,

• wv,i(n) = 0 para todos v ∈ V (G), i ∈ Lv,
wuv,(i,i)(n) = 1 para todos uv ∈ E(G), i ∈ Lu ∩ Lv,
wuv,(i,j)(n) = 0 para todos uv ∈ E(G), i ∈ Lu, j ∈ Lv − {i},

• checkv,i(n) = True para todos v ∈ V (G), i ∈ Lv, n ∈ Nv,i,
checkuv,(i,j)(n) = n para todos uv ∈ F, i ∈ Lu, j ∈ Lv, n ∈ Nuv,(i,j),
checkuv,(i,j)(n) = (n ∧ i ̸= j) para todos uv ∈ E(G) − F, i ∈ Lu, j ∈ Lv, n ∈
Nuv,(i,j).

Por lo tanto, Mı́nima violación cromática es XP parametrizado por treewidth.
Más aún, es FPT lineal parametrizado por treewidth más k.

7.11. Dominación Grundy

Una sucesión S = (v1, . . . , vk) de vértices distintos de un grafo G es una sucesión
dominante si {v1, . . . , vk} es un conjunto dominante de G. Por otro lado, S es una
sucesión legal si N [vi] −

⋃i−1
j=1N [vj] ̸= ∅ for each i, y es legal dominante si es legal y

dominante. Decimos que vi marca a los vértices del conjunto N [vi]−
⋃i−1
j=1N [vj], y que

vi es el marcador de cada u ∈ N [vi]−
⋃i−1
j=1N [vj] (notemos que cada vértice en V (G)

tiene un único marcador).
El problema de Dominación Grundy, defindo en [46], consiste en determinar la

máxima longitud de una sucesión legal dominante en un grafo dado. En ese mismo
art́ıculo se prueba que es NP-dif́ıcil incluso en grafos cordales. Por otra parte, se puede
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resolver en tiempo polinomial en árboles, grafos split y en cografos [46], y en grafos
block [102].

Dada una sucesión legal S, a cada vértice v ∈ V (G) se le puede asociar un par
(pv, fv), donde pv es la posición de v en S (o “⊥” si v no está en S) y fv indica la posición
en S del marcador de v, si existe, o cuaquier posición en caso contrario. Directamente de
la definición de sucesiones legales, podemos deducir el siguiente enunciado. Un conjunto
{(pv, fv) : v ∈ V (G)} determina a una sucesión legal si y sólo si:

1. para todo v ∈ V (G), existe a lo sumo un u ∈ NG[v] tal que fv = pu, y fv ≤ pw
para todo w ∈ NG[v] (i.e., v es marcado correctamente o no es marcado),

2. para todo v ∈ V (G), si pv ̸=⊥ entonces existe u ∈ NG[v] tal que fu = pv (i.e., si
v aparece en la sucesión entonces marca a al menos un vértice), y

3. pv ̸= pu para todo u, v ∈ V (G) tal que u ̸= v y pu ̸=⊥ (i.e., dos vértices que
aparecen en la sucesión no pueden tener la misma posición en ella).

Notemos que las condiciones 1 y 2 son localmente verificables, mientras que la
condición 3 no lo es. Sin embargo, afirmamos que Dominación Grundy puede ser
reducido al siguiente problema 1-localmente verificable. Sean n = |V (G)| y ⊥= n+ 1.

• Colors = ([[1, n]] ∪ {⊥})× [[1, n]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+),

• w(v, c) =

{
0 si c(v)1 =⊥,
1 si no,

• check(v, c) = ((existe a lo sumo un u ∈ NG[v] tal que c(v)2 = c(u)1)
∧ (∀u ∈ NG[v]. c(v)2 ≤ c(u)1)
∧ (c(v)1 ̸=⊥⇒ ∃u ∈ NG[v]. c(v)1 = c(u)2)
∧ (c(v)1 ̸=⊥⇒ ∀u ∈ NG(v). c(v)1 ̸= c(u)1)).

En efecto, sean G un grafo y c un coloreo propio de G en el anterior problema 1-
localmente verificable. Sean (pv, fv) = c(v) para todo v ∈ V (G). Las condiciones 1
y 2 son trivialmente satisfechas. Supongamos que no se cumple la condición 3. Luego,
existen dos vértices distintos u, v tales que pu = pv ̸=⊥. Por definición de check,
sabemos que

• u /∈ NG[v],

• si existe un vértice w tal que fw > pv = pu entonces v /∈ NG[w] y u /∈ NG[w] (aśı,
w /∈ NG[v] y w /∈ NG[u]), y

• si existe un vértice w ∈ NG[u] tal que fw = pv = pu entonces w /∈ NG[v].

Luego, NG[u] ∩ NG[v] = F tal que fw < pu = pv para todo w ∈ F . Ahora podemos
asignar colores (p′w, f

′
w) para cada w ∈ V (G), de modo que

p′w =

{
pw si pw ≤ pu y w ̸= v

pw + 1 si no
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y

f ′
w =

{
fw si fw < pu, o fw = pu y w /∈ NG[v]

fw + 1 si no.

Es decir, avanzamos una posición a v y a todos los vértices que aparecen después
de u en S y aumentamos los fw necesarios. Es fácil ver que esta nueva asignación
preserva la “legalidad” de u (i.e., si NG[u] − {z : z ∈ NG[w] ∧ pw < pu} ̸= ∅ entonces
NG[u]− {z : z ∈ NG[w] ∧ p′w < p′v} ≠ ∅) y también la de todos los otros vértices.

Ya que la cantidad de colores es O(|V (G)|2) y con el fin de dar un algoritmo XP pa-
rametrizado por treewidth para Dominación Grundy, definimos el siguiente sistema
de vecindades parciales constante:

• Nv,(p,f) = {0, 1, 2} ×Bool×Bool×Bool,

• n⊞v,(p,f) n′ = (mı́n(n1 + n′
1, 2), n2 ∧ n′

2, n3 ∨ n′
3, n4 ∧ n′

4),

• newN v,(pv ,fv)(u, (pu, fu)) = n donde:

• n1 =

{
1 si fv = pu

0 si no,

• n2 = (fv ≤ pu),

• n3 = (pv = fu),

• n4 = (pv ̸= pu),

• wv,(p,f)(n) =

{
0 si p =⊥
1 si no,

• checkv,(p,f)(n) = ((n1 < 2 ∧ (n1 = 1⇒ f ̸= p))
∧ (n2 ∧ f ≤ p)
∧ (p ̸=⊥⇒ (n3 ∨ p = f))
∧ (p ̸=⊥⇒ n4)).

De forma muy similar también podemos probar que la variante total de este pro-
blema (Dominación Total Grundy [47], donde no se permite que ningún vértice
se marque a śı mismo) es XP parametrizada por treewidth.

Ambos son problemas de maximización donde el conjunto de colores {(⊥, f) : f ∈
[[1, n]]} cumple la definición de los colores neutrales (ver Caṕıtulo 6). Por lo tanto, cada
uno admite un PTAS en grafos planares.

7.12. Problemas que involucran aristas

Consideremos problemas localmente verificables donde cada arista debe cumplir con
una determinada condición respecto a sus extremos y aristas adyacentes. Mostraremos
cómo reducir estos problemas a problemas 1-localmente verificables en el grafo dentado
J(G) del grafo G de entrada. Consideramos separadamente dos tipos de problemas:
aquellos en los que no hay requerimientos sobre las aristas que involucren a las aristas
adyacentes, y aquellos en los que śı.
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Para el primer tipo de problemas, la reducción es directa. Quizás necesitemos dupli-
car los colores para distinguir los colores asignados a los vértices de los colores asigna-
dos a las aristas. Como ejemplo, vemos cómo modelar Cubrimiento por Vértices
(también llamado “cobertura de vértices”, vertex cover en inglés) como un problema
1-localmente verificable con un sistema de vecindades parciales constante.

• Lv = {0, 1} para todo vértice v ∈ V (G) y
Luv = {0} para toda arista uv ∈ E(G),

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+),

• w(ν, c) = c(ν) para todo elemento ν ∈ V (J(G)),

• check(v, c) = True para todo vértice v ∈ V (G) y
check(uv, c) = (c(u) + c(v) ≥ 1) para toda arista uv ∈ E(G),

• Nν,i = {0, 1} para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• n⊞ν,i n′ = mı́n(n+ n′, 1) para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• newNν,i(ν
′, j) = j para todos ν, ν ′ ∈ V (J(G)), i ∈ Lν , j ∈ Lν′ ,

• wν,i(n) = i para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• checkv,i(n) = True para todo vértice v ∈ V (G), i ∈ Lv y
checkuv,0(n) = (n ≥ 1) para toda arista uv ∈ E(G).

Notemos que Cubrimiento por Aristas (en inglés, edge cover) es esencialmente lo
mismo pero intercambiando vértices y aristas.

Respecto al segundo tipo de problemas, como dos aristas adyacentes en E(G) están
a distancia 2 en J(G), podemos usar las ideas que empleamos anteriormente para Do-
minación Semi-Total: los vecinos en J(G) de las aristas en E(G) (que son vértices
en V (G)) son los encargados de verificar los requerimientos de las aristas en E(G). Lo
ilustraremos para el problema de Emparejamiento Máximo (maximum matching):

• Lv = {0} para todo vértice v ∈ V (G) y
Luv = {0, 1} para toda arista uv ∈ E(G),

• (Weights,⪯,⊕) = (R−∞,≥,+),

• w(ν, c) = c(ν) para todo elemento ν ∈ V (J(G)),

• check(v, c) =
(∑

u∈NG(v) c(uv) ≤ 1
)
para todo vértice v ∈ V (G) y

check(uv, c) = True para toda arista uv ∈ E(G),

• Nν,i = {0, 1} para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• n⊞ν,i n′ = mı́n(n+ n′, 1) para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• newNν,i(ν
′, j) = j para todos ν, ν ′ ∈ V (J(G)), i ∈ Lν , j ∈ Lν′ ,

• wν,i(n) = i para todos ν ∈ V (J(G)), i ∈ Lν ,

• checkv,0(n) = (n ≤ 1) para todo vértice v ∈ V (G) y
checkuv,i(n) = True para toda arista uv ∈ E(G), i ∈ Luv.



Caṕıtulo 8

Relación con otros marcos generales

8.1. Problemas LCVS y LCVP

Sean σ y ρ conjuntos finitos o co-finitos de enteros no negativos. Un subconjunto
de vértices de un grafo G es un conjunto (σ, ρ) si para todo vértice v ∈ S tenemos
|N(v) ∩ S| ∈ σ y para todo vértice v ∈ V (G) − S tenemos |N(v) ∩ S| ∈ ρ. Los
llamados problemas localmente verificables de subconjuntos de vértices (en inglés, locally
checkable vertex subset, abreviado LCVS), definidos por Telle en [164], consisten en
encontrar un conjunto (σ, ρ) mı́nimo o máximo en un grafo dado, con la posibilidad de
que este grafo sea pesado.

Una generalización de estos problemas, definida también en [164], pregunta por una
partición del conjunto de vértices en un número constante q de clases, cada una de las
cuales debe satisfacer una cierta propiedad (σ, ρ), como se describe a continuación. Una
matriz de restricciones de grado D es una matriz de q×q cuyas entradas son conjuntos
finitos o co-finitos de enteros no negativos. Una D-partición de un grafo G es una
partición {V1, V2, . . . , Vq} de V (G) tal que, para todos i, j con 1 ≤ i, j ≤ q y para todo
v ∈ Vi, vale que |N(v)∩Vj| ∈ D[i, j]. Un problema localmente verificable de partición de
vértices (en inglés, locally checkable vertex partitioning, abreviado LCVP) consiste en
decidir si G tiene una D-partición. También existen variantes de optimización de este
problema en grafos pesados. Los problemas LCVP de distancia r se definen en [121]
como una generalización de los problemas LCVP en los cuales se considera, para cada
vértice v ∈ V (G), su vecindad de radio r, N r

G(v), en lugar de NG(v).

En [165], Telle y Proskurowski probaron que los problemas LCVP son FPT para-
metrizados por treewidth. Este resultado fue generalizado en [50], donde Bui-Xuan,
Telle y Vatshelle presentaron un algoritmo basado en programación dinámica para
resolver problemas LCVP dado un árbol binario de descomposición del grafo de en-
trada, cuya complejidad es FPT parametrizada por boolean-width. En [121], Jaffke,
Kwon, Strømme y Telle extienden este resultado, mostrando que este mismo algoritmo
se puede adaptar a los problemas LCVP de distancia r, y que entonces estos son XP
parametrizados por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado.

En [95], Gerber y Kobler estudiaron una variante de LCVP donde las entradas de
la matriz D son conjuntos de enteros consecutivos (no necesariamente acotados por
alguna constante) y cada vértice v tiene un conjunto asociado ρ(v) ⊆ [[1, q]] tal que si
v ∈ Vi entonces i ∈ ρ(v) (en otras palabras, cada vértice tiene asociada una lista de
clases a las que puede pertenecer, tal como ocurre en coloreo por listas). Ellos probaron
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que estos problemas son XP parametrizados por clique-width.
Los problemas LCVP pueden ser modelados como problemas 1-localmente verifica-

bles de la siguiente manera:

• Colors = [[1, q]],

• (Weights,⪯,⊕) = (N+∞,≤,+) en el caso de problemas de minimización, o
(Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+) en el caso de problemas de maximización,

• w(v, c) = wv,c(v) para algún valor wv,c(v) dado en la entrada o según el problema
espećıfico, y

• check(v, c) = (∀j ∈ [[1, q]]. |NG(v) ∩ c−1(j)| ∈ D[c(v), j]).

Con este modelo, las funciones de costo y verificación son contadoras de colores con las
siguientes funciones asociadas:

w′(v, i, µ) = wv,i,

check′(v, i, µ) = (∀j ∈ [[1, q]]. µj ∈ D[i, j]) .

Notemos además que, como los conjuntos D[i, j] son finitos o co-finitos, para verificar
si µj ∈ D[i, j] alcanza con conocer el valor de de µj hasta uno más que el máximo valor
de D[i, j] si este conjunto es finito, o el máximo valor del complemento de D[i, j] si este
conjunto es co-finito. Por lo tanto, el modelo dado es d-estable, siendo d el máximo
entre todos estos valores mencionados para los conjuntos D[i, j]. De esta manera, los
Corolarios 3.1.8, 4.1.11 y 5.1.4 nos permiten obtener los mismos resultados de [50,121,
165] respecto a la parametrización de los problemas LCVP según treewdith, clique-
width y mim-width. Respecto a la variante considerada en [95], sólo podemos decir que
es contadora de colores y entonces el Corolario 4.1.9 da los mismos resultados que los
presentados en [95]. Este análisis también lo podemos hacer para los problemas LCVP
de distancia r, de acuerdo a lo expuesto en las Secciones 3.3, 4.3 y 5.1.1.

Los problemas LCPV tienen la caracteŕıstica de que la propiedad local que todo
vértice debe satisfacer considera independientemente la cantidad de vecinos en cada
clase. Si bien muchos problemas localmente verificables de interés son expresables como
problemas LCVP, existen otros igualmente relevantes que no admiten tal caracteriza-
ción pero que śı pertenecen a nuestro marco (e incluso algunos son d-estables). Por
ejemplo, el problema de {k}-Dominación (ver definición en el Apéndice A), ya que
la propiedad local involucra la suma de todos los valores asignados a los vecinos. En
el Caṕıtulo 7 podemos encontrar aún más ejemplos de este tipo de problemas. Por lo
tanto, los resultados de esta tesis efectivamente generalizan los obtenidos previamente
respecto a problemas LCVP.

8.2. Problemas LCC y ECC

En [32,33] Bodlaender definió los problemas llamados de composición de condiciones
locales (en inglés, local condition composition, abreviado LCC) y de composición de
condiciones en aristas (edge condition composition, ECC), y mostró que los primeros
se pueden resolver en tiempo polinomial en grafos de treewidth y grado acotados, y que
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los segundos se pueden resolver en tiempo polinomial en grafos de treewidth acotada.
A continuación presentaremos las definiciones originales de estos problemas. Notamos
Mk

G(v) al conjunto de aristas cuyos extremos están a distancia a lo sumo k de v en G.

Definición 8.2.1 ([32, Definición 2.9]). Sea Π un problema de decisión en grafos, y
sean DΠ el conjunto de instancias de Π, YΠ el conjunto de instancias para las cuales
la respuesta es “śı”, y s : DΠ → N una función que asigna tamaños a instancias de Π.
Decimos que Π es un problema básico de condiciones locales, si y sólo si existen

• enteros no negativos m, c ∈ N,

• m monoides conmutativos (M1,⊗1), . . . , (Mm,⊗m), y

• una tupla (Mm+1,⊗m+1,⪯) tal que (Mm+1,⊗m+1) es un monoide conmutativo,
(Mm+1,⪯) es un orden total y x ⪯ y ⇒ x ⊗m+1 z ⪯ y ⊗m+1 z para todos
x, y, z ∈Mm+1

tales que

• cada D ∈ DΠ es de la forma (G, (X, Y,R1, . . . , Rm, K, I)), donde

• G es un grafo no dirigido

• X es un conjunto finito con s(D) ≥ |X|
• Y es un conjunto finito con s(D) ≥ |Y |
• para todo i, 1 ≤ i ≤ m, Ri denota a un subconjunto de M i

• K ∈Mm+1

• para todo i, 1 ≤ i ≤ m+1, existe una función vali, que asigna todas las 4-tuplas,
que consisten en una instancia D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, un
vértice v ∈ V (G), y funciones f : N c

G[v] → X, g : M c
G(v) → Y , a elementos de

Mi, tal que para toda (constante) d ∈ N+:

1. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula
vali(D, v, f, g) para todos D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ,
v ∈ V (G), f : N c

G[v]→ X, g : M c
G(v)→ Y con ∆(G) ≤ d.

2. si 1 ≤ i ≤ m, existe un polinomio pi tal que, para todos D = (G, (X, Y, R1,
. . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, con ∆(G) ≤ d y subconjuntos W ⊆ V (G), tenemos
|{
⊗i

w∈W vali(D,w, f |Nc
G[w], g|Mc

G(w)) | f : N c
G[W ] → X, g : M c

G(W ) → Y }| ≤
pi(s(D)).

3. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula a ⊗i b pa-
ra a, b tales que existen D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, con
∆(G) ≤ d, W1 ⊆ V (G), W2 ⊆ V (G), W1 ∩W2 = ∅, f : N c

G[W1 ∪W2] → X,
g : M c

G(W1 ∪ W2) → Y , y a =
⊗i

w∈W1
vali(D,w, f |Nc

G[w], g|Mc
G(w)) y b =⊗i

w∈W2
vali(D,w, f |Nc

G[w], g|Mc
G(w)).

4. si i = m+1 entonces existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),
determina si a ⪯ b para a, b tales que existen D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K,
I)) ∈ DΠ, con ∆(G) ≤ d, W ⊆ V (G), f1 : N

c
G[W ] → X, f2 : N

c
G[W ] → X,

g1 : M
c
G(W ) → Y , g2 : M

c
G(W ) → Y , y a =

⊗m+1
w∈W valm+1(D,w, f1|Nc

G[w],

g1|Mc
G(w)) y b =

⊗m+1
w∈W valm+1(D,w, f2|Nc

G[w], g2|Mc
G(w)) o b = K.
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5. si 1 ≤ i ≤ m, existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),
determina si a ∈ Ri, para todos D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K,
I)) ∈ DΠ con ∆(G) ≤ d, f : V (G) → X, g : E(G) → Y y a =⊗i

w∈V (G) vali(D,w, f |Nc
G[w], g|Mc

G(w)).

• Para todo D = (G, (X, Y,R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, D ∈ YΠ si y sólo si existen
funciones f : V (G)→ X, g : E(G)→ Y , tales que

1. ∀i, 1 ≤ i ≤ m :
⊗i

v∈V (G) vali(D, v, f |Nc
G[v], g|Mc

G(v)) ∈ Ri

2.
⊗m+1

v∈V (G) valm+1(D, v, f |Nc
G[v], g|Mc

G(v)) ≤ K.

Definición 8.2.2 ([32, Definición 2.10]). Sea Π un problema de decisión en grafos.
Decimos que Π es un problema de composición de condiciones locales si y sólo si existen
un problema básico de condiciones locales Π′ y una transformación polinomial de Π a
Π′. La clase de problemas de composición de condiciones locales se nota LCC.

Definición 8.2.3 ([32, Definición 2.11]). Sea Π un problema de decisión en grafos, y
sean DΠ el conjunto de instancias de Π, YΠ el conjunto de instancias para las cuales la
respuesta es “śı”, y s : DΠ → N una función que asigna tamaños a las instancias de Π.
Decimos que Π es un problema básico de condiciones en aristas, si y sólo si existen

• un entero no negativo m ∈ N,

• m monoides conmutativos (M1,⊗1), . . . , (Mm,⊗m), y

• una tupla (Mm+1,⊗m+1,⪯) tal que (Mm+1,⊗m+1) es un monoide conmutativo,
(Mm+1,⪯) es un orden total y x ⪯ y ⇒ x ⊗m+1 z ⪯ y ⊗m+1 z para todos
x, y, z ∈Mm+1

tales que

• cada D ∈ DΠ es de la forma (G, (X, Y,R1, . . . , Rm, K, I)), donde

• G es un grafo no dirigido

• X es un conjunto finito con s(D) ≥ |X|
• Y es un conjunto finito con s(D) ≥ |Y |
• para todo i, 1 ≤ i ≤ m, Ri denota a un subconjunto de M i

• K ∈Mm+1

• para todo i, 1 ≤ i ≤ m+1, existe una función vali, que asigna todas las 4-tuplas,
que consisten en una instancia D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, una
arista uv ∈ E(G), y funciones f : {u, v} → X, g : {uv} → Y , a elementos de Mi,
tal que:

1. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula
vali(D, e, f, g), para todos D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ,
uv ∈ E(G), f : {u, v} → X, g : {uv} → Y .

2. si 1 ≤ i ≤ m, existe un polinomio pi tal que para todos D = (G, (X, Y, R1,
. . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ y E ′ ⊆ E(G), tenemos |{

⊗i
uv∈E′ vali(D, uv, f(u),

f(v), g(uv)) | f : NG(E)→ X, g : E → Y }| ≤ pi(s(D)).
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3. existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D), calcula a⊗i b para
a, b tales que existen D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, E1 ⊆ E(G),
E2 ⊆ E(G), E1 ∩ E2 = ∅, f : NG(E1 ∪ E2) → X, g : E1 ∪ E2 → Y , y
a =

⊗i
uv∈E1

vali(D, uv, f(u), f(v), g(uv)) y b =
⊗i

uv∈E2
vali(D, uv, f(u),

f(v), g(uv)).

4. si i = m + 1 entonces existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en
s(D), determina si a ⪯ b para a, b tales que existen D = (G, (X, Y, R1,
. . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, E

′ ⊆ E(G), f1 : NG(E
′) → X, f2 : NG(E

′) → X,
g1 : E

′ → Y , g2 : E
′ → Y , y a =

⊗m+1
uv∈E′ valm+1(D, uv, f1(u), f1(v), g1(uv))

y b =
⊗m+1

uv∈E′ valm+1(D, uv, f2(u), f2(v), g2(uv)) o b = K.

5. si 1 ≤ i ≤ m, existe un algoritmo que, en tiempo polinomial en s(D),
determina si a ∈ Ri, para todos D = (G, (X, Y, R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ,
f : V (G)→ X, g : E(G)→ Y y a =

⊗i
uv∈E(G) vali(D, uv, f(u), f(v), g(uv)).

• Para todo D = (G, (X, Y,R1, . . . , Rm, K, I)) ∈ DΠ, D ∈ YΠ si y sólo si existen
funciones f : V (G)→ X, g : E(G)→ Y , tales que

1. ∀i, 1 ≤ i ≤ m :
⊗i

uv∈E(G) vali(D, uv, f(u), f(v), g(uv)) ∈ Ri

2.
⊗m+1

uv∈E(G) valm+1(D, uv, f(u), f(v), g(uv)) ≤ K.

Definición 8.2.4 ([32, Definición 2.12]). Sea Π un problema de decisión en grafos.
Decimos que Π es un problema de composición de condiciones en aristas, si y sólo si
existen un problema básico de condiciones en aristas Π′ y una transformación polino-
mial de Π a Π′. La clase de problemas de composición de condiciones en aristas se nota
ECC.

Teorema 8.2.5 ([32, Teorema 2.5]). ECC ⊆ LCC.

Teorema 8.2.6 ([32, Teorema 3.7]). (i) Sea Π ∈ LCC, y sean k, d ∈ N+. Sea Θ una
clase de grafos tal que G ∈ Θ ⇒ ∆(G) ≤ d ∧ tw(G) ≤ k. Luego, Π restringido a Θ
puede resolverse en tiempo polinomial.

(ii) Sea Π ∈ ECC, y sea k ∈ N+. Sea Θ una clase de grafos tal que G ∈ Θ ⇒
tw(G) ≤ k. Luego, Π restringido a Θ puede resolverse en tiempo polinomial.

Consideremos un problema Π ∈ ECC. Por definición, existe un problema básico de
condiciones en aristas Π′ tal que Π puede ser reducido polinomialmente a Π′. Vamos
a mostrar que Π′ puede ser reducido polinomialmente a un problema 1-localmente
verificable con propiedades globales de composición de condiciones locales en el grafo
dentado J(G) del grafo G de entrada de Π′. Sea (M∗,⊗∗,⪯∗) obtenido al agregar un
elemento máximo a (Mm+1,⊗m+1,⪯). Luego,

• Lv = X para todo vértice v ∈ V (G), y
Luv = Lu × Lv × Y para toda arista uv ∈ E(G),

• (Weights,⪯,⊕) = (M∗,⪯∗,⊗∗),

• wv,x = I⊕ para todo vértice v ∈ V (G), y
wuv,(xu,xv ,y) = valm+1(D, uv, xu, xv, y) para toda arista uv ∈ E(G),



118 CAPÍTULO 8. RELACIÓN CON OTROS MARCOS GENERALES

• check(v, c) = True para todo vértice v ∈ V (G) y toda asignación de colores c
válida en NJ(G)[v], y
check(uv, c) = (c(uv)1 = c(u) ∧ c(uv)2 = c(v)) para toda arista uv ∈ E(G) y
toda asignación de colores c válida en NJ(G)[e], y

• propiedades globales de composición de condiciones locales (sobre un coloreo c):⊗i
uv∈E(G) vali (D, uv, c(uv)1, c(uv)2, c(uv)3) ∈ Ri, para todo i ∈ [[1,m]].

Con un enfoque similar podemos reducir polinomialmente un problema Π ∈ LCC,
restringido a grafos de treewidth y grados acotados, a un problema r-localmente verifi-
cable con propiedades globales de composición de condiciones locales en el grafo dentado
J(G) del grafo G de entrada de Π (para algún r apropiado). Sea (M∗,⊗∗,⪯∗) una tu-
pla obtenida al agregar un elemento máximo a (Mm+1,⊗m+1,⪯). Para todo v ∈ V (G),
sean Fv y Gv, respectivamente, los conjuntos de todas las funciones f : N r

G[v] → X y
g : M r

G(v)→ Y (notemos que Fv y Gv son conjuntos finitos que se pueden calcular en
tiempo polinomial). Luego,

• Lv = Fv ×Gv para todo vértice v ∈ V (G), y
Luv = Y para toda arista uv ∈ E(G),

• (Weights,⪯,⊕) = (M∗,⪯∗,⊗∗),

• wv,(f,g) = valm+1(D, v, f, g) para todo vértice v ∈ V (G), y
wuv,y = I⊕ para toda arista uv ∈ E(G);

• para todo vértice v ∈ V (J(G)) y toda asignación de colores c válida en N r
J(G)[v],

check(v, c) verifica que fu(x) = fw(x) y gu(y) = gw(y) (donde (fu, gu) = c(u) y
(fw, gw) = c(w)) para todos u,w ∈ N r

J(G)[v]∩V (G), x ∈ N r
J(G)[v]∩N r

G[u]∩N r
G[w]

y y ∈ N r
J(G)[v] ∩M r

G(u) ∩M r
G(w), y

• propiedades globales de composición de condiciones locales (sobre un coloreo c):⊗i
v∈V (G) vali (D, v, c(v)1, c(v)2) ∈ Ri, para todo i ∈ [[1,m]].

Notemos que en ambos casos podemos dar, de manera directa, sistemas de vecin-
dades parciales polinomiales. Por lo tanto, estas reducciones junto con los resultados
del Caṕıtulo 3 nos permiten obtener los resultados de Bodlaender en [32, 33]. Si bien
no se menciona expĺıcitamente en estos art́ıculos, los resultados generales refieren a
algoritmos XP parametrizados por treewidth (en el caso de problemas ECC) y XP
parametrizados por treewidth más grado (problemas LCC), y si tanto |X| como |Y |
están acotados por alguna constante entonces los algoritmos son FPT. Los resultados
de esta tesis nos permiten decir precisamente esto mismo.

Es más, nuestros resultados son equivalentes respecto a la parametrización por tree-
width más grado, ya que podemos pensar a la función check como un caso particular
de las funciones vali y a w como valm+1. Sin embargo, dado que aún en el caso c = 1 la
complejidad del algoritmo de [32] sigue dependiendo exponencialmente del grado, los
resultados del Caṕıtulo 3 son efectivamente más generales. Por otro lado, también ana-
lizamos la complejidad para más parámetros de anchura (clique-width y mim-width).
Incluso podemos responder automáticamente algunas de las preguntas abiertas plan-
teadas en [33, Tabla 1]. Por ejemplo, Bodlaender mostró que el problema máximo
subgrafo conexo de grado acotado (maximum degree-bounded connected subgraph, en
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inglés) es LCC y por lo tanto resoluble en tiempo polinomial en grafos de treewidth y
grado acotados, pero dejó abierta la complejidad para grafos de treewidth acotada. En
este problema, dado un grafo G y un entero positivo d, se busca un subgrafo conexo
de grado máximo a lo sumo d, con conjunto de vértices igual a V (G) y con la mayor
cantidad posible de aristas. Notemos que se puede modelar fácilmente como un pro-
blema 1-localmente verificable en el grafo S(G): los conjuntos de colores disponibles
son Lv = {1} para todo v ∈ V (G) y Le = {0, 1} para toda e ∈ E(G), los costos son
w(ν, c) = 1 si ν ∈ E(G) y c(ν) = 1, y w(ν, c) = 0 en cualquier otro caso, la función de

verificación está dada por check(v, c) =
(∑

e∈NS(G)(v)
c(e) ≤ d

)
para todo v ∈ V (G) y

check(e, c) = True para toda e ∈ E(G), y se incluye una propiedad global para pedir
que la clase de color 1 sea conexa. Por los resultados del Caṕıtulo 3, este problema es
resoluble en tiempo polinomial en grafos de treewidth acotada.

8.3. Lógica A&C DN

La lógica de vecindad a distancia con restricciones de aciclicidad y conectividad (en
inglés, distance neighborhood logic with acyclicity and connectivity constraints, A&C
DN ) fue presentada por Bergougnoux, Dreier y Jaffke en [26], donde además prueban
que todo problema expresable mediante una fórmula de longitud constante en dicha
lógica es XP parametrizado por mim-width. Esta lógica está basada en la famosa lógica
monádica de segundo orden MSO1 del llamado Teorema de Courcelle para clique-
width [67].

Los grafos se pueden considerar como estructuras lógicas y aśı podemos expresar
formalmente sus propiedades mediante fórmulas lógicas. Una fórmula en lógica MSO1

es una fórmula en lógica de segundo orden sobre grafos donde las cuantificaciones (∀ y
∃) sólo pueden ser sobre vértices o conjuntos de vértices. La lógica MSO1 existencial es
la restricción de MSO1 donde no se permiten cuantificadores universales ni negaciones
de términos que contengan cuantificadores existenciales.

A continuación transcribiremos la definición formal de la sintaxis de la lógica A&C
DN dada en [26]. Los términos de vecindad se definen de la siguiente manera:

• toda variable de conjunto X es un término de vecindad,

• para todo término de vecindad t y enteros positivos d y r, N r
d (t) es un término

de vecindad,

• toda relación unaria P es un término de vecindad,

• ∅ es un término de vecindad, y

• si t y t′ son términos de vecindad entonces t, t ∩ t′, t ∪ t′ y t \ t′ son términos de
vecindad.

La lógica A&C DN se define entonces como la extensión de lógica MSO1 existencial
con las siguientes reglas:

• si t es un término de vecindad y m un entero no negativo, entonces |t| = m,
|t| ≤ m y |t| ≥ m son fórmulas de esta lógica,
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• si t y t′ son términos de vecindad entonces t = t′, t ⊆ t′ y t ⊇ t′ son fórmulas de
esta lógica, y

• si t es un término de vecindad, entonces acy(t) y con(t) son fórmulas de esta
lógica.

Una relación unaria P representa un conjunto fijo de vértices, y ∅ el conjunto vaćıo.
Sea t un término que representa un conjunto S de vértices de un grafo. Para enteros
positivos d y r, el término N r

d (t) denota al conjunto de todos los vértices v para el
cual existen al menos d vértices en S cuya distancia a v es al menos 1 y a lo sumo
r. Además, acy(t) y con(t) expresan que el conjunto S induce un subgrafo aćıclico
y conexo, respectivamente. Las fórmulas |t| = m, |t| ≤ m y |t| ≥ m expresan la
comparación del tamaño de S con m. Sea t′ un término que representa un conjunto S ′,
luego t = t′, t ⊆ t′ y t ⊇ t′ expresan las respectivas comparaciones de los conjuntos S
y S ′. El resto de la semántica se hereda de la de MSO1.

Por ejemplo, la fórmula ∃X.P ⊆ X ∪N1
1 (X) expresa la existencia de un conjunto

X que domina a los vértices en el conjunto dado por P. La fórmula ∃X. |X| ≥ 5 ∧
N1

2 (X) ∩X = ∅ expresa la existencia de un conjunto X de al menos 5 vértices tal que
cada vértice en X tiene a lo sumo un vecino en X.

Para una fórmula φ en lógica A&C DN, |φ| denota la longitud de φ, d(φ) denota
al mayor entero d tal que existe un término N ·

d(·) en φ, R(φ) denota al conjunto de
enteros r tales que existe un término N r

· (·) en φ y r(φ) denota al máximo elemento
de R(φ). El principal resultado de [26] indica que todo problema de optimización en
grafos expresable mediante una fórmula φ en lógica A&C DN puede resolverse en
tiempo nO(w·d(φ)·|φ|2), más aún nO(w·d(φ)·|φ|) si r(φ) = O(1), donde n es la cantidad de
vértices del grafo de entrada y w es la mim-width de un árbol binario de descomposición
asociado al grafo de entrada.

En [26] también demuestran que toda fórmula A&C DN φ puede ser expresada
como una fórmula A&C CDN φ′, la cual es una fórmula de la forma ∃X1 . . . Xk. ψ
donde ψ es una combinación booleana (es decir, una expresión que usa ∧, ∨ y ¬) de
los siguientes tipos de fórmulas primitivas :

1. (P = Xi), para un P fijo y alguna variable Xi,

2. (Xi = Xj), para algunas variables Xi, Xj,

3. (Xi = Xj), para algunas variables Xi, Xj,

4. (Xi ∩Xj = Xh), para algunas variables Xi, Xj, Xh,

5. (N r
d (Xi) = Xj), para algunas variables Xi, Xj y enteros positivos d y r,

6. (|Xi| ≤ m), para alguna variable Xi y un entero positivo m,

7. acy(Xi), para alguna variable Xi,

8. con(Xi), para alguna variable Xi.

Más aún, la longitud de φ′ es a lo sumo 10 veces la longitud de φ, d(φ′) = d(φ)
y R(φ′) = R(φ) ([26, Observación 3.1]). Esta reformulación es útil para desarrollar
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algoritmos sobre esta lógica y en particular la utilizaremos para comparar esta lógica
con nuestro marco.

A continuación mostraremos que el conjunto de problemas que se pueden modelar
utilizando fórmulas A&C DN de longitud constante y d(·) constante es equivalente al
conjunto de problemas que se pueden modelar utilizando problemas localmente veri-
ficables con cantidad constante de colores, funciones de verificación y peso que son
d-estables a t distancias (para algunas constantes d y t), y propiedades globales de
tamaño, conectividad y aciclicidad.

Comenzaremos mostrando cómo modelar un problema expresable mediante una
fórmula en lógica A&C DN pero esta vez utilizando problemas localmente verificables
con propiedades globales de tamaño, conectividad y aciclicidad.

Lema 8.3.1 ([103, Lema 4.1]). Sea Π un problema expresable mediante una fórmula
φ en lógica A&C DN. Luego, existen enteros positivos p ≤ 210|φ|, q ≤ 210|φ| y t ≤
|φ|, y un conjunto {Π1, . . . ,Πp} de problemas localmente verificables con q colores,
funciones de peso y verificación d(φ)-estables a t distancias, y propiedades globales de
peso, conectividad y aciclicidad, tales que, para una entrada dada, el óptimo entre todas
las soluciones óptimas de Π1, . . . ,Πp es equivalente a la solución óptima de Π.

Demostración. Sean G el grafo de entrada y ϕ una fórmula en lógica A&C CDN equi-
valente a φ, donde ϕ = (∃X1 . . . Xk. ψ) y ψ es una combinación booleana de fórmulas
primitivas de los ocho tipos vistos más arriba. Sea A = A1∪. . .∪A8 el conjunto de todas
las fórmulas primitivas en ψ, donde Ai contiene exactamente las fórmulas primitivas
que son del tipo i, para cada i ∈ [[1, 8]].

Hay a lo sumo |ψ| fórmulas primitivas en A y por lo tanto a lo sumo 2|ψ| asignaciones
de valores de verdad T : A → Bool. Para cada tal asignación que satisface ψ, vamos
a mostrar cómo modelar funciones de verificación y peso, y propiedades globales de
tamaño, conectividad y aciclicidad. Sea T : A → Bool una asignación de valores de
verdad que satisface ψ. Para cada i ∈ [[1, 8]], sea A+

i el conjunto de todas las fórmulas
primitivas de Ai a las cuales T les asigna True. También notemos A−

i = Ai − A+
i .

En otras palabras, el conjunto A+
i contiene todas las fórmulas primitivas de Ai que

tienen que valer para satisfacer ψ según lo indicado por T . Análogamente, A−
i contiene

aquellas fórmulas primitivas de Ai que no deben valer, según T .
Definimos R como R(φ) si este conjunto no es vaćıo, y en caso contrario definimos

R como {1}. Notemos que el tamaño de R no es mayor a la longitud de φ.
Definimos Colors = P([[1, k]]) × P(A1) × P(A5). Notemos que |Colors| =

2k · 2|A1| · 2|A5| ≤ 2|ϕ| ≤ 210|φ|. Intuitivamente, si un vértice v recibe el color (S, F1, F5),
entonces S representa el subconjunto de las variables X1, . . . , Xk en las cuales v está
contenido, y F1 y F5 indican cuáles de las fórmulas en A1 y A5, respectivamente, son lo-
calmente satisfechas en v. Vamos a definir una función check que sólo verifica si F1 y F5

cumplen lo mencionado anteriormente. Esta función será d(φ)-estable a |R| distancias
r1, . . . , r|R| ∈ R. Para cada v ∈ V (G), (S, F1, F5) ∈ Colors y µ ∈ N|Colors|×|R| (cuyas
entradas notamos mediante µr(S′,F ′

1,F
′
5)

para cualquier r ∈ R y (S ′, F ′
1, F

′
5) ∈ Colors),

definimos check(v, (S, F1, F5), µ) = True si y sólo si se cumplen las siguientes dos
condiciones:

• para todo (P = Xi) ∈ A1, tenemos que (P = Xi) ∈ F1 si y sólo si (i ∈ S) y
(v ∈ P) son o bien ambos verdaderos o bien ambos falsos,
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• para todo (N r
d (Xi) = Xj) ∈ A5, tenemos que (N r

d (Xi) = Xj) ∈ F5 si y sólo si (j ∈
S) y

(∑
F ′
1⊆A1

∑
F ′
5⊆A5

∑
S′⊆[[1,k]],i∈S′ µrS′,F ′

1,F
′
5
≥ d
)
son o bien ambos verdaderos o

bien ambos falsos.

Definimos las siguientes propiedades globales de tamaño, conectividad y aciclicidad,
las cuales van a terminar de garantizar que se satisface ψ.

• Para cada (P = Xi) ∈ A+
1 y cada (S, F1, F5) ∈ Colors donde F1 no contiene a

(P = Xi), el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es 0.

• Para cada (P = Xi) ∈ A−
1 , existe un color (S, F1, F5) ∈ Colors tal que F1 no

contiene a (P = Xi) y el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es al menos 1.

• Para cada (Xi = Xj) ∈ A+
2 y cada (S, F1, F5) ∈ Colors donde |S ∩ {i, j}| = 1,

el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es 0.

• Para cada (Xi = Xj) ∈ A−
2 , existe un color (S, F1, F5) ∈ Colors tal que |S ∩

{i, j}| = 1 y el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es al menos 1.

• Para cada (Xi = Xj) ∈ A+
3 y cada (S, F1, F5) ∈ Colors donde |S ∩ {i, j}| ̸= 1,

el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es 0.

• Para cada (Xi = Xj) ∈ A−
3 , existe un color (S, F1, F5) ∈ Colors tal que |S ∩

{i, j}| ≠ 1 y el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es al menos 1.

• Para cada (Xi∩Xj = Xh) ∈ A+
4 y cada (S, F1, F5) ∈ Colors donde S∩{i, j, h} ∈

{{i, j}, {i, h}, {j, h}, {h}}, el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es 0.

• Para cada (Xi ∩ Xj = Xh) ∈ A−
4 , existe un color (S, F1, F5) ∈ Colors tal que

S∩{i, j, h} ∈ {{i, j}, {i, h}, {j, h}, {h}} y el tamaño de la clase de color (S, F1, F5)
es al menos 1.

• Para cada (N r
d (Xi) = Xj) ∈ A+

5 y cada (S, F1, F5) ∈ Colors donde F5 no
contiene a (N r

d (Xi) = Xj), el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es 0.

• Para cada (N r
d (Xi) = Xj) ∈ A−

5 , existe un color (S, F1, F5) ∈ Colors tal que
F5 no contiene a (N r

d (Xi) = Xj) y el tamaño de la clase de color (S, F1, F5) es al
menos 1.

• Para cada (|Xi| ≤ m) ∈ A+
6 , la suma de los tamaños de todas las clases de colores

(S, F1, F5) con i ∈ S es a lo sumo m.

• Para cada (|Xi| ≤ m) ∈ A−
6 , la suma de los tamaños de todas las clases de colores

(S, F1, F5) con i ∈ S es al menos m+ 1.

• Para cada acy(Xi) ∈ A+
7 , el conjunto de todos los vértices de colores (S, F1, F5),

donde i ∈ S, induce un subgrafo aćıclico.

• Para cada acy(Xi) ∈ A−
7 , el conjunto de todos los vértices de colores (S, F1, F5),

donde i ∈ S, induce un subgrafo no-aćıclico.

• Para cada con(Xi) ∈ A+
8 , el conjunto de todos los vértices de colores (S, F1, F5),

donde i ∈ S, induce un subgrafo conexo.
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• Para cada con(Xi) ∈ A−
8 , el conjunto de todos los vértices de colores (S, F1, F5),

donde i ∈ S, induce un subgrafo no-conexo.

En [26] se considera que el grafo de entrada G tiene un peso asociado w(v, S) ∈ N
para cada vértice v ∈ V (G) y cada conjunto S ⊆ [[1, k]], y el peso de una k-tupla
B ∈ P(V (G))k se define como

∑
v∈V (G)w(v, {i : v ∈ Bi}). Luego, podemos considerar

el conjunto de pesos (Weights,⪯,⊕) = (N−∞,≥,+) y definir la función de peso
como w(v, (S, F1, F5), µ) = w(v, S) para cada v ∈ V (G), (S, F1, F5) ∈ Colors y
µ ∈ N|Colors|×|R|.

Para obtener una solución óptima del problema Π, tenemos que calcular la solución
óptima del problema localmente verificable asociado a cada asignación T de valores de
verdad a las fórmulas primitivas que satisface ψ, y luego simplemente elegir la mejor
solución obtenida entre todas. Como mencionamos arriba, la cantidad de asignaciones
T posibles es a lo sumo 2|ψ| y, por [26, Observación 3.1], esto es a lo sumo 210|φ|.

Ahora probaremos que todo problema localmente verificable con q colores, funcio-
nes de peso y verficación que son d-estables a t distancias, y propiedades globales de
tamaño, conectividad y aciclicidad, puede ser expresado mediante fórmulas en lógica
A&C DN cuyas longitudes están acotadas por una función en d, q y t únicamente. Este
resultado, junto con el Teorema 1.2 de [26], implica que tal problema es XP parame-
trizado por la mim-width de un árbol binario de descomposición dado, cuando tanto
d, q como t están acotados por una constante. Más aún, nos permite combinar estos
problemas con cualquier otra propiedad potencialmente expresable en alguna extensión
de esta lógica. Sin embargo, cuando el problema no tiene propiedades globales de acicli-
cidad entonces la complejidad de utilizar este método resulta un tanto peor que aplicar
directamente el algoritmo del Caṕıtulo 5, el cual, por otro lado, sólo puede manejar
propiedades globales de tamaño y conectividad pero no de aciclicidad. En efecto, para
un problema d-estable con q colores y ninguna propiedad global, la complejidad dada
por el algoritmo del Caṕıtulo 5 es nO(wqd) mientras que la complejidad que resulta de
aplicar esta idea es nO(wq2d2(d+1)2q), siendo w la mim-width del árbol binario de des-
composición dado. No obstante, ambos resultados implican que los problemas son XP
parametrizados por w.

Lema 8.3.2 ([103, Lema 4.2]). Consideremos un problema localmente verificable Π
en un grafo G, con un conjunto de q colores Colors = {a1, . . . , aq}, funciones de
peso y verficación que son d-estables a t distancias r1, . . . , rt, propiedades globales de
tamaño dadas por un conjunto K ⊆ partq(|V (G)|), propiedades globales de conectividad
positiva y negativa dadas por los conjuntos C+, C− ⊆ P([[1, q]]), y propiedades globales de
aciclicidad positiva y negativa dadas por A+,A− ⊆ P([[1, q]]). Luego, existe un conjunto
Φ = {φ1, . . . , φ|K|} de fórmulas en lógica A&C DN tal que resolver Π es equivalente a
encontrar el óptimo entre todas las soluciones óptimas de los problemas asociados a las
fórmulas en Φ, y la longitud de cada una de estas fórmulas es O(tq2d(d+ 1)2qt).

Demostración. Sea K ∈ K. Vamos a mostrar cómo construir una fórmula φK en lógica
A&C DN que expresa el problema de determinar el mı́nimo peso de un coloreo propio
que satisface la propiedad global de tamaño dada por K y las propiedades globales de
conectividad y aciclicidad dadas por C+, C−, A+ y A−. El conjunto Φ que buscamos
es entonces {φK : K ∈ K}. En efecto, una solución óptima de Π tiene que satisfacer
alguna de las restricciones de tamaño en K. La solución óptima de Π entonces tiene
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que ser la mejor entre todas las soluciones óptimas a los problemas asociados a las
fórmulas en Φ.

Sea T = [[1, q]] × [[0, d]]qt. Para cada tupla (j, µ) ∈ T , donde j ∈ [[1, q]]
y µ = ((µ1

1, . . . , µ
1
q), . . . , (µ

t
1, . . . , µ

t
q)) ∈ [[0, d]]qt, definimos el conjunto P(j,µ) =

{v ∈ V (G) : check(v, aj, µ) = True}.
Primero, notemos que encontrar un coloreo propio de peso mı́nimo es equivalente a

encontrar el menor peso de una partición de V (G) en conjuntos XT , con T ∈ T , tales
que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. check(v, aj, µ) = True (o, equivalentemente, v ∈ P(j,µ)) para todas las tuplas
(j, µ) ∈ T y todos los vértices v ∈ X(j,µ),

2. µij = mı́n
(
d,
∣∣∣N ri

G (v) ∩
(⋃

µ′∈[[0,d]]qt X(j,µ′)

)∣∣∣) para todo i ∈ [[1, t]] y todo j ∈ [[1, q]],

para todas las tuplas (j, µ) ∈ T y todos los vértices v ∈ X(j,µ),

3. para todo j ∈ [[1, q]], la cantidad de vértices en el conjunto
⋃
µ∈[[0,d]]qt X(j,µ) es

igual a Kj, es decir, la propiedad global de tamaño se satisface para toda clase
de color,

4. para todo C ∈ C+ (respectivamente C−), el subgrafo inducido por el conjunto⋃
j∈C
⋃
µ∈[[0,d]]qt X(j,µ) es conexo (respectivamente no conexo), es decir, se satisfacen

las propiedades globales de conectividad,

5. para todo A ∈ A+ (respectivamente A−), el subgrafo inducido por el conjunto⋃
j∈A
⋃
µ∈[[0,d]]qt X(j,µ) es aćıclico (respectivamente no aćıclico), es decir, se satisfa-

cen las propiedades globales de aciclicidad,

donde los pesos son definidos como w(j,µ)(v) = w(v, aj, µ). En otras palabras, partimos
el conjunto de vértices de acuerdo al color que reciben y, para cada j ∈ [[1, q]] y r ∈ R,
el número (hasta d) de vértices de color aj que tienen a distancia a lo sumo r.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente fórmula definida en [26, Proposición 6.4]:

part(XT∈T ) ≡
⋃
T∈T

XT = ∅ ∧
∧

T,T ′∈T

XT ∩XT ′ = ∅.

En otras palabras, part(XT∈T ) evalúa a True si y sólo si los conjuntos de vértices
XT∈T conforman una partición del conjunto V (G). También utilizaremos la siguiente
función, la cual se define para un entero positivo r y un conjunto finito o co-finito
µ ⊆ N:

tr,µ(X) = {v ∈ V (G) : |N r
G(v) ∩X| ∈ µ}.

Esta función fue presentada en [26, Lema 6.1], donde se prueba que tr,µ(X) puede ser
expresada como una fórmula en lógica A&C DN de longitud O(d(µ)x), donde x es la
longitud del término que representa X.

Consideremos la siguiente fórmula φK en lógica A&C DN formula. Afirmamos que
expresa la existencia de una partición que satisface las 5 condiciones mencionadas
arriba.

φK(XT∈T ) ≡ part(XT∈T ) ∧ proper(XT∈T ) ∧ neigh(XT∈T )

∧ size(XT∈T ) ∧ conn(XT∈T ) ∧ acyc(XT∈T ).

donde:
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• proper(XT∈T ) ≡
∧
T∈T

XT ⊆ PT ,

• neigh(XT∈T ) ≡
∧

(j,µ)∈T

X(j,µ) ⊆

 ⋂
i∈[[1,t]]

⋂
h∈[[1,q]]

tri,f(µih)

 ⋃
µ′∈[[0,d]]qt

X(h,µ′)

,

donde la función f se define como f(x) = {x} si x < d y f(x) = {y ∈ N : y ≥ x}
si no,

• size(XT∈T ) ≡

∧
j∈[q]

∣∣∣∣∣∣
⋃

µ∈[[0,d]]qt
X(j,µ)

∣∣∣∣∣∣ = Kj

,

• conn(XT∈T )≡

 ∧
C∈C+

con

⋃
j∈C

⋃
µ∈[[0,d]]qt

X(j,µ)

∧
 ∧
C∈C−

¬con

⋃
j∈C

⋃
µ∈[[0,d]]qt

X(j,µ)

,

• acyc(XT∈T )≡

 ∧
A∈A+

acy

⋃
j∈A

⋃
µ∈[[0,d]]qt

X(j,µ)

∧
 ∧
A∈A−

¬acy

⋃
j∈A

⋃
µ∈[[0,d]]qt

X(j,µ)

.

Por definición, φK expresa la existencia de conjuntos XT∈T tales que se satisfacen
las subfórmulas part(XT∈T ), proper(XT∈T ), neigh(XT∈T ), size(XT∈T ), conn(XT∈T ) y
acyc(XT∈T ). Como mencionamos arriba, part(XT∈T ) garantiza que los conjuntos XT∈T
conforman una partición de V (G). La subfórmula proper(XT∈T ) expresa la condi-
ción 1 para todos los vértices. Por definición de tr,µ(X), tenemos que la subfórmula
neigh(XT∈T ) asegura que para cada (j, µ) ∈ T tenemos X(j,µ) ⊆

⋂
i∈[[1,t]]

⋂
h∈[[1,q]]{v ∈

V (G) :
∣∣∣N ri

G (v) ∩
(⋃

µ′∈[[0,d]]qt X(h,µ′)

)∣∣∣ ∈ f(µih)}. En otras palabras, asegura que todo

vértice v ∈ X(j,µ) es tal que
∣∣∣N ri

G (v) ∩
(⋃

µ′∈[[0,d]]qt X(h,µ′)

)∣∣∣ ∈ f(µih) para todo i ∈ [[1, t]]

y todo h ∈ [[1, q]], lo cual implica la condición 2. Finalmente, size(XT∈T ), conn(XT∈T ) y
acyc(XT∈T ) indican que las propiedades globales de tamaño, conectividad y aciclicidad
son satisfechas (condiciones 3 a 5).

Notemos que T tiene q(d + 1)qt elementos. Luego, la longitud de la fórmula
part(XT∈T ) es O(q

2(d + 1)2qt) y la longitud de proper(XT∈T ) es O(q(d + 1)qt). Como
la longitud de un término tri,f(µih)(X) es O(d · length(X)), la longitud de neigh(XT∈T )

es O(tq2d(d+1)2qt). Las longitudes de size(XT∈T ), conn(XT∈T ) y acyc(XT∈T ) son, res-
pectivamente, O(q(d + 1)qt), O((|C+| + |C−|)q(d + 1)qt) y O((|A+| + |A−|)q(d + 1)qt),
ya que hay a lo sumo q(d + 1)qt posibles tuplas (j, µ) y para las últimas dos fórmulas
tenemos la conjunción de |C+|+ |C−| y |A+|+ |A−| términos de longitud O(q(d+1)qt)
cada uno. Por lo tanto, y como |C+|+ |C−| ≤ 2q y |A+|+ |A−| ≤ 2q, la longitud de la
fórmula completa es O(tq2d(d+ 1)2qt).

De acuerdo a [26, Teorema 1.2], cada uno de los problemas asociados a las fórmulas
φ1, . . . , φ|K| de un problema Π como en el lema anterior, puede ser resuelto en tiempo

nO(wt2q4d3(d+1)4qt), donde w es la mim-width de un árbol binario de descomposición da-
do. Como |K| ≤ nq−1, tenemos que resolver no más de nq−1 problemas. Luego buscamos
la solución óptima entre todas las |K| soluciones obtenidas. Aśı, la complejidad total
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de resolver el problema Π de esta manera es nO(wt2q4d3(d+1)4qt). Gracias a esta transfor-
mación podemos extender el resultado del Teorema 5.1.5 con propiedades globales de
aciclicidad.

Teorema 8.3.3 ([103]). Sean d, q y t enteros positivos. Para un problema localmen-
te verificable con q colores, funciones de verificación y de peso que son d-estables a t
distancias, y propiedades globales de tamaño, conectividad y aciclicidad, existe un algo-
ritmo que resuelve el problema en grafos con un árbol binario de descomposición dado
en tiempo nO(wt2q4d3(d+1)4qt), donde n es la cantidad de vértices del grafo de entrada y
w es la mim-width del árbol binario de descomposición asociado.

Queda abierta la pregunta de si es posible expresar, en lógica A&C DN, propie-
dades globales de composición de condiciones locales donde el tamaño del monoide
es polinomial y la función asociada es d-estable. De no ser posible, el resultado de la
Sección 5.1.2 seŕıa más general que los resultados de [26] salvo por las propiedades de
aciclicidad.



Caṕıtulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

Presentamos un nuevo marco para formalizar lo que intuitivamente conocemos como
problemas localmente verificables. Este marco nos permite estudiar bajo qué condiciones
estos problemas son resolubles eficientemente en distintas clases de grafos. En particu-
lar, estudiamos las condiciones para obtener algoritmos FPT y XP parametrizados por
treewidth (Caṕıtulo 3), por treewidth más grado o, equivalentemente, por carvingwidth
(Sección 3.3.1), clique-width (Caṕıtulo 4) y mim-width (Caṕıtulo 5).

La Tabla 9.1 resume los resultados obtenidos para problemas 1-localmente verifi-
cables sin propiedades globales ni etiquetas en las aristas. Los algoritmos principales
presentados pueden extenderse con distintas propiedades globales, agrandando aśı la
familia de problemas que podemos resolver. Estudiamos separadamente el caso en el
que la distancia es mayor a 1 (r > 1) ya que el salto de complejidad puede ser grande
(pudiendo llegar a ser para-NP-dif́ıcil si no agregamos restricciones adicionales). Cu-
riosamente, uno de estos casos derivó en un nuevo resultado estructural relacionando
treewidth, grado y potencia de un grafo (Lema 1.6.9).

En esta tesis se incluyeron, además, nuevos resultados sobre esquemas de aproxima-
ción polinomial para problemas locamente verificables en grafos planares (Caṕıtulo 6).
Ellos están basados en la técnica de Baker, utilizando los resultados obtenidos pa-
ra treewidth del Caṕıtulo 3. Existen otros esquemas de aproximación que se podŕıan
intentar adaptar a nuestro marco de problemas localmente verificables (ver, por ejem-
plo, [89, 90]) y que ciertamente resultan atractivos para investigar en el futuro.

Como vimos en el Caṕıtulo 8, todos estos resultados generalizan los obtenidos con
los marcos de problemas LCC, ECC, LCVS y LCVP. En cuanto a la lógica A&C DN,
pudimos probar que es equivalente bajo las condiciones impuestas para mim-width sin
incluir propiedades globales de aciclicidad ni de composición de condiciones locales.

Nuestros resultados nos permitieron analizar la complejidad de problemas ya exis-
tentes en la literatura, para los cuales no se conoćıa su complejidad parametrizada por
treewidth, clique-width y/o mim-width, y para algunos de los cuales tampoco se co-
noćıa un algoritmo aproximado para grafos planares. La Tabla 9.2 muestra un resumen
de todo lo anteriormente mencionado.

Todos aquellos casos indicados con “?” en las Tablas 9.1 y 9.2 quedan abiertos para
futuras investigaciones. Además, también quedan abiertas las siguientes preguntas:

• ¿Los problemas m-estables son XP parametrizados por mim-width? Esta pregun-
ta se encuentra abierta incluso para el problema de dominación impar en grafos
de intervalo propio. Conjeturamos que existe un problema en este grupo que es

127
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para-NP-dif́ıcil parametrizado por mim-width.

• Los resultados XP (no FPT) obtenidos son ajustados en el sentido de que exis-
ten problemas W[1]-dif́ıciles en dichos grupos, pero ¿puede mejorarse significa-
tivamente la complejidad obtenida? Esto implica, por supuesto, un análisis de
complejidad más fino.

Otra posible continuación natural de este trabajo es considerar otros parámetros
de anchura en grafos, tales como los recientemente definidos sim-width [124], one-
sided-mim-width [28], neighbor-depth [28], twin-width [38], stretch-width [37] o tree-
independence number [72], analizando en cada caso qué restricciones son suficientes
y/o necesarias para poder desarrollar algoritmos eficientes. Incluso resulta interesante
analizar qué ocurre con el parámetro carvingwidth, ya que los resultados obtenidos
fueron a partir del algoritmo de treewidth, y quizás un algoritmo que aproveche las
propiedades de este parámetro nos permita obtener mejores resultados.
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check, w
|Colors|

Constante Polinomial No acotada

Computables

en tiempo

polinomial

FPT(1) carw

? tw

para-NP-h cw

para-NP-d mimw

XP carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

para-NP-d carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

Sistema de

vecindades

parciales

polinomial

FPT(1) carw

W[1]-h, XP tw

para-NP-h cw

para-NP-d mimw

XP carw

W[1]-h, XP tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

para-NP-d carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

Sistema de

vecindades

parciales univ.

polinomial

FPT(1) carw

W[1]-h, XP tw

W[1]-h, XP cw

para-NP-d mimw

XP carw

W[1]-h, XP tw

W[1]-h, XP cw

para-NP-d mimw

? carw

? tw

? cw

para-NP-d mimw

Sistema de

vecindades

parciales

constante

FPT lineal carw

FPT lineal tw

para-NP-h cw

para-NP-h mimw

XP carw

W[1]-h, XP tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

para-NP-d carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

Sistema de

vecindades

parciales univ.

constante

FPT lineal carw

FPT lineal tw

FPT(2) cw

? mimw

FPT carw

FPT tw

FPT cw

? mimw

? carw

? tw

? cw

? mimw

Contadora

de colores

FPT(1) carw

W[1]-h, XP tw

W[1]-h, XP cw

para-NP-d mimw

XP carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

? carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

m-modular

FPT lineal carw

FPT lineal tw

FPT(2) cw

? mimw

XP carw

? tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

? carw

? tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

d-estable

FPT lineal carw

FPT lineal tw

FPT(2) cw

W[1]-h, XP(3) mimw

XP carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

? carw

para-NP-d tw

para-NP-d cw

para-NP-d mimw

Tabla 9.1: Resumen de algunos de los resultados principales sobre la complejidad de
problemas 1-localmente verificables bajo distintas restricciones sobre la cantidad de
colores y las funciones de verificación y peso. Aqúı, cuando indicamos para-NP-h (o
W[1]-h), estamos diciendo que existe un problema con esas condiciones que es para-NP-
h (o W[1]-h) parametrizado por el parámetro correspondiente. (1) FPT lineal si check
y w son computables en tiempo constante. (2) FPT lineal si una expresión clique-width
adecuada viene dada. (3) Dado un árbol binario de descomposición adecuado.
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Problema tw cw mimw PTAS

[k]-dominación romana FPT-L FPT(∗) XP śı

[k]-dominación romana total FPT-L FPT(∗) XP śı

Dominación romana perfecta (doble) FPT-L FPT(∗) XP ?

[k]-dominación romana independiente FPT-L FPT(∗) XP ?

[k]-dominación romana indep. exterior FPT-L FPT(∗) XP śı

[k]-dominación romana maximal FPT-L FPT(∗) XP ?

Dominación romana con signo XP XP ? ?

Dominación romana total con signo XP XP ? ?

[k]-dominación romana global XP XP ? ?

{k}-dominación romana FPT-L FPT(∗) XP śı

Máxima dominación dual acotada FPT-L FPT(∗) XP ?

Máxima dominación dual FPT-L FPT(∗) XP ?

Mı́nima dominación dual negativa FPT-L FPT(∗) XP ?

Máximo conjunto de vértices k-felices FPT-L FPT(∗)[31] XP śı

Máximo conjunto feliz FPT-L FPT(∗) XP ?

Coloreo localmente acotado FPT-L[24] FPT(∗) XP ?

k-coloreo libre de conflictos FPT-L FPT(∗)(1) XP(2) ?

M -GPF FPT-L FPT(∗)[113] XP ?

GPF con k y u polinomiales XP XP ? ?

k-comunidad XP XP ? ?

k-comunidad balanceada XP XP ? ?

k-comunidad débil XP XP ? ?

Max-PDS XP XP ? ?

Extensión PDS XP XP ? ?

Máxima γ-quasi-clique basada en grados XP XP ? ?

Máxima γ-quasi-clique XP XP ? ?

b-coloreo, con número fijo de colores FPT-L(3) FPT(∗)(4) XP(2) ?

Coloreo aditivo XP ? ? ?

Mı́nima violación cromática XP ? ? ?

Dominación Grundy XP ? ? śı

Dominación Grundy total XP ? ? śı

Tabla 9.2: Listado de nuevos resultados respecto a problemas ya existentes y su complejidad
parametrizada según la treewidth (tw) del grafo, la clique-width (cw) del grafo y la mim-
width (mimw) de un árbol binario de descomposición dado. También se indica si admiten un
PTAS en grafos planares. FPT-L significa “FPT lineal”. (∗) FPT lineal si ya contamos con
una expresión clique-width adecuada. (1) Este resultado también fue obtenido independiente-
mente en [30]. (2) Estos resultados también fueron obtenidos independientemente en [26]. (3)
Este resultado también fue obtenido independientemente en [12]. (4) En [122] presentan un
algoritmo XP parameterizado por clique-width para b-coloreo sin restricciones en la cantidad
de colores, y en [123] prueban que este problema es W[1]-h parameterizado por pathwidth.



Apéndice A

Definiciones de problemas

Conjunto dominante [147]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que |N [v] ∩ S| ≥ 1

para cada v ∈ V (G)?

Dominación total [61]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que |N(v) ∩ S| ≥ 1

para cada v ∈ V (G)?

Dominación k-upla [107]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que |N [v] ∩ S| ≥ k

para cada v ∈ V (G)?

Dominación k-upla total [111]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que |N(v) ∩ S| ≥ k

para cada v ∈ V (G)?

k-dominación [84]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que |N(v) ∩ S| ≥ k

para cada v ∈ V (G)− S?

{k}-dominación [109]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G)→ {0, 1, . . . , k} de peso a lo sumo ℓ y tal que

f(N [v]) ≥ k para cada v ∈ V (G)?

Dominación k-arcóıris [56]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G)→ 2{1,...,k} de peso (

∑
v∈V (G) |f(v)|) a lo sumo

ℓ y tal que para cada vértice v ∈ V (G) para el cual f(v) = ∅ tenemos que⋃
u∈NG[v] f(u) = {1, . . . , k}?
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Dominación semitotal [98]
Instancia: Un grafo G (con pesos) sin vértices aislados y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe un conjunto dominante S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y

tal que cada vértice en S está a distancia a lo sumo 2 de otro vértice en S?

Dominación a distancia k [110,141]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que cada vértice en

G está a distancia a lo sumo k de un vértice en S?

Conjunto dominante conexo [154]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe un conjunto dominante de G de tamaño (peso) a lo sumo ℓ tal que

induce un subgrafo conexo en G?

Dominación romana [62]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G)→ {0, 1, 2} de peso a lo sumo ℓ y tal que cada

vértice u ∈ V (G) para el cual f(u) = 0 es adyacente a al menos un vértice
v ∈ V (G) para el cual f(v) = 2?

[k]-dominación romana total [6,157]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función [k]-dominante romana f : V (G)→ [[0, k+1]] de peso a

lo sumo ℓ y tal que el conjunto de vértices con valores positivos no tenga
vértices aislados?

[k]-dominación romana independiente [6,137]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función [k]-dominante romana de peso a lo sumo ℓ y tal que el

conjunto de vértices con valores positivos sea independiente?

[k]-dominación romana independiente exterior [3,6]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función [k]-dominante romana de peso a lo sumo ℓ y tal que el

conjunto de vértices con valor 0 sea independiente?

Dominación romana perfecta [18]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G) → {0, 1, 2} de peso a lo sumo ℓ y tal que

cada vértice u ∈ V (G) para el cual f(u) = 0 es adyacente a exactamente
un vértice v ∈ V (G) para el cual f(v) = 2?

Dominación romana perfecta doble [75]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G) → {0, 1, 2, 3} de peso a lo sumo ℓ y tal que

para cada vértice u ∈ V (G) se cumple lo siguiente: (i) si f(u) = 0 entonces
o bien u es adyacente a exactamente dos vértices de valor 2 y ninguno de
valor 3, o bien es adyacente a exactamente un vértice de valor 3 y ninguno
de valor 2; (ii) si f(u) = 2 entonces u es adyacente a exactamente un vértice
de valor 2 y ninguno de valor 3?
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k-dominación romana con signo [5]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G) → {−1, 1, 2} de peso a lo sumo ℓ y tal que,

para cada vértice v ∈ V (G), f(N [v]) ≥ 1 y si f(v) = −1 entonces v es
adyacente a al menos un vértice u ∈ V (G) con f(u) = 2?

k-dominación romana total con signo [172]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G) → {−1, 1, 2} de peso a lo sumo ℓ y tal que,

para cada vértice v ∈ V (G), f(N(v)) ≥ 1 y si f(v) = −1 entonces v es
adyacente a al menos un vértice u ∈ V (G) con f(u) = 2?

Dominación Grundy total [47]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una sucesión (v1, . . . , vk) de vértices distintos de G tal que k ≥ ℓ,

{v1, . . . , vk} es un conjunto dominante de G y N(vi)−
⋃i−1
j=1N(vj) ̸= ∅ para

cada i ∈ [[1, k]]?

k-coloreo [92]
Instancia: Un grafo G.
Pregunta: ¿Existe una función c : V (G) → {1, . . . , k} tal que c(u) ̸= c(v) para toda

arista uv ∈ E(G)?
Coloreo por listas [76,171]
Instancia: Un grafo G y un conjunto L(v) de colores para cada vértice v ∈ V (G).
Pregunta: ¿Existe una función c : V (G) →

⋃
v∈V (G) Lv tal que c(u) ̸= c(v) para toda

arista uv ∈ E(G) y c(v) ∈ Lv para todo vértice v ∈ V (G)?

Coloreo aditivo [70]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo k.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G)→ {1, . . . , k} tal que para cada par de vérti-

ces adyacentes u, v las sumas de los números asignados a sus vecinos son
diferentes (es decir,

∑
w∈N(u) f(w) ̸=

∑
z∈N(v) f(z))?

Coloreo aćıclico [105]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo k.
Pregunta: ¿Existe un k-coloreo de G tal que cada subgrafo de G inducido por los

vértices de dos de los colores es aćıclico (en otras palabras, un bosque)?

Etiquetado L(h, k) [51]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo s.
Pregunta: ¿Existe un etiquetado de los vértices de G con enteros entre 0 y s tal que

vértices adyacentes de G son etiquetados usando enteros con diferencia al
menos h, y vértices con un vecino en común son etiquetados usando enteros
con diferencia al menos k?

Conjunto independiente [92]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe un conjunto independiente en G de tamaño (peso) al menos ℓ?

Conjunto independiente a distancia k [78, 85]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe X ⊆ V (G) de tamaño al menos ℓ tal que la distancia entre cada

par de vértices de X es al menos k + 1?
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Función de {k}-empaquetamiento [133]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe una función f : V (G)→ {0, 1, . . . , k} de peso al menos ℓ y tal que

f(N [v]) ≤ k para cada v ∈ V (G)?

k-empaquetamiento limitado [91]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe B ⊆ V (G) de tamaño al menos ℓ y tal que |N [v] ∩ B| ≤ k para

cada v ∈ V (G)?

Número cromático de empaquetamiento [48]
Instancia: Un grafo G y un entero positivo k.
Pregunta: ¿Puede G ser partido en clases disjuntas X1, . . . , Xk donde, para todo i ∈

[[1, k]], cada par de vértices en Xi tiene distancia mayor a i?

Emparejamiento [74]
Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe un conjunto M ⊆ E(G) de tamaño (peso) al menos ℓ y tal que

cada par de aristas en M no comparte ningún extremo?

Dominación por aristas [174]
Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe F ⊆ E(G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que cada arista en

E(G) comparte un extremo con al menos una arista en F?

Cubrimiento por vértices [125]
Instancia: Un grafo G (con pesos) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe S ⊆ V (G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que cada arista en

E(G) tiene al menos un extremo en S?

Cubrimiento por aristas [92]
Instancia: Un grafo G (con pesos en las aristas) y un entero positivo ℓ.
Pregunta: ¿Existe F ⊆ E(G) de tamaño (peso) a lo sumo ℓ y tal que cada vértice en

V (G) pertenece a al menos una arista en F?
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Abreviaturas

B.1. Complejidad

FPT Tratable de parámetro fijo (fixed-parameter tractable). Sec-
ción 1.1.1.

NP-c NP-completo. Sección 1.1.

NP-h NP-dif́ıcil (NP-hard). Sección 1.1.

para-NP-
h

Para-NP-dif́ıcil (para-NP-hard). Sección 1.1.1.

W[1]-h W[1]-dif́ıcil (W[1]-hard). Sección 1.1.1.

XP Polinomial en rebanadas (slice-wise polynomial). Sección 1.1.1.

B.2. Parámetros de anchura

carw Carvingwidth. Sección 1.6.3.

cutw Cutwidth. Sección 1.6.3.

cw Clique-width. Sección 1.6.2.

lmimw Mim-width lineal (linear mim-width). Sección 1.6.3.

lsimw Sim-width lineal (linear sim-width). Sección 1.6.3.

mimw Mim-width. Sección 1.6.3.

mmw MM-width. Sección 1.6.3.

pw Pathwidth. Sección 1.6.1.

rw Rankwidth. Sección 1.6.3.

simw Sim-width. Sección 1.6.3.

tw Treewidth. Sección 1.6.1.
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B.3. Marcos de problemas

A&C DN Lógica de vecindad a distancia con restricciones de aciclicidad
y conectividad (distance neighborhood logic with acyclicity and
connectivity constraints). Sección 8.3.

ECC Problemas de composición de condiciones locales (edge condition
composition). Sección 8.2.

LCC Problemas de composición de condiciones en aristas (local condi-
tion composition). Sección 8.2.

LCVP Problemas localmente verificables de partición de vértices (locally
checkable vertex partitioning). Sección 8.1.

LCVS Problemas localmente verificables de subconjuntos de vértices (lo-
cally checkable vertex subset). Sección 8.1.

B.4. Otros

PTAS Esquema de aproximación de tiempo polinomial (polynomial-time
approximation scheme). Caṕıtulo 6.



Apéndice C

Resumen de nuestro marco

C.1. Elementos

Labels Conjunto de etiquetas para aristas.

ℓe ∈ Labels Para cada arista e, una etiqueta.

Colors Conjunto de colores.

Lv ⊆ Colors Para cada vértice v, un conjunto no vaćıo
de posibles colores.

(Weights,⪯,⊕) Conjunto de pesos. Ver Sección 1.4.

w(v, c) Función de peso. Entrada: vértice v y co-
loreo c de la vecindad cerrada de v. Salida:
peso en Weights.

check(v, c) Función de verificación, propiedad local.
Entrada: vértice v y coloreo c de la vecin-
dad cerrada de v. Salida: True o False.

C.1.1. Propiedades globales

Tamaño Sección 2.3.1.

Conectividad (positiva, negativa) Sección 2.3.2.

Aciclicidad (positiva, negativa) Sección 2.3.3.

Composición de condiciones locales Sección 2.3.4.

C.2. Restricciones

Sistema de vecindades parciales
(polinomial, constante, universal)

Sección 2.4.1.

Funciones contadoras de colores Sección 2.4.2.

Funciones d-estables Sección 2.4.3.

Funciones m-modulares Sección 2.4.4.

Jerarqúıa de colores Sección 6.2.

Colores neutrales Sección 6.2.
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[6] H. Abdollahzadeh Ahangar, M. P. Álvarez, M. Chellali, S. M. Sheikholeslami,
and J. C. Valenzuela-Tripodoro. Triple Roman domination in graphs. Applied
Mathematics and Computation, 391:125444, 2021.

[7] Z. Abel, V. Alvarez, E. D. Demaine, S. P. Fekete, A. Gour, A. Hesterberg, P. Kel-
denich, and C. Scheffer. Conflict-free coloring of graphs. SIAM Journal on Dis-
crete Mathematics, 32(4):2675–2702, 2018.

[8] R. Adhikary, K. Bose, S. Mukherjee, and B. Roy. Complexity of Maximum Cut
on Interval Graphs. In K. Buchin and E. Colin de Verdière, editors, 37th Inter-
national Symposium on Computational Geometry (SoCG 2021), volume 189 of
Leibniz International Proceedings in Informatics (LIPIcs), pages 7:1–7:11, Dags-
tuhl, Germany, 2021. Schloss Dagstuhl – Leibniz-Zentrum für Informatik.

[9] A. Agrawal, N. R. Aravind, S. Kalyanasundaram, A. S. Kare, J. Lauri, N. Misra,
and I. V. Reddy. Parameterized complexity of happy coloring problems. Theo-
retical Computer Science, 835:58–81, 2020.

[10] A. Agrawal, P. Choudhary, N. S. Narayanaswamy, K. K. Nisha, and V. Rama-
moorthi. Parameterized complexity of minimum membership dominating set.
Algorithmica, 85:3430–3452, 2023.

139



140 BIBLIOGRAFÍA
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Characterizing graphs of small carving-width. Discrete Applied Mathematics,
161(13):1888–1893, 2013.

[23] R. Belmonte and M. Vatshelle. Graph classes with structured neighborhoods and
algorithmic applications. Theoretical Computer Science, 511:54–65, 2013. Exact
and Parameterized Computation.

[24] C. Bentz. Weighted and locally bounded list-colorings in split graphs, cographs,
and partial k-trees. Theoretical Computer Science, 782:11–29, 2019.



BIBLIOGRAFÍA 141
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[67] B. Courcelle, J. Makowsky, and U. Rotics. Linear time solvable optimization
problems on graphs of bounded clique-width. Theory Comput. Systems, 33:125–
150, 2000.

[68] B. Courcelle and M. Mosbah. Monadic second-order evaluations on tree-
decomposable graphs. Theoretical Computer Science, 109(1):49–82, 1993.

[69] B. Courcelle and S. Olariu. Upper bounds to the clique width of graphs. Discrete
Applied Mathematics, 101(1):77–114, 2000.
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[110] M. A. Henning. Distance domination in graphs. In T. W. Haynes, S. T. Hedetnie-
mi, and P. J. Slater, editors, Domination in Graphs: Advanced Topics, chapter 12.
Marcel Dekker, Inc., 1997.

[111] M. A. Henning and A. P. Kazemi. k-tuple total domination in graphs. Discrete
Applied Mathematics, 158(9):1006–1011, 2010.

[112] M. A. Henning and W. F. Klostermeyer. Italian domination in trees. Discrete
Applied Mathematics, 217:557–564, 2017.

[113] E. Hinrichsen, G. Nasini, and N. Vansteenkiste. On general packing functions
in graphs (brief announcement). Procedia Computer Science, 223:367–369, 2023.
XII Latin-American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS
2023).

[114] J. Hopcroft and R. Tarjan. Efficient planarity testing. J. ACM, 21(4):549–568,
oct 1974.

[115] J. E. Hopcroft and J. D. Ullman. Introduction To Automata Theory, Languages,
And Computation. Addison-Wesley Longman Publishing Co., Inc., USA, 1st
edition, 1990.

[116] S. Hougardy. Classes of perfect graphs. Discrete Mathematics, 306(19):2529–
2571, 2006. Creation and Recreation: A Tribute to the Memory of Claude Berge.

[117] S. il Oum and P. Seymour. Approximating clique-width and branch-width. Jour-
nal of Combinatorial Theory, Series B, 96(4):514–528, 2006.

[118] R. W. Irving and D. F. Manlove. The b-chromatic number of a graph. Discrete
Applied Mathematics, 91(1):127–141, 1999.

[119] L. Jaffke. Bounded Width Graph Classes in Parameterized Algorithms. PhD
thesis, University of Bergen, 2020.

[120] L. Jaffke, O. joung Kwon, T. J. F. Strømme, and J. A. Telle. Mim-width III.
Graph powers and generalized distance domination problems. Theoretical Com-
puter Science, 796:216–236, 2019.

[121] L. Jaffke, O. Kwon, T. J. F. Strømme, and J. A. Telle. Generalized Distance Do-
mination Problems and Their Complexity on Graphs of Bounded mim-width. In
C. Paul and M. Pilipczuk, editors, 13th International Symposium on Paramete-
rized and Exact Computation (IPEC 2018), volume 115 of Leibniz International
Proceedings in Informatics (LIPIcs), pages 6:1–6:14, Dagstuhl, Germany, 2019.
Schloss Dagstuhl–Leibniz-Zentrum fuer Informatik.

[122] L. Jaffke, P. T. Lima, and D. Lokshtanov. b-Coloring Parameterized by Clique-
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