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Consecuencias del efecto Casimir
dinámico en la termodinámica y la

información cuántica

Resumen

En esta tesis se estudia el efecto Casimir dinámico (DCE) y sus consecuencias en
la termodinámica, almacenamiento y procesamiento de la información cuántica. Es-
tos estudios han sido llevados a cabo en sistemas tanto de cavidades optomecánicas
como electromagnéticas y con potenciales implementaciones en circuitos supercon-
ductores. El DCE surge cuando se modifican las condiciones de contorno de un
campo cuántico de manera no-adiabática dando lugar a la generación de pares de
fotones a partir del estado de vaćıo cuántico. La conexión estrecha entre el DCE
con otros fenómenos de generación de part́ıculas en teoŕıa de campos como el efecto
Unruh, la radiación de Hawking y el efecto Schwinger permite indagar sobre pro-
piedades fundamentales de la teoŕıa de campos, tales como la aparente pérdida de
información entre distintos observadores. Por otro lado, la observación del DCE en
circuitos superconductores, arquitectura por excelencia para la experimentación de
tecnoloǵıas cuánticas actuales, permite considerar también la influencia de este efec-
to sobre nuevos dispositivos tecnológicos como compuertas para el procesamiento de
información cuántica o máquinas térmicas.

En primera instancia estudiamos un sistema optomecánico consistente de una
cavidad óptica cuyo extremo consta de un espejo móvil sometido a un potencial
cuadrático con ambos grados de libertad cuantizados. Esto permite estudiar el pro-
ceso de conversión de enerǵıa e información cuántica contenidos en los fonones de la
pared en fotones dentro de la cavidad. En particular, estudiamos la dinámica y la
eficiencia de este proceso para diferentes estados iniciales como los de tipo número,
coherentes y térmicos. Presentamos un modelo sencillo que permite reproducir los
resultados de forma aproximada y determinamos los estados más prometedores para
maximizar la transferencia de enerǵıa.

Seguidamente, estudiamos las consecuencias del efecto Casimir dinámico sobre
la información cuántica relativista. Para ello consideramos dos observadores cada
uno en posesión de una cavidad con un campo cuántico en su interior que compar-
ten inicialmente un estado entrelazado de modos de ambas cavidades y estudiamos
como se modifica el entrelazamiento observado a medida que uno de ellos se agita.
Esto permite sacar conclusiones sobre la degradación del entrelazamiento de ambos
observadores y su dependencia con el estado inicial, el espectro de la cavidad y el
movimiento al que son sometidos.

Para comprender el impacto del DCE, no sólo sobre la transferencia de enerǵıa
sino sobre su conversión en trabajo, analizamos una máquina térmica paradigmática
como es el caso de una cavidad con una pared móvil en cuyo interior se halla un



campo cuántico que es sometido a un ciclo Otto. Identificamos la contribución nociva
del efecto Casimir dinámico al trabajo extráıdo cuando es operado en tiempo finito,
y estudiamos la eficiencia y potencia entregadas tanto cuando la máquina es operada
como un motor térmico como cuando actúa como un refrigerador.

Teniendo claro el impacto negativo del DCE sobre las máquinas térmicas cuánti-
cas y con el objetivo de hacerlas más eficientes estudiamos la existencia de atajos
adiabáticos en teoŕıa cuántica de campos. Esto significa que mostramos la existen-
cia y damos métodos prácticos para encontrar trayectorias de la pared móvil que no
produzcan generación neta de fotones.

Por último, luego de haber visto las consecuencias negativas del efecto Casi-
mir dinámico, analizamos cómo aprovechar los fotones generados por excitación pa-
ramétrica en un sistema de circuitos superconductores para generar una compuerta
de controlled-squeeze. Estudiamos la universalidad de ésta, aśı como la factibilidad
de su implementación experimental.

Palabras clave: Efecto Casimir dinámico, atajos adiabáticos, máquinas térmi-
cas cuánticas, información cuántica, termodinámica cuántica, cavidades optomecáni-
cas, circuitos superconductores.



Consequences of the dynamical Casimir
effect on thermodynamics and quantum

information

Abstract

In this thesis we study the dynamical Casimir effect (DCE) and its consequences
on thermodynamics, as well as on processing and storage of quantum information.
These studies have been carried out in systems of both optomechanical and electro-
magnetic cavities and with potential implementations in superconducting circuits.
The DCE arises when the boundary conditions of a quantum field are modified in a
non-adiabatic manner, leading to the generation of photon pairs out of the quantum
vacuum state. The close connection between the DCE with other particle genera-
tion phenomena in field theory such as the Unruh effect, Hawking radiation and the
Schwinger effect allows us to investigate fundamental properties of quantum field
theory, such as the apparent loss of information between different observers. On the
other hand, the observation of DCE in superconducting circuits, the architecture
par excellence for current quantum experimentation, also allows us to consider the
influence of this effect on new technological devices such as gates for processing
quantum information or thermal machines.

First, we study an optomechanical system consisting of an optical cavity whose
end consists of a mobile mirror subjected to a quadratic potential with both degrees
of freedom quantized. This allows us to study the process of converting energy and
quantum information contained in the phonons on the wall into photons inside the
cavity. In particular, we study the dynamics and efficiency of this process for different
initial states such as number, coherent and thermal states. We present a simple model
that allows the results to be reproduced approximately and we determine the most
promising states to maximize energy transfer.

Next, we study the consequences of the dynamical Casimir effect on relativistic
quantum information. To do this, we consider two observers, each in possession of a
cavity with a quantum field inside that initially share an entangled state of modes
of both cavities, and we study how the perceived entanglement changes as one of
them shakes. This allows conclusions to be drawn about the degradation of the
entanglement of both observers and its dependence on the initial state, the cavity
spectrum and the motion to which they are subjected.

To understand the impact of DCE, not only on the transfer of energy but also
on its conversion into work, we analyze a paradigmatic thermal machine such as a
cavity with a mobile wall inside which is a quantum field that is subjected to an
Otto cycle. We identify the harmful contribution of the dynamical Casimir effect to
the work extracted when it is operated in finite time, and we study the efficiency
and power delivered both when the machine is operated as a heat engine and when



it acts as a refrigerator.
Being clear about the negative impact of DCE on quantum thermal machines

and with the aim of making them more efficient, we study the existence of adiabatic
shortcuts in quantum field theory. That is, we find the existence and give practi-
cal methods for finding moving wall trajectories that do not produce net photon
generation.

Finally, after having seen the negative consequences of the dynamical Casimir
effect, we analyze how to take advantage of the photons generated by parametric
excitation in a system of superconducting circuits to generate a controlled-squeeze
gate. We study its universality, as well as the feasibility of its experimental imple-
mentation.

Keywords: Dynamical Casimir effect, adiabatic shortcuts, quantum heat en-
gines, quantum information, quantum thermodynamics, optomechanical cavities,
superconducting circuits.
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CAṔITULO 1

Introducción

Una de las caracteŕısticas más sobresalientes de la teoŕıa cuántica de campos es

que predice la producción de part́ıculas a partir del vaćıo cuántico [1]. Hay ejemplos

muy destacables, de la conversión dinámica de fluctuaciones de vaćıo en part́ıculas

reales: la radiación de Unruh detectada por un observador uniformemente acelera-

do [2], la radiación de Hawking originada por un agujero negro [3, 4], y el efecto

Schwinger que produce pares de electrones y positrones en presencia de un campo

electromagnético fuerte [5]. Sin embargo, si bien hay fuerte apoyo teórico para estos

efectos, ninguno ha sido observado experimentalmente. Un fenómeno relacionado de

cerca es el efecto Casimir dinámico (DCE), el cual consiste en la creación de part́ıcu-

las a partir de condiciones externas que dependen del tiempo [6–9]. Fue propuesto

por primera vez en 1970 por Moore, quién sugirió que en una cavidad de Fabry-Perot

donde uno de los espejos oscila armónicamente al doble de la frecuencia de un modo

de la cavidad llevaŕıa a la generación de fotones a partir del vaćıo. Más tarde, se

mostró que un solo espejo en el espacio libre sujeto a una aceleración no-uniforme

también produciŕıa radiación de fotones [10]. Sin embargo, en todos los casos, la

velocidad del espejo requerida para producir fotones era comparable a la velocidad

de la luz y por lo tanto no eran accesibles por espejos móviles masivos [11, 12]. Re-
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cientemente surgió una propuesta basada en la sugerencia de que el DCE podŕıa ser

simulado modificando una condición de contorno del campo [13,14]. Esta idea llevó

a la observación experimental del DCE. En este setup la cavidad es reemplazada

por una gúıa de ondas superconductora terminada en un dispositivo de interferencia

cuántica superconductora (SQUID) y las condiciones de contorno son modificadas

aplicándole un flujo magnético dependiente del tiempo [15]. De esta manera el DCE

se ha convertido en una herramienta indispensable para el estudio teórico y experi-

mental de las consecuencias de la dinámica relativista sobre áreas de frontera como

la termodinámica cuántica [16–18] o la información cuántica relativista (RQI de sus

siglas en inglés).

En particular, en la última década ha surgido un interés creciente en RQI dado

que se han reportado nuevos efectos interesantes sobre el entrelazamiento de ob-

servadores en movimiento [19–23]. Por ello, esta área de investigación ha tratado

preguntas relacionadas con los aspectos relativistas de la f́ısica cuántica, en parti-

cular sumergiéndose en la relación entre la teoŕıa cuántica de campos y la teoŕıa

de la información cuántica [24]. Por ejemplo, los agujeros negros, que alguna vez se

creyó que eran meros artefactos matemáticos, son hoy en d́ıa una parte establecida

del universo y uno de los más grandes misterios de la f́ısica moderna. Si bien se los

entiende bien en términos de la relatividad general se sabe poco de su naturaleza

cuántica. El descubrimiento de Hawking de que emiten radiación térmica [3, 4] y

la paradoja de la pérdida de información que este fenómeno originó [25] es uno de

los esfuerzos hechos para obtener un entendimiento completo de su relación con la

mecánica cuántica. En particular, la RQI posee un rol crucial en explicar los efectos

cuánticos alrededor de un agujero negro.

En este sentido en la Ref. [26] se investiga la posibilidad de transmitir señales

entre el interior y el exterior del horizonte de eventos de un agujero negro. Alĺı,

se considera un par de part́ıculas entrelazadas, cada una en posesión de dos obser-

vadores distintos: uno es inercial cayendo en cáıda libre dentro del agujero negro

mientras que el otro acelera y se mantiene por fuera del horizonte a una distancia

fija. Los autores notan que este estudio puede ser aproximadamente descripto por

un campo escalar cuántico en el espacio de Minkowski con dos modos entrelazados.
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En este marco, calculan que el entrelazamiento entre dos modos libres del campo

escalar visto por un observador inercial detectando uno de los modos y un obser-

vador uniformemente acelerado detectando el segundo modo. Luego, afirman que a

medida que la aceleración de este observador aumenta, el entrelazamiento percibido

entre dos modos decrece asintóticamente a cero, dañando la posibilidad de transmi-

sión de señales [27]. Este trabajo dio lugar a múltiples ramificaciones y numerosas

investigaciones sobre el efecto del movimiento relativista en la información cuánti-

ca [28–33]. Por ejemplo, en [28], el entrelazamiento compartido por observadores

en movimiento relativo acelerado es analizado y encuentran que se anula entre los

modos de baja frecuencia. En un enfoque diferente, los autores en [32] mostraron

que si el campo escalar es reemplazado por un campo de Dirac el entrelazamiento

no se anula en el ĺımite de aceleración infinita lo que significa que puede ser usado

para tareas de información cuántica. A veces los resultados pueden ser incluso más

dramáticos. En la referencia [33] se ha mostrado que el entrelazamiento entre dos

detectores de Unruh-DeWitt que están siendo acelerados, se puede perder repentina-

mente en una cantidad finita de tiempo [34]. De manera similar, en [29,30] se afirma

que el entrelazamiento entre dos cavidades en movimiento uniforme acelerado oscila

a medida que pasa el tiempo, durante el tiempo que dura el movimiento. En este

contexto podemos notar que la motivación original ha llevado a una pregunta más

general sobre cómo el entrelazamiento se modifica por el movimiento relativo de los

observadores. En particular, la degradación del entrelazamiento causada por el mo-

vimiento relativista es una propiedad que ha recibido mucha atención recientemente

y que estudiaremos con más detalle en esta tesis.

Si bien hemos dicho que el efecto Casimir dinámico a sido verificado experi-

mentalmente en un circuito superconductor, debemos señalar que dicha observación

carece de una parte fundamental de la f́ısica del efecto que es la conversión de enerǵıa

mecánica en fotones. Debido a ello esta realización experimental a veces ha sido lla-

mada una simulación del efecto y todav́ıa se espera una verdadera observación en

una cavidad optomecánica. Los sistemas optomecánicos están compuestos se una

cavidad óptica formada por dos espejos uno de los cuales es libre de moverse [35]. Se

han obtenido estructuras fotomecánicas prácticas en las cuales el espejo oscila tan
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rápido como 6 mil millones de veces por segundo. Sin embargo, esto puede no ser

suficientemente rápido; estudios previos han mostrado que la oscilación mecánica de

la frecuencia debe ser al menos dos veces la frecuencia del modo de menor enerǵıa

de la cavidad para poder observar el DCE. En un trabajo reciente [36], los autores

trataron tanto al campo dentro de la cavidad como al espejo móvil como un sistema

cuántico y notaron la existencia de separaciones de Casimir-Rabi para frecuencias

del espejo menores al doble de la fundamental . El análisis realizado sugirió que los

sistemas optomecánicos actuales pueden ser usados para observar la conversión de

enerǵıa mecánica en luz, lo que significa que la emisión de luz podŕıa ser lograda

en este tipo de estructuras para frecuencias menores. Más aún, desarrollos recientes

en la tecnoloǵıa de nanoresonadores [37] junto con cavidades de mayor factor de

calidad hacen que esta observación del efecto sea posible en el futuro cercano. Otra

cualidad importante sugerida es el hecho de que el DCE podŕıa ser analizado en

una forma más fundamental con un hamiltoniano independiente del tiempo donde

un estado inicial de fonones en la pared evoluciona en fotones dentro de la cavidad.

Si bien se han considerado algunas extensiones de este trabajo en [38, 39], en esta

tesis ahondaremos en la transferencia cuántica de enerǵıa de un grado de libertad

mecánico a uno electromagnético. Otras propuestas consideradas para observar la

conversión de enerǵıa mecánica en fotones producidos por el DCE incluyen sistemas

h́ıbridos de resonadores mecánicos y gúıas de ondas superconductoras [40,41].

El efecto Casimir dinámico tiene también relaciones interesantes con la termo-

dinámica cuántica. Esta área de estudio de la f́ısica surge como consecuencia de la

incesante miniaturización de los dispositivos tecnológicos [37, 42, 43] y captura dos

propiedades diferentes pero complementarias. Por un lado, apunta a obtener una

derivación rigurosa de las leyes de la termodinámica a partir de interacciones mi-

croscópicas a nivel cuántico. Por otro, en un aspecto más aplicado, busca mejorar

los procesos termodinámicos, tales como la conversión de calor en trabajo, usando

fenómenos cuánticos sin análogo clásico como la coherencia [44, 45] o el entrelaza-

miento [46, 47]. El concepto de información, y su ı́ntima relación con la entroṕıa y

la termodinámica, juego un rol muy importante en ambos aspectos [48].

La mayoŕıa de la investigación realizada en esta área ha sido implementada en
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qubits [49] u osciladores armónicos sujetos a diferentes ciclos termodinámicos [50].

Mientras que en ciertos casos un campo cuántico en una cavidad puede ser estudiado

para algunos pocos modos que se comportan como osciladores armónicos, hay cir-

cunstancias importantes bajo las cuales esta aproximación falla. Sin embargo, solo

un puñado de trabajos han estudiado los efectos que surgen de un campo cuántico

completo [51–54] y la mayoŕıa de ellos como un baño y no como un medio de trabajo.

Por ello en esta tesis investigaremos la operación de una máquina térmica basada

en un ciclo termodinámico de un campo cuántico.

Una de las dificultades que surge con la operación en tiempo finito de estas máqui-

nas térmicas cuánticas es la emergencia de coherencias en el estado del sistema que

resulta en una pérdida de eficiencia [49,50,55]. Como respuesta a este problema han

surgido protocolos llamados “atajos adiabáticos” (o STAs por sus siglas en inglés)

que permiten llevar al sistema hasta el estado final que se hubiera obtenido con una

evolución adiabática, infinitamente lenta, pero en un tiempo finito [56]. En general,

esto significa que no se generarán nuevas excitaciones en el estado final; sin embargo,

vale la pena notar que algunos métodos de STA, tales como “transitionless quantum

driving” [57, 58], también aseguran la supresión de excitaciones no-adiabáticas en

tiempos intermedios. Otros métodos para implementar atajos adiabáticos incluyen

el uso de protocolos de “fast forward” [59], invariantes [60], protocolos óptimos [61],

protocolos “fast quasiadiabatic” (FAQUAD), etc. Una desventaja de estos métodos

es que t́ıpicamente requieren del un control cuántico completo del sistema, por lo

que su implementación resulta extremadamente desafiante desde un punto de vista

experimental.

Los STA han sido considerados tanto desde un punto de vista teórico como

experimental para una variedad de sistemas f́ısicos tales como: iones atrapados [62],

átomos fŕıos [63], gases de Fermi ultra-fŕıos [64], condensados de Bose-Einstein en

chips atómicos [65], sistemas de espines [66], etc.

En relación con las máquinas térmicas, estos protocolos han sido propuestos para

aliviar la relación entre eficiencia y potencia [67–69], tanto para motores cuánticos

de una part́ıcula [70] como para sistemas de muchas part́ıculas [71–74]. Incluso se

ha hecho un experimento con un gas de Fermi que implementó estos protocolos [75].
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Además los atajos adiabáticos han sido obtenidos para sistemas cuánticos relativis-

tas que evolucionan bajo la dinámica de Dirac [76, 77]. A pesar de su eficacia para

mejorar la eficiencia de las máquinas térmicas, los atajos adiabáticos también tienen

un costo energético que debe ser tenido en cuenta [78,79] y que puede ser utilizado

para establecer una relación entre los motores cuánticos y la tercera ley de la ter-

modinámica [80]. Por estas razones, más adelante estudiaremos la implementación

de atajos adiabáticos sobre un campo cuántico.

Otro campo de vanguardia tecnológica donde el efecto Casimir dinámico juega

un rol importante es la electrodinámica cuántica de circuitos (cQED) puesto que fue

alĺı donde el efecto se observó por primera vez. Esta área se ha vuelto recientemente

la arquitectura ĺıder para computación cuántica [81]. En este tipo de sistemas uno

puede controlar la interacción entre átomos artificiales (o qubits en la aproximación

de 2 niveles) y el campo electromagnético [43]. Los fotones son almacenados en

un resonador de microondas y los qubits son diseñados por circuitos que incluyen

junturas de Josephson, capacitores y/o inductores.

Esta arquitectura ha florecido recientemente con la emergencia de tecnoloǵıas

para ingenieŕıa cuántica no solo debido a su éxito en la manipulación y medición

sino también por sus propiedades de escalabilidad. De hecho cQED es una de las

principales candidatas para alcanzar la computación cuántica escalable y ha sido

usada para manipular decenas de qubits realizando tareas que ponen a esta tecno-

loǵıa cerca del objetivo de la supremaćıa cuántica [82]. También ha sido usada para

probar las ideas principales de corrección de errores cuánticos y la implementación

de arquitecturas tolerantes a errores [83–89]. Más adelante mostraremos cómo uti-

lizar esta arquitectura para implementar compuertas cuánticas y generar estados

robustos frente a los errores.

En resumen, la estructura de esta tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 2, repa-

samos el origen y las propiedades fundamentales del efecto Casimir dinámico; aśı

como tres descripciones matemáticas equivalentes del fenómeno que serán empleadas

más adelante. En el caṕıtulo 3, daremos una descripción completamente cuántica

del efecto en una cavidad optomecánica. Veremos cómo el DCE puede ser usado

para la transferencia cuántica de enerǵıa de un grado de libertad mecánico a uno
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electromagnético y estudiaremos la eficiencia de este proceso. En el caṕıtulo 4, ana-

lizaremos la relación entre la información cuántica relativista y el efecto Casimir

dinámico. Más en particular, veremos cómo se modifica el entrelazamiento entre dos

cavidades cuando una de ellas es agitada a velocidades cercanas a la de la luz y cómo

esto depende del espectro de la cavidad y de la frecuencia de agitación. En el caṕıtulo

5, investigaremos el impacto del DCE sobre el desempeño de una máquina térmica

basada en un campo cuántico. En el caṕıtulo 6, mostraremos cómo implementar

un atajo adiabático para un campo escalar cuántico en una cavidad optomecánica.

Además generalizaremos los resultados al caso de dos paredes móviles y estudiare-

mos las propiedades de las trayectorias que generan estos atajos para compresiones,

expansiones y traslaciones ŕıgidas. Además, utilizaremos estos resultados para es-

tudiar como completar atajos adiabáticos. Esto es, dada una trayectoria inicial,

encontrar otra que al ser ejecutada a continuación implemente de principio a fin un

atajo adiabático sobre el campo. En el caṕıtulo 7, veremos cómo el efecto Casimir

dinámico puede ser empleado para implementar una compuerta de controlled-squeeze

en una arquitectura de electrodinámica cuántica de circuitos. Mostraremos también

cómo utilizar esta compuerta para generar estados de relevancia metrológica y de

corrección de errores; aśı como también su universalidad para producir operaciones

unitarias cuando es combinada con una operación de desplazamiento. Por último,

en el caṕıtulo 8 presentaremos las conclusiones de la tesis.
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CAṔITULO 2

Efecto Casimir dinámico

En este caṕıtulo introduciremos el efecto Casimir dinámico a partir del movi-

miento de espejos en cavidades ópticas y revisaremos sus principales propiedades.

Presentaremos, además, tres métodos de cálculo para la resolución de la dinámica

del sistema: los coeficientes de Bogoliuvob, la formulación hamiltoniana y la función

de Moore. Estudiaremos cómo utilizar cada uno de ellos y revisaremos sus beneficios

y desventajas.

2.1. Cavidad con espejos en movimiento

El efecto Casimir dinámico consiste en la generación de part́ıculas a partir del

vaćıo mediante la variación temporal de las condiciones de contorno aplicadas sobre

un campo cuántico. Este efecto reconocido por primera vez por Moore [6] en 1970

al estudiar un modelo simplificado de un modo del campo electromagnético en una

cavidad tipo Fabry-Pérot. Este modelo consiste en un campo escalar sin masa Φ(x, t)

en una cavidad unidimensional formada por dos espejos perfectamente reflectivos,

planos, paralelos e infinitos ubicados en las posiciones x = L(t) a la izquierda y

x = R(t) a la derecha que se mueven con el tiempo con trayectorias prescritas (Fig.
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2.1). En analoǵıa con el campo electromagnético, asumiremos que su dinámica viene

dada por la ecuación de ondas

∂2xΦ(x, t)− ∂2tΦ(x, t) = 0 (2.1)

con condiciones de contorno de Dirichlet en cada espejo

Φ(L(t), t) = Φ(R(t), t) = 0. (2.2)

En la ecuación anterior y a lo largo de toda la tesis usaremos unidades naturales

tales que ℏ = c = kB = 1 salvo que se explicite lo contrario. La justificación

de este modelo proviene del hecho de que los modos transverso-eléctrico (TE) y

transverso magnético (TM) del campo electromagnético pueden ser descritos por

campos escalares [90].

𝐿(𝑡) 𝑅(𝑡)

Ф(𝑥, 𝑡)

𝑥

Figura 2.1: Esquema de una cavidad unidimensional con un campo escalar cuántico
adentro Φ̂(x, t) y dos espejos móviles con trayectorias L(t) y R(t). Las curvas roja
y verde ilustran dos modos del campo en la cavidad.

La cuantización de campos con condiciones de contorno dependientes del tiempo,

al igual que para espacios curvos, suele ser delicada [1]. Esto se debe a que no existe

una formulación hamiltoniana exacta del problema, puesto que si la hubiese existiŕıa

un operador unitario de evolución temporal tal que

Φ̂(x, t) = U †(t, t0)Φ̂(x, t0)U(t, t0), (2.3)
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pero si el espejo estaba en (x, t0) entonces tendremos Φ̂(x, t) = 0 lo que es absurdo.

Concluimos entonces que no existe tal operador unitario y por ende, tampoco un

hamiltoniano que genere la evolución temporal; asimismo se deduce que no existe

un picture de Schrödinger.

Sin embargo, para tiempos tempranos, antes de que los espejos comiencen a

moverse, la cavidad se encuentra estática y el campo se puede expandir como

Φ̂(x, t) =
∞∑
n=0

[
âinn un(x, t) + h.c.

]
, (2.4)

donde âinn son los operadores bosónicos correspondientes a los fotones de diferentes

frecuencias y las funciones un son las soluciones de frecuencia positiva de la ecuación

de ondas

un(x, t) =

√
2

d(0)
sin(knx)

e−iωnt

√
2ωn

(2.5)

con kn = nπ
d(0)

el número de onda, ωn = kn la frecuencia y d(t) = R(t) − L(t) la

longitud de la cavidad. Los espejos comienzan a moverse a t = 0 y esta base inicial

es deformada de forma continua, mediante la ecuación de movimiento, en otra que

satisfaga las nuevas condiciones de contorno. Aśı, al detenerse en la posición original

nuevamente, la cuantización y la noción de part́ıculas estarán bien definidas pero

tendremos una nueva base vk(x, t) y nuevos operadores bosónicos finales âoutn , por lo

que el campo se expandirá como

Φ̂(x, t) =
∞∑
n=0

[
âoutn vn(x, t) + h.c.

]
. (2.6)

Sin embargo, el campo puede ser expresado alternativamente tanto en esta expan-

sión, surgida de la evolución temporal, como en la inicial, lo que significa que existen

coeficientes αnk y βnk tales que

vn =
∞∑
k=0

[αnkuk + βnku
∗
k] . (2.7)

Reemplazando esto en la Ec.(2.6) e igualándola a la Ec.(2.4) podemos relacionar
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ambos conjuntos de operadores bosónicos como

âoutn =
∑
k

[
αnkâ

in
k + β∗

nkâ
in†
k

]
, (2.8)

lo que se conoce como una transformación de Bogoliubov. Es importante destacar

que estas son transformaciones gaussianas, es decir, que mapean estados gaussianos

(como los estados coherentes, térmicos, squeezed) en estados gaussianos.

Más adelante veremos distintos métodos para calcular los coeficientes de Bo-

goliuvob pero ya podemos apreciar la propiedad fundamental del efecto Casimir

dinámico. Para ello consideramos un estado inicial dado por la matriz densidad ρ̂

y calculamos el valor medio del número de fotones en el modo k al final del mo-

vimiento, Nk = Tr
(
ρ̂N̂k

)
, expresando a los operadores finales en términos de los

iniciales

Nout
k =

∞∑
n=0

(
|αnk|2N in

n + |βnk|2N in
n + |βnk|2

)
, (2.9)

donde N in
n es el número medio de fotones en el modo n. Vemos entonces que para

|βnk| ≠ 0 se generan fotones en el modo n aún si el número inicial de fotones es nulo,

es decir, a partir del vaćıo. Este fenómeno se conoce comúnmente como el efecto

Casimir dinámico (DCE).

2.1.1. Coeficientes de Bogoliubov

A continuación revisaremos el cálculo de los coeficientes de Bogoliuvob, lo que

nos permitirá entender con mayor profundidad el origen f́ısico del DCE. Esto lo

haremos en el caso en que solo se mueve la pared de la derecha tomando L(t) = 0.

Para obtener dichos coeficientes será necesario evolucionar en el tiempo la base de

soluciones inicial un hasta la base final vn y luego reescribir esta última en función

de la primera. Para ello podemos expresar la nueva base de soluciones en la base

instantánea dada por

ψ′′
j (x) + kjψj(x) = 0 (2.10)
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y condiciones de contorno de Dirichlet

ψj(0) = ψj(R(t)) = 0, (2.11)

donde kj(R) = jπ
R

= ωj(R). Si además pedimos que sea una base ortonormal en

cada instante respecto del producto interno

⟨ψk, ψj⟩ =
∫ R(t)

0

ψk(x,R(t))ψj(x,R(t))dx = δkj, (2.12)

entonces las funciones son de la forma

ψj(x,R) =

√
2

R
sin [kj(R)x] . (2.13)

Esto nos permite expandir a la base final como

vn(x, t) =
∑
k

[
Q

(n)
k (t)ψk(x,R(t)) +Q

(n)∗
k (t)ψk(x,R(t))

]
(2.14)

donde Q
(n)
k (t) son coeficientes que dependen del tiempo. Los mismos se pueden

hallar reemplazando la Ec.(2.14) en Ec.(2.6) y luego el campo en la ecuación de

ondas. A continuación, usando la ortogonalidad de las ψj podemos dar un conjunto

de ecuaciones diferenciales acopladas

Q̈
(n)
k + ω2

k(t)Q
(n)
k = 2Ṙ

∑
j

MkjQ̇
(n)
j + R̈

∑
j

MkjQ
(n)
j + Ṙ2

∑
j

SkjQ
(n)
j , (2.15)

donde definimos los coeficientes de acoplamiento

Mkj = ⟨ψj, ∂Rψk⟩ = −Mjk (2.16)

Skj = ⟨∂Rψj, ∂Rψk⟩ =
∑
l

MlkMlj, (2.17)

siendo que la segunda igualdad para Mkj proviene de escribir el producto interno

como integral e integrar por partes, mientras que la segunda igualdad proviene de

la completitud de la base de soluciones. Estos coeficientes se pueden calcular de
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manera expĺıcita usando la expresión para ψj.

Notemos que, tanto para tiempos tempranos como tard́ıos, la cavidad se encuen-

tra estática y por ende el lado derecho de la Ec. (2.15) se anula, lo que da como

resultado que la solución sea la de un oscilador armónico de frecuencia ωk. Luego,

si fijamos las condiciones iniciales

Q
(n)
k (0) =

1√
2ωk

δnk (2.18)

Q̇
(n)
k (0) =

−i√
2ωk

δnk (2.19)

tendremos que para tiempos tempranos

Q
(n)
k (t < 0) =

e−iωkt

2ωk

, (2.20)

es decir que esta expansión instantánea coincide con la base inicialQ
(n)
k (t)ψk(x,R(t)) =

uk(x, t) como queŕıamos; mientras que para tiempos tard́ıos volveremos a tener un

oscilador armónico

Q
(n)
k (t > tf ) =

1

2ωk

(
αnke

−iωkt + βnke
iωkt
)
, (2.21)

donde los coeficientes αnk y βnk se obtienen de resolver la ecuación diferencial para

los Q
(n)
k . Además si reemplazamos la Ec. (2.21) en la Ec. (2.14) y comparamos con

la Ec. (2.7) es claro que estos coeficientes son precisamente los de Bogoliuvob.

Hemos reducido entonces el problema original de un campo escalar cuántico en

una cavidad con una pared móvil a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de segundo orden. Esto puede hacerse numéricamente para cualquier trayectoria del

espejo truncando la cantidad de modos pero también existen métodos anaĺıticos,

como el análisis de escalas múltiples (MSA) que analizaremos a continuación, que

permiten dar una solución aproximada para ciertas trayectorias de interés.

2.1.1.1. Análisis de escalas múltiples

Es importante destacar que, si bien desde el punto de vista teórico siempre que

el coeficiente de Bogoliuvob βnk no se anule tendremos creación de fotones del vaćıo,

14



existen ciertas trayectorias que permiten aumentar considerablemente este efecto. A

continuación veremos que tal es el caso para trayectorias oscilatorias armónicas del

espejo de la forma

R(t) = R0(1 + ϵ sinΩt), (2.22)

siendo R0 la posición inicial y de equilibrio, ϵ ≪ 1 un parámetro adimensional

pequeño que determina la amplitud de la oscilación y Ω la frecuencia de oscilación.

En este punto, una posibilidad para resolver la Ec. (2.15) seŕıa hacer un desarrollo

perturbativo en ϵ y resolver orden a orden en esta variable. Sin embargo, este método

sólo es válido para tiempos cortos tales que Ωϵt ≪ 1, ya que aparecen términos

“seculares” en las ecuaciones que a tiempos largos hacen que un orden tenga una

magnitud comparable al del siguiente rompiendo la aproximación. Para ir a tiempos

más largos podemos usar el análisis de escalas múltiples que consiste en definir una

escala de tiempo más lenta τ = ϵt y hacer la siguiente expansión

Q
(n)
k (t, τ) =

1

2ωk

(
αnk(τ)e

−iωkt + βnk(τ)e
iωkt
)
, (2.23)

Luego, si expandimos la Ec. (2.15) a primer orden en ϵ y multiplicamos por e−iωkt

y eiωkt e integramos obtenemos ecuaciones diferenciales lineales para los coeficientes

de Bogoliuvob

β′
nk =

ω′
kR0

2
αnkδ(Ω− 2ωk) +

R0Ω

2ωk

∑
j

Mkj

((
−ωk +

Ω

2

)
αnjδ(−ωj − ωk + Ω)

)
+
R0Ω

2ωk

∑
j

Mkj

((
ωj +

Ω

2

)
βnjδ(ωj − ωi + Ω) +

(
ωj −

Ω

2

)
βnjδ(ωj − ωk − Ω)

)
(2.24)

α′
nk =

ω′
kR0

2
βnkδ(Ω− 2ωk) +

R0Ω

2ωk

∑
j

Mkj

((
−ωk +

Ω

2

)
βnjδ(−ωj − ωk + Ω)

)
+
R0Ω

2ωk

∑
j

Mkj

((
ωj +

Ω

2

)
αnjδ(ωj − ωi + Ω) +

(
ωj −

Ω

2

)
αnjδ(ωj − ωk − Ω)

)
(2.25)

donde tomamos δ(x) = 1. Recordemos además que las condiciones iniciales para

Q
(n)
k , Ec. (2.18), implican las siguientes condiciones iniciales para los coeficientes de
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Bogoliuvob

αnk(0) = δnk (2.26)

βnk(0) = 0. (2.27)

De estas ecuaciones, aún sin resolverlas, ya podemos sacar varias conclusiones

f́ısicas interesantes. Por un lado como los βnk son inicialmente nulos y su derivada

depende de los αnk a través de dos términos con deltas, los mismos no se anularán

solo si

Ω = 2ωk

Ω = ωk + ωj. (2.28)

Dicho de otro modo, bajo esta aproximación, solo habrá creación de fotones si

se cumplen estas condiciones de resonancia paramétrica. Mientras que si Ω =

|ωk − ωj| solo evolucionarán en el tiempo los coeficientes αnk lo que generará una

redistribución de los fotones iniciales de un modo del campo a otros. También po-

demos notar que el espectro de la cavidad se vuelve fundamental para entender

la generación de fotones puesto que de ello dependerá cuáles y cuántos términos

contribuyen en la ecuación diferencial de los coeficientes de Bogoliuvob.

2.1.2. Hamiltoniano

Existen muchos casos en los que la formulación anterior en términos de los co-

eficientes de Bogoliuvob es suficiente para dar una descripción completa y cabal del

sistema. Sin embargo, la misma sólo describe la evolución de los operadores de crea-

ción y destrucción mientras que, para un tratamiento cuántico, seŕıa útil entender la

dinámica de los estados en el espacio de Hilbert. El problema es que, como mencio-

namos anteriormente, no existe un operador unitario que describa de forma exacta

este sistema. Aún aśı, veremos que es posible construir un hamiltoniano que genera

un operador unitario aproximado que describe bien la dinámica de los estados.

Para ello podemos comenzar escribiendo el lagrangiano que da lugar a la ecuación
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de ondas

L =
1

2

∫ R(t)

0

(∂2tΦ(x, t)− ∂2xΦ(x, t))dx. (2.29)

Si ahora expandimos nuevamente el campo en una base instantánea

Φ(x, t) =
∞∑
n=1

[Qn(t)ψn(x,R(t)) + h.c.] , (2.30)

donde las funciones ψn(x,R(t)) son las mismas de la Ec. (2.10) y usamos las pro-

piedades de la sección anterior tenemos

L =
1

2

∑
k

(
Q̇k

2 − ω2
kQ

2
k

)
− Ṙ

∑
k,j

MkjQ̇kQj +
Ṙ2

2

∑
k,j,l

MjkMlkQkQj. (2.31)

Vale destacar que este lagrangiano da lugar a ecuaciones de movimiento para los co-

eficientesQk idénticas a la Ec. (2.15). Seguidamente calculamos el momento canónico

conjugado

Pk =
∂L

∂Q̇k

= Q̇k − Ṙ
∑
l,j

MljδlkQj = Q̇k − Ṙ
∑
j

MkjQj (2.32)

que podemos reemplazar para obtener el hamiltoniano del sistema clásico

H =
∑
i

PiQ̇k − L (2.33)

=
1

2

∑
k

[
P 2
k + ω2

kQ
2
k

]
+ Ṙ

∑
k,j

MkjPkQj. (2.34)

El hamiltoniano cuántico se puede obtener por medio de la cuantización canónica,

promoviendo los variables canónicas conjugadas a operadores y estableciendo las

reglas de conmutación usuales

Qk → Q̂k, Pk → P̂k

[Q̂k, P̂j] = iδkj. (2.35)
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Ahora podemos definir los operadores de creación â†k y aniquilación âk como

âk =

√
1

2ℏωk(R)
(ωk(RQ̂k + iP̂k), (2.36)

y a partir de ellos el espacio de Hilbert usual |n⟩ = (a†)n|0⟩/
√
n!.

También se puede ver la equivalencia con el enfoque anterior, expresando a los

operadores finales (en el picture de Heisenberg) en términos de los iniciales

Q̂n(t) =
∑
k

[
Q(k)

n (t)âk +Q(k)∗
n (t)â†k

]
(2.37)

donde las funciones Q
(k)
n (t) deben ser una base de soluciones de la Ec. (2.15) tales

que

Q̂n(0) =
∑
k

[
Q(k)

n (0)âk +Q(k)∗
n (0)â†k

]
=

1√
2ωn

(
ân + â†k

)
(2.38)

P̂k(0) =
˙̂
Qn(0) =

∑
k

[
Q̇(k)

n (0)âk + Q̇(k)∗
n (0)â†k

]
=

−i√
2ωn

(
ân − â†k

)
, (2.39)

de donde se sigue que satisfacen las condiciones iniciales (Ec. (2.18) ) con lo que

coinciden con las funciones de la sección anterior y, salvo un factor, con los coefi-

cientes de Bogoliuvob. De esta forma queda claro que el sub́ındice está presente

ya en la dinámica clásica mientras que el supeŕındice proviene de que en mecáni-

ca cuántica es necesario resolver las ecuaciones clásicas para todas las condiciones

iniciales posibles.

Habiendo entendido la equivalencia con la sección anterior podemos escribir al

hamiltoniano en función de los operadores de creación y aniquilación como

H =
∑
k

ωka
†
kak + Ṙ

∑
j,k

Mjk
1

2i

√
ωj

ωk

(
aj − a†j

)(
ak + a†k

)
. (2.40)

Si además consideramos una trayectoria con una variación pequeña alrededor de su

posición de equilibrio

R(t) ≈ R0 + δR(t) (2.41)
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y expandimos a los operadores de creación a primer orden

ak(R) ≈ ak + δR
ω′
k

2ωk

a†k, (2.42)

obtenemos el hamiltoniano

H =
∑
k

ωka
†
kak +

∑
k

ω′
kδRa

†
kak +

∑
k

ω′
k

2
δR(a2k + a†2k )

+ Ṙ
∑
j,k

Mjk
1

2i

√
ωj

ωk

(
ajak − a†jak + aja

†
k − a†ja

†
k

)
+O(δR2). (2.43)

En este hamiltoniano podemos identificar tres contribuciones que, si bien ya estaban

presentes en las Ec. (2.24), acá se vuelven evidentes y su significado más claro. Por

un lado, el primer término del hamiltoniano es la enerǵıa libre del oscilador armónico

en la posición de referencia, mientras que el segundo es una corrección debida a que

el movimiento de la pared modifica la frecuencia de los fotones. El tercero ya es

la esencia del efecto Casimir dinámico y evidencia la creación de pares de fotones,

o un “one-mode squeeze”, en un modo del campo, mientras que el último término

contiene la generación de pares de fotones en dos modos a†ka
†
j, o una operación de

“two-mode squeeze” (ambos están asociados con los βnk de la sección anterior). Por

último, tenemos términos aka
†
j que permiten el scattering de fotones de un modo a

otro pero preservando el número total (asociados con los αnk de la sección anterior).

Más adelante veremos que tanto este método hamiltoniano como el de coeficien-

tes de Bogoliuvob son fácilmente generalizables a una cavidad 3D, o a un campo

escalar masivo, o a condiciones de contorno más generales; tanto para una cavidad

optomecánica como para circuitos superconductores. Lo que es importante es que

si bien dichas generalizaciones requerirán considerar otras bases, o espectros, o pro-

ductos internos (modificando los coeficientes de acoplamiento) los procesos básicos,

de scattering o creación de fotones, que describimos acá estarán presentes en todas

ellas.
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2.1.3. Funciones de Moore

Los dos métodos vistos hasta ahora nos permitieron dar una descripción del

efecto Casimir dinámico en términos de la evolución temporal de los coeficientes de

Bogoliuvob y por ende, de los operadores de creación y destrucción para cada modo.

No obstante, estas descripciones tienen sus limitaciones puesto que, estando los

modos deslocalizados en toda la cavidad, estudiar fenómenos localizados en el espacio

se vuelve extremadamente dif́ıcil tanto a nivel teórico como computacional; pensemos

que si consideramos solo N modos debemos resolver esa cantidad de ecuaciones

diferenciales y cada una para N condiciones iniciales distintas y después para cada

punto del espacio sumar los N términos de la serie. Afortunadamente, en el caso de

un campo escalar sin masa con una condición de contorno móvil en una dimensión

existe una descripción alternativa mediante las funciones de Moore.

Bajo estas hipótesis, la observación básica que permite dar una nueva descripción

matemática del sistema es la simetŕıa conforme. Recordemos que esto significa que

si hacemos el cambio de variables

t̄+ x̄ = G(t+ x), t̄− x̄ = F (t− x), (2.44)

donde F y G son funciones cuya derivada nunca se anula, entonces el campo en las

nuevas variables Φ̄(x̄, t̄) = Φ(x, t) sigue satisfaciendo la ecuación de ondas

(∂2x̄ − ∂2t̄ )Φ̄(x̄, t̄) = 0. (2.45)

Para nuestro problema estas funciones nos otorgan dos grados de libertad que

nos permiten mapear dos puntos a otros dos puntos cualesquiera. Aśı podemos

elegir funciones de Moore que a cada instante mapeen los bordes de la cavidad a

los mismos puntos, por ejemplo el borde izquierdo en L(t) a x̄ = 0 y el derecho

a x̄ = 1, lo que hace que, en las nuevas coordenadas, el problema se reduzca a

resolver la ecuación de ondas en una cavidad estática. Matemáticamente podemos

encontrar estas transformaciones restando las Eqs. (2.44) y reemplazando tenemos
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las ecuaciones de Moore

G(t+ L(t))− F (t− L(t)) = 0 (2.46)

G(t+R(t))− F (t−R(t)) = 2. (2.47)

Como dijimos en estas coordenadas conformes la solución del campo se puede hallar

fácilmente y volviendo a las reales la solución del campo se puede expresar como

Φ(x, t) =
∞∑
n=1

[
anvn(x, t) + a†nv

∗
n(x, t)

]
, (2.48)

donde los modos vienen dados por [91]

vn(x, t) =
i√
4πn

[e−inπG(t+x) + einπF (t−x)]. (2.49)

Si consideramos como en las secciones anteriores que L(t) = 0 tenemos F (z) =

G(z) y tenemos solo una ecuación de Moore

F (t+R(t))− F (t−R(t)) = 2. (2.50)

La relación con el método de coeficientes de Bogoliuvob es inmediata y viene dada

por la Ec. (2.7). Luego, para entender cómo se observa la generación de fotones en

este formalismo es útil resolver la ecuación de Moore para tiempos tempranos y

tard́ıos. En ambos casos la posición de la pared es constante, R ̸= R(t), y debemos

resolver la ecuación

F (t+R)− F (t−R) = 2. (2.51)

La solución de ella es de la forma

F (z) =
z

R
+ g(z), (2.52)

es decir, una función lineal más otra R−periódica g(z). Para tiempos tempranos,

t < 0, esta función se puede determinar pidiendo que la base vn anterior coincida
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con las un de la Ec. (2.5) de donde obtenemos

F (z < 0) =
z

R(0)
, (2.53)

anulando aśı la función periódica. Luego tomando esto como condición inicial y

resolviendo la ecuación de Moore de principio a fin determinaremos la función pe-

riódica g para tiempos tard́ıos. La misma en general será no nula dando lugar a una

nueva base y por ende coeficientes de Bogoliuvob βnk ̸= 0 que señalan la creación

de fotones por efecto Casimir dinámico.

Además, utilizando la expansión de la Ec. (2.48) se puede calcular el valor medio

del tensor de enerǵıa impulso renormalizado [91]. Esto se puede hacer usando el

enfoque estándar basado la regularización de point-splitting (ver por ejemplo [10]),

pero también puede ser derivada usando la anomaĺıa conforme asociada con la trans-

formación conforme [1, 92]. En cualquier caso se obtiene la densidad de enerǵıa del

campo

⟨Ttt(x, t)⟩ren = fG(t+ x) + fF (t− x), (2.54)

donde

fG = − 1

24π

[
G′′′

G′ − 3

2

(
G′′

G′

)2
]
+

(G′)2

2

[
− π

24
+ Z(Td0)

]
fF = − 1

24π

[
F ′′′

F ′ − 3

2

(
F ′′

F ′

)2
]
+

(F ′)2

2

[
− π

24
+ Z(Td0)

]
, (2.55)

siendo d0 = |R(0) − L(0)| la longitud inicial de la cavidad. Estamos considerando

que el estado inicial del campo es térmico a temperatura T , y el factor Z(Td0) está

relacionado con la enerǵıa media inicial

Z(Td0) =
∞∑
n=1

nπ

exp
(

nπ
Td0

)
− 1

. (2.56)

Estas ecuaciones son una ligera generalización de los resultados para temperatura

nula de [10], ver también [93].
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Finalmente, podemos notar que cuando la función de Moore es lineal la densidad

de enerǵıa renormalizada se reduce a la enerǵıa del efecto Casimir estático. Indicando

nuevamente que la creación de part́ıculas aparece cuando las funciones F (z) y G(z)

son no-lineales.

Este método es evidentemente más eficiente que cualquiera de los dos anteriores

puesto que no involucra resolver un sistema de infinitas ecuaciones diferenciales

acopladas o calcular la evolución temporal de un hamiltoniano que depende del

tiempo, sino resolver a lo sumo dos ecuaciones para las funciones de Moore. El

costo de esta enorme simplificación es la imposibilidad de generalizar este método a

nuevos sistemas que no posean simetŕıa conforme como una cavidad tridimensional,

un campo escalar con masa o condiciones de contorno más generales. A pesar de ello

más adelante veremos que la potencia de este método no radica únicamente en la

velocidad computacional sino que además permite dar soluciones exactas y simples

a problemas teóricos que con otros métodos resultan de enorme complejidad.

2.2. Cavidad superconductora y observaciones

Desde un punto de vista experimental, la propuesta original de observar el efecto

Casimir dinámico en un cavidad optomecánica tiene serios problemas. El más im-

portante de ellos consiste en que la cantidad de fotones producida es proporcional

a la relación entre la velocidad del espejo y la velocidad de luz, es decir, que pa-

ra generar una cantidad mensurable de fotones es necesario mover la pared a una

fracción grande de la velocidad de la luz, lo cual para un espejo masivo es extrema-

damente dif́ıcil de alcanzar experimentalmente. Por está razón, se ha planteado que

el DCE en su esencia consiste en la generación de excitaciones de un campo cuántico

con una condición de contorno que depende del tiempo. En el caso de las cavidades

optomecánicas el campo es el electromagnético y el espejo móvil genera la condi-

ción de contorno dependiente del tiempo. Basándonse en este principio se propuso

un sistema equivalente que consiste de una gúıa de microondas superdonductora,

terminada en un SQUID (superconducting quantum interference device) al que se

le aplica un campo magnético dependiente del tiempo. La principal ventaja de este
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sistema es que la condición de contorno no requiere del movimiento ultrarrapido de

un objeto masivo sino simplemente de la variación rápida de un campo magnético,

siendo esto último mucho más accesible dado que frecuencias de GHz son habituales

en circuitos de este tipo.

Matemáticamente, la equivalencia se puede ver partiendo del lagrangiano del

campo de fase Φ(x, t) en una gúıa de ondas superconductora de longitud L0 con

capacitancia c e inductancia l por unidad de longitud terminada en un SQUID

es [94]

Lcav =

(
ℏ
2e

)2
c

2

∫ L0

0

dx
(
(∂tΦ)

2 − v2(∂xΦ)
2
)

(2.57)

+

[(
ℏ
2e

)2
2CJ

2
∂tΦ(L0, t)

2 − EJ cos f(t)Φ(L0, t)
2

]
,

donde v = 1/
√
lc es la velocidad de propagación del campo y f(t) = 2e

ℏ ϕx(t) es la fase

a través del SQUID controlada por el flujo magnético externo ϕx(t). Además, EJ y

CJ denotan la enerǵıa de Josephson y la capacitancia del SQUID, respectivamente.

Como anticipamos, la descripción de la cavidad involucra un campo Φ(x, t) para

0 < x < L0 y el grado de libertad adicional Φ(L0, t). Las ecuaciones dinámicas son

∂2tΦ− v2∂2xΦ = 0 , (2.58)

(en lo que sigue tomaremos v = 1), y [95,96]

ℏ2

EC

∂2tΦ(L0, t) + 2EJ cos f(t)Φ(L0, t) + El,cavL0∂xΦ(L0, t) = 0 (2.59)

donde EC = (2e)2/(2CJ) y El,cav = (ℏ/2e)2(1/lL0). La ecuación de arriba surge de

la variación de la acción con respecto a Φ(L0, t), y puede ser considerada como una

condición de contorno generalizada para el campo. Podŕıamos considerar condiciones

de contorno generalizadas también en x = 0, pero por simplicidad asumiremos que

Φ(0, t) = 0 (f́ısicamente corresponde a la situación en que la cavidad está desaco-

plada). Bajo cierta elección de los parámetros de la cavidad y el SQUID, y además

ajustando el campo magnético a través del SQUID, la segunda derivada temporal
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del campo se vuelve despreciable y la Ec. (2.59) puede ser escrita como

0 = Φ(L0, t) +
El,cavL0

2EJ cos f(t)
∂xΦ(L0, t) (2.60)

≈ Φ(L0 +
El,cavL0

2EJ cos f(t)
, t) (2.61)

con lo que la cavidad superconductora se comporta como una cavidad perfecta con

un espejo móvil en el extremo, es decir L0 pasa a ser de manera efectiva una función

del tiempo que denotaremos L0 ≡ L(t) = L0+
El,cavL0

2EJ cos f(t)
. En este escenario, tenemos

que las condiciones de contorno se pueden escribir como Φ(0, t) = Φ(L(t), t) =

0 [97–99]. De hecho, se han observado los efectos de condiciones de contorno no

estacionarias en un circuito superconductor [15,100]. En particular en el trabajo [101]

hemos estudiado cómo SQUIDs ubicados en el medio y extremos de una gúıa de

ondas superconductora permiten simular un sistema optomecánico formado por dos

paredes perfectamente reflectantes y una membrana dieléctrica entre ellas con una

permitividad arbitraria separando ambas mitades. Aśı, estas condiciones de contorno

más generales nos permiten ajustar tanto el espectro de la cavidad como la forma

de sus modos electromagnéticos.
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CAṔITULO 3

Transferencia cuántica de enerǵıa

En este caṕıtulo, estudiamos al efecto Casimir dinámico como un sistema cerrado

donde tanto el campo electromagnético como el espejo son tratados cuánticamente.

La aproximación de un sistema cerrado recae en la suposición de que las pérdidas

tanto ópticas como mecánicas son lo suficientemente bajas en las escalas de tiempo

estudiadas. Un análisis más detallado del caso disipativo fue hecho en [36] donde

se muestra que tanto para cavidades tecnológicamente accesibles [102] como para

nanoresonadores [103,104] las pérdidas podŕıan ser despreciadas, para tiempos tem-

pranos, dados que el estado evoluciona como si el sistema fuese de hecho cerrado.

Este estudio disipativo es especialmente relevante dado que una medición directa del

DCE podŕıa ser hecha permitiendo que algunos fotones salgan de la cavidad, en cuyo

caso se utilizaŕıa una cavidad con un menor factor de calidad. Por otro lado, el sis-

tema que estudiaremos deberá tener un factor de calidad alto tanto para la cavidad

como para el nanoresonador. En esta configuración se podŕıa hacer una medición

indirecta del DCE, estudiando el caso del nanoresonador, por ejemplo, acoplándolo

a un qubit. El procedimiento seŕıa el siguiente: primero, uno prepaŕıa un estado del

resonador con la cavidad y el qubit fuera de sintońıa. Luego, la cavidad debeŕıa ser

rápidamente puesta en sintońıa con el resonador y, luego de un cierto tiempo de
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ωc

â

ωm

b̂

x(t)

Figura 3.1: Presentamos el modelo estudiado: una cavidad con un espejo móvil
en en un extremo (con el otro extremo fijo), el cual está sometido a un potencial
armónico análogo a un resorte con frecuencia ωm sujeto a una pared. Las oscilaciones
del resorte están cuantizadas con un operador bosónico b̂ correspondiente a fonones.
Adentro de la cavidad se produce luz como resultado de la interacción del efecto
Casimir dinámico en un modo del campo con frecuencia ωc y operador bosónico â.

interacción, sacada de sintońıa nuevamente; por último, el número de excitaciones

en el resonador podŕıa ser obtenido sintonizando al qubit con la frecuencia del reso-

nador y midiendo el qubit (como ha sido hecho en [103]). La pérdida de excitaciones

en el resonador nos permitiŕıa inferir el número de fotones producidos por el DCE.

En el caso de que algunas pequeñas pérdidas estuvieran presentes en el sistema es-

peramos que nuestros resultados se sostengan para tiempos cortos, mientras que el

número de excitaciones debeŕıa decrecer monótonamente para tiempos largos.

En lo que sigue investigamos en detalle el mecanismo por el cual la enerǵıa

mecánica es convertida en fotones a través de resonancia paramétrica (ωm = 2ωc) en

el régimen de acoplamiento débil para diferentes estados iniciales, siguiendo [105].

El caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. En la sección 3.1, describimos el

modelo para una cavidad optomecánica donde tanto los grados de libertad del campo

como del movimiento del espejo están descritos cuánticamente y comentamos sobre

posibles refinamientos. En al sección 3.2, estudiamos numérica y anaĺıticamente la

evolución temporal de estado tipo número entre el espejo y el campo. Nos enfocamos

en la eficiencia de la producción de fotones y el desarrollo de entrelazamiento para

estados de enerǵıa creciente. También estudiamos cómo cambia esta eficiencia para

diferentes situaciones: un estado inicial con algunos fotones presentes desde el inicio

y el efecto de una desintonización de la cavidad. En la sección 3.2.1, realizamos un
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análisis numérico con el objetivo de establecer una conexión entre el sistema tratado

y el modelo de un campo cuántico con una pared semi-clásica. Aśı, consideramos

un estado inicial con un movimiento coherente del espejo. La sección 3.4.1 está

dedicada al estudio numérico de un proceso de equilibración como resultado de un

espejo inicialmente caliente y una cavidad en vaćıo. Finalmente, en la sección 3.5,

resumimos los resultados y presentamos las conclusiones de este caṕıtulo.

3.1. Modelo

El modelo que utilizaremos es el de un campo cuántico en un cavidad con una

pared móvil que, cómo vimos en el caṕıtulo 2, da lugar a un lagrangiano de la forma

dada en la Ec. (2.29). Si además consideramos al desplazamiento de la pared, δR = q,

como un grado de libertad más, sometido a un potencial cuadrático, deberemos

añadir la enerǵıa cinética y potencial del mismo (q̇2 − Ωq2)/(2m). Con este modelo

clásico, podemos obtener el hamiltoniano y luego cuantizarlo de forma canónica. Si

hacemos una aproximación lineal en el desplazamiento y nos quedamos con solo un

modo del campo electromagnético obtenemos el hamiltoniano del sistema

H = H0 + Vom + VDCE, (3.1)

donde

H0 = ℏωcN̂a + ℏωmN̂b (3.2)

es el hamiltoniano libre, compuesto por los operadores número de fotones y fonones

(las excitaciones en de la pared móvil) N̂a = â†â y N̂b = b̂†b̂ respectivamente con

sus frecuencias ωc y ωm, mientras que el término

Vom = gℏ N̂a(b̂+ b̂†) (3.3)

es la interacción optomecánica entre el espejo y el campo con constante de acopla-

miento g, y el término

VDCE =
gℏ
2
(â2 + â†2)(b̂+ b̂†) (3.4)
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es la interacción del efecto Casimir dinámico.

El hamiltoniano libre H0 tiene autoestados dados por la base número

|n, k⟩ = â†nb̂†k|0, 0⟩ (3.5)

formada por n fotones y k fonones.

Podemos ver fácilmente que el hamiltoniano H captura algunas de las propieda-

des claves del DCE. Por ejemplo, dado que este término no conmuta con el operador

número de part́ıculas N̂a, es posible comenzar con la cavidad en el estado de vaćıo

y producir fotones a partir de los fonones en la pared. Otra caracteŕıstica esperada

es la producción de luz en pares de fotones que corresponde al término â†2b̂ que

convierte un fonón en un par de fotones. De hecho, si descomponemos al espacio de

Hilbert como

H = E ⊕ O, (3.6)

donde E es el subespacio de estados con un número par de fotones y O es aquel con

un número impar; podemos ver que el hamiltoniano deja invariante a los subespacios

HE ⊆ E y HO ⊆ O. Esto significa que dado |e⟩ ∈ E , su evolución temporal satisface

|e(t)⟩ = e−iHt/ℏ|e⟩ ∈ E y por ende sigue en el mismo subespacio. Es decir que la

paridad de los estados es preservada por la evolución temporal.

Este modelo con un solo modo de fotones es una buena aproximación siempre

y cuando los otros modos no sea excitados de forma significativa por los fonones.

Como ya hemos mencionado, resultados previos muestran que esto sucede cuando

las frecuencias de los modos no están equiespaciadas lo cual puede ocurrir para un

campo masivo en 1 dimensión o un campo sin masa en 2 o más dimensiones. Adicio-

nalmente, debemos decir que solo estamos considerando un estado de polarización

del campo electromagnético en este modelo. Considerando a ambos, solo duplica el
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problema, con el hamiltoniano dado por

H = ℏωcN̂a,x + ℏωmN̂b + gℏ Na,x(b̂+ b̂†)

+
gℏ
2
(â2x + â†2x )(b̂+ b̂†) + ℏωcN̂a,y

+ gℏ N̂a,y(b̂+ b̂†) +
gℏ
2
(â2y + â†2y )(b̂+ b̂†). (3.7)

Sin embargo, los estados de polarización en x e y â†nx |0⟩ y â†ny |0⟩, no son autoestados

del verdadero hamiltoniano del campo electromagnético dado que no conmutan con

el operador de helicidad. Los autoestados del hamiltoniano del campo EM están da-

dos por â†n↑ |0⟩ y â†n↓ |0⟩ con â↑ = âx+ iây y â↓ = âx− iây. Escribiendo el hamiltoniano

anterior con estos operadores resulta en

H = ℏωc(N̂a,↑ + N̂a,↓) + ℏωmN̂b (3.8)

+ gℏ (N̂a,↑ + N̂a,↓)(b̂+ b̂†) +
gℏ
2
(â↑â↓ + â†↑â

†
↓)(b̂+ b̂†).

Podemos ver que la única diferencia con nuestro modelo es que los pares de fotones

seŕıan producidos en un estado entrelazado tipo EPR (| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩)/
√
2. Un comen-

tario final sobre este modelo es que seŕıa posible agregar un driving coherente del

espejo añadiendo al hamiltoniano el término dependiente del tiempo como

Vd = f(t)(b̂+ b̂†), (3.9)

con f(t) proporcional a la fuerza aplicada al espejo. Sin embargo, aqúı nos enfocare-

mos en la interconversión de fonones en fotones a través del DCE como un sistema

cuántico cerrado.

3.2. Estados número

Se espera que el efecto Casimir dinámico produzca un incremento de enerǵıa

exponencial para un driving externo coherente de la pared y por eso en esta sección

vamos a estudiar la dinámica del sistema para estados iniciales con enerǵıa creciente.
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Figura 3.2: a) Evolución temporal para el valor medio de fotones y fonones. Oscilan
erráticamente con el tiempo para el estado número |0, 9⟩. b) Tanto la eficiencia
máxima como la media de la conversión de enerǵıa mecánica en fotones convergen
para un número grande de fotones iniciales. Mostramos ambas magnitudes como una
función de los fonones iniciales por diagonalización exacta del hamiltoniano y usando
teoŕıa de perturbaciones al orden más bajo. c) La entroṕıa de entrelazamiento como
una función del tiempo para el estado |0, 9⟩. d) Tanto la máxima como la media de
la entroṕıa de entrelazamiento muestra una dependencia logaŕıtmica con el número
inicial de fonones. En todos los casos, los resultados obtenidos para g = 0.01 y
resonancia paramétrica.

31



Precisamente, vamos a considerar estados iniciales de la forma

|ψ0⟩ = |0, k⟩ (3.10)

con el sistema en resonancia paramétrica, esto es ωm = 2ωc, y acoplado débilmente

(g/ωc ≪ 1). Estos son autoestados del hamiltoniano libre y pertenecen al subespacio

degeneradoDk generado por la base {|2n, k−n⟩}0≤n≤k. Podemos resolver la dinámica

en el ĺımite de acoplamiento débil usando teoŕıa de perturbaciones al orden más bajo,

lo que corresponde a diagonalizar la restricción de VDCE a Dk dada por

VDCE|Dk
=
gℏ
2



0 v1 0 0 0

v1 0 v2 0 0

0 v2 0 ... 0

0 0 ... 0 vk

0 0 0 vk 0


, (3.11)

con vj =
√

2j(2j − 1)(k + 1− j).

Para el caso de k = 1, se ha hecho en [36], donde mostraron que el estado está

dado por

|ψ(t)⟩ = cos(Ωt)|0, 1⟩+ i sin(Ωt)|2, 0⟩. (3.12)

Aśı, es posible convertir toda la enerǵıa de los fonones en enerǵıa electromagnéti-

ca para t = π/(2Ω). Aqúı vamos a estudiar esta interconversión de enerǵıa en más

detalle para una varidad de diferentes estados iniciales.

En la Fig. (3.2a) presentamos la evolución temporal del número medio de fotones

⟨N̂a⟩ y los fonones ⟨N̂b⟩ para el estado representativo |0, 9⟩. Ambas magnitudes osci-

lan en el tiempo entre un valor máximo y 0, estando correlacionadas v́ıa conservación

de la enerǵıa ⟨N̂a⟩(t) + 2⟨N̂b⟩(t) = 2k, en el ĺımite de acoplamiento débil.

Se encuentra una particularidad: aunque el valor máximo de ⟨N̂a⟩(t) crece lineal-
mente con el número inicial de fonones siempre menor a 2k (debido a la conservación

de la enerǵıa), excepto para k = 1. De hecho, si definimos la eficiencia máxima de

32



conversión de enerǵıa mecánica en electromagnética como

ηmax := máx
t

Ea(t)− Ea(0)

Eb(0)
, (3.13)

donde Ea(t) = ℏωc⟨N̂a⟩(t) y Eb(t) = ℏωm⟨N̂b⟩(t) son las enerǵıas de los fotones

y fonones respectivamente y análogamente ηmean; entonces, ηmax como función del

número de fonones comienza en 100% y tiene un valor asintótico de alrededor de

70% (como podemos ver en Fig. 3.2b). Esta asimetŕıa se deriva de la interacción

VDCE que distingue entre fotones y fonones.

Es posible estudiar también el entrelazamiento entre el campo EM dentro de la

cavidad y la pared. Para ello usamos la entroṕıa de Von-Neumann S = −tr(ρ̂a ln(ρ̂a)),
con ρ̂a la matriz densidad reducida de los fotones. En la Fig. 3.2c podemos notar que

esta magnitud oscila en el tiempo entre 0 y ln(k + 1), lo que significa que podemos

recuperar aproximadamente el estado inicial en una escala de tiempo corta. Por otro

lado, el comportamiento de Smax ≈ ln(k+1) en la Fig. 3.2d se puede entender usan-

do teoŕıa de perturbaciones. Como el estado inicial |0, k⟩ pertenece a Dk, el estado

evolucionado en el tiempo también está en Dk, lo que significa que su entroṕıa de

entrelazamiento está acotada por la del estado máximamente entrelazado

|ψ⟩ =
k∑

n=0

1√
k + 1

|2n, k − n⟩ (3.14)

cuya entroṕıa es Smax = ln(k + 1). Por lo tanto, a medida que pasa el tiempo,

un estado puro evoluciona en un estado entrelazado (en el subespacio permitido)

y eventualmente regresa de forma aproximada al inicial. Esta gran cantidad de

entrelazamiento no es un valor excepcional en la evolución temporal sino que es la

regla. De hecho, el valor medio de la entroṕıa coincide con un alto grado de precisión

en un 70% del máximo. Podŕıamos especular que excitando externamente el sistema,

incrementaremos la enerǵıa de los fonones exponencialmente. Si combinamos esto

con el comportamiento logaŕıtmico encontrado para el entrelazamiento, daŕıa como

resultado un incremento lineal de la entroṕıa de entrelazamiento con el tiempo.
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3.2.1. Generación estimulada e inhibida de fotones

En la sección previa, hemos analizado la dinámica y eficiencia de la producción

de fotones para estados con una cavidad inicialmente vaćıa. Naturalmente surge una

pregunta sobre qué ocurre si comenzamos con una cavidad con algunos fotones y

fonones ya presentes: ¿estimularán la producción de aún más fotones incrementando

la eficiencia o inhibirán en cambio la conversión? Para responder esta pregunta, con-

sideraremos un estado inicial de la forma |2n, k0⟩ y estudiamos la eficiencia máxima

ηmax y media ηmean de la generación de fotones para un número fijo de fonones; va-

riando el número inicial de fotones. Podemos decir que tomamos los fotones iniciales

como un catalizado y analizamos cuántos nuevos fotones se producen a partir de los

fonones iniciales. En la Fig. 3.3, mostramos la eficiencia de conversión como función

de los pares de fotones. Se puede ver que es en realidad mejor tener algunos fotones

presentes al inicio para incrementar la eficiencia. Sin embargo, agregar demasiados

fotones inhibe la producción de otros nuevos. Ambas medidas de la eficiencia coin-

ciden en esto, a pesar de que ηmax es máxima para solo un par de fotones, mientras

que ηmean alcanza un pico para alrededor de 10% de los fonones iniciales. Luego de

alcanzar estos picos, ambas eficiencias decrecen de manera casi lineal con el aumento

del número de fotones iniciales. La eficiencia máxima se anula cuando los fotones

exceden 2/3 de la enerǵıa total, mientras que la eficiencia media se vuelve negativa

cuando los fotones iniciales superan el 56% de la enerǵıa y luego continúa disminu-

yendo. Los valores negativos de la eficiencia media reflejan el hecho de que los fotones

iniciales dejan de actuar como catalizador y, en cambio, comienzan a ser consumi-

dos para producir fonones; mientras que la eficiencia máxima (siendo no-negativa

por definición) cae a cero dado que el máximo número de fotones es en realidad el

valor inicial. Esto ocurre porque si el estado inicial tiene 0.56k < n < 0.66k (en las

ráıces de ambas eficiencias), se alcanza un equilibrio entre el número de fotones y

de fonones donde ninguno es generado o consumido.

El comportamiento descrito se puede entender en un primer acercamiento, rees-
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Figura 3.3: Eficiencia de la conversión de enerǵıa como función de los pares de fotones
para un estado inicial de la forma |2n, 50⟩. Las magnitudes exactas obtenidas por
diagonalización numérica ηmax y ηmean son comparadas con las aproximaciones semi-
clásicas ηscmax y ηscmax.

cribiendo el hamiltoniano en las variables canónicas

Hps =
ℏωc

2
(X2 + P 2

X) +
ℏωm

2
(Y 2 + P 2

Y)−
gℏ√
2
X2Y (3.15)

con

X = (â+ â†)/
√
2 (3.16)

PX = (â− â†)/(i
√
2) (3.17)

Y = −(b̂+ b̂†)/
√
2 (3.18)

PY = −(b̂− b̂†)/(i
√
2). (3.19)

Notamos que el sistema clásico asociado a este hamiltoniano tiene una posición

de equilibrio no-trivial en (XEQ, YEQ) = (
√
2ωmωc/g, ωc/(

√
2g)). En resonancia pa-

ramétrica, este equilibrio corresponde a que 2/3 de la enerǵıa total esté en los fotones,

lo que explica por qué ηmax ≃ 0 alrededor de este punto. Asimismo, quisieramos ex-

plicar cómo esto surge cuánticamente. Para ello, podemos hacer una aproximación

de onda rotante (RWA) del hamiltoniano original y descartar los términos con os-

cilaciones rápidas para conseguir un hamiltoniano más simple HRWA = H0 + VRWA
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con

VRWA =
gℏ
2
(â2b̂† + â†2b̂) (3.20)

y H0 = ℏωcN̂a + 2ℏωcN̂b el hamiltoniano libre. Es posible ver que, en resonancia

paramétrica, [HRWA, H0] = 0 y en consecuencia el hamiltoniano de onda rotante

conserva la suma de las enerǵıas de ambos subsistemas (fotones y fonones). Luego,

usando la ecuación de Heisenberg para las variables que vaŕıan lentamente
¯̂
b =

e−iωmtb̂ y ¯̂a2 = e−iωmtâ2, tenemos

dN̂a

dt
=

1

iℏ
[N̂a, HRWA] =

g

2

2

i

(
¯̂a†2ℏ− ¯̂a2

¯̂
b†
)

(3.21)

d
¯̂
b

dt
= t

1

iℏ
[
¯̂
b, VRWA] =

g

2

1

i
¯̂a2 (3.22)

d¯̂a2

dt
=

1

iℏ
[¯̂a2, VRWA] =

g

2

(
2

i
¯̂
b+

4

i
N̂a

¯̂
b

)
. (3.23)

Una vez más, podemos derivar la ecuación para N̂a con respecto al tiempo y, com-

binándola con las otras dos ecuaciones, obtenemos

d2N̂a

dt2
=
(g
2

)2
4(2N̂b + N̂a) +

(g
2

)2
4N̂a(4N̂b − N̂a)

= g2
H0

ℏωc

+ g2N̂a

(
2
H0

ℏωc

− 3N̂a

)
, (3.24)

donde usamos que N̂b = (H0− N̂a)/2. Dado que estamos interesados en la evolución

de un esta número |ψ0⟩ en el subespacio Dk, podemos simplemente llamar ⟨H0⟩ = E

y escribir

d2N̂a

dt2
= g2

E

ℏωc

+ g2N̂a

(
2
E

ℏωc

− 3N̂a

)
, (3.25)

donde usamos que H0|Dk
= E Id. Finalmente, notando que esta ecuación puede ser

reescrita como d2N̂a

dt2
= −V ′(N̂a), donde

V (N̂a) = g2
(
N̂3

a − E

ℏωc

N̂2
a

)
− g2

E

ℏωc

N̂a, (3.26)

36



0.1 0.3 0.5 2/3 0.9
-8

-6

-4

-2

0
107

V(n
0
)

max
sc

Figura 3.4: Potencial efectivo para E/(ℏωc) = 500 y g = 1. Un estado tipo número
con un valor medio de n0 fotones iniciales evoluciona a otro con un máximo de n1

fotones, donde n1 viene dado por V (n0) = V (n1). La diferencia entre n0 y n1 es
proporcional a ηmax.

podemos ver que la evolución del número de fotones corresponde a un oscilador

cuántico anarmónico. Entonces, podemos tomar el valor de expectación y, haciendo

una aproximación semi-clásica ⟨N̂aN̂b⟩ ≃ ⟨N̂a⟩⟨N̂b⟩, ⟨N̂2
a ⟩ ≃ ⟨N̂a⟩2, obtenemos la

siguiente estimación

d2⟨N̂a⟩
dt2

= g2
E

ℏωc

+ g2⟨N̂a⟩
(
2
E

ℏωc

− 3⟨N̂a⟩
)
. (3.27)

Esta última ecuación diferencial captura la dinámica que convierte a los fonones

en fotones de una manera aproximada pero simple. Podemos pensar en ⟨N̂a⟩ co-

mo la posición de una part́ıcula moviéndose en el potencial V (⟨N̂a⟩) el cual, pa-

ra E ≫ 1, tiene nuevamente un mı́nimo en ℏωc⟨N̂a⟩ = 2/3E y satisface que

V (0) = V (E/(ℏωc)) = 0. Esto nos dice que las soluciones a esta ecuación con las

condiciones iniciales (⟨N̂a⟩(0), d⟨N̂a⟩/dt(0)) = (n0, 0) son oscilaciones ⟨N̂a⟩(t) entre
n0 y n1 tales que V (n1) = V (n0), como se ilustra en la Fig. 3.4. Usando esto podemos

calcular la eficiencia semi-clásica ηscmax, que reproduce bastante bien la caracteŕısticas

principales de la solución exacta ηmax mostrada en la Fig. 3.3. La diferencia entre las

curvas se origina en las correlaciones cuánticas que producen una cierta distorsión.

El resultado semi-clásico establece entonces una cota útil para la eficiencia de la

producción de fotones.
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Figura 3.5: Eficiencia de la conversión de enerǵıa como función de la desintonización
para estados iniciales de la forma |0, k⟩.

Finalmente, podemos mencionar que la Ec. (3.25) también puede ser usada para

entender la convergencia de la eficiencia para un número grande de fonones (Fig.

3.2b). Definiendo η̂ := ℏωcN̂a/E, podemos usar la Ec. (3.25) para obtener una

ecuación diferencial para η̂, asumiendo E ≫ 1,

d2η̂

dt2
=
g2E

ℏωc

η̂ (2− 3η̂) . (3.28)

El resultado es una ecuación diferencial para un oscilador anarmónico sometido al

potencial Veff(η̂) = g2E/(ℏωc)(η̂
3 − η̂2). Por lo tanto, la´amplitud de la solución no

depende de la enerǵıa. Este es un resultado muy útil dado que nos permite predecir

rápidamente el número máximo de fotones que serán generados para un estado

dado. Previamente, dado el estado |248, 251⟩, estábamos forzados a diagonalizar

una matriz de 375 × 375, para hacer teoŕıa de perturbaciones y luego obtener el

número de fotones producidos. Sin embargo, usando la aproximación semi-clásica

obtenida, podemos predecir que la eficiencia máxima será de aproximadamente 0.9 y

entonces el número de fotones generados será 0.9×(248+2×251) = 675 simplemente

analizando el potencial.
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Figura 3.6: a) Evolución temporal del valor medio de fotones y fonones para el estado
inicial |0⟩ ⊗ |α = 5⟩. b) Distribución de fonones con barras de error indicando la
magnitud de las fluctuaciones temporales y comparado con un ajuste exponencial.

3.2.2. Desintońıa

Hemos mostrado que ajustando la frecuencia de la pared móvil al doble de aque-

lla de la cavidad es posible convertir la mayor parte de la enerǵıa del sistema en

radiación por DCE. Sin embargo, en la práctica experimental, siempre hay algún ni-

vel de desintońıa que reduce este efecto. En esta sección, estudiaremos precisamente

cómo debemos ajustar estas frecuencias para observar la emisión de fotones.

En primer lugar, consideramos un estado inicial de la forma |0, 1⟩ y una frecuen-

cia mecánica ligeramente desintonizada de la resonancia paramétrica ωm = 2ωc+δω.

Podemos resolver la dinámica al orden más bajo en teoŕıa de perturbaciones diago-

nalizando la nueva interacción

Wint =
gℏ
2
VDCE + N̂bδωℏ (3.29)

en el subespacio D1. En la base {|0, 1⟩, |2, 0⟩} la perturbación es

Wint|D1 =
gℏ
2

 2δω/g
√
2

√
2 0

 , (3.30)
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y puede ser diagonalizada para encontrar el estado evolucionado

|ψ(t)⟩ = cos(Ωt) +
iδω/g sin(Ωt)√
2 + (δω/g)2

|0, 1⟩+ i
√
2 sin(Ωt)√

2 + (δω/g)2
|2, 0⟩

con Ω =
√
2gℏ/2. Esto corresponde a la eficiencia máxima

ηmax =
ℏωc máxt⟨N̂a⟩

2ℏωc

=
2

2 + (δω/g)2
, (3.31)

que es una función lorentziana que se reduce a la mitad para δω = g
√
2. Esto significa

que incluso para g = 0.01, podemos producir la mitad de los fotones de resonancia

con una desintońıa de 1.4%.

Más aún, estudiamos numéricamente cómo la eficiencia depende de la desintońıa

para diferentes estados iniciales de la forma |0, k⟩ encontrando que el ancho de

la curva crece linealmente con k (Fig. 3.5). Es decir, encontramos que si bien la

eficiencia decrece en resonancia paramétrica, a medida que incrementamos la enerǵıa

la producción de fotones se vuelve menos sensible a la desintońıa de la cavidad.

Esto nos dice que si intentamos excitar al sistema de forma externa en desintońıa

podŕıamos no observar una producción de fotones hasta que alcancemos un número

cŕıtico de fonones en la pared.

3.3. Estados coherentes

Como hemos dicho, el efecto Casimir dinámico ha sido estudiado extensamente

en teoŕıa cuántica de campos considerando a la pared como una condición de con-

torno que oscila armónicamente en el tiempo. Sin embargo, los estamos iniciales que

hemos estudiado hasta ahora no tienen un análogo clásico dado que los observables

posición y el momento no evolucionan en el tiempo. Por esta razón, en esta sección

estudiaremos los estados coherentes para describir el estado del espejo. Asumiendo

que la cavidad está inicialmente en vaćıo, analizaremos la evolución del estado y la

generación de fotones.
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Figura 3.7: El valor asintótico de la media de fotones para un estado inicial coherente
de fonones |0⟩⊗ |α⟩ muestra un incremento cuadrático con el desplazamiento inicial
α.

La dinámica para un estado inicial coherente de fonones de la forma

|ψ0⟩ = |0⟩ ⊗ |α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
k=1

αk

√
k!
|0, k⟩ (3.32)

difiere significativamente de aquella de los estados número dado que la evolución

temporal del número de fotones muestra un comportamiento irreversible. Como se

muestra en la Fig. 3.6 (a), los fotones son producidos rápidamente, alcanzando un

máximo para luego disminuir a un estado estacionario para tiempos largos, ¯⟨Na⟩,
alrededor del cual fluctúan. Más aún, la distribución de fotones completa se vuelve

estacionaria mostrando una alta probabilidad de medir un número pequeño de fo-

tones, seguido por un decaimiento exponencial y luego una meseta de probabilidad

para un gran número de fotones (Fig. 3.6 (b)).

Mientras que el valor estacionario de la media de fotones, se puede ver que en la

Fig. 3.7 que crece cuadráticamente con α. Es posible entender este comportamiento

recordando el resultado para una cavidad con una pared móvil de amplitud ϵ. En

ese caso, se ha visto que el número de part́ıculas creadas del vaćıo viene dado por

⟨N̂a⟩ = sinh2(γϵt), (3.33)

siendo ¯⟨Na⟩ ∝ ϵ2 para una pequeña amplitud del movimiento [90]. Este resultado es
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consistente con aquel de teoŕıa de campos dado que obtenemos un número de fotones

generados que es cuadrático en α. Finalmente, también hemos visto que la eficiencia

converge a alrededor del 25% a medida que se incremente la amplitud de los fonones

iniciales α. Esto puede ser entendido con los resultados de la sección previa. Dado

que el estado inicial |ψ0⟩ es una superposición de muchos estados de tipo número,

cada uno evoluciona con oscilaciones que se compensan para dar un valor medio

constante de fotones. Este número, para un valor alto de α, viene dado por el ĺımite

de la eficiencia para un estado tipo número para altas enerǵıas correspondiendo a

la eficiencia media de Fig. 3.3 (para n = 0 dado que empezamos con la cavidad en

vaćıo).

Con todo esto, la interacción del DCE para estados coherentes puede ser vista co-

mo un tipo de fricción cuántica que al convertir fonones en el espejo a fotones reduce

la amplitud de la oscilación del espejo. Esto ha sido notado previamente en [106]

usando una técnica diferente, trazando sobre los grados de libertad del campo y mi-

rando solamente el movimiento de la pared. Ahora podemos entender el mecanismo

por el cual este proceso ocurre, cuantificarlo y obtener el estado final del campo

EM. Aśı, este resultado sugiere que, siempre que las pérdidas en la cavidad sean

lo suficientemente pequeñas, una observación indirecta del efecto Casimir dinámico

seŕıa posible. La idea seŕıa preparar al espejo en un estado coherente y observar

cómo su amplitud decrece con el tiempo a medida que los fonones son convertidos

en fotones. En una cavidad real donde los fotones producidos por el DCE podŕıan

ser confundidos con otros térmicos esto seŕıa especialmente útil.

3.4. Estados térmicos

En esta sección, vamos a considerar otro tipo de estado inicial para los fonones en

el pared. Esto es porque en la práctica puede ser muy desafiante preparar un estado

tipo número o coherente de la pared, lo que nos hace considerar la preparación de

un estado mucho más accesible como son los estados térmicos. Por eso estudiaremos

la evolución de un estado inicial de fonones en la pared y vaćıo dentro de la cavidad
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Figura 3.8: La función de correlación g(2) para fotones toma valores de alrededor
de 4.5 lo que indica una distribución super-poissoniana como seŕıa esperable para
la producción de pares de part́ıculas. Las fluctuaciones alrededor de estos valores
tiende a disminuir para mayores temperaturas.

para un rango de diferentes temperaturas iniciales, definido como

|ψ0⟩ =
∞∑
k=0

e−ℏωmk/(KBT0)

√
1− e−2ℏωm/(KBT0)

|0, k⟩. (3.34)

Comenzamos estudiando la función de correlación de segundo orden normalizada

a tiempos iguales para los fotones

g(2)(t, t) =
⟨â†(t)â†(t)â(t)â(t)⟩

⟨â†(t)â(t)⟩2 , . (3.35)

graficada en Fig.3.8. El interés en esta magnitud radica en que nos permite dis-

tinguir si la radiación producida es térmica o de origen cuántico. Como la función

de correlación alcanza un valor estacionario para estados térmicos de alrededor de

4.5, esto implica que la estad́ıstica de la luz producida es super-poissoniana y que

la probabilidad de producir dos fotones al mismo tiempo es más alta que el simple

azar, reforzando la idea de que los fotones son producidos de a pares. A medida

que la temperatura aumenta las fluctuaciones alrededor de este valor estacionario

se vuelven más pequeñas dado que la producción de fotones se vuelve más uniforme

en el tiempo.

Continuamos estudiando el número de fotones generados en la cavidad para

comparar los diferentes estados iniciales considerados. En la Fig. 3.9(a), presentamos
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Figura 3.9: a) Valor medio del número de fotones como función del tiempo para
diferentes temperaturas iniciales. b) Valor medio de fonones como función del tiem-
po para diferentes temperaturas. c) Entroṕıa de entrelazamiento como función del
tiempo para diferentes temperaturas. d) Entroṕıa de entrelazamiento como función
del tiempo para un estado inicial de fonones con un ajuste exponencial.
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el valor medio de fotones a medida que pasa el tiempo. Podemos detectar claramente

un comportamiento similar al de los estados coherentes: un incremente repentino

de fotones, seguido por un pico alto y luego un decrecimiento fuerte a un valor

estacionario alrededor del cual hay fluctuaciones para tiempos largos. La dinámica

de los fonones es, por supuesto, la opuesta dado que obedecen la conservación de

la enerǵıa debida al régimen de acoplamiento débil Fig. 3.9(b). Ambos observables

aumentan con mayores temperaturas y sus fluctuaciones disminuyen con respecto a

su valor medio estacionario. Por otro lado, la entroṕıa de entrelazamiento aumenta

con el tiempo y alcanza un valor estacionario para tiempos largos mostrado en Fig.

3.9(c). En este caso, se vuelve evidente que el equilibrio ocurre para tiempos mayores

a 103 ω−1
c para todas las temperaturas consideradas. Más aún, es posible ajustar la

evolución de entrelazamiento con la función

S(t) = S∞(1− e−t/τ ), (3.36)

donde S∞ y τ son constantes, hasta un alto grado de precisión, mostradas en (Fig.

3.9d).

3.4.1. Distribuciones y termalización

El hecho de que el número medio de fotones y fonones alcance un valor esta-

cionario y que la entroṕıa parece saturar a tiempos largos, sugiere que el sistema

alcanza un estado estacionario. En esta sección, caracterizamos el estado estaciona-

rio obtenido mirando las distribuciones de fonones y fotones y la relación entre ellas.

Consideramos que la distribución de fotones (respectivamente fonones) Pρ(n) de un

estado ρ̂(t) son los elementos diagonales de la matriz densidad reducida de fotones

(respectivamente fonones) en la base de estados número. Se puede ver que los ele-

mentos fuera de la diagonal son despreciables y no son necesarios para reproducir

los valores de expectación luego de la equilibración.

Dado el estado inicial térmico en la pared, podŕıamos sospechar que se está

dando un proceso de termalización. Si ese fuera el caso, entonces la matriz densidad
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Figura 3.10: Distribución logaŕıtmica de fotones (a) y fonones (b) para diferentes
temperaturas iniciales. c) La relación entre las temperaturas de los fotones y fonones
es lineal con pendiente 1, lo que indica que los subsistemas comparten la misma tem-
peratura. d) Eficiencia de estados térmicos iniciales para diferentes temperaturas.
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reducida de fotones debeŕıa ser el estado de Gibbs

ρ̂a =
∑

n pares

e−βaHa

Z
|n⟩⟨n| =

∑
n pares

e−βaℏωcn

Z
|n⟩⟨n|, (3.37)

donde βa = 1/(KBTa) es la inversa de la temperatura de fotones y Z la función de

partición. Asimismo, la distribución de fotones seŕıa de la forma

P (n) =
e−βaℏωcn

Z
. (3.38)

En la Fig. 3.10, presentamos − ln(P (n)) en función de n y diferentes valores de la

temperatura inicial para fonones (Fig. 3.10a). Podemos ver que el comportamiento

ajusta casi a la perfección a una función lineal para n grande y para todas las

temperaturas, con una pendiente decreciente al aumentar la temperatura. El mismo

comportamiento puede ser reproducido para los fonones (Fig. 3.10b), sugiriendo que

ambos sistemas están muy cerca de un estado térmico.

Como tenemos más evidencia de que un proceso de termalización puede estar

teniendo lugar, recordamos que si el estado fuese efectivamente térmico tendŕıamos

− ln(P (n)) = βaℏωcn+ ln(Z). (3.39)

Ajustando una ĺınea recta para esta magnitud para fotones y fonones podemos definir

una temperatura inversa βa and βb para cada subsistema. Estudiando la relación

entre estas dos temperaturas para un rango de estados iniciales, encontramos que

son de hecho iguales y podemos concluir que el sistema efectivamente termaliza,

como se muestra en la Fig. 3.10c.

Los estados térmicos pueden ser mucho más fáciles de preparar y resultan en una

eficiencia aceptable. De hecho, el valor medio de su eficiencia es alrededor de 25%

para temperaturas altas (Fig. 3.10d), que es aproximadamente lo mismo que para

estados iniciales tipo número con un gran número de fotones (comparar con Fig. 3.3

para n = 0).
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3.5. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos estudiado el efecto Casimir dinámico como un sistema

cuántico descrito por una interacción entre fotones en una cavidad y fonones en

una cavidad con una pared móvil. Hemos encontrado que la eficiencia de la produc-

ción de fotones se reduce a medida que aumenta la enerǵıa para estados iniciales

de la forma |0, k⟩, alcanzando asintóticamente alrededor del 70%. La entroṕıa de

entrelazamiento, tanto en valor medio como en su máximo, por otro lado aumen-

ta logaŕıtmicamente con la enerǵıa y están relacionadas como Smean = 0.7 Smax.

También hemos visto que empezando con algunos fotones ya en la cavidad se puede

estimular la emisión de más fotones, incrementando la eficiencia. Sin embargo, he-

mos mostrado que, si seguimos agregando fotones, la eficiencia decrece linealmente

inhibiendo la generación de fotones. De hecho, tenemos un equilibrio estable donde

si el estado inicial es de la forma |n, k⟩ con 0.56k ≤ n ≤ 0.66k no hay casi produc-

ción de fotones o fonones. También pudimos obtener una ecuación diferencial para

el número de fotones indicando que evoluciona con el tiempo de la misma forma

que un oscilador cuántico anarmónico. La dependencia de la sintońıa para el DCE

también fue estudiada, encontrando una curva Lorentziana para la producción de

fotones con un ancho proporcional a la constante de acoplamiento del sistema y la

enerǵıa del estado inicial. Esto dice que el DCE es menos sensible a la desintońıa a

medida que aumentamos la enerǵıa del estado inicial.

La dinámica encontrada para estados iniciales de la pared coherentes es muy

diferente a la de los estados número, dado que el valor medio del número de fotones

y fonones parece alcanzar un valor estacionario. Hemos encontrado que estos valo-

res dependen cuadráticamente con el parámetro α del estado inicial, lo que parece

indicar una dependencia cuadrática de la producción de fotones con la amplitud de

la oscilación de la pared. Este resultado es consistente con los resultados previos de

teoŕıa de campos derivados en la literatura.

Finalmente, hemos analizado la evolución temporal de un estado inicial térmico

de fonones y vaćıo en la cavidad. En este caso, tanto el número de fonones como

de fotones parece llegar a un estado estacionario. Similarmente, el entrelazamiento

encontrado parece estar muy bien descrito por una función de la forma S(t) =
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S∞(1 − e−t/τ ) para todas las temperaturas iniciales. También hemos visto que el

estado estacionario alcanzado por el sistema es muy cercano a uno térmico tanto

para fotones como fonones. Aún más, se puede definir una temperatura para ambos

subsistemas y coinciden para diferentes estados iniciales lo que nos lleva a concluir

que el sistema termaliza.
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CAṔITULO 4

Degradación del entrelazamiento

En este caṕıtulo estudiaremos el efecto que tiene el movimiento en el almace-

namiento y transporte de la información cuántica en una cavidad ŕıgida, siguien-

do [107]. Consideraremos que inicialmente los modos de dos cavidades optomecáni-

cas han sido entrelazados y analizaremos el efecto que tiene hacer oscilar una de ellas

ŕıgidamente con una perturbación de alta frecuencia sobre la información, clásica y

cuántica, compartida.

Se ha demostrado, en la literatura previa sobre información cuántica relativista,

que el movimiento acelerado de un observador cambia el estado del campo debido

al efecto Unruh [2]. Alternativamente aqúı veremos que el estado del campo será

afectado por el efecto Casimir dinámico. Una de las razones para considerar esta

configuración es que desde un punto de vista experimental, hacer uso del efecto

Unruh requiere un movimiento lineal no acotado lo que lleva a tiempos de operación

o configuraciones rotantes muy complejas [108]. Por otro lado, para el efecto Casimir

dinámico el movimiento es lineal y acotado para tiempos arbitrariamente largos de

operación.
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4.1. Cavidad en movimiento ŕıgido

Vamos a comenzar repasando el efecto del movimiento ŕıgido de una cavidad

sobre el estado de un campo escalar cuántico en su interior. Consideraremos tanto

que la cavidad es rectangular, formada por espejos perfectos con dimensiones Lx, Ly

y Lz, como el caso en que la cavidad es unidimensional con longitud Lz. Siguiendo

el caṕıtulo 2 asumiremos que el campo satisface la ecuación de ondas

□Φ̂(x, t) = 0 (4.1)

sujeta a condiciones de contorno de Dirichlet sobre los espejos que se mueven con

desplazamiento r(t),

Φ̂(x = 0 + r(t), y, z, t) = Φ̂(x = Lx + r(t), y, z, t) = 0

Φ̂(x, y = 0, z, t) = Φ̂(x, y = Ly, z, t) = 0

Φ̂(x, y, z = 0, t) = Φ̂(x, y, z = Lz, t) = 0. (4.2)

Para tiempos tempranos t < 0, todos los espejos están quietos, r(t < 0) = 0, y

el campo puede ser expandido como

Φ̂(x, t) =
∑
k

[
âink uk(x, t) + h.c.

]
, (4.3)

donde âink son los operadores bosónicos correspondientes a distintos modos del campo

y las funciones un son las soluciones de frecuencia positiva de la ecuación de ondas

uk(x, t) =

√
2

Lx

sin(kxx)

√
2

Ly

sin(kyy)

√
2

Lz

sin(kzz)
e−iωkt

√
2ωk

(4.4)

con k =
(

kxπ
Lx
, kyπ

Ly
, kzπ

Lz

)
siendo kx, ky, kz números naturales y

ωk = |k| =
√
k2x
L2
x

+
k2y
L2
y

+
k2z
L2
z

. (4.5)

Notemos que si bien esta es una generalización directa de lo visto en el caṕıtulo 2
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a una cavidad tridimensional hay una novedad que será fundamental, puesto que

el espectro de frecuencias dado por la ecuación anterior ya no es equidistante como

pasaba en una cavidad unidimensional.

A continuación, en t = 0, los espejos comienzan a moverse en el eje-x, mante-

niendo la distancia entre ellos fija, mientras los otros dos pares de espejos, en el eje

y y z se mueven acompañando para producir un movimiento ŕıgido de la cavidad

entera [91, 96, 98]. Como ya vimos en el caso unidimensional esto da lugar a una

nueva base de salida en la que podemos expandir el campo

Φ̂(x, t) =
∑
n

[
âoutn vn(x, t) + h.c.

]
, (4.6)

con nuevos operadores de aniquilación de salida âoutn . Para encontrar la transforma-

ción de Bogoliuvob entre ambas bases podemos expresar a la de salida en la base

instantánea

vn(x, t) =
∑
k

Q
(n)
k (t)ψk(x, t) (4.7)

donde ahora la base instantánea que satisface las condiciones de contorno de movi-

miento ŕıgido es

ψk(x, t) =

√
2

Lx

sin(kx(x− r(t)))

√
2

Ly

sin(kyy)

√
2

Lz

sin(kzz). (4.8)

Este conjunto de funciones resulta ortonormal bajo el producto interno

⟨ψkψj⟩ =
∫ L+r(t)

r(t)

∫ Ly

0

∫ Lz

0

φk(x)φj(x)dzdydx = δkj, (4.9)

que proviene de tomar el producto interno en una dimensión (Ec. (2.12)), y exten-

derlo naturalmente a tres.

Ahora podemos encontrar los coeficientes dependientes del tiempo Q
(n)
k (t) re-

emplazado en la Ec. (4.6) y luego esta descomposición en la ecuación de ondas.

Finalmente, usando la ortogonalidad de la base ψk encontramos las siguientes ecua-
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ciones diferencial para los coeficientes

Q̈
(n)
k (t)− 2ṙ(t)

∑
j

Q̇
(n)
j (t)gkj − r̈(t)

∑
j

Q
(n)
j (t)gkj

− ṙ2(t)
∑
jl

Q
(n)
j (t)gljglk + ω2

kQ
(n)
k (t) = 0, (4.10)

donde los coeficientes de acoplamiento quedan definidos nuevamente por

gkj = ⟨(∂xψk)ψj⟩ (4.11)

=


(
(−1)jx+kx − 1

)
2kxjx
k2x−j2x

δkyjyδkzjz

0

kx ̸= jx

kx = jx

.

Vamos a considerar un movimiento armónico para el desplazamiento de los es-

pejos dado por r(t) = ϵ sin(Ωt) y utilizaremos el método de escalas múltiples para

buscar soluciones de la forma

Q
(n)
k = αnk(τ)

e−iωkt

√
2ωk

+ βnk(τ)
eiωkt

√
2ωk

, (4.12)

donde definimos la escala de tiempo lenta τ := 1
2Lx

ϵω1t (con ω1 la frecuencia fun-

damental de la cavidad dada por Ec. (4.4) y las funciones αnk y βnk serán los

coeficientes de Bogoliuvob cuando el movimiento finalice. Luego de sustituir esta

expansión en la Ec. (4.12) y promediar sobre las oscilaciones rápidas obtenemos el

sistema de ecuaciones diferenciales

dβnk
dτ

=
∑
j

Ω

2ωk

gkjβnj

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(Ω + ωj − ωk) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−Ω + ωj − ωk)

]
+
∑
j

Ω

2ωk

gkj

(
−ωj +

Ω

2

)
αnjδ(Ω− ωj − ωk) (4.13)

dαnk

dτ
=
∑
j

Ω

2ωk

gkjαnj

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(Ω + ωj − ωk) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−Ω + ωj − ωk)

]
+
∑
j

Ω

2ωk

gkj

(
−ωj +

Ω

2

)
βnjδ(Ω− ωj − ωk), (4.14)
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donde nuevamente δ(0) = 1 y δ(x) = 0 para x ̸= 0.

Hay esencialmente dos casos distintos en los que podemos resolver este conjunto

de ecuaciones diferenciales acopladas dependiendo si el espectro de la cavidad es

equidistante o no-equidistante. Este último caso se presenta, por ejemplo, cuando

consideramos una cavidad tridimensional o al considerar un campo escalar masivo.

En tales casos, solo dos modos se verán acoplados (excepto por algunos casos ex-

cepcionales descriptos en [90]). De manera opuesta, si la cavidad es unidimensional,

el espectro es equidistante ωn = nπ/Lx y todos los modos se acoplarán entre śı. A

continuación, describiremos brevemente ambas situaciones.

4.1.1. Cavidad tridimensional y espectro no-equidistante:

dos modos acoplados

Consideremos el caso en que tenemos una cavidad tridimensional. Si asumi-

mos una frecuencia de agitación Ω = ωs + ωc tal que coincide con la suma de las

frecuencias de dos modos, ωs y ωc, de la cavidad; entonces, como el espectro es

no-equidistante, no hay (casi) ningún otro modo ωd que cumpla Ω = |ωs ± ωd| o
Ω = |ωc ± ωd|. En ese caso, las Ecs. (4.13) y (4.14) se reducen a

dβns
dτ

=
Ω

2ωs

gsc

(
−ωc +

Ω

2

)
αnc (4.15)

dαnc

dτ
=

Ω

2ωc

gcs

(
−ωs +

Ω

2

)
βns. (4.16)

Este es un sistema lineal de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas que puede ser

resuelto fácilmente dando como resultado la evolución temporal de los coeficientes

de Bogoliuvob. Estos se pueden reemplazar en la Ec.(2.8) para obtener la relación

entre los nuevos operadores bosónicos en términos de los iniciales

aouts = cosh(γ−τ)ains + sinh(γ−τ)ain†c (4.17)

aoutc = cosh(γ−τ)ainc + sinh(γ−τ)ain†s (4.18)
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donde

γ− =
Ω

2
gsc

√(
ωs − Ω

2

) (
Ω
2
− ωc

)
ωsωc

. (4.19)

Esta transformación corresponde a una operación de two-mode squeeze con paráme-

tro γ−τ , que genera simultáneamente pares de excitaciones en los modos ωs y ωc.

Esto también se puede ver a partir del número de fotones creados a partir del vaćıo

dado por la Ec.(2.9), y como en este caso tenemos βnk ̸= 0, hay una generación de

fotones exponencial en el tiempo [90,97,109].

Otro posible acoplamiento entre dos modos ocurre si Ω = |ωs −ωc|. En ese caso,

el sistema de la Ec. (4.14) se transforma en

dαns

dτ
=

Ω

2ωs

gsc

(
ωc −

Ω

2

)
αnc (4.20)

dαnc

dτ
=

Ω

2ωc

gcs

(
ωs +

Ω

2

)
αns. (4.21)

Este conjunto de ecuación también se puede resolver y da como resultado

aouts = cos(γ+τ)ains + sin(γ+τ)ainc (4.22)

aoutc = cos(γ+τ)ainc − sin(γ+τ)ains . (4.23)

donde

γ+ =
Ω

2
gsc

√(
ωs +

Ω
2

) (
ωc − Ω

2

)
ωsωc

. (4.24)

Vale la pena destacar que en esta situación βnk = 0 y por lo tanto no se generan

nuevos fotones. Esto quiera decir que para un estado inicial de vaćıo la dinámica es

trivial. Sin embargo, dado un estado inicial con algunos fotones presentes en uno de

estos modos, el número de fotones en cada modo oscilará manteniendo el número

total de fotones constante.
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4.1.2. Cavidad unidimensional y espectro equidistante: In-

finitos modos acoplados

Ahora vamos a considerar el caso en que la cavidad es unidimensional [110] y el

espectro resultante es equidistante. Como la única dimensión relevante corresponde

al eje x, descartamos los ı́ndices con negrita para mantener solo esa componente.

Luego usando los coeficientes descritos en la Ec. (4.11), el conjunto de Ecs. (4.13) y

(4.14) se reducen a

dβnk
dτ

=
∑

j+k odd

Ω

2ωk

gkjβnj

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(q + j − k) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−q + j − k)

]
+

∑
j+k odd

Ω

2ωk

gkj

(
−ωj +

Ω

2

)
αnjδ(q − j − k) (4.25)

dαnk

dτ
=

∑
j+k odd

Ω

2ωk

gkjαnj

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(q + j − k) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−q + j − k)

]
+

∑
j+k odd

Ω

2ωk

gkj

(
−ωj +

Ω

2

)
βnjδ(q − j − k), (4.26)

donde hemos definido q = Ω/ω1 y usado el hecho de que el espectro viene dado por

ωj = jω1 y que gkj = 0 si k + j es par. Es importante notar que, como k + j es

impar, k − j también lo es. Esto significa que si q no es un número impar entonces

el lado derecho de las Ecs.(4.25) y (4.26) es nulo y la evolución resulta trivial.

Con el objetivo de obtener una solución anaĺıtica para este sistema, vamos a repa-

sar la situación en que solo oscila una de las paredes de una cavidad unidimensional

(digamos la de la derecha). En tal caso, como vimos en el caṕıtulo 2 obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones

dβ̃
(n)
k

dτ
= − π2k2

2ωkL2
x

α̃
(n)
k δ(2k − q)

+
∑
j

Ω

2ωk

g̃kjβ̃
(n)
j

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(q + j − k) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−q + j − k)

]
+
∑
j

Ω

2ωk

g̃kj

(
−ωj +

Ω

2

)
α̃
(n)
j δ(q − j − k) (4.27)
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dα̃
(n)
k

dτ
= − π2k2

2ωkL2
x

β̃
(n)
k δ(2k − q)

+
∑
j

Ω

2ωk

g̃kjα̃
(n)
j

[(
ωj +

Ω

2

)
δ(q + j − k) +

(
ωj −

Ω

2

)
δ(−q + j − k)

]
+
∑
j

Ω

2ωk

g̃kj

(
−ωj +

Ω

2

)
β̃
(n)
j δ(q − j − k), (4.28)

donde hemos calculado expĺıcitamente los coeficientes de acoplamiento

g̃kj =


2kj

k2−j2

0

k ̸= j

k = j.

(4.29)

Este conjunto de ecuaciones es muy similar a las Ecs. (4.25) y (4.26), con dos dife-

rencias. La primera de ellas es que las Ecs. (4.27) y (4.28) tienen un término extra

proporcional a δ(2k − q) que no está presente en las Ecs. (4.27) y (4.28)) [95]. Este

término, como vimos, crea pares de fotones en el modo k y solo es relevante cuan-

do q = 2k. La segunda diferencia es que g̃kj ̸= gkj. Sin embargo, es fácil ver que

2g̃kj = gkj si k + j es impar, y este factor 2 no genera una diferencia cualitativa en

la dinámica puesto que puede ser reabsorbido en la amplitud de oscilación. Por lo

tanto, si excitamos a la cavidad con una pared oscilando a frecuencia q, conseguimos

que el primer término en el lado derecho de las Ecs.(4.27) y (4.28) se anule. Además

todos los otros también desaparecen, a excepción del caso en que k + j es impar

(debido a las δ). Esto prueba que cuando q es impar las Ecs. (4.25), (4.26) son equi-

valentes a las Ecs. (4.27), (4.28). En consecuencia, una cavidad que es agitada de

forma ŕıgida con una frecuencia impar se comporta de manera idéntica a otra donde

solo se mueve una pared con la misma frecuencia y el doble de amplitud. Este re-

sultado es muy importante y, si bien se hab́ıa notado una relación previamente [91],

no se hab́ıa afirmado de esta forma tan clara en la literatura. Afortunadamente se

conoce la solución anaĺıtica del sistema Ecs.(4.27), (4.28) y se tiene que en ese caso

los operadores de salida vienen dados por [111]

aoutm =
∞∑
n=1

√
m

n

[
ρ(n)m ainm − ρ

(n)∗
−m a

in†
m

]
. (4.30)
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donde

ρ
(j+nq)
j+mq =

Γ(1 + n+ j/q)(σκ)n−m

Γ(1 +m+ j/q)Γ(1 + n−m)
F (n+ j/q,−m− j/q; 1 + n−m;κ2)

(4.31)

para j = 0, 1, ..., q, n = 1, 2, 3, ... m = ±1,±2,±3, ... y

ρ
(k+nq)
j+mq = 0 (4.32)

si j ̸= k, donde

σ = (−1)q (4.33)

κ = tanh(qτ̃). (4.34)

Como hemos expuesto más arriba, esta también es la solución de la cavidad agitada

ŕıgidamente tomando τ̃ = 2τ = ϵω1t, es decir duplicando el valor de la amplitud ϵ.

Similarmente a lo que hemos discutido en el caso tridimensional, hay dos reǵıme-

nes cualitativamente distintos dependiendo de la frecuencia de agitación. Por un lado

si Ω = ω1 = ωj+1 − ωj entonces no se generan, de forma neta, nuevos fotones. Sin

embargo, dado un número inicial estos pueden “saltar” entre modos adyacentes. Aśı,

para tiempos largo, el número de fotones en cualquier modo tiende a cero a medida

que migran a modos de frecuencia cada vez más alta. Por otro lado, si Ω = qω1 con

q un número impar mayor a 1, se crean pares de fotones del vaćıo en cualquier par

de modos j y k tal que Ω = ωj + ωk.

4.2. Medición del entrelazamiento

Después de presentar la solución del campo en función de una transformación

de Bogoliuvob para el problema de interés, resulta necesario repasar cómo medir el

entrelazamiento entre modos y su cálculo a partir de esta solución.

Para ello debemos revisar las propiedades de los estados gaussianos. Estos esta-

dos son relevantes desde un punto de vista práctico puesto que incluyen a los estados
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Cavity 1 Cavity 2

mode s mode p mode s mode p

Ω

mode s mode p

mode c

t = t0
t > t0

"s(t0) "s(t′�) "s(tF)

Figura 4.1: La dos cavidades están inicialmente estáticas y los modos s y p, un
de cada una, están entrelazados ( ĺınea gris gruesa). A medida que comenzamos
a agitar a la cavidad 1 con frecuencia Ω, el entrelazamiento entre estos modos se
debilita (ĺınea gris de trazos). Finalmente, la agitación cesa pero el entrelazamiento
(medido por la negatividad Ns), es mucho más débil que el inicial Ns(tF ) < N∫ (⊔′)
(ĺınea punteada).

coherentes (como los producidos por un láser), los “squeezed” y los térmicos, pero

son además muy relevantes desde un punto de vista teórico dado que las operacio-

nes gaussianas, como la evolución temporal debida a un hamiltoniano cuadrático o

una transformación de Bogoliuvob, transforman un estado gaussiano en otro estado

gaussiano. Más aún, si un sistema se encuentra en un estado que es globalmente

gaussiano, cualquier subsistema tiene un estado que es también gaussiano [112].

Veamos entonces cómo se caracterizan. Dado un conjunto de osciladores armóni-

cos, podemos tomar una base de operadores de cuadratura R = (q1, p1, ..., qn, pn)

donde

qj =
1√
2
(aj + a†j) (4.35)

pj =
−i√
2
(aj − a†j) (4.36)

y caracterizar completamente a un estado gaussiano ρ por su vector de desplaza-

miento

dj = ⟨Rj⟩ρ (4.37)

donde notamos ⟨A⟩ρ = Tr(Aρ) y su matriz de covarianza

Vij =
1

2
⟨RiRj +RjRi⟩ρ − ⟨Ri⟩ρ⟨Rj⟩ρ. (4.38)
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Aśı, el estado del subsistema formado por los ı́ndices i1, i2, ..., iM , puede ser calculado

sencillamente restringiendo el vector desplazamiento y la matriz de covarianza a esos

ı́ndices.

Para este tipo de estados es posible cuantificar el entrelazamiento de un estado

mixto [113] usando la negatividad logaŕıtmica [114–117], que es un monótono de

entrelazamiento dada por

N (ρ) = log2 ||ρΓA||1, (4.39)

donde ||ρΓA||1 = Tr
√
ρΓAρΓA† es la norma traza de la traspuesta parcial de ρ con

respecto al subsistema A.

Aqúı queremos calcular el entrelazamiento entre dos modos en estados gaussia-

nos. En tal caso, la matriz de covarianza es de la forma

VA|B =

∣∣∣∣∣∣ VA VC

V T
C VB

∣∣∣∣∣∣ (4.40)

y la negatividad logaŕıtmica puede ser calculada como [118]

N = máx{0,− log 2ν−} (4.41)

donde definimos

ν− =

√
Σ

2
− 1

2

√
Σ2 − 4 detVA|B (4.42)

Σ = detVA + detVB − 2 detVC . (4.43)

Para determinar si todav́ıa hay información compartida entre los subsistemas

cuando el entrelazamiento se anula, usaremos la información mutua [119,120]

I(ρA|B) = SV (ρA) + SV (ρB)− SV (ρA|B), (4.44)

que mide la correlación total (cuántica y clásica), con SV siendo la entroṕıa de Von
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Neumann. En el caso de un estado gaussiano, se puede calcular fácilmente como [118]

I(VA|B) = f(
√
det 2VA) + f(

√
det 2VB)

− f(η−A|B)− f(η+A|B) (4.45)

donde definimos la función

f(x) =
x+ 1

2
log

(
x+ 1

2

)
− x− 1

2
log

(
x− 1

2

)
(4.46)

siendo η−A|B, η
+
A|B los autovalores simplécticos de la matriz 2VA|B.

4.3. Degradación del entrelazamiento

En esta sección, estudiaremos cómo se modifica el entrelazamiento entre modos

en dos cavidades cuando una de ellas es agitada.

Para ello consideraremos que ambas cavidades están inicialmente en un estado

entrelazado dado por un estado “two-mode squeezed” entre los modos s en la cavidad

1 y p en la cavidad 2. Esta elección se debe a que es el estado gaussiano más sencillo

que posee entrelazamiento entre ambas cavidades, lo que nos permitirá aprovechar

que el movimiento genera una transformación de Bogoliuvob la cual preserva los

estados gaussianos.

Seguidamente, a tiempo t = t0, agitamos armónicamente la cavidad 1 de manera

ŕıgida (como vimos en la sección 4.1) y estudiamos cómo evoluciona el entrelaza-

miento entre ambas con el tiempo. Podemos pensar en este sistema en el contexto de

RQI como imitando dos observadores en movimiento relativo, uno de ellos estático

y el otro yendo y viniendo armónicamente, y que solo pueden acceder a un modo (p

y s respectivamente).

El estado inicial del sistema puede ser escrito en términos de operadores de
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creación y aniquilación como

ains = cosh(r)as + sinh(r)a†p

ainp = cosh(r)ap + sinh(r)a†s (4.47)

donde as y a
†
s son los operadores de aniquilación modos descorrelacionados que sa-

tisfacen ⟨a†jaj⟩ = 0 y ⟨ajaj⟩ = 0, para j = s,p. Como se ha mencionado previamente,

hay dos comportamientos cualitativamente diferentes para la evolución del campo en

una cavidad agitada dependiendo de si el espectro es aproximadamente equidistante

o no. Por lo tanto analizaremos todos los casos por separado.

4.3.1. Cavidad 3D y espectro no-equidistante: Dos modos

acoplados

En el caso en que la cavidad que se agita es tridimensional, el espectro no resulta

equiespaciado y en consecuencia el modo excitado s se verá acoplado a lo sumo a

un modo más, que llamaremos c. Como se explicó en la Sec. 4.1, el estado del cam-

po alterado resultará cualitativamente distinto cuando la frecuencia de agitación es

Ω = ωs + ωc o Ω = |ωs − ωc|.

En primera instancia, comenzamos analizando el sistema cuando la cavidad 1 es

agitada con un frecuencia Ω = ωs + ωc. Además asumimos que estos dos modos no

se acoplan a ningún otro de la cavidad. Al agitar a la cavidad 1 con esta frecuencia

se generan pares de fotones en los modos c y s y de acuerdo a la sección anterior

los nuevos operadores aouts y aoutc vienen dados por las Ecs.(4.17), (4.18). Teniendo

en cuenta que la relación entre operadores y cuadraturas viene dada por (4.35-

4.36) podemos calcular la matriz de covarianza Vp|s del estado final, que en la base

(qp, pp, qs, ps), viene dada por

Vp|s =


cosh(2r)

2 0 cosh(γτ) sinh(2r)
2 0

0 cosh(2r)
2 0 − cosh(γτ) sinh(2r)

2

cosh(γτ) sinh(2r)
2 0 cosh2(r) cosh(2γτ)+sinh2(r)

2 0

0 − cosh(γτ) sinh(2r)
2 0 cosh2(r) cosh(2γτ)+sinh2(r)

2

.
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Más aún, podemos calcular las propiedades de este estado para tiempos largos.

Por ejemplo, se puede ver que la negatividad logaŕıtmica (N = − log 2ν−) se anula

para tiempos largos

N =− log 2

√√√√detVp|s
Σ

1

1
2
+

√
1
4
− 1

Σ

det(Vp|s)

Σ

−−−→
τ→∞

0, (4.48)

donde usamos que
detVp|s

Σ
−−−→
τ→∞

1
4
a pesar de que Σ =−−−→

τ→∞
∞.

También podemos estudiar la información mutua entre las cavidades calculando

los autovalores simplécticos de 2Vp|s. Estos vienen dados por

η− = 1,

η+ = | cosh(r)2 cosh(2γτ)− sinh(r)2| (4.49)

y entonces la información mutua para tiempos largos es

I = f(cosh(r)2 cosh(2γτ) + sinh(r)2) + f(cosh(2r))

− f(| cosh(r)2 cosh(2γτ)− sinh(r)2|)

−−−→
τ→∞

f(cosh(2r)). (4.50)

En la Fig. 4.2 compilamos todas las propiedades calculadas para este caso. En el

panel (a) mostramos el número de part́ıculas en el modo s, que como se puede

ver refleja la creación exponencial de pares de part́ıculas en los modos s y c como

esperábamos. En el panel (b) se observa la evolución temporal del entrelazamiento

medida por la negatividad logaŕıtmica, la cual se ve evidentemente degradada a

medida que el tiempo avanza, tendiendo a cero para tiempos largos y destruyendo el

entrelazamiento inicial entre las cavidades. En el panel (c) graficamos la información

mutua y evidencia que las correlaciones clásicas entre los modos persisten a todo

tiempo. Concluimos entonces que si bien para tiempos largos la información cuántica

se pierde aún existe información clásica contenida en las correlaciones entre ambas

cavidades.

A continuación analizaremos el otro caso en que la cavidad 1 es agitada con una
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Figura 4.2: Cavidad tridimensional y espectro no-equidistante con frecuencia de
agitación Ω = ωs + ωc. (a) Se observa la creación exponencial de pares de part́ıcu-
las, como función del tiempo, en el modo s para diferentes valores del parámetro
de squeezing r. (b) Degradación del entrelazamiento medida por la negatividad
logaŕıtmica a medida que pasa el tiempo, anulándose para tiempos largos. (c) Infor-
mación mutua como función del tiempo. A pesar de que las correlaciones cuántica
tienden a desaparecer, las correlaciones clásicas entre los modos persisten en el ĺımite
de tiempos largos.

frecuencia Ω = |ωs − ωc|.
Como mencionamos antes, esta frecuencia no genera nuevos fotones sino que

solo redistribuye los iniciales entre los modos. En este caso, los operadores de salida

vienen dados por las Ecs. (4.22), (4.23), luego la matriz de covarianza se puede

escribir como

Vp|s =


cosh(2r)

2 0 cos(γ+τ) sinh(2r)
2 0

0 cosh(2r)
2 0 − cos(γ+τ) sinh(2r)

2

cos(γ+τ) sinh(2r)
2 0 cos2(γτ) cosh(2r)+sin2(γ+τ)

2 0

0 − cos(γ+τ) sinh(2r)
2 0 cos2(γ+τ) cosh(2r)+sin2(γ+τ)

2

.
Las componentes de esta matriz oscilan armónicamente con el tiempo y para τn :=

π(2n+1)
2

/γ+ obtenemos una matriz de covarianza diagonal

Vp|s =
1

2
diag(cosh(2r), cosh(2r), 1, 1) (4.51)

lo que significa que la negatividad logaŕıtmica, el número de fotones en el modo s y

la información mutua entre s y p, todas se anulan. Al contrario, para τm = mπ
γ
/γ+

esta magnitudes oscilan de regreso a sus valores iniciales máximos, como se puede

ver en la Fig.4.3. En el panel (a) se muestra el número de part́ıculas en el modo s.

Como se puede inferir, no hay creación de nuevas excitaciones, sino una oscilación
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Figura 4.3: Cavidad tridimensional y un espectro no-equidistante con una frecuencia
de agitación Ω = |ωs − ωc|. (a) El sistema evoluciona de forma periódica con los
fotones, originalmente en el modo s, yendo y viniendo entre los modos s y c. Esto a su
vez lleva a un comportamiento oscilatorio en el entrelazamiento (b) y la información
mutua (c). En ambos casos vemos una oscilación entre un máximo donde los fotones
están en s y cero, cuando están enc.

que redistribuye las ya existentes en la cavidad. Los fotones son transferidos del

modo s al c, hasta que no quedan más fotones en s a tiempo τm. En los paneles (b)

y (c) vemos que al irse los fotones de este modo el entrelazamiento y la información

mutua entre s en la primera cavidad y el modo p en la segunda también se pierde.

4.3.2. Caso 1D y espectro equidistante: Infinitos modos aco-

plados

Si la cavidad es unidimensional entonces el espectro resulta equidistante. Es-

to implica que se acoplan infinitos modos a medida que la cavidad es agitada (ver

Sec.4.1). En esta situación los operadores de salida son descritos por una transforma-

ción de Booliuvob más general dada por la Ec.(2.8). De manera similar al caso de las

cavidades tridimensionales, podemos ver que hay dos casos distintos para considerar

dependiendo de que la frecuencia de agitación de la cavidad 1 sea Ω = ω1 o Ω = qω1.

En primer lugar, vamos a comenzar estudiando el caso en que Ω = ω1 y no hay

generación de part́ıculas en la cavidad 1. Usando la Ec. (2.8), podemos calcular la
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Figura 4.4: Cavidad unidimensional con un espectro equiespaciado agitada con fre-
cuencia Ω = ω1. No se observa creación de part́ıcuas para esta frecuencia. (a) El
número de part́ıculas disminuye a medida que los fotones iniciales en el modo s = 1
se pierden hacia modos de alta frecuencia para diferentes valores del parámetro de
squeezing r. (b) Esta pérdida de fotones ocasiona que el entrelazamiento y (c)la
información mutua disminuyan para tiempos largos.

matriz de covarianza para este caso como

Vs|p =


|αss|2 cosh(2r)+

∑
j ̸=s |αsj |2

2 0 sinh(2r)αss

2 0

0
|αss|2 cosh(2r)+

∑
j ̸=s |αsj |2

2 0 − sinh(2r)αss

2

sinh(2r)αss

2 0 cosh(2r)
2 0

0 − sinh(2r)αss

2 0 cosh(2r)
2

,
donde ya hemos usado que βsj = 0 y que αsj(τ) es una función real dada por la Ec.

(4.31). Para entender el comportamiento asintótico de este estado, podemos usar

que los coeficientes de Bogoliuvob satisfacen la relación

1 =
∞∑
j=0

|αsj|2 − |βsj|2 =
∞∑
j=0

|αsj|2 (4.52)

para reducir el problema en términos de un único coeficiente de Bogoliuvob

(Vs|p)11 = (Vs|p)22 =
1

2

(
|αss|2 cosh(2r) +

∞∑
j ̸=s

|αsj|2
)

=
1

2

(
|αss|2(cosh(2r)− 1) + 1

)
. (4.53)

De hecho, la expresión expĺıcita de este coeficiente |αss| ya se sabe que viene dada
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por [121]

αss(τ) =
s∑

j=1

[
(s− 1)!(s+ j − 1)!(−1)s−j

]
[(s− 1)!j!(s− j)!]−1 (cosh τ)−2j −−−→

τ→∞
0.

Usando todo esto, se puede ver que la matriz de covarianza converge a

Vs|p −−−→
τ→∞

1

2
diag(1, 1, cosh(2r), cosh(2r)). (4.54)

Esto significa que no solo el entrelazamiento sino que también la información mutua

se anulan en el ĺımite de tiempos largos. En la Fig. 4.4 compilamos los resultados

obtenidos para una cavidad unidimensional cuando es agitada con Ω = ω1. En el

panel (a) mostramos el proceso de redistribución de part́ıculas para diferentes valores

del parámetro de squeezing inicial r. Cuanto más chico es el valor inicial de r, más

pronto las part́ıculas son distribuidas a otros modos. En el panel (b) se observa que

la evolución del entrelazamiento se comporta de acuerdo al número de part́ıculas

Ns: el entrelazamiento se pierde rápidamente a medida que pasa el tiempo y decrece

asintóticamente a cero. En el panel (c), se ve que la información mutua exhibe un

comportamiento similar en acuerdo con el resto de las magnitudes consideradas.

Es importante notar que la degradación del entrelazamiento en una cavidad

unidimensional es cualitativamente diferente de lo que ocurre en una cavidad tridi-

mensional. En el primer caso, la pérdida de entrelazamiento se debe a que los muchos

modos que se acoplan con el inicial y absorben los fotones al agitar la cavidad. Esto

se puede puede pensar como un gran entorno hacia el cual se pierde la información.

En contraste con el caso tridimensional donde, al haber un único modo al que se

puede acoplar el inicial, el entrelazamiento no se pierde asintóticamente sino que

oscila siguiendo las part́ıculas.

Finalmente, consideramos que la cavidad 1 es agitada con una frecuencia Ω =

qω1. Esto excita una resonancia paramétrica que crea pares de fotones los cuales,

luego, son redistribuidos hacia modos de frecuencias más altas.

En este caso, los operadores de salida están dados por la Ec. (4.30), a partir de
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Figura 4.5: Cavidad unidimensional y espectro equidistante agitada con frecuencia
Ω = qω1. (a) El número de fotones inicialmente decrece dado que ocurre una redistri-
bución entre los modos acoplados. Como este caso implica generación de part́ıculas,
eventualmente el número de part́ıculas comienza a crecer linealmente a medida que
se producen pares de fotones en los modos s and c. (b) El entrelazamiento evidencia
una muerte súbita mientras que (c) el comportamiento de la información mutua
implica que permanecen correlaciones clásicas en el sistema las cuales tienden a cero
para tiempos largos. Para el gráfico se consideró q = 3.

los cuales podemos calcular la matriz de covarianza

Vs|p =


|αss|2 cosh(2r)+

∑
j ̸=s |αsj+βsj |2

2 0 sinh(2r)αss

2 0

0
|αss|2 cosh(2r)+

∑
j ̸=s |αsj−βsj |2

2 0 − sinh(2r)αss

2

sinh(2r)αss

2 0 cosh(2r)
2 0

0 − sinh(2r)αss

2 0 cosh(2r)
2

.
Podemos simplificar esta expresión notando que V11 = V22. Esto es porque

β1,k+np = −
√

1/(k + np)ρ
(k+np)
−1 = 0 para k ̸= p − 1 mientras que α1,k+np =√

1/(k + np)ρ
(k+np)
1 = 0 para k ̸= 1 y entonces α1,k+npβ

∗
1,k+np = 0, de lo que podemos

concluir que |α1,k+np ± β1,k+np|2 = |α1,k+np|2 + |β1,k+np|2. Escribiendo expĺıcitamente

los elementos de la matriz usando la Ec.(4.38), podemos ver que

V11 + V22 = 1 + 2Ns, (4.55)

donde Ns = ⟨aout†s aouts ⟩ es el número de fotones creados en el modo s y entonces

V11 = Ns + 1/2. La matriz de covarianza se reduce entonces a solo 3 componentes

independientes V11, V33, V24.

De esta forma procedemos a estudiar el comportamiento del estado para tiempos
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largos. Primero debemos notar que

ĺım
t→∞

V13 = − ĺım
t→∞

V24 <∞, (4.56)

dado que V13, V24 ∝ F (a, b, c;κ2) y para t → ∞ tenemos κ → 1 y F (a, b, c;κ2) →
F (a, b, c; 1) <∞.

En este punto, es importante mencionar que en la Ref. [111] los autores han pro-

bado que cuando una cavidad con una pared oscilante es agitada con esta frecuencia,

el número de fotones generados a partir del vaćıo Ns(r = 0) crece linealmente con el

tiempo 1. Luego, usando la equivalencia entre esta configuración y la de una cavidad

agitada ŕıgidamente, podemos ver que

V11 =
1

2
|αss|2(cosh(2r)− 1) +

1

2
+Ns(r = 0) ∝ t. (4.57)

Las simplificaciones previas nos permiten escribir las expresiones expĺıcitas

detV = V 2
13V

2
24 − V11V

2
13V33 − V11V

2
24V33 + V 2

11V
2
33

Σ = V 2
11 − 2V13V24 + V 2

33, (4.58)

que al combinarla con la Ec. (4.56) resulta en que a tiempos largos

detV

Σ
−−−→
t→∞

V 2
33 = (

1

2
cosh(2r))2. (4.59)

Este resultado implica directamente que

− log 2ν− = − log 2

√√√√detV

Σ

1

1
2
+
√

1
4
− 1

Σ
det(V )

Σ

(4.60)

−−−→
t→∞

− log(cosh(2r)) < 0, (4.61)

lo que lleva a un resultado sorprendente: la negatividad logaŕıtmica N (Ec. (4.41))

1Una excepción para este comportamiento ocurre cuando la frecuencia del modo excitado inicial-
mente s coincide con la frecuencia de agitación ωs = qω1. En este caso las soluciones se comportan
como para Ω = ω1, que ya hemos analizado.
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manifiesta una “muerte súbita”, es decir, se anula exactamente a partir de un tiem-

po finito. Mientras que para analizar el comportamiento de la información mutua

podemos usar que los autovalores simplécticos vienen dados por

η± =
1√
2

(
V 2
11 + V 2

33 + 2V13V24

±
√
V 4
11 + V 4

33 + 4V 2
33V13V24 − 2V 2

11(V
2
33 − 2V13V24) + 4V11V33(V 2

13V
2
24)
)1/2

. (4.62)

Usando las Ecs. (4.56) y (4.57), tenemos

η+ ≈ V11, for τ ≫ 1

η− ≈ V33, for τ ≫ 1 (4.63)

lo que nos permite concluir que la información mutua también se anula en el ĺımite

de tiempos largos

I = f(V11) + f(V33)− f(η−)− f(η+) −−−→
τ→∞

0. (4.64)

En la Fig. 4.5 presentamos los resultados numéricos para q = 3. En el panel (a),

calculamos la evolución numérica del número de fotones Ns, mientras que en (b) se

muestra la degradación del entrelazamiento a medida que transcurre el tiempo. Es

fácil notar que el entrelazamiento se comporta de manera cualitativamente distinta

a los casos previos dado que se anula repentinamente para un tiempo finito. Esto

se debe a la combinación de dos efectos diferentes: redistribución de fotones y ge-

neración de pares. En el panel (c), podemos notar que la información mutua, sin

embargo, decrece lenta y asintóticamente a cero.

Este último caso es completamente diferente a los otros vistos anteriormente.

Inicialmente, se puede ver que el número de excitaciones Ns disminuye porque son

redistribuidos a modos más altos (siendo mucho más evidente para r > 1). Pero para

un tiempo cŕıtico el ritmo de creación de part́ıculas comienza a ganar importancia

haciendo que el número de fotones en el modo s empiece a aumentar. Sorprenden-

temente, este tiempo cŕıtico es similar al tiempo en que el entrelazamiento se anula.

Este comportamiento tan distintivo se asocia a la conjunción de los procesos de
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Figura 4.6: (a) Cavidad tridimensional con espectro no-equidistante y agitada con
frecuencia Ω = ωs + ωc para un parámtro de squeezing inicial r = 1. El entrelaza-
miento N entre los pares de modos p y c, s y c, p y s medido por la negatividad
logaŕıtmica a medida que pasa el tiempo. La creación de pares de fotones entrelaza
los modos s y c (Nsc), pero no los p y c (Npc); en cambio degrada el entrelazamien-
to Nps. (b) Cavidad tridimensional con un espectro no-equidistante y agitada con
frecuencia Ω = |ωs − ωc|. El sistema se comporta periódicamente con los fotones,
originalmente en el modo s, yendo y viniendo entre s y c. Este comportamiento
oscilatorio también se manifiesta en la dinámica del entrelazamiento N entre los
modos de la primera cavidad y la segunda.

generación y resdistribución de part́ıculas que no suced́ıa en los otros ejemplos.

4.4. Redistribución del entrelazamiento

En esta sección, vamos a estudiar a donde va el entrelazamiento inicialNps (entre

los modos p de la cavidad 2 y s de la 1) luego de haber alterado el estado del campo

dentro de la cavidad por el efecto Casimir dinámico. Para ello vamos a ver qué sucede

con el entrelazamiento ya no solamente entre los modos a los que tienen acceso los

observadores sino entre todos los pares de modos. Como antes discutiremos por

separado los casos en que la cavidad es unidimensional o tridimensional y en que

hay o no resonancia paramétrica dado que su comportamiento es cualitativamente

distinto.

Para la cavidad tridimensional, ya hemos mencionado que solo dos modos se

acoplan al agitarla. La excitación externa se puede considerar que es de la forma

Ω = |ωs ± ωc| y dependiendo del signo se tiene un comportamiento bien diferente

con respecto a la generación de part́ıculas y degradación del entrelazamiento. En el
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Figura 4.7: Cavidad unidimensional con un espectro equidistante agitada con una
frecuencia Ω = ω1, asumiendo s = 1 y r = 1. (a) Bajo estas condiciones no se
producen part́ıculas sino que, en cambio, las part́ıculas iniciales en el modo 1 son
redistribuidas hacer modos de frecuencias más altas. Esto lleva a un flujo de en-
trelazamiento hacia esos modos en detrimento del entrelazamiento inicial entre los
modos de la cavidad móvil y la estática.

caso en que Ω = ωs+ωc hemos mostrado que hay producción de pares de part́ıculas

entrelazadas en estos modos y que aumentan exponencialmente con el tiempo. De

esta forma, las part́ıculas generadas en el modo c nunca están entrelazadas con el

modo p de la otra cavidad pero a medida que transcurre el tiempo incrementan su

entrelazamiento con el modo s lo que genera que se degrade el entrelazamiento entre

p y s (ver Fig. 4.6(a)).

Por otro lado, si Ω = |ωs − ωc|, hemos mostrado que no hay generación de

fotones dentro de la cavidad 1. Esto significa que a medida que se sacude la cavidad,

el número de part́ıculas inicialmente en el modo s son redistribuidas al modo c

y luego de vuelta a s, exhibiendo un comportamiento oscilatorio. La dinámica del

entrelazamiento es similar, con la información siendo transferida entre los dos modos.

Aśı el entrelazamiento inicial entre las cavidades Nps decrece a medida que el de

los modos de la cavidad 1 Nsc aumenta, mostrando ambos un comportamiento

oscilatorio en contra fase (Fig. 4.6(b)).

Es importante remarcar que en los dos casos considerados para la cavidad tridi-

mensional, la dinámica del entrelazamiento se da entre solo dos modos, debido a la

distribución no-equidistante del espectro.

En el caso de una cavidad unidimensional, al tener un espectro equidistante,

infinitos modos se ven acoplados por el movimiento. Esto implica una dinámica
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Figura 4.8: Cavidad unidimensional con espectro equidistante agitada con una fre-
cuencia Ω = qω1. En este caso hemos asumido q = 3, s = 1 and r = 1. (a) El número
de fotones en el modo 1 inicialmente disminuye a medida que ocurre una redistribu-
ción hacia los modos de mayor enerǵıa 4, 7, 10, ...3n + 1. Como este caso también
implica producción de part́ıculas, eventualmente el número de part́ıculas producidas
en los modos 1 y 2 empieza a crecer linealmente. (b) Los fotones producidos en los
modos 2, 5, 8, ... 3n−1 están entrelazados con los modos 1, 4, 7, ...3n+1 pero no con
el modo de la cavidad estática, análogamente al caso de la cavidad tridimensional
Fig. 4.6(a). Sin embargo, el entrelazamiento que hab́ıa originalmente entre 1 y p es
redistribuido hacia modos de frecuencia más alta de la forma 3n+1 y presenta una
muerte súbita a tiempo finito.

mucho más compleja, en la cual se da la transferencia de fotones y entrelazamiento

hacia modos de mayor frecuencia. Cuando la frecuencia es Ω = ω1, no hay generación

de part́ıculas en la cavidad. En la Fig. 4.7(a), se observa el número de fotones en

los diferentes modos de la cavidad. Podemos notar que a medida que transcurre

el tiempo disminuye el número de part́ıculas en el primer modo y aumentan en

los adyacentes de mayor frecuencia. En el panel (b), notamos que este incremento

conlleva una transferencia de entrelazamiento a otros pares de modos de la cavidad,

incrementando Np2, Np3, etc. Cuanto más alta es la frecuencia del modo, menos

entrelazamiento adquiere puesto que se encuentra más esparcido y en el ĺımite de

tiempos muy largos la degradación del entrelazamiento es completa.

Finalmente, debemos mencionar el caso en que la frecuencia de agitación es

Ω = qω1. Bajo esta condición, tenemos generación de fotones entre pares de modos

cuya frecuencia suma Ω, como se puede ver en la Fig. 4.8(a). Sin embargo, no es

la única consecuencia que debemos considerar. Como el espectro es equiespaciado

tenemos infinitos modos acoplados. Por lo tanto, hemos mostrado que se tiene tanto
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redistribución como creación de part́ıculas dentro de la cavidad móvil. Esto produce

un dinámica para entrelazamiento fundamentalmente diferente a los casos previos.

El entrelazamiento inicial entre los modos s y p se redistribuye hacia modos de fre-

cuencia más alta de la forma mód q(s)+q n (con n un número natural y mód q(s)

el resto de s cuando es dividido por q) pero eventualmente tenemos una muerte súbi-

ta. A pesar de esto, los pares producidos entre mód q(s) y q − mód q(s) no se

entrelazan con p y entonces ninguno de los modos de frecuencia mayor acoplados

con estos (de la forma q− mód q(s)+ q n) se entrelazan con p (ver Fig. 4.8(b) para

un ejemplo).

La pérdida de entrelazamiento es precisamente explicada como una consecuencia

de la redistribución del entrelazamiento inicial y la generación de entrelazamiento

de correlaciones cuánticas multipartitas entre modos accesibles e inaccesibles dentro

de la cavidad.

4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos estudiado cómo el entrelazamiento y las correlaciones

clásicas iniciales entre dos modos en dos cavidades distintas se modifican cuando

una de ellas es sometida a un movimiento oscilatorio. Para ello hemos analizados el

proceso de creación de part́ıculas debida al DCE en los casos en que el espectro es

o no equiespaciado. Encontrando en este último caso una equivalencia con el caso,

previamente analizado, de una pared móvil; lo que nos permitió dar una descripción

anaĺıtica completa para una dinámica compleja.

Hemos encontrado que hay esencialmente cuatro comportamientos cualitativa-

mente distintos para el sistema, dependiendo de si el espectro es o no equiespaciado

y de cuál es la frecuencia de agitación Ω. La primera propiedad determina si se

acoplan solo dos modos o más en la cavidad y la segunda si hay o no generación

de part́ıculas. Si el espectro es no-equiespaciado (como pasa en una cavidad tridi-

mensional) y hay un modo adicional c tal que Ω = |ωs − ωc| entonces los fotones

oscilan entre s y c. Esto causa, a su vez, que el entrelazamiento entre las cavidades

y la información mutua oscile con el tiempo. Sin embargo, si c tiene una frecuencia
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tal que Ω = |ωs + ωc|, entonces se crean pares de fotones entrelazados en estos mo-

dos, los cuales a su vez degradan el entrelazamiento entre las cavidades anulándolo

asintóticamente. A pesar de esto, las correlaciones clásicas persisten para tiempos

largos como evidencia la convergencia de la información mutua a un valor finito no

nulo. Este resultado es análogo al encontrado en [26] y [28] donde el entrelazamiento

entre dos observadores se degrada cuando uno de ellos acelera.

Nuestros resultados muestran que la situación se vuelve cualitativamente dife-

rente cuando el espectro de la cavidad es equiespaciado, dado que esto ocasiona que

se acoplen infinitos modos. En este caso, si la cavidad en movimiento es agitada

con su frecuencia fundamental no se producen fotones. Sin embargo, a medida que

transcurre el tiempo de agitación, los fotones en el modo inicialmente excitado se

van perdiendo a otros de mayor frecuencia, lo que ocasiona que el entrelazamiento

y la información mutua entre las cavidades se anule también. Por otro lado, si la

cavidad oscila con una frecuencia que es un múltiplo impar de la fundamental, hay

además una producción de excitaciones que fuerza a que el entrelazamiento tenga

una muerte súbita, mientras que la información mutua converge lentamente a cero.

Esta situación produce un resultado similar al encontrado en [34] donde el entrela-

zamiento entre dos osciladores armónicos se pierde por completo de forma repentina

cuando se acelera a uno de ellos.

Esta configuración captura muchos de los efectos encontrados para observadores

y cavidades en movimiento acelerado. En ambos casos tenemos transformaciones de

Bogoliuvob que generan pares de fotones. Sin embargo, en la literatura previa la alte-

ración del campo se deb́ıa al efecto Unruh. En este caṕıtulo explotamos la estructura

no trivial del vaćıo cuántico y los efectos derivados de las condiciones de contorno

dependientes del tiempo. El resultado obtenido es una aparente degradación del en-

trelazamiento y pérdida de información para la mayoŕıa de los casos considerados.

Creemos que esta configuración tiene más cualidades experimentales prometedoras

ya que solo requiere un movimiento acotado de un sistema optomecánico. Si bien

hay todav́ıa desaf́ıos tecnológicos que deben ser superados para que sea probado

experimentalmente para cavidades móviles, una simulación con cavidades supercon-

ductoras está al alcance de los experimentos donde el DCE ya ha sido observado.
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CAṔITULO 5

Maquinas térmicas cuánticas

Siguiendo [55], en este caṕıtulo introduciremos los conceptos fundamentales de

la termodinámica cuántica y los aplicaremos al estudio de una máquina térmica que

consiste en un campo cuántico en una cavidad que es sujeto a un ciclo cuántico

de Otto. El objetivo será comprender el impacto del efecto Casimir dinámico en

la eficiencia y potencias entregadas por una máquina térmica cuántica, tanto en el

régimen de operación como motor térmico como de refrigerador cuántico.

5.1. Ciclo de Otto en un cavidad

En términos generales, el ciclo cuántico de Otto involucra un sistema, o medio

de trabajo, regido por un hamiltoniano H0 al cual se le aplican cuatro operaciones

básicas. En primer lugar, el sistema es puesto en contacto con un baño fŕıo a tempe-

ratura inversa βA; dejando al sistema en un estado térmico, con una enerǵıa interna

EA. En segundo lugar, el sistema es aislado del baño y sujeto a un hamiltoniano

dependiente del tiempo; alcanzando un estado con enerǵıa interna EB. En tercer

lugar, el sistema es puesto en contacto con un baño caliente a temperatura inversa

βC ; alcanzando una vez más un estado térmico pero esta vez con enerǵıa interna EC .
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Finalmente, el sistema es aislado una vez más del baño y sujeto a un hamiltoniano

dependiente del tiempo que restaura el hamiltoniano original H0, dejando al sistema

en un estado con enerǵıa interna ED.

Como consecuencia, en la tercera rama se provee a la máquina de un calor

Q = EC − EB

y se extrae trabajo entre las operaciones A y B dado por WAB = EA − EB y entre

C y D WCD = EC − ED. Esto suma un trabajo extráıdo neto de

W = WAB +WCD.

Si este trabajo es positivo, W > 0, decimos que la máquina actúa como un motor

térmico, lo que significa que convierte calor de los baños térmicos en trabajo útil

con una eficiencia dada por

η =
W

Q
.

Por otro lado, si el trabajo y el calor son negativos, W,Q < 0, se dice que la

máquina actúa como un refrigerador, lo que significa que consume trabajo y lo usa

para calentar un reservorio caliente y enfriar el fŕıo.

En particular, vamos a estudiar la siguiente implementación de un ciclo Otto

para un campo escalar cuántico en una cavidad optomecánica con una pared móvil

(aunque también se puede implementar en arquitecturas de cQED). Como vimos en

el caṕıtulo 2 si la pared de la cavidad describe entre t = 0 y t = τ una trayectoria

dada por

L(t) = L0 + δL(t) = L0[1− ϵδ(t)] (5.1)

con 0 = δ(0) < δ(t) < δ(τ) = 1 and 0 < ϵ≪ 1, entonces el hamiltoniano del campo

cuántico se puede escribir como

H(t) = H0 +H1(t) (5.2)

77



donde el hamiltoniano H0 se puede descomponer como

H0 = Hfree + ESC(L) (5.3)

siendo Hfree =
∑∞

k=1 ℏωkNk el término de la evolución libre de los modos con opera-

dor número de fotones Nk = a†kak en el modo de frecuencia ωk = ωk(L0), mientras

que ESC(L0) = −πℏ/(24L0) es la enerǵıa correspondiente al efecto Casimir estático.

Por otro lado, la parte dinámica de la evolución de la pared viene dada por la Ec.

(2.43)

H1(t) = ℏ
∞∑
k=1

[
ω′
kδL(t)a

†
kak +

ω′
k

2
δL(t)

(
a†2k + a2k

)]
+

ℏ
2i

∞∑
k,j=1

˙δL(t)

L0

gkj

√
ωk

ωj

(
akaj − a†kaj + aka

†
j − a†ka

†
j

)
, (5.4)

expresión que es válida a primer orden en ϵ y donde las constantes de acoplamiento

gkj vienen dadas por

gkj = −gjk = L

∫ L

0

dx (∂Lψk)ψj, (5.5)

que son esencialmente las mismas constantesMkj del Caṕıtulo 2 adimensionalizadas

por la longitud.

Aśı, el ciclo está representado en la Fig. 5.1 y puede ser descrito como:

A. Primero, el sistema es puesto en contacto con el baño fŕıo a temperatura inversa

βA. Asumimos que la termalización es perfecta y que esto deja al sistema en un

estado térmico

ρβA =
exp(−βAHfree)

Z
=

∞∏
k=1

e−βAℏωkNk

Zk

, (5.6)

con

Zk = Tr(e−βAℏωkNk) =
1

1− e−βAℏωk
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y enerǵıa interna

EA = Tr(ρβAHfree/Z) + ESC(L0)

=
∞∑
k=1

ℏωk

eβAℏωk − 1
+ ESC(L0)

≡
∞∑
k=1

ℏωkN̄
βA

k + ESC(L0) , (5.7)

donde en la última ĺınea hemos introducido la notación N̄βA

k para el número de

ocupación térmica.

B. Segundo, la pared es desplazada de L0 a L1 = L(τ) = L0(1 − ϵ) siguiendo la

trayectoria Ec. (5.1) y comprimiendo la cavidad. Como consecuencia el sistema

evoluciona bajo el hamiltoniano dado por Ec. (5.4) resultando en la enerǵıa

interna

EB =
∞∑
k=1

ℏωk(L1)Tr(ρNk) + ESC(L1). (5.8)

C. Tercero, el sistema es puesto en contacto con un baño caliente a temperatura

inversa βC . Esto deja al sistema en un estado térmico con enerǵıa interna

EC =
∞∑
k=1

ℏωk(L1)N̄
βC

k + ESC(L1) , (5.9)

donde N̄βC

k también está evaluado en ωk(L1).

D. Cuarto, la pared es movida otra vez, para volver de L1 a L0, siguiendo la tra-

yectoria reversa temporal L̃(t) = L(τ − t). De esta forma la cavidad se expande

a su tamaño original, terminando el proceso con una enerǵıa interna de

ED =
∞∑
k=1

ℏωkTr(ρ̃Nk) + ESC(L0), (5.10)

donde ρ̃ es la matriz densidad asociada con la trayectoria reversa.
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Figura 5.1: Las cuatro ramas del ciclo Otto en términos de la longitud de la cavidad
y el valor medio de enerǵıa en el campo cuántico en la cavidad.

5.1.1. Evolución adiabática

Si ahora asumimos que la pared se mueve lo suficientemente lento para estar en

las condiciones del teorema cuántico adiabático, o sea, si τ ≫ 1/ω1, entonces no

habŕıa cambio en la población de los niveles de enerǵıa y se tiene

Tr(ρNk) = Tr(ρβANk) (5.11)

Tr(ρ̃Nk) = Tr(ρβCNk). (5.12)

Entonces el calor dado al sistema seŕıa simplemente la diferencia

QOtto = EC − EB =
∞∑
k=1

ℏωk(L1)(N̄
βC

k − N̄βA

k ) (5.13)

y el trabajo viene dado por

WOtto =(EA − EB) + (EC − ED) (5.14)

=
∞∑
k=1

ℏ(ωk(L1)− ωk)(N̄
βC

k − N̄βA

k ).

Como podemos ver la enerǵıa estática de Casimir ESC no modifica ni el calor ni el

trabajo entregado por la máquina térmica. Adicionalmente, si la condición ωkβA ≤
ωk(L1)βC es satisfecha para todo k, entonces QOtto > 0. También podemos ver que
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como ωk(L1) > ωk para L1 < L0 y el trabajo termina siendo positivo W > 0.

A la luz de estos resultados, la eficiencia puede ser escrita como

ηOtto =
WOtto

QOtto

=

∑∞
k=1 ℏ(ωk(L1)− ωk)(N

βC

k − N̄βA

k )∑∞
k=1 ℏωk(L1)(N̄

βC

k − N̄βA

k )

=

∑∞
k=1 ℏωk(L1)(1− ωk/ωk(L1))(N̄

βC

k − N̄βA

k )∑∞
k=1 ℏωk(L1)(N̄

βC

k − N̄βA

k )
(5.15)

y, si el espectro viene dado por ωk(L) = kπ/L, tenemos

ωk

ωk(L1)
=
kπ/L0

kπ/L1

=
L1

L0

= 1− ϵ (5.16)

de lo cual se sigue el siguiente resultado sencillo para la eficiencia

ηOtto = ϵ. (5.17)

Esta expresión implica que la eficiencia del ciclo Otto para este sistema, en el ĺımite

adiabático, solo depende de la relación de compresión. Además, debemos resaltar

que si que deseamos lograr la máxima eficiencia posible (que es la dada por el ciclo

de Carnot ηCarnot), entonces los baños térmicos y la cavidad deben satisfacer

ϵ = ηOtto = ηCarnot = 1− βC
βA
. (5.18)

5.1.2. Evolución no-adiabática

En esta sección iremos más allá de la aproximación adiabática y mostraremos

que el efecto Casimir dinámico induce un tipo de “fricción cuántica” que reduce la

eficiencia del ciclo. Para ello será necesario calcular la enerǵıa luego de un movimiento

no adiabático de la pared

E = Tr(ρH) = Tr(UρβAU †H), (5.19)
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donde U es la operación unitaria que genera el movimiento de la pared sobre el

estado del campo.

Para calcular esta magnitud procederemos usando teoŕıa de perturbaciones al

orden más bajo en epsilon no adiabático. Nuestro hamiltoniano dado por la Ec.(5.2)

es apto para realizar este cálculo en la representación de interacción. Es importante

recordar que en esta representación los estados evolucionan de acuerdo a

|ψI(t)⟩ = U1|ψS⟩ (5.20)

donde U1 viene dado por

U1 = T exp(−i
∫ t

0

H1(t)dt/ℏ),

mientras que los operadores vaŕıan en el tiempo como

AI(t) = U0AS(t)U
†
0 , (5.21)

donde U0 = exp(−iHfreet/ℏ) (estamos usando los sub́ındices I y S para la represen-

tación de interacción y Schrödinger respectivamente).

En nuestro caso, la enerǵıa del campo cuántico a tiempo t = τ viene dada por

E(τ) = Tr(ρβAU †
1HI(τ)U1). (5.22)

Calcularemos esta enerǵıa perturbativamente a segundo orden en ϵ. Podemos hacer

esto aproximando primero U1 a segundo orden y reemplazar ese resultado en la Ec.

(5.22) para obtener

E(τ) = Tr(ρβAHI(τ))−
1

ℏ
i

∫ τ

0

dt1[Tr(ρ
βAHIH1,I(t1))− Tr(ρβAH1,I(t1)HI)]

+
1

ℏ2
(−i)2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2Tr(ρ
βAH1,I(t1)HIH1,I(t2))

+
1

ℏ2
(−i)2

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2Tr(ρ
βAH1,I(t2)H1,I(t1)HI)

+
1

ℏ2
(i)2

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2Tr(ρ
βAHIH1,I(t1)H1,I(t2)). (5.23)
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Como el hamiltoniano fue expresado a primer orden en ϵ y buscamos la enerǵıa a

orden 2, debemos volver a expandir los operadores bosónicos según la Ec. (2.42)

para obtener la siguiente expansión de los términos del H0 en la representación de

interacción

ωk(L)Nk(ω(L)) =ωk(1 + δL(t))[Nk + δL
ω′
k

2ωk

(ei2ωkta†2k + e−i2ωkta2k)

+

(
δL

ω′
k

2ωk

)2

(2Nk + 1)] . (5.24)

Reemplazando este resultado en la Ec.(5.23) y simplificando la expresión encon-

tramos que la enerǵıa interna viene dada por

E(τ) =
∑
k

[
ℏωk(τ)N̄

βA

k +
ϵ2

4
ℏωk

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2F
βA(t1, t2)

]
(5.25)

donde,

F βA(t1, t2) =
ω′2
k L

2
0

ω2
k

δ̇(t1)δ̇(t2) cos [2ωk(t1 − t2)]
{
2N̄βA

k + 1
}

+
∞∑
j=0

δ̇(t1)δ̇(t2)
g2jk
ωjωk

[
(ωk − ωj)

2 cos [(ωj + ωk)(t1 − t2)]
{
N̄βA

k + N̄βA
j + 1

}
+(ωj + ωk)

2 cos [(ωj − ωk)(t1 − t2)]
{
N̄βA

j − N̄βA

k

}]
. (5.26)

Podemos ver que la contribución no-adiabática a la enerǵıa es

EβA

F (τ) =
ϵ2

4

∑
k

ℏωk

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2F
βA(t1, t2) , (5.27)

que es una forma de fricción cuántica [50,122–125]. Esto es porque no es conservativa,

ya que no es una función del estado de la cavidad, sino que depende fundamental-

mente de la trayectoria δ(t) que haya sido usada para alcanzar el estado final. Más

aún, como EF depende cuadráticamente de δ(t) y δ̇(t) esta contribución a la enerǵıa

será la misma, en módulo y signo, sin importar si la pared se mueve hacia adelante

o hacia atrás. Esto es un claro contraste con las fuerzas conservativas, y más similar

a la enerǵıa disipada a un medio viscoso que depende de la trayectoria (e incluso la
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velocidad δ̇) pero no de la dirección. Además, podemos mostrar que esta enerǵıa es

siempre definida positiva. Notando que

∫ t

0

dx

∫ t

0

dyf(x)f(y) cos(w(x− y)) (5.28)

= [

∫ t

0

dxf(x) cos(wx)]2 + [

∫ t

0

dxf(x) sin(wx)]2 ≥ 0, ,

queda claro que el primer y segundo términos en la Ec.(5.26) son positivos. El tercer

término de la misma ecuación puede ser escrito como

∞∑
k,j=1

hjk
ωj

[
N̄βA

j − N̄βA

k

]
=

∞∑
k>j=1

hjk
ωjωk

(ωk − ωj)
[
N̄βA

j − N̄βA

k

]
,

que es positivo porque ωk > ωj para k > j y entonces tenemos N̄βA
j ≥ N̄βA

k . Esto

prueba que EβA

F (τ) ≥ 0, como queŕıamos ver.

5.1.3. Una cota superior a la enerǵıa de fricción

Podemos establecer una cota superior para la enerǵıa que se pierde por la fricción

cuántica asumiendo que la pared tiene una aceleración nula al principio y al final

del movimiento, δ̈(0) = δ̈(τ) = 0. Usando esto podemos integrar por partes en la

Ec. (5.27) para obtener

|EβA

F (τ)| =
∣∣∣∣ ∞∑
k=0

ℏϵ2

4

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2

{
L2
0ω

′2
k

16ω5
k

...
δ (t1)

...
δ (t2) cos [2ωk(t1 − t2)]

{
2N̄βA

k + 1
}

+
∞∑
j=0

g2jk
ωj

...
δ (t1)

...
δ (t2)

[
(ωk − ωj)

2

(ωk + ωj)4
cos [(ωj + ωk)(t

′
1 − t′2)]

{
N̄βA

k + N̄βA
j + 1

}
+

(ωk + ωj)
2

(ωk − ωj)4
cos [(ωj − ωk)(t

′
1 − t′2)]

[
N̄βA

j − N̄βA

k

] ]}∣∣∣∣
≤
(∫ τ

0

dt
∣∣ ...δ (t)∣∣)2 ∞∑

k=0

ℏϵ2

4

{
L2
0ω

′2
k

16ω5
k

(
2N̄βA

k + 1
)

+
∞∑
j=0

g2jk
ωj

[
(ωk − ωj)

2

(ωk + ωj)4

(
N̄βA

k + N̄βA
j + 1

)
+

(ωk + ωj)
2

(ωk − ωj)4

(
N̄βA

j − N̄βA

k

)]}
.

(5.29)
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Si además asumimos que la aceleración de la pared tiene un máximo global a tiempo

tM y un mı́nimo global en tm podemos establecer la cota

|EβA

F (τ)| ≤
(
δ̈(tM)− δ̈(tm)

)2 ∞∑
k=0

ℏϵ2
{
L2
0ω

′2
k

16ω5
k

(
2N̄βA

k + 1
)

+
∞∑
j=0

g2jk
ωj

[
(ωk − ωj)

2

(ωk + ωj)4

(
N̄βA

k + N̄βA
j + 1

)
+

(ωk + ωj)
2

(ωk − ωj)4

(
N̄βA

j − N̄βA

k

)]}
.

(5.30)

De esta manera, haciendo unas pocas suposiciones razonables, podemos acotar la

enerǵıa de fricción debida al DCE sobre un rango amplio de trayectorias.

5.2. Motor térmico

Después de definir el sistema, el ciclo a realizar y calcular la enerǵıa al final de

cada rama en el ĺımite no-adiabático estamos en condiciones de analizar la eficiencia

de esta máquina empleada como un motor térmico.

Para ello, tomando la enerǵıa generada por la pared móvil, es directo calcular el

calor disipado

Q = EC − EB

=
∞∑
k=1

ℏωk(L1)N̄
βC

k −
∞∑
k=1

[
ℏωk(L1)N̄

βA

k + ϵ2
ℏωk(L1)

4

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2F
βA(t1, t2)

]
.

(5.31)

Dado que la enerǵıa de fricción ya es cuadrática en ϵ, podemos aproximar ωk(L1) ≈
ωk en ese término y entonces el calor viene dado por

Q = QOtto − EβC

F (τ), (5.32)

a segundo orden en ϵ.
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El trabajo también es fácil de calcular

W = WAB +WCD

= WOtto −
[
EβA

F + EβC

F

]
. (5.33)

Finalmente, la eficiencia del motor térmico para el ciclo no-adiabático viene dada

por

η =
WOtto −

[
EβA

F + EβC

F

]
QOtto − EβC

F

≈ WOtto

QOtto
+
WOttoEβC

F −QOtto
[
EβA

F + EβC

F

]
(QOtto)2

+O(ϵ3)

≈ ηOtto − EβA

F + EβC

F

QOtto
+O(ϵ3), (5.34)

que siempre es menor a la eficiencia adiabática ηOtto. Más aún, podemos usar la

Ec.(5.30) para establecer un ĺımite inferior a la eficiencia del ciclo Otto para régimen

no-adiabático

η ≥ηOtto − |EβA

F + EβC

F |
QOtto

≥ηOtto −

(
δ̈(tM)− δ̈(tm)

)2
Qotto

∞∑
k=0

ℏϵ2
{
L2
0ω

′2
k

16ω5
k

(
2N̄βA

k + 1
)
+
L2
0ω

′2
k

16ω5
k

(
2N̄βC

k + 1
)

+
∞∑
j=0

g2jk
ωj

[
(ωk − ωj)

2

(ωk + ωj)4

(
N̄βA

k + N̄βA
j + 1

)
+

(ωk + ωj)
2

(ωk − ωj)4

(
N̄βA

j − N̄βA

k

)]

+
∞∑
j=0

g2jk
ωj

[
(ωk − ωj)

2

(ωk + ωj)4

(
N̄βC

k + N̄βC
j + 1

)
+

(ωk + ωj)
2

(ωk − ωj)4

(
N̄βC

j − N̄βC

k

)]}
.

(5.35)
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Figura 5.2: Trayectoria elegida para ejemplificar los resultados, que verifica todas
las restricciones impuestas en la Ec.(5.37).

5.2.1. DCE como enerǵıa de fricción cuántica

Para ilustrar nuestros resultados, consideramos la trayectoria dada por el poli-

nomio de menor orden

δ(t) = 10(t/τ)3 − 15(t/τ)4 + 6(t/τ)5. (5.36)

que satisface todas las siguientes condiciones

δ(0) = δ̇(0) = δ̈(0) = 0, (5.37)

δ̇(τ) = δ̈(τ) = 0,

δ(τ) = 1.

Esta trayectoria se muestra en la Fig. (5.2). Usando esta trayectoria y los resul-

tados anteriores calculamos la enerǵıa de fricción cuántica producida por el DCE,

como se muestra en la Fig. (5.3). Es importante notar que esta enerǵıa se anula

para para movimientos muy lentos (τ → ∞) y se hace arbitrariamente grande para

movimientos cada vez más rápidos de la pared. Por otro lado, para un τ fijo, la

enerǵıa de fricción converge a un valor finito a medida que se incrementa la tem-

peratura inversa del estado inicial β (Fig. (5.4)). Esto está claramente asociado a
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Figura 5.3: Enerǵıa de fricción como un función del tiempo adimensional, para di-
ferentes valores de temperatura inversa β. En cada caso, presentamos la enerǵıa
de fricción computada para la trayectoria ejemplo (ĺıneas negras) y la comparamos
contra la cota derivada independiente de la trayectoria (ĺıneas grises). La relación
de compresión usada fue en todos los casos de ϵ = 0.01.

la producción de fotones dada por el DCE que persiste aún cuando partimos de un

estado de vaćıo.

Como hemos mencionado antes, la enerǵıa de fricción del DCE es siempre positiva

y, al igual que la fricción en un pistón clásico, disminuye la eficiencia del motor

respecto de la eficiencia del ciclo Otto no-adiabático ηOtto. En general, la fricción

cuántica se incrementa a medida que el movimiento de la pared se vuelve más rápido

(τ → 0). De hecho, debido a esto surge una escala de tiempo mı́nima por debajo de

la cual el motor ya no puede funcionar como tal, dado que el trabajo entregado se

vuelve negativo (ver Fig. 5.5).

Continuamos el estudio de la potencia P producida por este motor térmico. En

el caso adiabático, cuando τω1 ≫ 1, el trabajo es independiente de la escala de

tiempo τ y entonces la potencia se incrementa a medida que el tiempo decrece, dado

que P ∼ 1/τ . En el ĺımite opuesto τω1 ≪ 1 (no-adiabático), la potencia resulta ser

proporcional a 1/τ 4. Entonces la potencia tendrá dos contribuciones, con diferentes

signos, que escalean con diferentes potencial de τ . Como consecuencia, esperamos

un pico alrededor del tiempo en que la enerǵıa de fricción empieza a ser comparable

con la obtenida en el ĺımite adiabático, τω1 ∼ 1. Esto es ilustrado en la Fig. 5.6.

88



0 2 4 6 8

0

5

10

15

20

 = 0.7

 = 2.1694

 = 3.802

Figura 5.4: Enerǵıa de fricción como función de βℏω1, para diferentes valores de
τ . La producción de fotones se incrementa a medida que el intervalo de tiempo τ
disminuye, y por lo tanto la enerǵıa de fricción se vuelve más relevante. La relación
de compresión usada fue ϵ = 0.01.
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Figura 5.5: Eficiencia de un motor para diferentes relaciones entre las temperaturas
de los baños térmicos (βC/βA) como función de la escala de tiempo adimensional
τω1. El motor cuántico operado en régimen no-adiabático tiene una eficiencia menor
a la del caso adiabático, indicado como ηOtto en el gráfico. La relación de compresión
usada ϵ = 0.01.
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Figura 5.6: Potencia producida por el motor para diferentes relaciones de tempera-
turas como función del tiempo. Para cada relación tiene un pico a aproximadamente
τω1 ∼ 1 indicando una escala de tiempo óptima de operación. La relación de com-
presión usada fue ϵ = 0.01.

.

Finalmente, en la Fig. (5.7) se muestra el trabajo extráıdo. Alĺı podemos notar

que el mismo es positivo para grandes relaciones de temperaturas entre los baños

(βC/βA) y escalas de tiempo largas. De lo contrario, si τ → 0 y βC/βA → 1, se

observa que el trabajo se anula.

5.3. Refrigerador cuántico

Como vimos al final de la sección anterior, también es posible implementar un

refrigerador cuántico usando este sistema; esto es usar esta máquina térmica para

enfriar un baño ya fŕıo y calentar uno caliente consumiendo trabajo externo. En

esta sección, calcularemos el coeficiente de desempeño de un refrigerador cuántico

de Otto y el efecto que la fricción cuántica del DCE tiene sobre este.
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Figura 5.7: Trabajo extráıdo por el motor. Podemos identificar regiones donde no
se puede extraer trabajo del ciclo de Otto. La relación de compresión usada fue
ϵ = 0.01.

5.3.1. Evolución adiabática

En el caso adiabático, el calor extráıdo del reservorio fŕıo viene dado por

QOtto = EA − ED

=
∑
k

ℏωk

[
NβA

k (ωk)−NβC

k (ωk(L1))
]

(5.38)

que es positivo siempre que
L1

L0

≤ βC
βA

≤ 1. (5.39)

Estas condiciones implican que el trabajo consumido por el sistema

WOtto = (EB − EA) + (ED − EC) (5.40)

=
∑
k

ℏ [ωk(L1)− ωk]
[
NβA

k (ωk)−NβC

k ωk(L1)
]
,

es también siempre positivo. Medimos entonces la eficiencia de esta máquina por

cociente entre el calor extráıdo y el trabajo consumido para realizar esa tarea. En

términos matemáticos, esto es el coeficiente de desempeño que podemos calcular
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Figura 5.8: El coeficiente de desempeño a tiempo finito es siempre menor que del
régimen adiabático y decrece rápidamente para tiempos de operación menores. La
relación compresión usada fue ϵ = 0.06.

como

ηOtto =
QOtto

WOtto
=

1

ωk(L1)/ωk − 1
=

1

ϵ
− 1, (5.41)

asumiendo un espectro equidistante y L1 = L0(1− ϵ).

5.3.2. Régimen no-adiabático

Por otro lado, si el movimiento de la pared no es adiabático es necesario incluir

la enerǵıa de fricción debida al DCE. Procediendo de la misma forma en que en el

caso del motor térmico, podemos calcular el calor extráıdo por el refrigerador. En

este caso, el coeficiente de desempeño en el régimen no-adiabático viene dado por

η =
QOtto − EβC

F

WOtto + EβA

F + EβC

F

≤ QOtto

WOtto
. (5.42)

En la Fig. (5.8), mostramos este coeficiente para distintas relaciones entre tempera-

turas de los baños térmicos βC/βA. Se puede notar fácilmente que este coeficiente es

siempre menor que el del caso adiabático (ηOtto). Además podemos observar una je-

rarqúıa en la relación entre las temperaturas: cuanto más similares son, más grande

es el coeficiente de desempeño que se obtiene.

En la Fig.(5.9) presentamos el calor extráıdo Q por el refrigerador propuesto
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Figura 5.9: El calor extráıdo por el refrigeradorQ es superior para baños térmicos con
temperaturas similares y escalas de tiempo de operación τ mayores, de lo contrario
puede incluso ser negativo, lo que implica que la máquina deja de funcionar como
un refrigerador. La relación de compresión utilizada fue ϵ = 0.06.

para diferentes relaciones de baños térmicos βC/βA y diferentes escalas de tiempo

de operación τ . Podemos notar que hay valores pequeños de τ para los cuales el

calor Q se vuelve negativo, implicando que la máquina deja de funcionar como

un refrigerador. Los mayores valores de calor extráıdo se obtienen para baños con

temperaturas similares y tiempos de operación más largos.

Finalmente en la Fig. (5.10), se muestra la potencia de enfriamiento del refri-

gerador en función de la escala de tiempo τ . Notamos que existe un valor máximo

para la potencia cuando τω1 ∼ 1, alcanzando un valor superior cuando los baños

térmicos tienen temperaturas similares βC/βA → 1.

5.4. Conclusiones

Hemos discutido varios aspectos del ciclo Otto sobre un campo escalar cuántico

confinado a una cavidad con un contorno móvil. En particular, hemos calculamos

la eficiencia de la máquina térmica al operar como un de motor y el coeficiente

de desempeño en su operación como un refrigerador cuántico en la aproximación

adiabática. Más aún, hemos resuelto la evolución temporal para el campo a segundo
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Figura 5.10: La potencia de enfriamiento del refrigerador también tiene un pico en
una escala de tiempo óptima de τω1 ∼ 1. La relación de compresión usada fue
ϵ = 0.06.

orden en la relación de compresión, y la usamos para evaluar la eficiencia del ciclo

operando en tiempo finito. Hemos visto que el movimiento de la pared genera foto-

nes a través del DCE, los cuales están asociados a una forma de fricción cuántica.

Mostramos que esta enerǵıa de fricción es positiva, y hemos podido encontrar una

cota superior para la misma. Estos resultados fueron luego usados para calcular la

eficiencia del motor y mostrar que la operación en tiempo finito conlleva una re-

ducción de la eficiencia comparada con el caso adiabático. Esto se debe a la enerǵıa

desperdiciada en producir los fotones del efecto Casimir dinámico. En concordan-

cia, hemos visto que la enerǵıa de fricción crece muy rápidamente a medida que el

movimiento de la pared es más rápido. Esto ocasiona que la potencia entregada por

la máquina posea un pico para una escala de tiempo cŕıtica y a partir de la cual

la potencia decrece hasta volverse negativa para movimientos muy bruscos, lo que

implica que la máquina deja de funcionar como un motor. También hemos estudiado

el uso de este ciclo como un refrigerador cuántico operado en tiempo finito encon-

trando resultados similares: un pérdida de eficiencia y una potencia de enfriamiento

acotada.

En vista de las dificultades que genera el efecto Casimir dinámico sobre estas

máquinas térmicas cuánticas, en el siguiente caṕıtulo, analizaremos la posibilidad
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de encontrar trayectorias para el movimiento de los contornos tales que no haya

generación neta de fotones y permitan una mejora de la eficiencia termodinámica.
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CAṔITULO 6

Atajos adiabáticos

En el caṕıtulo anterior estudiamos un caso paradigmático de un motor cuántico

de campos en tiempo finito comprendido por un campo escalar en cavidad con una

pared móvil. Vimos que la operación en tiempo finito da lugar a radiación por efecto

Casimir dinámico de la pared, aún a temperatura cero, y que el costo energético de

producir estos fotones genera una fuerte disminución de la eficiencia del motor.

Además es deseable obtener el menor tiempo de operación necesario, de manera de

obtener alta potencia y evitar la introducción de ruido y decoherencia al sistema.

Por esta razón seŕıa de suma utilidad encontrar, si es que existiesen, trayectorias del

espejo tales que el campo evolucione adiabáticamente pero en un tiempo finito; esto

es lo que se conoce como un atajo adiabático (o STA).

En este caṕıtulo, siguiendo [126], veremos que a pesar de la enorme cantidad de

grados de libertad que posee un campo escalar cuántico, es posible encontrar atajos

adiabáticos para el caso no-masivo. Luego estudiaremos propiedades de estas trayec-

torias, por empezar, en qué condiciones resultan f́ısicas y cual es su duración mı́nima,

lo que nos permitirá establecer la potencia obtenida para ellas. Por otro lado, co-

mo vimos en el caṕıtulo 4 el movimiento de una cavidad puede generar la pérdida

de información cuántica debido al DCE lo que motiva a buscar atajos adiabáticos
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para el movimiento de dos paredes. Por lo tanto, siguiendo [127], generalizaremos

los resultados anteriores al movimiento de dos paredes, estudiando con detenimiento

los casos de movimientos ŕıgidos, compresiones y expansiones. Finalmente, siguien-

do [128], estudiaremos cómo completar una cierta trayectoria dada para, mediante

un movimiento adicional, generar un atajo adiabático. En otros términos, buscare-

mos trayectorias que permitan reabsorber los fotones generados por el DCE.

6.1. Un análogo sencillo: el oscilador armónico con

frecuencia dependiente del tiempo

Hay varias maneras de introducir atajos adiabáticos en sistemas cuánticos. Un

enfoque natural es imponer que los autoestados instantáneos sean las soluciones de

una ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo con un nuevo hamiltoniano

efectivo, que será el original más un término contradiabático [58]. Este procedimien-

to se conoce como “transitionless quantum driving” y lleva en general a términos

no-locales en el hamiltoniano efectivo que son dif́ıciles de implementar experimental-

mente. Para algunos sistemas (tales como el oscilador armónico con una frecuencia

dependiente del tiempo ω(t)), una transformación unitaria adicional simplifica el

hamiltoniano efectivo sin modificar los estados iniciales y finales [129]. Además para

estos sistemas, existe un enfoque alternativo [79] basado en la solución adiabática

de WKB que presentaremos a continuación para después aplicarlo al campo escalar.

La dinámica del oscilador armónico con una frecuencia dependiente del tiempo

viene dada por

q̈ + ω2(t)q = 0 . (6.1)

El operador posición q̂ puede ser escrito en términos de operadores de aniquilación

y creación (â y â†) como

q̂(t) = q(t)â+ q∗(t)â† , (6.2)

donde q(t) es una solución de la Ec. (6.1) con el Wronskiano dado por

q̇q∗ − q̇∗q = i . (6.3)
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La condición del Wronskiano implica que las soluciones pueden ser escritas en térmi-

nos de una función real W (t) como

q(t) =
1√

2W (t)
ei

∫ t W (t′)dt′ (6.4)

que satisface la ecuación

ω2 = W 2 +
1

2

Ẅ
W

− 3

2

(
Ẇ

W

)2
 , (6.5)

que es equivalente a la Ec. (6.1).

Para una función ω(t) que vaŕıa lentamente, tenemos W ≃ ω y la Ec. (6.4)

devuelve la solución de WKB usual al orden más bajo. La Ec. (6.5) puede ser

usada para obtener las correcciones de orden superior resolviéndola recursivamente

y usando una expansión en el número de derivadas de ω. Alternativamente, uno

puede usar un enfoque de ingenieŕıa inversa y pensar a la Ec. (6.4) como la solución

exacta del problema con frecuencia ω2 dado por la Ec. (6.5).

Asumiendo que la frecuencia tiende a valores constantes ωin,out para t → ±∞,

y que el oscilador está en el estado fundamental |0in⟩ para t → −∞, en el caso

de una evolución no-adiabática el oscilador será excitado para t → +∞, esto es

|⟨0out|0in⟩| ≠ 1. Las bases in y out son las soluciones de la Ec. (6.4) que satisface

qin,out(t) −−−−→
t→±∞

1√
2ωin,out

e−iωin,outt . (6.6)

Como ya dijimos antes, cuando la transformación de Bogoliuvob que conecta las

bases in y out es no-trivial, es una señal de la excitación del sistema debida a la

dependencia externa con el tiempo:

qout = α qin + β qin ∗

âout = α∗ âin − β∗ âin † . (6.7)

Como es bien sabido, y descrito en más detalle abajo, el vaćıo in puede ser escrito

como un estado squeezeado en términos de los estados out.
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Una frecuencia ω(t) que conduce a una evolución que no produce una excita-

ción del oscilador armónico constituye un atajo adiabático (STA). Es importante

remarcar que la evolución a tiempo intermedios es, en general, no-adiabática pero

el sistema retorna a las poblaciones iniciales cuando la frecuencia efectiva se vuelve

constante a t→ +∞.

6.1.1. El enfoque de Lewis-Riesenfeld y la ecuación de Er-

makov

En el enfoque de Lewis-Riesenfeld, las soluciones de la Ec. (6.1) son escritas en

términos de la llamada función de Ermakov ρ = 1/
√
W , que satisface la ecuación

de Ermakov

ρ̈+ ω2(t)ρ− 1

ρ3
= 0 , (6.8)

que es equivalente a la Ec. (6.5).

Es posible mostrar que, dentro de un intervalo temporal donde ω = ω0 es cons-

tante, la solución general de la Ecuación de Ermakov se lee [130,131]

ρ2(t) =
1

ω0

[
cosh δ − sinh δ sin(2ω0t+ φ)

]
, (6.9)

donde δ y φ son constantes arbitrarias. Para δ = 0 tenemos la solución usual para

el oscilador armónico con frecuencia ω0. Si la frecuencia es ω0 para t < 0, depende

del tiempo en el intervalo 0 < t < τ , y luego se detiene en ω1, para t < 0 tendremos

ρ2 = 1/ω0, y al final del movimiento, para t > τ , ρ2 vendrá dada por la Ec. (6.9)

con ω0 → ω1. Los valores de δ y φ dependerán de toda la evolución temporal de

la frecuencia. En general, el oscilador terminará en un estado squeezeado. En [132]

se ha mostrado que, para el caso particular de ω0 = ω1, diferentes evoluciones

ω(t) pueden dar lugar a la misma función de Ermakov para t > τ , y por lo tanto

al mismo estado excitado. Si la evolución es tal que ρ es constante también para

t > τ , entonces tenemos una evolución no-excitante, es decir, un atajo adiabático

del oscilador armónico.

Uno puede usar ingenieŕıa inversa para encontrar evoluciones efectivas no-excitantes
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(o STAs) ω2
eff(t) tomando un elección adecuada de ρ2ref = 1/ωref(t): aśı es, asumiendo

que ρ2ref es constante para t < 0 y t > τ , y reemplazando esta función de Ermakov

de “referencia” en la Ec. (6.8) uno puede obtener una evolución efectiva como

ω2
eff =

1

ρ4ref
− ρ̈ref
ρref

. (6.10)

Notemos que para esta evolución efectiva la función q(t) evoluciona como la solución

adiabática para la frecuencia de referencia ωref , en un tiempo finito. El sistema

puede admitir, o no, situaciones donde ω2
eff(t) < 0, entonces se podŕıa elegir ρref(t)

apropiadamente en modelos donde esto es f́ısicamente inaceptable.

6.1.2. Desexcitación del oscilador armónico

Ahora consideraremos la siguiente pregunta: asumamos que la frecuencia es igual

a ω− para t < 0 y evoluciona desde ω− a ω+ durante el intervalo 0 < t < τ1, de tal

manera que la evolución “genera part́ıculas”, es decir, que el oscilador armónico está

en un estado excitado para t > τ1. Denotaremos por ωI(t) a la función que interpola

entre ω− y ω+ ¿Es posible encontrar una evolución temporal subsecuente de la

frecuencia, ωII(t), en un intervalo τ1 < t < τ2, tal que la frecuencia final sea ω++y

el estado final del oscilador sea |0++⟩? En otras palabras, estamos buscando una

función dependiente del tiempo complementaria ωII(t) tal que el protocolo efectivo

conjunto

ωeff(t) =



ω−

ωI(t)

ω+

ωII(t)

ω++

t < 0

0 < t < τ1

τ1 < t < t1

t1 < t < t1 + τ2

t1 + τ2 < t

, (6.11)

complete a una evolución inicial no-adiabática en un STA.

Después de la evolución inicial (descrita por ωI(t)), uno puede probar que el

estado de vaćıo inicial se vuelve un estado squeezeado. Esto es, para τ1 < t < t1
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tenemos [133]

|0−⟩ = c0
∑
n≥0

(−β
∗

α
)n
√
(2n)!

2nn!
|2n+⟩ , (6.12)

donde α y β son los coeficientes de la transformación de Bogoliuvob, de donde se

tiene que el número de ocupación media de los estados + es

⟨0−|a†+ a+|0−⟩ = |β|2 . (6.13)

Para deshacer la evolución, y generar el anti-squeezing correspondiente, uno pue-

de elegir una función de Ermakov de la siguiente manera: para t < τ1 , ρ(t) está

determinada por ωI(t) y es una función oscilante para τ1 < t < t1. Ahora podemos

considerar una continuación suave de esta función que comience en t1 y se vuelva

constante ρ2(t) = 1/ω++ para t > t1 + τ2. De la función de Ermakov completa uno

puede determinar la evolución de la “frecuencia de desexcitación” ωII(t) en el inter-

valo t1 < t < t1 + τ2, que interpola entre ω+ y ω++. Luego como la combinación de

las dos evoluciones genera una función de Ermakov que es constante al principio y

al final, tenemos que implementa un STA.

Cuando buscamos que la frecuencia final coincida con la inicial, ω− = ω++,

la segunda evolución ωII(t) puede ser elegida para que sea la reversa-temporal de

la primera evolución ωI(t). Esta trayectoria simétrica siempre existe puesto que la

ecuación Ermakov tiene simetŕıa de inversión temporal, es decir, si ω(t) tiene como

solución a ρ(t) entonces ω(−t) tiene como solución a ρ(−t). Luego como ρ(t) es

lineal al comienzo, su reversa temporal lo será al final, entonces si unimos ambas

soluciones de manera continua tendremos una función de Ermakov que comienza

lineal y termina lineal, es decir, un STA. Unirlas implica decir a qué tiempo ejecutar

la reversa temporal, pero este tiempo viene fijado por la función de Ermakov que

es senoidal al final de un protocolo y al principio del otro. Este tiempo tn no es

entonces único, puesto que si existe uno la periodicidad del seno implica que más

adelante habrá otro, pero śı son discretos (por ejemplo se podŕıan elegir los máximos

del seno) y vienen dados por el número de oscilaciones del seno entre una lineal y la

siguiente. Aśı uno puede extender de forma continua la función de Ermakov como

ρII(t) = ρI(2tn − t) para t > tn.
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Vale la pena destacar que, por lo dicho antes respecto de la invariancia de la

ecuación de Ermakov ante reversión temporal, se tiene que la reversa temporal de

un atajo adiabático es también un atajo adiabático para el oscilador armónico.

Finalmente, es importante señalar que si bien podemos revertir una evolución

temporal dada y reestablecer el estado inicial, esto no es posible para un estado

general con el mismo número medio de fotones.

6.2. STA en Teoŕıa cuántica de Campos

Cuando un campo es sujeto a condiciones externas que dependen del tiempo, el

fenómeno de creación de part́ıculas parece inevitable. Sin embargo, como mencio-

namos antes, en algunas situaciones particulares este fenómeno puede ser sorteado.

Discutiremos algunos ejemplos a continuación.

6.2.1. Cavidad electromagnética: Aproximación de un solo

modo

Consideremos una cavidad electromagnética con propiedades que dependen del

tiempo (longitud variable y/o propiedades electromagnéticas). Es usual describir la

f́ısica dentro de la cavidad usando la aproximación de un solo modo para el campo

electromagnético cuántico. La dinámica de este modo es aquella de un oscilador

armónico con frecuencia dependiente del tiempo

Q̈k + ω2
k(t)Qk = 0 , (6.14)

donde k es ı́ndice que identifica el modo. La frecuencia ωk(t) depende del tiempo si,

por ejemplo, la longitud de la cavidad d(t) depende del tiempo.

Asumiendo que la frecuencia es constante para tiempo tempranos y tard́ıos

(t → ±∞) y que el modo está en el estado fundamental |0in⟩ al principio (para

t → −∞), en el caso de una evolución rápida el modo electromagnético estará ex-

citado para tiempos tard́ıos (t → +∞). En términos matemáticos tendremos que

la transformación de Bogoliuvob que conecta los espacios in y out de Fock será, en
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general, no trivial y tendremos creación de fotones en ese modo de la cavidad.

Una vez hecha esta aproximación resulta evidente que si queremos evitar exci-

tar este modo del campo bastará con variar la frecuencia del modo utilizando un

atajo adiabático como los que describimos en la sección anterior para un oscila-

dor armónico. En tal caso se crearán fotones en tiempos intermedios y más tarde

serán reabsorbidos para devolver a la cavidad al estado final correspondiente a una

evolución adiabática infinitamente lenta.

Por supuesto esto es simplemente una aproximación que no describe de forma

completa lo que sucede con la totalidad del campo electromagnético sobretodo cuan-

do la pared se mueve de forma extremadamente rápida y su tiempo caracteŕıstico

supera al peŕıodo del modo considerado.

Los atajos adiabáticos descritos antes no pueden ser generalizados más allá de

la aproximación de un solo modo dado que la frecuencia efectiva correspondiente a

una dada longitud son diferentes para cada modo, por lo que no es posible evitar la

creación de part́ıculas en todos los modos. Más aún, para este sistema, un campo

electromagnético dentro de una cavidad, todos los modos se ven acoplados entre śı.

En el resto de este caṕıtulo consideraremos un sistema en el que es posible encon-

trar un STA no-trivial para todo el campo cuántico. Por no-trivial queremos decir

que, si bien no hay creación de part́ıculas al final de la evolución, la dinámica es no-

adiabática a tiempos intermedios, es decir tenemos creación y posterior reabsorción

de fotones. Antes de hacer esto, mencionamos algunos ejemplo de campos cuántico

en fondos dependientes del tiempo en los cuales no hay creación de part́ıculas, esto

es porque los modos de los campos se comportan como osciladores armónicos con

una frecuencia que depende del tiempo.

6.2.2. Atajos para una cavidad optomecánica

Es particularmente desafiante encontrar un atajo adiabático para el campo cuánti-

co sin masa en un cavidad, dado que los únicos parámetros que podemos usar para

controlar la evolución temporal del campo son las posiciones de los espejos a la iz-

quierda y derecha, L(t) y R(t) respectivamente. Sin embargo, veremos que esto no

solo es posible sino que diremos expĺıcitamente cómo hacerlo.
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Primero, es necesario conocer cual debeŕıa ser la evolución adiabática que esta-

mos buscando reproducir. Como ya establecimos en el caṕıtulo 2 se puede describir

completamente la evolución temporal del campo sin masa con dos paredes móviles

usando solo las dos funciones de Moore. En este caso y recordando el enfoque de

WKB para el oscilador armónico asumiremos que tenemos trayectorias de referencia

Lref(t) y Rref(t) y que en el ĺımite adiabático estas funciones evolucionan el campo

de acuerdo a funciones de Moore adiabáticas Fad(t) y Gad(t). Podemos buscar en-

tonces trayectorias efectivas Leff(t) y Reff(t) tales que estas funciones de Moore no

sean solo una aproximación adiabática sino que sean exactamente las soluciones de

las ecuaciones de Moore para estas nuevas trayectorias

Gad(t+ Leff(t))− Fad(t− Leff(t)) = 0 (6.15)

Gad(t+Reff(t))− Fad(t−Reff(t)) = 2. (6.16)

Aśı, podemos usar las trayectorias de referencia para obtener las funciones de Moore

adiabáticas correspondientes y con ellas resolver las ecuaciones de Moore para en-

contrar trayectorias efectivas que generar esa evolución temporal de manera exacta

para todo el campo, implementando aśı un atajo adiabático.

En las próximas secciones daremos las funciones adiabáticas de Moore y resol-

veremos numéricamente las Ecs. (6.15-6.16) para ciertas trayectorias de referencia

propuestas y encontraremos las trayectorias efectivas. Primero para una pared móvil

y luego veremos cómo generalizarlo para dos paredes.

Una vez obtenidas las trayectorias efectivas, necesitaremos utilizar una magnitud

para decidir si se ha logrado un STA y medir cuan lejos estamos de uno. Para ello

definimos el coeficiente de adiabaticidad

Q(t) :=
E(t)

Ead(t)
, (6.17)

donde E(t) es la enerǵıa total en la cavidad

E(t) =

∫ R(t)

L(t)

dx⟨T00(x, t)⟩ren, (6.18)
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mientras que la enerǵıa adiabática viene dada por

Ead(t) = − π

24d(t)
+
Z(Td(0))

d(t)
, (6.19)

donde d(t) = |R(t) − L(t)| es la longitud de la cavidad y T es la temperatura del

estado térmico inicial. Notemos que el parámetro de adiabaticidad es igual a 1 si el

campo ha evolucionado de manera adiabática. Sin embargo, debido a la enerǵıa de

Casimir estática (el primer término de Ead), Q puede ser mayor o menor a un uno

para temperaturas bajas o mayor a uno para temperaturas altas, si la cavidad es

estática.

6.3. Atajos adiabáticos para un espejo móvil

Veamos cómo obtener atajos adiabáticos para un campo cuántico escalar sin

masa en una cavidad con una sola pared móvil. En ese caso si la trayectoria de la

pared viene dada por la función L(t), se sabe que la función de Moore adiabática

viene dada por [6]

Rad[L] =

∫ t dt′

L(t′)
. (6.20)

Consideremos una trayectoria de referencia (no-adiabática) Lref(t) que comienza en

L0 y termina en L1. Quisiéramos encontrar una trayectoria efectiva, Leff(t), tal que

la evolución temporal de los modos viene dada por la solución adiabática Lref(t).

Entonces, reemplazando la función de Moore adiabática en la ecuación de Moore y

pidiendo que se satisfaga para la trayectoria efectiva obtenemos la siguiente ecuación

∫ t+Leff(t)

0

1

Lref(t′)
dt′ −

∫ t−Leff(t)

0

1

Lref(t′)
dt′ = 2. (6.21)

Insistimos en que esta ecuación define la trayectoria efectiva Leff(t). Por lo tanto,

implementando esta trayectoria, los modos del campo serán descritos exactamente

por la función de Moore adiabática para la trayectoria de referencia Lref . Más aún, las

longitudes iniciales y finales de la cavidad serán las mismas para ambas trayectorias,

y la población de los modos será también la misma a tiempos iniciales y finales
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debido a la linealidad de la función de Moore: Leff(t) es entonces un atajo adiabático

asociado con la trayectoria de referencia Lref(t), de la misma manera que ωeff(t) es

un atajo adiabático para el oscilador armónico con frecuencia ωref(t).

Es sencillo ver que para tiempos tempranos la posición de ambas trayecto-

rias coincide y es estática, ya que si t + Leff(t) < 0 entonces Leff(t) = Lref(0) =

L0, para t < −Lref(0). Análogamente se puede ver que lo mismo ocurre para tiem-

pos tard́ıos, si t− Leff(t) > τ entonces Leff(t) = Lref(τ) = L1, para t > τ + Lref(τ).

Una pregunta relevante es si esta trayectoria es en efecto una trayectoria real, es

decir si es continua y con velocidad siempre menor a la de la luz c = 1. Podemos

responder esta pregunta tomando la derivada temporal de la ecuación de Moore que

la define y resolver para la velocidad de la pared

d

dt
Leff(t) =

L(t+ Leff(t))− L(t− Leff(t))

L(t− Leff(t)) + L(t+ Leff(t))
≤ 1, (6.22)

de donde podemos ver que la velocidad está efectivamente acotada por la velocidad

de la luz.

Una trayectoria suave sencilla que interpola entre la posición inicial L0 y la final

L1 viene dada por

Lref(t) =


L0 ,

L0 (1− ϵδ(t)) ,

L1 ,

t < 0

0 < t < τ

τ < t ,

. (6.23)

donde ϵ es una constante positiva menor a 1, la distancia final viene dada por

L1 = L0(1− ϵ) y la función de evolución es

δ(t) = 10(t/τ)3 − 15(t/τ)4 + 6(t/τ)5. (6.24)

En la Fig. 6.1 mostramos la trayectoria efectiva Leff(t) asociada a esta Lref(t) ob-

tenida mediante una resolución numérica de la ecuación de Moore. La densidad de

enerǵıa dentro de la cavidad evoluciona desde la enerǵıa de Casimir estática térmica

correspondiente a la longitud L0 hasta la correspondiente a L1 a la misma tem-
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peratura. La evolución es no-adiabática en tiempos intermedios, como se muestra

en Fig.6.2 para el caso particular de temperatura nula T = 0: de hecho, para una

evolución adiabática la densidad de enerǵıa seŕıa constante dentro de la cavidad a

cada instante, e igual a la densidad de enerǵıa del efecto Casimir estático corres-

pondiente al tamaño instantáneo de la cavidad. Notemos también que, para una

trayectoria arbitraria (no un atajo), la densidad de enerǵıa final también contendrá

la contribución de las part́ıculas creadas por DCE. En la Fig. 6.3, graficamos el

parámetro de adiabaticidad Q∗ para la cavidad como una función del tiempo, du-

rante un atajo, a diferentes temperaturas para la trayectoria de referencia al igual

que para el STA correspondiente. Este parámetro efectivamente mide la distancia

entre la enerǵıa adiabática para un movimiento infinitamente lento (adiabático) y

la enerǵıa que efectivamente se encuentra en la cavidad para el STA encontrado,

siendo por supuesto igual a 1 cuando ambos coinciden. Podemos ver que si bien

ambos se desv́ıan del resultado adiabático a tiempos intermedios, el STA regresa a

1 al final del movimiento confirmando la implementación de un atajo adiabático y

su desviación a tiempos intermedios es relativamente pequeña. Si bien hay ciertos

tiempos en los cuales las trayectorias de referencias cruzan Q∗ = 1 esto no consti-

tuye un STA, dado que si detuviéramos la pared repentinamente en ese instante, la

misma desaceleración generaŕıa fotones de DCE que dejaŕıan Q∗ ̸= 1 luego. Esta es

la razón por la que es crucial que las trayectorias consideradas tengan velocidad y

aceleración final nula.

Para resumir, resolviendo la ecuación de Moore Leff(t) conseguimos una trayecto-

ria que cuando es implementada genera una evolución del estado del campo cuántico

que al final coincide con aquel de una evolución adiabática exacta a lo largo de la

trayectoria Lref(t). Esto es, hemos encontrado un atajo adibático para un campo

escalar cuántico sin masa en una cavidad con una pared móvil. Estos resultados

pueden ser generalizados a otros campos conformes de mayor dimensión confinados

a una cavidad de longitud variable, como un campo de Dirac sin masa que satisface

condiciones de contorno de tipo bolsa (bag boundary conditions) [134].
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Figura 6.1: ‘Trayectoria de referencia (ĺınea azul sólida) dada por Eq. (6.23) con
ϵ = 0.3 y τ/L0 = 1. La trayectoria efectiva correspondiente (ĺınea naranja punteada)
calculada a partir de la Ec. (6.21) que genera el atajo adiabático.

6.3.1. Trayectoria ĺımite, eficiencia y potencia

Para poder discutir algunos ĺımites fundamental para la potencia y la eficien-

cia del ciclo Otto cuántico estudiado en el caṕıtulo anterior, vamos a considerar

la siguiente trayectoria ĺımite Lref(t) = L0θ(−t) + L1θ(t), que corresponde a un

desplazamiento temporal infinitamente pequeño, τ ≪ L0, L1.

En este caso podemos reemplazar en la Ec. (6.21) para encontrar que la trayec-

toria efectiva viene dada por

Leff(t) =


L0

2L0L1−t(L0−L1)
L0+L1

L1

t < −L0

−L0 < t < L1

L1 < t

. (6.25)

Esto significa que en caso ĺımite donde queremos implementar un cambio de longitud

instantáneo sin una generación espuria de fotones, necesitamos al menos L0 + L1

unidades de tiempo real para implementarla y consiste de un movimiento uniforme.

Esto es consistente con resultados previos para este caso particular [10,135].

Hemos mencionado previamente que es necesario considerar un movimiento en

tiempo finito para mejorar la potencia entregada por un motor como el de la sección

previa, pero esto usualmente resulta en una enerǵıa de fricción adicional sobre el
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medio de trabajo que disminuye la eficiencia del motor. En el caso de una campo

escalar cuántico con una pared móvil hemos encontrado un STA, que maximiza el

trabajo entregado, que resulta ser el adiabático ⟨wad⟩, con una eficiencia η = ηad.

Más aún, la potencia producida por el tiempo mı́nimo que toma implementar un

STA (el doble para compresión y expansión bajo la suposición que la termalización

es mucho más rápida que esas ramas) resulta ser

P =
Wad

2(L0 + L1 + τ)
≤ Wad

2(L0 + L1)
. (6.26)

En la Fig. 6.4 comparamos la potencia entregada por el motor bajo la acción de

un ciclo cuántico de Otto cuyas ramas de expansión y compresión vienen dadas

por un trayectoria de referencia o su correspondiente atajo adiabático. Podemos ver

que para movimientos lentos (es decir, τ grande) convergen al mismo valor P → 0,

dado que τ ≫ L0 y W ≈ Wad, pero para movimientos extremadamente rápidos

la potencia de la trayectoria de referencia decrece rápidamente y se vuelve negativa

mientras que para el STA, que siempre tiene una eficiencia superior, también entrega

más potencia.

Si bien hemos dado una forma expĺıcita de calcular un STA que maximiza tanto

la eficiencia como la potencia entregada, puede ser muy dif́ıcil implementarlo en la

práctica. Por ejemplo, para un ciclo de Otto la eficiencia viene dada por

ηotto = 1− L1

L0

≤ ηcarnot = 1− T1
T0
, (6.27)

y está acotada por la eficiencia de Carnot. Entonces dada una longitud de la cavidad

L0 y que disponemos de baños térmicos a temperaturas T1 y T0, si queremos lograr la

mejor eficiencia posible la longitud final está fija en L1/L0 = T1/T0. Implementando

luego el mejor STA posible nos fuerza a mover el espejo a velocidad v = (L0 −
L1)/(L0 + L1), lo cual para T0 ≫ T1 nos da L0 ≫ L1, y la velocidad se aproxima a

la de la luz v ≈ 1 , llevándonos a una imposibilidad experimental.

Alternativamente, podemos plantear el problema con la restricción de que la

velocidad del espejo sea a lo sumo una constante v. Entonces, para conseguir la

máxima potencia posible elegiŕıamos un STA con velocidad constante dada por v =
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Figura 6.2: Densidad de enerǵıa para un atajo adiabático correspondiente a una
trayectoria polinomial con longitud L1/L0 = 0.7 y τ/L0 = 1 desde t = −L0 a
t = L1 + τ y el campo inicialmente en el estado de vaćıo. La densidad de enerǵıa
es una constante negativa antes y después de la compresión dada por la enerǵıa de
Casimir estática.

(L0−L1)/(L0+L1). Esto determina que la longitud final sea L1 = L0(1−v)/(1+v).
Ahora podemos ver claramente que la eficiencia

ηotto = 1− (1− v)

(1 + v)
(6.28)

está relacionada directamente con la velocidad máxima que puede alcanzar el espejo.

Ahora tocamos otro problema relacionado ¿es posible realizar una traslación

de la cavidad evitando la excitación espuria de los modos? Si permitimos que la

cavidad se desplace de forma no-ŕıgida entonces esto se puede lograr trivialmente

usando dos pasos de atajos adiabáticos, moviendo primero el espejo de la derecha y

luego el de la izquierda hacia el mismo lado, ambos ejecutando un STA. El resultado

es una traslación sin excitaciones que es de suma relevancia para discusiones sobre

información cuántica relativista en donde hemos visto que el DCE puede degradar

el entrelazamiento entre los observadores en movimiento relativo [107].

110



-1 0 1 2

t/L
0

-1

0

1

2

3

4

5

Q
* -1 0 1 2

t/L
0

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Q
*

TL
0
=0

TL
0
=5

TL
0
=1
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usado para la trayectoria fue ϵ = 0.3, mientras que los baños térmicos usados para
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6.4. Atajos adiabáticos para dos espejos móviles

Para generalizar los resultados anteriores al caso de dos espejos móviles nos

encontramos fundamentalmente con dos dificultades. La primera de ellas es que no

conocemos la forma de las funciones de Moore adiabáticas las cuales son imprescindi-

bles para resolver las Ecs. (6.15-6.16). La segunda dificultad es que para compararla

con la trayectoria de referencia es necesario un algoritmo para obtener las funciones

de Moore F y G dadas las trayectorias de los espejos. Estos resultados son obtenidos

en el apéndice A, en las próximas secciones los presentaremos y utilizaremos para

calcular propiedades de los atajos adiabáticos para dos espejos móviles.

6.4.1. Ĺımite de las trayectorias efectivas

Una vez obtenidas las funciones de Moore adiabáticas para una cavidad con dos

espejos móviles

Fad(t) =

∫
dt

1

R(t)− L(t)
+

1

2

R(t) + L(t)

R(t)− L(t)
(6.29)

Gad(t) =

∫
dt

1

R(t)− L(t)
− 1

2

R(t) + L(t)

R(t)− L(t)
. (6.30)

ya podemos obtener ciertas propiedades anaĺıticas de las trayectorias efectivas que

producen los atajos adiabáticos en este sistema. Vamos entonces a resolver las ecua-

ciones de Moore para el caso en que las trayectorias de referencia vienen dadas por

un movimientos instantáneo

Rref(t) = R0θ(−t) +Rfθ(t) (6.31)

Lref(t) = L0θ(−t) + Lfθ(t). (6.32)

Estamos buscando el ĺımite de las trayectorias efectivas Llim(t) y Rlim(t) tales

que

Gad(t+ Llim(t))− Fad(t− Llim(t)) = 0 (6.33)

Gad(t+Rlim(t))− Fad(t−Rlim(t)) = 2. (6.34)
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Para estas trayectorias de referencia las funciones de Moore vienen dadas por

Fad(t) =
t+ L0

R0 − L0

θ(−t) + t+ Lf

Rf − Lf

θ(t) (6.35)

Gad(t) =
t− L0

R0 − L0

θ(−t) + t− Lf

Rf − Lf

θ(t), (6.36)

lo que significa que las funciones de Moore son lineales antes y después de t = 0.

Podemos usar este resultado para analizar las ecuaciones de Moore una por una. Si

t < −R0, entonces

t−Reff(t) < 0, t+Reff(t) < 0 (6.37)

y la solución es

Rlim(t < −R0) = R0. (6.38)

Adicionalmente, si t > Rf , cuando

t−Rlim(t) > 0, t+Rlim(t) > 0 (6.39)

y la solución es

Rlim(t > Rf ) = Rf . (6.40)

Sin embargo, si −R0 < t < Rf , entonces

t+R(t) > 0, t−R(t) < 0 (6.41)

y la ecuación de Moore viene dada por

(t+Rlim(t))− Lf

Rf − Lf

− (t−Rlim(t)) + L0

R0 − L0

= 2. (6.42)

Resolviendo esta ecuación para Rlim(t), obtenemos

Rlim(t) =
2(R0 − L0)(Rf − Lf ) + Lf (R0 − L0) + L0(Rf − Lf )

(R0 − L0) + (Rf − Lf )

− t
(R0 − L0)− (Rf − Lf )

(R0 − L0) + (Rf − Lf )
= Rc + vlimt. (6.43)
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Similarmente, tenemos Llim(t < −L0) = L0, Llim(t > Lf ) = Lf y

Llim(−L0 < t < LF ) =
Lf (R0 − L0) + L0(Rf − Lf )

(R0 − L0) + (Rf − Lf )
+ vlimt. (6.44)

En palabras simples, las trayectorias efectivas ĺımites, a tiempos tempranos y tard́ıos,

coinciden con la posición constante de la trayectoria de referencia. Para tiempos

intermedios, las trayectorias ĺımite son simplemente movimientos uniformes con la

misma velocidad, vlim, para los espejos de la izquierda y la derecha. Esta velocidad

está determinada solo por las longitudes finales e iniciales, siendo negativa para una

contracción, positiva para una expansión y cero si la cavidad se mueve ŕıgidamente.

Adicionalmente, es posible notar que, en general, estas trayectorias ĺımite no son

funciones continuas. Esto está relacionado con el hecho de que si el movimiento de

referencia ocurre en una escala de tiempo τ , existe un τc cŕıtico (el cual depende de

la forma del movimiento de referencia) para el cual las trayectorias efectivas dejan de

ser f́ısicamente realizables dado que la velocidad debeŕıa ser mayor que la velocidad

de la luz en algún punto.

Sin embargo, imponiendo continuidad para las funciones,

R0 = Rlim(−R0), Rf = Rlim(Rf ), (6.45)

L0 = Llim(−L0), Lf = Llim(Lf ), (6.46)

encontramos que si LfR0 = L0Rf , las trayectorias ĺımite son de hecho continuas.

Dos casos simples donde esto se verifica es o bien cuando hay un movimiento de

referencia trivial (o sea si L0 = Lf y R0 = Rf ) o en el caso en que una de las

paredes está en reposo en el origen, L0 = Lf = 0, y la otra se mueve libremente.

6.4.2. Trayectorias de referencia

En las secciones siguientes utilizaremos el algoritmo desarrollado (ver la sección

B del apéndice) para hacer un análisis numérico comparando las trayectorias de

referencia con sus correspondientes trayectorias efectivas (o STA). También calcula-

remos el parámetro de adiabaticidad para diferentes temperaturas. Para hacer esto
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necesitamos una densidad de enerǵıa del campo en la cavidad que sea continua y

bien definida a todo tiempo. Sin embargo, de acuerdo a la Ec. (2.54) tenemos que

⟨Ttt(x, t)⟩ren involucra derivadas de hasta tercer orden en la función de Moore, lo

que implica derivadas de hasta tercer orden en las trayectorias. Si además pedimos

que el movimiento de las paredes se encuentre restringido a un intervalo de tiempo

finito, podemos satisfacer estas condiciones eligiendo trayectorias de referencia de la

forma

Lref(t) = (Lf − L0)δ(t/τ) + L0 (6.47)

Rref(t) = R0 [1− ϵδ(t/τ)] (6.48)

donde el polinomio δ(x) = 35x4−84x5+70x6−20x7 satisface δ(0) = δ′(0) = δ′′(0) =

δ′′′(0) = δ′(1) = δ′′(1) = δ′′′(1) = 0 y δ(1) = 1. Notemos que este polinomio difiere de

los que usamos para el ciclo Otto o para un cavidad con una sola pared móvil debido

que antes bastaba con derivadas continuas de hasta orden 2 pero ahora necesitamos

ir hasta orden 3.

En las siguientes secciones utilizaremos estas trayectorias para analizar diferen-

tes tipos de movimientos, tales como contracciones, expansiones y desplazamientos

ŕıgidos. Para ellas calcularemos las trayectorias efectivas correspondientes para com-

pararlas y revisar si se logra implementar un atajo adiabático.

6.4.3. Contracción

Primero analizamos una contracción simétrica de la cavidad, es decir, el caso en

que ambos espejos realizan el mismo movimiento de referencia al mismo tiempo pero

en sentido opuestos. Representamos esto tomando las funciones de referencia en Ecs.

(6.47-6.48) y resolviendo numéricamente las Ecs. (6.15-6.16) para las trayectorias

efectivas, Reff(t) and Leff(t).

En la Fig. 6.5a, mostramos las trayectorias de referencia y atajo correspondiente

para el espejo de la izquierda (ĺınea punteada) y derecha (ĺınea sólida) en una con-

tracción simétrica. Notamos que la trayectoria efectiva para el espejo de la derecha

comienza a moverse primero cerca de t = −R0, mientras que el espejo de la izquierda
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Figura 6.5: (a) Trayectorias de referencia con sus correspondientes trayectorias efec-
tivas para los espejos de la izquierda y derecha en el caso de una contracción simétri-
ca. (b) Funciones de Moore resultantes para las trayectorias de referencia y efectivas.
Los parámetros usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = 0.3, L0/R0 = 0,
Lf/R0 = 0.3 y Rf/R0 = 0.7.

se mueve luego en t = −L0, como señalamos en nuestro análisis para las trayectorias

ĺımite. Si miramos a Reff, también podemos notar que los mı́nimos y máximos loca-

les cerca de estos puntos se desarrollan en discontinuidades para τ muy chicos. Esto

también puede ser visto en la Fig. 6.6, donde comparamos las trayectorias efectivas

para una contracción asimétrica con τ/R0 = 0.4 y las trayectorias efectivas ĺımite

anaĺıticas (Ecs. (6.43-6.44) ). Alĺı, las discontinuidades se vuelven más evidentes.

También es notable que la trayectoria de la derecha converge más rápido que la de

la izquierda y que la pendiente de la curva, es decir, la velocidad es negativa, siendo

consistente con nuestros resultados anaĺıticos.

En la Fig. 6.5b, mostramos las funciones de Moore resultantes para las trayecto-

rias de referencia y efectivas. Para estas últimas, vemos que las funciones son lineales

a tiempos tempranos y tard́ıos. Por otro lado, las funciones de Moore para trayec-

toria de referencia son lineales más una oscilación a tiempos tard́ıos, manifestando

la creación de part́ıculas.

Por último analizamos el parámtro de adiabaticidad para diferentes temperaturas

iniciales, como se muestra en la Fig. 6.7. Notamos que el parámetro de adiabaticidad

es inicialmente 1. Luego, si bien ambas trayectorias se desv́ıan de este valor, la

trayectoria de referencia termina en valores muy superiores a la unidad mientras

116



-1 -0.5 0 0.5 1 1.5

t/R
0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
x
/R

0
L

eff

L
lim

(a)

-2 -1 0 1 2

t/R
0

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

x
/R

0

R
eff

R
lim

(b)

Figura 6.6: (a) Trayectorias efectiva y ĺımite del espejo de la izquierda para una
contracción asimétrica. (b) Trayectorias efectiva y ĺımite del espejo derecho. Los
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Figura 6.7: Parámetro de adiabaticidad para una contracción simétrica a tres tem-
peratus diferentes: (a) TR0 = 0, (b) TR0 = 1 y (c) TR0 = 5. Los parámetros
usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = 0.3, L0/R0 = 0 y Lf/R0 = 0.3,
Rf/R0 = 0.7.

que la trayectoria efectiva regresa al valor inicial indicando que se ha logrado una

evolución adiabática de principio a fin en la que se reabsorben los fotones emitidos.

También es destacable que a medida que la temperatura se incrementa, las curvas

se vuelven más suaves.

6.4.4. Expansión

A continuación analizaremos el atajo adiabático propuesto para una trayectoria

de referencia dada por una expansión simétrica de la cavidad. Para esto usamos las

funciones de referencia dadas por las Ecs. (6.47-6.48) con ϵ < 0 y Lf = ϵR0.

117



-2 0 2 4

t/R
0

0

0.5

1

x
/R

0

R
eff

L
eff

R
ref

L
ref

(a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t/R
0

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
F

eff

G
eff

F
ref

G
ref

(b)

Figura 6.8: (a) Trayectorias de referencia y atajo correspondiente para los espejos de
la derecha e izquierda en el caso de una expansión simétrica. (b) Funciones de Moore
resultantes para las trayectorias de referencia y efectivas anteriores. Los parámetros
usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = −0.3, L0/R0 = 0, Lf/R0 = −0.3 y
Rf/R0 = 1.3.

En la Fig. 6.8a, mostramos las trayectorias de referencia y efectivas del espejo

izquierdo (ĺınea punteada) y derecho (ĺınea sólida) junto con la correspondiente

trayectoria efectiva para una expansión simétrica. Notamos que el atajo adiabático

para el espejo derecho tiene, nuevamente, un mı́nimo y máximo local cercanos al

punto donde se desarrollará una discontinuidad para τ → 0, en acuerdo con las

trayectorias efectivas ĺımite obtenidas antes. Por otro lado, la trayectoria efectiva del

espejo derecho es muy similar a la de referencia. Esto es porque, como dijimos antes,

la convergencia de esta trayectoria a su ĺımite es mucho más lenta. Las funciones de

Moore, sin embargo, tienen un comportamiento similar al caso anterior.

En la Fig. 6.9, presentamos el parámetro de adiabaticidad para una expansión

simétrica para tres temperaturas diferentes. En este caso, parámetro de adiabatici-

dad de nuevo confirma que hemos obtenido un STA, dado que es 1 para la trayectoria

efectiva a tiempos tard́ıos. También podemos ver que el efecto de la temperatura

sobre este parámetro, consiste en suavizar la curva a medida que la temperatura

aumenta. El STA nos permite ahorrar más enerǵıa para temperaturas más altas.

6.4.5. Movimiento ŕıgido

Motivados por el problema de la degradación del entrelazamiento en una cavidad

que se mueve ŕıgidamente, seŕıa de gran utilidad disponer de un atajo que preserve
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Figura 6.9: Parámetro de adiabaticdad para una expansión simétrica para tres tem-
peraturas diferentes: (a) TR0 = 0, (b)TR0 = 1 y (c) TR0 = 5. Los parámetros
usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = −0.3, L0/R0 = 0, Lf/R0 = −0.3 y
Rf/R0 = 1.3.

la información. Por ello el último tipo de trayectoria de referencia que vamos a

considerar es una traslación ŕıgida. Implementaremos este movimiento usando las

funciones de referencia dadas por las Ecs. (6.47-6.48) con ϵ < 0 y Lf = −ϵR0.

En la Fig. 6.10, mostramos las trayectorias de referencia y efectivas para el espejo

de la izquierda (ĺınea punteada) y derecha (ĺınea sólida) cuando la cavidad se mueve

ŕıgidamente. Podemos ver que la trayectoria efectiva para el espejo izquierdo es muy

similar a la trayectoria de referencia. Sin embargo, para el espejo de la derecha el

atajo es extremadamente diferente de los otros dos casos estudiados previamente.

Observamos que el espejo de la derecha se mueve la mitad de la distancia objetivo,

se detiene, luego se mueve el espejo de la izquierda y por último se mueve de nuevo

el espejo de la derecha el tramo restante. Si bien este movimiento puede parecer

extraño a primera vista, está muy bien descrito por la trayectoria efectiva ĺımite en

Fig. 6.11, la cual predice que la velocidad del movimiento debeŕıa ser cero para una

trayectoria de referencia que no modifica la longitud de la cavidad. Las funciones

de Moore también tienen un comportamiento similar a los casos previos exhibiendo

oscilaciones a tiempos tard́ıos para la trayectoria de referencia y lineal para el atajo

adiabático.

Finalmente, estudiamos el parámetro de adiabaticidad para el movimiento ŕıgido

de referencia como se muestra en la Fig. 6.12. Vemos que las trayectorias efectivas

dadas por las Ecs. (6.47-6.48) resultan en un atajo adiabático exitoso, ya que dan

como resultado Qeff = 1 para tiempos tard́ıos. La enerǵıa ahorrada por usar este
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Figura 6.10: (a) Trayectorias de referencia con su atajo adiabático correspondiente
para los espejos de la izquierda y derecha en el caso de una traslación ŕıgida. (b)
Funciones de Moore resultantes para las trayectorias de referencia y efectivas. Los
parámetros usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = −0.3, L0/R0 = 0 y
Lf/R0 = 0.3 Rf/R0 = 1.3.
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Figura 6.11: Trayectorias efectivas y ĺımite para el espejo izquierdo (a) y derecho
(b) para un movimiento ŕıgido. Los parámetros usados para este cálculo fueron
τ/R0 = 0.4, ϵ = −0.4, L0/R0 = 0, Lf/R0 = 0.4 y Rf/R0 = 1.3 .
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Figura 6.12: Parámetro de adiabaticidad para una traslación ŕıgida a tres tempe-
raturas diferentes: (a) TR0 = 0, (b) TR0 = 1 y (c) TR0 = 5. Los parámetros
usados para este cálculo fueron τ/R0 = 1.2, ϵ = −0.3, L0/R0 = 0, Lf/R0 = 0.3 y
Rf/R0 = 1.3.

protocolo crece para temperaturas altas.

6.5. Completando un STA en una cavidad opto-

mecánica

En esta sección presentaremos distintos métodos para completar una trayectoria

dada a un atajo adiabático para un campo escalar cuántico sin masa en un cavidad

con una pared móvil (después generalizaremos a dos). Esto es, asumimos que la

cavidad está inicialmente en un cierto estado gaussiano en la posición R− y ha sufrido

una perturbación que movió la pared de la derecha de acuerdo a la trayectoria RI(t)

con una función de Moore asociada F (z). Nuestro objetivo entonces será encontrar

una segunda trayectoria RII(t) tal que la trayectoria conjunta Reff(t) tenga una

función de Moore que sea lineal tanto a tiempos tempranos como tard́ıos, lo que

dará como resultado una evolución adiabática del campo. Presentaremos diferentes

estrategias para conseguir esto, basadas en las ideas expresadas en la Sec. 6.1.2 para

el oscilador armónico.

6.5.1. Ingenieŕıa inversa

Ahora presentamos el primer método para completar una trayectoria a un atajo

adiabático. Este método es teóricamente bastante simple y funciona para una posi-

ción final arbitraria. Por otro lado, su implementación práctica es más desafiante e
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involucra tres pasos: el cálculo de las funciones de Moore asociadas a la evolución

inicial, su posterior continuación suave a funciones lineales y por último el cálculo

de la trayectoria efectiva usando ingenieŕıa inversa a partir de la función de Moore

extendida.

De esta forma, por construcción, la función de Moore de esta trayectoria efectiva

será lineal al comienzo y al final, dando como resultado un atajo adiabático para el

campo desde el instante en que comienza la primera trayectoria hasta el fin de la

segunda. Notemos que este método es totalmente análogo al presentado previamente

para el oscilador armónico, donde ahora la derivada de la función lineal, siendo

constante al comienzo y al final, cumple el rol de la función de Ermakov.

Para ilustrar esta estrategia consideremos una trayectoria inicial para los espejos

dada por

LI(t) = 0

RI(t) =


R−

f(t)

R+

t < 0

0 < t < τ

τ < t

, (6.49)

donde la función f(t) viene dada por el siguiente polinomio

f(t) = R−(1− ϵδ(t/τ))

δ(x) = 35x4 − 84x5 + 70x6 − 20x7, (6.50)

el cual verifica δ(0) = 0 y δ(1) = 1. Como vimos antes, la elección de este polinomio

nos asegura que RI(t) y sus tres derivadas sean continuas. Esto es necesario para

evitar divergencias espurias en el tensor de enerǵıa-momento (ver Ec. (2.54)).

Usando esta trayectoria, podemos calcular numéricamente la función de Moore

asociada FI, la cual es oscilante a tiempos tard́ıos debido a la creación de fotones,

y extenderla de forma continua en una función lineal Feff con cualquier pendiente

deseada (lo cual a su vez determina la posición final de la pared). Luego podemos

recuperar la trayectoria del espejo correspondiente Reff(t) para la función extendida
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Figura 6.13: a) Trayectoria inicial para el espejo de la derecha en magenta y su
completación a un atajo adiabático en azul. b) Funciones de Moore para las tra-
yectorias correspondientes. Los parámetros empleados para la primera trayectoria
fueron R− = 1, ϵ = 0.3 y τ = 1.

resolviendo la Ec. (2.47) (ver Fig. 6.13).

La trayectoria resultante es una función continua bien definida que comienza

en la posición final de la perturbación y termina en la posición establecida por la

pendiente seleccionada para la lineal a tiempos tard́ıos. Se puede ver que la velo-

cidad se halla por debajo de la velocidad de la luz. También podemos comprobar

que la trayectoria del comienzo al final constituye un atajo adiabático dado que el

parámetro de adiabaticidad Qeff comienza y termina en 1 (Figure 6.14).

La desventaja de este método es que para borrar los fotones generados por el

movimiento inicial se necesita calcular la función de Moore del campo, extenderla

suavemente y luego calcular la trayectoria que completa a un STA resolviendo la

ecuación de Moore y todo esto es computacionalmente muy demandante además de

que no nos provee una solución anaĺıtica o un entendimiento mayor del fenómeno.

6.5.2. Pulsos cortos

En esta sección exploramos cómo completar un STA usando la idea de la sección

anterior pero ahora aplicada a un pulso corto arbitrario. En otras palabras, mostra-

remos cómo borrar los fotones generados por cualquier movimiento breve de uno de

los espejos de la cavidad, y devolver el campo a su estado inicial.

Consideraremos nuevamente una trayectoria inicial dada por las Ecs. (6.49-6.50)
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Figura 6.14: a) Velocidad para la trayectoria inicial del espejo y para su completación
a un atajo adiabático en azul. b) Coeficientes de adiabaticidad para las trayecto-
rias correspondientes. Los parámetros empleados para la primera trayectoria fueron
R− = 1, ϵ = 0.3 y τ = 1.

tales que τ ≤ R±. Se puede ver que en este caso que la derivada de la función de

Moore, F ′
I (z), tiene una estructura simple. Esta viene dada por una constante inicial,

1/R−, seguida por un pulso que comienza en z = R− y termina en z = R+. Desde

alĺı hasta z = 2R+, la función toma de nuevo el valor de la constante inicial. Esta

estructura se repite periódicamente con peŕıodo 2R+ (Fig. 6.15).

Para probar esto, consideramos la derivada de la ecuación de Moore (2.47)

F ′
I [t+R(t)][1 + ṘI(t)]− F ′

I [t−RI(t)][1− ṘI(t)] = 0, ∀t. (6.51)

Usando la condición inicial RI(t < 0) = R− y F ′
I (z < 0) = 1/R− tenemos

F ′
I [t+RI(t)] =

1

R−

[1− ṘI(t)]

[1 + ṘI(t)]
=

1

R−
si t < 0 (6.52)

de donde se concluye que la derivada de la función de Moore es constante hasta

z < R−

F ′
I [z] =

1

R−
si z < R−. (6.53)

Adicionalmente, podemos usar la Ec. (6.52) para mostrar que, si 0 < t < τ < R±
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Figura 6.15: Estructura de la derivada de la función de Moore para un pulso breve
arbitrario en ĺınea punteada magenta y su completación para un atajo adiabático
en ĺınea sólida azul.

entonces t−R(t) < 0 y tenemos

F ′
I [t+RI(t)] =

1

R−

[1− ṘI(t)]

[1 + ṘI(t)]
si 0 < t < τ. (6.54)

Esta ecuación establece la forma de F ′
I para R− < z = t + RI(t) < τ + R+. Por

último, una vez que la trayectoria se ha detenido tenemos

F ′
I [t+R+] = F ′

I [t−R+] si τ < t, (6.55)

que relaciona la F ′
I a tiempos tard́ıos a su valor en un tiempo anterior. De hecho,

podemos re-escribir

F ′
I [z] = F ′

I [z − 2R+] si τ +R+ < t+R+ = z, (6.56)

y esto establece la 2R+ periodicidad a tiempos tard́ıos. Podemos usar esto para

encontrar el valor de la derivada para z < R− + 2R+ usando la Ec. (6.53) para

encontrar

F ′
I [z] =

1

R−
si τ +R+ < z < R− + 2R+, (6.57)

lo que establece que la derivada de la función de Moore es constante en ese intervalo.

A partir de esta estructura es muy fácil encontrar una extensión de la función
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de Moore que sea lineal a tiempos tard́ıos, aprovechándose del hecho de que la

derivada de la función de Moore es constante en el intervalo τ + R+ < z < R− +

2R+. La extensión natural, entonces, es completar la derivada de la función de

Moore asumiendo que es constante para t > R− + 2R+. De esta forma tendremos

Feff(z) = z/R− para z > R− + 2R+. La función de Moore extendida dará lugar

a una trayectoria Reff(t) que coincidirá con RI(t) inicialmente, luego la trayectoria

será constante y finalmente habrá una trayectoria de borrado RII(t) que volverá a

R− para satisfacer la pendiente final de la función de Moore.

Para encontrar la trayectoria de borrado notemos que la misma debe satisfacer

la Ec. (6.51)

1

R−

(
1 + ṘII(t)

1− ṘII(t)

)
= F ′

eff [t−RII(t)], si t > R− +R+ (6.58)

donde hemos usado la condición de extensión F ′
eff(t + Reff(t)) = 1/R− para z =

t + Reff(t) > R− + 2R+. Por supuesto, esta ecuación debeŕıa estar acoplada con la

condición de que la trayectoria de borrado comienza donde terminó RI, es decir

RII(t = R+ +R−) = R+. (6.59)

La ecuación previa puede ser resuelta exactamente en términos de la trayectoria

inicial tomando

RII(t) = R+ − [RI(t− t1)−R−] , si t1 < t < t1 + τ (6.60)

donde t1 = R− +R+.

Esto se puede ver reemplazando en la Ec. (6.58)

1

R−

(
1− ṘI(t− (R− +R+))

1 + ṘI(t− (R− +R+))

)
= F ′

eff [t− (R− +R+) +RI(t− (R− +R+))], (6.61)

que se satisface porque es simplemente la Ec. (6.52) evaluada en 0 < t′ = t− (R− +

R+) < τ .

Vale la pena mencionar un par de generalizaciones que se pueden derivar del
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resultado previo. La primera es que, como la función de Moore inicial FI es 2R+-

periódica, puede ser extendida a una función lineal en zn = R−+2nR+ para cualquier

natural n, lo que corresponde a aplicar la trayectoria de borrado RII(t) en tn =

R−+(2n−1)R+. En resumen, hasta ahora hemos mostrado que cualquier trayectoria

inicial dada RI(t) con una duración lo suficientemente chica (τ < R±), puede ser

completada a un atajo adiabático implementando el siguiente protocolo

Reff(t) =



R−

RI(t)

R+

RII(t)

R−

t < 0

0 < t < τ

τ < t < tn

tn < t < tn + τ

tn + τ < t

, (6.62)

con RII(t) establecido por la Ec. (6.60).

Una segunda generalización, que también puede ilustrar el mecanismo detrás de

esta “completación” de atajos para pulsos cortos, es permitir que la trayectoria de

borrado sea ejecutada por el espejo de la izquierda. En ese caso, como inicialmente

el espejo de la izquierda está en reposo, tenemos L(0 < t < τ) = 0. Entonces las

Ecs. ((2.46)-2.47) implican que FI = GI y

FI(t+RI(t))− FI(t−RI(t)) = 2 . (6.63)

Por lo tanto, la derivada de F satisface la Ec. (6.52) y podemos entonces extenderla

suavemente de la misma manera que antes.

Sin embargo, ahora la trayectoria de borrado tiene un espejo derecho estático y

RII(t) = R+ tiene una trayectoria no-trivial para el espejo de la izquierda, LII(t),

que será determinada por las ecuaciones de Moore

Geff(t+ LII(t))− Feff(t− LII(t)) = 0 (6.64)

Geff(t+R−)− Feff(t−R−) = 2. (6.65)
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La segunda ecuación implica Geff(t) = 2 + Feff(t − 2R−) lo cual, reemplazando

en la primera y tomando la derivada temporal, da como resultado

F ′
eff(t+ LII(t)− 2R−) =

1

R−

[1− L̇II(t)]

[1 + L̇II(t)]
. (6.66)

Esta ecuación determina la trayectoria de borrado para el espejo de la izquierda y

puede ser resuelta tomando

LII(t) = R(t− tn)−R−, tn < t < tn + τ (6.67)

donde tn = 2nR+ + R− para cualquier número natural n. Esto puede ser visto

simplemente reemplazando en la ecuación anterior y comparando con la Ec. (6.52).

Para ilustrar estos resultados, vamos a considerar una trayectoria inicial dada

por la Ec. (6.49) con

f(t) = R− cos
[
A sin2 (ωt)

]
, (6.68)

dondo A y ω son parámetros fijos. Como en el ejemplo anterior, esta elección asegura

la continuidad de RI(t) y sus primeras derivadas. En la Fig. 6.16 podemos ver que

el siguiente protocolo dado por la Ec. (6.62), es decir, ejecutando la trayectoria RII

en el momento preciso t1 = 2R−, la derivada de la función de Moore permanece

constante, borrando los fotones generados por el pulso RI y produciendo un atajo

adiabático.

Para entender mejor cómo se logra esto f́ısicamente, podemos mirar la densidad

de enerǵıa dentro de la cavidad en la Fig. 6.17. Alĺı observamos que un pulso de

enerǵıa es emitido por el espejo derecho, luego se refleja en el espejo de la izquierda

y vuelve al espejo de la derecha precisamente cuando la trayectoria de borrado RII

comienza y lo reabsorbe moviéndose en la dirección opuesta a la que lo generó. Este

mecanismo también puede ser visto en el caso de dos espejos móviles. Una vez más,

vemos que la interferencia destructiva necesaria para borrar los fotones inicialmente

generados requiere que, durante la segunda trayectoria, el espejo se mueva en una

dirección opuesta, en el momento preciso cuando el pulso alcanza la pared (ver Ec.
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Figura 6.16: a) Trayectoria para la velocidad inicial del espejo en azul y para su
completación a un atajo adiabática en magenta. b) Derivada de la función de Moore
para las trayectorias correspondientes. Los parámetros empleados para la primera
trayectoria fueron R− = R+ = 1, A = 0.5 y ω = 2π/τ = 2π/1.5.

(6.67)). Por lo tanto, uno esperaŕıa que el parámetro de adiabaticidad y por lo tanto

el estado final de la cavidad dependa fuertemente de este tiempo tn. Este es, de

hecho, el caso como puede ser visto en la Fig. 6.17, donde si bien tenemos Q = 1

para t = t1 = 2R−, t2 = 4R−, a tiempos intermedios Q se desv́ıa mucho de la

adiabaticidad.

La ventaja de este método por sobre el presentado previamente es clara: para

pulsos cortos uno no necesita calcular la función de Moore, es suficiente con aplicar

la trayectoria de borrado para el espejo derecho RII (o LII para el espejo izquierdo)

a cualquiera de los tiempos tn. Esto aniquilará las part́ıculas y ejecutará un STA, lo

que devolverá el estado de la cavidad al estado fundamental con la misma longitud

inicial.

6.5.3. Reversa temporal

En esta sección, presentaremos un tercer método para completar atajos adiabáti-

cos aprovechando una simetŕıa de inversión temporal del sistema. Como subproducto

de este enfoque, mostraremos que la reversa temporal de un STA es también un STA,

un resultado que puede ser suma utilidad cuando se consideran ciclos termodinámi-

cos donde en una rama es necesaria una compresión y en otra una expansión.

Primero, notamos que si bien la teoŕıa f́ısica no tiene simetŕıa de inversión
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Figura 6.17: a) Densidad de enerǵıa para el campo dentro de la caivad para una
trayectoria efectiva compuesta de una perturbación inicial seguida de una trayectoria
de borrado en t1. b) Coeficiente de adiabaticidad obtenido cuando se implementa la
trayectoria de borrado Ec. (6.60) a tres tiempos diferentes tn. Notemos que Q = 1
para t = t1 y t = t2. Los parámetros empleados para la primera trayectoria fueron
R− = R+ = 1, A = 0.5, ω = 2π/1.5, t1 = 2R−.

temporal debido al contorno móvil, haciendo una transformación a las variables

conformes dadas por Ec. (2.44) tenemos que ah́ı śı la teoŕıa es simétrica respec-

to de la inversión de esta nueva variable temporal t̄ → −t̄. Es sencillo ver que

esta simetŕıa en las variables conformes genera una simetŕıa en la teoŕıa f́ısica da-

da por la transformación t → −t, es decir, una inversión temporal, y el cambio

F (z) → −G(−z), G(z) → −F (−z). Llamaremos a esto: simetŕıa de inversión tem-

poral conforme.

A partir de esto podemos establecer dos resultados. Uno es que, incluso cuan-

do una trayectoria L(t), R(t) no es un STA para el campo, si existen constantes

τ, z̃, CF , CG tales que las funciones de Moore satisfacen

F (z) = −G(−z + z̃) + CF z ≫ τ (6.69)

G(z) = −F (−z + z̃) + CG z ≫ τ, (6.70)

entonces existen tiempos a los cuales implementar L(t), R(t) seguido de su reversa

temporal L(−t), R(−t) genera un STA. Esto es porque bajo estas condiciones, es

posible continuar suavemente las funciones de Moore de las trayectorias con aquellas

asociadas con su reversa temporal. Dado que la primera es inicialmente lineal, la
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última también debe ser lineal a tiempos tard́ıos. Por lo tanto, una continuación

suave de la primera función de Moore en la otra genera un STA formado por la

trayectoria inicial seguida de su reversa temporal.

En el caso en que L(t) = 0 tenemos F (z) = G(z) y la condición anterior puede

ser expresada más sencillamente como

F ′(z) = F ′(−z + z̃) z ≫ τ, (6.71)

es decir que la derivada de la función de Moore a tiempos tard́ıos debeŕıa ser una

función par para alguna elección adecuada del origen de tiempo. De hecho, como la

función de Moore es R+-periódica, si z̃ satisface esta condición entonces z̃n = z̃ +

2nR+ también lo hace y entonces para completar una atajo adiabático la trayectoria

reversa temporal debe ser implementada a ciertos tiempos discretos tn.

Este método funciona solo cuando el atajo adiabático comienza y termina en la

misma posición, dado que la posición final de la inversa temporal será igual a la inicial

de la primera trayectoria. Sin embargo, funciona para cualquier evolución inicial, es

decir, no necesita ser un pulso corto sino que puede tener cualquier duración siempre

y cuando la función de Moore satisfaga la Ec. (6.69).

Para comprobar estos resultados numéricamente, consideramos las trayectorias

iniciales RI dadas por las Ecs. (6.49-6.50) y luego la aplicamos a la cavidad seguida

por su reversa temporal a tiempos tn, cuidadosamente elegidos para que las dos

funciones de Moore coincidan para formar una trayectoria más larga Reff . Como

podemos ver en la Fig. 6.18 actuando con la reversa temporal a tiempos discretos

logramos llevar el coeficiente de adiabaticidad Q de 0.6 de vuelta a 1 señalando un

atajo adiabático exitoso.

Un segundo resultado que puede ser obtenido de la simetŕıa de inversión tempo-

ral conforme es que si las trayectorias L(t), R(t) constituyen un STA, entonces las

trayectorias reversas también son atajos adiabáticos. Para ver que este es el caso,

notemos que las funciones de Moore del STA original son lineales tanto a tiempos
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Figura 6.18: a) Primera trayectoria para el espejo en magenta y la trayectoria efectiva
Rn

eff usando su reversa temporal a diferentes tiempos tn en azul. b) Coeficientes
de adiabaticidad para las trayectorias correspondientes a las funciones de Moore
anteriores. Los parámetros empleado para la primera trayectoria fueron R− = 1,
ϵ = 0.3 y τ = 1.

tempranos como tard́ıos

F (z → ±∞) =
z

R± − L±
+

1

2

R± + L±

R± − L±
(6.72)

G(z → ±∞) =
z

R± − L±
− 1

2

R± + L±

R± − L±
. (6.73)

Entonces, aplicando una transformación de inversión temporal conforme podemos

concluir que las trayectorias reversas temporales L(−t), R(−t) tiene funciones de

Moore reversas dadas por

Frev(z → ±∞) =
z

R∓ − L∓
+

1

2

R∓ + L∓

R∓ − L∓
(6.74)

Grev(z → ±∞) =
z

R∓ − L∓
− 1

2

R∓ + L∓

R∓ − L∓
, (6.75)

y entonces estas trayectorias, al ser lineales al principio y al final, son también atajos

adiabáticos pero con posiciones iniciales y finales intercambiadas. Esta propiedad es

particularmente útil cuando consideramos ciclos termodinámicos en los cuales no

solo necesitamos un STA para llevar la posición de los espejos de L−, R− a L+, R+,

sino también durante una segunda rama que devuelve los espejos a sus posiciones

originales.
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Figura 6.19: a) Trayectorias para el espejo de la derecha para un atajo adiabático en
magenta y su reversa temporal en azul. b) Coeficientes de adiabaticidad para el STA
y su reversa temporal. Los parámetros empleados para la trayectoria que genera el
atajo adiabático fueron R− = 1, ϵ = 0.3 y τ = 1.

Podemos ilustrar esto numéricamente considerando una trayectoria de referencia

dada por las Ecs. (6.49-6.50) y usándolas para calcular el atajo adiabático corres-

pondiente (siguiendo lo hecho en la Sección 6.2.2), Reff(t), el cual comienza en ti

y termina en tf . Después calculamos la reversa temporal Rrev(t) = Reff(tf − t) y el

coeficiente de adiabaticidad Qrev. Podemos ver claramente de la Fig. 6.19 que Qrev

comienza igual a 1, oscila y vuelve de nuevo a 1 cuando el movimiento se detiene

indicando que la evolución ha sido de hecho un atajo adiabático.

Como ya mencionamos, esta propiedad es también válida para un oscilador

armónico: la reversa temporal de un STA es también un STA.

6.6. Conclusiones

A medida que la tecnoloǵıa mejora y los sistemas cuánticos pueden ser operados

en escalas de tiempo más pequeñas, se vuelve cada vez más importante considerar

los efectos no-adiabáticos de estas operaciones para desarrollar nuevas maneras de

mitigar o incluso evitar estos efectos por completo. Con esta motivación en mente, en

este caṕıtulo hemos encontrado atajos adiabáticos para un campo escalar cuántico

sin masa en una cavidad unidimensional con dos espejos móviles. Esto permite evitar

los efectos disipativos generados por el efecto Casimir dinámico estudiados en el
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caṕıtulo anterior, logrando una manipulación eficiente y rápida ya sea de cavidades

optomecánicas o resonadores de microondas.

Estos atajos adiabáticos están dados por trayectorias efectivas que replican la

evolución adiabática de ciertas trayectorias de referencia. Se analizaron, entonces,

de manera teórica las propiedades de estas trayectorias efectivas en el ĺımite en que

las trayectorias de referencia son arbitrariamente rápidas. Se encontró que en ese

caso, para un movimiento arbitrario de dos espejos las trayectorias efectivas ĺımite

no resultan continuas, señalando que existe una escala de tiempo cŕıtica a partir de

las cuales las trayectorias efectivas dejan de ser f́ısicas. No obstante, en el caso en

que solo se mueve una de las paredes de la cavidad se demostró que las trayectorias

ĺımite son continuas y vienen dadas por un movimiento uniforme con una duración

dada por la suma de las longitudes inicial y final.

Adicionalmente, resolvimos de forma numérica las trayectorias efectivas para tres

diferentes tipos de movimientos de referencia: contracción, expansión y traslación

ŕıgida. Nuestros resultados numéricos confirmaron el análisis anaĺıtico, mostrando

que el protocolo propuesto implementa de manera exitosa un atajo adiabático y

que las trayectorias efectivas ĺımite están bien descritas por las trayectorias ĺımite

halladas expĺıcitamente.

Los atajos adiabáticos no solo pueden ser de utilidad en aplicaciones de ter-

modinámica cuántica sino también para la manipulación de estados e información

cuántica. Por ejemplo, permiten generar compuertas más rápidas sin perder fide-

lidad o restaurar un estado que ha sido perturbado externamente a su condición

inicial. Para estudiar esta segunda posibilidad consideramos una cavidad en la que

se preparó un estado del campo y fue perturbada a través del movimiento de las

paredes de la cavidad. Buscamos, entonces, trayectorias de borrado que permitan

completar la trayectoria inicial a un atajo adiabático, borrando aśı las excitaciones

indeseadas generadas por la perturbación.

Hemos presentado tres métodos diferentes para completar un STA para una

cavidad optomecánica. Todos ellos se basan en el hecho de que las funciones de

Moore deben ser lineales antes y después de la perturbación para que la trayectoria

de los espejos consista en un atajo adiabático.

134



El primer método visto consiste de tres pasos: 1) calcular las funciones de Moore,

2) extenderlas de manera suave a funciones lineales y luego 3) usarlas para calcular

la trayectoria usando ingenieŕıa inversa. Este método es conceptualmente simple,

puede ser usado para cualquier duración de la perturbación y ejecuta un STA para

cualquier posición final del espejo; sin embargo, lo tres pasos requieren de mediciones

precisas de la perturbación o son muy demandantes computacionalmente.

El segundo método, resuelve estos problemas para el caso en que la perturbación

cosiste de un pulso de corta duración. En ese caso la segunda trayectoria que borra

las excitaciones y restaura el estado del sistema puede ser dada expĺıcitamente en

términos de la perturbación inicial. Esto permite evitar por completo el cálculo e

inversión de la función de Moore. Las únicas restricciones son que la perturbación

debe durar poco tiempo y que la longitud final de la cavidad debe ser la misma que

la inicial.

En el tercer método, aprovechamos una simetŕıa del sistema para mostrar que

la reversa temporal de la trayectoria inicial puede ser usada para completar un

atajo adiabático si la derivada de la función de Moore de la perturbación es par a

tiempos tard́ıos. En ese caso, la perturbación puede tener cualquier duración, pero

es necesario calcular la función de Moore para comprobar su paridad. Sin embargo,

cuando se compara con el primer método, evitamos extender la función suavemente

e invertirla para calcular la trayectoria, lo que constituye un gran simplificación.

Estos resultados requieren más estudios para analizar en más profundidad la

implementación experimental exacta en circuitos superconductores o cavidades op-

tomecánicas. También seŕıa interesante entender el costo energético de implementar

estos atajos y su utilización para producir motores cuánticos más eficientes.

135



CAṔITULO 7

Información cuántica con el efecto Casimir dinámico en cQED

En los caṕıtulos previos hemos estudiado el impacto del efecto Casimir en dis-

tintos sistemas donde el mismo no es objetivo principal sino un medio, como en el

caso de la transferencia de enerǵıa de fonones a fotones en el caṕıtulo 3, o es un

subproducto indeseado que buscamos entender o corregir en máquinas térmicas. En

este caṕıtulo, por el contrario, aprovecharemos que el DCE genera pares de fotones

en un estado squeeze [136] y estudiaremos la posibilidad de usar una compuerta de

squeezing en circuitos superconductores ajustables por flujo y controlados por una

ancilla, resultando en una compuerta de controlled-squeezig. A continuación veremos

cómo implementarla en esta arquitectura y su aplicación en tareas de computación

cuántica tales como la universalidad, la generación de estados de relevancia para

metroloǵıa y la implementación de códigos de corrección de errores.

7.1. El sistema y la implementación propuesta

Como mencionamos en el caṕıtulo 2 el efecto Casimir dinámico ha sido observado

exitosamente en una arquitectura de electrodinámica cuántica de circuitos (o cQED)

[15]. Por esta razón consideraremos, para la implementación de esta compuerta, un
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resonador superconductor sintonizable terminado en un SQUID (superconducting

quantum interference device).

El campo de fase en el resonador puede ser descrito por un campo escalar cuántico

Φ(x, t). Además, aplicando un campo magnético externo ϕx(t) sobre el SQUID en

x = d podemos efectivamente regular la condición de contorno del campo cuántico en

cada extremo de la gúıa de ondas, la cual a su vez cambia el espectro del resonador.

El lagrangiano de tal sistema, en el caso de campo débil (Φ ≪ 1) puede ser expresado

como [94]

L =

(
1

2e

)2

C0
1

2

∫ d

0

(Φ̇2 − v2Φ′2)dx+

(
1

2e

)2

2CJ
Φ̇2

d

2
+ 2EJ cos(Φd) cos (2eϕx(t)) .

(7.1)

Aqúı v = 1/
√
L0C0 es la velocidad de propagación del campo, Φd(t) = Φ(d, t) es el

campo en x = d, mientras que ϕx(t) es el flujo magnético externo aplicado al SQUID

en x = d. Además asumimos, por simplicidad, que el SQUID es simétrico con dos

junturas de Josephson idénticas, cada una con enerǵıa EJ y capacitancia CJ .

En el caṕıtulo 2 vimos que este sistema es equivalente a una cavidad con una

pared móvil. Aśı, de manera análoga al hamiltoniano dado por la Ec. (2.43) pa-

ra la cavidad optomecánica, tenemos que el hamiltoniano para este sistema en la

aproximación de un solo modo viene dado por

H = ωa†a+ gdδϕx(t)

[
a†a+

1

2
(a2 + a†2)

]
, (7.2)

donde a es el operador de destrucción del modo de la cavidad y gd es una constante

de acoplamiento (ver Apéndice C). Aqúı ya podemos ver que la evolución temporal

en resonancia paramétrica generará un estado squeezeado. En la siguiente sección

mostraremos cómo utilizar esto para generar una compuerta cuántica de squeezing

condicional.
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Figura 7.1: La implementación propuesta consiste de una gúıa de ondas coplanar
actuando como un resonador terminado en un SQUID en el extremo derecho y
acoplado capacitivamente a un qubit trasmón a la izquierda. El SQUID es usado
para agitar paramétricamente el resonador aplicando un flujo magnético dependiente
del tiempo. El qubit trasmón es inicialmente preparado en un estado cuántico que
actúa como un interruptor que sintoniza o desintoniza el resonador a la frecuencia
de agitación.
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7.2. Protocolo de squeezing condicional

Proponemos, entonces, utilizar un resonador de λ/4 terminado en un SQUID

cuyo flujo puede ser variado mediante un flujo magnético oscilante externo. Además

acoplaremos dispersivamente el resonador a un qubit transmon el cual usaremos

como ancilla de control (Fig. 7.1). Este es un elemento estándar de circuitos usado

en diferentes experimentos [43] y da lugar al siguiente hamiltoniano del sistema

completo

H = ωa†a+ gdδϕx(t)

[
a†a+

1

2
(a2 + a†2)

]
+
ωq

2
σz + χa†aσz, (7.3)

siendo ωq la frecuencia del qubit y χ una constante de acoplamiento.

El hamiltoniano de la Ec. (7.3) puede interpretarse como el de un oscilador

armónico con una frecuencia de resonancia Ω(t) = ω + gdδϕx(t) + χσ̂z que vaŕıa

en el tiempo y está condicionada al estado del qubit. Aqúı χ es una constante de

acoplamiento que desplaza la frecuencia del modo del resonador a ω− = ω−χ, cuando
el qubit está en el estado |0⟩, o ω+ = ω + χ, cuando el qubit está en el estado |1⟩.
De esta manera, si variamos el flujo magnético del SQUID armónicamente δϕx(t) =

ϵϕ0 sin(ωdt) (siendo ϕ0 = π/e el cuanto de flujo magnético) a una frecuencia de

ωd = 2ω±, satisfacemos la condición de resonancia paramétrica generando squeezing

de manera condicional al estado de la ancilla (squeezeando solo si el qubit está en el

estado |±⟩), asumiendo que χ es lo suficientemente grande para separar claramente

las dos resonancias. El hamiltoniano efectivo estático que se obtiene luego de hacer

la aproximación de onda rotante (RWA) es

Ĥ±
ctrl-sqz =

1

2
igdϵ(e

iθâ2 − e−iθâ†2)⊗ 1

2
(1± σ̂z). (7.4)

Esto implica que la evolución temporal generada por este hamiltoniano efectivo

puede ser interpretada como una operación de squeezing de un modo controlada por

la ancilla

Û(t) = exp(−iĤ±
ctrl-sqzt) = Ŝ(r, θ)⊗ 1

2
(1± σ̂z) := C− Sqz(r, θ),
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donde Ŝ(r, θ) es el operador de squeezing y el parámetro viene dado por la amplitud

del bombeo o driving, la constante de acoplamiento y la duración del driving, r =

−gdϵt. En otra palabras, variando el flujo sobre el SQUID en resonancia paramétrica

el modo del resonador resultará squeezeado o no, dependiendo del estado del qubit.

Debemos señalar que en el contexto de trampas de iones se ha propuesto una

operación similar [137]. En ese caso el estado de movimiento del ion puede ser

squeezeado usando una red óptica con un amplitud dependiente del tiempo.

En lo que sigue mostraremos cómo usar este resultado para codificar el esta-

do de un qubit en el estado del resonador haciéndolo más robusto frente al ruido.

Primero, debemos definir los estados |χ+⟩ y |χ−⟩, que corresponden a superposicio-

nes coherentes pares e impares, respectivamente, de dos estados que se encuentran

squeezeados a lo largo de cuadraturas ortogonales

|χ±⟩ =
1

c±
(|r, θ⟩ ± |r, θ + π⟩), (7.5)

donde |r, θ⟩ es estado squeezeado de un modo dado por

|r, θ⟩ = Ŝ(r, θ)|0⟩ = 1√
cosh r

∞∑
n=0

(−e−iθ tanh r)n
√
(2n)!

2nn!
|2n⟩

y c± =
√

2± 2/
√
cosh 2r. Usando la expresión de |r, θ⟩ dada arriba es sencillo

mostrar que los estados |χ+⟩ y |χ−⟩ se obtienen como superposición de estados

número de la forma |4k⟩ y |4k + 2⟩, respectivamente.

En [137], se ha presentado un protocolo por el cual una compuerta controlled-

squeeze puede ser usada para generar el estado entrelazado

|ΨRQ⟩ =
c+
2
|χ+⟩ ⊗ |0⟩+ c−

2
|χ−⟩ ⊗ |1⟩, (7.6)

entre el resonador y el qubit. Este estado puede ser usado como un recurso para

codificar información cuántica en el resonador de r.f. usando el espacio generado por

los estados |χ+⟩ y |χ−⟩. De esta manera uno implementaŕıa una codificación que es

resistente al tipo de error más común en este setup que es la pérdida de un fotón.

Esto se debe a que como mencionamos antes los dos estados lógicos |0⟩R = |χ+⟩
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y |1⟩R = |χ−⟩ consisten de una superposición de estados con 4k o 4k + 2 fotones

respectivamente, lo que implica que al perder un fotón el estado codificado todav́ıa

guarda la superposición coherente y el error puede ser detectado con una subsecuente

medición de paridad del número de fotones dentro de la cavidad.

La forma de codificar el estado cuántico es la siguiente: supongamos que prepa-

ramos un qubit llamado Q′ en un estado cuántico arbitrario del la forma |ϕQ′⟩ =

α|0⟩+ β|1⟩, entonces para preparar el resonador en el estado |ΦR⟩ = α|χ+⟩+ β|χ−⟩
solo necesitamos teleportar el estado de Q′ en R. Para hacer esto, que no es otra

cosa que el protocolo de codificación, podemos usar el recurso dado en la Ec. (7.6)

que en el ĺımite de alto squeezing es un estado de Bell efectivo del sistema resonador

qubit. Aśı cuando este recurso está disponible la teleportación de Q′ a C solo re-

quiere una medición de Bell del sistema formado por Q y Q′ y la aplicación de una

transformación unitaria sobre C que depende del resultado de la medición de Bell.

Vale la pena mencionar que la aplicación de esta unitaria puede ser reemplazado

usando una codificación diferente para cada uno de los cuatro resultado de la medi-

ción de Bell. Esta medición sobre el sistema Q-Q′ solo requiera una operación tipo

CNOT entre ellos seguida de una compuerta de Hadammard en Q′ (y una subse-

cuente medición de los estado de Q y Q′, la cual revela el estado de Bell obtenido por

la medición). Aśı, es sencillo mostrar que, por ejemplo, si luego de que la secuencia

CNOT-Hadammard es aplicada nos encontramos con dos qubits en estados |0⟩, el
estado codificado |ϕR⟩ = α|χ+⟩+ β|χ−⟩ es obtenido. En cambio, si ambos qubits se

encuentran en los estados |1⟩ el estado resultante en R es |ϕR⟩ = β|χ+⟩ − α|χ−⟩ el
cual puede ser escrito como α|0R⟩ + β|1R⟩ definiendo |0R⟩ = −|χ−⟩ y |1R⟩ = |χ+⟩.
De manera similar se pueden definir codificaciones para los otros dos resultados. De

esta manera hemos mostrado que usando la compuerta controlled-squeeze podemos

producir un recurso esencial para la codificación de un qubit en los estado de “cuatro

patas” |χ±⟩ haciendo inmune a la información cuántica a la pérdida de un solo fotón

en la cavidad.

Para analizar la factibilidad experimental de generar estos estados hemos simu-

lado el sistema y protocolo presentados aqúı bajo condiciones de laboratorio. Esto

es, hemos considerado una evolución unitaria dada por el hamiltoniano de la Ec.
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Figura 7.2: Mostramos la función de Wigner para los estados par |χ+⟩ (izquierda) e
impar |χ−⟩ generados como resultado de la evolución del sistema descripto bajo las
condiciones experimentales descritas en el texto.

(7.4) donde el modo del resonador tiene una frecuencia de ω = 6GHz, el qubit tiene

una frecuencia de ωq = 9GHz, la constante de acoplamiento es 10MHz, la amplitud

de las flujo magnético externo es ϵ = 0.1 y la constante de acoplamiento del qubit

es gd = 1MHz. Tanto el resonador como el qubit están en contacto térmico con un

entorno (ĺınea de transmisión) a una temperatura de Ttl = 30mK la cual es simulada

a través de una ecuación maestra que tiene un ritmo de disipación de κc = 1/200µs

para el resonador y κq = 1/50µs para el qubit el cual también tiene un ritmo de

decoherencia de κϕ = 1/30µs (esto está detallado en el Apéndice D). Bajo un tiempo

de evolución de 1224 ns para cada operación de squeeze y anti-squeeze obtenemos

el estado par con una fidelidad de 97.6% y una pureza de 90.8%, mientras que el

estado impar fue obtenido con una fidelidad de 89% y una pureza de 66%, como se

puede ver en la Fig. 7.2. Sin embargo, si consideramos parámetros más optimistas

κc = 1/200µs para el resonador y κq = 1/500µs para el qubit que además tiene una

ritmo de defasaje de κϕ = 1/300µs la fidelidad sube a 99.4% y la pureza 97.6%

para el estado par; mientras que para el estado impar la fidelidad es 97.9% y la

pureza es 92%. También hemos analizado estas medidas para un rango más amplio

de condiciones experimentales Fig. 7.3.
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Figura 7.3: Fidelidad y pureza obtenidas comparando el estado target teórico contra
el estado obtenido al evolucionar el estado inicial bajo diferentes condiciones experi-
mentales para los estados par (ĺınea continua) e impar (ĺınea punteada). Los ritmos
de decoherencia usados fueron κϕ = 1/30µs y κq = 1/50µs para las curvas negras;
κϕ = 1/60µs y κq = 1/100µs para las curvas grises; y κϕ = 1/300µs y κq = 1/500µs
para las curvas gris claras. El resto de los parámetros están descriptos en el texto.
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7.3. Universalidad

Podemos mostrar que la operación de controlled-squeeze en conjunción con una

operación de desplazamiento es una operación universal, es decir, puede ser usada

para realizar cualquier operación unitaria sobre el estado del resonador. Para ver

esto consideremos un estado arbitrario inicial del sistema qubit-resonador |ψ0⟩ =

(α|0⟩+ β|1⟩)|ϕ⟩, luego podemos aplicar una compuerta anti-squeeze con parámetro

ζ = reiθ, seguida por una operación de desplazamiento D(γ) y luego una compuerta

controlled-squeeze tenemos

α|0⟩D(γ)|ϕ⟩+ β|1⟩S(ζ)D(γ)S−1(ζ)|ϕ⟩ = α|0⟩D(γ)|ϕ⟩+ β|1⟩D(γ′)|ϕ⟩ (7.7)

con γ′ = γ cosh r − γ∗eiθ sinh r que es una combinación lineal de dos estados des-

plazados del resonador cada uno acoplado a un estado lógico diferente del qubit.

Finalmente, podemos deshacer el desplazamiento del estado de vaćıo para obtener

D−1(d)|ψ⟩ = α|0⟩|ϕ⟩+ β|1⟩D(γ′ − α)|ϕ⟩, (7.8)

que no es más que una operación de desplazamiento controlada, la cual se ha probado

que es una operación universal [138]. De esto podemos concluir que la compuerta

controlled-squeeze en conjunción con una operación de desplazamiento es universal.

Por supuesto que la acumulación de imperfecciones seleccionará un protocolo

universal por sobre el otro dependiendo del hardware disponible y la operación final

que se desee implementar. El desarrollo de una compuerta controlled-squeeze puede

entonces encontrar aplicaciones en tareas importantes de información cuántica y

metroloǵıa.

7.4. Conclusiones

Hemos discutido la implementación de un hamiltoniano de controlled-squeeze y

mostramos que puede producir estados exóticos de interés tecnológico para la codi-

ficación de información cuántica y con fidelidades razonables sin una optimización
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profunda. Además mostramos que esta compuerta junto con una operación de des-

plazamiento es universal, esto permite generar cualquier operación unitaria sobre el

resonador a partir únicamente de estas dos. De esta manera el trabajo presentado

provee herramientas de suma utilidad para la computación cuántica, tanto para la

codificación y almacenamiento de información como para su procesamiento. Hacia

el futuro seŕıa interesante comparar este método universal con otros ya conocidos

y determinar bajo qué circunstancias puede ser más efectivo el uso de uno u otro.

Además es probable que haciendo disponible esta compuerta a un agente con un

modelo de libre optimización, como en [139], genere mejores algoritmos de control

cuántico.
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CAṔITULO 8

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado las consecuencias del efecto Casimir dinámico so-

bre la termodinámica y la información cuántica en una diversidad de sistemas. El

objetivo ha sido identificar por un lado en qué procesos este efecto puede impactar

de manera negativa y, en tal caso, si es posible mitigarlo; y por otro lado qué proce-

sos pueden beneficiarse de su aplicación y cómo maximizarlo. Entre estos procesos

consideramos la transferencia de enerǵıa de fonones en una pared móvil a fotones

en una cavidad, donde el DCE es aprovechado de forma virtuosa; pero también es-

tudiamos el caso de una máquina térmica basada en ramas donde el efecto Casimir

dinámico aparece como un subproducto que afecta el desempeño de forma negativa.

Desde el punto de vista de la información cuántica hemos estudiado el entrelaza-

miento entre dos cavidades en movimiento oscilatorio relativo donde el DCE incide

de forma negativa en el almacenamiento de información pero también hemos visto

que el efecto puede ser aprovechado en circuitos superconductores para hacer com-

puertas y estados cuánticos que facilitan el procesamiento y almacenamiento de la

información cuántica.

Más precisamente, en el caṕıtulo 3, hemos estudiado la transferencia de enerǵıa

en un sistema cuántico cerrado formado por una cavidad optomecánica. Alĺı hemos
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visto que las excitaciones en una pared de la cavidad, los fonones, puede ser converti-

dos a fotones en la cavidad mediante el efecto Casimir dinámico. Si bien este proceso

es siempre posible, en el caso de acoplamiento débil, resulta especialmente relevante

cuando la frecuencia de la pared duplica aquella de la cavidad. Consideramos enton-

ces diferentes tipos de estados iniciales para el sistema compuesto y estudiamos la

eficiencia de este proceso como el cociente entre la enerǵıa transferida a los fotones

en la cavidad y la enerǵıa disponible en los fonones. Dado que consideramos un sis-

tema cuántico cerrado, la evolución resulta unitaria y se observan oscilaciones en el

número de fotones generados en la cavidad con el tiempo. Sin embargo, mostramos

que la oscilación en la enerǵıa puede ser aproximadamente descripta por un osci-

lador anarmónico lo que nos permitió dar buenas aproximaciones para la eficiencia

máxima del proceso sin necesidad de resolver de forma exacta la evolución cuántica

del sistema. También nos permitió dar una descripción de la frecuencia y amplitud

de las oscilaciones.

Procedimos, luego, a la resolución exacta del sistema para comparar y obtener

más información sobre la eficiencia del proceso. Respecto de la dinámica, encon-

tramos que los estados tipo número presentan oscilaciones temporales importantes

como anticipamos. Por otro lado, vimos que si bien introducir algunos fotones en

la cavidad empeoran la eficiencia máxima, inicialmente mejoran la eficiencia media

para estados tipo número, llevándola del 25% a cerca del 40%, pero en gran can-

tidad se vuelven nocivos. La entroṕıa de Von Neumann para los fotones evoluciona

de forma similar al número de fotones con su máximo determinado por el logaritmo

del número de excitaciones iniciales.

Por otra parte, los estados iniciales coherentes y térmicos para los fonones mues-

tran un transitorio en el número medio de fotones producidos en la cavidad para

luego estabilizarse alrededor de un valor medio del cual vaŕıan muy poco, siendo la

eficiencia media similar a la de los estados número (alrededor del 25%). En el caso

de los estados térmicos, se observa que la entroṕıa para los fotones evoluciona apro-

ximadamente como S∞(1− e−t/τ ) donde τ es una constante que determina la escala

de tiempo del transitorio y S∞ es el valor asintótico de la entroṕıa que crece con

la temperatura del estado inicial de fonones. Por último se encontró que el sistema
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parece alcanzar un estado final aproximadamente térmico en las distribuciones de

fotones y fonones, con la misma temperatura para ambos. De esto se desprende que

este sistema parece alcanzar un equilibrio térmico entre los subsistemas de fotones

y fonones determinado por la conservación de la enerǵıa total.

En el caṕıtulo 4 estudiamos el impacto del efecto Casimir dinámico sobre el al-

macenamiento y transporte de la información cuántica. En particular consideramos

dos cavidades con modos inicialmente entrelazados y estudiamos cómo la agitación

de una de ellas modifica el entrelazamiento entre ambas. De esta forma buscamos

comprender cómo el movimiento y, en particular, las perturbaciones de alta frecuen-

cia modifican la información accesible. Encontramos que si bien el DCE siempre

afecta de manera negativa al entrelazamiento, la magnitud depende fuertemente de

la frecuencia de agitación y del espectro de la cavidad.

Aśı, una cavidad con un espectro no-equiespaciado dificulta el acoplamiento de

muchos modos y, salvo casos particulares, solo se acoplan dos modos. Se mostró que

existen dos casos paradigmáticos que aparecen cuando la frecuencia de agitación

coincide con la suma o resta de dos modos de la cavidad. En el primer caso, si

coincide con la suma, vimos que el entrelazamiento se degrada de manera monótona

con el tiempo de agitación, tendiendo a cero para tiempos largos. Sin embargo,

aunque la información mutua también disminuye tiende a un valor no nulo para

tiempos largos, lo que indica que permanecen correlaciones entre las cavidades. En

el segundo caso, en que la frecuencia de agitación coincide con la resta de frecuencias

de dos modos, se tiene un comportamiento oscilatorio tanto para el entrelazamiento

como para la información mutua. Es decir que si bien la información cuántica parece

disminuir, se puede recuperar tan solo agitando la cavidad un poco más, en clara

contraposición con el caso anterior.

Si la cavidad tiene una espectro equiespaciado el comportamiento es cualitati-

vamente diferente, debido a que se acoplan entre śı infinitos modos del campo. Por

ejemplo, si el modo que entrelazamos inicialmente es el fundamental de frecuencia

ω1, tenemos dos casos bien distintos dependiendo de la frecuencia de agitación. En-

contramos que si ésta coincide con la frecuencia fundamental el entrelazamiento se

degrada monótonamente con el tiempo y tiende a cero para tiempos largos pero,

148



a diferencia del caso no-equiespaciado con frecuencia suma, la información mutua

también se anula para tiempos largos; es decir, que se pierden incluso las corre-

laciones clásicas entre las cavidades. Por otro lado, vimos que si la frecuencia de

agitación es un múltiplo de la fundamental el comportamiento del entrelazamiento

es aún más dramático puesto que presenta una muerte súbita, es decir, un tiempo

finito a partir del cual el entrelazamiento es exactamente cero. De donde conclui-

mos que para mitigar el impacto del DCE en el transporte de información cuántica

seŕıa deseable contar con un espectro no-equiespaciado y disminuir lo más posible

las perturbaciones de muy alta frecuencia.

En el caṕıtulo 5, estudiamos las consecuencias del efecto Casimir dinámico en una

cavidad optomecánica sometida a un ciclo de Otto. Para ello encontramos una ex-

presión anaĺıtica para la enerǵıa generada por el efecto Casimir dinámico en función

de la trayectoria de la pared. Vimos que la misma es siempre positiva independien-

temente de la dirección del movimiento y proporcional al cuadrado de la velocidad,

de lo que se evidencia su carácter de fricción cuántica. Además mostramos que esto

trae como consecuencia una fuerte disminución en la eficiencia del ciclo para tiem-

pos de operación muy cortos. En consecuencia, la potencia entregada por un motor

que utiliza este ciclo aumenta al disminuir el tiempo de operación pero alcanza un

máximo, a partir del cual la enerǵıa de fricción debida al DCE se vuelve dominante

y el trabajo entregado disminuye abruptamente y se anula a partir de un tiempo de

operación finito.

En el caṕıtulo 6 buscamos combatir impacto nocivo del DCE mediante la ob-

tención de atajos adiabáticos. Consideramos como antes un campo escalar sin masa

en una cavidad con paredes que se mueven con el tiempo con una cierta trayecto-

ria de referencia y encontramos trayectorias efectivas que generan en tiempo finito

exactamente la misma evolución para el campo que se habŕıa obtenido siguiendo

la trayectoria de referencia de forma infinitamente lenta. Estos atajos adiabáticos

nos permiten entonces evitar por completo la generación neta de fotones debida

al DCE y mejorar la eficiencia de ciclos termodinámicos. Adicionalmente, pudimos

generalizar el método propuesto al movimiento simultáneo de ambas paredes de la

cavidad y analizamos las trayectorias efectivas para trayectorias de referencia dadas
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por compresiones, expansiones o movimientos ŕıgidos. Encontramos que, cuando solo

se mueve una pared, las trayectorias efectivas ĺımites para trayectorias de referencia

infinitamente rápidas, son continuas cuando se mueve una sola pared pero se vuelven

discontinuas cuando se mueven dos paredes en simultáneo.

Por último consideramos el problema de completar una trayectoria inicial a un

atajo adiabático y presentamos tres métodos diferentes para lograrlo. El primero con-

siste en calcular numéricamente la función de Moore asociada, extenderla de manera

cont́ınua a una lineal para tiempos tard́ıos e invertirla para obtener la trayectoria que

completa la perturbación inicial a un atajo. Este método es completamente general,

sin importar cuanto dura la primera trayectoria o a qué posición final queremos lle-

gar, pero resulta computacionalmente muy demandante. Por esa razón presentamos

un segundo método que permite obtener una trayectoria expĺıcita para completar

una perturbación inicial a un atajo. Este método es expĺıcito y no requiere mayores

cálculos pero requiere que la duración de la perturbación sea corta y que el atajo

vuelva a la posición inicial. Por último, se presentó un tercer método que se basa

en una simetŕıa de inversión temporal conforme del campo, que permite completar

una trayectoria de cualquier duración a un atajo adiabático utilizando su inversa

temporal. Si bien esto es una mejora del segundo método en términos de la duración

de la perturbación, requiere que la función de Moore sea simétrica para tiempos

largos lo que constituye un restricción importante además del costo de calcular esta

función.

Para terminar en el caṕıtulo 7, mostramos cómo el squeezing que genera el efec-

to Casimir dinámico puede ser aprovechado para producir un compuerta de tipo

controlled-squeeze. Más aún se presentó una propuesta experimental concreta basa-

da en una gúıa de ondas superconductora terminada en un SQUID y controlada por

un qubit transmón acoplado capacitivamente. Mostramos que dicha implementación

permite generar la evolución unitaria de squeezing controlado cuánticamente por un

qubit y analizamos se factibilidad experimental mediante la simulación con paráme-

tros realistas. Asimismo, se estudió el uso de dicha compuerta para la generación de

estados superposición de squeeze con importantes aplicaciones en metroloǵıa. Por

último mostramos que la compuerta controlled-squeeze en conjunción con una ope-
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ración de desplazamiento, permiten generar cualquier otra operación unitaria sobre

la cavidad, es decir, son universales, lo que la convierte en una herramienta valiosa

para la computación cuántica.
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APÉNDICE A

Funciones de Moore adiabáticas para dos espejos móviles

Comenzamos buscando funciones F y G que satisfacen la Ecuaciones (2.46) y

(2.47). Podemos tomar la derivada de ese conjunto de ecuaciones para obtener

G′ [t+ L(t)]
[
1 + L̇(t)

]
− F ′ [t− L(t)]

[
1− L̇(t)

]
= 0 (A.0.1)

G′ [t+ L(t)]
[
1 + Ṙ(t)

]
− F ′ [t−R(t)]

[
1− Ṙ(t)

]
= 0 (A.0.2)

y definimos

A(z) := F ′(z) (A.0.3)

B(z) := G′(z). (A.0.4)

Luego, es fácil reescribir las ecuaciones anteriores como

B [t+ L]
[
1 + L̇

]
− A [t− L]

[
1− L̇

]
= 0 (A.0.5)

B [t+R]
[
1 + Ṙ

]
− A [t−R]

[
1− Ṙ

]
= 0. (A.0.6)
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Más aún, podemos expandir las funciones en una serie de Taylor

B [t+ x] =
∑
n

dnB(t)

dtn
xn

n!
(A.0.7)

A [t+ x] =
∑
n

dnA(t)

dtn
xn

n!
(A.0.8)

la cual resulta en el siguiente conjunto de ecuaciones a tercer orden

[
B +

dB(t)

dt
L+

1

2

d2B(t)

dt2
L2 +

1

3!

d3B(t)

dt3
L3

] [
1 + L̇

]
−
[
A− dA(t)

dt
L+

1

2

d2A(t)

dt2
L2 − 1

3!

d3A(t)

dt3
L3

] [
1− L̇

]
= 0 (A.0.9)

[
B +

dB(t)

dt
R +

1

2

d2B(t)

dt2
R2 +

1

3!

d3B(t)

dt3
R3

] [
1 + Ṙ

]
−
[
A− dA(t)

dt
L+

1

2

d2A(t)

dt2
L2 − 1

3!

d3A(t)

dt3
L3

] [
1− Ṙ

]
= 0. (A.0.10)

Estas pueden ser escritas como

B − A+ ((B + A)L)′ +
1

2

(
(B′ − A′)L2

)′
+

1

6

(
(B′′ + A′′)L3

)′
= 0 (A.0.11)

B − A+ ((B + A)R)′ +
1

2

(
(B′ − A′)R2

)′
+

1

6

(
(B′′ + A′′)R3

)′
= 0, (A.0.12)

descartando los términosB′′′L′, A′′′L′,B′′′R′ y A′′′R′ debido a que involucran terceras

derivadas del tiempo. En este punto, podemos expandir estas funciones en diferentes

escalas temporales

A = A0 + A1 + A2 + A3 + . . . (A.0.13)

B = B0 +B1 +B2 +B3 + . . . (A.0.14)

donde los sub́ındices indican cuantas derivadas temporales están involucradas en

cada contribución. Usando esta expansión, la ecuación anterior resulta para orden

0 en

A0 = B0 (A.0.15)
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Siguiendo, a primer orden tenemos que

B1 − A1 + (2A0L)
′ = 0 (A.0.16)

B1 − A1 + (2A0R)
′ = 0 (A.0.17)

y por lo tanto

(2A0(R− L))′ = 0 =⇒ A0 =
1

R− L
. (A.0.18)

Con este resultado, B1 − A1 puede ser calculado reemplazando en las ecuaciones

previas.

El segundo orden nos da

B2 − A2 + ((A1 +B1)L)
′ = 0 (A.0.19)

B2 − A2 + ((A1 +B1)R)
′ = 0, (A.0.20)

donde hemos usado que A0 = B0. Restando, obtenemos

[(A1 +B1)(L−R)]′ = 0 =⇒ A1 +B1 =
k

L−R
, (A.0.21)

donde k es alguna constante. Sin embargo, debemos notar que, por definición, A1 y

B1 debeŕıan tener una y solo una derivada temporal. Por lo tanto

k = 0 =⇒ A1 = −B1. (A.0.22)

Ahora si reemplazamos este resultado en la ecuación para B1−A1, encontramos que

A1 = −B1 = (A0R)
′ =

(
R

R− L

)′

=

(
1

2

R + L

R− L

)′

. (A.0.23)

De esta forma concluimos que las funciones de Moore vienen dadas por

F (t) =

∫
dtA(t) =

∫
dtA0(t) +

∫
dtA1(t) +

∫
dtA2(t) + .... (A.0.24)
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G(t) =

∫
dtB(t) =

∫
dtB0(t) +

∫
dtB1(t) +

∫
dtB2(t) + ...., (A.0.25)

donde Aj(t) y Bj(t) incluyen j derivadas temporales. Si la escala temporal en la cual

se mueve el espejo viene dada por τ luego
∫
dtAj(t) ∝ τ j−1, y en el ĺımite adiabático

(τ → ∞), solo los primeros dos términos son relevantes. Concluimos, entonces, que

las funciones de Moore adiabáticas para una cavidad con dos espejos móviles vienen

dadas por

Fad(t) =

∫
dt

1

R(t)− L(t)
+

1

2

R(t) + L(t)

R(t)− L(t)
(A.0.26)

Gad(t) =

∫
dt

1

R(t)− L(t)
− 1

2

R(t) + L(t)

R(t)− L(t)
. (A.0.27)

Claramente estas funciones se reducen a las que usamos para calcular atajos para

una pared móvil cuando L(t) ≡ 0.

Continuando con este procedimiento, uno puede calcular los órdenes adiabáticos

superiores, generalizando al caso de dos espejos los resultados en [6]. Sin embargo,

se puede ver que los resultados de arriba son suficiente para nuestros propósitos.
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APÉNDICE B

Algoritmo para las ecuaciones de Moore

En lo que sigue, derivamos un algoritmo para resolver las ecuaciones de Moore

(2.46-2.47) para F (z) y G(z) el cual puede ser usado para trayectorias arbitrarias

L(t) y R(t) para los espejos. Este algoritmo es una generalización del usado para un

solo espejo móvil en [140].

Para hallar el valor de la función en un punto dado G(z1), buscamos un tiempo

t1 tal que

z1 = t1 +R(t1), (B.0.1)

lo que se puede hacer sencillamente resolviendo una ecuación algebraica. Luego, de

la Ec. (2.47) sabemos que la función G se relaciona con la F como

G(t1 +R(t1)) = F (t1 −R(t1)) + 2 (B.0.2)

y, resolviendo para t∗1, tal que

t1 −R(t1) = t∗1 − L(t∗1), (B.0.3)
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encontramos, usando la Ec. (2.46), que

F (t∗1 − L(t∗1)) = G(t∗1 + L(t∗1)) (B.0.4)

=⇒ G(t1 +R(t1)) = F (t∗1 − L(t∗1)) + 2 = G(t∗1 + L(t∗1)) + 2. (B.0.5)

Entonces, dado

z2 := t∗1 + L(t∗1), (B.0.6)

podemos expresar a G en el punto inicial z1 por su valor en z2 como

G(z1) = G(z2) + 2. (B.0.7)

Si ahora asumimos que z2 es el punto inicial e iteramos lo anterior n veces, obtenemos

G(z1) = G(zn+1) + 2n. (B.0.8)

Notemos que, si L(t) < R(t) para todo t, entonces

t1 −R(t1) = t∗1 − L(t∗1) =⇒ t1 − t∗1 = R(t1)− L(t∗1) > 0 =⇒ t1 > t∗1 (B.0.9)

t∗1 + L(t∗1) = t2 +R(t2) =⇒ t∗1 − t2 = R(t2)− L(t∗1) > =⇒ t1 > t∗1 > t2, (B.0.10)

que a su vez significa que la sucesión de puntos es decreciente z1 > z2 > ... > zn.

Esto significa que hemos reducido el problema original de encontrar el valor de la

función en un cierto tiempo a conocerlo en algún tiempo previo. Podemos iterar

este procedimiento hacia atrás en el tiempo hasta que G(zn) sea conocido, lo cual

eventualmente sucede dado que conocemos la solución para los espejos estáticos, Ec.

(6.36).

Análogamente, para la otra función de Moore, si deseamos conocer F (w1), po-

demos buscar t1 tal que

w1 = t1 − L(t1). (B.0.11)
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Luego, por medio de la Ec. (2.46), sabemos que

F (t1 − L(t1)) = G(t1 + L(t1)). (B.0.12)

Si resolvemos para t̃1

t̃1 +R(t̃1) = t1 + L(t1), (B.0.13)

podemos obtener

G(t̃1 +R(t̃1)) = 2 + F (t̃1 −R(t̃1)) (B.0.14)

=⇒ F (t1 − L(t1)) = G(t1 + L(t1)) = G(t̃1 +R(t̃1)) = 2 + F (t̃1 −R(t̃1)) (B.0.15)

F (w1) = 2 + F (t̃1 −R(t̃1)). (B.0.16)

Finalmente, definiendo

w2 := t̃1 −R(t̃1) (B.0.17)

podemos expresar el valor de la función en el punto w1 en términos del valor de la

función en w2

F (w1) = 2 + F (w2). (B.0.18)

En general, iterando, obtenemos que la función en un punto se puede expresar ar-

bitrariamente atrás en el tiempo

F (w1) = 2n+ F (wn+1). (B.0.19)

Una vez más, si vamos lo suficientemente atrás en el tiempo, eventualmente llegamos

al punto en que los espejos están estáticos y la función F (zn) puede ser evaluada

usando la Ec. (6.35). Al final, obtenemos un algoritmo iterativo para evaluar las

funciones de Moore F (z) y G(z) en cualquier punto.
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APÉNDICE C

Hamiltoniano para un resonador terminado en un SQUID

En este apéndice mostraremos cómo obtener, de primeros principios, el hamil-

toniano 7.2 que describe un resonador superconductor terminado en un SQUID

utilizado en el caṕıtulo 7.

Formulación lagrangiana

Comenzamos con el lagrangiano para el campo de fase Φ(x, t) en un resonador

superconductor de longitud d con inductancia L0 y capacitancia C0 por unidad de

longitud, terminado en un SQUID en x = d

L =

(
1

2e

)2

C0
1

2

∫ d

0

(Φ̇2 − v2Φ′2)dx+

(
1

2e

)2

2CJ
Φ̇2

d

2
+ 2EJ cos(Φd) cos (2eϕx(t))

(C.0.1)

Aqúı v = 1/
√
L0C0 es la velocidad de propagación del campo, Φd(t) = Φ(d, t) es el

campo en x = d, mientras que ϕx(t) es el flujo magnético externo aplicado al SQUID

en x = d. Además asumimos que el SQUID es simétrico por simplicidad, con dos

junturas de Josephson idénticas, cada una con enerǵıa EJ y capacitancia CJ .

Las ecuaciones de movimiento para este lagrangiano son la ecuación de ondas
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para el campo

Φ̈− v2Φ′′ = 0 (C.0.2)

y la condición de contorno

(
1

2e

)2

2CJΦ̈d + 2EJ cos (2eϕx(t)) sin(Φd) +

(
1

2e

)2

C0v
2Φ′

d = 0. (C.0.3)

Estas ecuaciones junto con la condición de contorno de Neumann en x = 0 (∂xΦ)(0, t) =

0 definen el campo en el resonador.

Luego, si el flujo magnético no depende del tiempo ϕx(t) = ϕ̄x tenemos una base

de soluciones de la forma

Φ(x, t) = eiωntψn(x) (C.0.4)

ψn(x) =
1

Nn

cos(knx), (C.0.5)

con Nn una constante de normalización y frecuencia angular ωn = knv. Reempla-

zando esta solución en Ec. (C.0.3) encontramos una ecuación trascendente para kn

(
1

2e

)2

C0v
2kn tan(knd) = 2EJ cos

(
2eϕ̄x

)
−
(

1

2e

)2

2CJv
2k2n (C.0.6)

Esta ecuación impĺıcita determina de manera uńıvoca el espectro ωn del resona-

dor dado el flujo magnético a través del SQUID.

Más aún, si definimos el producto interno

⟨ψi, ψj⟩ =
∫ d

0

ϵ(x)ψi(x)ψj(x)dx, (C.0.7)

con ϵ(x) =
(

1
2e

)2
C0+

(
1
2e

)2
2CJδ(x−d), encontramos que esta base resulta ortogonal

⟨ψi, ψj⟩ = 0 si i ̸= j. Luego, tomando la constante de normalización como N2
n =

⟨ψn, ψn⟩, la base ψn resulta ortonormal.

Si ahora permitimos que el flujo magnético sobre el SQUID vaŕıe con el tiempo

ϕx(t) = ϕ̄x + δϕx(t) alrededor un valor constante ϕ̄x, tendremos que el espectro

también tendrá esta dependencia ωn = ωn(ϕx(t)) a través de (C.0.6) pero el campo
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todav́ıa puede ser expandido en una base instantánea como

Φ(x, t) =
∑
n

Qn(t)ψn(x), (C.0.8)

donde Qn(t) son coeficientes que dependen del tiempo.

En el caso de campo débil, Φ ≪ 1, el lagrangiano puede ser expresado como

L =
1

2

∫ d

0

ϵ(x)Φ̇2dx−
(

1

2e

)2

C0
1

2

∫ d

0

v2Φ′2dx− 2EJ
Φ2

d

2
cos (2eϕx(t)) (C.0.9)

sustituyendo la expansión (C.0.8) el lagrangiano puede ser escrito como

L =
1

2

∑
i

(
Q̇i

2 − ω2
iQ

2
i

)
− ˙δϕx

∑
i,j

MijQ̇iQj +
˙δϕ
2

x

2

∑
i,j,k

MikMjkQiQj. (C.0.10)

donde definimos las constantes de acoplamiento

Mij = (2e)

〈
ψj,

dψi

dϕx

〉
. (C.0.11)

Formulación hamiltoniana

Para encontrar el hamiltoniano clásico comenzamos calculando los momentos

canónico conjugados

Pi =
∂L

∂Q̇i

= Q̇i − ˙δϕx

∑
k

MikQk. (C.0.12)

(C.0.12) =⇒ Q̇i = Pi + ˙δϕx

∑
k

MikQk. (C.0.13)

Luego, reemplazando en la definición de hamiltoniano, obtenemos

H =
∑
i

PiQ̇i − L

=
1

2

∑
i

[
P 2
i + ω2

iQ
2
i

]
+ ˙δϕx

∑
i,k

MikPiQk. (C.0.14)

Para continuar procedemos a cuantizar el hamiltoniano promoviendo las coorde-
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nadas y momentos canónicos a operadores e imponiendo la relación de conmutación

[Qk, Pj] = iδkj. (C.0.15)

Además definimos los operadores de destrucción como

ak =

√
1

2ωk(ϕx)
(ωk(ϕx)Qk + iPk), (C.0.16)

que satisfacen la relación de conmutación [ak, a
†
k] = 1.

Asumiendo que el sistema es perturbado débilmente

ϕx(t) = ϕ̄x + δϕx(t), (C.0.17)

con δϕ≪ ϕ̄x, los operadores de destrucción pueden ser aproximados por

ak ≈ ak1 + δϕx
ω′
k1

2ωk1

a†k1, (C.0.18)

donde los operadores ak1 corresponden a las excitaciones del resonador estático y

ω′
k1 = (dωk/dϕx)(ϕ̄). Finalmente, reemplazando estos resultados en la Ec. (C.0.14)

podemos expresar al hamiltoniano como

H =
∑
k

[ωk1a
†
k1ak1 + ω′

k1δϕxa
†
k1ak1 +

ω′
k1

2
δϕx(ak1ak1 + a†k1a

†
k1)]

+ δϕ̇x

∑
i,k

Mik

2i

√
ωi1

ωk1

(
ai1ak1 − a†i1ak1 + ai1a

†
k1 − a†i1a

†
k1

)
, (C.0.19)

donde Mij son constantes de acoplamiento que dependen solo de ϕ̄x. Aśı, el ha-

miltoniano de la Ec. (7.2) se obtiene de la ecuación anterior quedándonos con la

aproximación de un solo modo.
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APÉNDICE D

Ecuación maestra para la compuerta controlled-squeeze

Para simular el protocolo propuesto en el caṕıtulo 7 bajo condiciones experimen-

tales adoptamos una descripción del sistema a partir de una ecuación maestra. Aśı, el

estado conjunto del sistema (resonador más qubit) viene descrito por una matriz den-

sidad. Tomando una variación armónica del flujo magnético δϕx(t) = ϵϕ0 sin(Ωt+θ)

(siendo ϕ0 = π/e la unidad de cuanto de flujo magnético) y realizando la apro-

ximación de onda rotante, la matriz densidad del sistema en la representación de

interacción evoluciona de acuerdo a la ecuación maestra

ρ̇I(t) = −iHI(t), ρI(t)]

+
1

2
κ1
[
2aρI(t)a

† − ρI(t)a
†a− a†aρI(t)

]
+

1

2
κ2
[
2a†ρI(t)a− ρI(t)aa

† − aa†ρI(t)
]

+
1

2
κ′1 [2σ−ρI(t)σ+ − ρI(t)σ+σ− − σ+σ−ρI(t)]

+
1

2
κ′2 [2σ+ρI(t)σ− − ρI(t)σ−σ+ − σ−σ+ρI(t)]

+
1

2

κϕ
2

[
2σzρI(t)σ

†
z − ρI(t)σ

†
zσz − σ†

zσzρI(t)
]
,
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donde

κ1 = (e−ω/(kBT ) + 1)κ

κ2 = e−ω/(kBT )κ

κ′1 = (e−ωq/(kBT ) + 1)κ′

κ′2 = e−ωq/(kBT )κ′

siendo κ = 1/200µs la tasa de decaimiento del resonador, κ′ = 1/50µs la tasa de

decaimiento del qubit, κϕ = 1/30µs la tasa de decoherencia del qubit, T = 30mK

la temperatura del baño térmico y donde el hamiltoniano de interacción es

HI = gdϵϕ0
1

2i
(a2e−iθ − a†2eiθ)|1⟩⟨1|+ Id|0⟩⟨0|. (D.0.1)

con gdϵϕ0 = 1MHz. La evolución fue realizada usando Qutip y el espacio de Fock

para el resonador fue truncado a una base de dimensión N = 70.
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