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Cuantificacion de la incertidumbre en los prondsticos usando
redes neuronales: aplicacion en asimilacion de datos

Resumen

Hasta el momento, la metodologia mas usada para la estimacion de la incertidumbre en
los prondsticos meteorologicos es la técnica de ensambles. En esta tesis buscamos esti-
mar la incertidumbre usando redes neuronales artificiales (RNAs) a partir de un tnico
pronostico deterministico (una unica integraciéon del modelo). Para esto se entrenaron
RNAs usando una nueva funcién de costo basada en el error, en inglés extended Mean
Squared Error (eMSE), y se estudio la calidad de la incertidumbre estimada comparando-
la con entrenamientos con funciones de costo tradicionales (funcién de verosimilitud) y
con la técnica de ensambles. En primera medida, se evalud la estimacion de la varianza
de los pronosticos. Las redes mostraron un buen desempefio para capturar la incerti-
dumbre (varianzas) en un entorno de prueba basado en el modelo dinamico multi-escala
de Lorenz’96 que simula las caracteristicas de la predictibilidad atmosférica, tanto en
un escenario de modelo perfecto (donde se analiza el impacto del error presente en las
condiciones iniciales), como en un escenario de modelo imperfecto (cuando el mode-
lo numérico no puede representar todas las escalas del problema e introduce error en
el pronostico). En un desarrollo posterior, se entendi6 la funcién de costo eMSE para
la estimacion de la matriz de covarianza completa. Esta metodologia resulté ser mucho
mas estable numéricamente y mas rapida de entrenar comparado con funciones de costo
basadas en la verosimilitud que necesitan invertir la matriz de covarianza. Se disefi6 un
método de asimilacién de datos, en inglés Data Assimilation (DA) que combina la técnica
del filtro de Kalman con la estimacion de matriz de covarianza del error de pronoéstico
(MCEP) usando RNAs que denominamos UnnKF . Esta metodologia nos permiti6 generar
largas secuencias de ciclos de DA (mas de 15.000 ciclos consecutivos) usando observa-
ciones parciales del estado del sistema. Se obtuvo una secuencia de analisis cuyo error
cuadratico medio (MSE) es comparable al obtenido por la técnica del filtro de Kalman
por ensambles, en inglés Ensemble Kalman Filter (EnKF) usando grandes ensambles y
logra disminuir considerablemente el MSE de los analisis comparado con un ensamble
pequefio.
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Quantification of forecast uncertainty using neural networks:
application to data assimilation

Abstract

The ensemble technique is currently the most widely used method for estimating uncer-
tainty in weather forecasts. The drawback of this technique is that it requires multiple
numerical integrations of models and thus a lot of computational power. In this thesis
we attempt to estimate uncertainty using Artificial Neural Networks (RNA) and a single
deterministic prediction (a single model integration). For this purpose, RNA were trai-
ned with a new cost function (eMSE) and the quality of the uncertainty estimated in
this way was studied by comparing it with training with traditional cost functions (like-
lihood function) and with the ensemble technique. First, the estimation of the variance of
the forecasts was evaluated. The networks showed good performance in capturing un-
certainty (variances) in a test environment based on the Lorenz’96 multiscale dynamic
model that simulates the characteristics of atmospheric predictability, both in a perfect
model scenario (where the impact of the error present in the initial conditions is analy-
sed) and in an imperfect model scenario (when the numerical model cRNAot represent
all the scales of the problem and introduces errors in the forecast). We also investigated
extending the eMSE cost function to estimate the full covariance matrix. This method
proved to be much more numerically stable and faster to train than likelihood-based
cost functions, which require the covariance matrix to be inverted. In addition to analy-
sing the structural characteristics of the estimated covariances, a hybrid data assimila-
tion system (UnnKF) based on the Kalman filter was designed to provide an analysis
of the system state using the covariances estimated by the RNA, partial observations
of the system and a deterministic forecast. The results obtained are very encouraging.
The covariances estimated by RNA trained with the eMSE cost function and the hybrid
UnnKF methodology robustly estimate long assimilation sequences (more than 15,000
consecutive cycles), obtaining an analysis sequence whose mean squared error (MSE)
is comparable to that obtained by the ensemble assimilation technique (EnKF) for large
ensembles, and manages to significantly reduce the MSE of the analysis compared to a
small ensemble.

Keywords: chaotic dynamic, high-dimentional models, neural network, uncertainty quan-

tification, covariance estimation, data assimilation
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Capitulo 1

Introduccion

El prondstico oficial del tiempo para la Republica Argentina se genera en el Servicio Me-
teorologico Nacional (SMN). Es en la oficina de prondstico dependiente de la Direcciéon
Nacional de Pronosticos y Servicios para la Sociedad, donde un grupo de expertos pro-
nostican eventos meteoroldgicos futuros basandose en multiples fuentes de informaciéon
que describen el estado actual de la atmosfera, por ejemplo, satélites, radares y estacio-
nes meteorologicas. También se utilizan modelos numéricos que emplean las ecuaciones
fisicas que rigen el comportamiento de la atmosfera y las resuelven mediante sofisti-
cados métodos matematicos para simular estados futuros de la misma. Al momento de
escribir esta tesis, hace mas de ocho afios que trabajo en la Direccién de Productos de
Modelacion Ambiental y Sensores Remotos (DMSR) que es donde, entre otras cosas, se
disena, planifica y desarrolla el sistema de prondstico numérico del SMN. Como infor-
matico, entre otras tareas, desarrollé y automaticé la ejecucion operativa del modelo de
pronodstico numérico que se ejecuta cuatro veces al dia todos los dias del afio. Asi fue
como comencé a interesarme en la problematica de la incertidumbre en los pronosticos,
los prondsticos probabilisticos, el costo computacional asociado y la asimilaciéon de da-
tos, en inglés Data Assimilation (DA). Y asi comencé mi trabajo doctoral, motivado por
la idea de desarrollar nuevas técnicas que permitan cuantificar de manera mas precisa 'y
con menor costo computacional la incertidumbre asociada a los pronésticos.

La magnitud y la estructura de la incertidumbre en los pronésticos meteorologicos son
dependientes del estado del sistema y se atribuye principalmente al error presente en
las condiciones iniciales y a los errores del modelo. El primero est4 asociado al cono-
cimiento imperfecto del estado inicial del sistema. Los ultimos se producen por errores
de truncamiento y una representacion inexacta de los procesos de pequena escala en
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los modelos numéricos de prondstico. Mientras que los errores del modelo pueden re-
ducirse mediante una mayor resoluciéon horizontal y mejores parametrizaciones fisicas,
es decir mejorando el modelo, los errores en las condiciones iniciales pueden reducirse
mejorando las redes de observacion y los sistemas de DA (Carrassi et al., 2018).

En la actualidad, la incertidumbre asociada a los prondsticos suele cuantificarse mediante
el uso de ensambles de pronoéstico. Para producir un pronoéstico por ensamble, se realizan
varias simulaciones numéricas utilizando diferentes condiciones iniciales adecuadamen-
te seleccionadas (p. ej. Kalnay, 2003) y distintos enfoques para representar la imperfec-
cién en el modelo, como la representacion de errores paramétricos y estocasticos (p. ej.
Hagedorn et al., 2012). Una de las principales limitaciones de los sistemas de prondstico
por ensamble radica en su elevado costo computacional y en la complejidad de su dise-
o para captar y cuantificar adecuadamente las diferentes fuentes de incertidumbre, en
particular los errores del modelo.

Como ha sefialado Vannitsem et al. (2021), el error sistematico en los valores pronostica-
dos, asi como las deficiencias en la cuantificacion de su incertidumbre, pueden mitigarse
mediante diferentes técnicas de posprocesamiento de los prondsticos. Varias técnicas,
como la regresion por analogos (Hamill and Whitaker, 2006; Lguensat et al., 2017), el
uso de bosques aleatorios (del inglés random forest) (Taillardat et al., 2016; Schlosser
et al., 2019) y (Herman and Schumacher, 2018), las redes neuronales (Rasp and Lerch,
2018; Bremnes, 2020), redes neuronales difusas (Lu et al., 2021) y autoencoders varia-
cionales, del inglés Variational Auto Encoder (VAE) (Grooms, 2021; Yang and Grooms,
2021), se han aplicado con éxito para el aumento de la precision del prondstico, asi como
para proporcionar una cuantificacion fiable de su incertidumbre.

En Haupt et al. (2021); Marzban (2003); Amemiya et al. (2023) se utilizan redes neuro-
nales artificiales (RNAs) para reducir el error sistematico, especialmente en situaciones
en las que su relacion el estado del sistema es altamente no lineal. Farchi et al. (2021a);
Bonavita and Laloyaux (2020) utilizan técnicas de aprendizaje automatico, en inglés Ma-
chine Learning (ML) para representar el error del modelo. En Farchi et al. (2021a) utilizan
ML para representar los errores de modelo en un sistema de asimilaciéon de datos y la
propia asimilacion para llevar adelante la actualizacion secuencial de los parametros que
definen el modelo de ML a partir de la informaciéon que proveen las observaciones.

Recientemente se han propuesto modelos de red neuronal artificial (RNA) para estimar
de forma conjunta el componente sistematico del error del prondstico y la incertidum-
bre del mismo. Scher and Messori (2018) disehiaron una metodologia basada en una red
neuronal convolucional, en inglés Convolutional Neural Network (CNN) que aprendio6



la desviacion estandar del error a partir de un sistema de ensamble existente. Las CNNs
predicen la distribucion espacial de la varianza del error del pronéstico utilizando un
pronostico determinista como entrada. El objetivo de entrenamiento es la varianza del
error estimada a partir de un prondstico por ensamble. La habilidad de la red para pre-
decir la incertidumbre es menor que la obtenida con un ensamble de prondsticos, pero
la red proporciona una cuantificacion razonable de la incertidumbre a un coste compu-
tacional mucho menor que el ensamble de pronosticos. Ademas, la red funciona mejor
que otros enfoques de bajo costo computacional, como una simple estimacion de la in-
certidumbre basada en una regresion lineal multiple. En la misma linea, Gronquist et al.
(2021) utiliz6 una RNA para mejorar la cuantificacion de la incertidumbre obtenida con
un ensamble de pocos miembros. En este caso, se utiliza una RNA profunda para mode-
lar la dispersion del ensamble generada con un ensamble grande utilizando un ensamble
pequefio como entrada. Los resultados muestran una mejora significativa en la calidad
de los pronosticos probabilisticos y, en particular, para los fenémenos meteorologicos
extremos. Una de las desventajas de este enfoque es que la red modela la incertidumbre
estimada por un ensamble de prondsticos, que puede estar sesgada, particularmente en
presencia de errores de modelo.

Un enfoque diferente estima la incertidumbre del pronoéstico directamente a partir de
los datos sin requerir una estimacion a priori de la misma como la que proporciona un
ensamble de pronosticos. D’Isanto and Polsterer (2018); Camporeale et al. (2019); Rasp
and Lerch (2018); Veldkamp et al. (2021); Barnes and Barnes (2021) y Wang et al. (2018)
introdujeron arquitecturas de RNAs y metodologias de entrenamiento que cuantifican
directamente la incertidumbre utilizando una gran base de datos de pronosticos y sus
correspondientes observaciones. El aspecto clave es la definiciéon de una funcién de costo
sensible a la incertidumbre dependiente del estado del pronoéstico. En Wang et al. (2018);
Barnes and Barnes (2021) logran esto definiendo una funcién de costo inspirada en la
verosimilitud de la observacion, mientras que en Camporeale and Careé (2021), D’Isanto
and Polsterer (2018), Rasp and Lerch (2018) y Veldkamp et al. (2021) definen una funcién
de costo basada en las métricas CRPS, del inglés Continuous Ranked Probability Score
(CRPS) y BS, del inglés Brier Score (BS) para la estimacién de varianzas. Estos trabajos
concluyen que es posible obtener una estimacion poco costosa de la incertidumbre de los
prondsticos, tanto para casos idealizados como para datos reales. Estos enfoques suponen
la forma de la distribucion de probabilidad del error del prondstico (normalmente una
distribucion gaussiana), por lo que pueden considerarse enfoques paramétricos.

En Scheuerer et al. (2020); Clare et al. (2021) se propone un enfoque no paramétrico
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para estimar la incertidumbre del prondstico puramente a partir de los datos sin hacer
suposiciones sobre la forma de la distribucion de error del pronoéstico subyacente. Asi,
discretizan el rango de valores de las variables pronosticadas en intervalos y calculan la
probabilidad de que el valor pronosticado pertenezca a un intervalo dado, proporcionan-
do una aproximacion discreta de la funcion de densidad de probabilidad. En una linea
similar, Cannon (2018); Gasthaus et al. (2019); Bremnes (2020) utilizan RNAs y regresion
por cuantiles para cuantificar la incertidumbre del prondstico sin asumir a priori la forma
de su distribucion.

La cuantificacion de la incertidumbre en los prondsticos es un aspecto clave de los siste-
mas de DA. En particular, la mayoria de los métodos de DA se basan en una estimaciéon
precisa de la media de los prondsticos y de la matriz de covarianza de los errores. Juntas
describen la funcién de densidad de probabilidad bajo el supuesto de que los errores son
insesgados y gaussianos. Los enfoques de DA, como la interpolacion 6ptima, en inglés
Optimal Interpolation (OI) Gandin 1965 o el método variacional tridimensional (3Dvar)
Parrish and Derber 1992, asumen que la matriz de covarianza del error de los prondsticos
es independiente del estado del sistema.

En la actualidad, los métodos de DA que utilizan una matriz de covarianza dependiente
del estado, ya sea implicita (p. ej., los variacional cuatridimensional (4Dvar), Rabier et al.
2000), o explicita (p. ej. filtro de Kalman por ensambles, en inglés Ensemble Kalman
Filter (EnKF), Houtekamer and Zhang 2016, o los filtros de particulas van Leeuwen et al.
2019) o métodos hibridos como en Bannister (2017), producen una notable mejora en la
precision de las condiciones iniciales y de la calidad de los pronésticos (Kalnay, 2003;
Carrassi et al., 2018). Sin embargo, estas mejoras se producen a expensas de un aumento
significativo del coste computacional. Ademas, aun cuando la contribucién de los errores
en la condicion inicial puede estar razonablemente bien representada, la contribucion
de los errores del modelo sigue siendo un desafio. Especialmente para los métodos que
buscan representar la dependencia de la covarianza de los errores con el estado (Tandeo
et al.,, 2020). Esto se debe, en parte, a que la forma en la que dichos errores surgen y se
amplifican durante la integracién de las ecuaciones es mas dificil de representar, dado el
desconocimiento que existe sobre la dinamica de los mismos.

El uso de técnicas de ML en el contexto de DA se ha debatido en varios trabajos. Las
similitudes entre DA y ML y su potencial sinergia han sido introducidas en Hsieh and
Tang (1998) y revisadas en Cheng et al. (2023). En Bocquet et al. (2019); Brajard et al.
(2020); Farchi et al. (2021a, 2022) se ha propuesto un enfoque en el que se utiliza ML
para la estimacion de la dinamica del sistema y para representar los errores del modelo,



y DA para proporcionar una optimizacion continua online del modelo basado en datos.
En la misma linea, Brajard et al. (2021); Farchi et al. (2021b), utilizan un enfoque de DA
para entrenar una parametrizacion basada en ML del efecto de la dinamica de escala no
resuelta dentro de un modelo numérico.

Otros enfoques buscaban la sustitucion del sistema DA completo por una RNA, como
en Harter and de Campos Velho (2008). En este enfoque los autores entrenan una RNA
que aprende, a partir de un sistema DA dado, la magnitud y los patrones espaciales de la
actualizacion del estado introducidos por las observaciones. Buizza et al. (2022) introdujo
el nombre de aprendizaje de datos para describir varios ejemplos en los que ML y DA
pueden combinarse para compensar mutuamente sus debilidades.

Relativamente pocos trabajos investigaron como la estimacion de la covarianza de los
errores del pronodstico basada en ML puede acoplarse con un sistema DA (p. ej., Lguen-
sat et al. 2017; Ouala et al. 2018). En particular, Ouala et al. (2018), acopl6 una estimacion
basada en RNAs de la covarianza del error del pronéstico con una actualizacion del anali-
sis similar a la del filtro de Kalman en un espacio de estado de alta dimensioén, y comparé
los resultados con un enfoque de filtro de Kalman por ensamble y el enfoque basado en
analogos de Lguensat et al. (2017) con resultados prometedores.

El objetivo general que nos planteamos fue investigar en qué medida se puede recons-
truir la incertidumbre asociada a un estado determinado del sistema a partir del estado
mismo y sin la necesidad de un ensamble. Es decir, si existe una relaciéon que vincule la
forma de la funcién de densidad de probabilidad, en inglés Probability Density Function
(PDF), con el estado. En particular, si esta relacion puede ser implementada mediante un
algoritmo de ML y mas especificamente mediante el entrenamiento de RNAs. Esto nos
plantea también el interrogante de si los datos disponibles actualmente son suficientes
para describir la relacion existente entre el estado y la incertidumbre, tanto en términos
de la calidad de informacion que proveen como en la cantidad necesaria.

Nuestra hipotesis es que mediante el uso de modelos de regresion basados en redes neu-
ronales artificiales, junto con la informacion de un pronoéstico deterministico, es posible
obtener una estimacion de la incertidumbre asociada a los pronoésticos y de su depen-
dencia con el estado del sistema. Asimismo, proponemos que la informacioén producida
por los sistemas de pronostico del estado del arte es suficiente para entrenar el modelo
de regresion y obtener resultados satisfactorios.

En este marco definimos los siguientes objetivos especificos:

» Proponer una metodologia que permita entrenar una RNA capaz de estimar el
error sistematico presente en un prondstico deterministico.
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Proponer una metodologia que permita entrenar una RNA capaz de estimar, a par-
tir de un prondstico deterministico, la varianza del error asociado al pronoéstico.

Disefiar y construir un conjunto de experimentos que permita analizar la calidad
de la incerteza y compararla con otras metodologias del estado del arte.

Extender la metodologia propuesta para estimar matrices de covarianzas necesa-
rias para la DA.

Disefiar un sistema de DA que pueda hacer uso de las covarianzas estimadas con
una RNA y evaluar su desempeno en el contexto de modelos cadticos simples.

El avance y la concrecion de los objetivos especificos me permitié colaborar, interactuar

y presentar los resultados parciales con otros miembros de la comunidad cientifica en

las siguientes oportunidades:

2020

2020

2021

2021

2022

En el marco del proyecto de colaboracion bilateral ECOS A17A08, se realiz6 una
estadia de investigacion en la Universidad IMT-Atlantique en la ciudad de Brest,
Francia. Durante esta colaboracion, se investigdé junto al Dr. Pierre Tandeo y el
Dr. Yicun Zhen las posibles ventajas de aplicar nuestra metodologia de estimacion
de varianzas con redes neuronales en el espacio de estados transformados de las
componentes principales.

Los resultados obtenidos fueron presentados en formato poster en Climate Infor-
matics 2020 - 10th International Conference on Climate Informatics con el titulo de
Quantification of forecast uncertainty using neural networks.

Los primeros resultados relativos a la estimacion de covarianza se presentaron en
EGU General Assembly 2021 bajo el titulo Machine learning-based uncertainty
quantification for data assimilation: a simple model experiment.

El método de DA propuesto que utiliza la estimacién de covarianza hecha por una
RNA se presentd oralmente por primer vez en International Symposium on Data
Assimilation — Online con el titulo Forecast Uncertainty Estimation for Data
Assimilation Using Neural Networks.

La metodologia propuesta para entrenar redes neuronales que estimen la varianza
del error de los prondsticos y el analisis comparativo con la técnica de ensam-
bles fue publicado el 24 de noviembre del 2022 en la revista Quarterly Journal of
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2022

2022

2022

2023

2023

2023

2023

the Royal Meteorological Society con el titulo Evaluation of Machine Learning
Techniques for Forecast Uncertainty Quantification.

Los primeros resultados de la estimacion de covarianza y la metodologia propuesta
de DA fue presentada en el taller Machine learning and uncertainties in climate
simulations organizado por el instituto Henri Lebesgue Center de Mathematiques
llevado a cabo entre el 6 y 9 de junio de 2022 en Moulin Mer, Logonna-Daoulas,
Finistere, Francia.

En una segunda estadia de investigacion en el Instituto IMT-Atlantique en Brest,
Francia en el marco del proyecto: A17A08 del programa ECOS-SUD a cargo de los
Doctores Pierre Tandeo y Juan. J. Ruiz. Durante la estadia se realizaron experimen-
tos para combinar la estimacion de covarianza con la técnica de analogos, para el
pronostico del tiempo.

Experimentos con datos reales meteoroldgicos (presion en superficie) de prondsti-
cos probabilistcos fueron presentados en el XIV Congreso Argentino de Meteorologia
- CONGREMET XIV en modalidad oral con el titulo Cuantificacion de la incer-
tidumbre en prondsticos numéricos usando redes neuronales

La metodologia propuesta de estimacion de covarianza y DA se encuentra en revi-
sion en la revista Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society con el titulo
Online machine-learning forecast uncertainty estimation for sequential
data assimilation

Se expusieron los resultados de esta tesis en una presentacion oral por el Dr. Juan J.
Ruiz en: 10th International Congress on Industrial and Applied Mathematics, Tokyo,
Japon. Con el titulo: Machine learning-based estimation of state-dependent
forecast uncertainty.

Los resultados también fueron expuestos por Dr. Juan J. Ruiz como invitado a una
charla en el 4th RIKEN Data Assimilation Workshop, Kobe, Japon. Con el titulo: Ma-
chine learning-based estimation of state-dependent forecast uncertainty:
application to data assimilation.

Los conocimientos y la experiencia adquiridos en el tema durante mi trabajo de
investigacion doctoral fue compartido con la comunidad académica en dos clases-
taller dictadas en el Curso Intensivo: Aplicaciones de Machine Learning en Geo-
fluidos dictado del 27 de febrero al 10 de marzo de 2023 en el Departamento de
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Ciencias de la Atmosfera y los Océanos - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
- Universidad de Buenos Aires

El resto de la tesis est4 organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se introduce
la teoria los tres ejes tematicos principales (modelado numérico, DA y RNA). En el ca-
pitulo 3 se estudian antecedentes y distintas técnicas de estimacién de la incertidumbre
(varianzas) sentando las bases de la experimentacion que sera llevada a cabo en el capi-
tulo 4. El analisis de como extender la estimacion de varianzas a covarianzas se realiza en
el capitulo 5, donde se realiza una resefa y analisis de trabajos previos y se define la me-
todologia que se usara en la experimentacion del capitulo 6, donde se pondra a prueba la
calidad de las estimaciones en un contexto de DA. Finalmente, el capitulo 7 presenta las
conclusiones generales y explora las lineas abiertas de investigacién y posibles formas
de continuar el trabajo.

12



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se presentara una introduccién a los principales ejes tematicos de esta
tesis. Primero se introduce el estudio de los sistemas dinamicos desde un contexto for-
mal. En la seccidn 2.2 se presentaran los conceptos basicos de la asimilacion de datos,
en inglés Data Assimilation (DA), y finalmente en la seccion 2.3 se explicaran las ideas
fundamentales, su formulacion y el entrenamiento de las redes neuronales artificiales
(RNAs) que seran utilizadas a lo largo del trabajo.

2.1. Modelos dinamicos estocasticos

La evolucion de un sistema dinamico, como la atmosfera o el océano, se representa en
este trabajo mediante un proceso de Markov

X = My—1(Xp—1) + Mk(Xk), (2.1)

donde x;, es un vector N,-dimensional que representa el estado del sistema en el tiempo
k, My.r—1 es un modelo subrogado de la dinamica del sistema que asumimos conocido,
por ejemplo, un modelo numérico de prediccién meteorologica o un modelo de simu-
lacién climatica. Este evoluciona el estado del sistema desde el tiempo & — 1 hasta el
tiempo k. Se supone que este modelo es no lineal y que captura, al menos parcialmente,
el comportamiento cadtico del sistema. La discrepancia entre x;, y My._1(Xx_1) debi-
do a la imperfeccion del modelo esta representada por 7 (X ) que es una realizaciéon de
una distribucién de probabilidad desconocida condicionada en x;, (los parametros de la

13



Capitulo 2. Marco teorico

distribucion suelen ser dependientes del estado del sistema). La media de esta distribu-
cién corresponde al error sistematico del modelo, y al no ser necesariamente igual cero,
introduce un sesgo en el pronostico. La evolucion del sistema en un periodo de tiempo
arbitrario se puede aproximar mediante la aplicacion recursiva del modelo a lo largo de
varios pasos de tiempo. En este caso, los errores del modelo interactiian con la dindmica
cadtica del sistema:

Xt = M(M(- - (M (Xp) + Miet1) + Mesr2) + o) + Mot (Xie)- (2.2)
——_—

l—veces

Vamos a suponer que estas interacciones se pueden representar con un término de error
aditivo dependiente del estado

Xt = M1 (X)) + Okt (Kb, Moot 15 - Mitt) (2.3)

donde 6y, ,; representa el efecto acumulado de los errores de modelo y su evolucién bajo
la dinamica no lineal del sistema entre los tiempos ky k + [ y M. es el operador
no lineal resultante de aplicar, en forma recursiva, el modelo subrogado [ veces. Para
el pronostico numérico del tiempo, se suele obtener un pronéstico deterministico (x?)
integrando el modelo dinamico a partir de la condicion inicial mas probable que suele
denominarse analisis (x“), tal que

d
X) k!l = My y1:x(X3), (2.4)

donde Xf{k 4, es el estado pronosticado para el plazo [ (primer subindice) valido en el
tiempo k+! (segundo subindice) y x{ es el analisis en el tiempo k (es decir, una estimacién
puntual del estado del sistema en el tiempo £ dadas todas las observaciones disponibles
hasta el tiempo k). Esta estimacion suele obtenerse mediante un proceso de DA (por
ejemplo Kalnay, 2003; Carrassi et al., 2018).

El error de pronostico resultante se define como

d _ od ¢
€Lkt = Xkl — Xpti (2.5)
donde xj,, es el estado real del sistema que suele denominarse estado verdadero y lo
asumiremos desconocido. El error de pronostico se debe a la presencia de errores en las
condiciones iniciales (errores presentes en el analisis ) y errores en la formulacion del
modelo (dy;). Ambos errores son propagados a través de la dinamica del sistema como
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lo indica la ecuacion 2.2. Este efecto depende del estado, lo que significa que la tasa de
crecimiento del error depende del estado del sistema, lo cual constituye un aspecto parti-
cularmente desafiante del pronoéstico de corto y mediano plazo de los fenémenos atmos-
féricos. El error es una muestra de una distribuciéon desconocida, por lo que proponemos
cuantificarlo estimando sus dos primeros momentos, su media (€; ;1;) y su covarianza
(Qq.x+1) dependientes del estado del sistema. Para simplificar la notacion, durante el res-
to de esta seccion, eliminamos el indice de tiempo (segundo subindice) siempre que sea
posible y s6lo mantenemos el subindice del plazo de pronéstico, es decir, x{ = Xffk e
En la actualidad, la forma mas comuan de estimar la media y la covarianza del error del
prondstico y su dependencia del estado es mediante el pronostico por ensambles. En este
enfoque, el estado inicial se supone incierto y, por tanto, viene dado por una distribucién
de probabilidad. Esta distribucion inicial se representa mediante una muestra, es decir,
un conjunto de estados iniciales. A continuacion, se realiza un ensamble de integraciones
del modelo inicializado a partir de las diferentes condiciones iniciales, es decir, el enési-
mo miembro del ensamble x/(") se genera integrando el modelo a partir de la enésima
condicién inicial, x%(™:

X[ = G (<) + 8. 26)

donde x/"™

es el vector de estado pronosticado dado por el enésimo miembro del en-
samble en el plazo [, 51(:%) es una representacion del efecto de los errores del modelo, y
/%l(:g) es el modelo numérico. En el caso de los modelos dinamicos no lineales cadticos,
estas integraciones se dispersan entre si en algunas direcciones del espacio de fases. La
magnitud de la dispersioén se cuantifica, tipicamente, a través de la desviaciéon estandar
de los estados pronosticados en un tiempo determinado. Es importante notar que puede
utilizarse un modelo numérico diferente para la integracion de cada miembro del ensam-
ble para representar el efecto de los errores de modelo. Técnicas como la perturbacion
estocastica de los parametros (Christensen et al., 2015) o los ensambles multi-modelo

(Hou et al., 2001) se basan en esta idea.

2.2. Asimilacion de datos

2.2.1. Asimilacion de datos secuencial

En un ciclo de DA secuencial, se busca estimar el estado de un sistema dinidmico a in-
tervalos regulares de tiempo, combinando la informacién proporcionada por un modelo
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numérico subrogado y un conjunto de observaciones parciales y afectadas por ruido
(Carrassi et al., 2018).

Consideremos un sistema dinamico caético representado mediante un proceso de Mar-
kov como en la Ec. 2.1 con un error del prondstico definido en la Ec. 2.5. Los métodos
de DA se basan en la suposicion de que este error es gaussiano y con media cero, lo que
generalmente no suele ser el caso.

El estado del sistema se relaciona con las magnitudes observables mediante la ecuaciéon
de observacion,

yi = (X},) + vy, (2.7)

donde y;, es el vector N,-dimensional que contiene las cantidades observables, 7 es el
operador de observacion, es decir la funcidon que proyecta las variables de estado en el
espacio de observacion y vy, es el error de observacion que se supone extraido de una
distribuciéon gaussiana con media cero y covarianza conocida denotada Rj. Dado una
estimacion a priori del estado del sistema, tipicamente un prondstico realizado utilizan-
do el modelo numérico, (Xg), un conjunto de observaciones (yx) y suponiendo que sus
errores son insesgados, el estimador lineal que minimiza el error cuadratico medio con
respecto al estado verdadero del sistema viene dado por:

x¢ =x! + K (yp — #(x1)), (2.8a)
K=P/H' (HP/H" + R,)™, (2.8b)

donde xj es la estimacion del estado del sistema en el tiempo k, H es la aproximacion
lineal tangente del operador de observacion y K es la matriz de ganancia de Kalman que
proyecta la discrepancia entre las observaciones y los valores observables pronosticados,
ponderando en base a la incertidumbre asociada de cada uno. Esta estimacion es también
la estimacion de maxima verosimilitud del estado del sistema bajo el supuesto de que la
funcion de densidad de probabilidad, en inglés Probability Density Function (PDF), de
los errores del prondstico y la de los errores de observacion sean ambas gaussianas con
media cero (Carrassi et al., 2018).

El panel izquierdo de la Fig. 2.1 esquematiza tres ciclos de DA donde se representa la
evolucion temporal real del estado de un sistema dinamico (linea azul) y su simulacién
mediante un modelo numérico (linea verde), también se muestra como se combina el
pronoéstico x/ (circulo verde) y la observacion y (estrella azul) junto a sus respectivas
incertidumbres P/ y R (sombreados) para obtener un anélisis x* (cuadrado rojo) y su
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Figura 2.1: Esquema del ciclo de asimilacion datos secuencial Carrassi et al. (2018).

incertidumbre asociada P“. El algoritmo secuencial que genera los analisis se muestra
en la parte derecha de la Fig. 2.1 y consiste en tres etapas fundamentales:

Paso inicial Debemos comenzar el proceso con una condicion inicial que describa el
estado del sistema (x{}) y la incertidumbre asociada (Pg). Si al comienzo del ciclo
se desconoce la incertidumbre del estado inicial se puede aproximar mediante una
covarianza climatologica.

Paso pronostico Se utiliza el modelo dinamico .# para generar un pronostico X{ a

partir de la condicién inicial x§. Este pronostico suele denominarse first guess o
background. También se requiere estimar la incertidumbre de dicho prondstico.
Este es un punto clave de la metodologia, y cuando la dimension del estado es
grande y su dindmica es no lineal, estimar P/ puede ser un gran desafio. Mas
adelante se discuten distintas técnicas de estimacion.

Paso analisis En este paso se calcula la ganancia de Kalman K que pondera la incerti-
dumbre asociada a la observacién (R) y al pronéstico (P7). La ganancia de Kalman
se usa para determinar, segtin el nivel de confianza, cuanto sera el aporte del pro-
nostico y cuanto el de la observacion para la construccion del analisis. También se
utiliza para estimar la incertidumbre asociada al analisis combinando la del pro-
nostico y la de la observacion.

Una vez obtenida una estimacion del estado del sistema en el momento k, el modelo
numérico (Ec. 2.4) puede utilizarse para predecir el estado del sistema al tiempo £+ 1,y
el ciclo puede repetirse cada vez que se disponga de un nuevo conjunto de observaciones.

17



Capitulo 2. Marco teorico

La exactitud de la estimacion del estado depende en gran medida de la exactitud de las
matrices de covarianza de los errores Pkf y Ry, cuya determinacion es posiblemente uno
de los aspectos mas desafiantes de los sistemas de asimilacion (Tandeo et al., 2020).

La forma en la que se estima la covarianza de los errores difiere entre los diferentes mé-
todos de asimilacion secuenciales. En métodos como la interpolacion 6ptima, en inglés
Optimal Interpolation (OI), y los métodos variacional tridimensional (3Dvar), Pkf se asu-
me fija, mientras que en el filtro de Kalman, el filtro extendido y el filtro de Kalman por
ensambles, en inglés Ensemble Kalman Filter (EnKF), se intenta capturar la dependencia
de dicha covarianza con el estado del sistema. Por otra parte, los métodos hibridos se
basan en la suposicion de que la matriz de covarianza de los errores puede ser descripta
como la suma de una covarianza independiente del estado y una covarianza dependien-
te del estado. Esto busca combinar los aspectos mas ventajosos de ambos métodos. Uno
de los objetivos especificos de este trabajo de tesis es lograr una estimacion de la incer-
tidumbre asociada al pronéstico (P/) que dependa del estado del sistema usando red
neuronal artificial (RNA) para aplicaciones en DA.

2.2.2. Filtro de Kalman por ensambles

El EnKF es uno de los métodos mas utilizados para aproximar P£ y su dependencia con el
estado del sistema en aplicaciones de DA. En esta tesis, el EnKF se utiliza para generar la
base de datos para el entrenamiento de los métodos basados en aprendizaje automatico,
en inglés Machine Learning (ML), y también se utiliza como base de referencia para la
evaluacion de los mismos. A continuacioén describimos brevemente esta técnica.

Dadas las muestras XZYI) (n € 1...N, donde N, el tamano del ensamble) extraidas de la
distribucion de probabilidad del estado del sistema al tiempo k£ — 1, el estado del sistema
en el tiempo k puede estimarse evolucionando los miembros individuales del ensamble
desde el tiempo k — 1 al tiempo k mediante las ecuaciones del modelo no lineal:

[ =) (x) +af, (2.9)
donde Xi’(n) son los miembros evolucionados del ensamble. En este punto es importante

notar que algunas implementaciones de EnKF asumen 7, = 0 y el error de modelo se
representa en forma multiplicativa en lugar de aditiva.

Ahora, podemos usar estas evoluciones para proporcionar una estimaciéon puntual del
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estado calculando la media del ensamble en el tiempo £,

1 n
X[ =—> x. (2.10)

En esta linea, la covarianza de los errores del prondstico puede estimarse a partir del
muestreo del estado pronosticado,

Ne

; 1 10 2r) () _f) '
Bl = gy 2 (7 == (" -x) (2.11)

n=1

En este trabajo de tesis se utilizaron dos implementaciones del filtro de Kalman, del in-
glés Kalman Filter (KF), una versiéon deterministica (LETKF Hunt et al. (2007)) y una
version estocastica del EnKF (Burgers et al., 1998). En la implementacion deterministica,
todos los miembros se actualizan utilizando la observacion del estado yy, mientras que
en la implementacion estocastica, cada miembro del ensamble se actualiza independien-

temente usando la Ecuacion 2.8a, en la que yj se sustituye por y,(gn) =yir+ y,i”), con

I/]gn) ~ N(0, Ry) y con P£ dado por la Ec. 2.11. Luego, para ambas implementaciones,
se puede aplicar el algoritmo de la figura 2.1 donde para cada miembro del ensamble se
construye un analisis, y el analisis medio se considera la mejor aproximacion al estado
verdadero.

Uno de los desafios mas importantes en estas técnicas es la correccion del sesgo en los
pronosticos. Los ensambles pueden verse afectados por sesgos sistematicos, es decir, ten-
dencias persistentes en los errores de pronostico que no se deben al azar. Para abordar
este problema, se utilizan técnicas de inflacion y localizacion.

La inflacién es un proceso mediante el cual se ajustan las desviaciones estandar de las
perturbaciones en el ensamble. Esto se hace para corregir el sesgo en los prondsticos y
garantizar que las perturbaciones reflejen adecuadamente la verdadera variabilidad at-
mosférica. La inflacion se basa en la idea de que si las perturbaciones son demasiado
pequeiias, el ensamble tiende a subestimar la incertidumbre, mientras que si son dema-
siado grandes, sobreestima la incertidumbre. Ajustar las desviaciones estandar de las
perturbaciones de manera apropiada es esencial para obtener un ensamble bien calibra-
do.

La localizacion, por otro lado, se refiere a la influencia que una observacion tiene en
la actualizacion de un prondstico en el analisis de datos. En la asimilacion de datos,
es importante determinar cuanto peso se debe dar a una observacion en funcién de su
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ubicacion y de la distancia entre la ubicacion de la observacion y la ubicacion del punto
de pronostico. La localizacion ayuda a evitar que las observaciones lejanas tengan un
impacto excesivo en el prondstico y contribuyan a errores no deseados.

En los sistemas geofisicos, la covarianza entre variables correspondientes a puntos ale-
jados en el espacio fisico es practicamente nula. En la metodologia EnKF, debido a la
presencia de errores de muestreo, las covarianzas entre variables distantes pueden ser
significativamente distintas de 0, sobre todo cuando se utiliza un ensamble pequefio. En
este caso, se puede utilizar un método de localizacién de covarianzas para amortiguar
la magnitud de las covarianzas espurias. Estos métodos suelen multiplicar las covarian-
zas estimadas por un factor que disminuye con la distancia fisica entre las dos variables
(Hamill et al., 2001).

La inflacion y la localizacion son componentes esenciales en los métodos de ensamble
en meteorologia. Ayudan a corregir el sesgo en los prondsticos y a garantizar que los
ensambles sean una herramienta confiable para estimar la incertidumbre en los pronos-
ticos meteoroldgicos. En esta trabajo de tesis, los valores ptimos de estos parametros se
encontraron mediante una busqueda exhaustiva en el espacio de los parametros.

2.3. Redes neuronales artificiales

Las RNA surgen como un intento de encontrar una representacion matematica de los
sistemas de procesamiento de informacion biologicos (McCulloch and Pitts, 1943; Wi-
drow and Hoff, 1960; Rosenblatt, 1962; Rumelhart et al., 1986). Desde entonces fueron
evolucionando, y nuevas variantes y arquitecturas se desarrollaron para resolver pro-
blemas de clasificacion y regresion practicamente en todas las areas de la ciencia. Pero,
en esencia, siguen siendo un conjunto de unidades (neuronas) interconectadas entre si
para transmitir informacion.

En el panel izquierdo de la figura 2.2 se muestra el diagrama de una neurona, que es
el elemento constituyente de las RNA. Una neurona k esta conectada a muchas sefiales
de entrada xjc(1,..m) a través de los pesos sinapticos wy ; que ponderan la suma del
aporte de cada sefal de entrada a la excitacion general de la neurona. Es importante
notar que los pesos sinapticos son los parametros que seran ajustados durante la etapa de
entrenamiento, es decir, la parte de la neurona que codifica el aprendizaje. La excitacion
de la neurona puede representarse como una componente u; = Z;"Zl Wg; - T; que es
una transformacion lineal de la entrada, mas una entrada adicional de desplazamiento o
bias resultando en una transformacion afin (uy + by) que permite desplazar la salida del
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Figura 2.2: Esquema de una neurona de McCulloch & Pitts (izquierda) y las distintas
funciones de activacion ¢(-) utilizadas en este trabajo (derecha)

sumador vy, del origen de coordenadas. El valor de activacion sy, (la salida de la neurona)
esta determinado por una funcién de activacion ¢(-) sensible a la excitacion de la neurona
sk = ¢(uy + by). La funciones de activacion sirven para limitar la amplitud de la salida
y para incorporar un componente no lineal en el comportamiento de la neurona. Elegir
la funcién de activacion es una decision de disefio de la que depende, en la practica,
la velocidad y la convergencia a los valores optimos de los pesos sinapticos durante el
entrenamiento. La parte derecha de la figura 2.2 muestra tres ejemplo de funciones de
activacion (Tangente hiperbdlica, rectificador lineal y softplus) que fueron usadas en la
experimentacion a lo largo de este trabajo.

Dependiendo como se interconecten estas neuronas puede obtenerse una gran variedad
de arquitecturas de RNA, en particular en este trabajo se utilizaron dos configuraciones
que describiremos a continuacion.

2.3.1. Redes completamente conectadas

En esta arquitectura, las RNA estan organizadas como una sucesiéon de capas (conjun-
to de neuronas) en donde la salida de cada capa es la entrada de la capa siguiente (las
conexiones son direccionales) y las neuronas pertenecientes a una misma capa no es-
tan conectadas entre si. Se llaman redes completamente conectadas (fully-connected) o
Perceptron multi-capa (MLP) porque cada neurona de una capa esta conectada a todas
las neuronas de la capa siguiente. Pero sélo se permiten conexiones entre capas vecinas
(las conexiones no se saltean capas) y ademas se prohiben las conexiones dirigidas hacia
capas anteriores (arquitectura feed-forward).

En la Fig. 2.2 se muestra un ejemplo de una red MPL con dos capas y se muestra la
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notacion que utilizaremos para describirlas. Las neuronas de salidas estan identificadas

con S;eq1,2) ¥ las neuronas de la capa oculta son Vieqi 2, x}> Tje{1,2,....;1 son los datos de

o 1
entrada de la red. Las pesos sinapticos w,g ) conectan las entradas con las neuronas de la

5
. . 2 . .
primera capa, mientras que w§ k) vincula la capa oculta con las salidas de la red.

Capa de Capa Capa de
entrada oculta salida

T

T2

Figura 2.3: Esquema de una red multi-capa completamente conectada, donde las nicas
conexiones son entre una capa y la siguiente, y todas las salidas de las neuronas de una
capa estan conectadas a las entradas de las neuronas en la capa siguiente.

Dado el patron de entrada (1 2,... ;3. las neuronas de la primera (y tnica en este caso)
capa oculta reciben como entrada

h =" wi) (2.12)
j

y generan a la salida

Vi = ¢ (h,(j) - b,ﬁ”) =9 (Z wi) - xj + bg)) (2.13)
j

que se propaga a la capa de salida como

IR W R SN (Z NN b,<;>> 210
k k J
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2.3. Redes neuronales artificiales

que produce a la salida de la red

Si= ¢ h§2)+b§2))
= o (Spwl? - Vi+ o) (2.15)
= o (Sl o (Zyul) - a+0l) + )

Este procedimiento de calcular la entrada de una capa usando la salida de la capa ante-
rior se puede repetir tantas veces como capas tenga la red, permitiéndonos calcular los
valores de salida de la red a partir de un patron de entrada dado.

2.3.2. Entrenamiento de redes neuronales

Todas las RNA utilizadas en este trabajo fueron entrenadas de manera supervisada, esto
es, se dispone de un conjunto de entrenamiento 1 que consiste en muestras formadas
por pares (z#,y") donde z* es el valor de entrada a la red y y* es la salida esperada.
Durante el entrenamiento, se busca en general que la salida de la red s correspondiente
a la entrada 2" se parezca a y*. Es decir, buscamos minimizar una funcién de similitud
o distancia < entre y* y s*. A esta funcion se le suele llamar también funciéon de costo
o de pérdida y es fundamental para determinar la convergencia del entrenamiento de
la RNA. Entonces, entrenar una RNA significa encontrar el valor 6ptimo de los pesos
sinapticos w; ; que minimizan la funcion de costo Z para todos los pares . del conjunto
de datos de entrenamiento.

Gradiente descendente y retropropagacion (backpropagation)

El gradiente descendente es un método que se utiliza para encontrar un minimo de una
funcion. Consiste en calcular el gradiente de la funciéon en un punto, e ir moviéndose
en la direccion de descenso del gradiente hasta que éste se haga cero. Asi como esta
planteado, este método no garantiza alcanzar el minimo global de la funcién, debido a
que la condicién de que el gradiente se haga cero se puede cumplir para un minimo
local. No obstante, en la practica existen técnicas que nos ayudan, en algunos casos, a
reponernos de esta situacion como se vera mas adelante.

El algoritmo de retropropagacién es una metodologia para calcular el gradiente en una
RNA, comienza con la derivada de la funciéon de costo y va hacia atras, utilizando la
regla de la cadena de las derivadas, hasta llegar a todos los pesos sinapticos de los cuales
depende la prediccion. Esto nos permite aplicar el gradiente descendente para definir
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una regla de ajuste de los pesos de la red (entrenamiento) basandose en la evaluacion de
todo el conjunto de datos (a esto se lo denomina una época). Asi, el entrenamiento es
simplemente repetir este procedimiento por varias épocas hasta alcanzar la convergencia
a cero del gradiente a lo que se espera sea el minimo global.

Supongamos entonces que usamos el error cuadratico definido sobre la salida de la RNA
como funcién de costo:

1

P =3 s (2.16)

HyT

reemplazando s’ por la Eq. 2.15:

2
1
z =3 > [yf —¢ (; w Vi + bz@))] (2.17)

HyT

Asi, podemos utilizar la regla de la cadena para derivar respecto de cada peso sinaptico,
empezando por los pesos de la capa de salida hasta llegar a los de la primera capa. Por
ejemplo, si consideramos los pesos de la ultima capa:

B = 2 = X =y (W)
= Sy

2220

(2.18)

o = o' (hP") (ot = ). (2.19)

Para obtener el gradiente respecto de los pesos entre la entrada y la capa oculta se debe
(1)
k’j ’

Ahora, para actualizar los pesos podemos usar el gradiente descendente escalado por un

diferenciar respecto de w; :, que esta mas profundo en la Eq. 2.15.

valor 7;,., que llamaremos tasa de aprendizaje, que determina la proporcién con que los
pesos de la red son actualizados y controla la velocidad a la que los pesos se adaptan al
problema (convergencia).

nuevo __ ,,,viejo __
wp'® = wyd® — - Awy (2.20)

El valor de 7, es quizas uno de los hiperparametros de entrenamiento mas importantes
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Figura 2.4: Los paneles (a) y (b) muestran el efecto del entrenamiento segtn el valor
del parametro 7, sea muy pequefio o muy grande respectivamente. El panel (c) muestra
la evolucion del valor de la funcién de costo a lo largo del entrenamiento (épocas) para
distintos valores de 7). Las imagenes (a,b) estan basadas en Andrew Ng, MOOC y la (c)
en CS231n, MOOC

(Goodfellow et al., 2016, pag. 429), valores muy bajos requieren mucho tiempo innecesa-
rio de convergencia a un minimo que podria evitarse (Fig. 2.4a y 2.4c linea azul) mientras
que los 7, muy altos pueden hacer que los pesos converjan muy rapidamente a una so-
lucién subdptima (Fig. 2.4c linea naranja) o hasta ocasionar la divergencia del método
(Fig 2.4b y 2.4c¢ linea roja). Entonces, como se puede ver en la figura 2.4, el método no
garantiza la convergencia del algoritmo de minimizacién ni siquiera a un minimo local,
es por eso que el parametro 7, debe ser cuidadosamente seleccionado. Pero aun si pu-
diéramos encontrar un 7, 6ptimo, la metodologia tampoco nos garantiza que logremos
alcanzar un minimo global, y lo mas comun es que el método se estanque en un minimo
local. La presencia de minimos locales es comun en las funciones de costo asociadas al
entrenamiento de las RNA debido a la relacion no lineal que existe entre la entrada y la
salida de la red dada por las funciones de activacion.

Una manera de mitigar este problema es extendiendo el método del gradiente descen-
dente con una técnica llamada momento (0 momentum) que consiste en afiadir historia
a la ecuacion de actualizacion de pesos utilizando actualizaciones previas. La figura 2.5a
ilustra esta técnica donde se combina la direccion e intensidad del momento (el gradien-
te del paso anterior escalado) con el gradiente del paso actual. El efecto de esta técnica
asemeja a incorporar una componente de inercia al descenso por gradiente, como se
ilustra en la figura 2.5b. Entonces, el momento es el hiperparametro que determina qué
porcentaje de la historia del gradiente se incorpora al gradiente actual.
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=) momento
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Figura 2.5: (a) Direccion efectiva de descenso (movimiento) basada en el gradiente y
el momento, imagen basada en CS231n, MOOC. (b) Interpretacién del momento como
inercia, imagen basada en James Le, MOOC

En resumen, el algoritmo de retropropagacion nos permite modificar los pesos de la RNA
de manera tal que, con cada ajuste, se vaya convergiendo a un minimo local de la funcion
de costo Z (entrenamiento). Es decir, la funcién de costo es lo que determina qué se va
a aprender de los datos durante el entrenamiento. En los capitulos 3 y 5 se desarrollara
este tema con mayor profundidad.

Entrenamiento y conjunto de datos

Como vimos, el conjunto de entrenamiento de RNA es simplemente un conjunto de pares
(entrada,objetivo), donde el valor entrada es el dato que recibe la red en su entrada y el
valor objetivo (en inglés target) es un valor conocido que se considera correcto y que se
espera que la red aprenda a asociar al valor entrada durante el entrenamiento.

Entonces, cuando el método del gradiente descendente utiliza el gradiente medio entre
todas las muestras del conjunto de entrenamiento, se lo denomina entrenamiento deter-
ministico o por lotes (en inglés batch). Un aspecto caracteristico de las técnicas de ML es
que las funciones de costo generalmente pueden descomponerse como una suma sobre
cada muestra del conjunto de entrenamiento. Esto permite calcular una actualizacion
de los pesos sinapticos basandose en una estimacion del valor esperado del gradiente
usando s6lo un subconjunto de muestras (entrenamiento por mini-lotes o mini-batches).
Cuando el tamafio del mini-lote es igual a un elemento, entonces se lo denomina en-
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Entrenamiento por lote Entrenamiento por mini-lotes  Entrenamiento estocastico

Gradiente descendente Gradiente descendente estocastico

Figura 2.6: Efecto del tamafio del lote en la convergencia del algoritmo de retropropa-
gacion. Imagen adaptada de Andrew Ng, MOOC

trenamiento estocastico. El uso de mini-lotes supone una convergencia mas rapida (en
épocas) comparado con el entrenamiento determinista porque éste realiza una Unica ac-
tualizacion de pesos por época mientras que el entrenamiento por mini-lotes actualiza
los pesos usando una estimacion del gradiente basada en procesar un mini-lote. En ge-
neral, a esta técnica se la conoce como gradiente descendente estocastico y la idea de
introducir estocasticidad en la actualizacion de pesos es también para ayudar al entre-
namiento a salir de minimos locales que puedan estar presentes en un mini-lote pero
no en otro. La figura 2.6 muestra un diagrama idealizado de como seria el camino de
descenso usando las distintas técnicas de lotes y mini-lotes. El tamafio del mini-lote es
otro hiperparametro de entrenamiento que hay que definir.

Para evaluar o comparar la calidad del entrenamiento de una RNA, se mide la capacidad
de generalizacion de la misma, es decir, la habilidad para predecir muestras nuevas. En-
tonces, el conjunto total de muestras disponibles se divide en: un grupo que sera usado
exclusivamente para entrenar la RNA y se denomina conjunto de entrenamiento; y un
segundo grupo con muestras que no tuvieron ninguna participacion en el entrenamien-
to, que se usara para probar la capacidad de generalizacion y se lo denomina conjunto de
testeo o pruebas. Asi, de varios modelos entrenados, el mejor sera el que alcance el menor
valor medio de la funcién de costo evaluada en el conjunto de pruebas. Es importante
notar que, evaluar el valor medio de la funcién de costo en el conjunto de entrenamiento
no alcanza para medir la calidad del entrenamiento, ya que una RNA puede alcanzar un
valor de la funcién de costo muy bajo en el conjunto de entrenamiento, pero muy alto
para el conjunto de prueba. A esta situacion se la llama sobreentrenamiento o sobre-
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Subentrenamiento Ajuste correcto Sobreentrenamiento

Figura 2.7: Ejemplos en una dimension del ajuste de un conjunto de datos afectados por
ruido (puntos verdes) por parte de una funcién (p.e. una red neuronal, linea roja). La linea
verde muestra la verdadera relacion entre la variable de entrada y la variable de salida.
Los diagramas ilustran situaciones en las que la red incurre en un subentrenamiento de
los datos (panel de la izquierda), en un ajuste 6ptimo (panel central) y en un sobreajuste
de los datos (panel de la derecha). Diagramas basados en Bishop (2006)

ajuste (en inglés overfitting). Cuando hay sobreentrenamiento, la red aprende a estimar
demasiado bien los datos con los que fue entrenada, pero pierde la capacidad de estimar
muestras nuevas. Esto sucede cuando la capacidad de representacion de la RNA es muy
grande o el conjunto de datos es muy pequefio (panel derecho de la Fig. 2.7). Lo contra-
rio también es un problema y se denomina subentrenamiento, y es cuando la capacidad
de la RNA no alcanza para ajustar la complejidad de los datos y generaliza pobremente
(panel izquierdo de la Fig. 2.7 ), la solucion a este problema es simplemente aumentar
la capacidad de la RNA expandiendo su arquitectura, ya sea agregando neuronas en las
capas o agregando mas capas, y asi generar modelos mas profundos hasta encontrar la
capacidad Optima y, en consecuencia, el ajuste correcto del problema (panel central de
la Fig. 2.7).

Mitigar el sobreajuste no es tan sencillo, pero existen varias opciones y la mejor es siem-
pre agrandar el conjunto de entrenamiento cuando sea posible. Otra forma es reducir la
capacidad de la RNA para evitar que pueda aprender de memoria los datos del conjunto
de entrenamiento. Hay varias formas de hacer esto, una es simplificar la arquitectura
de la red hasta encontrar la arquitectura 6ptima, pero esto es una tarea muy compleja.
Otra forma de limitar la capacidad de la RNA es imponiendo restricciones en los pesos
de la red (regularizaciones) limitando los valores que puedan adoptar. Existen muchas
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técnicas de regularizaciéon y hay mucha bibliografia al respecto. En esta introduccion,
s6lo mencionaremos una de las mas comunes que se denomina decaimiento de pesos, en
inglés Weight Decay (WD), y consiste en incorporar un término en la funcion de costo
que penalice la norma cuadratica de los pesos de cada capa de la red. Entonces la funcién
de costo modificada queda determinada por

L
A 112
gwp =% + % ZHU) H2 (2.21)

=1

Donde w' es la matriz de pesos de la capa [, m la cantidad de elementos de w!, L esla can-
tidad de capas de lared y A es un hiperparametro que escala el término de regularizaciéon
y su valor 6ptimo suele encontrarse en forma empirica.

Otra manera de lidiar con el sobreajuste es permitir que suceda e intentar detectarlo
evaluando la capacidad de generalizacion de la red utilizando otro conjunto de datos que
se denomina conjunto de validacion. Esta metodologia consiste en utilizar primero el
conjunto de entrenamiento para modificar los pesos de la red durante una cantidad fija
f de épocas para luego usar el conjunto de validacion para determinar la capacidad de
generalizacion de la red. Si la capacidad de generalizacion aumento, continuamos con
otro paso de entrenamiento; si, por el contrario, la capacidad de generalizacion dismi-
nuyo, entonces estamos en presencia de un posible sobreajuste y entonces se detiene el
entrenamiento. A esta técnica se la llama parada temprana (en inglés, early stop) y es el
criterio que se utilizé en la experimentacion realizada a lo largo esta tesis. El hiperpara-
metro f es la frecuencia de validacion y es otro criterio de disefio que debe ser ajustado.
La figura 2.8 muestra un ejemplo de la evolucion de la funcioén de costo evaluada so-
bre el conjunto de validacion y entrenamiento como funcién de la cantidad de épocas.
La linea roja a trazos indica el nimero 6ptimo de épocas (minimo valor en la curva de
validacion) y es donde se deberia detener el entrenamiento, ya que entrenar por mas
épocas generaria sobreentrenamiento. Siempre es preferible mantener tres conjuntos de
datos (entrenamiento, validacion y testeo), porque, aunque el conjunto de validacion no
se utilizo para actualizar los pesos, participé durante el entrenamiento como criterio de
seleccion y es mejor evaluar la capacidad de generalizaciéon con un conjunto indepen-
diente que no haya tenido ninguna participacion en el proceso de entrenamiento. En la
experimentacion realizada para este trabajo, como en la mayoria de los experimentos se
utilizaron datos sintéticos, siempre se usaron tres conjuntos de datos y todas las métricas
fueron evaluadas en un conjunto de testeo independiente del entrenamiento.
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Figura 2.8: Evolucion del valor de la funcion de costo £ en funcion de la época de entre-
namiento para el conjunto de validacion (azul) y el conjunto de entrenamiento (verde).
El ajuste 6ptimo coincide con el minimo valor de la funcion de costo para el conjunto de
validacion

2.3.3. Redes neuronales convolucionales

Las redes neuronales convolucionales, en inglés Convolutional Neural Networks (CNN5s)
(Lecun, 1989), son un tipo de RNA especializadas en procesar datos con topologia reticu-
lar. Esta caracteristica las hace especialmente atractivas para procesar datos provenientes
de modelos dindmicos donde las variables espaciales estan discretizadas en un reticula
(como es el caso de los modelos que analizaremos en este trabajo). Reciben el nombre
de convolucionales debido a que implementan una operaciéon matematica denominada
convoluciéon que se define, en términos generales, como la integral del producto de dos
funciones donde una de ellas fue reflejada y desplazada respecto del eje de ordenadas. La
convolucién entre dos funciones f y g es otra funcion que suele escribirse como (f * g)
y esta dada por

(f % g)(t) = / £(t — a)g(a) da. (2.22)

En el campo especifico de las RNA, la funcién f suele denominarse como la entrada, la
funcion g es el filtro y el resultado se lo llama mapa de caracteristicas. La convolucion
descripta en la Eq. 2.22 esta definida para un dominio continuo, lo que no suele ser el caso
de las aplicaciones de RNA, por lo que suele utilizarse la version discreta. Por ejemplo, la
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convolucién entre dos campos bidimensionales y discretos F'y G dara como resultado
un mapa de caracteristicas M bidimensional y discreto de la forma:

M(i,j) = (FxG)(i,j) =Y > F(i —m,j—m)G(m,n) (2.23)

donde m y n son las dimensiones del filtro. El efecto de incrementar 7 y j representa el
movimiento del filtro a lo largo de la primera y segunda dimension respectivamente. La
Fig. 2.9 muestra graficamente la operacion de convolucién entre un campo de entrada
de dimension (5 x 5) (cuadro rojo) y el filtro de dimensién (3 x 3). Los recuadros de color
intenso muestran los elementos involucrados para el calculo del punto (i = 3,7 = 2).
Las capas convoluciones pueden tener tantos filtros como se quiera. Por ejemplo, si se
tuvieran p filtros en la capa de la Fig. 2.9, el mapa de caracteristicas seria un volumen
de profundidad p. Notese que la dimension del mapa de caracteristicas es menor que
el campo de entrada. Esto de debe a que el filtro debe solaparse con los elementos del
campo de entrada, es decir, que si el primer elemento de campo de entrada es (i =
0,7 = 0), la primera evaluacion del filtro seria en (i = 2,7 = 2). Se puede evitar este
efecto ampliando el campo de entrada (en inglés padding), por ejemplo agregando filas y
columnas con el valor de cero o con alguin valor apropiado para el problema en cuestion.

Campo entrada Filtro Mapa de caracteristicas

1 2 3 4 5 2 1 2 -7 | 8 1

6| 7 8 9|10 %|]o 1 o0 |= 13 17 21

1|12 13 | 14 | 15 -1 0 = 33 37 4

16 17 18 19 20 2:-243-1+4-2+
7-04+8-1+9-0+
21 22 | 23 24 25 12--14+13-0+414-—1=

Figura 2.9: Ejemplo de convolucién aplicada a un campo bidimensional (rojo) con un
filtro bidimensional (azul). El resultado de la operacion es el cuadro violeta. Se muestra
un ejemplo de las operaciones involucradas para el calculo del elemento del mapa de
caracteristicas remarcado en la figura (violeta intenso). Los cuadros de color intenso
marcan los elementos involucrados en este calculo.
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Finalmente, en una CNN donde se tiene una secuencia de capas convolucionales, el mapa
de caracteristica de una capa se vuelve el campo de entrada de la siguiente y asi sucesi-

vamente.
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Capitulo 3

Estimacion de la incertidumbre

Una caracteristica distintiva de los modelos de pronoéstico de sistemas dinamicos caoti-
cos es su sensibilidad a la condicién inicial, y en particular, como esta sensibilidad varia
o depende del estado. Asi, la incertidumbre asociada a los prondsticos esta vinculada a
esta sensibilidad quedando determinada también por la dinamica del sistema, y su va-
riabilidad también depende del estado, tal como se muestra en la Fig. 3.1. En el panel de
la izquierda, la condicidn inicial (CI) esta situada en una zona de baja incertidumbre del
atractor y entonces sus pronodsticos son predecibles, es decir, el error introducido en la
CI crece muy lentamente y todas las trayectorias (prondsticos) se mantienen unidas. Por
el contrario, el panel de la derecha muestra pronoésticos inicializados en una zona de alta
incertidumbre y puede verse como las perturbaciones introducidas en las CI crecen muy
rapidamente generando que los prondsticos diverjan en el corto plazo. Es importante dis-
tinguir entre esta incertidumbre, que es intrinseca y propia de la dinamica del sistema, y
la varianza estadistica asociada a la técnica de estimacion que se utilice y a la calidad y
cantidad de muestras disponibles para efectuar dicha estimacion. En este trabajo de te-
sis se busca fundamentalmente estudiar la capacidad de las redes neuronales artificiales
(RNAs) de aprender la relacion existente entre el estado del sistema y su incertidumbre
intrinseca, es decir, la que esta asociada exclusivamente a la dinamica del sistema. Tam-
bién se analizara la convergencia y la varianza de la estimacion asociada principalmente
al disefo de la arquitectura de las RNAs, la eleccion de los hiperparametros de entrena-
miento y el conjunto de datos disponible para entrenar, es decir, la varianza asociada a la
técnica de estimacion. Como veremos en este capitulo, ambas fuentes de incertidumbre
estan acopladas en la estimacion de sistemas reales de prondstico, y en consecuencia es
dificil lograr independizarlas completamente.
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Figura 3.1: Los diagramas muestran el atractor Lorenz’63 en lineas gris claro. Las lineas
de color muestras las trayectorias de prondsticos inicializados a partir de perturbaciones
de la condicion inicial (estrella azul) situada en una zona de baja incertidumbre (izquier-
da) y en una zona de alta incertidumbre (derecha).

También se estudiaran otras fuentes de incertidumbre, por ejemplo, cuando las RNAs
son entrenadas en forma supervisada, es necesario armar un conjunto de entrenamiento
donde se indique explicitamente qué debe aprender la red (objetivo de entrenamiento)
para cada ejemplo. Esto supone un desafio, puesto que, en general, no se dispone del
estado verdadero del sistema y, en cambio, solo tenemos datos parciales y con errores
de observacion y representacion. Ademas, se pretende que la red estime los parametros
de una funcion de densidad de probabilidad que, en principio, son desconocidos. Esta
es un area bastante activa de investigacion y varias estrategias fueron planteadas para
abordar una solucién. A continuacion analizaremos algunas de estas soluciones y, con
base en estos antecedentes, propondremos una nueva metodologia de entrenamiento en
la seccién 3.4 y analizaremos su comportamiento en la seccién 3.5

3.1. Entrenar directamente de un ensamble

En el capitulo 2 se introdujo la técnica de ensambles para generar prondsticos proba-
bilisticos (Sec. 2.1) y asimilacion de datos, en inglés Data Assimilation (DA) (Sec. 2.2.2).
Asi, la metodologia de ensambles es, al momento de escribir esta tesis, la técnica mas
robusta y mas utilizada para estimar incertidumbre en el contexto de los prondsticos
meteorologicos. Los ensambles proveen una estimacion directa de la incertidumbre (ej.
la dispersion del ensamble) que puede ser utilizada para entrenar una red neuronal ar-
tificial (RNA) buscando, por ejemplo, que la red sea capaz de aprender la relacion entre
los datos de entrada (ej. pronostico deterministico) y la incertidumbre estimada por el
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ensamble para el mismo plazo de pronostico.

Scher and Messori (2018) usaron esta idea. Basandose en la hipétesis de que la incer-
tidumbre de los prondsticos depende en gran medida del estado inicial, suponen que,
dada una serie suficientemente larga de prondsticos historicos, deberia ser posible infe-
rir cuales de estas condiciones iniciales conducen a un pronoéstico con un alto nivel de
incertidumbre o lo contrario.

Ellos proponen un método basado en aprendizaje profundo usando redes neuronales
convolucionales, en inglés Convolutional Neural Networks (CNNs), que entrenan para
determinar un valor escalar que represente el grado de incertidumbre asociado al estado
de la atmosfera en la entrada de la red. Entonces, la entrada esta dada por una selec-
cién de campos de variables meteorologicas en distintos niveles de presion y la salida es
un valor escalar que resume en forma global la incertidumbre vinculada a la situacion
meteoroldgica descripta por los campos en la entrada.

Campos Atmosféricos Red Neuronal Convolucional

u300hPa

incertidumbre
del
pronostico
(escalar)

i / AN
z500hPa

Figura 3.2: Esquema de RNA convolucional propuesta en Scher and Messori (2018) para
estimar un indicador de incertidumbre en los prondsticos.

El conjunto de datos utilizado por Scher and Messori para las CNN son pronosticos re-
trospectivos generados con la segunda version del modelo GEFS (Hamill et al., 2013).
Los pronésticos corresponden al periodo comprendido entre los afios 1985 y 2016 con-
tando con mas de de 10.000 inicializaciones diarias. Los datos de entrada de las CNN son
campos meteorologicos para un dominio espacial del hemisferio norte que abarca Eu-
ropa y Estados Unidos. En particular utilizan campos de altura geopotencial de 500hPa
y el viento zonal y meridional en 300hPa. Y como objetivo de entrenamiento evaltian
dos estimaciones distintas: una basada en la dispersién del ensamble del geopotencial de
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500hPa del GEFS y la otra basada en el RMSE de los diferentes miembros del ensamble
respecto del miembro control. Para eliminar la variabilidad estacional en los datos, el
error y la dispersion siempre son considerados sobre las anomalias.

Para los experimentos usaron una red con una capa convolucional de 32 canales y una
capa oculta de 32 neuronas. Las tres variables de entrada se representan como canales
separados en la capa de entrada, como se muestra en el esquema de la Fig. 3.2. Se us6
el error cuadratico medio como funcién de costo y las redes se entrenaron durante 30
épocas.

Se evaluaron diferentes plazos de pronosticos entre 3 y 6 dias. Se realizaron experimentos
con el objetivo de mostrar las propiedades estadisticas de las estimaciones y compararlas
con otras técnicas como la persistencia y la dimension local (Faranda et al., 2017), el clus-
ter de tipos meteorologicos (Ferranti et al., 2015) y la técnica de vecinos mas cercanos. Los
resultados mostraron que, en general, para todos los plazos las RNA fueron capaces de
predecir la incertidumbre de los prondsticos significativamente mejor que las otras téc-
nicas evaluadas, con excepcioén de los ensambles. También se realizé un experimento de
sensibilidad al tamafo del conjunto de entrenamiento, que mostr6 que el desempeno de
las redes aumenta junto con el tamafio del conjunto sin alcanzarse ningun aplanamiento
en la curva, lo cual sugiere que una limitaciéon de la metodologia es la falta de mas datos
histdricos.

Los autores concluyen que, si bien el método propuesto no es tan habil para predecir
la incertidumbre de los pronodsticos como la dispersion del ensamble, supera significati-
vamente a los métodos existentes. En términos de eficiencia computacional, el entrena-
miento de la red tarda unos 30 minutos en 2 GPU NVidia K80 y la inferencia en casos
de prueba (presentar a la red un campo de entrada y predecir la incertidumbre) es del
orden de segundos, y por tanto varios 6rdenes de magnitud mas barato que generar un
ensamble de simulaciones numéricas.

Continuando en esta misma linea de trabajo, en Gronquist et al. (2021) se usaron RNA
para estimar campos de incertidumbre asociados a variables meteorologicas.

Los autores entrenan CNNs para aprender la relacion entre los pronodsticos y su incer-
tidumbre (datos de entrada) dados por un ensamble pequerfio, por ende relativamente
limitado para proveer una buena estimacion de la incertidumbre, y la dispersion estima-
da con un ensamble grande de pronoésticos (objetivo de entrenamiento), que se asume
capaz de generar una estimacién mas precisa de la incertidumbre.

El conjunto de datos que utilizan son los pronosticos retrospectivos por ensamble del
Centro Europeo (European Centre for Medium-Range Weather Forecasts - ECMWF) que
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consta de 10 miembros (ENS10) mas un miembro de control. Para entrenar y contrastar
los resultados usaron los reanalisis ERA5 también producidos por el Centro Europeo.

Entonces plantean tres tareas diferentes: cuantificar la incertidumbre, corregir el sesgo
y calibrar la funcion de densidad de probabilidad, en inglés Probability Density Function
(PDF), resultante y cada una de estas tareas se aborda con una RNA diferente. Para cuan-
tificar de la incertidumbre entrenaron una RNA usando como objetivo de entrenamiento
la desviacion estandar de un ensamble de 10 miembros y como entrada un ensamble pe-
quefnio de 5 miembros. Para la correccion del sesgo entrenan una RNA utilizando como
objetivo de entrenamiento los reanalisis (ERA5) y en la entrada los campos medios del
ensamble de 5 miembros. Con esta metodologia obtienen una red que corrige parte del
sesgo sistematico presente en la media del ensamble y otra red que representa la in-
certidumbre estimada con el ensamble. Y finalmente un tercer entrenamiento, esta vez
usando como entrada las salidas de las redes previamente entrenadas. Esta ultima red se
entrena con una funcién de costo derivada de la métrica CRPS, del inglés Continuous
Ranked Probability Score (CRPS), similar a la definida en Camporeale and Care (2021)
(ver Sec. 3.3) que da una medida de cuan representativa es una observacion respecto de
una PDF. El uso del CRPS en este caso indica que no se esta aprendiendo la incertidumbre
unicamente a partir del ensamble, sino que hay un ajuste posterior en base a los analisis.

Los modelos se entrenaron para corregir y cuantificar la incertidumbre de pronésticos
a 48 horas de plazo para la temperatura al nivel de 850hPa y el geopotencial de 500hPa.
La entrada de la red consiste en los campos de temperatura, geopotencial, viento, diver-
gencia, velocidad vertical y humedad especifica en el nivel seleccionado y en tres plazos
de pronosticos 0, 24 y 48 horas. Los resultados mostraron que la red calibrada, usando
informacidén del ensamble de 5 miembros, resultd en un aumento de la eficacia de més
del 14,5 % comparado con el ensamble de 10 miembros.

Los autores concluyen que la correccion de la media del ensamble y la estimacion de la
varianza a partir de un ensamble de 5 miembros, usando RNA, permite obtener valores
de CRPS que son inferiores (mejores) a los obtenidos a partir de la media y la dispersién
del ensamble de 5 miembros e incluso inferiores a los obtenidos a partir de la media y
dispersion calculados con el ensamble de 10 miembros. Esto ultimo probablemente se
deba a la calibracion final que se introduce con la red entrenada usando al CRPS como
funcién de costo.
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3.2. Entrenar usando la verosimilitud de los datos

La aproximacion de funciones consiste en obtener una funcién fi(x) que aproxime a otra
funcién desconocida pi() de la cual sélo se tiene un conjunto de valores observados y(x)
que, en la mayoria de los casos, suelen estar sujetos a errores intrinsecos a la obtencion
del dato, por ejemplo: errores de mediciéon. Asumiendo que dichos errores tienen dis-
tribucién gaussiana, podemos describir las observaciones mediante el siguiente modelo

y(z) ¥ (), o(x)) (3.1)

donde o(z) representa la desviacion estandar del error y puede ser interpretada como
errores que desplazan a la observacion y(z) de su valor medio ().

salida de

medias
objetivo de
y entrenamiento

salida de
varianzas

entrada

Figura 3.3: Esquema de la RNA propuesta para estimar ji(z) ~ p(z) y 6(z) =~ o(x)
entrenada usando las observaciones y(x).

Cuando usamos RNA para aproximar una funcién, utilizando las observaciones como ob-
jetivo de entrenamiento, se puede interpretar que la salida de la red fi(x) es un estimador
de la media poblacional u(x) de la distribucidn de las observaciones y condicionada en
x. En este trabajo, nuestro objetivo es, ademas de estimar la media de la distribucion
(fi(x)), cuantificar la incertidumbre asociada a dicha prediccion (6(z)) basandonos uni-
camente en el conjunto de observaciones y(z). Cuando la desviacion estandar del ruido
7 (x) depende de x el problema se denomina heterocedastico y podemos definir o como
la desviacion estandar poblacional del ruido presente en las observaciones condicionada
a la entrada x. Cuando el ruido no depende del estado del sistema, se denomina homoce-
dastico. A lo largo de esta tesis supondremos siempre que el error es heterocedastico y el
desafio es encontrar la relacion entre el estado del sistema y el ruido o la incertidumbre.
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Este problema se introduce en Nix and Weigend (1994), siendo uno de los trabajos semi-
nales en el uso de RNA para la estimacion de PDF. En ese trabajo se propone maximizar
el logaritmo de la verosimilitud de las observaciones como método para aproximar de
manera conjunta ji(z) ~ p(x)y 6%(z) ~ o(z)? (esquema de la Fig. 3.3). Si asumimos
que el ruido en las observaciones sigue una distribucién gaussiana, entonces podemos
obtener la verosimilitud de la i-ésima observacion y; = y(z;) condicionada a = y a los
pesos de la red w como:

(3.2)

Pyl w) = (2752) 7* exp [_M}

=2
207

Dado que maximizar una funcion es equivalente a minimizar el negativo de la misma,
podemos obtener la siguiente funciéon de costo tomando el negativo del logaritmo de la
verosimilitud de todas las observaciones presentes en el conjunto de entrenamiento:

L[ (yi — fu)? ~
gzzi {Tiz—i—lnaf (33)

Notar que en el caso homocedastico en donde ¢ se asume independiente de z, su valor se
puede remover de la funcion de costo, ya que pasa a ser una constante que no influye en
la ubicacién del minimo de la misma. En este caso obtenemos el error cuadratico medio.
Dicho de otra manera, el error cuadratico medio nos provee el estimador de maxima
verosimilitud bajo la hipétesis de que el ruido de los datos es independiente de la entrada.
Nix and Weigend usan la funcién de costo 3.3 para entrenar una red totalmente conecta-
da similar a la del esquema de la Fig. 3.3 donde un grupo de neuronas en la capa de salida
produce la estimacion de las medias ji(z) y otro grupo estima las varianzas %(z). Los
autores sugieren que cada salida esté completamente conectada a su propia capa oculta,
es decir, que las salidas de medias y las de varianza no compartan neuronas en la capa
oculta, ya que esta configuracion les dio mejores resultados. Ademas, para garantizar el
correcto entrenamiento de la RNA es importante que la funcion de costo 3.3 esté definida
para todo z, es decir, que la varianza no tome el valor cero. Para evitar esto, inicializan
los pesos de la red de manera aleatoria pero asegurandose de que la estimacion inicial de
las varianzas sea uno para todo el espacio de los datos de entradas. Esta eleccion ademas
tiene la ventaja de no asumir un comportamiento determinado de las varianzas antes de
que la estimacion de la media empiece a converger. Para reforzar esta idea, proponen no
actualizar los pesos de las varianzas durante los primeros pasos del entrenamiento hasta
lograr obtener una estimacion de las medias relativamente buena. Para entrenar la red
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usan la funcién de costo 3.3 y el algoritmo de retropropagacion definido en la secciéon
2.3.2. Entonces, reemplazando Eq. 3.3 en Eq. 2.18 nos queda determinada la ecuacion de
actualizacion de los pesos de salida de la red de la siguiente manera:

Y
Awy,j = nlrwhj(xi) (3.4)

i
donde 7, es la tasa de aprendizaje, w, ; son los pesos de la capa de salida y h;(x;) repre-
senta el resto de las capas de la red neuronal que no dependen de 2.
Una interpretacion adicional del gradiente de la funcién de costo dada por 3.4 consiste
en asociar la varianza con la tasa de aprendizaje 7;, resultando en el factor 4. Es decir

(3

que, en patrones de entrada para los cuales o2 es menor, la tasa de aprendizaje se ve am-
plificada respecto a los casos en donde ésta es mayor. Asi, dada una RNA con una cierta
capacidad, el ruido heterocedastico implica darle mas peso a determinadas instancias del
conjunto de entrenamiento (aquellas con menor error) por sobre otras (con error mayor).
Finalmente, Nix and Weigend advierten que esta metodologia es muy sensible al sobre-
entrenamiento y que solo deberia usarse con conjuntos de entrenamiento grandes. Esto
es facil de ver si pensamos que, cuando tenemos un conjunto de entrenamiento muy
pequefio, la red puede aproximar perfectamente el conjunto de entrenamiento, lo cual
implicaria que las varianzas tiendan a cero y no logren estimar la incertidumbre asociada
a las observaciones. Ademas, es importante notar que estamos infiriendo la varianza del
ruido por lo que se requiere de mas muestras que en el caso de la media.

Este problema también es abordado en Bishop and Qazaz (1997) pero desde un enfoque
diferente. Ellos sefialan que la estimacion de la varianza basada en maxima verosimili-
tud es sesgada porque busca maximizar la probabilidad conjunta de y y o. Tal como se
menciond anteriormente, debido a que la media (1) se estima a partir de los datos en
el conjunto de entrenamiento D, esta puede incorporar parte del ruido presente en las
observaciones y esto conduce a una subestimacion de la varianza. Ellos analizan el pro-
blema desde un enfoque bayesiano y usan la propuesta de MacKay (1992) de, en vez de
maximizar la verosimilitud de los datos, maximizar la verosimilitud marginal integrando
la dependencia sobre 1

p(Dlo?) = / p(Dlo?, pw)p(p)dp (3.5)

De esta manera, se logra una estimacion insesgada de 02, o de manera equivalente, de
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los pesos de la RNA correspondientes a la estimacion de varianzas (w,). Esto conduce a
un anélisis bayesiano jerarquico donde los parametros i y 52 son considerados variables
aleatorias que dependen de los pesos de las redes w,, y w, respectivamente (usan redes
distintas para aproximar cada uno de los parametros). Ahora nos queda definir el término
p(1) que es la probabilidad a priori (o prior) del parametro i o de forma equivalente de
los pesos w,,. Bishop and Qazaz definen para cada red priors gaussianos de la siguiente

manera:

1
plwlay) = (52) exp{ Sl | (36)
2m 2

donde «, (v, para los pesos de la red de medias y v, para los pesos de la red de
varianzas) son hiperparametros de entrenamiento. Al desarrollar las ecuaciones del mo-
delo bayesiano jerarquico, suceden dos cosas interesantes. La primera es que las hiper-
priors aparecen en las ecuaciones a minimizar como términos independientes de la forma
(% |lw||®), es decir, como regularizaciones sobre los pesos de la red. En efecto, la regu-
larizacion por decaimiento de pesos, en inglés Weight Decay (WD), puede obtenerse a
partir de suponer un prior gaussiano para los pesos de la red con media cero y varianza
igual al factor de decaimiento. Lo segundo es el algoritmo de entrenamiento de los pesos
w, y W, que Bishop and Qazaz lo describen como un bucle externo en el que el valor mas
probable (w,;p) de los pesos w, de la red de varianzas se encuentra por minimizaciéon
de la posterior (p(wo|D, W, p, 0w, )) ¥ un bucle interior que encuentra el valor 6ptimo
para w,,,, , minimizando la posterior (p(w,|D, We s p, ). Entonces, w, evoluciona en
una escala de tiempo rapida y w, en una escala de tiempo lenta.

Como ya se comentd, Nix and Weigend también concluyeron algo similar. Aunque su
metodologia permite estimar ;1 y o2 en forma conjunta, observaron que en la practica
los mejores resultados se obtienen entrenando primero los pesos de la red de medias sin
actualizar los pesos de la red de varianzas y, cuando la estimaciéon de medias es robusta,
permitir actualizar los pesos de la red de varianzas. En esta tesis, se empleara un proce-
dimiento similar a este en donde las redes son entrenadas por separado, primero la de
medias y luego la de varianzas, no permitiendo la interdependencia de ambos parametros
como se vera en el capitulo siguiente.

Esta metodologia, entrenar usando la verosimilitud, fue puesta en practica con datos
reales de observaciones de estaciones meteorologicas de superficie y con datos de un
modelo de pronoéstico numérico (MPN) en Wang et al. (2018). Ellos disefiaron un método
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raerl
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ENC DEC

Figura 3.4: Esquema de fusion de datos de estaciones meteorologicas con prondsticos
numéricos propuesto en Wang et al. (2018). La red neuronal ENC codifica la evolucion
dinamica de las observaciones a un espacio latente C,, y la red neuronal DEC combina

- c o f ~ - o,
el pronostico numérico x;,, ..,y Cy, para obtener (fim+1 y Grm+1) que son la estimacion

del estado y la incertidumbre del prondstico respectivamente.

donde fusionan observaciones del pasado y pronosticos numéricos para entrenar RNA
profundas que aprenden a corregir parte del error presente en los pronosticos ademas
de estimar la incertidumbre asociada a los mismos. Al igual que Nix and Weigend (1994),
asumen que el error tiene una distribucion normal y usan el logaritmo negativo de la
verosimilitud gaussiana como funcion de costo (Ec. 3.3). Especificamente, construyen el
conjunto de entrenamiento a partir de secuencias temporales de observaciones y,,—....m
de longitud n y prondsticos numeéricos xﬁlm ; inicializados en el tiempo m para un
plazo de tiempo /.

La forma de combinar las observaciones puntuales de las estaciones meteorolégicas con
los pronosticos es mediante dos RNA, una es un codificador (ENC) y la otra un deco-
dificador (DEC) ambos de capas LSTM del inglés Long-Short Term Memory (Srivastava
et al., 2015) como se indica en la figura 3.4. Entonces, las observaciones ¥,,,_n, ., son
presentadas al codificador que aprende una caracterizacion de la evoluciéon dinamica de
las observaciones en el espacio latente C,,, = ENC(¥y,_,... ). El decodificador utiliza el
espacio latente de las observaciones y los pronosticos numéricos xfnm 4; para aprender
una version corregida del pronoéstico fi,,1; y su correspondiente incertidumbre 7, ;:

fimt1, Omis = DEC(Chy, A

m,.m+l
En Wang et al. (2018) realizaron varios experimentos de comparacion y sensibilidad don-
de las RNA entrenadas usando una funcién de costo basada en la verosimilitud gaussia-
na, del inglés Likelihood (LKHD), mostraron resultados superadores, aunque notaron
que esta técnica requirié mas iteraciones para converger y que esto puede deberse a que
tiene que optimizar dos magnitudes simultaneamente.
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Las conclusiones a las que llegan Wang et al. concuerdan con las predichas por Nix and
Weigend y por Bishop and Qazaz dando a la estimacion de la incertidumbre con RNA
entrenadas con LKHD una fuerte base analitica y una demostracion practica.

3.3. Entrenar usando la métrica CRPS

En Camporeale and Caré (2021) también se analiza el problema de la asignacién de in-
certidumbre a predicciones puntuales, pero haciendo especial hincapié en la calibracion.
Ellos plantean que, cuando se trata de una prediccion probabilistica, la calibracién o
confiabilidad es tan importante como la precision y la definen como el requisito de que
la probabilidad estimada sea similar a la frecuencia de ocurrencia esperada del suceso, es
decir, que exista coherencia estadistica entre las predicciones probabilisticas y la ocu-
rrencia observada de un determinado suceso. En predicciones de sucesos discretos mide
que, si la probabilidad pronosticada del suceso es p, el mismo ocurra en promedio con
frecuencia p. Este concepto puede extenderse a los pronoésticos de variables continuas,
por ejemplo mediante diagramas de confiabilidad o curvas de CRPS.

Camporeale and Caré demuestran que el posprocesamiento de la calibracion compite
con la precision y que, por lo tanto, hay que buscar un equilibrio 6ptimo entre estas
dos cualidades igualmente importantes de un prondstico probabilistico. Asi, dos mode-
los con idéntica calificacion para una métrica basada en el error (ellos lo muestran para
LKHD, pero lo mismo ocurre con el CRPS) pueden tener diagramas de confiabilidad no-
tablemente diferentes. Por lo que minimizar una funcién de costo como LKHD o CRPS
para errores fijos no implica necesariamente lograr un modelo bien calibrado. Aunque
los autores aclaran que no estan sugiriendo que cualquier modelo generado mediante
la minimizaciéon de LKHD esté inevitablemente mal calibrado, es necesario implementar
algiin procedimiento que la garantice ya sea de forma explicita incorporandola directa-
mente en la funcién de costo, o implicitamente a través de algin mecanismo durante el
proceso de entrenamiento.

Entonces introducen una funcion de costo que implementa este compromiso, y que de-
nominaron funcién de costo basada en la precision y la confiabilidad, en inglés ACCurate
and Reliable Uncertainty Estimate (ACCRUE) y que utiliza la métrica CRPS para medir la
precision y derivaron una formula analitica para la confiabilidad RS del inglés Reliability
Score basada en distribuciones gaussianas. Entonces, dado un pronéstico probabilistico
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(i, 0) y una observacion y°, el CRPS se define como:

CRPS = / T W) — Hy— )P dy (3.7)

[e.e]

donde C(-) es la funcién de distribucién acumulada del pronéstico y H(+) es la funcion
Heaviside. Asi, el CRPS para distribuciones gaussianas es:

CRPS(¢,0) = o lgerf (\/%a) + \/gexp (—26722) - %] (3.8)

donde € = y°—  es la distancia entre la media del pronoéstico y la observacion. Esta ecua-

cion, al igual que LKHD, no garantiza por si sola la calibracion, y entonces introducen
una métrica de confiabilidad para pronoésticos probabilisticos normalmente distribuidos
que compara la distribuciéon acumulada empirica del pronoéstico con una distribucion
normal estandar. Los errores normalizados € son calculados sobre una muestra de N
predicciones-observaciones de manera que tengan una distribucién normal estandar con
cdf ©(e) = 3(erf(¢) 4 1). Y entonces definen:

RS — /_ T 16(e) — (o)) de (3.9)

[e.9]

donde C.(-) es la distribuciéon acumulada empirica del error estandar «:

Ce(e) = % Z H(e — &) (3.10)

o __ . , .
cong; = W =1 Opsérvese que cada error (10 — ;) se estandariza con respecto a una o;
V20, ?

diferente (depéndiente de los datos de entrada). La integral de la Ec. 3.9 se puede calcular
analiticamente, obteniendo:

RS =) [%(erf(ai) +1)— ;2(% 1)+

i=1

exp(—¢e?) 1 /2
2V

N—\/7_T — —A/— (3.11)

Esto da lugar a un problema de optimizacion de dos objetivos. Camporeale and Care
demuestran en su trabajo que CRPS y RS no pueden alcanzar simultaneamente su valor
minimo, y entonces no existe una solucién Unica para las varianzas que minimizan RS
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y, por lo tanto, los autores consideran mas adecuado interpretar a RS como un término
de regularizacion en la funciéon de costo ACCRUE. Para resolver este problema de doble
optimizacién, Camporeale and Care deciden escalar la funciones de la siguiente manera:

ACCRUE = 3 - CRPS + (1 — )RS (3.12)

con

o Rsmin
B CRPsmin + RSmin

B (3.13)

siendo CRPS, = (+/(log4)/2N) 3 | &, que es simplemente el error medio escalado
Y RSpin que es un valor que s6lo depende de V.

Finalmente los autores sugieren desacoplar la funcion que aproxime el valor medio del
estado y(x) y utilizar ACCRUE para estimar inicamente la varianza o%(z). Esto permite
usar, por ejemplo, un modelo fisico para predecir la dinamica y ACCRUE para estimar
la incertidumbre de la prediccion.

3.4. Propuesta: entrenar directamente del error

Entonces, hemos visto que las RNA pueden ser buenos estimadores de la incertidumbre
de los pronodsticos. Ya sea entrenandolas mediante una metodologia directa usando las
predicciones de un ensamble (Scher and Messori 2018 y Gronquist et al. 2021) o median-
te un entrenamiento indirecto donde se usan observaciones historicas como en Nix and
Weigend (1994), Bishop and Qazaz (1997), Wang et al. (2018) y Camporeale and Care
(2021) sin requerir informacion a priori de la varianza del error. Ambos enfoques, co-
mo hemos analizado, tienen ventajas y desventajas. Los métodos basados en ensambles,
como aprenden directamente la incertidumbre del ensamble, pueden entrenarse usando
una funcién de costo basada en el error cuadratico medio, lo cual conduce a una conver-
gencia mas simple (puesto que no se realiza una optimizaciéon doble de media y varianza )
y mas rapida (ya que resulta menos sensible a los hiperparametros) y ademas no sufren,
en principio, de inestabilidades numéricas ni son tan sensibles al sobreentrenamiento
porque no hay inversion de la varianza durante el entrenamiento. Pero como los ensam-
bles tienen dificultad para representar el error de modelo, a menos que sean disefiados
cuidadosamente para minimizar este efecto, el error sistematico afecta a la estimacion
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Capitulo 3. Estimacion de la incertidumbre

de la varianza siendo necesaria una calibracion adicional.

Mientras que los métodos que aprenden de las observaciones pueden considerar el efec-
to de los errores de modelo en la estimacion de la incertidumbre, y simultaneamente
estimar su componente sistematica, pero son mas complejos de entrenar porque deben
realizar una doble optimizaciéon. Ademas, las funciones de costo como LKHD y CRPS,
que incluyen en su formulacion la inversion de la varianza, son muy sensibles al sobre-
entrenamiento y generan inestabilidades numéricas durante el entrenamiento.

|-
(@]
£ 41 : muestras
Q
+ ensamble
31 )
2_
1_
6.2
O_
0.2 0.4 X 0.6 0.8 1.0
estado

Figura 3.5: Diagrama de dispersion del valor de la variable de estado (eje x) y el error
del pronostico (eje y) asociado a cada muestra del conjunto de datos histéricos (puntos
azules), la banda naranja identifica las muestras pertenecientes a un intervalo Ax alre-
dedor de un valor de estado determinado y & es la varianza empirica de las muestras
dentro de la banda. Las cruces verdes sefialan el error de cada miembro de un ensamble
(10 miembros en este caso) respecto de la media y & es la varianza empirica calculada
sobre el ensamble.

En todo caso, ambos métodos no tienen porque converger al mismo valor de varianza pa-
ra un estado dado. Aun si consideramos un ensamble y un conjunto de datos histéricos lo
suficientemente grande, el error de modelo presente en el ensamble no est4 representado
en la varianza, lo que hace a ambas metodologias intrinsecamente distintas.

La Figura 3.5 muestra un esquema que busca aclarar las diferencias y semejanzas entre
los dos métodos. En los ensambles de prondsticos, la varianza se estima a partir de la
distancia entre los miembros (que son posibles realizaciones del estado del sistema a
un dado tiempo) y la media del ensamble. Los miembros del ensamble se generan bajo
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ciertas suposiciones respecto de los errores presentes en las condiciones iniciales del
pronostico y de los errores de modelo. La calidad de la estimacion esta condicionada
por el tamafio del ensamble y por la validez de dichas suposiciones. Por otra parte, al
usar una secuencia historica de estados posibles, los errores del pronoéstico se estiman a
partir de la diferencia del estado pronosticado y de una estimacion del estado verdadero
del sistema (ej. un analisis). La estimaciéon de la varianza surge de considerar dichas
diferencias en una determinada region del espacio de fase, que esquematicamente esta
representada por la banda naranja en la Fig. 3.5. En este caso, la calidad de la estimaciéon
esta condicionada por la cantidad de trayectorias que atraviesan esa region del atractor
que su vez depende de la cantidad de datos histéricos disponibles. También depende de
qué tan buena sea nuestra estimacion del verdadero estado del sistema. Por este motivo,
las varianzas estimadas al entrenar directamente del ensamble no son necesariamente
las mismas que las obtenidas al entrenar con datos histéricos. En la Fig. 3.5 podemos
ver que para las redes que se entrenen con la varianza del ensamble, es esperable que
aproximen a & al ser evaluadas para el estado Z ya que asi fueron entrenadas. Mientras
que para el mismo estado, las redes entrenadas para minimizar una funcién de costo

sobre el conjunto de datos histéricos se espera que estimen 2.

3.4.1. Estimacion basada en el error de pronostico

Asi como esta planteada, la figura 3.5 sugiere la posibilidad de entrenar de forma directa
usando como objetivo de entrenamiento 2, en vez de usar 2. Es decir, entrenar las
varianzas usando como objetivo de entrenamiento directamente el error cuadratico. Esta
definicion es similar a la propuesta en Scher and Messori (2018) en el sentido que se
utilizan estimaciones locales del error para inferir la varianza del error, solo que en vez
de estimar un escalar para representar la incertidumbre asociada al vector de estado
como en Scher and Messori (2018), se podria estimar el vector completo de varianzas
asociado al estado.

Definir el error en sistemas dinadmicos complejos no es sencillo ya que usualmente se
desconoce el estado verdadero del sistema y solo se dispone de una aproximacion. Co-
mo se discutio en la seccién 2.2.1 los estados analizados son la mejor aproximacion al
estado verdadero que podemos disponer, ya que combinan pronostico y observacion lo-
grando filtrar parte del error sistematico. Supongamos entonces que disponemos para
el entrenamiento de los estados analizados medios X y queremos disefiar una funciéon
de costo que nos permita generar un pronodstico probabilistico a partir de un pronoéstico
deterministico x?. Llamamos a esta funcion de costo funcién de costo basada en el error,
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Entrada Salida Objetivo
]
]
3
€] (fi1 x(f)z
& = (a, — 37‘21)2
€3 = (fi wg)z

Figura 3.6: Esquema de una RNA donde se muestran los datos de entrenamiento usando
la funcién eMSE. La entrada de la red es el vector de estado pronosticado x? (en azul), y la
salida son los vectores de media 1 y varianza &2 indicados en color rojo. Cada elemento
en la salida de la red es comparado con un valor objetivo (en verde) calculado por la
funcién eMSE a partir del analisis x* del conjunto de entrenamiento.

en inglés extended Mean Squared Error (eMSE), ya que utiliza la métrica MSE (funcién
de costo basada en el error cuadratico medio, en inglés Mean Squared Error) en combi-
nacion con un objetivo basado en una estimacion local del momento estadistico que se
busca estimar.

Asi, dado un estado x y suponiendo que la distribucién de los posibles estados futuros
del sistema es gaussiana, la RNA provee una estimacion de la PDF de dichos estados a
través de los momentos de primer y segundo orden (fz; %) como lo indica la figura 3.6.
El error cometido por la red puede ser calculado de la siguiente manera:

E=X"— [ (3.14)

donde € es el error cometido por la red y lo usaremos para definir el primer término (77)
de nuestra funcién de costo eMSE:

T, = €'€ = MSE(x%, fi) (3.15)

A continuacion, el error al cuadrado €2 se utiliza como estimacion local de la varianza
(ver Fig. 3.6) y llamaremos a este término 75:

Ty = (6% — &) (6% — &) = MSE(6?, &%) (3.16)
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donde los cuadrados denotan productos elemento a elemento o producto de Hadamard,
es decir, € = € © €. La funcion de costo queda definida entonces por la suma de cada
término ponderada por los hiperparametros a,:

Zemse = arly + 1. (3.17)

Es interesante notar que la eleccion de los coeficientes o no solo nos permite dar mas
relevancia a un momento por sobre otro, sino que también nos permite elegir un tinico
momento al hacer alguno de los coeficientes igual a cero. Esta ultima propiedad sera
utilizada en el proximo capitulo donde se entrenaran redes separadas, una que estima
s6lo la media y otra que estima sélo varianza.

3.5. Analisis comparativo

La funcién de costo LKHD fue muy estudiada y usada en varios contextos como vimos en
este capitulo, por eso, la utilizaremos como base de comparacioén para evaluar la funcién
de costo eMSE propuesta en este trabajo.

3.5.1. Analisis de convergencia

Dos aspectos importantes para estudiar al momento de analizar una funcioén de costo
son el valor minimo de la funcién, porque indica efectivamente lo que se aprende, y
los gradientes en la curva de nivel, porque nos brinda informacion util de como sera la
convergencia y las dificultades que podremos encontrar durante el entrenamiento.

Primero analizaremos la funcién de costo eMSE vy, en particular, la sensibilidad a los pa-
rametros o de su formulacion (Ec. 3.16) y luego la compararemos con la funciéon LKHD.
La figura 3.7 muestra el valor medio (intensidad de color) de la funcion de costo evaluada
sobre una muestra de puntos en funcién de los pardmetros y1 y o2, Para realizar este gra-
fico, se genera una muestra & de 10000 elementos obtenida a partir de una distribucion
de probabilidad dada. Se eligi6 evaluar cuatro muestras de distribuciones de caracteris-
ticas diferentes. La distribucion gaussiana (primer columna Fig. 3.7 ) se eligié porque
las funciones de costo que evaluaremos asumen que la muestra es gaussiana. La funciéon
LKHD lo asume de forma explicita en su formulacion y la funcién eMSE, al estimar so-
lo dos momentos de la distribucion, lo asume implicitamente. La segunda columna de
la figura 3.7 se construy6 en base a una muestra generada a partir de una distribuciéon
gamma que, a diferencia de la gaussiana, es asimétrica y la moda es distinta de la media.
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La distribucion uniforme (tercera columna) se eligié porque es simétrica pero no tiene
una moda definida. Y la ultima columna es una combinacion de dos gaussianas que da
como resultado una distribucién multimodal.

Al interpretar la figura 3.7 en un contexto de minimizacién de la funcion de costo, los
paneles representan superficies de convergencia hacia el valor minimo. Lo primero que
podemos observar es que no todos los minimos coinciden con los valores muestrales /i
y ¢ p de la primer fila. Sobre todo para las distribuciones no gaussianas y en especial para
valores de aw altos. En particular, para a; = 1 y las distribuciones gamma y binormal
(segunda y cuarta columna respectivamente) el punto minimo (ftin, Omin) de la funcién
de costo es muy diferente de los valores muestrales. Esto coincide con los resultados
de Camporeale and Care (2021) y con los experimentos de Nix and Weigend (1994) y
Bishop and Qazaz (1997) que recomendaban no optimizar ambos parametros (1 y o) en
simultaneo. A medida que decrementamos el valor de aw, y en consecuencia debilitamos
la interrelacion entre i y o2, los valores minimos coinciden con los muestrales. Para
ag = 0,01 se puede ver que las curvas de nivel muestran un muy alto gradiente en p
(casi independiente de 0%) y un gradiente muy suave en o2 (casi independiente de /).
En la figura 3.8 se comparan las curvas de nivel de LKHD y de eMSE. Los minimos alcan-
zados por ambas funciones de costo se dan, practicamente, para el mismo par (fimin, 02, )
en todas las distribuciones evaluadas. Pero la forma de la superficie de convergencia es
distinta. La funcion LKHD (paneles verdes) muestra valores muy altos y con un gradien-
te muy pronunciado para valores de o2 cercanos a cero. Para valores alejados de cero, los
gradientes son mas suaves y estan relativamente balanceados entre las direcciones de p
y 0% en comparaciéon con eMSE (paneles rojos). Se puede considerar que valores de o
muy cercanos a cero son conceptualmente un error, y en consecuencia, una funciéon que
penalice fuertemente estos valores parece deseable. En este sentido, la funcion LKHD
parece tener una ventaja sobre eMSE que no penaliza valores de o2 cercanos o iguales a
cero. Pero, por otro lado, la inversion de la varianza presente en LKHD, puede inestabi-
lizar numéricamente el algoritmo de minimizacién dificultando el entrenamiento sobre
todo en casos de sobreentrenamiento Nix and Weigend (1994)

3.5.2. Ejemplo de estimacion de la incertidumbre usando redes
neuronales

En la seccion anterior, se compararon y analizaron algunas propiedades de las funcio-
nes LKHD y eMSE. Ahora las utilizaremos para entrenar sendas RNAs que estimen la
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probabilidad de y dada por:

P(ylz) ~ N (py(2), 05 (x)) (3.18)
con

py(z) = 2°

a%(x) = sin(2rz? +107?) (3-19)

Para el entrenamiento se generaron 20.000 muestras de x a partir de una distribuciéon
uniforme (% (0, 1; 1) para construir los pares (z,y) segun la ecuacion 3.18. Del total de
muestras se separaron 500 para validacion y el resto se utiliz6 para entrenar las RNA. La
RNAs utilizada es un perceptron multicapa de 1 neurona en la capa de entrada, 2 capas
ocultas con 30 neuronas cada una y 2 neuronas en la capa de salida (una para estimar p
y otra para o2). Todas las capas tienen una funcién de activacién tanh salvo la capa de
salida que usa una funcioén de activacion lineal.

Los resultados en la figura 3.9 muestran que ambas metodologias logran estimar muy
bien la variabilidad de la incertidumbre en este ejemplo sencillo. También se puede ob-
servar una mayor tendencia de la funcion eMSE a sobrestimar los valores de varianza
cuando estos son cercanos a cero. Este es un punto que seguiremos analizando a lo largo
de los siguientes capitulos.
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Figura 3.7: Los paneles muestran el valor medio de la funcion de costo evaluada sobre
todos los elementos de cada muestra en funcion de 1 (eje de abscisas ) y o (eje de orde-
nadas). La fila superior muestra los histogramas (linea y barras azules) correspondientes
a las 4 muestras que se usarnon para evaluar la funcion eMSE (paneles de las filas dos a
cuatro). Se evaluaron tres valores distintos para el coeficiente oy (ver Ec. 3.17) indicados
a la derecha de cada fila. Se uso6 el coeficiente a; = 1 en todos los casos. Los valores [i
y 62 en la primer fila corresponden a la media y varianza muestrales respectivamente.
Los valores fiin Y 02, que figuran en el titulo del resto de los paneles representan los
valores para los cuales la funcién de costo alcanzé el minimo. En las filas dos a cuatro, la
intensidad del color determina el valor de la funcién de costo, los colores oscuros repre-
sentan valores bajos y los claros valores altos. Junto con los histogramas (fila superior)
estan dibujadas la densidad de probabilidad correspondiente a la gaussiana con i, ¥

o2 . de las funciones de costo evaluadas (curvas rojas).
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Figura 3.8: Idem figura 3.7, pero en este caso, se comparan las funciones de costo LKHD
en verde y eMSE en rojo.
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Figura 3.9: Prediccion de la probabilidad de y (en azul) dada por RNAs entrenadas con
la funcion de costo LKHD (arriba) y eMSE (abajo). El sombreado naranja representa la
varianza real o (z) del conjunto de datos.
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Capitulo 4

Pronosticos Probabilisticos

Los prondsticos por ensambles son, hasta ahora, el enfoque méas exitoso para producir
pronodsticos a diferentes plazos, junto con una estimacion de su incertidumbre. Las prin-
cipales limitaciones del prondstico por ensamble son el elevado coste computacional y la
dificultad para captar y cuantificar las diferentes fuentes de incertidumbre, en particular
aquellas asociadas a los errores del modelo.

El objetivo de este capitulo es analizar en qué medida una red neuronal es capaz de iden-
tificar las diferentes fuentes de incertidumbre presentes en un pronoéstico, en particular
las asociadas a las condiciones iniciales y las introducidas por el error del modelo. Pa-
ra lograr este objetivo, se realizaron experimentos con un modelo dinamico sencillo en
un escenario de modelo perfecto, en el que la fuente de incertidumbre sélo es introdu-
cida por las condiciones iniciales, y en un escenario de modelo imperfecto en el que el
error del modelo contribuye también a la incertidumbre en los pronoésticos. Estos experi-
mentos se repitieron para diferentes plazos de prondstico y se compararon tres técnicas
diferentes de entrenamiento para estimar la incertidumbre mediante redes neuronales.
Ademas, se llevaron a cabo experimentos con datos reales como prueba de concepto pa-
ra evaluar el rendimiento de las metodologias utilizando datos de un modelo numérico
meteoroldgico de ultima generacion.

4.1. Diseilo experimental

Se realizaran experimentos utilizando el sistema dinamico caético simple descrito en
Lorenz (1995) para evaluar el rendimiento de las redes neuronales artificiales (RNAs).
Se consideran dos escenarios diferentes, un escenario en el que el modelo utilizado para
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estimar el estado del sistema y producir pronosticos es una representacion perfecta de
la dinadmica del sistema (es decir, 7, = 0 en la Ec. 2.1) y otro escenario en el que se usa
un modelo aproximado (o subrogado) en donde parte de la dinamica del sistema no esta
representada y, por tanto, los prondsticos se ven afectados por los errores del modelo.

4.1.1. Escenario de modelo perfecto

En el escenario de modelo perfecto (EMP) se utiliza la versiéon de una sola escala del
sistema dinamico de Lorenz (Lorenz, 1995) dado por la siguiente ecuacion

d:l?(i)
dt

= —T(i—2)T(i—1) T T(i—1)T@+1) — Ty + F, (4.1)

donde x(;) es la componente i-ésima del vector de estados x y F' es una constante que
representa un forzante externo que determina cuan caético sera el sistema. Se imponen
condiciones de contorno ciclicas para que este sistema de ecuaciones se asemeje a un
sistema forzado advectivo-disipativo sobre un circulo de latitud.

En primer lugar, se realiza una larga secuencia de integracion del modelo, que represen-
ta la verdadera evolucion del sistema la cual se asume desconocida. Llamaremos a esta
secuencia de estados: estados verdaderos o verdad. E1 modelo se integra durante 500 uni-
dades de tiempo utilizando el método Runge-Kutta de 4° orden, con un forzante F' = 8§,
un paso de tiempo de 0,0125 unidades de tiempo y N, = 8 variables de estado. En se-
gundo lugar, se genera un conjunto de observaciones a partir de los estados verdaderos
anadiendo ruido gaussiano no correlacionado en espacio ni en tiempo, con media cero
y covarianza R = %1y con 0z = 1. Todas las variables de estado se observan cada 4
pasos de tiempo (0,05 unidades de tiempo).

Las condiciones iniciales para los pronosticos numéricos se generan utilizando un siste-
ma de asimilacion de datos basado en ensambles (the Local ensamble Transform Kalman
Filter, LETKF; Hunt et al., 2007), que permite obtener una estimacion del estado del siste-
ma a intervalos regulares de manera secuencial (es decir, en este caso cada 0,05 unidades
de tiempo que es cuando hay observaciones disponibles). Se utiliza un ensamble de 50
miembros para generar los analisis, ya que aumentar la cantidad de miembros no resulta
en una mejora considerable en la calidad del analisis. La asimilacion de datos se lleva a
cabo para toda la longitud de la integracion verdad dando un total de 13000 estimaciones
del estado del sistema y su incertidumbre asociada. Estos analisis seran utilizados para
entrenar y verificar las redes neuronales de la siguiente manera: 7000 se utilizan para el
conjunto de entrenamiento, 3000 para la validacion y 3000 para evaluacién. Por ultimo,

56



4.1. Disefio experimental

se generan dos conjuntos de prondsticos: un prondstico por ensamble en el que cada
miembro se inicializa a partir del analisis del miembro correspondiente y un prondstico
deterministico inicializado a partir del analisis medio, ambos seran usados durante el
entrenamiento. Los pronoésticos se integran hasta un plazo maximo de 3,5 unidades de
tiempo (280 pasos de tiempo) que es el plazo donde el error de pronoéstico esta cerca de
su saturacion no lineal.

Para todos los experimentos, las trayectorias reales (estados verdaderos) se suponen des-
conocidos asemejando la informacion que estaria disponible en experimentos con datos
meteorologicos reales.

4.1.2. Escenario de modelo imperfecto

Para la generacion de la integracion verdad en el escenario de modelo imperfecto (EMI),
utilizamos el modelo de Lorenz de dos escalas (Lorenz, 1995) que esta definido por el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

iJ

de(i) he
o =TT T Te-nTaen — T HF - o Y. v (4.2)
j=J(i—1)+1
dy; he
— 2 = — by T DYGYG-) ~ Y T3 TG, (39)

donde z(;) son las variables de estado asociadas a la dinAmica lenta, mientras que y(;) son
las variables asociadas a la dindmica mas rapida. J es el nimero de variables y para cada
variable x, y h, ¢, y b son parametros independientes del tiempo que controlan la fuerza
de acoplamiento entre los dos sistemas. Se aplican condiciones de contorno ciclicas a
ambos conjuntos de ecuaciones, a saber, T(1) = T(s41), ¥ Y1) = Y(J.5+1)- Este sistema
de dos escalas es una representacion sencilla de sistemas con multiples escalas espacio-
temporales como la atmosfera o el océano. En nuestros experimentos, J =32y N, = 8
(es decir, el vector y tiene un total de 256 variables) y el forzante F' se fija en 20 para
obtener un comportamiento caético. El modelo subrogado utilizado para la asimilacion
de datos y el prondstico viene dado por:

dl’(i)
dt

= —(i-1)(Ta—2) — T(sn) — Ty + F + Gy, (4.4)
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donde G(;) es un término de parametrizacion dependiente del estado que aproxima el
efecto de la dindmica no representada (es decir, el efecto de las variables rapidas y). Al
igual que en Pulido et al. (2016), se supone que ((;) es una funcion lineal de la variable
de estado ;)

G = axg) + 5, (4.5)

cona = 19,16 y f§ = —0, 81 parametros constantes cuyos valores 6ptimos se toman
de Scheffler et al. (2019). El uso de un modelo subrogado que no considera la dinamica a
pequeria escala permite considerar los efectos del error del modelo en los prondsticos. La
configuracion experimental general, incluyendo la frecuencia de observacion, el ruido de
observacion y la duracion del experimento de asimilacion, es la misma que en el EMP. Los
prondsticos por ensamble generados en el escenario de modelo imperfecto no incluyen
una representacion explicita de los errores del modelo (es decir, 5%) = 0O en la Ec. 2.3).

4.2. Metodologia

Para estimar la componente sistematica del error del prondstico y la varianza del error
del prondstico utilizando técnicas de aprendizaje automatico, se considera un modelo
que consiste en dos RNAs que proporcionan el primer y el segundo momento de la dis-
tribucion de probabilidad de los posibles estados del sistema en el plazo [. Dicha distri-
bucion de probabilidad se supone gaussiana. La entrada del modelo (de las dos RNAs)
consiste en un pronostico deterministico del estado del sistema en diferentes plazos
(xd,...,x¢ ... ,x4},0 < 1 < L ver Fig. 4.1), que da informacién sobre la evolucién
dindmica del sistema a lo largo de una ventana temporal en torno al plazo [. Nuestro
objetivo es estimar la media de la distribucion de estados al tiempo [ (X;) y su varianza
(6%), ambos dependientes del estado del sistema. Obsérvese que tanto X; como &2 son
vectores NV, -dimensionales.

Los pronosticos de X; son necesarios para estimar el ruido heterocedastico del pronosti-
co 7(x;), y al mismo tiempo el ruido heterocedéstico afecta la estimacién de x; modi-
ficando la tasa de aprendizaje (ver Eq. 3.4 Seccion 3). Por lo tanto, en general, existe un
acoplamiento bidireccional entre las dos cantidades. No obstante, como se discutio6 en el
capitulo 3, los trabajos Nix and Weigend (1994); Bishop and Qazaz (1997); Camporeale
and Care (2021) recomiendan desacoplar el entrenamiento de las redes que estiman la
media y la varianza de la distribucion. En esta tesis, se entrena primero la red que estima
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Red de Medias Red de Varianzas

plazos de pronéstico

Figura 4.1: Esquema de la arquitectura de la red que estima el estado medio del sistema
(izquierda) y de la red que estima la varianza del error de prondstico (derecha). En primer
lugar, la red que proporciona el estado medio se entrena utilizando los analisis como
objetivo. A continuacion, la red que estima las varianzas se entrena utilizando como
objetivo de entrenamiento la diferencia entre el estado medio pronosticado y el analisis,
es decir, un proxy del error del prondstico.

2 no afecta a la estima-

2

el estado medio, asumiendo ruido homocedastico, es decir, que o
cion de X;. Una vez obtenida la convergencia, se entrena la red que estima 6 usando
las estimaciones del estado medio proporcionadas por la primera red. Observemos que
la suposicion de ruido homocedastico es s6lo para la regresion del estado medio, para la

regresion de la varianza el ruido se supone heterocedastico.

4.2.1. Entrenamiento de la red de estados medios

En primer lugar se entrena la red de estados medios, como se muestra en el panel izquier-
do de la Figura 4.1. Para ello, utilizamos los estados analizados (x{'), N,-dimensionales,
vélidos al mismo tiempo del pronéstico (X;) como objetivo de entrenamiento y se uséd
la funcién de costo basada en el error cuadratico medio, en inglés Mean Squared Error
(MSE).

Lirsp = (X1 —x7) " (% — x7). (4.6)

Los analisis se utilizan como objetivo de entrenamiento en lugar de las observaciones
disponibles porque proporcionan una estimacion completa del vector de estado en la
reticula del modelo en tiempos regulares y con un error que es estadisticamente menor
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que el error observacional (Carrassi et al., 2018). Este esquema proporciona directamente
una estimacion del estado medio de forma supervisada.

4.2.2. Entrenamiento de la red de varianza

A continuacién, definiremos el entrenamiento de las redes neuronales que estiman la
varianza suponiendo que los estados medios Z; ya fueron entrenados y estan disponibles.
Para el resto de las definiciones, supondremos que los estados medios 7;, los analisis Z{ y
las varianzas &7 son siempre validas al mismo tiempo y, en consecuencia, suprimiremos

el uso del subindice [ para las siguientes definiciones.

Entrenamiento a partir de un ensamble de prondsticos (RNA-mse)

En esta estrategia, seguimos un enfoque similar al de Scher and Messori (2018) discutido
en el Cap. 3, en donde la red que estima &2 se entrena utilizando como objetivo o (es
decir, la dispersion de un ensamble de pronosticos validos para el mismo plazo). Como

en el caso de la red que estima el estado medio, se supone que 6% y 0°* son de dimension
N,.

El entrenamiento de la red se realiza utilizando la funcién MSE :
Firsp = (67 — UGQ)T(&z - ‘762>- (4.7)

El principal inconveniente de un entrenamiento directo es que requiere una cuantifica-
cién a priori y explicita de la incertidumbre, que en este caso esta dada por la dispersion
del ensamble o¢2. Por este motivo, necesita una integracion completa del ensamble du-
rante el periodo de entrenamiento de la red. Por otra parte, la red asi entrenada, heredara
las mismas caracteristicas del pronostico por ensambles en términos de la capacidad para
cuantificar las diferentes fuentes de errores.

Una diferencia respecto de lo implementado por Scher and Messori (2018) es que la es-
timacion de la varianza se realiza individualmente para cada una de las variables del
sistema, y no integrando sobre un conjunto de variables. Esto implica que la red debe
ser capaz de reproducir adecuadamente la variabilidad espacial de la varianza.
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Entrenamiento basado en la verosimilitud gaussiana (RNA-lik)

Esta técnica de entrenamiento es la propuesta en Nix and Weigend (1994) y utilizada en
Wang et al. (2018) también discutida y definida en el capitulo 3 por la ecuacion 3.3.

1 [(2¢ —7;)?
o _ 7 ? ~2
LI kHD = E 5| a2 + N:Ing; (4.8)
- g;
K3
Al introducir esta funcion de costo, estamos asumiendo la independencia de los errores
en las diferentes variables y tiempos del pronostico. Ademas, no se necesita explicita-
mente la incertidumbre del analisis, como en el caso &£, ¢ definida anteriormente, s6lo

se necesitan los analisis medios.

Entrenamiento basado en el error del pronoéstico (RNA-ext)

Esta es nuestra propuesta de entrenamiento introducida y analizada en el capitulo 3, en la
seccion 3.4.1. En este caso solo se quiere entrenar la red de varianzas, entonces todos los
coeficientes «v seran igual a cero, salvo a; = 1 de la ecuacion 3.17. Entonces la funcion
queda definida de la siguiente forma:

e

Lovuse = (62 — )T (6?7 — €) = MSE(67, €%) (4.9)

donde € = 2% — 7.

Al igual que la &7, esta funcion de costo permite inferir la incertidumbre indirec-
tamente a partir de un conjunto de estimaciones de los errores del prondstico para di-
ferentes estados del sistema y, por tanto, no es necesario contar con una estimacion a
priori de la incertidumbre del prondstico.

Obsérvese que la funcién de costo £}, ¢, utilizada para entrenar la red de estados medios
puede pensarse como la ecuaciéon 3.17 con oy = 1y ap = 0.

En esta seccion, hemos definido diferentes funciones de costo considerando una unica
muestra del conjunto de datos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la optimizacion
de las RNAs tiene como objetivo minimizar la funcion de costo de todo el conjunto de
datos, que viene dada por la suma sobre todas las muestras del conjunto de datos de
entrenamiento.
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4.2.3. Arquitectura y entrenamiento de la red

Se eligi6 una arquitectura totalmente conectada para todos los experimentos de este capi-
tulo porque es una arquitectura genérica, lo que significa que no hace ninguna suposiciéon
sobre los datos, y porque la baja dimensionalidad del problema que estamos analizando lo
permite. Para problemas de mayor dimensionalidad, se pueden utilizar otras arquitectu-
ras (por ejemplo, redes convolucionales) para disminuir el nimero de parametros libres
de la red. Para cada experimento, ambas redes (de estado medio y de varianza) tienen dos
capas ocultas con 50 neuronas cada una y funciones de activacion softplus (Dugas et al.,
2001). La red de estado medio debe generar salidas dentro del rango de valores posibles
para las variables de estado, por lo que utilizamos una funcién de activacion lineal en la
capa de salida. Para la red de varianza, utilizamos una funcion de activacion softplus en
la capa de salida, asi garantizamos que las varianzas sean positivas.

La arquitectura de la red se defini6 a partir de experimentos preliminares que consintie-
ron en variar el tamafio de las capas ocultas (de 16 a 200 neuronas) y las funciones de
activacion de las capas ocultas (sigmoide, ReLU y softplus). La arquitectura elegida fue la
que presentaba el menor valor medio de la funcién de costo en todos los experimentos.
Todas las redes se entrenaron con el optimizador Adam (Kingma and Ba, 2017) y utilizan-
do mini-lotes con un tamano de lote de 50 elementos. La funcién de costo se evalta sobre
el conjunto de validacion cada 20 épocas de entrenamiento. El entrenamiento se detiene
cuando la funcién de costo evaluada sobre el conjunto de validacion deja de disminuir o
comienza a aumentar (detencion temprana del entrenamiento).

En experimentos preliminares se observo una gran sensibilidad del entrenamiento a la ta-
sa de aprendizaje, en inglés Learning Rate (7)) y decaimiento de pesos, en inglés Weight
Decay (WD), por lo que se realiz6 una exploracion por fuerza bruta del espacio de dichos
hiperparametros utilizando LR=1¢72, 173, 1e7* 1e75, 1e7® y WD=0,5¢7 !, 1e7t, 1le72
El entrenamiento de las RNAs se repiti6 5 veces para cada combinacién de LR y WD
para filtrar el ruido asociado a la inicializaciéon estocastica de los pesos de la red. Los
hiperparametros elegidos son los que produjeron el menor valor de la funcién de cos-
to evaluado sobre el conjunto de validacion y promediado sobre las 5 repeticiones del
entrenamiento.

Para la evaluacion del rendimiento de las RNAs en los experimentos, se tomaron como
representativos tres plazos de prondstico diferentes de 4, 80 y 160 pasos de tiempo. La
figura 4.2 muestra las evoluciones del error del prondstico deterministico y por ensamble
para escenarios EMP y EMI en funcion del plazo de prondstico. Los resultados estan
promediados sobre un gran nimero de inicializaciones. Se espera que la comparacioén
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Figura 4.2: RMSE como funcion del plazo de prondstico en los EMP y EMI utilizando
la evolucion de una sola integracion del modelo (Det) y la media de un ensamble de 50
integraciones del modelo (Ens).

del rendimiento en diferentes plazos de pronostico arroje algo de luz sobre el impacto de
las incertidumbres de las condiciones iniciales y del error del modelo en la incertidumbre
pronosticada por la red neuronal artificial (RNA).

El primer plazo (T4) corresponde a un pronostico de muy corto plazo (4 pasos de tiempo),
como los que se utilizan habitualmente en un ciclo de asimilaciéon de datos. Para este pla-
z0, el error de pronostico es comparable al error presente en los analisis utilizados como
objetivo de entrenamiento para la RNA y, por tanto, resulta interesante evaluar en qué
medida la red es capaz de cuantificar adecuadamente la incertidumbre en este contexto.
Por otra parte, y como se analizara en los capitulos posteriores, la cuantificacion de la
incertidumbre en estos plazos es fundamental para la asimilacién de datos. El segundo
plazo (T80) se encuentra dentro del régimen de crecimiento lineal del error, especialmen-
te en el experimento del modelo perfecto (véase la Fig. 4.2). Para este plazo, la diferencia
entre el error del pronéstico deterministico y el del ensamble es pequefia en el EMP, pero
es importante en el EMI. A diferencia de T4, el error inicial propagado a través de la di-
namica del sistema en T80 ha crecido de forma tal que es significativamente mas grande
que los errores presentes en la condicion inicial. El tercer plazo (T160) esta dentro del
régimen de crecimiento no lineal del error y también esta cerca de la saturacion del error
en el EML En este plazo, el error inicial ha evolucionado a través de la dinamica del sis-
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tema y ha crecido lo suficiente como para que los efectos no lineales sean importantes,
esto se evidencia en la disminucidén de la tasa de crecimiento del error. Por lo tanto, el
sistema se encuentra en el limite de la predictibilidad, tanto en el escenario EMP como
EML

Para cada escenario (EMP y EMI) y para cada plazo de tiempo seleccionado (T4, T80,
T160), realizamos un prondstico deterministico, un pronoéstico por ensamble (linea de
base para la comparacion) y tres modelos basados en RNA obtenidos utilizando las tres
estrategias de entrenamiento descritas en la seccion 4.2 (RNA-mse, RNA-ext y RNA-lik).

4.3. Meétricas de verificacion

Para comparar diferentes aspectos del rendimiento de los distintos sistemas de pronosti-
co (deterministico, ensamble y RNA con diferentes estrategias de entrenamiento) utiliza-
mos cuatro métricas: el error cuadratico medio, la probabilidad de cobertura, la correla-
cioén entre la desviacion estandar estimada y el error del pronéstico y el histograma de la
transformacion integral de probabilidad (histograma PIT del inglés Probability Integral
Transform). Para todas las métricas, se utiliza el estado verdadero (x') como estado de
referencia.

4.3.1. Error cuadratico medio

El objetivo de esta métrica es evaluar la precision en la estimacion del estado del sistema.
Cuanto mas se acerque el valor a cero, mas precisa sera la estimacion del pronoéstico. El
RMSE se calcula como

M
1 ~ -
RMSE = N ;le(xj —x)T(x; —xt), (4.10)

donde x' es el estado verdadero del sistema valido para el mismo tiempo del pronéstico,
N, es la dimension del vector de estado y M es el numero total de muestras del conjunto
de verificacion. El RMSE es una métrica deterministica Murphy (1993) y no tiene en
cuenta la incertidumbre del prondstico, por lo que el objetivo principal de esta métrica
es medir la precision de nuestra estimacion de la media de la distribucion de estados x.
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4.3.2. Correlaciéon desviacion estandar/error absoluto

Para estudiar la calidad de la estimacion de la incertidumbre, podemos comprobar que la
magnitud de la varianza estimada covarie con la magnitud de los errores del pronostico.
Para esto se utiliza el coeficiente de correlaciéon de Pearson entre o; y el valor absoluto
del error de prondstico || = (|X; — x!|) que se obtiene de la siguiente manera:

COV((}[, |€l’>

std(ay)std(|e|)

CORR(dy, |&|) = (4.11)
donde cov y std son la covarianza espacio-temporal y la desviacion estandar respec-
tivamente. El proposito de esta métrica es evaluar la correspondencia en la evolucion
temporal y espacial de la incertidumbre estimada por la red y el error del pronostico.
Una buena estimacion de la incertidumbre debe estar correlacionada positivamente con
el error de pronostico. Los valores de correlaciéon que no son significativamente distintos
de cero indican que no se esta capturando adecuadamente la dependencia de la incerti-
dumbre del pronoéstico con el estado del sistema.

4.3.3. Histogramas PIT

Una caracteristica importante para analizar es la calibracion de los pronoésticos proba-
bilisticos. Segtin Gneiting et al. (2007) la calibracion refleja la consistencia entre la dis-
tribucion de probabilidad del error estimada y la distribucion de probabilidad del error
real en un sentido estadistico. La calibracion se puede cuantificar utilizando los histo-
gramas PIT. Sea F; la estimacion, a un tiempo ¢, de la funciéon de densidad acumulada
(CDF) del error del pronéstico para la i-ésima variable de estado (¢(;)). El histograma PIT
se construye como el histograma de Ft(efi)) (es decir, la probabilidad estimada de que el
error sea menor al error que efectivamente ocurrid) calculado para diferentes tiempos
y variables de estado. Un histograma plano es una indicacién de consistencia entre las
distribuciones de probabilidad de error estimadas y reales. Sin embargo, tal y como se
discute en Hamill et al. (2001), un histograma PIT plano no es suficiente para confirmar
que el prondstico esté calibrado o que sea confiable, ya que un histograma PIT plano pue-
de ser el resultado de la compensacion de sesgos condicionales. En Wilks (2019) miden
la uniformidad del histograma PIT de la siguiente manera:

Ny
N, N,
2 _ b B b \2

xT
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donde f; es la frecuencia del b-ésimo intervalo, IV, es el numero de intervalos y M es el
tamafio de la muestra. Un y? igual a 0 corresponde a un histograma uniforme, mientras
que los valores positivos indican un apartamiento de la uniformidad.

4.3.4. Probabilidad de cobertura

Otra forma de evaluar la calibraciéon de un prondstico probabilistico es utilizar la proba-
bilidad de cobertura. Esta consiste en calcular el nimero de veces que un intervalo de
confianza estimado contiene al valor verdadero.

ij\io :ﬂ_(fj < ZE‘? < uj)
M- N, ’

CP = (4.13)
donde £)/z; es el limite inferior/superior del intervalo de confianza de la estimacion con
distribucién normal /' (Z;, 5;), 1 es la funcién indicatriz (toma el valor de 1 si la condi-
cién es verdadera y 0 en caso contrario) y M el tamafio del conjunto de datos. El valor
perfecto para CP es igual al nivel de confianza utilizado para construir el intervalo de
confianza, en nuestro caso 90 % (0,9). Un valor de CP superior/inferior al nivel de confian-
za indicaria una sobre/subestimacion de la incertidumbre. La probabilidad de cobertura
es una medida global de la confiabilidad o calibracion de la incertidumbre cuantificada.

4.4. Resultados

4.4.1. Sensibilidad a los datos de entrada

Nuestro objetivo general es lograr entrenar RNAs capaces de estimar un prondstico pro-
babilistico correspondiente a un plazo de pronoéstico dado. En esta seccidon buscamos
entender si informacion adicional acerca de la evolucion dinamica del sistema puede
ayudar a la RNA a mejorar su estimacion. En particular, buscamos determinar el impac-
to sobre la estimacion de la varianza al incluir plazos anteriores o posteriores al plazo
de prondstico estimado, y de la separacion de dichos plazos con respecto al plazo de
prondstico estimado.

Se realizaron 17 experimentos para evaluar la precision del prondstico corregido x va-
riando la cantidad de estados en la entrada de la red (entre 1y 3 plazos de pronodstico) y
considerando como posibles entradas a los prondsticos con plazos entre 4 y 60 pasos de
tiempo alrededor del plazo que se desea corregir.
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Figura 4.3: RMSE de la media estimada (x;) para las redes con diferentes entradas. El
RMSE se indica en el eje y, mientras que el eje x indica el plazo de pronoéstico. Cada
experimento esta representado por una linea horizontal con un color diferente y los
circulos de colores indican los plazos del pronostico deterministico considerados para la
estimacion del error medio. Por ejemplo, la linea verde oscura de la parte inferior de la
figura tiene puntos en los valores 20, 50 y 80, lo que significa que la entrada de la red es
el conjunto de pronoésticos deterministicos correspondientes a estos tres plazos. El RMSE
alcanzado en el conjunto de prueba por esta red es de 2,9.

En estos experimentos, la salida de la red es el estado medio estimado para el plazo T80
(es decir, [ = 80). Estos experimentos se realizaron tinicamente para el EMI y en todos
se utilizaron los mismos hiperparametros y la misma arquitectura de red (sélo se vario
la entrada). Para cada experimento, repetimos el entrenamiento de la RNA diez veces
utilizando diferentes pesos iniciales para reducir el impacto de la inicializacion de los
pesos en el rendimiento resultante de las redes.

La figura 4.3 muestra el RMSE del estado estimado ; obtenido con las redes que utilizan
diferentes datos de entrada. En general, todas las entradas producen buenos resultados,
con valores de RMSE que estan por debajo del valor correspondiente al prondstico de-
terministico sin corregir (x;). Sin embargo, las que incluyen informacion de los plazos
previos al plazo de la salida [, funcionan mejor que las que incluyen plazos posteriores a
l. Esto puede estar relacionado con el hecho de que los errores de pronostico, y en parti-
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cular los errores del modelo, evolucionan de acuerdo con la dinamica del sistema (véase
la ecuacion 2.2), por lo que incluir informacion sobre los estados pronosticados previos
puede contribuir a describir mejor el error medio de pronéstico en el plazo [. El rango de
plazos que abarca la entrada también tiene un impacto significativo en el rendimiento
de la RNA. Las redes que abarcan un rango de plazos mas amplio (y que utilizan infor-
macion de plazos anteriores a [) producen estimaciones con menor RMSE. Ademas, el
rendimiento de la RNA mejora cuanto mas plazos se incorporen en la entrada, es decir
que 3 plazos en la entrada produce menores valores de RMSE respecto a las que utilizan
2 0 1. El RMSE mas bajo se obtuvo con la RNA de tres plazos en la entrada en los tiempos
{Xgm XgO? XgO}'

En base a estos resultados, en el resto de este capitulo se utilizan las siguientes entradas:
para T4 la entrada consiste en {x¢, x4} (sélo dos tiempos de entrada dado que en este
caso el plazo de pronéstico es muy corto), para T80 utilizamos {x%, x¢,, x%,}; y para
T160, utilizamos {xd, x&;, x%}-

4.4.2. Experimentos con modelo perfecto

En los experimentos de modelo perfecto, los errores de pronostico son el resultado de
errores en la especificacion de las condiciones iniciales. Este escenario particular nos
permite evaluar hasta qué punto las RNAs capturan el crecimiento de los errores debido
al comportamiento cadtico. Ademas, estos experimentos estan disefiados para evaluar si
las RNAs son capaces de filtrar los modos mas inciertos presentes en el estado pronos-
ticado, como en el caso de la media del ensamble (Kalnay, 2003). En el prondstico por
ensambles, la media del ensamble X ejerce un filtrado del error asociado a la pérdida
de predictibilidad a medida que [ aumenta. Ademas, la dispersion del ensamble (o) en
el EMP es una estimacion fiable de la desviacion estandar del error del pronéstico que
depende del estado. Esto es especialmente cierto cuando las perturbaciones iniciales del
ensamble se generan utilizando un filtro de Kalman por ensambles (Candille et al., 2007).
La figura 4.4a muestra la evolucion temporal de la media del ensamble de pronoésticos
en T80 para la primera variable de estado xfll). La figura 4.4b muestra la prediccion de la
RNA obtenida con el enfoque RNA-lik. A primera vista, tanto el ensamble como las redes
proporcionan buenas estimaciones del estado del sistema. Dado que nos encontramos
en el régimen de error lineal, en general, no se encuentran diferencias importantes entre
el desemperfio de un pronostico deterministico inicializado con la media del ensamble,
la media del ensamble de pronoésticos y el estado medio estimado a partir de la red.
En cuanto a la incertidumbre del prondstico, en general, ambos sistemas proporcionan
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Figura 4.4: Evolucion temporal del pronodstico a 80 pasos de tiempo (T80) de la primera
variable de estado y su incertidumbre asociada para 200 pasos temporales consecutivos
tomados del conjunto de pruebas. (a) Media de los pronosticos por ensamble (zf;, ;, linea
azul so6lida) y dispersion del ensamble (a(e1 » sombreada). (b) Media estimada por la red
RNA-lik (Z (1), linea verde s6lida) y la dispersion predicha (o), sombreada). En ambos
paneles se muestra el pronoéstico del modelo deterministico (x‘(il)’ ;> lineas rojas punteadas)
y la verdad de base (lineas negras solidas).

una buena estimacion dependiente del estado del sistema (es decir, la curva negra esta
dentro del area sombreada la mayor parte del tiempo). La incertidumbre estimada a partir
de la RNA muestra una menor variabilidad temporal que la del ensamble. La relacion
entre el prondstico y su incertidumbre no es trivial. Valores similares del pronoéstico
deterministico para la primera variable de estado estan asociados a valores diferentes
para la varianza del error estimada.

La figura 4.5 muestra la evolucién espacio-temporal del error absoluto |¢| (paneles de

la izquierda) y el desvio estandar del prondstico o (paneles de la derecha). El desvio es-

tandar para el pronostico deterministico es la desviacion estandar de la diferencia entre
o T o Ng M d

el prondstico y el analisis (0 = (3,7 20521 (XG0 — X0y i

entrenamiento, y por tanto es independiente del estado (Figura 4.5f), a esta estimacion

)2)%) sobre la muestra de

la denominamos estimacion constante o climatologica. Los errores absolutos de los tres

69



Capitulo 4. Pronosticos Probabilisticos

(a) Ens |¢| (b) Ens o

_ ' | I
0 , , _ 4H | L 2.0

(c) RNA-lik |¢] 3 (d) RNA-lik o

° | |

15

estado
B

(e) Det || (f) Det o

6 | o
r0.5

iy USRI I | WU 0 S —
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

tiempo tiempo

0.0

Figura 4.5: Paneles de la izquierda (a,c,e): error absoluto (|¢|) de cada variable de estado
(eje y) como funcion del tiempo (eje x) para el plazo de prondstico T80 y para (a), la media
del ensamble, (c) z; obtenido con el enfoque RNA-lik y (e) el prondstico deterministico.
Paneles de la derecha (b,d,f): la desviacion estandar del error de pronéstico (o) para cada
variable del modelo (eje y) y como funcion del tiempo (eje x) y obtenida a partir de: (b)
el pronostico por ensambles, (d) el enfoque RNA-lik y (f) la estimacion estatica. El rango
temporal corresponde a los primeros 200 tiempos del conjunto de prueba

experimentos muestran una variabilidad relativamente grande y son bastante similares
en términos de magnitud, evolucion espacio-temporal y localizacion de los valores ex-
tremos. Esto confirma la fuerte dependencia de los errores de prondstico con el estado
del sistema.
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En el panel 4.5b, las areas con maxima dispersion del ensamble estan en buena concor-
dancia con la ubicacion de los mayores errores de prondstico (panel 4.5a). Es importante
sefnalar que no se espera una coincidencia perfecta entre estas dos magnitudes, ya que
el error de prondstico es una realizacion de la funciéon de densidad de probabilidad, en
inglés Probability Density Function (PDF) estimada a partir del ensamble de pronosti-
cos. Las RNAs también proporcionan una estimacion del desvio estandar que coincide,
a grandes rasgos, con la evolucion del error. La figura 4.5 muestra los resultados corres-
pondientes al entrenamiento RNA-lik, pero el obtenido por RNA-ext y RNA-mse es muy
similar y, en consecuencia, no se muestran. Se observa también que las RNAs muestran
una variabilidad espacial y temporal menor que la estimada a partir del ensamble.

Estos resultados son bastante alentadores, ya que muestran que las metodologias basadas
en RNA son capaces de estimar la incertidumbre del prondstico en funcion del estado
del sistema. Ademas, esta estimacion se consigue utilizando como entrada un pronoéstico
deterministico cuyo coste computacional es mucho mas bajo que la integraciéon de un
prondstico por ensambles.

Hasta ahora hemos analizado cualitativamente la habilidad de la RNAs para cuantificar
la incertidumbre del prondstico a partir de un prondstico deterministico en el plazo T80.
La figura 4.6 resume los resultados obtenidos para los diferentes tiempos de salida con-
siderados (T4, T80 y T160) y para las diferentes métricas descritas en la seccion 4.2. Los
intervalos de confianza para las diferentes métricas se calculan mediante la técnica de
bootstrap en la que se obtienen 500 muestras de la muestra original utilizando una selec-
cion aleatoria con sustitucion. Para el calculo de las métricas se seleccionan prondsticos
en tiempos validos que estan separados por mas de 20 pasos de tiempo para aumentar la
independencia entre los diferentes elementos de la muestra.

En lo que respecta al RMSE (primera fila de la Fig. 4.6), todos los sistemas de prondstico
muestran un rendimiento similar para T4 y T80, siendo la media del ensamble ligera-
mente mejor en T80. Todas las RNAs tienen el mismo RMSE ya que el entrenamiento
de la red que produce el pronodstico corregido (la red de medias) es el mismo para todas
ellas.

Para el tiempo T160 (Fig. 4.6c) el crecimiento del error se ve afectado por los efectos no
lineales, el ensamble es capaz de filtrar adecuadamente algunos de los modos impredeci-
bles, dando como resultado un RMSE menor con respecto a los pronosticos deterministi-
cos. Un resultado importante es que las RNAs superan al pronostico deterministico para
este plazo de pronostico. Esto sugiere que las RNAs son capaces de filtrar al menos parte
de los modos imprevisibles, aunque no son tan eficientes como la media del ensamble
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Figura 4.6: métricas correspondientes al prondstico deterministico (barra azul), al pro-
noéstico por ensamble (barra amarilla) y a los enfoques RNA-mse (barra verde), RNA-lik
(barra roja) y RNA-ext (barras moradas) en el escenario de modelo perfecto. La primera
fila corresponde al RMSE, la segunda a la probabilidad de cobertura del 90 % y la tercera
al coeficiente de correlacién desviacion estandar/error absoluto. La primera, segunda y
tercera columnas corresponden a los plazos T4, T80 y T160 respectivamente. La linea de
error en la parte superior de las barras indica el intervalo de confianza del 95 % calculado
mediante la técnica de bootstrap. La linea horizontal de los paneles de la segunda fila
indica el valor perfecto asociado a la probabilidad de cobertura del 90 %.

para hacerlo (Notar que el ensamble es de 50 miembros y el sistema dinamico de 8 varia-
bles, en casos de alta dimensionalidad esta relacién se invierte degradando el desempefio
de la metodologia). La segunda fila de la Fig. 4.6 muestra la probabilidad de cobertura
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(CP). La estimacion de los enfoques RNA-ext y RNA-lik para los tiempos de prondstico
T4 presenta una fuerte subestimacion de la incertidumbre. En el plazo de pronéstico T4,
la magnitud del error de prondstico en el EMP esta muy correlacionada con el error de
analisis, es decir, el proxy de error de pronostico utilizado para el entrenamiento esta
subestimando la magnitud del error de pronoéstico. Esto afecta a los enfoques RNA-ext y
RNA-lik, que se basan en este proxy para la estimacion de la incertidumbre del pronosti-
co, pero no al enfoque NN-mse, que se entrena en funcién de la incertidumbre estimada
por el ensamble. Para verificar esta conjetura, realizamos experimentos adicionales en-
trenando una red con el enfoque RNA-lik pero utilizando el estado real para calcular el
error del pronostico y construir asi el objetivo para el entrenamiento. Como resultado, se
encuentra una mejora en términos de RMSE y CP. En particular, la subestimacion de la
incertidumbre del prondstico en T4 no esta presente en estos experimentos. Los valores
de CP pasan de 0,63 cuando se entrena con el analisis a 0,87 cuando se entrena con la
verdad, y los valores de RMSE varian de 0,12 a 0,10 respectivamente.

En los plazos mas largos (T80 y T160), el ensamble y la red RNA-mse subestiman la des-
viacion estandar del prondstico. La razon de esto no esta clara, pero puede ser el resultado
de una estimacion subdptima de la incertidumbre del analisis en el sistema de asimila-
cion de datos basado en el ensamble. En cualquier caso, este comportamiento muestra
una posible limitaciéon del enfoque RNA-mse que puede heredar sesgos en la cuantifi-
cacion de la incertidumbre del prondstico derivados de una formulacion suboptima del
ensamble utilizado para el entrenamiento de la red.

La tercera fila de la Fig.4.6 muestra la correlaciéon espacio-temporal entre la desviaciéon
estandar estimada del pronodstico y el error absoluto del mismo. Una baja correlacion
entre el error y el desvio estandar indica que el sistema es incapaz de captar la natu-
raleza dependiente del estado de la incertidumbre del pronodstico. Las figuras 4.6g, h e
i muestran correlaciones positivas para el prondstico por ensamble y las RNAs. Como
era de esperar, la desviacion estandar independiente del tiempo del error del pronoéstico
deterministico no esta correlacionada con el error de pronéstico real. El prondstico por
ensamble supera a las RNAs en todos los plazos considerados. Se trata de un resultado
esperado, ya que el prondstico por ensamble se basa en el muestreo directo de la funcién
de densidad de probabilidad del estado del sistema, especialmente en estos experimentos
de modelo perfecto. Por otra parte, al utilizar en estos experimentos un ensamble de 50
miembros, que es relativamente grande dada la dimension del estado, el efecto de los
errores de muestreo (que suele afectar el desempeno de los pronosticos por ensambles)
es relativamente pequeno. La red RNA-mse que se entrena directamente a partir de un
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ensamble de prondsticos tiene un rendimiento ligeramente mejor que las redes entrena-
das indirectamente en T4 y T80, pero en T160 todas las RNAs muestran un rendimiento
similar. Se consideraron otras métricas de rendimiento, como el CRPS, del inglés Conti-
nuous Ranked Probability Score, pero no se muestran dado que no aporta informaciéon
adicional a la proporcionada por las métricas mencionadas anteriormente.

4.4.3. Experimentos con modelo imperfecto
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Figura 4.7: Paneles de la izquierda (a,c): evolucion temporal del error absoluto de cada
variable de estado (eje y) del modelo dinamico en el plazo T80 para la media del ensamble
(a) y el enfoque RNA-lik (c). Paneles de la derecha (b,d): la desviacion estandar del error
de prondstico estimada a partir del ensamble (b) y del RNA-lik (d).

En el escenario de modelo imperfecto, los errores de pronostico son mayores debido a la
contribucion de los errores del modelo. Ademas, la media del error de prondstico suele
ser distinta de cero, es decir, existe un componente de error sistematico.

En este escenario, el error del pronoéstico crece mas rapidamente que en el EMP (véase la
figura 4.2). En EMJ, el plazo T80 esta al principio del régimen no lineal y T160 esta cerca
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de la saturacion del error, lo que pone de manifiesto el rol de los errores de modelo en
acelerar la pérdida de predictibilidad.

La figura 4.7 muestra la evolucion espacio-temporal del error absoluto y su desviacion
estandar estimados por el ensamble y el enfoque RNA-lik. Aunque los patrones de error
no son tan parecidos como los observados en el EMP (Fig. 4.5), existe una gran similitud
en la forma y la intensidad de los mismos (Fig. 4.7a y 4.7¢). Los paneles (b) y (d) mues-
tran el desvio estandar del error estimados a partir del ensamble y de la red neuronal.
Tanto la red como el ensamble son capaces de representar la incertidumbre del pronds-
tico dependiente del estado como en el escenario EMP. La desviacion estandar estimada
es mayor para el enfoque RNA-lik que para el ensamble. Esto indica una subestimacion
de la desviacion estandar del error en el enfoque de pronoéstico por ensamble que puede
atribuirse en parte a la falta de representacion del error del modelo en la construccion
del ensamble.

En la Fig. 4.8 se muestra un resumen del rendimiento de los distintos sistemas de pro-
nostico en el escenario EMI para los plazos T4, T80 y T160. En términos de RMSE, las
RNAs obtienen una ventaja notable en la precision de la estimacion del estado en todos
los plazos. Las prondsticos corregidos por las RNAs son incluso mejores que el pronos-
tico medio del ensamble. Esto sugiere que la contribucion de los errores del modelo es
significativa y comparable o incluso mayor que el error asociado al conocimiento im-
perfecto de las condiciones iniciales. Las RNAs son capaces de captar parcialmente los
errores del modelo que dependen del estado, mientras que el pronéstico deterministico
y el pronodstico por ensamble no lo hacen. (véase la Fig. 4.10).

El CP (segunda fila de la Fig. 4.8) muestra una clara ventaja de las RNAs sobre los pronos-
ticos deterministicos y por ensamble, particularmente en T80 y T160. En T4 se observa
un comportamiento similar al del EMP, con RNA-ext y RNA-lik con peores resultados
que RNA-mse. Esto es, de nuevo, una consecuencia directa de la utilizacion del analisis
como objetivo de aprendizaje para la estimacion de la incertidumbre del pronéstico. Una
vez que el error de prondstico es mayor (por ejemplo, T80), este comportamiento se in-
vierte: las redes que aprenden la incertidumbre a partir de los datos se comportan mejor
que el ensamble en términos de CP, como se muestra en la Fig. 4.7. Es interesante notar
que la técnica de aprendizaje RNA-mse, que aprende directamente del ensamble, se de-
sempefia mejor que el propio ensamble en términos de CP. Esto se debe en parte a que
la red mejora el estado del pronoéstico al eliminar el componente de error de prondstico
sistematico dependiente del estado. Asi, la desviacion estandar del pronodstico estimada
es mas coherente con los errores de pronoéstico que en el caso del prondstico por ensam-
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ble. Este resultado coincide con los obtenidos en Gronquist et al. (2021) y analizados en
la seccion 3.1, esto sugiere que incluso un ensamble con una representacién suboptima
de los errores del modelo puede ser un objetivo razonable para el entrenamiento de una
RNA. El ensamble muestra el peor rendimiento en términos de CP para T80 y T160. Esto
se debe a que la media del ensamble se ve afectada por el error de modelo que no se
tienen en cuenta en la formulacion del ensamble, lo que conduce a una subestimacion
de la desviacion estandar del pronéstico.

La correlacion entre el error absoluto y la desviacion estandar del pronostico (tercera fila
de la Fig. 4.8) muestra una correlacion similar entre RNA y ensamble.

BN DET 3 ENS B RNA-mse B RNA-lik [ RNA-ext

(a) (b) (c)
4.00 6.5

0.32

0.30 0.6 0.4
0.25
o
o 020

@]
Qo015

0.10

0.05

T4 o T80

T160
Figura 4.8: Igual que la Fig. 6 pero para el escenario de modelo imperfecto.
La figura 4.9 muestra los histogramas PIT para los pronésticos en T80 generados por el
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Figura 4.9: Histograma de la transformacion integral de probabilidad para el prondstico
por ensamble (panel izquierdo) y para el pronéstico RNA-lik. Ambos casos corresponden
al plazo de pronoéstico T80. En la parte superior de cada panel se indica el parametro de
uniformidad x? correspondiente.

ensamble y RNA-lik. Los otros enfoques de entrenamiento RNA tienen un rendimiento
similar y no se incluyen en la figura. El pronéstico por ensamble muestra un histograma
PIT en forma de U, lo que indica una subestimacién de la incertidumbre del pronoéstico
Hamill et al. (2001). Esta falta de confiabilidad del ensamble esta asociada a una repre-
sentacion suboptima de los errores del modelo que introduce un sesgo sistematico en la
media del ensamble y contribuye a incrementar la componente estocastica de los errores
del prondstico. Ambos aspectos son parcialmente tenidos en cuenta por las RNAs, lo que
explica la mejora de la confiabilidad del pronéstico (n6tese que el valor de x? es un orden
de magnitud menor para las redes que para el ensamble).

4.4.4. Analisis del rendimiento de las estimaciones

Para comprender mejor como dependen los errores de pronostico de las variables de esta-
do y hasta qué punto estas dependencias estan representadas por las RNAs y el ensamble,
examinamos algunos aspectos de la relaciéon entre las variables de estado y el error de
prondstico. Nos centramos en los experimentos EMI comentados en la seccion anterior.
Los paneles de la izquierda de la Fig. 4.10 muestran histogramas 2D de la distribucion
del error de prondstico para cada variable en particular (¢(;)) en funcién del de la media
del ensamble de prondsticos para dicha variable (X{;), Fig. 4.10a) y la RNA-ext (X;), Fig.
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Figura 4.10: Los paneles (a) y (c) muestran la densidad 2D del error de pronoéstico y los
valores de estado pronosticados (tonos grises). Las lineas solidas amarillas y azules indi-
can el error medio del prondstico en funcién del valor del estado pronosticado para las
submuestras de tendencia positiva y tendencia negativa, respectivamente (véase el texto
para mas detalles). Los paneles (b) y (d) muestran la desviacion estandar del error en
funcion de la variable de estado pronosticada para las submuestras de tendencia positiva
y de tendencia negativa (linea amarilla discontinua y linea azul discontinua, respectiva-
mente). Las lineas amarillas y azules so6lidas representan la desviacién estandar estimada
para las submuestras de tendencia positiva y de tendencia negativa, respectivamente.
Los paneles (a) y (b) corresponden al prondstico por ensamble y (c) y (d) al prondstico
RNA-ext. Todos los paneles corresponden al escenario de modelo imperfecto.

4.10c). Dado que para este modelo simple todas las variables de estado (subindice (;))
comparten las mismas estadisticas de error, los resultados de las diferentes variables de
estado se agregaron para construir una Unica muestra. La figura muestra ademas la re-
lacion entre la media del error condicionada al estado pronosticado bajo dos regimenes
df{g) > 0, linea
< 0, linea celeste). Esta

diferentes: uno en el que la tendencia del estado es positiva (es decir,

dz ;)
dt

distincién esta motivada por el trabajo de Pulido et al. (2016), que muestra en un entorno

amarilla) y otro en el que la tendencia es negativa (es decir,
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experimental similar que la magnitud de los errores del modelo tiene un comportamien-
to no markoviano ya que depende de la derivada temporal de las variables de estado.
Para construir estas curvas, el rango de valores de estado se divide en 50 intervalos y, a
continuacion, se calcula la media de los errores de pronostico correspondientes a cada
intervalo. Este procedimiento se realiza de forma independiente para las submuestras de
tendencia positiva y de tendencia negativa.

Las figuras 4.10b y 4.10d muestran la desviacién estandar del error condicionada al va-
lor del estado calculada a partir de los datos (lineas discontinuas). Estas curvas se obtie-
nen de forma independiente para la submuestra de tendencia positiva (linea discontinua
amarilla) y para la submuestra de tendencia negativa (linea discontinua azul) siguiendo
un procedimiento similar al de las curvas de error medio. Las estimaciones de la desvia-
cion estandar del error de la RNA vy el ensamble se muestran como lineas so6lidas en las
Figs. 4.10b y 4.10d. En este caso, calculamos la media de la desviacion estandar del error
estimada en cada uno de los intervalos que cubren el rango de la variable de estado pro-
nosticada. Este procedimiento también se aplica de forma independiente a la tendencia
positiva (linea so6lida amarilla) y a la tendencia negativa (linea sdlida azul).

El error medio del ensamble depende fuertemente de la variable de estado (pendiente en
el error medio), aunque el error promediado globalmente es cercano a 0 (Fig. 4.10a). Esta
pendiente esta probablemente asociada al siguiente mecanismo: cuando se pronostica un
valor alto de la variable de estado, es mas probable que el error sea negativo que positivo
(relacionado con una subestimacion del valor). Lo contrario ocurre con los valores bajos
de z(7). Esto produce una asimetria en la forma de la distribucion de la probabilidad de
error que se hace mas evidente para los valores extremos del estado. Por el contrario, el
error medio de RNA-ext (Fig. 4.10c) es casi independiente del valor de estado pronosti-
cado. Este comportamiento se produce a expensas de una menor frecuencia de valores
extremos en los prondsticos corregidos por la RNA. Noétese que los histogramas de la Fig.
4.10c abarcan un rango menor de valores de estado que en la Fig. 4.10a. En la Fig. 4.10b
se encuentra una clara diferencia entre las submuestras de tendencia positiva y negativa
para la desviacion estandar del ensamble, que también depende del valor pronosticado.
Este resultado es coherente con las conclusiones de Pulido et al. (2016). La dispersion
del ensamble (Fig. 4.10b) subestima la desviacion estandar del error de pronostico pero
representa adecuadamente su dependencia con el valor pronosticado.

La figura 4.10d muestra que la RNA-ext proporciona una estimaciéon mas fiable de la
desviacion estandar del pronostico en comparacion con el ensamble (las lineas solidas
y discontinuas estan mas proximas) y también captura la relacion entre la desviacion
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estandar del pronostico y el valor del estado pronosticado. Estos resultados sugieren que
la dependencia de la incertidumbre del estado del sistema es compleja y no lineal, y que
la cuantificacion de la incertidumbre basada en RNA es capaz de captar esta compleji-
dad de forma similar a la de un ensamble de prondsticos. Los experimentos realizados
con el enfoque RNA-lik dieron resultados similares a RNA-ext y, en consecuencia, no se
muestran en la figura.

4.5. Aplicacion a modelos de pronoéstico numérico de

la atmosfera

En esta secciéon comprobaremos si los resultados obtenidos en las secciones anteriores
usando un modelo dindmico sencillo (el modelo de Lorenz) se mantienen al ser aplicados
a un sistema de pronostico meteorologico del estado del arte. En este caso, solo se podra
simular un entorno de modelo imperfecto.

4.5.1. Conjunto de datos

Se utilizaran pronosticos de la presion a nivel del mar del NCEP (National Centers for
Environmental Prediction) disponibles desde el 1 de enero de 2000 hasta el 31 de di-
ciembre de 2019 (Guan et al., 2022). Estos son prondsticos retrospectivos realizados con
la version estable (version 2) del modelo numérico de prediccion meteorologica que se
aproxima a la version mas reciente utilizada en forma operativa. Este procedimiento eli-
mina los cambios en los componentes de error sistematico asociados a la evolucion de
las versiones del modelo. Este conjunto de datos permite una mejor caracterizacion de
los errores sistematicos del modelo y su dependencia con el estado del sistema, lo que
los hace especialmente atractivos para el tipo de analisis que se realizara.

Este conjunto de datos consiste en un ensamble global de 5 miembros (un prondstico
de control y 4 prondsticos perturbados). Los prondsticos se inicializan una vez al dia a
las 00 UTC, y se almacenan con una resolucion espacial de 0,25 grados y una resoluciéon
temporal de 3 horas. Realizamos los experimentos en un dominio situado sobre el Atlan-
tico Sur (55° W a 5° W y 600 S a 400 S). Esta zona se encuentra dentro del flujo de los
oestes en latitudes medias y es bastante activa en términos de ondas baroclinicas, por
lo que se espera una importante variabilidad en la incertidumbre del prondstico en esta
zona. Para reducir las dimensiones del problema, se degrad¢ la resolucion del pronoéstico
a 2°, lo que da lugar a un dominio de 10x10 puntos de reticula. En este experimento se
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entrenaron dos RNAs que proporcionaron un prondstico mejorado y su incertidumbre
asociada a un plazo de 72 horas. Este plazo se encuentra en la fase lineal del crecimien-
to del error. La entrada a las redes es una secuencia de prondsticos deterministicos (es
decir, el prondstico de control) a 0, 36 y 72 horas de plazo. Las condiciones iniciales del
prondstico se utilizan como objetivo de entrenamiento.

El conjunto de datos consta de 7302 pronoésticos de los cuales utilizamos 5096 para el
entrenamiento, 1104 para la validacion y 1102 para pruebas. Para reducir el impacto de la
estacionalidad en la variabilidad de la presion, estandarizamos los valores de presion con
respecto a su media climatolégica y su desvio estandar. Para filtrar el ciclo estacional,
calculamos la media y la desviacion estandar sobre una ventana temporal de 30 dias
centrada en cada dia del afio.

4.5.2. Red neuronal

Se utiliz6 la misma arquitectura que en el resto del capitulo: dos redes totalmente co-
nectadas con dos capas ocultas, una red para la estimacion de la media del pronéstico
y otra para la estimacion del desvio estandar. El tamafio de la entrada y la salida viene
determinado por el tamarfio de la reticula y consiste en 3 x 10 x 10 neuronasy 10 x 10
respectivamente para ambas redes. Exploramos la sensibilidad del rendimiento de la red
al tamafo de las capas ocultas en el rango de 100 a 2000 neuronas encontrando pocas
mejoras mas alla de 500 neuronas. Para el entrenamiento de las redes, se sigui6 la misma
metodologia explicada en la seccion 4.2.

4.5.3. Resultados

En la figura 4.11 muestra los estados analizados para tres eventos distintos (un even-
to por fila) correspondientes a ciclones extra-tropicales intensos. Para la seleccion de
los casos mostrados, se buscaron los ciclones mas intensos en donde el ciclon estuviera
relativamente cerca del centro de la reticula.

Tanto el ensamble como las redes sitian la maxima desviacion estandar del error en y
al este del ciclon en el caso de la primera y ultima fila. Para el caso de la segunda fila,
los maximos de incertidumbre coinciden con el maximo de error en el ensamble y en las
redes, pero el ensamble no tiene asociado el maximo de error al minimo de presién como
si lo hacen las RNAs. La distribucion espacial de la incertidumbre estimada por las RNAs
es espacialmente mas suave que la obtenida a partir del ensamble. Para las RNAs pare-
ce haber una dependencia de la incertidumbre con el valor de la presion en superficie,
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con mayores incertidumbres asociadas a los sistemas de baja presion. Esto es de espe-
rar, ya que los sistemas de baja presion durante su fase de amplificacion estan asociados
a regiones con inestabilidad baroclinica, que es uno de los principales mecanismos de
amplificacion de los errores en la escala sindptica. Asociado a la intensificacion de estos
ciclones también pueden presentarse fendémenos de mesoescala, como la conveccién hu-
meda profunda, que promueven el rapido crecimiento del error en escalas mas pequenias.
La conveccién humeda profunda no puede ser representada con precision en los mode-
los numéricos globales de tltima generacion, lo que da lugar a una mayor contribuciéon
de los errores del modelo al error total del prondstico.

Analisis Ensamble EA y DS NN-lik EA 'y DS

e

NN-ext EA y DS

Figura 4.11: Distribucion espacial del analisis de la presion a nivel del mar (columna
a). Error del pronodstico de 72 hs (sombreado) y la estimaciéon de su desviaciéon estandar
(contornos) para las técnicas de ensambles (columna b), RNA-lik (columna c) y RNA-ext
(columna d) para los ciclones extratropicales ocurridos en la region de estudio el 20 de
junio de 2019 (primera fila), el 3 de enero de 2019 (segunda fila) y el 3 de julio de 2018
(tercera fila).

La figura 4.12 muestra el RMSE, la probabilidad de cobertura y la correlacion entre la
desviacion estandar del error pronosticado y el error absoluto para el ensamble y pa-
ra el RNA-lik y RNA-ext. Estas métricas muestran un comportamiento similar al de los
experimentos sintéticos con el modelo imperfecto en T80. A diferencia de los experimen-
tos idealizados, en este caso no tenemos acceso al estado real, por lo que utilizamos el
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analisis como una estimacion del estado del sistema para evaluar el rendimiento de las
redes. Las redes muestran una mejora en el error cuadratico medio (RMSE) y una mayor
confiabilidad medida por la probabilidad de cobertura (CP).

3 Ensamble I NN-lik I NN-ext
1.0
0.26 0.3 A
0.25 0.2 A1
0.24 0.1 A
0.23 0.0

RMSE CORR
Figura 4.12: Métricas correspondientes al prondstico por ensamble (barra naranja), y al
RNA-lik (barra roja) y al RNA-ext (barra morada) para el prondstico de presién a nivel
del mar para el error cuadratico medio (panel derecho), la probabilidad de cobertura del
90 % (panel central) y el coeficiente de correlacién entre la desviacion estandar del error
y el error absoluto (panel izquierdo). Los segmentos negros en la parte superior de las
barras indican el intervalo de confianza del 95 % para las diferentes métricas, calculados
mediante la técnica de bootstrap. La linea horizontal del panel central indica el valor
perfecto asociado a la probabilidad de cobertura del 90 %.

Las RNAs también muestran un histograma PIT (ver Fig. 4.13) mucho mas plano con
valores de x? de 0,15 tanto para la RNA-lik como para la RNA-ext frente a 1,03 para el
prondstico por ensamble. Si bien el ensamble tiene un coeficiente de correlacion mas alto
que las redes, los tres valores son muy similares. También se observa que la red RNA-lik
da resultados ligeramente mejores que la RNA-ext, como en los casos sintéticos.

83



Capitulo 4. Pronosticos Probabilisticos
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Figura 4.13: Histogramas PIT para el prondstico por ensambles (panel izquierdo), para
el pronostico RNA-lik (panel central) y RNA-ext (panel derecho). En la parte superior de
cada panel se indica el parametro de planitud x? correspondiente.

4.6. Conclusiones

En general, los resultados obtenidos en este capitulo en un entorno experimental sencillo
de prueba de concepto son bastante alentadores en cuanto a la posibilidad de aumentar
la precision de un prondstico deterministico y proporcionar una estimacion fiable de su
incertidumbre con un costo computacional mucho menor que el requerido por un pro-
nostico por ensamble. En particular, mostramos que las RNAs son capaces de filtrar parte
de la incertidumbre asociada a los modos imprevisibles, especialmente en el régimen de
crecimiento no lineal del error. En este aspecto, las RNA son capaces de emular el efecto
de filtrado de la media del ensamble, aunque con menor eficacia. Las RNAs también son
capaces de representar con precision la desviacion tipica del error de pronostico depen-
diente del estado y resultante de la amplificacion caotica de los errores de las condiciones
iniciales. Se encuentra una subestimacion sistematica de la desviacion estandar del pro-
noéstico en tiempos cortos en las RNAs debido a nuestra estrategia de entrenamiento en
la que el analisis se utiliza como un proxy del verdadero estado del sistema.

Cuando el modelo es imperfecto, las RNAs son capaces de estimar el componente de error
sistematico dependiente del estado asociado al efecto de los errores del modelo. Este re-
sultado es especialmente alentador, ya que la representacion adecuada de los errores del
modelo y su impacto en el prondstico sigue siendo un importante reto cientifico. La red
entrenada directamente con un conjunto de prondsticos obtiene mejores resultados en
el escenario de modelo perfecto. Sin embargo, los enfoques de entrenamiento indirecto
(RNA-ext y RNA-lik) producen mejores resultados en el escenario de modelo imperfecto.
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Esto se debe principalmente a que, en el entrenamiento directo, la red hereda la estima-
cion de la incertidumbre lograda por el ensamble y, dado que los errores del modelo
suelen estar subrepresentados, esto puede conducir a peores resultados en comparacion
con una red que se entrena indirectamente y es capaz de aprender el efecto de los errores
del modelo a partir de los datos.

En los experimentos con un sistema de prondsticos meteorologicos por ensambles del
estado del arte, los resultados muestran un rendimiento similar al obtenido en los ex-
perimentos con modelos simples, lo que sugiere que los principales aspectos de la me-
todologia pueden extenderse a sistemas mas complejos con algunas precauciones. Un
aspecto importante relacionado con la extension de estas metodologias a sistemas de ul-
tima generacion es el aumento de la dimension de las entradas y las salidas. En nuestros
experimentos utilizamos arquitecturas de red simples que no escalan bien con el tamafio
de la entrada-salida de la red y de las capas ocultas. Para llevar a cabo una cuantifica-
cion de la incertidumbre basada en RNA con modelos de mayor resolucion en dominios
mas amplios, deberian considerarse otras arquitecturas, como las redes convolucionales
profundas (por ejemplo Gronquist et al. (2021); Chapman et al. (2022)).
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Capitulo 5

Estimacion de la matriz de covarianza

Conocer las varianzas asociadas a los pronosticos de las variables de estado de un sis-
tema dinamico es de gran ayuda a la hora de entender e interpretar correctamente un
pronodstico y tomar decisiones en consecuencia. Pero otras aplicaciones, como la asimila-
cion de datos, en inglés Data Assimilation (DA), requieren conocer méas en profundidad
la estructura de la incertidumbre, en particular, como las variables de estado se correla-
cionan entre si. Esta interdependencia, como ocurria con la varianza, es dependiente del
estado y en consecuencia no es trivial estimarla, sobre todo en problemas de muy alta
dimensionalidad. También, al igual que la varianza, los ensambles de modelos numéri-
cos son la metodologia méas robusta y mas usada para estimar una matriz de covarianza
del error de pronéstico (MCEP). En este capitulo analizaremos distintos métodos para
estimar una MCEP dependiente del estado, especialmente usando redes neuronales ar-
tificiales (RNAs). También presentaremos una metodologia para extender la funcién de
costo basada en el error, en inglés extended Mean Squared Error (eMSE) propuesta en el
capitulo 3 para estimar MCEP completas.

Ademas de los ensambles, hemos comprobado en los capitulos anteriores que las RNAs
son una alternativa valida para estimar vectores de varianza del error del prondstico.
Entendiendo al vector de varianza como la diagonal principal de una MCEP, se podria
pensar que el problema de estimar una MCEP ya esta en parte resuelto, o al menos, que
es posible extender las metodologias ya analizadas a MCEP. En la literatura se propu-
sieron algunos métodos para estimar la covarianza de los errores y su dependencia con
el estado utilizando técnicas de machine learning. Ouala et al. (2018) utilizaron una red
neuronal artificial (RNA) y la funcion de costo basada en la verosimilitud gaussiana, del
inglés Likelihood (LKHD) para estimar una covarianza diagonal del error en un subes-
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pacio definido por las componentes principales (EOF del inglés Empirical Orthogonal
Function) del error en las variables de estado. Asumiendo que la matriz de covarianza es
siempre diagonal en este espacio, este método permite estimar la covarianza completa
del error de los pronoésticos en el espacio de fase. Ouala et al. (2018) aplicaron esta meto-
dologia al prondstico de la temperatura del océano asimilando observaciones satelitales.
Para lidiar con el problema de la alta dimensionalidad, dividen el dominio espacial en
subdominios que son procesados individualmente. Las EOF del error son calculadas de
forma independiente sobre cada subdominio. Es decir, el estado del sistema en cada sub-
dominio x} * (donde s es un identificador del subdominio y ¢ es el tiempo) es proyectado
al espacio de las EOF z[* = x/*T" usando la matriz de transformacién T. Proyectar los
estados en el espacio de las componentes principales del error tiene dos ventajas funda-
mentales. La primera es realizar una nueva reduccion de dimensionalidad obteniendo un
nuevo estado proyectado z, * de menor dimension que Xx; °. La segunda ventaja es que, en
el espacio transformando, los errores en principio no estan correlacionados y la MCEP
es una matriz diagonal donde so6lo los elementos correspondientes a las varianzas son
distintos de cero. Los autores entrenan una red neuronal en el espacio transformado para
estimar el vector de varianzas 62(z; *) usando la funcién LKHD (Ec. 3.3 ). Finalmente
recuperan la MCEP en el espacio de estado anti-transformando el vector de varianzas
Y(x;) =T 6%z )T

Los resultados de su experimentacion muestran una mejora en la interpolacion de la
estructura de pequefia escala comparado con otros métodos evaluados como la técnica
de analogos o la interpolacion 6ptima, en inglés Optimal Interpolation (OI). Esta tltima
no tiene en cuenta la variabilidad de la covarianza con el estado y, en cambio, utiliza una
covarianza climatologica.

Ouala et al. observan que es importante mejorar la formulacion y el entrenamiento del
modelo de covarianza, ya que consideran que podria no escalar adecuadamente en un
contexto de asimilacién secuencial cuando se dispone de observaciones con un muestreo
temporal muy irregular. Y concluyen que la optimizaciéon de modelos de covarianza en
funcion del muestreo espacio-temporal de observaciones parece ser una via interesante
para continuar investigando.

La metodologia planteada en Ouala et al. (2018) es muy interesante porque logra estimar
una MCEP utilizando la misma metodologia que estuvimos analizando en los capitulos
anteriores, mas una transformacion de espacios. Pero esto significa que el grado de li-
bertad efectivo (cantidad de varianzas en el espacio transformado) es mucho menor que
la cantidad de elementos que se deben estimar para obtener una MCEP completa en el
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espacio de estado, y esto necesariamente impone restricciones a las posibles soluciones
que la metodologia puede estimar.

5.1. Estimacion de la covarianza usando verosimilitud

La estimacion de una MCEP completa a partir de datos se ha investigado en otros con-
textos. Williams (1996) utiliz6 una red neuronal para estimar los parametros de una dis-
tribucién gaussiana multivariada. Hu and Kantor (2015) presentaron una prediccién pa-
ramétrica de la covarianza para ruido heterocedastico y Liu et al. (2018) implementaron
un modelo de aprendizaje profundo para la inferencia de la matriz de covarianza de los
errores de observacion y lo utilizaron en la estimacion de la posicién para aplicaciones
de navegacion. En estos casos, se estima una descomposiciéon de Cholesky de la matriz
de covarianza.

Williams (1996) extiende la propuesta de Nix and Weigend (1994) (ver Cap. 3) de entrenar
una RNA usando la verosimilitud gaussiana, pero esta vez considerando una distribuciéon
multivariada del error del pronodstico. Asumiendo que el error es gaussiano, propone
entrenar una RNA que estime, en funcién del estado, la media fi(x) y la covarianza
Y:(x) de la distribucion dada por:

(y-m)'S 'y~ pn)

- (5.1)

~ = A |
P(y|x, t,3) = (2m) 2 |X[ "2 exp 5

Para el caso de un vector de estados x € R” tendremos las salidas i € R" y X € R™*",
La ecuacién 5.1 es similar a la ecuacion 3.2, esta tltima usaba un vector varianza (%) que
ahora es una MCEP (X). Siguiendo el procedimiento del Cap. 3 y aplicando el logaritmo
negativo a la verosimilitud y descartando constantes, la funciéon de costo a minimizar
resulta en:

Z =log (1) + (v - )5y — 1) (5.2)
La covarianza () debe cumplir una condicién de simetria que se puede imponer esti-
mando los n(n+1)/2 coeficientes de la parte triangular superior (o inferior) de la matriz.
También se debe garantizar que sea invertible y definida positiva.
Para resolver el problema de la invertibilidad y la positividad, Williams (1996) propo-
ne utilizar la factorizacion de Cholesky de una matriz simétrica definida positiva donde
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> = AT A con A una matriz triangular superior y con elementos estrictamente positi-
vos en la diagonal. Reciprocamente, si A es una matriz triangular superior con entradas
diagonales estrictamente positivas, entonces AT A es simétrica definida positiva. Ade-
mas, la inversa de una matriz definida positiva es definida positiva. Entonces, para evitar
invertir la MCEP durante el entrenamiento, propone que la red estime la matriz de preci-
sion B = X!y enparticular, B = 3! = AT A. Ademas, sabiendo que el determinante
de AT A es el producto de los elementos de la diagonal de A, podemos reescribir la Ec.
5.2 como:

N
Z=- (Z log An) +(y—p) ATA(y — p) (5.3)
=0

De forma similar, en Hu and Kantor (2015) utilizan la descomposicion modificada de
Cholesky que descompone una matriz definida positiva en el producto de una matriz
triangular inferior L restringida a tener s6lo unos en la diagonal y una matriz diagonal
D restringida a tener solo valores positivos, entonces B ="' = ATA = LDL.

El tratamiento de Hu and Kantor (2015) permite interpretar, en el contexto de las cova-
rianzas, a D como una MCEP transformada por L. En este sentido, se asemeja a la idea
de Ouala et al. que estima una matriz diagonal que es transformada del espacio EOF por
la matriz T fija. Pero en este caso, la matriz de transformacion L es dependiente del esta-
do. Esta descomposicion también nos permite identificar facilmente las salidas de la red
correspondientes a los elementos de la diagonal (D) y forzarlos a que éstas sean siempre
positivas. Utilizando la descomposicion de Cholesky modificada, se puede reescribir la
funcioén de costo de la siguiente manera:

%= - (Z log Dii) +(y — ) 'LDL' (y — 1) (5.4)

que es la funcién de costo que utilizan en Hu and Kantor (2015) y Liu et al. (2018) pa-
ra estimar matrices de covarianza de error en odometria (sensores de rango y sensores
visuales respectivamente). En ambos trabajos se realizan experimentos con sensores si-
mulados (datos sintéticos) y con datos reales y, en todos los casos, la estimacion de la
MCEPs mejora la representacion del ruido presente en los sensores (observaciones), re-
sultando esto en una mejor precision de la localizacion del vehiculo.
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En sus conclusiones, Hu and Kantor (2015) advierten que extender sus resultados a al-
tas dimensiones requiere de mas investigacion, en particular para la representacion y
manipulacién de grandes matrices de covariazas o matrices de covarianzas esparzas.

5.2. Estimacion de la covarianza usando analogos

Hasta ahora se discutieron técnicas basadas en la verosimilitud gaussiana para entrenar
redes neuronales capaces de estimar la MCEP. Otra forma de estimar la incertidumbre
es mediante la técnica de analogos (Lguensat et al., 2017). En esta estrategia se utiliza un
conjunto de estados similares del sistema dinamico para emular la dindmica del sistema.
Para esto es necesario contar con un repositorio o catalogo de estados historicos del
sistema, ya sean observaciones o el resultado de integrar un modelo numérico durante
un periodo prolongado de tiempo. El catalogo de referencia esta conformado por pares
de vectores de estado consecutivos, separados todos por el mismo plazo temporal dt.
Dado un catalogo €, se define el operador de prondstico por analogos &/ como un emu-
lador estadistico del modelo no lineal, basado en ejemplares del estado x al tiempo ¢ y
los estados correspondientes al tiempo ¢ + dt (sucesores). Es decir que, para cualquier
estado x;, emulamos el siguiente estado en el tiempo ¢ + dt basandonos en los sucesores
de sus vecinos mas proximos en el catdlogo € al tiempo ¢. Esta misma idea puede ser
extendida a la construccion de un pronoéstico por ensambles a partir del cual se puede
obtener la MCEP calculando la covarianza empirica de igual forma que se realiza en los
ensambles basados en multiples integraciones de un modelo numérico. Este método es
puramente basado en datos en el sentido que no se necesita integrar un modelo numérico
para realizar el pronoéstico del estado y de la covarianza.

Lguensat et al. proponen el método de asimilacion de datos por analogos, en inglés Ana-
log Data Assimilation (AnDA) y evalian su desempefio comparando distintas opciones
de operadores de prondstico &/ y usando como linea base de comparacién otras téc-
nicas de DA en un entorno de prueba basado en simulaciones del modelo Lorenz’63 y
Lorenz’96.

El pilar fundamental del enfoque de prondsticos basados en analogos es el catalogo. Co-
mo tal, el método AnDA se relaciona profundamente con la calidad y representatividad
del catalogo. Asi, los autores explican que la aplicaciéon de AnDA a sistemas de alta di-
mension es otro desafio futuro. Como se detalla en van den Dool (1994), el nimero de
elementos de un catalogo debera crecer exponencialmente con la dimension intrinseca
del estado para garantizar la recuperacion de analogos con una precisiéon determinada.
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Esto hace poco realista la aplicacion directa de estrategias por analogos en un espacio
de estados con una dimensionalidad intrinseca superior a 10. En consecuencia, los &/
globales (vector de estado completo) son probablemente inadecuados para los sistemas
de alta dimensionalidad. Por el contrario, &/ locales permiten descomponer el pronos-
tico del estado de alta dimensionalidad en una serie de operaciones locales y de baja
dimensionalidad de forma similar a la propuesta de Ouala et al. de dividir el dominio en
subdominios mas pequerfios.

En Grooms (2021) se plantea una metodologia alternativa al uso de un catalogo para la
obtencion de estados analogos. En este trabajo se propone construir los analogos usan-
do autoencoders variacionales, del inglés Variational Auto Encoder (VAE) (Kingma and
Welling, 2019). Grooms se basa en que un conjunto de analogos proceden de una regiéon
pequena en el atractor del sistema dinamico que esta cerca o incluye al verdadero estado
del sistema, y por lo tanto, la variabilidad entre los analogos representa las varianzas y
covarianzas correspondientes a ese sector del atractor (es decir la matriz de covarianza
del estado correspondiente a un entorno de un estado determinado del sistema). En con-
secuencia, se espera que proporcionen una representaciéon aproximada de la dependencia
de la matriz de covarianza de los errores con el estado del sistema. Este planteo remite
a la figura 3.5 que compara el conjunto de entrenamiento de las RNAs con un ensamble
de modelos dinamicos. En este sentido, la técnica de analogos al utilizar datos historicos
para realizar estimaciones es mas afin a las RNAs que a los ensambles. La diferencia es
que la cantidad, seleccion y combinacion de analogos se realiza de forma explicita por el
operador &/ mientras que en las RNAs esto se determina de forma implicita a través de
los pesos de la red aprendidos durante el entrenamiento.

Grooms explora una nueva forma de obtener estados analogos utilizando VAE, que a
diferencia del autoencoder estandar, impone una estructura particular en el espacio la-
tente.

Supongamos que z; = ENC(x;) es una representacion del estado x; en el espacio latente
y que DEC(z; + €) es la decodificacion de ese mismo estado mas una pequeiia perturba-
cidn (e pequeno) en ese espacio latente. En un autoencoder estandar, DEC(z; + €) y x;
no tienen por qué ser similares y, en consecuencia, no siempre son tutiles como modelos
generativos.

Los VAE agregan una restricciéon adicional que implica que se eligen los pesos de las
redes ENC y DEC para que la distribucion de los datos en el espacio latente sea aproxi-
madamente gaussiana. Para lograr esto, se disefia la arquitectura de la red de manera que
el espacio latente se divide en dos, de modo que ENC(x) = (f1,5) con f1,6 € R,y l es
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Espacio latente

Entrenamiento

bL+oQ©e=1z,

Evaluacion

g€ = Zg)

Espacio de estado
Espacio de estado

Figura 5.1: Representacion de un VAE entrenado para generar analogos a partir de un
estado deterministico en la entrada. Las redes ENC y DEC transforman el vector de
estado hacia y desde el espacio latente respectivamente. Durante el entrenamiento se
utiliza € ~ (0, 1) para garantizar una estructura gaussiana en el espacio latente. Los
estados analogos se construyen decodificando estados perturbados (e; ~ /4 (0, 1)) en el
espacio latente.

la dimension del estado en el espacio latente, como muestra la Fig. 5.1. Luego, durante
el entrenamiento, se construye un vector z. = 1 + 0 © €, donde € es un vector alea-
torio con distribuciéon normal estandar y ® denota el producto elemento a elemento o
de Hadamard. Asi, z. se usa dentro de la funcién de costo como un término adicional de
regularizacion para penalizar las desviaciones de la distribucion estimada en el espacio
latente de una distribucidén normal estandar. Finalmente, cuando el VAE esta entrena-
do, los analogos se construyen mediante perturbaciones en el estado latente. Es decir,
se codifica un estado latente (ft + &) a partir de un prondstico x, y cada miembro del
ensamble x() se construye decodificando perturbaciones 2" = fi +¢&; coni = 1,..., N,
y N, es el tamafio del ensamble y donde €; son muestras independientes de una distri-
bucién normal estandar. Notar que el vector o producido por el codificador no se utiliza
durante este proceso.

Grooms reconoce que entrenar un VAE para reproducir un estado completo de un modelo
geofisico es probablemente muy dificil y puede ser practicamente imposible debido a
la alta dimensionalidad del problema. Pero sugiere utilizar una metodologia local en la
linea del filtro de Kalman local por ensambles (Brusdal et al., 2003; Evensen, 2003; Ott
et al., 2004) (LEnKF). Este enfoque analiza, para cada punto de reticula del modelo, un
ensamble y las observaciones cercanas a dicho punto. Grooms sugiere que su método
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podria utilizarse facilmente en este contexto generando, para cada punto de reticula, un
ensamble de analogos. La ventaja de este enfoque local es que el VAE sélo se entrena
para generar ensambles de una representacion parcial (local) del estado del sistema.

5.3. Estimacion de la covarianza usando el error

En esta seccion, extenderemos la funcion eMSE (seccion 3.4.1) para estimar MCEP com-
pletas. Para eso partiremos nuevamente del error del pronoéstico € (Eq. 3.14) y nos con-
centraremos solamente en el término 75 correspondiente a la estimacion del segundo
momento de la funciéon de densidad de probabilidad, en inglés Probability Density Fun-
ction (PDF) en la funcion eMSE (Eq. 3.16).

Al igual que para la Ec. 3.14, supondremos que se dispone de los estados analizados
medios para aproximar el error de prondstico (€ ~ €). En la seccion 6.2.4 se analizan
otras opciones para € que seran evaluadas en forma experimental.

Asi, € puede utilizarse para construir una MCEP puntual como:

S = ééyl = (X3 — ) (x5 — ) " (5.5)

donde ﬁ)k es la estimacion de la MCEP basada iinicamente en la muestra k. Llamaremos
> a las salidas de la RNA que estimaran la covarianza de la PDF del error de manera
analoga a la varianza en la figura 3.6

Entonces, el término de covarianza 7, queda definida como el cuadrado de la norma
de Frobenius entre la salida de la RNA (2y), y la aproximacion de la MCEP =),

NI,NI .. ~ ~
T = B —en(@)7|, = Y (&1~ lee) ™) = MSES, ) (5.6)
1,7=0

y finalmente la funcién de costo resulta:
geMSEcm, = a1y + Ty, (57)

Una ventaja fundamental de esta definicién es que nos permita estimar la MCEP di-
rectamente de la salida de la RNA (a diferencia de la funciéon LKHD,,, que estimaba la
matriz de precision), y no involucra la inversion de una matriz en su formulacion. Esta
caracteristica tiene la ventaja adicional de facilmente entrenar so6lo un subconjunto de
los elementos de la MCEP, por ejemplo las n primeras diagonales, a este proceso se lo
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denomina localizacion y se analizara en el siguiente capitulo.

5.4. Analisis comparativo

Se realizara una prueba sencilla para evaluar la habilidad de las RNAs para estimar la
MCEP. En particular se evaluara el desemperio de la funcion eMSE,,, (Eq. 5.7 ) usando
como linea de base de comparacion la funciéon LKHD,,,, (Eq. 5.3).

5.4.1. Experimentacion

Evaluaremos la estimacion de covarianza en un escenario de modelo perfecto (EMP)
similar al descripto en la Sec. 4.4.2 usando el modelo dindmico de Lorenz’63 de tres va-
riables que esta definido por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
del inglés Ordinary Differential Equations (ODE):

o = oly—1)
% = xy — Pz

Para nuestro experimento, se utilizaron los siguientes valores de los parametros: {3 =
%; p = 28; 0 = 10}. Entonces integraremos una simulacion verdad con un paso temporal
dt = 0,01 durante N = 50,000 pasos de tiempo. Cada uno de los vectores de estado
(xl,k € {1,...,N}) es observado con un error de observacion gaussiano tal que z¢ =
N (2t %) Asi, se genera un ensamble de condiciones iniciales que son utilizadas para
inicializar un prondstico de 25 pasos de tiempo de plazo.

Finalmente, para estimar la MCEP se entrenara una RNA con dos capas ocultas com-
pletamente conectadas de 75 neuronas cada una. La capa de entrada tiene 3 neuronas
correspondientes a las 3 variables de estado del sistema (z, y, 2) y, en este caso, como s6-
lo nos interesa estimar la MCEP, la capa de salida consiste en 6 neuronas (3 varianzas y 3
covarianzas). Para el entrenamiento se utiliz6 un conjunto de 30.000 muestras y para la
verificacion se usaron 5.000 muestras. Para evaluar los resultados se utiliz6 un conjunto
de prueba de 10.000 muestras. Los tres conjuntos (entrenamiento, verificacion y pruebas)
consisten en muestras disjuntas para garantizar la independencia de los resultados.
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Figura 5.2: Comparacion de los elementos de las MCEPs en funcion del estado proyecta-
do sobre el plano xy estimada de forma empirica (columna izquierda), usando una RNA
entrenada con la funcioén de costo eMSE,,, basada en los errores (columna central) y
usando una RNA entrenada con la funcién de costo LKHD,,, basada en la verosimilitud
(columna derecha).

5.4.2. Resultados

La Fig. 5.2 muestra en cada fila los valores de covarianzas asociados al estado estima-
dos de manera empirica (paneles en columna izquierda), la funciéon eMSE,,,, (paneles en
columna central) y LKHD,,, en los paneles de la columna derecha. Para generar cada
panel, se discretiz6 el rango de valores de estado de las variables x e y en 100 x 100
celdas. En el caso de las redes (paneles en la segunda y tercera columna), para cada celda
se calcul6 el valor medio de la covarianza estimada por la red en todas las trayectorias
que atraviesan dicha celda. En el caso de la estimaciéon empirica (paneles de la primera
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columna) se calcula directamente los elementos de la matriz de covarianza utilizando los
errores de todos los pronoésticos correspondientes a las trayectorias que atraviesan cada
una de las celdas.

Los paneles muestran una clara dependencia de la MCEP con el estado del sistema pa-
ra las tres técnicas de estimacion. La estructura general de esta dependencia esta bien
representada en las tres técnicas, aunque las RNAs muestran una variabilidad en la co-
varianza mas suave comparado con la estimacion empirica. Esto podria deberse en parte
a errores de muestreo sobre todo en regiones donde no hay tanta densidad de trayecto-
ria. Las RNAs también parecen ser menos sensibles a los valores extremos comparado
con la estimacion empirica. Por ejemplo, para la covarianza (ry) cerca de los extremos
del atractor, alrededor de los puntos (15,10) y (60,60), se ven valores extremos negativos
(azules) en la estimacion empirica que no estan reflejados con la misma intensidad en las
RNAs. Lo mismo ocurre para la covarianza (zz) alrededor del punto (25,35)

5.4.3. Conclusiones

Pudimos verificar que ambas funciones de costo (LKHD,,, y eMSE,,,) pueden estimar
una MCEP conservando su dependencia con el estado y manteniendo una estructura si-
milar a la obtenida de forma empirica. Se mostré como, a partir de la descomposicion
de Cholesky, podemos garantizar que la MCEP estimada por la red es definida positiva.
Esto agrega tiempo de computo, principalmente durante el entrenamiento, puesto que la
MCEP debe ser reconstruida a partir de la salida de la red. Las RNAs entrenadas con la
funcion de costo LKHD,,,,, como predicen la matriz de precision, exigen un paso adicio-
nal de post procesamiento que implica invertir la matriz de precision para obtener la de
covarianza. En muy alta dimensionalidad, creemos que esta inversion de matriz puede
acarrear problemas de inestabilidad numérica. Esto pareciera una clara ventaja para la
funcion de costo eMSE,,, que estima directamente la covarianza y permite, ademas, en-
trenar solo los elementos de la covarianza que se desean estimar reduciendo la cantidad
de parametros entrenables de la red y, al mismo, tiempo localizando la MCEP desde su
construccion. Esto no es posible de realizar con la funcién de costo LKHD,,,, al menos de
forma directa ya que, aunque solo se estime una matriz banda para reducir la cantidad
de parametros, la inversa de una matriz banda no es una matriz banda y, por lo tanto, no
es tan directo localizar la matriz.
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Capitulo 6

Asimilacion de datos

Un aspecto clave para la asimilaciéon de datos, en inglés Data Assimilation (DA), es la
cuantificacion de la incertidumbre del prondstico. Los sistemas de DA basados en ensam-
bles utilizan un conjunto de simulaciones para estimar la incertidumbre en los pronos-
ticos. Sin embargo, este enfoque es exigente en términos de calculo, disefio y desarrollo.

En el capitulo anterior se analizaron métodos alternativos al ensamble de modelos para
estimar la matriz de covarianza del error de pronéstico (MCEP) utilizando una unica
integracion del modelo. En particular se estudio el uso de redes neuronales artificiales
(RNAs) entrenadas mediante una funcion de costo que tiene en cuenta el hecho de que los
errores del pronostico son heterocedasticos. En este capitulo presentaremos un método
hibrido de asimilacién de datos basado en el filtro de Kalman y usando redes neuronales
(UnnKF) que combina una actualizacién de analisis basado en el filtro de Kalman, del
inglés Kalman Filter (KF), y una estimacion de la MCEP basada en una red neuronal
artificial (RNA). Para evaluar esta metodologia, se realizaran experimentos de simulacién
de sistemas de observacion utilizando el modelo de Lorenz’96.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. En la seccién 4.2 se describe la me-
todologia hibrida de asimilacion de datos. El disefio de los experimentos para evaluar el
rendimiento de la metodologia de asimilacion se describe en la Seccién 4.1. En la Seccion
6.3 se analizan los resultados obtenidos. Y finalmente, en la seccidén 6.4 se comentan las
conclusiones obtenidas.
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6.1. Meétodo hibrido de asimilacion de datos (UnnKF)

En la seccién 2.2.1 se introdujo la metodologia secuencial de DA. En esta seccion, defi-
niremos un método hibrido que utiliza la MCEP estimada con RNA a partir de un pro-
noéstico deterministico realizado con un modelo fisico (Cap. 5).

Las ecuaciones 2.8 se utilizan para calcular un analisis combinando pronésticos y ob-
servaciones. Nosotros proponemos aproximar el prondstico Xi de la ecuacion 2.8a por
el prondstico corregido [Li y la incertidumbre asociada P£ de la ecuacion 2.8b por la
MCEP estimada por una RNA (P{ R~ f]g) Entonces, las ecuaciones del método hibrido
para calcular un analisis son:

xi = i+ K(yi — Z (i), (6.1a)
K=SH"(HX[H" + R;)™". (6.1b)

La figura 6.1 muestra una representacion esquematica de UnnKF. Cada ciclo comien-
za con la integracion del modelo dinamico inicializado con el analisis del ciclo anterior
X{,_, para generar un pronostico deterministico x£ = M (x§_,). El pronostico y su con-
dicion inicial (el analisis) se utilizan como entradas a la red neuronal para obtener una
correccion del pronéstico y una estimacion de la MCEP (i), /) = Fpna(x¢_,, x)).
Entonces la salida de la RNA se utiliza junto con los datos de observaciones (y; y Ry)
para generar un nuevo analisis mediante las ecuaciones 6.1. El nuevo analisis se utiliza
como condicién inicial para producir un nuevo prondstico cerrando el ciclo de asimila-
cién secuencial.

Este enfoque usa una unica integracion del modelo dinamico para evolucionar el estado
del sistema del tiempo k£ — 1 al tiempo k£ como en el método de interpolacion optima,
en inglés Optimal Interpolation (OI), o el método variacional tridimensional (3Dvar). No
obstante, a diferencia de estos tltimos, utiliza una estimacion de la MCEP dependiente
del estado como en el filtro de Kalman por ensambles, en inglés Ensemble Kalman Filter
(EnKF), pero sin necesidad de integrar un ensamble de prondsticos.

El analisis obtenido a través de la Ec. 6.1 es muy sensible a la calidad de la MCEP. Por
ejemplo, si los términos diagonales estan sobreestimados, el analisis tiende a sobreajus-
tarse a las observaciones. Por otra parte, si los elementos fuera de la diagonal no estan
bien estimados, la informacién de las observaciones no se propaga adecuadamente a las
variables del sistema que no estan siendo directamente observadas. En los enfoques OI o
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Figura 6.1: Representacion esquematica de UnnKF (véase el texto para mas detalles).

3Dvar, se supone que la covarianza del prondstico no depende del estado del sistema. En
el EnKF, se tiene en cuenta la dependencia del estado, pero los errores de muestreo debi-
dos a un tamario de ensamble reducido pueden afectar su precision (Hamill et al., 2001).
En el caso de UnnKEF, la calidad de la covarianza vendra determinada por la capacidad
de la RNA para aprender la relacion entre el estado del sistema y el error asociado.

En las metodologias por ensambles que estiman la MCEP empiricamente (por ejemplo
EnKF), suele utilizarse algin método de localizacion de la MCEP para paliar el error
de muestreo, sobre todo cuando se utilizan ensambles de pocos miembros. La idea es
filtrar covarianzas espurias entre variables de estado que estan distantes entre si espa-
cialmente. Esto se logra aplicando una matriz de localizaciéon C' a la MCEP para forzar
el decaimiento de las covarianzas con el aumento de la distancia en el espacio fisico. En
general, la estructura de la matriz de localizacion es una decisiéon de disefio basada en
el conocimiento de la dindmica del problema o en resultados empiricos. El concepto de
localizacién también pude aplicarse a las MCEP estimadas usando RNA directamente
sobre la estimacidon o, durante el entrenamiento, modificando la funcién de costo. Por
ejemplo, podemos implementar la localizacién de la covarianza, modificando la funcion
de costo definida en el capitulo anterior (Ec. 5.6) de la siguiente manera:

Toow = |2k — C @ [e(e]) "Il (6.2)

donde la matriz C' se supone conocida a priori a partir del conocimiento de las interac-
ciones dinamicas y © es el producto elemento a elemento. Una consecuencia directa de
aplicar la matriz de localizacion es que todos los elementos de la matriz de salida (¥j) co-

101



Capitulo 6. Asimilacion de datos

rrespondientes a elementos con valor igual a 0 en C' pueden no estimarse, lo cual reduce
el tamafio de la capa de salida de la red. De este modo, reducimos tambien el nimero de
parametros de entrenamiento y limitamos el calculo de las covarianzas a sé6lo las sub-
diagonales seleccionadas, es decir, > puede representarse mediante una matriz banda
(véase la Sec. 6.2.2).

6.2. Diseio experimental

En esta seccion se presentan los experimentos orientados a evaluar la precision y eficien-
cia de la estimacion de la covarianza en el contexto de un sistema de asimilacién de datos
secuencial. Aunque la correcciéon del error sistematico del pronostico podria mejorar el
rendimiento de la asimilacién, no la incluimos como parte de los experimentos ya que
podria ocultar la sensibilidad al error del analisis en la estimacién de la covarianza. De
esta manera, la variabilidad en la calidad del analisis puede atribuirse inicamente a la
calidad de la estimacion de la MCEP por la RNA. El método de asimilacion utilizado es
el UnnKF presentado en la seccion anterior, pero en este caso, solo se estima la MCEP

basada en un pronéstico deterministico X£ como se muestra en la Fig. 6.2.

& caleul
X u
YioRi | F alculo Modelo
de Dinamico
p/ Analisis

-

Figura 6.2: Representacion esquematica de un ciclo de asimilacion UnnKF donde se
utiliza una RNA soélo para estimar la MCEP.
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6.2.1. Modelo dinamico y conjunto de entrenamiento

La metodologia UnnKF se evaltia en un escenario de modelo imperfecto (EMI) similar
al que se uso6 en el capitulo 4 pero con otra configuraciéon de parametros del modelo
y usando un sistema de observacion parcial del estado. Es decir, se us6 el modelo de
Lorenz’96 de dos escalas con N, = 100 variables lentas y ./ = 32 variables rapidas por
cada variable lenta, los parametros de acoplamiento entre escalas son h = 1,c = 10y
b = 10y se us6 un forzante F' = 26 para obtener un comportamiento cadtico.

Las observaciones se generan a partir de la integracion de la verdad cada 8 pasos tem-
porales afiadiendo un error gaussiano de media cero y varianza igual a 0,2 y estan dis-
ponibles sdlo para los puntos impares de reticula, es decir, s6lo se observa el 50 % de las
variables de estado del sistema.

Dado el conjunto de observaciones y el modelo de pronéstico, se utilizé la metodologia
EnKF (Sec. 2.2.2) para generar un conjunto de analisis X} que asumiremos como la mejor
aproximacion al estado real del sistema. Se eligi6é el EnKF estocastico, ya que el uso de
filtros deterministicos como el LETKF (Hunt et al., 2007) afect6 negativamente al entre-
namiento de los modelos de RNA utilizados, debido a que en estos filtros los miembros
del ensamble no son equiprobables y algunos miembros se asocian persistentemente con
mayores desviaciones respecto de la media del ensamble. Este efecto ya ha sido repor-
tado por Amezcua et al. (2012) y encontrado en un experimento con datos reales por
Kondo and Miyoshi (2019).

Para entrenar las RNAs y como linea de base para evaluar la metodologia UnnKF se
generaron dos conjuntos de analisis: uno basado en un ensamble de 100 miembros y el
otro en un ensamble de 5 miembros. Para reducir el impacto de los errores de muestreo,
en ambos casos se utiliz6 la funcioén de localizacion sugerida en Gaspari and Cohn (1999)
con una escala de localizacion de 7 puntos de reticula que fue el valor que minimiz6 la
raiz cuadrada del error cuadratico medio, en inglés Root Mean Squared Error (RMSE), de
los analisis. De la misma manera, el factor de inflacion se ajust6 al valor que minimiza
el RMSE, dando un factor de inflacién 6ptimo de 1,15 para el conjunto de 100 miembros
y de 1,35 para el experimento del conjunto de 5 miembros.

Para armar el conjunto de entrenamiento se utilizaron los primeros 10.000 analisis y
para el conjunto de validacion los 5.000 analisis siguientes. El tamafio del conjunto de
entrenamiento en unidades de tiempo del modelo Lorenz equivale a 10 afios de datos en
tiempos atmosféricos. El conjunto de pruebas consta de 15.000 analisis completamente
independientes del conjuntos de entrenamiento y validacion.
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capa | canales entrada | canales salida | kernel activacion
entrada 2 32 3 Softplus

oculta 32 32 3 Softplus

salida 32 ng 3 Softplus(0)+linear(1 : d)

Tabla 6.1: Descripcion de la arquitectura de la red neuronal convolucional utilizada en
la experimentacion. El nimero de canales de la capa de salida (n,) es el numero de sub-
diagonales de la MCEP que seran estimados.

6.2.2. Arquitectura de las RNA

En la experimentacion de los capitulos previos se utilizaron RNAs completamente conec-
tadas, pero al aumentar considerablemente el espacio de estados (N, = 8 en el capitulo
4y N, = 100 en este capitulo) comprobamos que esta arquitectura no escalaba ade-
cuadamente respecto de la cantidad de parametros entrenables. Por ese motivo, en este
capitulo, se utilizan redes convolucionales porque nos permiten reducir la cantidad de
conexiones (parametros entrenables) y porque asumen invariancia de traslacion, lo que
concuerda con la isotropia estadistica de la dinamica de Lorenz’96. Las caracteristicas
de la red (cantidad de capas, cantidad de filtros convolucionales en cada capa, etc.) se
optimizaron mediante experimentos de sensibilidad minimizando el valor de la funcién
de costo para el conjunto de validacion. La tabla 6.1 describe la arquitectura de red uti-
lizada para la mayoria de los experimentos en este capitulo. La extension espacial de los
filtros que dieron mejores resultados es de 3 variables. Este resultado es coherente con
el comportamiento de las variables de Lorenz que presentan interacciones localizadas,
es decir, dos variables alejadas entre si tienen covarianzas cercanas a cero. Dado que la
condicién de contorno del modelo de Lorenz es circular, se aplicéd el mismo criterio a las
capas convolucionales (padding circular) que ademas nos permite mantener sin cambios
las dimensiones de la representacion espacial a través de la red. Para las dos primeras ca-
pas convolucionales, se utiliz6 la funcién de activacién Softplus porque obtuvo, durante
los experimentos de optimizacién preliminares, una convergencia ligeramente superior
a otras funciones de activaciéon consideradas (logistica y ReLU).

En la capa de salida se utilizaron dos funciones de activacion distintas. La funcién Soft-
plus se utiliz6 para los elementos de salida correspondientes a la diagonal principal ()
para garantizar que las varianzas estimadas sean positivas. Para los elementos corres-
pondientes a las covarianzas (elementos subdiagonales de la MCEP n; ... ng,) se uso la
funcion de activacion lineal. En experimentos preliminares, se observd que el uso de ac-
tivaciones lineales o ReLU en la diagonal principal (ny) puede conducir a la estimaciéon
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Salidas de la red neuronal Matriz de covarianza estimada
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Figura 6.3: La salida de la red se muestra en el panel (a), el elemento i-ésimo del canal 0
es la varianza correspondiente a la variable de estado ¢-ésimo. El canal d-ésimo corres-
ponde a la covarianza entre las variables de estado separadas por una distancia d como
se muestra en el panel (b). Se supone que los valores de covarianza no representados con
la salida de la RNA son cero.

de varianzas negativas o iguales a cero, respectivamente. El tamano de la capa de salida
depende directamente de la eleccion de la matriz de localizaciéon C' de la Ec. 6.2. En esta
instancia, se decidi6 utilizar una funcién del tipo Heaviside para localizar los elementos
de la covarianza objetivo a una distancia d determinada. Es decir, si la distancia entre
dos variables de Lorenz es menor que d puntos de reticula, dejamos la covarianza co-
rrespondiente sin cambios, y si es mayor que d, ponemos la covarianza correspondiente
a 0. Esto equivale a mantener sélo las primeras n, subdiagonales de la covarianza obje-
tivo. Entonces disefiamos la RNA para estimar solo las primeras n, subdiagonales de la
MCEDP, ya que todas las demas subdiagonales son 0 (Figura 6.3). En la seccion 6.3.2 se
analizan resultados de sensibilidad al parametro d.

6.2.3. Entrenamiento de las RNAs

La eleccion de una arquitectura de red y los hiperparametros de entrenamiento dptimos
result6 una tarea ardua. Si bien la convergencia durante el entrenamiento a valores bajos
de la funcion de costo fue relativamente facil de lograr, la principal dificultad fue encon-
trar un conjunto de hiperparametros tal que la MCEP estimada por la red nos permita
generar largas secuencias de analisis usando el método UnnKF.

En capitulos previos se discuti6 y se analiz6 la gran sensibilidad al sobreajuste que pre-
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sentan las redes entrenadas para estimar incertidumbre en comparacion con la estima-
cion del error medio. Para controlar el sobreajuste se utilizd, ademas de la técnica de
parada temprana (detener el entrenamiento cuando el valor de la funcién de costo sobre
el conjunto de validacion deje de disminuir), la regularizaciéon Lo o decaimiento de pe-
sos, en inglés Weight Decay (WD). En particular se observo que, para valores mayores
a 1 del parametro A\ que ajusta el dacaimiento de los pesos, la variabilidad de la MCEP
estimada se suaviza y disminuye hasta volverse practicamente independiente del estado
asemejandose a una MCEP climatologica, pero que permitia generar largas secuencias
de analisis con UnnKF.

Esto nos permitid, de forma iterativa, ir alternando pasos de ajuste de arquitectura y
disminucion del valor de A, hasta lograr optimizar los hiperparametros de entrenamiento
y la capacidad de la RNA para valores de )\ iguales a cero. Finalmente, para entrenar las
RNA de todos los experimentos se utiliz6 el optimizador AdamW (Loshchilov and Hutter,
2017) con un valor de tasa de aprendizaje, en inglés Learning Rate (7);,-), de 0,001 y un
tamarfio de lote de 50 muestras.

6.2.4. Estimacion del error de pronoéstico

En la seccion 5.3 se evalu6 una metodologia para entrenar RNAs que estiman la MCEP
usando el error del pronoéstico como objetivo de entrenamiento. Pero conocer el error
real del prondstico implica conocer el estado verdadero del sistema, y esto no es posible
para sistemas como la atmosfera y el océano de los cuales solo se dispone de aproxi-
maciones como los prondsticos, las observaciones o los estados analizados. La figura 6.4
esquematiza este problema y muestra algunas aproximaciones del error que pueden con-
siderase en funcion de los datos disponibles en sistemas reales. A continuacion, se listan
posibles aproximaciones del error de pronodstico a corto plazo (e}s) que seran evaluadas
en términos de cémo expresan la variabilidad espacio-temporal del mismo:

» Inicializaciéon Media - Media del Anélisis (MMA): En este caso definimos e£ =

x{ —Xxj donde X£ es un pronostico deterministico inicializado con el analisis medio
del ensamble (X£ = M (X}_,)). En este caso, estamos tomando la diferencia entre
el estado mas probable del sistema dadas todas las observaciones hasta el tiempo
k — 1y el estado mas probable del sistema dadas todas las observaciones hasta el

tiempo £.

= Inicializacion Media - Random Analisis (MRA): Definimos el error como ef; =

f (nr)

X, — XZ’(nT) donde x;*""’ es un miembro aleatorio del ensamble de analisis. Esta
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Figura 6.4: Esquema de un ciclo de asimilacion por ensamble en el que se muestran
las aproximaciones del error del pronéstico MRA y MMA utilizando sélo el miembro
i-ésimo del ensamble.

aproximacién supone que los miembros del ensamble de analisis representan rea-
lizaciones igualmente probables del estado verdadero. Es importante sefialar que
para la construccién del conjunto de entrenamiento, la seleccién aleatoria se rea-
liza una sola vez, es decir, el conjunto de datos es el mismo en todas las épocas
de entrenamiento. Con esta formulacion seria posible aumentar el conjunto de en-
trenamiento utilizando todos los miembros disponibles del ensamble. De hecho,
ampliar el conjunto de entrenamiento de esta forma mejora la calidad de la MCEP,
y en consecuencia, disminuye el RMSE de los analisis. Sin embargo, a efectos de la
comparacion, se opto por utilizar sélo un miembro seleccionado aleatoriamente de
modo que el tamafio del conjunto de entrenamiento sea el mismo que en el resto
de los métodos de aproximacion elegidos.

= Inicializacion Media - Estado Verdadero (MNT): Dado que estamos realizando ex-
perimentos idealizados, tenemos acceso al estado verdadero del sistema y pode-
mos calcular el error real del pronéstico como 6,]; = Xi — x!, donde x, es el estado
verdadero del sistema. Como esta representacion del error no puede obtenerse en

aplicaciones reales, solo se utiliza como referencia y a efectos comparativos.

También se evaluaron otras aproximaciones del error, por ejemplo, (—:£ = x]m) _ X{
donde xi’(n’") =M (xZﬁ”")) es un miembro aleatorio del ensamble de pronodsticos o
e£ = Xi’(m) — XZ’(M), que es la diferencia entre un miembro aleatorio del ensamble

de pronodsticos y el miembro correspondiente en el ensamble de analisis, pero ninguno
de estos mejoro los resultados de MRA.
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Es importante notar que a cada aproximacion del error le corresponde una varianza dis-
tinta. Por lo tanto, las trazas de las MCEP estimadas por una RNA entrenada usando
diferentes aproximaciones del error pueden ser significativamente distintas. Para redu-
cir el impacto de este efecto en el ciclo de asimilacién y poder comparar los distintos
enfoques de una forma maés consistente, se aplica un factor de inflacién multiplicativo
en los experimentos de DA de la misma manera que se hace en EnKF. El factor de infla-
cion multiplicativo se optimiza independientemente para cada aproximacién del error
buscando exhaustivamente el valor que minimiza el RMSE de los analisis.

6.3. Resultados

El objetivo principal de la experimentacion realizada fue, por un lado, evaluar la calidad
de la MCEP y el rendimiento de la metodologia UnnKF usando una RNA entrenada con
la funcién de costo basada en el error, en inglés extended Mean Squared Error (eMSE)
(Sec. 5.3). Por otro lado, estudiar la solidez de la solucién mediante experimentos de
sensibilidad y usando la metodologia EnKF como base de comparacion.

Identificamos a cada experimento UnnKF con un nombre compuesto por dos partes, la
primera hace referencia a la aproximacioén del error (Sec. 6.2.4) utilizada durante el en-
trenamiento de la RNA y la segunda es el nimero de diagonales de la MCEP que estima
la RNA (Sec. 6.2.2). De manera similar, los experimentos EnKF usados como referencia
se denominan ENS seguido del niimero de miembros usados en el ensamble, por ejem-
plo ENS5 refiere al experimento de DA con el método EnKF usando un ensamble de 5
miembros.

Se comenzo6 comparando la evolucion temporal de las MCEP estimadas con una RNA en-
trenada con la aproximacion MRA y n; = 6 (MRA6), y con ensambles de modelos de 5
(ENS5) y 100 miembros (ENS100) en un entorno EMI (ver Sec. 6.2.1). Los resultados para
algunos de los elementos de la MCEP se muestran en la figura 6.5. Se distingue entre va-
riables de estado observadas y no observadas durante el proceso de asimilacion, ya que
la variabilidad del error puede ser notoriamente diferente y, en consecuencia, también la
variabilidad de los elementos de la MCEP. Para tener una idea general de similitud entre
las MCEP estimadas, cada panel indica el coeficiente de correlacion temporal de MRA6
y ENS5 con respecto a ENS100 para todo el conjunto de pruebas. Para todos los casos,
aun los que no se muestran en la figura 6.5, el coeficiente de correlacion de la estimacion
MRAG es superior a la correlacion de ENS5. Estos valores coinciden con las evoluciones
temporales donde se puede ver que ENS5 produce covarianzas con una mayor variabi-
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Figura 6.5: Evolucion temporal de los elementos seleccionados de la MCEP a lo largo
de 100 pasos temporales consecutivos a partir del ciclo 1500 del conjunto de pruebas. El
panel izquierdo de la primera fila muestra la varianza de la primera variable observada
(MCEP(g)) vy a la derecha la primera variable no observada (MCEP(; ;). La segunda
y tercera fila muestran la covarianza de la variable de interés con su primera y cuarta
vecina respectivamente (MCEP; ;, 1) y MCEP; ;14)). A la derecha de cada panel se indica
el coeficiente de correlacién calculado sobre 15.000 ciclos de asimilacion, entre ENS5 y
MRAG6 con respecto a ENS100.

lidad temporal en comparacion con ENS100 debido al efecto del error de muestreo. En
cambio, MRAG6 sigue de cerca la variabilidad de ENS100 tanto para las variables obser-
vadas como para las no observadas, aunque MRAG6 tiene una variabilidad mas suave que
ENS100 y a veces parece omitir algunos extremos (por ejemplo, el tiempo 1515 para las
variables observadas en todas las covarianzas). Pero también es capaz de reproducir con
bastante precision otros extremos presentes en ENS100 (por ejemplo, la varianza y la
covarianza en el momento 1525 para las variables observadas).

También se puede evaluar la calidad global de la estructura espacio-temporal de las
MCEP comparando el RMSE de los analisis generados en un contexto de DA. La Fi-
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gura 6.6 compara el RMSE de secuencias de analisis generados con UnnKF (MRA6) y
con EnKF (ENS5 y ENS100). La linea negra en la parte superior de cada barra representa
el intervalo de confianza del 95 % calculado mediante un enfoque bootstrap utilizando
500 submuestras obtenidas del conjunto de datos de prueba mediante seleccion aleatoria
con reemplazo y seleccionando muestras que estan separadas mas de 20 pasos tempora-
les entre si para aumentar la independencia entre los diferentes elementos de la muestra.
Los resultados de la figura 6.6 indican que, tanto para las variables observadas como pa-

I ENS5 [ ENS100 I MRA6
No Observadas Observadas Total

0.55

I
s 0.35 0.45
o

Figura 6.6: RMSE de los analisis generados por un ensamble de 5 miembros (ENS5),
un ensamble de 100 miembros (ENS100) utilizando el método EnKF y el método UnnKF
(MRAG6) para el modelo de Lorenz’96 de 100 variables durante 15.000 ciclos consecutivos
de asimilacion basados en datos del conjunto de prueba. Se muestran los RMSE de las
variables no observadas (izquierda), de las variables observadas (centro) y el RMSE total
(derecha). Obsérvese que los rangos de los ejes RMSE son diferentes en cada panel, esto
es para resaltar la diferencia entre los experimentos. La linea negra de la parte superior

de cada barra indica los limites de un intervalo de confianza del 95 % obtenido mediante
un método bootstrap.

o
IS
——

ra las no observadas, el RMSE del experimento MRAG6 esta mucho mas cerca de ENS100
que de ENS5. Esto concuerda con el analisis de la evolucion temporal de los elementos
de la MCEP y muestra que la metodologia propuesta es capaz de generar una estimacion
de la MCEP dependiente del estado lo suficientemente robusta como para generar largas
secuencias de ciclos de asimilacion utilizando Unicamente un prondstico determinista
como entrada.

6.3.1. Sensibilidad a la aproximacion del error del pronéstico

En la seccion 6.2.4 se discuti6 el problema de aproximar el error del pronodstico y se
identificaron posibles candidatos para entrenar la RNA. La Figura 6.7 muestra el RMSE
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de secuencias de analisis generados con UnnKF usando la RNA entrenada con el error
real del pronodstico (MNT) y aquellas entrenadas con las aproximaciones MRA y MMA.
En todos los casos se estiman ny; = 6 diagonales de la MCEP.

En linea general, todas las aproximaciones resultaron estables y precisas en el sentido de
lograr producir largos ciclos de asimilacion con bajos valores de RMSE, mostrando una
variabilidad del 10 % entre la mejor aproximacion (MRA) y la peor (MMA).

N ENS100 @@ MRA6 I MNT6 B MMA6
No Observadas Observadas Total
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ENS100: 1.15
MRA6 : 0.80
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Figura 6.7: Se muestra el RMSE de las variables no observadas del sistema (panel iz-
quierdo), las variables observadas (panel central) y el RMSE total (panel derecho) de los
analisis generados utilizando un conjunto de datos de prueba independiente para las re-
des entrenadas con los conjuntos de datos MNT, MRA y MMA. La linea negra de la parte
superior de cada barra indica los limites de un intervalo de confianza del 95 % obtenido
mediante un enfoque bootstrap.

El uso del analisis medio como objetivo de entrenamiento da como resultado un RMSE
significativamente mayor en comparacion con el uso de la aproximacion MRA. Ademas,
el UnnKF utilizando MMA requiere un factor de inflacién multiplicativo mayor para lo-
grar un rendimiento 6ptimo, lo que indica que esta aproximacién subestima la amplitud
de los errores. Esto podria deberse al hecho de que un prondstico deterministico iniciali-
zado con un analisis medio para un plazo de pronodstico muy corto es similar a la media
del ensamble de prondsticos, y como estamos aproximando el error como la diferencia
entre el prondstico deterministico y la media del ensamble de analisis, no se est4 teniendo
en cuenta que tanto el pronostico como el estado verdadero del sistema son realizaciones
aleatorias de estas distribuciones. En cambio, en el enfoque MRA se contempla que los
miembros del ensamble de analisis son realizaciones igualmente probables del estado del
sistema y se elige una de las posibles realizaciones para el calculo del error. El valor de
inflaciéon 6ptimo de esta aproximacion resulté ser menor que uno, lo que implica una
sobrestimacion de la varianza de los errores.

El experimento MRA obtuvo valores de RMSE comparables con ENS100, especialmente
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para las variables observadas, sin embargo, para las variables no observadas aparecen
diferencias significativas. Parte de estas diferencias pueden explicarse por el efecto del
error de modelo presente tanto en el prondstico como en el analisis de nuestros expe-
rimentos. Aunque la asimilacién de las observaciones reduce en parte el impacto de los
errores en el analisis, otra parte permanece, especialmente en las variables que no estan
observadas, lo que degrada la representacion del error.

A pesar de las diferencias, todas las aproximaciones resultaron ser buenas aproxima-
ciones si consideramos que el RMSE es 8,35 % mayor que el RMSE de ENS100 para el
experimento MMA, mientras que para ENS5 es un 46 % mayor.

El RMSE mas bajo lo tiene el experimento MNT6, siendo incluso mejor que ENS100.
Este resultado es muy interesante y nos indica que al usar un objetivo adecuado de en-
trenamiento, es posible entrenar una RNA capaz de proporcionar, a partir de una Uni-
ca integracion de un modelo fisico, una estimacion de la incertidumbre del pronoéstico
dependiente del estado que es mas precisa (en términos de minimizacion del RMSE del
analisis) que la proporcionada por un ensamble grande de prondsticos a un costo compu-
tacional mucho menor. El valor de RMSE alcanzado por MNT6 se logra con una inflaciéon
multiplicativa de 0,85 y aplicando la funcién de localizacion de Gaspari-Cohn (Gaspari
and Cohn, 1999) con distancia de 4 puntos de reticula a la estimacion de la RNA. Si no
se usara la funcion de localizacion, la inflacién 6ptima es de 0,8 y el RMSE aumenta un
1,7 %. Esto podria indicar una ligera sobreestimacion de las covarianzas distantes para
el experimento MNT. El valor minimo de RMSE para los experimentos MMA y MRA se
obtiene sin aplicar ninguna funcién de localizacién adicional a la matriz de covarianza.

6.3.2. Sensibilidad a la localizacion

Como se analiz6 en la seccion 6.1, para la metodologia UnnKF la localizacion se puede
aplicar en dos momentos: durante el entrenamiento de la RNA simplificando el entre-
namiento y reduciendo la cantidad de parametros entrenables de la RNA, o a posteriori
aplicando una funcién de localizacion a la estimacion de la RNA de la misma manera que
se localiza la MCEP estimada con ensambles de prondsticos. En esta seccion se analiza la
sensibilidad a la primera forma de localizacion, es decir, solo se restringe la cantidad de
diagonales de la MCEP que seran estimadas, pero no se escalan sus elementos. Entonces,
se busca estudiar como la RNA modela las covarianzas entre variables distantes y hasta
qué punto la inclusion de covarianzas entre variables lejanas mejora la precision del ana-
lisis. Como referencia, en la figura 6.9 se muestra como la MCEP propaga informaciéon
de variables observadas a no observadas.
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Figura 6.8: Se muestra el RMSE para matrices de covarianza con diferente numero de
diagonales no nulas: {2, 3,4, 5,6, 7, 8}, para las variables no observadas del sistema (pa-
nel izquierdo), las variables observadas (panel central) y el RMSE total (panel derecho)
de los analisis generados con UnnKF utilizando un conjunto de datos de prueba indepen-
diente. Los valores 6ptimos de inflacion para cada experimento se indican a la derecha
de la figura. Los limites de un intervalo de confianza del 95 % obtenido mediante un
enfoque bootstrap se indican con una linea negra en la parte superior de cada barra.

Los resultados de la figura 6.8 muestran que el RMSE de los analisis disminuye cuando
aumenta ny a excepcion del experimento con ny = 3. Para este caso, en las variables
no observadas se obtiene un aumento del error del analisis con respecto al caso ng = 2.
Esto puede deberse a que, en el experimento con ny = 3, el nimero de observaciones
utilizadas para corregir las variables no observadas del analisis es el mismo que en el
experimento con ny = 2. Sin embargo, el rendimiento en las variables observadas mejo-
ra cuando ny4 se aumenta de 2 a 3, ya que el nimero de observaciones asimiladas en las
variables observadas aumenta de 1 a 3. Este efecto se esquematiza en la Figura 6.9 mos-
trando que las subdiagonales pares propagan la informacion de las observaciones a las
variables no observadas, mientras que las subdiagonales impares propagan la informa-
cién de las observaciones variables observadas. Este efecto parece imperceptible a partir
de la 4° subdiagonal, probablemente debido a la pequefia amplitud de las covarianzas
estimadas.

6.3.3. Sensibilidad a la dimension del vector de estados

En esta seccién investigamos como la dimensién del estado y el nimero de diagonales
estimadas de la MCEP se relacionan con la capacidad requerida por la RNA, en particu-
lar el niimero de filtros convolucionales en la capa oculta que produce los analisis mas
precisos.
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Tnn+3 Figura 6.9: Esquema de propagacion de la infor-

macion provista por las observaciones hacia las
variables de estado observadas (Obs) y no obser-
vadas (NoObs) durante el proceso de asimilacion
de datos. Se muestra como cada covarianza (3,, ;)
propaga la informacién de una variable (n) a otra

(i).
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Evaluamos el rendimiento del UnnKF para diferentes dimensiones del estado (V,) rea-
lizando tres experimentos con N, € {8,40,100}. Para el primer experimento N, = 8,
estimamos la MCEP completa (ng; = 4). Para N, = 40 y N, = 100 se consideré ny; = 6.
Estos experimentos se comparan con un ensamble pequefio de 5 miembros y un ensam-
ble grande de 50 miembros para N, = 8 y 100 miembros para N, = 40 y N, = 100. En
todos los casos, el ensamble grande presenta un tamafio tal que no se obtienen mejoras
significativas al incrementar la cantidad de miembros mas alla de este tamafio.

En los resultados que se muestran en la Figura 6.10, el UnnKF tiene un RMSE cercano al
del ensamble grande en todos los experimentos. Esto indica que el rendimiento de la es-
timacion de la covarianza tiene poca sensibilidad al tamario del vector de estado en estos
experimentos. Y para todos los casos, el rendimiento del UnnKF es significativamente
mejor que el alcanzado con el ensamble pequefio, aun cuando éste estd debidamente
optimizado en términos de la inflacion multiplicativa y de la localizacion.

0.65 065 0.65

050 B OENSS | EEE ENSS 0o EEN ENSS
E=A ENS50 =2 ENS100 21 ENS100
0.55 0.55 0.55
EE MRA4 EE MRAG EEE MRAG
0.50 0.50 0.50
)
s 045 045 045
(=4
0.40 0.40 0.40
035 'l 035 035
0.30 / 0.30 0.30
023 5=8 025 S=40 025 S=100

Figura 6.10: RMSE de los analisis generados para el modelo Lorenz’96 de 8, 40 y 100
variables de estado (paneles derecho, central e izquierdo, respectivamente). Cada panel
muestra el RMSE alcanzado para la metodologia EnKF con un ensamble pequefio de 5
miembros (ENS5), un ensamble grande de 50 miembros para N, = 8 (ENS50) y 100
miembros para N, = 40 y N, = 100 (ENS100) y para el experimento MRA6.

También se realizaron experimentos para evaluar la relacién entre la cantidad de para-

114



6.3. Resultados

numero de canales ng = 2 ng =8
en la capa oculta | func. costo | RMSE | func. costo | RMSE
10 0,11816 0,4085 0,068481 0,39275
20 0,11758 0,4050 0,068203 0,37823
32 0,11748 0,4042 | 0,068105 | 0,37336
40 0,11755 0,4053 0,068130 | 0,37331
50 0,11766 0,4044 0,068115 0,37335

Tabla 6.2: Funcion de costo y RMSE de los analisis calculado sobre el conjunto de datos
de prueba para distintas arquitecturas de RNA. La primera columna muestra el nimero
de nucleos convolucionales utilizados en la capa oculta. Los resultados se presentan para
el caso en que se estimaron 2 diagonales (n; = 2) y 8 diagonales (n4 = 8) de la MCEP.

metros entrenables y el nimero de diagonales estimadas variando la cantidad de canales
de la capa oculta de la RNA y verificando la convergencia (valor alcanzado por la funcién
de costo) y el RMSE del anélisis resultante.

Los resultados de la Tabla 6.2 muestran que la capacidad 6ptima de la red es practicamen-
te insensible al nimero de diagonales estimadas. Para n; = 2 (200 variables de salida)
el nimero 6ptimo de filtros es 32 y para ny; = 8 (800 variables de salida) el 6ptimo es
40. Se observo que usar redes con mas capacidad degrada ligeramente el RMSE. Este re-
sultado puede estar vinculado a la dindmica de Lorenz’96 donde las variables distantes
espacialmente practicamente no interactiian entre si y, en consecuencia, los valores de
covarianzas son muy pequeos.

6.3.4. Sensibilidad a la calidad del objetivo de entrenamiento

Hasta este momento, independientemente de la aproximacion del error que se haya uti-
lizado, todas las RNA se entrenaron usando analisis generados con la metodologia EnKF
y un ensamble de 100 miembros. Sin embargo, en escenarios reales de sistemas meteoro-
logicos, los analisis historicos disponibles suelen estar generados con ensambles mucho
mas pequefios respecto de la dimension del estado. Para investigar como impacta la cali-
dad de los anélisis en el entrenamiento de las RNAs, realizamos un experimento adicional
denominando MRA6_E5 que usa como objetivo de entrenamiento los analisis generados
con un EnKF de s6lo 5 miembros. El resultado se muestra en la figura 6.11 junto con los
resultados anteriores (MRA6 y MNT6) usados como base de comparacion.

Un resultado interesante es que el experimento MRA6_5 genera analisis con un RM-
SE mucho menor que los analisis de ENS5 utilizados como objetivo de entrenamiento.
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I ENS5 3 ENS100 N MRA6_E5 I MRA6 [ MNT6

No Observadas Observadas Total
0.45 0.60

0.7

0.40
0.6 0.50

05 0.35 0.45
Figura 6.11: RMSE de diferentes experimentos de asimilaciéon donde ENS100 y ENS5
corresponden al rendimiento del EnKF para un ensamble de 100 y 5 respectivamente.
MNT6 corresponde al rendimiento de una red neuronal entrenada con el estado verda-

dero, MRA6_E5 es una red entrenada con el conjunto de datos de 5 miembros y MRAG6
es la red entrenada con un conjunto de datos de 100 miembros.

RMSE

Este resultado puede explicarse por el hecho de que el ensamble pequeno tiene pocos
miembros para estimar todos los elementos de la covarianza, por lo que se espera que
los errores de muestreo sean grandes. Sin embargo, durante el entrenamiento y debido al
uso de multiples instancias en diferentes momentos (ver Fig. 3.5) la RNA logra suavizar
las muestras, lo que conduce a una estimacion mas fiable de la MCEP.

En cambio, los analisis generados con ensambles de muchos miembros tienen un error
de muestreo muy pequefio, y es probable que el error del modelo sea el error dominante.
Entonces los anélisis tienen un sesgo, por lo que una parte del error del pronodstico no
esta bien representada durante el entrenamiento y, en consecuencia, el RMSE resultante
es bastante similar, con una ligera ventaja de ENS100 frente a MRAG6. Esto no ocurre con
el experimento MNT6 que supera a ENS100.

Hasta el momento se evalud la metodologia UnnKF sin considerar la correccion de la
media de la distribucién (ver Fig. 6.2) y utilizando el pronoéstico deterministico. Con el
fin de explorar toda la capacidad del método UnnKEF, se realizé un ultimo experimento
donde se estima media y covarianza como se indica en la figura 6.1. En este caso, el
error de entrenamiento no se calcula en base al pronostico deterministico, sino sobre la
estimacion de la salida de medias (ﬂ{). Para comparar las metodologias EnKF y UnnKF
se intentd equiparar el desempefio de las RNAs con la cantidad de miembros necesarios
para obtener el mismo RMSE con la técnica EnKF.

La figura 6.12 muestra el RMSE de los analisis generados por cada experimento sobre la
curva que relaciona el RMSE del método EnKF segun la cantidad de miembros utilizados
en el ensamble. La discrepancia observada para el experimento ENS100 de 100 miembros
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Figura 6.12: La curva azul muestra el RMSE de los analisis generados con EnKF en
funcion del tamano del ensamble, la recta naranja es una extrapolacion lineal. El RMSE
alcanzado por cada experimento se representa sobre la curva para relacionar el rendi-
miento de UnnKF con el tamafio de ensamble equivalente para EnKF.

se debe a que, para generar la curva, se evalué el RMSE de 5.000 analisis del conjunto de
pruebas mientras que el RMSE de los experimentos esta calculado con 15.000 muestras.
Si bien esta equivalencia no es rigurosa, sirve para poner en perspectiva el ahorro en
términos de célculos y recursos de computo necesarios que supone el uso de UnnKF
respecto de EnKF.

Dos resultados son notorios: uno es el experimento MRA6_E5 que logra mejorar la pre-
cision de los analisis de forma equivalente a un ensamble 3 veces mas grande que el uti-
lizado para entrenar el experimento. Y el otro es el experimento MRA6MS, que integra
los resultados del capitulo 3 con los de este capitulo, alcanzando un desempefio compa-
rable a la técnica EnKF con un ensamble de mas de 1.000.000 miembros (por supuesto
considerando el hecho de que la zona naranja de la curva de error es una extrapolacion
lineal ).

6.4. Conclusiones

En este capitulo se utilizé una metodologia de estimacioén de la covarianza de los errores
del pronostico de un sistema dinamico cadtico y su dependencia con el estado para dise-
fiar un método hibrido de asimilacion de datos que denominamos UnnKF. El método se
evaluo en términos de estabilidad numérica y escalabilidad con la dimension del estado.
Los resultados mostraron que la técnica es estable, permitiendo realizar largas secuen-
cias de analisis de mas de 15.000 ciclos de asimilacion, y con un desempefio comparable
a utilizar ensambles de gran tamarfio con el método EnKF.
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También se mostr6 que el método UnnKF logra disminuir considerablemente el RMSE de
los analisis generados con EnKF y ensambles pequefios utilizados para entrenar la RNA
con la funcién de costo eMSE. La capacidad de UnnKF para superar el rendimiento del
conjunto de entrenamiento sugiere la posibilidad de entrenar de forma sucesiva con ana-
lisis de produccion propia generados en un entrenamiento anterior. Este proceso podria
repetirse eventualmente hasta que se alcance la convergencia y el RMSE se estabilice en
el valor mas bajo posible.

Ademas, se observo que la capacidad de la red en términos de parametros entrenables no
mostré una gran sensibilidad a la dimension del espacio de estados ni a la cantidad de ele-
mentos estimados de la MCEP. Este resultado es especialmente alentador para explorar
el uso de la metodologia propuesta en aplicaciones mas realistas con espacios de estado
de muy alta dimensionalidad como la atmdsfera y los océanos, aunque ciertamente se
requiere mas investigacion para confirmarlo, asi como también el abordaje de otras pro-
blemaéticas como la imposibilidad de representar explicitamente la matriz de covarianza
de los errores del pronostico en sistemas de muy alta dimension.
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se ha estudiado en profundidad la problematica de la estimaciéon
de la incertidumbre en estados pronosticados de sistemas dinamicos cadticos, en especial
mediante el uso de redes neuronales artificiales (RNAs).

Se analizaron y discutieron metodologias del estado del arte para estimar la media y va-
rianza de la distribucion de probabilidad de un prondstico y su dependencia con el estado
del sistema. En base a este analisis, se propuso un método de entrenamiento de RNAs
basado en una nueva funciéon de costo que denominamos eMSE. Nuestra metodologia
y otras estrategias fueron evaluadas para la estimacion conjunta del error sistematico
del pronostico dependiente del estado y su incertidumbre asociada. Evaluamos el rendi-
miento de las RNAs en experimentos realizados con un modelo dinamico caético simple,
y las comparamos con un pronostico deterministico y un ensamble de pronosticos en
un escenario de modelo perfecto (EMP) y un escenario de modelo imperfecto (EMI) para
diferentes plazos de pronoéstico. En EMP los resultados mostraron que las redes logra-
ban filtrar parte del error asociado a la incertidumbre de las condiciones iniciales, pero
no tan bien como un ensamble grande de prondsticos, sobre todo para plazos cortos de
prondstico. En EMI, las RNAs logran corregir parte del error de modelo mejorando el
RMSE y también una estimaciéon mas precisa y mejor calibrada de la incertidumbre del
pronoéstico comparado con el ensamble en todos los plazos de pronéstico evaluados. Tras
los buenos resultados obtenidos en la estimacion de pronoésticos probabilisticos usando
RNAs, se estudio la posibilidad de extender la metodologia a la estimacion de distribu-
ciones multivariadas, en particular a la estimacion de la matriz de covarianza del error
de pronostico (MCEP). Se propuso una extension de eMSE para la inferencia de MCEP
y se compard su desempefio con la técnica de entrenamiento basada en la verosimilitud
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gaussiana LKHD, resultando ambos estimadores igualmente buenos y comparables con
el método de ensambles. Sin embargo, nuestra propuesta tiene las siguientes ventajas
por sobre LKHD, que la vuelve mas atractiva para casos de muy alta dimensionalidad:

= eMSE es mas simple en su formulacion y, por ende, mas rapida y econdémica en
términos de computo, puesto que no hay que reconstruir la MCEP durante el en-
trenamiento de las RNAs.

= eMSE es mas estable numéricamente al momento de pronosticar la MCEP, puesto
que no hay que invertir la matriz de precision.

= eMSE estima directamente la MCEP, y esto permite efectuar la localizacién de la
covarianza directamente a la salida de la red neuronal artificial (RNA) y reducir
el nimero de parametros entrenables y, en consecuencia, acelerar y simplificar el
entrenamiento.

Por otro lado, existen puntos importantes a tener en cuenta en el uso de eMSE:

» Se necesita definir y ajustar correctamente los parametros « si se desea estimar
mas de un momento a la vez.

» eMSE no penaliza las varianzas cercanas, iguales o incluso menores que cero, y
esto se debe garantizar desde la arquitectura de la red.

» Laformulacién original de eMSE no garantiza obtener matrices definidas positivas,
esto se puede subsanar estimando la descomposicion de Cholesky de la MCEP a
costa de aumentar la complejidad computacional durante el entrenamiento.

Una de las aplicaciones donde se requirié una estimacion de la estructura de la MCEP
es en la asimilacion de datos, en inglés Data Assimilation (DA). Para esto se disefié un
método de DA que combina la técnica del filtro de Kalman con la estimaciéon de MCEP
usando RNAs que denominamos UnnKF. Esta metodologia nos permiti6é generar largas
secuencias de ciclos de DA (mas de 15.000 ciclos consecutivos) usando observaciones
parciales del estado del sistema. Y, ademas, evaluar de forma integral los métodos pro-
puestos en esta tesis en una aplicacion concreta, logrando resultados prometedores in-
cluso superando en experimentos los resultados de técnicas robustas como los ensambles
de pronosticos.
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Reflexiones y trabajos futuros

Los ensambles son una herramienta confiable y muy poderosa al momento de generar
pronosticos probabilisticos. En nuestra experimentacion, las redes no fueron capaces de
mejorar su desempefio en un EMP que utiliza un gran nimero de miembros. Aunque
si mostraron mejores resultados en comparacion con ensambles pequefios en donde el
efecto de los errores de muestreo es significativo. Esto indica que las redes, con un con-
junto de entrenamiento suficientemente grande, podrian ser menos sensibles al error de
muestreo, lo cual motivaria su aplicacion en problemas de deteccion y reduccion de los
efectos de dichos errores (e.g. localizacién de la matriz de covarianza). En un escenario
de modelo imperfecto, donde el modelo no logra representar correctamente parte de la
dinadmica del sistema, un ensamble monomodelo hereda esta deficiencia sin lograr com-
pensar el sesgo introducido y sin poder representar el aporte de los errores de modelo
a la componente estocastica del error y como depende dicho aporte con el estado del
sistema. Para paliar esta situacion se debe implementar ensambles que incorporen un
tratamiento explicito de las imperfecciones del modelo (p.e. esquemas de correccion del
sesgo, ensambles multimodelo, esquemas de inflacion, entre otros). Por supuesto, disefiar
esta clase de ensambles no es facil y dificilmente se logre capturar toda la complejidad
de los errores de modelo. Todos los experimentos de ensambles utilizados como linea de
base de comparacion en esta tesis fueron ensambles monomodelos, en trabajos futuros
se podria evaluar el uso de ensambles multimodelos y/o técnicas de correccion de sesgo
que podrian mejorar su desempefio quizas acercandose o aun mejorando el de las RNAs.
Pero aun asi, esto no invalida la capacidad de las RNAs de corregir el sesgo y, en todo ca-
so, siguen siendo mas simples de disefiar (en comparacion con un ensamble multimodelo
bien ajustado) y mas rapidas y econémicas en términos de computo.

Creemos que el camino de investigacion que se inici6 con esta tesis no esta cerrado,
por el contrario, varias preguntas quedaron planteadas que necesitan un estudio mas
profundo para poder responderlas. Pero entendemos que una continuacion directa es
implementar las metodologias propuestas en problemas y datos reales, especialmente
en el ambito de las geociencias y en particular en la meteorologia, que es la ciencia que
motivo este trabajo doctoral. Algunos de los desafios clave que siguen de este trabajo se
describen a continuacion.
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Alta dimensionalidad

Extender los resultados de esta tesis a estados de muy alta dimensién requiere aun de
mucho trabajo y existen varias lineas que pueden adoptarse. Es necesario seguir investi-
gando como calcular de forma mas eficiente la actualizacién del analisis. En este trabajo,
realizamos una estimacion explicita de la actualizacion del analisis basada en la ecua-
cion de Kalman. Sin embargo, este enfoque no es factible en dimensiones muy altas.
Si bien nuestra metodologia permite estimar MCEP localizadas logrando reducir cuan-
tiosamente su dimension, se puede ir atin mas alla. Por ejemplo, adaptar UnnKF para
trabajar en dominios locales como se implementa en OI (Carrassi et al., 2018) o mediante
la implementacion de parches como en (Ouala et al., 2018). Otra posibilidad es desarro-
llar métodos que permitan generar muestras aleatorias consistentes con las covarianzas
estimadas como en Grooms (2021).

Estimacion del error de pronodstico

Un aspecto fundamental del entrenamiento de RNAs para la estimacion de la incertidum-
bre es, directa o indirectamente, obtener una conjunto de entrenamiento donde el error
del prondstico esté bien representado. Durante la experimentacion, se detect6 cierta sen-
sibilidad en el desempefio de las redes a la hora de estimar las varianzas y covarianzas
del error al método de asimilacion utilizado para generar los analisis que se usan como
objetivo de entrenamiento. En particular, se observo que entrenar usando un ensamble
de analisis dio mejores resultados que entrenar con el analisis medio. Pero el hecho de
que miembros del ensamble pueden agruparse y persistentemente desviarse de la media,
afecta negativamente al entrenamiento de los modelos aun cuando los analisis medios
generados reportan el mismo rendimiento en términos del error cuadratico medio. El
filtro de Kalman estocastico no sufre este problema debido al muestreo aleatorio en la
actualizacion de cada miembro del ensamble, no obstante, creemos que este punto debe-
ria ser estudiado con méas profundidad.

Redes de observacion

En los experimentos de DA realizados y analizados en esta tesis, se utilizé una red de
observaciones regulares y constantes en el tiempo. Es decir, en cada paso de asimilacion
esta disponible la misma cantidad de observaciones y en el mismo punto de reticula.
Esta hipotesis no s6lo no es realista, sino que impone una estructura determinada en la
incertidumbre de las condiciones iniciales, generado que las RNAs aprendan implicita-
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mente la estructura de la red de observacion subyacente. Si bien esto se podria subsanar
incorporando a la entrada de la red la incertidumbre asociada a la condicion inicial del
pronodstico, es necesario continuar investigando la flexibilidad de la metodologia en es-
cenarios en los que las redes de observacién cambian en el tiempo.

Eventos extremos

La representacion y pronostico de eventos extremos es un problema que ocupa acti-
vamente a la comunidad cientifica en geociencias. Los modelos estadisticos basados en
datos historicos suelen tener problemas para representar adecuadamente situaciones ex-
tremas debido a la baja frecuencia de estos eventos en las bases de datos. Por otra parte,
los modelos dinamicos suelen tener limitaciones a la hora de representar eventos extre-
mos asociados a escalas pequefias debido a los errores de truncado y a la parametrizacion
de los procesos de pequenia escala. También en pronoésticos probabilisticos, cuando se
aproximan distribuciones desconocidas mediante gaussianas suele subestimarse la pro-
babilidad real en las colas de la distribucion. Si bien en este trabajo de tesis se analiz6 la
calibracion del pronoéstico y el rango de respuesta de las variables de estado, considera-
mos que un analisis mas profundo debe llevarse a cabo para el caso particular de los even-
tos extremos. En este sentido, el método de entrenamiento eMSE se podria extender para
estimar cualquier momento centrado de la distribucion del error que uno desee agregan-
do a la funcién de costo el término enésimo correspondiente T}, = (o' — €") " (67" — €)
siendo o' la salida de la red. Esto abre la posibilidad de poder estimar distribuciones uni-
modales no gaussianas. También, como trabajo futuro, se puede investigar la posibilidad
de estimar mezclas de gaussianas para representar la forma de la funcién de distribucién
de probabilidad. De esta manera, se buscaria representar mejor la frecuencia de eventos
extremos y, al mismo tiempo, considerar la evolucién no-gaussiana de la funcion de dis-
tribucion de probabilidad que suele ocurrir en plazos de prondstico mas largos, cuando
la dinamica del error entra en el régimen no lineal.

Arquitecturas de RNA

En los experimentos de esta tesis se utilizaron arquitecturas de red, del inglés multi-
layer Perceptron (MLP) y red neuronal convolucional, en inglés Convolutional Neural
Network (CNN), relativamente sencillas. Esto fue suficiente para representar la dinami-
ca del error en el modelo de Lorenz’96 a dos escalas. Sin embargo, consideramos que
se debe continuar la investigaciéon evaluando arquitecturas mas complejas y especificas
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que representen adecuadamente la informacion y el conocimiento de la dindmica de la
atmosfera y el océano. Por ejemplo, en este trabajo se constaté que los MLP mejoran
su desempefio al incorporar en la entrada informacion de la evolucion temporal del sis-
tema dinamico. Esto sugiere que arquitecturas recurrentes, como las LSTM del inglés
Long-Short Term Memory (Srivastava et al., 2015), podrian mejorar atin mas el desem-
pefo como se muestra en Amemiya et al. (2023). También los campos meteorologicos
podrian ser mejor representados mediante arquitecturas como las GN del inglés Graph
Network (Battaglia et al., 2018) o GAT del inglés Graph Attention Network (Velickovi¢
et al.,, 2018) especializadas en representar conocimiento estructurado en reticulas, o las
arquitecturas IRN Implicit Neural Representations que, por el contrario, aprenden una
funcién continua dado un conjunto de puntos como las redes WIRE del inglés Wavelet
Implicit Neural Representations (Saragadam et al., 2023) o las SIREN del inglés Implicit
Neural Representations with Periodic Activation Functions (Sitzmann et al., 2020)

Tamaino del conjunto de datos

El tamano del conjunto de datos disponibles para entrenar las RNAs en los experimentos
de esta tesis se mantuvo constante, buscando mantener una equivalencia con la longitud
de las bases de datos de reanalisis atmostéricos disponibles que suele ser de alrededor
de 30 arfios. Esta equivalencia se estableci6 en base a los tiempos de crecimiento de los
errores en la escala sindptica en la atmosfera y en el modelo de Lorenz. Si se tiene en
cuenta que la gran mayoria de los antecedentes analizados plantean el problema de los
conjuntos de entrenamientos pequefios y el sobreajuste para estas metodologias, consi-
deramos que se deberia llevar a cabo un analisis mas profundo del impacto y sensibilidad
al tamafio del conjunto de entrenamiento, especialmente para experimentos de muy alta
dimensionalidad.

Perspectivas en el pronostico

Aunque el uso de técnicas de aprendizaje automatico, en inglés Machine Learning (ML),
para la generacion de prondsticos en sistemas dinamicos cadticos no fue el tema cen-
tral de esta tesis, es un area de investigacion muy activa como se pudo comprobar en
los antecedentes analizados para este trabajo. Uno de los principales atractivos es que
los modelos basados en ML son mucho menos costosos en términos de computo, con
lo cual correr un ensamble de miles de miembros podria ser equivalente a integrar un
modelo fisico (o quizas ain mas barato). Pero los errores de modelo y su representaciéon
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van a seguir siendo un tema relevante en el contexto de modelos basados en ML, por lo
que tener técnicas que puedan corregir sesgos, tanto en la estimacion de la media como
en la estimacion de la incertidumbre, tienen un lugar importante en posibles sistemas de
pronostico operativos basados en ML. En este sentido, entendemos que la conclusiones y
resultados de este trabajo siguen siendo aplicables e interesantes en este contexto donde,
por ejemplo, grandes ensambles generados con dichos modelos pueden ser combinados
con nuestras técnicas para mejorar aun mas la cuantificaciéon de su incertidumbre aso-
ciada.

Epilogo

En esta tesis se mostr6 que nuestro método de entrenamiento de redes neuronales puede
corregir sesgos en los pronoésticos, tanto en la estimaciéon de la media como en la esti-
macion de la incertidumbre, utilizando estados analizados historicos. Asimismo, puede
proporcionar un prondstico probabilistico fiable a partir de un tnico pronéstico deter-
ministico, independientemente si éste proviene de la integraciéon de un modelo fisico
o de otra técnica de pronostico, como los analogos o modelos basados en aprendizaje
automatico.

Ademas, la metodologia propuesta de asimilaciéon de datos secuenciales permite generar
analisis con error cuadratico medio comparables al uso de grandes ensambles, pero con
el costo computacional de un Gnico prondstico.

Por ultimo, confiamos que esta tesis siente un precedente sélido para continuar la inves-
tigacion y el desarrollo de metodologias hibridas de ML y DA, extendiendo asi el alcance
de nuestros resultados a sistemas de muy alta dimensionalidad como la atmdsfera y el
océano. Y abriendo la posibilidad de generar sistemas operativos de asimilacion de da-
tos y prediccion meteorolégica a centros meteorologicos donde la capacidad de calculo
es limitada, como en los paises en desarrollo donde metodologias como 4Dvar o EnKF
requieren de un gran esfuerzo en términos del costo computacional asociadas a las mis-
mas.
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