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Resumen

Caracterización de ciertos marcos en espacios de Hilbert via
subespacios invariantes por dos operadores shift y ciclicidad en espacios

tipo Dirichlet

En esta tesis se estudia el problema de encontrar condiciones sobre dos op-
eradores lineales y acotados T y L que conmutan entre sı́ y actúan en un espa-
cio de Hilbert separable H , y sobre un conjunto de vectores finito o numerable
{vi}i∈I ⊂ H para que el sistema de iteraciones {T kL jvi} forme un marco deH . Las
condiciones obtenidas se basan en establecer una correspondencia vı́a un isomor-
fismo entre cada marco de la forma anterior y un marco “canónico” que resulta
ser un marco de Parseval de algún subespacio cerrado N de L2(T,K), donde K
es un espacio de Hardy vectorial.

Motivados por lo anterior, el segundo problema que se estudia en este trabajo
es buscar una descripción explı́cita de los subespacios de L2(T,K) que están gen-
erados por marcos canónicos. Esto se enmarca en el problema de caracterizar los
subespacios invariantes por operadores lineales y acotados actuando en espacios
de Hilbert. Para ello se estudian resultados clásicos de Beurling, Helson y Hal-
mos, sobre los subespacios del espacio de Hardy escalar H2, el espacio L2(T) y el
espacio de Hardy vectorial H2(T,K) que son invariantes por los operadores shift
unilateral, shift bilateral y el shift unilateral con multiplicidad, respectivamente.

Por último, consideramos una familia de espacios de Hilbert de funciones
analı́ticas con núcleo reproductivo que incluyen al espacio de Hardy escalar H2

y damos respuesta a la pregunta de si la función lı́mite de una sucesión con-
vergente de funciones cı́clicas (no cı́clicas) es cı́clica (no cı́clica). En particular,
demostramos que el conjunto de las funciones outer no es cerrado en la topologı́a
de la norma de H2. Por otro lado, damos una relación cuantitativa entre los poli-
nomios aproximantes óptimos de una sucesión de funciones y los polinomios
aproximantes óptimos del lı́mite de dicha sucesión en el caso que ésta sea con-
vergente.

Palabras clave: Espacio de Hardy, marcos, subespacios invariantes, operador shift, fun-
ciones cı́clicas, polinomios aproximantes óptimos.



Abstract

Characterization of certain frames in Hilbert spaces via invariant
subspaces under two shift operators and cyclicity in Dirichlet-type spaces

In this thesis we study the problem of finding conditions on two linear and
bounded operators T and L that commute, acting on a separable Hilbert space
H and on an at most countable set of vectors {vi} in order that the system of
iterations {T kL jvi} forms a frame of H . This characterization is based on a cor-
respondence via an isomorphism between the mentioned frame and a canonical
frame which is a Parseval frame of a closed subspaceN of L2(T,K), whereK is
a vectorial Hardy space.

Motivated by the previous problem, the second problem that we study in
this work is to give an explicit description of the subspaces of L2(T,K) that are
generated by canonical frames. This is related with the problem of characterizing
the invariant subspaces under a linear bounded operator acting on a Hilbert space.
To do this it was necessary revisited classical results due to Beurling, Helson and
Halmos about the subspaces of the scalar Hardy space H2, the space L2(T) and
the vectorial Hardy space H2(T,K) that are invariant under the unilateral shift,
the bilateral shift and the bilateral shift with multiplicity, respectively.

Finally, we consider a family of Hilbert spaces of analytic functions with
reproducing kernel that includes the scalar Hardy space H2 and we answer the
question whether the limit of a sequence of cyclic (non-cyclic) functions must be
cyclic (non-cyclic). In particular, we prove that the set of outer functions in not
closed in the topology of the H2 norm. Besides, we give a quantitative relation
between the optimal polynomials approximant of a sequence of functions and
the optimal polynomial approximant of the limit of that sequence, in the case it
converges.

Keywords: Hardy space, frames, invariant subspaces, shift operator, cyclic functions,
optimal polynomial approximant.
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Introducción

El problema de muestreo en un espacio de Hilbert separable H se puede formular de la
siguiente manera: encontrar condiciones sobre una sucesión {xi}i∈I ⊂ H con I un conjunto a
lo sumo numerable, para que cualquier x ∈ H se pueda recuperar de forma estable a partir
de las muestras {〈x, xi〉}i∈I . Para que esto ocurra, es necesario y suficiente que {xi}i∈I forme un
marco del espacioH , es decir, que existan constantes A, B > 0 tales que

A‖x‖2 ≤
∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2 ≤ B‖x‖2, ∀ x ∈ H .

La condición de estabilidad se refiere a que si
∑

i∈I |〈x, xi〉|
2 es chica, entonces ‖x‖2 también

lo es, o equivalentemente, la distancia ‖x − y‖ entre dos vectores x, y ∈ H no puede ser
arbitrariamente grande si la suma

∑
i∈I |〈x, xi〉 − 〈y, xi〉|

2 es chica.
Un ejemplo clásico de muestreo en R es cuando se trata de reconstruir los elementos

del espacio de todas las funciones f ∈ L2(R) cuya transformada de Fourier f̂ satisface que
sop f̂ ⊂ [−1/2, 1/2]. Este conjunto se conoce como el espacio de Paley-Wiener y se suele
denotar por PW1/2. Recordar que la transformada de Fourier de una función f ∈ L1(R) se
define por f̂ (ξ) =

∫
R

f (x) e−2πiξx dx y luego se extiende por densidad a L2(R). La fórmula
de reconstrucción en PW1/2 es un teorema que fue demostrado por Shannon en 1949 [56], y
antes en 1915 ya haba sido demostrado por Whittaker [60] y por Kotelnikov [44] en 1933. El
teorema establece que una función f ∈ PW1/2 se puede reconstruir a partir de sus muestras
{ f (n)}n∈Z mediante la fórmula de interpolación:

f (x) =
∑
n∈Z

f (n)
sin(π(x − n))
π(x − n)

,

donde la convergencia es uniforme y en la norma de L2(R). Cabe acotar que PW1/2 es un
espacio de Hilbert con núcleo reproductivo, es decir, para todo y ∈ R existen funciones ky

llamadas núcleos tales f (y) = 〈 f , ky〉 para f ∈ PW1/2 y se puede ver que ky(x) =
sin(π(x−y))
π(x−y) .

Más aún, {kn}n∈Z es una base ortonormal de PW1/2. Este es un ejemplo de muestreo uniforme
(el conjunto de muestreo está equiespaciado) y es un resultado fundamental en la ingenierı́a
y el procesamiento de señales e imágenes.

El muestreo dinámico es un caso especial del problema de muestreo que se aplica cuando
las muestras tomadas sobre un conjunto {xi}i∈I son insuficientes para recuperar los elementos
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de una clase de funciones V . Se refiere al proceso de recuperar una señal f tomando muestras
espaciales a través de un conjunto {xi}i∈I , y muestras temporales haciendo evolucionar dicha
señal aplicando un operador de evolución A, obteniendo ası́, nuevas funciones A f , A2 f ,...,
An f ,... . El problema consiste en encontrar condiciones sobre A, un conjunto de puntos {xi}i∈I

y un conjunto de ı́ndices J para que cualquier f ∈ V se pueda recuperar de forma estable a
partir de las muestras {(An f )(xi) : n ∈ J, i ∈ I}.

Más en general, si H es un espacio de Hilbert separable, quisiéramos encontrar condi-
ciones sobre un operador lineal y acotado A : H → H , un conjunto de vectores {xi}i∈I ⊂ H

y un conjunto de ı́ndices J para que cualquier x ∈ H se pueda recuperar de forma estable a
partir de las muestras

{〈Anx, xi〉 : n ∈ J, i ∈ I} =
{
〈x, A∗nxi〉 : n ∈ J, i ∈ I

}
.

Esto es equivalente a que el conjunto {A∗nxi : n ∈ J, i ∈ I} forme un marco deH . El problema
del muestreo dinámico ha sido estudiado por diversos autores en diferentes contextos. Por
ejemplo, en [7], Aldroubi, et. al. estudiaron este problema en espacios de dimensión finita Cd,
d ≥ 1 y cualquier transformación lineal A actuando en este espacio. También consideraron el
caso de tomar el espacio de dimensión infinita `2(N) y una clase particular de operadores de
evolución que contiene a los operadores compactos autoadjuntos.

El muestreo dinámico ha motivado en los últimos años el problema de dar condiciones
sobre un operador L actuando en un espacio de Hilbert separable H , un conjunto de vec-
tores {xi}i∈I ⊂ H y un conjunto de ı́ndices J de manera que el sistema de iteraciones de la
forma

{
L jxi : j ∈ J, i ∈ I

}
forme un marco de H . Para algunos resultados teóricos sobre este

problema se pueden ver por ejemplo [6, 7, 8, 9, 12, 13, 22, 25, 46], y por otra parte algunas
aplicaciones se pueden encontrar en [10, 11, 59].

En [2], se estudió una versión del problema del muestreo dinámico en el contexto de
subespacios invariantes por traslaciones enteras de L2(R). Un subespacio cerrado V ⊆ L2(R)
se dice invariante por traslaciones enteras (o SIS, por las siglas en inglés de shift-invariant
space) si para todo k ∈ Z, f ∈ V implica T k

1 f ∈ V , donde T1 : L2(R) → L2(R) es el operador
de traslación por 1, es decir, T1 f (x) = f (x − 1). Se encontraron condiciones necesarias y
suficientes sobre un operador L : V → V lineal, acotado, normal que conmuta con T1, y un
conjunto finito de funciones A ⊂ V para que el conjunto de iteraciones

{
L jϕ : j ∈ J, ϕ ∈ A

}
forme un conjunto generador de un marco de V , es decir, que el sistema de traslaciones{

T k
1 L jϕ : k ∈ Z, j ∈ J, ϕ ∈ A

}
(0.1)

forme un marco de V . Para enunciar un teorema que da condiciones necesarias y suficientes
para que el sistema (0.1) forme un marco de V , se recurrió a un tipo especial de diagonali-
zación de operadores que actúan en espacios invariantes por traslaciones [1]. Los resultados
obtenidos también son válidos si se remplaza R por Rd o por un grupo abeliano localmente
compacto G.

Motivados por el problema anterior, en esta tesis nos planteamos encontrar una caracteri-
zación de los marcos de iteraciones por dos operadores que conmutan entre sı́ y actúan en un
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espacio de Hilbert separable H . Introducimos la notación (H ,T, L, {vi}i∈I) para indicar que
estamos considerando dos operadores lineales y acotados T y L en H que conmutan entre
sı́ (asumimos que T es inversible), y un conjunto de vectores {vi}i∈I en H . Nos preguntamos
bajo qué condiciones necesarias y suficientes, el sistema de iteraciones{

T kL jvi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I
}

forma un marco, un marco de Parseval o una base de Riesz de H . El conjunto de ı́ndices J
considerado será N0 = N ∪ {0} ó Z.

En [25], O. Christensen et. al. proveen caracterizaciones de los marcos de un espacio
de Hilbert separable H que son de la forma {Lnv0}n∈N y {Lnv0}n∈Z con L : H → H lineal
y acotado, y v0 ∈ H . Dicha caracterización está dada en términos de la similaridad entre
L y la compresión del operador shift definido por S f (z) = z f (z) con z ∈ T, actuando en un
subespacio Nφ del espacio de Hardy H2 de la forma Nφ = H2 	 φH2, conocido en la bibli-
ografı́a como un espacio modelo [34]. Un espacio modelo N es el complemento ortogonal
de un subespacio invariante por S , es decir, N es invariante por S ∗. El término espacio mod-
elo surgió de la teorı́a de operadores modelo desarrollada por Sz. Nagy, Foias et. al. [45],
donde demuestran que cierta clase de operadores de contracción en espacios de Hilbert son
unitariamente equivalentes a las compresiones del shift unilateral a un espacio modelo. Es
importante resaltar que todos los subespacios de H2 invariantes por S fueron completamente
caracterizados por Beurling [17].

Más tarde, en [24] los autores extendieron el caso anterior caracterizando los marcos de
la forma {Lnvi : n ∈ N0, i ∈ I} con #I > 1.

Usando la noción de similaridad (ver Definición 2.1) entre operadores, en este trabajo
damos una caracterización de todas las tuplas de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I) que generan marcos
de iteraciones de H , estableciendo un isomorfismo de espacios de Hilbert entre H y un
subespacio cerrado del espacio de funciones vectoriales L2(T,H2

`2(I)). Este subespacio posee
las propiedades de reducir al shift bilateral con multiplicidad U actuando en L2(T,H2

`2(I)) y al

mismo tiempo ser invariante por el adjunto del operador Ŝ el cual actúa puntualmente como
el shift unilateral con multiplicidad en H2

`2(I) (ver Definición 2.5).
Dado que existen caracterizaciones de los subespacios de H2(T) y L2(T) que son invari-

antes por el shift (unilateral y bilateral respectivamente), las cuales se deben principalmente
a Helson y Lowdenslager [40, 41], y Beurling [17], otro aporte de este trabajo es dar una
descripción explı́cita de los subespacios de L2(T,H2

K
) conK un espacio de Hilbert separable,

que reducen a U y son invariantes por Ŝ . TomandoK = `2(I), la descripción anterior permite
caracterizar todos los vectores v ∈ H que satisfacen que la tupla (H ,T, L, v) genera un marco
de iteraciones de H . Más aún, se puede ver que, en cierto sentido, todos los vectores v ∈ H
que generan marcos de la forma {

T kL jv : k ∈ Z, j ∈ J
}

fijando previamente H , T y L, están en una misma clase de equivalencia. Sin embargo, esto
no ocurre cuando se itera más de un vector.
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Por último, incluimos en esta tesis un capı́tulo dedicado a estudiar una clase de espacios
de Hilbert de funciones analı́ticas definidas en el disco unitario abierto D, que denotamos por
Dα para α ∈ R y se conocen como espacios tipo Dirichlet. El producto interno en Dα está
dado por

〈 f , g〉α =

∞∑
j=0

a j b j ( j + 1)α

para f , g ∈ Dα con f (z) =
∑∞

j=0 a j z j y g(z) =
∑∞

j=0 b j z j. Los espacios D−1, D0 y D1 se
corresponden con los espacios de Bergman, Hardy y Dirichlet, respectivamente, los cuales
han sido ampliamente estudiados, por ejemplo, en [29, 30, 31, 53].

Una función f ∈ Dα se dice cclica si satisface que

Dα = gen{S j f : j ∈ N0},

donde S f (z) = z f (z) para todo z ∈ D, es decir, f ∈ Dα es cı́clica si es un vector cı́clico para el
operador S . En general, caracterizar todas las funciones cı́clicas en un espacio de funciones
analı́ticas no es un problema sencillo. Sin embargo, para el caso α = 0 las funciones cı́clicas
están completamente caracterizadas: una función f ∈ H2 es cı́clica si y solo si es outer (ver
Corolario 1.27). Esto es consecuencia del teorema de Beurling que caracteriza todos los
subespacios de H2 invariantes por S .

Las funciones cı́clicas juegan un papel importante en el análisis complejo ya que es posi-
ble reducir la prueba de que alguna propiedad P se satisface para todos los elementos de
un espacio de dimensión infinita demostrando que P se preserva por convergencia, es lineal
y se verifica para funciones cı́clicas. Diferentes autores, por ejemplo [16, 21], han comen-
zado estudiando polinomios cı́clicos con el objetivo de extender las conclusiones obtenidas
a funciones más generales. Recientemente, se han estudiado algunas applicaciones de las
funciones cı́clicas en el procesamiento de señales [14, 55].

En este sentido, se podrı́a pensar que la ciclicidad es una propiedad que se preserva por
convergencia. En [5], probamos que este no es el caso para la familia de espacios Dα (α ∈ R).
En particular, probamos que el conjunto de las funciones cı́clicas en Dα no es cerrado respecto
a la topologı́a de la norma de Dα. Más aún, damos condiciones necesarias para que el lı́mite
de una sucesión de funciones cı́clicas sea cı́clica.

Otro enfoque para el estudio de la ciclicidad de funciones en Dα se basa en los llamados
polinomios aproximantes óptimos (p.a.o) (ver Definición 4.20), los cuales fueron desarro-
llados en [15]. En [21], L. Brown and A. L. Shields establecieron la siguiente condición
equivalente para que una función f ∈ Dα sea cı́clica: f es cı́clica si y solo si existe una
sucesión de polinomios {pd} tal que

lim
d→∞
‖pd f − 1‖α = 0

Dada f ∈ Dα y d ∈ N, sea pd el polinomio de grado a lo sumo d que realiza el siguiente
mı́nimo:

εd = min
pd∈Pd

‖pd f − 1‖α
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donde Pd denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a d. Por la
condición de Brown y Shields, la función f resultará cı́clica si y solo si lim

d→∞
εd = 0. Esto

permite dar una caracterización de la ciclicidad de f ∈ Dα mediante sus p.a.o.
Aunque el lı́mite f de una sucesión de funciones cı́clicas { fn}, no hereda, en general, la

propiedad de ciclicidad, veremos que algunas propiedades de los polinomios aproximantes
óptimos sı́ se preservan via convergencia. Se puede ver que los coeficientes del p.a.o de
grado d asociado a una función f ∈ Dα se pueden determinar a través de un sistema lineal.
En particular, si pd es el p.a.o asociado a f y denotamos por Mc = b al sistema lineal
correspondiente, donde M y b son conocidos y c es el vector de coeficientes de pd, y si para
cada n ∈ N denotamos por pn,d al p.a.o de fn y Mncn = bn es su correspondiente sistema lineal,
probamos que Mn, cn, bn y pn,d convergen a M, c, b y pd respectivamente, en las normas que
corresponden a cada objeto, y la tasa de convergencia depende de la norma ‖ fn − f ‖α y una
constante C dependiente de d, α y f .

El contenido de esta tesis está organizado de la siguiente manera:
En el Capı́tulo 1 haremos un repaso de los resultados más relevantes sobre bases y marcos

en espacios de Hilbert, incluimos una discusión sobre el problema de subespacios invariantes
y los resultados más conocidos en L2(T) y H2. Luego, desarrollamos la teorı́a sobre los
espacios de funciones vectoriales L2(T,K) y H2

K
con K es un espacio de Hilbert separable.

El Capı́tulo 2 está dedicado a presentar los resultados obtenidos en relación a la caracte-
rización de las tuplas (H ,T, L, {vi}i∈I) que generan marcos de iteraciones de H . Para ello se
define una relación de similaridad entre tuplas y usamos muchos de los resultados incluidos
en la sección de preliminares sobre marcos.

Dedicamos el Capı́tulo 3 al estudio y caracterización de los subespacios de L2(T,H2
K

) que
reducen al shift bilateral con multiplicidad U y son invariantes por Ŝ .

Finalmente, en el Capı́tulo 4 estudiamos los espacios de funciones analı́ticas Dα con α ∈ R
y mostramos los resultados que obtuvimos en este contexto.

A lo largo de esta tesis, se incluirán los resultados obtenidos en los siguientes artı́culos:

• A. Aguilera, C. Cabrelli, D. Carbajal, and V. Paternostro, Frames by orbits of two
operators that commute, Appl. Comput. Harmon. Anal., 66 (2023), 46-61.

• A. Aguilera, C. Cabrelli, D. Carbajal, and V. Paternostro, Reducing and invariant sub-
spaces under two commuting shift operators, J. Math. Anal. Appl. (2023), 127481.

• A. Aguilera and D. Seco, Convergence and preservation of cyclicity, (2023), Aceptado
en J. Oper. Theory.
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Capı́tulo 1

Preliminares

El objetivo de este capı́tulo es introducir notaciones, definiciones y resultados que utilizare-
mos a lo largo de esta tesis. Desarrollaremos en varias secciones los aspectos teóricos en los
que se basan los resultados obtenidos. En algunos casos se omitirán las demostraciones y se
referirá al lector a la bibliografı́a correspondiente.

Este capı́tulo de preliminares estará organizado de la siguiente manera: en la Sección 1.1
repasaremos los conceptos de base ortonormal, marco, marco de Parseval y base de Riesz
en espacios de Hilbert separables, y resumiremos sus propiedades más importantes, Además,
definiremos tres operadores claves en esta teorı́a: el operador de análisis, el operador de
sı́ntesis y el operador de marco.

Dedicamos la Sección 1.2 a recordar algunas definiciones equivalentes, propiedades y
resultados más relevantes sobre el espacio de Hardy H2. En la Sección 1.3 mostraremos al-
gunos resultados clásicos obtenidos por Beurling [17] y Helson [40] sobre el problema de
subespacios invariantes por el operador shift actuando en los espacios L2(T) y el espacio de
Hardy H2. Seguidamente, en la Sección 1.4 introduciremos dos espacios de funciones cuyas
imágenes están en un espacio de Hilbert, y repasaremos algunas generalizaciones del resul-
tado de Beurling [17] a estos espacios, las cuales fueron obtenidas por Lax [47] y Halmos
[38]. Finalmente, en la Sección 1.5 desarollamos la teorı́a básica sobre subespacios wander-
ing, los cuales fueron introducidos por Halmos en [38].

A lo largo de este trabajo, H y K denotarán espacios de Hilbert complejos separables.
Como es usual, se denotará al conjunto de los operadores lineales y acotados deH en K por
B(H ,K) y B(H) := B(H ,H). Dado un operador T ∈ B(H), denotaremos su norma por
‖T‖op.

SiM es un subespacio cerrado deH , la proyección ortogonal deH enM se denotará por
PM, y escribiremos T |M para denotar la restricción de un operador T ∈ B(H) al subespacio
M.

La letra I denotará un conjunto de ı́ndices a lo sumo numerable cuyo cardinal será expre-
sado con el sı́mbolo #I.

13
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1.1 Bases y marcos en espacios de Hilbert
En esta sección resumiremos la teorı́a básica sobre bases y marcos en espacios de Hilbert que
necesitaremos en los siguientes capı́tulos. Para un desarrollo más amplio sobre estos temas
se pueden consultar las referencias [26, 37, 39].

Definición 1.1. Sea {εi}i∈I una sucesión en un espacio de HilbertH . Se dice que:

i) {εi}i∈I es ortonormal si 〈εi, ε j〉 = 0 para i , j y ‖εi‖ = 1 para todo i ∈ I.

ii) {εi}i∈I es completo si 〈x, εi〉 = 0 para todo i ∈ I implica x = 0.

Si {εi}i∈I cumple las condiciones i) y ii) simultáneamente se dice que {εi}i∈I es una base
ortonormal deH .

Teorema 1.2. Sea {εi}i∈I una sucesión ortonormal enH . Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

i)
∑

i∈I |〈x, εi〉|
2 ≤ ‖x‖2 para todo x ∈ H (desigualdad de Bessel).

ii) Si
∑

i∈I aiεi converge a x ∈ H entonces ai = 〈x, εi〉.

iii)
∑

i∈I aiεi converge si y solo si
∑

i∈I |ai|
2 converge.

iv) Si x ∈ H , entonces la proyección ortogonal de x sobre V = gen{εi : i ∈ I} está dada
por p =

∑
i∈I〈x, εi〉εi.

La afirmación iv) del teorema anterior permite probar que la completitud de una sucesión
ortonormal {εi}i∈I en H , es equivalente a que para cada x ∈ H exista una única sucesión de
escalares {ai}i∈I tal que x =

∑
i∈I aiεi con ai = 〈x, εi〉 para todo i ∈ I. En particular, una base

ortonormal en un espacio de Hilbert provee una representación única para cada vector del
espacioH en términos de los vectores de la base como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea {εi}i∈I una sucesión ortonormal en H . Las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) {εi}i∈I es completo enH .

ii) Para cada x ∈ H , existe una única sucesión de escalares {ai}i∈I tal que x =
∑

i∈I aiεi.

iii) Para cada x ∈ H , x =
∑

i∈I〈x, εi〉εi.

iv) Igualdad de Plancherel: para cada x ∈ H , ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x, εi〉|
2.

v) Igualdad de Parseval: para cada x, y ∈ H , 〈x, y〉 =
∑

i∈I〈x, ε〉〈y, ε〉.
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En muchas aplicaciones, la unicidad en la representación de los vectores de H con res-
pecto a una sucesión dada no es un requerimiento esencial. Es decir, dada una sucesión
{εi}i∈I podrı́a ocurrir que para cada x ∈ H existan dos sucesiones {ai}i∈I y {bi}i∈I tales que∑

i∈I aiεi = x =
∑

i∈I biεi.
Con esta idea en mente, introduciremos un tipo de sucesiones en un espacio de HilbertH ,

que llamamos marcos y que generalizan el concepto de base, permitiendo reconstruir todos
los elementos deH con una representación en serie cuyos coeficientes no son necesariamente
únicos.

Definición 1.4. Una sucesión {xi}i∈I en H es un marco de H si existen constantes positivas
A y B tales que

A‖x‖2 ≤
∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2 ≤ B‖x‖2, ∀ x ∈ H . (1.1)

Las constantes A y B se conocen como las cotas de marco.

Si una sucesión {xi}i∈I en H verifica la desigualdad superior en (1.1) para todo x ∈ H ,
decimos que es una sucesión de Bessel. En este caso, se define el operador de análisis
R : H → `2 asociado a la sucesión {xi}i∈I por

Rx = {〈x, xi〉}i∈I

y es lineal y acotado. Además, veremos en el siguiente teorema que su adjunto R∗ está bien
definido y es acotado. Llamamos operador de sı́ntesis a C = R∗.

Teorema 1.5. Sea {xi}i∈I una sucesión de Bessel en H con cota B. Si a = {ai}i∈I ∈ `
2(I),

entonces
∑

i∈I aixi converge incondicionalmente en la norma deH y

Ca =
∑
i∈I

aixi (1.2)

define un operador acotado de `2 enH . Más aún, C = R∗ y ‖C‖ = ‖R‖ ≤ B1/2, es decir,∥∥∥∥∥∥∥∑i∈I

aixi

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ B
∑
i∈I

|ai|
2, ∀ {ai}i∈I ∈ `

2(I). (1.3)

Demostración. Para probar que
∑

i∈I aixi converge incondicionalmente, veamos que la cola
de la serie tiende a cero para cualquier reordenamiento de I. Si consideramos I = {in : n ∈ N}
y tomamos la norma enH tenemos que∥∥∥∥∥∥∥

N∑
n=M+1

ain xin

∥∥∥∥∥∥∥ = sup
‖y‖=1

∣∣∣∣∣∣∣
〈 N∑

n=M+1

ain xin , y
〉∣∣∣∣∣∣∣ = sup

‖y‖=1

∣∣∣∣∣∣∣
N∑

n=M+1

ain
〈
xin , y

〉∣∣∣∣∣∣∣ .
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Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz∥∥∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

ain xin

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
 N∑

n=M+1

|ain |
2

1/2

sup
‖y‖=1

 N∑
n=M+1

|
〈
xin , y

〉
|2

1/2

≤ B1/2

 N∑
n=M+1

|ain |
2

1/2

. (1.4)

Ahora, como {ai}i∈I ∈ `2(I), la serie
∑

i∈I |ai|
2 converge incondicionalmente y por lo tanto∑N

n=M+1 |ain |
2 tiende a cero cuando M y N tienden a infinito. A partir de la desigualdad (1.4)

deducimos que la norma de
∑N

n=M+1 ain xin tiende a cero si M, N tienden a infinito y por lo
tanto la serie

∑
i∈I aixi converge incondicionalmente en la norma deH .

Para ver que C es el adjunto de R es suficiente observar que para todo x ∈ H y a ∈ `2(I)
se cumple que

〈Rx, a〉`2(I) =
∑
i∈I

〈x, xi〉ai =

〈
x,

∑
i∈I

aixi

〉
H

= 〈x,Ca〉H .

La desigualdad (1.3) se sigue inmediatamente de ‖C‖ = ‖C∗‖ = ‖R‖ ≤ B1/2.
�

Proposición 1.6. Dada una sucesión {xi}i∈I en H . Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) {xi}i∈I es un marco deH .

ii) El operador de análisis R es acotado, inyectivo y tiene rango cerrado.

iii) El operador de sı́ntesis C es acotado y sobreyectivo.

Demostración. i) ⇒ ii) Supongamos que {xi}i∈I es un marco de H con cotas A y B. Sea
x ∈ H tal que Rx = 0. Entonces por la desigualdad inferior de marco tenemos que

A‖x‖2 ≤
∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2 = ‖Rx‖2 = 0,

con lo cual x = 0. Esto prueba la inyectividad de R.
Para ver que rango(R) es cerrado, consideremos {Ryn}n∈N una sucesión en rango(R) que

converge a z ∈ `2(I). Usando la desigualdad inferior de marco tenemos que

A‖yn − ym‖
2 ≤

∑
i∈I

|〈yn − ym, xi〉|
2 = ‖R(yn − ym)‖2 = ‖Ryn − Rym‖

2

lo que implica que la sucesión {yn}n∈N es de Cauchy. Como H es completo, existe y ∈ H tal
que lim

n→∞
‖yn − y‖ = 0 y por lo tanto lim

n→∞
‖Ryn − Ry‖ = 0, ya que R es continuo. Por unicidad

del lı́mite, z = Ry ∈ rango(R) y en consecuencia rango(R) es cerrado.
ii) ⇒ iii) Como {0} = ker(R) = ker(C∗) = rango(C)⊥, entonces rango(C) = H , es decir,

C tiene rango denso enH . El hecho de que rango(C) es cerrado es consecuencia de que si T
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es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert, entonces rango(T ) es cerrado si y
solo si rango(T ∗) lo es (ver [27]). En conclusión, rango(C) = rango(C) = H , es decir, C es
sobreyectivo.

iii) ⇒ ii) Notemos que ker(R) = ker(C∗) = rango(C)⊥ = H⊥ = {0} y por lo tanto R
es inyectivo. Además, como rango(C) = H es cerrado entonces tenemos que rango(C∗) =

rango(R) es cerrado (ver [27]).
ii) ⇒ i) Supongamos que R es inyectivo y de rango cerrado. Como R es acotado, existe

una constante b > 0 tal que ‖Rx‖ ≤ b‖x‖ para todo x ∈ H , es decir, se cumple la desigualdad∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2 ≤ B‖x‖2, ∀ x ∈ H

con B = b2. Esto prueba que {xi}i∈I es Bessel.
Para ver la desigualdad inferior de marco, definimos R̃ : H → rango(R) por R̃x = Rx para

todo x ∈ H . Notemos que R̃ es acotado y biyectivo pues R lo es. Luego, R̃−1 : rango(R)→ H
es acotado, es decir, existe c > 0 tal que ‖R̃−1y‖ ≤ c‖y‖, para todo y ∈ rango(R) o equivalen-
temente

1
c2 ‖x‖

2 ≤ ‖Rx‖2 =
∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2, ∀ x ∈ H ,

con lo cual, {xi}i∈I resulta ser un marco de H con cota inferior A = 1/c2 y cota superior
B = b2.

�

Si {xi}i∈I es una sucesión de Bessel con correspondientes operadores de análisis y sı́ntesis
R y C, se define el operador de marco M : H → H como M = CR. Por definición vemos
que M satisface la fórmula

Mx =
∑
i∈I

〈x, xi〉xi, ∀ x ∈ H .

Como R y C son acotados, M también lo es. Además, M es semidefinido positivo y
autoadjunto. En efecto, M∗ = (CR)∗ = R∗C∗ = CR = M y cumple

〈Mx, x〉 =
∑
i∈I

|〈x, xi〉|
2 ≥ 0.

Teorema 1.7. ([37, Teorema 8.13]) Sea {xi}i∈I un marco en un espacio de Hilbert H con
cotas A y B. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) El operador de marco M ∈ B(H) es un isomorfismo y AI ≤ M ≤ BI.

ii) El inverso del operador de marco M−1 ∈ B(H) es un isomorfismo y B−1I ≤ M ≤ A−1I.

iii) La sucesión {M−1xi}i∈I es un marco con cotas B−1 y A−1.
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iv) Para cada x ∈ H ,
x =

∑
i∈I

〈x,M−1xi〉 xi =
∑
i∈I

〈x, xi〉M−1xi

donde las series convergen incondicionalmente en la norma deH .

Una consecuencia del teorema anterior es que cada marco {xi}i∈I tiene asociado un sistema
dual {M−1xi}i∈I que también es un marco y se le conoce como marco dual canónico. Cualquier
otra sucesión {yi}i∈I enH con la propiedad

x =
∑
i∈I

〈x, yi〉xi ∀ x ∈ H

es llamado un dual alternativo de {xi}i∈I . Si {yi}i∈I es un marco (lo cual no ocurre en general),
entonces se llama marco dual alternativo o simplemente marco dual de {xi}i∈I .

Observamos que un marco {xi}i∈I de un espacio de Hilbert H puede tener varios marcos
duales y en ese caso los coeficientes de la representación de los vectores de H en términos
del marco no es única.

Notemos que una base ortonormal es, en particular, un marco y su correspondiente ope-
rador de marco es M = IH . Sin embargo, existen marcos que no son bases ortonormales y
cuyo operador de marco también es la identidad, éstos se conocen como marcos de Parseval.

Definición 1.8. Sea {xi}i∈I un marco de un espacio de HilbertH .

i) Se dice que {xi}i∈I es un marco de Parseval si A = B = 1 son cotas de marco.

ii) Se dice que {xi}i∈I es un marco exacto si deja de ser un marco cuando eliminamos
cualquier elemento de la sucesión.

iii) Se dice que {xi}i∈I es una Base de Riesz si existe una base ortonormal {εi}i∈I deH y un
isomorfismo T ∈ B(H) tal que Tεi = xi para todo i ∈ I.

Observación 1.9.

i) Se puede ver que {xi}i∈I es un marco exacto si y solo si es una base de Riesz (ver [37]).

ii) {xi}i∈I es una base ortonormal si y solo si es un marco de Parseval exacto (ver [37]).

iii) Notemos que el operador de sı́ntesis asociado a una base de Riesz es un isomorfismo.
En efecto, si {xi}i∈I es una base de Riesz deH , entonces xi = Tεi para todo i ∈ I, donde
{εi}i∈I es una base ortonormal deH . Luego, si C : `2(I)→ H es su operador de sı́ntesis
asociado tenemos que

Ca =
∑
i∈I

aixi =
∑
i∈I

aiTεi = T

∑
i∈I

aiεi

 ,
de donde se deduce que C es inyectivo y sobreyectivo.
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Una condición necesaria y suficiente para que el marco dual sea único es que {xi}i∈I sea
exacto, como se enuncia en el siguiente lema y cuya demostración se puede encontrar en
[37].

Lema 1.10. Si {xi}i∈I es un marco de un espacio de HilbertH , entonces {xi}i∈I tiene un único
marco dual si y solo si es un marco exacto. En este caso, el único marco dual es el canónico.

En el Capı́tulo 2 estaremos interesados en relacionar marcos entre dos espacios de Hilbert
a través de un operador acotado. Para ello tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.11. Sean {xi}i∈I una sucesión en H y T ∈ B(H ,K) un isomorfismo. Si {xi}i∈I es
un marco de H con cotas A y B, entonces {T xi}i∈I es un marco de K con cotas A‖T−1‖−2 y
B‖T‖2.

Demostración. Supongamos que {xi}i∈I es un marco deH con cotas A y B. Usando el opera-
dor adjunto de T tenemos para todo y ∈ K que∑

i∈I

|〈y,T xi〉|
2 =

∑
i∈I

|〈T ∗y, xi〉|
2 ≤ B ‖T ∗y‖2 ≤ B ‖T ∗‖2‖y‖2 = B ‖T‖2‖y‖2. (1.5)

Por otro lado, ‖y‖ ≤ ‖T ∗−1‖ ‖T ∗y‖ = ‖T−1‖ ‖T ∗y‖, con lo cual ‖T−1‖−1 ‖y‖ ≤ ‖T ∗y‖ para todo
y ∈ K . Por lo tanto, ∑

i∈I

|〈x,T xi〉|
2 ≥ A ‖T ∗x‖2 ≥ A ‖T−1‖−2 ‖x‖2. (1.6)

Las dos cotas (1.5) y (1.6) demuestran el teorema. �

Un resultado conocido de la teorı́a de espacios de Hilbert es que todas las bases ortonor-
males de espacios de Hilbert de igual dimensión son equivalentes, es decir, existe un operador
unitario que manda una base ortonormal en otra. Más aún, la imagen de una base ortonormal
por un operador unitario es una base ortonormal del espacio imagen. A continuación vere-
mos que las mismas propiedades valen para marcos de Parseval. Las demostraciones de los
siguientes resultados se pueden ver en [37] y [39].

Teorema 1.12. Sea {xi}i∈I un marco de Parseval deH y T ∈ B(H ,K) un isomorfismo.

i) Si T : H → K es unitario (es decir, T ∗T = IH y TT ∗ = IK ) entonces {T xi}i∈I es un
marco de Parseval de K .

ii) Si {yi}i∈I es un marco de Parseval de K tal que T xi = yi para todo i ∈ I, entonces T es
unitario. En este caso se dice que {xi}i∈I e {yi}i∈I son unitariamente equivalentes.

Los marcos también se pueden caracterizar como imagen de bases ortonormales por ope-
radores sobreyectivos.
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Teorema 1.13. Supongamos que H es de dimensión infinita. Una sucesión {xi}i∈I es un
marco de H si y solo si existe una base ortonormal {εi}i∈I de H y un operador sobreyectivo
T ∈ B(H) tal que Tεi = xi para todo i ∈ I.

El caso en queH es de dimensión finita el resultado es ligeramente distinto.

Teorema 1.14. Supongamos que dim(H) = n y dim(K) = m. Una sucesión {x1, ..., xm} es
un marco deH si y solo si existe una base ortonormal {ε1, ..., εm} de K y un operador lineal
sobreyectivo T : K → H tal que Tεi = xi para todo i = 1, ...,m.

Por ejemplo, las proyecciones ortogonales sobre subespacios cerrados de un espacio de
Hilbert son operadores sobreyectivos, éstos mandan bases ortonormales en marcos de Parse-
val. Más aún se tiene el siguiente resultado (ver [40, Corolario 8.34]):

Teorema 1.15 (Dualidad de Naimark). Sea {xi}i∈I una sucesión en un espacio de HilbertH .

i) {xi}i∈I es un marco de H si y solo si existe un espacio de Hilbert K ⊇ H y una base
de Riesz {εi}i∈I de K tal que PHεi = xi para todo i ∈ I, donde PH es la proyección
ortogonal de K enH .

ii) {xi}i∈I es un marco de Parseval deH si y solo si existe un espacio de Hilbert K ⊇ H y
una base ortonormal {εi}i∈I de K tal que PHεi = xi para todo i ∈ I.

Para concluir esta sección, enunciamos el siguiente teorema que afirma que dos marcos de
Parseval de un espacio de HilbertH que se obtienen proyectando una misma base ortonormal
en subespacios cerrados M y N de H son unitariamente equivalentes si y solo si ambos
subespacios coinciden. Su demostración se puede ver en [39, Proposición 2.6].

Teorema 1.16. Sea H un espacio de Hilbert y {εi}i∈I una base ortonormal de H . SeanM y
N dos subespacios cerrados de H y PM, PN las proyecciones ortogonales de H enM y N
respectivamente. Entonces los marcos de Parseval {xi}i∈I e {yi}i∈I definidos por xi = PMεi e
yi = PNεi para todo i ∈ I son unitariamente equivalentes si y solo siM = N .

1.2 El espacio de Hardy H2

En esta sección recordaremos la definición y propiedades generales del espacio de Hardy H2.
Esta teorı́a será necesaria para los siguientes capı́tulos que incluirán resultados novedosos
tanto en el contexto de los marcos en espacios de Hilbert como en la teorı́a sobre los espacios
de tipo Dirichlet que mencionamos en la introducción de este trabajo.

Existen varias definiciones equivalentes del espacio de Hardy H2. Incluimos algunas de
ellas en el Teorema 1.17 cuya demostración se puede encontrar en [54, Teorema 17.10]. Más
detalles sobre las distintas caracterizaciones de H2 se pueden encontrar en la Sección 3.1 de
[34].
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Como es usual denotaremos por T al cı́rculo unitario en C. Sea σ la medida de Lebesgue
normalizada en (−π, π] y dada f : T → C le asociamos la función f̃ (t) := f (eit), t ∈ (−π, π].
Si llamamos z = eit, tenemos que∫ π

−π

f̃ (t) dσ(t) =
1

2π

∫ π

−π

f (eit) dt =

∫
T

f (z)
dz

2πiz
=

∫
T

f (z) dm(z)

donde dm(z) := dz/2πiz es la medida de Lebesgue normalizada en T.
El espacio de Hilbert L2(T) := L2(T,m) consiste de todas las funciones medibles f : T→

C tales que

‖ f ‖2 :=
∫
T

| f (z)|2 dm(z) < ∞.

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto de T, se define el producto
interno en L2(T) por

〈 f , g〉 :=
∫
T

f (z) g(z) dm(z).

Notar que existe un isomorfismo natural entre los espacios L2(T) y L2((−π, π], σ) los
cuales tienen bases ortonormales {γk}k∈Z con γk(z) = zk, y {ek}k∈Z con ek(t) = eitk, respectiva-
mente. Más aún, los coeficientes de Fourier de f respecto a la base {γk}k∈Z se corresponden
con los coeficientes de Fourier usuales de f̃ , es decir, para todo k ∈ Z,∫ π

−π

f̃ (t) e−ikt dσ(t) =

∫
T

f (z) z−k dm(z).

Enunciamos en el siguiente teorema algunas propiedades y caracterizaciones del espacio
de Hardy H2.

Teorema 1.17.

i) Una función f analı́tica en D de la forma f (z) =
∑∞

j=0 a jz j (z ∈ D) está en H2 si y solo
si

∑∞
j=0 |a j|

2 < ∞. En ese caso,

‖ f ‖2 :=
∞∑
j=0

|a j|
2.

ii) Si f (z) =
∑∞

j=0 a jz j (z ∈ D) está en H2, entonces existe el lı́mite radial f ∗ de f en casi
todo punto de T, es decir, f ∗(z) = lim

r→1−
f (rz) para casi todo z ∈ T; f ∗ ∈ L2(T) y sus

coeficientes de Fourier son

f̂ ∗( j) =

a j si j ≥ 0,
0 si j < 0.
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Además, se cumple que

lim
r→1−

∫
T

| f (rz)|2 dm(z) =

∫
T

| f ∗(z)|2 dm(z) =

∞∑
j=0

|a j|
2 = ‖ f ‖2

y f es la integral de Poisson y la integral de Cauchy de f ∗, esto es, si z = reiθ, entonces

f (z) =
1

2π

∫ π

−π

Pr(θ − t) f ∗(eit) dt y f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f ∗(ζ)
ζ − z

dζ

donde Pr(t) =
∑

n∈Z r|n|eint y Γ es el cı́rculo unitario orientado positivamente.

iii) La correspondencia f 7→ f ∗ es un isomorfismo isométrico de H2 en el subespacio
de L2(T) que consiste de todas las funciones g ∈ L2(T) cuyos coeficientes de Fourier
negativos son cero, es decir, ĝ( j) = 0 para todo j < 0.

Para los objetivos que nos planteamos en los Capı́tulos 2 y 3, resultará más conveniente
usar la caracterización iii) de H2 dada en el Teorema 1.17. Sin embargo, en el Capı́tulo 4
usaremos la caracterización i) del Teorema 1.17. Las razones para ello se irán entendiendo a
medida que avancemos en la discusión.

En los resultados y propiedades que resumiremos en el resto de esta sección, usaremos
la notación H2 para referimos al conjunto de las funciones analı́ticas en el disco tales que
los coeficientes de su serie de Taylor están en `2(N0), es decir, usamos la descripción i) del
Teorema 1.17. Igualmente, aclaramos que la mayorı́a de las propiedades valen si se considera
H2 como el subespacio de L2(T) de todas las funciones con coeficientes de Fourier negativos
iguales a cero.

Dadas f (z) =
∑∞

j=0 a jz j y g(z) =
∑∞

j=0 b jz j en H2, el producto interno entre f y g se define
por

〈 f , g〉 :=
∞∑
j=0

a j b j.

Observación 1.18. Si identificamos H2 con un subespacio de L2(T) como en el ı́tem iii) del
Teorema 1.17, el producto interno en H2 es el que se hereda de L2(T), es decir,

〈 f , g〉 =

∫
T

f (z) g(z) dm(z).

para f , g ∈ H2.

En la siguiente proposición resumimos las propiedades más importantes de H2 cuyas
demostraciones se pueden encontrar en la Sección 3.1 de [34].

Proposición 1.19.
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i) H2 es un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo, es decir, para cada w ∈ D existen
funciones kw ∈ H2 tal que para f ∈ H2 se cumple que f (w) = 〈 f , kw〉. Más aún, kw está
dado por la fórmula explı́cita

kw(z) =
1

1 − wz
.

ii) H2 = gen {kw : w ∈ D}.

iii) Los polinomios son densos en H2.

iv) Si denotamos por H∞ al conjunto de todas las funciones analı́ticas y acotadas en D,
entonces se cumple que H∞ ⊂ H2 y la inclusión es propia.

En la Sección 1.3 veremos que uno de los operadores para los que se ha estudiado el
problema de encontrar subespacios invariantes no triviales, es el shift unilateral S : H2 → H2,
el cual se define por

S f (z) = z f (z), ∀ z ∈ D.

Se ve fácilmente que S es una isometrı́a ya que si f ∈ H2 con f (z) =
∑∞

j=0 a jz j, z ∈ D,
tenemos que

‖S f ‖2 =

∞∑
j=1

|a j−1|
2 =

∞∑
j=0

|a j|
2 = ‖ f ‖2, (1.7)

y además su operador adjunto S ∗ : H2 → H2 está dado por

S ∗ f (z) =
f (z) − a0

z
.

Los subespacios cerrados de H2 que son invariantes por S fueron completamente carac-
terizados por Beurling en [17] quien demostró el resultado dado en el Teorema 1.23. Antes
de enunciar dicho teorema, vamos a definir un tipo de función que es clave para la caracteri-
zación dada por Beurling.

Definición 1.20. Una función φ ∈ H∞ se dice inner si |φ(z)| = 1 para casi todo z ∈ T.

Observación 1.21. Desde el punto de vista de la descripción iii) del Teorema 1.17 una función
en H2 visto como subespacio de L2(T) es inner si φ ∈ H2 y |φ(z)| = 1 para casi todo z ∈ T.

Ejemplo 1.22. A continuación se dan algunos ejemplos de funciones inner (no inner) que
serán de utilidad más adelante. Cabe acotar que como H∞ ⊂ H2 (Proposición 1.19), basta
verificar que las funciones dadas son acotadas en D y tienen módulo 1 para casi todo z ∈ T.

1. Las funciones γ j(z) = z j, j ∈ N0 son funciones inner ya que |γ j(z)| = |z| j < 1 para todo
z ∈ D y |γ j(z)| = |z| j = 1 para todo z ∈ T.
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2. Otro ejemplo de función inner es

g(z) = exp
(
−

1 + z
1 − z

)
.

Observamos que esta función está definida en todo z ∈ T salvo en 1. Usando la identi-
dad |ew| = eRe(w) tenemos que∣∣∣∣∣∣exp

(
−

1 + z
1 − z

)∣∣∣∣∣∣ = exp
{
−Re

(
1 + z
1 − z

)}
= exp

(
−

1 − |z|2

|1 − z|2

)
≤ 1 ∀ z ∈ D \ {1}

y además

lim
r→1−

exp
(
−

1 − r2

|1 − r|2

)
= 0.

Por lo tanto, |g(z)| ≤ 1 para casi todo z ∈ T. Este es un ejemplo particular de función
inner singular.

3. Dada una medida de Borel finita y positiva µ en T que es singular con respecto a la
medida de Lebesgue en T, se define la función inner singular correspondiente a µ por

F(z) := exp
(
−

∫
T

w + z
w − z

dµ(w)
)
, ∀ z ∈ D.

La función g del ı́tem 2. es la función inner singular correspondiente a la medida de
Dirac δ{1}.

4. Mostramos ahora un ejemplo de una función que no es inner. Definamos

f (z) =
1

g(z)
= exp

(
1 + z
1 − z

)
.

En el ejemplo anterior vimos que |g(z)| = 1 para casi todo z ∈ T, entonces f cumple la
misma propiedad. Sin embargo,

lim
r→1−

exp
(
1 + r
1 − r

)
= +∞,

con lo cual tenemos que f no es acotada en D.

Teorema 1.23 (Beurling). Un subespacio cerradoM ⊆ H2 es invariante por S si y solo si
existe una función inner φ ∈ H2 tal que

M = φH2 =
{
φ f : f ∈ H2

}
.

Además, φ1H2 = φ2H2 con φ1, φ2 funciones inner si y solo si φ1(z)/φ2(z) es una constante de
módulo 1 para casi todo z ∈ T.
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Observación 1.24. Si φ es una función inner, entonces el subespacio invariante por S asociado
a φ se puede escribir de la siguiente manera:

Mφ = φH2 = gen
{
S jφ : j ∈ N0

}
.

Vale que {S jφ} j∈N0 es una base ortonormal deMφ. En efecto, usando que |φ(z)| = 1 para casi
todo z ∈ T tenemos que

〈S jφ, S kφ〉 =

∫
T

|φ(z)|2z j−k dm(z) =

∫
T

z j−k dm(z) = δ j,k.

Además, si f ∈ Mφ es tal que 〈 f , S jφ〉 = 0 para todo j ∈ N0, entonces existe g ∈ H2 tal que
f = φg y

0 = 〈 f , S jφ〉 = 〈φg, S jφ〉 =

∫
T

|φ(z)|2g(z) z− j dm(z) =

∫
T

g(z) z− j dm(z),

es decir, todos los coeficientes de Fourier positivos de la función g son cero y dado que
g ∈ H2, concluimos que g(z) = 0 para casi todo z ∈ T y por lo tanto f (z) = φ(z)g(z) = 0 a.e.
z ∈ T.

Notemos que la función constantemente igual a 1 ∈ H2 es claramente inner, y nos da el
subespacio invariante

M = H2 = gen
{
S j1 : j ∈ N0

}
.

Aquı́ es claro que {S j1} j∈N0 es una base ortonormal de H2. Una pregunta interesante que se
plantea en este contexto es:

¿cuáles son todas las funciones f ∈ H2 tales que H2 = gen
{
S j f : j ∈ N0

}
?

Las funciones f que satisfacen [ f ] := gen
{
S j f : j ∈ N0

}
= H2 se les llama cı́clicas, pues son

vectores cı́clicos para el operador S . La respuesta a la pregunta anterior da lugar a otra clase
importante de funciones en el espacio H2 que se conocen como funciones outer.

Definición 1.25. Una función analı́tica F en D se dice outer si es una función de la forma

F(z) = C exp
(∫
T

w + z
w − z

log(φ(w)) dm(w)
)

∀ z ∈ D,

donde C ∈ T y φ : T→ [0,∞) es una función tal que log(φ) ∈ L1(T).

En H2 vale el siguiente teorema de factorización en términos de funciones inner y outer
(ver [54, Teorema 17.17]).

Teorema 1.26. Si f ∈ H2, entonces f = fi fo donde fi es inner y fo es outer con fo ∈ H2.
Esta factorización es única.
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Volviendo a la discusión sobre cuáles son todas las funciones f ∈ H2 que cumplen que
H2 = gen

{
S j f : j ∈ N0

}
tenemos el siguiente corolario del Teorema de Beurling.

Corolario 1.27. Una función f ∈ H2 es cı́clica si y solo si f es una función outer.

Una demostración del Corolario anterior se puede ver en [34, Corolario 4.5]. Igualmente,
incluimos a continuación la idea de la prueba.

Idea de la demostración del Corolario 1.27. Supongamos que f ∈ H2 es outer. Es claro que
[ f ] := gen

{
S j f : j ∈ N0

}
es un subespacio de H2 invariante por S . Luego, por el Teorema

1.23, existe una función inner φ tal que [ f ] = φH2. Como f ∈ φH2, entonces f = φg para
alguna función g ∈ H2 y dado que f es outer, se tiene que φ debe ser una constante de módulo
1, con lo cual [ f ] = H2.

Recı́procamente, supongamos que f = fi fo donde fi es inner y fo ∈ H2 es outer. La clave
está en ver que vale la inclusión [ f ] ⊂ fiH2 y en consecuencia H2 = [ f ] ⊂ fiH2, con lo
cual H2 = fiH2. Esto implica que la función fo es un elemento de fiH2. Por la unicidad de
la factorización de f (Teorema 1.26), fi debe ser una constante de módulo 1 y por lo tanto
f = fo. �

1.3 Subespacios invariantes
Existe un problema en la teorı́a de operadores que ha estado abierto por más de medio siglo
captando la atención de muchos matemáticos y se conoce como el problema del subespacio
invariante que plantea lo siguiente: todo operador lineal y acotado T : X → X en un espacio
de Banach X con dim(X) > 1 tiene algún subespacio lineal cerrado invariante no trivial, es
decir, un subespacio lineal cerrado M ⊆ X distinto de {0} y X tal que T (M) ⊆ M. Enflo
[32] y Read [50, 51, 52] probaron que la afirmación anterior es falsa en algunos espacios
de Banach. Sin embargo, este problema continúa abierto para el caso en que X = H es un
espacio de Hilbert separable.

Para los objetivos que nos planteamos en los siguientes capı́tulos de esta tesis, abordare-
mos a continuación algunos resultados relevantes en este contexto.

Algunos de los operadores más simples para los que se ha estudiado el problema del
subespacio invariante son ciertas isometrı́as que actúan en los espacios de sucesiones `2(N0)
y `2(Z) que se conocen como el shift bilateral U y el shift unilateral S , y están definidos de
la siguiente manera:

U : `2(Z)→ `2(Z), U({..., a−1, (a0), a1, ...}) = {..., a−2, (a−1), a0, , ...},

S : `2(N0)→ `2(N0), S ({a0, a1, ...}) = {0, a0, a1, ...}.

En la sección anterior vimos que `2(Z) es isométricamente isomorfo a L2(T). De hecho,
dada f ∈ L2(T) y sus coeficientes de Fourier f̂ (k) =

∫
T

f (z) z−k dm(z) con k ∈ Z y m la medida
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de Lebesgue normalizada en T, la correspondencia

f ←→
{
f̂ (k)

}
k∈Z

resulta un isomorfismo isométrico entre L2(T) y `2(Z). Análogamente, vimos que `2(N0) es
isométricamente isomorfo a H2, el cual se puede identificar con el subespacio de L2(T) que
consiste de todas las funciones f ∈ L2(T) con coeficientes de Fourier negativos iguales a cero
(ver Teorema 1.17), es decir,

H2 =
{
f ∈ L2(T) : f̂ (k) = 0 para todo k < 0

}
.

Con esto en mente, los operadores U y S se pueden definir actuando en los espacios de
funciones L2(T) y H2 respectivamente como

U f (z) = z f (z) =
∑
k∈Z

f̂ (k) zk+1 =
∑
k∈Z

f̂ (k − 1) zk,

S f (z) = z f (z) =

∞∑
k=0

f̂ (k) zk+1 =

∞∑
k=1

f̂ (k − 1) zk.

Se ve fácilmente que U es un operador unitario y su operador adjunto U∗ : L2(T)→ L2(T)
está dado por U∗ f (z) = z f (z) = z−1 f (z). Por otro lado, S es una isometrı́a (ver (1.7)) y su
adjunto es el operador S ∗ : H2 → H2, dado por

S ∗ f (z) =
g(z) − g(0)

z

para casi todo z ∈ T.
En la Sección 1.2 vimos que los subespacios cerrados de H2 que son invariantes por el

shift unilateral fueron completamente caracterizados por Beurling [17] en 1949 (Teorema
1.23) quien demostró que todo subespacio cerradoM ⊆ H2 es invariante por S si y solo si
existe una función inner u tal queM = uH2.

Observación 1.28. Aunque `2(N0) es isométricamente isomorfo a H2, no existe una caracter-
ización de los subespacios de `2(N0) que son invariantes por S debido a que la descripción
dada por Beurling depende de la definición de función inner las cuales no han sido caracteri-
zadas en términos de sus coeficientes.

También estaremos interesados en una clase especial de subespacios invariantes que son
los que reducen a un operador T que actúa en un espacio de HilbertH .

Definición 1.29. SeanM un subespacio cerrado deH y T ∈ B(H). Se dice queM reduce a
T siM es invariante por T y T ∗. En este caso es posible descomponer

H =M⊕M⊥

dondeM yM⊥ son invariantes por T y T ∗ simultáneamente.
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Observación 1.30. Si denotamos por PM a la proyección ortogonal de H en M, se puede
ver que M es invariante por T si y solo T PM = PMT PM, y que M reduce a T si y solo si
T PM = PMT (ver [27, Capı́tulo II, Proposición 3.7]).

Se sabe que no existen subespacios propios de H2 que reduzcan al operador S (ver [49,
Teorema 3.5]), en este caso se dice que S es irreducible. Sin embargo, para el caso del shift
bilateral se tiene el siguiente resultado demostrado por T.P. Srinivasan [57] que caracteriza
completamente a los subespacios de L2(T) que reducen U.

Teorema 1.31. Un subespacioM ⊆ L2(T) reduce a U si y solo si existe un conjunto medible
E ⊆ T tal queM = χE L2(T).

El teorema anterior se puede generalizar a dos dimensiones, es decir, al espacio L2(T2)
considerando dos operadores shift, uno en cada coordenada. En el Capı́tulo 2 enunciaremos
ese caso ya que será de utilidad para demostrar el Teorema 2.32.

La familia de todos los subespacios invariantes por U incluye a los que fueron caracter-
izados en el Teorema 1.31, pero es más grande. En [49, Teorema 3.9] dieron la siguiente
descripción de los subespacios de L2(T) que son invariantes por U y no lo reducen.

Teorema 1.32. Un subespacioM ⊆ L2(T) es invariante por U (y no reduce a U) si y solo si
existe una función medible φ : T→ C con |φ(z)| = 1 para casi todo z ∈ T, tal que

M = φH2 =
{
φ f : f ∈ H2

}
.

Además, φ1H2 = φ2H2 con |φ1(z)| = |φ2(z)| = 1 para casi todo z ∈ T, si y solo si
φ1(z)/φ2(z) es igual a una constante para casi todo z ∈ T.

Notar que el teorema anterior y el Teorema de Beurling (Teorema 1.23) se diferencian
en que la función φ que caracteriza el subespacio invariante por S en el teorema de Beurling
debe ser inner.

1.4 Espacios de funciones K-valuadas
En esta sección se introducirán dos tipos de espacios de funciones vectoriales: L2(T,K)
y H2(T,K), donde K es un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno
〈·, ·〉K y norma ‖ · ‖K . También definiremos dos operadores que serán fundamentales para
los resultados que se discutirán a lo largo de esta tesis: el shift bilateral con multiplicidad U
actuando en L2(T,K) que es un operador unitario, y el shift unilateral con multiplicidad S
que es una isometrı́a en H2(T,K).

Primero recordaremos las nociones de medibilidad para funciones f : Ω → K donde
(Ω,Σ, µ) es un espacio de medida finita yK es un espacio de Hilbert complejo (no necesaria-
mente separable). Para más detalles sobre este tema se puede ver, por ejemplo [28, Capı́tulo
II] y [48].
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Definición 1.33.

i) Una función f : Ω → K se dice simple si existen conjuntos disjuntos E1, ..., En ∈ Σ y
vectores x1, ..., xn ∈ K tales que f (λ) =

∑n
k=1 xk χEk(λ) para todo λ ∈ Ω.

ii) Una función f : Ω → K se dice fuertemente medible si existe una sucesión de fun-
ciones simples { fn}

∞
n=1 tal que lim

n→∞
‖ fn(λ) − f (λ)‖K = 0 para casi todo λ ∈ Ω.

iii) Una función f : Ω → K se dice débilmente medible si la función x∗ ◦ f : Ω → C es
medible Lebesgue para todo x∗ ∈ K ∗, donde K ∗ denota el espacio dual de K .

Observación 1.34. Notar que la medibilidad fuerte implica la medibilidad débil. En efecto,
supongamos que f : Ω → K es una función fuertemente medible, es decir, existe una
sucesión de funciones simples { fn}

∞
n=1 tal que lim

n→∞
‖ fn(λ) − f (λ)‖K = 0 para casi todo λ ∈ Ω.

Ahora, para todo x∗ ∈ K ∗ y λ ∈ Ω, tenemos por la linealidad y continuidad de x∗ que

|x∗( fn(λ)) − x∗( f (λ))| = |x∗( fn(λ) − f (λ))| ≤ M ‖ fn(λ) − f (λ)‖K

y por lo tanto, lim
n→∞

x∗( fn(λ)) = x∗( f (λ)). Dado que fn es simple para todo n, x∗ ◦ fn : Ω → C

es una función simple (compleja) y como x∗ ◦ f es el lı́mite de funciones simples, resulta
medible.

La medibilidad débil y la medibilidad fuerte no son equivalentes en general. El siguiente
teorema muestra la relación que existe entre ambas (ver [28, Teorema 2, Capı́tulo II]).

Teorema 1.35 (Pettis). Una función f : Ω→ K es fuertemente medible si y solo si

i) Existe E ∈ Σ con µ(E) = 0 y tal que f (Ω \ E) es un subconjunto separable de K , y

ii) f es débilmente medible.

Observar que en el caso que K es separable, el ı́tem i) del teorema anterior se verifica
para cualquier función f : Ω → K tomando E como el conjunto vacı́o, pues f (Ω) ⊆ K
también es separable. Se deduce entonces del Teorema 1.35 que en este caso las nociones de
medibilidad fuerte y débil son equivalentes.

Dado que en este trabajo consideraremos espacios de Hilbert separables, en virtud del
Teorema de representación de Riesz, adoptaremos la siguiente definición de medibilidad para
funciones K-valuadas.

Definición 1.36. Una función f : Ω → K se dice medible si para cada x ∈ K , la función
compleja λ 7→ 〈 f (λ), x〉K es medible Lebesgue en Ω.

Proposición 1.37. Sea f : Ω→ K una función medible. Entonces se cumple lo siguiente:

i) La función λ 7→ ‖ f (λ)‖K es medible Lebesgue en Ω.
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ii) Si g : Ω→ K es medible, entonces λ 7→ 〈 f (λ), g(λ)〉K es medible Lebesgue en Ω.

Demostración. i) Primero observamos que como f (λ) ∈ K para cada λ ∈ Ω, podemos es-
cribir

‖ f (λ)‖K = sup
x∈K , ‖x‖K=1

|〈 f (λ), x〉K |

Por otro lado, dado que K es separable, contiene un conjunto denso numerable {yn}
∞
n=1. Defi-

namos para cada n ∈ N, xn = yn/‖yn‖K y veamos que

‖ f (λ)‖K = sup
n∈N
|〈 f (λ), xn〉K |. (1.8)

Es claro que ‖ f (λ)‖K ≥ supn∈N |〈 f (λ), xn〉K |. Además, si fijamos x ∈ K , dado ε > 0 existe
N0 ∈ N tal que ‖x − xN0‖K < ε. Luego,

|〈 f (λ), x〉K | − |〈 f (λ), xN0〉K | ≤ |〈 f (λ), x − xN0〉K |

≤ ‖ f (λ)‖K ‖x − xN0‖K

≤ ‖ f (λ)‖K ε

y por lo tanto |〈 f (λ), x〉K | ≤ |〈 f (λ), xN0〉K | + ‖ f (λ)‖K ε. Más aún,

|〈 f (λ), x〉K | ≤ sup
n∈N
|〈 f (λ), xn〉K | + ‖ f (λ)‖K ε

y como ε es arbitrario tenemos que |〈 f (λ), x〉K | ≤ supn∈N |〈 f (λ), xn〉K |. Ahora, tomando
supremo sobre todos los x ∈ K de norma uno, obtenemos que

‖ f (λ)‖K ≤ sup
n∈N
|〈 f (λ), xn〉K |

lo cual demuestra (1.8).
Concluimos que la función λ 7→ ‖ f (λ)‖K es medible Lebesgue por ser el supremo de una

sucesión de funciones medibles Lebesgue (pues f es medible por hipótesis).
ii) Para demostrar la afirmación, basta recordar la identidad de polarización:

〈 f (λ), g(λ)〉K =
1
4

(
‖ f (λ) + g(λ)‖2

K
− ‖ f (λ) − g(λ)‖2

K
− i‖ f (λ) + ig(λ)‖2

K
+ i‖ f (λ) − ig(λ)‖2

K

)
y algunas propiedades de funciones medibles Lebesgue. �

1.4.1 El espacio L2(T,K) y el espacio de Hardy vectorial H2(T,K)

Antes de definir el espacio L2(T,K), recordamos que el producto (o suma ortogonal) de
una sucesión de espacios de Hilbert {Hi}i∈I , donde I es un conjunto de ı́ndices a lo sumo
numerable, es el espacio de Hilbert⊕

i∈I

Hi =

{gi}i∈I : gi ∈ Hi ∀ i ∈ I y
∑
i∈I

‖gi‖
2
Hi
< ∞
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con el producto interno
〈{ fi}, {gi}〉 =

∑
i∈I

〈 fi, gi〉Hi .

En el caso que Hi = H para todo i ∈ I, denotaremos el producto por H I . Cuando todos los
Hi son subespacios cerrados de un mismo espacio de HilbertH , los elementos de

⊕
i∈IHi se

suelen denotar por g =
∑

i∈I gi ya que existe el isomorfismo naturalHi �
{
{giδi, j} j∈I : gi ∈ Hi

}
y se cumple que

∑
i∈I ‖gi‖

2 = ‖g‖2.
Consideremos el conjunto L2(T,K) de todas funciones medibles f : T→ K que satisfa-

cen
∫
T
‖ f (λ)‖2

K
dm(λ) < ∞, donde m denota la medida de Lebesgue normalizada en T. Como

la función λ 7→ 〈 f (λ), g(λ)〉K es Lebesgue medible si f y g son medibles (ver Proposición
1.37), tiene sentido calcular la integral

〈 f , g〉 =

∫
T

〈 f (λ), g(λ)〉K dm(λ), (1.9)

de hecho, esta integral es convergente, ya que aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
tenemos que | 〈 f (λ), g(λ)〉K | ≤ ‖ f (λ)‖K ‖g(λ)‖K y por lo tanto∫

T

∣∣∣〈 f (λ), g(λ)〉K
∣∣∣ dm(λ) ≤

(∫
T

‖ f (λ)‖2
K

dm(λ)
)1/2 (∫

T

‖g(λ)‖2
K

dm(λ)
)1/2

< ∞.

Se puede ver fácilmente que la fórmula (1.9) es una forma sesquilineal semidefinida po-
sitiva. Con el objetivo de que (1.9) defina un producto interno, al igual que en el caso escalar
se considera la siguiente relación de equivalencia en L2(T,K): se dice que dos funciones f
y g son equivalentes (o están en la misma clase) si f (λ) = g(λ) para casi todo λ ∈ T. Luego,
si denotamos por L2(T,K) al espacio cociente L2(T,K)/ ∼ obtenemos que (L2(T,K), 〈·, ·〉)
es un espacio con producto interno (observando que 〈·, ·〉 está bien definido en el espacio co-
ciente). Haciendo un abuso de notación, siempre que trabajemos con elementos de L2(T,K)
utilizaremos una función representante de la clase correspondiente, con lo cual podremos
evaluar en todo λ ∈ T y las igualdades entre elementos de la misma clase valdrán en casi todo
λ ∈ T.

A continuación veremos que cualquier f ∈ L2(T,K) tiene dos posibles expansiones en
serie que nos resultarán útiles más adelante.

Teorema 1.38. Sea B = {εi}i∈I una base ortonormal de K con #I = dim(K). Para cada
f ∈ L2(T,K) se cumplen las siguientes condiciones:

i) Existe una sucesión { fi}i∈I ⊂ L2(T) tal que

f =
∑
i∈I

fi εi y ‖ f ‖2 =
∑
i∈I

‖ fi‖
2,

donde la primera serie converge en la norma de L2(T,K). En consecuencia, L2(T,K)
es isométricamente isomorfo al espacio de Hilbert L2(T)I , y por lo tanto es completo.
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Para cada i ∈ I, la función fi : T → C se llama la i-ésima función coordenada de f
respecto a la base B y está definida por fi(λ) = 〈 f (λ), εi〉K para casi todo λ ∈ T.

ii) Existe una sucesión {c f
k }k∈Z ⊂ K tal que

f =
∑
k∈Z

c f
k γk y ‖ f ‖2 =

∑
k∈Z

‖c f
k ‖

2
K
,

donde la primera serie converge en la norma de L2(T,K). Llamamos a c f
k el k-ésimo

coeficiente de Fourier de f .

Demostración.
i) Observamos que si f ∈ L2(T,K) entonces f (λ) ∈ K para todo λ ∈ T y por lo tanto tenemos
que

f (λ) =
∑
i∈I

〈 f (λ), εi〉K εi y ‖ f (λ)‖2
K

=
∑
i∈I

|〈 f (λ), εi〉K |
2, (1.10)

para casi todo λ ∈ T, donde la convergencia de la primera serie en (1.10) es en la norma
de K . Veamos que para cada i ∈ I, la función fi : T → C definida por fi(λ) = 〈 f (λ), εi〉K

pertenece a L2(T). Dado que f es medible, las funciones coordenadas fi también lo son, por la
Proposición 1.37. Además, como | 〈 f (λ), εi〉K | ≤ ‖ f (λ)‖K para todo λ ∈ T, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos que∫

T

| fi(λ)|2 dm(λ) =

∫
T

|〈 f (λ), εi〉K |
2 dm(λ) ≤

∫
T

‖ f (λ)‖2
K

dm(λ) = ‖ f ‖2,

con lo cual fi ∈ L2(T) para todo i ∈ I. Por otro lado, la segunda igualdad en (1.10) implica
que

‖ f ‖2 =

∫
T

‖ f (λ)‖2
K

dm(λ) =

∫
T

∑
i∈I

| fi(λ)|2 dm(λ) =
∑
i∈I

∫
T

| fi(λ)|2 dm(λ) =
∑
i∈I

‖ fi‖
2.

Concluimos que cada función f ∈ L2(T,K) está en correspondencia con una sucesión
{ fi}i∈I ∈ L2(T)I que satisface lo deseado.

ii) Como cada función coordenada fi asociada a f pertenece a L2(T), y dado que {γk}k∈Z con
γk(λ) = λk es una base ortonormal de L2(T), tenemos que vale lo siguiente:

fi =
∑
k∈Z

〈 fi, γk〉 γk y ‖ fi‖
2
K

=
∑
k∈Z

|〈 fi, γk〉|
2.

donde la primera serie converge en la norma de L2(T). Ahora, notemos que para cada k ∈ Z
fijo, la suma

∑
i∈I〈 fi, γk〉εi converge en norma a un elemento deK pues, por Cauchy- Schwarz
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∑
i∈I |〈 fi, γk〉|

2 ≤
∑

i∈I ‖ fi‖
2 = ‖ f ‖2. Por otro lado, la suma

∑
i∈I

∑
k∈Z〈 fi, γk〉 λ

k εi converge enK
para todo λ ∈ T ya que ∑

i∈I

∣∣∣∣∣∣∣∑k∈Z 〈 fi, γk〉 λ
k

∣∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
i∈I

| fi(λ)|2 = ‖ f (λ)‖2
K
,

y por lo tanto, para casi todo λ ∈ T tenemos que

f (λ) =
∑
i∈I

∑
k∈Z

〈 fi, γk〉 λ
k εi =

∑
k∈Z

∑
i∈I

〈 fi, γk〉 εi λ
k

en K , y en consecuencia
f =

∑
k∈Z

c f
k γk

en L2(T,K) donde c f
k =

∑
i∈I〈 fi, γk〉 εi ∈ K . Veamos finalmente que también vale la igualdad

de Plancherel con los coeficientes {c f
k }k∈Z:∑

k∈Z

‖c f
k ‖

2
K

=
∑
k∈Z

∥∥∥∥∥∥∥∑i∈I

〈 fi, γk〉εi

∥∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈I

∑
k∈Z

|〈 fi, γk〉|
2 =

∑
i∈I

‖ fi‖
2 = ‖ f ‖2.

�

Como consecuencia del siguiente teorema obtenemos que los coeficientes de Fourier aso-
ciados a una función f ∈ L2(T,K) son únicos.

Teorema 1.39. Sea {dk}k∈Z una sucesión en K tal que
∑

k∈Z ‖dk‖
2 es finita. Si

∑
k∈Z dkγk = 0,

entonces dk = 0 para todo k ∈ Z.

Demostración. Basta probar que {dkγk}k∈Z es una sucesión ortogonal en L2(T,K), ya que en
ese caso,

0 =

∥∥∥∥∥∥∥∑k∈Z dkγk

∥∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
k∈Z

‖dk‖
2
K

con lo cual dk = 0 para todo k ∈ Z.
Ahora, para cada k ∈ Z, sea gk : T→ K dada por gk(λ) = dkλ

k. La función gk es medible,
pues para cada x ∈ K , λ 7→ 〈gk(λ), x〉K = 〈dkλ

k, x〉K = λk〈dk, x〉K es medible. Además, la
integral ∫

T

‖gk(λ)‖2
K

dm(λ) =

∫
T

‖dkλ
k‖2
K

dm(λ) = ‖dk‖
2
K

es finita. Por lo tanto, gk ∈ L2(T,K) para todo k ∈ Z. Por último, vemos que {gk}k∈Z es
ortogonal:

〈gk, gk′〉 = 〈dk, dk′〉K

∫
T

λk−k′ dm(λ) =

‖dk‖
2
K

si k = k′

0 si k , k′.

�
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Corolario 1.40. Sean f ∈ L2(T,K), {dk}k∈Z y {d̃k}k∈Z sucesiones en K tales que
∑

k∈Z ‖dk‖
2 y∑

k∈Z ‖d̃k‖
2 son finitas. Si

∑
k∈Z dkγk = f =

∑
k∈Z d̃kγk en L2(T,K), entonces dk = d̃k para todo

k ∈ Z. En particular, los coeficientes de Fourier de f son independientes de cualquier base
ortonormal de K .

Notemos que una consecuencia de la discusión anterior y el Teorema 1.39 es que L2(T,K)
es isométricamente isomorfo a KZ, es decir,

L2(T,K) =

 f =
∑
k∈Z

xkγk : {xk}k∈Z ⊂ K y
∑
k∈Z

‖xk‖
2
K
< ∞

 .
En consecuencia L2(T)I (donde #I = dim(K)) es isométricamente isomorfo a KZ.
De forma análoga al caso escalar, se define el espacio de Hardy vectorial de la siguiente

manera:

Definición 1.41. El espacio de Hardy vectorial H2
K

:= H2(T,K) es el subespacio de todas
las funciones f ∈ L2(T,K) tales que sus coeficientes de Fourier c f

k son iguales a cero para
todo k < 0, esto es,

H2
K

=
{
f ∈ L2(T,K) : c f

k = 0 para todo k < 0
}
.

Observación 1.42. Equivalentemente, se puede ver que H2
K

consiste de todas las funciones
f ∈ L2(T,K) cuyas funciones coordenadas respecto a cualquier base ortonormal de K
pertenecen al espacio de Hardy (escalar) H2. En efecto, si f ∈ L2(T,K) es tal que c f

k = 0
para todo k < 0 entonces, usando la escritura de los coeficientes de Fourier de f respecto a
una base ortonormal {εi}i∈I de K tenemos que

c f
k =

∑
i∈I

〈 fi, γk〉 εi = 0 (1.11)

para todo k < 0, con lo cual los coeficientes de Fourier 〈 fi, γk〉 =
∫
T

fi(λ) λ−k dm(λ) de fi son
nulos para todo k < 0 y para todo i ∈ I, y en consecuencia fi ∈ H2 para todo i ∈ I.

Recı́procamente, si todas las funciones coordenadas fi de f están en H2, entonces sus
coeficientes de Fourier dados por 〈 fi, γk〉 en L2(T) son cero para todo k < 0. Luego, si {εi}i∈I

es cualquier base ortonormal de K tenemos que los coeficientes de Fourier c f
k de f cumplen

(1.11) para todo k < 0.

Recordando la correspondencia que vimos entre una función f de L2(T,K) y sus coefi-
cientes de Fourier podemos deducir que el espacio de Hardy vectorial H2

K
es isométricamente

isomorfo a KN0 , es decir,

H2
K

=

 f =

∞∑
k=0

xkγk : {xk}
∞
k=0 ⊂ K y

∞∑
k=0

‖xk‖
2
K
< ∞

 .
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Por otro lado, a través del desarrollo de f en términos de las funciones coordenadas se
puede ver que H2

K
es isométricamente isomorfo al producto (H2)I de #I copias de H2, donde

#I = dim(K).
En este punto, conviene notar que si K = C, los espacios L2(T,K) y H2

K
coinciden con

los espacios L2(T) y H2 de funciones escalares y los coeficientes de Fourier asociados serı́an
los usuales para el caso de funciones definidas en T (ver Sección 1.2).

A continuación definiremos los operadores shift que actúan en los espacios L2(T,K) y
H2
K

.

Definición 1.43. El operador U : L2(T,K) → L2(T,K) dado por U f (λ) = λ f (λ) para todo
λ ∈ T y f ∈ L2(T,K) se llama el shift bilateral con multiplicidad en L2(T,K).

Es fácil ver que, igual que en el caso escalar, U es un operador unitario y su adjunto está
dado por U∗ f (λ) = λ f (λ) = λ−1 f (λ) para casi todo λ ∈ T y para toda f ∈ L2(T,K).

Definición 1.44. El operador S : H2
K
→ H2

K
dado por la restricción de U a H2

K
se llama el

shift unilateral con multiplicidad en H2
K

.

Se puede ver fácilmente que H2
K

es invariante por U, ya que si f ∈ H2
K

entonces

U f (λ) = λ f (λ) = λ

 ∞∑
k=0

c f
kλ

k

 =

∞∑
k=0

c f
kλ

k+1 =

∞∑
k=1

c f
k−1λ

k

la cual es una función cuyos coeficientes de Fourier negativos son iguales a cero, es decir, U f
está en H2

K
. Además, S resulta una isometrı́a, ya que

‖S f ‖2 =

∞∑
k=1

‖c f
k−1‖

2
K

=

∞∑
k=0

‖c f
k ‖

2
K

= ‖ f ‖2.

Sin embargo, se puede ver que S no es sobreyectivo, pues, dado x ∈ K , x , 0, no hay ninguna
función g ∈ H2

K
tal que Sg = x γ0 ∈ H2

K
. Esto se prueba observando que la solución de la

ecuación Ug = x γ0 es g(λ) = xλ−1 < H2
K

.
Además, como S f (λ) = λ f (λ) =

∑∞
k=1 c f

k−1λ
k, se puede ver que el operador adjunto

S∗ : H2
K
→ H2

K
viene dado por

S∗ f (λ) =

∞∑
k=0

c f
k+1λ

k =
f (λ) − f (0)

λ
. (1.12)

para casi todo λ ∈ T.

Observación 1.45. Debido al isomorfismo isométrico que existe entre los espacios L2(T,K) y
L2(T)I con #I = dim(K), el operador U dado en la Definición 1.43 se pueden entender como
un operador actuando en L2(T)I . Para ello recordamos que a cada función f ∈ L2(T,K) le
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corresponde una sucesión de funciones coordenadas { fi}i∈I ∈ L2(T)I tales que para casi todo
λ ∈ T

f (λ) =
∑
i∈I

fi(λ) εi

con {εi}i∈I una base ortonormal de K . Luego,

U f (λ) = λ f (λ) =
∑
i∈I

λ fi(λ) εi =
∑
i∈I

U fi(λ) εi

donde U : L2(T) → L2(T) es el shift bilateral que vimos en la Sección 1.3. Por lo tanto U se
puede ver como el shift bilateral (sin multiplicidad) actuando en todas funciones coordenadas
{ fi}i∈I ⊂ L2(T). Por esta razón, se le llama a U shift bilateral con multiplicidad, donde la
multiplicidad viene dada por la cantidad de funciones coordenadas, la cual coincide con la
dimensión del espacio de Hilbert K . Usando el mismo argumento, se le llama a S shift
unilateral con multiplicidad.

A partir de U y S es posible construir bases ortonormales canónicas de L2(T,K) y H2
K

de
la siguiente manera:

Teorema 1.46. Sea B = {εi}i∈I una base ortonormal de K . Entonces

i)
{
Ukεi : k ∈ Z, i ∈ I

}
es una base ortonormal de L2(T,K).

ii)
{
S jεi : j ∈ N0, i ∈ I

}
es una base ortonormal de H2

K
.

Antes de demostrar el Teorema 1.46 observamos que el espacio K se puede pensar como
el subespacio de L2(T,K) de todas las funciones constantes con valores en K mediante la
siguiente identificación: si x ∈ K se define x̃ : T → K por x̃(λ) = x γ0(λ) = x para casi todo
λ ∈ T. Haciendo un abuso de notación escribiremos x para denotar la función constantemente
igual a x ∈ K .

Demostración del Teorema 1.46. Fijemos {εi}i∈I una base ortonormal de K . Sea {εi}i∈I ⊂

L2(T,K) la sucesión de funciones constantes cuyos valores coinciden con la base ortonormal
{εi}i∈I de K . Luego, para cada k, k′ ∈ Z e i, i′ ∈ I

〈Ukεi,Uk′εi′〉 =

∫
T

〈λkεi, λ
k′εi′〉K dm(λ) = 〈εi, εi′〉K

∫
T

λk−k′ dm(λ) = δi,i′ δk,k′ ,

con lo cual
{
Ukεi : k ∈ Z, i ∈ I

}
es un conjunto ortonormal. Para ver la completitud, notamos

que si f ∈ L2(T,K) es ortogonal a cada elemento de la base, entonces

0 = 〈 f ,Ukεi〉 =

∫
T

〈 f (λ), λkεi〉K dm(λ) =

∫
T

〈 f (λ), εi〉K λ
−k dm(λ), ∀ k ∈ Z, ∀ i ∈ I.

En consecuencia, las funciones coordenadas fi(λ) = 〈 f (λ), εi〉K de f respecto a la base B son
cero para casi todo λ ∈ T, y en consecuencia f ≡ 0.

Análogamente, se puede ver que el sistema
{
S jεi : j ∈ N0, i ∈ I

}
es una base ortonormal

de H2
K

. �
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Una consecuencia directa del Teorema 1.46 es que siK es separable entonces L2(T,K) y
H2
K

también lo son.

1.4.2 Subespacios que reducen al shift bilateral con multiplicidad
El objetivo de esta subsección será describir los subespacios de L2(T,K) que reducen al shift
bilateral U. Estos subespacios fueron estudiados y completamente caracterizados por Helson
en [40] en términos de funciones rango.

Definición 1.47. Una función rango J en K es una aplicación

J : T→
{
subespacios cerrados de K

}
.

La función rango J se dice medible si para cada x ∈ K la función K-valuada λ 7→ PJ(λ)x es
medible en T, donde PJ(λ) denota la proyección ortogonal de K en J(λ), es decir, para cada
x, y ∈ K , λ 7→ 〈PJ(λ)x, y〉K es medible Lebesgue.

El teorema de caracterización de los subespacios de L2(T,K) que reducen al operador
U demostrado en [40] fue posteriormente extendido por Bownik y Ross en [20]. En esta
tesis enunciamos esta última versión aclarando que en el contexto de [20], los subespa-
cios de L2(T,K) que reducen a U son llamados subespacios multiplicativamente invariantes
de L2(T,K) respecto al conjunto determinante (o determining set en inglés) {γk}k∈Z, con
γk(λ) = λk para todo k ∈ Z. Cabe mencionar que en [20], los autores consideran espa-
cios más generales de la forma L2(Ω,K), donde (Ω, µ) es un espacio de medida σ-finito tal
que L2(Ω) := L2(Ω, µ) es separable. Para ver más detalles sobre estos conceptos de pueden
consultar las Definiciones 2.2 y 2.3 en [20] o la Sección 3.3 del Capı́tulo 3 esta tesis.

Teorema 1.48. Un subespacio cerrado M ⊆ L2(T,K) reduce a U si y solo si existe una
función rango medible JM tal que

M =
{
f ∈ L2(T,K) : f (λ) ∈ JM(λ) para casi todo λ ∈ T

}
.

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto λ ∈ T, existe una correspon-
dencia uno a uno entre los subespacios que reducen a U y las funciones rango medibles.
Además, si existeA ⊂ L2(T,K) a lo sumo numerable tal que

M = gen
{
Ukϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
entonces la función rango medible asociada aM satisface que para casi todo λ ∈ T,

JM(λ) = gen {ϕ(λ) : ϕ ∈ A} .

En [40], Helson demostró la siguiente propiedad en términos de proyecciones: Si M
reduce a U y JM es su correspondiente función rango medible, entonces

PM f (λ) = PJM(λ)( f (λ)) (1.13)

para casi todo λ ∈ T y f ∈ L2(T,K).
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Observación 1.49. Como L2(T,K) es un espacio de Hilbert separable, todo subespacio ce-
rradoM ⊆ L2(T,K) admite un conjunto de generadoresA ⊂ L2(T,K) a lo sumo numerable
tal que

M = gen
{
Ukϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
.

Para ver esto, recordemos que si {εi}i∈I es una base ortonormal de K , entonces el con-
junto

{
Ukεi : k ∈ Z, i ∈ I

}
es una base ortonormal de L2(T,K). Luego, si PM es la proyección

ortogonal de L2(T,K) enM, vale que
{
PMUkεi : k ∈ Z, i ∈ I

}
es un marco y por lo tanto un

conjunto de generadores de M a lo sumo numerable. Como M reduce a U, sabemos que
PMUkεi = UkPMεi para todo i ∈ I y k ∈ Z. Por lo tanto, llamando ϕi = PMεi para todo i ∈ I,
y teniendo en cuenta que algunos ϕi podrı́an ser cero, concluimos que

M = gen
{
Ukϕi : k ∈ Z, i ∈ I′

}
donde I′ ⊆ I.

Notemos que si J es una función rango, podrı́a ocurrir que J(λ) = {0} para algunos
λ ∈ T. Más aún, la dimensión de J(λ) como subespacio de K podrı́a variar con λ ∈ T.

Definición 1.50. SeaM ⊆ L2(T,K) un subespacio que reduce a U con función rango JM.
Se define:

i) El espectro deM es el conjunto medible

σ(M) = {λ ∈ T : JM(λ) , {0}} .

ii) La función de dimensión asociada aM es dimM : T→ {0, 1, 2, ..., dim(K)},

dimM(λ) = dim(JM(λ)).

Veremos a continuación una propiedad importante cuando un subespacioM que reduce
a U está generado por una sola función ϕ ∈ L2(T,K). Un resultado análogo en el contexto de
subespacios invariantes por traslaciones fue demostrado por Bownik en [18].

Proposición 1.51. Sea ϕ ∈ L2(T,K) tal queM = gen
{
Ukϕ : k ∈ Z

}
. Son equivalentes:

i) Para toda f ∈ M, ‖ f ‖2 =
∑

k∈Z |〈 f ,Ukϕ〉|2.

ii) ‖ϕ(λ)‖K = χ
σ(M)(λ) para casi todo λ ∈ T.

Demostración. Primero observamos que por el Teorema 1.48 la función rango asociada aM
satisface JM(λ) = gen{ϕ(λ)} para casi todo λ ∈ T. También, es claro que ϕ(λ) = 0 si y solo
si λ ∈ T \σ(M). Ahora, si f ∈ M entonces f (λ) ∈ JM(λ) para casi todo λ ∈ T y por lo tanto,
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f (λ) = cλ ϕ(λ), donde cλ es una constante que depende de λ ∈ T. Notemos que cλ cumple
que 〈 f (λ), ϕ(λ)〉K = cλ ‖ϕ(λ)‖2

K
para todo λ ∈ σ(M) y definamos la función g : T→ C por

g(λ) =


〈 f (λ), ϕ(λ)〉K
‖ϕ(λ)‖2

K

si λ ∈ σ(M)

0 si λ ∈ T \ σ(M).
(1.14)

Luego, g es medible Lebesgue pues f y ϕ son medibles (ver Proposición 1.37). Ahora, usando
que f (λ) = cλ ϕ(λ) = g(λ)ϕ(λ) para todo λ ∈ T, tenemos que

‖ f ‖2 =

∫
T

‖ f (λ)‖2
K

dm(λ) =

∫
σ(M)
|g(λ)|2 ‖ϕ(λ)‖2

K
dm(λ).

Asumiendo que vale i), la igualdad de Plancherel aplicada a la función λ 7→ 〈 f (λ), ϕ(λ)〉K de
L2(T), implica que

‖ f ‖2 =
∑
k∈Z

|〈 f ,Ukϕ〉|2 =
∑
k∈Z

∣∣∣∣∣∫
T

〈 f (λ), ϕ(λ)〉K λ−k dm(λ)
∣∣∣∣∣2

=

∫
T

|〈 f (λ), ϕ(λ)〉K |2 dm(λ)

=

∫
σ(M)
|g(λ)|2 ‖ϕ(λ)‖4

K
dm(λ).

Por lo tanto, ∫
σ(M)
|g(λ)|2 ‖ϕ(λ)‖2

∣∣∣1 − ‖ϕ(λ)‖2
∣∣∣ dm(λ) = 0

con lo cual ϕ satisface ‖ϕ(λ)‖K = 1 para todo λ ∈ σ(M), es decir, se cumple ii).
Para probar que ii) implica i) observamos que si ‖ϕ(λ)‖K = 1 para todo λ ∈ σ(M)

entonces g dada por (1.14) está en L2(T) ya que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz∫
T

|g(λ)|2 dm(λ) =

∫
σ(M)
|〈 f (λ), ϕ(λ)〉K |2 dm(λ) ≤ ‖ f ‖2 < ∞.

Además, tenemos por la igualdad de Plancherel en L2(T) que∑
k∈Z

|〈 f ,Ukϕ〉|2 =
∑
k∈Z

∣∣∣∣∣∫
T

〈 f (λ), ϕ(λ)〉K λ−k dm(λ)
∣∣∣∣∣2 =

∑
k∈Z

∣∣∣ ĝ(k)
∣∣∣2 =

∫
T

|g(λ)|2 dm(λ)

y como f (λ) = g(λ)ϕ(λ) para todo λ ∈ T, implica |g(λ)|2 = ‖ f (λ)‖2
K

para todo λ ∈ T,
concluimos entonces que ∑

k∈Z

|〈 f ,Ukϕ〉|2 = ‖ f ‖2.

Lo cual demuestra i). �
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Más adelante, estaremos interesados en caracterizar la función rango de una suma orto-
gonal de subespacios cerrados para lo cual será útil el siguiente lema que demostraremos
a continuación. Una versión más general del Lema 1.52 se puede ver en [20, Lema 2.5 y
Teorema 2.6] en el contexto de los subespacios multiplicativamente invariantes.

Lema 1.52.

i) SeaM ⊆ L2(T,K) un subespacio que reduce a U con función rangoJ . Entonces,M⊥

reduce a U y su correspondiente función rango está dada por λ 7→ (JM(λ))⊥.

ii) Sea {Mi}i∈I una sucesión a lo sumo numerable de subespacios en L2(T,K) mutuamente
ortogonales que reducen a U, con funciones rango {JMi}i∈I . Entonces

⊕
i∈IMi reduce

a U y su función rango es λ 7→
⊕

i∈I JMi(λ) para casi todo λ ∈ T.

Demostración. i) Por definición, si M reduce a U, M⊥ también reduce a U. Ahora, para
probar que su función rango es λ 7→ (JM(λ))⊥ debemos ver que f ∈ M⊥ si y solo si f (λ) ∈
(JM(λ))⊥ para casi todo λ ∈ T. Sea A ⊂ L2(T,K) un conjunto de generadores de M, es
decir,M = gen

{
Ukϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
. Por el Teorema 1.48 sabemos que la función rango de

M está dada, en términos del conjunto de generadores, por

JM(λ) = gen {ϕ(λ) : ϕ ∈ A} .

Veamos primero que si f ∈ M⊥ entonces, f (λ) ∈ (JM(λ))⊥ para casi todo λ ∈ T. Para
ello, basta probar que 〈 f (λ), ϕ(λ)〉K = 0 para casi todo λ ∈ T y para toda ϕ ∈ A. Fijemos
ϕ ∈ A y consideremos la función compleja g : T 7→ C dada por g(λ) = 〈 f (λ), ϕ(λ)〉K .
Entonces, g ∈ L1(T) ya que |g(λ)| = |〈 f (λ), ϕ(λ)〉K | ≤ ‖ f (λ)‖K ‖ϕ(λ)‖K y luego∫

T

|g(λ)| dm(λ) ≤
(∫
T

‖ f (λ)‖2
K

dm(λ)
)1/2 (∫

T

‖ϕ(λ)‖2
K

dm(λ)
)1/2

= ‖ f ‖ ‖ϕ‖ < ∞.

Ahora, para todo k ∈ Z los coeficientes de Fourier de g satisfacen∫
T

〈 f (λ), ϕ(λ)〉 λ−k dm(λ) =

∫
T

〈 f (λ),Ukϕ(λ)〉K dm(λ) = 〈 f ,Ukϕ〉 = 0 (1.15)

pues f ⊥ Ukϕ para todo k ∈ Z. Por lo tanto, g(λ) = 〈 f (λ), ϕ(λ)〉K = 0 para casi todo λ ∈ T
como querı́amos probar.

Por otro lado, si f ∈ L2(T,K) cumple que f (λ) ∈ (JM(λ))⊥ para casi todo λ ∈ T, entonces
f ∈ M⊥ ya que

〈 f ,Ukϕ〉 =

∫
T

〈 f (λ), ϕ(λ)〉 λ−k dm(λ) = 0 (1.16)

para toda ϕ ∈ A. Concluimos entonces que la función rango deM⊥ es λ 7→ (JM(λ))⊥.
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ii) Como cadaMi reduce a U, es decir, es invariante por U y por U∗, se ve fácilmente que
si f =

∑
i∈I fi ∈

⊕
i∈IMi entonces U f =

∑
i∈I U fi y U∗ f =

∑
i∈I U∗ fi también pertenecen a⊕

i∈IMi, con lo cual
⊕

i∈IMi reduce a U.
Veamos que f =

∑
i∈I fi ∈

⊕
i∈IMi si y solo si f (λ) =

∑
i∈I fi(λ) ∈

⊕
i∈I JMi(λ) para

casi todo λ ∈ T. Supongamos primero que f =
∑

i∈I fi ∈
⊕

i∈IMi. Como fi ∈ Mi para todo
i ∈ I, sabemos que fi(λ) ∈ JMi(λ) para casi todo λ ∈ T y para todo i ∈ I. Para ver que
f (λ) =

∑
i∈I fi(λ) ∈

⊕
i∈I JMi(λ) resta probar que fi(λ) ⊥ f j(λ) para todo i , j y casi todo

λ ∈ T. Será suficiente ver que para cualquier fi ∈ Mi y cualquier generador ϕ j de M j se
cumple que fi(λ) ⊥ ϕ j(λ) para casi todo λ ∈ T, o equivalentemente que 〈 fi(λ), ϕ j(λ)〉K = 0
para casi todo λ ∈ T. Esto se prueba, repitiendo la cuenta (1.15) reemplazando f por fi y ϕ
por ϕ j.

Recı́procamente si f ∈ L2(T,K) cumple que f (λ) ∈
⊕

i∈I JMi(λ) para casi todo λ ∈ T,
f (λ) tiene una descomposición ortogonal de la forma f (λ) =

∑
i∈I fi(λ) para casi todo λ ∈ T

y por hipótesis vale que fi ∈ Mi para todo i ∈ I. Luego, para ver que f =
∑

i∈I fi ∈
⊕

i∈IMi

basta probar que fi ⊥ f j para todo i , j. Para ello, procedemos como en (1.16) reemplazando
f por fi y ϕ por cualquier generador ϕ j deM j. Esto concluye la demostración.

�

Dado que los subespaciosM de L2(T,K) que reducen a U pueden ser caracterizados vı́a
su correspondiente función rango JM, muchas de las propiedades de estos subespacios se
pueden entender a través de las propiedades puntuales de la función rango, siempre que éstas
se verifiquen uniformemente. Para ello será conveniente analizar por separado los subconjun-
tos de T en los cuales dim(JM(λ)) es constante. Siguiendo esta idea, el Lema 1.54 muestra
que existe una partición medible de T en conjuntos donde dim(JM(λ)) es constante y exhibe
una base ortonormal medible de JM(λ) para casi todo λ ∈ T.

Antes de demostrar el Lema 1.54, enunciamos el siguiente teorema de descomposición
que fue demostrado por Bownik y Ross en [20, Teorema 2.6] en el contexto de subespacios
multiplicativamente invariantes y cuya demostración se puede aplicar directamente a nuestro
caso.

Teorema 1.53. SeaM ⊆ L2(T,K) un subespacio que reduce a U. Entonces existen subes-
pacios {Mi}i∈N que reducen a U tal que

i) M se puede descomponer como una suma ortogonal

M =
⊕

i∈N

Mi

ii) Las funciones de dimensión satisfacen dimMi ≤ 1 para casi todo λ ∈ T y dimMi = 1 si
y solo si dimM ≥ i para i ∈ N.

iii) Para cada i ∈ N existe una función φi ∈ L∞(T,K) tal que ‖ϕi(λ)‖K = χ
σ(M)(λ), y la

función rango JMi deMi está dada por JMi(λ) = gen{ϕi(λ)}.
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Lema 1.54. SeaM ⊆ L2(T,K) un subespacio que reduce a U con función rango JM. Para
cada n ∈ N0 se definen los conjuntos An = {λ ∈ T : dim(JM(λ)) = n} y

A∞ = {λ ∈ T : dim(JM(λ)) = ∞} .

Entonces {An}n∈N0 y A∞ forman una familia de conjuntos medibles disjuntos tal que

T =

⋃
n∈N0

An

 ∪ A∞

y existen funciones {ϕi}i∈N ⊂ L∞(T,K) que cumplen las siguientes propiedades:

i)
{
Ukϕi : i ∈ N, k ∈ Z

}
es un marco de Parseval deM.

ii) Para cada n ∈ N y i > n, ϕi(λ) = 0 para casi todo λ ∈ An.

iii) Para cada n ∈ N, {ϕ1(λ), ..., ϕn(λ)} es una base ortonormal de JM(λ) para casi todo
λ ∈ An.

Demostración. Sea {ϕi}i∈N ⊂ L2(T,K) las funciones dadas en la descomposición del Teorema
1.53. Por el ı́tem iii) del Teorema 1.53, tenemos que cada Mi de la descomposición de M
cumple que

Mi = gen
{
Ukϕi : k ∈ Z

}
.

Por lo tanto, si f =
∑

i∈N fi ∈ M, tenemos por la Proposición 1.51 que∑
i∈N

∑
k∈Z

|〈 f ,Ukϕi〉|
2 =

∑
i∈N

‖ fi‖
2 = ‖ f ‖2,

es decir, se cumple i).
Para probar ii) fijamos n ∈ N y tomamos λ ∈ An. Recordando que la función rango admite

la descomposición ortogonal JM(λ) =
⊕

i∈NJMi(λ) para casi todo λ ∈ T, donde JMi(λ) =

gen{ϕi(λ)}i∈I es la función rango asociada aMi para cada i ∈ N y ‖ϕi(λ)‖K = χ
σ(M)(λ) para

casi todo λ ∈ T, escribiendo JM(λ) de la siguiente manera

JM(λ) =

 n⊕
i=1

JMi(λ)

 ⊕  ∞⊕
i=n+1

JMi(λ)

 ,
tenemos que debe ocurrir que ϕi(λ) = 0 para todo i > n, ya que de lo contrario dim(JM(λ))
serı́a mayor que n, lo cual contradice que λ ∈ An. Finalmente, iii) se deduce de ii) y del
hecho de que para λ ∈ An, {ϕ1(λ), ..., ϕn(λ)} es un conjunto de generadores que satisfacen
‖ϕi(λ)‖K = 1 para todo i = 1, ..., n. �

Observación 1.55. Observar que si dim(JM(λ)) ≤ m para casi todo λ ∈ T, entonces |An| = 0
para todo n > m y luego ϕi ≡ 0 para todo i > m. Por lo tanto, en este caso, podemos asumir
que la partición {An}n de T y las funciones {ϕi}i son finitas (a lo sumo m).
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1.4.3 Funciones B(K)-valuadas
El propósito de esta subsección es estudiar las funciones medibles definidas en el cı́rculo uni-
tario T y cuyas imágenes son operadores lineales y acotados en K . Estas funciones inducen
operadores lineales y acotados en L2(T,K) que están ı́ntimamente relacionados con los shifts
unilateral y bilateral con multiplicidad S y U, como veremos en la Proposición 1.62. Dichos
operadores son parte fundamental en los resultados obtenidos por Lax [47] y Halmos [38]
sobre la caracterización de los subespacios de H2

K
que son invariantes por S.

Este tipo de funciones también fueron estudiadas por M. Bownik e J. W. Iverson en [19]
en el contexto de subespacios multiplicativamente invariantes y son llamados operadores
rango (ver [20, Definición 3.6]).

Definición 1.56. Sea K un espacio de Hilbert separable. Una función F : T → B(K) se
dice medible si para cada x ∈ K , la función K-valuada λ 7→ F(λ)x es medible en el sentido
de la Definición 1.36. Esto es, para cada x, y ∈ K , la función λ 7→ 〈F(λ)x, y〉K es medible
Lebesgue.

Notemos que para cada λ ∈ T, F(λ) ∈ B(K), y por lo tanto está definido ‖F(λ)‖op para
todo λ ∈ T. Definimos

‖F‖∞ := sup es
λ∈T

‖F(λ)‖op.

Denotaremos por F al conjunto de todas las clases de equivalencia (módulo conjuntos de
medida cero) de funciones medibles F : T→ B(K) que cumplen ‖F‖∞ < ∞.

Si se define la suma, la multiplicación y el adjunto en F puntualmente, esto es,

(F + G)(λ) = F(λ) + G(λ), (FG)(λ) = F(λ) G(λ) y F∗(λ) = (F(λ))∗ (1.17)

para casi todo λ ∈ T, se puede ver fácilmente que F es un álgebra normada con involución,
con la norma ‖ · ‖∞.

Definición 1.57. Dada F ∈ F se define el operador F̂ : L2(T,K)→ L2(T,K) por

F̂ f (λ) = F(λ) f (λ)

para casi todo λ ∈ T y para toda f ∈ L2(T,K). Denotamos por F̂ al conjunto de todos los
operadores inducidos por los elementos de F , es decir, F̂ = {F̂ : F ∈ F }.

Observación 1.58. Notemos que si F(λ) = G(λ) para casi todo λ ∈ T, entonces F̂ = Ĝ. El
operador F̂ asociado a F ∈ F es lineal (pues F(λ) es lineal para todo λ ∈ T) y es acotado ya
que para toda f ∈ L2(T,K) se tiene que

‖F̂ f ‖2 =

∫
T

‖F(λ) f (λ)‖2
K

dm(λ) ≤
∫
T

‖F(λ)‖2op ‖ f (λ)‖2
K

dm(λ) ≤ ‖F‖2∞ ‖ f ‖
2,
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es decir que ‖F̂‖ ≤ ‖F‖∞. Además, las operaciones dadas en (1.17) inducen las siguientes
operaciones en la clase F̂ : si F̂, Ĝ ∈ F̂ , entonces

F̂ + Ĝ = F̂ + G, F̂ Ĝ = F̂G y F̂∗ = F̂∗.

Se deduce de lo anterior que F̂ es una subálgebra de B(L2(T,K)).

Teorema 1.59. La correspondencia F 7→ F̂ es un isomorfismo de álgebras que preserva la
propiedad de tomar adjuntos. Además, se cumple que F̂ es normal (autoadjunto, unitario o
una proyección) si y solo si F(λ) es normal, autoadjunto, unitario o una proyección) para
casi todo λ ∈ T.

Una demostración del teorema anterior se puede encontrar en [49, Teorema 3.17].

Ejemplo 1.60. Sea F : T → B(K) dada por F(λ) = λ IK para todo λ ∈ T, donde IK es el
operador identidad en K , entonces F ∈ F y F̂ ∈ B(L2(T,K)) coincide con el shift bilateral
con multiplicidad U actuando en L2(T,K).

Para ver esto, observamos primero que para cada x, y ∈ K , la función compleja λ 7→
〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 es medible Lebesgue. Por otro lado,

‖F(λ)‖op = sup
‖x‖K=1

‖F(λ)x‖K = sup
‖x‖K=1

‖λx‖K = |λ|,

con lo cual ‖F‖∞ = sup es λ∈T ‖F(λ)‖op = 1 < ∞ y por lo tanto F ∈ F . Además, para toda
f ∈ L2(T,K) y para casi todo λ ∈ T tenemos que

F̂ f (λ) = F(λ) f (λ) = λ IK ( f (λ)) = λ f (λ) = U f (λ)

con lo cual F̂ = U.
Análogamente vemos que S : H2

K
→ H2

K
pertenece a la clase F̂ .

Como vimos en la Sección 1.4.2, H2
K

es un subespacio cerrado de L2(T,K). A los ele-
mentos de la clase F̂ que dejan invariante a H2

K
se les conoce como analı́ticos.

Definición 1.61. Se dice que una función F ∈ F es analı́tica si F̂(H2
K

) ⊆ H2
K

. Se denota por
F0 al conjunto de todos los elementos analı́ticos de F .

En este punto, recordamos que el conmutante de un operador A ∈ B(H) es el conjunto
{T ∈ B(H) : T A = AT } de todos los operadores lineales y acotados en H que conmutan
con A. Tenemos entonces la siguiente proposición que describe los conmutantes de U y S,
respectivamente

Proposición 1.62. Dado un espacio de Hilbert K , sean U y S los shifts bilateral y unilateral
con multiplicidad actuando en L2(T,K) y H2

K
, respectivamente. Entonces, se cumplen las

siguientes afirmaciones:
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i) El conmutante de U es F̂ .

ii) El conmutante de S es
{
F̂|H2

K
: F ∈ F0

}
.

Para ver una demostración de la proposición anterior referimos a [49, Corolarios 3.19 y
3.20].

En el siguiente lema se resumen algunas propiedades de las funciones B(K)-valuadas y
la relación entre algunos subespacios que reducen al operador U y sus respectivas funciones
rango. Las propiedades i)-v) fueron demostradas en [19] en el contexto de operadores multi-
plicativamente invariantes y operadores rango, y se pueden aplicar directamente para el caso
que estamos discutiendo en esta sección.

Recordamos que un operador A ∈ B(H) es una isometrı́a parcial con espacio inicial
M ⊆ H si A|M es una isometrı́a y ker(A) =M⊥.

Lema 1.63. Sean F : T→ B(K) en F , A = F̂ ∈ B(L2(T,K)), yM,N ⊆ L2(T,K) dos subes-
pacios cerrados que reducen a U con funciones rango medibles JM,JN respectivamente.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) El subespacio M ∩ N reduce a U y su correspondiente función rango medible es
λ→ JM(λ) ∩ JN (λ) para casi todo λ ∈ T.

ii) El subespacio A(M) ⊆ L2(T,K) reduce a U y su correspondiente función rango medi-
ble es λ 7→ F(λ)(JM(λ)) para casi todo λ ∈ T.

iii) El subespacio ker(A) ⊆ L2(T,K) reduce a U y su correspondiente función rango med-
ible es λ 7→ ker(F(λ)) para casi todo λ ∈ T.

iv) A es una isometrı́a si y solo si F(λ) es una isometrı́a para casi todo λ ∈ T.

v) A es una isometrı́a parcial con espacio inicial M si y solo si F(λ) es una isometrı́a
parcial con espacio inicial JM(λ) para casi todo λ ∈ T.

vi) El subespacio R = M 	 A(M) reduce a U y su correspondiente función rango es
λ 7→ JM(λ) 	 F(JM(λ)) para casi todo λ ∈ T.

vii) Si A|M = 0, entonces F(λ)|JM(λ) = 0 para casi todo λ ∈ T.

viii) Si A|M : M → N es un isomorfismo, entonces F(λ)|JM(λ) : JM(λ) → JN (λ) también
es un isomorfismo para casi todo λ ∈ T.

Demostración. Haremos solo la demostración de los ı́tems vii) y viii).
Para probar el ı́tem vii) observamos que como A|M = 0, tenemos que Aϕ = 0 para toda

ϕ ∈ A, donde A es un conjunto de generadores de M. Luego, 0 = Aϕ(λ) = F(λ)ϕ(λ)
para casi todo λ ∈ T y para toda ϕ ∈ A. Como JM(λ) = gen {ϕ(λ) : ϕ ∈ A}, entonces
F(λ)|JM(λ) = 0 para casi todo λ ∈ T como querı́amos ver.
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Ahora, para ver viii) primero observamos que si M = gen
{
Ukϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
y N =

A(M), entonces
N = gen

{
UkAϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
.

Luego, F(λ)(JM(λ)) = gen {F(λ)ϕ(λ) : ϕ ∈ A} = gen {Aϕ(λ) : ϕ ∈ A} = JN (λ), es decir,
F(λ)|JM(λ) es sobreyectivo para casi todo λ ∈ T.

Resta ver que que F(λ)|JM(λ) es inyectivo para casi todo λ ∈ T, o equivalentemente, que
ker(F(λ)|JM(λ)) = 0 para casi todo λ ∈ T. Por el ı́tem ii), λ 7→ ker(F(λ)) es una función
rango medible y por lo tanto, λ 7→ ker(F(λ)|JM(λ)) es una función rango medible ya que
ker(F(λ)|JM(λ)) = ker(F(λ)) ∩ JM(λ), y la intersección de funciones rango medibles es me-
dible por el ı́tem i). Por el Teorema 1.48, existe un subespacio M0 ⊆ L2(T,K) que reduce
a U asociado a λ 7→ ker(F(λ)|JM(λ)). Como ker(F(λ)|JM(λ)) ⊆ JM(λ) para casi todo λ ∈ T,
entonces M0 ⊆ M. Ahora, para f ∈ M0, f (λ) ∈ ker(F(λ)|JM(λ)) para casi todo λ ∈ T y
entonces

A f (λ) = F(λ) f (λ) = 0

para casi todo λ ∈ T. Luego, como A|M es inyectivo, f debe ser cero y entoncesM0 = 0 y en
conclusión ker(F(λ)|JM(λ)) = 0 para casi todo λ ∈ T como querı́amos probar.

�

A través de las funciones B(K)-valuadas es posible dar una caracterización de los subes-
pacios de H2

K
que son invariantes por el shift unilateral U. Estos fueron caracterizados por P.

Lax [47] en 1959 en el caso que dim(K) es finita y mayor que 1 y luego por P. Halmos [38]
en 1961 quien demostró un teorema equivalente cuando la dimensión de K es infinita. Una
demostración del siguiente teorema se puede ver en [49, Corollary 3.26].

Teorema 1.64 (Beurling-Lax-Halmos). Un subespacio cerradoM ⊂ H2
K

es invariante por
S si y solo si existe un subespacio K1 ⊂ K y una función F ∈ F0 tal que

M = F̂(H2
K1

),

donde F(λ) es una isometrı́a parcial con espacio inicial K1 para casi todo λ ∈ T.

1.5 Subespacios wandering
En esta sección introduciremos una clase de subespacios deH que se conocen como subespa-
cios wandering (término en inglés) y fueron definidos por Halmos en [38]. Estos subespacios
están relacionados con los subespacios invariantes por un operador y serán claves en la de-
mostración del Teorema 3.10 del Capı́tulo 3.

Definición 1.65. Sea H un espacio de Hilbert y A ∈ B(H). Un subespacio R ⊆ H se dice
wandering para A si satisface que R ⊥ A j(R) para todo j ≥ 1.



1.5. SUBESPACIOS WANDERING 47

En la siguiente proposición veremos que a cada subespacio invariante por un operador
A ∈ B(H) se le puede asociar un subespacio wandering para A, y viceversa.

Proposición 1.66. SeaH un espacio de Hilbert y A ∈ B(H).

i) Si R ⊆ H es un subespacio wandering para A, entonces el subespacio definido por
MR := gen{A jx : j ≥ 0, x ∈ R} es invariante por A.

ii) SiM ⊆ H es un subespacio invariante por A, entoncesRM :=M	A(M) es wandering
para A.

Demostración. i) Por la linealidad y continuidad de A tenemos que

A(MR) = gen
{
A j+1x : j ≥ 0, x ∈ R

}
= gen

{
A jx : j ≥ 1, x ∈ R

}
⊆ MR,

lo cual demuestra queMR es un subespacio invariante por A.
ii) Veamos que RM ⊥ A j(RM) para todo j ≥ 1. Sean x, y ∈ RM :=M	 A(M), entonces

x, y ∈ M y x, y ⊥ A(M). Luego, 〈x, Ay〉 = 0 y 〈x, A jy〉 = 〈x, A(A j−1y)〉 = 0 para j ≥ 2, pues
A(A j−1y) ∈ A(M) por la invariancia deM por A.

�

Observación 1.67. Observar que si A ∈ B(H) es una isometrı́a y R es un subespacio de H ,
son equivalentes:

i) R ⊥ A j(R) para todo j ≥ 1.

ii) A j(R) ⊥ A j′(R) para todo j , j′.

En efecto, si se cumple i) y suponemos que j < j′ tenemos que para todo x ∈ R, 〈A jx, A j′ x〉 =

〈x, A j′− jx〉 = 0. Recı́procamente, si asumimos que se cumple ii) y tomamos j = 0, tenemos
que 〈x, A j′ x〉 = 0 para todo x ∈ R y j′ ≥ 1.

Debido a la equivalencia anterior, siempre que A sea una isometrı́a, el subespacio invari-
anteMR asociado a R se puede escribir como la suma ortogonal

MR =

∞⊕
j=0

A j(R).

El siguiente teorema permitirá descomponer el espacio de HilbertH en una suma ortog-
onal, a través del subespacio invariante asociado a un wandering para un operador A ∈ B(H),
y posteriormente estudiar como queda dicha descomposición si A tiene otras propiedades
como por ejemplo ser unitario.

Teorema 1.68. Sean A ∈ B(H) una isometrı́a, R = (AH)⊥ yMR =
⊕∞

j=0 A j(R). Entonces
R es wandering para A y

M⊥
R =

∞⋂
j=0

A j(H). (1.18)
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Demostración. Veamos primero que

M⊥
R =

∞⋂
j=0

(A j(R))⊥.

Si x ∈ M⊥
R

, se cumple que x ⊥ A j(R) para todo j ≥ 0 (por la definición de MR), es decir,
x ∈

⋂∞
j=0(A j(R))⊥. Recı́procamente, si x ∈

⋂∞
j=0(A j(R))⊥, entonces x ⊥ A j(R) para todo j ≥ 0

y en consecuencia x ∈ M⊥
R

.
Para obtener la igualdad (1.18) basta probar que

⋂∞
j=0(A j(R))⊥ =

⋂∞
j=0 A j(H). Suponga-

mos que x ∈
⋂∞

j=0(A j(R))⊥ y veamos por inducción que x ∈ A j(H) para todo j ≥ 0. Es claro
que se cumple para j = 0 pues x es un elemento de H . Si asumimos que x ∈ A j(H), existe
y ∈ H tal que x = A jy. Como x ∈ (A`(R))⊥ para todo ` ≥ 0, se satisface que A jy ⊥ A j(R), en
particular, y ⊥ R = (A(H))⊥. Por lo tanto, y ∈ A(H) y x = A jy ∈ A j+1(H), como querı́amos
ver.

Para probar la otra inclusión, usamos la siguiente propiedad: si T ∈ B(H) es una
isometrı́a yM es un subespacio deH entonces T (M⊥) ⊂ (T (M))⊥. En efecto, si x ∈ T (M⊥),
entonces x = Ty para algún y ∈ M⊥. Luego, usando que T es una isometrı́a, se tiene que
para todo z ∈ M,

〈x,Tz〉 = 〈Ty,Tz〉 = 〈y, z〉 = 0,

con lo cual x ∈ (T (M))⊥. Ahora, por la propiedad anterior, tenemos que

A j+1(H) = A j(A(H)) = A j(R⊥) ⊂ (A j(R))⊥

para todo j ≥ 0 y por lo tanto
⋂∞

j=0 A j(H) ⊆
⋂∞

j=0(A j(R))⊥, lo cual concluye la prueba. �

Observación 1.69.

i) Como consecuencia del Teorema 1.68 tenemos la siguiente descomposición ortogonal
para el espacioH :

H =MR ⊕

∞⋂
j=0

A j(H). (1.19)

con R = (A(H))⊥ yMR =
⊕∞

j=0 A j(R).

ii) Si M ⊆ H es un subespacio cerrado invariante por A, entonces podemos aplicar
el Lema 1.68 a A|M : M → M (la restricción de A a M) obteniendo que M⊥

R′
=⋂∞

j=0 A j(M) para R′ = M 	 A(M) (el complemento ortogonal de la imagen de A en
M) y por lo tantoM se puede descomponer en la suma ortogonal

M =MR′ ⊕

∞⋂
j=0

A j(M). (1.20)
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Es importante resaltar que, en los términos del Teorema 1.68, si A ∈ B(H) es un operador
unitario entonces R = (A(H))⊥ = {0} y luegoMR = {0} y por lo tantoM⊥

R
= H . El otro caso

extremo es cuando
⋂∞

j=0 A j(H) = {0} lo cual implica que H =MR con R = (A(H))⊥. A las
isometrı́as que cumplen esta última propiedad se les llama puras.

Definición 1.70. Sea A ∈ B(H) una isometrı́a. Se dice que A es una isometrı́a pura si⋂∞
j=0 A j(H) = {0}.

Ejemplo 1.71. El shift unilateral con multiplicidad S : H2
K
→ H2

K
dado por la Definición

1.44 es un ejemplo de una isometrı́a pura. Para ver esto, recordemos que H2
K

es el subespacio

H2
K

=

 f =

∞∑
k=0

xkγk : {xk}
∞
k=0 ⊂ K y

∞∑
k=0

‖xk‖
2
K
< ∞


(donde γk(λ) = λk para todo λ ∈ T y k ∈ Z) y su imagen por el operador S es el conjunto

S(H2
K

) =

 f =

∞∑
k=1

xkγk : {xk}
∞
k=1 ⊂ K y

∞∑
k=1

‖xk‖
2
K
< ∞

 .
Luego, su complemento ortogonal en H2

K
es R = (S(H2

K
))⊥ = { f = x0γ0 : x0 ∈ K} . Más aún,

para todo j ≥ 0,
S j(R) =

{
f = x0γ j : x0 ∈ K

}
.

Por lo tanto,
⊕∞

j=0 S j(R) = H2
K

. La ecuación (1.19) implica que
⋂∞

j=0 S j(H) = {0}.

Observación 1.72. Notemos que en ejemplo anterior el subespacio wandering R es isométri-
camente isomorfo a K , son lo cual si vemos a K como el subespacio de H2

K
que consiste de

todas las funciones constantes, podemos escribir

H2
K

=

∞⊕
j=0

S j(K).

Teniendo en mente la descomposición ortogonal (1.19), se deduce que cualquier isometrı́a
A ∈ B(H) es la suma de una isometrı́a pura y un operador unitario. Estos dos operadores se
obtienen restringiendo A a cada componente de dicha descomposición ortogonal.

Para las isometrı́as puras se cumple que todo subespacio invariante se obtiene a partir de
un único subespacio wandering, como se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.73. Sea H un espacio de Hilbert y A ∈ B(H) una isometrı́a pura. Entonces si
M ⊆ H es un subespacio invariante por A, tenemos que

M =MR =

∞⊕
j=0

A j(R), (1.21)

donde R =M	 A(M) es el único subespacio wandering para A que satisface (1.21).
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Demostración. Observar que
⋂∞

j=0 A j(M) ⊆
⋂∞

j=0 A j(H) = {0} (ya que A es una isometrı́a
pura). Luego de (1.20) se deduce (1.21) �

El siguiente resultado será necesario para demostrar el Teorema 3.13, que establece cierta
unicidad en la caracterización que se obtendrá en el Teorema 3.10 del Capı́tulo 3. Intro-
ducimos la notación H1 'Φ H2 para indicar que los espacios de Hilbert H1 y H2 son
isométricamente isomorfos vı́a la isometrı́a Φ.

Teorema 1.74. Para i = 1, 2, sea Hi espacio de Hilbert, Ai ∈ B(Hi) isometrı́a pura y
Mi ⊆ Hi un subespacio invariante por Ai con subespacio wandering asociado Ri. Si Φ ∈

B(H1,H2) es una isometrı́a tal que ΦA1 = A2Φ entonces,M1 'Φ M2 si y solo si R1 'Φ R2.

Demostración. Primero observamos que por hipótesis,

Mi =

∞⊕
j=0

A j
i (Ri)

para i = 1, 2. Además, como ΦA1 = A2Φ, entonces ΦA j
1 = A j

2Φ para todo j ≥ 0. Luego,

Φ(M1) = Φ

 ∞⊕
j=0

A j
1(R1)

 =

∞⊕
j=0

A j
2Φ(R1). (1.22)

Si Φ(M1) = M2, por la unicidad del subespacio wandering para A2 asociado a M2,
obtenemos que Φ(R1) = R2. Recı́procamente, si Φ(R1) = R2, se deduce de (1.22) que
Φ(M1) =M2. �

Finalizamos esta sección con el siguiente lema que da una cota para la dimensión de los
subespacios wandering del shift unilateral con multiplicidad S actuando en H2

K
.

Lema 1.75. Sea K un espacio de Hilbert y sea M ⊆ H2
K

un subespacio cerrado que es
invariante por S. Entonces, el subespacio wandering R = M 	 S(M) ⊆ H2

K
satisface que

dim(R) ≤ dim(K).

Demostración. Sea {gi}i∈I un conjunto ortonormal de R. Como H2
K

es separable, el conjunto
I debe ser numerable.

Dado que R es wandering para S, se cumple que R ⊥ S j(R) para todo j ≥ 1. En particular,
〈gi,S jgi′〉 = 0 para todo j ≥ 1 e i, i′ ∈ I. Luego,

0 = 〈gi,S jgi′〉 =

∫
T

〈gi(λ), λ jgi′(λ)〉K dm(λ) =

∫
T

〈gi(λ), gi′(λ)〉K λ− j dm(λ)

es decir, todos los coeficientes de Fourier de la función compleja λ 7→ 〈gi(λ), gi′(λ)〉K son
cero, excepto posiblemente el coeficiente j = 0. Por lo tanto, 〈gi(λ), gi′(λ)〉K es constante
para casi todo λ ∈ T. Por otro lado, como

δi,i′ = 〈gi, gi′〉K =

∫
T

〈gi(λ), gi′(λ)〉K dm(λ),
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entonces 〈gi(λ), gi′(λ)〉K = δi,i′ para casi todo λ ∈ T. Como hay una cantidad numerable
de conjuntos de medida cero donde no se cumple lo anterior, podemos afirmar que existe al
menos un λ ∈ T tal que 〈gi(λ), gi′(λ)〉K = δi,i′ con lo cual hemos probado que K contiene un
conjunto ortonormal de la misma cardinalidad de {gi}i∈I . �



52 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES



Capı́tulo 2

Marcos de iteraciones de dos operadores
de conmutan

Dedicaremos este capı́tulo a estudiar y caracterizar todas las tuplas de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I)
dondeH es un espacio de Hilbert separable, T, L ∈ B(H) son dos operadores que conmutan
entre sı́, con T inversible, y {vi}i∈I es un conjunto de vectores a lo sumo numerable enH .

Para ello consideraremos dos casos:

• El caso unilateral que consistirá en tomar tuplas (H ,T, L, {vi}i∈I) que generen marcos
de la forma

{
T kL jvi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I

}
, es decir, las iteraciones de L se toman en N0.

Esto será discutido en la Sección 2.1.

• El caso bilateral se discutirá en la Sección 2.2 y consideraremos tuplas (H ,T, L, {vi}i∈I)
que generen marcos de la forma

{
T kL jvi : k, j ∈ Z, i ∈ I

}
, es decir, el operador L se itera

en Z. Notamos que para este caso será necesario asumir que L también es inversible.

La idea será demostrar que cualquier tupla de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I) (caso unilateral y
bilateral) se corresponde con una única tupla básica que consistirá de un subespacio cerrado
N de un espacio de funciones L2(T,K) (ver Sección 1.4) con K un espacio de Hilbert cono-
cido, dos operadores definidos en N que conmutan entre sı́ y un conjunto de vectores {ϕi}i∈I

que será obtenido a partir de una base ortonormal de K . Dicha correspondencia se entenderá
de acuerdo a siguiente Definición 2.1.

Definición 2.1. Para r = 1, 2, seanHr espacios de Hilbert, Tr, Lr ∈ B(Hr) con Tr inversible y
TrLr = LrTr, y sean {vi}i∈I ⊂ H1, {wi}i∈I ⊂ H2 conjuntos de vectores, donde I es un conjunto
de ı́ndices a lo sumo numerable.

Se dice que las tuplas (H1,T1, L1, {vi}i∈I) y (H2,T2, L2, {wi}i∈I) son similares si existe un
isomorfismo Ψ ∈ B(H1,H2) que satisface Ψ(vi) = wi para todo i ∈ I, y cumple ΨT1 = T2Ψ y

53
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ΨL1 = L2Ψ, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

H1
Ψ

−−−−−→ H2

T1, L1

y yT2, L2

H1
Ψ

−−−−−→ H2

Se dice que las tuplas (H1,T1, L1, {vi}i∈I) y (H2,T2, L2, {wi}i∈I) son unitariamente equiva-
lentes si el operador Ψ que da la similaridad es unitario.

Es fácil ver que la similaridad es una relación de equivalencia.

Definición 2.2. Se dice que la tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) genera un marco (marco de Parseval o
base de Riesz) del correspondiente espacio de HilbertH si la colección{

T kL jvi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I
}

forma un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz, respectivamente).

Como se mencionó al inicio del capı́tulo, el conjunto de ı́ndices J que consideraremos
será N0 ó Z. Cuando J = N0 diremos que (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral y si J = Z
diremos que (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla bilateral. Los siguientes dos lemas se cumplen
tanto para tuplas unilaterales como para bilaterales.

Lema 2.3. La relación de similaridad entre tuplas de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I) preserva la
propiedad de marco.

Demostración. Supongamos que las tuplas (H1,T1, L1, {vi}i∈I) y (H2,T2, L2, {wi}i∈I) son sim-
ilares vı́a el isomorfismo Ψ ∈ B(H1,H2). Esto es, Ψ satisface que Ψ(vi) = wi para todo
i ∈ I, ΨT1 = T2Ψ y ΨL1 = L2Ψ. En particular, tenemos que ΨT k

1 = T k
2Ψ para todo k ∈ Z y

ΨL j
1 = L j

2Ψ para todo j ∈ J (aquı́ J = N0 ó Z dependiendo del caso, unilateral o bilateral).
Por lo tanto,

Ψ(T k
1 L j

1vi) = T k
2 L j

2wi.

Si asumimos que {T k
1 L j

1vi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I} es un marco de H1, como Ψ es un
isomorfismo, se deduce del Teorema 1.11 que {T k

2 L j
2wi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I} es un marco

de H2. Análogamente, dado que Ψ−1 también es un isomorfismo y Ψ−1(T k
2 L j

2wi) = T k
1 L j

1vi,
tenemos por el mismo Teorema 1.11 que si {T k

2 L j
2wi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I} es un marco deH2,

entonces {T k
1 L j

1vi : k ∈ Z, j ∈ J, i ∈ I} es un marco deH1. �

Lema 2.4. Si dos tuplas que generan marcos de Parseval son similares, entonces son uni-
tariamente equivalentes.

Demostración. El resultado es consecuencia del ı́tem ii) del Teorema 1.12. �
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2.1 Tuplas unilaterales que generan marcos de un espacio
de Hilbert

El objetivo principal de esta sección es caracterizar las tuplas unilaterales que generan marcos
de un espacio de Hilbert separableH , es decir, aquellas tuplas (H ,T, L, {vi}i∈I) donde T, L ∈
B(H), T es inversible, T L = LT y {vi}i∈I ⊂ H son tales que el sistema{

T kL jvi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I
}

(2.1)

forma un marco deH .
Para formular nuestro teorema de caracterización para el caso de las tuplas unilaterales,

la idea principal consiste en considerar el operador de sı́ntesis dado por la ecuación (1.2)
asociado al marco (2.1), es decir,

C : `2(Z × N0 × I)→ H , C({ak, j,i}) =
∑
k, j,i

ak, j,iT kL jvi.

con {ak, j,i} ∈ `
2(Z ×N0 × I), con el objetivo de definir un isomorfismo que permita establecer

una similaridad entre la tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) y una tupla que llamaremos básica y cuya
primera componente será un subespacio cerrado del espacio de funciones L2(T,H2

`2(I)), donde
H2
`2(I) es el espacio de Hardy vectorial dado en la Definición 1.41, tomando K = `2(I).

Con esta idea en mente, veremos primero que el dominio del operador de sı́ntesis C, es
decir, el espacio de sucesiones `2(Z × N0 × I) es isométricamente isomorfo a L2(T,H2

`2(I)).
Para ver esto, dado un espacio de Hilbert separable K , consideremos el siguiente operador
definido en L2(T,H2

K
) que actúa puntualmente como el shift unilateral con multiplicidad S :

H2
K
→ H2

K
. En los teoremas de caracterización estaremos interesados en el caso K = `2(I),

pero las definiciones y resultados que veremos a continuación valen para K general.

Definición 2.5. Sea Ŝ : L2(T,H2
K

)→ L2(T,H2
K

) el operador definido por

Ŝ f (λ) = S( f (λ)),

para casi todo λ ∈ T y f ∈ L2(T,H2
K

).

Observación 2.6. El operador Ŝ se puede ver como un levantamiento de S : H2
K
→ H2

K
al

espacio L2(T,H2
K

) en el sentido de que el siguiente diagrama conmuta

L2(T,H2
K

)
Ŝ

−−−−−→ L2(T,H2
K

)

evλ

y yevλ

H2
K

S
−−−−−→ H2

K
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donde evλ : L2(T,H2
K

) → H2
K

es el operador “evaluar en λ”, es decir, evλ( f ) = f (λ), con lo
cual la Definición 2.5 se puede escribir como

evλ(̂S f ) = S(evλ f ),

para casi todo λ ∈ T.
Otra manera de entender a Ŝ es como el operador Ĝ ∈ F̂ ⊂ B(L2(T,H2

K
)) asociado a la

función G : T → B(H2
K

) que verifica que G(λ) = S para casi todo λ ∈ T (ver Subsección
1.4.3), es decir,

(Ĝ f )(λ) = G(λ) f (λ) = S( f (λ)),

para casi todo λ ∈ T. De esta explicación queda claro el uso de la notación Ŝ.

Proposición 2.7. Se cumplen las siguientes propiedades:

i) El operador Ŝ es una isometrı́a pura.

ii) El operador adjunto Ŝ
∗

: L2(T,H2
K

) → L2(T,H2
K

) de Ŝ viene dado por Ŝ
∗

f (λ) =

S∗( f (λ)) para casi todo λ ∈ T.

iii) Los operadores Ŝ y Ŝ
∗

conmutan con el shift bilateral con multiplicidad U actuando en
L2(T,H2

K
).

Demostración. i) Dado que Ŝ = Ĝ ∈ F̂ con G(λ) = S para casi todo λ ∈ T, y sabemos que S
es una isometrı́a en H2

K
, se obtiene del ı́tem iv) del Lema 1.63 que Ŝ es una isometrı́a.

Veamos que Ŝ es pura (ver Definición 1.70). Supongamos que

f ∈
∞⋂
j=0

Ŝ
j
(L2(T,H2

K
)),

es decir, f ∈ Ŝ
j
(L2(T,H2

K
)) para todo j ≥ 0. Luego, f = Ŝ

j
g para alguna g ∈ L2(T,H2

K
)

y f (λ) = S j(g(λ)) ∈ H2
K

para casi todo λ ∈ T y para todo j ≥ 0. Por lo tanto, f (λ) ∈⋂∞
j=0 S j(H2

K
), y como S es una isometrı́a pura (ver Ejemplo 1.71) tenemos que f (λ) = 0 para

casi todo λ ∈ T, con lo cual f = 0, obteniendo ası́ que

∞⋂
j=0

Ŝ
j
(L2(T,H2

K
)) = {0}.

ii) Recordemos que cualquier elemento F̂ de la clase F̂ cumple que F̂∗ = F̂∗. En partic-
ular, como Ŝ = Ĝ ∈ F̂ con G(λ) = S para casi todo λ ∈ T, tenemos para toda f ∈ L2(T,H2

K
)

y para casi todo λ ∈ T,

Ŝ
∗

f (λ) = Ĝ∗ f (λ) = Ĝ∗ f (λ) = G∗(λ) f (λ) = G(λ)∗ f (λ) = S∗( f (λ)),
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lo cual demuestra lo deseado.
iii) Vemos a través del siguiente cálculo que Ŝ conmuta con U:

ŜU f (λ) = S(U f (λ)) = S(λ f (λ)) = λS( f (λ)) = λ(̂S f )(λ) = UŜ f (λ)

para toda f ∈ L2(T,H2
K

) y para casi todo λ ∈ T, con lo cual ŜU = UŜ. Como U es unitario se
deduce de lo anterior que Ŝ

∗

U = (UŜ)∗ = (̂SU)∗ = UŜ
∗

. �

En el siguiente teorema veremos a partir de una base ortonormal deK y de los operadores
U y Ŝ se puede construir una base ortonormal de L2(T,H2

K
).

Teorema 2.8. Si {εi}i∈I es una base ortonormal de K , entonces el sistema{
UkŜ

j
εi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I

}
es una base ortonormal de L2(T,H2

K
).

Demostración. Por ii) del Teorema 1.46, el sistema {S jεi : j ∈ N0, i ∈ I} es una base ortonor-
mal de H2

K
, donde #I = dim(K). Además, si vemos a la base {εi}i∈I como un subconjunto de

L2(T,H2
K

) tenemos que {̂S
j
εi : j ∈ N0, i ∈ I} es un sistema cuyas imágenes para cada λ ∈ T

forma una base ortonormal de H2
K

. Por lo tanto, por el ı́tem i) del Teorema 1.46 se obtiene el
resultado. �

Volvemos al caso particular K = `2(I). En vista del Teorema 2.8, si {δi}i∈I es la base
canónica de `2(I), entonces {

UkŜ
j
δi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I

}
(2.2)

es una base ortonormal de L2(T,H2
`2(I)). Luego, cualquier función f ∈ L2(T,H2

`2(I)) cumple
que

f =
∑
k, j,i

〈 f ,UkŜ
j
δi〉UkŜ

j
δi y ‖ f ‖2 =

∑
k, j,i

|〈 f ,UkŜ
j
δi〉|

2,

es decir, la correspondencia f 7→ {〈 f ,UkŜ
j
δi〉}k, j,i define un isomorfismo isométrico entre los

espacios L2(T,H2
`2(I)) y `2(Z×N0 × I). Ahora, el operador de sı́ntesis asociado al marco (2.1)

se puede definir de la siguiente manera:

C : L2(T,H2
`2(I))→ H , C f =

∑
k, j,i

f i
k, j T kL jvi (2.3)

donde f i
k, j := 〈 f ,UkŜ

j
δi〉 para k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I son los coeficientes de f en la base (2.2).

Recordar que si el sistema (2.1) es un marco, en particular es una sucesión de Bessel, con lo
cual la serie (2.3) converge incondicionalmente, como vimos en el Teorema 1.5. Además, C
es un operador sobreyectivo (ver Proposición 1.6). En la siguiente proposición demostramos
otras propiedades que satisface el operador C, las cuales serán muy importantes para estable-
cer los resultados principales de esta sección.
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Proposición 2.9. Sea (H ,T, L, {vi}i∈I) una tupla unilateral que genera un marco del corre-
spondiente espacio de Hilbert H y sea C el operador de sı́ntesis como en (2.3) asociado al
sistema (2.1). Entonces:

i) Si {δi}i∈I es la base canónica de `2(I), se cumple que C(δi) = vi para todo i ∈ I. Además,

CU = TC, CU∗ = T−1C y CŜ = LC. (2.4)

ii) El subespacio ker(C)⊥ ⊆ L2(T,H2
`2(I)) reduce a U y es invariante por Ŝ

∗

.

Demostración. i) Notemos que 〈δi′ ,UkŜ
j
δi〉 = 0 para todo k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I excepto para

k = j = 0 y i = i′ en cuyo caso 〈δi′ , δi′〉 = 1. Entonces,

C(δi′) =
∑
k, j,i

〈δi′ ,UkŜ
j
δi〉T kL jvi = vi′ .

para todo i′ ∈ I.
Para ver que se cumplen las igualdades (2.4), consideremos f ∈ L2(T,H2

`2(I)) y su ex-
pansión en serie con respecto a la base (2.2), esto es,

f =
∑
k, j,i

f i
k, j UkŜ

j
δi, f i

k, j = 〈 f ,UkŜ
j
δi〉 ∀ k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I.

Como U es un operador unitario, los coeficientes en la base (2.2) correspondientes a las
funciones U f y U∗ f están dados por

〈U f ,UkŜ jδi〉 = 〈 f ,Uk−1Ŝ jδi〉 = f i
k−1, j y 〈U∗ f ,UkS jδi〉 = 〈 f ,Uk+1S jδi〉 = f i

k+1, j,

para todo k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I. De forma análoga, como Ŝ es una isometrı́a y conmuta con U
(ver Proposición 2.7), los coeficientes en la base (2.2) de la función Ŝ f vienen dados por

〈̂S f ,UkŜ
j
δi〉 = 〈̂S f , Ŝ

j
Ukδi〉 = 〈 f , Ŝ

j−1
Ukδi〉 = f i

k, j−1,

para todo k ∈ Z, j ∈ N, i ∈ I; y si j = 0, tenemos que 〈̂S f ,Ukδi〉 = 〈 f , Ŝ
∗

Ukδi〉 = 〈 f ,UkŜ
∗

δi〉 =

0 ya que Ŝ
∗

δi(λ) = S ∗δiγ0 = (δi − δi)/λ = 0 (ver ecuación (1.12)).
En consecuencia, se satisfacen las siguientes propiedades:

CU f =
∑
k, j,i

f i
k−1, j T kL jvi =

∑
k, j,i

f i
k, j T k+1L jvi = T

∑
k, j,i

f i
k, j T kL jvi

 = TC f ,

CU∗ f =
∑
k, j,i

f i
k+1, j T kL jvi =

∑
k, j,i

f i
k, j T k−1L jvi = T−1

∑
k, j,i

f i
k, j T kL jvi

 = T−1C f ,
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y

CŜ f =
∑
k, j,i

f i
k, j−1 T kL jvi =

∑
k, j,i

f i
k, j T kL j+1vi = L

∑
k, j,i

f i
k, j T kL jvi

 = LC f .

Esto demuestra (2.4).
ii) Si f ∈ ker(C) ⊆ L2(T,H2

`(I)), entonces

CU f = TC f = 0, CU∗ f = T−1C f = 0 y CŜ f = LC f = 0,

es decir, ker(C) reduce a U (es invariante por U y U∗) y es invariante por Ŝ, o equivalente-
mente, ker(C)⊥ reduce a U y es invariante por Ŝ

∗

como querı́amos ver.
�

En resumen, a través del operador de sı́ntesis dado en (2.3) asociado a (2.1), es posible
obtener un subespacio de L2(T,H2

`2(I)) que es isomorfo aH , reduce a U y es invariante por Ŝ
∗

.
Con base en esta discusión, definiremos a continuación un tipo de tupla canónica que permi-
tirá establecer la relación de similaridad entre éstas y las tuplas unilaterales (H ,T, L, {vi}i∈I)
que generan marcos.

Si H un espacio de Hilbert separable, dado T ∈ B(H) y un subespacio M de H , el
operador definido por

R :M→M, R = PMT |M,

se llama una compresión de T al subespacioM, y T es una dilatación de R aH .

Definición 2.10. Para cada subespacio cerrado N ⊆ L2(T,H2
`2(I)) que reduce a U y es invari-

ante por Ŝ
∗

, denotamos por A a la compresión de Ŝ al subespacio N , es decir, A = PN Ŝ|N ,
y definimos ϕi := PNδi para todo i ∈ I. Llamamos a (N ,U|N ,A, {ϕi}i∈I) una tupla unilateral
básica.

Observación 2.11. Notemos que los operadores A y U|N considerados en la definición de
tupla unilateral básica conmutan. En efecto, usando que U y Ŝ conmutan y que PNU = UPN ,
ya que U reduce a N (ver Observación 1.30), tenemos que para toda f ∈ N se cumple

UA f = UPN Ŝ f = PNUŜ f = PN ŜU f = AU f .

Una propiedad importante de las tuplas unilaterales básicas es que siempre generan mar-
cos de Parseval del correspondiente subespacioN . Probaremos esto en la siguiente proposición.

Proposición 2.12. Toda tupla unilateral básica genera un marco de Parseval.

Demostración. Veamos que {
UkA jϕi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I

}
(2.5)
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es un marco de Parseval deN . Para ello basta observar que el (2.5) es la proyección ortogonal
a N de la base ortonormal (2.2) (ver item ii) del Teorema 1.15). Para ver esto, notemos
que como N es invariante por Ŝ

∗

tenemos que Ŝ
∗

PN = PN Ŝ
∗

PN (ver Observación 1.30) y
por lo tanto para todo j ∈ N0, PN Ŝ

j
= PN Ŝ

j
PN . Además, como N reduce a U, vale que

PNUk = UkPN para todo k ∈ Z. Luego, tenemos que

PNUkŜ
j
δi = UkPN Ŝ

j
δi = UkPN Ŝ

j
PNδi = UkA jϕi, (2.6)

para todo k ∈ Z, j ∈ N0 y i ∈ I.
�

Por la proposición anterior y el ı́tem ii) del Teorema 1.12, tenemos que si dos tuplas
básicas son similares, ellas deben ser unitariamente equivalentes. Más aún, tenemos el sigu-
iente resultado:

Teorema 2.13. Si dos tuplas básicas son similares, entonces son iguales.

Demostración. Sean (N1,U|N1 ,A1, {PN1δi}i∈I) y (N2,U|N2 ,A2, {PN2δi}i∈I) dos tuplas unilate-
rales básicas similares. Entonces, existe un operador unitario Ψ ∈ B(N1,N2) tal que ΨA1 =

A2Ψ, ΨU|N1 = U|N2Ψ y ΨPN1δi = PN2δi para todo i ∈ I.
Además, por las propiedades de Ψ y (2.6) tenemos que

Ψ(PN1(U
kŜ

j
δi)) = Ψ(UkA j

1PN1δi) = UkA j
2Ψ(PN1δi) = UkA j

2PN2δi

= PN2(U
kŜ

j
δi)

para todo k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I. Como
{
UkŜ

j
δi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I

}
es una base ortonormal

de L2(T,H2
`2(I)), entonces el Teorema 1.16 implica que N1 = N2. �

Ahora, estamos listos para demostrar el teorema de la caracterización de las tuplas unila-
terales que generan marcos.

Teorema 2.14. Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera un marco si y
solo si es similar a una tupla unilateral básica. Más aún, esta tupla básica es única.

Demostración. Supongamos primero que (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera
un marco. Queremos encontrar una tupla unilateral básica que sea similar a (H ,T, L, {vi}i∈I).

Sea C el operador de sı́ntesis definido en (2.3). Por ii) de la Proposición 2.9, el subespacio
N := ker(C)⊥ de L2(T,H2

`2(I)) reduce a U y es invariante por Ŝ
∗

, lo cual sugiere que la tupla
básica (N ,U|N ,A, {PNδi}i∈I) es la buscada. Para ver esto, consideremos el operador dado por
la restricción del operador de sı́ntesis al subespacio N , es decir,

Ψ := C|N : N → H .
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Como el sistema (2.1) es un marco para H , sabemos que C es un operador sobreyectivo,
con lo cual Ψ es un isomorfismo. Veamos que Ψ es el operador que verifica la similaridad
entre ambas tuplas. Por un lado, observamos que C(PN⊥δi) = 0 para todo i ∈ I, y por la
Proposición 2.9 se cumple que

Ψ(PNδi) = C(PNδi) + C(PN⊥δi) = C(PNδi + PN⊥δi) = Cδi = vi,

para todo i ∈ I. Además, como C cumple las siguientes relaciones dadas en (2.4) tenemos
que las mismas se cumplen para Ψ, es decir,

ΨU|N = TΨ, ΨU|∗N = T−1Ψ y ΨA = LΨ.

Concluimos que (H ,T, L, {vi}i∈I) es similar a (N ,U|N ,A, {PNδi}i∈I) vı́a el isomorfismo Ψ.
El recı́proco es consecuencia del Lema 2.3. La unicidad se deduce del Teorema 2.13. En

efecto, si existiese otra tupla básica similar a (H ,T, L, {vi}i∈I), entonces por transitividad, ésta
también debe ser similar a (N ,U|N ,A, {PNδi}i∈I), y por lo tanto son iguales. �

Si #I = 1 en el Teorema 2.14, entonces `2(I) = C y H2
`2(I) = H2. Luego, tenemos el

siguiente:

Corolario 2.15. Una tupla (H ,T, L, v) es una tupla unilateral que genera un marco si y solo
si existe un subespacio cerrado N ⊆ L2(T,H2) que reduce a U y es invariante por Ŝ

∗

tal que
(H ,T, L, v) es similar a (N ,U|N ,A, PN1), donde A es la compresión de Ŝ to N .

Otra consecuencia del Teorema 2.14 es la caracterización de las tuplas que generan mar-
cos de Parseval.

Corolario 2.16. Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera un marco de
Parseval si y solo si es unitariamente equivalente a una tupla unilateral básica.

Demostración. Supongamos que (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera un marco
de Parseval. Entonces, del Teorema 2.14, (H ,T, L, {vi}i∈I) es similar a una tupla básica, la
cual genera un marco de Parseval (ver Proposición 2.12). Luego, por el Lema 2.4, ambas
tuplas deben ser unitariamente equivalentes. La otra implicación es inmediata del ı́tem i) del
Teorema 1.12. �

En el siguiente resultado veremos que cualquier tupla unilateral que genera una base de
Riesz debe ser similar a la tupla unilateral básica cuya primera componente es todo el espacio
L2(T,H2

`2(I)).

Proposición 2.17. Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera una base
de Riesz si y solo es similar a

(
L2(T,H2

`2(I)),U, Ŝ, {δi}i∈I

)
, donde {δi}i∈I es la base canónica de

`2(I).
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Demostración. Si (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral que genera una base de Riesz, en-
tonces el operador de sı́ntesis C asociado al sistema (2.1) es un isomorfismo (ver Obser-
vación 1.9) entre L2(T,H2

`2(I)) y H . Además, C cumple que C(δi) = vi para todo i ∈ I y

CU = TC, CU∗ = T−1C y CŜ = LC (ver Proposición 2.9). Es decir, C da la similaridad en-
tre las tuplas (H ,T, L, {vi}i∈I) y (L2(T,H2

`2(I)),U, Ŝ, {δi}i∈I). Recı́procamente, supongamos que

(H ,T, L, {vi}i∈I) es similar a (L2(T,H2
`2(I)),U, Ŝ, {δi}i∈I) vı́a el operador Ψ : L2(T,H2

`2(I)) → H

(ver Definición 2.1). Como {UkŜ
j
δi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I} es una base ortonormal de

L2(T,H2
`2(I)) y se satisface que

Ψ(UkŜ
j
δi) = T kL jvi,

por la Definición 1.8 tenemos que {T kL jvi : k ∈ Z, j ∈ N0, i ∈ I} es una base de Riesz de
H . �

2.2 Tuplas bilaterales que generan marcos de un espacio de
Hilbert

En esta sección consideramos tuplas de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I), con L inversible, y bus-
camos condiciones necesarias y suficientes para que el sistema{

T kL jvi : k, j ∈ Z, i ∈ I
}

(2.7)

sea un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz) deH .
Usando argumentos análogos a los de la sección anterior, veremos que el conjunto de

iteraciones (2.7) forma un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz) para H si
y solo si la tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es similar a una tupla bilateral básica que definiremos
más adelante. Seguiremos ideas similares, reemplazando el operador de sı́ntesis por el que
corresponde en este caso.

En principio, el operador de sı́ntesis asociado al sistema (2.7) viene dado por

C : `2(Z2 × I)→ H , C({bk, j,i}) =
∑
k, j,i

bk, j,i T kL jvi

con {bk, j,i} ∈ `
2(Z2 × I) para todo k, j ∈ Z, i ∈ I. De forma análoga a la Sección 2.1, se

puede probar que el espacio de sucesiones `2(Z2 × I) es isométricamente isomorfo al espacio
de funciones L2(T, L2(T, `2(I))), considerando el operador shift bilateral con multiplicidad U
actuando en ese espacio y otro operador Û que actúa puntualmente como el shift bilateral
definido en L2(T, `2(I)). Luego, usando razonamientos similares se obtienen los análogos de
los resultados de la sección anterior.

Sin embargo, con el objetivo de demostrar algunos resultados de la siguiente Sección 2.3,
veremos que también es posible establecer un isomorfismo isométrico entre `2(Z2 × I) y el
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espacio de Hilbert L2(T2, `2(I)) que consiste de todas las funciones medibles f : T2 → `2(I)
(ver Definición 1.36) tales que∫

T2
‖ f (z1, z2)‖2

`2(I) dm2(z1, z2) < ∞,

dotado con el producto interno

〈 f , g〉 =

∫
T2
〈 f (z1, z2), g(z1, z2)〉`2(I) dm2(z1, z2),

para f , g ∈ L2(T2, `2(I)), donde m2 = m × m es la medida producto en T2.
Para ello consideramos dos operadores shift con multiplicidad actuando en cada variable

dados en la siguiente definición.

Definición 2.18. Para i = 1, 2, se define Ui : L2(T2, `2(I))→ L2(T2, `2(I)) como el operador

Ui f (z1, z2) = zi f (z1, z2)

para casi todo (z1, z2) ∈ T2.

Observación 2.19. Se ve fácilmente que U1 y U2 conmutan.

Mediante los operadores U1 y U2 es posible construir una base ortonormal de L2(T2, `2(I)).

Teorema 2.20. Si {δi}i∈I es la base ortonormal canónica de `2(I), entonces el sistema{
Uk

1U j
2δi : k, j ∈ Z, i ∈ I

}
(2.8)

es una base ortonormal de L2(T2, `2(I)).

En vista del teorema anterior tenemos que cualquier f ∈ L2(T2, `2(I)) se puede escribir
como

f =
∑
k, j,i

〈 f ,Uk
1U j

2δi〉Uk
1U j

2δi y ‖ f ‖2 =
∑
k, j,i

|〈 f ,Uk
1U j

2δi〉|
2,

es decir, la correspondencia f 7→ {〈 f ,Uk
1U j

2δi〉}k, j,i define un isomorfismo isométrico entre los
espacios L2(T2, `2(I)) y `2(Z2 × I). Ahora, el operador de sı́ntesis asociado al marco (2.7) se
puede definir de la siguiente manera:

C : L2(T2, `2(I))→ H , C f =
∑
k, j,i

f i
k, j T kL jvi

donde f i
k, j := 〈 f ,Uk

1U j
2δi〉 para k, j ∈ Z, i ∈ I son los coeficientes de f en la base (2.8).

Tenemos entonces el análogo de la Proposición 2.9.
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Proposición 2.21. Sea (H ,T, L, {vi}i∈I) una tupla bilateral que genera un marco del corre-
spondiente espacio de Hilbert H y sea C el operador de sı́ntesis asociado al sistema (2.7).
Entonces:

i) Si {δi}i∈I es la base canónica de `2(I), entonces C(δi) = vi para todo i ∈ I. Además,

CU1 = TC, CU∗1 = T−1C, CU2 = LC, y CU∗2 = L−1C

ii) El subespacio ker(C)⊥ ⊆ L2(T2, `2(I)) reduce a U1 y U2.

Definición 2.22. Para cada subespacio cerrado N ⊆ L2(T, `2(I)) que reduce a U1 y U2 si-
multáneamente, y vectores ϕi := PNδi para todo i ∈ I, llamamos a (N ,U1|N ,U2|N , {ϕi}i∈I) una
tupla bilateral básica.

La Proposición 2.12 y el Teorema 2.13 también son válidos para las tuplas bilaterales
básicas.

A continuación enunciaremos los resultados correspondientes a las tuplas bilaterales que
son análogos al Teorema 2.14, los Corolarios 2.15 y 2.16 y la proposición correspondiente al
resultado sobre las tuplas que generan bases de Riesz. Estos resultados serán enunciados sin
demostración ya que las técnicas son bastante similares al caso unilateral desarrollado en la
Sección 2.1.

Teorema 2.23.

i) Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla bilateral que genera un marco si y solo si es
similar a una tupla bilateral básica. Esta tupla básica es única.

ii) Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla bilateral que genera un marco de Parseval si y
solo si es unitariamente equivalente a una tupla bilateral básica.

iii) Una tupla (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla bilateral que genera una base de Riesz si y solo
si es similar a

(
L2(T2, `2(I)),U1,U2, {δi}i∈I

)
, donde {δi}i∈I es la base canónica de `2(I).

Al igual que en el caso unilateral, tenemos el siguiente caso particular del ı́tem i) Teorema
2.23 cuando #I = 1. Separamos este caso ya que será clave para demostrar el Teorema 2.30
de la siguiente sección.

Corolario 2.24. Una tupla (H ,T, L, v) es una tupla bilateral que genera un marco si y solo si
existe un subespacio cerradoN ⊆ L2(T2) que reduce a U1 y U2 tal que (H ,T, L, v) es similar
a (N ,U1|N ,U2|N , PN1), donde 1 ∈ L2(T2) es la función constante 1.
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2.3 Marcos de iteraciones de un solo vector
Dado que el concepto de similaridad entre tuplas (ver Definición 2.1) define una relación
de equivalencia, en esta sección analizaremos si existe alguna relación entre #I, es decir, la
cantidad de vectores que se consideran en una tupla de la forma (H ,T, L, {vi}i∈I) que genera
un marco del correspondiente espacioH , y el número de clases de equivalencia determinadas
por la relación de similaridad.

Veremos que en el caso #I = 1, existe una única clase de equivalencia. Esto permite a
su vez caracterizar todos los vectores w ∈ H tales que la correspondiente tupla (H ,T, L,w)
genera un marco de H . Demostraremos esto en el Teorema 2.31 para el caso unilateral y en
el Teorema 2.32 para el caso bilateral. Sin embargo, no es cierto que para #I ≥ 2 existan #I
clases de equivalencia, como veremos en el Ejemplo 2.25.

Supongamos que H ,T, L y el conjunto de ı́ndices I = {1, . . . , n} están fijos y considere-
mos el conjunto

Vn :=
{
{vi}i∈I ⊂ H : (H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral (bilateral) que genera un marco

}
.

Definimos la siguiente relación de equivalencia enVn:

{vi}i∈I ∼ {wi}i∈I ⇔ (H ,T, L, {vi}i∈I) es similar a (H ,T, L, {wi}i∈I). (2.9)

Ejemplo 2.25. Supongamos queVn no es vacı́o para algún n > 1. Sea {vi}i∈I ∈ Vn, es decir,
(H ,T, L, {vi}i∈I) es una tupla unilateral (bilateral) que genera un marco de H , y supongamos
que {v1, v2} es linealmente independiente. Entonces, es fácil ver que {vi}i∈I ∪ {v1 + v2} y
{vi}i∈I ∪ {v1 − v2} pertenecen aVn+1. Supongamos que las correspondientes tuplas

(H ,T, L, {vi}i∈I ∪ {v1 + v2}) y (H ,T, L, {vi}i∈I ∪ {v1 − v2})

son similares vı́a un isomorfismo Ψ ∈ B(H). Entonces, en particular, se debe cumplir que

Ψ(v1) = v1, Ψ(v2) = v2, . . . , Ψ(v1 + v2) = v1 − v2

lo cual no es posible.

Para probar el Teorema 2.31, veremos primero que cuando #I = 1 se requiere una
condición más débil que la similaridad para concluir que dos tuplas unilaterales básicas que
generan marcos son iguales. Para demostrar el siguiente resultado usaremos la caracteri-
zación de los subespacios de L2(T,H2) que reducen a U y son invariantes por Ŝ

∗

, dada por
el Corolario 3.11. También requeriremos algunos resultados sobre contracciones C0 cuasi-
similares y funciones minimales que fueron desarrollados en [45, Chapter III.2], los cuales
incluimos a continuación.

Definición 2.26. Un operador T ∈ B(H) es una contracción si ‖T‖op ≤ 1. Se dice que T es
una contracción completamente no unitaria si no existe un subespacio no trivialM ⊂ H que
reduce a T tal que T |M es un operador unitario.
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Recordemos que H∞ es el conjunto de todas las funciones analı́ticas y acotadas en el disco
abierto D.

Para una contracción completamente no unitaria T ∈ B(H) existe un cálculo funcional
en H∞ que se define de la siguiente manera: a cada φ ∈ H∞ le asociamos el operador

φ(T ) = lim
r→1−

φr(T )

donde φr(z) := φ(rz) para todo z ∈ D, y la convergencia es en la norma de operadores.
Explı́citamente, si φ(z) =

∑∞
j=0 a jz j, entonces φr(T ) =

∑∞
j=0 a jr jT j, donde la convergencia es

en la norma de operador.
La aplicación φ 7→ φ(T ) define un homomorfismo de álgebras entre H∞ y B(H).

Definición 2.27. Una contracción completamente no unitaria T ∈ B(H) se dice que pertenece
a la clase C0 si existe alguna función no trivial φ ∈ H∞ tal que φ anule a T , es decir, φ(T ) = 0.
Se dice que φ es la función minimal de T si no existen divisores de φ que anulen a T .

Proposición 2.28. [45, Proposition 4.3, Chapter III] Sea φ ∈ H∞ una función inner no
constante, y consideremos el subespacio N = H2 	 φH2 y la compresión del shift unilateral
(sin multiplicidad) S actuando en N dado por A := PNS |N . Entonces, A pertenece a las
clase C0 y su función minimal es φ.

Enunciamos ahora un resultado más general que establece condiciones para que las fun-
ciones minimales de dos contracciones completamente no unitarias coincidan.

Proposición 2.29. [45, Proposition 4.6, Chapter III] Sean T1 ∈ B(H1) y T2 ∈ B(H2)
dos contracciones completamente no unitarias y supongamos que existe un isomorfismo
Ψ : H1 → H2 tal que ΨT1 = T2Ψ. Entonces las funciones minimales de T1 y T2 coinci-
den.

Estamos listos para enunciar nuestro resultado.

Teorema 2.30. Para r = 1, 2, sea Nr ⊆ L2(T,H2) un subespacio cerrado que reduce a U y
es invariante por Ŝ

∗

, y sea Ar = PNr Ŝ|Nr . Si existe un isomorfismo Φ : N1 → N2 tal que

ΦA1 = A2Φ y ΦU|N1 = U|N2Φ, (2.10)

entonces N1 = N2 y A1 = A2.

Demostración. Como Nr ⊆ L2(T,H2) para r = 1, 2 reduce a U y es invariante por Ŝ
∗

, en-
tonces por el Corolario 3.11 existe φr ∈ L2(T,H2) tal que φr(λ) es una función inner para casi
todo λ ∈ σ(N⊥r ) y Nr = (φrL2(T,H2))⊥. Luego, su función rango Jr está dada por

Jr : λ 7→ Jr(λ) =
(
φr(λ)H2

)⊥
.
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Para demostrar que N1 = N2, y en consecuencia A1 = A2, será suficiente demostrar que
φ1 = φ2.

Observamos primero que si extendemos Φ como cero en N⊥1 , a partir de la segunda
ecuación en (2.10) tenemos que esta extensión conmuta con U y por lo tanto, por i) de la
Proposición 1.62, existe F̂ ∈ F̂ tal que F̂ = Φ en N1 y F̂ = 0 en N⊥1 . Además, como F̂|N1 =

Φ : N1 → N2 es un isomorfismo, viii) del Lema 1.63 implica que F(λ)|J1(λ) : J1(λ)→ J2(λ)
es un isomorfismo para casi todo λ ∈ T.

Por otro lado, la primera ecuación en (2.10) se puede reescribir en términos de F̂|N1 como

F̂|N1 A1 = A2 F̂|N1 . (2.11)

Veamos ahora que A1 y A2 pertenecen a F̂ . Para ver esto, definimos para r = 1, 2 la
función Gr : T → B(H2) dada por Gr(λ) := PJr(λ)S|Jr(λ) (la compresión de S a Jr(λ)) para
casi todo λ ∈ T. Entonces, λ 7→ Gr(λ) es medible, ya que λ 7→ PJr(λ) lo es, y además
‖Gr‖∞ = supλ∈T ‖Gr(λ)‖op = supλ∈T ‖PJr(λ)S|Jr(λ)‖op ≤ 1 < ∞. Esto prueba que Gr ∈ F para
r = 1, 2.

Luego, para r = 1, 2 tenemos que Ĝr y Ar coinciden. Esto es consecuencia de la propiedad
(1.13). En efecto, para cada f ∈ Nr y para casi todo λ ∈ T tenemos que

Ĝr f (λ) = Gr(λ)( f (λ)) = PJr(λ)(S f (λ)) = PJr(λ)((̂S f )(λ)) = PNr (̂S f )(λ) = Ar f (λ),

con lo cual, se deduce de (2.11) que para casi todo λ ∈ T

F(λ)|J1(λ) G1(λ) = G2(λ) F(λ)|J1(λ). (2.12)

donde G1(λ) y G2(λ) son dos compresiones del shift unilateral que actúan en los subespacios
J1(λ) =

(
φ1(λ)H2

)⊥
y J2(λ) =

(
φ2(λ)H2

)⊥
, respectivamente.

Primero, observamos que por la Proposición 2.28, para r = 1, 2 y para casi todo λ ∈ T,
el operador Gr(λ) es una contracción C0 cuya función minimal es φr(λ). Finalmente, como
G1(λ) y G2(λ) cumplen (2.12) para casi todo λ ∈ T, entonces por la Proposición 2.29 tenemos
que las funciones minimales φ1(λ) y φ2(λ) coinciden para casi todo λ ∈ T y por lo tanto
φ1 = φ2, con lo cual concluimos la prueba. �

A continuación demostramos el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.31. Sean H un espacio de Hilbert, T, L ∈ B(H) con T inversible y LT = T L y
consideramos el conjunto

V := {v ∈ H : (H ,T, L, v) es una tupla unilateral que genera un marco deH} .

Supongamos que w ∈ V. Entonces, v ∈ V si y solo si (H ,T, L, v) es similar a (H ,T, L,w),
es decir, v ∈ V si y solo si existe un isomorfismo B ∈ B(H) que conmuta con T y L tal que
v = B(w).
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Demostración. Notemos que si v ∈ H es tal que (H ,T, L, v) es similar a (H ,T, L,w), en-
tonces por el Lema 2.3, la tupla unilateral (H ,T, L, v) genera un marco de H , y por lo tanto
v ∈ V.

Recı́procamente, veamos que si v ∈ V, entonces se puede definir un isomorfismo B ∈
B(H) tal que BT = T B, BL = LB y B(w) = v.

Como w, v ∈ V, entonces (H ,T, L,w) y (H ,T, L, v) son tuplas unilaterales que generan
marcos de H . Por lo tanto, por el Corolario 2.15, existen dos tuplas unilaterales básicas
(N1,U|N1 ,A1, PN11) y (N2,U|N2 ,A2, PN21) que son similares a (H ,T, L,w) y (H ,T, L, v) re-
spectivamente. Recordemos que los isomorfismos Ψr ∈ B(Nr,H) para r = 1, 2 dados por la
relación de similaridad satisfacen que

Ψ1U|N1 = TΨ1, Ψ1A1 = LΨ1, y Ψ1(PN11) = w (2.13)

y
Ψ2U|N2 = TΨ2, Ψ2A2 = LΨ2, y Ψ2(PN21) = v. (2.14)

Ahora, a partir de las ecuaciones (2.13) y (2.14) tenemos que

Ψ1U|N1Ψ
−1
1 = T = Ψ2U|N2Ψ

−1
2 y Ψ1A1Ψ

−1
1 = L = Ψ2A2Ψ

−1
2

o equivalentemente,
ΦU|N1 = U|N2Φ y ΦA1 = A2Φ,

donde Φ = Ψ−1
2 Ψ1 : N1 → N2. Como Φ es un isomorfismo que cumple las hipótesis del

Teorema 2.30, tenemos que N1 = N2, A1 = A2 y en consecuencia PN11 = PN21.
Definimos B : H → H por B := Ψ2Ψ

−1
1 . Notemos que B es acotado e inversible, y

además
B(w) = Ψ2Ψ

−1
1 (w) = Ψ2Ψ

−1
1 Ψ1(PN11) = Ψ2(PN21) = v.

Por otro lado, B también cumple que,

BL = Ψ2Ψ
−1
1 L = Ψ2A1Ψ

−1
1 = Ψ2A2Ψ

−1
1 = LΨ2Ψ

−1
1 = LB,

con lo cual B y L conmutan. Análogamente se puede ver que B conmuta con T . Esto completa
la demostración. �

La caracterización dada en el Teorema 2.31 también se puede obtener cuando consider-
amos tuplas bilaterales. Más precisamente, tenemos lo siguiente:

Teorema 2.32. SeanH un espacio de Hilbert, T, L ∈ B(H) tal que LT = T L y el conjunto

V := {v ∈ H : (H ,T, L, v) es una tupla bilateral que genera un marco deH} .

Supongamos que w ∈ V. Entonces, v ∈ V si y solo si (H ,T, L, v) es similar a (H ,T, L,w),
es decir, v ∈ V si y solo si existe un isomorfismo B ∈ B(H) que conmuta con T y L tal que
v = B(w).



2.3. MARCOS DE ITERACIONES DE UN SOLO VECTOR 69

La demostración de este teorema se basa en el Corolario 2.24 y en la siguiente descripción
de los subespacios de L2(T2) que reducen a los operadores U1 y U2 dados en la Definición
2.18, simultáneamente (ver, por ejemplo, [36]). El siguiente teorema es una versión más
general del Teorema 1.31.

Teorema 2.33. Un subespacio M ⊂ L2(T2) reduce a Ui, i = 1, 2 (ver Definción 2.18) si y
solo si existe un conjunto de Borel E ⊆ T2 tal queM = χE L2(T2).

Demostración del Teorema 2.32. Sea w ∈ V. Como (H ,T, L,w) y (H ,T, L, v) son tuplas
bilaterales que generan marcos de H , entonces por el Corolario 2.24 son similares a tuplas
bilaterales básicas (M,U1|M,U2|M, PM1) y (N ,U1|N ,U2|N , PN1) respectivamente.

Análogamente como en la demostración del caso unilateral, la clave será probar que los
subespaciosM y N son iguales.

A partir de los isomorfismos dados por las relaciones de similaridad, podemos definir un
isomorfismo V :M→ N que satisface

V U1|M = U1|NV y V U2|M = U2|NV. (2.15)

Como M y N reducen a U1 y U2 simultáneamente, por el Teorema 2.33 tenemos que
existen conjuntos de Borel E1, E2 ⊆ T

2 tales queM = χE1 L2(T2) y N = χE2 L2(T2).
Para ver queM = N , bastará probar que las funciones caracterı́sticas χE1 y χE2 coinciden

para casi todo punto (z1, z2) ∈ T2. Definamos g = χE1\E2 ∈ M ⊂ L2(T2) y consideremos su
expansión es serie respecto a la base (2.8):

g =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

βk j Uk
1 U j

21

cuyos coeficientes satisfacen que {βk j} ∈ `
2(Z2). Aplicando el isomorfismo V a g y usando

las ecuaciones (2.15) tenemos que

Vg = V(PMg) = V

∑
k∈Z

∑
j∈Z

βk j Uk
1 U j

2(PM1)

 =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

βk j Uk
1|N U j

2|NV(PN1).

Sea h = V(PN1) y notemos que supp (g) ⊆ E1 \ E2 y supp (h) ⊆ E2. Entonces,

Vg =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

βk j U1|
k
N U2|

j
N

h = gh = 0.

Como V es un isomorfismo, en particular inyectivo, concluimos que g = 0. Haciendo un
cálculo similar se puede demostrar que χE2\E1 = 0. Luego, |E2 \ E1| = 0 = |E1 \ E2|, y por lo
tanto χE1(z1, z2) coincide con χE2(z1, z2) para casi todo punto (z1, z2) ∈ T2. En consecuencia,
M = N .

El resto de la demostración es igual a la del Teorema 2.31. �
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Hasta ahora vimos que si fijamos un espacio de Hilbert H y dos operadores T y L en
B(H), los Teoremas 2.31 y 2.32 dicen que todas las tuplas (unilaterales o bilaterales) que
generan marcos deH iterando un solo vector son similares. En el Ejemplo 2.25 observamos
que esto no es cierto cuando se itera más de un vector.

Con respecto a la pregunta que nos planteamos al inicio de la sección referente a si existe
alguna relación entre #I y el número de clases de equivalencia inducidas por la relación (2.9)
definida al comienzo de esta sección, probamos que si #I = 1 y V1 , ∅, entonces existe
una única clase de equivalencia. Sin embargo, una pequeña modificación del Ejemplo 2.25
muestra que para #I = n > 1 existen infinitas clases de equivalencia. De hecho, supongamos
que n > 1 y queVn , ∅. Consideremos {vi}i∈I ∈ Vn y supongamos sin pérdida de generalidad
que {v1, v2} es un conjunto linealmente independiente. Entonces, para a, b ∈ C \ {0}, tenemos
que {vi}i∈I ∪ {av1 + bv2} ∈ Vn+1. Al igual que en el Ejemplo 2.25, se puede ver que cada
conjunto de vectores {vi}i∈I∪{av1 +bv2} pertenece a una clase de equivalencia distinta. Luego,
existen infinitas clases cuando iteramos conjuntos de tres o más vectores. Esta misma idea se
aplica para dos generadores, ya que si v ∈ V1, {v, av} ∈ V2 para cada a ∈ C \ {0} y todos ellos
pertenecen a distintas clases de equivalencia.



Capı́tulo 3

Caracterización de subespacios
invariantes por dos shift con
multiplicidad

El objetivo de este capı́tulo es estudiar y dar una descripción de los subespacios cerrados de
L2(T,H2

K
) que reducen al shift bilateral con multiplicidad U y son invariantes por el opera-

dor Ŝ dado en la Definición 2.5. La necesidad se estudiar este tipo de subespacios surgió
a partir del problema de encontrar una caracterización de las tuplas unilaterales de la forma
(H ,T, L, {vi}i∈I) que generan un marco del correspondiente espacio de HilbertH , que estudia-
mos en el Capı́tulo 2.

Recordemos que vimos en el Teorema 2.14 que cualquier tupla unilateral (H ,T, L, {vi}i∈I)
genera un marco del correspondiente espacio H si y solo si es similar (ver Definición 2.1)
a una única tupla unilateral básica (N ,U|N ,A, {ϕi}i∈I), siendo N un subespacio cerrado de
L2(T,H2

`2(I)) que reduce a U y es invariante por Ŝ
∗

, A es la compresión de Ŝ a N y ϕi = PNδi

para todo i ∈ I con {δi}i∈I la base canónica de `2(I) (ver Definición 2.10)).
Por otro lado, vimos en el Teorema 2.23 que toda tupla bilateral (H ,T, L, {vi}i∈I) gen-

era un marco de H si y solo si es similar a una única tupla básica bilateral de la forma
(N ,U1|N ,U2|N , {ϕi}i∈I), donde N es un subespacio cerrado de L2(T2, `2(I)) que reduce a los
shift bilaterales U1 y U2 dados en la Definición 2.18. Se sabe que para este tipo de subespa-
cios existe una caracterización en términos de funciones rango, la cual fue dada por Bownik
y Ross en [20] y es una generalización del Teorema 1.48 que enunciamos en la sección de
preliminares de esta tesis.

Notemos que al encontrar una descripción de los subespacios de L2(T,H2
K

) que reducen
a U y son invariantes por Ŝ, en particular, tendremos caracterizados los subespacios de
L2(T,H2

`2(I)) que reducen a U y son invariantes por Ŝ
∗

.
La idea para demostrar nuestro resultado consistirá en usar la descripción de los subespa-

cios de L2(T,H2
K

) que reducen a U a través de funciones rango (ver Teorema 1.48) y luego

71
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usar el Teorema de Beurling-Lax-Halmos (Teorema 1.64) que caracteriza a los subespacios
de H2

K
que son invariantes por S.

Para comenzar, recordemos que si M ⊆ L2(T,H2
K

) es un subespacio que reduce a U,
entonces existe una función rango medibleJM en H2

K
asociada aM (ver Teorema 1.48). Por

otro lado, si asumimos que M es invariante por Ŝ, como Ŝ es una isometrı́a pura, se puede
construir un subespacio wandering R para Ŝ a partir de M (ver Teorema 1.73). Más aún,
tenemos el siguiente lema.

Lema 3.1. SeaM ⊆ L2(T,H2
K

) un subespacio de reduce a U con función rango JM en H2
K

.

i) M es invariante por Ŝ si y solo si JM(λ) es invariante por S para casi todo λ ∈ T.

ii) SiM es invariante por Ŝ, entoncesM =MR, donde R =M	 Ŝ(M) es un subespacio
wandering para Ŝ que reduce a U. Además, la función rango correspondiente a R,
λ 7→ JR(λ) = JM(λ) 	 S(JM(λ)) satisface que

JM(λ) =

∞⊕
j=0

S j(JR(λ)), (3.1)

y dim(JR(λ)) ≤ dim(K) para casi todo λ ∈ T.

Demostración. i) Sea A ⊂ L2(T,H2
K

) un conjunto de generadores de M a lo sumo numer-
able, es decir,M = gen

{
Ukϕ : k ∈ Z, ϕ ∈ A

}
. Por el Teorema 1.48, para casi todo λ ∈ T se

tiene que JM(λ) = gen {ϕ(λ) : ϕ ∈ A}.
Ahora, si M es invariante por Ŝ, entonces para toda ϕ ∈ A tenemos que Ŝϕ ∈ M.

Luego, (̂Sϕ)(λ) = S(ϕ(λ)) ∈ JM(λ) para casi todo λ ∈ T. Finalmente, por la linealidad y la
continuidad de S, tenemos que

S(JM(λ)) ⊆ gen {S(ϕ(λ)) : ϕ ∈ A} ⊆ JM(λ).

El recı́proco es consecuencia inmediata del Teorema 1.48.
ii) Como Ŝ es una isometrı́a pura (ver Proposición 2.7), por el Teorema 1.73 tenemos que

M =MR =

∞⊕
j=0

Ŝ
j
(R),

donde R = M 	 Ŝ(M) es un subespacio wandering para Ŝ. Por el ı́tem vi) del Lema 1.63
tenemos que R reduce a U y su correspondiente función rango λ 7→ JR(λ) viene dada por
JR(λ) = JM(λ) 	 S(JM(λ)). Dado que JM(λ) es invariante por S para casi todo λ ∈ T, y S
es una isometrı́a pura, tenemos que JR(λ) es un subespacio wandering para S y

JM(λ) =

∞⊕
j=0

S j(JR(λ)), (3.2)

para casi todo λ ∈ T. Finalmente, del Lema 1.75 se deduce que dim(JR(λ)) ≤ dim(K) para
casi todo λ ∈ T. �
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Un primer intento para obtener una descripción de los subespacios cerradosM ⊆ L2(T,H2
K

)
que reducen a U y son invariantes por Ŝ es aplicar directamente el Teorema de Beurling-
Lax-Halmos (Teorema 1.64) a cada subespacio JM(λ) ⊆ H2

K
, λ ∈ T. Haciendo esto,

tendrı́amos que para todo λ ∈ T, existen subespacios Kλ ⊆ K y funciones B(K)-valuadas
Fλ : T 7→ B(K) con Fλ ∈ F0 tales que para todo z ∈ T, Fλ(z) : K → K es una isometrı́a
parcial con espacio inicial Kλ, de forma tal que que se satisface

JM(λ) = F̂λ(H2
Kλ

).

Sin embargo, para dar una caracterización de M requerimos que las funciones λ 7→ Fλ

y λ 7→ Kλ sean medibles, y además necesitamos cierta uniformidad en las propiedades que
ellas verifican. Con la finalidad de cumplir con estas condiciones vamos a construir estas
funciones sistemáticamente usando las propiedades de U y Ŝ.

3.1 Subespacios full-Hardy
Con el objetivo de entender la estructura de todos los subespacios cerrados de L2(T,H2

K
) que

reducen a U y son invariantes por Ŝ, nos dedicaremos a estudiar en esta sección una subclase
de ellos: aquellos subespacios que reducen a ambos operadores U y Ŝ simultáneamente, los
cuales llamaremos subespacios full-Hardy. Más adelante quedará claro el término utilizado.
Para dar una definición apropiada de los subespacios full-Hardy, necesitamos demostrar el
siguiente lema.

Lema 3.2. Sea J una función rango enK . Entonces, J es medible si y solo si λ 7→ H2
J(λ) es

una función rango medible en H2
K

.

Demostración. Por la Observación 1.72 sabemos que S : H2
J(λ) → H2

J(λ) es una isometrı́a
pura y

H2
J(λ) =

∞⊕
j=0

S j(J(λ)), (3.3)

para todo λ ∈ T, entendiendo a J(λ) como el subespacio de H2
J(λ) dado por

J(λ) = H2
J(λ) 	 S(H2

J(λ)). (3.4)

Si asumimos que λ 7→ J(λ) es medible, tenemos por el Teorema 1.48 y ii) del Lema 1.52
que λ 7→

⊕∞

j=0 S j(J(λ)) es medible, con lo cual λ 7→ H2
J(λ) dada por (3.3) es medible.

Por otro lado, de ii) y vi) del Lema 1.63 se deduce que J(λ) dada por la ecuación (3.4) es
medible.

�
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Definición 3.3. Sea J una función rango medible en K . El subespacio full-Hardy con base
J es el único subespacio cerradoW ⊆ L2(T,H2

K
) que reduce a U y cuya función rango está

dada por λ 7→ H2
J(λ) para casi todo λ ∈ T.

Esta definición tiene sentido porque, dada una función rango medible J en K , por el
Lema 3.2, sabemos que la función λ 7→ H2

J(λ) es una función rango medible en H2
K

.
A continuación veremos que el complemento ortogonal de un subespacio full-Hardy

también es full-Hardy.

Proposición 3.4. SiW ⊆ L2(T,H2
K

) es un subespacio full-Hardy, entoncesW⊥ también es
un subespacio full-Hardy.

Demostración. Supongamos que W es full-Hardy con base J para J una función rango
medible en K . Por i) del Lema 1.52, la función rango medible de W⊥ está dada por λ 7→
(H2
J(λ))

⊥ para casi todo λ ∈ T. Ahora, como (H2
J(λ))

⊥ = H2
J(λ)⊥ (ver Observación 3.5), si

denotamos por J⊥ a la función rango dada por J⊥(λ) = (J(λ))⊥ para casi todo λ ∈ T (la
cual es medible por el Lema 3.2), tenemos que W⊥ es el subespacio full-Hardy con base
J⊥. �

Observación 3.5. Dado un subespacio cerrado K1 ⊆ K , tenemos la descomposición ortogo-
nal H2

K
= H2

K1
⊕ (H2

K1
)⊥ = H2

K1
⊕ H2

K⊥1
, y en consecuencia (H2

K1
)⊥ = H2

K⊥1
. El hecho de que

ambas componentes sean invariantes por S implica que H2
K1

reduce a S. Más aún, estos son
los únicos subespacios de H2

K
que reducen a S (ver [49, Teorema 3.22]).

Como se mencionó al comienzo de la sección, los subespacios full-Hardy, son aquellos
que reducen ambos operadores U y Ŝ. Demostramos esto en el siguiente teorema.

Teorema 3.6. SeaW ⊆ L2(T,H2
K

) un subespacio cerrado. Entonces,W reduce a U y a Ŝ
simultáneamente si y solo siW es un subespacio full Hardy.

Demostración. Supongamos queW reduce a U y Ŝ simultáneamente y su correspondiente
función rango medible es JW en H2

K
. Por i) del Lema 3.1 y i) del Lema 1.52, tenemos que

JW(λ) ⊆ H2
K

reduce a S para casi todo λ ∈ T (comoW yW⊥ son invariantes por Ŝ, entonces
JW(λ) y JW⊥(λ) = (JW(λ))⊥ son invariantes por S para casi todo λ ∈ T). Como se discutió
en la Observación 3.5, esto implica que JW(λ) = H2

Kλ
, donde Kλ es un subespacio cerrado

de K para casi todo λ ∈ T. Como JW : λ 7→ H2
Kλ

es medible, por el Lema 3.2 J : λ 7→ Kλ

también es medible. Concluimos queW es un full-Hardy con base J .
Recı́procamente, si W es un subespacio full-Hardy con base J , para J una función

rango medible en K , por la Proposición 3.4 y i) del Lema 3.1 tenemos que W y W⊥ son
claramente invariantes por Ŝ. Por lo tanto,W reduce a Ŝ.

�

Observación 3.7.
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i) Sea J una función rango medible en K , sea W ⊆ L2(T,H2
K

) un subespacio full-
Hardy con base J y sea R el subespacio wandering para Ŝ asociado a W, es decir,
R = W 	 Ŝ (W). Por ii) del Lema 3.1 sabemos que R reduce a U y que su función
rango está dada por

JR(λ) = JW(λ) 	 S(JW(λ)) = H2
J(λ) 	 S(H2

J(λ)) = J(λ) (3.5)

para casi todo λ ∈ T, dondeJ(λ) ⊆ K ⊆ H2
K

se entiende como un subespacio de H2
K

de
funciones constantes. Esto implica que el subespacio wandering para Ŝ asociado a un
subespacio full-Hardy puede ser pensado como un subespacio de L2(T,K) ⊆ L2(T,H2

K
)

que reduce a U.

ii) Para i = 1, 2, seaMi ⊆ L2(T,H2
K

) un subespacio invariante por Ŝ y sea Ri el subespacio
wandering para Ŝ asociado aMi, es decir, Ri = Mi 	 Ŝ(Mi). Supongamos que existe
una isometrı́a Φ : L2(T,H2

K
)→ L2(T,H2

K
) que conmuta con Ŝ y U tal queM1 'Φ M2.

Entonces, por el Lema 1.74, tenemos que R1 'Φ R2. Ahora, como Φ conmuta con U,
entonces Φ = F̂ ∈ F̂ (ver Proposición 1.62). Además, por iv) y viii) del Lema 1.63
obtenemos que F(λ) es una isometrı́a que satisface JR1(λ) 'F(λ) JR2(λ) para casi todo
λ ∈ T.

En particular, sean W1 y W2 dos subespacios full-Hardy con funciones rango base
J1 y J2, respectivamente, que cumplen que W1 'Φ W2, donde Φ : L2(T,H2

K
) →

L2(T,H2
K

) es una isometrı́a que conmuta con Ŝ y U. Entonces si R1 y R2 son los
subespacios wandering para Ŝ asociados a W1 y W2 respectivamente, tenemos que
JR1(λ) ' JR2(λ) isométricamente para casi todo λ ∈ T, pero esto implica (por (3.5))
que las funciones rango base satisfacen J(λ) ' J(λ) isométricamente para casi todo
λ ∈ T.

En la siguiente proposición veremos los subespacios full-Hardy están ı́ntimamente rela-
cionados con las isometrı́as parciales actuando en L2(T,H2

K
) que conmutan con U y Ŝ.

Proposición 3.8. Si Φ : L2(T,H2
K

) → L2(T,H2
K

) es una isometrı́a parcial que conmuta con
U y Ŝ, entonces el espacio inicial de Φ es full Hardy.

Antes de la prueba, veamos que vale el siguiente lema.

Lema 3.9. Sea T ∈ B(H) una isometrı́a y V ∈ B(H) una isometrı́a parcial con espacio
inicialM que conmuta con T . EntoncesM reduce a T .

Demostración. Observamos que si f ∈ M⊥, entonces 0 = T (V f ) = V(T f ) implica que
T f ∈ ker(V) =M⊥. Luego,M⊥ es invariante por T . Por otro lado, si f ∈ M entonces,

‖V(T f )‖ = ‖T (V f )‖ = ‖V f ‖ = ‖ f ‖ = ‖T f ‖.

Por lo tanto, V preserva la norma de T f con lo cual T f está en el espacio inicial de V .
Concluimos queM reduce a T . �
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Demostración de la Proposición 3.8. SeaW ⊆ L2(T,H2
K

) el espacio inicial de Φ. Vamos a
aplicar dos veces el Lema 3.9. Primero a U y Φ, de donde concluimos queW reduce a U,
y luego a Ŝ y Φ, con lo cualW reduce a Ŝ. En consecuencia, por el Teorema 3.6,W es un
subespacio full-Hardy.

�

3.2 Subespacios que reducen a U y son invariantes por Ŝ
En la sección anterior demostramos que los subespacios full-Hardy son los únicos subespa-
cios de L2(T,H2

K
) que reducen a U y a Ŝ simultáneamente. En el siguiente teorema mostramos

que cualquier otro subespacio que reduce a U y es invariante por Ŝ debe ser isométricamente
isomorfo a un subespacio full-Hardy.

Teorema 3.10. SeaM ⊆ L2(T,H2
K

) un subespacio cerrado. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) M reduce a U y es invariante por Ŝ.

ii) Existe un subespacio full-HardyW ⊆ L2(T,H2
K

) y una isometrı́a parcial Φ : L2(T,H2
K

)→
L2(T,H2

K
) con espacio inicialW que conmuta con U y Ŝ tal queW 'Φ M.

Demostración.
i) ⇒ ii) Supongamos que M reduce a U y es invariante por Ŝ. La idea es encontrar un
subespacio full-HardyW ⊆ L2(T,H2

K
) y una isometrı́a parcial Φ : L2(T,H2

K
) → L2(T,H2

K
)

con espacio inicialW que conmuta con U y Ŝ tal queW 'Φ M. Notar que como Φ debe
conmutar con U, por la Proposición 1.62 tenemos que Φ ∈ F̂ , es decir, Φ = F̂ para alguna
F : T → B(H2

K
) perteneciente a la clase F (ver Subsección 1.4.3). Sea R el subespacio

wandering para Ŝ asociado aM, es decir, R = M 	 Ŝ(M). ComoM yW son invariantes
por Ŝ, por el ı́tem ii) de la Observación 3.7, deducimos que la función rango base J deW
debe cumplir que J(λ) 'F(λ) JR(λ) para casi todo λ ∈ T.

El objetivo de la demostración será construir una función rango medible J en K tal que
dim(J(λ)) = dim(JR(λ)) para casi todo λ ∈ T y una función medible F : T → B(H2

K
) con

‖F‖∞ < ∞ tal que para casi todo λ ∈ T, F(λ) sea una isometrı́a parcial con espacio inicial
H2
J(λ) que conmuta con S y satisface que

F(λ)(H2
J(λ)) = JM(λ). (3.6)

Como la dimensión de JR(λ) podrı́a variar con λ ∈ T, consideraremos los conjuntos me-
dibles {An}n∈N0∪{∞} y las funciones {ϕi}i∈N ⊆ L∞(T,H2

K
) dadas por el Lema 1.54 aplicado al

subespacio R.
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Fijamos una base ortonormal {εi}i∈I deK donde I = {1, ..., k} en el caso que dim(K) = k ∈
N o I = N si dim(K) = ∞. Para todo n ∈ I, definimos los subespacios Kn = gen{ε1, ..., εn} y
K0 = {0}. Construimos una función rango J en K de la siguiente manera:

J(λ) =

Kn si λ ∈ An, n ∈ I,
K si λ ∈ A∞.

Es claro queJ es medible ya que es constante en cada subconjunto medible An de la partición
de T. Además, tenemos que dim(JR(λ)) = dim(J(λ)) para casi todo λ ∈ T por la definición
de J , pues An = {λ ∈ T : dim(JR(λ)) = n}. Sea W ⊆ L2(T,H2

K
) el subespacio full-Hardy

con base J .
Para construir F de manera que se cumpla (3.6), procedemos de la siguiente manera:

para casi todo λ ∈ A0, definimos F(λ) ≡ 0. Fijamos n ∈ N. Observamos que de (3.2)
podemos deducir que para casi todo λ ∈ An, el sistema {S jϕi(λ) : i = 1, ..., n, j ∈ N0} es una
base ortonormal de JM(λ). Por otro lado, para casi todo λ ∈ An, tenemos que {S jεi : i =

1, ..., n, j ∈ N0} es una base ortonormal de H2
J(λ). Luego, para casi todo λ ∈ An, definimos

F(λ) : H2
J(λ) → JM(λ) por

F(λ)(S jεi) = S jϕi(λ), i = 1, ..., n j ∈ N0, (3.7)

y lo extendemos por linealidad a todo H2
J(λ). Para n = ∞, procedemos de forma similar: para

casi todo λ ∈ A∞, el sistema
{
S jϕi(λ) : i ∈ N, j ∈ N0

}
es una base ortonormal de JM(λ), y{

S jεi : i ∈ N, j ∈ N0

}
es una base ortonormal de H2

J(λ). Luego, definimos F(λ) como en (3.7)
para todo i ∈ N.

Ahora, para casi todo λ ∈ T, definimos F(λ) f = 0 para toda f ∈ H2
K
	 H2

J(λ), obteniendo
que el operador F(λ) : H2

K
→ H2

K
es una isometrı́a parcial con espacio inicial H2

J(λ) y la
ecuación (3.6) se verifica. Finalmente, es claro que F(λ) conmuta con S para casi todo λ ∈ T.

Veamos que la función F : T→ B(H2
K

) que hemos construido pertenece a la clase F . En
efecto, F satisface que ‖F‖∞ < ∞ ya que ‖F(λ)‖op ≤ 1 para casi todo λ ∈ T. Para probar que
es una función medible necesitamos ver que la función compleja

λ 7→ 〈F(λ) f , g〉H2
K

= 〈F(λ)PH2
J(λ)

f , g〉H2
K

(3.8)

es medible para cada f , g ∈ H2
K

. Vamos a probar la medibilidad en cada conjunto de la
partición medible {An}n∈N0∪{∞} de T. En el conjunto A0 es claro que F(λ) ≡ 0 es medible.
Luego, fijamos n ∈ N. Para casi todo λ ∈ An y para f ∈ H2

K
, tenemos que

PH2
J(λ)

f =

∞∑
j=0

n∑
i=1

〈 f , S jεi〉H2
K

S jεi.
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Usando la linealidad y continuidad de F(λ) se obtiene

〈F(λ)PH2
J(λ)

f , g〉H2
K

=

∞∑
j=0

n∑
i=1

〈 f ,S jεi〉H2
K
〈F(λ)(S jεi), g〉

=

∞∑
j=0

n∑
i=1

〈 f ,S jεi〉H2
K
〈S jϕi(λ), g〉.

Entonces, (3.8) es medible para cada f , g ∈ H2
K

ya que la función

λ 7→ 〈S jϕi(λ), g〉 = 〈(̂S
j
ϕi)(λ), g〉

es medible para cada j ∈ N0 y i = 1, ..., n.
Si n = ∞, consideramos

PH2
J(λ)

f =

∞∑
j=0

∞∑
i=1

〈 f ,S jεi〉H2
K

S jεi

y repetimos el cálculo anterior.
Sea Φ : L2(T,H2

K
)→ L2(T,H2

K
) la función definida por Φ = F̂ (y por lo tanto Φ conmuta

con U). Como F(λ) conmuta con S entonces Φ conmuta con Ŝ. Finalmente, como F(λ) es
una isometrı́a con espacio inicial H2

J(λ) y se cumple (3.6) para casi todo λ ∈ T, concluimos por
v) y viii) del Lema 1.63 que Φ es una isometrı́a parcial con espacio inicialW y Φ(W) =M.

ii) ⇒ i) Supongamos queW es un subespacio full-Hardy con función rango base J . Por el
Teorema 3.6, tenemos queW reduce a U y Ŝ simultáneamente. Entonces, como Φ conmuta
con Ŝ yM = Φ(W) obtenemos que

Ŝ(M) = Ŝ Φ(W) = Φ Ŝ(W) ⊆ Φ(W) =M,

con lo cualM es invariante por Ŝ. Análogamente, se puede ver queM reduce a U dado que
Φ también conmuta con U y U∗. �

Tomando K = C en el Teorema 3.10, podemos deducir una caracterización de los subes-
pacios cerrados de L2(T,H2) que reducen a U y son invariantes por Ŝ (notar que S es el shift
sin multiplicidad actuando en H2), la cual es similar a la caracterización dada por Beurling
para los subespacios de H2 que son invariantes por S (ver Teorema 1.23).

Corolario 3.11. SeaM ⊆ L2(T,H2) un subespacio cerrado. Las siguientes son equivalentes:

i) M reduce a U y es invariante por Ŝ ,
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ii) Existe φ ∈ L2(T,H2) tal que φ(λ) es inner para casi todo λ ∈ σ(M) y

M = φ L2(T,H2) =
{
φ f : f ∈ L2(T,H2)

}
,

donde σ(M) es el espectro deM (ver Definición 1.50).

Demostración.
i) ⇒ ii) Eligiendo K = C en el Teorema 3.10, tenemos que existe un subespacio full-Hardy
W ⊆ L2(T,H2) y una isometrı́a parcial Φ : L2(T,H2) → L2(T,H2) con espacio inicial W
que conmuta con U y Ŝ tal queM = Φ(W).

Observando que Φ = F̂, con F ∈ F , dado que Φ es una isometrı́a con espacio inicialW,
tenemos por el ı́tem v) del Lema 1.63 que F(λ) es una isometrı́a parcial con espacio inicial
JW(λ). Como

F(λ)(JW(λ)) = JM(λ)

(ver (3.6)), tenemos entonces que JW(λ) 'F(λ) JM(λ) para casi todo λ ∈ T. Esto implica
que σ(W) = σ(M) =: E. Sea J la función rango en C para la cual JW(λ) = H2

J(λ) para casi
todo λ ∈ T. Notar que la función rango medible J en C es de la forma J(λ) = χE(λ)C y por
lo tanto, H2

J(λ) = χE(λ) H2 para casi todo λ ∈ T, con lo cual

W =
{
f ∈ L2(T,H2) : f (λ) ∈ χE(λ) H2

}
= χE L2(T,H2).

Ahora, como F(λ) conmuta con S , para casi todo λ ∈ T, existe una función hλ ∈ H∞ tal
que F(λ) = Mhλ , donde Mhλ( f ) = hλ f para f ∈ H2 (ver [49, Teorema 3.4]). Más aún, como
F(λ) es una isometrı́a parcial con espacio inicial χE(λ) H2 para casi todo λ ∈ T, entonces
hλ ≡ 0 para casi todo λ ∈ T \ E, y para casi todo λ ∈ E se cumple que |hλ(z)| = 1 para casi
todo z ∈ T (es decir, hλ es una función inner). Usando la medibilidad de λ 7→ F(λ) obtenemos
que λ 7→ hλ = F(λ)1 es una función medible. Por lo tanto, si definimos φ(λ) = hλ para casi
todo λ ∈ T, obtenemos que φ ∈ L2(T,H2). Finalmente, veamos que Φ = Mφ, con Mφ( f ) = φ f
para toda f ∈ L2(T,H2). En efecto, para f ∈ L2(T,H2) y para casi todo λ ∈ T,

(Φ f )(λ) = F(λ) f (λ) = hλ f (λ) = φ(λ) f (λ) = (φ f )(λ) = Mφ( f )(λ).

En consecuencia,M = Φ(W) = φ χE L2(T,H2) = φ L2(T,H2) como querı́amos probar.

ii) ⇒ i) Supongamos que M = φ L2(T,H2) con φ ∈ L2(T,H2) tal que φ(λ) es una función
inner para casi todo λ ∈ σ(M), entonces

Ŝ (M) = Ŝ φ L2(T,H2) = φ Ŝ L2(T,H2) ⊆ φ L2(T,H2) =M.

Análogamente, se puede ver que U(M) ⊆ M y U∗(M) ⊆ M. �

El siguiente resultado que describe las funciones rango asociadas a los subespacios de
L2(T,H2) que son de la formaM = φ L2(T,H2) para alguna φ ∈ L2(T,H2).
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Proposición 3.12. Sea φ ∈ L2(T,H2). SiM = φ L2(T,H2), entonces la función rango medi-
ble asociada aM está dada por

JM(λ) = φ(λ) H2

para casi todo λ ∈ T.

Demostración. Por el Teorema 2.8 tenemos que {UkŜ j1 : k ∈ Z, j ∈ N0} es una base ortonor-
mal de L2(T,H2). Por lo tanto,

M = φ L2(T,H2) = gen
{
UkŜ jφ : k ∈ Z, j ∈ N0

}
.

Luego, por el Teorema 1.48, la función rango medible correspondiente aM viene dada por

JM(λ) = gen
{
S jφ(λ) : j ∈ N0

}
= gen

{
φ(λ) S j1 : j ∈ N0

}
= φ(λ) H2.

�

En los siguientes teoremas demostramos que las caracterizaciones dadas en el Teorema
3.10 y el Corolario 3.11 son únicas, módulo una isometrı́a parcial que cumple las propiedades
que se mencionan a continuación.

Teorema 3.13. SeanW1,W2 ⊆ L2(T,H2
K

) dos subespacios full-Hardy y Φ1,Φ2 : L2(T,H2
K

)→
L2(T,H2

K
) dos isometrı́as parciales con espacios iniciales W1 y W2, respectivamente. Su-

pongamos que Φ1 y Φ2 conmutan con U y Ŝ y que Φ1(W1) = Φ2(W2). Entonces, existe una
isometrı́a parcial Ψ : L2(T,H2

K
) → L2(T,H2

K
) con espacio inicialW2 que conmuta con U y

con Ŝ tal que Ψ(W2) =W1 y Φ2 = Φ1Ψ.

Demostración. Sea Ψ := (Φ1|W1)
−1Φ2. El operador Ψ está bien definido en L2(T,H2

K
) y

satisface que Ψ(W2) = W1 y Φ2 = Φ1Ψ. Más aún, Ψ es una isometrı́a parcial con espacio
inicialW2. En efecto, para f ∈ W2, tenemos que ‖ f ‖ = ‖Φ2( f )‖ = ‖Φ1(Ψ( f ))‖ = ‖Ψ( f )‖, y
para f ∈ W⊥

2 , Ψ( f ) = 0.
Veamos ahora que Ψ conmuta con U y Ŝ. Usando que Φ2 = Φ1Ψ y que Φ1 y Φ2 conmutan

con U, tenemos para toda f ∈ L2(T,H2
K

) que

Φ2U f = Φ1Ψ U f y Φ2U f = U Φ2 f = U Φ1Ψ f = Φ1U Ψ f .

Luego, Φ1Ψ U f = Φ1U Ψ f . Ahora, si f ∈ W2 entonces UΨ f y ΨU f pertenecen a W1 y
como Φ1 es inyectiva enW1 (por ser isometrı́a parcial con espacio inicialW1) tenemos que
ΨU f = UΨ f . Por otro lado, si f ∈ W⊥

2 entonces UΨ f = 0 = ΨU f , ya queW2 es el espacio
inicial de Ψ y reduce a U. La conmutatividad de Ψ con Ŝ se demuestra de forma análoga,
reemplazando U por Ŝ. �

Teorema 3.14. Sean φ1, φ2 ∈ L2(T,H2) dos funciones tales que φi(λ) es una función inner
para casi todo λ ∈ Ei := sop (φi) para i = 1, 2 y φ1L2(T,H2) = φ2L2(T,H2). Entonces
E1 = E2 =: E y existe una función ψ ∈ L2(T,H2) tal que ψ(λ) es una función inner para todo
λ ∈ E y φ2 = ψφ1.
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Demostración. Como φ1L2(T,H2) = φ2L2(T,H2), es claro que E1 = E2 = E. Además, sus
funciones rango vienen dadas por φ1(λ)H2 y φ2(λ)H2, por la Proposición 3.12, y por lo tanto,

φ1(λ)H2 = φ2(λ)H2

para casi todo λ ∈ E. Como φ1(λ) y φ2(λ) son funciones inner para casi todo λ ∈ E, obte-
nemos por el Teorema 1.23 que para casi todo λ ∈ E, φ1(λ)/φ2(λ) = cλ, donde cλ ∈ C con
|cλ| = 1. La función ψ : T→ C dada por

ψ(λ) =

cλ si λ ∈ E,
0 si λ ∈ T \ E

es la función buscada, ya que es medible (pues φ1 y φ2 lo son), ψ(λ) es inner para todo λ ∈ E
y satisface φ2 = ψφ1. �

3.3 SubespaciosD-invariantes
A lo largo de esta sección discutiremos como los resultados presentados en las Sección 3.2 se
pueden enunciar con mayor generalidad, reemplazando el cı́rculo T por un espacio de medida
σ-finito (Ω, µ) para el cual L2(Ω) := L2(Ω, µ) es separable. Dado un espacio de Hilbert K , se
define L2(Ω,K) de la misma manera como en la Sección 1.4, donde las funcionesK-valuadas
están definidas en Ω.

Definición 3.15. SeaM un subespacio cerrado de L2(Ω,K). Se dice queM es multiplicati-
vamente invariante si para cada f ∈ M y φ ∈ L∞(Ω) se tiene que φ f ∈ M.

Para ver que se cumple la propiedad dada en la definición anterior, es suficiente ver que
la invariancia se satisface para un subconjunto de L∞(Ω) llamado conjunto determinante (o
determining set, en inglés).

Definición 3.16. Un subconjunto D de L∞(Ω) se dice un conjunto determinante para L1(Ω)
si para cada f ∈ L1(Ω), ∫

Ω

φ f dµ = 0 ∀ φ ∈ D ⇒ f = 0.

Ejemplo 3.17. Si Ω = T y µ = m es la medida de Lebesgue normalizada en T, el sistema
D := {γk}k∈Z, donde γk(λ) = λk para todo λ ∈ T, es un conjunto determinante para L1(T).
Esto es consecuencia de la unicidad de los coeficientes asociados a una función f ∈ L1(T):

f̂ (k) :=
∫
T

f (λ) λ−k dm(λ) = 0 ∀ k ∈ Z ⇒ f = 0.
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Definición 3.18. SeaM un subespacio cerrado de L2(Ω,K). Se dice queM esD-invariante
con respecto a un conjunto determinante D para L1(Ω) si para cada f ∈ M y φ ∈ D se tiene
que φ f ∈ M.

Observación 3.19. Notar que un subespacio M ⊆ L2(T,K) reduce al shift bilateral (con
multiplicidad) U si y solo si es D-invariante, con D := {γk}k∈Z. En efecto, como Uk f = γk f
para todo k ∈ Z, tenemos que siM reduce a U, entonces Uk f ∈ M para todo k ∈ Z y por lo
tanto γk f ∈ M para todo k ∈ Z. Recı́procamente, si Uk f = γk f ∈ M para todo k ∈ Z, en
particular,M reduce a U.

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 1.48.

Teorema 3.20. ([20, 19]) Sea (Ω, µ) un espacio de medida σ-finito tal que L2(Ω) es separa-
ble. Sea M ⊆ L2(Ω,K) un subespacio cerrado. Para cada conjunto determinante D para
L1(Ω), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) M es multiplicativamente invariante.

ii) M esD-invariante.

iii) Existe una función rango J : Ω 7→ {subespacios cerrados de K} medible en el sentido
que la función compleja ω 7→ 〈PJ(ω)x, y〉K es medible para cualesquiera x, y ∈ K , tal
que

M =
{
f ∈ L2(T,K) : f (ω) ∈ J(ω) para casi todo ω ∈ Ω

}
.

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto ω ∈ X, hay una correspon-
dencia uno a uno entre los subespacios D-invariantes y las funciones rango medibles en K .
Además, si existeA ⊂ L2(X,K) a lo sumo numerable tal que

M = gen {φϕ : φ ∈ L∞(Ω), ϕ ∈ A}

entonces la función rango medible asociada a M satisface JM(ω) = gen {ϕ(ω) : ϕ ∈ A}
para casi todo ω ∈ Ω.

En la sección anterior dimos una caracterización de los subespacios de L2(T,H2
K

) que
reducen a U (es decir, son D-invariantes con D := {γk}k∈Z) y son invariantes por Ŝ (ver
Teorema 3.10). Un punto clave para dicha caracterización fue tener una descripción de los
operadores Φ : L2(T,H2

K
)→ L2(T,H2

K
) que conmutan con U y Ŝ.

Con esto en mente, la idea serı́a dar una caracterización de los subespacios cerradosM
de L2(Ω,H2

K
) (donde H2

K
:= H2(T,K) igual que antes) que son D-invariantes para algún

conjunto determinante D de L1(Ω) y que son invariantes por Ŝ, ya que este último operador
se puede definir en L2(Ω,H2

K
) de la misma manera que en el caso L2(T,H2

K
), es decir,

Ŝ f (ω) = S( f (ω)),

para toda f ∈ L2(Ω,H2
K

) y para casi todo ω ∈ Ω.
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Definición 3.21. Se dice que un operador Φ : L2(Ω,K) → L2(Ω,K) es multiplicativamente
invariante si es lineal y acotado y para cada φ ∈ L∞(Ω), φ conmuta con el operador de
multiplicación Mφ : L2(Ω,K)→ L2(Ω,K) definido por Mφ( f ) = φ f para f ∈ L2(Ω,K).

Como antes, si D es un conjunto determinante para L1(Ω), para ver que Φ es multiplica-
tivamente invariante, es suficiente probar que Φ conmuta con Mφ para toda φ ∈ D, tal como
se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.22. ([19, Teorema 3.7]) Sean M y N dos subespacios cerrados de L2(Ω,K)
multiplicativamente invariantes con funciones rango medibles JM y JN respectivamente y
sea T : M → N un operador lineal y acotado. Para cada conjunto determinante D para
L1(Ω), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es un operador multiplicativamente.

ii) Para cada φ ∈ D, T Mφ|M = Mφ|NT.

iii) Existe una aplicación llamado operador rango

R : Ω→ {operadores acotados definidos en subespacios cerrados de K} ,

la cual es medible en el sentido que la función ω 7→ 〈R(ω)PJM(ω)x, y〉 es medible para
todo x, y ∈ K , que satisface T f (ω) = R(ω) f (ω) para toda f ∈ M y para casi todo
ω ∈ Ω.

Observación 3.23. En el caso que Ω = T, un operador acotado Φ : L2(T,K) → L2(T,K)
conmuta con el shift bilateral U si y solo si Φ conmuta con Mφ para toda φ ∈ D = {γk}k∈Z, o
equivamentemente, Φ es multiplicativamente invariante.

Recordemos que la demostración del Teorema 3.10 se basó en dos conceptos principales.
Por un lado, la existencia de una función rango medible J que determina al subespacio
full-Hardy W en el sentido que su función rango viene dada por λ 7→ JW(λ) = H2

J(λ).
La existencia de esta función rango está asegurada por el Teorema 1.48, lo cual se puede
extender al caso general L2(Ω,K) por el Teorema 3.20. Además, los resultados de la Sección
1.4.2 también se extienden al caso L2(Ω,K) (ver [20, 19]). Por otro lado, requerimos probar
la existencia de una función F : T → B(K) que define un operador F̂ en B(L2(T,K)) que
conmuta con U (ver Proposición 1.62). Este resultado se puede extender al caso general
usando el Teorema 3.22, que como vimos, muestra que un operador multiplicativamente
invariante Φ : L2(T,K)→ L2(T,K) admite un operador rango.

Además, el concepto de subespacio full-Hardy dado en la Definición 3.3 también vale
en el caso L2(Ω,H2

K
). Por lo tanto obtenemos la siguiente versión del Teorema 3.10 en

L2(Ω,H2
K

).

Teorema 3.24. Sea M ⊆ L2(Ω,H2
K

) un subespacio cerrado. Para cada conjunto determi-
nanteD, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) M esD-invariante y es invariante por Ŝ.

ii) Existe un subespacio full-HardyW ⊆ L2(Ω,H2
K

) y una isometrı́a parcial Φ : L2(Ω,H2
K

)→
L2(Ω,H2

K
) con espacio inicialW que es multiplicativamente invariante y conmuta con

Ŝ tal queW 'Φ M.



Capı́tulo 4

Espacios tipo Dirichlet y ciclicidad

En este capı́tulo discutiremos las propiedades generales de una familia {Dα : α ∈ R} de
espacios de Hilbert de funciones analı́ticas en D = {z ∈ C : |z| < 1}, que contienen a los poli-
nomios como subconjunto denso y son llamados espacios tipo Dirichlet.

Los resultados principales que serán expuestos en este capı́tulo se encuentran en [5] y
están relacionados con el conjunto de las funciones cı́clicas en Dα. Más especı́ficamente, dis-
cutiremos distintas caracterizaciones de las funciones cı́clicas y demostraremos que el con-
junto de funciones cı́clicas no es un subespacio cerrado de Dα en la topologı́a inducida por la
norma. Sin embargo, es posible imponer algunas hipótesis adicionales para que el lı́mite en
Dα de una sucesión de funciones cı́clicas resulte cı́clica. Posteriormente, presentaremos al-
gunos resultados cuantitativos sobre los llamados polinomios aproximantes óptimos, a través
de los cuales se puede dar una caracterización equivalente de ciclicidad y medir en cierto
sentido cuán cerca está una función de ser cı́clica.

Algunas referencias donde se pueden encontrar las nociones básicas sobre estos tema son
[21, 31, 34].

4.1 Espacios Dα

Dado α ∈ R, consideramos el espacio de Hilbert Dα de todas las funciones analı́ticas f (z) =∑∞
j=0 a jz j, z ∈ D que satisfacen

‖ f ‖2α :=
∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 1)α < ∞.

El producto interno en Dα está definido por

〈 f , g〉α :=
∞∑
j=0

a j b j ( j + 1)α

85
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con f (z) =
∑∞

j=0 a jz j y g(z) =
∑∞

j=0 b jz j.
Lo primero que observamos es que existen tres valores de α para los cuales los espacios

Dα correspondientes han sido ampliamente estudiados:

• D−1 se corresponde al espacio de Bergman B, que consiste de todas las funciones f (z) =∑∞
j=0 a jz j analı́ticas en D tal que

‖ f ‖2B :=
∞∑
j=0

|a j|
2

j + 1
< ∞.

• D0 se corresponde con el espacio de Hardy H2 que estudiamos en la Sección 1.2.

• D1 se corresponde con el espacio de Dirichlet D que consiste de todas las funciones
f (z) =

∑∞
j=0 a jz j analı́ticas en D tal que

‖ f ‖2D :=
∞∑
j=0

|a j|
2( j + 1) < ∞.

Para más detalles sobre el estudio de estos espacios clásicos se pueden consultar [35, 30,
31].

En el siguiente teorema se enuncian algunas propiedades que relacionan entre sı́ los es-
pacios Dα para α ∈ R (ver [21] ).

Teorema 4.1. Sean α, β ∈ R.

i) Si α ≥ β, entonces Dα ⊆ Dβ. Más aún, ‖ f ‖β ≤ ‖ f ‖α para toda f ∈ Dα.

ii) f ∈ Dα si y solo si f ′ ∈ Dα−2.

iii) Dα es un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo, es decir, para cada w ∈ D existen
funciones kαw ∈ Dα tal que para f ∈ Dα se cumple que f (w) = 〈 f , kαw〉. Más aún, kαw está
dado por la fórmula explı́cita

kαw(z) =

∞∑
j=0

w j z j

( j + 1)α
.

iv) Los polinomios son densos en Dα.

Demostración. Para ver i) basta observar que si α ≥ β entonces ( j + 1)α ≥ ( j + 1)β para todo
j ∈ N0. Luego, si f (z) =

∑∞
j=0 a jz j, z ∈ D está en Dα tenemos que

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 1)β ≤

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 1)α = ‖ f ‖2α,



4.1. ESPACIOS Dα 87

lo cual demuestra que f ∈ Dβ y ‖ f ‖β ≤ ‖ f ‖α.
Veamos ii). Si f (z) =

∑∞
j=0 a jz j, z ∈ D está en Dα, su derivada es analı́tica en D y su serie

de Taylor se obtiene derivando término a término la serie de Taylor de f :

f ′(z) =

∞∑
j=1

a j j z j−1 =

∞∑
j=0

a j+1 ( j + 1) z j.

Luego, si llamamos b j a los coeficientes de la serie de Taylor de f ′, es decir, b j := a j+1 ( j + 1)
tenemos que

∞∑
j=0

|b j|
2 ( j + 1)α−2 =

∞∑
j=0

|a j+1|
2 ( j + 1)α =

∞∑
j=0

|a j+1|
2
(

j + 1
j + 2

)α
( j + 2)α

y haciendo un cambio de ı́ndices en la suma de la derecha

∞∑
j=0

|b j|
2 ( j + 1)α−2 =

∞∑
j=1

|a j|
2
(

j
j + 1

)α
( j + 1)α.

Observando que 1
2 ≤

j
j+1 ≤ 1 para todo j ∈ N podemos encontrar constantes Aα y Bα tales

que
Aα

(
‖ f ‖2α − |a0|

2
)
≤ ‖ f ′‖2α−2 ≤ Bα ‖ f ‖2α

con lo cual concluimos que f ∈ Dα si y solo si f ′ ∈ Dα−2.
Para ver iii), observamos primero que kαw ∈ Dα ya que la serie

‖kαw‖
2
α =

∞∑
j=0

|w|2

( j + 1)α

converge absolutamente para todo α ∈ R y w ∈ D. Veamos además que kαw tiene la propiedad
reproductiva. Sea f (z) =

∑∞
j=1 a jz j en Dα, entonces para todo w ∈ D tenemos que

〈 f , kαw〉α =

∞∑
j=0

a j
w j

( j + 1)α
( j + 1)α =

∞∑
j=0

a j w j = f (w).

Para demostrar iv) es suficiente observar que las sumas parciales de la serie de Taylor de
f ∈ Dα aproxima a f en la norma de Dα. En efecto, si f (z) =

∑∞
j=1 a jz j pertenece a Dα y

pN(z) :=
∑N

j=1 a jz j, entonces

‖ f − pN‖
2
α =

∞∑
j=N+1

|a j|
2 ( j + 1)α

y esta serie converge por ser la cola de una serie convergente. Esto concluye la demostración.
�
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Observación 4.2. El Teorema 4.1 implica, en particular, que Dα ⊆ D0 = H2 para todo α ≥ 0,
y H∞ ⊂ H2 ⊆ Dα para α ≤ 0. Por otro lado, podemos observar que para w ∈ D, el núcleo

k0
w =

∞∑
j=0

w j z j =
1

1 − w z

se corresponde con el núcleo reproductivo del espacio H2 dado en la Proposición 1.19.
Hasta el momento hemos visto diversas propiedades y caracterı́sticas que tienen en común

todos los espacios Dα para todo α ∈ R. Sin embargo, uno de los aspectos en los cuales se
diferencian estos espacios es en el comportamiento de las funciones analı́ticas en la frontera
de D. Si denotamos por A(D) ⊂ H∞ al conjunto de todas las funciones analı́ticas y acotadas
en D y continuas en D, con la norma del supremo, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 4.3.

i) Si α > 1, Dα es una subálgebra cerrada de A(D).

ii) Para α ≤ 1, Dα no es un álgebra.

La proposición anterior es válida para una clase más general de espacios de Banach de
funciones analı́ticas. Para más detalles se puede ver [42, Teorema 2 y 3].

Demostración de la Proposición 4.3. Supongamos que α > 1. Sea f ∈ Dα, f (z) =
∑∞

j=0 a jz j,
z ∈ D. Notemos que la serie que define a f converge absoluta y uniformemente en D, pues
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

∞∑
j=0

|a j z j| ≤

∞∑
j=0

|a j| =

∞∑
j=0

|a j|
( j + 1)α/2

( j + 1)α/2
≤

 ∞∑
j=0

|a j|
2( j + 1)α


 ∞∑

n=0

1
( j + 1)α

 < ∞.
Por lo tanto, f es continua y acotada en D y analı́tica en D, es decir, f ∈ A(D). Veamos ahora
que Dα es cerrada con respecto al producto de funciones, es decir, si f , g ∈ Dα, entonces
f g ∈ Dα.

Sean f (z) =
∑

j=0 a jz j y g(z) =
∑

j=0 b jz j. El producto de Cauchy de f y g está dado por

f (z)g(z) =

∞∑
j=0

 j∑
k=0

akb j−k

 z j.

La idea es ver que existe C > 0 tal que ‖ f g‖α ≤ C‖ f ‖α ‖g‖α:

‖ f g‖2α =

∞∑
j=0

∣∣∣∣∣∣∣
j∑

k=0

akb j−k

∣∣∣∣∣∣∣
2

( j + 1)α

≤

∞∑
j=0

( j + 1)α
 j∑

k=0

1
(k + 1)α/2( j − k + 1)α/2

(k + 1)α/2 |ak| ( j − k + 1)α/2 |b j−k|


2
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos acotar la expresión anterior por
∞∑
j=0

( j + 1)α
 j∑

k=0

1
(k + 1)α( j − k + 1)α


 j∑

k=0

(k + 1)α |ak|
2 ( j − k + 1)α |b j−k|

2

 .
Llamando C j := ( j + 1)α

j∑
k=0

1
(k + 1)α( j − k + 1)α

y observando que

C j =

(
j + 1
j + 2

)α j∑
k=0

(
1

k + 1
+

1
j − k + 1

)α
≤ 2α

j∑
k=0

1
(k + 1)α

tenemos que C = sup j∈NC j es finito. Por lo tanto,

‖ f g‖2α ≤ C
∞∑
j=0

j∑
k=0

(k + 1)α |ak|
2 ( j − k + 1)α/2 |b j−k|

2 = C ‖ f ‖2α ‖g‖
2
α,

con lo cual f g ∈ Dα como querı́amos ver.
Para ver ii) observamos que si Dα fuese un álgebra para α ≤ 1 entonces toda f ∈ Dα

cumple que f Dα ⊂ Dα, es decir, todo elemento de Dα es un multiplicador (ver Definición
4.8). En particular, por el Corolario 4.10 tenemos que Dα ⊆ M(Dα) ⊂ Dα ∩ H∞, con lo cual
toda función en Dα debe ser acotada en D.

Ahora, para demostrar que Dα con α ≤ 1 no es un álgebra basta encontrar alguna f ∈ Dα

tal que f < H∞.
Sea

f (z) =

∞∑
j=1

1
( j + 1) ln( j + 1)

z j, z ∈ D.

Entonces, f ∈ Dα para α < 1, ya que usando el criterio de la integral se puede ver que que la
serie

‖ f ‖2α =

∞∑
j=1

1
( j + 1)2−α(ln( j + 1))2

converge para α < 1. Además, f no es acotada en D pues si para r ∈ (0, 1) escribimos
f (r) =

∑∞
j=1

1
( j+1) ln( j+1)r

j tenemos que para todo N ∈ N

N∑
j=1

1
( j + 1) ln( j + 1)

≤ lim
r→1−

f (r)

con lo cual

+∞ =

∞∑
j=1

1
( j + 1) ln( j + 1)

≤ lim
r→1−

f (r).

�
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4.2 Funciones cı́clicas en Dα

Con el objetivo de introducir el concepto de función cı́clica en Dα recordamos que una
función f ∈ H2 es cı́clica si cumple la propiedad

[ f ]0 := gen
{
S j f : j ∈ N0

}
= H2,

donde S : H2 → H2 es el operador shift dado por S f (z) = z f (z), z ∈ D, el cual es una
isometrı́a en H2. A continuación veremos que el operador S está bien definido en Dα para
todo α ∈ R y que para α ∈ R\{0}, S : Dα → Dα es un operador lineal y acotado no isométrico.

Teorema 4.4. Dado α ∈ R, el operador shift S : Dα → Dα, S f (z) = z f (z) para todo z ∈ D
está bien definido, es lineal y acotado y su norma está dada por

‖S ‖op =

1 si α ≤ 0,
2α si α > 0

Demostración. Sea f ∈ Dα tal que f (z) =
∑∞

j=0 a jz j, z ∈ D. Entonces, S f (z) = z f (z) =∑∞
j=1 a j−1z j y

‖S f ‖2α =

∞∑
j=1

|a j−1|
2 ( j + 1)α =

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 2)α

Si α < 0, tenemos que ( j + 2)α < ( j + 1)α para todo j ∈ N0, con lo cual

‖S f ‖2α =

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 2)α ≤

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 1)α = ‖ f ‖2α.

Esto prueba que S f ∈ Dα y ‖S ‖op ≤ 1 para α < 0. Además, si consideramos para j ∈ N0 las
funciones f j(z) = z j, entonces ‖ f j‖

2
α = ( j + 1)α y ‖S f j‖

2
α = ( j + 2)α para todo j ∈ N0 y por lo

tanto

‖S ‖op := sup
f∈Dα, f,0

‖S f ‖α
‖ f ‖α

≥ lim
j→∞

‖S f j‖
2
α

‖ f j‖
2
α

= lim
j→∞

(
j + 2
j + 1

)α
= 1.

Concluimos que ‖S ‖op = 1 si α < 0.
El caso α = 0 se corresponde con el shift unilateral actuando en H2, el cual ya vimos que

es una isometrı́a (Sección 1.2).
Por último, si α > 0, entonces

‖S f ‖2α =

∞∑
j=0

|a j|
2 ( j + 2)α =

∞∑
j=0

|a j|
2( j + 1)α

(
j + 2
j + 1

)α
≤ 2α ‖ f ‖2α,

con lo cual ‖S ‖op ≤ 2α/2. Para ver la igualdad es suficiente notar que si elegimos la función
constantemente igual a f (z) = 1 para todo z ∈ D, tenemos que ‖ f ‖α = 1 y ‖S f ‖α = 2α/2. �
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Definición 4.5. Una función f ∈ Dα se dice cı́clica si es un vector cı́clico para el operador S
en Dα, es decir,

[ f ]α := gen
{
S j f : j ∈ N0

}
= Dα.

Ejemplo 4.6. El ejemplo más sencillo de función cı́clica en Dα para todo α ∈ R es la función
constantemente 1. Esto es consecuencia del hecho de que el conjunto de todos los polinomios
se puede expresar como gen{S j1 : j ∈ N0} y como vimos que dicho conjunto es denso en Dα

tenemos que
[1]α := gen{S j1 : j ∈ N0} = Dα.

Más aún, cualquier función constante en D es cı́clica en Dα.

En [21, Proposición 4, 5 y 6], Brown y Shields demostraron las siguientes propiedades de
las funciones cı́clicas.

Proposición 4.7. Sean α ∈ R y f , g ∈ Dα. Entonces:

i) Si f es cı́clica, entonces f (z) , 0 para todo z ∈ D.

ii) Si α > 1, f ∈ Dα es cı́clica si y solo si f no tiene ceros en D, o equivalentemente, si
existe una constante c tal que

| f (z)| > c > 0, ∀ z ∈ D. (4.1)

iii) Si g ∈ [ f ]α y g es cı́clica, entonces f es cı́clica.

iv) f es cı́clica en Dα si y solo si existe una sucesión de polinomios {pn}
∞
n=1 tal que

lim
n→∞
‖pn f − 1‖α = 0.

v) Si β < α y f es cı́clica en Dα, entonces f es cı́clica en Dβ.

A continuación estudiaremos otra clase especial de funciones en Dα que llamamos mul-
tiplicadores y que serán utilidad más adelante cuando presentemos los resultados reciente-
mente obtenidos con respecto al conjunto de las funciones cı́clicas en Dα.

Definición 4.8. Una función φ ∈ Dα es llamada un multiplicador (en Dα) si cumple que
φDα ⊂ Dα. Denotamos el conjunto de todos los multiplicadores en Dα por M(Dα).

Teorema 4.9. Sea φ ∈ Dα un multiplicador. Entonces el operador de multiplicación

Mφ : Dα → Dα, Mφ f = φ f

está bien definido, es lineal y acotado, y |φ(z)| ≤ ‖Mφ‖, para todo z ∈ D. En particular, φ es
una función acotada.

Observar que el operador shift S : Dα → Dα es un caso particular de operador de
multiplicación, donde el multiplicador asociado es la función identidad φ(z) = z, z ∈ D.
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Demostración. Para probar que Mφ es acotado vamos a usar el Teorema del gráfico cerrado.
Sean { fn}

∞
n=1, f y g en Dα tal que lim

n→∞
‖ fn − f ‖α = 0 y lim

n→∞
‖Mφ fn − g‖α = 0. Queremos ver

que g = Mφ f . Para z ∈ D, usando la propiedad reproductiva del núcleo kαz y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos que

|g(z) − Mφ f (z)| ≤ |g(z) − Mφ fn(z)| + |Mφ fn(z) − Mφ f (z)|

≤ ‖g − Mφ fn‖α ‖kαz ‖α + ‖φ‖α ‖ fn − f ‖α ‖kαz ‖
2
α

donde la suma de la derecha tiende a 0 cuando n tiende a∞. Luego, g(z) = Mφ f (z) para todo
z ∈ D. Lo anterior demuestra que Mφ es un operador cerrado, y por el Teorema del gráfico
cerrado concluimos que Mφ es acotado.

Ahora, como Mφ es un operador acotado, tenemos para toda f ∈ Dα y z ∈ D que

|φ(z) f (z)| = |〈Mφ f , kαz 〉α| ≤ ‖Mφ‖op ‖ f ‖α ‖kαz ‖α.

Tomando supremo sobre las funciones f ∈ Dα de norma 1 y teniendo en cuenta que

‖kαz ‖α = sup
f∈Dα, ‖ f ‖α=1

|〈 f , kαz 〉α| = sup
f∈Dα, ‖ f ‖α=1

| f (z)| > 0

tenemos que
|φ(z)| ‖kαz ‖α ≤ ‖Mφ‖op ‖kαz ‖α.

y en consecuencia |φ(z)| ≤ ‖Mφ‖op. �

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Para α ∈ R se cumple que M(Dα) ⊂ Dα ∩ H∞. En particular, si α ≤ 0,
entonces M(Dα) = H∞; y si α > 1, entonces M(Dα) = Dα.

El hecho de que M(Dα) = H∞ para α ≤ 0, implica que la condición (4.1) es suficiente
para que f ∈ Dα sea cı́clica. Más aún, se tiene el siguiente resultado (ver [21]).

Proposición 4.11. Sea α ≤ 0. Si f , g ∈ Dα con | f (z)| ≥ |g(z)| para todo z ∈ D y g es cı́clica,
entonces f es cı́clica.

Observación 4.12. Caracterizar el conjunto de multiplicadores M(Dα) para 0 < α ≤ 1 es
un problema de mayor dificultad y requiere estudiar medidas de Carleson en Dα, lo cual no
abordaremos en este trabajo. Una explicación detallada sobre este caso se puede encontrar
en [58].

A cada multiplicador φ en M(Dα) le asociamos la norma del correspondiente operador
de multiplicación Mφ, la cual denotaremos por ‖φ‖M(Dα) := ‖Mφ‖op. El conjunto de todos los
multiplicadores M(Dα) de Dα con la norma ‖ · ‖M(Dα) es un espacio de Banach.

Antes de demostrar los resultados principales que obtuvimos acerca de la ciclicidad (no
ciclicidad) del lı́mite de una sucesión de funciones cı́clicas, necesitamos introducir algunos
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conceptos de teorı́a geométrica de la medida que están fuertemente relacionados con los
espacios Dα. Para más detalles sobre estas definiciones y conexiones con los espacios Dα

referimos a [31].

Definición 4.13. sea E un subconjunto cerrado T. Se dice que E es un conjunto de Carleson
si cumple que ∫

T

log
(

1
dist(ζ, E)

)
dm(ζ) < ∞.

Equivalentemente, E ⊂ T es un conjunto de Carleson si |E| = 0 y∑
k

|Ik| log(1/|Ik|) < ∞, (4.2)

donde {Ik} son las componentes conexas de T \ E (siendo cada Ik un intervalo).

Para la siguiente definición introducimos para 0 < α ≤ 1 los siguientes dos tipos de
núcleos:

• Para 0 < α < 1, consideramos el núcleo de Riesz dado por la función Kα(t) = tα−1.

• Para α = 1, consideramos el núcleo logarı́tmico definido por K1(t) = max
{
log(2/t), 0

}
.

Definición 4.14. Dado un subconjunto compacto E ⊂ T y 0 < α ≤ 1, se define la α-capacidad
cα (α-capacidad de Riesz o capacidad logarı́tmica según sea el caso) de E como

cα(E) = 1/ inf
{∫
T

∫
T

Kα(d(x, y)) dµ(x) dµ(y)
}
,

donde el ı́nfimo se toma sobre el conjunto de todas las medidas de Borel de probabilidad en
E, y d(x, y) denota la longitud del arco de extremos x e y en T.

El concepto de capacidad satisface algunas propiedades básicas como por ejemplo cα(∅) =

0, es monótona y finitamente subaditiva, lo cual se demuestra en [31, Teorema 2.1.3]. Con
el objetivo de aplicar más adelante algunos resultados sobre cα, cabe acotar que nuestra
definición de los espacios Dα se corresponde con los espacios D1−α en [31].

Por último, incluiremos un resultado referente a α-capacidad de conjuntos de Cantor.

Definición 4.15. Se dice que E es un conjunto de Cantor si es un subconjunto compacto de
T de la siguiente manera

E =

∞⋃
n=0

2n⋂
j=1

E j
n

donde
{
E j

n : 1 ≤ j ≤ 2n, n ∈ N0

}
son subconjuntos compactos no vacı́os de T tal que para j =

1, ..., 2n los conjuntos E j
n son disjuntos dos a dos y cada conjunto E j

n−1 contiene precisamente
dos conjuntos E j

n.
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A partir de la definición anterior podemos escribir el resultado mostrado en [31, Teorema
2.3.5] de la siguiente manera:

Teorema 4.16. Sea E el conjunto de cantor correspondiente a
{
E j

n : 1 ≤ j ≤ 2n, n ∈ N0

}
. En-

tonces,
∞∑

n=0

Kα(dn)
2n+1 ≤

1
cα(E)

≤

∞∑
n=0

Kα(en)
2n+1 , (4.3)

donde

dn = max
{
diam(E j

n) : 1 ≤ j ≤ 2n
}

en = min
{
d(E j

n+1, E
k
n+1) : E j

n+1, E
k
n+1 ⊂ Ei

n para j , k
}
.

En particular, si el lado derecho en (4.3) converge, entonces cα(E) > 0.

4.2.1 Sobre el lı́mite de una sucesión de funciones cı́clicas

Recordemos que las funciones cı́clicas en D0 = H2 están completamente caracterizadas en
el Corolario 1.27, el cual se obtuvo como consecuencia del Teorema de Beurling sobre los
subespacios invariantes de H2 (ver Teorema 1.23). Estas funciones son las que se conocen
como funciones outer.

Para otros valores de α ∈ R, la condición de que una función sea outer no es suficiente
para que sea cı́clica, en [21] se consideraron agregar algunas hipótesis adicionales de manera
que una función outer f resulte cı́clica en Dα para algunos α , 0. Particularmente para α = 1,
en [31] demostraron que existe una función outer en f ∈ D1 ∩ A(D) que no es cı́clica enD1.

En general, caracterizar todas las funciones cı́clicas en un espacio de Hilbert de funciones
analı́ticas es un problema difı́cil. En algunos casos, por ejemplo [16, 21], el primer intento
es estudiar los polinomios cı́clicos con la intención de extender las conclusiones obtenidas a
funciones más generales. Con esto en mente, una pregunta que surge es si la propiedad de
ciclicidad (o la no ciclicidad) se preserva vı́a lı́mites.

Dado α ∈ R y una sucesión de funciones cı́clicas { fn}
∞
n=1 ⊂ Dα que converge a una función

f ∈ Dα \ {0} en la norma de Dα, en el siguiente teorema damos condiciones necesarias para
que la función lı́mite también sea cı́clica en Dα. En lo que sigue, denotaremos por Z(g) al
conjunto de ceros de g ∈ Dα en D.

Teorema 4.17. Sean α ∈ R y { fn}
∞
n=1 una sucesión de funciones cı́clicas en Dα que converge

a f en la norma de Dα. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Existe C > 0 tal que ‖ f / fn‖M(Dα) ≤ C para todo n ∈ N,

ii) lim
n→∞
‖1 − f / fn‖α = 0.
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Entonces, f es cı́clica en Dα.
Además, para cada α ∈ R, existe una función no cı́clica f ∈ Dα tal que Z( f ) ∩ D = ∅

y una sucesión de funciones cı́clicas { fn}
∞
n=1 que converge a f en Dα, que satisface ii) siendo

f / fn un multiplicador para todo n ∈ N.

Demostración. Para demostrar que f es cı́clica, vamos a usar la caracterización iv) de la
Proposición 4.7, es decir, queremos encontrar una sucesión de polinomios {pm}

∞
m=1 tal que

lim
m→∞
‖pm f − 1‖α = 0.

Sea ε > 0. Como fn ∈ Dα es cı́clica para todo n ∈ N, por iv) de la Proposición 4.7
existe una sucesión de polinomios {pm,n}

∞
m=0 y una constante M(n) dependiente de n tal que

‖pm,n fn − 1‖α < ε si m > M(n). Veamos que es posible elegir n0 ∈ N tal que ‖pm,n0 f − 1‖α < ε
si m > M(n0). Observamos que podemos descomponer pm,n0 f − 1 en una diferencia de forma
tal que:

‖pm,n0 f − 1‖α = ‖ f / fn0(pm,n0 fn0 − 1) − (1 − f / fn0)‖α.

Usando la definición de la norma de multiplicador y la desigualdad triangular obtenemos que
la norma anterior se puede acotar por

‖ f / fn0‖M(Dα) ‖pm,n0 fn0 − 1‖α + ‖1 − f / fn0‖α. (4.4)

Ahora, por i), como fn0 es cı́clica podemos acotar el primer término de la suma (4.4) por ε/2 si
m > M(n0). Por lo tanto, basta elegir n0 suficientemente grande de manera que ‖1− f / fn0‖α <
ε/2, lo cual es posible por ii). Esto demuestra la conclusión principal del Teorema.

Para demostrar lo que resta del teorema, vamos a considerar los casos α ≤ 0, 0 < α ≤ 1 y
α > 1.

Para α ≤ 0, consideramos la función inner singular (ver Ejemplo 1.22)

g(z) = exp
(
−

1 + z
1 − z

)
.

la cual verifica que |g(z)| < 1 para todo z ∈ D. Luego, g ∈ H∞ = M(Dα) ⊂ Dα para todo α ≤ 0.
Además, g no es cı́clica en Dα (ver por ejemplo [43]). Veamos que g se puede aproximar por
una sucesión {gn}

∞
n=1 de funciones cı́clicas en la norma de Dα. Para ello consideramos para

n ∈ N las funciones

gn(z) = exp
(
−

1 + z
(1 + 1/n) − z

)
y observamos que gn satisface la siguiente desigualdad

e−2n ≤ |gn(z)| < 1, z ∈ D.

Luego, gn ∈ H∞ ⊂ Dα y está acotada inferiormente por una constante positiva para cada
n ∈ N, lo cual implica que gn es cı́clica para todo n ∈ N. Resta ver que lim

n→∞
‖gn − g‖α = 0.

Como ‖ f ‖α ≤ ‖ f ‖0 para toda f ∈ Dα con α ≤ 0, es suficiente probar la convergencia en H2.



96 CAPÍTULO 4. ESPACIOS TIPO DIRICHLET Y CICLICIDAD

Ahora, notemos que como gn es analı́tica en una región que contiene a D, entonces existe el
lı́mite radial g∗n de gn satisface g∗n(eiθ) = gn(eiθ) para todo θ ∈ (−π, π]. Por otro lado, si θ , 0,
la función lı́mite g tiene lı́mite radial

g∗(eiθ) =

g(eiθ) = −iecot(θ/2) si θ , 0,
0 si θ = 0.

Por lo tanto, podemos escribir

‖gn − g‖20 =
1

2π

∫ π

−π

|g∗n(eiθ) − g∗(eiθ)|2 dθ = (I) + (II),

donde (I) es la integra en el conjunto ε ≤ |θ| ≤ π y (II) es la integral en la región complemen-
taria |θ| < ε.

A partir de la definición de gn y el hecho de que |g(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D, se puede ver
que

|g∗n(eiθ) − g∗(eiθ)|2 ≤ 4.

Para ε ≤ |θ| ≤ π, vemos además que

|g∗n(eiθ) − g∗(eiθ)|2 = e2 Re(A) − 2 Re(eA) + 1 (4.5)

donde

A =
1
n

1 + eiθ

((1 + 1/n) − z)(1 − eiθ)
,

que converge a 0 cuando n tiende a∞. Luego, (4.5) converge a 0 cuando n→ ∞. Por lo tanto,
por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, (I) tiende a cero cuando n→ ∞. La
integral (II) se puede acotar por 4ε/π. Como esto se cumple para todo ε > 0, concluimos que
lim
n→∞
‖gn − g‖0 = 0.
Supongamos ahora que 0 < α ≤ 1. Sea E ⊂ T un conjunto de medida de Lebesgue cero

y α-capacidad positiva. Este conjunto existe y se puede construir de la siguiente manera:
fijamos α y tomamos ε = 1 − 2α/(α−2). Observamos que entonces

α

2
= 1 −

log(2)
log( 2

1−ε )
.

Consideremos el conjunto de Cantor E que se obtiene removiendo en cada paso k un intervalo
abierto intermedio de longitud ε veces la longitud de cada intervalo del nivel k − 1. Medi-
ante un cálculo estndar se demuestra que E tiene medida de Lebesgue cero y dimensión de
Hausdorff log(2)/ log(2/1 − ε).

Por lo tanto, (como α > 1− log(2)/ log(2/1−ε)) cα(E) > 0 por el Teorema 4.16. Además,
usando la condición (4.2) se ve fácilmente que E es un conjunto de Carleson.

Ahora, por el (ver [31, Teorema 9.2.8]) existe una función outer, no cı́clica la cual es un
multiplicador f ∈ D1 ∩ C(D) (y en consecuencia f ∈ Dα ∩ C(D) para 0 < α < 1) tal que su
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conjunto de ceros Z( f ) coincide con E. Además, la restricción de f a T define una función
real no negativa.

La idea es definir una sucesión de funciones cı́clicas que convergen a f . Para ello, defin-
imos la sucesión { fn = f + 1/n}∞n=1 ⊂ Dα. Como todas las funciones fn son outer y sus
restricciones a T están acotadas inferiormente por 1/n para el correspondiente n ∈ N, todas
ellas son cı́clicas en Dα.

Finalmente, para α > 1 y n ∈ N, definimos fn(z) = 1 + 1
n − z. Entonces, { fn}

∞
n=1 es una

sucesión de funciones cı́clicas en Dα (por ii) de la Proposición 4.7) que converge a f (z) = 1−z.
Sin embargo, como consecuencia de la misma Proposición 4.7 es claro que f no es cı́clica en
Dα para α > 1. �

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.18. El conjunto de las funciones cı́clicas en Dα no es cerrado en la topologı́a de
la norma Dα. En particular, el conjunto de las funciones outer no es cerrado en la topologı́a
de la norma de H2.

Otra pregunta natural es si el lı́mite de funciones no cı́clicas debe ser no cı́clica. Para
responder esta pregunta tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.19. Sea α ∈ R. Entonces:

i) Si α > 1, el lı́mite de una sucesión convergente de funciones no cı́clicas en Dα es no
cclica.

ii) Si α ≤ 1, existe una sucesión de funciones no cı́clicas en Dα que converge a una función
cı́clica.

Demostración. i) Sean α > 1 y { fn}
∞
n=1 una sucesión de funciones no cı́clicas en Dα que

converge a f ∈ Dα. Como fn es no cı́clica, ii) de la Proposición 4.7 implica que existe zn ∈ D
tal que fn(zn) = 0. Por compacidad, existe una subsucesión convergente {znk}

∞
k=1 de {zn}

∞
n=1 y

un punto z∞ ∈ D al cual converge dicha subsucesión. Se puede ver que f (z∞) = 0, y por lo
tanto f no es cı́clica, aplicando nuevamente la Proposición 4.7.

ii) Consideramos fn(z) = 1 − 1
n − z y f (z) = 1 − z. Entonces, fn, f ∈ Dα (ya que son

polinomios), { fn}
∞
n=1 converge a f , fn no es cı́clica en Dα para n ∈ N ya que su único cero está

en el interior de D, pero f es cı́clica en Dα. Esto último se deduce del hecho de que 1 − z es
cı́clica en D1 (ver [21, Lemma 8]) y que si una función g es cı́clica en D1 entonces es cı́clica
en Dα para α ≤ 1. �

4.2.2 Algunos resultados sobre polinomios aproximantes óptimos
Hasta ahora hemos estudiado distintas propiedades y caracterizaciones acerca de las fun-
ciones cı́clicas en Dα, α ∈ R. Una de las propiedades más importantes que hemos utilizado
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en los resultados previos para demostrar la ciclicidad o la no ciclicidad de ciertas funciones
es la siguiente: una función f es cı́clica en Dα (α ∈ R) si y solo si existe una sucesión de
polinomios {pn}

∞
n=1 tal que

lim
n→∞
‖pn f − 1‖α = 0. (4.6)

En [15], los autores se plantearon la pregunta de si es posible obtener explı́citamente
una sucesión de polinomios que satisfagan la propiedad (4.6) y además se preguntaron si es
posible dar una estimación de la tasa de decaimiento de las normas ‖pn f − 1‖α cuando n →
∞. Para responder estas interrogantes introdujeron el concepto de polinomio aproximante
óptimo.

Denotamos por Pd al espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo d equipado con
la norma ‖ · ‖α. Observamos que para f ∈ Dα\{0} la proyección ortogonal de 1 en el espacio
de dimensión finita fPd = {p f : p ∈ Pd} siempre existe y está únicamente determinado, con
lo cual existe un único elemento p∗d f ∈ fPd que minimiza la norma minp∈Pd ‖p f − 1‖α.

Definición 4.20. Sea f ∈ Dα \ {0}. Se dice que un polinomio p∗d ∈ Pd de grado a lo sumo d
es un polinomio aproximante óptimo (p.a.o) de orden d de 1/ f si

min
p∈Pd
‖p f − 1‖α = ‖p∗d f − 1‖α.

En términos de la definición anterior tenemos que f es cı́clica si y solo si

‖p∗d f − 1‖α → 0 as d → ∞.

En [33, Theorem 2.1], se demostró que los coeficientes del p.a.o. de orden d de 1/ f son
las entradas de la única solución c ∈ Cd+1 del sistema lineal

Mc = b (4.7)

donde M ∈ C(d+1)×(d+1) es la matriz con entradas

m j,k = 〈S k f , S j f 〉α para j, k = 0, ..., d,

y b ∈ C(d+1) es el vector con entradas

bk = 〈1, S k f 〉α para k = 0, ..., d,

donde S es el operador shift actuando en Dα.
Nuestro objetivo es demostrar que dada f ∈ Dα \ {0} y { fn}

∞
n=1 ⊂ Dα que converge a f ,

entonces el p.a.o. de orden d de 1/ f se puede aproximar por los p.a.o. de orden d de 1/ fn.
En el siguiente resultado veremos una estimación cuantitativa de la distancia entre los p.a.o.
de orden d correspondientes a f y fn. Recordemos que la norma de Frobenius de una matriz
A = (a j,k) ∈ Cm×m, se define por

‖A‖F =

 m∑
j,k=1

|a j,k|
2


1/2

.
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Teorema 4.21. Sea α ∈ R, d ∈ N y { fn}
∞
n=1 una sucesión en Dα y f ∈ Dα. Consideramos

el p.a.o. pd de orden d de 1/ f y los p.a.o. pd,n de orden d de 1/ fn, y sus correspondientes
sistemas lineales de la forma (4.7), los cuales denotamos por Mc = b y Mncn = bn, n ∈ N,
respectivamente. Entonces, existe una constante ϕ(d, α) independiente de n tal que para todo
n ∈ N

i) ‖bn − b‖0 ≤ ‖ fn − f ‖α,

ii) ‖Mn − M‖F ≤ ϕ(d, α) (‖ fn‖α + ‖ f ‖α) ‖ fn − f ‖α.

Más aún, existe ψ(d, α) tal que

‖pd,n − pd‖α ≤ ψ(d, α) ‖M−1
n ‖F

(
‖bn − b‖0 + ‖M−1‖F ‖M − Mn‖F ‖b‖0

)
.

Naturalmente, estamos interesados en el caso en el que la sucesión { fn}
∞
n=1 converge a f

en Dα. En ese caso tenemos la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 4.22. Bajo las mismas hipótesis del Teorema 4.21, si asumimos que { fn}
∞
n=1 con-

verge a f en la norma de Dα, entonces

lim
n→∞
‖bn − b‖0 = lim

n→∞
‖Mn − M‖F = lim

n→∞
‖pd,n − pd‖α = 0

donde la tasa de decaimiento en todos los casos en de la forma C(d, α, f ) ‖ fn − f ‖α.

Observación 4.23. Antes de demostrar el Teorema 4.21 queremos recordar algunos aspectos
sobre transformaciones lineales T : (Pd, ‖ · ‖0) → (Pd, ‖ · ‖0). Sea B = {zk}dk=0 la base

ortonormal canónica de (Pd, ‖ · ‖0). Entonces, si [T ]B =
(
t j,k

)d

j,k=0
es la matriz asociada a T y

[p]B = (ak)d
k=0 es el vector coordenado de p ∈ Pd, ambos en la misma base B, tenemos que

[T p]B = [T ]B[p]B. Además, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

‖T‖2 := sup
‖p‖0=1

‖[T p]B‖20 = sup
‖p‖0=1

d∑
j=0

∣∣∣∣∣∣∣
d∑

k=0

t j,kak

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤

d∑
j=0

 d∑
k=0

|t j,k|
2

 = ‖ [T p]B‖2F .

Para nuestros propósitos, queremos determinar una representación de la matriz T ac-
tuando en el espacio Pd equipado con la norma ‖ · ‖α. Sea B

′

= {zk/(k + 1)α/2}dk=0 la base
ortonormal de (Pd, ‖ · ‖α).

La matriz de cambio de base de B
′

a B es

D =


1 0 . . . 0
0 1/2α/2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1/(d + 1)α/2

 ,
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y entonces, D[p]B′ = [p]B. Luego, tenemos que

[T ]B′ [p]B′ = [T p]B′ = D−1[T p]B = D−1[T ]B[p]B = D−1[T ]BD[p]B′ ,

es decir,
[T ]B′ = D−1[T ]BD.

En consecuencia, tenemos que que

‖ [T ]B′ ‖
2
F = traza([T ]∗

B
′ [T ]B′ ) =

m∑
j,k=0

|t j,k|
2 ( j + 1)α

(k + 1)α
.

Demostración del Teorema 4.21. La condición i) se obtiene fácilmente, notando que |bn,0 −

b0| = | fn(0) − f (0)| y |bn,k − bk| = 0 para todo k ≥ 1. Por lo tanto,

‖bn − b‖20 =

d∑
k=0

|bn,k − bk|
2 = | fn(0) − f (0)|2 ≤ ‖ fn − f ‖2α.

Ahora, veamos que se cumple ii). Denotamos las entradas de Mn y M por mn
j,k y m j,k

respectivamente. A partir de las definiciones Mn y M tenemos que

|mn
j,k − m j,k| = |〈S k fn, S j fn〉α − 〈S k f , S j f 〉α|.

Usando la desigualdad triangular obtenemos

|mn
j,k − m j,k| ≤ |〈S k fn, S j( fn − f )〉α| + |〈S k( fn − f ), S j f 〉α|.

Luego, la desigualdad de Cauchy-Schwarz permite acotar la expresión anterior y obtener lo
siguiente:

|mn
j,k − m j,k| ≤ ‖S j‖op ‖S k‖op ‖ fn − f ‖α (‖ fn‖α + ‖ f ‖α) .

Notar que ‖S t‖ es comparable con (t + 1)α/2 cuando α ≥ 0 y es 1 en otro caso. Por lo
tanto,

‖Mn − M‖2F =

d∑
j,k=0

|mn
j,k − m j,k|

2 ( j + 1)α

(k + 1)α

se puede acotar superiormente por

ϕ(d, α)2 (‖ fn‖α + ‖ f ‖α)2 ‖ fn − f ‖2α,

donde,

ϕ(d, α) =


‖D‖F ‖D−1‖F si α < 0,
d + 1 si α = 0,
(d + 1) ‖D−2‖F si α > 0.

(4.8)
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usando la notación introducida en la Observación 4.23. Esto concluye la prueba de ii).
Finalmente, usando i) y ii) podemos probar que ‖pd,n − pd‖α es acotado y describir la cota

en términos de ‖ fn − f ‖α.
Expresando las cotas obtenidas anteriormente en términos de la Observación 4.23, si

identificamos los vectores bn y b con las constantes bn(0) y b(0) como elementos de Pd,
podemos escribir la ecuación (4.7) como

Mn[pn,d]B = [bn]B y M[pd]B = [b]B. (4.9)

Observar que (4.9) se verifica con respecto a cualquier base de Pd, en particular, con
respecto a la base B

′

que definimos en la Observación 4.23. Obtenemos entonces que

‖pd,n − pd‖
2
α =

d∑
j=0

∣∣∣cn
j( j + 1)α/2 − c j( j + 1)α/2

∣∣∣2
lo cual es igual a ∥∥∥[pd,n]B′ − [pd]B′

∥∥∥2

0
=

∥∥∥[Mn]−1
B
′ [bn]B′ − [M]−1

B
′ [b]B′

∥∥∥2

0
.

Aplicando la desigualdad triangular, tenemos que ‖pd,n− pd‖α está acotado superiormente por∥∥∥[Mn]−1
B
′ [bn]B′ − [Mn]−1

B
′ [b]B′

∥∥∥
0

+
∥∥∥[Mn]−1

B
′ [b]B′ − [M]−1

B
′ [b]B′

∥∥∥
0
. (4.10)

Recordando que [Mn]−1
B
′ = D−1M−1

n D, [M]−1
B
′ = D−1M−1D y [b]B′ = D−1[b]B tenemos la

siguiente estimación para el primer término del lado derecho en (4.10)∥∥∥[Mn]−1
B
′ [bn]B′ − [Mn]−1

B
′ [b]B′

∥∥∥
0
≤ ‖D−1‖F ‖M−1

n ‖F ‖bn − b‖0.

Para acotar el segundo sumando en (4.10) usamos la siguiente factorización: si A, B son dos
matrices inversibles, entonces

A−1 − B−1 = B−1(B − A)A−1,

y por lo tanto
‖A−1 − B−1‖F ≤ ‖B−1‖F ‖B − A‖F ‖A−1‖F .

Esta última desigualdad implica que∥∥∥[Mn]−1
B
′ [b]B′ − [M]−1

B
′ [b]B′

∥∥∥
0
≤ ‖D−1‖F

∥∥∥M−1
n − M−1

∥∥∥
F
‖b‖0 ,

lo cual está acotado por

‖D−1‖F ‖M−1‖F ‖M − Mn‖F ‖M
−1
n ‖F ‖b‖0 .

En resumen, obtuvimos que ‖pd,n − pd‖α está acotado superiormente por

‖D−1‖F ‖M−1
n ‖F

(
‖bn − b‖0 + ‖M−1‖F ‖M − Mn‖F ‖b‖0

)
.

Observando que ‖D−1‖F depende únicamente de d y α, la conclusión del teorema se ob-
tiene tomando ψ(d, α) = ‖D−1‖F . �
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En el siguiente Corolario encontramos explı́citamente las cotas del Teorema 4.21.

Corolario 4.24. Las constantes ϕ(d, α) y ψ(d, α) halladas en el Teorema 4.21 se pueden
elegir de la forma ϕ(d, α) = C(α) ϕ′(d, α) donde

ϕ′(d, α) ≤


(d + 1)(2−α)/2 si α < −1,
(d + 1)(1−α)/2√ln(d + 2) si α = −1,
d + 1 si − 1 < α < 0,
(d + 1)α+1 si α ≥ 0,

y

ψ(d, α) ≤


d + 1 si α < −1,
ln(d + 2) si α = −1,
(α + 1)−1(d + 1)α+1 si α > −1.

Demostración. Recordemos que ambas constantes ϕ(d, α) y ψ(d, α) sólo dependen de la
norma de Frobenius de D, D−1 y D−2. Luego, estimando estas normas para los distintos
valores de α obtenemos que

‖D‖2F =

d∑
j=0

1
( j + 1)α

≤ (d + 1)1−α, α ≤ 0,

y

‖D−1‖2F =

d∑
j=0

( j + 1)α ≤


d + 1 si α < −1,
log(d + 2) si α = −1,
(α + 1)−1(d + 1)α+1 si α > −1.

Además, para α > 0 tenemos que

‖D−2‖2F =

d∑
j=0

( j + 1)2α ≤ (d + 1)2α+1.

Por lo tanto, usando (4.8) obtenemos las cotas buscadas. �

Dado que las cotas que encontramos en el Teorema 4.21 para la norma ‖pd,n− pd‖α depen-
den de la norma de Frobenius ‖M−1‖F , nos preguntamos si existen cotas uniformes para los
valores de las normas de Frobenius de distintas matrices M−1 asociadas a distintas funciones
f en el espacio Dα ( f de norma 1).

Proposición 4.25. Sea α ∈ R. Existe una sucesión de funciones de norma 1 {gn}
∞
n=0 ⊂ Dα \{0}

con p.a.o. de grado 1 de 1/gn dado por una sucesión de matrices {Mn}
∞
n=0 ⊂ C

2×2 tal que

‖M−1
n ‖F → ∞ si n→ ∞.
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Demostración. Para cada n ∈ N, escribimos explı́citamente la matriz Mn asociada al p.a.o.
de 1/gn dada en el sistema lineal (4.7), esto es,

Mn =

(
1 〈gn, S gn〉α

〈S gn, gn〉α ‖S gn‖
2
α

)
.

Notamos que M−1
n está bien definida ya que la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos dice

que el determinante de Mn es estrictamente positivo. Luego, la matriz inversa M−1
n está dada

por

M−1
n =

1
‖S gn‖

2
α − |〈S gn, gn〉α|

2

(
‖S gn‖

2
α −〈gn, S gn〉α

−〈S gn, gn〉α 1

)
,

y su norma de Frobenius es

‖M−1
n ‖

2
F =

1(
‖S gn‖

2
α − |〈gn, S gn〉α|

2)2

(
‖S gn‖

4
α + 2|〈S gn, gn〉α|

2 + 1
)
.

Para definir gn, fijamos una sucesión {an}
∞
n=0 ⊂ C \ D tal que lim

n→∞
an = 1.

Veamos primero el caso α ≤ 0: para n ∈ N, elegimos la sucesin gn ∈ Dα como los núcleos
reproductivos normalizados en Dα

gn =
kα1/an

‖kα1/an
‖α
.

Usando la propiedad reproductiva obtenemos que

‖kα1/an
‖2α = 〈kα1/an

, kα1/an
〉α = kα1/an

(1/an) =

∞∑
j=0

|an|
−2 j

( j + 1)α
.

A partir de la definición de los núcleos podemos calcular las normas de ‖S kα1/an
‖2α, en

efecto,

〈S kα1/an
, S kα1/an

〉α = |an|
2
∞∑
j=1

|an|
−2 j

j2α ( j + 1)α ≤ |an|
2 ‖kα1/an

‖2α.

Luego, podemos acotar la entrada (1, 1) de la matriz M−1
n de la siguiente manera

‖S gn‖
2
α = 〈S gn, S gn〉α =

‖S kα1/an
‖2α

‖kα1/an
‖2α
≤ |an|

2.

En este punto, resta acotar |〈S gn, gn〉|
2, sin embargo, es posible encontrar su valor exacto

usando una vez más la propiedad reproductiva de los núcleos. En efecto, |〈S gn, gn〉α|
2 está

dado por
|〈S kα1/an

, kα1/an
〉α|

2

‖kα1/an
‖4α

=
1
|an|

2

|kα1/an
(1/an)|2

‖kα1/an
‖4α

=
1
|an|

2 .
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Por lo tanto, una cota interior para la norma de M−1
n es,

‖M−1
n ‖

2
F ≥

1
(|an|

2 − (1/|an|
2))2

(
2(1/|an|

2) + 1
)
.

El lado derecho diverge si an → 1. Luego, tomando an = 1 + 1
n se obtiene el resultado

deseado.
Analizamos ahora el caso α > 0. Consideramos

fn(z) =
1

1 − z/an
y gn =

fn

‖ fn‖α
.

Notar que

‖ fn‖
2
α =

∞∑
j=0

|an|
−2 j( j + 1)α = |an|

2
∞∑
j=1

|an|
−2 j jα = |an|

2 Li−α(|an|
−2),

donde Lis(z) se llama el polilogaritmo de orden s y argumento z.
Haciendo un cálculo sencillo se demuestra que ‖S fn‖

2
α = |an|

2(‖ fn‖
2
α − 1) y 〈S fn, fn〉α =

an(‖ fn‖
2
α − 1). Remplazando estas expresiones en la definición de gn obtenemos directamente

que

‖S gn‖
2
α = |an|

2
(
1 −

1
‖ fn‖

2
α

)
,

y de forma análoga tenemos que

|〈S gn, gn〉α|
2 = |an|

2
(
1 −

1
‖ fn‖

2
α

)2

.

El numerador en la expresión de ‖M−1
n ‖

2
F es mayor o igual que 1 para todo n ∈ N y el denom-

inador se puede expresar en términos de ‖ fn‖
2
α como

|an|
2
(
1 −

1
‖ fn‖

2
α

)
1
‖ fn‖

2
α

=
1

Li−α(|an|
−2)

(
1 −

1
|an|

2Li−α(|an|
−2)

)
.

Como jα ≥ 1 para todo j ≥ 1 y α > 0 tenemos que

Li−α(|an|
−2) =

∞∑
j=1

|an|
−2 j jα ≥

∞∑
j=1

|an|
−2 j =

|an|
2

1 − |an|
−2 =

|an|
4

|an|
2 − 1

,

lo cual tiende a infinito si an → 1. Esto implica que ‖M−1
n ‖F diverge si n tiende a ∞. Esto

concluye la demostración. �
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