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Resumen

Esta tesis reúne el estudio de distintos sistemas cuánticos de pocos grados de libertad expuestos

a los efectos de un entorno no controlado. En particular, el eje del trabajo es la relación entre los

fenómenos de decoherencia y disipación inducidos por el entorno, y el concepto denominado fase

geométrica. La primer mención a estas fases en el contexto de la mecánica cuántica se remonta

al trabajo pionero de Berry. En 1984 Berry mostró que la fase acumulada por un autoestado de

un Hamiltoniano con dependencia temporal en un ciclo adiabático consta de dos contribuciones

distintas: una que denominó ’geométrica’, y la bien conocida fase dinámica.

A partir del trabajo de Berry, la noción de fase geométrica fue generalizada más allá del escenario

original, con definiciones que aplican a evoluciones unitarias arbitrarias. Estas fases geométricas

emergen naturalmente en una descripción geométrica del espacio de Hilbert, donde se manifiestan

como holonoḿıas. Resultan significantes no sólo a nivel fundamental y del formalismo matemático

de la mecánica cuántica, sino también para la explicación de múltiples fenómenos que incluyen,

entre otros, el efecto Hall fraccionario. Más aún, en una mirada más actual, las fases geométricas

resultan elementos prometedores con aplicaciones prácticas, como la construcción de compuertas

geométricas para el tratamiento de información cuántica.

Sin embargo, un estado puro en evolución unitaria es una idealización y todo experimento e

implementación real debe lidiar con la presencia de un entorno que interactúa con el sistema de

estudio, lo que requiere una descripción en términos de estados mixtos y evoluciones no-unitarias.

La definición de una fase geométrica que aplique en tal escenario es todav́ıa un problema abierto,

y distintas propuestas coexisten. Caracterizar estos objetos se torna de este modo un proyecto

con múltiples motivaciones que van desde aspectos fundamentales de la mecánica cuántica hasta

aplicaciones tecnológicas.

i





Abstract

Geometric Phases in Open Quantum Systems: Analysis and Applications

This thesis is composed of several studies performed over different quantum systems of few

degrees of freedom exposed to the effect of an uncontrolled environment. The primary focus of the

work is to explore the relation between decoherence and dissipative effects induced by the presence

of the environment, and the concept known as geometric phases. The first mention of these phases

in the context of quantum mechanics goes back to the seminal work by Berry. He demonstrated that

the phase acquired by an eigenstate of a time-dependent Hamiltonian in an adiabatic cycle consists

of two distinct contributions: one termed ’geometric’ and the other known as the dynamical phase.

Since Berry’s work, the notion of geometric phases has been extended far beyond the original

context, encompassing definitions applicable to arbitrary unitary evolutions. These geometric phases

naturally arise in the geometric description of Hilbert space, where they manifest as holonomies.

They possess significance not only in the fundamental understanding of quantum mechanics and

its mathematical framework but also in explaining various physical phenomena, including the Frac-

tional Hall Effect. Moreover, in a modern perspective, geometric phases hold promise for practical

applications, such as constructing geometric gates for quantum information processing and storage.

However, in practice, a pure state of a quantum system is an idealized concept, and every

experimental or real-world implementation must account for the presence of an environment that

interacts with the observed system. This interaction necessitates a description in terms of mixed

states and non-unitary evolutions. The definition of a geometric phase applicable in such scenarios

remains an open problem, giving rise to multiple proposed solutions. Consequently, characterizing

these geometric phases becomes a multifaceted task, encompassing motivations that span from

fundamental aspects of quantum mechanics to technological applications.
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Índice general

1. Introducción 1

1.1. Lista de publicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. Fases geométricas: Aspectos teóricos generales 5
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6.2. Fase geométrica de un sistema abierto monitoreado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.3. El modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.4. Resultados: distribuciones estad́ısticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

vii



6.5. Resultados: transiciones topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

7. Conclusiones 95

A. Evolución unitaria de un sistema de dos niveles en un campo rotante 99

B. Derivación de ecuaciones maestras 103

B.1. Hamiltoniano libre sin dependencia temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

B.2. Ecuación de Lindbland . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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Introducción

Fases geométricas en mecánica cuántica - Cuando se considera la dinámica generada por un

Hamiltoniano con dependencia temporal expĺıcita bajo las condiciones que definen el llamado régimen

adiabático se observa un comportamiento particular: si el sistema cuántico está a tiempo inicial en

un autoestado del Hamiltoniano, entonces permanece durante toda la evolución en el autoestado

correspondiente del Hamiltoniano instantáneo a tiempos posteriores. Esto, sin embargo, determina el

estado del sistema a menos de una fase. En particular, para Hamiltonianos con dependencia periódica

en el tiempo H(t + T ) = H(t), la ausencia de transiciones implica que el estado final coincida, a

menos de una fase, con el estado inicial. En 1984 Berry mostró, en un trabajo pionero [1], que dicha

fase consta, además de la ya por entonces bien conocida fase dinámica, de una componente extra

que denominó goemétrica. Fue Simon [2] quien, poco tiempo después, sentó el carácter geométrico

de la fase de Berry demostrando que puede entenderse como la holonoḿıa de un fibrado lineal sobre

el espacio de parámetros.

Partiendo de este punto, se han propuesto nociones de fase geométrica bien definidas en esce-

nario mucho más generales que aquél considerado por Berry. Por ejemplo, Aharonov y Anandan [3]

eliminaron la restricción de evolución adiabática introduciendo el concepto de fase geométrica no-

adiabática, aunque manteniendo la condición de evolución ćıclica. Samuel y Bhandari [4] fueron

todav́ıa un paso más allá, definiendo la fase geométrica asociada a cualquier evolución en la que el

estado permanezca puro, sin la necesidad de que sea ćıclica ni preserve norma. Mukunda y Simon [5]

recuperaron, mediante su abordaje cinemático, la expresión para la fase geométrica asociada a la

trayectoria unitaria más general posible, explicitando al mismo tiempo la independencia de la fase

respecto de la dinámica: la fase geométrica depende exclusivamente del camino que el estado traza

en el espacio proyectivo de rayos (esto es, en el espacio de estados f́ısicos) y de la estructura parti-

cular del espacio de Hilbert, pero es independiente de la dinámica espećıfica que da origen a dicho

camino.

Las diversas generalizaciones introducidas por estos autores recuperan formalmente los resultados

previos si las hipótesis correspondientes se satisfacen, formando de este modo un conjunto de defini-

ciones consistente. Otras generalizaciones que, a diferencia de las ya mencionadas, no serán tratadas

en esta tesis incluyen la definición de fases geométricas para estados mixtos en evolución unita-

ria [6–11], las llamadas fases geométricas no-diagonales [12,13] y las fases geométricas no-abelianas

que surgen en el contexto de evoluciones adiabáticas degeneradas en enerǵıa [14].

Emergiendo en la estructura geométrica del espacio de Hilbert y de la curva sobre éste trazada
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Introducción

por el estado, las fases geométricas resultan elementos relevantes para el estudio de la mecánica

cuántica a nivel fundamental y de su descripción matemática. Pero su relevancia no se agota alĺı, y

también han permitido explicar múltiples fenómenos f́ısicos como el efecto Hall fraccionario [15] o

el comportamiento mostrado por aislantes y superconductores topológicos [16, 17].

El auge de la información cuántica ha abierto una nueva v́ıa para las fases geométricas con

aplicaciones prácticas, por ser considerada una herramienta robusta para el procesamiento de in-

formación [18]. Esta nueva ĺınea de interés fue impulsada por el trabajo de Zanardi y colaborado-

res [19–21], quienes propusieron utilizar fases geométricas para construir compuertas cuánticas (las

operaciones lógicas básicas que componen una computación cuántica). Sin embargo, la búsqueda de

aplicaciones prácticas impone un nuevo escenario que no puede ignorarse. La imagen de un sistema

representado por un estado puro cuya evolución está generada por un operador herḿıtico es una

idealización, y los sistemas reales se encuentran siempre sujetos a efectos producto de su interacción

con el entorno. En esta dirección, compuertas cuánticas de alta fidelidad fueron implementadas con

iones atrapados [22], mientras que la voluntad de perfeccionar el rendimiento de los dispositivos

diseñados para el procesamiento de información cuántica con respecto a los efectos del entorno ha

sugerido el uso de esquemas de compuertas cuánticas no-adiabáticas [23–28].

Fases geométricas en sistemas abiertos - La propuesta de aplicaciones prácticas para el pro-

cesamiento de información cuántica no es, sin embargo, la única motivación para el estudio de la

fase geométrica acumulada por sistemas cuánticos abiertos.

En primer lugar, el estudio de la fase geométrica en un sistema abierto implica necesariamente

una definición que generalice las bien establecidas expresiones, aplicables al caso de estados puros,

al contexto de estados mixtos en evolución no-unitaria [29, 30]. La búsqueda de tal generalización

conduce a nuevos niveles tanto de comprensión e interpretación de la mecánica cuántica a nivel

fundamental como del desarrollo matemático asociado a su descripción. Esta tarea no está defini-

tivamente cerrada, y diversas propuestas y abordajes coexisten. Basándose en los trabajos previos

para la fase geométrica de mezclas estad́ısticas de estados en evolución unitaria, Tong y sus cola-

boradores [31] ampliaron el concepto de fase geométrica al caso de estados mixtos en evolución no

unitaria, mediante una forma funcional que se reduce a la fase unitaria acumulada por un estado puro

consistentemente. Por otra parte, Carollo y colaboradores [32, 33] propusieron un promedio sobre el

ensamble de trayectorias que se obtiene al considerar la interacción entre el sistema y el entorno en

el contexto de trayectorias cuánticas. Esta propuesta se discutió intensamente en [34–37].

Otros tratamientos del problema reportan que el efecto de fluctuaciones clásicas en los paráme-

tros de control de una evolución ćıclica pueden promediarse mitigando su efecto en la fase de Berry

acumulada [38]. La presencia de un baño térmico da origen a contribuciones geométricas a la de-

coherencia [39, 40], detectadas experimentalmente en [41, 42]. Estos resultados sugieren un motivo

más para el estudio de las fases geométricas acumuladas por sistemas cuánticos abiertos: su relación

con otros fenómenos f́ısicos y la posibilidad de comprenderlos o detectarlos a través de ésta. Carac-

terizar la influencia del entorno sobre la fase geométrica y establecer conexiones con otros efectos

del entorno constituye una extensión de los estudios tradicionales que favorece, entre otras cosas,

propuestas para la detección indirecta de fenómenos [43–48].

Estructura de la tesis - La estructura de esta tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 2 se intro-

ducen y discuten aspectos generales de las fases geométricas. Se presentan definiciones para la fase

geométrica acumulada por un sistema aislado que muestran creciente grado de generalidad, se exa-

minan sus propiedades y se ilustran y comparan los resultados mediante un ejemplo paradigmático:

un sistema de dos niveles en presencia de un campo magnético clásico. Este caṕıtulo se completa
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introduciendo el problema de la definición de una fase geométrica que resulte aplicable a sistemas

abiertos y el desarrollo de la propuesta de Tong et al. [31], que será la herramienta clave en los

caṕıtulos 3 a 5.

En el caṕıtulo 3 se estudia en detalle la fase geométrica en un modelo de Jaynes-Cummings

disipativo, como caso paradigmático de la electrodinámica cuántica en cavidades. El modelo de

Jaynes-Cummings unitario [49] describe un sistema formado por un átomo de dos niveles en interac-

ción con un único modo del campo electromagnético en el régimen en que se conserva el número de

excitaciones y es considerado el más simple capaz de dar cuenta satisfactoriamente del acoplamien-

to materia-radiación. En el caṕıtulo, se considera que los principales mecanismos por los cuales el

sistema ’átomo + modo’ interactúa con el entorno son la pérdida de fotones a través de las paredes

de la cavidad y el continuo e incoherente bombeo del sistema de dos niveles [50–54]. Primeramente

se discuten los contextos y abordajes para los cuáles el caso unitario resulta comparable con el caso

disipativo, para posteriormente desarrollar la comparación. Los diversos resultados obtenidos se ana-

lizan y justifican en términos de las trayectorias descritas por el estado. Se encuentra, entre otros

resultados, que la fase geométrica resulta particularmente robusta para el caso resonante en que la

frecuencia del modo del campo coincide con la frecuencia natural del átomo.

En el caṕıtulo 4 se estudia el efecto de las fluctuaciones de vaćıo del campo electromagnético

y las modificaciones introducidas por condiciones de contorno no-triviales. El escenario propuesto

consiste de dos part́ıculas de dos niveles (o qubits) originalmente no-interactuantes entre śı, pero

acopladas al campo electromagnético cuántico. Este conjunto de un sistema bipartito sujeto a la

acción del entorno resulta favorable para el estudio del efecto del entorno sobre el entrelazamiento.

El objetivo en este caṕıtulo es caracterizar la dinámica, el entrelazamiento y la fase geométrica en

presencia de fluctuaciones cuánticas del vaćıo electromagnético, comparando los resultados cuando

se introduce una condición de borde que modifique la estructura del entorno. En particular, se

considera si la presencia del contorno puede ser utilizada como una herramienta para inferir otros

efectos del entorno sobre el sistema. Los resultados observados se interpretan también en términos de

interacciones efectivas entre part́ıculas reemplazando los efectos del contorno por part́ıculas imagen

ubicadas en la región inaccesible del espacio.

Tras analizar, en el caṕıtulo 4, el efecto del vaćıo cuántico del campo electromagnético sobre el

sistema en presencia de un contorno conductor perfecto, en el caṕıtulo 5 se reemplaza este contorno

ideal por un material semiconductor que permite acceder a efectos originados en el movimiento

relativo constante. Entre éstos, nos interesa el fenómeno conocido como fricción cuántica [55–63]

por lo que se estudia un sistema sujeto a este efecto: un átomo de dos niveles que se mantiene,

mediante un forzado externo, en movimiento paralelo a un medio dieléctrico. El conjunto completo

se encuentra además inmerso en el estado de vaćıo del campo electromagnético. La dinámica del

sistema, la pérdida de coherencia y las distintas correcciones introducidas a la fase geométrica se

investigan y comparan con la bibliograf́ıa y los resultados existentes sobre el fenómeno de fricción

cuántica. El caṕıtulo finaliza con una propuesta experimental para la detección de correcciones en

la fase geométrica y la consecuente detección indirecta de fricción cuántica.

En los caṕıtulos 3 a 5 se estudia el concepto de fase geométrica propuesto por Tong et al.,

definido para estados mixtos en evolución no-unitaria, en el caṕıtulo 6 el abordaje se modifica a

una descripción en términos de trayectorias cuánticas. A esta descripción se accede, por ejemplo,

cuando el sistema se monitorea continua e indirectamente. El objetivo de este caṕıtulo es describir las

propiedades de la fase geométrica acumulada a lo largo de trayectorias cuánticas, dónde el carácter

estocástico que adquiere la función de onda asociada a cada evolución singular es heredado por

la fase geométrica. Para mantener los resultados lo más accesibles posible, se propone un modelo

sencillo y paradigmático que en el ĺımite adiabático acumula una fase de Berry. Espećıficamente,

3



Introducción

se retoma el modelo tratado en el ejemplo del caṕıtulo 2, consistente en un átomo de dos niveles

inmerso en un campo magnético rotante y en interacción con un baño de osciladores armónicos,

y se analiza la distribución de fases geométricas resaltando particularmente la competencia entre

los efectos no-adiabáticos y los efectos introducidos por el entorno. Con el objetivo de establecer

una conexión con los resultados experimentales, se estudia además la distribución de franjas de

interferencia obtenidas en un experimento de Eco de Esṕın. Finalmente, se investiga la trayectoria

espećıfica en la que no se registra ningún cambio abrupto y se muestra que la misma atraviesa una

transición topológica como función del acoplamiento con el entorno.

El caṕıtulo 7 contiene las conclusiones generales de esta tesis. Los apéndices reúnen herramientas

teóricas y desarrollos anaĺıticos aplicados a lo largo de la tesis. Espećıficamente, en el apéndice A se

resuelve anaĺıticamente la dinámica de un sistema de dos niveles inmerso en un campo magnético

clásico rotante para el caso en que este sistema está aislado pero sin imponer condiciones sobre la

velocidad de rotación del campo. Por otra parte, el apéndice B provee una introducción no-exhaustiva

al tema de las ecuaciones maestras.
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Fases geométricas: Aspectos teóricos generales

Este caṕıtulo presenta, en primer lugar, una descripción general de las fases geométricas en el

contexto de sistemas aislados, descritos consecuentemente mediante estados puros. Analizar este

caso antes de centrar la atención en sistemas cuánticos abiertos permitirá asimilar nociones y ganar

intuición sobre las fases geométricas en el marco de una teoŕıa formalmente más simple. Más aún, las

fases geométricas fueron propuestas con anterioridad en este escenario, de modo que muchas de sus

caracteŕısticas e interpretaciones se continúan como imposiciones a la generalización. A lo largo del

caṕıtulo se introducen distintas expresiones para la fase geométrica acumulada por el estado de un

sistema, sus propiedades, e interpretaciones. Estas expresiones, válidas bajo un determinado conjunto

de hipótesis, se organizan en orden cronológico de los trabajos que las presentan, que coincide con

el orden creciente de generalidad.

Una vez presentada la fase geométrica en el contexto de los sistemas aislados, se aborda el

problema de una definición que aplique al caso de sistemas cuánticos abiertos, la cual no encuentra

todav́ıa consenso unánime y plantea diversos desaf́ıos. Hacia el final del caṕıtulo se desarrolla una

propuesta particular que será la herramienta de estudio de los próximos caṕıtulos.

2.1. Régimen adiabático y fase de Berry

La fase de Berry [1] es un fenómeno fundamental relacionado con el teorema adiabático. En

1984, Berry mostró que la fase acumulada por el autoestado de un Hamiltoniano H(t) que vaŕıa

lentamente en un ciclo está relacionada con el circuito descrito por H(t) en un dado espacio de

parámetros.

Para reproducir este resultado, se considera un Hamiltoniano H(R(t)) que depende expĺıcitamente

del tiempo a través de un parámetro multidimensional R = (R1, R2, ...), y el conjunto de autoestados

instantáneos de H(t), es decir, de estados {|ψn(R(t))⟩} que satisfacen

H(R(t)) |ψn(R(t))⟩ = En(R(t)) |ψn(R(t))⟩ , (2.1)

suponiendo además que los autovalores satisfacen E1 < E2 < .. de forma que no existe degeneración.

Por otro lado, se considera también la evolución del estado |ψ(t)⟩ del sistema, dada por la ecuación

de Schrödinger
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Fases geométricas: Aspectos teóricos generales

iℏ|ψ̇(t)⟩ = H(R(t)) |ψ(t)⟩ . (2.2)

Expandiendo el estado del sistema en la base de autoestados instantáneos de H según

|ψ(t)⟩ =
∑

n

cn(t) |ψn(R(t))⟩ , (2.3)

la ecuación de Schrödinger se descompone en un conjunto de ecuaciones diferenciales para las

funciones cn(t) ∈ C que actúan como coeficientes de la expansión

iℏ ċn(t) =
(
En − iℏ ⟨ψn| ψ̇n⟩

)
cn(t)− iℏ

∑

m ̸=n
⟨ψn| ψ̇m⟩ cm(t). (2.4)

Al escribir estas ecuaciones diferenciales se ha omitido explicitar que la dependencia de los autoesta-

dos y autovalores en el tiempo es a través del parámetro R(t) con el objetivo de aligerar la notación.

Derivando la expresión (2.1), los factores ⟨ψn| ψ̇m⟩ en el lado derecho de la ecuación pueden es-

cribirse en términos de los elementos de matriz ⟨ψn| Ḣ |ψm⟩ del operador Ḣ. Reemplazando esta

relación en las ecuaciones diferenciales (2.4) para los coeficientes, se obtiene

ċn(t) =
−i
ℏ

(
En − iℏ ⟨ψn| ψ̇n⟩

)
cn(t)−

∑

m̸=n

⟨ψn| Ḣ |ψm⟩
Em − En

cm(t). (2.5)

Si el término con la sumatoria se anula, entonces las soluciones cn(t) resultan simplemente los valores

iniciales cn(0) multiplicados por un factor de fase y en consecuencia se tiene que |cn(t)| = |cn(0)|.
En este caso, un sistema preparado en un autoestado |ψn(R(0))⟩ del Hamiltoniano a tiempo inicial

permanecerá en el autoestado instantáneo correspondiente |ψn(R(t))⟩ en todo instante posterior (a

menos de una fase). Las transiciones entre niveles de enerǵıa se originan entonces en la sumatoria

de la ecuación (2.5). Estas transiciones pueden despreciarse en el régimen adiabático, caracterizado

por una variación del Hamiltoniano H(R(t)) lenta con respecto a las escalas propias del sistema

T ∼ ℏ/(Em − En).

En el régimen adiabático, los coeficientes cn(t) de la expansión (2.3) satisfacen, aproximadamente,

la ecuación

ċn(t) =

(
− i

ℏ
En − ⟨ψn| ψ̇n⟩

)
cn(t), (2.6)

de modo que un dado autoestado del Hamiltoniano evoluciona según

|ψ(t)⟩ = e−
i
ℏ
∫ t
0 dt′ E(R(t′))eiϕ

n
a (t) |ψn(R(t))⟩ . (2.7)

El primer factor exponencial representa la acumulación de fase dinámica (1/ℏ)
∫ t
0 dtEn(R(t)),

mientras que el segundo factor es aquél sobre el cual Berry centró su atención.

Cuando el parámetro R(t) se conduce durante un intervalo t ∈ [0, T ] a lo largo de un ca-

mino cerrado C en el espacio de parámetros, y en consecuencia se tiene que R(0) = R(T ), todas

aquellas cantidades que pueden escribirse como funciones de R heredan la misma periodicidad. El

Hamiltoniano del sistema necesariamente satisface H(R(0)) = H(R(T )) y lo mismo ocurre con

sus autoestados y autoenerǵıas, y en consecuencia con la fase dinámica. La fase de Berry ϕna , sin

embargo, no puede escribirse como una función del parámetro R y no resulta univaluada sobre el

circuito ϕna (0) ̸= ϕna (T ) sino que satisface la ecuación

ϕ̇na (t) = i ⟨ψn(R(t))| ∇R |ψn(R(t))⟩ Ṙ(t). (2.8)

6



2.2. Fase de Aharonov-Anandan

De esta forma, la fase de Berry acumulada al variar el Hamiltoniano a lo largo del circuito, resultado

de integrar la ecuación (2.8) en el intervalo t ∈ [0, T ], es

ϕna (C) = i

∮

C
⟨ψn(R)| ∇R |ψn(R)⟩ · dR, (2.9)

donde se ha realizado un cambio en la variable de integración t → R, obteniendo una integral de

ĺınea a lo largo del circuito C en el espacio de parámetros.

La expresión (2.9) es independiente de la velocidad a la que se recorre el circuito o, lo que

es lo mismo, es independiente frente a reparametrizaciones del circuito que preserven el sentido.

Sin embargo, hay que notar que la dependencia en la velocidad con la que vaŕıa el parámetro

prevalece indirectamente en las hipótesis realizadas. Espećıficamente, si el parámetro no vaŕıa lo

suficientemente lento para despreciar las transiciones no-adiabáticas a otros niveles de enerǵıa, la

evolución del sistema no está dada por la ecuación (2.7). Sin embargo, es posible definir una fase

geométrica absolutamente independiente de la tasa de evolución del sistema. Este es precisamente

el resultado obtenido por Aharonov y Anandan [3].

2.2. Fase de Aharonov-Anandan

Considérese H el espacio de Hilbert adecuado para la descripción de un dado sistema cuántico y

N0 el subespacio de vectores no-nulos y norma unitaria de H. Si se describe el estado del sistema

mediante un elemento |ψ⟩ ∈ N0, el mismo queda entonces definido a menos de un factor de fase.

Esto quiere decir que todos aquellos vectores de estado |ψ⟩ ∈ N0 que difieren en un factor de fase

se consideran equivalentes ya que recuperan valores de expectación y probabilidades idénticas. Por

el contrario, los estados f́ısicos, aquellos en relación 1 a 1 con valores distintos de las propiedades

del sistema, están representados por clases de equivalencia de vectores de N0, colecciones ξ =

{eiα |ψ⟩ |0 ≤ α < 2π} denominadas rayos que agrupan en un único elemento (la clase) todos los

objetos equivalentes.

A partir de una noción de evolución ćıclica distinta a la de Berry, Aharonov y Anandan [3]

definieron una fase geométrica que resulta idéntica para las infinitas posibles trayectorias C ∈ H en

el espacio de Hilbert que se proyecten sobre una misma curva C ∈ P en el espacio proyectivo de

rayos. Su propuesta se desarrolla como sigue: la ecuación de Schrödinger define una curva C : t ∈
[0, T ] → H en el espacio de Hilbert. Mediante un mapa Π : N0(H) → P(H) esta trayectoria puede

proyectarse en una curva C = Π(C) sobre el espacio de rayos.

Basándose en estas observaciones es posible construir una definición de evolución ćıclica que

no hace referencia alguna al Hamiltoniano del sistema, el cual podŕıa incluso ser independiente del

tiempo: se define las evoluciones ćıclicas como aquellas para las cuales la curva C sobre el espacio de

rayos asociada a la evolución es una curva cerrada, es decir, evoluciones para las cuales se satisface

ξ(0) = ξ(T ). Los vectores del espacio de Hilbert que representan el estado inicial |ψ(0)⟩ y final

|ψ(T )⟩ corresponden en este caso a un mismo estado f́ısico y sólo pueden diferir en un factor de

fase total, lo que puede escribirse como

|ψ(T )⟩ = eiϕ |ψ(0)⟩ . (2.10)

Por otra parte, cada vector en una misma clase de equivalencia ξ está relacionado con el repre-

sentante de la clase mediante multiplicación por un factor de fase adecuado

|ψ(t)⟩ = ei f(t) |ξ(t)⟩ , (2.11)
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Fases geométricas: Aspectos teóricos generales

y la ecuación de Schrödinger para el estado |ψ(t)⟩

iℏ |ψ̇(t)⟩ = H |ψ(t)⟩ (2.12)

implica, cuando se utiliza expĺıcitamente la relación (2.11), la siguiente ecuación diferencial para el

factor de fase f(t)

ℏḟ(t) = −⟨ξ(t)|H |ξ(t)⟩+ iℏ⟨ξ(t)|ξ̇(t)⟩, (2.13)

que debe satisfacer la condición f(T )− f(0) = ϕ. Integrando la ecuación diferencial para el factor

de fase, se obtiene que

ϕ = −1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ξ(t)|H |ξ(t)⟩+

∫ T

0
dt i⟨ξ(t)|ξ̇(t)⟩, (2.14)

donde el término en el lado izquierdo de la ecuación es la ya mencionada fase total, el término

−1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ξ(t)|H |ξ(t)⟩ = −1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H |ψ(t)⟩ (2.15)

corresponde a la fase dinámica, que depende manifiestamente del Hamiltoniano del sistema, y la

sustracción de estos dos términos

ϕA−A = ϕ+
1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H |ψ(t)⟩ =

∫ T

0
dt i⟨ξ(t)|ξ̇(t)⟩, (2.16)

es la fase geométrica propuesta por Aharonov y Anandan. Esta fase depende únicamente de la curva

C descrita en el espacio de rayos, sin referencia alguna al Hamiltoniano del sistema. Restringiéndose

al caso de un Hamiltoniano H(t) que vaŕıa lentamente y expandiendo el estado |ψ(t)⟩ en la base de

autoestados del Hamiltoniano instantáneo se recupera el resultado de Berry de la ecuación (2.9).

2.3. Interpretación geométrica y caso no-ćıclico

Samuel y Bhandari mostraron [4] que la fase geométrica aparece en un contexto todav́ıa más

general que aquél para el que aplica la fase de la ecuación (2.16). La definición de una fase geométrica

no requiere que la evolución sea ćıclica ni que se preserve la norma del estado. Para seguir su definición

se impone, sin embargo, una descripción geométrica del espacio de Hilbert donde la fase surge como

consecuencia de la estructura de este espacio. En lo que sigue, se desarrolla el caso unitario, dejando

el estudio de una evolución no-unitaria para la sección 2.3.4

2.3.1. Abordaje en términos de fibrados

Se considera nuevamente un espacio de Hilbert H adecuado para la descripción de un dado

sistema cuántico y el subespacio N0 ∈ H de elementos de norma unitaria introducido en la sección

anterior 2.2. Los vectores |ψ⟩ ∈ N0 definen el estado del sistema a menos de una fase o, en otras

palabras, dos vectores de N0 relacionados por un factor de fase según |ψ′⟩ = eiα |ψ⟩ son equivalentes,

es decir, describen el mismo estado f́ısico. Las colecciones que agrupan en un único elemento todos

los estados equivalentes, reciben el nombre de clases de equivalencia o de rayos y conforman el

espacio proyectivo P. El mapa Π : N0 → P proyecta cada vector en la clase de equivalencia a la

cual pertenece.

La estructura aqúı descrita para el espacio de Hilbert corresponde a un fibrado principal, en el

cual el espacio total o fibrado se compone de un espacio base y una fibra tipo asociada a cada punto
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2.3. Interpretación geométrica y caso no-ćıclico

del espacio base. En este caso, representado en la figura 2.1, el espacio total es el Hilbert N0, el

espacio base es el espacio proyectivo, de rayos o de estados f́ısicos P y la fibra tipo está formada

por todos los vectores equivalentes, relacionados por una transformación de fase.

ξ

|ψ⟩

Π

Espacio

base P

Fibra

tipo

Figura 2.1: Representación esquemática

del subespacio de estados N0. El espacio

proyectivo de rayos P constituye el espacio

base del fibrado. Asociada a cada punto

ξ ∈ P del mismo hay todo un espacio de-

nominado fibra, es el espacio formado por

los vectores equivalentes. El mapa Π pro-

yecta los elementos de N0 en su elemento

asociado sobre P.

En términos generales, los fibrados son variedades que se ven localmente como el producto de

dos espacios, el base y la fibra, pero pueden tener topoloǵıa global no-trivial. Para una introducción

a este tema, se refiere a [64, 65]. El fibrado es principal cuando la fibra tipo se genera mediante

la acción transitiva de un grupo. En el espacio de Hilbert todos los elementos de la fibra tipo se

obtienen aplicando transformaciones U(1) al elemento representativo.

Para que las fases geométricas surjan naturalmente en esta descripción, será necesario conferir

mayor estructura al espacio. Con este objetivo se introduce a continuación el concepto de conexión.

Una conexión es un objeto que permite comparar elementos pertenecientes a fibras diferentes me-

diante el establecimiento de una regla de transporte paralelo entre puntos en una y otra. El transporte

paralelo de un elemento cualquiera |ψ⟩ ∈ N0 del espacio total a lo largo de una curva C en el espacio

base consiste en el llamado alzamiento horizontal de la curva, es decir, la curva Π−1(C) = C ∈ N0

cuyo vector tangente satisface, punto a punto, la ecuación

Im ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩ = 0 (2.17)

esto es, es perpendicular a la fibra.

Resulta importante observar que el alzamiento horizontal de una curva C ∈ P cerrada puede ser

abierto, o lo que es lo mismo, el transporte paralelo de un vector |ψ⟩ a lo largo de una curva C cerrada

puede conducir a un vector |ψ′⟩ ≠ |ψ⟩ (ver figura 2.2). La transformación |ψ⟩ → |ψ′⟩ = eiα |ψ⟩ que

une los dos extremos se denomina la holonoḿıa de la curva C con respecto a la conexión considerada

y proporciona una interpretación geométrica de la fase de Aharonov-Anandan (A-A), que se delinea

a continuación.

Interpretación geométrica de la Fase de AA - Considérese una curva C : t ∈ [0, T ] → |ψ(t)⟩ sobre

N0 horizontal, y su vector tangente |ψ̇(t)⟩/ ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩. La conexión natural

A =
Im ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩
⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ , (2.18)

transforma, frente a transformaciones U(1) de gauge |ψ(t)⟩ → ei α(t) |ψ(t)⟩, según

A→ A+ α̇(t). (2.19)

9



Fases geométricas: Aspectos teóricos generales

P

C|ψ(T )⟩

|ψ(0)⟩

C

Figura 2.2: Representación esquemática

de una trayectoria ćıclica C ∈ P sobre el

espacio proyectivo de rayos (ĺınea sólida).

El alzamiento horizontal C de C al espa-

cio total (ĺınea de trazo-punto), transporte

paralelo del vector |ψ(0)⟩ a lo largo de C,

no resulta una camino cerrado en N0. El

camino en el espacio total puede cerrarse

sobre el rayo aplicando la transformación

U(1) conveniente al vector |ψ(T )⟩.

Dado que C es horizontal por definición, la ley de transporte paralelo de la ecuación (2.17) impone

que la conexión se anule a lo largo de la trayectoria del estado que le da origen. Si el vector de estado

|ψ(t)⟩ está además asociado a una evolución ćıclica en el sentido de A-A, entonces retorna al rayo

inicial en algún instante T .

Considérese, en este escenario, la integral de la conexión A sobre el camino construido a partir de

la curva |ψ(t)⟩ ; t ∈ [0, T ], cerrada uniendo |ψ(T )⟩ con |ψ(0)⟩ sobre el rayo. Como se ha discutido,

la curva |ψ(t)⟩ es horizontal por definición y por lo tanto la conexión se anula A = 0 sobre ella. Por

otra parte, la integral sobre el tramo vertical que cierra el camino da como resultado la diferencia

de fase entre |ψ(T )⟩ y |ψ(0)⟩
∮
AdlN0 =

∫

C
A+

∫

rayo
A = arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ . (2.20)

En śıntesis, la integral total de la conexión en el camino cerrado equivale a la diferencia de fase entre

los estados inicial y final. Por otra parte, la integral de la conexión A sobre una curva cerrada en

N0 es invariante por efecto de la ley de transformación (2.19). En consecuencia puede considerarse

como una integral sobre el espacio base. La holonoḿıa de la curva C ∈ P asociada a la conexión A

es entonces

g(C) = ei
∮
C A = eiϕA−A (2.21)

donde puede identificarse el factor de fase de A-A.

En el caso de una evolución general, es decir, no necesariamente ćıclica, el vector que describe

el sistema no retornará al rayo inicial. Para tratar este caso es necesario establecer un método que

permita comparar estados en diferentes fibras. Dicho método recurre a la fase de Pancharatnam [66],

definida para dos estados no-ortogonales cualesquiera |ψ1⟩ y |ψ2⟩ como

ϕP = arg ⟨ψ1|ψ2⟩ , (2.22)

y a las curvas geodésicas del espacio de rayos.

2.3.2. Geodésicas del espacio de rayos

Concepto de geodésica del espacio de rayos - Aunque cada elemento de P es una clase de equiva-

lencia de vectores |ψ⟩, resultará conveniente en lo que sigue trabajar con un elemento representativo,

cuidando que las consideraciones resulten invariantes de gauge y apliquen aśı a todos los elementos

de la clase indistintamente. Las geodésicas de un dado espacio son aquellas curvas que resultan el

camino más corto (en algún sentido) entre dos puntos. Se podrá definir tales curvas gracias a que
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2.3. Interpretación geométrica y caso no-ćıclico

el producto interno ⟨·|·⟩ entre elementos del espacio de Hilbert confiere todav́ıa mayor estructura

al espacio proyectivo P, ya que induce sobre éste una métrica (es decir, una noción de distancia)

natural.

Sea |ψ(t)⟩ una curva en N0 y |ψ̇(t)⟩ su vector tangente, es posible construir una derivada

covariante |ψ′(t)⟩ = |ψ̇(t)⟩ − i A |ψ(t)⟩, con A la conexión natural en la ecuación (2.18). De esta

forma, el producto interno ⟨ψ′(t)|ψ′(t)⟩ define un intervalo dl2 = ⟨ψ′(t)|ψ′(t)⟩ dt2 invariante de

gauge que contiene, en consecuencia, únicamente información sobre el rayo. La distancia asociada

a dicho intervalo
∫
dt
√
⟨ψ′(t)|ψ′(t)⟩ puede entonces minimizarse, encontrando la ecuación

(
d

dt
− i A

) ∣∣ψ′(t)
〉
= 0. (2.23)

Las curvas sobre el espacio de Hilbert que satisfacen esta ecuación minimizan la distancia invariante

de gauge y por lo tanto son curvas que se proyectan, mediante el mapa Π : N0 → P, en geodésicas

del espacio base.

Regla de las geodésicas - Las curvas geodésicas son un elemento fundamental para la defini-

ción de una fase geométrica que aplique a trayectorias generales. Esto se debe a que es posible

expresar la fase de Pancharatnam (2.22) como una integral de la conexión A sobre estas curvas.

Este resultado se conoce como regla de las geodésicas y se expresa como sigue [4, 5, 65].

Sean |ψ1⟩ y |ψ2⟩ ∈ N0 dos estados no-ortogonales pero por lo demás arbitrarios y sea, además,

una curva t ∈ [0, T ] → |ψ(t)⟩ que conecta estos dos estados con |ψ(0)⟩ = |ψ1⟩ y |ψ(T )⟩ = |ψ2⟩,
y que se proyecta sobre una geodésica de P, esto es, una curva que satisface la ecuación (2.23).

Entonces, la fase ϕP de Pancharatnam (2.22) entre los estados puede calcularse como la integral de

la conexión natural a lo largo de la geodésica

ϕP =

∫

geodesica
dtA, (2.24)

con la conexión A dada por la ecuación (2.18). Esta regla es la pieza fundamental en la construcción

de una definición de fase geométrica aplicable al caso de evoluciones no-ćıclicas.

2.3.3. Generalización al caso no-ćıclico

Los objetos matemáticos descritos en las secciones 2.3.2 y 2.3.1 dotan de estructura espacio

de Hilbert, confiriéndole nociones de distancia, transporte paralelo, etc., y permiten generalizar la

noción de fase geométrica más allá del escenario de A-A y abandonar la condición de ciclicidad. Para

ver esto, se considera un vector de estado |ψ(t)⟩ que evoluciona desde un estado inicial |ψ(0)⟩ hasta

un dado estado |ψ(T )⟩. Si los estados en los ĺımites del intervalo son no-ortogonales, aunque por lo

demás completamente arbitrarios, se puede aplicar el criterio de Pancharatnam para establecer una

diferencia de fase ϕP entre ellos. Esta diferencia de fase puede además expresarse como una integral

de la conexión A (2.18) mediante la regla de las geodésicas (2.24).

Como se ha discutido, la ley de transformación (2.19) implica que la integral de ĺınea de la

conexión A a lo largo de un camino cerrado en el espacio de Hilbert N0 resulte invariante de gauge

U(1)). Con el objetivo de construir, a partir de la diferencia de fase ϕP entre los estados inicial y

final, una integral de la conexión sobre un camino cerrado, se suma a la misma la integral de A a lo

largo de la curva t ∈ [0, T ] → |ψ(t)⟩ definida por la ecuación de Schrödinger (2.12)

∫ T

0
dtA = −1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H |ψ(t)⟩ (2.25)
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donde para arribar al lado derecho de la ecuación se ha utilizado la definición de la conexión A de

(2.18) y la ecuación de Schrödinger (2.12). De este modo se obtiene una integral de la conexión

A a lo largo de una curva C ∈ N0 cerrada: la construida a partir de la evolución del estado en

el intervalo [0, T ], con sus extremos |ψ(T )⟩ y |ψ(0)⟩ unidos mediante una curva que se proyecta

sobre la geodésica correspondiente. Reemplazando las expresiones (2.24) y (2.25) expĺıcitamente,

puede verse que la integral de ĺınea considerada ϕS−B resulta equivalente a la diferencia entre la

fase dinámica (2.15) y la fase de Pancharatnam

ϕS−B =

∮

C ∈N0

A = −ϕP − 1

ℏ

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H |ψ(t)⟩ =

∮

C∈P
A. (2.26)

Para establecer la última igualdad, se he utilizado que la integral sobre el camino cerrado es invariante

de gauge y puede por lo tanto considerarse como definida sobre el espacio de rayos P. Esta expresión

tiene además un origen puramente geométrico: depende únicamente del camino trazado por el estado

f́ısico C ∈ P, y no en la velocidad a la cual dicho camino se atraviesa.

P

C
|ψ(T )⟩

|ψ(0)⟩

eiϕg

C

Figura 2.3: Representación esquemática

de una trayectoria no-ćıclica C ∈ P en

el espacio proyectivo de rayos (ĺınea sóli-

da). El alzamiento horizontal C de C al

espacio total se indica con una ĺınea de

trazo-punto. Para definir la holonoḿıa de

la curva, la misma se completa con la cur-

va geodésica que une sus extremos (ĺınea

de trazos) y que equivale a la diferencia de

fase de Pancharatnam.

La reducción del resultado (2.26) a la fase de A-A de la ecuación (2.16) para el caso de trayectorias

cerradas en el espacio de rayos es inmediata. Ésta además se reduce a la fase de Berry de la ecuación

(2.9) cuando se satisfacen las hipótesis correspondientes, de forma que todos los resultados anteriores

son casos particulares de la ecuación (2.26).

2.3.4. Generalización al caso no-unitario

La generalización de la fase geométrica se puede llevar todav́ıa un paso más allá si se considera

un sistema cuántico en evolución no-unitaria en el sentido de evolución de un estado puro que no

conserva su norma. Este tipo de evolución se obtiene, por ejemplo, cuando el sistema se somete a

mediciones. De acuerdo con el postulado de colapso, el efecto de una medición en el sistema puede

describirse con el operador de proyección |ψ⟩ ⟨ψ| al autoestado correspondiente. Si se considera un

estado inicial |ψ0⟩ sobre el cual se realizan N mediciones sucesivas de forma tal que la N-ésima

proyección es otra vez al estado inicial. El estado final del sistema está dado por

|ψ0⟩ ⟨ψ0|ψN−1⟩ ... ⟨ψ2|ψ1⟩ ⟨ψ1|ψ0⟩ , (2.27)

y los estados inicial y final tienen una diferencia de fase bien definida según el criterio de Pancha-

ratnam, dada por el argumento del número complejo ⟨ψ0|ψN−1⟩ ... ⟨ψ2|ψ1⟩ ⟨ψ1|ψ0⟩. Usando la regla

de las geodésicas la fase puede, una vez más, escribirse como una integral de la conexión A sobre

una curva cerrada. Dicha curva consiste en una poligonal formada por N − 1 arcos geodésicos.
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2.4. Enfoque cinemático

2.4. Enfoque cinemático

En la mayoŕıa de las discusiones sobre la fase geométrica el punto de partida es la ecuación de

Schrödinger (2.12) para algún sistema cuántico particular caracterizado por un dado Hamiltoniano.

Sin embargo, la fase geométrica es consecuencia de la cinemática cuántica, esto es, independiente

del detalle respecto del origen dinámico de la trayectoria descrita en el espacio de estados f́ısicos.

Mukunda y Simon [5, 67] resaltaron la independencia de la fase geométrica respecto del origen

dinámico de la evolución proponiendo un enfoque cinemático en el cual la trayectoria descrita en el

espacio de estados f́ısicos es el concepto fundamental para la fase geométrica. En su desarrollo, se

parte de la consideración de una curva uniparamétrica y suave C ⊂ N0, conformada por una dada

secuencia de estados |ψ(t)⟩

C = {|ψ(t)⟩ ∈ N0 | t ∈ [0, T ] ⊂ R}, (2.28)

donde no se hace ninguna suposición respecto de si C es una curva abierta o cerrada, ni de el

origen dinámico de la secuencia de estados. Se observa luego detenidamente la cantidad ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩
construida a partir de de esta curva. La condición de unitariedad implica que esta cantidad sea

imaginaria pura, lo que puede escribirse como

⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩ = i Im ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩. (2.29)

Por otra parte, aplicando una transformación U(1) de gauge

C → C′ :
∣∣ψ′(t)

〉
= ei α(t) |ψ(t)⟩ ; t ∈ [0, T ]. (2.30)

la cantidad analizada transforma según Im ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩ → Im ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩ + α̇(t). A partir de esta

ley de transformación se puede construir una funcional de la curva C que resulta invariante frente a

transformaciones U(1) de gauge (2.30), es decir, que toma el mismo valor para las curvas C y C′

arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ − Im

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩. (2.31)

Otra vez, la invarianza de gauge U(1) puede expresarse en términos de los objetos presentados

en las secciones 2.2 y 2.3.1 que componen la descripción geométrica del espacio de Hilbert. Expĺıci-

tamente, el mapa Π : N0 → P proyecta las curvas C ∈ N0 y C′ ∈ N0, relacionadas mediante una

transformación de gauge, en una misma curva C ⊂ P del espacio P de rayos, cociente de N0 con

respecto a la acción de U(1). Esto es,

C ⊂ N0 → Π(C) = C ⊂ P (2.32)

con Π(C′) = Π(C).

La invarianza de gauge de la funcional (2.31) significa que ésta es, en realidad, una funcional de

la imagen C de C. Esta funcional tiene además otra propiedad importante: la invarianza frente a

reparametrizaciones monótonamente crecientes

C → C′ = {
∣∣ψ′(t′)

〉
∈ N0 | t′ ∈ [0′, T ′] ⊂ R} (2.33)

con
∣∣ψ′(t′(t))

〉
= |ψ(t)⟩ ,

∣∣ψ(0′/T ′)
〉
= |ψ(0/T )⟩ .

Combinando las propiedades de invarianza frente a transformaciones de gauge y reparametrizaciones,

se define la funcional

13
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ϕu[C] ≡ arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ − Im

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩, (2.34)

que se denomina la fase geométrica asociada a la curva C del espacio de rayos.

Cada término individual del lado derecho de la ecuación (2.34) queda determinado cuando se

toma una curva C ⊂ N0 y por lo tanto depende de la misma. Sin embargo, la sustracción no depende

de C sino de C, de modo que si se considera esta última curva como el objeto de partida para calcular

ϕg[C] puede elegirse cualquier alzamiento C y el lado derecho de (2.34) resultará independiente de

esta elección.

Aunque la fase geométrica de la ecuación (2.34) se obtuvo desde un tratamiento estrictamente

cinemático y enfatizando su conexión con la geometŕıa del espacio de Hilbert, cuando se aplica

en relación a la ecuación de Schrödinger (2.12) se recuperan todos los resultados previos, según se

satisfagan las condiciones para cada uno de ellos. Además, el escenario cinemático es particularmente

apto para dar una respuesta clara a la pregunta sobre qué le sucede con la fase geométrica frente a

una transformación unitaria del estado.

2.4.1. Transformaciones unitarias

Considérese H(t) un dado Hamiltoniano y |ψ(t)⟩ ; t ∈ [0, T ] una solución de la ecuación de

Schrödinger (2.12) para este Hamiltoniano, sin suponer nada respecto de si H(t) o |ψ(t)⟩ son o

no ćıclicos. En el caso más general la evolución define una curva C = {|ψ(t)⟩ ; t ∈ [0, T ]} con una

imagen C = Π(C) abierta, y

ϕu[C] = arg ⟨ψ(t)|ψ(T )⟩+
∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H(t) |ψ(t)⟩ , (2.35)

donde se ha usado expĺıcitamente que el estado |ψ(t)⟩ es solución de la ecuación de Schrödinger. Si

se aplica una transformación unitaria dependiente del tiempo U(t) sobre el estado |ψ(t)⟩

U †(t)U(t) = I (2.36)
∣∣ψ′(t)

〉
= U(t) |ψ(t)⟩

se obtiene, en general, la solución de una ecuación de movimiento que coincide con la ecuación

Schrödinger para un Hamiltoniano

H ′(t) = U(t)H(t)U †(t)− iℏU(t)U̇ †(t) (2.37)

diferente al original que por lo tanto puede asociarse con un sistema diferente. En consecuencia, en

el caso general se tiene una curva distinta C′ = {|ψ′(t)⟩ ; t ∈ [0, T ]} cuya imagen C′ = Π(C′) es

también distinta de la anterior, y la fase de Pancharatnam resulta

ϕP = arg
〈
ψ′(0)

∣∣ψ′(T )
〉
= arg ⟨ψ(0)|U(0)−1U(T ) |ψ(T )⟩ . (2.38)

Por otro lado, la fase dinámica acumulada en la evolución transformada puede escribirse como

−
∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|H(t) |ψ(t)⟩ − i

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)|U(t)−1U̇(t) |ψ(t)⟩ . (2.39)

Observando estas expresiones, se encuentra que en general no sólo difieren la fase de Pancharatnam

y la fase dinámica sino que también su diferencia se modifica, y en consecuencia ninguna de las fases

conserva su valor ni su expresión funcional al cambiar de C y C a C′ y C′.
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En casos particulares, sin embargo, pueden existir simplificaciones. Uno de estos casos espe-

ciales es aquél en que la transformación unitaria es independiente del tiempo. Aún si H ′(t) =

U(t)H(t)U †(t) ̸= H(t) y en consecuencia generan evoluciones distintas, sin embargo las ecuaciones

(2.38) y (2.39) indican que todas las fases coinciden en este caso. Por el contrario, si U(t) depende

del tiempo, aún si se satisface que H ′(t) = H(t) y por lo tanto U(t) conecta dos soluciones de la

misma ecuación de Schrödinger, las cuales las tres fases, dinámica, geométrica, y total, tienen en

general valores distintos.

2.5. Ejemplo de aplicación: Sistema de dos niveles en un campo

magnético

Para ilustrar la descripción teórica con un ejemplo concreto, se estudian las distintas definiciones

de fase geométrica presentadas en las secciones anteriores tomando el caso paradigmático de un

sistema de esṕın-1/2 inmerso en un campo magnético clásico B(t) = ω n̂B(t) cuya dirección está

dada por n̂B = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) y puede o no cambiar en el tiempo. Una evolución de

este tipo está generada por el Hamiltoniano

H(t) =
1

2
B(t) · σ, (2.40)

con σ = σx x̂ + σy ŷ + σz ẑ un operador vectorial formado por las matrices de Pauli, |0⟩ y |1⟩ los

autoestados de la matriz de Pauli σz, y se consideran unidades de ℏ = 1.

2.5.1. Fase de Berry

Se examina en primer lugar el caso en el cual la dirección del campo B(t) vaŕıa lentamente en el

tiempo con el ángulo polar θ fijo y ángulo azimutal φ = Ω t dependiente del tiempo, como se indica

en el panel (a) de la figura 2.4. Cuando el campo rote lo suficientemente lento, el esṕın de la part́ıcula

se alineará instante a instante con el campo, de forma que un autoestado de H(0) permanecerá en el

autoestado instantáneo correspondiente de H(t). Los autoestados instantáneos de H(t) se denotan

|ψ−(t)⟩ y |ψ+(t)⟩, y pueden escribirse, en términos de los autoestados del operador σz, como

|ψ+(t)⟩ =cos
θ

2
|1⟩+ sin

θ

2
eiΩ t |0⟩

|ψ−(t)⟩ =sin
θ

2
|1⟩ − cos

θ

2
eiΩ t |0⟩ , (2.41)

con autovalores E±(t) = ±ω/2 respectivamente.

El Hamiltoniano depende del tiempo a través del campo B(t), el cual puede ser descrito mediante

su norma |B| y dirección, definida por los ángulos θ y φ. En consecuencia, el espacio de parámetros

que modelan el Hamiltoniano es idéntico al conjunto de valores posibles para B(t), que forma, en

el caso considerado, una superficie esférica de radio fijo r = |B| = ω. Recordando la dependencia

temporal asumida para el campo, se observa que los posibles circuitos C en el espacio de parámetros

corresponden, en este ejemplo, a anillos horizontales sobre una esfera y se ilustran en el panel (b) de

la figura 2.4. El gradiente de los autoestados del Hamiltoniano en coordenadas esféricas {r, θ, φ},

∇ |ψ+(t)⟩ =
−1

2r
|ψ−(t)⟩ θ̂ + i

sin(θ/2)

r sin(θ)
ei φ |0⟩ φ̂

∇ |ψ−(t)⟩ =
−1

2r
|ψ+(t)⟩ θ̂ + i

cos(θ/2)

r sin(θ)
ei φ |0⟩ φ̂, (2.42)
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Figura 2.4: Fase de Berry acumulada por un esṕın en un campo magnético rotante. (a) Dirección

del campo magnético B(t) en función del tiempo. (b) Espacio de parámetros y trayectoria descrita

por el parámetro multidimensional R(t). (c) Trayectoria descrita en la esfera de Bloch P por la

proyección del autoestado |ψ+(t)⟩.

da origen a integrandos en la ecuación (2.9) de la forma

⟨ψ+| ∇ |ψ+⟩ =i
sin2(θ/2)

r sin(θ)
φ̂ =

i

2

1− cos(θ)

r sin(θ)
φ̂

⟨ψ−| ∇ |ψ−⟩ =i
cos2(θ/2)

r sin(θ)
φ̂ =

i

2

1 + cos(θ)

r sin(θ)
φ̂. (2.43)

Finalmente, por integración directa sobre el circuito C, se obtiene el valor de la fase de Berry para

cada uno de los autoestados

ϕ±a (C) = i

∮

C
⟨ψ±| ∇ |ψ±⟩ r sin(θ)dφ φ̂ = −π(1∓ cos(θ)). (2.44)

2.5.2. Eco de esṕın

Un método usual para medir la fase de Berry en un sistema de este tipo consiste en la aplica-

ción del protocolo conocido como Eco de esṕın (o Spin Echo, en inglés), el cual está compuesto

por la siguiente serie de pasos [68] (ver figura 2.5). En primer lugar, el sistema se prepara en un

estado superposición |ψ(0)⟩ que en términos de los autoestados del Hamiltoniano se expresa como

(1/
√
2)(|ψ+(0)⟩+ |ψ−(0)⟩). A continuación, se conduce el sistema en forma adiabática durante un

peŕıodo t ∈ [0, T ] del Hamiltoniano, causando de esta forma que cada autoestado adquiera tanto

una fase dinámica

−
∫ T

0
dtE±(t) = ∓ω

2
T, (2.45)

como una fase geométrica ϕ±a

|ψ±(0)⟩ → e−i
∫ T
0 E±(t)+iγ± |ψ±(T )⟩ . (2.46)

La figura 2.5.a muestra cómo evoluciona cada autoestado en la esfera de Bloch durante este paso.

Finalizado ese primer ciclo, se realiza una operación de inversión de espines (conocida como spin

flip en inglés) |ψ±(t)⟩ → |ψ∓(t)⟩, la cual se considera en general instantánea, y se representa
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en la esfera de Bloch en la figura 2.5.b. Finalmente, se conduce el sistema en un segundo ciclo

t ∈ [T, 2T ] del Hamiltoniano, que se ejecuta esta vez invirtiendo el sentido de rotación del campo

mediante Ω → −Ω. La operación de inversión y el segundo ciclo conducen a la cancelación de las

contribuciones dinámicas −
∫ T
0 dtE±(t) −

∫ T
0 dtE∓(t) = 0, lo que se observa directamente de su

expresión (2.45).

Figura 2.5: Pasos principales en un protocolo de Eco de esṕın. (a) Evolución en la esfera de Bloch

de cada autoestado durante el primer peŕıodo t ∈ [0, T ]. (b) operación de inversión de espines

|ψ±(T )⟩ ↔ |ψ∓(T )⟩, en la que cada autoestado se conduce instantáneamente al autoestado opuesto.

(c) Evolución de cada autoestado durante el segundo peŕıodo t ∈ [T, 2T ], en el cuál el campo

magnético rota en dirección opuesta.

Cada autoestado acumula entonces, a lo largo del protocolo, un factor de fase que es puramente

geométrico. La dependencia de la fase de Berry (2.44) en el sentido de rotación del campo B(t)

implica contribuciones geométricas que satisfacen ϕ±a − ϕ∓a = ∓π (1 − cos θ) ± 2π. En śıntesis, la

evolución total de cada autoestado resulta

|ψ±(0)⟩ → e± i(2ϕ+a +2π) |ψ∓(0)⟩ , (2.47)

donde se ha utilizado que los autoestados |ψ±(t)⟩ respetan la ciclicidad H(0) = H(T ) del Hamilto-

niano. Esta evolución se traduce en un estado total final

|ψ(2T )⟩ = 1√
2
(ei2ϕ

+
a |ψ−(0)⟩+ e−i2ϕ

+
a |ψ+(0)⟩). (2.48)

La fase de Berry puede extraerse mediante tomograf́ıa [69–71] o notando que la probabilidad de que

el sistema retorne al estado inicial, es decir, la probabilidad de persistencia, se relaciona con la fase

de Berry según [72]

|⟨ψ(0)|ψ(2T )⟩|2 = cos2(2ϕ+a ). (2.49)

2.5.3. Fase de Aharonov-Anandan

Con el fin de presentar un ejemplo de cálculo de la fase de Aharonov y Anandan, se considera el

caso en el que el campo B = ω ẑ apunta en dirección del eje z, como se muestra en la figura 2.6.a.

En este caso, el Hamiltoniano de la ecuación (2.40) toma la forma

H =
ω

2
σz. (2.50)

El operador de evolución generado por este Hamiltoniano U(t, 0) = ei
ω
2
σz t puede aplicarse directa-

mente sobre un estado inicial superposición |ψ(0)⟩ = cos(θ/2) |1⟩ + sin(θ/2) |0⟩, para encontrar la

expresión del estado a tiempos posteriores t > 0
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|ψ(t)⟩ = cos
θ

2
e−i

ω
2
t |1⟩+ sin

θ

2
ei

ω
2
t |0⟩ . (2.51)

La proyección de este estado en el espacio de rayos ξ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| satisface que ξ(0) = ξ(T )

para T = 2π/ω y por lo tanto define, para este intervalo temporal, una evolución ćıclica según el

criterio de A-A. La figura 2.6.b muestra la trayectoria C ∈ N0 descrita por el estado del sistema y

proyección C ∈ P sobre la esfera de Bloch. Estando en presencia de una evolución ćıclica es posible

utilizar el resultado de A-A y, reemplazando en la ecuación (2.16), obtener

ϕA−A = −π(1− cos(θ)). (2.52)

Curiosamente, se ha encontrado un valor para la fase geométrica que es idéntico al resultado para

la fase adiabática de Berry del ejemplo anterior 2.5.1. Sin embargo, la dinámica considerada en este

caso es completamente diferente, lo que refuerza la idea de un objeto genuinamente geométrico que

depende de la curva trazada en el espacio de rayos, y no de la dinámica que origina dicha curva.

Figura 2.6: Fase de Aharonov - Anandan acumulada por un esṕın en un campo magnético fijo en

dirección del eje z. (a) Dirección del campo magnético B. (b) Trayectoria C ∈ N0 descrita por el

estado del sistema y proyección C ∈ P sobre la esfera de Bloch. La evolución es ćıclica en el sentido

de A-A, de modo que los estados f́ısicos ξ(0) y ξ(T ) coinciden, generando una curva C, cerrada.

2.5.4. Enfoque cinemático

La fase geométrica definida por la ecuación (2.34) puede aplicarse a las dos evoluciones consi-

deradas en los ejemplos 2.5.1 y 2.5.3, obtenidas para un qubit que se halla en un campo magnético

B rotante y en un campo fijo en dirección del eje z respectivamente. Las únicas condiciones que

esta definición impone sobre la evolución son la pureza del estado inicial y la no-ortogonalidad entre

los estados inicial y final, de modo que es además posible abandonar las condiciones de adiabatici-

dad y ciclicidad, debiendo recuperar los resultados previos cuando estas condiciones sean, de hecho,

satisfechas.

En primer lugar, se continúa tratando el caso de campo magnético fijo B = ω ẑ de la sección 2.5.3

para pasar posteriormente al caso del campo magnético rotante estudiado, en el ĺımite adiabático, en

la sección 2.5.1. Dado que el enfoque cinemático hace hincapié en la dependencia exclusiva de la fase

en la curva C ∈ P trazada sobre el espacio proyectivo (que para un sistema de dos niveles es la esfera

de Bloch), las curvas correspondientes a cada tipo de evolución se muestran esquemáticamente en

la figura 2.7 para referencia.
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2.5. Ejemplo de aplicación: Sistema de dos niveles en un campo magnético

Campo estático - Se desea reproducir el estudio de la fase geométrica realizado en la sección

anterior 2.5.3 en condiciones más generales. Para esto se calcula, recurriendo a la ecuación (2.34), la

fase geométrica acumulada por el estado (2.51) entre un tiempo inicial t = 0 y un tiempo t ∈ [0, T ]

arbitrario. La curva C descrita sobre la esfera de Bloch por el estado del sistema resulta un arco de

circunferencia abierto para todo t < T o una circunferencia cerrada para t = T (ver figura 2.7.b).

La fase total, o de Pancharatnam, toma la forma funcional

arg ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = arg
{
cos2(θ/2) e−i

ω
2
t + sin2(θ/2) ei

ω
2
t
}
= tan−1 {− cos(θ) tan (ω t/2)} ,

(2.53)

en términos de los parámetros del problema. Por otro lado, usando la derivada |ψ̇(t)⟩ = (−iω/2)(cos(θ/2) |1⟩−
sin(θ/2) |0⟩) a la que se accede mediante derivación directa la ecuación (2.51), la fase dinámica acu-

mulada por el estado en [0, t] es

Im

∫ t

0
dt′
〈
ψ(t′)

∣∣ ψ̇(t′)⟩ = −
∫ t

0
dt′ (ω/2) cos(θ). (2.54)

La fase geométrica se encuentra sustrayendo las expresiones para estas dos fases

ϕu[C] = arg
{
cos2(θ/2) e−i

ω
2
t + sin2(θ/2) ei

ω
2
t
}
+ (ω t/2) cos(θ). (2.55)

Si se considera el intervalo [0, T ] con T = 2π/ω, la curva descrita sobre la esfera de Bloch es

cerrada y por lo tanto la evolución es ćıclica en el sentido de A-A. En este caso particular, la expresión

de arriba para la fase geométrica resulta ϕu = −π(1−cos(θ)), esto es, idéntica al resultado obtenido

mediante la ecuación (2.52).

Figura 2.7: Trayectorias descritas en la esfera de Bloch por distintas evoluciones de un sistema de

dos niveles en un campo magnético B(t) variable. El panel (a) muestra la evolución a partir de un

autoestado del Hamiltoniano inicial |ψ+(0)⟩ en presencia de un campo que rota adiabáticamente, el

panel (b) muestra la evolución a partir del estado superposición de la ecuación (2.51) en presencia

de un campo magnético estático B(t) = B ẑ y, finalmente, el panel (c) corresponde a la evolución

a partir de un autoestado del Hamiltoniano inicial |ψ+(0)⟩ en presencia de un campo que rota con

velocidad arbitraria.

Campo magnético rotante - Se dirige ahora la atención al caso de la evolución descrita en la

sección 2.5.1, pero generalizando el estudio a un escenario donde el campo rota con frecuencia

arbitraria y la evolución no es necesariamente ćıclica. La relajación de la condición de ciclicidad es

tanto en el sentido de Berry como en el de A-A, es decir, no se impone que el Hamiltoniano satisfaga

la relación H(T ) = H(0) ni que el estado describa una trayectoria cerrada en el espacio de rayos. La

curva C ∈ P descrita por la proyección del estado en la esfera de Bloch se esquematiza para el caso
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adiabático en la figura 2.7.a, y para el caso en que se han relajado las condiciones de adiabaticidad

y ciclicidad, en la figura en la figura 2.7.c.

Con el fin de simplificar la comparación entre evolución adiabática y no-adiabática, se considera

el mismo estado inicial |ψ(0)⟩ = |ψ+(0)⟩ de la sección 2.5.1. La dinámica del sistema tiene una

solución anaĺıtica exacta (ver apéndice A) para cualquier estado inicial, lo que permite repetir este

estudio para cualquier otra condición inicial de estado puro. Para el caso particular considerado, el

estado del sistema |ψ(t)⟩ a tiempo t se describe mediante la expresión

|ψ(t)⟩ = e−i
Ω
2
t {(cos(ω̃ t/2) + f(t)) |ψ+(t)⟩ − g(t) |ψ−(t)⟩} , (2.56)

donde las funciones f(t) y g(t) que aparecen en los coeficientes de la superposición son f(t) =

−i sin(ω̃ t/2)(ω−Ωcos(θ))/ω̃ y g(t) = −i sin(ω̃ t/2)ω sin(θ)/ω̃, y la frecuencia ω̃ = [(ω cos(θ)−
Ω)2 + ω2 sin2(θ)]1/2. Una vez en posesión de una forma expĺıcita para el estado del sistema a

todo tiempo t, el cálculo de la fase geométrica acumulada en un dado intervalo temporal [0, t] es

inmediato. Por derivación directa se obtiene

|ψ̇(t)⟩ =− i(Ω/2) |ψ(t)⟩+ iΩ ⟨0|ψ(t)⟩ |0⟩

+ e−i
Ω
2
t
{(

−(ω̃/2) sin(ω̃ t/2) + ḟ(t)
)
|ψ+(t)⟩+ ġ(t) |ψ−(t)⟩

}
. (2.57)

Antes de avanzar en el cómputo, sin embargo, se especifica un intervalo temporal que simplifique

la comparación directa con la sección (2.5.1) y se considera el caso de evolución que tiene lugar

durante el intervalo temporal t ∈ [0, T ], con T = 2π/Ω, correspondiente a un peŕıodo de rotación

del campo magnético B. Bajo estas condiciones, el sistema satisface la condición de ciclicidad

H(T ) = H(0) impuesta por Berry mientras que no cumple con aquella definida por A-A. Esto es,

el estado del sistema no retorna en general a tiempo T al mismo rayo del cual partió y por lo tanto

define una curva C ∈ P abierta.

Para este intervalo de evolución espećıfico, el primer término de la ecuación (2.34), la fase total

acumulada en la evolución, resulta

arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ = −π − π
ω̃

Ω
+ arg

{
1− ei

ω̃
Ω
2π ω cos(θ)− Ω− ω̃

ω cos(θ)− Ω+ ω̃

}
, (2.58)

mientras que la fase dinámica toma la forma

Im

∫ T

0
dt ⟨ψ(t)| ψ̇(t)⟩ = −πω

Ω
+ π

ωΩ

ω̃2
sin2(θ)

(
1− sin(2πω̃/Ω)

2πω̃/Ω

)
. (2.59)

La sustracción de ambos términos permite encontrar la fase geométrica. La expresión exacta que

surge de la sustracción de las ecuaciones (2.58) y (2.59) resulta poco ilustrativa. Para establecer

una comparación con la fase de Berry resulta conveniente realizar una expansión en potencias de la

relación entre la frecuencia de rotación del campo y la frecuencia natural del átomo para el caso en

que esta relación satisface Ω/ω ≪ 1. En el resultado

ϕu[C] = −π(1− cos(θ))− π sin2(θ)
Ω

ω
+O(Ω/ω)2, (2.60)

se puede identificar la fase de Berry en el orden O(Ω/ω)0 y la corrección no-adiabática dominante.
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2.6. Fases geométricas en sistemas abiertos

Las secciones anteriores componen una antoloǵıa de las principales definiciones de fase geométrica

para un sistema cuántico aislado, y son aplicables en distintos escenarios de acuerdo con las hipótesis

en las que se basan. En cada paso de generalización dado desde la sección 2.1 a la sección 2.4,

se recuperan las expresiones menos generales si se satisfacen las hipótesis correspondientes, como

se corrobora con un ejemplo expĺıcito en la sección 2.5. Por otra parte, todas estas definiciones

satisfacen las siguientes propiedades: (i) Son invariantes frente a transformaciones de gauge U(1) y

reparametrizaciones monótonas, (ii) Dependen por esto únicamente de la trayectoria descrita por el

estado f́ısico en el espacio de rayos y no del Hamiltoniano que genera dicha trayectoria y (iii) son

interpretables en términos puramente geométricos como la holonoḿıa de una curva definida sobre

un fibrado principal.

Sin embargo, un estado puro en evolución unitaria es una idealización, y todo experimento e

implementación real tiene que lidiar con la presencia de un entorno que interactúa con el sistema de

estudio, lo que requiere una descripción en términos de estados mixtos y evoluciones no-unitarias.

La definición de una fase geométrica que aplique en tal escenario es todav́ıa un problema abierto.

Esfuerzos destacables en esta dirección son aquellos consagrados a definir la fase geométrica acumu-

lada por un estado mixto [6,8–10], para algunos de los cuales existen incluso reportes de detecciones

experimentales [73]. Otra ruta explorada considera el efecto del entorno como correcciones que per-

mitan mantener las nociones de fase geométrica del caso unitario. Trabajos de este tipo introducen

el efecto del entorno mediante un Hamiltoniano no-herḿıtico [32,33], o se concentran en el sistema

particular de la sección 2.5, estudiando las modificaciones a la fase de Berry por ruido clásico en el

campo magnético [38], o por un entorno cuántico [39, 40], tanto desde un enfoque teórico, como

experimental [74, 75].

El marco en el cual una fase geométrica para sistemas cuánticos abiertos debe definirse es el

siguiente: se supone que el efecto del entorno en el sistema de interés es tal que, bajo aproximaciones

adecuadas, el sistema puede tratarse efectivamente como un sistema aislado que experimenta un

tipo de evolución lineal no-unitaria

Σ : ρ(0) → Σt[ρ(0)] ≡ ρ(t), (2.61)

que da cuenta tanto de la dinámica interna del sistema como de su interacción con el entorno, y

satisface una ecuación maestra.

Una consecuencia de este enfoque es que, en el caso general, un estado inicial puro evoluciona

en un estado mixto ρ(t). El operador densidad que representa el estado del sistema admite una

descomposición {|ψk(t)⟩ , ωk(t)} en estados puros |ψk(t)⟩ pesados con probabilidades ωk(t), que

permite expresarla como

ρ(t) =
∑

k

ωk(t) |ψk(t)⟩ ⟨ψk(t)| . (2.62)

La asociación ρ(t) → {|ψk(t)⟩ , ωk(t)} entre el operador densidad y el ensamble de estados {|ψk(t)⟩},

sin embargo, no es uno-a-uno sino uno-a-muchos, y existen en general diferentes ensambles, con

diferentes estados unitarios y diferentes pesos, que pueden asociarse a una misma matriz densidad.

Una estrategia recurrente entre la literatura que aborda el problema de asociar una fase geométrica

a un estado mixto ρ(t) es descomponer formalmente la matriz densidad en una mezcla estad́ıstica

como la de la ecuación (2.62) y aplicar la fase unitaria (2.34) sobre cada elemento de la mezcla

para asociar una fase geométrica también a ρ(t). Esto fue propuesto, desde una descripción en

términos de saltos cuánticos, en [32,33] y posteriormente discutido en [34–37]. En una aproximación
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diferente al problema, en Tong et al. [31] se propone una definición de fase geométrica que se vale

de una purificación auxiliar del estado como herramienta, pero resulta finalmente independiente de

la misma. La siguiente sección desarrolla esta propuesta espećıfica.

2.6.1. Enfoque cinemático en sistemas abiertos

Se concluye esta introducción teórica a las fases geométricas delineando la propuesta de Tong

et al. [31] para la fase geométrica acumulada por un sistema abierto. Para esto, se considera un

sistema cuántico y el espacio de Hilbert H de dimensión N asociado al mismo. La evolución del

estado puede describirse con la curva C ⊂ P

C : t ∈ [0, T ] → ρ(t) =

N∑

k=1

ωk(t) |ψk(t)⟩ ⟨ψk(t)| , (2.63)

dónde ωk(t) ≥ 0 y |ψk(t)⟩ son los autovalores y autoestados, respectivamente, de la matriz densidad

ρ(t) del sistema. Todas las funciones no-nulas ωk(t) se suponen no-degeneradas en el intervalo [0, T ]

considerado, y se refiere al trabajo original [31] para la extensión al caso degenerado.

Para introducir una noción de fase geométrica se comienza por expresar el estado mixto como la

traza parcial de un estado (puro) de un sistema más grande, que se compone del sistema original

y otro sistema auxiliar con espacio de Hilbert de igual dimensión. El estado mixto ρ(t) se eleva

entonces al estado purificado

|Ψ(t)⟩ =
N∑

k=1

√
ωk(t) |ψk(t)⟩ ⊗ |ak⟩ , (2.64)

donde |Ψ(t)⟩ ∈ H ⊗ Haux es la purificación de ρ(t), en el sentido de que la matriz densidad se

recupera mediante la traza parcial del proyector |Ψ(t)⟩ ⟨Ψ(t)| sobre los grados de libertad auxiliares.

La fase de Pancharatnam entre las purificaciones inicial y final puede escribirse como

ϕP = arg

(
N∑

k=1

√
ωk(0)ωk(T ) ⟨ψk(0)|ψk(T )⟩

)
. (2.65)

Para extraer de esta ecuación una fase geométrica asociada a la curva C es necesario eliminar la

dependencia en la purificación espećıfica utilizada. Con vistas a este objetivo se observa que, como

para cada instante t ∈ [0, T ] {|ψk(t)⟩} y {|ψk(0)⟩} son bases ortonormales del mismo espacio de

Hilbert, existe entonces una transformación unitaria U(t) que lleva de un conjunto al otro |ψk(t)⟩ =
U(t) |ψk(0)⟩ ∀ k. El paso esencial para arribar a una fase puramente geométrica es el de notar que,

en realidad, existe una clase de equivalencia de mapas unitarios Ũ(t) que realizan todos la curva C.

Más en detalle, la expresión (2.63) que define la curva C es manifiestamente invariante de gauge

U(1) de forma que dos transformaciones unitarias U(t) y U ′(t) que mapeen {|ψk(0)⟩} en {|ψk(t)⟩}
y en {eiαk(t) |ψk(t)⟩} resultan equivalentes. Los mapas U(t) que en la clase de equivalencia tienen

la forma

Ũ(t) = U(t)
N∑

k=1

ei αk(t) |ψk(0)⟩ ⟨ψk(0)| . (2.66)

En particular, puede identificarse el mapa U∥(t) que satisface simultáneamente la condición de

transporte paralelo para cada |ψk(t)⟩, es decir

U∥(t) = U(t) | ⟨ψk(0)|U(t)†U̇(t) |ψk(0)⟩ = 0 ∀ k (2.67)
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y definir la fase geométrica como la diferencia de fase (2.65) para este mapa particular. Sustituyendo

U∥(t) = Ũ(t) en la ecuación (2.66) que describe la relación de equivalencia entre operadores, se

encuentra

αk(t) = i

∫ t

0
dt′ ⟨ψk(0)|U †(t′)U̇(t) |ψk(0)⟩ , (2.68)

y, en consecuencia, la fase geométrica resulta

ϕg[C] = arg

(
N∑

k=1

√
ωk(0)ωk(T ) ⟨ψk(0)|ψk(T )⟩ e−

∫ T
0 dt ⟨ψk(t)|ψ̇k(t)⟩

)
. (2.69)

La definición arriba propuesta satisface las condiciones que rigen sobre una noción de fase

geométrica razonable para un estado mixto. A saber: (i) Es de hecho una fase, dado que su de-

finición a través de la función argumento impone 2π-periodicidad, (ii) es manifiestamente invariante

de gauge ya que toma el mismo valor para cualquier operador unitario U(t) en la clase de equi-

valencia descrita por la ecuación (2.66), y por lo tanto depende únicamente del camino C trazado

por el operador ρ(t). Esto puede verificarse inmediatamente sustituyendo la expresión (2.66) en la

ecuación (2.69), para recobrar que

ϕg[C]|U(t) = ϕg[C]|Ū(t) (2.70)

La diferencia de fase ϕP , que no es invariante de gauge, coincide con ϕg[C] solamente cuando se

toma U(t) = U∥(t) en (2.65). (iii) Cuando la evolución es unitaria, se recuperan los resultados

esperados [5] para estados iniciales puros, y [9, 10] para estados iniciales mixtos y, (iv) es accesible

experimentalmente, por ejemplo mediante interferometŕıa.

Será de utilidad para su aplicación en los próximos caṕıtulos especificar (2.69) para el caso

particular en que el sistema se encuentre inicialmente en un estado |ψ(0)⟩ puro. En tal situación, la

matriz densidad inicial ρ(0) es un proyector y los autovalores ωk(0) en la descomposición espectral

(2.63) son todos nulos, excepto aquél correspondiente al estado inicial que vale ω+(0) = 1. En

consecuencia, la sumatoria de la ecuación (2.69) posee un único término no-nulo y la fórmula se

reduce a la expresión

ϕg[C] = arg{⟨ψ(0)|ψ+(T )⟩} − Im

∫ T

0
dt ⟨ψ+(t)| ψ̇+(t)⟩. (2.71)

Notablemente, la expresión hallada bajo estas condiciones se asemeja a la ecuación (2.4). Sin

embargo, aquella fórmula rige sobre el estado |ψ(t)⟩ del sistema, mientras que en ésta, el cálculo se

realiza considerando el autoestado |ψ+(t)⟩ de ρ(t) que coincida a t = 0 con el estado inicial, es decir,

|ψ+(t)⟩ = |ψk(t)⟩ | |ψk(0)⟩ = |ψ(0)⟩. En consecuencia, la fase en (2.71) admite la interpretación de

la fase geométrica unitaria acumulada por el autoestado |ψ+(t)⟩.

❣

En śıntesis, en este caṕıtulo se han presentado distintas definiciones para la fase geométrica acumu-

lada por el estado de un sistema en evolución. Las definiciones tratadas difieren en las hipótesis bajo

las cuales son válidas. En todos los casos, las definiciones más generales se reducen exactamente a

aquellas menos generales si las hipótesis correspondientes son satisfechas.
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Para facilitar la comparación, se condensa la información sobre las distintas fases presentadas en

un cuadro

Fase Condiciones sobre la dinámica Ecuación Sección

ϕa Unitariedad, adiabaticidad, ciclicidad (de

la dependencia temporal expĺıcita)

(2.9) 2.1

ϕA−A Unitariedad, ciclicidad (condición sobre la

curva C de estados)

(2.16) 2.2

ϕS−B Unitariedad (generalizada a estados puros

de norma arbitraria)

(2.26) 2.3

ϕu Unitariedad (2.34) 2.4

ϕg - (2.69) 2.6.1

Los caṕıtulos 3 a 5 de esta tesis analizan el objeto definido en la ecuación (2.71) para el caso de

diversos sistemas cuánticos en interacción con un entorno, estudiando su relación con otros efectos

y caracteŕısticas de la evolución, y articulando con diversas potenciales aplicaciones. El objetivo de

caracterizar la potencia de la fase geométrica (2.69) para dar cuenta o resistir la influencia del entorno

requerirá de la comparación recurrente con la evolución del sistema aislado. Dado que limitaremos

el estudio a evoluciones que parten de estados puros esta comparación será, en el caso general, con

la expresión para la fase geométrica de la ecuación (2.34).
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Fase geométrica en electrodinámica de cavidades

Este caṕıtulo trata con el escenario particular de la electrodinámica cuántica en cavidades. El

modelo de Rabi es un modelo paradigmático aplicado en múltiples áreas de investigación que van

desde la óptica cuántica a la f́ısica de la materia condensada. Representa la interacción dipolar entre

un átomo con dos niveles de enerǵıa bien aislados de los demás y el campo electromagnético presente

en una cavidad. Tras realizar sobre el modelo de Rabi la aproximación de onda rotante se obtiene el

modelo de Jaynes-Cummings (JC), introducido en 1963 con el objetivo de examinar aspectos de la

emisión espontánea y revelar la existencia de oscilaciones de Rabi en las probabilidades de excitación

atómicas para campos con número de fotones bien definido. Éste puede considerarse el modelo más

simple que tiene éxito en describir la interacción materia-radiación y, a pesar de ser extremadamente

simple y anaĺıticamente resoluble, logra explicar una gran cantidad de los experimentos conducidos

hasta la fecha en el campo de la electrodinámica cuántica y, más recientemente, en arquitecturas de

circuitos superconductores. La literatura que trata el tema de las fases geométricas en los modelos de

Jaynes-Cummings y de Rabi cuenta con un considerable número de trabajos, tanto teóricos [76–79]

como experimentales [70]. La mayor parte de los esfuerzos en esta dirección se realizaron en el

contexto de evolución adiabática, calculando la fase de Berry (2.9) que acumulan los autoestados

instantáneos de una part́ıcula de esṕın-1/2 que interactúa con un campo magnético externo clásico

cuya dirección describe un ciclo variando lentamente. Este ĺımite semiclásico y adiabático corresponde

efectivamente al ejemplo de la sección 2.5.1. En [76], se generaliza el cómputo al modelo equivalente

completamente cuántico, reemplazando el campo rotante clásico por un único modo de un campo

cuántico, aunque sin abandonar las condiciones de evolución ćıclica y adiabática.

Siguiendo [80], en este caṕıtulo se estudia en detalle la fase geométrica acumulada en un modelo

de JC disipativo, como caso paradigmático dentro del campo de la electrodinámica en cavidades. Se

considera que los principales mecanismos por los cuales el sistema ’átomo + modo’ interactúa con

el entorno son el flujo de fotones a través de las paredes de la cavidad y el continuo e incoherente

bombeo del sistema de dos niveles, lo que conforma un escenario frecuente en electrodinámica

de cavidades semiconductoras [81–83]. Para poder establecer comparaciones firmes, se comienza

analizando el caso en que el sistema está aislado, para luego expandir el estudio al sistema abierto.
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3.1. Modelo de Jaynes-Cummings y aproximación de onda rotante

En 1936 Isidor Rabi investigó el modelo semiclásico que describe la interacción más simple entre

un átomo y un único modo del campo electromagnético contenido en una cavidad [84, 85]. En su

versión completamente cuántica, el Hamiltoniano correspondiente (ℏ = 1) es

HR = ε a† a+
ω

2
σz + g(a† + a)σx, (3.1)

donde ε y ω son las frecuencias naturales del modo del campo electromagnético y del átomo respec-

tivamente, y g es la constante de acoplamiento efectiva entre el átomo y el campo, considerada real.

Los operadores σx,y,z son las matrices de Pauli usuales, que actúan sobre los estados fundamental

|−⟩ y excitado |+⟩ del átomo, mientras que a± son los operadores de creación y destrucción de

fotones y actúan sobre el campo de la cavidad.

El Hamiltoniano de la ecuación (3.1) exhibe, en la representación de interacción, dos términos

rotantes que oscilan con frecuencia ε−ω y dos términos contrarrotantes que oscilan con frecuencia

ε+ω. Cuando las frecuencias naturales del sistema de dos niveles y el modo del campo son similares

ε ∼ ω los términos contrarrotantes oscilan mucho más rápidamente que los términos rotantes, de

modo tal que en cualquier escala temporal suficientemente prolongada el efecto de los términos

rotantes se vuelve dominante en promedio frente al de los términos contrarrotantes. Despreciar los

términos contrarrotantes es lo que se conoce como aproximación de onda rotante. Aplicando esta

aproximación al modelo de Rabi, justificada cuando ε ∼ ω y g ≪ ω, ε, se obtiene el Hamiltoniano

de Jaynes-Cummings [49]

HJC = ε a† a+
ω

2
σz + g(a† σ− + a σ+), (3.2)

donde σ± = (σx ± σy)/2 son los operadores de subida y bajada atómicos. Es usual en la literatura

aplicar la transformación unitaria K = exp{−i ω t(a† a + σz/2)} sobre el Hamiltoniano HJC , que

queda de esta forma escrito como

H =
∆

2
σz + g(a† σ− + a σ+), (3.3)

en términos del detuning ∆ = ε− ω. Una base natural para resolver el problema es la denominada

base de estados desnudos {|−, nc⟩ , |+, nc⟩ ; nc ∈ N0}. En el régimen considerado ε ∼ ω, los estados

de esta base se acomodan en dobletes estrechamente agrupados en los que la diferencia de enerǵıa

entre los estados de un mismo doblete es ∆ mientras que una diferencia de enerǵıa ω ≫ ∆ los separa

de los estados pertenecientes al doblete contiguo. Además, el Hamiltoniano de JC no acopla distintos

dobletes, lo que permite resolver la dinámica en el subespacio {|+, nc⟩ |−, nc + 1⟩} (el acoplamiento

entre dobletes introducido por el término de interacción en el modelo de Rabi puede despreciarse

con un error de orden g/ω [86]). En esta base restringida los autoestados del Hamiltoniano de la

ecuación (3.3) son

∣∣ψn+
〉
= cos

θn
2

|+, nC⟩+ sin
θn
2

|−, nc + 1⟩
∣∣ψn−

〉
= sin

θn
2

|+, nc⟩+ cos
θn
2

|−, nc + 1⟩ (3.4)

con autoenerǵıas En± = ±Ωn/2, donde Ωn = (4g2(n+1)+∆2)1/2 es la frecuencia de las oscilaciones

de Rabi del sistema átomo-modo y con cos θn = ∆/Ωn modulando la superposición de estados

desnudos. Como caso particular, cabe destacar que cuando la condición ∆ = 0 de resonancia se

satisface, las autoenerǵıas se reducen a En,∆=0
± = ± g

√
n+ 1 y los autoestados son estados de Bell

26



3.1. Modelo de Jaynes-Cummings y aproximación de onda rotante

∣∣ψn±
〉
=

1√
2
(|+, nc⟩ ± |−, nc + 1⟩). (3.5)

3.1.1. Fase geométrica en el modelo de Jaynes-Cummings

Fase de Berry - En el innovador trabajo de Fuentes-Guridi et al. [76] se calcula la fase geométrica

adiabática para el modelo de JC, posteriormente discutida en [79] y experimentalmente detectada

en [70]. En estos trabajos, el sistema se prepara inicialmente en un autoestado del Hamiltoniano

H, que es posteriormente conducido mediante una transformación de fase adiabática y en completo

aislamiento.

Aplicar una transformación (unitaria) de corrimiento de fase R = exp{−iΩ a† a} al Hamiltoniano

H da origen a un nuevo Hamiltoniano

H(Ω) = ∆/2σz + g (a† σ− e
−iΩ + a σ+ e

iΩ)

que depende del parámetro externo de control Ω. Los autoestados de H(Ω) se obtienen a partir

de los autoestados de H aplicando la misma transformación. Si el parámetro de control Ω se vaŕıa

lentamente desde cero hasta 2π, se satisfacen las condiciones impuestas por Berry y se encuentra

una fase geométrica

ϕna = i

∮

C
dΩ
〈
ψn±
∣∣R(Ω)† d

dΩ
R(Ω)

∣∣ψn±
〉
] = π (1∓ cos θn) , (3.6)

manifiestamente no-trivial incluso para el caso n = 0, demostrando que incluso el estado de vaćıo

del campo introduce una corrección en la fase de Berry.

Aproximación cinemática - Con el objetivo futuro de comparar las dinámicas unitaria y disipativa

mediante la inspección de la fase geométrica acumulada en cada caso, cambiamos la perspectiva y

abordamos el estudio desde el enfoque cinemático, que permite la considerar escenarios más genera-

les. En particular, nos interesa estudiar las fases acumuladas durante la evolución temporal generada

por el Hamiltoniano H de la ecuación (3.3) sin necesidad de introducir un control externo.

Retomando la discusión de la sección 2.4, para un estado inicial |ψ(0)⟩ =
∣∣ψn±

〉
autoestado del

Hamiltoniano, la evolución generada por H introduce en el estado únicamente un factor de fase, que

es además puramente dinámico e−i E
n
+ t. El estado f́ısico del sistema, entonces, permanece estático

en el mismo punto del espacio de rayos acumulando fase geométrica nula. Si por el contrario se

considera un estado inicial |ψ(0)⟩ = |+, n⟩ el estado del sistema a tiempo t resulta

|ψ(t)⟩ = (cos2 θn e
−i En

+ t + sin2 θn e
i En

+ t) |+, nc⟩ − i sin θn sin
(
En+ t

)
|−, nc + 1⟩ . (3.7)

La proyección de este estado en el espacio de rayos describe una curva t′ ∈ [0, t] → C no trivial, que

tiene asociada mediante la ecuación (2.34) una fase geométrica

ϕu[C] = −π(1− cos θn)
t

T
+ arg

{
1 + e2i π

t
T
Ωn −∆

Ωn +∆

}
. (3.8)

Aqúı T = 2π/Ωn corresponde al peŕıodo definido por la frecuencia de Rabi. Vale la pena, antes de

adentrarse en el caso del sistema con disipación, detenerse en el caso t = T para el cual la ecuación

(3.8) se reduce a ϕu = −π(1− cos(θn)). La coincidencia a menos de un signo entre este resultado

y aquél de la ecuación (3.6) se puede explicar comparando las curvas descritas en la esfera de Bloch

(es decir, en el subespacio de rayos efectivo) por cada evolución, exhibidas en la figura 3.1.
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Figura 3.1: Trayectorias descritas por el estado f́ısico del sistema en la esfera de Bloch (a) cuando se

conduce un autoestado del Hamiltoniano inicial en un ciclo adiabático mediante una transformación

tipo corrimiento de fase y, (b) para el caso de un estado inicial |+, 0c⟩ cuya evolución está generada

por el Hamiltoniano H. Diferentes curvas corresponden a diferentes valores de la relación ∆/g entre

el detuning y el acoplamiento átomo-cavidad según el siguiente código: Las ĺıneas sólidas celestes

corresponden al valor ∆ = 10 g, las ĺıneas de puntos anaranjadas describen el caso ∆ = 2 g y

las ĺıneas de trazos bordó señalan el caso resonante. Para cada valor fijo de la relación ∆/g, las

trayectorias en una y otra esfera están relacionadas mediante una rotación ŕıgida seguida de una

inversión en la parametrización.

La figura 3.1.a muestra el camino trazado por el estado del sistema cuando el mismo se prepara

en un autoestado
∣∣ϕn±
〉

del Hamiltoniano y luego se conduce en un ciclo adiabático bajo la acción

de un operador de corrimiento de fase R(Ω). Es un resultado conocido que en una evolución de

este tipo el estado describe ćırculos de latitud fija, correspondiendo el ecuador al caso ∆ = 0, o

resonante. Por otra parte, la figura 3.1.b muestra las curvas descritas por el estado en el segundo

escenario contemplado, en el que el sistema es preparado en un estado inicial |+, n⟩ y evoluciona

por la acción de H durante un peŕıodo t′ ∈ [0, T ]. Bajo estas circunstancias el estado describe

trayectorias circulares que contienen el polo norte, punto que representa el proyector en el estado

|+, n⟩. Para cada valor de la relación ∆/g entre el detuning y el acoplamiento átomo-cavidad, las

curvas descritas en uno y otro caso están relacionadas por una transformación compuesta por una

rotación ŕıgida y una reflexión, o equivalentemente, de una rotación ŕıgida y una inversión de la

parametrización. Las rotaciones ŕıgidas son isometŕıas de la esfera de Bloch y se pueden realizar con

un operador unitario que actúe sobre el espacio de Hilbert. Si la rotación aplica a toda la curva C, se

sigue que puede describirse con una transformación estática que deja la fase geométrica invariante

(ver sección 2.4.1). Por su parte, es inmediato ver en la ecuación (3.8) que una inversión de la

parametrización introduce el cambio de signo observado.

3.2. Modelo de Jaynes-Cummings disipativo

Habiendo desarrollado el análisis de la fase geométrica acumulada por el sistema átomo-cavidad

en la situación ideal de completo aislamiento, se aborda ahora el estudio para el escenario más

realista en el que el mismo sistema se encuentra en interacción con un entorno. El problema se trata

para la implementación espećıfica en estructuras semiconductoras, en las que un punto cuántico

(al cuál se sigue, sin embargo, refiriendo como átomo o sistema de dos niveles) se ubica en una

nano o micro-cavidad. En este escenario, la fuente principal de disipación es la pérdida de fotones a
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través de las paredes de la cavidad. Una segunda fuente de disipación y decoherencia es el bombeo

incoherente del sistema de dos niveles el cual se asocia, en una descripción microscópica, con la

relajación de los pares electrón-hueco en el punto y esta, a su vez, con el bombeo eléctrico externo

con el que se excita el sistema [81–83]. A través de una ecuación maestra (B.22) fenomenológica

ρ̇(t) = −i [H , ρ(t)] +
1

2

∑

α

[2Lαρ(t)L
†
α − {L†

αLα, ρ(t) }] , (3.9)

se introducen los dos mecanismos mencionados, despreciando otros procesos con menor influencia

en la dinámica como el desfasaje puro o el bombeo de fotones en la cavidad, considerando además

que el entorno se halla a temperatura cero. Los operadores de Lindbland

Lγ =
√
γ a (3.10)

Lp =
√
p σ+ (3.11)

representan la pérdida de fotones y el bombeo continuo e incoherente del átomo respectivamente,

con los parámetros γ y p denominados tasa de pérdida de fotones y la amplitud del bombeo.

Mientras que el bombeo sobre el átomo es siempre secundario frente a la pérdida de fotones,

lo que se traduce en la relación p/g, p/γ ≪ 1, la relación entre los parámetros γ y g da origen

a dos reǵımenes que se diferencian con claridad [50–54]. El régimen de acoplamiento fuerte (SC

por sus siglas en inglés) está caracterizado por una constante de interacción g mayor que la tasa de

disipación γ (γ/g < 1). Por el contrario, el régimen de acoplamiento débil (WC) refiere a la situación

opuesta, en la que la constante de interacción es menor a la tasa de disipación (γ/g > 1). Cabe

señalar que cuando se trata con la teoŕıa unitaria de un sistema bipartito, la definición más natural

de acoplamiento fuerte y débil refiere a la relación entre la constante caracterizando el acoplamiento

entre las partes del sistema (g en este caso) y las cantidades que caracterizan la dinámica interna de

cada parte del sistema. En el presente caso, sin embargo, se está considerando un sistema bipartito

expuesto además a efectos disipativos que se originan en el acoplamiento de cada subsistema con el

entorno y los nombres utilizados para los dos reǵımenes, que podŕıan resultar poco intuitivos, son

sin embargo recurrentes en la literatura sobre el tema.

Para la descripción de cualquiera de los dos reǵımenes se asume que el átomo puede estar en el

estado fundamental o excitado |±⟩, y que el campo fotónico en la cavidad puede tener cero |0⟩ o

un fotón |1⟩. En consecuencia, se restringe el estudio a un subespacio de estados, truncando la base

de estados desnudos a |0⟩ = |−, 0c⟩, |1⟩ = |+, 0c⟩ y |2⟩ = |−, 1c⟩. Desarrollando expĺıcitamente el

sistema de ecuaciones diferenciales para los elementos de matriz ρij(t) condensado en la ecuación

(3.9), se encuentra que los elementos ρ0i satisfacen

ρ̇01 = −p
2
ρ01 + i∆ρ01 + i gρ02

ρ̇02 = −p
2
ρ02 − γ ρ02 + i gρ01, (3.12)

donde es evidente que la dinámica de estos elementos se encuentra desacoplada de los demás, de

forma que cualquier condición inicial que implique ρ0i(0) = 0 ; i = 1, 2 conducirá a una solución

para ρ(t) donde estos elementos se mantienen nulos para todo instante posterior. En consecuencia,

la solución para ρ(t) mostrará una estructura diagonal por bloques con un primer bloque ρ00(t) de

dimensión 1 × 1 y un segundo bloque de dimensión 2 × 2 correspondiente al subespacio {|1⟩ =

|+, 0c⟩ , |2⟩ = |−, 1c⟩}.

Por analoǵıa con el caso unitario, estudiaremos la evolución del sistema tomando un estado inicial

ρ(0) = |+, 0c⟩ ⟨+, 0c|, que satisface la condición ρ0i(0) = 0 ; i = 1, 2 de manera que se espera que
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el estado ρ(t) a tiempo t exhiba la estructura descrita arriba. Las ecuaciones diferenciales de interés

se reducen entonces al sistema

ρ̇00 = −pρ00 + γρ22

ρ̇11 = −ig (ρ21 − ρ12) + pρ00

ρ̇22 = −ig (ρ12 − ρ21)− γρ22

ρ̇12 = −ig (ρ22 − ρ11)− i∆ρ12 −
γ

2
ρ12 (3.13)

y se resuelven numéricamente para acceder al estado ρ(t) a tiempo t > 0 arbitrario. La figura

3.2 muestra el comportamiento de los elementos ρij(t) en los reǵımenes de WC y SC definidos

anteriormente.

Figura 3.2: Evolución dinámica de los elementos de matriz ρij del operador densidad ρ(t) para un

sistema que exhibe una relación entre el detuning y el acoplamiento átomo-modo ∆/g = 2,0. El

entorno se encuentra caracterizado por una tasa de bombeo incoherente p = 0,005 g y una tasa de

pérdida de fotones (a) γ = 2,0 g y (b) γ = 0,1 g correspondientes a los reǵımenes de acoplamiento

débil (WC) y fuerte (SC) respectivamente. Las ĺıneas naranja sólida, celeste de trazos y bordó de

trazo/punto representan la evolución de las poblaciones ρ00, ρ11 y ρ22 respectivamente, mientras

que la ĺınea azul de puntos señala el módulo de las coherencias |ρ12|.

En el panel (a) de la figura 3.2, donde la relación entre parámetros γ/g corresponde al WC en que

el acoplamiento con el entorno resulta más fuerte que la constante responsable de las transiciones

entre estados, el sistema pierde coherencia en una escala temporal de pocos peŕıodos de Rabi y

decae a un estado estacionario ρ ∼ |0⟩ ⟨0| vecino al estado de ḿınima excitación. Por otra parte, el

panel (b) de la figura 3.2 muestra la dinámica de los elementos para una relación γ/g que pertenece

al SC. En este caso, el estado preserva la coherencia cuántica durante un número considerablemente

mayor de pseudo-ciclos T = 2π/Ω0 y evoluciona en dirección a un estado asintótico mixto. Las

caracteŕısticas de la dinámica en cada régimen repercuten en el estudio de la fase geométrica,

haciendo del régimen de SC el único escenario conveniente. Se retoma el tema con el análisis que

fundamenta esta afirmación en lo que sigue.

3.2.1. Caso no unitario: Correcciones de vaćıo a la fase geométrica

En esta sección, se muestra cómo la fase geométrica adquirida, calculada siguiendo la definición

(2.69), se corrige respecto del valor unitario cuando el sistema bipartito átomo-modo evoluciona en

contacto con el entorno. Recordamos que esta fase geométrica, aplicable al escenario de estados
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mixtos que evolucionan de forma no-unitaria, se reduce a la ecuación (2.71) cuando el estado inicial

del sistema es, como en este caso, un estado puro. Esta expresión es formalmente idéntica a la fase

geométrica para un estado puro en evolución unitaria de la ecuación (2.34), con la salvedad de que

el cálculo se realiza sobre el autoestado |ψ+(t)⟩ del operador densidad que coincide con el estado

del sistema a tiempo t = 0 en lugar de hacerlo sobre el estado del sistema (que no es un estado

puro para t > 0).

Los autovalores y autovectores del operador densidad pueden escribirse formalmente en términos

de sus elementos de matriz. Para el caso considerado, en el que ρ(t) toma la estructura diagonal en

bloques descrita anteriormente, el autoestado de interés tiene la forma

|ψ+(t)⟩ =
−(ρ22 − ϵ+) |+, 0c⟩+ ρ21 |−, 1c⟩

((ρ22 − ϵ+)2 + ρ21ρ12)
1/2

, (3.14)

con ϵ+ = 1
2

(
ρ11 + ρ22 + ((ρ11 − ρ22)

2 + 4ρ21ρ12)
1/2
)

el autovalor asociado. Recurriendo a este

resultado y a la ecuación (2.71) se encuentra también para la fase una expresión formal en términos

de los elementos ρij(t)

ϕg(t) =

∫ t

0
dt′

Im ρ̇21ρ12
(ρ22 − ϵ+)2 + ρ21ρ12

. (3.15)

En general, esta fase diferirá de aquella acumulada en una evolución unitaria de forma que puede

escribirse, sin pérdida de generalidad, ϕg = ϕu + δϕ, con δϕ la diferencia entre la fase unitaria y

aquella modificada por la presencia del entorno. Caracterizar la corrección δϕ permite relacionar este

objeto, perteneciente a la geometŕıa misma del espacio de Hilbert, con los efectos de disipación y

decoherencia experimentados por el sistema, aśı como determinar bajo qué circunstancias δϕ resulta

despreciable y se puede considerar que la fase geométrica es robusta al efecto del entorno.

Dependencia con el régimen de acoplamiento - En la figura 3.3 se muestra la fase geométrica

(3.15) acumulada en función de la cantidad de pseudo-peŕıodos T de evolución, comparando tres

casos para la relación γ/g pertenecientes al régimen SC. Se incluye además como referencia la fase

geométrica unitaria (3.8).

Figura 3.3: Fase geométrica ϕg acumulada por

un sistema con relación ∆ = 0,1 g entre el de-

tuning y el acoplamiento átomo-modo. El en-

torno se encuentra caracterizado por una tasa

de bombeo p = 0,005 g y se muestran 3 ca-

sos en que la tasa de pérdida de fotones toma

valores γ = 0,01 g, γ = 0,1 g, y γ = 0,5 g des-

critos por la ĺınea azul punteada, bordó de tra-

zo/punto y celeste de trazos respectivamente.

Para permitir la comparación se incluye además

el caso de evolución unitaria (ĺınea naranja sóli-

da).

Conforme la relación γ/g se incrementa, aumenta la diferencia δϕ entre la fase acumulada con

aquella correspondiente al caso unitario. Sin embargo, si el valor de la relación aumenta demasiado,

la pérdida de coherencia detiene el movimiento del estado en el espacio de rayos y consecuentemente

la acumulación de fase. En este sentido, el caso extremo está representado por el régimen de WC, en
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el cual el estado pierde toda coherencia antes de acumular ninguna fase apreciable. Por este motivo,

cualquier estudio sobre la fase geométrica en este sistema debe realizarse en el régimen de SC.

Dependencia con el detuning - En la sección 3.1.1 se mostró que en, el contexto de evolución

unitaria, la curva uniparamétrica C descrita en el espacio de rayos a medida que el sistema evoluciona

depende del detuning ∆, dependencia que es heredada por la fase geométrica. Tratando ahora con

el sistema abierto, se inicia por observar la fase geométrica acumulada para distintos valores de la

relación ∆/g entre el detuning y el acoplamiento átomo-modo, mientras que el entorno se mantiene

en todos los casos igual. En la figura 3.4 se muestra la fase geométrica ϕg acumulada por el sistema

para distintos valores de ∆/g, exponiendo una dependencia manifiesta de la fase en esta relación.

En particular, se observa que considerando un entorno idéntico en todos lo casos, conforme aumenta

el detuning relativo al acoplamiento átomo-modo, la fase geométrica acumulada es menor (en valor

absoluto) y se suaviza.

Figura 3.4: Fase geométrica ϕg acumulada por

el sistema para distintas relaciones ∆/g entre el

detuning y el acoplamiento átomo-modo. El en-

torno se encuentra caracterizado por una tasa

de bombeo incoherente p = 0,005 g y una tasa

de pérdida de fotones γ = 0,1 g. La ĺınea na-

ranja sólida describe el caso resonante ∆ = 0,

mientras que las ĺıneas azul de puntos, bordó de

trazo/punto y celeste de trazos corresponden a

los valores ∆ = 0,1 g, ∆ = 0,25 g, y ∆ = 0,5 g

respectivamente.

Como se discutió anteriormente, la fase geométrica exhibida en la figura se puede entender como

compuesta por la fase geométrica ϕu asociada a una hipotética evolución unitaria, y una desviación

δϕ introducida por el entorno. La dependencia de la componente unitaria en ∆/g se halla expĺıcita

en la ecuación (3.8). Una pregunta que surge naturalmente es qué tipo de dependencia muestra la

corrección δϕ (que condensa los efectos del entorno sobre la fase geométrica) en la relación ∆/g,

o si toda la dependencia en ∆/g de la fase geométrica se encuentra contenida en la contribución

unitaria ϕu. Para tratar con esta pregunta se analiza la corrección δϕ en un instante dado que se

mantiene fijo, observándola como función del valor de detuning relativo. El resultado se presenta en

la figura 3.5, en la cual se contrasta además esta dependencia para tres entornos caracterizados por

distintos valores de tasa de pérdida de fotones.

Puede verse que la corrección δϕ en efecto depende de la relación ∆/g, y dos aspectos de esta

dependencia se notan inmediatamente. El primer aspecto notable es que la corrección se anula,

en todos los casos considerados, cuando se satisface la condición de resonancia ∆ = 0. Este hecho

resulta prometedor, insinuando que en este caso la fase geométrica ϕg resultaŕıa robusta a los efectos

de un entorno en el régimen de SC. La otra caracteŕıstica de la corrección δϕ que se revela en la

figura 3.5 es la no-monotonicidad de la corrección como función de ∆/g, que exhibe un extremo

para un valor ∆/g que depende débilmente tanto en las constantes γ/g y p/g que caracterizan el

entorno como en el instante t en el que se realiza la observación. De esta forma la figura 3.5 despierta

un interés es doble, ya que permite identificar: (i) las condiciones en las cuales el efecto del entorno

sobre la fase geométrica es mayor, acercando la posibilidad de una detección experimental y, (ii) las

condiciones que mitigan, permitiendo ignorarlo, este efecto o incluso que lo eliminan por completo.

Mientras que todas las consideraciones sobre la robustez de la fase geométrica en el caso resonante
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Figura 3.5: Corrección δϕ = ϕg − ϕu a

la fase unitaria acumulada en un peŕıodo

t ∈ [0, 3T ], en función de la relación

∆/g entre el detuning y el acoplamien-

to átomo-modo. El entorno está caracte-

rizado por una tasa de bombeo incoheren-

te p = 0,005 g y se muestran tres casos

en que la tasa de pérdida de fotones es

distinta. Las ĺıneas azul de puntos, bordó

de trazo-punto, y celeste de trazos, corres-

ponden a los valores γ = 0,01 g, γ = 0,1 g

y γ = 0,25 g respectivamente.

se presentan en la sección próxima, a continuación se refuerza el estudio de los máximos mediante

un abordaje pictórico.

La justificación a continuación se construye a partir de dos ideas. La primera de ellas es de la

observación que la fase geométrica acumulada por un sistema de dos niveles en evolución unitaria

equivale a la mitad del área encerrada por la trayectoria del estado en la esfera de Bloch o, de

forma equivalente, un medio del ángulo sólido encerrado por dicha trayectoria. Aunque esta relación

fase-área aplica para el caso de evoluciones unitaria se recuerda, en segundo lugar, que la fase

geométrica no-unitaria ϕg para el caso de un estado inicial puro, dada por la ecuación (2.71),

coincide formalmente con la fase geométrica unitaria adquirida por el autoestado |ψ+(t)⟩ del operador

densidad. Combinando estas dos nociones es posible ganar intuición respecto de la diferencia δϕ =

ϕg − ϕu observando las curvas sobre la esfera de Bloch asociadas a cada fase y comparando el área

subtendida por cada una de las curvas, proporcional a la fase geométrica.. Las trayectorias descritas

en la esfera de Bloch por la proyección de un hipotético estado |ψ(t)⟩ que evoluciona unitariamente

y por la proyección del autoestado |ψ+(t)⟩ se presentan en la figura 3.6 para una evolución en

t′ ∈ [0, T ] y para tres casos en los cuales el efecto del entorno influye en la fase geométrica en grado

considerablemente distinto, definidos por tres valores distintos de la relación ∆/g.

Figura 3.6: Trayectorias trazadas en la esfera de Bloch por

(i) el estado |ψ(t)⟩ del sistema que evoluciona en completo

aislamiento y (ii) el autoestado |ψ+(t)⟩ del estado ρ(t) del

sistema expuesto a los efectos del entorno. Se presentan tres

casos en los que la relación ∆/g toma distintos valores. Las

ĺıneas de puntos color bordó, las ĺıneas de trazos anaranjadas y

las ĺıneas sólidas celestes representan trayectorias con valores

∆ = 5 g, ∆ = g y ∆ = 0,01 g. Para mayor claridad, se colorea

la diferencia entre el área subtendida por la trayectoria unitaria

y por la trayectoria del autoestado.

Para ∆ = 0,1 g, las trayectorias encierran áreas grandes pero casi idénticas, cuya sustracción

∝ δϕ devuelve un valor pequeño. A medida que el valor de la relación ∆/g aumenta y las tra-

yectorias se trazan sobre planos más distantes al centro de la esfera de Bloch, la diferencia en el

área encerrada por cada una de las curvas aumenta, mientras que el área subtendida por cada una

de ellas disminuye. De esta forma, tanto la corrección neta δϕ como la corrección relativa δϕ/ϕu
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se incrementan. Eventualmente, las trayectorias encierran áreas cada vez menores cuya diferencia

decrece hasta ubicarse fuera de cualquier rango de detección y finalmente convergen al polo norte

para ∆/g ≫ 1.

Robustez de la fase geométrica en el caso resonante - Como se ha mencionado, la figura 3.5

muestra el resultado notable de que la diferencia δϕ entre la fase geométrica acumulada en una

hipotética evolución unitaria y la fase geométrica acumulada por el sistema abierto se anula cuando

se satisface la condición de resonancia ∆ = 0. El resultado sugiere que la fase geométrica es robus-

ta a los efectos del entorno en este caso. Esta robustez puede estudiarse y explicarse en términos

geométricos analizando la evolución del estado ρ(t) del sistema átomo-modo y se vincula con el

salto en π que exhibe la fase geométrica unitaria ϕu del sistema resonante, cuyo estado describe un

ćırculo máximo de la esfera de Bloch.

Para explicar el salto en π de la fase unitaria es necesario recordar, como fue desarrollado en

las secciones 2.3 y 2.4, que la fase geométrica asociada a una trayectoria unitaria no-ćıclica puede

entenderse como la fase geométrica asociada a una curva cerrada espećıfica: aquella construida a

partir de la trayectoria abierta original, luego cerrada mediante una curva geodésica que conecte sus

extremos. Esta interpretación permite explicar un salto abrupto en π que muestra la fase geométrica

acumulada en la evolución del sistema cuando el estado recorre un meridiano de la esfera de Bloch.

Debido a que las geodésicas de la esfera de Bloch son, precisamente, sus ćırculos máximos, cuando

la evolución recorre uno de éstos sin alcanzar a transitar la mitad de su longitud, la curva geodésica

que debe considerarse coincide con la trayectoria de forma que la curva cerrada retorna sobre si

misma acumulando fase geométrica nula. Por el contrario, si la trayectoria descrita por el estado

supera la mitad del ćırculo máximo, la geodésica que une sus extremos lo completa encerrando un

área de 2π que corresponde a una fase geométrica ϕu = π.

Para el caso de un sistema en interacción con el entorno, la identidad formal entre la ecuación

(2.71) y la fase geométrica unitaria para el autoestado |ψ+(t)⟩ de la matriz densisdad demanda el

estudio de la curva descrita en la esfera de Bloch por (la proyección de) |ψ+(t)⟩. Lo que se observa

es que para el caso resonante |ψ+(t)⟩ recorre una trayectoria que se superpone con aquella descrita

por su análogo unitario pero que por efecto del entorno resulta de menor longitud (para un intervalo

temporal idéntico). En un peŕıodo t ∈ [0, T ] de evolución, entonces, el rayo asociado al estado |ψ(t)⟩
retorna al punto inicial describiendo una trayectoria ćıclica, mientras que aquél asociado a |ψ+(t)⟩
describe una curva abierta. Sin embargo, esto no afecta el valor obtenido para la fase geométrica que

resulta ϕg = π siempre que el rayo recorra más de la mitad del ćırculo máximo. En consecuencia,

siempre y cuando los efectos disipativos no sean lo suficientemente destructivos como para impedir

que el autoestado supere el polo opuesto en un intervalo t′ ∈ [0, T ], la fase geométrica acumulada

en un peŕıodo no se verá afectada. En este sentido, el caso resonante resulta entonces la situación

ideal para realizar detecciones experimentales o implementar aplicaciones tecnológicas que requieran

un escenario en que se puedan despreciar los efectos del entorno.

❣

En este caṕıtulo se ha estudiado el efecto que tiene el entorno sobre la fase geométrica en el marco

particular que brinda el modelo de Jaynes-Cummings. Este modelo paradigmático, ampliamente

aplicado en diversas áreas de investigación, es probablemente el modelo más sencillo que da cuenta

de manera satisfactoria de la interacción entre la materia (representada por un sistema de dos

niveles) y la radiación electromagnética cuántica (simplificada a un único modo en una cavidad).
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La extensión del modelo al caso en el cual el sistema bipartito original se encuentra en interacción

con el entorno se realizó a través de una ecuación maestra que introduce los efectos ambientales

mediante consideraciones fenomenológicas.

En particular, se discutieron los contextos y abordajes para los cuales el caso unitario resulta

comparable con el caso disipativo, optando por la interpretación cinemática de la fase geométrica.

Esta interpretación resalta la dependencia exclusiva de la fase geométrica en la secuencia de estados

f́ısicos atravesada por el sistema, esto es, en la trayectoria descrita en el espacio de rayos. En este

marco, los distintos resultados obtenidos fueron detenidamente analizados y justificados en términos

de las trayectorias observadas.

En el caṕıtulo próximo el análisis se modifica de diversas formas. El sistema estudiado consta

otra vez de dos partes que en lugar de un sistema de dos niveles y un modo del campo, son dos

qubits idénticos. Los mismos estarán inmersos en un campo electromagnético en estado de vaćıo, que

posteriormente se altera introduciendo condiciones de contorno no-triviales. La dinámica del sistema

se deriva a partir de una descripción microscópica en lugar de hacerlo mediante consideraciones

fenomenológicas. El estudio, por otra parte, no se limita a la fase geométrica sino que se analiza el

efecto del entorno sobre otras propiedades del sistema.

35





C
A
P
ÍT
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Fluctuaciones del vaćıo electromagnético

En este caṕıtulo se modifica parcialmente el enfoque respecto del adoptado en el caṕıtulo anterior

(caṕıtulo 3). El escenario propuesto consiste en dos part́ıculas de dos niveles (o qubits) originalmente

no-interactuantes entre śı, pero acopladas al campo electromagnético cuántico en el que están

inmersas. Este modelo de un sistema bipartito que se halla sujeto a la acción del entorno, resulta

un contexto propicio para estudiar el efecto del entorno sobre el entrelazamiento entre las partes

del sistema. El tipo especial de correlación denominado entrelazamiento no sólo ha sido el foco de

discusiones fundacionales [87, 88] de la mecánica cuántica sino que también se ha convertido en un

recurso explotable para el almacenamiento y la manipulación de información cuántica [89–92]. Las

correlaciones cuánticas decaen en presencia de un entorno, esto es, la degradación del entrelazamiento

entre part́ıculas es inevitable [93–95]. Más aún, se ha encontrado que este decaimiento no siempre

sucede de forma asintótica, sino que part́ıculas inicialmente entrelazadas puede decorrelacionarse

completamente en un tiempo finito, fenómeno conocido como muerte súbita del entrelazamiento

[96–101]. Paralelamente, un entorno común puede también producir interacción indirecta entre

átomos originalmente independientes, conduciendo al efecto llamado, por analoǵıa, (re)nacimiento

del entrelazamiento [102, 103].

Para caracterizar el efecto del entorno sobre el entrelazamiento resulta imprescindible definir y

modelar dicho entorno. En particular, las fluctuaciones cuánticas del vaćıo son un ambiente que no

puede ser nunca completamente suprimido de modo que resulta importante, en muchos casos, consi-

derarlo. Por otra parte, es sabido que el estado del campo se modifica con la presencia de contornos

no-triviales, y que las distorsiones en las fluctuaciones del vaćıo cuántico se traducen en efectos

observables como modificaciones en el corrimiento de Lamb [104] y fuerzas de Casimir [105–108].

Considerando: (1) que el vaćıo cuántico modifica el entrelazamiento y la fase geométrica acumulada

por el sistema y (2) que las condiciones de borde modifican el vaćıo cuántico, surge naturalmente

la pregunta sobre en qué medida la presencia de contornos se traduce en nuevas correcciones al

entrelazamiento en el sistema bipartito y a la fase geométrica acumulada. Algunos trabajos previos

que abordan estas preguntas son [109, 110] respecto de las correlaciones y [111] respecto de la fase

geométrica. La literatura se extiende también sobre la relación entre el entrelazamiento de sistemas

bipartitos y la fase geométrica [112, 113].

El objetivo en este caṕıtulo es caracterizar la dinámica, el entrelazamiento y la fase geométrica

en presencia de fluctuaciones cuánticas del vaćıo electromagnético, comparando los resultados de

espacio libre con aquellos obtenidos cuando se introduce una condición de borde que modifique la
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estructura del entorno. En particular, se considera si la presencia del contorno puede explotarse para

inferir otros efectos del entorno sobre el sistema.

4.1. Modelo microscópico y ecuación maestra

Como se ha anticipado, se considera un sistema bipartito constituido por dos qubits (a los que

se refiere indistintamente de esta forma, o como part́ıculas o sistemas de dos niveles), originalmente

desacoplados entre śı. Ambos sistemas de dos niveles están en interacción ḿınima con el campo

electromagnético que los rodea, el cual se encuentra en estado de vaćıo. El conjunto completo se

estudiará (a) en condiciones de contorno triviales y (b) en presencia de un plano infinito de un

material conductor perfecto, como se representa esquemáticamente en la figura 4.1.

√
L2 + (2d)2 L

2d

d

Figura 4.1: Esquema del escenario propuesto en

este caṕıtulo. El sistema de interés se com-

pone de dos qubits (o part́ıculas) neutras con

momento dipolar no-nulo y originalmente no-

interactuantes entre śı, que están separadas una

distancia L en un entorno de campo electro-

magnético en estado de vaćıo. Se estudian los

casos (a) de espacio libre, o condiciones de con-

torno triviales y (b) en presencia de un plano

infinito conductor ubicado en y = 0. En este se-

gundo caso, las part́ıculas se encuentran a una

misma distancia d > 0 del plano, cuyo efecto

puede interpretarse en términos de interaccio-

nes entre part́ıculas en el espacio libre mediante

el método de imágenes.

Ambos casos pueden describirse mediante la misma expresión formal para el Hamiltoniano H =

Hs + Hem + Hint, donde los dos primeros términos Hs y Hem corresponden al Hamiltoniano que

gobierna la dinámica del sistema bipartito y de la radiación electromagnética libres respectivamente,

y Hint modela la interacción entre el sistema y el campo de vaćıo.

El Hamiltoniano del sistema libre puede escribirse expĺıcitamente como la suma de dos términos

H l
s =

ωl

2
σlz, (4.1)

donde l = 1, 2 etiqueta cada part́ıcula, ωl representa la frecuencia natural de la part́ıcula l y

σlz es la matriz de Pauli σz que actúa sobre la part́ıcula l, en producto externo con el operador

identidad actuando sobre la otra part́ıcula. Por otro lado, la interacción entre cada átomo y el

campo electromagnético se modela en la aproximación dipolar, y el término correspondiente Hint

del Hamiltoniano también puede expresarse como la suma Hint =
∑

l=1,2H
l
int de dos términos

H l
int = −µl ·E(t,xl), (4.2)

dados por el producto interno usual entre vectores del operador (vectorial) dipolo eléctrico µl del

qubit y el campo eléctrico E(t,xl) en la posición de cada dipolo. La forma funcional del operador
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dipolar es µl = e(rl+ σ
l
++rl− σ

l
−), con e la carga del electrón, rl± la orientación del momento dipolar

de la part́ıcula l, y σ± = (σx ± i σy)/2. Las orientaciones r se consideran parámetros clásicos, de

forma que todo el carácter operatorial de µ está contenido en σ±.

Por su parte, el campo eléctrico puede escribirse como

E(t,x) =
2∑

λ=1

∫
d3k

(2π)3
(2π ωk)

1/2 [aλ,kAλ,k(x)− a†λ,kA
∗
λ,k(x)] ελ,k, (4.3)

donde a±λ,k son los operadores bosónicos de creación y destrucción de fotones para el modo de

momento k y polarización λ, ωk = k c es la frecuencia del modo, con k = |k| y c = 1 en lo que

sigue, y ελ,k la λ-ésima componente del vector unitario εk que define la dirección de polarización

del modo [114]. Las funciones de modo Aλ,k(x) del campo electromagnético deben proponerse de

forma que el campo satisfaga las condiciones de borde. En particular, las funciones de modo del

espacio libre infinito están dadas por exponenciales complejas

Aλ,k(x) = e−ik·x, (4.4)

mientras que, para el caso en que se coloca un plano infinito de material conductor perfecto en la

posición y = 0, las funciones que describen el campo eléctrico en la región y ≥ 0 están dadas por

las expresiones

A1,k(x) =
√
2 (k̂∥ × k̂⊥) e

ik∥·x∥

A2,k(x) =

√
2

k
[k∥ cos(k⊥ · x) · k̂⊥ − i k⊥ sin(k⊥ · x)k̂∥], (4.5)

donde k∥ = kx x̂+kz ẑ y k⊥ = ky ŷ son las componentes paralela y perpendicular al plano infinito del

vector de onda k, y el sombrero indica vectores de norma unitaria. Más concretamente, se considera

que los qubits se encuentran separados una distancia L en dirección del eje z entre śı, y se ubican

a la misma distancia d de la placa (ver figura 4.1 para un esquema), de modo que sus posiciones se

describen como x1 = d ŷ + L ẑ y x2 = d ŷ.

La evolución temporal de este sistema debe abordarse mediante una ecuación maestra que se

obtiene en este caso desde consideraciones microscópicas siguiendo el desarrollo presentado en el

apéndice B. Se parte de la ecuación (B.9), dónde el primer término se anula al explicitar que el

campo se encuentra en estado de vaćıo, de forma que la ecuación maestra surgirá de especificar para

este modelo la expresión

ρ̇I(t) = −Trem

∫ t

0
dt′
[
Hint,I(t), [Hint,I(t

′), ρI(t)⊗ ρem]
]
. (4.6)

El Hamiltoniano de interacción entre el campo y cada part́ıcula, en representación de interacción

con respecto al Hamiltoniano libre de los qubits y de la radiación electromagnética,

Hint,I(t) = ei (Hs+Hem) tHint e
−i (Hs+Hem) t (4.7)

resulta en una suma de términos que oscilan con frecuencia ωk − ωl y ωk + ωl que se obtiene

fácilmente aplicando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff. Reemplazando la expresión expĺıcita

de Hint,I(t) en la ecuación (4.6) y retornando a la representación de Schrodinger se obtiene

ρ̇(t) = −i [Hs, ρ(t)]−
2∑

l,m=1

∫ t

0
dt′
[
K l m

∓ (t′)
(
[σl±, [σ

m
∓ , ρ(t)]] + [σl±, {σm∓ , ρ(t)}]

)
+ h.c.

]
. (4.8)
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Para arribar a la expresión de arriba, se ha realizado además la denominada aproximación secular,

que consiste en despreciar aquellos términos de la ecuación maestra rápidamente oscilantes en la

representación de interacción y se vincula estrechamente con la aproximación de onda rotante [115].

Los núcleos K lm
± (t) definidos en la ecuación (4.8) contienen toda la información sobre el efecto

del entorno en el sistema bipartito y están dados por

K lm
± (t) = e2 4π |r|2

∑

n,n′=x,y,z

rlnr
m
n′ ⟨0|En(t,xl)En′(t,xm) |0⟩ e−i (±ω)(t−t′). (4.9)

Para arribar a esta definición para los núcleos K lm
± (t) se han realizado algunas suposiciones adicio-

nales: se considera que la frecuencia natural ωl = ω ∀ l y la magnitud del momento dipolar |r| es la

misma para ambas part́ıculas, mientras que se permite todav́ıa que las direcciones de polarización

sean distintas. Estas direcciones se representan en la expresión (4.9) mediante dos vectores unitarios

r̂l de componentes rln. Siguiendo la derivación del apéndice B, se observa además que los núcleos

K lm
± (t) decaen en un rango temporal acotado de modo que es válido tomar t → ∞ en el ĺımite

superior de la integral.

Mediante la expansión de los conmutadores y anticonmutadores, la ecuación (4.8) adquiere una

expresión mucho más ilustrativa que permite ya en esta instancia identificar efectos del entorno sobre

el sistema de distinta naturaleza

ρ̇(t) =− i [Hs, ρ(t)]− i
∑

l,m

clm [σl+σ
m
− , ρ(t)] (4.10)

−
∑

l,m

alm
(
σl+ σ

m
− ρ(t) + ρ(t)σm+ σl− − σm− ρ(t)σ

l
+ − σl−ρ(t)σ

m
+

)
,

donde alm y clm son coeficientes reales que contienen la información sobre el entorno y sus condi-

ciones de borde, definidos por

alm(t) = Re

∫ ∞

0
dt′K lm

− (t′) (4.11)

cll(t) = Im

∫ ∞

0
dt′
[
K ll

+(t
′)−K ll

−(t
′)
]

clm(t) =
l ̸=m

Im

∫ ∞

0
dt′
[
K lm

+ (t′) +K lm
− (t′)

]
,

y resultan constantes como consecuencia de haber tomado el ĺımite t→ ∞ en la integral.

El primer término de la ecuación (4.10) corresponde nuevamente a la evolución unitaria de

dos qubits libres no-interactuantes que estaŕıa presente para el sistema en completo aislamiento.

Por el contrario, los términos condensados en las sumatorias representan efectos introducidos por

las fluctuaciones del vaćıo cuántico, y son de distinto carácter en dos sentidos: (a) el tipo de

evolución que originan y (b) la parte del sistema que involucran. Los términos agrupados en la

primer sumatoria contribuyen a la evolución unitaria, mientras que los términos agrupados en la

segunda sumatoria describen efectos no-unitarios. Entre los efectos unitarios que emergen por la

presencia del entorno, pueden a su vez reconocerse dos naturalezas. Los términos con coeficientes

cll, en los cuales el operador σl+σ
l
− actúa sobre el subespacio de estados de una única part́ıcula,

corresponden a renormalizaciones de la frecuencia natural de cada qubit. Por otra parte, los términos

con ı́ndices l ̸= m, en los cuales el operador σl+σ
m
− actúa sobre el subespacio de estados asociado

a una y otra part́ıcula, representa un término de interacción efectiva entre qubits. Considerando

los términos disipativos de la ecuación maestra, también en éstos se pueden reconocer distintos
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efectos según involucren una única part́ıcula o las dos. En particular, el coeficiente alm con l ̸= m

se denomina usualmente de decaimiento colectivo.

Los coeficientes involucrados en la ecuación dinámica del sistema tomarán distintas expresiones

expĺıcitas según se propongan condiciones de contorno triviales o no. En lo que sigue, se presentan

las expresiones correspondientes al caso del plano infinito de material conductor perfecto emplazado

en y = 0. Sin embargo, es posible extraer las expresiones para el caso de espacio libre tomando el

ĺımite en que la distancia d de las part́ıculas al plano tiende a infinito. Por otra parte, las expresiones

para los distintos coeficientes permanecerán válidas siempre y cuando se satisfagan las condiciones

necesarias para las aproximaciones de Born y Markov (ver apéndice B) y las funciones de correlación

del campo electromagnético decaigan en una escala temporal τem mucho más corta que el tiempo

caracteŕıstico de relajación del sistema τR. Esta condición impone una restricción sobre los valores

que pueden tomar los parámetros, a saber, se debe satisfacer que Lω ≳ 1 y 2dω ≳ 1. ver

Todos los coeficientes alm y clm pueden a su vez descomponerse en una contribución indepen-

diente de la geometŕıa de los contornos y una que surge como consecuencia de la presencia del plano

según

alm = γ0
∑

n=x,y,z

rln r
m
n [f1,lm − f2,lm] (4.12)

clm = γ0
∑

n=x,y,z

rln r
m
n [h1,lm − h2,lm] .

En la descomposición de arriba se ha definido el coeficiente γ0 = e2|r|2ω3/2 proporcional (por un

factor 3π/2) a la tasa de decaimiento espontánea para un átomo en vaćıo. A fin de dar una expre-

sión para cada uno de los términos involucrados, se definen además los parámetros adimensionales:

d̃ = 2 dω, proporcional a la distancia entre las part́ıculas y el plano conductor, L̃ = Lω, proporcional

a la distancia entre qubits, y s̃ = ω ((2d)2 + L2)1/2.

Efectos de part́ıcula única - Los términos con l = m representan efectos del campo so-

bre las part́ıculas tomadas en forma individual. Estos términos estaŕıan presentes también en el

caso en que el sistema consistiera de una única part́ıcula. En particular f1,ll = 1/3 contiene

el efecto disipativo ineludible del entorno como generador de emisión espontánea, mientras que

f2,ll = (δnx + δnz)A0(d̃) + 2 δny B0(d̃) da cuenta de un efecto adicional de disipación en cada

part́ıcula producto de la presencia del plano. Por otro lado, los factores h1,ll y h2,ll describen los

efectos unitarios de part́ıcula única, esto es, corrimientos de las frecuencias producidos por el vaćıo

infinito y por las modificaciones introducidas por el plano respectivamente. Se desprecia h1,ll [116] y

se refiere al trabajo original [117] para la forma expĺıcita del corrimiento en las frecuencias inducido

por el plano h2,ll.

Efectos emergentes colectivos - Los efectos de carácter colectivo inducidos por el vaćıo están

modelados por los términos con l ̸= m de la descomposición (4.13). El coeficiente alm de decai-

miento colectivo se compone de los factores

f1,lm =δnxA0(L̃) + δnyA0(L̃)− 2δnz B0(L̃) (4.13)

f2,lm =δnxA0(s̃) + δnyD0(s̃) + δnzC0(s̃),

mientras que las interacciones efectivas emergentes que contribuyen a la evolución unitaria del

sistema se describen con

(4.14)
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h1,lm =δnxA1(L̃) + δnyA1(L̃)− δnz B1(L̃) 2 (4.15)

h2,lm =δnxA1(s̃) + δnyD1(s̃) + δnz C1(s̃).

Las funciones Xn(x) ; X = A, ...,D , n = 0, 1 que aparecen en estas expresiones consisten en

funciones oscilantes que decaen según

An(x) = [x cos(x− nπ/2) + (x2 − 1) sin(x− nπ/2)]/x3 (4.16)

Bn(x) = [x cos(x+ nπ/2)− sin(x+ nπ/2)]/x3

Cn(x) =[−(2L̃2 + d̃ 2)x cos(x− nπ/2) + (2L̃2 + d̃ 2(x2 − 1)) sin(x− nπ/2)]/x5

Dn(x) =[−(2d̃ 2 − L̃ 2)x cos(x+ nπ/2) + (2d̃ 2 + L̃ 2(x2 − 1)) sin(x+ nπ/2)]/x5.

Interpretación en términos de imágenes - En śıntesis, los efectos que emergen en la dinámica del

sistema bipartito como consecuencia de su acoplamiento al entorno muestran distintas naturalezas:

(i) Algunos efectos se derivan de las fluctuaciones del vaćıo cuántico sobre cada qubit y no dependen

de ninguna distancia caracteŕıstica del sistema como, por ejemplo, los efectos generados por f1,ll.

(ii) Otros efectos, también independientes de los contornos, son efectos colectivos emergentes en-

tre los dos qubits del sistema inicialmente no-acoplados, están contenidos en los términos f1,lm y

h1,lm (l ̸= m) y dependen de la distancia L entre part́ıculas. Finalmente (iii), se observan efectos

adicionales que dan cuenta de la presencia del plano conductor y afectan tanto a cada part́ıcula

individualmente como al sistema bipartito completo. Los coeficientes que modelan el primer tipo,

f2,ll y h2,ll, dependen del doble de la distancia del qubit al plano, y pueden interpretarse como

acciones efectivas ejercidas sobre el átomo por su dipolo imagen, mientras que los coeficientes que

modelan el segundo caso, f2,lm y h2,lm, exhiben dependencia en la distancia ((2d)2+L2)1/2 y pueden

entenderse como interacciones efectivas ejercidas sobre un qubit por la imagen del otro dipolo.

4.2. Análisis de la dinámica del sistema

En esta sección, se examina la dinámica del sistema bipartito y sus propiedades para los dos casos

mencionados de espacio libre y en presencia de un plano conductor infinito, fijo en la posición y = 0.

En ambos casos los qubits se encuentran separados entre śı una distancia L en dirección ẑ. Cuando

se considere el plano conductor, se denominará d la distancia de las part́ıculas al mismo, que será

siempre la misma para los dos qubits.

Una base naturalmente adecuada para este estudio es la base B = {|+,+⟩ , |+,−⟩ , |−,+⟩ , |−,−⟩}
formada por estados producto |ψ⟩ = |±⟩ ⊗ |±⟩ de autoestados |±⟩ del operador σz para cada qu-

bit. En lo que sigue, se considera esta base y se restringe el estudio a estados iniciales del sistema

bipartito de la forma

|ψ(0)⟩ = cos(θ/2) |+,+⟩+ sin(θ/2) |−,−⟩ (4.17)

donde θ determina el grado de entrelazamiento inicial. La restricción a estados iniciales de esta forma

se justifica por la intención de analizar los escenarios particulares en los que se observa muerte y

nacimiento súbito de entrelazamiento. Como se reporta en [102], no se observa muerte súbita del

entrelazamiento para ningún estado con un máximo de una excitación. De forma análoga, en dichos

estados puede crearse suavemente entrelazamiento, pero no puede aparecer repentinamente.

La evolución de un estado inicial de la forma (4.17) asume una estructura simplificada en la que

algunos elementos de matriz permanecen nulos para todo tiempo. Las poblaciones ρii ocupando los

estados {|1⟩ , |2⟩ , |3⟩ , |4⟩} = {|++⟩ , |+−⟩ , |−+⟩ , |−−⟩} evolucionan según
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ρ11(t) = cos2(θ/2) e−4 a11 t (4.18)

ρ22(t) = ρ33(t) = cos2(θ/2)

{
a−
2 a+

(e−2 a+ t − 1) e−2 a− t +
a+
2 a−

(e−2 a− t − 1) e−2 a+ t

}
,

donde se ha empleado la notación a± = a11±a12 y la población ρ44(t) se deduce de la condición de

traza unitaria del operador densidad. Por otro lado, las únicas coherencias no-nulas son ρ41 y ρ23, o

se deducen de éstas, dadas por

ρ41(t) = sin(θ) e−2 a11 t e2i (c11+ω) t/2 (4.19)

ρ23(t) = cos2(θ/2)

{
− a−
2 a+

(1− e−2 a+ t) e−2 a− t +
a+
2 a−

(1− e−2 a− t) e−2 a+ t

}
.

Decaimiento de las coherencias - El decaimiento de las coherencias cuánticas se considera una

buena medida del afecto del entorno sobre la dinámica del sistema. La figura 4.2 muestra en los

paneles (a) y (b) la evolución dinámica del valor absoluto de las coherencias ρ23(t) y ρ41(t), para

distintas relaciones d/L entre la distancia de los qubits al plano y la distancia entre qubits. En ambas

figuras se incluye el caso en el que no hay plano conductor d̃ → ∞ para permitir la comparación.

Cuando se considera la presencia del plano infinito conductor, la orientación del momento dipolar

de cada part́ıcula se torna relevante. Para tratar esta cuestión, las figuras principales y los insets

muestran el caso de part́ıculas con momento dipolar en direcciones diferentes. Concretamente, las

figuras principales corresponden a momento dipolar en dirección perpendicular al plano rl = |r| ŷ,

mientras que los insets corresponden al caso de momento dipolar paralelo al plano, pero perpendicular

a la separación entre part́ıculas rl = |r| x̂

Figura 4.2: Evolución dinámica en valor absoluto de las coherencias (a) ρ23(t) y (b) ρ41(t) del

operador densidad ρ(t) considerando distintas relaciones d/L entre la distancia d del sistema al

plano conductor y la distancia L entre las part́ıculas que componen el sistema. El mismo parte de

un estado inicial definido por θ = π/2, y el efecto del vaćıo está caracterizado por un parámetro

γ0/ω = α, con α la constante de estructura fina. Se incluye también el caso de espacio libre (ĺıneas

color naranja, sólidas) para comparación. Las ĺıneas celestes de trazos, y azules de puntos, representan

la evolución para valores d = L y d = 0,5L respectivamente. Las figuras principales corresponden

a part́ıculas con polarización perpendicular al plano, mientras que los insets muestran el caso de

part́ıculas con polarización paralela al plano en dirección x̂
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Las coherencias del estado ρ(t) decaen, como es de esperar, con el tiempo adimensional t ω. Sin

embargo pueden distinguirse en la figura 4.2 distintas escalas de decaimiento de las coherencias o

decoherencia para los distintos casos considerados. Si se define la escala de decoherencia para el

caso de espacio libre T0 = π/γ0, se observa que ambas coherencias decaen en una escala temporal

T⊥ < T0 más corta que T0 cuando la orientación del dipolo es perpendicular al plano conductor.

Por otra parte, la situación se invierte para el caso de polarización en dirección paralela al plano en

dirección del eje x. En este caso, la escala temporal de decoherencia T∥ > T0 resulta más prolongada

que para el caso sin contornos. Más aún, este comportamiento se acentúa conforme se reduce la

distancia relativa al plano d/L.

Esta situación admite una interpretación en términos de interacciones entre part́ıculas (reales

e imagen) recurriendo el método de imágenes. Si un dipolo eléctrico se ubica frente a un plano

infinito conductor apuntando en dirección paralela al plano, el efecto de la condición de contorno

puede reemplazarse por el efecto de un dipolo de idéntica magnitud y dirección pero de sentido

contrario rim = −r, ubicado en posición opuesta a la misma distancia del contorno que el dipolo

real. La diferencia en los sentidos de orientación conduce a que el momento dipolar del conjunto

se compense, el dipolo imagen cancela parcialmente el efecto del dipolo real y se observa menos

decoherencia. Si por el contrario el dipolo se ubica orientado en dirección perpendicular al plano,

entonces el efecto de la condición de contorno se reproduce con otro dipolo en la misma dirección y

sentido rim = r, ubicado a la misma distancia del contorno que el dipolo real. En este caso el efecto

total se incrementa y se observa que la decoherencia es más fuerte [118].

Con el objetivo de obtener una imagen más detallada del comportamiento de las coherencias con

la distancia qubit-plano d, se compara el proceso de cáıda de las coherencias para el caso de espacio

libre con el caso en presencia del plano conductor. A continuación, se toma el ejemplo del elemento

ρ41 y se refiere al trabajo original [117] para el análisis del elemento ρ32. La evolución de |ρ41(t)|
expuesta en el panel (b) de la figura 4.2 sugiere que una buena forma de hacerse una idea de la

influencia del plano es observar la diferencia ∆|ρ41| = |ρ41(t)|plano − |ρ41(t)|libre entre los valores

absolutos del elemento ρ41(t) a un tiempo fijo t para ambos casos. En la figura 4.3 se muestra

esta diferencia en función de la distancia relativa d/L de los qubits al plano a tiempo fijo t = T0.

Se presentan nuevamente los dos casos de polarización considerados anteriormente, esto es, el caso

en que ambos qubits están polarizados en dirección perpendicular al plano, y en que ambos están

polarizados en dirección paralela al plano y perpendicular a la distancia que los separa.

Figura 4.3: Diferencia entre valores abso-

lutos de ρ41(T0) a tiempo fijo t = T0 para

un sistema en espacio libre y en presencia

de un plano conductor, en función de la

distancia relativa d/L. Se parte de un es-

tado inicial con θ = π/2 en un entorno ca-

racterizado por γ0/ω = α, con α la cons-

tante de estructura fina. Se presentan los

dos casos de polarización perpendicular al

plano y paralela en dirección x̂ con ĺınea

color naranja sólida y color celeste de tra-

zos respectivamente.

Esta figura muestra un primer régimen de distancias d/L para el cual el efecto de decoherencia se

refuerza si el momento dipolar del qubit es perpendicular al plano, mientras que se suaviza si éste es

44



4.3. Dinámica del entrelazamiento.

paralelo. En el primer caso |ρ41(T0)|plano < |ρ41(T0)|libre, y por lo tanto su diferencia resulta negativa,

mientras que en el segundo caso la relación se invierte y la diferencia resulta positiva. Superado este

régimen, lo que ocurre para d ∼ 2L la relación muestra intervalos de comportamiento inverso, con

oscilaciones de amplitud decreciente. Cuando d/L≫ 1 se recupera, a partir de ambas polarizaciones,

el caso de espacio libre y la diferencia se vuelve nula.

Resulta ilustrativo retomar la interpretación del efecto del plano en términos de momentos di-

polares imagen. Cuando los qubits que componen el sistema se encuentran en el primer régimen la

distancia que separa las part́ıculas del plano es suficientemente chica como para que la interpretación

en términos de dipolos cuyo efecto se cancela o duplica según el caso resulte una buena aproxima-

ción. Los momentos dipolares de un dipolo real y su dipolo imagen tienen una acción efectiva que

puede pensarse como la suma o la resta de la acción individual, corregida por el hecho de que, si bien

próximos, no están realmente superpuestos. Cuando la distancia entre cada part́ıcula y su imagen

sea demasiado grande en comparación con las otras escalas del sistema, la acción de los dipolos

reales e imagen debe considerarse en detalle y la interpretación simplificada de suma y resta escalar

de efectos que supone dipolos ubicados en un mismo punto ya no resulta válida.

4.3. Dinámica del entrelazamiento.

En esta sección se estudia la dinámica del entrelazamiento en el sistema bipartito expuesto a las

fluctuaciones del vaćıo cuántico poniendo el énfasis, otra vez, en la comparación entre el caso de

espacio libre y el caso en que se incluye el contorno no-trivial del plano conductor infinito. En presencia

del plano, se retoma el análisis de los dos casos de orientación para el momento dipolar de los qubits.

Entre las muchas medidas de entrelazamiento de estados mixtos motivadas en consideraciones f́ısicas,

el entrelazamiento de formación se propone cuantificar los recursos necesarios para crear un dado

estado entrelazado, pero su cálculo implica una minimización sobre todas las descomposiciones

posibles en estados puros, volviéndola una medida inconveniente en el caso general.

Sin embargo, para el caso particular de sistemas de dos niveles, la cantidad conocida como

concurrencia se relaciona monótonamente con el entrelazamiento de formación y puede tomarse

como una medida del entrelazamiento en śı misma [119]. La concurrencia de un estado ρ(t) se anula

si el estado es separable y se extiende monótonamente hasta un valor unitario para el caso de estados

maximalmente entrelazados. Puede calcularse mediante la expresión

C(ρ) = máx(0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4) (4.20)

donde los λi representan los autovalores de la matriz auxiliar ρ̃ = ρ (σy ⊗ σy)ρ
∗ (σy ⊗ σy) en

orden decreciente, los cuales están dados para la estructura particular que toma la matriz densidad

considerada, por {λi} = {(√ρ11 ρ44 ± |ρ41|)2, (ρ22 ± |ρ23|)2}.

La figura 4.4 presenta la evolución dinámica de la concurrencia para los casos extremos de

un estado inicial maximalmente entrelazado y un estado inicial separable. El caso de estado inicial

maximalmente entrelazado se muestra en el panel (a) mientras que el caso de estado inicial separable,

en el panel (b). Se consideran distintas relaciones d/L entre la distancia d del sistema al plano

conductor y la distancia L entre las part́ıculas que componen el sistema y se incluye, además, el

caso de espacio libre para comparación. Para mayor consistencia con los resultados presentados en

la sección anterior, se observan nuevamente las dos direcciones de polarización de las part́ıculas en

ŷ y en x̂, relevantes en presencia del plano conductor.
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Figura 4.4: Evolución dinámica de la concurrencia para un estado inicial (a) maximalmente entre-

lazado, con θ = π/2 y (b) separable, con θ = 0 en un entorno caracterizado por γ0/ω = α, con

α la constante de estructura fina. Se consideran distintas relaciones d/L entre la distancia d del

sistema al plano conductor y la distancia L entre las part́ıculas que componen el sistema. Se incluye

también el caso de espacio libre (ĺıneas color naranja, sólidas) para comparación. Las ĺıneas celestes

de trazos, azules de puntos, y bordó de trazo/punto, representan la evolución para valores d = L,

d = 2L, y d = 4L respectivamente. Las figuras principales corresponden a part́ıculas con polariza-

ción perpendicular al plano, mientras que los insets muestran el caso de part́ıculas con polarización

paralela al plano en dirección x̂

.

Se observa en primer lugar el caso inicialmente entrelazado del panel (a). En ausencia de contor-

nos, la concurrencia decae en una escala temporal ∼ 1,5T0 y muestra, posteriormente un pequeño

resurgimiento que alcanza un valor máximo mucho más bajo ∼ 0,015 y decae asintóticamente.

Cuando se incorpora el plano, el decaimiento en el entrelazamiento se comporta cualitativamente

igual a las coherencias. Para distancias relativas d/L en el régimen inicial, como el ejemplo d = L

representado con ĺınea de trazos, el entrelazamiento se degrada respetando la misma relación entre

escalas con que se degradan las coherencias en este régimen de part́ıculas cercanas al plano. El efecto

del entorno se acentúa si los momentos dipolares son perpendiculares al plano y se suaviza cuando

son paralelos al mismo. A medida que la distancia relativa d/L aumenta, el comportamiento tiende

oscilatoriamente al observado para el caso de espacio libre.

En segundo lugar, se examina la dinámica del entrelazamiento cuando el sistema evoluciona a

partir de un estado inicial separable, lo que se exhibe en el panel (b) de la figura 4.4. En todos los casos

considerados se distingue un peŕıodo inicial en el que la concurrencia permanece nula, lo que revela

que el estado del sistema permanece separable, seguido de una generación súbita de entrelazamiento

que muestra siempre la misma forma cualitativa de una cresta que alcanza un valor máximo y

luego decae suavemente. Para el sistema en espacio libre, la generación súbita de entrelazamiento

tiene lugar en el instante adimensional ω t ∼ 1,8T0 y crece hasta valores máximos de concurrencia

C = 0,03 que decaen prácticamente por completo en una escala ω t = 15T0. En presencia del

plano conductor, la evolución del entrelazamiento se modifica de distinta forma según las part́ıculas

tengan momento dipolar en una u otra de las direcciones consideradas. Para part́ıculas polarizadas

en dirección perpendicular al plano, la generación espontánea se observa en instantes similares para

cualquier relación de la distancia relativa d/L de las part́ıculas al plano. Sin embargo, los valores

máximos de concurrencia alcanzados difieren considerablemente, acercándose al caso de espacio libre

para d = 4L y decreciendo monótonamente conforme se reduce la distancia al plano hasta mostrar
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un valor prácticamente nulo para d = 0,5L. Por otra parte, para dipolos orientados en dirección

x̂ paralela al plano y perpendicular a la dirección de separación entre part́ıculas, la generación

tiene lugar en instantes adimensionales distintos según sea d/L. Espećıficamente, la generación de

entrelazamiento se posterga para distancias relativas en el régimen inicial como d = L y recupera

asintóticamente el resultado de espacio libre, oscilando en torno al mismo, cuando d/L → ∞. Una

vez generado el entrelazamiento, éste decae en una escala de tiempo adimensional más prolongada

cuanto menor sea la distancia relativa del sistema al plano.

La existencia de resurgimientos y generación de entrelazamiento no debe considerarse un signo

de no-markovianidad. En particular, hemos descartado toda contribución de efectos de memoria

del entorno al hacer la aproximación de Markov. Este tipo de comportamientos en la evolución

del entrelazamiento es consecuencia exclusiva de la dinámica colectiva inducida por presencia del

entorno [103, 120, 121]. El campo irradiado por emisión espontánea de una de las part́ıculas influye

sobre la dinámica de la otra mediante el campo de vaćıo sin que haya retorno de información desde

el campo de vaćıo al mismo qubit.

4.4. Fase geométrica

Por último, se describe la evolución del sistema desde la inspección de la fase geométrica acu-

mulada por su estado, repitiendo las condiciones particulares consideradas en las observaciones de

las coherencias y el entrelazamiento con el objetivo de componer un estudio completo de cada uno

de dichos escenarios y establecer conexiones y diferencias entre los distintos aspectos indagados.

Cuando el sistema estudiado está acoplado a un entorno como en este caso, se tendrá en general

una fase geométrica ϕg, calculada siguiendo la definición (2.69), que se modifica respecto del valor

obtenido en una hipotética evolución unitaria, obteniendo ϕg = ϕu + δϕ. Recordamos que esta fase

geométrica, aplicable al escenario de estados mixtos que evolucionan de forma no-unitaria, se reduce

a la fórmula (2.71) cuando el estado inicial del sistema es, como en este caso, un estado puro. El

autoestado de ρ(t) involucrado en el cálculo de la fase geométrica puede expresarse como

|ψ+(t)⟩ =
−(ρ44 − ϵ+) |++⟩+ ρ41 |−−⟩
((ρ44 − ϵ+)2 + ρ41ρ14)

1/2
, (4.21)

donde ϵ+ = 1
2

(
ρ11+ρ44+((ρ11−ρ44)2+4|ρ41|2)1/2

)
es el autovalor del operador densidad asociado

a este autoestado, y satisface ϵ+(0) = 1, mientras que los autovalores restantes se anulan a tiempo

inicial. Mediante el reemplazo de la expresión formal para |ψ+(t)⟩ en términos de los elementos de

matriz ρij , la ecuación (2.71) toma la forma

ϕg = arg(⟨ψ+(0)|ψ+(t)⟩)−
∫ t

0
dt′

2(ω + c11) |ρ41|2
(ρ44 − ϵ+)2 + |ρ41|2

(4.22)

Evolución dinámica de la fase geométrica - Se estudia, en primer lugar, la fase geométrica ϕg
acumulada en la evolución dinámica del sistema abierto, y su diferencia δϕ = ϕg − ϕu respecto de

aquella adquirida en la evolución unitaria. En la figura 4.5 se exhibe la fase geométrica acumulada

por un estado inicial maximalmente entrelazado (θ = π/2). Una vez más, se consideran los casos

en que el momento dipolar de las part́ıculas se orienta perpendicular al plano conductor, o paralelo

al mismo en dirección x̂. Estos dos escenarios se presentan en los paneles (a) y (b) respectivamente.

En cada caso, se muestran dos valores distintos para la relación d/L, acompañadas por los casos de

espacio libre y de evolución unitaria.
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Figura 4.5: Fase geométrica acumulada a lo largo de la evolución para un sistema cuyas part́ıculas

tienen momento dipolar (a) perpendicular al plano y (b) paralelo al plano en dirección del eje x,

considerando distintas relaciones d/L entre la distancia d del sistema al plano conductor y la distancia

L entre part́ıculas. El sistema parte de un estado inicial definido por θ = π/2, y el efecto del vaćıo

sobre el mismo está caracterizado por un parámetro γ0 = 5× 10−3ω. Para permitir comparación, se

incorpora en los dos gráficos el caso de espacio libre (ĺıneas naranja sólidas) y el caso de evolución

unitaria (ĺıneas bordó de trazo-punto), mientras que las ĺıneas celeste de trazos, y azules de puntos,

representan la evolución para valores d = L y d = 0,5L respectivamente.

En el caso unitario, en que los dos qubits evolucionan independientemente según el Hamiltoniano

(4.1), los escalones corresponden al doble de la bien estudiada fase geométrica de un qubit que traza

una trayectoria circular en la esfera de Bloch, resultando ϕu = 2π(1 − cos(θ)) la fase acumulada

en un peŕıodo natural Ts de los qubits. Dicho peŕıodo resulta mucho menor a la escala temporal de

decaimiento T0, esto es, satisface la condición Ts ≪ T0 supuesta en las aproximaciones.

El efecto del vaćıo cuántico sin modificar y sus fluctuaciones degrada la fase geométrica que

pasa de mostrar escalones perfectos a describir una curva más suave de crecimiento más lento.

Eventualmente, el entorno provoca decaimiento total de las coherencias (ver figuras 4.2) y la emer-

gencia de un estado estacionario que detiene su marcha en el espacio de rayos y, en consecuencia,

la acumulación de fase geométrica. La incorporación del plano infinito conductor tendrá, una vez

más, efectos inversos dependiendo de la dirección de polarización de los qubits. En el panel (a) de la

figura 4.5 se observa que, para el caso de polarización perpendicular al plano, el efecto degradante

de las fluctuaciones de vaćıo sobre la fase geométrica se acentúa a medida que la distancia d de las

part́ıculas al plano se acorta. Por el contrario, el panel (b) revela que cuando los dipolos se orientan

en dirección paralela al plano y perpendicular a la separación entre part́ıculas, el efecto del entorno

se atenúa conforme las part́ıculas se acercan al plano, sin superar, sin embargo, el ĺımite establecido

por el caso unitario.

Bajo determinadas condiciones, el comportamiento de la fase geométrica puede tratarse anaĺıti-

camente. En el ĺımite de acoplamiento débil que se considera en este caṕıtulo, es posible realizar

una expansión en términos de γ0/ω que a segundo orden toma, para t = Ts, la expresión

ϕg(Ts) ∼ − 2π(1− cos θ)− 4π2 sin2 θ
a11
ω

(4.23)

− 16π3

3
sin2 θ

(
(a211 + a212)(1 + cos θ) + 2 a211 cos θ

) 1

ω2
.

El primer término en la expansión corresponde a la fase geométrica ϕu acumulada durante una
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evolución unitaria. Resulta notable que la corrección de primer orden para el caso de acoplamiento

débil, dependa únicamente del coeficiente a11. Esto implica que la presencia de contornos no-triviales

en el entorno tiene en la fase geométrica un efecto dominante por sobre la presencia del otro qubit,

con la distancia L entre qubits incorporándose al orden siguiente.

El análisis puede extenderse reemplazando la forma expĺıcita de los coeficientes alm en la expansión

(4.23) que, a primer orden en γ0/ω resulta

δϕ(2π/ω) ∼ −4π2 sin2 θ

(
1

3
−

∑

n=x,y,z

(r1n)
2 f2,11

)
γ0
ω
, (4.24)

donde se observa que la corrección a primer orden tiene una componente −4/3π2 sin2 θ de puro vaćıo

y una segunda contribución producto de la presencia del plano conductor. La dependencia sin2(θ)

en el estado inicial ocasiona una corrección máxima para los estados maximalmente entrelazados

que decrece hasta anularse para estados separables.

Con el objetivo de adquirir una noción del rango de validez de la aproximación, se estudia la

diferencia relativa (ϕg−ϕaproxg )/ϕg entre la fase geométrica ϕg calculada mediante la ecuación (4.22)

y el valor aproximado ϕaproxg dado por (4.23), como función del parámetro γ0/ω de expansión, que

caracteriza la influencia del entorno sobre el sistema. El resultado de esta comparación de exhibe en

la figura 4.6. Los dos casos de polarización perpendicular al plano y paralela en x̂ se presentan en

en la figura principal y en el inset respectivamente.

Figura 4.6: Diferencia relativa (ϕg−ϕaproxg )/ϕg
entre la fase geométrica (4.22) y el valor aproxi-

mado (4.23), como función del parámetro γ0/ω

de la expansión, y para una relación d = L

entre distancias. Los dos casos de polarización

perpendicular al plano y paralela en x̂ se pre-

sentan en la figura principal y en el inset respec-

tivamente. La ĺınea naranja sólida corresponde

al estado separable con θ = 0, mientras que las

ĺıneas celeste de trazos, azul de puntos, y bordó

de trazo-punto, corresponden a estados inicia-

les con θ = π/4, π/2, y 3π/4 respectivamente.

Para esta relación d = L entre distancias, la expansión (4.23) reproduce el comportamiento de

la fase geométrica con un error relativo menor al 10% para valores del parámetro del orden de

γ0/ω ∼ 10−2. La influencia del contorno en las fluctuaciones de vaćıo genera variaciones en el rango

de γ0/ω en que la aproximación resulta válida, dependiendo de la distancia del sistema al plano

conductor. Por otro lado, el error relativo muestra además una dependencia en el estado inicial del

sistema y se incrementa con la probabilidad a tiempo t = 0 del estado excitado, esto es, aumenta

cuanto mayor sea la probabilidad inicial para dicho estado.

❣

En resumen, en este caṕıtulo se estudió la dinámica de un sistema compuesto por dos qubits sujeto

a los efectos de las fluctuaciones cuánticas del vaćıo electromagnético tanto en espacio libre como
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en presencia de un plano infinito conductor. Se observaron tres aspectos particulares, a saber, la

pérdida de coherencia, el entrelazamiento entre los dos qubits y la fase geométrica acumulada por

el estado del sistema bipartito.

Se definió una escala de decoherencia T = π/γ0 asociada a la pérdida de coherencia para el

sistema ubicado en el espacio libre y se encontró que existe una jerarqúıa entre las escalas asociadas

a los distintos casos en presencia del plano infinito de material conductor. Espećıficamente, dicha

jerarqúıa puede expresarse como T∥ > T0 > T⊥, donde T∥,⊥ refiere a la escala de decoherencia para

part́ıculas con momento dipolar paralelo y perpendicular al plano conductor respectivamente. Este

resultado se interpretó en términos de interacciones entre part́ıculas reemplazando los efectos del

contorno no-trivial por part́ıculas imagen, concluyendo que el caso en que los dipolos se orientan

paralelos al plano origina un entorno más destructivo que conduce a escalas de decoherencia más

cortas. La dependencia de estas escalas con la relación d/L entre la distancia de las part́ıculas al

plano y la distancia que separa ambas part́ıculas también fue investigada.

El entrelazamiento entre los qubits que componen el sistema se estudió a través de la concurrencia,

analizando la dependencia en la relación d/L y en la orientación de los momentos dipolares. Se

puso especial atención en los efectos de muerte y generación espontánea de entrelazamiento, y

re-nacimientos del entrelazamiento. Estos fenómenos se interpretaron en términos de interacciones

efectivas (esto es, mediadas por el entorno) entre part́ıculas recurriendo al método de imágenes.

Finalmente se consideró la fase geométrica acumulada por el sistema bipartito para un estado

inicial maximalmente entrelazado, con particular foco en las modificaciones introducidas por la

presencia del entorno en los distintos casos considerados para el estudio de las coherencias y el

entrelazamiento. En el ĺımite de acoplamiento débil es posible encontrar una expansión anaĺıtica en

órdenes del parámetro de acoplamiento que permite reconocer y distinguir las contribuciones del

espacio libre y del plano conductor.
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Fase geométrica y fricción cuántica

Una de las ideas más excitantes que introduce la teoŕıa cuántica de campos es la de que el

estado de vaćıo posee una estructura no-trivial, repleto de part́ıculas de corta vida que aparecen

y desaparecen constantemente, llenando el vaćıo con una enerǵıa del punto cero no nula. A pesar

de las controversias iniciales que despertó esta idea, la evidencia experimental indicando que este

vaćıo vivo tiene consecuencias observables se acumuló en diversos ejemplos como el corrimiento de

Lamb [104] y la fuerza de Casimir [105].

En el caṕıtulo 4 se consideró el efecto del vaćıo cuántico del campo electromagnético sobre el

grado de entrelazamiento mostrado por un sistema bipartito y sobre la fase geométrica acumulada

por su estado. Las modificaciones en las fluctuaciones de vaćıo introducidas por la inclusión de

contornos no-triviales se trató para el caso particular de un plano infinito de espesor despreciable y

material conductor perfecto. Si en tal escenario el sistema se hubiera puesto en movimiento paralelo

al plano conductor, esta situación hubiera resultado equivalente al caso estático estudiado, puesto

que en un conductor perfecto la carga de redistribuye instantáneamente.

En una propuesta diferente, en este caṕıtulo se compilan y desarrollan los resultados presentados

en [122–124], y se reemplazan los contornos perfectos por materiales semiconductores que permitan

acceder al estudio de los efectos del entorno sobre un sistema en movimiento a velocidad constante.

5.1. Sobre el fenómeno de fricción cuántica

En 1948 Hendrick Casimir demostró que el origen de la fuerza atractiva que tiene lugar entre

dos placas paralelas perfectamente conductoras debe buscarse en las fluctuaciones cuánticas del

vaćıo [105]. Mientras que se han alcanzado numerosas comprobaciones experimentales de este efec-

to [106, 125–127], otro fenómeno del mismo origen conocido como Fricción cuántica elude hasta el

momento la detección, lo que se debe principalmente a su rango corto y pequeña magnitud.

Imagen pictórica - Empezamos con una descripción introductoria del curioso fenómeno de la

Fricción cuántica. Suponiendo que una part́ıcula neutra se encuentra rodeada por un campo electro-

magnético en estado de vaćıo, las fluctuaciones en el vaćıo cuántico inducirán un momento dipolar

eléctrico fluctuante µ en la part́ıcula.

Si esta part́ıcula se posiciona en las inmediaciones de una superficie conductora neutra, el campo
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inducido por el material macroscópico puede describirse, en la región accesible del espacio, con un

dipolo imagen fluctuante en la posición espejada del dipolo real. Esta es la situación que se muestra

esquemáticamente en el panel (a) de la figura 5.1. Cuando el momento dipolar de la part́ıcula real

oscila, el dipolo imagen oscila también, lo que resulta en un efecto neto de atracción que empuja la

part́ıcula hacia el plano. Esta fuerza inducida por las fluctuaciones se conoce como fuerza de Van

der Waals o de Casimir–Polder.

Por otro lado, las condiciones pueden modificarse poniendo a la part́ıcula en movimiento relativo

con respecto a la superficie, lo que se muestra esquemáticamente en el panel (b) de la figura

5.1. En este caso las cargas en la superficie conductora se desplazan también, es decir, el dipolo

espejado sigue a la part́ıcula real. Si la superficie es un conductor perfecto, las cargas en la superficie

se redistribuyen instantáneamente y la situación es completamente análoga al caso estático. Sin

embargo, si la part́ıcula viaja por encima de un conductor imperfecto o dieléctrico, el dipolo imagen

se retrasa producto de la resistividad del material. Los momentos dipolares fluctuantes real e imagen

dan origen a una fuerza con una componente adicional paralela a la superficie: la Fricción cuántica.

(a) Dipolo estático (b) Dipolo en movimiento

Figura 5.1: Representación esquemática de un part́ıcula neutra rodeada por el campo electromagnéti-

co en estado de vaćıo. Si esta part́ıcula se encuentra en las inmediaciones de una superficie conductora

neutra, los efectos sobre ella pueden describirse con un dipolo imagen fluctuante en la región inac-

cesible del espacio. En el caso estático (a) estos efectos corresponden a la Fuerza de Casimir. En

el caso dinámico (b) aparece una contribución adicional a esta fuerza paralela a la superficie, la

Fricción cuántica.

5.1.1. Cálculo de la fuerza mediante un formalismo funcional

En el marco de esta tesis, e inspirado en el tratamiento de efectos disipativos propuesto en [128–

130], se calcula la fuerza disipativa que actúa sobre una part́ıcula en movimiento uniforme y paralelo

a una lámina dieléctrica [124]. El examen se realiza para un modelo simplificado, diferente de aquél

estudiado en las secciones 5.2 a 5.6. Con el objetivo de identificar modificaciones en la fuerza

producidas por la temperatura se utiliza el formalismo de integral de camino cerrada [131, 132]. A

continuación, se describen los pasos principales del desarrollo utilizado para el cálculo de la fuerza

inducida por el movimiento relativo.

Considérese una part́ıcula neutra cuyo centro de masa describe una trayectoria rectiĺınea uniforme

de velocidad v, paralela a una placa dieléctrica, a una distancia d por sobre la misma. La trayectoria

de la part́ıcula se considera determinada por agentes externos. Se considera que la placa dieléctrica

se extiende infinitamente en dirección de los ejes x e y, ubicada en z = 0, y que su espesor resulta

despreciable. Sin pérdida de generalidad, se supone además que el movimiento de la part́ıcula es en
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dirección del eje x. El conjunto completo se encuentra inmerso en un campo cuántico. La acción

clásica para este sistema puede escribirse, explicitando el origen de las distintas contribuciones, como

S = Svac
0 +Spl

0 +Spart
0 +Spl

int +Spart
int . Los primeros tres términos corresponden a las acciones libres

del campo de vaćıo, de la placa y de la part́ıcula respectivamente, mientras que los últimos dos

términos representan interacciones entre el campo escalar y la placa, y entre el campo y la part́ıcula.

Como se ha anticipado, se propone un modelo simplificado en el que el grado de libertad interno

de la part́ıcula se describe mediante un oscilador armónico de frecuencia ω, a la vez que el plano

dieléctrico, posicionado en z = 0, se modela como un conjunto de infinitos osciladores armónicos no-

interactuantes de idéntica frecuencia Ω, descritos por coordenadas generalizadas Q(t,x). La acción

libre que describe una placa de este tipo resulta

Spl
0 =

1

2

∫
d3x δ(z)

[
Q̇(t,x)− (Ω2 − iϵ)Q2(t,x)

]
. (5.1)

También el campo electromagnético es reemplazado en este modelo simplificado, considerando que

la part́ıcula y la placa se encuentran inmersas en un campo escalar cuántico, cuya acción libre es

la acción de Klein-Gordon. Por otra parte, el acoplamiento entre la placa y el campo se considera

lineal y local, descrito mediante la acción de interacción

Spl
int = λ

∫
d3x δ(z)Q(t,x)ϕ(t,x), (5.2)

donde λ da cuenta de la intensidad de la interacción entre el campo y el plano y ϕ(t,x) representa

los grados de libertad del campo. El acoplamiento entre éste y la part́ıcula se describe mediante una

corriente J según

Spart
int =

∫
d3xϕ(t,x) J(t,x), (5.3)

donde la corriente J(t,x) = g q(t) δ(x−v t) δ(y) δ(z−d) modela una interacción local de intensidad

g entre la coordenada generalizada q(t), que describe el grado de libertad interno de la part́ıcula, y

el campo.

Propagador efectivo del campo - El objetivo propuesto es, entonces, hallar una expresión para la

fuerza disipativa que actúa sobre la part́ıcula para el caso de temperatura no-nula, espećıficamente,

se considera el caso de equilibrio térmico, en el cual todos los elementos del sistema se encuentran a

la misma temperatura. Esta tarea puede abordarse utilizando el formalismo de Schwinger-Keldysh,

también conocido como formalismo de integrales funcionales in-in, o de integrales cerradas, y se con-

sidera un contorno de integración espećıfico denominado Contorno de Kadanoff-Baym [133–135]. Es

posible recuperar una representación de tiempo único duplicando los grados de libertad del sistema.

Con este procedimiento se obtiene una funcional generatriz que toma la forma familiar

Zin−in[J ] =

∫
Dϕ e−i

∫
dx(ϕ K

2
ϕ−ϕJ), (5.4)

aunque debe hacerse la salvedad de que, en contraste con la funcional generatriz usual in-out, el

operador diferencial K ∈ C2×2 es, en este caso, una matriz. La integral sobre el campo puede

hacerse expĺıcitamente, para obtener la conocida expresión

Zin−in[J ] =

∫
Dϕ e− 1

2

∫
dx dx′ Jα(t,x)Gαβ(t,x,t

′,x′)Jβ(t
′,x′), (5.5)

donde se asume sumatoria sobre los ı́ndices repetidos, y el propagador de campo libre G(t,x, t′,x′) ∈
C2×2 es una matriz con elementos Gαβ(t,x, t

′,x′).
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Integrando sobre los grados de libertad de la part́ıcula y de la placa, se obtiene una funcional que

contiene toda la información sobre éstas en una contribución efectiva a la acción del campo Svac
int y

puede escribirse como

Zin−in =

∫
Dϕ e− i

2

∫
dx dx′ ϕ(t,x)K′(t,x,t′,x′)ϕ(t′,x′), (5.6)

donde K ′(t,x, t′,x′) = K(t,x, t′,x′)δ(x − x′)δ(t − t′) − V pl(t,x, t′,x′) − V part(t,x, t′,x′) es el

operador diferencial efectivo para el campo escalar, modificado respecto del operador diferencial

K(t,x, t′,x′) de campo libre considerado anteriormente por los potenciales V pl/part(t,x, t′,x′), que

dan cuenta de la presencia de, y de la interacción con la part́ıcula y con la placa.

Será necesario para el cálculo de la fuerza encontrar la matriz de funciones de correlación del

campo G(t,x, t′,x′) que satisface

K ′(t,x, t′,x′)G′(t,x, t′,x′) = δ(x− x′)δ(t− t′), (5.7)

para el caso en que el campo está vestido por la part́ıcula y el plano dieléctrico. Para esto, es

útil recordar que los potenciales son proporcionales a constantes de acoplamiento g y λ entre el

campo electromagnético y la part́ıcula, y entre el campo y la placa, respectivamente. En el ĺımite de

acoplamiento débil es posible realizar una expansión perturbativa para el propagador matricial del

campo, en la que el elemento G′
αβ puede escribirse, en términos de los correladores Gαβ del campo

libre y de los potenciales, según

G′
αβ = Gαβ +Gαγ V

pl
γδ Gδµ V

part
µν Gνβ +Gαγ V

part
γδ Gδµ V

pl
µν Gνβ +O(g/λ)4, (5.8)

donde las integrales involucradas en la contracción fueron omitidas para simplificar la notación.

Cálculo de la fuerza - Si la part́ıcula y la placa se encuentran en movimiento relativo, existe

una transferencia de enerǵıa hacia el campo que se evidencia en el hecho de que la acción efectiva

del campo escalar adquiere una componente imaginaria positiva, la cual da cuenta de la posibilidad

de crear excitaciones de ϕ(t,x). La conservación de la enerǵıa implica que debe existir alguna fuerza

realizando trabajo mecánico cuando la part́ıcula se mueve. Para encontrar la expresión anaĺıtica de

la fuerza entre la part́ıcula y el plano dieléctrico, se considera el valor de expectación del tensor de

enerǵıa-momento en vaćıo y en el régimen estacionario ⟨tµν⟩ = ⟨0in| tµν |0in⟩. La fuerza disipativa

que el campo efectivo ejerce sobre la part́ıcula puede obtenerse mediante la técnica de división de

puntos, integrando el valor de expectación de la componente txz en la dirección de movimiento de

la part́ıcula en un cubo en torno a la misma. Las dimensiones del cubo se toman luego tendiendo a

cero para obtener la fórmula

F = ĺım
z→d+

⟨txz(t, x)⟩ − ĺım
z→d−

⟨txz(t, x)⟩ , (5.9)

donde el valor de expectación

⟨txz(t, x)⟩ = ĺım
x′→x

⟨0in| ∂xϕ(t,x) ∂′zϕ(t′,x′) |0in⟩ (5.10)

puede expresarse como una integral en términos del propagador de Feynman G++(t,x, t
′,x′) =

⟨0in| T ϕ(t,x)ϕ(t′,x′) |0in⟩. Expandiendo además el propagador de Faynman siguiendo la ecuación

(5.8), es posible calcular cada contribución a la fuerza exactamente.

Para la expresión hallada en el caso más general, se refiere al trabajo original. La fuerza de

fricción cuántica, en particular, corresponde al efecto para el caso espećıfico de temperatura nula.
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En consecuencia, el escenario abordado en la literatura previa es recuperado tomando ĺımite de

velocidades no-relativistas y a temperatura nula. En este caso, la magnitud de la fuerza hallada

en [124] resulta

Ffric =
λ2g2

16

ω +Ω

ωΩ

∫
dk

2π

exp
(
−2dv

√
v2(Ω2 − k2)− (ω +Ω)2

)

v2(Ω2 − k2)− (ω +Ω)2
, (5.11)

donde se recuerda que ω y Ω son las frecuencias caracteŕısticas de la part́ıcula y de los infinitos (e

idénticos) osciladores que componen la lámina dieléctrica. Con respecto a la expresión (5.11), vale

la pena mencionar que el resultado se obtuvo trabajando en unidades de ℏ = c = 1, de modo que

la velocidad v resulta adimensional, mientras que el resto de los parámetros satisface [λ] = m3/2,

[g] = m1/2, [d] = m−1, y las frecuencias [ω] = [Ω] = [k] = m.

Pluralidad de expresiones - La ausencia de verificación experimental ha permitido que diferentes

autores obtengan resultados diversos para la fuerza de fricción entre un átomo y una superficie a tem-

peratura nula, los cuales muestran diferentes predicciones respecto de la dependencia en la velocidad

del átomo y en la distancia que separa el átomo de la placa. La discrepancia se debe en gran medida

al uso de múltiples formalismos que involucran distintas aproximaciones y en muchos casos resultan

incompatibles, para realizar el cálculo de esta fuerza dependiente de la velocidad. Los formalismos

utilizados incluyen la teoŕıa de la respuesta lineal [55,56], aproximación de Born-Markov [57], teoŕıa

de perturbaciones dependientes del tiempo [58–60], el Teorema de fluctuación-disipación [61, 62], y

principios termodinámicos [63]. La simultaneidad de abordajes teóricos incompatibles contribuyendo

a la controversia en la comunidad de la f́ısica de Casimir sólo puede solucionarse con la detección

experimental de la fuerza. Por este motivo, en un intento de superar los desaf́ıos involucrados en la

implementación de mediciones precisas para la observación de una fuerza de tan pequeña magnitud

actuando sobre objetos tan cercanos a una superficie, han surgido una serie de trabajos orientados

a determinar las condiciones más favorables para la detección.

Otros trabajos han seguido un camino alternativo: rastrear indicios de fricción cuántica en otros

efectos del vaćıo cuántico que muestran dependencia en la velocidad pero resulten más accesibles. Si-

guiendo estas ideas, en el presente caṕıtulo, se estudian la pérdida de coherencia y la fase geométrica

de un átomo neutro en movimiento no-relativista con respecto a una superficie dieléctrica. Se ca-

racteriza el efecto del entorno con énfasis en identificar el comportamiento inducido exclusivamente

por el movimiento relativo de la part́ıcula.

5.2. Modelo microscópico

En una elección diferente respecto de aquella realizada en ejemplo de cómputo de la sección

anterior, el estudio presentado en lo que sigue propone un modelo notablemente realista. Se considera

una part́ıcula neutra que se traslada en un campo electromagnético, el cual se halla en estado

de vaćıo. La part́ıcula se modela como un sistema de dos niveles cuyo centro de masa sigue una

trayectoria externamente determinada xs(t) = v t x̂+d ẑ a una distancia fija d de un medio dieléctrico

semi-infinito de superficie plana.

La dinámica del conjunto completo está generada por un Hamiltoniano H = Hs +Hem +Hint,

donde el término

Hs =
ωo

2
σz, (5.12)
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Figura 5.2: Esquema del escenario consi-

derado. Un sistema de dos niveles (lla-

mado también átomo o part́ıcula) inmer-

so en el estado de vaćıo del campo elec-

tromagnético, y en movimiento rectiĺıneo

uniforme a velocidad |v| = v y a distan-

cia fija d de un medio dieléctrico. El medio

dieléctrico ocupa todo el semiespacio infe-

rior z < 0 y se describe, según el modelo

de Drude-Lorentz, mediante la frecuencia

de los plasmones de superficie ωs y la tasa

de disipación Γ.

con ωo la diferencia de enerǵıa entre los dos niveles, describe una hipotética evolución libre del

átomo. El término Hem es el Hamiltoniano del campo electromagnético en ausencia del átomo, pero

considerando el medio dieléctrico que cubre el espacio z ≤ 0. Hint da cuenta de la interacción entre

el campo y la part́ıcula, que en la aproximación dipolar, o de longitud de onda larga, está dada por

Hint = −µ ·E(xs) y depende expĺıcitamente del tiempo a través de la posición de la part́ıcula, que

se trata como una variable clásica contando con que su incerteza resulte irresoluble para la longitud

de onda caracteŕıstica del campo.

El estudio se restringe, además, al régimen no-retardado o de campo cercano en el cual la

distancia entre la part́ıcula y la superficie es suficientemente pequeña para satisfacer la condición

dωo ≪ 1 (en unidades de c = 1). En este régimen el tiempo finito que toma a un fotón ser

reflejado por la superficie y alcanzar nuevamente la part́ıcula es despreciable en comparación con su

escala temporal natural. Como consecuencia, el Hamiltoniano de interacción puede escribirse como

Hint = −µ · ∇Φ(xs), donde el potencial eléctrico Φ puede expandirse en la base de ondas planas

correspondientes a excitaciones elementales según

Φ(x) =

∫
d2k

∫ ∞

0
dω
(
ak,ω A(k, ω) e

ikx∥ + h.c.
)
. (5.13)

El potencial contiene toda la información sobre el campo eléctrico en la región z > 0 accesible,

incluyendo las modificaciones introducidas respecto del caso de vaćıo libre por la presencia del

semiespacio dieléctrico. Los operadores bosónicos satisfacen las relaciones usuales de conmutación

[ak,ω, a
†
k′,ω′ ] = δ2(k − k′)δ(ω − ω′) y las funciones de la expansión en modos de excitación simple

A(k, ω) tienen la forma [59, 136]

A(k, ω) = ωs

√
1

4π2 k

√
2ω Γ

ω2 − ω2
s + i ω Γ

e−k z. (5.14)

En la expresión de arriba k = kx x̂+ ky ŷ es un vector de onda paralelo a la superficie del medio, de

norma k = |k|, y las frecuencias ωs y Γ parametrizan la constante dieléctrica ε(ω) del material que

ocupa el semiespacio z < 0 y que se describe mediante el modelo de Drude-Lorentz. La frecuencia ωs
define la condición de resonancia con los plasmones de superficie de un hipotético medio no-disipativo

(Γ = 0), mientras que Γ representa la tasa de disipación.

La dinámica de este sistema se trata, como en los caṕıtulos anteriores, en el formalismo de

ecuaciones maestras. En particular, se deriva una ecuación maestra para el estado reducido del

sistema a partir de consideraciones microscópicas, trazando los grados de libertad correspondientes

al entorno siguiendo el desarrollo presentado en el apéndice B. A partir de la ecuación (B.9), y
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5.2. Modelo microscópico

observando que el primer término se anula para el campo electromagnético vestido en estado de

vaćıo, se encuentra la ecuación de evolución para el estado del sistema

ρ̇I(t) = −Trem

∫ t

0
dt′
[
Hint,I(t), [Hint,I(t

′), ρI(t)⊗ ρem]
]
, (5.15)

donde el sub́ındice I señala que los operadores se encuentran en representación de interacción.

El Hamiltoniano de interacción entre el campo vestido y la part́ıcula, en representación de inter-

acción con respecto a todos los términos de Hamiltoniano libre,

Hint,I(t) = ei (Hs+Hem) tHint e
−i (Hs+Hem) t (5.16)

toma la forma de una suma de términos que oscilan con frecuencia ω − ωo y ω + ωo, y se calcula

fácilmente aplicando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Reemplazando la expresión expĺıcita

de Hint,I(t) en la ecuación (5.15) se obtiene, en representación de Schrodinger,

ρ̇(t) = −i [Hs, ρ]− iζ10(t) [σz, ρ]−
(
ζ00(t) [σ+, {σ−, ρ}] + ζ11(t) [σ+, [σ−, ρ]] + h.c.

)
, (5.17)

donde se ha realizado, además, la denominada aproximación secular, que consiste en despreciar

términos de la ecuación maestra que resulten rápidamente oscilantes en representación de interacción

y se vincula estrechamente con la aproximación de onda rotante [115]. Los núcleos ζlm(t), con

l,m = {0, 1}, introducidos en la ecuación (5.17) contienen toda la información sobre el efecto del

entorno en el sistema y son funciones reales del tiempo con parámetros introducidos por la part́ıcula

y por el campo modificado por el medio

ζlm(t) =

∫ t

0
dt′
∫
d2k dω |A(k, ω)|2

(
|µ.k|2 + µ2z k

2
)
cos
(
ωot

′ − lπ/2
)
cos
(
ωt′ − kxvt

′ −mπ/2
)
.

Si se desea estudiar la dependencia de los distintos efectos que el entorno tiene sobre el sistema

con la velocidad de la part́ıcula, es necesario avanzar en una forma interpretable para la ecuación

(5.17). Con este objetivo, se desarrollan las múltiples integrales que aparecen en las funciones ζlm(t).

Descomponiendo las funciones trigonométricas en exponenciales, y describiendo el plano (kx, ky)

en coordenadas polares, las integrales en k tienen solución exacta

∫ ∞

0
dk k2e−2 k de±i k v cos(θk)t

′
= 2
(
2 d∓ i v cos(θk)t

′)−3
, (5.18)

como aśı también las integrales en la variable angular θk

∫ 2π

0
dθk

cos2 θk
2 d∓ i v cos(θk)t′

= π
4 d2 − 2v2t′2

(4 d2 + v2t′2)5/2
(5.19)

∫ 2π

0
dθk

sin2 θk
2 d∓ i v cos(θk)t′

= π
1

(4 d2 + v2t′2)3/2
.

Con estos resultados, los núcleos ζlm(t) pueden expresarse según

ζlm(t) =
µ2

π d3

∫ t

0
dt′
∫ ∞

0
dω

Γ̃ω

(ω2 − 1)2 + Γ̃2ω2
cos
(
ω̃ot

′ − lπ/2
)
cos
(
ωt′ −mπ/2

)
P(v t′), (5.20)

donde se han definido las frecuencias Γ̃, ω̃o adimensionales como las relaciones Γ̃ = Γ/ωs y ω̃o =

ωo/ωs entre la tasa de decaimiento y la frecuencia natural del átomo, y la frecuencia de los plasmones
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Fase geométrica y fricción cuántica

de superficie respectivamente. Asimismo, se definió la velocidad v = v/(ωs d) como la relación entre

la velocidad de la part́ıcula, y la frecuencia natural de los plasmones de superficie por la distancia

entre la part́ıcula y el medio dieléctrico. El valor de la velocidad v se encuentra acotado por la

restricción al caso de velocidades no-relativistas, en que v ≪ 1 (en unidades de c = 1). La velocidad

adimensional v puede, sin embargo, adquirir distintos valores dependiendo de la frecuencia ωs de

los plasmones de superficie y de la distancia d entre la part́ıcula y el medio. Al escribir la expresión

(5.20) se han también adimensionalizado las variables de integración según t → ωs t y ω → ω/ωs,

concentrando todas las dimensiones del núcleo en el factor µ2/(π d3). Por otra parte, la función

algebraica

P(x) =
4(1 + n2z) + x2(−2n2x + n2y − n2z)(

4 + x2
)5/2 ∼ 1

8
µ(i) − 3

64
µ(a)x2 (5.21)

contiene toda la información sobre la velocidad de la part́ıcula y sobre su dirección de polarización.

Para presentar su expansión en serie de Taylor trunca a segundo orden, se han definido los parámetros

µ(i) y µ(a) que condensan la dependencia en la dirección de polarización del átomo a cada orden y

están dados por

µ(i) =1 + n2z (5.22)

µ(a) =3n2x + n2y + 4n2z.

A continuación se trata la integral sobre la frecuencia ω, cuya primitiva puede expresarse en

términos de la solución ωr =
(
1 − Γ̃2/2 + (Γ̃2/4 − 1)1/2

)1/2
a la ecuación (ω2 − 1)2 + Γ̃2ω2 = 0

que define los polos (complejos) del integrando. Se nota que ωr es un número complejo en el primer

cuadrante para Γ̃ < 2 y se torna un número imaginario puro para Γ̃ > 2. El resultado de esta integral

difiere para los distintos núcleos, de acuerdo al valor del entero m según

∫ ∞

0
dω

Γ̃ω cos(ωt′ −mπ/2)

(ω2 − 1)2 + Γ̃2ω2
=

π√
4− Γ̃2

Re
{
(−i)m eiωrt′

}
(5.23)

+
1−m√
4− Γ̃2

Im
{
eiωrt′E1(iωrt

′) + e−iωrt′E1(−iωrt
′)
}

donde E1(z) es la función exponencial integral.

Realizar la integral en el tiempo adimensional t′ es el paso restante para obtener una expresión

para las funciones ζlm(t) que modulan la dinámica del sistema. La misma sólo puede realizarse

aproximada o numéricamente. En lo que sigue se presentan los resultados anaĺıticos obtenidos para

el régimen Markoviano y de velocidades adimensionales bajas, los cuales resultan ilustrativos gracias a

la simplicidad de sus expresiones. Para expresiones aproximadas fuera de este régimen ver referencias

[122,137]. Para acceder a los reǵımenes en que estas aproximaciones no resultan válidas, se presentan

también resultados numéricos a lo largo del caṕıtulo.

Para tomar el ĺımite Markoviano, resulta conveniente retornar sobre la expresión (5.20). La integral

en la frecuencia contribuye únicamente para valores de t en un rango acotado. Para tiempos largos la

función en ω se torna un pulso altamente oscilante de integral nula. En consecuencia, para tiempos

del orden de la escala de relajación resulta válido extender el ĺımite superior de integración a infinito

(para una justificación general de esta aproximación ver el apéndice B).

El decaimiento del integrando con la variable t′ permite, en ciertos casos, una aproximación

adicional, a saber, expandir la función algebraica P (v t) en órdenes de la velocidad adimensional

según la ecuación (5.21). Como se ha observado en numerosos trabajos [138–142], la validez de
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5.3. Dinámica del sistema

esta aproximación se encuentra limitada por la relación entre la frecuencia natural del sistema y

su velocidad, pudiendo realizarse siempre que se satisfaga la relación v < ω̃o/2 en términos de los

parámetros adimensionales, o v < ωo d/2 en términos de los parámetros originales del sistema. La

velocidad cŕıtica vcrit corresponde al umbral a partir del cual el átomo se excita a expensas de su

enerǵıa cinética, proceso que, de acuerdo con la literatura sobre fricción cuántica, tiene un impacto

inmediato en esta fuerza. Se ha reportado que la fricción cuántica entre una part́ıcula sin disipación

interna y un semiespacio dieléctrico, a segundo orden en teoŕıa de perturbaciones en el momento

dipolar |µ| de la part́ıcula, es exponencialmente chica antes de este umbral, y sólo una vez superada

vcrit, crece [141].

Desarrollando anaĺıticamente el caso v < vcrit en el que la expansión a segundo orden (5.21)

está justificada, la dependencia temporal del factor resultante puede absorberse expresándolo en

términos de derivadas parciales en la frecuencia adimensional ω̃o. Con estas aproximaciones, la

integral temporal para las funciones ζmm con ı́ndices l = m impone una condición de resonancia

δ(ω − ω̃o) que implica una forma simple e idéntica

ζmm =
µ2

π a3

(
1

8
µ(i) +

3

64
µ(a) v2 ∂2ω̃o

)
h(ω̃o, Γ̃) (5.24)

para las funciones ζ00 y ζ11 que dan cuenta de los efectos no-unitarios introducidos por el entorno

sobre el sistema, en la cual

h(ω̃o, Γ̃) =
Γ̃ω̃o

(ω̃2
o − 1)2 + Γ̃2ω̃2

o

. (5.25)

5.3. Dinámica del sistema

Mediante la resolución de la ecuación (5.17) se accede a la evolución dinámica del sistema de dos

niveles, obteniendo el operador densidad ρ(t) que representa su estado a tiempo t > 0. Este operador

se puede escribir como una matriz de 2× 2 cuyos elementos diagonales se denominan poblaciones,

mientras que los elementos no-diagonales se refieren como coherencias. La ecuación maestra (5.17)

consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales para las poblaciones y coherencias

ρ̇11(t) = −2 (ζ00(t) + ζ11(t)) ρ11 + 2 (ζ00(t)− ζ11(t)) ρ22 (5.26)

ρ̇12(t) = −(2ζ00(t) + 2 i ζ10(t) + iω̃o) ρ12,

donde las ecuaciones restantes se deducen de los v́ınculos que imponen la condición de hermiticidad

ρ21(t) = ρ∗21(t) y de traza unidad ρ11(t) + ρ22(t) = 1 que rigen sobre el operador densidad. A lo

largo de este caṕıtulo se estudia el escenario en que el estado inicial es puro y está descrito por la

superposición

|ψ(0)⟩ = cos

(
ϑ

2

)
|+⟩+ sin

(
ϑ

2

)
|−⟩ . (5.27)

Recurriendo al cambio de variables ρ−(t) = ρ11(t) − ρ22(t) y ρ+(t) = Tr ρ(t) = 1, se obtiene una

solución formal para la evolución de las poblaciones, dada por

ρ−(t) = cos(ϑ) e−4
∫
dt ζ00(t) − 4e−4

∫
dt ζ00(t)

∫ t

0
dt′ ζ11(t

′)e4
∫
dt′ ζ00(t′). (5.28)

Para la evolución estudiada, las poblaciones tienen la misma forma funcional sea que se aplique la

aproximación secular o no. Para este sistema, entonces, dicha aproximación corresponde a desestimar
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una interacción dinámica entre las coherencias, cuya expresión se encuentra por integración directa

de la ecuación correspondiente en (5.26)

ρ12(t) =
sin(ϑ)

2
e−2

∫ t
0 dt′ ζ00(t′) e−2i

∫ t
0 dt′ ζ01(t′)−iω̃ot. (5.29)

En la figura 5.3 se presenta la dinámica del sistema, representada por los elementos ρij(t) de la

matriz densidad que describe su estado. Se encuentran comportamientos cualitativamente distintos

asociados con dos reǵımenes de velocidades del átomo, separados por el umbral de la velocidad

cŕıtica vcrit = 0,5 ω̃o. Un ejemplo correspondiente a cada régimen se muestra en los paneles (a) y

(b) de la figura 5.3, con velocidades adimensionales v = 0,015 ω̃o y v = 1,5 ω̃o v = 0,015 ω̃o.

Para velocidades adimensionales debajo del umbral definido por vcrit el sistema evoluciona en

dirección a un estado fundamental estacionario. Sin embargo, cuando la velocidad adimensional

supera valor cŕıtico, el sistema tiende a un estado asintótico mixto. Con el objetivo de resaltar la

diferencia, en ambos casos se incluye además la evolución de la pureza del estado.

Figura 5.3: Evolución dinámica de los elementos de la matriz densidad en el régimen de velocidades

(a) por debajo de la velocidad cŕıtica, con v = 0,015 ω̃o y (b) por encima de la velocidad cŕıtica,

con v = 1,5 ω̃o. En ambos casos, el eje temporal se normaliza con la escala natural del átomo

τs = 2π/ωo y se incluye la pureza del estado para completar la descripción. El sistema, de frecuencia

natural adimensional ω̃o = 0,2 y relación µ2/d3 = 0,005 entre su momento dipolar y distancia al

semiespacio dieléctrico, parte de un estado inicial definido por ϑ = π/2 polarizado en dirección del

eje x. El campo electromagnético circundante, vestido por medio, está caracterizado por una tasa

de disipación adimensional Γ̃ = 1. La ĺıneas color naranja sólida, y celeste de trazos representan las

coherencias ρ11 y ρ22 respectivamente, mientras que la ĺınea bordó de trazo-punto describe el valor

absoluto de las coherencia. La ĺınea azul punteada corresponde a la pureza del estado. El inset en

la figura (a) muestra el valor estacionario alcanzado por la población ρ11 en función de la velocidad

adimensional del átomo para los mismos parámetros que la figura principal.

Más en detalle, el panel (a) de la figura 5.3 presenta el caso con v = 0,015 ω̃o, correspondiente

al primer régimen en el cual aplican las aproximaciones que conducen a la expresión (5.24) para

las funciones ζmm. Las coherencias y la población ρ11(t) en el estado excitado se suprimen hasta

desvanecerse para tiempos suficientemente largos. Iniciando el sistema en un estado puro (5.27), la

pureza decrece desde su valor inicial unitario por efecto del entorno. Sin embargo, a medida que todos

los elementos, a excepción de ρ22(t), se suprimen, el estado recobra pureza y tiende asintóticamente

a un estado que resulta indistinguible del fundamental. Por otra parte, el panel (b) de la figura 5.3

presenta el caso con v = 1,5 ω̃o. Diferente al caso anterior, en este régimen la población ρ11(t) del
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5.3. Dinámica del sistema

estado excitado no se extingue completamente, sino que se suprime parcialmente hasta alcanzar un

valor finito. Este comportamiento de las poblaciones, acompañado por la completa anulación de las

coherencias, conduce a un estado estacionario mixto de pureza ρ211,∞ + (1− ρ11,∞)2. El inset en el

panel (a) de la figura 5.3 muestra el valor estacionario alcanzado por el elemento ρ11 en función de

la velocidad adimensional v del átomo. En esta relación es posible identificar la velocidad cŕıtica que

separa los dos reǵımenes vcrit = ω̃o/2 (o, en términos de los parámetros dimensionales del problema

vcrit = dωo/2) coincidente con el umbral a partir del cual el átomo puede excitarse a expensas de

su enerǵıa cinética [58, 138–142].

Respecto del comportamiento de los elementos no-diagonales, se puede realizar algunas observa-

ciones adicionales en lo que refiere a su dependencia con la velocidad adimensional v de la part́ıcula.

La figura 5.4 muestra la diferencia entre el comportamiento de estos elementos en el caso estático

v = 0 y de velocidad finita v ̸= 0, para distintos valores de velocidad finita.

Figura 5.4: Evolución de la diferencia |ρ12| − |ρv=0
12 | entre el valor absoluto de las coherencias a

velocidad finita y a velocidad nula, para distintos valores de velocidad adimensional finita. El eje

temporal se normaliza con la escala natural del átomo τs = 2π/ωo donde ω̃o = 0,2. El sistema

satisface la relación µ2/d3 = 0,005 y parte de un estado inicial definido por ϑ = π/2 polarizado en

dirección del eje x. El entorno está caracterizado por una tasa de disipación adimensional Γ̃ = 1.

Las ĺıneas color naranja sólida, celeste de trazos, y azul de puntos corresponden a valores v = 0,1,

v = 0,15 y v = 0,3 en el régimen v > vcrit respectivamente en la figura principal, y a los casos

v = 0,001, v = 0,003 y v = 0,005 en el régimen v < vcrit respectivamente en el inset.

La figura principal presenta curvas en el régimen de velocidades v > vcrit, mientras que el inset

exhibe el comportamiento en el régimen de velocidades v < vcrit. En ambos casos se observa que

esta diferencia crece más rápidamente conforme la velocidad aumenta. Sin embargo, como se ha

notado en el caṕıtulo anterior, la coherencia decae incluso en presencia de fluctuaciones de vaćıo

desnudas del espacio libre. Por este motivo, si bien la presencia del medio dieléctrico y la velocidad

relativa del átomo con éste aceleran el proceso, la diferencia entre los casos de velocidad finita y

nula alcanza un valor máximo y tiende a anularse posteriormente. En consecuencia, explorar las

coherencias a tiempos muy grandes no permitirá identificar efectos inducidos por la velocidad.

La misma observación vale para el estudio de las poblaciones y la pureza en el régimen de

velocidades v < vcrit (figura 5.3.a ). Dado que el sistema converge al estado fundamental indepen-

dientemente de la velocidad de la part́ıcula, a menos del hecho de que se encuentre en el rango

correspondiente, no podrá obtenerse información sobre el valor espećıfico de v observando estos

61



Fase geométrica y fricción cuántica

elementos a tiempos prolongados. Para velocidades en el régimen v > vcrit (ver figura 5.3.b) la

situación es diferente en lo que respecta a las poblaciones, dónde el valor de la velocidad se halla

codificado en los elementos diagonales del estado estacionario alcanzado.

Los parámetros que caracterizan el sistema y el material dieléctrico en las figuras 5.3 y 5.4, y

en el resto del caṕıtulo, se eligen recurriendo a datos experimentales. Para el material dieléctrico se

considera metales como el oro (Au) o un material de Silicio n-dopado (n-Si). Para las part́ıculas,

se considera un átomo de rubidio (Rb) o un único centro nitrógeno-vacante (NV) en un diamante

como sistema de dos niveles efectivo. Los parámetros correspondientes se resumen en la tabla a

continuación para facilitar la lectura

Au nSi Valor

ωs (rad s
−1) 9,7× 1015 2,47× 1014

Γ̃ ≡ Γ/ωs 0,003 1

ω̃Rbo ≡ ωRbo /ωs 0.2 8

ω̃NVo ≡ ωNVo /ωs 10−5/0,02 0,0004/0,2

d (m) - - 1− 5× 10−9

Cuadro 5.1: Tabla de valores de los parámetros considerados a lo largo del caṕıtulo para modelar el

átomo y el medio dieléctrico.

A continuación, utilizaremos estos resultados para definir una escala temporal en la cual las

coherencias del grado de libertad interno del átomo se destruyen por influencia del campo electro-

magnético circundante vestido por la presencia del material dieléctrico.

5.4. Destrucción de las coherencias

La matriz densidad definida por las ecuaciones (5.28) y (5.29) permite definir una escala temporal

de decoherencia τD a partir de la funcional de decoherencia D(t) = exp
(
−2
∫ t
0 dt

′ ζ00(t
′)
)

como

D(τD) = exp(−2). En el régimen v < vcrit (para el que aplica la aproximación (5.24)) se encuentra,

a segundo orden en v, una expresión anaĺıtica sencilla para esta escala temporal

τv<vcritD ∼ d3

µ2
64

µ(i)
1

h(ω̃o, Γ̃)

(
1− 3

8

µ(a)

µ(i)
v2
∂2ω̃o

h(ω̃o, Γ̃)

h(ω̃o, Γ̃)

)
, (5.30)

con h(ω̃o, Γ̃) dada por la ecuación (5.25). En lo que sigue, se estudia la dependencia de la dinámica

en la velocidad adimensional del átomo a través de la escala temporal de decoherencia τD.

Dependencia en la velocidad - La expansión en órdenes (5.30) realizada sobre la escala τD mues-

tra un término completamente independiente de la velocidad relativa entre el átomo y el medio,

y una corrección por velocidad de orden cuadrático. Esto permite identificar dos contribuciones de

distinta naturaleza en el proceso de decoherencia: (a) una contribución estática generada por las

fluctuaciones del vaćıo electromagnético vestido y (b) una segunda contribución introducida por el

movimiento del átomo en este medio. La competencia entre las dos contribuciones se examina ob-

servando la relación τD/τ
v=0
D entre la escala de decoherencia a velocidad finita, y aquella encontrada

para velocidad nula. Para el rango de velocidades en que resulta válido el resultado anaĺıtico (5.30),
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esta relación equivale al factor entre paréntesis en dicha expresión, donde se vuelve evidente que la

relación satisface τD/τ
v=0
D ∼ 1 si los efectos de la velocidad resultan despreciables.

En la figura 5.5 se muestra la relación τD/τ
v=0
D exacta (calculada numéricamente) en función

de la velocidad, para dos conjuntos distintos de parámetros adimensionales. Se incluye además el

resultado anaĺıtico aproximado (5.30) para facilitar la comparación.

Figura 5.5: Relación τD/τ
v=0
D entre la escala

de decoherencia a velocidad finita y a veloci-

dad nula, como función de la velocidad (adi-

mensional) v, para un un átomo de Rb (ĺınea

celeste de trazos) y para un centro NV (ĺınea

naranja sólida) polarizados en dirección del eje

x. El campo electromagnético está vestido por

un material nSi, y se refiere a la tabla 5.1 para

los valores de los parámetros involucrados. Se

presenta además la aproximación Markoviana a

cada caso en ĺınea azul de puntos, y bordó de

trazo-punto respectivamente.

Esta figura ilustra una primera consideración: la intensidad de los efectos introducidos por el cam-

po electromagnético vestido por el material dieléctrico y el acceso experimental a los mismos mos-

trarán una fuerte dependencia en los parámetros que modelan el sistema y el entorno, aśı como en la

relación entre ellos. Por ejemplo, la relación entre la escala de decoherencia a velocidades finita y nula

toma valores τD/τ
v=0
D ∼ 1−0,072µ(a)/µ(i) v2para un átomo de Rb y τD/τ

v=0
D ∼ 1−2,14µ(a)/µ(i) v2

para un centro NV que se desplazan a una misma distancia de una misma superficie dieléctrica.

Dependencia en la orientación - Una segunda observación se desprende de esto último, y es la

influencia de la dirección de polarización en el decaimiento de la coherencia cuántica. En el caṕıtulo

anterior, los efectos del entorno sobre el sistema adquiŕıan, en presencia de contornos no-triviales,

dependencia en la dirección de polarización de las part́ıculas que compońıan el sistema. Más aún,

esta dependencia se observaba tanto en los efectos colectivos como en aquellos que involucran a

cada átomo considerado en forma individual, lo que permite suponer que la dependencia se extiende

al caso de un sistema con un único grado de libertad.

Para abordar esta cuestión se parametriza la dirección de polarización con variables angulares

µ = µ
(
cos(φ) sin(θ) x̂+ sin(φ) sin(θ) ŷ + cos(θ) ẑ

)
(5.31)

y se investiga tanto la dependencia en el ángulo polar θ para valores fijos del ángulo azimutal φ

como la dependencia en φ para distintos valores fijos de θ. Ambas inspecciones se ilustran en la

figura 5.6, que muestra la escala de decoherencia, normalizada con la escala natural del átomo τs
en función del ángulo polar. En la misma figura, el inset expone la diferencia

τD
τs

− τD
τs

∣∣∣
φ=0

(5.32)

entre la escala de decoherencia para un ángulo φ y su valor para φ = 0 como función de φ. La

sustracción tiene como objetivo modificar la escala en que se muestran los resultados.

Una caracteŕıstica de la dependencia en la dirección de polarización evidenciada por la figura 5.6

es la jerarqúıa entre las dependencias en el ángulo polar y azimutal. La variación en el ángulo polar
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Figura 5.6: Escala de decoherencia τD/τs en

función de θ. Se considera un centro NV de

frecuencia natural ω̃o = 0,2 con velocidad adi-

mensional v = 0,003 en un entorno caracteri-

zado por una tasa de disipación adimensional

Γ̃ = 1 El inset muestra la escala de decoheren-

cia τD/τs sustrayendo el valor para φ = 0 en

función del ángulo azimutal φ. La ĺıneas color

naranja sólida, bordó de trazo-punto, y celeste

de trazos, representan valores del ángulo polar

θ = π/2, θ = π/4, y θ = 0 respectivamente.

θ se traduce en variaciones de la escala de decoherencia del orden de la propia escala, que se duplica

en pasar de θ = 0 a θ = π/2. Por el contrario, la variación del ángulo azimutal resulta en variaciones

de la escala de decoherencia cuatro órdenes de magnitud más chicas que las primeras. Recordando

que el medio ocupa el semiespacio inferior z < 0 esta dependencia da cuenta de la sutileza de los

efectos inducidos exclusivamente por el movimiento relativo con respecto al caso estático.

El comportamiento descrito para la escala de decoherencia resulta inversamente proporcional al

obtenido, en la referencia [141], para la fricción cuántica (ver figura 5 de la referencia). Esto establece

un v́ınculo no sólo entre el trabajo y la literatura previa, sino también entre los fenómenos, dónde la

fricción cuántica acelera la pérdida de coherencia. Por otro lado, la fuerte diferencia mostrada por la

dependencia en los ángulos polar y azimutal puede interpretarse retomando la descripción pictórica

en términos de imágenes del caṕıtulo anterior y de la sección 5.1.

Interpretación en términos de imágenes - Se examina primeramente el caso estático, para in-

troducir posteriormente el movimiento del átomo en el análisis . Como se ha discutido, cuando el

momento dipolar del átomo es perpendicular a superficie del medio, el átomo imagen que reproduce

los efectos de este contorno es, a menos de correcciones por la conductividad finita, un átomo idénti-

co con polarización en la misma dirección y sentido ubicado en la posición reflejada respecto de la

superficie del plano. Cuando la distancia del átomo real (y en consecuencia también de su imagen) es

suficientemente corta en comparación con la distancia de observación, el escenario efectivo muestra

pequeñas desviaciones respecto del de una part́ıcula con momento dipolar de intensidad 2µ. Diferen-

temente, cuando el átomo real está polarizado en alguna dirección paralela al plano, los efectos de

la geometŕıa del contorno pueden reproducirse (a menos de correcciones por la conductividad finita)

con una part́ıcula idéntica al átomo real, ubicada en la posición espejada respecto de la superficie.

En este caso, sin embargo, el momento dipolar de la part́ıcula imagen tiene sentido contrario al del

dipolo real.

En consecuencia, cuando la distancia del átomo al semiespacio es suficientemente corta en compa-

ración con la distancia de observación, el escenario efectivo es aproximadamente el de una part́ıcula

con momento dipolar nulo. Para el caso estático, además, el conjunto formado por el sistema y

su entorno es simétrico frente a rotaciones en los planos z = cte, y como consecuencia los resul-

tados son completamente independientes de φ. La velocidad de la part́ıcula v = vx̂ rompe esta

simetŕıa, implicando una dependencia en φ. Sin embargo, para velocidades en el rango v < vcrit,

esta dependencia es mucho más débil que la dependencia en θ, insinuando que los efectos disipativos

introducidos por el movimiento son mucho más débiles que aquellos ya presentes en el caso estático.

64



5.5. Fase geométrica

En lo que sigue, se introduce la fase geométrica como objeto de observación para el análisis de

la dinámica con la intención de determinar si los efectos de disipación inducidos por el movimiento

resultan más accesibles que a través de la observación de la coherencia cuántica.

5.5. Fase geométrica

Se recurre una vez más la definición (2.69) para la fase geométrica ϕg de un sistema cuántico

abierto, que se reduce a la expresión (2.71) cuando el estado inicial del sistema sea un estado puro,

tal como el que se considera en este caṕıtulo. Esta fase difiere en general de la fase geométrica ϕu,

dada por la ecuación (2.34), que acumula el sistema en completo aislamiento de cualquier entorno.

En consecuencia, podrá sin pérdida de generalidad expresarse como la suma ϕg = ϕu + δϕ entre la

fase geométrica acumulada por un hipotético sistema aislado, más un término de corrección.

El autoestado del operador densidad |ψ+(t)⟩ involucrado en el cálculo de la expresión (2.71)

puede escribirse, para operadores densidad de 2× 2, como

|ψ+(t)⟩ =
−(ρ22 − ϵ+) |+⟩+ ρ21 |−⟩
((ρ22 − ϵ+)2 + ρ21ρ12)

1/2
, (5.33)

con ϵ+ = 1
2

(
1 + ((ρ11 − ρ22)

2 + 4ρ21ρ12)
1/2
)

el autovalor asociado. Con este resultado, y la evo-

lución temporal (5.29) hallada para las coherencias, se encuentra una expresión formal en términos

de los elementos ρij(t) para la fase geométrica

ϕg(t) = arg
(
ρ21 sin(ϑ/2)− (ρ22 − ϵ+) cos(ϑ/2)

)
−
∫ t

0
dt′

(2ζ01 + ω̃o) |ρ12|2
(ρ22 − ϵ+)2 + |ρ12|2

. (5.34)

A partir de esta expresión se estudia, en primer lugar, la dependencia de la corrección δϕ a la

fase geométrica ϕu acumulada en una evolución unitaria con la velocidad. En este modelo, se espera

que esta diferencia exhiba dos contribuciones de origen diverso: (a) una contribución estática δϕv=0

debida a la presencia del campo electromagnético vestido por el medio dieléctrico, presente incluso

en el caso sin movimiento relativo entre la part́ıcula y el medio, y (b) una contribución adicional

generada por el desplazamiento de la part́ıcula que implica, para el caso general, δϕ ̸= δϕv=0. El

peso relativo de cada contribución se investiga mediante la relación entre la corrección a velocidad

finita y a velocidad nula δϕv/δϕv=0. Esta relación tiende a la unidad cuando los efectos inducidos

por el movimiento resulten despreciables. Sin embargo, se apartará del valor unitario mostrando

alguna dependencia caracteŕıstica en v a medida que la velocidad adquiera influencia sobre la fase

geométrica. La dependencia de la corrección normalizada δϕ/δϕv=0 en la velocidad adimensional v

se presenta en la figura 5.7, para distintas orientaciones del momento dipolar del átomo. Se incluye

además un ajuste cuadrático para facilitar la comparación.

Más en detalle, la figura muestra la corrección normalizada δϕv/δϕv=0, calculada en el instante

t = 50 τ , en función de la velocidad adimensional, para distintas orientaciones del momento dipolar

del átomo. Para valores de la velocidad v suficientemente chicos, la dependencia en la velocidad

resulta despreciable frente a los efectos estáticos y δϕv/δϕv=0 ∼ 1 cualquiera sea la orientación del

momento dipolar. Sin embargo, conforme la velocidad adimensional aumenta, la relación se aparta

de la unidad en forma cuadrática. Esta dependencia para velocidades bajas, que coincide con la

dependencia reportada para el corrimiento de enerǵıa y la tasa de disipación del átomo [140], resulta

prometedora en comparación con la dependencia mostrada por la fricción cuántica. En este régimen,

la mayoŕıa de los resultados anaĺıticos para la fricción predicen una dependencia exponencialmente

pequeña, o de orden cuártico en el momento dipolar [58, 60].
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Figura 5.7: Corrección normalizada δϕ/δϕv=0 a la fase geométrica acumulada en un intervalo t =

50 τ , para un sistema con momento dipolar orientado en distintas direcciones, y en función de la

velocidad adimensional v. Para el sistema, se considera la frecuencia natural adimensional ω̃o = 0,2,

y el efecto del vaćıo sobre el mismo está caracterizado por Γ̃ = 1. Las ĺıneas color naranja sólida,

celeste de trazos y bordo de trazo-puntos corresponden a momento dipolar en dirección del eje

y, del eje z, y del eje x respectivamente. En la figura principal, los puntos corresponden a los

valores obtenidos, mientras que las ĺıneas corresponden a un ajuste cuadrático que se incorpora en

cada caso para facilitar la comparación. El inset muestra la dependencia temporal del coeficiente

correspondiente en función del tiempo.

Para dar cuenta de la dependencia cuadrática, la figura 5.7 muestra ajustes de este orden acom-

pañando los valores obtenidos. El factor constante que acompaña esta dependencia depende de la

orientación del dipolo y del tiempo. Se comparan tres casos con orientaciones distintas. El caso en

que el momento dipolar de la part́ıcula se orienta en la dirección del eje z, y es entonces perpen-

dicular a la superficie del dieléctrico; el caso en que se orienta en dirección del eje y, paralelo a

la superficie del dieléctrico y perpendicular a la dirección de movimiento; y finalmente, el caso en

que la orientación es paralela a la velocidad de la part́ıcula. El efecto del movimiento sobre la fase

geométrica es (relativamente) ḿınimo para el caso en que el momento dipolar del átomo es paralelo

a la superficie dieléctrica y perpendicular a la dirección de desplazamiento.

5.6. Propuesta experimental

Producto de la colaboración iniciada en [47] y sostenida en [137], se propone un arreglo experi-

mental factible para medir la corrección inducida en la fase geométrica acumulada, cuyo esquema se

muestra en la figura 5.8. En el arreglo se utiliza un centro NV como sistema efectivo de dos niveles,

posicionado en la punta de un microscopio de fuerza atómica (AFM por sus siglas en inglés) modifi-

cado. La distancia de esta punta a algún otro elemento puede controlarse entre algunos nanómetros

hasta decenas de nanómetros con resolución sub-nanométrica. El centro NV se presenta como una

herramienta prometedora para el estudio de las fases geométricas [143]. Consta de una vacancia, o

átomo de carbono faltante en una estructura de diamante ubicada contiguamente a un átomo de

nitrógeno que ha sustituido uno de los vecinos inmediatos de la vacancia. El centro NV ofrece un

sistema en el cual un único sistema de dos niveles puede ser inicializado, controlado coherentemente

y medido. Es además posible mover mecánicamente el centro.

La superficie dieléctrica está compuesta por una placa de silicio n-dopado en la que la densidad de
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Figura 5.8: Esquemas conceptuales del arreglo experimental propuesto. La superficie dieléctrica

consiste en un disco de silicio recubierto por una capa de silicio n-dopado. La part́ıcula, un centro

NV posicionado en la punta de un microscopio de fuerza atómica se mantiene estático en el sistema

laboratorio, a una distancia d ∼ 10nm, mediante un microscopio de fuerza atómica modifiado. El

movimiento relativo entre el centro NV y la superficie se genera rotando el disco. Los valores de los

parámetros considerados en la figura 5.9 son accesibles con la tecnoloǵıa actual.

dopado se ajusta para maximizar los efectos. Esta placa ciĺındrica de silicio dopado se monta sobre

una mesa rotante. Aunque se utilice una mesa rotante, los efectos no-inerciales pueden despreciarse

completamente, modelando una part́ıcula que se traslada a velocidad constante sobre la superficie

del material.

Se ha corroborado que un disco de silicio de 12 cm de diámetro puede rotarse a frecuencias

tan altas como 2π × 7000Hz. Esto equivale a velocidades lineales ∼ 3500m s−1 e indica que las

velocidades consideradas en los dos paneles de la figura 5.9, de v = 370ms−1 (equivalente a

v = 3 × 10−4) para la mesa de nSi y v = 1100ms−1 (equivalente a una velocidad adimensional

v = 7,5×10−6) son accesibles con la tecnoloǵıa actual. Dentro del rango de velocidades investigado,

el balanceo de la mesa rotante es del orden de 10−8 radianes, esto es, el movimiento vertical de

la superficie es de 1nm en los extremos del disco. Es cŕıtico mantener constante la separación

entre el sistema de dos niveles efectivo y la superficie del disco para evitar efectos espurios de

decoherencia. El experimento puede ser realizado a una distancia entre la punta del microscopio y la

superficie d = 10nm con fluctuaciones en la distancia despreciables en comparación con los efectos

de fricción [47].

La estructura de niveles del centro NV y las técnicas para la medición y manipulación del esṕın

electrónico están bien documentadas (ver, por ejemplo [144–146]). Los efectos de la fricción cuántica

en el sistema de dos niveles pueden observarse realizando el experimento a velocidad relativa nula y

finita entre el centro NV y el sistema de silicio dopado.

Estos efectos, pueden en principio detectarse tanto en las escalas de decoherencia como en la fase

geométrica acumulada. Para consideraciones respecto de las posibilidades de medición experimental,

la figura 5.9 muestra la diferencia |ρ12| − |ρ12|v=0 entre el valor absoluto de las coherencias, y

δϕ− δϕv=0 entre las correcciones a la fase geométrica acumulada, para los casos a velocidad finita

y a velocidad nula. en función del tiempo, y para distintas combinaciones de átomo y material

dieléctrico. La decoherencia en el grado de libertad interno del átomo puede detectarse aplicando
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un pulso π al estado fundamental y midiendo posteriormente la intensidad de la fluorescencia como

función del tiempo de retardo. Sin embargo, como se observa en el panel (a) de la figura 5.9, la

diferencia en la cáıda de las coherencias es pequeña y dif́ıcil de detectar con este método, aún para

la propuesta que combina un material nSi con un átomo efectivo conformado por un centro NV,

en la cual los efectos son más fuertes. Para esta combinación, por ejemplo, la diferencia tras 200

ciclos naturales t ∼ 200 τs, correspondientes a aproximadamente 15 ns, resulta menor al 5% del valor

inicial. Por el contrario, la velocidad tiene un impacto mucho más pronunciado en la fase geométrica,

gracias a su carácter acumulativo. Como se observa en el panel (b) de la figura 5.9, luego de un

intervalo temporal la mitad de corto, la diferencia entre la fase geométrica a velocidad finita y la

fase geométrica a velocidad nula es de orden O(1), un valor experimentalmente accesible. Se espera

que, para los valores de parámetros considerados, el desfasaje geométrico pueda detectarse mediante

tomograf́ıa del estado.

Figura 5.9: (a) Diferencia |ρ12|−|ρ12|v=0 entre el valor absoluto de las coherencias a velocidad finita

y a velocidad nula en función del tiempo y (b) diferencia δϕ− δϕv=0 entre las correcciones a la fase

geométrica acumulada a velocidad finita y nula en función del tiempo, para distintas combinaciones

de átomo y material dieléctrico. En todos los casos se considera el momento dipolar orientado en

dirección del eje x. En ambos paneles, las curvas sólida y de trazos corresponden a un centro NV y

un átomo de Rb sobre una mesa rotante de nSi respectivamente, mientras que las curvas de trazo-

punto y punteadas reproducen ambos casos para una mesa de Au. Para el valor de los parámetros

asociados se refiere a la tabla 5.1.

❣

En resumen, en este caṕıtulo se estudiaron distintos efectos del entorno para un escenario que

incorpora un elemento extra respecto de los caṕıtulos previos, el movimiento relativo entre el sistema

y el entorno. En particular, se consideró un sistema de dos niveles que describe una trayectoria recta

a distancia fija de un semiespacio dieléctrico, mediante un forzado externo. El conjunto se encuentra

inmerso en el vaćıo del campo electromagnético, de forma que el entorno de la part́ıcula está

compuesto por el campo electromagnético vestido por el material. Inspeccionando la dinámica del

sistema, se distinguieron dos reǵımenes distintos delimitados por la velocidad cŕıtica vcrit = ωo d/2.

Por debajo de este umbral de velocidad, el sistema tiende asintóticamente al estado fundamental,
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mientras que una vez superada la velocidad cŕıtica, el estado asintótico es un estado mixto. Se

estudió con especial énfasis la escala temporal en que decaen las coherencias y la fase geométrica

acumulada por el sistema.

Respecto de la escala de decaimiento de las coherencias, se realizó un estudio minucioso de su

dependencia con la velocidad y con la dirección del momento dipolar de la part́ıcula. Para el caso

de velocidades por debajo del umbral v < vcrit se encontró una expresión anaĺıtica de orden v2. Los

resultados encontrados se interpretaron, como en el caṕıtulo 4 en términos de interacciones entre

part́ıculas, reemplazando los efectos del medio semiconductor por part́ıculas imagen. Estableciendo

un v́ınculo con la literatura previa se encontró que la dependencia de la escala de decoherencia

en la orientación del momento dipolar resulta inversamente proporcional a la exhibida por fricción

cuántica. Esto sugiere que la presencia de dicha fuerza acelera el proceso de pérdida de coherencia.

La corrección en fase geométrica acumulada por el sistema se descompuso en dos contribuciones:

una estática, debido a la mera presencia del campo electromagnético vestido por el medio dieléctrico,

y una dinámica, que depende en la velocidad de la part́ıcula. Esta corrección dinámica es, nuevamen-

te, de orden cuadrático, y se observó la dependencia del coeficiente cuadrático en otros parámetros

y variables, como por ejemplo, el instante de observación.

Finalmente, se realizó una propuesta experimental y se comparan los resultados esperados pa-

ra diversas combinaciones de material dieléctrico y part́ıculas efectivas en la búsqueda de detectar

reǵımenes en los cuales estos efectos resulten experimentalmente accesibles con la tecnoloǵıa dispo-

nible.
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Fases geométricas a lo largo de trayectorias cuánticas

Como se ha discutido en la sección 2.6, la búsqueda de una noción de fase geométrica que

permita tratar con sistemas mixtos en evolución no-unitaria ha resultado en múltiples definiciones.

En particular, en los caṕıtulos 3 a 5 de esta tesis se ha recurrido a la propuesta de Tong y sus

colaboradores [31], cuya expresión está dada por la ecuación (2.69), para abordar el estudio de

diversos sistemas paradigmáticos.

Existe, sin embargo, otro nivel de descripción de los sistemas cuánticos abiertos que podŕıa

captar caracteŕısticas que se desvanecen cuando se atiende exclusivamente a las propiedades del

operador densidad reducido. A este nivel se accede, por ejemplo, cuando el sistema es continua e

indirectamente monitoreado. En este escenario el estado del sistema está descrito por una función

de onda cuya evolución suave se ve interrumpida por saltos cuánticos aleatorios. Esta secuencia de

tramos de evolución suave interrumpida por saltos cuánticos se denomina una trayectoria cuántica. El

objetivo de este caṕıtulo es describir las propiedades de la fase geométrica acumulada a lo largo de las

trayectorias cuánticas. La aleatoriedad introducida por los saltos que ocurren en una dada trayectoria

es heredada por la fase geométrica, que adquiere un carácter estocástico, donde la distribución

completa puede reconstruirse con un muestreo aleatorio sobre las trayectorias.

Dado que la fase geométrica no es un observable, el valor medio de esta distribución de fase no

debe necesariamente coincidir con la fase del estado promediado (esto es, la matriz densidad) La

bibliograf́ıa previa al trabajo en que se basa este caṕıtulo [147], a excepción de [148], se restringe al

estudio de la dinámica de estados puros con evoluciones suaves, o define valores medios. El estudio

de las fluctuaciones en la fase geométrica es todav́ıa en gran medida un territorio por explorar. En

este caṕıtulo se da un primer paso en dirección a saldar esa brecha, estudiando esta distribución y

en qué medida está (o no) relacionada con la distribución correspondiente de franjas de interferencia

en un protocolo de Eco de Esṕın.

6.1. De la ecuación de Lindblad a las trayectorias cuánticas

La ecuación de Lindblad - Con el objetivo de establecer una conexión clara con los caṕıtulos

anteriores, se parte de la descripción del estado de un sistema cuántico mediante un operador

densidad ρ(t). En este caso, bajo las condiciones que permiten realizar las aproximaciones de Born-

Markov, la dinámica está gobernada por una ecuación de Lindblad
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ρ̇s(t) = −i [H, ρs(t)] +
1

2

∑

α

[2Lαρs(t)L
†
α − {L†

αLα, ρs(t) }] , (6.1)

donde el primer término en el lado derecho da cuenta de la evolución unitaria del sistema, mientras

que el segundo da cuenta de los efectos no-unitarios introducidos por el acoplamiento con el entorno,

y la intensidad y naturaleza de este acoplamiento está codificada en los operadores de Lindblad Lα.

Para una introducción teórica a las ecuaciones maestras se refiere al apéndice B, donde la ecuación

de Lindblad corresponde a la expresión (B.22). En este caṕıtulo de considera un Hamiltoniano con

dependencia periódica en el tiempo H(t+ 2π/Ω) = H(t), con T = 2π/Ω el peŕıodo de un ciclo en

un espacio de parámetros adecuado. Los operadores de Lindblad, si dependen del tiempo, deberán

también ser periódicos en el tiempo Lα(t+ 2π/Ω) = Lα(t).

Dinámica monitoreada y trayectorias cuánticas - La dinámica del sistema cambia radicalmente

cuando es posible monitorear continuamente su estado. En este caso el estado del sistema permanece

puro y consiste de intervalos de evolución suave (aunque no-unitaria) interrumpidos a tiempos alea-

torios por cambios abruptos denominados saltos cuánticos. Una secuencia de intervalos de evolución

suave y un conjunto de cambios bruscos aleatorios conforman lo que se denomina un trayectoria

cuántica. La literatura sobre este tema es vasta, pudiéndose encontrar una descripción general en

los siguientes libros y art́ıculos [149–152], y aplicaciones, por ejemplo a sistemas de muchos cuerpos

en [153, 154]. En este abordaje, la evolución del sistema se describe como sigue.

Si a tiempo t el estado del sistema es |ψ(t)⟩, en un tiempo posterior t+ δt el estado será

|ψ(t+ δt)⟩ =





Ko|ψ(t)⟩√
po(t)

con probabilidad po(t)

Kα|ψ(t)⟩√
pα(t)

con probabilidad pα(t)

(6.2)

donde o, α = 1, ... etiquetan los distintos operadores Kα que inducen los distintos pasos dinámicos

Ko = 1− i δt

[
H − i

2

∑

α

L†
αLα

]
; Kα =

√
δtLα (6.3)

y po/α(t) = ⟨ψ(t)|K†
o/αKo/α |ψ(t)⟩. Cada elección en el lado derecho de la ecuación (6.2) representa

un paso dinámico de caracteŕısticas diferentes. La segunda ĺınea corresponde al acontecimiento de

un salto cuántico de tipo Kα a tiempo t, mientras que la primer ĺınea es una evolución suave (sin

saltos), aunque alterada respecto de la unitariedad debido a que adquirir la información de que

no ocurrieron saltos modifica la evolución del sistema. El operador de evolución libre de saltos Ko

puede también entenderse como generado por un Hamiltoniano efectivo de arrastre Ho con el que

se relaciona del modo usual Ko = 1− i δtHo.

La evolución completa en un intervalo temporal [0, t] está entonces caracterizada por una secuen-

cia de NJ saltos de tipo αi que ocurren a tiempo ti. Se denomina la cadena de eventos

R(t,NJ) = {(α1, t1), . . . , (αi, ti), . . . (αNJ
, tNJ

)}, (6.4)

con 0 ≥ ti ≥ t ∀i, la trayectoria cuántica.

Como se ha mencionado arriba, este marco formal emerge naturalmente cuando el sistema se

monitorea continua e indirectamente de forma que cada trayectoria puede ser vista como el resultado

de mediciones continuas realizadas sobre el entorno en una dada base. Desde esta perspectiva, el
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monitoreo continuo puede conducir a la mitigación de los efectos de decoherencia producidos por el

entorno [155], y se han propuesto además esquemas de post-selección y corrección de errores [156,

157]. Las propiedades de los operadores de Kraus Ko/α garantizan que las probabilidades de obtener

un dado resultado se sumen a la unidad, y el paso temporal δ t debe tomarse lo bastante pequeño

para que la expansión a primer orden resulte válida, lo que requiere
∑

α pα ≪ 1. Promediando

sobre todas las secuencias de saltos cuánticos posibles se recupera la ecuación de Lindblad [149]

(6.1), mientras que la implicación no es válida en sentido contrario y un número infinito de distintas

descomposiciones dan origen a la misma evolución de Lindblad [150].

6.2. Fase geométrica de un sistema abierto monitoreado

Se ha mostrado en los distintos caṕıtulos de esta tesis que la acumulación de una fase geométrica

en la evolución dinámica de un sistema es un fenómeno que no se restringe a las evoluciones

adiabáticas. En particular, para una trayectoria cuántica general consistente en una secuencia de

intervalos de evolución suave y un conjunto de saltos cuánticos aleatorios R, una fase geométrica

que trata con los dos aspectos de la evolución puede definirse adecuadamente.

6.2.1. Fase de Pancharatnam a lo largo de una trayectoria cuántica

Como se afirmó en la sección 6.1, la trayectoria cuántica que emerge en una realización de la

evolución monitoreada del sistema puede entenderse como una secuencia de intervalos de evolución

suave interrumpidos por saltos cuánticos en instantes aleatorios. Tomada de este modo, la evolución

en un intervalo t ∈ [0, T ] está caracterizada por una colección ordenada de saltos de tipo αi que

ocurren en instantes ti según la ecuación (6.4), y el parámetro t es una variable continua dentro de

los intervalos delimitados por los tis. En el enfoque de saltos cuánticos, sin embargo, el algoritmo

aplicado para construir las trayectorias es el siguiente [149]. El intervalo temporal [0, T ] se discretiza

en N pasos de longitud δ t y el estado se actualiza paso a paso consistentemente por la acción de un

operador no-herḿıtico elegido aleatoriamente como se describe en la ecuación (6.2). De esta forma,

cada trayectoria cuántica puede también entenderse desde un punto de vista algoŕıtmico como una

colección ordenada de estados generados por la acción de una secuencia espećıfica de operadores

K0,α dados por la ecuación (6.3, y es de esta forma un conjunto discreto de estados.

Para una secuencia de N estados puros discretos, la expresión adecuada para la fase geométrica

se construye mediante la diferencia de fase de Pancharatnam entre cada par de estados [5, 32, 33],

y está dada por

ϕP [ψ] = arg ⟨ψ1|ψN⟩ − arg(⟨ψ1|ψ2⟩ ... ⟨ψN−1|ψN⟩). (6.5)

Esta fase resulta trivialmente invariante de gauge U(1) y no se basa en la condición de adiabaticidad

ni requiere unitariedad ya que permite que los estados en la secuencia sean de norma arbitraria siempre

y cuando no se anulen perfectamente. Gracias a estas caracteŕısticas, se afirma como una definición

natural de fase geométrica para ser aplicada a dinámicas monitoreadas en las que la evolución

no está generada por operadores herḿıticos. La fase definida por la ecuación (6.5) equivale a la

fase geométrica unitaria de la ecuación (2.34) asociada a la trayectoria construida uniendo estados

consecutivos mediante la curva geodésica del espacio proyectivo correspondiente. Mientras que esta

definición no implica por si misma ninguna condición sobre la cantidad de estados en la secuencia,

cuando se aplica en el abordaje de saltos cuánticos a sistemas abiertos el numero N de estados está

acotado por debajo como consecuencia de la condición que reina sobre el paso temporal δt.

La evolución en un intervalo temporal [0, T ] consta de N = T/δ t≫ 1 estados. Descomponiendo

la secuencia de estados {|ψ1⟩ |ψ2⟩ ... |ψN⟩} en conjuntos delimitadoos por los instantes espećıficos
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ti en los que acontece un salto se construye un puente entre las dos descripciones de la trayectoria

brindadas. Cada sub-intervalo temporal [ti, ti+1], discretizado en pasos de longitud δt, consta de un

número dado de pasos que depende de los valores espećıficos de ti y ti+1. Desde un dado instante

de salto ti, cualquier paso temporal en el intervalo consecutivo puede hallarse mediante ti + ki δt,

esto es, sumando una cantidad ki ∈ N de incrementos δt, hasta alguna cantidad máxima k∗i que

satisface ti+1 = ti + k∗i δt

0 Tti

|ψ(ti)⟩

ti+1

|ψ(ti + ki δt)⟩
.

+ki δt

Figura 6.1: Diagrama ilustrativo del intervalo temporal [0, T ]. Tanto la discretización en pasos de

longitud δ t como la división en los instantes ’de salto’ ti están indicados. La relación entre los

instantes temporales y el estado del sistema se representa también.

En cada instante, el resultado de la medición realizada en el entorno estará asociado al operador

correspondiente de la ecuación (6.3) que actúa sobre el sistema, y al estado generado por dicha

acción. En consecuencia, existe una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto discreto que con-

forma el intervalo temporal y la colección de estados que compone la trayectoria. La descomposición

del intervalo temporal en los instantes ti puede entonces mapearse en una descomposición de la

trayectoria según

NJ⋃

i=0

{|ψ(ti + ki δt)⟩ ki = 0, ..., kmaxi − 1} (6.6)

con NJ el número de saltos que ocurren en la trayectoria y los ı́ndices i = 0 e i = NJ +1 señalando

los ĺımites del intervalo temporal completo t0 = 0 y tNJ+1 = T .

Introduciendo esta descomposición, la fórmula (6.5) para la fase geométrica puede reescribirse

agrupando las diferencias de fase entre estados consecutivos infinitesimalmente distintos |ψ(ti + kiδt)⟩
y |ψ(ti + kiδt+ δt)⟩ por un lado, y la diferencia de fase entre estados radicalmente distintos |ψ(ti)⟩
y Kαi |ψ(ti)⟩ por otro,

ϕP = arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩−
NJ∑

i=0

k∗i −1∑

ki=1

arg ⟨ψ(ti + ki δt)|ψ(ti + kiδt+ δt)⟩−
NJ∑

i=0

arg ⟨ψ(ti)|Kαi |ψ(ti)⟩ .

Tomando el ĺımite continuo δt/T → 0 dentro de los intervalos de evolución suave [32, 33], esta

expresión permite derivar una fase geométrica adecuada para la noción de trayectoria cuántica

presentada en este caṕıtulo.

Aśı, considerando una evolución que transcurre en un intervalo temporal [0, T ], parametrizado

con t, la fase geométrica asociada a una trayectoria en la que se registran NJ saltos en los instantes

ti puede escribirse como

ϕ[R] = arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ − Im

NJ∑

i=0

∫ ti+1

ti

dt

〈
ψ(t)

∣∣∣ψ̇(t)
〉

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ −
∑

(ti,αi)∈R

arg ⟨ψ(ti)|Kαi |ψ(ti)⟩ , (6.7)

donde R = R(T,NJ) con t0 = 0 y la convención de que tNJ+1 ≡ T en la sumatoria de integrales.
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6.2.2. Fase geométrica de una trayectoria cuántica

La definición de fase geométrica dada por la ecuación (6.7) será la base del análisis realizado en

este caṕıtulo. Como resulta evidente por su dependencia en los instantes ti y la naturaleza de los

saltos que tienen lugar a lo largo de la trayectoria, la fase ϕ[R(T,NJ)] será una variable estocástica

dependiente de la trayectoria R(T,NJ).

El primer término en la ecuación (6.7) es la fase relativa total entre el estado inicial y final. Los

términos restantes son de dos tipos distintos, reflejando las propiedades de la dinámica misma. El

segundo término representa las fases dinámicas acumuladas a lo largo de los intervalos de evolución

suave que tienen lugar antes del primer salto, entre saltos consecutivos y después del último salto

registrado, y que debe sustraerse para acceder al objeto puramente geométrico ϕR. La ocurrencia a

tiempo ti de un salto generado por el operador Kαi incorpora una contribución arg ⟨ψ(ti)|Kαi |ψ(ti)⟩
que representa la diferencia de fase entre el estado antes y después del salto. Este término equivale

a la fase geométrica asociada a la trayectoria construida uniendo ambos estados con la geodésica

más corta en el espacio proyectivo.

La expresión en la ecuación (6.7) es invariante frente a transformaciones de gauge U(1). No

requiere que la trayectoria describa una curva cerrada en el espacio de estados ni se basa en la

condición de adiabaticidad. Más aún, tampoco demanda unitariedad, ya que está bien definida

también para estados |ψ(ti)⟩ o |ψ(t′)⟩ no-normalizados (siempre que sean de norma no-nula).

Adecuada para aplicarse a las trayectorias que emergen en una descomposición de la matriz

densidad, la ecuación (6.7) se ha empleado en formas limitadas para abordar la definición de fases

geométricas que se ajusten a evoluciones no-unitarias. Una ruta inicialmente explorada fue enfocarse

en la trayectoria sin saltos [32,33]. Este enfoque, que desprecia la posibilidad de los saltos cuánticos

restringiéndose a la evolución enteramente suave, preserva las definiciones conocidas para la fase

geométrica aplicables a estados puros e introduce los efectos no-unitarios mediante la no-hermiticidad

de Ho. Si no se registran saltos a lo largo de toda la trayectoria, esto es, si R(T, 0) = ∅, la fase

geométrica ϕ0 ≡ ϕ[R(T, 0) = ∅] se lee

ϕ0 = arg ⟨ψ(0)|ψ(T )⟩ − Im

∫ T

0

〈
ψ(t)

∣∣∣ψ̇(t)
〉

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ dt (6.8)

la cual se reduce trivialmente a la expresión para la fase geométrica acumulada en una evolución

unitaria general de la ecuación (2.34) cuando este sea en efecto el caso y, en consecuencia, los estados

estén instantáneamente normalizados haciendo el denominador ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ ≡ 1 ∀ t. La ecuación

(6.8) se reduce además a la expresión (2.16) propuesta por Aharonov y Anandan y a la fase adiabática

de Berry (2.9) cuando las hipótesis de cada definición se satisfacen, esto es, para evoluciones ćıclicas

aunque no necesariamente adiabáticas y para evoluciones ćıclicas y adiabáticas. Es importante notar

que la fase ϕ0 está mal definida si alguno de los productos internos en su argumento se anulan. Esta

observación resultará de relevancia cuando se discuta la transición topológica en la sección 6.5.

Otros trabajos consideran la descomposición completa de la ecuación de Lindblad, sugiriendo

definir la fase geométrica del estado ρ(t) (promedio sobre el ensamble de trayectorias) como un

promedio sobre el ensamble de fases {ϕR} = ϕ{R} obtenido aplicando la ecuación (6.7) a cada

trayectoria [32, 33, 37]. Se ha discutido extensamente si esta es una definición apropiada de fase

geométrica para la matriz densidad que representa el estado de un sistema, dado que no permite

una relación uno a uno entre el conjunto de matrices densidad posibles y los valores de la fase

obtenidos [34–36]. Todas las propuestas arriba mencionadas, aśı también como la propuesta (2.69)

realizada desde el enfoque cinemático, se restringen a evoluciones modificadas sobre las que aplican

las definiciones para estados puros, o bien, buscan definir una fase geométrica consistente para el
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operador densidad ρ(t), que representa una descripción en valor medio.

Los procesos estocásticos que emergen en la descomposición de la matriz densidad adquieren,

sin embargo, relevancia f́ısica en los esquemas de monitoreo continuo. Dado que la aleatoriedad

introducida por la ocurrencia de saltos en una dada trayectoria se refleja en la fase geométrica, este

enfoque requiere que el estudio de los efectos inducidos por el entorno en la fase geométrica se realice

desde una perspectiva estad́ıstica. La probabilidad asociada con un dado valor de fase geométrica

se relaciona con aquella para una dada trayectoria según

P [ϕ] =
∑

R/ϕ[R]=ϕ

P [R]. (6.9)

El valor medio corresponde únicamente al primer momento de dicha distribución

ϕ̄ = arg
(∑

eiϕP [ϕ]
)
.

y en general puede no ser suficiente para caracterizar la dinámica.

6.3. El modelo

Consideramos una evolución unitaria para la cual, en el ĺımite adiabático, la fase geométrica

acumulada en un ciclo seŕıa la fase de Berry. Es conveniente comentar el ĺımite adiabático de

dinámica lenta ya en este punto, puesto que será un tópico fundamental a lo largo de este caṕıtulo.

Si la evolución es unitaria, para Hamiltonianos con dependencia temporal periódica cuyos peŕıodos

sean suficientemente largos, un sistema preparado en un autoestado de enerǵıa permanece en el

autoestado instantáneo a menos de pequeñas correcciones por transiciones de Landau-Zener entre

niveles de enerǵıa. En otras palabras, la ocupación de un dado autoestado del Hamiltoniano no

cambia en el tiempo (ver sección 2.1). La situación cambia completamente en presencia de un

entorno. En este caso, un ĺımite adiabático propiamente dicho no está bien definido, dado que el

ĺımite de sistema guiado lentamente en el que el ĺımite adiabático se basa, es también el régimen en

que las consecuencias del entorno son más severas y el sistema alcanza un estado estacionario. El

ĺımite adiabático mismo debe ser reconsiderado en un sistema abierto [158–162], ya que la existencia

de un continuo de niveles de enerǵıa hace de las diferencias de enerǵıa una mala escala de referencia

para definir reǵımenes. Los efectos debidos a la no-adiabaticidad y las correcciones originadas en la

presencia del entorno aparecen de esta forma como inevitablemente relacionadas.

Más concretamente, consideramos una part́ıcula de esṕın 1/2 en presencia de un campo magnético

rotante B(t) = ω n̂B(t), cuya dirección está dada por n̂B = (sin (θ) cos(Ω t), sin (θ) sin(Ω t), cos θ)

con ángulo polar θ fijo y ángulo azimutal variable Ω t. Una evolución unitaria de este tipo, desarrollada

anaĺıticamente en el apéndice A, está generada por el Hamiltoniano

H(t) =
1

2
B(t) · σ, (6.10)

con σ = σxx̂ + σyŷ + σz ẑ; y |0⟩ y |1⟩ los autoestados de σz. Los autoestados instantáneos de

H(t), por otra parte, se denotan con |ψ−(t)⟩ y |ψ+(t)⟩. Si el sistema pudiera mantenerse perfec-

tamente aislado de su entorno mientras que la dirección del campo B(t) vaŕıa adiabáticamente

en un ciclo t ∈ [0, T ] con T = 2π/Ω, un autoestado adquiriŕıa una fase adiabática (de Berry)

Φ±
a = −π(1∓ cos θ) donde el signo ∓ depende del autoestado de enerǵıa en el cual el sistema fue

preparado inicialmente. Este resultado se obtiene expĺıcitamente en las secciones 2.5.1 y 2.5.4.

Operadores de Lindblad - Para un sistema que evoluciona según H(t) dado por la ecuación
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(6.10) acoplado a un entorno de osciladores armónicos, una ecuación de Lindblad consistente de la

forma (B.22) puede derivarse desde el modelo microscópico siempre y cuando la evolución sea lo

suficientemente lenta [163, 164], con operadores de Lindblad dados por

L−(t) =
√
γ− ⟨ψ−(t)|σx |ψ+(t)⟩ |ψ−(t)⟩ ⟨ψ+(t)| ,

L+(t) =
√
γ+ ⟨ψ+(t)|σx |ψ−(t)⟩ |ψ+(t)⟩ ⟨ψ−(t)| , (6.11)

Ld(t) =
√
γd
∑

i=±
⟨ψi(t)|σx |ψi(t)⟩ |ψi(t)⟩ ⟨ψi(t)| ,

que dan cuenta de los procesos de relajación, excitación espontánea y desfasaje respectivamente. Las

constantes de acoplamiento consideradas en este caṕıtulo son, en términos de la tasa de disipación Γ,

γ− = Γ ; γd = 0,32Γ, mientras que consideramos que γ+ es despreciable (todos los resultados que

mostraremos son bastante generales y no dependen cualitativamente de los parámetros elegidos).

Los saltos generados por los operadores definidos arriba según la ecuación (6.3) llevan, tras tomar

el valor medio, a una ecuación de Lindblad consistente para evoluciones dinámicas lentas [165]. Los

operadores definidos en la ecuación (6.11) inducen transiciones entre autoestados instantáneos del

Hamiltoniano definido en la ecuación (6.10). Con el objetivo de realizar un análisis lo más general

posible, se incluye un término adicional en el Lindbladiano que requiere la consideración de un cuarto

operador

Lz =
√
γzσz (6.12)

a lo largo de una dirección fija en la esfera de Bloch. Esta elección particular de σz como el operador

adicional está motivada por la necesidad de introducir transiciones que no involucren únicamente

autoestados de enerǵıa. Cualquier otro operador de Lindblad que difiera de aquellos en la ecuación

(6.11) conduciŕıa a conclusiones cualitativas semejantes.

Figura 6.2: Trayectorias en la esfera de Bloch descritas

por el estado del sistema bajo diferentes circunstancias.

La ĺınea negra corresponde a la evolución unitaria en el

ĺımite adiabático. La ĺınea roja que describe un anillo on-

dulado corresponde a una dinámica unitaria genérica en

la que las correcciones no-adiabáticas comienzan a ser vi-

sibles. En presencia de un entorno, el estado puede sufrir

saltos o ser suavemente conducido durante toda la evo-

lución. La trayectoria naranja corresponde a un arrastre

completamente suave. Por otro lado, la curva azul mues-

tra un salto que proyecta el estado en el fundamental

y es por lo demás suavemente acarreado. Finalmente, el

camino celeste muestra un caso con múltiples saltos.

Mientras que la evolución unitaria del sistema cerrado sigue la curva enrollada indicada en roja

en la figura 6.2, la dinámica real seguirá, con alguna probabilidad, el camino azul, esto es, será

discontinua y no necesariamente cerrada tras un ciclo del Hamiltoniano incluso en el caso en que

el campo vaŕıa lentamente. Más aún, cuanto más lenta sea la variación del forzado, más saltos

ocurrirán (ver la curva celeste en la figura 6.2). La tarea de las próximas secciones será caracterizar

las fases geométricas acumuladas bajo estas condiciones.
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6.3.1. Evolución suave sin saltos

Una trayectoria cuántica de interés particular es aquella que resulta suave a lo largo de toda la

evolución. Antes de abordar la caracterización de las fases geométricas en sistemas indirectamente

monitoreados, se provee una introducción a la evolución que da origen a esta trayectoria. Cuando los

resultados de las mediciones realizadas sobre el entorno registran cero saltos, la dinámica describe

un camino continuo y suave en el espacio de estados y está generada por un Hamiltoniano de

arrastre efectivo no-herḿıtico, que depende tanto del Hamiltoniano herḿıtico del sistema como de

los operadores de Lindblad según lo describe la ecuación (6.3). En el modelo considerado en este

caṕıtulo, el Hamiltoniano de arrastre efectivo Ho que gobierna la dinámica sin saltos [Ko = 1−δtHo

en la Eq.(6.3)] está dado por

Ho(t) =

(
1− i

Γ

2ω
f(t)

)
H(t) (6.13)

con f(t) = cos2(θ)+sin2(θ) sin2(Ωt). Nótese que, debido a la unitariedad de las matrices de Pauli, la

evolución sin saltos es completamente independiente del cuarto operador de Lindblad Lz introducido

ad hoc y, consecuentemente, del parámetro γz. Un ejemplo ilustrativo de la trayectoria generada

por la evolución descrita, a la que se refiere como trayectoria sin saltos en lo que sigue, es la curva

anaranjada en la figura 6.2.

Mientras que esta trayectoria es única, el número de trayectorias posibles (aunque no uniforme-

mente probables) en las que ocurren NJ > 0 saltos crece con el número NJ de saltos, y diverge

cuando δt tiende a cero. Su unicidad hace de la trayectoria sin saltos especialmente adecuada para

el análisis de algunas caracteŕısticas de las fases geométricas a las que retornaremos en la sección 6.5.

Solución anaĺıtica - Como se mencionó anteriormente, la evolución sin saltos puede entenderse

como la evolución generada por el Hamiltoniano no-herḿıtico de la ecuación (6.13), de forma que

un estado no-normalizado |ψ̃(t)⟩ obedece la ecuación de Schrodinger

i
d

dt
|ψ̃(t)⟩ = Ho(t) |ψ̃(t)⟩ (6.14)

donde Ho(t) es no solamente no-herḿıtico sino también expĺıcitamente dependiente del tiempo a

través de la función f(t). El Hamiltoniano efectivo de arrastre tiene los mismos autoestados que el

Hamiltoniano del sistema aislado H(t), pero los autovalores asociados son en este caso complejos y

dependientes del tiempo, dados por ±ω/2 [1− iΓ/(2ω)f(t)].

La dinámica del estado normalizado del sistema

|ψ(t)⟩ = |ψ̃(t)⟩√
⟨ψ̃(t)|ψ̃(t)⟩

(6.15)

está gobernada por una ecuación no-lineal, considerablemente más complicada que (6.14) que se

encuentra por derivación directa de la ecuación (6.15) en combinación con la ecuación (6.14).

El estado no-normalizado puede expandirse en los autoestados instantáneos del Ho(t), según

|ψ̃(t)⟩ = c̃+ |ψ+(t)⟩ + c̃− |ψ−(t)⟩. El cálculo expĺıcito de la ecuación (6.14) conduce al siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales para los coeficientes c̃±(t)

˙̃c± =

(
∓iω

2
− i

Ω

2
(1∓ cos(θ))∓ Γ

4
f(t)

)
c̃±(t) + i

Ω

2
sin(θ) c̃∓(t), (6.16)
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donde el término real ∼ −Γc̃+(t) indica que incluso en el caso sin saltos, la presencia del entorno

favorece las transiciones entre estados, dado que la amplitud para el autoestado excitado se encuen-

tra suprimida. Teniendo en cuenta el procedimiento de renormalización involucrado en el traspaso

desde el estado no-normalizado hacia el estado real del sistema, esta supresión implica una transfe-

rencia de poblaciones desde el autoestado excitado al fundamental. Como consecuencia, cualquier

implementación trivial de la aproximación adiabática está descartada. Una segunda caracteŕıstica

observada en la ecuación (6.16) es que, para los parámetros utilizados en este caṕıtulo, se obtiene

una buena coincidencia reemplazando f(t) por el valor medio f(t) ∼ 1− sin2(θ)/2.

Con este reemplazo la dinámica se vuelve fácilmente resoluble en el sistema rotante. La dinámica

del sistema resulta, formalmente, la descrita en el apéndice A, con la única diferencia en la forma

exacta de los autovalores y coeficientes. La evolución suave sin salto encontrada de este modo está

dada por

∣∣ψ(±)(t)
〉
= N± e

−iΩ/2 t
{[

±(ν + ε)e−iε/2 t ∓ (ν − ε)eiε/2 t
]
|ψ±(t)⟩ − Ωsin(θ) |ψ∓(t)⟩

}
, (6.17)

donde tanto ν = ω − Ωcos(θ) − iΓ/2(1 − sin2(θ)/2) como ε =
√
ν2 +Ω2 sin2(θ) son cantidades

complejas, y N± es un factor de normalización. En este punto, debe señalarse que la ecuación(6.17)

muestra expĺıcitamente que un autoestado del Hamiltoniano instantáneo inicial de arrastre Ho(0)

no permanecerá en un autoestado instantáneo a tiempo posterior en el caso general.

Fase geométrica - La fase geométrica acumulada en una trayectoria sin saltos puede ahora

calcularse recurriendo a la ecuación (6.8). Mientras que, en el caso general, la expresión obteni-

da es considerablemente complicada, para valores pequeños de las relaciones Ω/ω ∼ Γ/ω entre la

frecuencia del forzado y la constante de disipación y la amplitud del campo, la fase adopta la forma

ϕ0 ∼ −π(1− cos θ)− π sin2 θ

(
Ω

ω
+ cos θ

Ω2

ω2

)
− sin2 θ

4

(
Ω

ω
+ cos θ

Ω2

ω2

)
e−4π Im(ν)/Ω − 1

2 Im(ν)/Ω
, (6.18)

donde el primer término en el lado derecho corresponde a la fase adiabática de Berry. El término

siguiente es la corrección dominante originada exclusivamente en la no-adiabaticidad de una evolución

por lo demás unitaria. El último término da cuenta del efecto no-trivial del entorno en la evolución

sin saltos. Cuando la tasa de disipación Γ → 0 tiende a cero, este término se torna una contribución

extra debida a la no-adiabaticidad.

6.4. Resultados: distribuciones estad́ısticas

6.4.1. Distribución de fase geométrica

En esta sección se investiga la distribución del ensamble {ϕR} = ϕ{R} de fases geométricas

obtenido aplicando la ecuación (6.7) a cada realización individual (trayectoria) de la evolución,

caracterizada por algún conjunto R(T,NJ). En la figura 6.3 se muestran dos casos representativos

en los cuales la dinámica de una hipotética evolución unitaria seŕıa o bien rápida (con pequeñas

pero finitas correcciones no-adiabáticas); o bien lo suficientemente lenta como para considerarse en

el régimen adiabático, mientras que el entorno es igual en ambos casos, caracterizado por una tasa

de disipación Γ = 10−3ω, que implica γ− = Γ, γd = 0,32Γ, y γ+ despreciable.

Atendemos en primer lugar el caso con γz = 0, en el cual el entorno induce saltos que involucran

los autoestados instantáneos de enerǵıa exclusivamente. Las dos situaciones, correspondientes a los

dos conjuntos de parámetros indicados anteriormente se muestran en la figura 6.3, en los paneles

(a) y (b) respectivamente. En ambos paneles, se muestra también el valor para la fase adiabática de
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Figura 6.3: Distribución de probabilidad P [ϕ] de fases geométricas para un campo magnético orien-

tado según θ = 0,34π y conducido en un ciclo a frecuencias (a) Ω = 5×10−3ω y (b) Ω = 5×10−4ω.

El entorno está caracterizado por una tasa de disipación Γ = 10−3ω y γz = 0. En ambos paneles, la

ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a , y las ĺıneas negras de trazos y de trazo-punto

señalan las fases ϕ0 y ϕu asociadas con una trayectoria sin saltos y con evolución general unitaria.

La ĺınea negra punteada indica el primer momento de la distribución ϕ̄. El inset en el panel (a) es

una ampliación en la cual la diferencia entre estos valores de referencia se hace visible.

Berry como referencia, las fases geométricas acumuladas en una trayectoria sin saltos y en evolución

unitaria, y el valor medio de la distribución. Siendo independiente de Ω, la fase de Berry toma el

mismo valor ϕa ∼ 1,482π en una y otra figura. Para los parámetros elegidos, el valor ϕ0 calculado

aplicando la fórmula (6.8) sobre la trayectoria sin saltos muestra desviaciones pequeñas respecto de

la fase adiabática de Berry ϕa.

Mientras que los valores de estas fases geométricas de referencia son similares en ambos casos,

la distribución entera es drásticamente diferente en un caso y el otro. En el primer caso de forzado

más rápido, el peŕıodo T es tal que una cantidad considerable de veces la evolución se completa

sin registrar saltos. El valor medio de saltos en la distribución es N̄J = 0,63, y el pico angosto en

la figura muestra estos casos de evolución completa suave. La distribución posee, adicionalmente,

un pequeño fondo que revela la fase geométrica acumulada en aquellas trayectorias en las que

śı ocurrieron saltos. La composición del ensamble de refleja en el histograma por la presencia de

una contribución dominante, correspondiente aproximadamente a ∼ 50% de las realizaciones, del

valor de la fase geométrica sin saltos, y el 50% restante de los conteos mostrando una distribución

ancha sobre los valores posibles. Esta distribución ancha de fondo puede ser interpretada como la

aleatoriedad heredada por la fase geométrica debido al instante (aleatorio) en el que ocurre un salto.

Un único término ⟨ψ(ti)|K−i |ψ(ti)⟩ en la ecuación (6.7), describiendo la contribución a la fase

geométrica de un salto a tiempo ti, da cuenta satisfactoriamente de la distribución de fondo cuando

se consideran todos los instantes posibles. El pico en la distribución coincide bien tanto con el valor

adiabático como con el valor sin saltos. La fase promedio, por otro lado, está ligeramente corrida

debido a la pequeña y poco estructurada distribución de fondo, anchamente distribuida sobre 2π. Esto

demuestra con claridad que incluso la ocurrencia de un único salto cuántico en un instante aleatorio

conduce a fluctuaciones enormes de la fase geométrica acumulada. En el caso con forzado lento que

se muestra en el panel (b) el número medio de saltos en el conjunto de trayectorias es N̄J = 1,77.

Esto implica que es mucho más probable que el estado del sistema sufra un cambio abrupto, e incluso
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más de uno, en cada realización del ciclo. Consecuentemente, la distribución de fases geométricas

se ensancha y el pico angosto en torno a ϕ0 desaparece. Para estudiar esta dinámica son necesarios

cumulantes de orden más alto. Las tres ĺıneas que señalan la fase geométrica adiabática, sin saltos,

y media no proporcionan información clara sobre la dinámica del sistema monitoreado.

La relación Ω/ω a la cual el campo magnético es rotado tiene, entonces, un impacto directo en

la distribución de fases geométricas. Para relaciones más grandes, el sistema se encuentra expuesto

al entorno durante un peŕıodo de tiempo más corto, pero las desviaciones del régimen adiabático

se tornan relevantes. Por otro lado, reducir la frecuencia del forzado puede resultar en un sistema

expuesto a los efectos ambientales por un peŕıodo demasiado largo, implicando fuertes correcciones en

ϕR respecto de ϕ+a . La figura 6.4 muestra la distribución de valores obtenidos para la fase geométrica

a lo largo de un rango de valores para la relación Ω/ω que incluye aquellos dos presentados en la

figura 6.3.

Figura 6.4: Distribución de probabilidad P [ϕ] de las fases geométricas como función de la relación

Ω/ω. El campo está orientado con θ = 0,34π y el entorno está caracterizado por una tasa de

disipación Γ = 10−3ω y una amplitud γz = 0 para el cuarto operador de Lindblad. Los valores de

fase geométrica se muestran en el eje y, mientras que su probabilidad se indica con la intensidad

del color de la cuenta. La ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a , y la ĺınea negra

de trazos señala la fase ϕ0 acumulada en una trayectoria suave sin saltos y la ĺınea negra punteada

indica el primer momento de la distribución ϕ̄.

Para frecuencias lo suficientemente altas la distribución muestra un pico angosto en torno al valor

sin saltos y prácticamente ninguna cuenta de fondo. Por otro lado, este valor ’sin saltos’ se desv́ıa

considerablemente de la fase de Berry. La distribución ancha de fondo que se aprecia en la figura

6.3.a se desarrolla a medida que la frecuencia del forzado disminuye, esto es, a medida que el peŕıodo

relativo se extiende. Más allá, la distribución de fondo se torna un segundo pico mientras que el

pico en torno al valor sin saltos disminuye. Para valores más pequeños de la relación la distribución

muestra el comportamiento exhibido por la figura 6.3.b, esto es, una distribución ancha con un

único pico. Este régimen muestra también efectos del entorno no-despreciables también en el valor

sin saltos, que se desv́ıa del resultado adiabático a pesar de que el forzado se realice lentamente.

Referimos a la ecuación (6.18) para una expresión anaĺıtica de la dependencia de esta desviación en

los distintos parámetros involucrados.
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Se concluye esta sección analizando la distribución de fases geométricas cuando γz ̸= 0. Un valor

no-nulo de γz induce saltos entre estados que no son autoestados instantáneos del Hamiltoniano y

permite, en consecuencia, considerar una clase más amplia de situaciones. La fenomenoloǵıa resul-

tante depende únicamente cuantitativamente de la elección del operador de Lindblad Lz. Espećıfica-

mente, tomamos γz = 0,1Γ y consideramos, como antes, dos valores diferentes de la velocidad a la

cual el sistema se conduce en un ciclo. Los resultados se muestran en la figura 6.5, con caracteŕısticas

cualitativas de la distribución muy parecidas a las del caso con γz = 0.

Figura 6.5: Distribución de probabilidad P [ϕ] de fases geométricas para un campo magnético orien-

tado según θ = 0,34π y conducido en un ciclo a frecuencias (a) Ω = 5×10−3ω y (b) Ω = 5×10−4ω.

El entorno está caracterizado por una tasa de disipación Γ = 10−3ω y γz = 0,1Γ. En ambos paneles,

un contorno sólido azul indica las distribuciones obtenidas en el caso con γz = 0 para comparación.

La ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a , y las ĺıneas negras de trazos y de trazo-

punto señalan las fases ϕ0 y ϕu asociadas con una trayectoria sin saltos y con evolución general

unitaria. La ĺınea negra punteada indica el primer momento de la distribución ϕ̄. El inset en el panel

(a) es una ampliación en la cual la diferencia entre estos valores de referencia se hace visible.

La figura 6.5.a muestra el caso más rápido. El número medio de saltos N̄J = 0,69 es ligeramente

más grande al obtenido en el caso γ0 = 0. Los saltos adicionales descritos por el operador Kz

no son suficientes para modificar cualitativamente la distribución, que continúa mostrando un pico

bien definido que surge de las trayectorias suaves sin saltos más una distribución de fondo ancha y

pequeña. En la figura 6.5.b, que muestra el caso en que el sistema se conduce más lentamente, el

número medio de saltos también es ligeramente superior al obtenido para el caso con γz = 0 debido

a la presencia de saltos de tipo γz, alcanzando un valor N̄J = 2,66.

Los casos discutidos arriba contienen un primer mensaje. La naturaleza estocástica de la fase

geométrica en dinámicas monitoreadas requiere ser tenida en cuenta y no es posible caracterizarla

mediante un único valor. Esto plantea la pregunta adicional de cómo este hecho se refleja en los

resultados experimentales. Para abordar esta cuestión, se considera a continuación un protocolo de

Eco de Spin (ver sección 2.5.2) y se observa cómo y cuándo la distribución de franjas de interferencia

se ve afectada por la aleatoriedad del proceso.
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6.4.2. Distribución de franjas de interferencia en un protocolo de Eco de Esṕın

Como se introdujo en la sección 2.5.2, un mecanismo para medir la fase de Berry es la aplicación

de un protocolo de Eco de Esṕın, el cual consiste en la siguiente serie de pasos. El sistema se prepara

inicialmente en un estado superposición ψ(0) que, en términos de los autoestados del Hamiltoniano

se expresa como (1/
√
2)(|ψ+(0)⟩ + |ψ−(0)⟩). A continuación, se conduce el sistema en un ciclo

t ∈ [0, T ] en forma adiabática, causando que cada autoestado adquiera tanto una fase dinámica

como una fase geométrica ϕ±a . Una operación de inversión de espines seguida por un segundo

ciclo t ∈ [T, 2T ], en sentido inverso conducen a la cancelación de las contribuciones dinámicas,

resultando en una fase puramente geométrica. De esta forma, la fase de Berry puede extraerse

mediante tomograf́ıa o notando que la probabilidad de que el sistema retorne al estado inicial, la

probabilidad de persistencia, se relaciona con la fase de Berry según |⟨ψ(0)|ψ(2T )⟩|2 = cos2(2ϕ+a ).

La relación entre la probabilidad de persistencia y la fase geométrica dada arriba descansa sobre

dos factores: el régimen adiabático que impide las transiciones entre autoestados de enerǵıa y la

cancelación exacta de las fases dinámicas durante el protocolo. Si un experimento de eco se realiza

en un sistema que está expuesto al efecto del entorno y continuamente monitoreado, la probabilidad

de persistencia conservará su dependencia en la evolución dinámica. Sin embargo, vale la pena

entender hasta qué punto es posible conocer caracteŕısticas de las fases geométricas a través de un

protocolo eco en un sistema monitoreado.

Para cada realización del protocolo, caracterizada por una secuencia de saltos R(2T,NJ), po-

demos parametrizar la probabilidad de persistencia PR con un ángulo asociado φR.

PR = |⟨ψ(0)|ψ(2T )⟩|2 ≡ cos2 (2φR) . (6.19)

Tanto la probabilidad de persistencia como el parámetro φR heredan el carácter estocástico de las

trayectorias, y la probabilidad de medir un dado valor φ se relaciona con la probabilidad para cada

trayectoria según

P [φ] =
∑

R/φR=φ

P [R]. (6.20)

En el caso ĺımite en el cuál la probabilidad de persistencia se aproxima a su valor adiabático, φ

se aproximará a ϕ+a . Fuera de este régimen particular, φR no es igual a la fase geométrica ϕR =

ϕ[R] sino, como se mencionó anteriormente, una parametrización conveniente de las franjas de

interferencia en el eco de esṕın.

Las desviaciones no-adiabáticas e inducidas por el entorno respecto de ϕ+a pueden analizarse

examinando el ensamble {φR} = φ{R} que se obtiene aplicando la fórmula (6.19) a cada reali-

zación individual del protocolo. Este estudio permitirá también inspeccionar posibles relaciones, si

las hubiera, entre el comportamiento estocástico de las fases geométricas y aquél de los resultados

experimentales (notar que φR está definida módulo π/2 y a menos de un signo. En consecuencia,

cualquier relación entre la distribución de fases y la distribución de resultados experimentales deberá

tener esto en cuenta). Otra vez, se espera que la frecuencia Ω a la que se rota el campo magnético

tenga un impacto directo en la distribución [27,28]. Al aumentar el valor relativo de Ω el sistema está

expuesto a la influencia destructiva del entorno durante peŕıodos temporales más cortos, permitiendo

en mayor medida la cancelación parcial de las fases dinámicas. Al mismo tiempo, en este régimen

se tornan inevitables desviaciones no despreciables respecto del régimen adiabático. Por otro lado,

valores más chicos de Ω pueden exponer el sistema a los efectos del entorno por peŕıodos largos que

conduzcan a fuertes desviaciones en los valores del parámetro-de-eco φ respecto de ϕ+a .

En analoǵıa con el estudio de las fases geométricas, se examina en primer lugar el caso γz = 0 y

se presenta, en la figura 6.6 dos casos representativos en los cuales una hipotética evolución unitaria
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seŕıa rápida, o bien suficientemente lenta para ser considerada dentro del régimen adiabático. Estos

casos se muestran en la figura 6.6.a y 6.6.b respectivamente. En ambos paneles, se indican también

la fase adiabática de Berry (que no depende del valor de Ω), la fase ϕ0 acumulada en una evolución

sin saltos, y la fase ϕu acumulada en una evolución unitaria general. Se indica también el valor

del parámetro φ obtenido en un experimento de eco que se completa sin detectar saltos. Para los

parámetros elegidos, ambos paneles muestran desviaciones muy pequeñas del valor de φ extráıdo de

un protocolo sin saltos respecto de la fase de Berry (ver los inset en la figura 6.6). Debe notarse,

sin embargo, que la probabilidad de registrar esta trayectoria espećıfica es distinta en un caso y en

el otro, como puede verse de las diferencias mostradas entre las distribuciones completas P [φ].
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Figura 6.6: Distribución de probabilidad P [φ] obtenida en un protocolo-eco para un campo magnético

orientado según θ = 0,34π y conducido en un ciclo a frecuencias (a) Ω = 5 × 10−3ω y (b) Ω =

5 × 10−4ω. El entorno permanece igual en ambos casos, caracterizado por una tasa de disipación

Γ = 10−3ω y γz = 0. En ambos paneles, la ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a ,

y las ĺıneas negras de trazos y de trazo-punto señalan las fases ϕ0 y ϕu asociadas con una trayectoria

sin saltos y con evolución general unitaria. Además, la ĺınea negra de trazo y doble punto indica el

valor del parámetro φ obtenido en un protocolo en el que no se registran saltos. Los inset en ambos

paneles muestran un rango de abscisas en el cuál el resultado obtenido en un experimento de eco

realizado suavemente es distinguible de la fase de Berry.

Origen de la estructura de la distribución - La primera caracteŕıstica llamativa que aparece es la

presencia de tres picos distintos bien definidos. La distribución ancha observada para los valores de

fase geométrica desaparece completamente en el eco de esṕın. Este comportamiento tiene su origen

en el hecho de que, cuando γz = 0 sólo son posibles saltos entre autoestados instantáneos de enerǵıa

lo que conduce, cuando se lo combina con las propiedades de la probabilidad de persistencia, a una

distribución de franjas de interferencia cualitativamente diferente a aquella de las fases geométricas.

Cada uno de los picos en el panel (a) de la figura 6.6 surge de un conjunto distinto de trayectorias

cuánticas de la siguiente forma:

1. Los protocolos suaves sin saltos generan la acumulación de cuentas en torno al valor φ ∼ 1,43π

2. Protocolos en los que tienen lugar al menos un salto de decaimiento o excitación espontánea

y en consecuencia el estado del sistema se proyecta en un autoestado instantáneo |ψ±(ti)⟩ de

H(t) dan origen al pico centrado en φ ∼ 1,375π.
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3. Protocolos en los que un único salto de desfasaje tiene lugar dan origen al pico en torno a

φ ∼ 1,275π.

A continuación, se provee una justificación detallada de esta enumeración. Con el objetivo de evi-

denciar los aspectos cualitativos y los procesos subyacentes, se desprecia en general la no-hermiticidad

de la evolución suave entre saltos, pensando en esos intervalos como intervalos de evolución unitaria

forzada, ya sea rápida o lentamente. En consecuencia, esta justificación no debe considerarse un

análisis cuantitativo.

El pico descrito en el punto (1.) coincide con el valor φ ∼ 1,34π extráıdo en un protocolo sin

saltos y puede entenderse como compuesto por estos eventos ya que, siendo esta evolución única,

se obtendrá exactamente el mismo valor para el parámetro φ en todo experimento que se complete

en estas condiciones. Los picos descritos en los puntos (2.) y (3.) requieren la consideración del caso

en que, por el contrario, fueran detectados saltos.

Cuando γz = 0 tres tipos de saltos son posibles para la descomposición de la ecuación de Lindblad

propuesta en este caṕıtulo. De estos tres saltos posibles, dos proyectan el estado del sistema en

un autoestado instantáneo de enerǵıa, a saber, el decaimiento espontáneo inducido por L−, y la

excitación espontánea representada por L+. Cuando un primer salto de este tipo tiene lugar en un

dado instante ti, inmediatamente después del salto el estado del sistema está dado por

|Ψ(ti)⟩ = ei ξ(ti)+i ϕ(ti) |ψ±(ti)⟩ (6.21)

con ξ(ti) la fase dinámica y ϕ(ti) la fase geométrica acumuladas desde el inicio de la evolución

hasta el instante ti. Si el protocolo finaliza inmediatamente después del salto, la probabilidad de

persistencia medida será PR = | ⟨ψ(0)|ψ(2T )⟩ |2 = 1/2 y no preserva información alguna sobre la

fase geométrica ni dinámica, puesto que son fases globales, ni sobre las caracteŕısticas espećıficas

del salto. Si, por otro lado, el sistema continua evolucionando, la posibilidad de obtener alguna

información sobre la fase geométrica posteriormente acumulada o el instante en el que tuvo lugar

el salto dependerá de la competencia entre las transiciones no-adiabáticas y la existencia de saltos

adicionales. Si la evolución continúa después del primer salto, esto sucederá de forma suave hasta que,

o bien ocurra un nuevo salto cuántico, o bien el protocolo se complete. Diferentes reǵımenes de Ω/ω

dan origen a evoluciones suaves de diferentes caracteŕısticas. Si el forzado es suficientemente lento la

evolución suave está aproximadamente libre de transiciones y |ψ(t)⟩ ∼ ei ξ(t>ti)+i ϕ(t>ti) |ψ±(t > ti)⟩,
de modo que el resultado obtenido para la probabilidad de persistencia continúa siendo PR =

1/2. Más aún, este régimen favorece la ocurrencia de saltos adicionales que refuerzan la pérdida

de información re-proyectando el estado del sistema en un autoestado del Hamiltoniano H(t). La

completa independencia de los resultados en los instantes ti en que tienen lugar los saltos hacen que

el pico (2.), asociado a esta amplitud de probabilidad, resulte extremadamente definido en el régimen

de forzado lento. Por otro lado, si el forzado se ejecuta a frecuencias relativas más altas, a lo largo

de la evolución suave posterior al primer salto el estado del sistema adquiere contribuciones del otro

autoestado instantáneo producto de los efectos no-adiabáticos, favoreciendo la emergencia de fases

relativas. En esta situación, la probabilidad de persistencia adquiere una dependencia en el instante

ti que conduce al ensanchamiento del pico observado en la figura 6.7 para forzados rápidos, aunque

permanece sin mostrar correlaciones claras con la fase geométrica. Como se fundamenta en los

párrafos anteriores, cada salto de excitación o decaimiento espontáneo elimina toda la información

previa respecto de la fase geométrica y de los saltos anteriores. La probabilidad para estos eventos de

borrado se mitiga en este régimen mediante la reducción de la exposición a los efectos del entorno.

El pico (3.) observado en la distribución, centrado en torno a φ ∼ 1,475π puede entenderse

incorporando los saltos de desfasaje a la discusión previa. Un salto de desfasaje tiene el efecto de
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introducir un corrimiento en π en la fase relativa del estado. Si la evolución posterior no involucra

transiciones, y no tienen lugar saltos que eliminen información, entonces la dinámica total se ase-

meja a un experimento de eco adiabático, a menos de correcciones menores, y la probabilidad de

persistencia toma el valor P ∼ sen2(2ϕa) (con el coseno reemplazado por seno debido al corrimiento

relativo en π). Esta situación conduce a un valor único y bien definido para φ que es independiente

del instante ti en que el salto de tipo Ld tuvo lugar. En consecuencia, el pico descrito en (3.) que

surge mediante este procedimiento en el régimen de forzado lento resulta angosto aunque relativa-

mente pequeño, dado que en este régimen los saltos de decaimiento espontáneo son muy probables.

A medida que el campo magnético se rota a mayor frecuencia, los efectos no-adiabáticos introducen

una dependencia en ti que es responsable del ensanchamiendo de la distribución que se aprecia en

la figura 6.7 para valores de Ω/ω más largos.

Análisis de las distribuciones en distintos reǵımenes - En śıntesis, para los parámetros consi-

derados en el panel (a), trayectorias con a lo sumo un salto son posibles. Los tres picos corresponden

a protocolos sin saltos, protocolos con un salto de tipo L±, y protocolos con un salto de tipo Ld.

Aquellas trayectorias que permanezcan suaves a lo largo de todo el protocolo inducen el pico a la

derecha de la figura 6.6.a, esto es, el pico más cercano al resultado sin saltos φ ∼ 1,475π para

esta elección de parámetros. El pico en el medio de la figura, centrado en el valor φ ∼ 1,375π

trivialmente asociado a través de la ecuación (6.19) con un valor 1/2 para la probabilidad de per-

sistencia, se construye a partir de aquellos casos en los que el estado del sistema se proyecta, en

un dado instante, en un autoestado de H(t). En esas trayectorias, toda la información sobre la fase

acumulada antes del salto se pierde. Como consecuencia, inmediatamente después de un salto L±,

e independientemente tanto de la evolución previa como del instante en que ocurrió el salto, la

probabilidad de persistencia toma el valor 1/2. El tercer pico, ubicado a la izquierda, se debe a las

trayectorias en las que ocurre un salto de tipo Ld. Este tipo de salto tiene el efecto de introducir un

salto en π en la fase relativa del estado que se corresponde con la posición del mencionado pico.

En consecuencia, la distribución de franjas de interferencia muestra tres picos de los cuales dos

codifican la misma información, esto es, el valor de φ para un protocolo conducido suavemente,

mientras que el pico central no contiene prácticamente información. Más aún, la distribución es

considerablemente aguda dado que, para los valores de parámetros elegidos, las trayectorias descritas

son todas detectadas mientras que trayectorias cuánticas más complejas son altamente improbables.

En la figura 6.6.b los dos picos ubicados en los extremos se han prácticamente desvanecido. Esto

revela que cuando el sistema se conduce a frecuencias relativas más bajas, un decaimiento o una

excitación espontánea será detectada en casi toda trayectoria. Un efecto similar se obtiene si la tasa

de disipación Γ/Ω se aumenta mientras la relación Ω/ω se mantiene fija.

Un segundo aspecto de la distribución P [φ] es qué caracteŕısticas de las fases geométricas cap-

tura. En el régimen de forzado rápido de la figura 6.6.a, los valores de φ obtenidos de los protocolos

sin saltos coinciden bien con la fase adiabática de Berry, y estos muestran pequeñas pero finitas

desviaciones respecto de la fase geométrica sin saltos. El valor de φ está más estrechamente rela-

cionado con el valor de la fase adiabática que con el valor de la fase geométrica acumulado en la

dinámica de arrastre suave. Para el régimen de forzado lento de la figura 6.6.b, el valor de φ sin

saltos continúa siendo un buen indicador de la fase adiabática, aún cuando registrar dicho protocolo

es en este caso menos probable. Bajo estas condiciones, la mayoŕıa de los experimentos contribuyen

al pico central que no está relacionado con ningún valor de fase geométrica.

El examen de la figura 6.6 sugiere que, como en el caso de las fases geométricas, el compromiso

entre las correcciones no-adiabáticas y los saltos inducidos por el entorno se revela más abiertamente

cuando la distribución de valores P [φ] se analiza en función de la relación Ω/ω. Esto se muestra en
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la figura 6.7, cuyo rango de abscisas incluye los dos casos presentados en la figura 6.6. La fase de

Berry ϕa y los valores ϕ0 y ϕ̄ de la fase geométrica acumulada en trayectorias suaves y del primer

momento de la distribución de fases geométricas se dan también como referencia.

Figura 6.7: Distribución de probabilidad P [φ] de valores para el parámetro φ obtenido en un expe-

rimento de eco, en función de la relación Ω/ω. El campo está orientado con θ = 0,34π y el entorno

está caracterizado por una tasa de disipación Γ = 10−3ω y una amplitud γz = 0 para el cuarto ope-

rador de Lindblad. Los valores de φ se muestran en el eje y, mientras que su probabilidad se indica

con la intensidad del color de la cuenta. La ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a ,

mientras que las ĺıneas negras de trazos y de puntos señalan la fase ϕ0 acumulada en una trayectoria

suave sin saltos y el primer momento de la distribución de fases geométricas ϕ̄ respectivamente.

En el régimen de forzado rápido Ω/ω ≳ 0,1 el valor de φ obtenido es, para la mayoŕıa de las reali-

zaciones, aquél que se obtiene en un protocolo sin saltos y muestras desviaciones apreciables, aunque

pequeñas de la fase adiabática.Trayectorias con un único salto pueden ser observadas, aunque con

menor probabilidad. Si este es el caso, la superposición de autoestados generada por las transiciones

no-adiabáticas producirá distribuciones considerablemente anchas en torno a los dos picos restantes,

revelando la naturaleza estocástica de los instantes en los que ocurren los saltos. Las correcciones

no-adiabáticas tienen un impacto mucho más fuerte sobre ϕ0, su comportamiento se descorrelaciona

por completo del de la distribución de protocolos de eco. La expresión anaĺıtica de la ecuación (6.18),

muestra esta dependencia en Ω/ω para la relación de parámetros Ω/ω ∼ Γ/ω ≪ 1 en que es válida.

Por otro lado, a medida que se aproxima al régimen de forzado lento, los tres picos se vuelven

más definidos. Este comportamiento se acompaña de un marcado decrecimiento en la altura de

los picos laterales y un incremento en las cuentas del pico trivial en el medio. A lo largo de todo

el rango se encuentra una región en la que la relación entre los efectos inducidos por el entorno y

no-adiabáticos permiten una buena coincidencia entre la fase geométrica acumulada en un protocolo

suave no-unitario y el valor de φ obtenido. De forma diferente a los valores ’sin saltos’, que muestran

un acuerdo razonable, el inset en la figura 6.7 muestra que el (consistentemente trasladado) primer

momento de la distribución de fases geométricas ϕ̄ permanece, a lo largo de todo el rango de

frecuencias, completamente descorrelacionado tanto de la distribución de valores φ como de todos

los valores caracteŕısticos de eco.
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La distribución cambia radicalmente cuando γz ̸= 0. En lo que sigue discutimos el caso γz = 0,1Γ

con Γ = 10−3ω. Empezamos reconsiderando los dos casos representados de los paneles (a) y (b)

de la figura 6.8. El primer aspecto notable es que, aunque los tres picos observados en la figura 6.6

(indicados ahora con contornos azules) todav́ıa se detectan, ahora coexisten con una distribución

ancha.
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Figura 6.8: Distribución de probabilidad P [φ] obtenida en un protocolo-eco para un campo magnético

orientado según θ = 0,34π y conducido en un ciclo a frecuencias (a) Ω = 5 × 10−3ω y (b) Ω =

5 × 10−4ω. El entorno permanece igual en ambos casos, caracterizado por una tasa de disipación

Γ = 10−3ω y γz = 0,1Γ finita. En ambos paneles, un contorno azul señala las distribuciones

obtenidas en el caso con γz = 0. La ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a , y las

ĺıneas negras de trazos y de trazo-punto señalan las fases ϕ0 y ϕu asociadas con una trayectoria sin

saltos y con evolución general unitaria. Además, la ĺınea negra de trazo y doble punto indica el valor

del parámetro φ obtenido en un protocolo en el que no se registran saltos. Los inset en muestran un

rango de abscisas en el cual (a) la diferencia entre los valores de referencia, y (b) la magnitud total

del pico central, son visibles.

Como se observa en la figura 6.8.a, la altura de los tres picos discutidos previamente decrece en

presciencia de γz. La supresión de los picos se ve acompañada de la aparición de una distribución de

fondo ancha que cubre el rango completo de fases. La figura 6.8.b se ocupa de la situación de forzado

lento en la que la probabilidad de que ocurra un salto, o incluso varios a lo largo de la trayectoria,

crece. La inclusión del operador de salto Lz modifica la distribución, que pasa de mostrar de picos

bien definidos a cubrir el rango completo de valores posibles para φ. En particular, los dos picos

asociados al protocolo sin saltos desaparecieron. La inclusión de este término en el Lindbladiano

induce saltos entre estados que no son autoestados de enerǵıa y en ese sentido podemos considerar

que los resultados son considerablemente generales y no espećıficamente dependientes de la elección

del operador de Lindblad.

Con el objetivo de obtener una imagen más completa del efecto de un valor finito de γz, la figura

6.9 muestra la distribución de valores de φ como función de la relación Ω/ω. Para una evolución en

el régimen de forzado rápido, en la cual casi no se detectan saltos, el comportamiento exhibido por

la distribución es similar al observado para el caso con γz = 0. Cuando la velocidad de rotación del

campo se reduce, favoreciendo gradualmente la ocurrencia de saltos, el efecto de haber introducido

el operador Lz se torna más relevante. Los saltos Lz conducen a valores de φ que dan cuenta del

instante en que el salto tuvo lugar, y en consecuencia construyen una distribución de fondo ancha.

88



6.5. Resultados: transiciones topológicas

Figura 6.9: Distribución de probabilidad P [φ] de valores para el parámetro φ obtenido en un expe-

rimento de eco, en función de la relación Ω/ω. El campo está orientado con θ = 0,34π y el entorno

está caracterizado por una tasa de disipación Γ = 10−3ω y una amplitud γz = 0,1Γ finita. Los

valores de φ se muestran en el eje y, mientras que su probabilidad se indica con la intensidad del

color de la cuenta. La ĺınea sólida roja indica la fase adiabática (de Berry) ϕ+a , mientras que la ĺınea

negra de trazos señala la fase ϕ0 acumulada en una trayectoria suave sin saltos.

Resumiendo, mientras que la distribución de franjas de interferencia es, en general, considerable-

mente distinta de la distribución de fases geométricas acumuladas a lo largo de cada trayectoria,

el análisis de un experimento de eco de esṕın permite extraer información confiable respecto de la

fase adiabática (de Berry) en algunos reǵımenes de parámetros. En la próxima sección, la atención

será puesta en la trayectoria sin saltos (el tipo de evolución asociada a los picos laterales de la

distribución de probabilidad para el protocolo de eco) y en mostrar que esta evolución sufre una

transición topológica como función del acoplamiento con el entorno.

6.5. Resultados: transiciones topológicas

Como se ha anticipado, se concluye este análisis de las fases geométricas en sistemas monitorea-

dos concentrándose en la trayectoria sin saltos. En esta sección se muestra, siguiendo el esṕıritu de la

referencia [148], que la dinámica de arrastre sin saltos entraña una transición topológica. Se enfatiza

que, aunque el modelo es muy diferente a aquél propuesto en [148], se cree que la naturaleza de

la transición es la misma. Este análisis es un indicio fuerte para la conjetura de que este tipo de

transiciones es bastante genérico para los sistemas monitoreados.

Diagrama de fases y puntos singulares - La fase geométrica ϕ0 dada por la ecuación (6.8) depen-

de, para cada valor fijo del ángulo θ, de las relaciones Ω/ω y Γ/ω. Se recuerda que la trayectoria sin

saltos, y en consecuencia la fase geométrica asociada a ella, no dependen del valor del parámetro

γz. Como función de los parámetros arriba mencionados, la fase geométrica muestra singularida-

des discretas en ciertos puntos cŕıticos en torno a los cuales da un giro de 2π. Recordando que el

estado inicial considerado es el autoestado instantáneo excitado |ψ+(0)⟩ del Hamiltoniano H(0),

la condición de ortonormalidad que da origen a un punto singular de la fase implica un estado fi-
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nal |ψ(T )⟩ ∝ |ψ−(0)⟩. Esto significa que se encontrará un punto singular cuando, exactamente en

un peŕıodo de evolución t ∈ [0, T ], se obtenga una transición de poblaciones completa del estado

excitado al fundamental. En la sección 6.3.1 se discutió cómo la dinámica generada por el Hamilto-

niano efectivo de arrastre Ho favorece las transiciones del estado excitado al fundamental. Mientras

las aproximaciones alĺı realizadas permanezcan válidas, los puntos singulares de la fase geométrica

estarán definidos por la ecuación (ν + ε)− (ν − ε)e2iπε/Ω = 0.

La figura 6.10 muestra un gráfico de colores de la fase geométrica en el plano Γ − Ω para un

valor fijo del ángulo θ. El rango de parámetros se elige para resaltar la singularidad y la vuelta en

2π de la fase geométrica en torno a la misma.

En esta sección, se mostrará que la colección formada por estos puntos singulares delimita regiones

del espacio de parámetros asociadas con distintas clases de evoluciones. Para esto, se definirá un

invariante topológico n ∈ Z y se mostrará expĺıcitamente que toma distintos valores en las distintas

regiones del espacio de relaciones entre parámetros.

Figura 6.10: Fase geométrica en una tra-

yectoria sin saltos, en una región limita-

da del espacio de parámetros definido por

las relaciones Ω/ω y Γ/ω. El valor de la

fase geométrica está indicado por el co-

lor según la barra a la derecha. La direc-

ción del campo está fija en θ = 0,34π.

Una singularidad de observa en Ω/ω =

4,8082 × 10−3 y Γ/ω = 0,0306. Las cru-

ces indican puntos ligeramente a izquierda

de la singularidad (Ω/ω = 4,8 × 10−3) y

derecha (Ω/ω = 4,8084 × 10−3), que se

mostrará, pertenecen a distintos sectores.

Transición topológica en la trayectoria sin saltos - Al realizar una inspección directa del Hamilto-

niano efectivo de arrastre (6.13), se encuentra el siguiente comportamiento: si el campo magnético

apunta en dirección del eje z, el autoestado excitado de H(t) permanece fijo en el polo de la esfera

de Bloch independientemente de los valores tomados por las relaciones entre parámetros Ω/ω y Γ/ω.

En consecuencia, la fase geométrica asociada con la trayectoria sin saltos se anula idénticamente

(mod 2π) para θ = 0 y para θ = π. Sin pérdida de generalidad, la libertad mod 2π puede eliminarse

de la fase geométrica fijando ϕ0(θ = 0) = 0 y demandando continuidad simultáneamente. De esta

forma, ϕ0(θ = π) está completamente determinada por la evolución, y adquiere un valor

ϕ0(θ = π) = 2π n, (6.22)

donde n es un número entero que caracteriza la dependencia de la fase geométrica con el ángulo θ

para valores fijos de los parámetros.

Siendo un número entero, n constituye un invariante topológico ya que no puede modificarse

mediante deformaciones suaves de ϕ0(θ). En consecuencia, si la fase geométrica está caracterizada

por diferentes valores n para distintos conjuntos de valores de los parámetros, la misma necesa-

riamente atraviesa una transformación no-suave como el comportamiento singular observado en la

figura 6.10. De hecho, puntos en el espacio de parámetros ligeramente a la derecha y ligeramente

a la izquierda de la singularidad (indicados con cruces en la figura 6.10) dan origen a evoluciones
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sin saltos asociadas con valores n = 0 y n = 1 del invariante topológico respectivamente, los cuales

rotulan clases topológicas distintas.

Para mostrar esto expĺıcitamente, la figura 6.11 compara el comportamiento como función de θ

de estas fases geométricas mostrando la diferencia ∆(θ) entre ellas. Dados dos puntos, llamados por

ejemplo (1) y (2) se define ∆(θ) como

∆(θ) =
1

2π

[
ϕ
(Γ1,Ω1)
0 − ϕ

(Γ2,Ω2)
0

]
. (6.23)

Para los puntos considerados, esta diferencia se anula (a menos de pequeñas desviaciones) hasta

θ = 0,34π, esto es, hasta el ángulo para el que que se observa la singularidad en el punto espećıfico

comprendido entre (1) y (2). En este valor espećıfico de θ la fase geométrica obtenida por cada

conjunto de parámetros se desv́ıa abruptamente de forma que su diferencia muestra un escalón y se

estaciona en torno al valor ∆ = 1 por el resto del rango. Los valores obtenidos para el invariante

topológico n se traducen en el valor ∆(π) = 1 para θ = π.

Figura 6.11: Diferencia ∆(θ) entre fases

geométricas calculadas para puntos ligeramen-

te a la derecha y ligeramente a la izquierda de

la singularidad, indicados en la figura 6.10 con

cruces. La fase geométrica está, en cada caso,

caracterizada por un valor distintos del inva-

riante topológico n. Esto se refleja en el hecho

de que las fases difieren en 2π para θ = π.

Sobre el rango de parámetros completo, la fase geométrica muestra múltiples singularidades cuya

ubicación exacta depende del valor de θ. El conjunto de puntos singulares conforma dos curvas

contra-oscilantes que definen una cadena de regiones cerradas contiguas y dividen el espacio de

parámetros en una región inferior y otra superior. Esto se presenta en la figura 6.12.a.

Las combinaciones de parámetros contenidas en un mismo sector generan evoluciones con el

mismo valor n. El área debajo de la secuencia de regiones encadenadas está caracterizada por el

valor n = −1. Los puntos correspondientes de los valores Γ = 0 y Ω/ω ≪ 1 que definen el régimen

adiabático pertenecen a esta región. Las regiones entre las dos curvas cŕıticas son sectores topológicos

triviales con n = 0, mientras que la región superior está caracterizada por un valor n = 1. Vale la

pena mencionar que estos sectores topológicos no son igualmente probables. La probabilidad de

obtener esta trayectoria aumenta a medida que se reduce Γ, lo que implica que el sector topológico

superior sea menos probable que los demás.
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Figura 6.12: Curvas cŕıticas dividiendo el espacio de parámetros en distintas clases de evolución sin

saltos. Las clases se caracterizan por distintos valores del invariante topológico n. El ángulo cŕıtico

θc para el cual se encuentra cada punto singular se indica mediante el color según la barra a la

derecha. Los paneles (a) y (b) exhiben distintos rangos para las relaciones Ω/ω y Γ/ω.

6.5.1. Transición topológica en el experimento de eco

Con el objetivo de buscar indicios experimentalmente detectables de la transición topológica, se

realiza una indagación minuciosa del experimento de eco que se completa sin detectar ningún tipo de

salto cuántico. En la figura 6.7 el valor de φ extráıdo en este caso mostraba buena coincidencia con la

fase adiabática de Berry para un rango amplio de frecuencias. Sin embargo, estrecha coincidencia de

φ con ϕa no resulta válida para frecuencias arbitrariamente chicas, y se desv́ıa cuando la relación Γ/Ω

se torna suficientemente grande. La figura 6.13 muestra el valor de φ como función de la relación

Ω/ω entre la frecuencia y la amplitud del campo. Por referencia y para facilitar la comparación, se

considera un entorno caracterizado por una constante de disipación Γ/ω = 0,0306, contemplada en

los rangos exhibidos por las figuras 6.10 a 6.12.

Figura 6.13: Dependencia del parámetro φ

(ĺınea negra de trazos) obtenido en un pro-

tocolo sin saltos como función de la rela-

ción Ω/ω. El campo está orientado con

θ = 0,34π y el entorno está caracterizado

por una tasa de disipación Γ = 0,0306ω,

incluida en los rangos presentados en las

figuras 6.10 - 6.12. Se indica también la

fase de Berry, mediante una ĺınea sóli-

da roja. El inset muestra el valor de φ

como función de la relación Γ/ω, para

Ω/ω = 4,8 × 10−3, coincidiendo también

con los valores considerados en las figuras

previas.

Para valores altos de la relación Ω/ω, el valor sin saltos del parámetro φ exhibe el comportamiento

descrito anteriormente. Sin embargo, a medida que la frecuencia se reduce, muestra un escalón
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altamente oscilante para finalmente estacionarse en un valor constante φ ∼ 1,375π, asociado con

una probabilidad de persistencia 1/2.

Recordando que el estado inicial del experimento de eco puede escribirse, en términos de los

autoestados del Hamiltoniano instantáneo H(0) como (|ψ+(0)⟩+ |ψ−(0)⟩)/
√
2 y el carácter ćıclico

de los autoestados instantáneos |ψ±(t)⟩, se deduce que la probabilidad de persistencia toma el

valor P = 1/2 a tiempo t = T cuando el estado final del sistema coincide exactamente con un

autoestado del Hamiltoniano instantáneo H(T ). La dinámica suave generada por Ho, que asume la

expresión anaĺıtica de la ecuación (6.17), tiende al decaimiento del estado en el fundamental. Por este

motivo se concluye que la probabilidad de persistencia toma el valor P = 1/2 y, consecuentemente,

φ ∼ 1,375π, cuando el arrastre suave suprime la ocupación en el estado excitado dentro del ciclo.

Como se discutió en los párrafos anteriores, la relación entre parámetros que conduce a la trans-

ferencia total de poblaciones exactamente en un ciclo t ∈ [0, T ] corresponde a los puntos singulares

del diagrama de fases. En consecuencia, la transferencia completa de poblaciones entre los estados

excitado y fundamental tiene lugar dentro de un ciclo de rotación del campo si la frecuencia es menor

a la del punto singular. Esta condición establece una conexión entre el valor del parámetro de eco y

las clases topológicas de evolución sin saltos, ya que se accede a distintos reǵımenes de φ de uno y

otro lado de un punto singular.

Los ĺımites del rango en el que φ realiza el escalón oscilante y pasa de ∼ ϕa al valor central

se marcan en 6.13 con dos ĺıneas punteadas celestes. La región a la derecha de la primera ĺınea

corresponde a evoluciones caracterizadas por el valor n = −1 del invariante topológico. El rango

entre ĺıneas celestes corresponde a la secuencia densamente agrupada de sectores topológicamente

triviales que se observa en la figura 6.12.a. Finalmente, una vez a la izquierda de la última ĺınea

celeste, la evolución asociada está caracterizada por el valor n = 1 del invariante topológico.

El inset en la figura 6.13 muestra el parámetro φ como función de la tasa de disipación Γ. En

este gráfico, para facilitar la comparación, el valor de la frecuencia de rotación del campo se fija

en Ω/ω = 4,8 × 10−3, también incluido en los rangos de las figuras 6.10 a 6.12. Una vez más, el

valor de φ muestra una buena coincidencia con la fase adiabática hasta un dado valor cŕıtico de la

relación Γ/Ω, para el cual se observa un escalón y, posteriormente, se estaciona en φ ∼ 1,375π. De

la misma forma que en el gráfico principal, ĺıneas punteadas celestes marcan los ĺımites del escalón,

separando la figura en tres sectores distinguibles. Los valores de Γ/ω a la izquierda de la primera

ĺınea corresponden a evoluciones caracterizadas por n = −1 mientras que los valores a la derecha

de la figura, con evoluciones caracterizadas por n = 1. El espacio entre ĺıneas, una vez más, puede

asociarse con la región intermedia que es en este caso una sola (ver la figura 6.12.a) y por lo tanto

no se observan oscilaciones.

En resumen, la medición de la probabilidad de persistencia en un experimento de eco de esṕın

contiene claros indicadores de la transición topológica. La estructura de picos discutida permite

identificar la trayectoria sin saltos. El posterior análisis de este pico, sintetizado en la figura 6.13, es

suficiente para capturar la transición topológica.

❣

En resumen, en este caṕıtulo se abordó el estudio de la fase geométrica acumulada por un sistema

abierto dentro de un contexto distinto al propuesto en los caṕıtulos precedentes. Espećıficamente,

se estudió la fase geométrica para un sistema continua e indirectamente monitoreado, escenario en

el que el estado del sistema en cada realización de la evolución se torna una variable estocástica.

La fase geométrica hereda, por lo tanto, la naturaleza estocástica, haciendo necesario el análisis
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de la distribución completa de fases geométricas. Este análisis se condujo haciendo hincapié en la

competencia entre los efectos no-adiabáticos y los efectos introducidos por el entorno. También se

comparó la distribución con diversos valores caracteŕısticos de fase geométrica, como la fase ϕu
acumulada por una hipotética evolución unitaria y la media sobre la distribución ϕ̄, estableciendo

qué correlaciones existen entre las mismas y en qué rangos de los parámetros. Con el objetivo de

establecer conexión con los resultados experimentales, se estudió además la distribución de franjas

de interferencia obtenidas en un experimento de Eco de Esṕın. Finalmente, observando la trayectoria

espećıfica en la que no se registra ningún salto cuántico, se mostró que la misma atraviesa una

transición topológica como función de la tasa de disipación. A pesar de las enormes diferencias

mostradas por las distribuciones de fase geométrica y de franjas de interferencia de un experimento

tipo eco, rastros de esta transición pueden observarse en el comportamiento de dichas franjas de

interferencia.
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ÍT

U
L
O 7

Conclusiones

En esta tesis se ha abordado el problema de las fases geométricas acumuladas por sistemas

cuánticos abiertos desde una perspectiva amplia que involucró distintas nociones para este objeto y

distintos enfoques en el tratamiento de la dinámica. Los diversos sistemas considerados constituyen

modelos paradigmáticos extensivamente estudiados en múltiples áreas de investigación, que resultan

suficientemente sencillos como para facilitar el acceso a los resultados obtenidos, al mismo tiempo

que conservan riqueza para posibilitar un amplio espectro de conclusiones y exámenes.

A lo largo de los distintos caṕıtulos se ha examinado la evolución de estos sistemas relacionando

los efectos del entorno, como la pérdida de coherencia, dinámica espećıfica del entrelazamiento, etc.,

con los efectos observados sobre la fase geométrica acumulada. Por medio de estas comparaciones, se

han encontrado escenarios en que la fase geométrica permanece particularmente robusta a pesar del

decaimiento de la coherencia cuántica, se ha observado el efecto de las fluctuaciones cuánticas del

vaćıo electromagnético en espacio libre, y las modificaciones introducidas al considerar contornos no-

triviales. También se ha extendido este análisis al caso de un campo electromagnético con presencia

de medios dieléctricos en el cual el movimiento relativo entre el sistema y el entorno da origen a

nuevos fenómenos. Finalmente, se ha considerado el escenario de sistemas continua e indirectamente

monitoreados en el cual la descripción del sistema abierto, y en consecuencia también la descripción

de la fase geométrica acumulada, se modifican.

Desde su propuesta en el contexto de la mecánica cuántica, las fases geométricas resultaron

objetos de interés debido a múltiples razones que se extienden desde los fundamentos mismos de la

mecánica cuántica hasta la descripción de fenómenos f́ısicos espećıficos. En el escenario actual, en

que el auge de la información cuántica añade las posibilidad de aplicaciones prácticas en la fabricación

de compuertas lógicas, los estudios condensados en esta tesis adquieren interés adicional.

En el caṕıtulo 3 se ha estudiado el efecto que tiene el entorno sobre la fase geométrica en

el contexto particular del modelo de Jaynes-Cummings. Este modelo paradigmático, ampliamente

aplicado en diversas áreas de investigación, es probablemente el modelo más sencillo que da cuenta de

manera satisfactoria de la interacción entre la materia (representada por un sistema de dos niveles) y

la radiación electromagnética (simplificada a un único modo en una cavidad). La extensión del modelo

al caso en el cual el sistema bipartito original se encuentra en interacción con el entorno se realizó

a través de una ecuación maestra que introduce los efectos ambientales mediante consideraciones

fenomenológicas. Se discutieron los contextos y abordajes para los cuáles el caso unitario resulta

comparable con el caso disipativo, optando por la interpretación cinemática de la fase geométrica.
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Esta interpretación resalta la dependencia exclusiva de la fase geométrica en la secuencia de estados

f́ısicos atravesada por el sistema, esto es, en la trayectoria descrita en el espacio de rayos. En este

marco, los diversos resultados obtenidos fueron detenidamente analizados y justificados en términos

de las trayectorias observadas. Entre los mismos cabe destacar la robustez de la fase geométrica

frente a los efectos del entorno en el caso resonante en que la frecuencia del modo en la cavidad

coincide con la frecuencia natural del átomo.

En el caṕıtulo 4 se estudió la dinámica de un sistema compuesto por dos qubits sujeto a los

efectos de las fluctuaciones cuánticas del vaćıo electromagnético tanto en espacio libre como en

presencia de un plano infinito conductor. Se definió una escala de decoherencia T = π/γ0 asociada

a la pérdida de coherencia para el sistema ubicado en el espacio libre y se encontró que existe una

jerarqúıa entre las escalas asociadas a los distintos casos en presencia del plano infinito de material

conductor. Espećıficamente, dicha jerarqúıa puede expresarse como T∥ > T0 > T⊥, donde T∥,⊥
refiere a la escala de decoherencia para part́ıculas con momento dipolar paralelo y perpendicular

al plano conductor respectivamente. Este resultado se interpretó en términos de interacciones entre

part́ıculas reemplazando los efectos del contorno no-trivial por part́ıculas imagen, concluyendo que el

caso en que los dipolos se orientan paralelos al plano origina un entorno más destructivo que conduce

a escalas de decoherencia más cortas. La dependencia de estas escalas con la relación d/L entre la

distancia de las part́ıculas al plano y la distancia que separa ambas part́ıculas también fue investigada.

El entrelazamiento entre los qubits que componen el sistema se estudió a través de la concurrencia,

analizando la dependencia en la relación d/L y en la orientación de los momentos dipolares. Se

puso especial atención en los efectos de muerte y generación espontánea de entrelazamiento, y

re-nacimientos del entrelazamiento. Estos fenómenos se interpretaron en términos de interacciones

efectivas (esto es, mediadas por el entorno) entre part́ıculas recurriendo al método de imágenes.

Finalmente se consideró la fase geométrica acumulada por el sistema bipartito para un estado inicial

máximamente entrelazado, con particular foco en las modificaciones introducidas por la presencia del

entorno en los distintos casos considerados para el estudio de las coherencias y el entrelazamiento. En

el ĺımite de acoplamiento débil es posible encontrar una expansión anaĺıtica en órdenes del parámetro

de acoplamiento que permite reconocer y distinguir las contribuciones del espacio libre y del plano

conductor.

En el caṕıtulo 5 se estudiaron distintos efectos del entorno para un escenario que incorpora

un elemento extra respecto de los caṕıtulos previos, el movimiento relativo entre el sistema y el

entorno. En particular, se consideró un sistema de dos niveles que describe una trayectoria recta a

distancia fija de un semiespacio dieléctrico, mediante un forzado externo. El conjunto se encuentra

inmerso en el vaćıo del campo electromagnético, de forma que el entorno de la part́ıcula está

compuesto por el campo electromagnético vestido por el material. Inspeccionando la dinámica del

sistema, distinguimos dos reǵımenes distintos delimitados por la velocidad cŕıtica vcrit = ωo d/2.

Por debajo de este umbral de velocidad, el sistema tiende asintóticamente al estado fundamental,

mientras que una vez superada la velocidad cŕıtica, el estado asintótico es un estado mixto. Se

estudia con especial énfasis la escala temporal en que decaen las coherencias y la fase geométrica

acumulada por el sistema. Respecto de la escala de decaimiento de las coherencias, se realiza un

estudio minucioso de su dependencia con la velocidad y con la dirección del momento dipolar de la

part́ıcula. Para el caso de velocidades por debajo del umbral v < vcrit se encuentra una expresión

anaĺıtica de orden v2. Los resultados encontrados se interpretan, como en el caṕıtulo 4 en términos

de interacciones entre part́ıculas, reemplazando los efectos del medio semiconductor por part́ıculas

imagen. Estableciendo un v́ınculo con la literatura previa se encuentra que la dependencia de la

escala de decoherencia en la orientación del momento dipolar resulta inversamente proporcional a

la exhibida por fricción cuántica. Esto sugiere que la presencia de dicha fuerza acelera el proceso de
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pérdida de coherencia. La corrección en fase geométrica acumulada por el sistema se descompone

en dos contribuciones: una estática, debido a la mera presencia del campo electromagnético vestido

por el medio dieléctrico, y una dinámica, que depende en la velocidad de la part́ıcula. Esta corrección

dinámica es, nuevamente, de orden cuadrático, y se observa la dependencia del coeficiente cuadrático

en otros parámetros y variables, como por ejemplo, el instante de observación. Finalmente, se realizó

una propuesta experimental y se comparan los resultados esperados para diversas combinaciones de

material dieléctrico y part́ıculas efectivas en la búsqueda de detectar reǵımenes en los cuales estos

efectos resulten experimentalmente accesibles con la tecnoloǵıa disponible.

En el caṕıtulo 6 se abordó el estudio de la fase geométrica acumulada por un sistema abierto

dentro de un contexto distinto al propuesto en los caṕıtulos precedentes. Espećıficamente, se estudió

las fase geométrica para un sistema continua e indirectamente monitoreado, escenario en el que

el estado del sistema en cada realización de la evolución se torna una variable estocástica. La

fase geométrica hereda, por lo tanto, la naturaleza estocástica, haciendo necesario el análisis de

la distribución de fases geométricas dónde se ha resaltado particularmente la competencia entre

los efectos no-adiabáticos y los efectos introducidos por el entorno. También se ha comparado la

distribución con algunos valores caracteŕısticos de fase geométrica, como la fase ϕu acumulada por

una hipotética evolución unitaria, o la media sobre la distribución ϕ̄, estableciendo en qué rangos,

y si, existen correlaciones. Con el objetivo de establecer conexión con los resultados experimentales,

se estudió además la distribución de franjas de interferencia obtenidas en un experimento de Eco de

Esṕın. Finalmente, se hizo hincapié en la trayectoria espećıfica en la que no se registra ningún salto

cuántico y se mostró que la misma atraviesa una transición topológica como función de la tasa de

disipación. A pesar de las enormes diferencias mostradas por las distribuciones de fase geométrica y

de franjas de interferencia de un experimento tipo eco, rastros de esta transición pueden observarse

en el comportamiento de dichas franjas de interferencia.
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Evolución unitaria de un sistema de dos niveles en un

campo rotante

En este apéndice se desarrolla en forma anaĺıtica la dinámica de un modelo paradigmático de

la mecánica cuántica: un sistema de dos niveles inmerso en un campo magnético clásico B(t) =

ω n̂B(t), cuya dirección está dada por n̂B = (sin (θ) cos(φ), sin (θ) sin(φ), cos θ) y vaŕıa, con el

ángulo polar θ fijo y ángulo azimutal φ = Ω t dependiente del tiempo. Este mismo sistema se

considera en las secciones(2.5) y (6) del texto principal. En la primera, se lo estudia como ejemplo

de cálculo de fases geométricas en sistemas de evolución unitaria, mientras que en la segunda se

investiga el caso en que el sistema se encuentra, además, en interacción con un entorno que se

monitorea regularmente.

Una evolución (unitaria) del tipo descrito está generada por el Hamiltoniano de la ecuación (2.40)

H(t) =
1

2
B(t) · σ,

con σ = σx x̂ + σy ŷ + σz ẑ un operador vectorial formado por las matrices de Pauli y, como en

el texto principal, se denotan con |0⟩ y |1⟩ los autoestados de la matriz de Pauli σz, y unidades

de ℏ = 1. La evolución generada por este Hamiltoniano está entonces representada, en el sistema

laboratorio, por el operador unitario

Ulab(t, t0) = T
{
e
−i

∫ t
t0
dt′H(t′)

}
(A.1)

Sistema rotante - El problema se simplifica si se aborda desde el sistema de referencia que rota

con el campo magnético. La transformación unitaria U(t) que lleva del sistema laboratorio al sistema

rotante está descrita por

U(t) = ei
Ω
2
t σz , (A.2)

de modo que los estados y operadores observados desde uno y otro sistema se relacionan según

|ψR(t)⟩ = U(t) |ψ(t)⟩ y OR(t) = U †(t) OU(t). El Hamiltoniano que gobierna la dinámica en el

sistema rotante puede extraerse de la ecuación de Schrödinger en esta representación

i|ψ̇R(t)⟩ = HR(t) |ψR(t)⟩ , (A.3)
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escribiendo el estado expĺıcitamente como operaciones unitarias sobre el estado inicial en el sistema

laboratorio |ψR(t)⟩ = U(t)Ulab(t, t0) |ψ(0)⟩. Con este procedimiento se encuentra que la ecuación

(A.3) toma la forma

i∂t (U(t)Ulab(t, t0)) |ψ(0)⟩ = HR(t)U(t)Ulab(t, t0) |ψ(0)⟩ (A.4)

de donde se sigue una expresión para el Hamiltoniano HR(t) transformado en términos de las

operaciones unitarias

i
d

dt
(U(t)Ulab(t, t0)) U

†
lab(t, t0)U

†(t) = HR(t). (A.5)

Recurriendo a las expresiones expĺıcitas para las transformaciones unitarias U(t) y Ulab(t, t0), dadas

en las ecuaciones (A.2) y (A.1) respectivamente, se encuentra para el Hamiltoniano en el sistema

rotante

HR(t) = −Ω

2
σz + ei

Ω
2
t σz ·H(t) · ei Ω

2
t σz

=
1

2
[(ω cos(θ)− Ω)σz + ω sin(θ)σx] . (A.6)

De esta forma, en el sistema rotante el problema se reduce a resolver la dinámica generada por

un Hamiltoniano independiente del tiempo, cuyos autoestados y autovalores están dados por

|ξR,±⟩ = N−1
± [(ω cos(θ)− Ω± ω̃) |1⟩+ ω sin(θ) |0⟩] , con ϵ± = ± ω̃

2
(A.7)

donde se ha definido la frecuencia ω̃ = [(ω cos(θ) − Ω)2 + ω2 sin2(θ)]1/2 y N± indica el factor de

normalización correspondiente. La simplificación que muestra el problema en el sistema que rota con

el campo convoca a enfrentar su resolución en dicho escenario, de modo que la solución completa

consistirá en la siguiente serie de pasos

i. Aplicar la transformación unitaria U(0) al estado inicial en el sistema laboratorio |ψ(0)⟩ para

obtener la forma del estado inicial en el sistema rotante |ψR(0)⟩

ii. Encontrar, en el sistema rotante, el estado |ψR(T )⟩ que ha evolucionado durante el intervalo

de interés t ∈ [0, T ]

iii. Aplicar la transformación inversa U †(T ) en el instante final al estado evolucionado |ψR(T )⟩
para obtener el estado correspondiente en el sistema laboratorio |ψ(T )⟩.

Antes de dedicarnos a la serie completa que permita resolver la dinámica de este sistema, nos

ocuparemos brevemente en describir con más detalle la evolución en el sistema rotante.

Evolución en el sistema rotante - Se desea conocer la evolución de un estado inicial |ψR(0)⟩
que puede escribirse, sin pérdida de generalidad, como una descomposición en la base {|0⟩ , |1⟩}
de autoestados del operador σz del sistema laboratorio. Se supone un estado inicial descompuesto

en esta base, dado que ésta es una elección usual para la descripción de estados cuánticos puros.

Por otra parte, otra base natural para la descripción de este problema espećıfico, es la base de

autoestados {|ξR,±⟩} del Hamiltoniano HR cuya evolución

|ξR,±⟩ → e∓i
ω̃
2
t |ξR,±⟩ (A.8)

100



se conoce inmediatamente. Usando la ecuación (A.7) puede describirse la relación entre las bases

{|0⟩ , |1⟩} y {|ξR,±(0)⟩}, que puede expresarse como

|1⟩ = 1

2 ω̃
(N+ |ξR,+⟩ − N− |ξR,−⟩) (A.9)

|0⟩ = −N+

2 ω̃

ω cos(θ)− Ω− ω̃

ω sin(θ)
|ξR,+⟩+

N−
2 ω̃

ω cos(θ)− Ω+ ω̃

ω sin(θ)
|ξR,−⟩ ,

para encontrar la evolución de los estados |0⟩ y |1⟩ en un intervalo t ∈ [0, T ].

|1⟩ →
{
cos

(
ω̃

2
t

)
− i sin

(
ω̃

2
t

)
ω cos(θ)− Ω

ω̃

}
|1⟩ − i sin

(
ω̃

2
t

)
ω sin(θ)

ω̃
|0⟩ (A.10)

|0⟩ →
{
cos

(
ω̃

2
t

)
+ i sin

(
ω̃

2
t

)
ω cos(θ)− Ω

ω̃

}
|1⟩ − i sin

(
ω̃

2
t

)
ω sin(θ)

ω̃
|1⟩ .

Con este resultado resulta inmediato encontrar la evolución, en el sistema rotante, para cualquier

estado |ψR(0)⟩ descompuesto en la base {|0⟩ , |1⟩}.

Evolución en el sistema laboratorio - Para conocer la evolución de un estado en el sistema

laboratorio, es necesario incorporar al resultado para la evolución en el sistema rotante (A.10), los

pasos (i) y (iii) enumerados arriba. En particular, si se considera que el estado inicial en el sistema

laboratorio es un autoestado del Hamiltoniano instantáneo a tiempo inicial H(0)

|ψ±(0)⟩ = cos(θ/2) |1⟩ ± sin(θ/2) |0⟩ , (A.11)

la expresión matemática resulta idéntica para el estado inicial en el sistema laboratorio, puesto que

U(0) = I, de modo que el paso (i) se completa inmediatamente con |ψR(0)⟩ = |ψ(0)⟩. La evolución

en el sistema rotante, listada como paso (ii), se encuentra reemplazando los estados |0⟩ y |1⟩ en

(A.11) por su evolución a tiempo t en el sistema rotante, obteniendo una expresión para el estado

|ψR(t)⟩. Realizadas estas dos operaciones, sólo resta retornar al sistema laboratorio mediante la

aplicación de la transformación unitaria adjunta U †(t) sobre el estado |ψR(t)⟩ hallado

|ψ(t)⟩ = U †(t) |ψR(t)⟩ . (A.12)

Resultará conveniente, en los distintos exámenes que se realizan en esta tesis, expresar el resultado

final en la base de autoestados del hamiltoniano instantáneo H(t), en lugar de hacerlo en la base

{|0⟩ , |1⟩} que resulta finalmente una base auxiliar para desarrollar el cálculo. El resultado obtenido

para el estado |ψ(t)⟩ a tiempo t es

|ψ(t)⟩ = e−i
Ω
2
t {(cos(ω̃ t/2) + f(t)) |ψ+(t)⟩ − g(t) |ψ−(t)⟩} , (A.13)

donde las funciones f(t) y g(t) en los coeficientes que modulan la superposición de autoestados

|ψ±(t)⟩ del Hamiltoniano instantáneo tienen la forma f(t) = −i sin(ω̃ t/2)(ω − Ωcos(θ))/ω̃ y

g(t) = −i sin(ω̃ t/2)ω sin(θ)/ω̃
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É
N
D
IC

E B
Derivación de ecuaciones maestras

Se desea tratar con modelos conformados por dos partes: (i) un sistema de interés al que se

refiere como el sistema y (ii) otro sistema, acoplado al primero, que no se pretende o no es posible

caracterizar exactamente y al que se refiere como el entorno. La dinámica de un conjunto de este

tipo está generada por un Hamiltoniano que puede escribirse formalmente como

H = Hs +Hϵ +Hint (B.1)

dónde Hs y Hϵ definen la evolución del sistema y el entorno libres, mientras que Hint da cuenta

de la interacción entre las dos partes. Inicialmente no se hace ninguna hipótesis respecto de la

dependencia temporal de H ni de ninguno de los términos que lo componen. El conjunto completo

constituye un sistema cerrado, de modo que su dinámica se describe con la ecuación de Schrödinger

o, equivalentemente, según |ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ con U(t, t0) un operador unitario para el cual

se tiene la expresión formal

U(t, t0) = T exp

(
−i
∫ t

t0

dt′H(t′)

)
, (B.2)

donde T indica el operador de orden cronológico y U(t0, t0) = I. Si se representa el estado del

modelo completo con un operador densidad ρtot(t) en lugar de hacerlo con un vector |ψ(t)⟩ del

espacio de Hilbert, la ecuación (B.2) deviene en

ρ̇tot(t) = − i

ℏ
[H(t), ρtot(t)], (B.3)

conocida como la ecuación de Louville-Von Neumann. Esta ecuación será el punto de partida para la

derivación de una ecuación dinámica que describa la evolución del estado ρ(t) del sistema únicamente.

Referencias paradigmáticas en las que puede seguirse esta derivación son [29, 30].

Trabajando todav́ıa con el conjunto, la evolución descrita por U(t, t0) puede descomponerse y

pasar a la representación de interacción con respecto a un Hamiltoniano H0, en la cual los operadores

evolucionan por acción del operador U0 = T exp
(
−i
∫
dt′H0

)
, mientras que los estados lo hacen

según |ψI(t)⟩ = U−1
0 (t, t0) · U(t, t0) |ψI(t0)⟩ .

Una elección corriente es pasar a la representación de interacción con respecto a los términos

de Hamiltoniano libre, dado que la dinámica que generan es usualmente conocida. Esta elección

corresponde a tomar H0 = Hs + Hϵ y consecuentemente U0 = Us ⊗ Uϵ e implica que toda la
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dinámica intŕınseca a cada sistema, generada por Hs y Hϵ esté contenida en los operadores, mientras

que la evolución de los estados |ψI(t)⟩ está dictada exclusivamente por la interacción entre los dos

sub-sistemas.

En lo que sigue se reproduce esta elección suponiendo, en primer lugar, que ninguno de los

términos que componen H0 muestra dependencia temporal expĺıcita, de modo tal que el operador

de evolución U0 toma la forma

U0(t, t0) = e−iHs(t−t0) ⊗ e−iHϵ(t−t0). (B.4)

El caso de Hamiltonianos con dependencia temporal expĺıcita se pospone para la sección B.3.

B.1. Hamiltoniano libre sin dependencia temporal

Con la elección de representación descrita, los operadores involucrados en la ecuación de movi-

miento del conjunto son el operador densidad ρtot,I(t) = U0(t)
†ρtot(t)U0(t), y el Hamiltoniano de

interacción Hint,I(t) = U0(t)
†ρint(t)U0(t), donde el sufijo I indica que el operador correspondiente se

encuentra en su representación de interacción. Se toma además t0 = 0 y, con el objetivo de aligerar

la notación, se omite escribirlo en la dependencia funcional. La ecuación que describe la evolución

(B.3) toma en esta representación, y con estas elecciones, la expresión

ρ̇tot,I(t) = − i

ℏ
[Hint,I(t), ρtot,I(t)], (B.5)

cuya solución formal

ρtot,I(t) = ρtot,I(0)− i

∫ t

0
dt′ [Hint,I(t

′), ρtot,I(t
′)] (B.6)

puede sustituirse nuevamente en la misma ecuación (B.5) y, tras tomar la traza parcial sobre los

grados de libertad del entorno, se encuentra

ρ̇s,I(t) = − i

ℏ
Trϵ[Hint,I(t), ρtot,I(0)]−

1

ℏ2
Trϵ

∫ t

0
dt′ [Hint,I(t), [Hint,I(t

′), ρtot,I(t
′)]]. (B.7)

Esta ecuación, aunque exacta, todav́ıa contiene el estado del conjunto completo en el lado derecho.

Para eliminarlo se introduce la aproximación de Born, o aproximación de acoplamiento débil. La

misma consiste en suponer que el acoplamiento entre el sistema y el entorno es suficientemente

débil para que las correlaciones entre estas dos partes resulten despreciables en la escala temporal de

interés. El estado del conjunto completo es de este modo siempre separable ρtot,I(t) = ρs,I(t)⊗ρϵ,I(t).
Más aún, se supone que las excitaciones causadas por el sistema en el entorno decaen en una escala

temporal τϵ irresoluble, de forma que ρϵ(t) ≈ ρϵ(0). Aplicando la aproximación de Born a la ecuación

(B.7) se obtiene

ρ̇s,I(t) = − i

ℏ
Trϵ[Hint,I(t), ρs,I(0)⊗ ρϵ]−

1

ℏ2
Trϵ

∫ t

0
dt′ [Hint,I(t), [Hint,I(t

′), ρs,I(t
′)⊗ ρϵ]]. (B.8)

Esta expresión es todav́ıa no-local en el tiempo. Esto es, la variación de ρI a tiempo t depende no del

estado ρI(t) en dicho instante sino también del estado a todo instante t′ < t previo. La no-localidad

en el tiempo se traduce en que esta ecuación resulte intratable tanto anaĺıtica como numéricamente.

Para obtener una ecuación local en el tiempo se realiza una segunda aproximación, la aproximación

de Markov. La misma consiste en asumir que la variación del estado ρs,I es lenta en comparación
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con la escala en que decaen las excitaciones en el entorno. Es importante recordar que la evolución

del operador ρs,I se debe únicamente a su interacción con el entorno, ya que se ha removido el resto

de la dinámica del estado pasando a la representación de interacción. De esta forma, la hipótesis

tras la aproximación de Markov supone que ρI(t) vaŕıa apreciablemente en una escala de relajación

τR ≫ τϵ, lo que se justifica cuando el acoplamiento es débil y permite suponer que la variación en el

estado del sistema a tiempo t depende del estado en ese instante ρs,I(t), y no del estado a tiempos

anteriores t′ < t. La ecuación que resulta tras realizar esta segunda aproximación

ρ̇s,I(t) = − i

ℏ
Trϵ[Hint,I(t), ρs,I(0)⊗ ρϵ]−

1

ℏ2
Trϵ

∫ t

0
dt′
[
Hint,I(t), [Hint,I(t

′), ρs,I(t)⊗ ρϵ]
]
. (B.9)

es local en el tiempo y permite tratamiento anaĺıtico o numérico dependiendo de la forma expĺıcita

de los operadores involucrados. Esta ecuación es la herramienta utilizada para abordar la dinámica

de los sistemas f́ısicos en el caṕıtulo 4 y parte del caṕıtulo 5, mientras que para una ecuación maestra

distinta aunque también local en el tiempo se refiere a [166].

Sin embargo, la expresión (B.9) no es la de una ecuación tipo Lindbland [167] como las aplicadas

en los caṕıtulos 3 y 6, y no garantiza positividad de la solución en el caso general. Para obtener una

ecuación de Lindbland a partir de (B.9), es necesario continuar el desarrollo teórico.

B.2. Ecuación de Lindbland

Para derivar una ecuación tipo Lindbland a partir de la ecuación (B.9), se nota que el Hamiltoniano

de interacción en la representación de Schrodinger puede escribirse en términos de un conjunto de

operadores herḿıticos adimensionales {Aα} y {Bα} que actúan sobre el estado del sistema y del

entorno respectivamente,

Hint = g
∑

α

Aα ⊗Bα. (B.10)

En representación de interacción, estos operadores evolucionan según Aα,I(t) = Us(t)AαUs(t) y

Bα,I(t) = Uϵ(t)BαUϵ(t), de forma que el Hamiltoniano de interacción en representación de interac-

ción puede escribirse como

Hint,I = g
∑

α

Aα,I(t)⊗Bα,I(t). (B.11)

Reemplazando esta expresión en la ecuación de evolución para el estado (B.9), se tiene,

ρ̇s,I = −g
2

ℏ2

∫ t

0
dt′
∑

α,β

〈
Bα,I(t)Bβ,I(t

′)
〉
[Aα,I(t)Aβ,I(t

′)ρs,I(t)−Aβ,I(t
′)ρs,I(t)Aα,I(t) + h.c.],

(B.12)

donde las ⟨Bα,I(t)Bβ,I(t′)⟩ = Trϵ(Bα,I(t)Bβ,I(t
′)ρϵ) son funciones de correlación del entorno. Se

ha supuesto, además, que el primer término en la ecuación (B.9) se anula. Para que esto en efecto

suceda, es condición suficiente que los operadores que actúan sobre el entorno se anulen en valor

medio, es decir, que se satisfaga

⟨Bα,I(t)⟩ = 0. (B.13)

Haciendo el cambio de variables t→ t− t′ en la integral y considerando que el estado del entorno

es estacionario, es decir, que se satisface que [Hϵ, ρϵ] = 0, se tiene que las funciones de correlación

del entorno son homogéneas en la variable t y por lo tanto se cumple que
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〈
Bα,I(t)Bβ,I(t− t′)

〉
=
〈
Bα,I(t

′)Bβ,I(0)
〉
. (B.14)

Como se ha expresado anteriormente, se supone que estas funciones de correlación decaen en una

escala temporal τϵ que resulta mucho más corta que la escala τR de variación de ρI. Esta diferencia

de escalas justifica tomar t → ∞ en el ĺımite superior de la integral, dado que el integrando será

prácticamente nulo fuera del rango delimitado por τϵ.

Una última aproximación será necesaria para encontrar una ecuación de movimiento de tipo

Lindbland, conocida como aproximación secular. Esta aproximación consiste en despreciar términos

que resulten altamente oscilantes en la escala temporal definida por τR y se vincula estrechamente

con la aproximación de onda rotante, frecuente en el campo de la óptica cuántica y en otras áreas

de investigación (para un análisis detallado de estas dos aproximaciones y sus implicaciones en el

marco de los sistemas cuánticos abiertos se refiere a [115]).

Para justificar esta última aproximación, se considera la descomposición espectral del Hamilto-

niano Hs. Denominando ε los autovalores de Hs y Π(ε) el proyector al autoespacio asociado a ε,

pueden definirse operadores, en representación de Schrödinger,

A(ω) =
∑

ε−ε′=ω
Π(ε)AαΠ(ε

′), (B.15)

donde la suma se extiende sobre todos los autovalores de enerǵıa de Hs cuya diferencia tome el

valor fijo ω. Sumando sobre todas las diferencias de enerǵıa y dada la completitud de la base de

autoestados de Hs, se recupera Aα. Una consecuencia inmediata de la definición (B.15), es que estos

operadores resultan, en la representación de interacción, Aα,I(ω) = exp(−i ω t)Aα(ω), de forma que

los operadores Aα,I(t) en la ecuación (B.12) se pueden descomponer según

Aα,I(t) =
∑

ω

e−i ω tAα(ω). (B.16)

Introducir expĺıcitamente esta descomposición de los operadores Aα,I(t) en la ecuación (B.12) resulta

en una sumatoria de términos que oscilan con frecuencias ω + ω′ asociadas a la diferencia entre

autoestados de Hs

ρ̇s,I = − 1

ℏ2
∑

α,β

∑

ω,ω′

{
Γαβ(ω

′) [Aα(ω)Aβ(ω
′)ρs,I(t)−Aβ(ω′)ρs,I(t)Aα(ω)]e

−i(ω+ω′) t+h.c.
}
, (B.17)

donde h.c. denota el término herḿıtico conjugado y se han definido las transformadas de Fourier

unilaterales de las funciones de correlación

Γαβ(ω) = g2
∫ ∞

0
dt′
〈
Bα,I(t

′)Bβ,I(0)
〉
eiω t

′
. (B.18)

Se denota τs cada escala t́ıpica de evolución intŕınseca del sistema, definida por |ω+ω′|−1, esto es,

por la inversa de la frecuencia involucrada. Si τs es chico en comparación con la escala de relajación

τR del sistema abierto, entonces los términos no seculares presentes en la suma (B.17), es decir,

aquellos términos para los cuales ω + ω′ ̸= 0 pueden despreciarse, dado que oscilan rápidamente

durante el intervalo definido por τR en el cuál ρI vaŕıa apreciablemente. En consecuencia se obtiene

ρ̇s,I = − 1

ℏ2
∑

α,β

∑

ω

{
Γαβ(ω) [A

†
α(ω)Aβ(ω)ρs,I(t)−Aβ(ω)ρs,I(t)A

†
α(ω)] + h.c.

}
, (B.19)
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donde se ha utilizado que A†(ω) = A(−ω). Es conveniente descomponer el factor Γαβ(ω) que

contiene la información sobre el entorno en partes imaginaria y real según Γαβ(ω) = 1/2 γαβ(ω) +

i Sαβ(ω), lo que permite, retornando a la representación de Schrödinger, obtener la expresión

ρ̇s(t) = − i

ℏ
[Hs, ρs(t)]−

i

ℏ
[HLS, ρs(t)] +D[ρs(t)] (B.20)

donde el operador herḿıtico HLS =
∑

α,β

∑
ω Sαβ(ω)A

†
α(ω)Aβ(ω) da una contribución hamiltoniana

a la ecuación y es usualmente llamado corrimiento de Lamb, puesto que describe una renormalización

de las enerǵıas del sistema introducido por el acoplamiento al entorno. El último término D[ρs] es

el disipador de la ecuación maestra (B.20)

D[ρs] =
1

2

∑

α,β

∑

ω

γαβ(ω)
({
A†
α(ω)Aβ(ω), ρs(t)

}
− 2Aβ(ω)ρs(t)A

†
α(ω)

)
. (B.21)

La forma estándar de una ecuación tipo Lindbland

ρ̇s(t) = −i [H, ρs(t)] +
1

2

∑

α

[2Lαρs(t)L
†
α − {L†

αLα, ρs(t) }] , (B.22)

como las que se utilizan para estudiar la evolución de los sistemas f́ısicos en los caṕıtulos 3 y 6,

puede encontrarse diagonalizando las matrices γαβ(ω).

B.3. Ecuación de Lindbland adiabática

Siguiendo el desarrollo propuesto en [163,164] se deriva una ecuación de movimiento para el caso

en que el sistema se conduce aplicando un forzado externo, lo que puede representarse escribiendo

el Hamiltoniano para el modelo completo como

H = Hs(t) +Hϵ +Hint, (B.23)

y donde la dependencia temporal del término Hs(t) incorpora transformaciones no-triviales en la

evolución del conjunto sistema+entorno.

En este caso, el Hamiltoniano de interacción en representación de Schrödinger también puede

escribirse en términos de un conjunto de operadores herḿıticos adimensionales {Aα} y {Bα} que

actúan sobre el estado del sistema y del entorno respectivamente, según la ecuación (B.10)

Hint = g
∑

α

Aα ⊗Bα.

Más aun, el desarrollo que conduce, en las secciones B.1 y B.2, a la ecuación (B.12)

ρ̇s,I = −g
2

ℏ2

∫ t

0
dt′
∑

α,β

〈
Bα,I(t)Bβ,I(t

′)
〉
[Aα,I(t)Aβ,I(t

′)ρs,I(t)−Aβ,I(t
′)ρs,I(t)Aα,I(t) + h.c.],

donde Aα,I(t) = Us(t)AαUs(t) indica el operador Aα en la representación de interacción con respecto

a los Hamiltonianos libres, es en realidad absolutamente formal y no difiere si se incorpora el forzado

clásico al Hamiltoniano del sistema.
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La diferencia fundamental con respecto al desarrollo presentado en la sección anterior está en el

operador unitario que conduce a la representación de interacción. En este caso dicho operador está

dado por

Us(t, 0)⊗ UB(t, 0) = T
{
e−i

∫ t
0 dt

′Hs(t′)
}
⊗ e−iHB t. (B.24)

Aproximación adiabática - Encontrar la forma expĺıcita de los Aα,I(t) es en general una tarea

imposible. La estrategia, por lo tanto, consiste en reemplazar la forma exacta de Us(t, 0) por una

expresión válida en el ĺımite adiabático. Para esto, se considera {|ψn(t)⟩} una base de autoestados

instantáneos de Hs(t), es decir, una base de estados que satisface

H(t) |ψn(t)⟩ = En(t) |ψn(t)⟩ . (B.25)

En el ĺımite adiabático estricto las transiciones entre estados se anulan y en consecuencia se tiene

|ψn(t)⟩ = e−iµn(t,t
′)
∣∣ψn(t′)

〉
. (B.26)

Utilizando esta relación, el operador de evolución puede, en el ĺımite adiabático, expandirse en esta

base según

Uads (t, t′) =
∑

n

|ψn(t)⟩
〈
ψn(t

′)
∣∣ e−iµn(t,t′). (B.27)

Por otra parte, resulta útil notar que el operador de evolución satisface

U(t− t′, 0) = U(t− t′, t)U(t, 0) = U †(t, t− t′)U(t, 0). (B.28)

Las dos consideraciones realizadas permiten justificar dos aproximaciones sobre el operador

Us(t, 0). En primer lugar, se reemplaza Us(t, 0) por Uads (t, 0). Luego, en segundo lugar, se reemplaza

también U †
s (t, t− t′) por eiHs(t) t′ , una aproximación que se justifica si las funciones de correlación

del entorno decaen lo bastante rápido como para tomar Hs(t
′) ∼ cte en el intervalo de integración.

La combinación de estas aproximaciones conduce a

Us(t, 0) ∼ Uads (t, 0)

Us(t− t′, 0) ∼ Uads (t, 0) eiHs(t) t′ . (B.29)

Introduciendo las formas expĺıcitas dadas por (B.29) y (B.27) en la ecuación dinámica (B.12),

se obtiene una ecuación maestra en representación de interacción que resulta válida en el ĺımite

adiabático

ρ̇s,I = −g2
∑

α,β
k,l,m,n

e−i[µnm(t)+µlk(t)] Amn
α (t)Akl

β (t) Γαβ(ωlk(t)) [Πmn(0),Πkl(0)ρs(t)] + h.c., (B.30)

donde se ha definido la diferencia de fases µmn(t) = µm(0, t)−µn(0, t) y ωmn(t) = Em(t)−En(t),
los proyectores Πkl(t) = |ψk(t)⟩ ⟨ψl(t)|, y las funciones

Γαβ(ωmn(t)) =

∫ ∞

0
dt′ eiωmn(t) t′

〈
Bα,I(t

′)Bβ,I(0)
〉
. (B.31)

108



B.3. Ecuación de Lindbland adiabática

De la misma forma que en el caso sin dependencia temporal expĺıcita, en la ecuación (B.30) puede

realizarse una aproximación secular que permita encontrar una ecuación tipo Lindblad. Siguiendo la

discusión que conduce a la ecuación (B.19), en este caso dicha aproximación corresponde a tomar

n = m ∧ k = l o k = n ∧ l = m (sin contar dos veces sobre el caso particular k = l = m = n).

Finalmente, retornando a la representación de Schrodinger mediante operadores que respetan las

mismas aproximaciones introducidas al pasar a representación de interacción se encuentra

ρ̇s,I ∼ − i

ℏ
[Hs(t), ρs(t)] (B.32)

+
∑

α,β

∑

m̸=n

γαβ(ωnm(t))

[
Lmn,β(t)ρs(t)L

†
mn,α(t) +

1

2

{
L†
mn,α(t)Lmn,β(t), ρs(t)

}]

+
∑

α,β

∑

m,n

γαβ(0)

[
Lmm,β(t)ρs(t)L

†
nn,α(t) +

1

2

{
L†
nn,α(t)Lmm,β(t), ρs(t)

}]
,

donde se ha definido los operadores de Lindblad Lmn(t) = Amn
α (t)Πmn(t).
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[13] Filipp S. and Sjöqvist E. Phys. Rev. Lett., 90:050403, Feb 2003.

[14] Wilczek F. and Zee A. Physical Review Letters, 52(24):2111, 1984.

[15] Thouless D. J., Kohmoto M., Nightingale M. P., and den Nijs M. Physical review letters,

49(6):405, 1982.

[16] Bernevig B. A. Topological insulators and topological superconductors. In Topological Insu-

lators and Topological Superconductors. Princeton university press, 2013.
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