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Resumen

La tesis que se presenta está enfocada en el estudio de ecuaciones dife-
renciales funcionales no lineales. Es decir ecuaciones de la forma

Lpxq “ Npxq (1)

donde L es un operador diferencial y N es un operador no lineal que depende
de toda la función x. Estos operadores están definidos en espacios de Banach,
cuya elección depende del tipo de problemas que se quiera estudiar. Refor-
mulando las ecuaciones como un problema de punto fijo, es posible obtener
resultados de existencia utilizando el grado topológico de Leray-Schauder.
Concretamente, los siguientes problemas fueron considerados en esta tesis:

1) Un sistema de ecuaciones diferencia/en diferencias. El sistema consta
de dos ecuaciones, la primera es una ecuación diferencial con retardo y la
segunda es una ecuación funcional no diferencial (no involucra derivadas
de las funciones incognitas) también con retardos temporales. Este sistema
proviene del estudio de poblaciones celulares estructuradas por edades y
tiene importantes aplicaciones en la hematopoyesis y el estudio general de
la dinámica sangúınea. El sistema de ecuaciones es una versión no autonoma
del estudiado en [6]. Se prueba existencia de soluciones periódicas utilizando
el grado topólogico. Se analiza la estabilidad de las soluciones mediante una
comparación con el caso autónomo. Por último, se establece un teorema de
continuación que muestra la relación que guardan las soluciones periódicas
del caso no autónomo con los equilibrios (constantes) del caso autónomo.

2) Un sistema abstracto de ecuaciones en resonancia. Se establece un
resultado de existencia de soluciones periodicas del cual pueden obtenerse,
como casos particulares, el conocido resultado de Lazer y Leach [38], aśı
como muchas de sus extensiones: sistemas con condiciones de tipo Nirenberg,
ecuaciones con retardo, etc.

3) Una versión abstracta de un resultado de afinidad de Krasnoselskii
[36]. Los resultados de afinidad conectan el grado topológico de distintos ope-
radores asociados a la misma ecuación. Un resultado de esta ı́ndole es pre-
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sentado y se muestran múltiples ejemplos de aplicación que incluyen EDOs,
EDDs y EDPs.

4) Una versión abstracta del lema de Gronwall. Se presenta un resultado
que recupera sobre espectros de operadores en latices de Banach, del cual se
recupera el conocido le de Gronwall. Se deduce un resulto de unicidad para
una amplia gama de ecuaciones emulando el clásico resultado de unicidad
para ODE’s.



Summary

Topological methods for functional equations

The thesis is focused on the study of nonlinear functional diferential
equations of the form Lpxq “ Npxq where L is an unbounded linear operator
and N is nonlinear. These operators are defined on appropriate subsets
of Banach spaces, the choice of which depends on the type of equations
and boundary conditions that are considered. Writing the equations as a
fixed point problem, various existence results are obtained by means of the
Leray-Schauder topological degree. Specifically, the following problems are
considered:

1) A system of two scalar delayed equations, a differential equation of first
order combined with a functional non-differential one. This system is a non-
autonomous version of a problem arising on an age-structured population
dynamics model for hematopoyetic steam cells. The existence of periodic
solutions is proven using topological degree methods. A stability result is
also obtained by comparing the solutions with those of the autonomous
case. Finally, a result is established relating the periodic solutions of the
non-autonomous system with the equilibra of the autonomous case.

2) An abstract theorem for resonant equations is presented. As particular
cases, the well known Lazer and Leach result is deduced, as well as delayed
versions of it, systems with Nirenberg type conditions, etc.

3) An abstract version of a result by Krasnoselskii is established for a
wide variety of functional equations. The result yields a connection bet-
ween the topological degree of different fixed point operators associated to
the same equation. Several aplications are presented for equations including
ODEs, DDEs and PDEs.

4) An abstract version of the Gronwall lemma is introduced, stated in
terms of the spectral properties of operators in Banach Latices. This allows
to deduce a general uniqueness result, which is applicable to a wide range
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of problems.



Índice general

1. Introducción 11
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3.4. Teoŕıa de Grado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4.1. Un poco de historia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4.2. Grado de Brouwer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4.3. Propiedades del grado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4.4. Grado de Leray - Schauder . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5. Lema de Mawhin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Caṕıtulo 1

Introducción

La siguiente tesis está basada en los resultados obtenidos en varios traba-
jos realizados desde el 2016 a la fecha. Todos abordan problemas vinculados
a las ecuaciones diferenciales funcionales, es decir a aquellas ecuaciones de
tipo

Lpxq “ Npxq (1.1)

donde L es un operador diferencial (por ejemplo Lpxqptq “ x1ptq, Lpuq “

∆u, etc.) y N es un operador no lineal entre dos espacios de funciones (por
ejemplo Npxqptq “ gpt, xptqq). En este marco podemos incluir una familia
de ecuaciones de principal gran importancia: las ecuaciones diferenciales con
retardo. Por ejemplo, tomando una parte no lineal Npxqptq “ gpxptq, xpt ´

τqq.

Estos operadores estarán definidos en espacios de Banach. La elección
de qué espacios utilizar está supeditada a las técnicas y el tipo de resultados
que se buscan. El problema que estudiamos mayormente es el de existencia
de cierto tipo de soluciones, especialmente soluciones periódicas. Para ello,
utilizaremos como herramienta principal la teoŕıa de grado topológico de
Leray-Schauder. En resumidas cuentas, la idea es la siguiente: el problema
(1.1) en muchos casos puede llevarse a una forma equivalente

x “ Kpxq (1.2)

donde K es un operador compacto. Diremos que K es un operador de
punto fijo para la ecuación. A su vez (1.2) es equivalente a hallar ráıces
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12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de un operador I ´ K. Este tipo de operadores, a los que nos referiremos
como perturbaciones compactas de la identidad tienen ciertas propiedades
similares a operadores no lineales en dimensión finita. En particular, se les
puede calcular un grado topológico degpI ´ K,Ωq donde Ω es una región
acotada del espacio de Banach en donde están definidos y tal que degpI ´

K,Ωq toma valores enteros. Su principal propiedad es la siguiente

degpI ´K,Ωq ‰ 0 ùñ I ´K tiene al menos una ráız en Ω.

Recapitulando: dada una ecuación de la forma (1.1), la llevamos a la forma
(1.2). Si logramos encontrar un abierto acotado Ω para el cual degpI ´

K,Ωq ‰ 0 entonces (1.2) tiene solución, y por ende también (1.1).

A continuación presentamos un resumen de los caṕıtulos. Los caṕıtulos 2
y 3 son preliminares. En ellos presentaremos aspectos del análisis lineal y no
lineal en espacios de dimensión infinita. Los caṕıtulos 4, 5 y 6 corresponden a
tres art́ıculos publicados ([1],[2] y[3] respectivamente). En el caṕıtulo 4 estu-
diamos un sistema de dos ecuaciones funcionales con retardo que provienen
de un modelo biológico. Estudiamos problemas de existencia de soluciones
periódicas y algo de estabilidad. En el caṕıtulo 6 formulamos un teorema
de existencia de soluciones periódicas que generaliza resultados clásicos de
Lazer, Leach y otros. Los caṕıtulos 5 y 7 son de orden más abstracto. En
el caṕıtulo 5, estudiamos principios generales, que vinculan entre si distin-
tos enfoques que se usan para hallar soluciones de ecuaciones. Dicho grosso
modo, la reducción de (1.1) a (1.2) puede hacerse de más de una manera,
tomando operadores de punto fijo K distintos, que incluso pueden estar de-
finidos en espacios de Banach diferentes. Presentamos un setting abstracto
que nos permite comparar estos enfoques y una serie de teoremas que nos
garantizarán que

degpI ´K1,Ω1q “ degpI ´K2,Ω2q.

donde K1 y K2 son dos operadores de punto fijo. Finalmente, en el caṕıtulo
7 daremos una versión más general del clásico Lema de Gronwall escrita en
términos del espectro de un operador. Nuestro teorema incluye como casos
particulares el Lema de Gronwall y el Principio del Máximo para el lapla-
ciano, unificando aśı teoremas de unicidad de distintos tipos de ecuaciones
diferenciales.

1.1. Caṕıtulo 2: Análisis Funcional

En este caṕıtulo repasamos las propiedades de algunos de los espacios
de Banach que necesitaremos mas adelante en la tesis y algo de teoŕıa de
operadores en estos espacios. Algunos de los tópicos que abordaremos son:
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Espacios de Banach. Funciones periódicas continuas, de funciones
periódicas integrables y de medidas complejas.

Distribuciones periódicas. Definición, derivada, convolución. Inclu-
siones de otros espacios de Banach en espacios de las distribuciones.

Transformada de Fourier. Definición para distribuciones periódicas
y propiedades.

Operadores compactos y de Fredholm. Definición y sus propie-
dades. Elementos de teoŕıa espectral para operadores de Fredholm.
Elementos de cálculo funcional: exponencial de operadores y transfor-
mada de Laplace.

Operadores lineales no acotados. Operadores diferenciales. Opera-
dores con inversa a derecha compacta. Descomposición de Lyapunov-
Schmidt.

Látices de Banach. Definición. Operadores positivos.

1.2. Caṕıtulo 3: Análisis No Lineal

En este caṕıtulo daremos elementos del análisis de operadores no lineales
entre espacios de Banach. Algunos de los tópicos que abordaremos son:

Operadores totalmente acotados. Aproximación por operadores
de rango finito: Teorema de Schauder.

Diferenciabilidad Frechet. Diferencial de operadores totalmente
acotados. Teorema de la función impĺıcita.

Operador de punto fijo. Operadores asociados a la descomposición
de Lyapunov-Schmidt para ecuaciones diferenciales.

Teoŕıa de grado. Definición del grado de Brouwer y propiedades.
Definición del grado de Leray-Schauder y propiedades. Estrategia de
Mawhin para los problemas de existencia.

1.3. Caṕıtulo 4: Soluciones periódicas en un mo-
delo biológico

En este caṕıtulo estudiamos un sistema de ecuaciones que modelan la
dinámica de poblaciones celulares. El sistema extiende de forma no autóno-
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ma el sistema presentado en [6] cambiando las constantes que caracterizan al
modelo por funciones periódicas. El sistema de ecuaciones resultantes tiene
la forma

#

Q1ptq “ ´pδptq ` βpQptqqQptq ` 2p1 ´Kptqqe´ρptqupt´ τq,

uptq “ βpQptqqQptq ` 2Kptqe´ρptqupt´ τq.

(1.3)

(1.4)

Observemos que las ecuaciones involucran retardos temporales. Además,
la segunda ecuación no involucra derivadas. Esto presenta un problema para
el uso de la teoŕıa de grado. Presentamos tres resultados.

1. Existencia de soluciones periódicas usando grado. Mostramos
que, bajo cierto régimen de los parámetros, la variable u puede despe-
jarse en función de Q en (1.4). Esto permite reducir el sistema a una
sola ecuación funcional Q1 “ NpQq y luego utilizamos la estrategia de
Mawhin para probar que admite una solución periódica.

2. Estabilidad. Mostramos que bajo cierto régimen de los parámetros el
equilibrio trivial pu,Qq ” p0, 0q, es localmente asintóticamente estable.
La estrategia es acotar las soluciones del sistema no autónomo con
soluciones del autónomo para el cual ya contamos con un resultado de
estabilidad en [6].

3. Existencia usando función impĺıcita. En [6] se prueba la existen-
cia de equilibrio pu,Qq “ cte en cierto régimen de los parámetros.
Mostramos que bajo ciertas condiciones, perturbaciones periódicas de
los parámetros (es decir, cambiar los parámetros del autónomo por
funciones periódicas de baja amplitud) transforman el equilibrio del
autónomo en soluciones periódicas del no autónomo.

1.4. Caṕıtulo 5: Krasnoselskii revisitado

En el libro [36], Krasnoselskii y Zabreiko presentan una serie de resul-
tados que conectan distintos enfoques para resolver un mismo problema de
existencia de soluciones de una ecuación diferencial. El ejemplo paradigmáti-
co es el de hallar soluciones periódicas de una ecuación escalar,

x1ptq “ fpt, xptqq (1.5)

xp0q “ xpT q (1.6)



1.4. CAPÍTULO 5: KRASNOSELSKII REVISITADO 15

donde f : R ˆ Rn Ñ Rn es suave y T -periódica en su primera coordenada.
Uno de los enfoques consiste en hallar puntos fijos del operador de Poincaré
en Rn mientras que el otro consiste en hallar puntos fijos de un operador
integral en Cr0, T s:

El principio de afinidad de Krasnoselskii dice que estos dos operadores
tienen esencialmente el mismo grado sobre abiertos. Más concretamente, si
las soluciones que podemos hallar en un abierto U Ă Rn se corresponden
con las soluciones que podemos hallar en Ω Ă Cr0, T s, entonces

degpI ´ P,Uq “ degpI ´K,Ωq. (1.7)

Cuando los abiertos U y Ω guardan esta relación, decimos que son abier-
tos con corazón común (en ingles common core). En este trabajo presen-
tamos un marco abstracto muy general para comparar grado de operadores
definidos en distintos espacios. Tenemos principalmente dos resultados.

Resultado 1: Mostramos que bajo ciertas condiciones vale un principio
de afinidad entre operadores K1 “ µ ˝ π y K2 “ π ˝ µ, es decir

degpI ´K1, U1q “ degpI ´K2, U2q (1.8)

donde U1 y U2 tienen corazón común. Este resultado está formulado en
términos abstractos de operadores en espacios de Banach y no está restrin-
gido a ecuaciones diferenciales. Como aplicación, probamos un principio de
afinidad para ecuaciones con retardo.

Resultado 2: Consideramos el problema

Lpxq “ Npxq (1.9)

δpxq “ 0 (1.10)



16 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

que incluye (1.5)-(1.6) como caso particular. Presentamos una construcción
de operadores de punto fijo para (1.9)-(1.10), K y K 1 definidos en dos espa-
cios de Banach. Estos operadores son la versión generalizada de los opera-
dores P y K del resultado original de Krasnoselskii. Probamos un teorema
de afinidad para K y K 1. Damos aplicaciones a un problema de segundo
orden con condiciones de Dirichlet, y a un problema eĺıptico en derivadas
parciales.

1.5. Caṕıtulo 6: Lazer-Leach revisitado

Consideremos la ecuación escalar de segundo orden

x2 `m2x` gpxq “ pptq, (1.11)

con p una función 2π-periódica. Un resultado clásico de Lazer y Leach [38]
dice que si g admite limites en el infinito, y se cumple que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
pptqe´imt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

π
|gp`8q ´ gp´8q| , (1.12)

entonces la ecuación admite soluciones 2π-periódicas. Es decir, si la pro-
yección de p sobre el núcleo de Lpxq “ x2 ` m2guarda cierta relación con
el comporta-miento asintótico de g, entonces podemos probar existencia de
solución periódica usando grado. Este resultado ha sido muy estudiado y ex-
tendido. En este trabajo presentamos una familia de ecuaciones muy amplia,
que incluye sistemas de ecuaciones, ecuaciones con retardos, y otras varian-
tes de ecuaciones funcionales, junto con versiones abstractas de las hipótesis
sobre el comportamiento asintótico de la parte no lineal, y probamos un
teorema de existencia de soluciones periódicas. Dicho teorema incluye como
caso particular el teorema de Lazer-Leach y muchas de las extensiones del
mismo presentes en la literatura.

1.6. Caṕıtulo 7: Gronwall revisitado

El lema de Gronwall en una de sus versiones integrales, dice que si

xptq ď B

ż t

0
xpsqds

entonces xptq ď 0. Este lema es un elemento importante del Teorema de
Existencia y Unicidad de Ecuaciones Ordinarias. En este caṕıtulo presenta-
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mos un resultado para operadores positivos en espacios de Banach con orden
parcial:

Lema 1.6.1. Sea A un operador positivo y s ą máxtRepλq, λ P σpAqu.
Entonces rA´ sIs´1 es un operador negativo.

De este lema podemos obtener el lema de Gronwall como caso particular.
Más aun, para A un inverso a derecha del laplaciano ∆ en un dominio Ω,
obtenemos el Principio del Máximo Fuerte como caso particular.

Proposición 1.6.1. Sea u P C2pΩq X CpΩq para Ω un abierto acotado de
frontera suave tal que

´∆pxq ď Bx (1.13)

x|BΩ ď 0 (1.14)

con B ă mı́nσp´∆|Zq. Entonces upxq ě 0 para todo x P Ω.

Dicho principio juega un papel similar al que juega el Lema de Gron-
wall, pero en la demostración de la unicidad para el problema de Poisson.
Finalmente presentamos un resultado de unicidad general para ecuaciones
Lpxq “ Npxq basado en el lema (1.6.1)
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Caṕıtulo 2

Análisis Funcional

A lo largo de esta tesis vamos a trabajar con ecuaciones funcionales.
Los espacios naturales para buscar soluciones de dichas ecuaciones son los
espacios de Banach. A continuación daremos un repertorio de algunos de
los espacios que serán utilizados y mencionaremos algunos aspectos de la
teoŕıa de Análisis Funcional. Omitiremos la mayoŕıa de las demostraciones
de proposiciones y teoremas ya que pueden hallarse en numerosos libros
del área (por ejemplo [58], [40] o [59]) y solo se darán referencias en casos
espećıficos.

2.1. Espacios de Banach

Los espacios de Banach en donde buscaremos soluciones a ecuaciones son
espacios de Banach reales. Sin embargo, ciertas partes de la teoŕıa son mas
naturales en espacios de Banach complejos.

Definición 2.1.1. Dado un espacio de Banach real X, le asociamos el espa-
cio complejo XC “ X ˆ i X. La estructura de espacio vectorial es la usual.
La norma esta dada por

}x` iy}XC :“ p}}x}2X ` }y}2X}q
1
2

Dado un operador F : X Ñ X tenemos la siguiente extensión natural.

Definición 2.1.2. FC : XC Ñ XC está dado por

FCpx` iyq :“ F pxq ` iF pyq.

19
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Mayormente haremos el abuso de notación FC “ F y solo se hará la
distinción si es necesario.

2.1.1. Funciones periódicas

Los espacios de funciones periódicas, pueden pensarse como espacios de
funciones definidas en el espacio topológico R{TZ. En particular, definimos
el toro T “ R{2πZ.

Definición 2.1.3. 1. Sea µ en la medida de Haar en T, que cumple que
µpTq “ 1. Dada f : T Ñ V una función medible, la integral de f
respecto de µ es

ż

T
f dµ “

1

2π

ż 2π

0
fpsq ds

.

2. L2pT,Cnq es el espacio de Hilbert complejo con producto interno

xf ; gyL2 “
1

2π

ż 2π

0
xfptq; gptqyCndt.

La norma asociada resulta ser

}f}L2 “

ˆ

1

2π

ż 2π

0
}fptq}2Cndt

˙

1
2

.

3. L2pT,Rnq Ă L2pT,Cnq es un espacio de Hilbert real con el producto
interno de L2pT,Cnq. Usamos la notación abreviada L2pTq “ L2pT,Rq.

4. El operador Re : L2pT,Cnq Ñ L2pT,Rnq es el proyector dado por

Repfqptq “ pRepf1ptqq, . . . ,Repfnptqqq .

Observación 2.1.1. El conjunto teintunPZ es una base ortonormal de L2pT,Cq.
Dados los subespacios Sn “ genCteintu, la proyección ortogonal

P : L2pT,Cq Ñ gentΘnu

está dada por
P pfq “ xf ; eintyL2eint.

El conjunto t
?
2 cospntq;

?
2senpntqunPN Y t1u es una base ortonormal de

L2pTq. Dados los subespacios Tn “ genRtcospntq; senpntqu, la proyección
ortogonal Q : L2pTq Ñ Tn está dada por

Qpfq “ xf ;
?
2 cospntqy

?
2 cospntq ` xf ;

?
2 senpntqy

?
2 senpntq.

Es inmediato verificar que Qpfq “ 2RepP pfqq.
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2.2. Espacios de medidas

Dado pA, τq un espacio topológico localmente compacto, podemos gene-
rar en él la σ-álgebra B de los Borelianos. Una medida con valores en K
sobre el espacio medible pA,Bq es una función µ : B Ñ K tal que

1. µpHq “ 0.

2. µp
Ť

iPI Biq “
ř

iPI µpBiq para toda colección de conjuntos disjuntos
con I a lo sumo numerable.

Nos interesan los casos con K “ R o C. En esos casos diremos que la medida
es finita. Para K “ RY t˘8u hay que aclarar que la segunda condición solo
vale si la colección tBiu no contiene elementos de medida infinita de distinto
signo.

Si K “ C diremos que es una medida compleja. En ese caso es inmediato
ver que Repµq e Impµq son medidas con signo finitas (reales) y que

µpBq “ RepµqpBq ` ImpµqpBq

para todo B P B.

Definición 2.2.1. Para medidas finitas µ, definimos la variación de µ como

|µ|pBq :“ supt
ÿ

CPC
|µpCq|, C Ă B partición finita de Bu

Resulta ser que |µ| es una medida positiva.

Teorema 2.2.1. Descomposición de Hanh-Banach: Dada µ medida
(real) en pA,Bq, existen µ1 y µ2 medidas positivas en pA,Bq tales que µpBq “

µ1pBq´µ2pBq y conjuntos E1, E2 P B tales que A “ E1YE2 y µ1pE2q “ 0 “

µ2pE1q. Los conjuntos Ei y las medidas µi son únicos salvo por conjuntos
de µ-medida 0.

Corolario 2.2.1. 1. Si µ es medida real, entonces |µ| “ µ1 ` µ2

2. Si µ es medida compleja, entonces µ “ pµ1 ´µ2q ` ipµ3 ´µ4q. Además
|µ|pBq ď |µpBq| para todo B P B

3. Tanto para el caso real como el caso complejo vale que si f : A Ñ K
es integrable, entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

A
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

A
|f | d|µ|
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Definición 2.2.2. Una medida positiva en pA,Bq se dice regular, si

1. µpKq ă 8 para todo K P B compacto.

2. µpBq “ suptµpKq, K Ď B compactou

3. µpBq “ ı́nftµpUq, U Ě B abiertou

Dada µ medida (real o compleja), decimos que es µ es regular si |µ| lo
es.

Llamemos M`pAq,MpAq,Mă8pAq,MCpAq, a los espacios de medidas
regulares positivas, regulares con signo, regulares con signo y finitas, regula-
res complejas y finitas, respectivamente. En los últimos dos de estos espacios,
podemos definir

}µ} :“ |µ|pAq

y con estas normas, resultan espacios de Banach. Además, podemos pensar
en Mă8pAq como subespacio cerrado de MCpAq. En el caso particular de
A compacto, MpAq “ Mă8pAq.

En particular nos interesan las medidas complejas en T.

2.3. Distribuciones periódicas

Mas adelante en la tesis vamos a trabajar con la transformada de Fourier
de funciones periódicas y de su dual, las medidas en T. A fin de dar una
presentación unificada vamos a considerar cierto espacio de distribuciones.
Para empezar consideremos los espacios C8

n :“ C8pT,Cnq de funciones
infinitamente derivables de T en C. Su topoloǵıa esta dada por una familia
de seminormas que lo hacen un espacio localmente convexo. Es un hecho
conocido que esta topoloǵıa es metrizable. Llamamos Dkˆn los espacios de
funciones lineales continuas de C8

n en Ck. En particular llamamos Dn “

D1ˆn y D “ D∞. El espacio D es el que comúnmente se conoce como
distribuciones en T o distribuciones periódicas y es el dual de C8 :“ C8

1 .
A su vez Dn es el dual de C8

n . No es dif́ıcil ver que Dn es isomorfo a Dn,
es decir, vectores cuyas entradas son distribuciones. Mas aún, Dkˆn, resulta
isomorfo a Dkˆn, es decir, matrices cuyas entradas son distribuciones.
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2.3.1. Inmersiones

Dentro de estos espacios podemos considerar como subespacios vectoria-
les a muchos de los espacios de funciones y medidas que estarán presentes
en esta tesis. Por ejemplo, los espacios LppT,Cnq pueden pensarse adentro
de Dn si consideramos la aplicación f ÞÑ αf dada por

αf pφq “

ż

T
xfptq, φptqyCdµptq

donde φ P C8pT,Cnq. Los espacios de funciones CkpT,Cnq, o CkpT,Rnq son
subespacios vectoriales de LppT,Cnq y pueden pensarse como distribuciones
de la misma manera. Las medidas regulares complejas de MpT,Cq también
pueden incluirse en D mediante la aplicación ν ÞÑ αν , tal que

ανpgq “

ż

T
φptqdνptq

donde φ P C8pT,Cq. Las matrices de medidas regularesMpT,Cqnˆn pueden
incluirse en Dnˆn de manera natural, mediante a la aplicación natural ν ÞÑ

αν

ανpφq “

ż

T
dνptq ¨ φptq

donde φ es un vector columna y ¨ es el producto matricial.

2.3.2. Transformada de Fourier de distribuciones

Vamos a considerar la transformada de Fourier de funciones periódicas
de distinto tipo, y también de medidas. En ĺıneas generales, nos interesa
un operador en el espacio mas general de distribuciones Dkˆn. Como dicho
espacio es isomorfo a Dkˆn, alcanza con definir la transformada en D y
extenderla coordenada a coordenada a Dkˆn.

Para cada k P Z, llamamos Θk P C8pT,Cq a la función Θkptq “ eikt.
Dado α P D, definimos la sucesión tα̂pkqukPZ

α̂pkq “ αpΘ´kq

Dada f P LppT,Cq, definimos la transformada de f como la sucesión tf̂pkqukPZ

f̂pkq :“ α̂f pkq “

ż

T
fptqe´iktdµptq.

Análogamente, para ν P M, podemos definir

ν̂pkq :“ α̂νpkq “

ż

T
e´iktdνptq.

Es interesante caracterizar la imagen de D bajo la transformada de Fourier.
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Definición 2.3.1. Decimos que una sucesión a : Z Ñ C es de crecimiento
lento si existe un C ą 0 y un N P N tales que

|ak| ď C|k|N

para todo k P Zzt0u. Llamamos SpZq, al espacio de tales sucesiones.

Podemos definir en SpZq un producto: dadas a, b P SpZq, abpkq :“
apkqbpkq. Es fácil verificar ab es un elemento de ab P SpZq.

Teorema 2.3.1. La transformada de Fourier es una biyección entre D y
SpZq.

Teorema 2.3.2. Sea a P L1pZ,Cq entonces

fptq “
ÿ

kPZ
ake

ikt

define una función f P CpT,Cq y la convergencia es absoluta y uniforme en
T. Más aun, dado N P N, si tkNaku P L1pZ,Cq entonces f P CN pT,Cq.

La demostración a ambos teoremas esta en [33].

Llamemos SnpZq al conjunto de sucesiones de vectores takukPZde Cn tales
que tpakqiukPZ P SpZq para i “ 1, ..., n. Análogamente llamemos SmˆnpZq al
conjunto de sucesiones de matrices tAkukPZde Cmˆn tales que tpAkqijukPZ P

SpZq para todo i P t1, ...,mu, j P t1, ..., nu. Observemos que, por como
definimos la transformada en Dmˆn, resulta que la trasformada establece
una biyección entre Dmˆn y SmˆnpZq.

2.3.3. Convoluciones

Nos interesa poder definir la noción de convolución entre distribucio-
nes. Una de las formas en que podemos hacerlo es valernos de la definición
anterior.

Definición 2.3.2. Dadas f, g P D, definimos f ˚ g P D como la distribución
cuya transformada es zf ˚ gpkq “ f̂pkqĝpkq para todo k P Z. Más general-
mente, dados f P Dkˆn y g P Dnˆh podemos definir f ˚ g P Dkˆh como el

vector de distribuciones tal que zf ˚ gpkq “ f̂pkqĝpkq donde el producto es
producto de matrices para cada k P Z.

Esta definición coincide con la definición usual en los casos en que las
distribuciones puedan representarse como funciones. Un caso que será de
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interés es la convolución entre una matriz de medidas en T, λ P Mnˆn y
una función periódica f P Cn. En ese caso, λ ˚ f P Dn es una distribución
que puede representarse como una función dada por

λ ˚ fptq “

ż

T
dλpsqfpt´ sq

Definición 2.3.3. Definimos el operador de convolución ˚ : Ln ˆCn Ñ Cn
de la siguiente forma

pΛ ˚ uqptq :“

ż

T
dλpsq ¨ upt´ sq

donde λ P MpT,Cqnˆn es la matriz de medidas regulares que representa a
Λ.

Para Λ P Ln fijo, llamamos rΛ al operador de Cn en si mismo tal que
rΛpuq “ Λ ˚ u

Observemos que si pensamos en términos de distribuciones, es decir, a u P

Dn y λ P Dnˆn, esta definición coincide con la convolución de distribuciones.

2.3.4. Derivadas

Uno de los aspectos mas importantes de la teoŕıa de distribuciones pe-
riódicas, es que toda distribución f P D tiene una distribución derivada
f 1 P D. Supongamos que f puede representarse por una función periódi-
ca derivable que llamaremos también f . Luego, dada φ P C8 tenemos que
f 1 aplicada a φ puede calcularse mediante la integral,

ş

T f
1ptqφptqdt. Pero

aplicando integración por partes, tenemos que

ż

T
f 1ptqφptqdµptq “ ´

ż

T
fptqφ1ptqdµptq

Esto motiva la siguiente definición:

Definición 2.3.4. Dada f P D, llamamos f 1 P D a la distribución definida
por f 1pφq :“ ´fpφ1q para todo φ P C8. Mas generalmente, podemos defi-
nir la derivada de cualquier f P Dkˆn de la misma manera, que a su vez
coincide en derivar cada componente si pensamos a f como una matriz de
distribuciones.

Proposición 2.3.1. Dada f P D, vale que pf 1pkq “ ´ikf̂pkq.
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2.3.5. Retardos como convoluciones

Un tipo de ecuaciones funcionales que será importante para esta tesis
es el de las ecuaciones con retardo. Por ejemplo, consideremos la siguiente
ecuación diferencial escalar

u1ptq “ aupt´ τq, (2.1)

donde a P R y 0 ă τ ă 2π. Diremos que esta es una ecuación con retar-
do discreto τ . Otro tipo de ecuaciones de interés son aquellas donde u1ptq
depende de u|rt´τ,ts. Por ejemplo, la ecuación

u1ptq “

ż 0

´τ
upt` sqβpsqds (2.2)

donde β : r´τ, 0s Ñ R es alguna función. Podemos pensar ambas ecuaciones
en un marco común. Dada una medida ν P Mpr´τ, 0sq, podemos escribir
ambas ecuaciones como

u1ptq “

ż 0

´τ
upt` sq dνpsq (2.3)

eligiendo apropiadamente ν. Por ejemplo, para (2.1), tomamos ν “ aδ´τ .
Mas aún, podemos asociar con ν una medida λ̃ P Mpr0, τ sq, tal que dado A Ă

r0, τ s medible, λ̃pAq “ ´νp´Aq. Además, podemos extender λ̃ a una medida
λ P Mpr0, 2πsq, de manera trivial mediante la relación λpAq “ λ̃pAX r0, τ sq

para todo A Ă r0, 2πs. Luego resulta que la expresión del lado derecho de
(2.3) puede pensarse como una convolución:

ż 0

´τ
upt` sq dνpsq “

ż τ

0
´upt´ sqdνp´sq (2.4)

“

ż τ

0
upt´ sq dλ̃psq (2.5)

“

ż 2π

0
upt´ sq dλpsq (2.6)

Si nuestro interés es estudiar soluciones periódicas de (2.3), podemos formu-
larla como una ecuación funcional en CpTq, dada por

Lpuq “ λ ˚ u. (2.7)

donde Lpuq “ u1. Esta formulación incluye como casos particulares a ecua-
ciones que dependen de retardos (discretos o distribuidos) pero es mas ge-
neral en tanto que λ puede ser cualquier medida en MpTq. Esta idea puede
extenderse a ecuaciones más generales. Veamos el siguiente ejemplo
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Ejemplo 2.3.1. Consideremos el sistema de ecuaciones con múltiples re-
tardos 0 ă τij ă 2π,

u1
1ptq “ a11u1pt´ τ11q ` a12u2pt´ τ12q (2.8)

u1
2ptq “ a21u1pt´ τ21q ` a22u2pt´ τ22q (2.9)

(2.10)

Si nos interesa hallar soluciones periódicas de (2.8), podemos considerar la
ecuación funcional en CpT,Rnq dada por

Lpuq “ λ ˚ u

donde u “ pu1, u2q, Lpuq “ u1 y λ P MpTq2ˆ2 es una matriz de medidas
dada por

λ “

ˆ

a11δ´τ11 a12δ´τ12

a21δ´τ21 a22δ´τ22

˙

2.4. Operadores

Vamos a estudiar ciertas propiedades de operadores entre espacios.

2.4.1. Operadores compactos

Definición 2.4.1. Decimos que el operador lineal L : X Ñ Y es compacto
si fpBq es relativamente compacto (es decir cl fpBq es compacto) donde B
es la bola unitaria de X.

Proposición 2.4.1. El espacio KpX,Y q de operadores compactos es un
subespacio cerrado de LpX,Y q. En el caso particular en que X “ Y tenemos
que LpXq es un álgebra con la composición y KpXq es un ideal bilátero dentro
de este álgebra.

Proposición 2.4.2. Dado X un Banach real y K : X Ñ X un operador
compacto, el operador KC : XC Ñ XC también es compacto.

2.4.2. Operadores de Fredholm

Decimos que un operador F tiene conúcleo cokerpFq (cokernel en ingles),
si su imagen es un subespacio cerrado y complementado con complemento
cokerpFq.



28 CAPÍTULO 2. ANÁLISIS FUNCIONAL

Definición 2.4.2. Un operador F : X Ñ Y se dice de Fredholm si tiene
conúcleo y dimpkerpFqq y dimpcokerpFqq son finitas. Llamamos ı́ndice de
Fredholm a indpFq :“ dimpkerpFqq ´ dimpcokerpFqq.

Nos interesa el siguiente resultado

Teorema 2.4.1. Dado C P KpXq un operador compacto, el operador F “

I ´ C es un operador de Fredholm de ı́ndice 0.

2.4.3. Espectro

Definición 2.4.3. Dado X un espacio de Banach sobre K y F : X Ñ X
un funcional continuo llamamos conjunto resolvente a ρpKq “ tλ P K,F ´

λI es inversibleu y espectro a

σpFq “ K ´ ρpFq “ tλ P K,F ´ λI no es inyectiva o no es sobreyectivau

Proposición 2.4.3. Si C : X Ñ X es un operador lineal compacto, entonces
σpCq “ t0u Y tλiuiPI donde I es finito o numerable en cuyo caso |λi| Ñ 0.
Además, para todo λi existe un ki P N tal que kerppC´λiq

k
i “ kerppC´λiq

ki`l

para todo l P N, y tal que dim
`

kerppC ´ λiq
k
i

˘

“ di ă 8.

Definición 2.4.4. Llamamos a di la multiplicidad algebraica de λi: di “

mapλiq

Corolario 2.4.1. Supongamos que F “ I ´ C, entonces σpFq “ 1 ´ σpCq y
por lo tanto hay solo finitos elementos en el espectro de F con λ ă 0.

Esta ultima proposición puede servir para definir el ı́ndice de Leray-
Schauder alrededor de 0 como

indLSpFq :“
ź

λPσpFqXp´8,0q

p´1qmapλq.

En el caso de dimensión finita podemos pensar F P LpRnq – Rnˆn, podemos
asociar F con una matriz. Si 0 no es autovalor de dicha matriz, el ı́ndice
coincide con sgn detF .

En algunas situaciones tenemos que, a pesar de que el operador K este
definido en un Banach real X, nos interesa hablar del espectro complejo.

Definición 2.4.5. Llamamos espectro complejo de K a σCpKq :“ σpKCq
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2.4.4. Operadores lineales discontinuos

Es común encontrarse en el contexto de ecuaciones diferenciales con ope-
radores lineales L : dompLq Ă X Ñ Y que son discontinuos.

Definición 2.4.6. Un operador L : dompLq Ă X Ñ Y se dice cerrado, si
su gráfico es un subconjunto cerrado de X ‘ Y . Equivalentemente, si dada
una sucesión txnu en X y un y P Y tales que pxn, Lpxnqq Ñ px, yq, entonces,
x P dompLq y Lpxq “ y.

Lema 2.4.1. Si L es cerrado ñ kerpLq es un subespacio cerrado de X.

Demostración. Se deduce trivialmente de la definición.

Ejemplo 2.4.1. El ejemplo paradigmático es el operador de derivada L :
C1pra, bsq Ă Cpra, bsq Ñ Cpra, bsq dado por Lx “ x1. En este caso, el ope-
rador L es cerrado y su dominio es denso en Cpra, bsq. Cabe aclarar que
C1pra, bsq no resulta un Banach con la norma que hereda como subespacio
de Cpra, bsq.

Ejemplo 2.4.2. Dado Ω un abierto acotado de Rn, definimos

∆ : C2pΩq Ă CpΩq Ñ CpΩq, ∆u “

n
ÿ

i“1

uii

Ejemplo 2.4.3. Dado Ω un abierto acotado de Rn, definimos

∆ : H2pΩq Ă L2pΩq Ñ L2pΩq,

donde ∆u es la única función en L2pΩq tal que

ż

Ω
∆uφ dµ “

ż

Ω
u∆φ dµ

Para todo φ P C8pΩq tal que φ|BΩ “ 0.

Los siguientes operadores serán de importancia más adelante en esta
tesis:

Definición 2.4.7. Dadas matrices A1, ..., Am P Rnˆn, definimos el polino-
mio P : Rn Ñ Rn dado por

P pxq “

m
ÿ

k“1

Akx
k
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donde px1, . . . , xnqk :“ pxk1, . . . , x
k
nq. Si Am es inversible, diremos que P

es grado m con matriz principal Am. Definimos el polinomio diferencial
P pBq : CmpT,Rnq Ă CpT,Rnq Ñ CpT,Rnq dado

P pBqpuq “

m
ÿ

k“1

Aku
pkq.

Ejemplo 2.4.4. Por ejemplo L : C2pra, bs,R2q Ñ Cpra, bs,R2q dado por

Lpu1, u2q “

ˆ

1 1
0 3

˙ ˆ

u1
u2

˙1

`

ˆ

2 0
1 1

˙ ˆ

u1
u2

˙2

es un polinomio diferencial de grado 2 con matriz principal A2 “

ˆ

2 0
1 1

˙

.

Proposición 2.4.4. Si L : dompLq Ă X Ñ Y es cerrado, podemos definir
una norma en dompLq, dada por

}x}L :“ }x}X ` }Lx}Y .

El espacio pdompLq, } }Lq resulta un espacio de Banach. L está totalmente
definida en dicho espacio y es continua.

Definición 2.4.8. Supongamos L como en la proposición anterior y T :
dompT q Ă X Ñ Y . Diremos que T es L-compacta, si dompT q Ą dompLq y

T : pdompLq, } }Lq Ñ Y

es compacta.

Veremos a continuación una clase importante de operadores discontinuos:

Definición 2.4.9. Un operador lineal discontinuo L : dompLq Ă X Ñ Y se
dice de Fredholm:

1. L es un operador cerrado.

2. dompLq es denso en X.

3. impLq es cerrado en Y

4. dimpkerpLqq ă 8 y codimpimpLqq ă 8.

El ı́ndice se define igual al caso continuo.
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Llamaremos FrpX,Y q a la clase de tales operadores. Dados operadores
A P FrpX1, X2q y B P FrpX2, X3q, podemos definir su composición BA :
dompBAq Ă X1 Ñ X3 donde dompBAq “ tx P dompAq, Apxq P dompBqu.
Con estas definiciones tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.4.5. BA P FrpX1, X3q y indpBAq “ indpAq ` indpBq

Demostración. Ver [59] teorema (7.3) página 157.

Ejemplo 2.4.5. El caso paradigmático que será de interés para nosotros es

B : C1pTq Ă CpTq Ñ CpTq, Bpuq “ u1

Es fácil corroborar que kerpBq son las funciones constantes y Z :“ impBq “

tu P CpTq,
ş2π
0 uptq dt “ 0u. Tienen dimensión y codimensión 1 respectiva-

mente. Es un resultado clásico del análisis funcional que B es un operador
cerrado y por tanto B es Fredholm y indpBq “ 0. Consideremos la proyección
al núcleo Prpuq “ 1

2π

ş2π
0 uptq dt. Podemos definir

K : Z Ñ CpTq, Kpuq “

ż t

0
upsq ds´ Pr

ˆ
ż t

0
upsq ds

˙

.

Resulta que impKq “ Z X C1pTq. El teorema de Arzela-Ascoli nos dice que
K es un operador compacto. Además, tenemos que

pB ˝Kqpzq “ z, @z P Z y pK ˝ Bqpuq “ u´ Prpuq, @u P C1pTq

Usando la proposición (2.4.5), vemos que dado m P N,

Bm : CmpTq Ă CpTq Ñ CpTq, Bmpuq “ upmq

también es Fredholm de ı́ndice 0. Además, tenemos que el operador Km :
Z Ñ CpTq está bien definido, es compacto y

pBm˝Kmqpzq “ z, @z P Z y pKm˝Bmqpuq “ u´Prpuq, @u P CmpTq.

Trabajando coordenada a coordenada, podemos extender B y K a funciones
que toman valores en Rn y cumplen las mismas propiedades.

Proposición 2.4.6. Sea F : dompF q Ă X Ñ Y un operador Fredholm y T
un operador F -compacto. Entonces

F ` T : dompF q Ă X Ñ Y

es Fredholm y indpF ` T q “ indpF q.

Demostración. Ver [59] teorema (7.10) página 162.
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Ejemplo 2.4.6. Consideremos los espacios C :“ CpT,Rnq y Ck :“ CkpT,Rnq.
Sea L : Cm Ă C Ñ C, dada por

Lpuq “ P pBqpuq ` Λ ˚ u

donde P es un polinomio de grado m, dado por

P pxq “

m
ÿ

j“1

Ajx
j

y Λ P MpTqnˆn. Observemos que podemos suponer que no hay término de
orden 0 en el polinomio diferencial, definiendo Λ apropiadamente. Resulta
que dompLq “ Cm.

Lema 2.4.2. L es Fredholm de ı́ndice 0. Más aun, dado un subespacio Z
tal que Z ‘ kerpLq “ C, podemos definir K : impLq Ñ Z X dompLq inversa
a derecha, que resulta compacta.

Demostración. Vamos a usar la proposición anterior con F : Cm Ă C Ñ C
dada por

F puq “ Amu
pmq

y T : Cpm´1q Ă C Ñ C dada por

T puq “

m´1
ÿ

j“1

Aju
pjq ` Ψ ˚ u.

Veamos que T es F -compacta:

Supongamos que tunu es una secuencia acotada en } }F . Es decir, existe

C ą 0 tal que }un}8 ` }Amu
pmq
n }8 ă C para todo n. Queremos ver que

tT punqu tiene una subsucesión convergente. Como Am es inversible, tene-

mos que para algún C 1 ą 0, }u
pmq
n }8 ă C 1. Con las definiciones de (2.4.5),

tenemos que para 1 ď j ď m, vale que

Km´jpupmq
n q “ upjq

n , @n P N.

Luego, tenemos que existe una constante C2 ą 0 tal para 1 ď j ă m,

}upjq
n }8 “ }Km´jpunq}8 ď C2, @n P N.

En particular tu
pm´1q
n u es un conjunto acotado, y por Arzela-Ascoli, tene-

mos que existe una subsucesión u
pm´1q
nk convergente. Más aún, aplicando K

iterativa-mente, tenemos que u1
nk

es convergente, digamos u1
nk

Ñ w, y que

u
pjq
nk Ñ wpj´1q para 1 ď j ď m ´ 1. Como tunk

u es acotado, podemos supo-
ner, pasando a otra subsucesión de ser necesario, que unk

Ñ u P C, y como
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B es cerrado, tenemos que u1 “ w. Es decir, unk
y sus derivadas hasta orden

m´ 1 convergen uniformemente. Finalmente, como la convolución con Ψ es
un operador acotado, tenemos que tT punk

qu es convergente. Es decir, T es
F -compacta y por ende L “ T ` F es Fredholm de ı́ndice 0.

Finalmente, dado Z un complemento de kerpLq en C, podemos volver
Z X dompLq un espacio de Banach con la norma } }L. Como L|ZXdompLqes
inyectiva y continua con dicha norma, entonces es abierta. Por ende su in-
versa es acotada. El teorema de Arzela-Ascoli nos garantiza entonces que
K resulta compacta. En efecto, dada una sucesión acotada, tynu en impLq,
tenemos que xn “ Kpynq son tales que }xn}L ď C para alguna C ą 0.
Procediendo iterativamente como antes, vemos que }x1

n} ď C 1 para alguna
C 1 ą 0 y, por Arzela-Ascoli, txnu “ tKpynqu es precompacto.

2.4.5. Operadores no acotados con inverso compacto

En el contexto de ecuaciones diferenciales nos vamos a encontrar muy
a menudo con la siguiente situación. Supongamos un operador discontinuo
Fredholm L. Supongamos que kerpLq tiene un complemento Z. Entonces
L|Z : ZXdompT q Ñ impLq es una biyección. Supongamos además que tiene
una inversa compacta K : impLq Ñ Z. La situación puede describirse bien
con un diagrama.

Observación 2.4.1. Usaremos ĺıneas punteadas en los diagramas para ope-
radores definidos en un subespacio denso.

Los operadores P y Q son las proyecciones de X respecto de las descom-
posiciones X “ kerpLq ‘ Z y X “ impLq ‘ cokerpLq. Es decir, si x “ k ` z
con k P kerpLq y z P Z entonces Ppxq “ k (análogamente para Q en la otra
descomposición). En los casos en que el ı́ndice de L es mayor o igual a 0,
tenemos que dimpkerpLqq ě dimpcokerpLqq. Por lo tanto podemos agregar
al diagrama un monomorfismo Φ : cokerpLq Ñ kerpLq que para el caso de
ı́ndice 0 también resulta isomorfismo.
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Ejemplo 2.4.7. Consideremos la situación del operador Lpxq “ x1 en el
espacio de funciones periódicas. Tenemos el siguiente diagrama

Donde y “ 1
2π

ş2π
0 yptqdt y

K0pxq “

ż t

0
xpsqds´

ż t

0
xpsqds.

Proposición 2.4.7. La composición K0˝L coincide con la proyección sobre
Z dada por I ´ P en su dominio de definición. Es decir

K0 ˝ L “ pI ´ Pq|dompLq

Demostración. Dado x P dompLq, tenemos que x “ k ` z con k P kerpLq y
z P Z X dompLq. Aplicando K0 ˝ L tenemos que K ˝ Lpxq “ K ˝ Lpzq. Pero
como L|ZXdompLq “ K´1

0 , entonces K ˝ Lpzq “ z, y por ende

K ˝ Lpxq “ z “ pI ´ Pqpxq

En los casos en que dimpcokerpLqq “ 0 el diagrama se puede simplificar
de la siguiente manera.
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2.5. Látices de Banach

Definición 2.5.1. Un espacio de Riesz es un par pX,ďq, donde X es un
Banach equipado con un orden parcial pďq y se cumplen las siguientes con-
diciones.

x ď y ñ x` z ď y ` z, @x, y, z P X.

0 ď α, x ď y ñ αx ď αy, @x, y P X.

Dados dos vectores x, y P X existe supremo (denotado x _ y) en X
con respecto al orden.

Denotamos el ı́nfimo x ^ y . Es fácil ver que para todo x, y P X existe
x^ y y vale que x^ y “ ´p´x_ ´yq.

Definición 2.5.2. Definimos las siguientes tres funciones:

|x| :“ x_ ´x x` :“ 0 _ x x´ :“ 0 _ ´x.

Proposición 2.5.1. Para todo x P X valen

1. x ď |x|.

2. |x| “ | ´ x|.

3. x “ x` ´ x´

4. |x| “ x` ` x´

5. 0 ď |x|.

6. Si 0 ď x, entonces |x| “ x.

7. Si |x| “ 0 entonces x “ 0.
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Demostración. La afirmaciones (1) y (2) se deducen manera directa de la
definición de módulo. Para (3), consideremos

x` ´ x´ “ p0 _ xq ´ p0 _ ´xq “ p0 _ xq ` p0 ^ xq “ 0 ` x “ x

Para (4) observemos que

x` ` x´ “ x` 2x´ “ x` p0 _ ´2xq “ px` 0q _ px´ 2xq “ x_ ´x “ |x|

Las afirmaciones (5) y (6) se siguen inmediatamente de (4). Para (7), usamos
que si |x| “ 0 entonces x ď 0 y ´x ď 0 y por ende 0 ď x ď 0. La antisimetŕıa
de ď implica x “ 0.

Definición 2.5.3. Diremos que pX,ďq es un látice de Banach si es un
espacio de Riesz y además

|x| ď |y| ñ }x} ď }y}.

Definición 2.5.4. Dado pX,ďq un látice de Banach, diremos que un ope-
rador A : X Ñ X, es positivo si 0 ď x ñ 0 ď Apxq. Si el operador además
es lineal, resulta ser creciente: x ď y ñ Apxq ď Apyq.

Proposición 2.5.2. Si A es positivo, entonces |Apxq| ď Ap|x|q.

Demostración. Sabemos por (2.5.1) que x ď |x|. Aplicando A lado a lado
tenemos que Apxq ď Ap|x|q. Análogamente, tenemos que ´Apxq “ Ap´xq ď

Ap| ´ x|q “ Ap|x|q. Es decir, Ap|x|q es cota superior tanto de Apxq como de
´Apxq. Luego, como |Apxq| es la menor cota superior para Apxq y ´Apxq,
el resultado se sigue.

Observación 2.5.1. Vale la pena recordar que existe otra noción de ope-
rador positivo en el contexto de espacios de Hilbert: dado H un espacio de
Hilbert y K : H Ñ H un operador, decimos que es positivo si xx;Kpxqy ě 0
para todo x P H. En los casos en que tanto la estructura de látice como
la de espacio de Hilbert están presentes, puede haber una relación entre las
dos nociones de positividad de un operador si se da cierta compatibilidad
entre el cono de elementos positivos en el látice con el producto interno. Sin
embargo ambas nociones son, en términos generales, independientes.



Caṕıtulo 3

Análisis no lineal

En este caṕıtulo repasamos algunos resultados y definiciones conocidos
del análisis no lineal en dimensión infinita. Las demostraciones serán omiti-
das y pueden consultarse en libros clásicos del área como [18], [68] o [41].

3.1. Operadores no lineales

3.1.1. Operadores compactos

Definición 3.1.1. Decimos que un operador C : X Ñ Y es compacto, si
CpAq Ă Y es precompacto en Y para todo A Ă X.

Proposición 3.1.1. Sea Ω Ă X un abierto acotado y sea C : X Ñ Y
un operador compacto. Entonces, existen subespacios Yi Ă Y de dimensión
finita, tales que Yi Ď Yi`1 y operadores Ci : X Ñ Yi tales que

sup
xPΩ

}Cipxq ´ Cpxq}
iÑ8
ÝÝÝÑ 0.

3.1.2. Diferenciabilidad de Frechet

Definición 3.1.2. Dado un operador F : X Ñ Y y un x P X, definimos que
F es diferenciable Frechet en x, si existe un operador lineal DxF P LpX,Y q

tal que

ĺım
ψÑ0

}F px` ψq ´ F pxq ´DxF pψq}Y

}ψ}X
.

Al operador DxF lo denominamos la derivada de Frechet en x.

37
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Esta noción de diferenciabilidad claramente extiende a la diferenciabili-
dad en dimensión finita y comparte muchas de las propiedades.

Proposición 3.1.2. Dada F diferenciable Frechet en x, y dada BM Ă X
la bola de radio M , vale que dado ε ą 0, existe un δ “ δε,M ą 0 tal que si
|h| ă δ entonces

›

›

›

›

F px` hφq ´ F pxq ´ hDxF pφq

h

›

›

›

›

ă ε

para todo φ P BM .

Proposición 3.1.3. Diferencial de un operador lineal: Si F P LpX,Y q

entonces es diferenciable Frechet en todo punto y DxF pφq “ F pφq

Ejemplo 3.1.1. Sea F : Cra, bs Ñ Cra, bs es operador definido por F pxq “

xpaq. Observemos que el rango de este operador son las funciones constantes.
Cumple que

DxF pφq “ F pφq “ φpaq

Proposición 3.1.4. Regla de la cadena: Si tenemos F : X Ñ Y dife-
renciable Frechet en x0 y K : Y Ñ Z diferenciable Frechet en y0 “ F px0q,
entonces K ˝ F es diferenciable Frechet en x0 y

Dx0pK ˝ F q “ Dy0K ˝Dx0F

Ejemplo 3.1.2. Dada g : R Ñ R de clase C1. Definimos F : Cra, bs Ñ

Cra, bs a partir de

F pxqptq “

ż t

a
gpxpsqqds.

Entonces F puede escribirse como la composicion de V ˝N donde

V pyqptq :“

ż t

a
ypsqds, Npxqptq :“ gpxptqq

Es claro que V es diferenciable Frechet en todo punto de Cra, bs por ser lineal.
Se puede ver también que N es diferenciable en todo Cra, bs y cumple que

DxNpφqptq “ g1pxptqqφptq

Entonces, combinando los resultados anteriores, tenemos que

DxF pφqptq “
“

DNpxqV ˝DxN
‰

pφqptq “ V pDxNpφqq ptq “

ż t

0
g1pxpsqqφpsqds.

Proposición 3.1.5. Si C : X Ñ Y es un operador no lineal compacto y di-
ferenciable Frechet en x0, entonces DxCpx0q es un operador lineal compacto.



3.2. ECUACIONES DIFERENCIALES 39

Definición 3.1.3. Sea F : X ˆY Ñ Z. Supongamos que F es diferenciable
Frechet en un abierto U Ă XˆY . Dado px0, y0q P U definimos los operadores
de derivada parcial Dx

px0,y0q
F, Dy

px0,y0q
F : X ˆ Y Ñ Z de la manera usual.

Decimos que F es de clase C1 en U si la aplicación

U Ñ LpX ˆ Y,Zq (3.1)

px0, y0q ÞÑ Dx
px0,y0qF (3.2)

es continua y también lo es la aplicación análoga para Dy
px0,y0q

F .

Enunciemos el teorema de la función impĺıcita en el contexto de
espacios de Banach.

Teorema 3.1.1. Sean X, Y y Z espacios de Banach y sea U un abierto de
X ˆ Y . Sea F P C1pU,Zq. Si px, yq P U es un punto tal que F px, yq “ 0 y
Dxpx, yqF es un isomorfismo lineal entre X y Z, entonces existen entornos
abiertos G y H de y y x, respectivamente, y una única funcion C1, φ : G Ñ

H tal que φpyq “ x y F pφpyq, yq “ 0, para todo y P G.

3.2. Ecuaciones diferenciales

Como mencionamos en la introducción vamos a ver a las ecuaciones
diferenciales desde un punto de vista funcional. Es decir como ecuaciones
funcionales en espacios de Banach. El primer ejemplo que tenemos de este
enfoque es el problema periódico para EDOs

Ejemplo 3.2.1.

x1ptq “ fpt, xptqq (3.3)

xp0q “ xpT q (3.4)

donde f : RˆR Ñ R es T -periódica en la primera coordenada. Este problema
se puede formular, en términos funcionales, como

Lpxq “ Npxq (3.5)

Donde
L : C1pTq Ă CpTq Ñ CpTq, Lpxq “ x1

y
N : CpTq Ñ CpTq, Npxqptq “ fpt, xptqq

Decimos que N es el operador de Nemytskii asociado a la no linealidad
fpt, xq.
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Observación 3.2.1. El problema (3.2.1) puede formularse como una ecua-
ción abstracta en otros espacios de Banach, y los operadores L y N deben
ser modificados acorde a los espacios en que se trabaje.

Ejemplo 3.2.2. Ecuación de segundo orden con condición de tipo Neu-
mann

x2ptq “ gpxptqq (3.6)

xp0q “xp1q “ 0 (3.7)

En este caso, podemos pensar en Npxq “ g ˝ x definida en X :“ tx P

Cr0, 1s, xp0q “ xp1q “ 0u y Lpxq “ x2 definida en un subespacio denso de
X.

3.3. Descomposición de Lyapunov-Schmidt

Supongamos que tenemos una ecuación de tipo

Lpxq “ Npxq (3.8)

en un espacio de Banach X. Queremos formular una ecuación equivalente
de la forma

x “ Kpxq (3.9)

para K : X Ñ X compacto. Esta formulación, que llamaremos ecuación
de punto fijo, es conveniente para el uso de métodos topológicos como
teoremas de punto fijo y teoŕıa de grado. Diremos que K es un operador de
punto fijo para (3.8). Presentaremos a continuación una manera estándar
de hacer esta reformulación.

Definición 3.3.1. Llamamos diagrama de Lyapunov-Schmidt al siguiente
diagrama

donde
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L es discontinua Fredholm de ı́ndice mayor o igual a 0.

N es un operador no lineal

Φ es un monomorfismo (en el caso ı́ndice 0 es además isomorfismo).

K0 es un operador compacto tal que L ˝K0 “ idimpLq

P y Q son proyectores sobre kerpLq y cokerpLq respectivamente tales
que kerpPq “ Z y kerpQq “ impLq .

Proposición 3.3.1. Supongamos que tenemos un diagrama de Lyapunov-
Schmidt. Entonces, x es solución de (3.8) si y solo si se cumplen las siguien-
tes ecuaciónes:

x´ Ppxq “ K0pNpxqq ^ QpNpxqq “ 0.

Más aún, el operador K : X Ñ X dado por

Kpxq “ Ppxq ` Φ ˝ QpNpxqq `K0

`

Npxq ´ QpNpxqq
˘

es un operador compacto y es de punto fijo para (3.8).

Llamaremos operador de Lyapunov-Schmidt (asociado al correspon-
diente diagrama) al operador K de la proposición anterior.

Corolario 3.3.1. En el caso particular en que L sea sobreyectivo, tene-
mos que cokerpLq “ t0u. Por tanto Q y Φ son triviales. El diagrama de
Lyapunov-Schmidt puede simplificarse a

El operador de punto fijo de Lyapunov-Schmidt resulta ser

Kpxq “ P `K0 ˝N.

Ejemplo 3.3.1. Volviendo sobre el ejemplo 3.2.1, tenemos el siguiente dia-
grama



42 CAPÍTULO 3. ANÁLISIS NO LINEAL

que extiende con N el presentado en el ejemplo 2.4.7.

El operador de Lyapunov-Schmidt asociado a este diagrama es

Kpxq “ x`Npxq `K0pNpxq ´Npxqq

3.4. Teoŕıa de Grado

3.4.1. Un poco de historia

Para desarrollar un poco de intuición sobre la idea, empecemos por con-
siderar algunos ejemplos motivadores.

Ejemplo 3.4.1. Teorema de Bolzano:

Sea f : ra, bs Ñ R continua. Supongamos que fpaq ‰ 0 ‰ fpbq. Definimos
el grado de f en pa, bq, de la siguiente manera

degpf, pa, bqq “

$

’

&

’

%

1 si fpaq ă 0 ă fpbq

´1 si fpbq ă 0 ă fpaq

0 caso contrario

(3.10)

Entonces, el Teorema de Valores Intermedios, que es una generalización
del teorema de Bolzano puede enunciarse en términos del grado:

Teorema 3.4.1. degpf, ra, bsq ‰ 0 ñ fpxq “ 0 tiene solución en ra, bs.

Es decir, que cierta relación entre fpBpra, bsq y 0 garantiza existencia de
solución de fpxq “ 0 en pa, bq.

El siguiente ejemplo es el Teorema de Cauchy
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Ejemplo 3.4.2. Teorema de Cauchy:

Sea Ω Ă C un abierto acotado y simplemente conexo, tal que BΩ puede
ser parametrizada como una curva regular. Sea f : Ω Ñ C una función
holomorfa (es decir, que puede extenderse de manera holomorfa a un abierto
que contenga Ω). Recordemos que el ı́ndice de una curva alrededor del origen,
es un entero que mide cuantas vueltas (netas) da la curva alrededor del origen
y con que sentido. Se calcula de la siguiente manera

indpΓq “
1

2πi

ż

Γ

1

z
dz

Supongamos que 0 R fpBΩq. Definimos el grado de f en Ω como

degpf,Ωq “ indpfpBΩqq “
1

2πi

ż

BΩ

f 1pzq

fpzq
dz

Teorema 3.4.2. degpf,Ωq ‰ 0 ñ fpzq “ 0 tiene al menos una solución en
Ω.

Nuevamente tenemos que el grado es un entero que nos informa sobre la
relación entre fpBΩq e y.

Observemos que en el caso bidimensional estamos pidiendo mas hipótesis
sobre f (holomorfa en vez de continua). Con respecto al dominio, podemos
pensar que un intervalo ra, bs en R es la clausura de un abierto acotado
conexo. En términos topológicos, esto es pedir que el conjunto de homo-
toṕıa Π0 ,que simplemente cuenta las componentes conexas, sea trivial. La
versión que enunciamos del teorema de Cauchy pide que Ω sea un abierto
acotado simplemente conexo, lo cual implica que el grupo de homotoṕıa Π1

sea trivial, además de cierta suavidad de la frontera.

Ejemplo 3.4.3. Integral de Kronecker: Inspirado en el teorema de
Cauchy, Kronecker propuso una noción de grado, definido a partir de una
integral, que sirve para dimensiones arbitrarias. Sea Ω un abierto acotado de
Rn, y sea f P C1pΩ,Rnq. Supongamos que BΩ tiene estructura de variedad
diferenciable de dimensión n´ 1 y que 0 R fpBΩq. La integral de Kronecker,
en el lenguaje moderno de la formas difenciales, puede ser escrita como

degpf,Ωq “
1

µn´1

ż

BΩ
f˚ω

donde ω es cierta forma diferencial particular y µn´1 es la medida n ´ 1
dimensional de BΩ. No vamos a dar los detalles de esta definición, pero vale
la pena mencionarla ya que generaliza la integral de Cauchy. Análogamente
a los casos anteriores, tenemos que

Teorema 3.4.3. degpf,Ωq ‰ 0 ñ fpzq “ 0 tiene al menos una solución en
Ω.
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3.4.2. Grado de Brouwer

Brouwer se propuso dar una teoŕıa puramente topológica del grado. Es
decir, definir dpf,Ω, yq para todo abierto acotado Ω y toda función conti-
nua f , de modo que coincida con los ejemplos que vimos recién en los casos
en que f y BΩ sean suficientemente regulares. Para dar esta construcción,
Brouwer se valió de la tecnoloǵıa de la homoloǵıa simplicial. Otros enfoques
fueron propuestos. Todas las definiciones de grado coinciden, al menos en
los ejemplos en que todas son calculables. Resulta ser que todas estas de-
finiciones comparten propiedades, y que basta con dar un numero de estas
propiedades para caracterizar la función de grado completamente. Es decir,
la teoŕıa es axiomatizable. Daremos entonces una presentación axiomática.
Empezamos con algunas definiciones.

Definición 3.4.1. Dada f : dompfq Ă Rn Ñ Rn una función continua,
U Ă Rn un abierto acotado tal que U Ă dompfq.

1. El par pf, Uq es admisible si cumple que 0 R fpBUq. Llamamos M a
la clase de tales pares.

2. Una homotoṕıa en U es una función continua h : r0, 1s ˆ U Ñ Rn.
Decimos que es admisible si phpt, ¨q, Uq es un par admisible para todo
t P r0, 1s. Es decir, si @t P r0, 1s @x P BU , hpt, xq ‰ 0 .

3. Dadas las funciones f, g : U Ñ Rn, llamamos homotoṕıa admisible
entre f y g a cualquier homotoṕıa admisible hpt, xq en U tal que
fpxq “ hp0, xq y gpxq “ hp1, xq para todo x P U .

Definición 3.4.2. Diremos que una aplicación d : P Ñ Z es un grado
topológico si satisface los siguientes axiomas:

1. Normalización Dado x0 P Rn, dpid´x0, Uq “ IU px0q, donde IU es la
indicadora de U .

2. Invarianza por homotoṕıa Si tenemos una función continua H :
r0, 1s ˆ U Ñ Rn tal que Hp0, xq “ fpxq, Hp1, xq “ gpxq y Hpt, xq ‰ 0
para todo pt, xq P r0, 1s ˆ BU , entonces

dpf, Uq “ dpg, Uq

3. Aditividad Sean U1, U2 Ă U abierto disjuntos tales que fpxq ‰ 0
para todo x P U ´

Ť

i Ui. Entonces

dpf, Uq “ dpf, U1q ` dpf, U2q
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El teorema fundamental que garantiza el enfoque axiomatico de la teoŕıa
de grado es el siguiente.

Teorema 3.4.4. Existe un único grado topológico en Rn.

3.4.3. Propiedades del grado

Proposición 3.4.1. Una función de grado deg satisface las siguientes pro-
piedades:

1. Grado trivial: degpf,Hq “ 0.

2. Escisión: Si U1 Ă U es tal que f´1p0q X U Ă U1 ñ degpf, U1q “

degpf, Uq.

3. Existencia: degpf, Uq ‰ 0 ñ Existe solución a fpxq “ 0 en U .

4. Continuidad: Dada g continua en U tal que

}f |BU ´ g|BU} ă distp0, fpBUqq ñ pg, Uq

es un par admisible y degpg, Uq “ degpf, Uq.

5. Dependencia de la frontera: Dada g continua en U tal que g|BU “

f |BU ñ degpg, Uq “ degpf, Uq.

Proposición 3.4.2. Grado de aplicaciones lineales inversibles: Sea
A P GLnpRq, y sea fApxq “ Ax. Sea U un abierto acotado tal que 0 P U .
Entonces degpfA, B1p0qq “ sgnpdetpAqq.

Proposición 3.4.3. Localización para funciones diferenciables: Sea
pU, fq un par admisible con f de clase C1pUq. Supongamos además que
f´1p0q X U “ tx0u y det pDx0pfqq ‰ 0. Entonces

dBpf, Uq “ sgn pdet pDx0pfqqq .

Definición 3.4.3. Decimos que el par admisible pf, Uq es regular, si f es
de clase C1pUq y Dxf es isomorfismo para todo x P f´1p0q X U .

Corolario 3.4.1. Cálculo del grado para pares regulares: Sea pf, Uq

un par regular. Entonces

dBpf, Uq “
ÿ

xPf´1p0qXU

sgn pdet pDxpfqqq

Teorema 3.4.5. Existencia y unicidad del grado Dado un par admisi-
ble pf, Uq, existe un 0 ă ε ă distp0, fpBUqq tal que
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1. Existe un par regular pg, Uq, con }f |BU ´ g|BU} ă ε.

2. Dados dos pares regulares pg1, Uq y pg2, Uq tales que }f |BU ´gi|BU} ă ε
entonces

ÿ

xPg´1
1 p0qXU

sgn pdet pDxpg1qqq “
ÿ

xPg´1
2 p0qXU

sgn pdet pDxpg2qqq

El teorema anterior nos permite la siguiente definición

Definición 3.4.4. Dado un par admisible definimos

degpf, Uq :“
ÿ

xPg´1p0qXU

sgn pdet pDxpgqqq

para pg, Uq cualquier aproximación regular. La función aśı definida satisface
los tres axiomas del grado. Además, el item 1 del teorema anterior, el hecho
de que ε ă distp0, fpBUqq, y la propiedad de continuidad de cualquier función
que satisfaga los axiomas, nos garantizan que todos los grados coinciden.

Resulta conveniente trabajar con una aplicación de grado en ternas
pf, U, yq donde y P Rn. Una terna se dirá admisible si fpxq ‰ y para todo
x P BU . Análogamente extendemos las definiciones de homotoṕıas admisi-
bles, ternas regulares, etc. Sea T el conjunto de ternas admisibles.

Definición 3.4.5.
dBpf, U, yq :“ dBpf ´ y, Uq

Proposición 3.4.4. Sea φ : Rn Ñ Rn un homeomorfismo. Entonces dBpf, U, yq “

dBpφ ˝ f ˝ φ´1, φpUq, φpyqq.

La siguiente proposición nos permite definir un grado topológico en cual-
quier espacio vectorial de dimensión finita.

Proposición 3.4.5. Sea X un espacio vectorial de dimensión finita n. Sea
U Ă X abierto acotado, f : U Ñ X continua e y P X tal que y R fpBUq.
Entonces

dBpφ ˝ f ˝ φ´1, φpUq, φpyqq “ dBpψ ˝ f ˝ ψ´1, ψpUq, ψpyqq

para todo par de homeomorfismos φ,ψ : X Ñ Rn.

Proposición 3.4.6. Reducción. Sea f : U Ñ X, tal que la terna pidX ´f, U, yq

una terna admisible. Supongamos además que fpUq Ă X1, y P X1 donde X1

es un subespacio de X. Sea U1 “ U X X1. Entonces pidX1 ´fX1 , U1, yq es
una terna admisible y

dBpidX ´f, U, yq “ dBpidX1 ´f |X1 , U1, yq
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3.4.4. Grado de Leray - Schauder

Como ya vimos en el caṕıtulo anterior, muchas ecuaciones diferenciales
se pueden escribir en términos de ecuaciones funcionales. Nos gustaŕıa tener
una extensión del grado de Brouwer para tratar con ecuaciones de la forma
F pxq “ y pero donde F : Ω Ñ X es un operador continuo y Ω Ă X es un
abierto acotado. Jean Leray y Juliusz Schauder propusieron una manera de
realizar tal extensión. Sin embargo, no lo hicieron trabajando con análogos
infinito dimensionales de los ingredientes que componen las distintas cons-
trucciones que mencionamos antes para el grado de Brouwer. Lo que hicieron
fue reducir el cálculo del grado de operadores F en espacios de dimensión
infinita al cálculo de ciertas aproximaciones de F en espacios de dimensión
finita, donde el grado de Brouwer ya está establecido. Pero para poder reali-
zar esto, tuvieron que restringirse a una clase particular de operadores F : las
perturbaciones compactas de la identidad. La clave reside en la propiedad
de aproximación por operadores de rango finito de estos operadores (3.1.1).

Proposición 3.4.7. Sea F “ I`C : Ω Ñ X con Ω Ă X un abierto acotado.
Sea y P X tal que y R F pBΩq y consideremos una sucesión Fn “ I ` Cn de
operadores con rango finito Xn que aproximan a F . Podemos suponer sin
perdida de generalidad que y P Xn para todo n y que Xn Ă Xn`1 para todo
n. Sean F̃n los operadores Fn restrictos y correstrictos a Xn. Luego existe
un n0 P N tal que @n,m ě n0,

degpF̃n,Ω XXn, yq “ degpF̃m,Ω XXm, yq

El grado de Leray-Schauder cumple las mismas propiedades que el gra-
do de Brower. La única salvedad que cabe aclarar es que la propiedad de
homotoṕıa requiere que Hpλ, xq esté en el rango de definición del grado de
Leray-Schauder.

3.5. Lema de Mawhin

En esta sección vamos a presentar un método estándar para mostrar
existencia para ecuaciones Lpxq “ Npxq. Este método puede resumirse en
un teorema, generalmente conocido como Lema de Mawhin ([12]).

Definición 3.5.1. Consideremos un diagrama de Lyapunov-Schmidt
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como en la definición (3.3.1). Llamamos homotoṕıa de Lyapunov-Schmidt
a la función

Hλpxq “ Hpλ, xq “ x´ Ppxq ´ Φ ˝ QpNpxqq ´ λK0

`

Npxq ´ QpNpxqq
˘

.

Lema 3.5.1. Dado λ P r0, 1s y x P X tal que Hpλ, xq “ 0, tenemos que

Φ ˝ Q ˝Npxq “ 0.

Supongamos que existe un abierto acotado U Ă X tal que el par pH0, Uq es
admisible. Entonces

degpH0, Uq “ degpΦ ˝ Q ˝Npxq, U X kerpLqq

Teorema 3.5.1. Sea U un abierto acotado de X tal que

1. Lpxq ‰ λNpxq para todo x P BU y para todo λ P p0, 1s

2. Φ ˝ Q ˝Npxq ‰ 0 para todo x P kerpLq X BU

3. degpΦ ˝ Q ˝Npxq, U X kerpLqq ‰ 0

Entonces existe un x P U X dompLq tal que Lpxq “ Npxq.

Demostración. Consideremos la homotoṕıa de Lyapunov-Schmidt Hλ. Es
inmediato ver que el operador K “ I´H1 es un operador de punto fijo para
la ecuación Lpxq “ Npxq. Las hipótesis (1) y (2) del teorema garantizan
que la homotoṕıa Hλ es admisible en U . La hipótesis (3), garantiza que
degpH0, Uq ‰ 0. Luego, por invarianza por homotoṕıa del grado, degpI ´

K,Uq “ degpH1, Uq ‰ 0. Por lo tanto K tiene un punto fijo en U XdompLq.



Caṕıtulo 4

Soluciones periódicas en un
modelo biológico

En este caṕıtulo se presentan resultados que fueron publicados en [1].

4.1. Introducción

4.1.1. Motivación Biológica

El proceso que lleva a la producción y regulación de las células de la san-
gre (glóbulos rojos, glóbulos blancos y plaquetas) para mantener homeosta-
sis (equilibrio metabólico) se denomina hematopoyesis. Las diferentes células
tienen tiempo de vida corto de un d́ıa a un varias semanas. El proceso de
hematopoyesis provee renovación diaria en grandes cantidades (aproximada-
mente 1011-1012 nuevas células son producidas a diario [39]). Consiste en
mecanismos que activan la diferenciación y maduración de células madres
hematopoyéticas (HSCs). Ubicadas en la médula osea, las HSCs son células
no diferenciadas con capacidades únicas de diferenciación (la habilidad de
producir células sangúıneas de cada tipo) y auto-renovación (la habilidad
de producir células idénticas con las mismas propiedades.) [65]. Los biólogos
celulares clasifican las HSCs, [13], como proliferativas (células que estén en
el ciclo celular: fases G1-S-G2-M) y quiescentes (células que no estén en el
ciclo celular y no se pueden dividir: fase G0). Las células quiescentes son
también llamadas células en reposo. La gran mayoŕıa de las HSCs están en
estado quiescente[13, 65] y en caso de que no mueran, eventualmente en-
tran en la fase proliferativa. En dicha fase, las células recorren las distintas
etapas del ciclo celular en un tiempo τ , durante el cual una cierta fracción
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muere (proceso conocido como apoptosis) y el resto, al final del ciclo, se
divide en dos células hijas. Estas a su vez pueden entrar directamente en es-
tado quiescente (proliferación a largo plazo) o ingresar a la fase proliferativa
(proliferación a corto plazo) para nuevamente dividirse [21, 62, 65].

El primer modelo matemático para la dinámica de HSCs fue formulado
por Mackey en 1978 [43], quien propuso un sistema de ecuaciones diferen-
ciales con delay para las dos subpoblaciones de HSCs (quiescentes y pro-
liferativas). Muchas mejoras a este modelo fueron propuestas por distintos
autores. En muchos de estos trabajos, se asume que después de la mitosis,
todas las células hijas entran en estado quiescente. En un trabajo reciente de
M. Adimy, A. Chekroun, and T.M. Touaoula [6], se propone un modelo que
toma en consideración el hecho de que solo una fracción de las células hijas
entran en estado quiescentes, mientras que el resto vuelve a estado prolife-
rativo. Esta asunción lleva a una importante diferencia en el tratamien-to
matemático del modelo: deja de ser un sistema de ecuaciones diferenciales
con delay. Las ecuaciones pasan a ser de una naturaleza distinta. Es necesario
incluir una variable extra cuya dinámica está gobernada por una ecuación
en diferencias que no involucra derivadas.

Vamos a considerar algunos de los aspectos claves de nuestro modelo
y revisar brevemente los resultados presentados en [6]. En particular, va-
mos a concentrarnos en la existencia de equilibrios y su estabilidad. En este
art́ıculo, consideramos una generalización adicional, con el objetivo de in-
cluir ciertos factores regulatorios periódicos externos a nivel del ciclo celular.
Esto lo obtendremos permitiendo que algunas de las constantes, δ, K and
γ, sean funciones T -periódica en el tiempo. Esto introduce una complejidad
matemática extra, ya que ahora el sistema de ecuaciones es no autónomo.
Algunos de los resultados de [6] pueden ser emulados de manera directa. Sin
embargo, otras, como el equilibrio bajo distintos reǵımenes de los paráme-
tros, se transforman en otro tipo de estructuras en el contexto no autónomo.
Concretamente, los resultados de [6] garantizan la existencia de un equilibrio
no trivial bajo condiciones apropiadas; usando técnicas topológicas, vamos
a mostrar que la versión no autónoma de las condiciones son suficientes
para demostrar la existencia de soluciones periódicas para nuestro modelo
extendido.

4.1.2. Modelo matemático autónomo para la dinámica de
HSC

Comencemos por presentar el modelo introducido en [6]. Denotamos
qpt, aq y ppt, aq las densidades de población de células quiescentes y prolife-
rativas respectivamente, a tiempo t ě 0 y de edad a ě 0. La edad representa
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p(t,a)

δ

q(t,a)

γ

β

2(1-K)

2K

Figura 4.1: Dinámica de HSCs (ver, [6])

el tiempo que una célula lleva en su estado actual. Las células quiescentes
pueden perderse aleatoriamente a una taza δ ě 0, que toma en considera-
ción muerte o diferenciación, o entrar en fase proliferativa a una taza β ě 0.
Una celular puede permanecer toda su vida en estado quiescente y por en-
de consideramos que el rango de edades para ellas es r0,`8qs. En estado
proliferativo las células permanecen a lo sumo un tiempo τ ě 0, necesario
para recorrer las etapas del ciclo celular (G1, S, G2 y M), para luego hacer
mitosis. Una parte de ellas muere por apoptosis (muerte celular programa-
da) a una taza γ ě 0. Al final del ciclo, a “ τ , y cada célula se divide en
dos. Una fracción K P p0, 1q de las células hijas vuelve inmediatamente a
fase proliferativa mientras que otra fracción (1 ´ K) entra directamente en
fase quiescente. La Figura (4.1) representa gráficamente esta dinámica. Sean
Qptq “

ş`8

0 qpt, aqda y P ptq “
şτ
0 ppt, aqda las poblaciones totales a tiempo

t ě 0, y uptq :“ ppt, 0q el numero de células ingresando en estado proliferati-
vo a tiempo t ě 0. La taza β depende de Qptq de manera no lineal, a través
de una función de Hill (ver [43]),

βpQq :“
β0

1 `Qr
, β0 ą 0, r ą 1.

Las ecuaciones en derivadas parciales para este modelo estructurado por
edades son, para t ě 0,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

qt ` qa “ ´pδ ` βpQptqqqq, a P r0,`8q,

pt ` pa “ ´γp, a P r0, τ s,

qpt, 0q “ 2p1 ´Kqppt, τq,

ppt, 0q “ βpQptqqQptq ` 2Kppt, τq,

(4.1)
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con condiciones iniciales
#

qp0, aq “ q0paq, a P r0,`8q,

pp0, aq “ p0paq, a P r0, τ s,
(4.2)

y la siguiente asunción natural

ĺım
aÑ`8

qpt, aq “ 0.

Usando el método de caracteŕısticas (ver [6]) obtenemos, para t ą τ

ppt, τq “ e´γτppt´ τ, 0q.

Integrando el sistema (5.1) con respecto a a y tomando

uptq “ φptq :“ e´γtp0p´tq, t P r´τ, 0s,

obtenemos que for t ą 0,

$

’

&

’

%

Q1ptq “ ´pδ ` βpQptqqqQptq ` 2p1 ´Kqe´γτupt´ τq,

P 1ptq “ ´γP ptq ` βpQptqqQptq ´ p1 ´ 2Kqe´γτupt´ τq,

uptq “ βpQptqqQptq ` 2Ke´γτupt´ τq,

(4.3)

(4.4)

(4.5)

con condiciones iniciales

Qp0q “ Q0 :“

ż `8

0
q0paqda, P p0q “ P0 :“

ż τ

0
p0paqda

y
uptq “ φptq, t P r´τ, 0s.

Observemos que P puede ser recuperada a partir de u:

P ptq “

ż τ

0
e´γaupt´ aqda, t ě 0.

Por otro lado, las ecuaciones para Q y u son independientes de P . Por esta
razón, alcanza con analizar el sistema reducido para Q y u. Observemos
también, que la ecuación para u no es diferencial. Esto implica que el ope-
rador lineal asociado con el sistema no tiene inversa a derecha compacta, lo
cual presenta una dificultad para poder usar métodos topológicos estándar.
El sistema reducido es

#

Q1ptq “ ´pδ ` βpQptqqQptq ` 2p1 ´Kqe´γτupt´ τq,

uptq “ βpQptqqQptq ` 2Ke´γτupt´ τq.

(4.6)

(4.7)

A continuación presentamos un conjunto de hipótesis que pueden ser consi-
deradas “naturales” en el contexto del modelo.
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(h0) δ, K and γ are positive parameters, 0 ă K ă 1 and βpQq :“
β0

1 `Qr
,

with β0 ą 0 and r ą 1.

Para poder presentar nuestras condiciones para existencia de solución de
un modo claro, vamos a introducir las siguientes cantidades:

h1 :“ 2p1 ´Kqe´γτ , h2 :“ 2Ke´γτ , α :“
h1

1 ´ h2
´ 1.

A su vez, para Q ą 0 definimos jpQq :“ βpQqQ, que alcanza máximo
global en B :“ máxQą0 jpQq.

β0

B

βpQq “
β0

1 ` Qr

jpQq “
β0Q

1 ` Qr

Figure 2. Gráficos de β y j.

A continuación presentamos unos resultado demostrados en [6].

Teorema 4.1.1. El sistema (4.6)-(4.7) tiene un equilibrio no trivial (Q,u)
sii

(h1) h2 ă 1 (de donde α ă 8),

(h2) α ą 0,

(h3) δ ă αβ0.

En ese caso, el equilibrio no trivial esta dado por

pQ, uq “

ˆ

β´1

ˆ

δ

α

˙

,
δ

2e´γτ
β´1

ˆ

δ

α

˙˙

.



54CAPÍTULO 4. SOLUCIONES PERIÓDICAS EN UNMODELO BIOLÓGICO

Observemos que, como los parámetros δ y β0 son positivos, la condición
(h3) implica (h2). Mas aún, las condiciones (h1)-(h2) son equivalentes a

máx

"

1

γ
lnp2Kq, 0

*

ă τ ă
1

γ
lnp2q

y la condición (h3) es equivalente

τ ă
1

γ
ln

ˆ

2pβ0 ` δKq

β0 ` δ

˙

.

Teorema 4.1.2. Asumamos que valen (h1)-(h2) y la siguiente condición

(h3’) δ ą αβ0.

Entonces, el equilibrio trivial es globalmente asintóticamente estable.

Observemos que (h3’) es equivalente a

τ ą
1

γ
ln

ˆ

2pβ0 ` δKq

β0 ` δ

˙

.

4.1.3. Modelo no autónomo de dinámica de HSC

En este trabajo vamos a considerar una modificación del modelo anterior,
tomando K, γ y δ como funciones continuas T -periódicas. Es decir, para
t P r0,`8q,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

qt ` qa “ ´pδptq ` βpQptqqqq, a P r0,`8q,

pt ` pa “ ´γptqp, a P r0, τ s,

qpt, 0q “ 2p1 ´Kptqqppt, τq,

ppt, 0q “ βpQptqqQptq ` 2Kptqppt, τq.

(4.8)

Usando nuevamente el método de caracteŕısticas, obtenemos

ppt, τq “ exp

ˆ

´

ż t

t´τ
γpsqds

˙

ppt´ τ, 0q, for t ě τ.

Por conveniencia, denominemos

ρptq “

ż t

t´τ
γpsqds, t ě τ,
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la cual también es una función T -periódica. Del mismo modo que hicimos
con el sistema (5.1), el modelo estructurado por edades (4.8) se reduce a

#

Q1ptq “ ´pδptq ` βpQptqqQptq ` 2p1 ´Kptqqe´ρptqupt´ τq,

uptq “ βpQptqqQptq ` 2Kptqe´ρptqupt´ τq.

(4.9)

(4.10)

Por conveniencia, definimos como antes

h1ptq :“ 2p1 ´Kptqqe´ρptq

y
h2ptq :“ 2Kptqe´ρptq,

que resultan también ser funciones T -periódicas. También definimos

α :“
mı́nph1q

1 ´ mı́nph2q
´ 1.

Con estas definiciones, nuestra hipótesis principal es

(H0) δ, γ y K son funciones positivas T -periódicas, máxpKq ă 1 y βpQq “
β0

1 `Qr
con β0 ą 0 y r ą 1.

4.1.4. Resultados principales

En este trabajo presentaremos tres resultados. En primer lugar,vamos
a demostrar la existencia de soluciones T -periódicas de (4.9)-(4.10) bajo
condiciones apropiadas de las funciones δ, γ and K.

Teorema 4.1.3. Supongamos que vale la condición (H0) y además

(H1) h2ptq ă 1, para todo t P R,

(H2) α ą 0,

(H3) δptq ă αβ0, para todo t P R.

Entonces, (4.9)-(4.10) tiene al menos una solución T -periódica positiva.

Para demostrar nuestro teorema, vamos a reescribir el sistema (4.9)-
(4.10) como una sola ecuación para Q. Luego, vamos a definir un operador
compacto sobre el espacio de Banach CT , de modo tal que los ceros de dicho
operador se correspondan con las soluciones periódicas de la ecuación para
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Q. Observemos que, a diferencia de otros métodos (i.e. usar teorema de la
contracción), el método de continuación por grado de Leray-Schauder no
nos da información sobre la unicidad de tal solución ni sobre su amplitud.

En segundo lugar, estudiaremos pequeñas perturbaciones del sistema au-
tónomo. Más precisamente, supondremos que las condiciones del teorema
(4.1.1) son válidas y consideraremos pequeñas perturbaciones T -periódicas
de los parámetros. Seŕıa natural esperar que el equilibrio no trivial se trans-
forme en una solución T -periódica del sistema de poca amplitud, cerca-na
al equilibrio del sistema autónomo. Para poder formalizar esta intuición,
consideremos el vector T -periódico de funciones Λ “ pδ,K, γq P C3, con
C3 :“ pCT q3 el espacio de Banach de funciones continuas T -periódicas. Lue-
go, (4.9)-(4.10) puede ser interpretado como un sistema con parámetros
definidos en C3. Por conveniencia, identificaremos al subconjunto de funcio-
nes constantes en C3 con R3. Este setting incluye tanto al sistema autónomo
como al no autónomo y nos permite formular nuestro siguiente resultado.

Teorema 4.1.4. Supongamos que el vector de parámetros constante Λ P R3

y un delay τ satisfacen ciertas condiciones (a especificar). Entonces existen
abiertos U Ă C3 con Λ P U y V Ă C, y un función continua I : U Ñ V
tal que IpΛq es solución T -periódica del sistema (4.9)-(4.10) con vector de
parámetros (T -periódicos) Λ. Mas aún, IpΛq es única en V .

El teorema anterior nos da una manera de obtener soluciones periódicas;
en cierto sentido, provee una caracterización mejor de dichas soluciones. Sin
embargo, las condiciones necesarias para existencia de solución son expĺıcitas
para el primero de nuestros resultados pero no para el segundo. Además
requiere parámetros periódicos de baja amplitud y solo nos permite obtener
soluciones de baja amplitud cercanas al equilibrio. De cualquier manera, las
demostraciones de ambos resultados están basadas en distintas técnicas y
por tanto consideramos que ambos resultados son interesantes en si mismos.

Para concluir, nuestro último resultado extiende el teorema 4,1,2 al caso
no autónomo.

Teorema 4.1.5. Supongamos que valen (h1)-(h2) y la siguiente condición

(H3’) δptq ą αptqβ0, para todo t P R.

Entonces, el equilibrio trivial es localmente asintóticamente estable.

Vale la pena observar que este último teorema es local y no descarta
la posibilidad de que existan soluciones periodicas no triviales fuera de la
cuenca de atracción del equilibrio trivial. En la demostración se dará un
conjunto expĺıcitamente, que está incluido en dicha cuenca de atracción.
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4.2. Existencia de soluciones T -periódicas

4.2.1. Bosquejo de la demostración

Vamos a presentar un esquema de la demostración del Teorema 4.1.3
para conveniencia del lector. Los detalles serán presentados en las siguientes
subsecciones.

Para obtener un operador compacto cuyos ceros sean las soluciones de
nuestro sistema, vamos a reducir el problema a una ecuación escalar de la
siguiente manera. Sea C Ă CT el cono de funciones no negativas. Dada Q P C,
vamos a probar la existencia de una única upQq of (4.10) y, más aún, que
el mapa u : C ÞÑ CT es continuo. Luego, hallar soluciones T -periódicas del
sistema es equivalente a resolver el problema

Q1 “ NpQq :“ NpQ,upQqq, (4.11)

en C, donde NpQ, uq es el operador de Nemytskii asociado al lado iz-
quierdo de la ecuación (4.9). Una vez obtenida una solución T -periódica
Q de (4.11), el par pQ,upQqq es una solución T -periódica para el sistema
(4.9)-(4.10).

Para la ecuación escalar (4.11), vamos a aplicar el método de continua-
ción sobre abiertos acotados de la forma Ωϵ,R “ tQ P CT : ϵ ă Qptq ă Ru,
con R ą ϵ ą 0 elegido de modo tal que Ωϵ,R satisfaga las hipótesis del Lema
de Mawhin (3.5.1).

4.2.2. Reducción a ecuación escalar

Recordemos que nuestro método consiste en reducir el sistema (4.9)-
(4.10) a una ecuación escalar para Q, para la cual el lema (??) sea aplicable.
Para lograrlo,debemos mostrar que, para un Q P CT dado,existe una única
upQq solución de (4.10). Esto nos permitirá definir una función u : CT ÞÑ CT .
A continuación presentaremos un lema que prueba que esta función existe y
es continua. Más aún, obtendremos estimaciones sobre el conjunto imagen
de ciertos conjuntos de la forma

Ωϵ,R “ tQ P CT : ϵ ă Qptq ă Ru,

bajo la función u que usaremos luego.

Lema 4.2.1. Supongamos que vale la hipótesis (h1) del Teorema (4.1.3).Luego,
dado Q P CT , existe una única solución upQq de (4.10). La función u : CT ÞÑ
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CT es continua. Más aún, si 0 ă ϵ ă R son tales que jpϵq ă jpRq, entonces

upΩϵ,Rq Ă Uϵ :“
"

u P CT :
βpϵqϵ

1 ´ mı́nph2q
ď u ď

B

1 ´ máxph2q

*

.

Demostración. Vamos a considerar la ecuación (4.10) de dos maneras dis-
tintas. Por un lado, si definimos Spuqptq :“ uptq ´ h2ptqupt´ τq, la ecuación
(4.10) se lee como

Spuq “ j ˝Q.

Podemos calcular la norma del operador pId ´ Sqpuqptq “ h2ptqupt ´ τq en
el espacio LpCT q a partir de la desigualdad

|pId´ Sqpuqptq| “ |h2ptqupt´ τq| ď máxph2q |upt´ τq| ď máxph2q}u}CT
,

que implica
}Id´ S} ď máxph2q ă 1.

Como consecuencia, S es inversible, con inversa continua y por ende, upQq “

S´1pj ˝Qq esta bien definido y es continuo.

Por otro lado, para cada Q P CT fijo, definimos SQpuqptq “ jpQptqq `

h2ptqupt ´ τq. Luego, la ecuación (4.10) para Q, es equivalente a hallar un
punto fijo de SQ. Observemos que, para cada Q P CT , el operador SQ es
contractivo. Luego, dada cualquier región invariante para SQ, el Teorema de
Punto Fijo de Banach nos permite concluir que SQ tiene un único punto fijo
en dicha región. En particular, como SQ es invariante en todo CT , tendrá un
único punto fijo, que necesariamente debe coincidir con upQq y que estará
contenido en cualquier otra región invariante. Sea Q P Ωϵ,R. Vamos a buscar
valores a, b P R (en principio dependientes de ϵ y R) tales que Ua,b :“ tu P

CT : a ď u ď bu sea invariante. Podemos deducir a partir de las hipótesis
que el mı́nimo de j en rϵ, Rs se alcanza en ϵ. Como Q P Ωϵ,R, luego si u P Ua,b,
tenemos que

jpϵq ` a mı́nph2q ď jpQptqq ` h2ptqupt´ τq ď B ` b máxph2q.

Por lo tanto, tomando a “
jpϵq

1 ´ mı́nph2q
y b “

B

1 ´ máxph2q
deducimos que

SQpUa,bq Ď Ua,b. Es decir, para Q P Ωϵ,R, vale que upQq P Uϵ. Esto implica
que upΩϵ,Rq Ă Uϵ.

4.2.3. Demostración del Teorema (4.1.3)

Demostración. Vamos a mostrar que (h1), (h2) y (h3) (del Teorema (4.1.3))
permiten hallar ϵ y R tales que Ωϵ,R satisface las hipótesis del lema de
Mawhin 3.5.1.
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Como βpRq Ñ 0 y 1
R
Bmáxph1q

1´máxph2q
Ñ 0 cuando R Ñ `8, podemos elegir

R suficientemente grande para que mı́npδq ą ´βpRq ` 1
R
Bmáxph1q

1´máxph2q
. Una vez

que R está elegido, usando (h3) y el hecho de que jpϵq Ñ 0 cuando ϵ Ñ 0,

podemos elegir ϵ suficientemente chico como para que 1 ` ϵr ă
β0α

máxpδq
y a

la vez jpϵq ă jpRq. En resumen, nuestra elección de ϵ y R nos dan que:

(C0) 0 ă ϵ ă R y jpϵq ă jpRq,

(C1) 1 ` ϵr ă
β0α

máxpδq
,

(C2) mı́npδq ą ´βpRq `
1

R

Bmáxph1q

1 ´ máxph2q
.

Veamos ahora que para tales ϵ y R, se satisface la primera hipótesis del lema
de Mawhin 3.5.1.

Sea λ P p0, 1q y supongamos que existe Q P BΩϵ,R tal que Q1 “ λNpQq.
El hecho de que Q P BΩϵ,R implica que existe t0 P r0, T s tal que Qpt0q “ ϵ,
o tal que Qpt0q “ R. Si Qpt0q “ ϵ, entonces Q alcanza mı́nimo en t0 y por
ende 0 “ Q1pt0q “ λNpQpt0qq. Es decir,

0 “ ´pδpt0q ` βpϵqqϵ` h1pt0quQpt0 ´ τq,

δpt0qϵ “ ´βpϵqϵ` h1pt0qupQqpt0 ´ τq.

Usando (C0) y el hecho de que Q P Ωϵ,R, podemos aplicar lema 4.2.1 de
modo de obtener

δpt0qϵ ě ´βpϵqϵ` mı́nph1q
βpϵqϵ

1 ´ mı́nph2q
.

Luego, cancelamos ϵ y sacamos factor común βpϵq “
β0

1 ` ϵr
. Obtenemos

δpt0q ě βpϵq

"

mı́nph1q

1 ´ mı́nph2q
´ 1

*

“
β0α

1 ` ϵr
. (4.12)

Esto contradice (C1).

Supongamos ahora que existe t0 tal que Qpt0q “ R. Entonces, por (C0)
y el Lema (4.2.1), obtenemos

δpt0qR “ ´βpRqR ` h1pt0qupQqpt0 ´ τq,

ď ´βpRqR `
Bmáxph1q

1 ´ máxph2q
.
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Esto contradice (C2) y la primera hipótesis del Lema de Mawhin (3.5.1)
queda por ende probada.

A continuación verificaremos la segunda hipótesis del lema. En primer
lugar, observemos que Ωϵ,R X R “ rϵ, Rs. Ahora, supongamos que fpqq “

NpQq “ 0, para algún Q ” q P BΩϵ,R X R “ tϵ, Ru. Luego, Q ” ϵ o Q ” R.

En el primer caso, el hecho de que Npϵq “ 0 implica

0 “ ´pδptq ` βpϵqqϵ` h1ptqupQqpt´ τq,

δ “ ´βpϵq `
1

ϵ
h1ptqupQqpt´ τq ě

β0α

1 ` ϵr
.

Pero, máxpδq ě δ ě
Cα

1 ` ϵr
por lo tanto estaŕıamos contradiciendo (h1). Por

otro lado, si Q ” R luego NpQq “ 0 implica

δ “ ´βpRq `
1

R
h1ptqupQqpt´ τq ď ´βpRq `

1

R

Bmáxph1q

1 ´ máxph2q
,

lo cual estaŕıa en contradicción con (h2).

Solo nos resta mostrar que se satisface la última hipótesis del Lema de
Mawhin (3.5.1). Las desigualdades

fpϵq ą ´pmáxpδqqϵ` βpϵqϵα “ ϵ

ˆ

β0α

1 ` ϵr
´ máxpδq

˙

ą 0

y

fpRq ă ´δR ´ βpRqR `R
Bmáxph1q

1 ´ máxph2q
ă 0,

implican que dBpf, rϵ, Rs, 0q “ ´1.

Finalmente, podemos usar el lema de Mawhin 3.5.1, y obtenemos que
existe solución T -periódica para (4.11), que, a su vez, nos permite obtener
una solución T -periódica del sistema (4.9)-(4.10).

4.3. Pequeñas perturbaciones del sistema autóno-
mo

4.3.1. Preliminares

Consideremos el operador F : CT ˆ C3
T Ñ CT dado por

F pQ,Λq :“ Q`NpQ,Λq `K0pNpQ,Λq ´NpQ,Λqq. (4.13)
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En otras palabras, para cada Λ P C3 fijo, el operador F p¨,Λq es el operador
de Lyapunov-Schmidt para la ecuación (ver sección 3.3.1) .

Sabemos que para cualquier Λ “ pδ,K, γq constante que satisfaga las
hipótesis del Teorema (4.1.1), existe una (única) solución estacionaria Q. Es
decir, bajo la identificación de R con el conjunto de funciones constantes,
tenemos un par pQ,Λq tal que F pQ,Λq “ Q.

Con la ayuda del Teorema de la Función Impĺıcita vamos a obtener una
rama de soluciones Qpλq (localmente únicas) cuando λ esté cerca de λ.

En términos más precisos, si la derivada de Fréchet de I ´F respecto de
Q en el punto pQ,Λq es un isomorfismo, entonces, para todo Λ P C3 en un
entorno de Λ (es decir, toda función periódica cerca a la función constante
Λ) existe una función T -periódica Q (localmente única) asociada. Más aún
la asociación Λ ÞÑ Q es continua Esto muestra que existe una continuidad
entre el equilibrio obtenido en el Teorema (4.1.1) y las soluciones periódicas
pQ,upQqq asociadas a pequeñas perturbaciones de Λ. En particular, dichas
soluciones se contraen hasta un punto en el plano pQ, uq, a medida que la
amplitud de las oscilaciones de Λ tienden a 0.

Teniendo en cuenta esto, recordemos que para cada operador lineal T :
CT ˆ C3 Ñ CT tenemos que

pDQT qpQ,Λqψ “ T ψ, para todo ψ.

Más aún, para un operador arbitrario H, podemos escribir H “ P ˝H. Por
la regla de la cadena

DQpHq “ DQpP ˝Hq “ P ˝DQH “ DQH.

Calculemos pDQFqpQ,Λq:

pDQFqpQ,Λqψ “ ψ´ψ`pDQNqpQ,Λqψ`K
`

pDQNqpQ,Λqψ´pDQNqpQ,Λqψ
˘

.
(4.14)

Recordemos la proposición 3.1.5:

Proposición 4.3.1. Si C : X Ñ Y es un operador no lineal compacto
diferenciable en x0, entonces DxCpx0q es un operador lineal compacto.

A partir del cálculo anterior y de la última proposición concluimos que
pDQpI ´ FqqpQ,Λq es una perturbación compacta de la identidad (es decir,
un operador de Fredholm de la forma I ` C). Luego, basta con probar su
inyectividad para ver que es un isomorfismo. A este fin, observamos que si
ψ está en el núcleo de, entonces

ψ1 “ pDQNqpQ,Λqψ. (4.15)
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Recordemos que

NpQ,Λq “ ´pδ ` βpQqqQ` h2pΛqRτupQ,Λq, (4.16)

con Rτ pψqptq “ ψpt´ τq. Luego,

pDQNqpQ,Λqψ “ ´pδ ` j1pQqqψ ` h2pΛqRτ pDQuqpQ,Λqψ. (4.17)

Para poder calcular el diferencial de u, debemos en primer lugar clarificar
su definición. Como se ha mostrado anteriormente, dada una función fija Λ
que satisface (h1), es posible definir un operador inversible S. Extendemos
esta definición de la siguiente manera. Dado Λ Ă C3 el subconjunto de los
Λ que satisfacen (h1), entonces

S : CT ˆ C3 Ñ CT , Spu,Λq “ u` h2pΛqRτu. (4.18)

Para cada Λ fijo, el operador SΛpuq :“ Spu,Λq es inversible y upQ,Λq “

S´1
Λ pjpQqq es continua en pQ,Λq y diferenciable en Q, con

pDQuqpQ,Λqψ “ S´1
Λ pj1pQqψq “ j1pQqS´1

Λ pψq. (4.19)

La ecuación (4.15) para el núcleo del diferencial resulta

ψ1 “ ´δψ ´ j1pQqψ ` h1pΛqj1pQqRτS
´1
Λ pψq,

ψ1 ` pδ ` j1pQqqψ “ h1pΛqj1pQqRτS
´1
Λ pψq.

Vamos a aplicar SΛR
´1
τ a ambos lados de la ultima igualdad. Como pR´1

τ ψqptq “

ψpt` τq, obtenemos

SΛR
´1
τ

`

ψ1 ` pδ ` j1pQqqψ
˘

“ h1pΛqj1pQqψ,

SΛ
`

ψ1pt` τq ` pδ ` j1pQqqψpt` τq
˘

“ h1pΛqj1pQqψ.

Expandiendo las definiciones de SΛ, obtenemos una expresión en términos
de ψptq, ψ1ptq, ψpt` τq y ψ1pt` τq. La ecuación resultante es de la forma

Aψ1pt` τq `Bψpt` τq “ aψ1ptq ` bψptq, (4.20)

con
A “ 1, B “ δ ` j1pQq,

a “ h2pΛq, b “ 2e´γτ pKδ ` j1pQqq.
(4.21)

De aqúı en adelante, omitiremos los argumentos Q y Λ para simplificar la
notación. En resumen, el núcleo de pDQFqpQ,Λq es no-trivial si y solo si
la ecuación (4.20) tiene solución no trivial en CT . Sea ψ P CT una solución
genérica. Si la expandimos en serie de Fourier de frecuencia ω “ 1

T obtenemos
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ψptq “
ÿ

kPZ
ake

ikωt, ψ1ptq “
ÿ

kPZ
akikωe

ikωt, (4.22)

ψpt´ τq “
ÿ

kPZ
ake

ikωτeikωt, ψ1pt´ τq “
ÿ

kPZ
akikωe

ikωτeikωt. (4.23)

Reemplazando en (4.20) y comparando coeficientes, obtenemos

ak
`

eikωτ pAikω `Bq ´ paikω ` bq
˘

“ 0. (4.24)

Para que exista solución no trivial, necesitamos que al menos para algún
k P Z, la siguiente identidad se satisfaga:

eikωτ “
aikω ` b

Aikω `B
. (4.25)

Llamamos a esta ecuación ecuación caracteristica. Para valores fijos de Λ, τ
y T , esta ecuación puede tener o no soluciones enteras k.

Lema 4.3.1. Para Λ y T fijos, existe un conjunto E Ă R tal que para
τ P RzE la ecuación caracteŕıstica (4.25) no tiene soluciones enteras. E es
vacio para casi todos los valores de Λ y T , y numerable para el resto.

Demostración. Consideremos la homograf́ıa Hpzq “ aiz`b
Aiz`B . La imagen de

la recta real bajo H o bien un ćırculo o una linea recta en C. Para decidir
cual de los dos es el caso, alcanza con calcular el valor de la función en tres
puntos de la recta.

Hp0q “
b

B
, Hp1q “

ai` b

Ai`B
, Hp´1q “

´ai` b

´Ai`B
and Hp8q “

a

A
.

Luego, HpRq es un ćırculo centrado en el eje real y tal que interseca a este
eje en Hp0q y Hp8q. O sea que HpRą0q es un semićırculo y los escenarios
posibles son:

1. Si HpRą0q X S1 “ H, entonces la ecuación (4.25) no tiene soluciones
para ningún τ P R. O sea, ET “ H.

2. Si HpRą0q X S1 ‰ H, entonces existen r P Rą0 y η P R tales que

eiη “ Hprq.

a) Si T es tal que r “ k0ω para algún k0 P Z, entonces la ecuación
(4.25) tiene solución para τ “

η`2lπ
k0ω

, con l P Z. Es decir: ET “

t
η`2lπ
k0ω

| l P Zu.
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b) Si r ‰ kω para todo k P Z, entonces la ecuación (4.25) no tiene
soluciones, independientemente del valor de τ . O sea, ET “ H.

Observación 4.3.1. Dado que Hp8q “ h2 ă 1 (hipótesis (h1)), un análisis
mas fino del valor de Hp0q indica que la opción 1 no se puede dar bajo las
hipótesis ((h0))-(h3).

Teorema 4.3.1. Supongamos que (h1) es valida para alguna constante Λ.
Luego, para cada peŕıodo T (excepto a lo sumo un conjunto numerable),
existen abiertos U, V con Λ P U Ă C3 y V Ă C, y una función continua
I : U Ñ V tales que IpΛq es una solución T -periódica del sistema (4.9)-
(4.10) con parámetros Λ. Más aún, IpΛq es única en V .

4.4. Estabilidad local del equilibrio trivial

En esta sección, vamos a demostrar que si la hipótesis (h3) del Teorema
(4.1.3) es reemplazada por la hipótesis

(H3’) δptq ą β0αptq, for all t P R,

entonces las soluciones del sistema no autónomo (4.9)-(4.10), con condiciones
iniciales cercanas al origen (en el espacio de fases), son acotadas superior-
mente por las soluciones del sistema autónomo

#

Q1ptq “ ´pδ˚ ` βpQptqqQptq ` h˚
1upt´ τq,

uptq “ βpQptqqQptq ` h˚
2upt´ τq,

(4.26)

(4.27)

con condiciones iniciales cercanas al origen, y

δ˚ “ mı́npδq ´ ϵ, h˚
i “ máxphiq ` ϵ, for some ϵ ! 1.

Esto a su vez, implica la estabilidad local del equilibrio trivial, porque, como
veremos, el sistema (4.26)-(4.27) es globalmente asintóticamente estable en
el origen. La prueba de estabilidad para el sistema autónomo (tomado de
[6]), se basa en un argumento de funcionales de Lyapunov. Lograr adaptar
este argumento al caso no autónomo resulta elusivo. Por esta razón,vamos a
emplear un enfoque distinto, que consiste en usar las soluciones del problema
autónomo como cotas para las soluciones del sistema no autónomo.

En principio, vamos a dar las siguientes definiciones
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Definición 4.4.1. Consideremos un sistema descripto por un sistema de
ecuaciones del tipo

#

Q1ptq “ fpt, Qptq, utq,

uptq “ gpt, Qptq, utq

(4.28)

(4.29)

donde ut P Cr´τ, 0s está definido por utpsq :“ upt ` sq. La función g del
subsistema (4.29) definido por g se dice que es uniformemente estable input
to state si existe:

1. Una función ξ : Rě0 ˆRě0 Ñ Rě0 tal que ξpa, tq es continua, estricta-
mente creciente con respecto a a, estrictamente decreciente con res-
pecto a t, ξp0, tq “ 0, y ĺımtÑ8 ξpa, tq “ 0.

2. Una función ν : Rě0 Ñ Rě0 continua, estrictamente creciente, con
νp0q “ 0,

tal que la función utpt0, φ,Qq corresponde con la condición inicial ut0 “ φ y
una función de input Qptq satisface

}utpt0, φ,Qq} ď ξp}φ}, t´ t0q ` νp}Q
ˇ

ˇ

rt0,tq
}q.

Teorema 4.4.1. Supongamos que f y g, funciones de Rˆpbounded sets in Rmˆ

Cr0, 1sq en conjuntos acotados de Rm y Rn respectivamente, y g es unifor-
memente estable input to state ; v1, v2, w : Rě0 Ñ Rě0 son funciones conti-
nuas no decrecientes ,donde adicionalmente vipsq son positivos para s ą 0,
y vip0q “ 0. Si existe un funcional

V : R ˆ Rm ˆ Cr0, 1s Ñ R,

tal que

v1p|Q|q ď V pt, Q, φq ď v2p}pQ,φq}q

y

9V ps,Qpsq, usq :“
d

dt
V pt, Qptq, utq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“s

ď ´wp|Qpsq|q,

entonces, la solución trivial del sistema de ecuaciones diferencial y en di-
ferencias acopladas (4.28)-(4.29) es uniformemente asintóticamente estable.
Si wpsq ą 0 para s ą 0, entonces es uniformemente asintóticamente esta-
ble. Si, además, ĺımsÑ8 v1psq “ 8 , entonces es uniformemente globalmente
asintóti-camente estable.

Demostración. La demostración se puede hallar en [30].
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Teorema 4.4.2. Si las hipótesis ((h0)),(h1) y (h3’) son válidas, entonces el
equilibrio trivial del sistema autónomo (4.26)-(4.27) es globalmente asintóti-
camente estable.

Demostración. Para t P r0, τ s, tenemos que

uptq ď C}Q
ˇ

ˇ

r0,tq
} ` h˚

2φpt´ τq.

Si definimos nptq :“ mı́ntn P N : n ą t
τ u entonces por inducción

uptq ď C

˜

1 ´ ph˚
2qnptq

1 ´ h˚
2

¸

}Q
ˇ

ˇ

r0,tq
} ` ph˚

2qnptq}φ}.

En consecuencia,

uptq ď C

ˆ

1

1 ´ h˚
2

˙

}Q
ˇ

ˇ

r0,tq
} ` ph˚

2qt{τ }φ}.

Esto implica que ξpa, tq “ ph˚
2qt{τa y νpaq “ C

ˆ

1

1 ´ h˚
2

˙

a satisfacen las

hipótesis para estabilidad uniforme input to state.

A continuación, definimos

V pt, Q, φq :“ |Q| `
h˚
1

1 ´ h˚
2

ż 0

´τ
|φpθq|dθ.

Es inmediato verificar que

|Q| ď V pt, Q, φq ď |Q| `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ}φ} ď

ˆ

1 `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ

˙

}pQ,φq} (4.30)

y

9V pt, Qptq, utq “ Q1ptq `
h˚
1

1 ´ h˚
2

puptq ´ upt´ τqq,

“ ´δ˚Qptq ´ βpQqQ` h˚
1upt´ τq `

h˚
1

1 ´ h˚
2

pβpQqQ` h˚
2upt´ τq ´ upt´ τqq ,

“ ´δ˚Qptq ` βpQqQpQq

ˆ

h˚
1

1 ´ h˚
2

´ 1

˙

` upt´ τq

ˆ

h˚
1h

˚
2

1 ´ h˚
2

` h˚
1 ´

h˚
1

1 ´ h˚
2

˙

,

“ ´

ˆ

δ˚ ´ βpQq

ˆ

h˚
1

1 ´ h˚
2

´ 1

˙˙

Q,

sobre trayectorias de soluciones positivas. Esto implica que V es un funcional

de Lyapunov para el sistema, con v1psq “ s, v2psq “

ˆ

1 `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ

˙

s y

wpsq “ δ˚ ´βpsq

ˆ

h˚
1

1 ´ h˚
2

´ 1

˙

ą 0. Observemos que las cantidades δ˚ y h˚
i

fueron definidas de modo que la desigualdad sea estricta.
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Lema 4.4.1. Sea r̄ ą 0 el valor para el cual j alcanza máximo. Si }pQ0, φq}

es suficientemente pequeña, entonces Qptq ă r̄ para todo t ě 0.

Demostración. Tomemos

}pQ0, φq} ď
r̄

1 `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ

.

Entonces, por (4.30), tenemos que

V p0, Q0, φq ď r̄.

Además, como (4.4),

9V pt, Qptq, utq ď 0, for all t ě 0,

y, nuevamente, por (4.30), esto implica que |Qptq| ď r̄, para todo t ě 0.

Observemos que para la función de Hill βpQq :“
β0

1 `Qr
, β0 ą 0, r ą 1,

tenemos

r̄ “

ˆ

1

r ´ 1

˙
1
r

.

A continuación presentaremos un resultado que da una comparación en-
tre las soluciones del caso autónomo y el no autónomo pQ, uq y pQ, uq, para
condiciones iniciales pQ0, φq.

Teorema 4.4.3. Supongamos que las condiciones iniciales satisfacen que

}pQ0, φq} ď
r̄

1 `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ

.

Entonces, Qptq ď Qptq y uptq ď uptq, para todo t ě 0.

Demostración. La demostración procederá por el método de pasos. Sea t P

r0, τ s, entonces

pQ´Qq1ptq ď ´δptqQptq ´ jpQptqq ` δ˚Qptq ` jpQptqq ` h1ptqupt´ τq ´ h˚
1upt´ τq,

ă ´δ˚pQ´Qqptq ´ pjpQptqq ´ jpQptqqq ` h˚
1pu´ uqpt´ τq.

Ahora, como upt´ τq “ upt´ τq “ φpt´ τq, obtenemos que

pQ´Qq1ptq ă ´δ˚pQ´Qqptq ´ pjpQptqq ´ jpQptqqq.
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Como pQ´Qqp0q “ 0 y pQ´Qq1p0q ă 0, entonces pQ´Qq empieza con valores
negativos. Supongamos que exista t0 P r0, τ s tal que Qpt0q “ Qpt0q “ 0 y
Qpt0q ă Qpt0q para 0 ď t ă t0. Entonces, pQ ´ Qq1pt0q ă 0, lo cual es una
contradicción. Entonces, Qptq ă Qptq para todo t P r0, τ s. En particular,
Qptq ă r̄ para todo t P r0, τ s. Luego, dado que j es decreciente en r0, r̄s,
jpQq ´ jpQq ă 0. Para la segunda ecuación en r0, τ s,

pu´ uqptq ă jpQq ´ jpQq ă 0.

Ahora, para t P rτ, 2τ s, t´ τ P r0, τ s. Luego, pu´ uqpt´ τq ă 0 y por ende

pQ´Qq1ptq ă ´δ˚pQ´Qqptq ´ pjpQq ´ jpQqq ` h˚
1pu´ uqpt´ τq,

ă ´δ˚pQ´Qqptq ´ pjpQq ´ jpQqq.

Dado pQ ´ Qqpτq ă 0 y pQ ´ Qq1pτq ă 0, usando un argumento similar al
reciente,

Qptq ă Qptq ă r̄, for all t P rτ, 2τ s.

Análogamente, para la segunda ecuación,

pu´ uq1ptq ă jpQptqq ´ jpQptqq ` h˚
1pu´ uqpt´ τq ă 0.

El resultado se obtiene por inducción

Corolario 4.4.1. Supongamos que

}pQ0, φq} ď
r̄

1 `
h˚
1

1 ´ h˚
2

τ

.

Entonces, las soluciones del sistema original tienden asintóticamente a cero.
Es decir, la solución trivial es localmente asintóticamente estable.



Caṕıtulo 5

Generalización de un
resultado de Krasnoselskii

En este caṕıtulo se presentan resultados que fueron publicados en [2].

5.1. Introducción

Consideremos el problema T -periódico para el sistema

x1ptq “ fpt, xptqq (5.1)

xp0q “ xpT q (5.2)

donde f : R ˆ Rn Ñ Rn es suave y T -periódica en su primera coordenada.
En la literatura están bien establecidos varios enfoques para buscar estas
soluciones en términos de puntos fijos de operadores. En concreto hay dos
enfoques destacados:

1. En el espacio de fases. Definimos el operador de Poincaré P :
dompP q Ă Rn Ñ Rn dado por P px0q :“ ΦpT, x0q, donde Φ de-
nota el flujo asociado, es decir, Φpt, x0q :“ xptq, donde x es la so-
lución única de (5.1) que satisfaces la condición inicial xp0q “ x0.
Gracias a la periodicidad de f , si x0 es un punto fijo de P , enton-
ces la correspondien-te solución xptq está definida globalmente y es
T -periódica. Rećıproca-mente, si xptq es una solución T -periódica de
(5.1), entonces x0 :“ xp0q P dompP q y P px0q “ x0.

2. En un espacio funcional. Fijemos un espacio de Banach apropiado

69
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X, por ejemplo
X “ Cr0, T s :“ Cpr0, T s,Rnq

o
X “ CT :“ tx P CpR,Rnq : xpt` T q ” xptqu

y definamos un operador K : X Ñ X de modo tal que los puntos fijos
de K pueden ser identificados con las soluciones T -periódicas de (5.1).
Un ejemplo t́ıpico de tales operadores es K1 : Cr0, T s Ñ Cr0, T s dado
por

K1pxqptq :“ xpT q `

ż t

0
fps, xpsqq ds. (5.3)

En ambas situaciones, se pueden encontrar soluciones usando diferentes teo-
remas de punto fijo o, de manera más general, usando teoŕıa de grado. A
este fin, para el primer caso, debeŕıamos encontrar un abierto acotado U tal
que U Ă dompP q y

degBpI ´ P,U, 0q ‰ 0,

donde degB denota el grado de Brouwer. En el segundo caso, deberiamos
encontrar un abierto acotado U1 Ă X tal que

degLSpI ´K,U1, 0q ‰ 0,

donde degLS es el grado (infinito dimensional) de Leray-Schauder. En la
literatura, los enteros degBpI ´ P,U, 0q y degLSpI ´ K,Ω, 0q son a veces
denominados ı́ndices de punto fijo de P y K y denotados indpP,Uq y
indpK,Ωq respectivamente. La noción de ı́ndice de punto fijo es ubicua en
contextos más generales que aquellos en los que el grado de Leray-Schauder
está definido (ver [54] y [28], para un tratamiento comprehensivo). Si embar-
go, para los casos analizados en este caṕıtulo, el grado de Leray-Schauder es
suficiente.

Vale la pena citar el siguiente párrafo de [9]:

Every approach to the specific problem in question has its advantages and
drawbacks, and therefore the picture we obtain when investigating a problem
becomes more complete if we manage to find internal connections between
different approaches and use the positive aspects of each of them.

Este es el objetivo de la llamada teoŕıa de afinidad, cuyo origen puede
ser hallado en el trabajo de M. A. Krasnoselskii de comienzo de los años
’60 (ver [9, 35, 36] y las subsecuentes referencias). En el contexto anterior,
un resultado destacable es el llamado relatedness principle, o tambien
principio de dualidad (ver [46]) que dice en lineas generales que a pesar
de la su naturaleza diferente los operadores I ´ P e I ´ K tienen el mismo
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grado. En términos más precisos, requerimos que los conjuntos U y U1 tengan
corazón común, que significa que:

1. P y K no tienen puntos fijos en BU y BU1 respectivamente.

2. Si x0 P U es un punto fijo de P , entonces la correspondiente solución
xptq satisface que αpxq P U1. La definición de α depende de la elección
de X: por ejemplo, si X “ CT entonces αpxq “ x y si X “ Cr0, T s

entonces x|r0,T s P U1.

3. Si x P U1 es un punto fijo de K, entonces x0 :“ xp0q P U .

En otras palabras, cuando X “ Cr0, T s, las últimas dos condiciones dicen
que si una solución T -periódica tiene condición inicial en U , entonces su
restricción a r0, T s pertenece a U1 y viceversa.

Bajo estos supuestos, uno de los primeros resultados de Krasnoselskii
dice que

Teorema 5.1.1.

degBpI ´ P,U, 0q “ degLSpI ´K,U1, 0q,

donde K es el operador definido por (5.3).

En este contexto, diremos que P y K son afines.

La demostración original del teorema (5.1.1) hace uso de la propiedad de
invarianza bajo homotoṕıa del grado; sin embargo, no es un uso inmediato,
ya que K y P están definidos en espacios distintos. Para superar esta dificul-
tad, la idea es relacionar P con otro operadorK1 : Cr0, T s Ñ Cr0, T s y luego
mostrar que K y K1 son homotópicos. Haciendo una inspección más minu-
ciosa, es fácil ver que P puede pensarse como una composición π ˝ µ donde
µ : Rn Ñ Cr0, T s está dado por µpx0qptq “ Φpt, x0q, y π : Cr0, T s Ñ Rn
está dado por πpxq “ xpT q. Es decir, µ es el operador solución que a una
condición inicial le asigna la correspondiente solución única de la ecuación,
y π es un proyector de Cr0, T s sobre Rn. Si definimos K1 “ µ˝π , la afinidad
de P y K1, es decir, el hecho de que

degBpI ´ P,U, 0q “ degLSpI ´K1,Ω, 0q,

puede expresarse equivalentemente como indpπ ˝ µ,Uq “ indpµ ˝ π,Ωq. Es
un resultado conocido que el ı́ndice de punto fijo cumple una propiedad
conmutativa en un contexto muy amplio (ver [36, Thm 26.1]). Luego, la
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demostración consiste en dos partes; la primera puede ser vista como la
aplicación de la propiedad conmutativa del ı́ndice y la segunda consiste
en encontrar una homotoṕıa especifica entre K1 y el operador integral K.
Diremos queel operador de Poincaré P y el operador K son operadores de
punto fijo para este problema, para expresar el hecho de que los respectivos
puntos fijos de ellos, en Rn o Cr0, T s, se corresponden (de manera única)
con soluciones de la ecuación en CT . Más adelante daremos una definición
más precisa.

Una vez que la afinidad de P y K está establecida, es sencillo hallar
homotoṕıas que relacionen K con otros operadores de punto fijo para el
mismo problema definidos en Cr0, T s, por ejemplo,

K̃pxq “ xp0q `

ż T

0
fps, xpsqq ds`

ż t

0
fps, xpsqq ds.

Este último operador, y algunos otros son considerados en [36, Sec. 28].

En [36, Section 30.5], el problema (5.1)-(5.2) es generalizado a una ecua-
ción de la forma

Lpxq “ Npxq (5.4)

Ppxq “ πpxq (5.5)

Esta formulación incluye un amplio espectro de ecuaciones semilineales y es
frecuentemente utilizada en el contexto de la teoŕıa de coincidencia de grado
desarrollada en el articulo seminal [47] (ver también [27]). Los operadores
L y N están definidos en ciertos subconjuntos del espacio de Banach X
y toman valores en otro espacio de Banach Y , con L lineal, usualmente no
acotado, y N no lineal. La aplicación P puede ser vista como una proyección
sobre otro espacio E en el que están formuladas las condiciones de contorno.
En términos más precisos, dado φ P E, existe una única solución x de (5.4)
tal que Ppxq “ φ. El operador π también toma valores en E y podŕıa ser no
lineal. Sea µ el operador solución, que asigna a condiciones iniciales φ P E
la correspondiente solución x P X y que vamos a asumir, es compacto. Las
ecuaciones (5.4)-(5.5) son equivalentes a la siguiente ecuación

x “ µ ˝ πpxq. (5.6)

Consideremos ahora otra ecuación E:

e “ π ˝ µpeq (5.7)

Las soluciones de (5.6), es decir, lso puntos fijos de µ ˝π, estan en biyección
con las soluciones de (5.7), es decir, los puntos fijos de π ˝ µ. La biyección
está dada por µ. Para abiertos acotados UX Ă X, UE Ă E tales que las
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soluciones de (5.6) en UX se corresponden exactamente con las soluciones
de (5.7) en UE , diremos como antes que los abiertos tienen corazón común.
La propiedad conmutativa del ı́ndice de punto fijo nos da que

indpµ ˝ π, UXq “ indpµ ˝ π, UEq.

Esto generaliza el hecho que constituye la primera parte de la demostración
de (5.1.1). El operador µ ˝ π juega el rol del operador de Poincaré; sin
embargo, no hallamos en [36] una generalización de la segunda parte de
dicha demostración. Es decir, no hay una construcción de un operador que
que juegue el rol de K definido(5.3) en el contexto más general, ni una
prueba de que tal operador sea af́ın con µ ˝ π.

En aplicaciones, es común definir operadores de punto fijo a partir de
una inversa a derecha de L. El objetivo principal de este caṕıtulo es definir
una familia de operadores de puntos fijos para (5.4)-(5.5) y demostrar su
afinidad (en el sentido previamente explicado) con π ˝ µ. En el caso par-
ticular de las ecuaciones (5.1)-(5.2), dicha familia incluirá a(5.3) asi como
a otros de los operadores de punto fijo considerados en [35, 36] para estas
ecuaciones. En particular estudiaresmo operadores similares a los estableci-
dos usando la descomposición de Lyapunov-Schmidt de la ecuación. La idea
clave para definir tal familia de operadores, es el hecho de que E puede ser a
menudo identificado con kerpLq. Demostraremos principios de afinidad entre
cualquiera de los operadores de la familia de operadores que consideraremos
y µ ˝ π. Múltiples ejemplos de este procedimiento serán dados para ODEs
and PDEs, incluyendo algunos casos conocidos, aśı como algunos nuevos. En
particular, para la ODE de segundo orden con condiciones de borde de tipo
Dirichlet , hallamos una inesperada conexión entre uno de los operadores
de nuestra familia de operadores y el conocido método de shooting. Por
último, consideraremos el problema de hallar soluciones periódicas de una
ecuación con retardo. Es decir, consideramos el problema

x1ptq “ fpt, xptq, xpt´ τqq t ě 0 (5.8)

x0 “ xT (5.9)

donde f es T -periódica en t y xtpsq :“ xpt ` sq para s P Crτ, 0s, que es
el espacio natural en el cual plantear las condiciones iniciales. En este caso
particular, la identificación de E “ Cr´τ, 0s con kerpLq no es inmediata, aśı
que lo abordaremos por separado. El operador de Poincaré P estará definido
sobre Cr´τ, 0s y demostraremos su afinidad con operadores de punto fijo
para la misma ecuación en Cr0, T s y CT .

La relevancia de las tecnicas topológicas en problemas de contorno es
ampliamente conocida; bajo ciertas condiciones, el cálculo del grado del
operador asociado a la descomposición de Lyapunov-Schmidt puede redu-
cirse al cálculo del grado (de Brouwer) del operador N restringido a kerpLq.
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En particular, en el caso autonomo, x1ptq “ fpxptqq, N es el operdador de
Nemitskii estandar y el cómputo de su grado en UX X kerpLq se reduce al
cálculo del grado de f en un abierto acotado de Rn (ver por ejemplo [14]).
Una gran variedad de resultados de existencia y multiplicidad se obtienen
con este procedimiento, al que a veces se lo refiere en la literatura como lema
de Mawhin (ver por ejemplo [46, 48] y sus referencias). Con respecto a la
ecuación con retardo (5.8), hay múltiples aplicaciones de la teoŕıa de grado,
algunas de las cuales se deben a Mawhin [49]. También cabe citar [25], donde
se hallan ramas de soluciones periódicas para perturbaciones con retardos
de una ODE autónoma sobre una variedad. Sin embargo, hasta donde llega
nuestro conocimiento, no hay en la literatura teoremas de afinidad que re-
lacionen el operador de Poincaré en Cr´τ, 0s con operadores integrales en
Cr0, T s o CT . Tal resultado es presentado en la sección (5.4.4).

Las hipótesis de muchos de los resultados que se presentan en este caṕıtu-
lo involucran múltiples operadores y entre múltiples espacios de Banach.
A fin de facilitar la lectura, presentamos diagramas visuales. Esperamos
que, en vista de estos diagramas, algunas ideas ganen intuición geométri-
ca; por ejemplo, la noción de corazón común. Presentamos también una
demostración del hecho de que si U y V tienen corazón común, entonces
degpI ´ µ ˝ π, Uq “ degpI ´ µ ˝ π, V q. Esto por supuesto, no es más que
un caso particular de la conmutatividad del ı́ndice de punto fijo (ver [36,
Thm 26.1]). Sin embargo nuestra demostración para el caso particular de
los operadores µ y π que usaremos, es más elemental que la conmutatividad
del ı́ndice en general, y como es suficiente para nuestro propósito, decidimos
incluirla.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. En la próxima sec-
ción, presentaremos algunas definiciones acerca de qué significa tener un
problema abstracto en un espacio de Banach y distintas formulaciones del
mismo problema en otros espacios de Banach. Introduciremos una definición
intuitiva de corazón común en este contexto, y estableceremos y demostra-
remos la versión reducida de la propiedad conmutativa del ı́ndice ya mencio-
nada . La sección 5.3 está dedicada a ecuaciones de la forma Lpxq “ Npxq

bajo condiciones de contorno lineales dadas por δpxq “ 0. Esto es la par-
te principal del caṕıtulo, en la cual daremos una construcción general de
operadores de punto fijo para los cuales demostraremos un teorema de afini-
dad. Daremos algunas aplicaciones en la sección 5.4. Como ya mencionamos
anteriormente, el caso de ecuaciones con retardo será abordado de forma
separada: el resultado de afinidad no se deriva de manera inmediata del ob-
tenido para los problemás de la forma Lpxq “ Npxq, sino que se obtiene
directamente del problema más abstracto formulado en la sección 5.2. Fi-
nalmente, en la sección 5.5 presentamos comentarios adicionales sobre los
resultados y preguntas abiertas para ser tratadas en futuros trabajos.
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A lo largo del caṕıtulo usaremos la notación ‘deg’ tanto para el grado de
Brouwer como el de Leray-Schauder y solo usaremos las notaciones degB y
degLS para enfatizar la distinción entre trabajar en espacios de dimensión
finita o infinita, cuando tal distinción sea pertinente. Además, dado que
trabajaremos con diferentes espacios, en la segunda sección usaremos, la
notación idX para el operador identidad en un espacio X.

5.2. Un resultado de afinidad abstracto

En esta sección presentaremos un teorema abstracto que compara el
grado de ciertos operadores en un contexto general. En primer lugar, pre-
sentamos un lema que va a ser de utilidad:

Lema 5.2.1. (Lema de conjugación) Sean X y X̃ espacios de Banach, sea S
un subconjunto de X y sea U Ă X un abierto acotado, tal que S X BU “ H.
Consideremos el diagrama

Vr Ă X̃

U Ă X

πi
K

K̃

donde:

π y i son lineales y continuas, tales que π ˝ i “ idX ,

K es compacta tal que fppKq “ S, donde fp es el conjunto de puntos
fijos de K

K̃ “ i ˝K ˝ π

Vr “ π´1pUq XBp0, rq.

Entonces fppK̃q “ ipSq. Más aún, existe r0 ą 0 tal que si r ą r0 entonces
BVr X ipSq “ H y

dLSpidX ´K,U, 0q “ dLSpidX̃ ´K̃, Vr, 0q.
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Demostración. Es inmediato ver que i ˝ π : X̃ Ñ X̃ es un proyector; luego,
el subespacio E :“ ipXq Ă X̃ es cerrado y pi ˝ πq|E “ idE . Sean x̃ P fppK̃q

y x :“ πpx̃q, luego

x̃ “ pi ˝K ˝ πqpx̃q.

Como x̃ P E, concluimos que x̃ “ ipπpx̃qq “ ipxq y por ende

x “ pπ ˝ iqpxq “ πpx̃q “ pK ˝ πqpx̃q “ Kpxq.

Entonces, x P S y, consecuentemente, x̃ P ipSq. Rećıprocamente, supon-
gamos que x̃ “ ipxq para algún x tal que x “ Kpxq, entonces πpx̃q “ x
y

x̃ “ ipxq “ ipKpxqq “ ipKpπpx̃qqq “ K̃px̃q.

Como U es acotado, podemos fijar un r0 tal que ipUq Ă Bpr0, 0q y tomar
r ą r0.

Es claro que BVr X ipSq “ H, Vr X ipSq “ ipS X Uq y Vr X E “ ipUq.

Más aún, usando la propiedad de reducción del grado, y el hecho de que
i : X Ñ E y π : E Ñ X son isomorfismos lineales con π|E “ i´1, concluimos
que:

dLSpidX̃ ´K̃, Vr, 0q “ dLSppidX̃ ´K̃q|E , Vr X E, 0q

“ dLSpi ˝ pidX ´Kq ˝ π, ipUq, 0q

“ dLSpidX ´K,U, 0q.

Como corolario, obtenemos lo siguiente:

Proposición 5.2.1. En la situación del lema anterior, sea Ũ Ă X̃ abierto
y acotado tal que BŨ X ipSq “ H y Ũ X ipSq “ ipS X Uq. Entonces

dLSpidX̃ ´K̃, Ũ , 0q “ dLSpidX ´K,U, 0q.

Demostración. Sea Vr como en el lema anterior, entonces para r " 0 sabe-
mos que

dLSpidX̃ ´K̃, Vr, 0q “ dLSpidX ´K,U, 0q.

Como los puntos fijos de K̃ en Ũ coinciden con los puntos fijos de K en Vr,
la demostración se obtiene de la propiedad de escisión del grado.

A continuación, vamos a considerar diagramas B de la forma
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S Ă X0

α1pSq Ă X1 X2 Ą α2pSq

µ

π

α1 α2

donde

X0, X1, X2 son espacios de Banach.

α1, α2 son lineales y continuos, µ es compacta, π es lineal, continua y
sobreyectiva.

Restringido a S, α1pSq y α2pSq, el diagrama es conmutativo. Es decir:

π ˝ α1pxq “ α2pxq, µ ˝ α2pxq “ α1pxq

para todo x P S.

En las aplicaciones, S va a ser el conjunto de soluciones de una ecuación
diferencial con ciertas condiciones de borde, X0 un espacio de funciones que
satisfacen la condición de borde, X1, X2 espacios espećıficos en los que las
soluciones pueden ser halladas como puntos fijos de operadores espećıficos.
Nos referiremos a tales operadores como operadores de punto fijo (dare-
mos una definición precisa en términos de α1 y α2). Emplearemos esta idea
varia veces a lo largo del caṕıtulo, y el rol de las funciones α1,2 será aclarado
cuando sea conveniente. Por ejemplo, en el caso de una ODE periódica en
Rn, tendremos X0 :“ CT , X1 :“ Cpr0, T s,Rnq y X2 :“ Rn, es decir, el espa-
cio de fases. En este contexto, los puntos fijos en X1 o X2 no pertenecen a
X0, pero pueden ser extendidas a soluciones del problema en X0 de manera
única.

Definición 5.2.1. Sea Ui Ă Xi un abierto acotado y consideremos los
conjuntos Si :“ αipSq X Ui con i “ 1, 2. Vamos a decir que U1 y U2 tienen
corazón común con respecto al diagrama B si

1. αipSq X BUi “ H

2. Existe S0 Ă S tal que αipS0q “ Si.

Observación 5.2.1. Observemos que S0 cumple el rol del “corazón común”.
En particular, la última condición implica que

pµ ˝ πq|S1 “ idS1 , pπ ˝ µq|S2 “ idS2 .
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En el contexto anterior, también podemos considerar operadores de puntos
fijo Ki : Xi Ñ Xi, es decir, tales que fppKiq “ αipSq. Diremos que el
diagrama resultante B es un diagrama de Krasnoselskii si:

1. Ui tienen corazón común con respecto a B.

2. Ki son operadores de punto fijo.

3. π tiene una inversa a derecha continua i P LpX2, X1q, es decir: π ˝ i “

idX2 .

S Ă X0

S1 Ă U1 Ă X1 X2 Ą U2 Ą S2
µ, i

π

α1 α2

K1 K2

Observación 5.2.2. La noción de diagrama de Krasnoselskii es simplemen-
te una forma conveniente de resumir las hipótesis en algunos de los resultados
que siguen.

Como caso particular, tomando

K1 :“ µ ˝ π, K2 :“ π ˝ µ

es inmediato verificar que αipSq Ă fppKiq: en efecto, si x “ α1px̃q, entonces

pµ ˝ πqpxq “ pµ ˝ π ˝ α1qpx̃q “ pµ ˝ α2qpx̃q “ α1px̃q “ x.

La inclusión α2pSq Ă fppK2q es análoga.

Teorema 5.2.1. En la situación anterior, supongamos que B es un diagra-
ma de Krasnoselskii para K1 “ µ ˝ π y K2 “ π ˝ µ. Luego

dLSpidX1 ´K1, U1, 0q “ dLSpidX2 ´K2, U2, 0q

Demostración. Sea K̃ :“ i ˝ K2 ˝ π, luego, por el lema (5.2.1), existe r0 tal
que, para r ą r0 y Vr “ π´1pU2q XBp0, rq,

dLSpidX1 ´K̃, Vr, 0q “ dLSpidX2 ´K2, U2, 0q.
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Fijamos r ą r0 tal que ipU2q y U1 están contenidos en Bp0, rq y consideremos
la homotoṕıa Hλ :“ λK1 ` p1 ´ λqK̃.

Afirmación:La homotoṕıa es admisible, es decir: fppHλq X BVr “ H

para todo λ P r0, 1s. En efecto, sea λ P r0, 1s y x P Vr tales que

x “ λ K1pxq ` p1 ´ λq K̃pxq. (5.10)

Como πpVrq “ U2, concluimos que πpxq P U2. Luego, aplicamos π a ambos
lados de (5.10) y obtenemos

πpxq “ λ pπ ˝K1qpxq ` p1 ´ λq pπ ˝ K̃qpxq

“ λ pπ ˝ µ ˝ πqpxq ` p1 ´ λq pπ ˝ i ˝ π ˝ µ ˝ πqpxq

“ λ K2pπpxqq ` p1 ´ λq K2pπpxqq

“ K2pπpxqq.

Entonces, πpxq P fp pK2|U2
q “ S2 Ă U2, donde x P π´1pU2q. Más aún , a

partir de (5.10) vemos que

}x} ď λ}K1pxq} ` p1 ´ λq}K̃pxq}.

Como U1 y U2 tienen corazón común, πpxq “ S2 “ α2pS0q, y luego

K1pxq “ µ ˝ πpxq P α1pS0q “ S1 Ă U1 Ă Bp0, rq.

Por otro lado, como πpxq P fppK2q obtenemos:

K̃pxq “ pi ˝K2 ˝ πqpxq “ ipπpxqq P ipU2q Ă Bp0, rq.

Concluimos que }x} ă r lo cual prueba la afirmación.

Luego, usando la invarianza por homotoṕıa del grado, concluimos que:

dLSpidX1 ´K̃, Vr, 0q “ dLSpidX1 ´K1, Vr, 0q.

Finalmente, deducimos a partir del hecho de que Vr X α1pSq “ U1 X α1pSq

y la propiedad de escisión que

dLSpidX1 ´K1, Vr, 0q “ dLSpidX1 ´K1, U1, 0q

.

5.3. El problema Lpxq “ Npxq

Muchos problemas de ecuaciones diferenciales semilineares con condicio-
nes de frontera, pueden ser expresados en la siguiente forma:
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Lpxq “ Npxq. (5.11)

En muchos de los casos de interés, el operador L es sobreyectivo. Estamos
en la situación del corolario 3.3.1.

En el contexto anterior, sea K0 :“ P ` V ˝ N , tenemos que K0 es un
operador de punto fijo de Lyapunov-Schmidt asociado al diagrama. Luego,
las soluciones de (5.11) son exactamente los puntos fijo de K0. En otras
palabras, (5.11) es equivalente a la ecuación

K0pxq “ x. (5.12)

Observación 5.3.1. 1. El teorema de Hahn-Banach nos garantiza la
existencia de un proyector continuo P en el caso en que kerpLq es
de dimensión finita. En algunos casos podŕıa ocurrir que el operador
V no sea compacto. Sin embargo, todos los resultados se mantienen si
pedimos que V ˝ N sea compacto. Esto es análogo a lo que se conoce
como la L-compacidad de N , en el contexto en la teoŕıa de coincidencia
de grado (ver [27]).

2. El operador N puede no estar definido sobre todo el espacio X sino
solo un subconjunto, como sucede en el caso de que haya singularidad
en la no-linealidad de la ecuación. En lo que sigue, si un resultado
de afinidad está formulado para un abierto U Ă X, debe asumirse
impĺıcitamente que U Ă dompNq.

Definición 5.3.1. Diremos que el diagrama anterior satisface la condición
pJq si, para todo η P p0, 1s,

x´ y “ ηV pNpxq ´Npyqq ùñ x “ y. (J)

Observemos que (J) es equivalente a la unicidad del problema x “

ηV pNpxqq ` α para η P p0, 1s y α P X arbitrario. En el contexto de ODEs
con condición de tipo Lipschitz en la no linealidad, se deduce t́ıpicamente
de la desigualdad de Gronwall estándar. En el caṕıtulo 7 exploraremos la
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desigualdad de Gronwall que puede ser vista como un caso particular de una
familia más amplia de desigualdades expresadas en términos de las propie-
dades espectrales de L y presentaremos un resultado de unicidad para una
familia de ecuaciones que incluyen ODEs con condiciones de tipo Lipschitz.

Soluciones especiales

En esta sección, analizaremos el problema de hallar soluciones de (5.11)
que satisfacen cierta condición lineal. En particular, podemos pensar en los
problemas de hallar soluciones periódicas de una ODE, hallar soluciones de
una PDE o ODE con condiciones de borde de tipo Dirichlet o Neumann,
etc.

Consideremos el sistema

Lpxq “ Npxq (5.13)

δpxq “ 0 (5.14)

donde δ : X Ñ X es un operador lineal acotado tal que Impδq Ă kerpLq. Por
ejemplo, si consideramos el problema de Dirichlet

x2ptq “fpxptq, x1ptqq (5.15)

xp0q “xp1q “ 0, (5.16)

con X “ C1r0, 1s, tenemos que kerpLq “ tb ` ta : a, b P Rnu – R2n. Por
ende, si definimos Ppxq :“ xp0q`tx1p0q – pxp0q, x1p0qq y δpxq “ xp0q`txp1q,
entonces (5.15)-(5.16) se reduce a un sistema de la forma (5.13)-(5.14).

Proposición 5.3.1. En la situación anterior, definamos π :“ P `δ y K :“
π`V ˝N . Luego, el sistema anterior (5.13)-(5.14) es equivalente al problema
de hallar los puntos fijos de Kpxq “ x.

Demostración. Sea x P fppKq. Entonces x “ πpxq ` pV ˝ Nqpxq. Como
Impπq Ă kerpLq, aplicamos L y obtenemos Lpxq “ Npxq. Por otro lado,
si aplicamos P, deducimos que Ppxq “ Ppxq ` δpxq que a su vez implica
δpxq “ 0. Rećıprocamente, si x es solución de (5.13) -(5.14), entonces x “

Ppxq ` pV ˝ Nqpxq. Como δpxq “ 0, esto obviamente implica x “ Ppxq `

δpxq ` pV ˝Nqpxq “ Kpxq.

Lema 5.3.1. Consideremos como antes el diagrama asociado a (5.13)-(5.14)
que satisface (J) y supongamos que existe µ : kerpLq Ñ X continua tal que

1. µpkerpLqq “ tx P X : x es solución de (5.13)u.
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2. P ˝ µ “ idkerpLq.

Sea B el diagrama dado por

S Ă kerpδq

α1pSq Ă X kerpLq Ą α2pSq

µ

π

α1 α2

donde

S “ tx P X : x es una solución de (5.13)-(5.14)u.

π “ δ ` P

α1 denota la inclusión de kerpδq en X

α2 “ P|kerpδq.

Entonces B conmuta cuando nos restringimos a S, α1pSq y α2pSq.

Demostración. Sea x P S. Luego

pπ ˝ α1qpxq “ πpxq “ δpxq ` Ppxq “ Ppxq “ α2pxq.

Por otro lado, definiendo k :“ Ppxq, vemos que pµ ˝α2qpxq “ µpkq. A partir
de la definición concluimos que Lpµpkqq “ Npµpkqq y Ppµpkqq “ k “ Ppxq.
Como x P S, se sigue que x ´ µpkq “ V pNpxq ´ Npµpkqqq y a partir de pJq

deducimos que x “ µpkq “ pµ ˝ α2qpxq.

Lema 5.3.2. En la situación del Lema anterior, supongamos que la función
π “ δ ` P es sobreyectiva. Más aún, supongamos que U1 Ă Cr0, T s y U2 Ă

kerpLq son abiertos acotados con corazón común respeto de B. Consideremos
el diagrama K dado por
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S Ă kerpδq

S1 Ă U1 Ă X kerpLq Ą U2 Ą S2
µ, i

π

α1 α2

K K2

con S, π, α1 y α2 como antes, y

i inversa a derecha de π

K “ π ` V ˝N .

K2 “ π ˝ µ.

Entonces K es un diagrama de Krasnoselskii.

Demostración. A partir del lema anterior, solo nos resta verificar que K
y K2 son operadores de punto fijo. Esto es claro para K, a partir de la
Proposición (5.3.1) y el hecho de que α1 es simplemente la inclusión. Como
ya sabemos que α2pSq Ă fppK2q, resta probar que fppK2q Ă α2pSq. A este
fin, consideremos k P fppK2q, es decir, k “ pπ˝µqpkq. Sea x “ µpkq. Entonces
x es una solución de (5.13) y satisface α2pxq “ Ppxq “ k. Más aún,

k “ πpµpkqq “ pP ` δqpµpkqq “ k ` δpµpkqq “ k ` δpxq.

Deducimos que δpxq “ 0, donde x P S y k “ α2pxq P α2pSq.

Lema 5.3.3. En la situación del lema anterior, consideremos el diagrama
K1 que se obtiene a partir de K reemplazando el operador K por K1 :“ µ˝π.
Entonces K1 es un diagrama de Krasnoselskii.

Demostración. Sea x P fppK1q, es decir x “ pµ ˝ πqpxq “ µpPpxq ` δpxqq.
Aplicando P lado a lado, obtenemos Ppxq “ Ppxq`δpxq y consecuentemente
δpxq “ 0. Más aún, como x “ µpπpxqq, deducimos que x es una solución de
(5.13) y por ende x P S “ α1pSq. Esto completa la demostración ya que
sab́ıamos que α1pSq Ă fppK1q.
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Ahora estamos en condición de establecer el resultado principal de esta
sección.

Teorema 5.3.1. En la situación de los lemas anteriores, supongamos que
µ es compacto. Luego

dLSpI ´K,U1, 0q “ dLSpI ´K2, U2, 0q.

Demostración. A partir del lema anterior y del Teorema (5.2.1), sabemos
que

dLSpI ´K1, U1, 0q “ dLSpI ´K2, U2, 0q.

Entonces, alcanza con verificar que

dLSpI ´K1, U1, 0q “ dLSpI ´K,U1, 0q.

A este fin, definamos Hλ :“ λK ` p1 ´ λqK1 sobre el conjunto U1 y supon-
gamos que x P fppHλq. Es decir

x “ λ rπpxq ` V ˝Npxqs ` p1 ´ λq pµ ˝ πq pxq. (5.17)

Por un lado, aplicando P obtenemos:

Ppxq “ λπpxq ` p1 ´ λqπpxq “ πpxq ùñ δpxq “ 0. (5.18)

Por el otro lado, aplicando L, obtenemos:

Lpxq “ λNpxq ` p1 ´ λqpL ˝ µ ˝ πqpxq (5.19)

Sea y “ pµ ˝ πqpxq. Luego, se sigue de la definición de µ que Lpyq “ Npyq y
Ppyq “ πpxq; más aún, como δpxq “ 0, se sigue que Ppyq “ Ppxq. Entonces,
escribiendo (5.19) de modo Lpxq “ λNpxq ` p1 ´ λqLpyq, deducimos la
igualdad

Lpxq ´ Lpyq “ λ pNpxq ´Npyqq . (5.20)

Es decir

x´ y “ λV pNpxq ´Npyqq. (5.21)

A partir de pJq, concluimos que x “ y y Lpxq “ Npxq. Esto implica que
x P S “ α1pSq y por ende x R BU1. Luego, la demostración se sigue de la
invarianza por homotoṕıa del grado de Leray-Schauder.

Observación 5.3.2. En [35, Section 30.3] la condición de borde considerada
incluye la posibilidad de que δ sea no lineal. Por simplicidad nos restringi-
remos al caso en que δ es lineal, ya que haremos uso del teorema (5.2.1). El
caso δ no lineal será abordado en futuros trabajos.
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5.4. Aplicaciones

5.4.1. Soluciones periódicas de ODEs

Consideremos el problema

x1ptq “ fpt, xptqq (5.22)

xp0q “ xpT q (5.23)

donde f : R ˆ Rn Ñ Rn es continua y T -periódica en t. Por simplicidad,
también vamos a suponer que f es globalmente Lipschitz en x con constante
l. Un diagrama para esta ecuación es el siguiente

L : dompLq Ă Cr0, T s Ñ Cr0, T s está dado por Lx “ x1 y dompLq “

C1r0, T s.

N : Cr0, T s Ñ Cr0, T s es el operador de Nemitskii asociado a f , es
decir Npxqptq :“ fpt, xptqq.

kerpLq “ txptq ” c : c P Rnu – Rn.

Z “ tx P Cr0, T s | xp0q “ 0u.

V pxqptq :“
şt
0 xpsqds.

Ppxq ” xp0q.

δpxq :“ xpT q ´ xp0q

Podemos considerar el flujo Φ asociado al sistema, es decir Φpt, x0q “ xptq,
donde x es la solución única de (5.22) que cumple que xp0q “ x0, y definir
µpx0qptq :“ Φpt, x0q. Dado que kerpLq – Rn, podemos suponer que µ :
kerpLq Ñ Cr0, T s. A partir del Teorema de Arzelà-Ascoli, es claro que µ es
compacto.
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Lema 5.4.1. Se satisface la condición pJq.

Demostración. Supongamos que x, y P Cr0, T s satisfacen que px ´ yqptq “

η
şt

0
pfps, xpsqq ´ fps, xpsqqq ds para algún η ě 0. Entonces

|xptq ´ yptq| “ η

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
pfps, xpsqq ´ fps, ypsqqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(5.24)

ď η

ż t

0
|fps, xpsqq ´ fps, ypsqq| ds (5.25)

ď ηl

ż t

0
|xpsq ´ ypsq|ds. (5.26)

A partir del Lema de Gronwall, concluimos que |xptq ´ yptq| “ 0 para todo
t.

Lema 5.4.2. π “ P ` δ es sobreyectiva.

Demostración. Es trivial a partir de la definición, ya que πpxq “ xpT q.

Luego, podemos considerar el diagrama B como el los Lemas (5.3.1) y
(5.3.2) y suponer que U1 Ă Cr0, T s y U2 Ă kerpLq tienen corazón común con
respecto a B. Obtenemos los operadores

Kpxqptq “ πpxq ` pV ˝Nqpxqptq “ xpT q `

ż t

0
fpr, xprqqdr

y

K2px0q “ pπ ˝ µqpx0q “ ΦpT, x0q.

Es claro que K2 coincide, v́ıa el isomorfismo kerpLq – Rn, con el operador de
Poincaré. Luego, por el Teorema (5.3.1), recuperamos el resultado original
de Krasnoselskii mencionado en la introducción:

dLSLSpI ´K,U1, 0q “ dLSBpI ´ P,U2, 0q.

Más aún, observemos que

K1pxqptq “ pµ ˝ πqpxqptq “ Φpt, xpT qq,

lo cual nos da otra de las equivalencias presentadas en [35]:

dLSLSpI ´K1, U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.
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Observación 5.4.1. La condición de Lipschitz puede ser relajada; Por ejem-
plo, alcanza con asumir que f es continua y satisface que, para cada conjunto
acotado B Ă Rn

xfpt, xq ´ fpt, yq, x´ yy ď L|x´ y|2, x, y P B

para constantes L “ LB. En efecto, tomando x e y como en la demostración
anterior y B Ă Rn tal que contenga los rangos de x and y, se sigue que
xp0q “ yp0q. más aún, px´ yq1ptq “ ηrfpt, xq ´ fpt, yqs. Luego,

xx1ptq ´ y1ptq, xptq ´ yptqy ď ηL|xptq ´ yptq|2,

donde

|xptq ´ yptq|2 ď 2ηL

ż t

0
|xpsq ´ ypsq|2ds

y podemos aplicar el lema de Gronwall. Observemos que la condición (J)
es equivalente a la unicidad de los problemas x1ptq “ ηfpt, xptqq (con con-
dición inicial arbitraria xp0q “ x0) y, mediante al reescalamiento t ÞÑ t

η , al

problema x1ptq “ fp tη , xptqq. Sin embargo, la unicidad para el problema de

valores iniciales x1ptq “ fpt, xptqq es suficiente ya que, siguiendo la linea de
razonamientos en [36, Thm. 28.5], el término no lineal puede ser aproxima-
do por funciones suaves fm; luego, como el resultado de afinidad es válido
para los operadores asociados a fm, la invarianza local del grado implica
que los resultados valen para f . Por supuesto, si solo pedimos la condición
de unicidad , como en [36], es necesario pedir como hipótesis adicional que
el operador de Poincaré esté bien definido, es decir, que las soluciones con
condición inicial x0 P U2 estén definidas al menos hasta tiempo t “ T .

Otros operadores de punto fijo

En el ejemplo anterior, podemos observar que el operador πpxq “ xpT q

es un proyector sobre kerpLq. Con esto en mente, podemos extender la defi-
nición de K a una familia más general de operadores de punto fijo:

Lema 5.4.3. En la situación anterior, sea γ : Cr0, T s Ñ Cr0, T s un pro-
yector sobre kerpLq y definamos el operador (compacto)

Kγ :“ γ ` rpπ ´ γq ` idXs ˝ V ˝N

Entonces Kγ es un operador de punto fijo respecto de B and

dLSLSpI ´Kγ , U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.
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Demostración. Sea x P fppKγq, entonces

x “ γpxq ` rpπ ´ γq ˝ V ˝N spxq ` pV ˝Nqpxq (5.27)

y aplicando L obtenemos Lpxq “ Npxq. Por el otro lado, aplicando γ obte-
nemos

γpxq “ γpxq ` ppπ ´ γq ˝ V ˝Nqpxq ` pγ ˝ V ˝Nqpxq

y por ende
pπ ˝ V ˝Nqpxq “ 0.

Finalmente, aplicando P, a partir de la igualdad anterior y usando el hecho
de que P ˝ V ” 0, obtenemos

Ppxq “ γpxq ´ pγ ˝ V ˝Nqpxq.

Del mismo modo, como π es un proyector, obtenemos de (5.27) que

πpxq “ γpxq ´ pγ ˝ V ˝Nqpxq

y consecuentemente δpxq “ πpxq ´ Ppxq “ 0. Es decir, x P α1pSq.

Rećıprocamente, sea x P α1pSq y escribamos Cr0, T s “ kerpγq ‘ Impγq “

kerpγq ‘ kerpLq. El operador Vγ :“ V ´ γ ˝ V es un inverso a derecha de L
con rango en Zγ :“ kerpγq. Luego la ecuación Lpxq “ Npxq es equivalente a
x “ γpxq ` pVγ ˝Nqpxq. O sea

x “ γpxq ` pV ˝Nqpxq ´ pγ ˝ V ˝Nqpxq. (5.28)

Más aún, sabemos a partir de la Proposición (5.3.1) que

x “ πpxq ` pV ˝Nqpxq

y aplicando π deducimos que pπ ˝ V ˝ Nqpxq “ 0. Combinado con (5.28),
esto implica que

x “ γpxq ` rpπ ´ γq ˝ V ˝N spxq ` pV ˝Nqpxq

y por ende x P fppKγq.

A continuación, consideremos la homotoṕıa Hλ “ λK ` p1 ´ λqKγ con
λ P r0, 1s. Es claro que Hλ “ Kγ̃ para γ̃ “ λπ` p1´λqγ, que es también un
proyector. Luego, fppHλq “ α1pSq, que no se interseca con BU1; entonce el
grado está bien definido a lo largo de la homotoṕıa y

dLSLSpI ´Kγ , U1, 0q “ dLSLSpI ´K,U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.



5.4. APLICACIONES 89

Un operador diferente puede ser obtenido simplemente observando que,
si Lpxq “ Npxq, entonces x satisface las condiciones de borde si y solo si
Npxq “ 0, donde φ denota el promedio de una función continua φ, es decir

φ :“ 1
T

şT
0 φptqdt. Esto motiva la definición de

K3pxq :“ x` TNpxq ` V rNpxq ´Npxqs ´ V rNpxq ´Npxqs,

que claramente es compacto y es un operador de punto fijo.

Corolario 5.4.1. En la situación anterior,

dLSLSpI ´K3, U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.

Demostración. Sea K4pxq :“ x ` TNpxq ` V pNpxqq ´ V pNpxqq, entonces
K4 “ Kγ para el proyector γpxq :“ x. Entonces K4 es un operador de punto
fijo y

dLSLSpI ´K4, U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.

A continuación, consideremos la homotoṕıa

Hλpxq “ x` TNpxq ` V
´

Npxq ´ λNpxq

¯

´ V
´

Npxq ´ λNpxq

¯

,

que también es un operador de punto fijo para λ P r0, 1s. Como antes,
concluimos que Hλ es admisible y H0 “ K4, donde

dLSLSpI ´K3, U1, 0q “ dLSLSpI ´K4, U1, 0q “ dBBpI ´ P,U2, 0q.

Este último operador está estrechamente relacionado con la descompo-
sición de Lyapunov-Schmidt estándar para el problema x1ptq “ fpt, xptqq in
CT , que puede ser expresado como

NTx “ 0, x´ x “ Ṽ pNTx´NTxq

donde NT : CT Ñ CT está dado como antes por NT pxqptq :“ fpt, xptqq y el
operador lineal Ṽ está definido, para φ P CT tal que φ “ 0, como la única
solución x P C1

T tal que x1 “ φ y x “ 0. Es decir, el problema se puede
escribir equivalentemente como

x “ x` TNT pxq ` Ṽ pNTx´NTxq :“ K5pxq.

Para poder probar el principio de afinidad para este operador, resulta ser
conveniente observar que

K5pxq “ K3

`

x|r0,T s

˘
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extendido de manera T -periódica a R. Más aún, podemos definir

S̃ :“ tx P CT : x is a solution of (5.13)u “ fppK5q

recordando que S es el conjunto de soluciones de (5.13)-(5.14) en X “

Cr0, T s.

Proposición 5.4.1. Sean Ũ Ă CT y U Ă Cr0, T s abierto acotados tales que

BŨ X S̃ “ H y BU X S “ H.

Para x P CT ,

x P Ũ X S̃ ðñ x|r0,T s P U X S.

Entonces

dLSLSpI ´K3, U, 0q “ dLSLSpI ´K5, Ũ , 0q.

Demostración. Sea X0 “ kerpδq “ tx P Cr0, T s : xp0q “ xpT qu, luego
ImpK3q Ă X0. A partir de las propiedades del grado,sabemos que

dLSLSpI ´K3, U, 0q “ dLSLSppI ´K3q|X0 , U XX0, 0q.

Luego, definamos π̃ : CT Ñ X0 como la restricción y ĩ : X0 Ñ CT como la
extensión T -periódica. Entonces el resultado es una consecuencia directa de
la Proposición (5.2.1) y el hecho de que K5 “ ĩ ˝K3 ˝ π̃.

Consideremos ahora el operador de punto fijo definido de la siguiente
manera. Para un η ‰ 0 arbitrario, sea Kη : CT Ñ CT dado por Kηpxq “ y,
donde x es la solución T -periódica única del problema

y1ptq ` ηyptq “ fpt, xptqq ` ηxptq.

Para poder analizar la afinidad con respecto a los operadores anteriores, con-
sideremos para empezar el caso η ą 0 y tomemos nuevamente la homotoṕıa
lineal

Hλpxq :“ λKηpxq ` p1 ´ λqK5pxq.

Supongamos que x “ Hλpxq. Luego tomando promedio obtenemos

x “ λ

„

x`
NTx

η

ȷ

` p1 ´ λqrx` TNTxs

es decir

0 “ p1 ´ λqTNT pxq ` λ
NT pxq

η
,



5.4. APLICACIONES 91

donde NTx “ 0. Tomando y “ Kηpxq, concluimos que

x1 “ NT pxq ` ληpx´ yq

y
y1 “ NT pxq ` ηpx´ yq.

Entonces,
px´ yq1 “ pλ´ 1qpx´ yq.

Cuando λ ă 1, el hecho de que x ´ y P CT implica x “ y y por ende
x1 “ NT pxq; por otro lado, el caso λ “ 1 corresponde a un punto fijo de Kη,
entonces deducimos también que x1 “ NT pxq. En consecuencia, x es una
solución y Kη es homotópico a K5, siempre que no haya soluciones en BŨ .

Supongamos ahora que η ă 0, Podemos definir

K̂5pxq :“ x´ TNT pxq ` K̃pNT pxq ´NTxq

y se sigue exactamente como antes que Kη es homotópico a K̂5. Más aún,
si definimos K̂3 cambiando el signo del término TNT pxq en K3 y tomamos
U y Ũ como antes, entonces

degLSpI ´ K̂5, Ũ , 0q “ degLSpI ´ K̂3, U, 0q.

Luego, observemos que se obtiene un análogo del Corolario (5.4.1) para K̂3

si tomamos, en el diagrama original,

π̂kerpLqpxq “ xpT q, δ̂pxq “ xp0q ´ xpT q,

V̂ pxqptq “ ´

ż T

t
xpsqds, µ̂pxT qptq “ Φ̂pt, xT q,

donde Φ̂pt, Aq está definido como la solución única de la ecuación tal que
Φ̂pT,Aq “ A. Entonces π̂pxq “ xp0q y

K̂pxqptq “ xp0q ´

ż T

t
fps, xpsqqds,

mientras que
K̂1pxqptq “ Φ̂pt, xp0qq.

Luego, el resultado abstracto implica que, si se satisface la hipótesis de
corazón común, entonces el grado de I´K̂1 coincide con el grado de I´K̂2,
donde

K̂2pAq “ pµ̂ ˝ π̂q “ Φ̂p0, Aq.

En otras palabras, K2 puede ser identificado con la inversa P̂ del operador
de Poincaré; entonces, el cálculo del grado se sigue del siguiente lema:
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Lema 5.4.4. Sea Ω Ă Rn abierto acotado tal que P no tiene puntos fijos
en BΩ. Luego

degBpI ´ P̂ , P pΩq, 0q “ p´1qn degBpI ´ P,Ω, 0q.

Demostración. Alcanza con observar que P y P̂ tienen los mismos puntos
fijos y, por las propiedades del grado de Brouwer, podemos asumir que 0 es
un valor regular de I ´P . Como el grado sobre bolas pequeñas coincide con
el grado de la linealización , solo necesitamos probar que

degBpI ´ PL, Brp0q, 0q “ p´1qn degBpI ´ P̂L, PLpBrp0qq, 0q,

donde PL es el operador de Poincaré asociado al sistema lineal x1ptq “

Bptqxptq, con B una matriz T -periódica tal que PL no tiene puntos fijos
no triviales. Sea Mptq la matriz fundamental del sistema x1 “ Bx tal que
Mp0q “ I. Entonces PLpx0q “ MpT qx0, y podemos calcular el grado de
I ´ PL simplemente como

degBpI ´ PL, Brp0q, 0q “ sgnpdetpI ´MpT qqq.

Por otro lado,

degBpI ´ P̂L, PLpBrp0qq, 0q “ sgnpdetpI ´MpT q´1qq

“ p´1qnsgndetpMpT q´1qsgnpdetpI ´MpT qqq.

Luego, el resultado se obtiene del hecho de que Mptq es inversible para todo
t y, por continuidad,

sgnpdetpMpT qq “ sgnpdetpMp0qq “ 1.

Resumiendo, hemos establecido:

Proposición 5.4.2. Sea U y Ũ como antes, entonces

degLSpI ´Kη, Ũ , 0q “ sgnpηqn degLSpI ´K3, U, 0q.

5.4.2. Ecuaciones de segundo orden con condiciones de Di-
richlet

Consideremos el problema

x2 “fpt, xptqq (5.29)

xp0q “ xp1q “ 0, (5.30)

donde f : r0, T s ˆRn Ñ Rn es continua y Lipschitz en x con constante l. Un
diagrama para esta ecuación seŕıa
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X “ C1r0, 1s y Lx :“ x2 está definido en dompLq “ C2r0, T s.

N : X Ñ X es el operador de Nemitskii Npxqptq :“ fpt, xptqq.

kerpLq “ txptq “ ta` b : a P Rn, b P Rnu – Rn ˆ Rn.

Z “ tx P C1r0, 1s : xp0q “ x1p0q “ 0u.

V xptq “
şt
0

şr
0 xpsqdsdr.

Ppxq “ tx1p0q ` xp0q – px1p0q, xp0qq.

δpxq “ txp1q ` xp0q – pxp1q, xp0qq

En este contexto, podemos definir µpta ` bq como la solución única de
(5.29) con condición inicial xp0q “ b, x1p0q “ a. Está claro que µ está bien
definido y es compacto.

El lema que presentamos a continuación es una consecuencia directa de
la desigualdad de Gronwall:

Lema 5.4.5. Supongamos que u P Cr0, 1s satisface

0 ď uptq ď c2V puqptq @t P r0, 1s. (5.31)

Entonces u ” 0.

Demostración. Alcanza con observar que V puqptq “
şt
0pt´squpsqds y aplicar

el lema de Gronwall estándar.

Como consecuencia, obtenemos que el diagrama anterior satisface pJq.
En efecto, si para algún η ě 0 tenemos que

xptq ´ yptq “ η

ż t

0

ż r

0
rfps, xpsqq ´ fps, ypsqqs dsdr,

entonces

|xptq ´ yptq| ď ηl

ż t

0

ż r

0
|xpsq ´ ypsq|dsdr

y podemos aplicar el lema (5.4.5) .
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Lema 5.4.6. π “ P ` δ es sobreyectiva.

Demostración. Por definición, πpxq “ trxp1q ` x1p0qs ` 2xp0q. Dado yptq “

ta` b, entonces xptq “ t2
`

a´ b
2

˘

` b
2 satisface πpxq “ y.

En el contexto anterior, consideremos el diagrama B asociado a (5.29)-
(5.30) supongamos que los abiertos acotados U1 Ă Cr0, T s y U2 Ă kerpLq

tiene corazón común con respecto a B. En la situación del Teorema (5.3.1),
tenemos que

Kpxqptq “ trxp1q ` x1p0qs ` 2xp0q `

ż t

0

ż r

0
fps, xpsqqdsdr,

K2pta` bq “ pπ ˝ µqpta` bq

y se sigue que

dLSLSpI ´K,U1, 0q “ dLSBpI ´K2, U2, 0q.

Observemos que la forma expĺıcita de K2 es

K2pta` bq “ pπ ˝ µqpta` bq “ trxp1q ` x1p0qs ` 2xp0q “ trxp1q ` as ` 2b,

donde x “ µpta ` bq es la solución unica de la ecuación tal que xp0q “ b y
x1p0q “ a. Más aún, observemos que si ta`b P kerpLq es un punto fijo de K2

entonces b “ 0. Luego, podemos definir W :“ tta : a P Rnu y observar que
K2pW q Ă W . Por las propiedades del grado de Brouwer, podemos suponer
que 0 es un valor regular de I ´K2, Entonces

degBpI ´K2, U2, 0q “
ÿ

taPS2

sgnpdetpI ´DK2ptaqqq

donde S2 :“ tta P U2 : K2ptaq “ tau. Un cálculo simple nos muestra que
DK2ptaq puede ser identificado con la matriz en R2nˆ2n dada por

ˆ

DaΦ
1p1, 0, aq ` In DbΦ

1p1, 0, aq

0 2In

˙

donde In P Rnˆn denota la matriz identidad y Φ1p¨, b, aq :“ µpta ` bq es la
primera coordenada asociada con el flujo, es decir, Φpt, b, aq “ pxptq, x1ptqq

es la solución con xp0q “ b, x1p0q “ a. Esto implica que

sgnpdetpI ´DK2ptaqqq “ sgn
`

det
`

DaΦ
1p1, 0, aq

˘˘

.

A continuación, consideremos el operador de shooting s : Rn Ñ Rn dado
por spaq :“ Φ1p1, 0, aq. Luego tomando el isomorfismo φ : ta ÞÑ a está claro
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que los ceros de s en φpU2q coinciden con los elementos de φpS2q. Más aún,
Dspaq “ DaΦ

1p1, 0, aq, y por tanto obtenemos:

degps, φpU2q, 0q “
ÿ

aPφpS2q

sgn
`

det
`

DaΦ
1p1, 0, aq

˘˘

.

En resumen, tenemos:

Proposición 5.4.3. En la situación anterior,

degBps, φpU2q, 0q “ degBpI ´K2, U2, 0q.

Observación 5.4.2. A partir de las propiedades del grado podŕıamos dar
una demostración alternativa de la siguiente manera. Tomemos, como antes,
W “ tat : a P Rnu y consideremos las función g : kerpLq Ñ W dado por
gpta` bq “ tpa´ Spaqq. Entonces

degBpI ´ g, U2, 0q “ degBppI ´ gq|W , U2 XW, 0q.

Como pI ´ gqptaq “ tSpaq, es claro que el grado anterior coincide con
degBpS, φpU2q, 0q. Por otro lado, observemos que

pI ´K2qpta` bq “ ´ptΦ1p1, b, aq ` bq

y por ende

degBpI ´K2, U2, 0q “ p´1q2n degBpF,U2, 0q “ degBpF,U2, 0q,

donde F pta` bq :“ tΦ1p1, b, aq ` b. Entonces, alcanza con verificar que F y
I ´ g son homotópicos. A este fin, supongamos que

λF pta` bq ` p1 ´ λqptSpaq ` bq “ 0,

entonces
λΦ1p1, a, bq ` p1 ´ λqSpaq “ 0 and b “ 0.

Luego, recordemos que Φ1p1, a, 0q “ Spaq; entonces, concluimos que Spaq “

0 y se sigue de las hipótesis que ta R BU2.

En la sección 5.5 consideraremos más ejemplos de operadores de punto
fijo afines para este problema.

5.4.3. Un problema eĺıptico con condiciones no locales

Consideremos el sistema eĺıptico dado por

∆upxq “ fpx, upxqq x P Ω (5.32)
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con condición no local

u|BΩ “ constant,

ż

BΩ

Bu

Bν
dS “ 0. (5.33)

Aqúı, Ω Ă Rd es un dominio suave y acotado, f : Ω ˆ Rn Ñ Rn es suave y
tomamos

X :“ tu P C1,αpΩq : u|BΩ “ constantu,

Y “ CαpΩq

para algún α P p0, 1q;

L : D Ñ Y dada por Lu :“ ∆u, con D :“ X X C2,αpΩq;

Npuqpxq :“ fpx, upxqq

y V : CαpΩq Ñ D definida por V φ :“ u, la solución única del problema

∆u “ φ, u|BΩ “ 0.

Está claro que kerpLq es el conjunto de funciones constante, que identificare-
mos con Rn, y también podemos considerar

Ppuq :“ u|BΩ

y

δpuq :“

ż

BΩ

Bu

Bν
dS.

Para poder definir µ como antes, vamos a asumir la siguiente condición de
monotońıa

xfpx, vq ´ fpx, uq, v ´ uy ě ´κ|u´ v|2 (5.34)

con κ ă λ
pDq

1 , el primer autovalor de ´∆ para las condiciones de Dirichlet.
Entonces µ : Rn Ñ D está definido por µpcq :“ uc, la solución única de
(5.32) tal que u|BΩ “ c. El hecho de que µ está bien definido es conocido,
y puede ser visto como uno de los resultados que podemos englobar bajo
la frase “unicidad implica existencia”. En efecto, si u y v son soluciones de
(5.32) tales que u “ v en BΩ, entonces

x∆pu´ vq, u´ vy|x “ xfp¨, uq ´ fp¨, vq, u´ vy|x ě ´κ|upxq ´ vpxq|2;

y por ende,
ż

Ω
|∇pu´ vqpxq|2 dx ď κ}u´ v}2L2

y a partir de la desigualdad de Poincaré se sigue que u ” v. Más aún,
escribiendo

∆upxq “ fpx, upxqq ´ fpx, cq ` fpx, cq
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y multiplicando por upxq ´ c se ve que

}∇pu´ cq}2L2 ď κ}u´ c}2L2 ` k}u´ c}L2

para alguna constante k. Esto nos da cotas a priori para la soluciones.
La existencia de uc se sigue de un argumento de truncamiento estándar.
Observemos, más aún, que el mismo cálculo muestra que se satisface pJq: si
u´ v “ ηV pNpuq ´Npvqq, entonces u “ v “ 0 en BΩ y

∆pu´ vqpxq “ ηpfpx, upxqq ´ fpx, vpxqq.

Como antes, se deduce que u ” v.

En este contexto, tenemos que

πpuq “ Ppuq ` δpuq “ u|BΩ `

ż

BΩ

Bu

Bν
dS,

que claramente es sobreyectivo, y

Kpuq “ πpuq ` pV ˝Nqpuq “ v,

donde v es la solución única de (5.32) tal que

v|BΩ “ u|BΩ `

ż

BΩ

Bu

Bν
dS.

Está claro que K es un operador de punto fijo. Más aún, podemos también
calcular K1 “ π ˝ µ : Rn Ñ Rn y K2 “ µ ˝ π : X Ñ X expĺıcitamente como

K1pcq “ c`

ż

BΩ

Buc
Bν

dS,

K2puq “ uπpuq,

esto es, K2puq es la solución única de (5.32) cuyo valor sobre la frontera de Ω
es igual a u|BΩ `

ş

BΩ
Bu
Bν dS. A partir de los resultados anteriores, deducimos:

Proposición 5.4.4. Dados U1 Ă Rn y U2 Ă X son abiertos acotados con
corazón común, entonces

degLSpI ´K2, U2, 0q “ degLSpI ´K,U2, 0q “ degBpI ´K1, U1, 0q.

Al igual que en el ejemplo anterior, se pueden definir varios operadores de
punto fijo distintos; en particular, el que surge de la reducción de Lyapunov-
Schimdt. En primer lugar, observemos que π es un proyector, y entonces
podemos definir el operador de punto fijo Kγ como antes. Luego, tomando
γpuq “ u obtenemos el operador

u` |Ω|Nu` V pNpuqq ´ V pNpuqq
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que, a su vez, es homotópico a

K3puq “ u` |Ω|Nu` V pNpuq ´Nuq ´ V pNpuq ´Nuq.

Finalmente, observemos nuevamente que este último operador es conjugado
con respecto al que define la fórmula, después de D por

dompLq “ C2,αpΩq X δ´1p0q,

que corresponde a la descomposición de Lyapunov-Schmidt y, al igual que
en la sección 5.4.1, podemos llamar K5. En este caso, si consideramos los
operadores Kη : u ÞÑ v, definidos por

∆vpxq ` ηvpxq “ fpx, upxqq ` ηupxq

donde η no es autovalor de ´∆ para las condiciones (5.33), entonces Kη es
linealmente homotópico a K5 cuando η ą 0. Es interesante que la interac-
ción de η con el espectro de ´∆ no es relevante en este caso. Veremos una
explicación intuitiva de este hecho en la sección 5.5 .

5.4.4. Ecuaciones diferenciales con retardo

Consideremos el problema de hallar soluciones periódicas de una ecua-
ción diferencial con delay

x1ptq “ fpt, xptq, xpt´ τqq t ě 0 (5.35)

x0 “ xT (5.36)

donde f : R ˆ Rn ˆ Rn Ñ Rn es continua y Lipschitz en las últimas dos
variables y T -periódica en t, con T ě τ . Usaremos la notación usual, xt P

Cr´τ, 0s para la función definida como xtpsq :“ xps ` tq; entonces, una
solución de (5.35) que satisface (5.36) se extiende a una solución periódica
de (5.35). En este caso, podemos considerar el diagrama Bτ :

S Ă CT

α1pSq Ă Cr0, T s Cr´τ, 0s Ą α2pSq

µ

π

α1 α2

donde
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CT :“ tx P CpR,Rnq : xpt` T q “ xptqu.

S Ă CT es el subconjunto de soluciones T -periódicas de (5.35).

α1 denota la restricción al intervalo r0, T s.

α2 denota la restricción al intervalo r´τ, 0s, es decir α2pxq :“ x0.

πpxq :“ xT

µ̃pyq es la solución de (5.35) con condición inicial x0 “ y, definida en
r´τ, T s y µpyq :“ µ̃pyq|r0,T s

Es facil verificar que µ es compacta y π es lineal y continua. Más aún,
observemos que es un inverso a derecha para i : Cr´τ, 0s Ñ Cr0, T s dado
por

ipyqptq “ IrT´τ,T sptqypt´ T q ` Ir0,T´τqptqyp´τq

donde I es la función indicadora.

Afirmamos que el diagrama, restringido a S, α1pSq y α2pSq, es conmuta-
tivo. En efecto, para x P S observamos que pπ ˝α1qpxq “ xT . Como x P CT ,
se sigue que xT “ x0 y por ende pπ ˝ α1qpxq “ α2pxq. Por otro lado, pµ ˝

α2qpxq “ µpx0q, que define la solución única de (5.35) con condición inicial
x0, restringido a r0, T s. En otras palabras, pµ ˝ α2qpxq “ x|r0,T s “ α1pxq.

Luego, consideremos el diagrama Bτ dado por

S Ă CT

S1 Ă U1 Ă Cr0, T s Cr´τ, 0s Ą U2 Ą S2
i, µ

π

α1 α2

K1 K2

donde

i está definido como antes.

K1 “ µ ˝ π y K2 “ µ ˝ π.
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Ui tienen corazón común con respecto a Bτ .

Lema 5.4.7. Kτ es un diagrama de Krasnoselskii.

Demostración. Ya sabemos que i es una inversa a derecha de π; entonces,
solo nos queda verificar que K1 y K2 son operadores de punto fijo. Sea x P S.
Entonces

K1pα1pxqq “ µpπ ˝ α1pxqq “ µpxT q “ µpx0q “ x|r0,T s “ α1pxq.

Rećıprocamente, sea x̂ P fppK1q, es decir, x̂ “ pµ˝πqpx̂q “ µpx̂T q. Evaluando
en t “ 0 obtenemos

x̂p0q “ µpx̂T qp0q “ x̂T p0q “ x̂pT q.

Consideremos ahora la función x : r´τ, T s definida por x|r´τ,0s “ x̂T y
x|p0,T s “ x̂. Como x̂p0q “ x̂pT q, deducimos que x es continua. Más aún,
sobre r0, T s tenemos que x “ x̂ “ µpx̂T q, que es la restricción de la solución
única y de (5.35) que satisface y0 “ x̂T “ x0. Concluimos que x “ y y, como
x0 “ xT , se sigue que x puede ser extendida periódicamente a una solución
de (5.35), es decir, x P S y α1pxq “ x̂.

Respecto a K2, procedemos de una manera análoga. Sea x P S, luego

K2pα2pxqq “ pπ ˝ µqpxT q “ πpµpx0qq “ πpx|r0,T sq “ xT “ x0 “ α2pxq.

Rećıprocamente, sea y P fppK2q, es decir y “ pπ ˝ µqpyq. Sea ỹ la solución
única de (5.35) tal que ỹ0 “ y. Entonces y “ πpµpyqq “ ỹT . Esto implica
que ỹ se extiende periódicamente a un elemento ỹ P S y y “ α2pỹq.

Como en la sección 5.4.1, obtendremos un principio de afinidad entre K1 y
K2. Observemos que K2 corresponde nuevamente al operador de Poincaré
P aunque, a diferencia del caso sin delay, ahora P está definido sobre un
espacio de dimensión infinita Cr´τ, 0s.

Corolario 5.4.2.

dLSLSpI ´K1, U1, 0q “ dLSLSpI ´ P,U2, 0q

A continuación, analizaremos el operador K : Cr0, T s Ñ Cr0, T s dado
por

Kpxqptq “ xpT q `

ż t

0
fpu, xpuq, xprpuqqqdu,

donde rpuq “:

#

u´ τ ` T if 0 ď u ă τ

u´ τ if τ ď u ď T.

Observemos que K está bien definido, a pesar de que r no es continua.
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Lema 5.4.8. K es un operador de punto fijo para Bτ

Demostración. Sea x P S, entonces x1ptq “ fpt, xptq, xpt ´ τqq para todo
t P R, es decir

xptq “ xp0q `

ż t

0
fpu, xpuq, xpu´ τqqdu

y, como x P CT , se sigue que x|r0,T s “ α1pxq es un punto fijo de K.

Rećıprocamente, si x̂ P fppKq, entonces claramente x̂pT q “ x̂p0q. Más
aún, si

xptq :“ Ir´τ,0sptqx̂T ptq ` Ir0,T sptqx̂ptq,

entonces x0 “ x̂T “ xT y xprpuqq “ xpu´τq para u P r0, T s. Como x̂ “ Kpx̂q,
para t P r0, T s se sigue que

xptq “ x̂ptq “ x̂pT q`

ż t

0
fpu, x̂puq, x̂prpuqqdu “ xpT q`

ż t

0
fpu, xpuq, xpu´τqqdu.

Luego, x puede ser extendida a una solución T -periódica de (5.35) y por
ende x̂ P α1pSq.

Teorema 5.4.1.

dLSLSpI ´K,U1, 0q “ dLSLSpI ´K2, U2, 0q

Demostración. A partir del corolario anterior, alcanza con verificar que
dLSLSpI ´K,U1, 0q “ dLSLSpI ´K1, U1, 0q. A este fin, consideremos nueva-
mente la homotoṕıa lineal Hλ “ λK` p1´λqK1 con λ P r0, 1s. Supongamos
que x̂ P U1 es un punto fijo de Hλ. Entonces

x̂ptq “ λ

ˆ

x̂pT q `

ż t

0
fpu, x̂puq, x̂prpuqqqdu

˙

` p1 ´ λqpµ ˝ πqpx̂qptq.

Evaluando en t “ 0 obtenemos x̂p0q “ x̂pT q. Al igual que en teorema ante-
rior, sea x :“ x̂T Ir´τ,0q ` x̂Ir0,T s P Cr´τ, T s. Luego

xptq “ λ

ˆ

xpT q `

ż t

0
fpu, xpuq, xpu´ τqdu

˙

` p1 ´ λqµ̃pxT qptq (5.37)

para todo t P r0, T s y x0 “ xT . Ahora, consideremos y “ µ̃pxT q. Entonces

y1ptq “ fpt, yptq, ypt´ τqq, @t P r0, T s (5.38)

y0 “ x0 (5.39)
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Más aún, a partir de (5.37), obtenemos

x1ptq “ λfpt, xptq, xpt´ τqq ` p1 ´ λqfpt, yptq, ypt´ τqq. (5.40)

Como y es una solución de la última ecuación y y0 “ x0, se sigue de la
unicidad que y “ x.

Observación 5.4.3. Como antes, usando el lema de Gronwall se sigue, de
modo más general, que se satisface la condición pJq.

Como conclusión, deducimos que x, extendida periódicamente a R, perte-
nece a S y α1pxq “ x̂. Más aún, como α1pSq X BpU1q “ H concluimos
que x̂ P U1; luego, Hλ no tiene puntos fijos en BU1 lo cual concluye el
resultado.

Otros operadores de punto fijo en Cr0, T s y CT

Por conveniencia notacional, definimos

V pxqptq “

ż t

0
xpsqds

Nrpxqptq :“ fpt, xptq, xprptqq

con r como antes, y observamos que, a pesar de que Nrpxq no es una función
continua, el operador K6 : Cr0, T s Ñ Cr0, T s dado por

K6pxqptq :“ x` TNrpxq ` V pNrpxqqptq ´ V pNrpxqq

está bien definido y es compacto. Del mismo modo, podemos definir los
operadores K7 : Cr0, T s Ñ Cr0, T s y K8 : CT Ñ CT dados por

K7pxqptq :“ x` TNrpxq ` V pNrpxq ´Nrpxqqptq ´ V pNrpxq ´Nrpxqq

K8pxqptq :“ x` TNpxq ` V pNpxq ´Npxqqptq ´ V pNpxq ´Npxqq.

Estos operadores son análogos, respectivamente, a los operadores K4, K3 y
K5 de la sección 5.4.1. La demostración del siguiente resultado se deja para
el lector.

Proposición 5.4.5. K6,K7 y K8 son operadores de punto fijo y

degLSpI ´K6, U, 0q “ degLSpI ´K7, U, 0q “ degLSpI ´K8, Ũ , 0q

siempre y cuando los abiertos acotados U Ă Cr0, T s y Ũ Ă CT tengan
corazón común.
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5.5. Comentarios finales y preguntas abiertas

1. En la sección 5.4.1, podemos obtener una demostración alternativa
de la proposición (5.4.2) para el caso η ă 0. Observemos en primer
lugar que podemos obtener un análogo del corolario (5.4.1) para K̂3 si
tomamos, en el diagrama original,

π̂kerpLqpxq “ xpT q, δ̂pxq “ xp0q ´ xpT q,

V̂ pxqptq “ ´

ż T

t
xpsqds, µ̂pxT qptq “ Φ̂pt, xT q,

donde Φ̂pt, Aq está definido como la solución única de la ecuación tal
que Φ̂pT,Aq “ A. Luego π̂pxq “ xp0q y

K̂pxqptq “ xp0q ´

ż T

t
fps, xpsqqds,

mientras que

K̂1pxqptq “ Φ̂pt, xp0qq.

El resultado abstracto implica que, si asumimos abiertos con corazón
común, el grado de I ´ K̂1 coincide don el grado de I ´ K̂2, donde

K̂2pAq “ pµ̂ ˝ π̂qpAq “ Φ̂p0, Aq.

En otras palabras, K̂2 puede identificarse con el inverso del operador
de Poincaré; el cómputo del grado se sigue del siguiente lema:

Lema 5.5.1. Sea Ω Ă Rn un abierto acotado tal que P no tiene puntos
fijos en BΩ. Entonces

degBpI ´ P̂ , P pΩq, 0q “ p´1qn degBpI ´ P,Ω, 0q.

Demostración. Gracias a las propiedades de escisión y producto del
grado, se sigue que

degBpI ´ P̂ , P pΩq, 0q “ degBpI ´ P̂ , P pΩq X Ω, 0q

“ degBpP̂ pP ´ Iq, P pΩq X Ω, 0q “ degBpP ´ I, P pΩq X Ω, 0q

p´1qn degBpI ´ P, P pΩq X Ω, 0q “ p´1qn degBpI ´ P,Ω, 0q.
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Vale la pena mencionar que en el contexto de la teoŕıa de coincidencia
de grado, es conocido que si vale

x1 ‰ λNT pxq, x P BŨ , λ P p0, 1s, (5.41)

entonces
degLSpI ´K5, Ũ , 0q “ degBpϕ, Ũ X Rn, 0q

y
degLSpI ´ K̂5, Ũ , 0q “ degBp´ϕ, Ũ X Rn, 0q

donde ϕ : Rn Ñ Rn está dado por

ϕpxq :“ ´TNT pxq.

En otras palabras, cuando se satisface (5.41), tomando U, Ũ Ă CT
como en la proposición (5.4.2), podemos ver de manera directa que

degLSpI ´K5, Ũ , 0q “ p´1qn degLSpI ´ K̂5, U, 0q.

2. Con respecto al problema con condiciones de tipo Dirichlet de la Sec-
ción 5.4.2, cabe realizar varios comentarios. Por empezar, observe-mos
que la forma expĺıcita del operador K2 es

K2pta`bq “ pπ ˝µqpta`bq “ trxp1q `x1p0qs `2xp0q “ trxp1q `as `2b,

donde x “ µpta` bq “ Φ1p¨, b, aq. En particular, si K2pta` bq “ ta` b,
entonces b “ 0: o sea, los puntos fijos de K2 pertenecen al subespacio
W “ tta : a P Rnu Ă kerpLq. Más aún, K2pW q Ă W . Esto nos permite
un cálculo directo del grado. Las propiedades del grado de Brouwer y
el teorema de Sard, nos permiten asumir que 0 es un valor regular de
I ´K2. Luego

degBpI ´K2, U2, 0q “
ÿ

taPS2

sgnpdetpI ´DK2ptaqqq

donde S2 :“ tta P U2 : K2ptaq “ tau. Es inmediato ver que DK2ptaq

puede identificarse con la matriz en R2nˆ2n dada por
ˆ

DaΦ
1p1, 0, aq ` In DbΦ

1p1, 0, aq

0 2In

˙

donde In P Rnˆn denota la matriz identidad. Esto implica que

sgnpdetpI ´DK2ptaqqq “ sgn
`

det
`

DaΦ
1p1, 0, aq

˘˘

.

Más aún, considerando el isomorfismo φ|W : ta ÞÑ a es claro que
los ceros de s en φpU2q coinciden con los elementos de φpS2q. Como
Dspaq “ DaΦ

1p1, 0, aq, concluimos que

degps, φpU2q, 0q “
ÿ

aPφpS2q

sgn
`

det
`

DaΦ
1p1, 0, aq

˘˘

de donde el resultado se sigue.
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3. Con respecto también a la sección 5.4.2, podemos obtener más opera-
dores de punto fijo de la siguiente manera. En primer lugar, inspira-
dos en la proposición 5.2.1, podemos definir un operador K̃ como el
conjuga-do de la función g definido en la demostración de la proposi-
ción 5.4.3. Con esto en mente, definamos ĩ : W Ñ C1r0, 1s dado por
ĩptaq :“ µptaq “ Φ1p¨, 0, aq y π̃ : C1r0, 1s Ñ W dado por π̃pxq :“ tx1p0q.
Entonces π̃ ˝ ĩ “ idW y, de acuerdo a la definición gptaq :“ tpa´Spaqq,
podemos calcular K̃ “ ĩ ˝ g ˝ π̃ para obtener:

K̃pxq “ Φ1p¨, 0, x1p0q ´ Spx1p0qqq.

Es interesante observar que K̃ y K :“ π`V ˝N satisfacen el principio
de afinidad, a pesar de no ser linealmente homotópicos. Lo mismo
sucede con el operador K1 “ µ ˝ π, dado por

K1pxq “ µrtpxp1q ` x1p0qq ` 2xp0qs.

En efecto, la igualdad x “ λK1pxq ` p1 ´ λqK̃pxq implica que xp0q “

2λxp0q, pero no necesariamente podemos concluir que xp0q “ 0 cuando
λ “ 1

2 .

Más generalmente,una familia de operadores afines a todos los an-
teriores puede obtenerse si consideramos la aplicación δθ :“ θ ˝ δ,
donde θ : kerpLq Ñ kerpLq es un isomorfismo arbitrario que preser-
va orientación. Es sabido que θ y la identidad pertenecen a la mis-
ma componente conexa del grupo GLpkerpLqq. Luego, podemos definir
πλ :“ πkerpLq `hpλq ˝ δ, donde h : r0, 1s Ñ GLpkerpLqq es continua con
hp0q “ I y hp1q “ θ. Observemos que πλ no necesariamente es suryec-
tivo. Sin embargo el correspondiente Kλ es un operador de punto fijo:
si x “ Kλpxq, entonces Lpxq “ Npxq; más aún, aplicando πkerpLqpxq se
sigue que hpλqpδpxqq “ 0 y, en consecuencia, δpxq “ 0. Si tomáramos
un elemento θ P GLpkerpLqq que no preserva orientación, entonces co-
rresponde a la misma componente conexa que δ̂pxq “ ´txp1q ` xp0q y
por lo tanto degpI ´K2pθq, U2, 0q “ p´1qn degpS, φpU2q, 0q.

Es claro que podemos reemplazar el proyector πkerpLq por otro, aunque
la aplicación del lema de conjugación depende de la existencia de µ.
Por otro lado, tenemos una familia de operadores de punto fijo de
naturaleza distinta si consideramos Kη : x ÞÑ y, donde y es la solución
única de

y2ptq ` ηyptq “ fpt, xptqq ` ηxptq, yp0q “ yp1q “ 0

y η no es autovalor de ´L para las condiciones de tipo Dirichlet. En
ese caso, el grado de I´Kη dependerá de la posición relativa de η con
respecto al espectro de ´L; esta situación será abordada en futuros
trabajos.
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4. Análogamente, en la sección 5.4.3, definimos Kη asumiendo que ´η
no pertenece al espectro de ´∆ bajo las condiciones no locales (5.33).
En este caso el grado de I ´Kη depende solo del signo de η: mas pre-
cisamente, siguiendo las ideas de la sección 5.4.1 puede demostrarse
que el grado de I ´ Kη coincide con el de I ´ K5, multiplicado por
sgnpηqn. Para η ą 0, ya hemos observado que Kη es homotópico con
K5; cuando η ă 0, podemos pensar en la siguiente explicación intuiti-
va. Asumamos por simplicidad que d “ 1 (es decir, el caso ODE), que
se corresponde con el problema de segundo orden 2π-periódico cuan-
do Ω “ p0, 2πq, Con esto en mente,consideremos el problema lineal
autónomo

u2ptq “ Auptq

con A P Rnˆn y supongamos que no existen soluciones T -periódicas
no triviales. Si definimos como antes la aplicación u ÞÑ v dada por
resolver la ecuación

v2 ` ηv “ Au` ηu,

entonces pI ´ Kηqpuq “ u ´ v se calcula en términos de la expansión
de Fourier u dada por

u “ a0 `
ÿ

nPN
rcospntqan ` sinpntqbns

y resulta

pI ´Kηqpuq “

ˆ

I ´
A

η

˙

a0 `
ÿ

nPN

ˆ

ηI ´A

η ´ n2

˙

rcospntqan ` sinpntqbns.

Por ende el subespacio Sn :“ spantcospntq, sinpntqu es invariante y,más
aún, la matriz asociada a pI ´Kηq|Sn es

Mn “

˜

ηI´A
η´n2 0

0 ηI´A
η´n2

¸

y satisface sgnpdetpMnqq ą 0. Es decir, el cálculo del grado depende

solamente del signo de det
´

I ´ A
η

¯

.



Caṕıtulo 6

Lazer-Leach revisitado

En este caṕıtulo se presentan resultados que fueron publicados en [3].

6.1. Introducción

El problema de hallar soluciones periódicas a ecuaciones diferenciales no
lineales en resonancia ha sido ampliamente estudiado. El primer ejemplo que
podemos considerar es el siguiente

Oscilador armónico Llamamos oscilador armónico a una función es-
calar xptq que satisface

x2 `m2x “ 0.

para algún m P N. El conjunto de soluciones continuas de esta ecuación es
S “ gentcospmtq, senpmtqu, que resulta ser un subespacio dentro de CpTq.
Este tipo de ecuaciones aparece naturalmente en f́ısica para modelar com-
portamientos oscilatorios en sistemas autónomos. Una manera de modelar
una fuerza externa influyendo en un sistema f́ısico es agregarle un término
pptq que modele dicha fuerza

x2 `m2x “ pptq. (6.1)

Supongamos que p es 2π periódica. Quisiéramos saber si la ecuación ad-
mite soluciones 2π-periódicas. Sea L “ dompLq Ă CpTq Ñ CpTq, dada por
Lpxq “ x2`m2x. Hallar soluciones periódicas de (6.1) es equivalente a hallar
x P CpTq tal que

Lpxq “ p. (6.2)

La ecuación (6.2) solución si y solo si p P impLq. Si consideramos CpTq como
un subespacio lineal de L2pTq, podemos verificar que impLq “ kerpLqK X
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CpTq, donde ”K”significa ortogonal respecto del producto interno de L2pTq.
Por lo tanto, el sistema tiene soluciones si y solo si Prppq “ 0 donde Pr es
la proyección ortogonal sobre kerpLq.

En una serie de trabajos, [37] [38], Lazer y Leach estudiaron una perturba-
ción no lineal de la ecuación anterior.

x2 `m2x` gpxq “ pptq. (6.3)

Ecuaciones de este tipo también son conocidas como (6.3) ecuaciones de
Duffing en resonancia. En [38], se prueba que ciertas hipótesis sobre las
funciones g y p y garantizan la existencia de soluciones 2π-periódicas a (6.3).
Espećıficamente, se piden la siguientes hipótesis:

[L-L] La función g P CpRq es no constante, existen los ĺımites gp`8q y
gp´8q, y p P CpTq satisface la condición

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
pptqe´imt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

π
|gp`8q ´ gp´8q| . (6.4)

Esta última desigualdad se conoce en la literatura como condición de
Lazer-Leach. Observemos que el término izquierdo es |p̂pmq| donde p̂pmq

es el coeficiente m-ésimo de la serie de Fourier compleja. Como |p̂pmq| es
la norma L2 de Prppq y como kerpLq ‘ impLq nos da una descomposición
ortogonal de CpTq, podemos interpretar |p̂pmq| como la distancia L2 de p a
impLq. Luego la condición (6.4) nos dice que la no linealidad de la ecuación
permite ampliar el conjunto de funciones p para las cuales el sistema tiene
solución periódica, a una franja (en sentido de la norma L2) alrededor de la
imagen de L.

Antes de presentar el marco mas general para nuestros resultados, vale
la pena repasar la demostración del resultado de Lazer-Leach usando teoŕıa
de grado con la notación e ideas que usaremos en el teorema mas general.

Teorema 6.1.1. Supongamos que se cumple [L-L]. Entonces la ecuación
(6.3) admite solución 2π-periódica.

Para facilitar la demostración, establezcamos primero notación y algunos
lemas.

Sea L : C2pTq Ñ CpTq el operador lineal no acotado Lpuq “ u2`m2u. Su
núcleo es kerpLq “ gentcospmtq, senpmtqu. Sea S “ tu P kerpLq, }u}L2 “ 1u.
Usando identidades trigonométricas vemos que todo elemento de u P S es
de la forma:

uptq “
?
2 cospmt´ αq.



6.1. INTRODUCCIÓN 109

Consideremos la inmersión de CpTq en L2pTq y sea Pr : L2pTq Ñ kerpLq

la proyección ortogonal. Es fácil ver que impLq Ă kerpLqK. Como L es
Fredholm de ı́ndice 0, tenemos que impLq tiene que ser kerpLqK X CpTq.

Sea G : CpTq Ñ CpTq, Gpuq “ g ˝ u. La ecuación anterior puede llevarse
a la forma

Lpuq ` Gpuq “ p. (6.5)

Diremos que g es la no-linealidad en el espacio de fases y que G es su operador
de Nyemistki asociado. Nos referiremos a p como el término no homogéneo.

Dado s ą 0 definimos Gspuqptq :“ Gpsuptqq. Definimos el G8puqptq como

G8puqptq :“ ĺım
sÑ`8

Gspuqptq,

para los valores de t P T para los cuales el ĺımite existe.

Lema 6.1.1. Supongamos que g P CpRq es acotada y con ĺımites en el
infinito. Para u P CpTq y 0 ă s ď 8 vale que Gs : CpTq Ñ L2pTq y

G8puqptq “ gp`8qIuą0ptq ` gp´8qIuă0ptq ` gp0qIu“0ptq.

La demostración de este lema es trivial. Para 0 ă s ď 8 , definimos

Γs : CpTq Ñ kerpLq Γs “ Pr ˝Gs.

Dado w P S, definimos Gs : CpTq Ñ R como

Gswpuq :“ xGspuq;wyL2 .

Para s “ 1 omitimos el supeŕındice.

Lema 6.1.2. Consideremos una sucesión yn “ ξn ` vn P kerpLq ‘ impLq,
donde ξn P S son tales que ξn Ñ ξ P S, }vn}8 Ñ 0. Sean w1 “

?
2 cospmtq

y w2 “
?
2senpmtq y sn P R tales que sn Ñ `8. Entonces

Gsnwi
pynq

nÑ8
ÝÝÝÑ G8

wi
pξq i “ 1, 2

Demostración. Esta demostración involucra un cálculo preciso de los valores
de las integrales que definen xGspuq;wyL2 . Para ver los detalles, consultar
[38].

Lema 6.1.3. Sean w1 “
?
2 cospmtq y w2 “

?
2senpmtq. Los siguientes

ĺımites son uniformes en S:

Gswi
puq

sÑ8
ÝÝÝÑ G8

wi
puq (6.6)
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}Γspuq ´ Γ8puq}L2
sÑ8
ÝÝÝÑ 0 (6.7)

}Γspuq ´ Γ8puq}8
sÑ8
ÝÝÝÑ 0 (6.8)

Demostración. Para (6.6), supongamos que el ĺımite no es uniforme. Enton-
ces existe ε0 ą 0, sn P R y un P S tales que

ˇ

ˇGsnwi
puq ´ G8

wi
puq

ˇ

ˇ ě ε0.

Como S es compacto, podemos tomar una subsucesión de un que renombra-
mos ξn tal que ξn Ñ ξ P S. El lema (6.1.2) nos da una contradicción. Es
inmediato a partir de (6.6) que

}Γspuq ´ Γ8puq}L2 Ñ 0,

uniformemente en S, ya que

}PrpGspuqq}L2 “

b

`

Gsw1
puq

˘2
`

`

Gswi
puq

˘2
.

La continuidad del proyector P en norma L2 y la equivalencia de normas en
el núcleo nos (6.8).

Lema 6.1.4. Sea p P L2pTq, entonces }Prppq}L2 “

ˇ

ˇ

ˇ

1
2π

ş2π
0 pptqe´imtdt

ˇ

ˇ

ˇ
. En

particular dado u P kerpLqzt0u, u “
?
2 cospmt´ αq, tenemos que

}Γ8puq}L2 “
1

π
|gp`8q ´ gp´8q|.

Supongamos que valen las condiciones [L-L]. Entonces para R suficiente-
mente grande,

degpΓ8, BR X kerpLq, p0q ‰ 0

Ahora śı estamos en condiciones de demostrar el teorema.

Demostración. Sea K un inverso a derecha compacto de L. Consideremos la
homotoṕıa de Lyapunov-Schmidt asociada al diagrama

Hpλ, uq “ u´ Prpuq ` Prpp´ Gpuqq ` λKrp´ Gpuq ´ Prpp´ Gpuqqs

Para λ “ 1 obtenemos un operador de punto fijo para la ecuación (6.5). Para
λ “ 0, tenemos que H0puq :“ Hp0, uq “ 0 si y solo si u P kerpLq y cumple

p0 “ PrpGpuqq (6.9)
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En particular,
}p0}L2 “ }PrpGpuqq}L2 . (6.10)

Observemos que el lema (6.1.1) nos da que }Γ8puq}L2 es constante en kerpLqzt0u.
La condición [L-L] es equivalente a

}p0}L2 ă }Γ8puq}L2 , @u P kerpLqzt0u.

Consideremos ε “ }Γ8puq}L2´}p0}L2 . Usando (6.7) del lema (6.1.3) tenemos
que existe un R0 ą 0 tal que @R ą R0 @u P SR,

}Gpuq ´ G8puq}L2 “
›

›GR pu{Rq ´ G8pu{Rq
›

›

L2 ă ε.

Sea SR :“ tu P kerpLq, }u}L2 “ Ru. Luego

}Γ8puq}L2 ´ ε ă }PrpGpuq}L2

para todo u P SR. En particular

}p0}L2 ă }PrpGpuqq}L2 ,

para todo u P SR y por lo tanto, no hay soluciones de (6.9) en SR. Para
R suficientemente grande, razonando como recién, usando el (6.8) tenemos
que para u P kerpLq tal que }u}8 “ R,

}Γpuq ´ G8puq}8 ă ε.

El lema (3.5.1) nos dice que

degpH0, BRq “ degpH0|kerpLq, BR X kerpLqq “ dBpΓ, BR X kerpLq, p0q.

Eligiendo ε de modo de poder usar la continuidad del grado, y usando el
lema (6.1.4), tenemos que

degpH0, BRq “ degpΓ, BR X kerpLq, p0q “ degpΓ8, BR X kerpLq, p0q ‰ 0.

Con respecto a la admisibilidad de la homotoṕıa, observemos que dado
un par pλ, uq P p0, 1s ˆ C tal que Hpλ, uq “ 0 tenemos que la componente
de u en kerpLqK está acotada :

}u´ Pru}8 “ λ}Kpp´ Gpuq ´ Prpp´ Gpuqqq}8

ď cλ}p´ Gpuq ´ Prpp´ Gpuqq}8

ď cλ p}p´ Prppq}8 ` }Gpuq ´ PrpGpuqq}8q

ď η p}g}8 ` }p}8q

para cierto η. Supongamos que existe una familia pλn, unq de ceros de la
homotoṕıa tales que }un} Ñ 8. En particular

Prppq “ PrpGpunqq. (6.11)
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Sea zn “ Prpunq y ṽn “ un ´ Prpunq. Como el conjunto tṽnu es acotado,
entonces }ṽn}8 Ñ 8. Como } }8 y } }L2 son equivalentes en kerpLq, entonces,
sn :“ }ṽn}L2 Ñ 8. Sean,

ξn “
zn

}zn}L2

, vn “
ṽn

}zn}L2

y yn “ ξn ` vn.

Como S es compacto, podemos suponer (pasando a una subsucesión si es
necesario) que ξn Ñ ξ P S. Usando el lema (6.1.2), tenemos que dado ε ą 0
existe n1 P N tal que para todo n ą n1.

}Γpunq ´ Γ8pξq}L2 “ }Γsnpynq ´ Γ8pξq}L2 ă ε.

Usando el lema (6.1.4) concluimos que para n suficientemente grande, }Γpunq}L2

es aproximadamente 1
π |gp`8q ´ gp´8q|. La condición [L-L] se contradice

con (6.11) y por lo tanto los ceros de la homotoṕıa son acotados. Si tomamos
un R suficientemente grande, tenemos que la homotoṕıa es admisible en BR
y el grado degpH0, BRq ‰ 0. Luego degpH1, BRq ‰ 0 , por lo que hay un
cero de H1 en BR y por ende existe solución de (6.3) en CpTq.

El teorema de Lazer y Leach fue extendido ampliamente a varias situacio-
nes. Por ejemplo, a sistemas, ecuaciones con retardos, etc. Todos estos casos
pueden ser englobados bajo el abanico de las ecuaciones funcionales. Muchas
de estas extensiones tienen versiones análogas o mas débiles de las hipótesis
del resultado original. Por ejemplo, al pasar a sistemas, el espacio de fases
pasa a ser Rk y la no-linealidad g va de Rk en śı mismo. Podemos gene-
ralizar la existencia de ĺımites asintóticos en el caso escalar a la existencia
de ĺımites radiales. Sin embargo esto puede resultar muy restrictivo, y otras
opciones son consideradas en la literatura, como por ejemplo, trabajar con
ĺımites en ciertas direcciones, reemplazar los ĺımites por ĺımites superiores,
etc. Otra particularidad del resultado de Lazer y Leach, es que las hipótesis
sobre la función g (que actúa en el espacio de fases de la ecuación), se trasla-
dan bien a condiciones sobre el operador de Nyemistki G asociado. Muchas
extensiones de L-L son factibles si se piden hipótesis directamente sobre el
comportamiento de G. Luego, para aplicarlo a una ecuación en particular,
habŕıa que ver si la no linealidad en el espacio de fases g, implica dichas
hipótesis para G.

El objetivo de este trabajo es presentar un marco muy amplio que unifica
todas estas extensiones en un teorema abstracto, inspirado en los métodos e
ideas presentados en [5]. Esto requiere de caracterizar la clase de ecuaciones
funcionales para la cual nuestro resultado se aplica, y dar versiones genera-
les de las hipótesis para esta clase de ecuaciones. Nuestras hipótesis estarán
dadas sobre el operador de G, pero presentaremos algunas condiciones sobre
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g que las implican como discutimos en el párrafo anterior. También exten-
deremos la no linealidad de la ecuación, agregando términos que dependan
de u de forma funcional.

6.2. Ejemplos y extensiones

Antes de presentar el marco abstracto, daremos una serie de ejemplos
motivadores.

Ejemplo 6.2.1. En [5], se encuentran soluciones 2π-periódicas u : R Ñ RN ,
para sistemas de segundo orden de tamaño N de la forma

u2ptq `m2uptq ` gpuq “ pptq, (6.12)

Las condiciones que garantizan la existencia de solución nuevamente tienen
que ver con el comportamiento asintótico de g. A su vez, se necesita que la
proyección de gpuq ´ p sobre el núcleo del operador lineal u ÞÑ u2 ` m2u
cumpla cierta propiedad topológica.

Ejemplo 6.2.2. Otra generalización posible es introducir retardos tempo-
rales. Por ejemplo, tenemos en (6.13) se hallan soluciones a la ecuación

u2ptq `m2uptq ` gpupt´ τqq “ pptq (6.13)

donde τ P r0, 2πq, asumiendo una condición similar a (6.4). Observemos que
el término retardado en (6.13), se halla en la parte no lineal de la ecuación.

Ejemplo 6.2.3. Otro ejemplo, es la ecuación de Gompertz con retardo

N 1ptq “ ´αNptq logpK{Npt´ τqq (6.14)

donde Nptq es la densidad de una población celular autolimitante, α es una
constante positiva y K ą 0 es una constante conocida como la capacidad
de carga del ambiente. El cambio de variables u “ logN nos da la ecuación
lineal

u1ptq “ αupt´ τq ` p (6.15)

con p “ ´α logK. Observemos ahora que el término retardado puede in-
cluirse en la parte lineal de la ecuación, i.e., Lu “ u1 ´ αupt´ τq.

En [26], se estudia esta ecuación agregando no linealidades no acotadas.

Podemos extender la ecuación de Gompertz (6.15), a un sistema de pri-
mer orden, de la forma

#

u1
1ptq ` a1u1ptq ` b1u1pt´ τ1q ` g1pu1pt´ τ1q, u2pt´ τ2qq “ pptq

u1
2ptq ` a2u2ptq ` b2u2pt´ τ2q ` g2pt, u1t, u2tq “ 0

(6.16)
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con p periódica. En este sistema tenemos retardos temporales tanto en la
parte lineal de la ecuación, i.e.,

L

ˆ

u1
u2

˙

“

ˆ

u1
1ptq ` a1u1ptq ` b1u1pt´ τ1q

u1
2ptq ` a2u2ptq ` b2u2pt´ τ2q

˙

como en la no lineal,

N
ˆ

u1
u2

˙

“

ˆ

g1pu1pt´ τ1q, u2pt´ τ2qq

g2pt, u1t, u2tq

˙

En [4] hallan soluciones periódicas a este sistema, asumiendo (6.4) y las
condiciones de resonancia: |a1| ă |b1| y b1e

imτ1 “ ´a1 ´ im donde m :“
a

b21 ´ a21 P N. Usamos la notación ut para referirnos al segmento de la
función dado por utpθq “ upt ` θq. La función g2 es continua definida g2 :
R ˆ Cr´τ1, 0s ˆ Cr´τ2, 0s Ñ R.

6.2.1. Retardos distribuidos

Todos los ejemplos anteriores pueden ser llevados a sistemas de primer
orden con el método usual. Luego, podemos dar la siguiente formulación que
incluye a los ejemplos anteriores y a retardos distribuidos:

u1ptq `

ż 0

´τ
dλpsqups` tq ` g

ˆ
ż 0

´τ
dψpsqups` tq

˙

` hpt, utq “ pptq. (6.17)

donde u : R Ñ RN , g : Rn Ñ Rn , h : R ˆ Cpr´τ, 0s,Rnq Ñ Rn y λ y ψ son
matices de N ˆN de medidas regulares con signo en el intervalo r´τ, 0s, es
decir λ, ψ P Mpr´τ, 0sqNˆN . A modo de ejemplo, para la ecuación (6.15),
tomando τ “ máxtτ1, τ2u tenemos que

λ “

ˆ

a1δ0 ` b1δτ1 0
0 a2δ0 ` b2δτ2

˙

(6.18)

donde, como siempre, δs es la medida unitaria puntual concentrada en s
(delta de Dirac). La matriz ψ puede tomarse de varias maneras, por ejemplo,

ψ “

ˆ

δτ1 0
0 δτ2

˙

. (6.19)

Para ψ aśı definida, tenemos que gpx, yq “ pg1px, yq, 0q. Finalmente, el
resto de la no linealidad queda capturado por la h, es decir, hpt, utq “

p0, g2pt, u1t, u2tqq, y el término no homogéneo es pp, 0q.
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6.3. Marco general

En esta sección presentaremos la clase de ecuaciones mas general para
la cual formularemos nuestro teorema.

6.3.1. Ecuación general

Sean C :“ CpT,Rnq y Ck :“ CkpT,Rnq. La clase de ecuaciones con la
que vamos a trabajar es de la forma

P pBqpuq ` Λ ˚ u` g ˝ pΨ ˚ uq ` hpt, uq “ pptq, (6.20)

donde p P C, Λ,Ψ P LpC,RN q y g P CpRN ,RN q, h P CpTˆC,RN q acotadas.
El operador P pBq : Cm Ñ C es un polinomio diferencial, dado por

P pBqpuq “

m
ÿ

k“0

Aku
pkq

donde Aj P RNˆN con Am inversible y upkq “ dku
pdtqk

.

Observemos que h depende funcionalmente de la u. Incluye como caso
particular funciones que para cada t P T dependen de u|rt´τ,ts para algún
retardo τ . Enfaticemos la distinción entre la parte lineal y la no lineal de
(6.20), escribiendo (6.20) de la forma

Lpuq ` N puq “ p. (6.21)

El operador L : Ck Ñ C de la parte lineal, dado por

Lpuq “ P pBqpuq ` Λ ˚ u,

es no acotado. El operador no lineal N : C Ñ C está dado por

N puqptq “ gppΨ ˚ uqptqq ` hpt, uq. (6.22)

Llamemos G y H a los operadores asociados a los dos sumandos de (6.22),
es decir N “ G ` H. Nos referiremos a p como el término no homogéneo de
la ecuación.

6.3.2. Término lineal

Nos interesa hacer un diagrama de Liapunov-Schmidt asociado a la ecua-
ción. Como ya vimos en el lema (2.4.2), L es un operador de Fredholm de
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ı́ndice 0 con inversa a derecha compacta. Observemos que dada la base
canónica teju de CN , podemos definir una base ortogonal de L2pT,CN q da-
da por las funciones Θk,j tales que Θk,jptq “ eiktej , con k P Z y 1 ď j ď N .
Los espacios eiktCN están en suma directa. Además, dado v P CN , tenemos
que

Lpeiktvq “ P pBqpeiktvq ` Λ ˚ eiktv.

Es inmediato verificar que ambos sumandos del lado derecho se mantienen
en eiktCN . Luego, L es invariante en los subespacios eiktCN . Podemos repre-
sentar L cada uno de estos subespacios por las matrices Lk P CNˆN tales
que

Lpeiktvq “ eiktLkv.

En particular tenemos que dada u P Cm, para todo k P Z,

zLpuqpkq “ Lkûpkq

Mas espećıficamente, las matrices Lk están dadas por Lk “ zP pBqpkq `
pΛ̃pkq

donde

zP pBqpkq “ P p´ikq “

m
ÿ

j“0

p´ikqjAk

y las matrices pΛ̃pkq resultan iguales a Λ̂pkq y son acotadas.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 6.3.1. El conjunto K “ tk P Z{ kerpLkq ‰ t0uu es finito. Más aún,
dados los subespacios Vk “ kerpLkq, tenemos que u P kerpLq si y solo si

u “
ÿ

kPK
eitkvk, (6.23)

donde vk P Vk.

Demostración. Supongamos que existen xk tales que Lkxk “ 0 y }x} “ 1
para todo k P Z. Es decir que

rP p´ikq ` Λpkqsxk “ 0, (6.24)

para todo k P Z. Recordemos que la matriz Am es inversible. Luego, existe
una constante C ą 0 tal que }Amx} ě C}x}. En particular

}P p´ikqxk} ě km

«

C ´

m´1
ÿ

j“0

1

km´j
}Aj}

ff

,

con lo cual }P p´ikqxk} Ñ 8. Las matrices Λ̂pkq tienen norma acotada uni-
formemente en k, y por lo tanto }Λ̂pkqxk} es acotado. Llegamos a un absurdo.
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Luego, solo puede haber finitos k para los cuales (6.24) tiene solución. Para
la segunda afirmación basta con considerar la extensión de L al espacio de
distribuciones:

L : DN Ñ DN .

Una distribución φ P kerpLq si y solo si Lkφ̂pkq “ 0 en CN para todo k P Z.
Luego, los elementos del núcleo de L pueden representarse como en (6.23),
y como K es finito, esos elementos resultan estar en el dominio de L. Por
lo tanto los elementos del núcleo de L son exactamente los de la forma
(6.23).

6.3.3. El término no lineal

Recordemos que Gpuq “ g ˝ pψ ˚ uq. Dado s ą 0, definimos, como en el
caso de Lazer-Leach,

Gs : C Ñ C, Gspuqptq “ Gpsuptqq (6.25)

para s ą 0. En algunos casos, se puede definir la versión asintótica del
operador de G dada por G8 : C Ñ L2pT,Rnq,

G8puqptq :“ ĺım
sÑ`8

Gspuqptq. (6.26)

donde el ĺımite es para todo t P T salvo aquellos donde ψ ˚ uptq “ 0. En
esos casos es posible definir Γ8 : kerpLq Ñ kerpLq dado por Γ8 “ Pr ˝G8.
Por ejemplo, en el contexto del teorema (6.1.1). Sin embargo, esta condición
puede resultar muy restrictiva. Sea S la esfera unitaria de kerpLq para la
norma L2, i.e. S “ tu P kerpLq, }u}L2 “ 1u. Dado w P S , u P CpT,RN q y
s ą 0, definimos

Gswpuq :“ xGspuq;wyL2 P R.

Por tratarse de valores escalares, siempre podemos tomar ĺımite inferior
respecto de s y toma valores finitos, ya que g es acotada. Esto nos permite
definir G8

w : CpT,RN q Ñ R, dado por

G8
w puq “ ĺım inf

sÑ8
Gswpuq.

6.3.4. Hipótesis del teorema principal

Con respecto al término lineal, vamos a pedir la siguiente condición:

[(L1)] kerpL˚
kq “ kerpLkq para todo k P K.
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Esta condición es suficiente para garantizar que impLq Ă kerpLqKen sen-
tido de L2pT,RN q. Como ya vimos que L es Fredholm de ı́ndice 0, concluimos
que

kerpLq ‘ impLq “ C. (6.27)

Nuestras hipótesis sobre N , inspirada en [5], son las siguientes:

[(N1)] Ĺımites asintóticos por regiones: Hay una familia tpGj , wjqu

con j “ 1, . . . ,M tal que tGju cubren S y wj P S. Sean Gsj puq :“ Gswj
puq,

0 ă s ď 8. Sean yn “ ξn ` vn donde ξn P S tales que ξn Ñ ξ y vn P C tales
que }vn}8 Ñ 0. Supongamos que ξ P Gj0 . Sean sn P R tales que sn Ñ 8.
Entonces

ĺım sup
nÑ`8

Gsnj0 pynq ď G8
j0 pξq. (6.28)

[(N2)] Cota por regiones: Para cada ξ P S, existe j P t1, . . . ,Mu tal
que

xp;wjyL2 ą G8
j pξq ` |h|8.

[(N3)] Condición de grado: Consideremos p0 “ Prppq la proyección
sobre el núcleo de L del término no homogéneo p, y sea

Γ : kerpLq Ñ kerpLq, Γ “ Pr ˝N .

Existe R0 ą 0 tal que dBpΓ, BR, p0q ‰ 0 para todo R ě R0.

Observación 6.3.1. 1. La condición [(N1)] garantiza que para ξ P Uj
existe el ĺımite ĺımsÑ`8 Gsjpξq. En efecto, si consideramos una sucesión
sn Ñ 8 tal que

ĺım inf
sÑ`8

Gsj pξq “ ĺım inf
nÑ`8

Gsnj pξq,

alcanza con aplicar [(N1)] a la sucesión ξn “ ξ para concluir que

ĺım sup
nÑ`8

Gsnj pξq ď ĺım inf
nÑ`8

Gsnj pξq.

2. Para h ı 0, obtener una caracterización de Γ puede ser dif́ıcil, pero,
como veremos mas adelante, para algunos sistemas con h ı 0 ese
calculo es innecesario si h no interactúa con kerL, de un modo que
precisaremos en Section (6.6.1).

Las condiciones (N1)–(N3) se ven engorrosas pero a la vez son muy gene-
rales. En algunos casos, son fáciles de verificar como veremos más adelante.
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6.4. Teorema principal

Nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 6.4.1. Sean L y N como en (6.21) y p P C. Supongamos que las
hipótesis (L1) y (N1)–(N3) se cumplen. Entonces la ecuación Lpuq`N puq “

p tiene una solución.

Demostración. Consideremos la homotoṕıa de Lyapunov-Schmidt asociada
a esta ecuación

Hpλ, uq “ u´ Prpuq ` Prpp´ N puqq ` λK
“

p´ N puq ´ Prpp´ N puqq
‰

Veamos que la homotoṕıa es admisible en una bola lo suficientemente grande.
En primer lugar, observemos que si pλ, uq es un cero de la homotoṕıa,

}u´ Prpuq}8 ď }Prpp´ N puqq}8 ` λ}K rp´ N puq ´ Prpp´ N puqqs }8

La continuidad de Pr y K y el hecho de que N es acotado nos garantiza que
}u ´ Prpuq}8 está necesariamente acotado. Supongamos ahora que existen
que pλn, unq P r0, 1s ˆ C ceros de la homotoṕıa tales que }un}8 Ñ `8.
Sea un :“ zn ` ṽn P kerpLq ‘ impLq. La observación anterior nos garantiza
que los términos ṽn están acotados. Razonando como en la demostración del
teorema (6.1.1), tenemos que sn “ }zn}L2 Ñ `8 y definimos

ξn :“
zn

}zn}L2

, vn :“
ṽn

}zn}L2

.

Observemos que ξn P S y como los ṽn son acotados, entonces }vn}8 Ñ 0.
Pasando a una subsucesión de ser necesario, podemos suponer que ξn Ñ ξ,
donde ξ P Gj0 para cierto j0. Sean

yn :“ ξn ` vn.

Como un “ snyn, tenemos que Gj0punq “ Gj0psnynq “ ĺım supnÑ`8 Gsnj0 pynq.
Usando (N1) tenemos que,

ĺım sup
nÑ`8

Gj0punq “ ĺım sup
nÑ`8

Gsnj0 pynq ď G8
j0 pξq

Por (L1) tenemos que kerL “ kerL˚, con lo cual L˚pωjq “ 0 para todo j.
Luego, tenemos la siguientes identidades

0 “ xun;L
˚pwjqyL2 “ xLpunq ; wjyL2 “ xp´ N punq;wjyL2 . (6.29)

y por ende xp;wjyL2 “ xN punq, wjyL2 para todo todo j “ 1, ...,M y n P N.
En particular

xp;wj0yL2 “ ĺım sup
nÑ`8

xN punq, wj0yL2 (6.30)
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La ecuación (6.29) implica que

xp;wj0yL2 “ ĺım sup
nÑ`8

pxGpunq;wj0yL2 ` xHpunq;wj0yL2q

ď ĺım sup
nÑ8

Gsnj0 pynq ` |h|8

ď G8
j0 pξq ` |h|8

(6.31)

lo cual contradice (N2). En conclusión, paraR ąą 0, tal que la bolaBRp0q de
C contenga en su interior a los ceros de la homotoṕıa, tenemos queHpλ, uq es
admisible en BRp0q. En particular, si tomamos el operador H0puq “ Hp0, uq,
tenemos que el par pH0, BRq es admisible. Además, como ya vimos en (3.5.1),

degpH0, BRq “ degpH0|kerpLq, BR X kerpLqq “ degpΓ, BR X kerpLq, p0q.

Si tomamos R suficientemente grande para que se cumpla (N3), tenemos
que degpH0, BRq ‰ 0 y (3.5.1) nos da el resultado.

6.5. Corolarios del Teorema

A continuación veamos algunos ejemplos en los que nuestro teorema
principal se aplica

6.5.1. Landesman-Lazer

Consideremos un caso particular de la ecuación (6.20):

u1 ` g ˝ u “ p (6.32)

con g P CpRN ,RN q, y p P CpT,RN q. Como Lpuq “ u1, tenemos que kerpLq

puede identificarse con RN , y por lo tanto S “ SN´1. La proyección orto-
gonal sobre kerpLq es el promedio Prpuq “ u. Además, observemos que L
cumple con la condición [(L1)].

Supongamos que valen las siguientes condiciones.

[(R1)] Existe g8 P CpSN´1,Rnq dada por

g8pvq “ ĺım
sÑ`8

gpsvq.

donde el ĺımite es uniforme en SN´1.

[(R2)] p R g8pSN´1q.

[(R3)] degpg8, SN´1, pq ‰ 0
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Proposición 6.5.1. Las condiciones [(R1)], [(R2)] y [(R3)] implican [(N1)],
[(N2)] y [(N3)].

Demostración. Veamos que (R1) implica (N1). Observemos que si ξ P kerpLq,

G8pξq “ ĺım inf
sÑ8

gpsξq “ g8pξq.

Consideremos yn “ ξn`vn y sn como en (N1), con ξn Ñ ξ. Como }yn´ξ}8 Ñ

0,
ĺım
nÑ8

gpsnynptqq “ g8pξq

uniformemente en T. En particular, dado cualquier w P S Ă RN , vale que

ĺım sup
nÑ8

Gsnw pynq “ ĺım
nÑ8

xgpsnynptqq;wyL2 “ xg8pξq;wyL2 “ G8
w pξq.

Dada twiu
n
i“1 una base de RN , consideremos los conjuntos

Ui “ tu P S | xg8puq´p;wiyRN ą 0u Vi “ tu P S | xg8puq´p;wiyRN ă 0u.

La continuidad de g8 y la condición [(R2)] implican que es un cubrimien-
to por abiertos de S. Tomando los pares pUi,´wiq y pVi, wiq se verifica la
condición [(N2)]. Es fácil verificar que [(R3)] implica [(N3)].

6.5.2. Condiciones de tipo Nirenberg

.

Consideremos la ecuación (6.20), con h ” 0. Supongamos que se cumplen
(L1), (R1) y las siguientes condiciones:

[(L2)] Ψ̂pkq es invariante e inversible en kerpLkq para todo k P K.

Extendamos g8 a RN usando la misma expresión para v ‰ 0 y g8p0q “

gp0q. Observemos que gs Ñ g8 uniformemente sobre cualquier compacto
B Ă RNzt0u. Definimos Gs para 0 ă s ď 8 como en (6.25) y (6.26).
Tenemos que

G8 : C Ñ L2pT,RN q, G8puq “ g8 ˝ pΨ ˚ uq.

y podemos definir Γs “ Pr ˝Gs, 0 ă s ď 8. Recordemos además que llama-
mos p0 “ Prppq. Sea B

[(R2’)] Dado B “ tw P kerpLq, }w} ď 1u, la terna pΓ8pwq, B, p0q es
admisible y

degpΓ8, B, p0q ‰ 0.
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Teorema 6.5.1. Las condiciones (L1),(L2),(R1) y (R2’) implican (N1)–
(N3).

Recordemos que kerpLq está dado por funciones vectoriales cuyas coorde-
nadas son polinomios trigonométricos. Vamos a enunciar un corolario del Le-
ma de Nazarov-Turan de la teoŕıa de aproximación. Para la versión original
ver [51].

Lema 6.5.1. Sea A Ă kerpLqzt0u un conjunto compacto. Dado w P A y
δ ą 0, consideremos Ωδ,w “ tt P T, }wptq}RN ă δu. Luego, dado ε ą 0 existe
un δ ą 0 tal que µpΩδ,wq ă ε para todo w P A.

Demostración. Veamos primero la condición (N1). Consideremos yn “ ξn `

vn , y sn Ñ `8 como en (N1). Observemos que como Ψ̃ es continua en C,
tenemos que }Ψ ˚ yn ´ Ψ ˚ ξ}8 Ñ 0. Como pedimos (L3), Ψ̃ es invariante
en kerpLq e inversible. Luego tenemos que A :“ Ψ̃pSq Ă kerpLqzt0u es un
compacto. El lema (6.5.1) nos dice que dado ε ą 0, existe δ0 ą 0 tal que
µpΩδ0,wq ă ε donde la cota es uniforme para w P A. Sean wn :“ Ψ ˚ yn y
w :“ Ψ ˚ ξ P A, y Ωδ,n “ tt P T, }wnptq} ă δu. Como }wn ´ w}8 Ñ 0
podemos elegir δ1 ą 0 y n1 P N, tales que

Ω :“ Ωδ1,w Y
ď

nąn1

Ωδ1,n Ă Ωδ0,w

En particular µpΩq ă ε. Además tenemos que t P TzΩ si y solo si }wnptq} ě

δ1 para todo n ą n1 y }wptq} ě δ1. Sea B Ă RNzt0u un compacto que
contenga a wnptq y wptq para todo t P TzΩ. Por la convergencia uniforme
gs Ñ g8 en B, tenemos que existe s0 ą 0 tal que para s ą s0, }gspvq ´

g8pvq} ă ε para todo v P B. En particular

}gpswnptqq ´ g8pwptqq} ă ε, @t P TzΩ

Sea Jnptq :“ }gpsnwnptqq ´ g8pwptqq}. Sea n2 ą n1 tal que sn ą s0 para
n ą n2. Tenemos la siguiente acotación para todo n ą n2:

}Gsnpynq ´ G8pξq}2L2 “
1

2π

«

ż

Ω
Jnptq2dt `

ż

TzΩ
Jnptq2dt

ff

(6.33)

ď
1

2π

“

µpΩq}g}8 ` 2πε2
‰

(6.34)

ď
ε}g}8

2π
` ε2, (6.35)

que es arbitrariamente chico. En particular para cualquier cubrimiento tUju
M
j“1

de S, y uj P S, vale que
Gsnj pynq Ñ G8

j pξq
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que en particular nos da (N1). Para ver que (R2’) implica (N2) procedemos
igual que lo hicimos para ver que (R2) implica (N2) en Landesman-Lazer.
Una cuenta análoga a (6.33)-(6.35) muestra que G8|S : S Ñ L2pT,RN q es
continua. Es decir

}ξn Ñ ξ}8 Ñ 0 ñ }G8pξnq ´ G8pξq}L2 Ñ 0. (6.36)

Veamos ahora que }Gspξq ´ G8pξq}L2
sÑ`8
ÝÝÝÝÑ 0 uniformemente en S. En

efecto, si el ĺımite no fuera uniforme, habŕıa un ε0 ą 0, ξn P S, y sn Ñ `8

tales que
}Gsnpξnq ´ G8pξnq}L2 ě ε0

Pasando a una subsucesión de ser necesario, podemos suponer que ξn Ñ

ξ P S. Luego, llegamos a una contradicción con (N1) y (6.36). Como Pr :
L2pT,RN q Ñ kerpLq es continua en norma L2, tenemos que

}Γspξq ´ Γ8pξq}L2
sÑ`8
ÝÝÝÝÑ 0

uniformemente en S. Dado R ą 0 consideremos SR “ R ¨ S. Como las
normas son equivalentes en kerpLq y Γ8 es invariante radialmente, tenemos
que dado ε ą 0 existe R0 ą 0 tal que para R ą R0,

}Γpuq ´ Γ8puq}8 “

›

›

›

›

ΓR
ˆ

u

}u}L2

˙

´ Γ8

ˆ

u

}u}L2

˙›

›

›

›

8

ă ε

Luego, eligiendo ε apropiadamente, tenemos que para R ą R0, la terna
pΓ, BR X kerpLq, p0q es admisible y que

degpΓ, BR X kerpLq, p0q “ degpΓ8, BR X kerpLq, p0q “ degpΓ8, B, p0q ‰ 0.

Esto implica (N3) y completa la demostración.

6.5.3. Ĺımites en el infinito

Denotemos por Σ el conjunto de todas lasN -uplas de signos σ “ p˘, . . . ,˘q

y, para σ P Σ y x P RN , escribimos σx “ pσ1x1, . . . , σNxN q donde σj es `

o ´. Similarmente a la condición (R1), formulamos la siguiente condición
para los 2N ĺımites diferentes en el infinito:

(R1’) xwptq; ejy ı 0 para cada w P S, j P t1, . . . , Nu y además, para cada
σ P Σ, los ĺımites

ĺım
σjxjÑ8

j“1,...N

gpσxq “ gpσq (6.37)

existen.
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Suponiendo (R1’), cada componente de w P S, dada por xwptq; ejy, es un
polinomio trigonométrico no trivial de promedio cero. Luego, el conjunto

Sw :“
N
ď

j“1

Sw,j :“
N
ď

j“1

tt P T : wjptq “ 0u (6.38)

es un conjunto de medida 0 (de hecho, Sw es finito). Para σ P Σ, definamos
el conjunto wpσq :“ tt P T : σjwjptq ą 0, j “ 1, . . . , Nu.

Es fácil demostrar que, para w P S arbitrario, la aplicación G8pwq está
dada por G8pwq “

ř

σ gpσq1wpσq . Mas aún, un cálculo sencillo muestra que
Gpwqptq es continua respecto de w para t P TzSw. Para poder corroborar
que en este contexto, (R1’), (R2) y (R3) implican (N1)–(N3), alcanza con
seguir la misma ĺınea de argumentos dados en Sección 6.5.2.

6.6. Más ejemplos y discusión

En esta sección, presentamos ejemplo de ecuaciones y sistemas para los
cuales el Teorema 6.4.1 y sus corolarios se aplican. Para núcleos de mayor
dimensión dimkerL ą 2, dar un calculo expĺıcito de gw y γ puede ser dif́ıcil
y costoso. En pos de la claridad, solo daremos ejemplos con dimkerL “ 2.

6.6.1. Un sistema de tipo Gompertz

Vale la pena observar, que podŕıa suceder que, para cierto h ı 0, que
xhpt, utq; Θk,jyRn “ 0 para todo t P T, u P C, k P K y j P t1, . . . , νku. En ese
caso, la función h no influye en el cálculo del grado de Γ8 o γ. Un ejemplo
de tal situación es el siguiente.

Fijamos τ1, τ2 P r0, 2πq. En [4], se hallan soluciones periódicas del sistema

#

u1
1ptq ` a1u1ptq ` b1upt´ τ1q ` rgpu1pt´ τ1q, u2pt´ τ2qq “ pptq

u1
2ptq ` a2u2ptq ` b2upt´ τ2q ` hpt, ut, vtq “ 0

(6.39)

asumiendo que

(i) rg es continua y acotada, y que los ĺımites

rǵınfp˘8q :“ ĺım inf
uÑ˘8

rgpu, vq, rgsupp˘8q :“ ĺım sup
u˘8

rgpu, vq

existen y son uniformes respecto de v.
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(ii) h : T ˆ C ˆ C Ñ C es continua y acotada.

(iii) a1, b1 y τ1 satisfacen la condición necesaria y suficiente para la reso-
nancia de la primera ecuación en (6.39). Es decir, |a1| ă |b1|, m :“
a

b21 ´ a21 P N y b1e
imτ1 “ ´a1 ´ im.

(iv) a2, b2 y τ2 son tales que a2`b2 ‰ 0 y no satisfacen la condición anterior
de resonancia para la segunda ecuación en (6.39)

(v) |pppmq| ă 1
π máxtrǵınfp`8q ´ rgsupp´8q, rǵınfp´8q ´ rgsupp`8qu.

Aqúı, estamos asumiendo que rgsup “ rǵınf tanto en `8 como en ´8 y que
[L-L] vale para rg. Luego, es posible estudiar sistemas como (6.39) término
lineal y argumentos retardados mas generales. Consideremos el sistema

#

u1
1ptq ` Λ ˚ u` gpΨ ˚ u,Φ ˚ vq “ pptq

u1
2ptq ` Φ ˚ v ` hpt, ut, vtq “ 0.

(6.40)

con Λ,Ψ,Φ P C˚. Supongamos que hay un único m P N tal que im`pλpmq “

0 y im ` pϕp´kq ‰ 0 para todo k P Z. Aqúı pλpkq, pϕpkq y pψpkq denotan la
transformada de Fourier en k P Z de las medidas con signo asociadas a Λ, Φ y
Ψ respectivamente. También necesitamos suponer que | pψp´mq| ‰ 0. Luego,
el término lineal en (6.40) satisface (L1)–(L4) y S “ tp

?
2cospmt´φq, 0qu. Si

tomamos gpu, vq “ prgpuq, 0q entonces está claro que, para w P S, G8pwqptq

es continua para casi todo t P T y {G8pwqpmq “ p 1
πe

ipφ`θΨq|rgp`q ´ rgp´q|, 0q.
Concluimos que el sistema (6.40) tiene solución.

6.6.2. Un sistema débilmente acoplado

Sea gpuq “ prg1pu1q, . . . , rgN puN qq `hpuq con cada gip˘8q P R y |hpuq| Ñ

0 uniformemente a medida que |u| Ñ 8. Luego g no satisface (R1) pero
satisface (N1). En [5], se obtienen soluciones del sistema

u2
j ptq `m2uj ` rgjpujq ` hjpuq “ pjptq j “ 1, . . . , N. (6.41)

bajo la hipótesis

|pppmq| ă
1

π
|rgjp`8q ´ rgjp´8q| j “ 1, . . . , N. (6.42)

Consideremos ahora un sistema mas general

u2
j ptq ` Λ ˚ ujptq ` rgjpΨ ˚ ujptqq ` hjpuq “ pjptq j “ 1, . . . , N. (6.43)
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donde Λ y Ψ son como en la Sección 6.6.1. Si asumimos que (6.42), enton-
ces, el sistema (6.43) tiene solución. Esto puede ser demostrado si obser-
vamos que para R " 1 existe una homotoṕıa admisible entre Γ y T pwq “

pppmq ´ 1
πe

´ipφ`θΨqr|rgjp`8q ´ rgjp´8q|sNj“1 usando la representación wptq “
?
2cospmt´ φ´ θΨq.

6.6.3. Delays Distribuidos

Como ejemplo de una ecuación con núcleo no trivial y retardo distribui-
do, consideremos el problema

u1ptq ` α

ż 0

´τ
βpθqupθ ` tq dθ ` g

ˆ
ż 0

´τ
βpθqupθ ` tq dθ

˙

“ pptq. (6.44)

con τ “ π{m para algún ı́ndice m. Si tomamos α “ m{2 y βpsq como la
distribución uniforme βpsq “ Ir´π{m,0s o si tomamos α “ 4m{π y βpsq como
la función de densidad dada por ´m

2 sinpmxqIr´π{m,0s, obtenemos núcleos no
triviales, las condiciones de (R1) a (R3) también se cumplen y por lo tanto
existe solución periódica a (6.44)



Caṕıtulo 7

Gronwall revisitado

7.1. Introducción

Una de las versiones del lema de Gronwall clásico, dice lo siguiente:

Lema 7.1.1. Sea x P Cra, bs tal que:

xptq ď A`B

ż t

a
xpsqds, @x P I,

con A y B ě 0 constantes.

Entonces:

xptq ď AeBpt´aq, @t P ra; bs.

Este lema es fundamental para demostrar unicidad de solución para el
problema de valores iniciales

x1ptq “ fpt, xptqq (7.1)

xpt0q “ x0. (7.2)

Este problema se enmarca en un tipo mas general de problemas de la forma

Lpxq “ Npxq (7.3)

Ppxq “ x0. (7.4)

127
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Sin embargo, su demostración usa la fórmula de partes, que es muy particular
del operador Lx “ x1. A continuación presentamos una demostración en el
contexto de espacios de Banach con orden parcial que solo se basa en las
propiedades espectrales de un inverso a derecha de L. Concretamente, el
resultado es el siguiente.

Teorema 7.1.1. Sea X un látice de Banach real y K un operador compacto
positivo y sea ρK :“ maxtRepλq, λ P σCpKqu. Entonces, dado s ą ρK vale
que rsI ´Ks´1 es un operador positivo.

La constante ρK es conocida como cota espectral. Antes de dar la demos-
tración veamos como el teorema 7.1.1 implica el lema 7.1.1. Una aplicación
directa del teorema 7.1.1 nos da el siguiente corolario.

Corolario 7.1.1. Sea x P Cpra, bsq, y B ą 0 tal que

xptq ď B

ż t

a
xpsqds (7.5)

para todo t P ra, bs. Entonces xptq ď 0 para todo t P ra, bs.

Demostración. Sea X “ Cra, bs que es un látice de Banach. Sea y K : X Ñ

X dado por Kpxq “
şt
a x. K es positivo y su espectro es σpKq “ t0u. Por lo

tanto LK “ 0. Si llamamos s “ 1
B , podemos reformular la inecuación (7.5)

como

sx´Kpxq ď 0,

es decir

rsI ´Ksx ď 0. (7.6)

Como s ą ρK “ 0, el teorema 7.1.1 nos garantiza que rsI ´ Ks´1 es un
operador positivo. Aplicándolo lado a lado de (7.6) tenemos que x ď 0.

A partir de este corolario, podemos obtener una demostración del lema
7.1.1.

Demostración. Consideramos yptq “ AeBpt´aq. Esta función cumple que
yptq “ A`B

şt
a ypsqds. Entonces z “ x´ y cumple la siguiente desigualdad

zptq ď B

ż t

0
zpsqds

y por lo tanto zptq ď 0. O sea xptq ď yptq.
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7.2. Fórmula integral de la resolvente

A continuación damos las definiciones básicas de integración para el con-
texto de funciones de R en espacios de Banach X.

Definición 7.2.1. Dada una función f : ra, bs Ñ X, decimos que es inte-
grable si existe el ĺımite

ż b

a
fptqdt :“ ĺım

|π|Ñ0

n´1
ÿ

i“0

fpcπi qpti`1 ´ tiq

donde π “ ta “ t0 ă t1 ă ... ă tn “ bu es una partición de malla |π| y
cπi P rti, ti`1s son arbitrarios.

De la definición es inmediato observar que si X es un látice de Banach,
y fptq ě 0 para todo t P ra, bs, entonces

şb
a fptqdt ě 0

Definición 7.2.2. Dado un látice de Banach X, decimos que T : R` Ñ X
es un C0-semigrupo si

1. T p0q “ idX .

2. T ps` tq “ T psqT ptq para todo par t, s ě 0.

3. ĺımtÑ0` }T ptqx´ x} “ 0 para todo x P X.

Decimos además que T es positivo, si T ptq es un operador positivo para todo
t ě 0.

Dado un operador acotado A : X Ñ X es inmediato ver que

TAptq “ etA “

8
ÿ

k“0

tkAk

k!

es un C0-semigrupo. Más aún, si A es positivo, entonces TA es positivo,
aunque el rećıproco de esta afirmación es falso. A continuación presentamos
el siguiente resultado cuya demostración se puede hallar en [52].

Proposición 7.2.1. Sea A : X Ñ X un operador acotado positivo, TA el
C0-semigrupo generado por A y ρA la cota espectral de A. Entonces, para
todo λ tal que Repλq ą ρA vale que

rλI ´As´1pxq “ ĺım
rÑ`8

ż r

0
e´λtTAptqpxqdt

donde la convergencia es en norma de X.
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La demostración del teorema 7.1.1 es un corolario inmediato de la proposi-
ción anterior.

Demostración. ComoK es compacto, en particular es acotado. Luego TKptq “

etK es un C0-semigrupo. Como K es positivo, tenemos que TKptq es positivo,
y por lo tanto, dado x P X, x ě 0, tenemos que para todo s P R tal que
s ą ρK ,

e´stTKptqpxq ě 0, @t ě 0.

Luego,

rsI ´Ks´1pxq “

ż r

0
e´stTKptqpxqdt ě 0.

7.3. Caso general

Llamamos hipótesis H0 a situación descripta por el siguiente diagrama.

donde L : dompLq Ă X Ñ X un operador sobreyectivo tal que tiene una
inversa a derecha compactaK : X Ñ X positiva, con cota espectral ρK ă 8.
Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7.3.1. Supongamos que vale H0 y sea x P X tal que

Lpxq ď Bx (7.7)

Ppxq ď 0 (7.8)

donde BρK ă 1. Entonces x ď 0.

Demostración. Como K es positivo, podemos aplicarlo lado a lado de la
inecuación (7.8) y obtenemos

KpLpxqq ď BKpxq
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El lema 2.4.7 nos dice que KpLpxqq “ x´ Ppxq. O sea que

x ď Ppxq `BKpxq ď BKpxq

Dividiendo por B y reordenando términos, tenemos

“

B´1I ´K
‰

pxq ď 0 (7.9)

Usando el (7.1.1) concluimos que x ď 0.

Observemos que el operador L no requiere ser Fredholm. En el siguiente
ejemplo, veremos una aplicación del teorema donde L tiene nucleo de dimen-
sión infinita.

7.4. Principio del máximo fuerte para ´∆

Sea Ω es un abierto acotado de Rn con frontera suave. Sea X “ CpΩq

con la norma } ¨ }8 y consideremos el operador

∆ : domp∆q Ă X Ñ X

Dentro de ese espacio vamos a considerar como dominio del operador ∆ al
subespacio

domp∆q “ tx P X | x|Ω P C2pΩq y ∆x se extiende de manera continua a BΩu

De esta manera, podemos trabajar con un problema enteramente definido en
X. El núcleo de ∆ son aquellas funciones armónicas en Ω que se extienden de
manera continua a BΩ. Consideremos el subespacio cerrado Z “ tx P CpΩq |

x|BΩ “ 0u. A continuación listamos algunos resultados clásicos vinculados al
operador ∆.

Lema 7.4.1. Sea x P kerp∆q. Entonces

mı́n
uPBΩ

xpuq ď xpvq ď máx
uPBΩ

xpuq

para todo v P Ω.

Corolario 7.4.1. x|BΩ “ 0 implica que x “ 0.

Lema 7.4.2. Sea L “ ´∆|Z . Existe un operador K : X Ñ X tal que:

1. Es compacto.
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2. Es un inverso a derecha de L. Es decir, tal que si z “ Kpxq P Z,
entonces ´∆z “ x.

3. Es positivo. Es decir x ě 0 ñ Kpxq ě 0.

4. σpLq es un conjunto discreto incluido en p0,`8q y σpKq “ tλ´1 : λ P

σp´∆qu Y t0u es un conjunto compacto acotado superiormente.

El operador K puede suele representarse como un operador integral cuyo
núcleo se conoce en la literatura como función de Green.

Estos dos resultados nos permiten concluir lo siguiente.

Proposición 7.4.1. Sea x P domp∆q tal que

´∆pxq ď Bx (7.10)

x|BΩ ď 0 (7.11)

con B ă mı́nσp´∆|Zq. Entonces x ď 0.

Demostración. El lema 7.4.2 nos garantiza que se cumple H0 donde ρK “

pmı́nσp´∆qq´1. Por otro lado, tenemos que Ppxq P kerp∆q satisface que
Ppxq|BΩ “ x|BΩ. El lema 7.4.1 y (7.11) nos garantizan que entonces Ppxq ď 0.
Luego, estamos en condiciones de aplicar el teorema 7.3.1 y eso concluye la
demostración.

7.5. Teorema de unicidad

Definición 7.5.1. Un operador no lineal N : X Ñ X es Lipschitz en el
sentido del látice, si existe una constante C ą 0 tal que

|Npxq ´Npyq| ď C|x´ y|

para todo x, y P X donde el módulo, es el módulo del látice

Teorema 7.5.1. Consideremos la ecuación

Lpxq “ Npxq (7.12)

Ppxq “ φ (7.13)

donde L y P son como en (H0), N es Lipschitz en el sentido del látice con
constante C´1 ą ρK y φ P kerpLq. Entonces si existe solución a (7.12),
dicha solución es única.
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Demostración. Supongamos que tenemos x1 y x2 soluciones de (7.12). Enton-
ces

xi “ φ`K ˝Npxiq

para i “ 1, 2. Luego tenemos que

x1 ´ x2 “ KpNpx1q ´Npx2qq

Tomando módulo lado a lado, y usando la proposición 2.5.2 tenemos que

|x1 ´ x2| ď Kp|Npx1q ´Npx2q|q

usando que N es Lipschitz en el sentido del látice, tenemos que

|x1 ´ x2| ď CKp|x1 ´ x2|q.

Llamando z “ x1 ´ x2 y reordenando los términos, tenemos que

rC´1I ´Kspzq ď 0

y se sigue de (7.1.1) que z ď 0. Pero entonces 0 ď |x1 ´ x2| ď 0 y por ende
x1 “ x2.
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