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Resumen

Esta tesis está basada, principalmente, en las publicaciones [75–77] y se abordan distintos

aspectos de dualidades en Teoŕıa de Cuerdas. La consistencia de Teoŕıa de Cuerdas requiere

un espacio-tiempo de D=10 dimensiones por lo que la conexión con la f́ısica observada implica

abordar la compactificación de las d dimensiones extra (4=D-d). Cuando hay dimensiones

compactas, las cuerdas tienen momento discreto en esas direcciones, como las part́ıculas puntuales.

Pero a diferencia de éstas, también pueden enrollarse alrededor de los ciclos no contráıbles de

la variedad y adquieren aśı un número de enrollamiento. La “Teoŕıa Doble de Campos” (DFT,

por sus siglas en inglés) logra incorporar la simetŕıa de T-dualidad en la Teoŕıa de Campos

introduciendo, además de coordenadas duales al momento, otro conjunto de coordenadas duales

al enrollamiento. Los campos dependen aśı de un conjunto doble de coordenadas que se mezclan

por la acción de O(D,D,R), que contiene al grupo completo de T-dualidad O(d, d,Z). En esta

tesis se introduce la Teoŕıa Doble de Campos, siguiendo lo expuesto en [1,2,80]. Otras referencias

de interés son [3], con una introducción al tema, y [81]. Se estudia la incorporación a DFT de

estados no masivos que no provengan del sector descrito por Gij , Bij y φ basándose en los

trabajos [76, 82]. Para una compactificación genérica con campos de fondo, la cuerda adquiere

nuevos números cuánticos dados por el momento en las direcciones compactas y, dado que se

trata de un objeto extendido unidimensional, por el enrollamiento alrededor de estas direcciones.

En una compactificación toroidal general, el sector no masivo está dado por las excitaciones

correspondientes a Gij , Bij y φ en las direcciones internas con momento y enrollamiento nulos.

Sin embargo, para ciertos valores especiales de los campos de fondo, nuevos estados con momento

y enrollamiento no nulos se incorporan al espectro no masivo, dando lugar a nuevas simetŕıas

de gauge (simetŕıa de gauge “agrandada”). Se trata la incorporación de estos nuevos estados,

la ruptura de simetŕıa de gauge mediante un mecanismo de Higgs y se discute una posible

descripción única que incorpore a todos los grupos de gauge que surgen en una compactificación

en un toro de dimensión arbitraria.

A partir de la relación de DFT con las álgebras L∞ [35–38] y de la similitud entre DFT

y EFT, en esta tesis también se explorará la relación de EFT E7(7) con estas álgebras [77]

aportando nuevos resultados al camino emprendido en [39–42]. Las álgebras L∞, cuyos axiomas

e identidades fueron dados en [43, 44], aparecieron por primera vez en F́ısica en el contexto de

la Teoŕıas de Campos para la cuerda cerrada (CSFT, por sus siglas en inglés) determinando la
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estructura del producto que define las interacciones de la teoŕıa. Luego se encontró que esta

estructura se extend́ıa a un gran conjunto de teoŕıas de campos [45], incluyendo truncaciones

consistentes de CSFT [46], teoŕıas de esṕın alto [47] y teoŕıas de gauge [48–51]. En este contexto,

recientemente se sugirió en [38] que las álgebras L∞ proveen una clasificación de teoŕıas clásicas

de campos. Esta expectativa fue reforzada en ese trabajo por un número considerable de

ejemplos de teoŕıas de campos (teoŕıas de Chern-Simons, gravedad de Einstein, etc.) para las

que se mostró la existencia de esta estructura en las transformaciones de gauge y ecuaciones de

movimiento. En el trabajo [77] se muestra que el sector de gauge de EFT con E7(7) presenta

una estructura L∞. Además, se extienden los resultados de [109], dando condiciones suficientes

para tener una estructura L∞ que involucre a campos y parámetros de gauge.

La dualidad AdS/CFT (o de gauge/gravedad o conjetura de Maldacena) se ha convertido

en un área de investigación independiente que no sólo permite analizar aspectos de la Teoŕıa

de Cuerdas y de gravedad sino que también es importante en el área de materia condensada y

en el estudio de correlaciones en sistemas cuánticos por poner algunos ejemplos. De particular

interés resulta el modelo SL(2,R)-WZW, una teoŕıa conforme que describe la hoja de mundo

de la cuerda propagándose en un campo de fondo AdS3 con una 2-forma de NSNS Bij . Tiene

numerosas aplicaciones f́ısicas en Teoŕıa de Cuerdas [52–61] y en materia condensada [62–64]

y su importancia radica en que resulta uno de los pocos modelos en los que la conjetura de

Maldacena puede ser explorada más allá de la aproximación de supergravedad con completo

control sobre la teoŕıa en la hoja de mundo. En esta tesis se trata el modelo SL(2,R)-WZW

y se estudia la función de correlación de cuatro puntos para estados con flujo espectral no

trivial [75].
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5.1 Compactificación toroidal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

v
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8.1 Definiciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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8.3 Relación con teoŕıas de campos generales I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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Caṕıtulo 1

Introducción

Uno de los principales desaf́ıos de la F́ısica actual es obtener una teoŕıa cuántica de la gravedad

y la Teoŕıa de Cuerdas es una de las candidatas a dar respuesta a este problema. Comenzó

su desarrollo en la década de 1960 con un objetivo totalmente distinto: dar una explicación

para las interacciones nucleares. Sin embargo, luego de la formulación de la cromodinámica

cuántica, que logró dar una descripción satisfactoria para varios aspectos de las interacciones

nucleares, la Teoŕıa de Cuerdas se propuso como una teoŕıa cuántica de la gravedad y no sólo

eso, sino como una teoŕıa unificadora capaz de describir bajo el mismo marco a la gravedad y a

las interacciones del Modelo Estándar. El origen de esta resignificación se basa en la presencia

en el espectro de una part́ıcula no masiva de esṕın 2, que se identifica con el gravitón, part́ıcula

mediadora de la fuerza de gravedad.

El Modelo Estándar es una teoŕıa cuántica de campos basada en el concepto de part́ıcula

puntual y describe exitosamente la f́ısica a la escala de Fermi (10−16cm.). Las interacciones

fuerte y electrodébil están modeladas en términos de grupos de gauge dados por el producto

directo SU(3) × SU(2)L × U(1) y ha sido testeada con un gran nivel de exactitud y a una

enerǵıa de 14 TeV en colisiones de protones en el Large Hadron Collider. Sin embargo, esta

teoŕıa presenta ciertos inconvenientes. Uno de ellos es el problema de las jerarqúıas, esto es, la

gran discrepancia entre ciertos parámetros del modelo, por ejemplo, el amplio rango de masas

de las part́ıculas fundamentales. Dentro del problema de las jerarqúıas también se encuentra la

discrepancia en intensidad entre los efectos gravitatorios y el de las interacciones electrodébiles,

de alrededor de 24 órdenes de magnitud. El principal problema es, sin embargo, la no inclusión

de la gravedad.

Usando argumentos dimensionales, puede mostrarse que las correcciones cuánticas de la

gravedad resultan irrelevantes, es decir que son menos importantes cuanto menor es la enerǵıa.

Es por esto que, desde el punto de vista experimental, su exclusión del Modelo Estándar no

resulta un inconveniente al contrastar con los resultados experimentales obtenidos a bajas

enerǵıas comparadas con la masa de Planck, la escala de la gravedad cuántica. De todos
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modos, seŕıa deseable una teoŕıa capaz de describir por completo las interacciones conocidas a

d́ıa de hoy. Aun descartando este deseo de unificar a todas las interacciones, en la actualidad

se carece de una teoŕıa cuántica de la gravedad.

Es en este contexto que la Teoŕıa de Cuerdas resulta de interés. Su entendimiento ha

evolucionado enormemente desde su primera formulación, con dos grandes revoluciones en su

historia. La primera, en la década de 1980, con el descubrimiento del mecanismo de Green-

Schwarz para la cancelación de anomaĺıas, que permitió la incorporación de los grupos de gauge

SO(32) y E8×E8, y la formulación de la Teoŕıa de Cuerdas heterótica con los mismos grupos de

gauge. La segunda, en la década de 1990, con el descubrimiento de dualidades no perturbativas

entre las distintas Teoŕıa de Cuerdas y la correspondencia entre teoŕıas de gauge y teoŕıas de

cuerdas en un espacio tiempo de Anti de Sitter, conocida como dualidad AdS/CFT.

Dentro del primer grupo de dualidades se tiene, por ejemplo, la dualidad S, que relaciona

ĺımites de acoplamiento fuerte y débil, y la dualidad T, que establece la equivalencia f́ısica entre

Teoŕıas de Cuerdas formuladas sobre campos de fondo que describen geometŕıas diferentes. En

su versión más sencilla, relaciona la f́ısica a una escala muy pequeña con la f́ısica a escala grande:

una cuerda no “distingue” si se está propagando en un espacio tiempo con una dimensión circular

de radio R o 1/R. Otro ejemplo de dualidad es la U-dualidad, que combina a la dualidad T

y a la S. Todas estas dualidades son decisivas para comprender aspectos no-perturbativos de

la Teoŕıa de Cuerdas. En particular, permiten relacionar distintas Teoŕıa de Cuerdas, que

inicialmente fueron propuestas como teoŕıas diferentes y hoy se entienden como desarrollos

perturbativos, conectados entre śı por simetŕıas de una misma teoŕıa subyacente: la Teoŕıa

M. En los últimos años se ha progresado mucho en la construcción de Teoŕıas de Campos

invariantes de dualidad que contienen una descripción efectiva de los estados no-masivos de la

cuerda, incluyendo sus interacciones y propiedades. La naturaleza cuerdista de las dualidades

altera las nociones usuales de geometŕıa, de manera que las teoŕıas efectivas requieren ciertas

estructuras que pareceŕıan no poder obtenerse en una variedad convencional y que no admiten

una descripción geométrica. Este hecho abre una serie de nuevas posibilidades para describir

la f́ısica observable y también conduce a preguntas f́ısico-matemáticas sobre la interpretación

de estas variedades no geométricas.

En particular, la Teoŕıa Doble de Campos (DFT, por sus siglas en inglés) [1–7] y la

Geometŕıa Generalizada [8, 9] incorporan los efectos de T-dualidad en el ĺımite de Teoŕıa de

Campos duplicando el espacio de coordenadas (DFT) o unificando vectores y uno-formas en un

único objeto.

La consistencia de Teoŕıa de Cuerdas requiere un espacio-tiempo de D=10 dimensiones

y, entonces, la conexión con la f́ısica observada implica abordar la compactificación de las d

dimensiones extra (4=D-d). Cuando hay dimensiones compactas, las cuerdas tienen momento

discreto en esas direcciones, como las part́ıculas puntuales. Pero a diferencia de éstas, también

pueden enrollarse alrededor de los ciclos no contráıbles de la variedad y adquieren aśı un número
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de enrollamiento. DFT logra incorporar la simetŕıa de T-dualidad en la Teoŕıa de Campos

introduciendo, además de coordenadas duales al momento, otro conjunto de coordenadas duales

al enrollamiento. Los campos dependen aśı de un conjunto doble de coordenadas que se mezclan

por la acción de O(D,D,R), que contiene al grupo completo de T-dualidad O(d, d,Z).

La menor representación de O(D,D)1 tiene dimensión 2D, entonces las D coordenadas

del espacio-tiempo deben suplementarse con otras D coordenadas duales para completar la

representación fundamental. Los campos dependen de este conjunto doble de coordenadas,

denotadas como YM = (ỹi, yi). El número de grados de libertad de la teoŕıa se duplica y

es necesario entonces eliminar el excedente. La formulación original de DFT viene equipada

con un v́ınculo, llamado v́ınculo fuerte, que elimina localmente la dependencia en la mitad de

las coordenadas. Cuando se elimina la dependencia en las coordenadas duales ỹi, la teoŕıa

se reduce a la supergravedad: se dice que DFT está en el marco de supergravedad. Sin

embargo, del punto de vista fenomenológico, la situación más interesante se obtiene para

campos que dependen del conjunto doble de coordenadas, pues en ese caso es posible estabilizar

los módulos de la compactificación y obtener vaćıos de de Sitter con interés cosmológico.

Recientemente se ha mostrado que una solución de los v́ınculos de consistencia de DFT es

la llamada compactificación de Scherk-Schwarz [10–12], que efectivamente admite campos con

dependencia en las coordenadas dobles. DFT tiene una simetŕıa de gauge parametrizada por

un vector O(D,D) ξM = (ζi, ζi) que combina el parámetro de difeomorfismos ζi y el parámetro

de gauge del campo B, ζi. Esta simetŕıa se llama difeomorfismo generalizado. La ley de

transformación de la métrica generalizada permite definir una derivada de Lie generalizada.

Un tensor O(D,D) que transforma bajo difeomorfismos generalizados con una derivada de Lie

generalizada se llama tensor generalizado. La acción de DFT se puede escribir como

S =

∫
dydỹe−2dR(HMN , d) (1.0.1)

siendo R un escalar generalizado, invariante ante O(D,D), que depende de un dilatón generali-

zado d (función del dilatón φ) y de una métrica generalizada HMN , función a su vez del tensor

de Kalb-Ramond Bij y la métrica, campos de supergravedad del sector de NS. La función R se

puede pensar como un escalar de curvatura generalizado: se reduce al escalar de curvatura usual

cuando Bij = φ = 0 al aplicar el v́ınculo fuerte en el marco de supergravedad. La variación

de (1.0.1) con respecto a HMN produce un tensor O(D,D) generalizado: RMN (HPQ, d) que

se puede pensar como un tensor de Ricci generalizado; nuevamente, sus componentes no nulas

se reducen al tensor de Ricci cuando Bij = φ = 0 al aplicar el v́ınculo fuerte en el marco de

supergravedad. Esta similitud con los tensores correspondientes de la geometŕıa Riemanniana

lleva a preguntarse si es posible construir estas curvaturas de modo sistemático empezando con

conexiones tipo Christoffel y una versión generalizada del tensor de Riemann. En efecto, seŕıa

útil tener una generalización covariante de T-dualidad del tensor de Riemann completo para

1De aqúı en más, O(D,D) hará referencia a O(D,D,R) a menos que se indique lo contrario.
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avanzar en el análisis y comprensión de la geometŕıa doble. Esto también permitiŕıa escribir

correcciones a la acción efectiva de la TCD con más derivadas.

Este marco covariante de T-dualidad provee una herramienta importante para explorar

propiedades de Teoŕıa de Cuerdas más allá del ĺımite de supergravedad [13–21]. Algunas de sus

aplicaciones incluyen:

• Flujos no-geométricos: Compactificaciones de cuerdas con espectros cercanos al del Mo-

delo Estándar producen además campos escalares no masivos (asociados a parámetros

geométricos del espacio interno) que no son compatibles con la f́ısica observada. Compac-

tificaciones con flujos proveen un potencial escalar que puede estabilizar los módulos y un

mecanismo de ruptura de supersimetŕıa. Al compactificar las teoŕıas efectivas de cuerdas

con flujos se obtienen supergravedades deformadas donde las deformaciones corresponden

a flujos. Algunos flujos tienen interpretación en términos de campos tensoriales de la

teoŕıa, pero otros son requeridos por las simetŕıas de dualidad y su origen geométrico no

es evidente [22, 23]. Estos flujos no-geométricos, fenomenológicamente más interesantes

pues permiten estabilizar los módulos y encontrar vaćıos de Sitter de interés cosmológico

[24–26], pudieron obtenerse compactificando DFT [10–12].

• Estructuras no-conmutativas/no-asociativas en cuerdas cerradas: Los flujos no-geométricos

tuercen la estructura de Poisson del espacio de fases de cuerdas cerradas y las coordenadas

adquieren relaciones de no-conmutatividad y no-asociatividad. Al incorporar todos los

fondos T-duales en un esquema covariante, DFT provee un marco natural para entender

este comportamiento [28,29].

Otra simetŕıa no perturbativa es la de U-dualidad, dada por los grupos En(n), que surgen

al realizar compactificaciones de supergravedad en D = 11 aśı como las de teoŕıa M en un

toro n-dimensional [30–32]. De manera similar al caso de DFT, en [33, 34] se introdujo la idea

de extender el espacio-tiempo y/o el espacio tangente de manera tal de obtener esta simetŕıa

expĺıcitamente al nivel del espacio tiempo. En este caso, las coordenadas no se duplican, sino

que la teoŕıa está basada en un espacio tiempo generalizado de 4 + p dimensiones, donde p

son las dimensiones de la representación fundamental de En(n). La acción de esta teoŕıa no

puede obtenerse de manera compacta como en el caso de DFT, pero śı comparte con esta

teoŕıa la necesidad de una reformulación de ciertos conceptos geométricos tal como la derivada

de Lie, la introducción de un nuevo corchete, denominado E-corchete, bajo el cual las nuevas

transformaciones de gauge cierran y, a su vez, requiere la presencia de v́ınculos ad-hoc para

hacer contacto con Teoŕıa de Cuerdas.

A partir de la relación de DFT con las álgebras L∞ [35–38] y de la similitud entre DFT y

EFT, en esta tesis también se explorará la relación de EFT E7(7) con estas álgebras aportando

nuevos resultados al camino emprendido en [39–42]. Las álgebras L∞, cuyos axiomas e iden-

tidades fueron dados en [43, 44], aparecieron por primera vez en F́ısica en el contexto de la
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Teoŕıas de Campos para la cuerda cerrada (CSFT, por sus siglas en inglés) determinando la

estructura del producto que define las interacciones de la teoŕıa. Luego se encontró que esta

estructura se extend́ıa a un gran conjunto de teoŕıas de campos [45], incluyendo truncaciones

consistentes de CSFT [46], teoŕıas de esṕın alto [47] y teoŕıas de gauge [48–51]. En este contexto,

recientemente se sugirió en [38] que las álgebras L∞ proveen una clasificación de teoŕıas clásicas

de campos. Esta expectativa fue reforzada en ese trabajo por un número considerable de

ejemplos de teoŕıas de campos (teoŕıas de Chern-Simons, gravedad de Einstein, etc.) para las

que se mostró la existencia de esta estructura en las transformaciones de gauge y ecuaciones de

movimiento.

Por otra parte, la dualidad AdS/CFT (o de gauge/gravedad o conjetura de Maldacena) se

ha convertido en un área de investigación independiente que no sólo permite analizar aspectos

de la Teoŕıa de Cuerdas y de gravedad sino que también es importante en el área de materia

condensada y en el estudio de correlaciones en sistemas cuánticos por poner algunos ejemplos.

De particular interés resulta el modelo SL(2,R)-WZW, una teoŕıa conforme que describe la

hoja de mundo de la cuerda propagándose en un campo de fondo AdS3 con una 2-forma de

NSNS Bij . Tiene numerosas aplicaciones f́ısicas en Teoŕıa de Cuerdas [52–61] y en materia

condensada [62–64] y su importancia radica en que resulta uno de los pocos modelos en los que

la conjetura de Maldacena puede ser explorada más allá de la aproximación de supergravedad

con completo control sobre la teoŕıa en la hoja de mundo.

La determinación de la estructura del espacio de estados del modelo SL(2,R)-WZW fue

llevada a cabo en [65,66] aprovechando el rol del automorfismo de flujo espectral (o enrollamiento)

para la generación de representaciones inequivalentes del tipo Friedan-Martinec-Shenker [67].

Se demostró que en virtud de obtener una teoŕıa unitaria, i.e., libre de fantasmas, es necesario

considerar no sólo las representaciones de peso más alto del álgebra af́ın asociada a SL(2,R)-

WZW correspondientes a las series continua y discretas sino también sus imágenes frente a la

acción del flujo espectral. En [66] se demostró la consistencia del espectro establecido con la

existencia de una función de partición a un lazo invariante modular.

En [68] se inició el estudio sistemático de las funciones de correlación asociadas al modelo,

proponiendo que las mismas se obtienen mediante prolongación anaĺıtica del modelo eucĺıdeo,

o sea, del modelo en H+
3 ≡ SL(2,C)/SU(2) desarrollado por Teschner [69]. Los autores

fueron capaces de calcular funciones de correlación de dos estados en sectores de flujo espectral

arbitrario y funciones de tres puntos con flujo espectral total 1. Asimismo, lograron determinar

los correladores de cuatro puntos de operadores en el sector con flujo espectral nulo en la hoja

de mundo como esfera. Todos los resultados consignados fueron empleados para caracterizar la

dinámica de la cuerda en AdS3 y reinterpretados en términos de la conjetura AdS/CFT .

La relación entre el modelo eucĺıdeo H+
3 y el lorentziano SL(2,R) presenta varias diferencias,

y muchas de ellas no han sido completamente resueltas todav́ıa. En particular, el OPE que

permitió obtener la función de cuatro puntos de estados primarios en el modelo H+
3 , aplicando el
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método del “bootstrap”, no está completamente determinado en ninguno de los dos modelos. Si

bien en general no es necesario tener en cuenta la contribución de los operadores descendientes

para determinar el OPE en una CFT, en el caso de AdS3 , la simetŕıa de flujo espectral mapea

primarios en descendientes y viceversa, y entonces parece necesario conocer la contribución

de los operadores descendientes para poder determinar las funciones de cuatro puntos para

poder usar ese método. El método de campos libres desarrollado en [70,71] permite eludir este

problema y fue aplicado a este modelo en los trabajos [72–74]. Este método utiliza la base m,

donde los generadores J3
0 , J̄3

0 de la isometŕıa SL(2,C) están diagonalizados, y es en esta base

donde se puede aplicar la operación de flujo espectral.

1.1 Estructura de la tesis

Esta tesis está basada, principalmente, en las publicaciones [75–77,131]. En el segundo caṕıtulo

se presenta un breve resumen de los conceptos básicos de Teoŕıa de Cuerdas que se usarán a

lo largo de la tesis, basado principalmente en [78] y, en el tercero, la simetŕıa de T-dualidad

desde la perspectiva de la hoja de mundo siguiendo las ĺıneas de [79]. En el cuarto caṕıtulo

se introduce la Teoŕıa Doble de Campos, siguiendo lo expuesto en [1, 2, 80]. Otras referencias

de interés son [3], con una introducción al tema, y [81]. En el quinto caṕıtulo se estudia la

incorporación a DFT de estados no masivos que no provengan del sector descrito por Gij , Bij y

φ basándose en los trabajos [76,82]. Para una compactificación genérica con campos de fondo, la

cuerda adquiere nuevos números cuánticos dados por el momento en las direcciones compactas

y, dado que se trata de un objeto extendido unidimensional, por el enrollamiento alrededor

de estas direcciones. En una compactificación toroidal general, el sector no masivo está dado

por las excitaciones correspondientes a Gij , Bij y φ en las direcciones internas con momento

y enrollamiento nulos. Sin embargo, para ciertos valores especiales de los campos de fondo,

nuevos estados con momento y enrollamiento no nulos se incorporan al espectro no masivo,

dando lugar a nuevas simetŕıas de gauge (simetŕıa de gauge “agrandada”). En este caṕıtulo se

trata la incorporación de estos nuevos estados, la ruptura de simetŕıa de gauge mediante un

mecanismo de Higgs y se discute una posible descripción única que incorpore a todos los grupos

de gauge que surgen en una compactificación en un toro de dimensión arbitraria.

En el sexto caṕıtulo se analiza brevemente la estructura de gauge de las supergravedades

gaugeadas, considerando el formalismo del tensor de embedding y en el séptimo, se trata la Teoŕıa

de Campos Excepcional (EFT, por sus siglas en inglés) con grupo de gauge E7(7). El objetivo

de estos caṕıtulos es presentar una breve introducción a estos temas para poder relacionarlos

con las álgebras L∞ y las teoŕıas de campos con esta estructura, que se introducen en el octavo

caṕıtulo. En el noveno caṕıtulo se analiza la relación entre las álgebras L∞ EFT con E7(7)

y las supergravedades gaugeadas siguiendo [77]. En este trabajo se muestra que el sector de

gauge de EFT con E7(7) presenta una estructura L∞. Además, se extienden los resultados
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de [109], dando condiciones suficientes para tener una estructura L∞ que involucre a campos y

parámetros de gauge.

Finalmente, en el décimo, basado en [75, 131], se trata el modelo SL(2,R)-WZW y se

estudiará la función de correlación de cuatro puntos para estados con flujo espectral no trivial.

En el Apéndice A se presentan elementos básicos de las álgebras de Lie y las convenciones

utilizadas para el quinto caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Cuerdas

En este caṕıtulo se presentarán alguno resultados básicos de teoŕıa de cuerdas relevantes para

el resto de la tesis. No pretende ser una introducción a teoŕıa de cuerdas dado que se omitirán

muchos aspectos, sino un compendio de los resultados principales que servirá aśı mismo para

fijar la notación. Se seguirá principalmente a [78].

2.1 La acción y sus simetŕıas

En teoŕıa de cuerdas el concepto de part́ıcula puntual se generaliza al de cuerda: un objeto

unidimensional extendido en las direcciones espaciales. En un espacio tiempo de D dimensiones

con coordenadas xµ y µ = 0, ..., D−1, la trayectoria de una part́ıcula puntual forma una “ĺınea

de mundo” (esto es, una curva). La curva que describe esta trayectoria define, pues, un mapa

Xµ : τ → Xµ con τ ∈ R (ver figura 2.1).

En el caso de las cuerdas, la trayectoria describe una “hoja de mundo” parametrizada en

términos de dos coordenadas (τ, σ) (también se utilizará la notación (σ0, σ1) para describir a

estas coordenadas). Las cuerdas pueden ser abiertas o cerradas y en la figura 2.1 se muestran

las hojas de mundo respectivas.

La acción de la que se deriva la dinámica de una cuerda puede describirse en términos del

área de la hoja de mundo. Para un espacio tiempo de Minkowski con métrica ηµν con signatura

(−+ +...), la acción toma la forma

S = −T
∫
d2σ

√
−det

(
∂Xµ

∂σα
∂Xν

∂σβ
ηµν

)
, (2.1.1)

donde la cantidad entre paréntesis es el pullback de la métrica de Minkowski sobre la hoja de

mundo y T es la tensión de la cuerda. A la tensión se la suele reescribir en términos de otra

constante α′ con unidades de longitud al cuadrado, T = 1/(4πα′).

La acción (2.1.1) se conoce bajo el nombre de acción de Nambu-Goto. La presencia de la
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(a) Part́ıcula puntual (b) Cuerda cerrada
(c) Cuerda abierta

Figura 2.1: Ĺınea y hojas de mundo.

ráız cuadrada hace complicada la tarea de obtener una teoŕıa cuántica a partir del formalismo

de integral de caminos, por lo que para describir la teoŕıa cuántica suele utilizarse una acción

clásicamente equivalente, conocida como acción de Polyakov, que elimina la ráız cuadrada al

precio de introducir un nuevo campo gαβ:

S = − 1

4πα′

∫
d2σ
√
−ggαβ ∂αXµ∂βX

ν ηµν , (2.1.2)

con g ≡ det g y donde se ha introducido la notación ∂αX
µ ≡ ∂Xµ/∂σα. El nuevo campo es una

métrica dinámica en la hoja de mundo con signatura lorentziana (−,+).

Esta acción posee las siguientes simetŕıas:

• invariancia de Poincaré: es una simetŕıa global en la hoja de mundo dada por

Xµ → ΛµνX
ν + cµ , (2.1.3)

con Λµν una matriz del grupo de Lorentz y cµ un cuadrivector.

• invariancia de reparametrizaciones (difeomorfismos en la hoja de mundo). Dada una

reparametrización de las coordenadas σα → σ̃α(σ) los campos Xµ transforman como

escalares en la hoja de mundo y gαβ transforma como una métrica:

Xµ(σ)→ X̃µ(σ̃) = Xµ(σ),

gαβ(σ)→ g̃αβ(σ̃) =
∂σγ

∂σ̃α
∂σδ

∂σ̃β
gγδ(σ).

(2.1.4)

• Invariancia de Weyl: bajo esta simetŕıa Xµ(σ)→ Xµ(σ), mientras que la métrica cambia

por un factor de escala Ω2(σ):

gαβ(σ)→ Ω2(σ) gαβ(σ) . (2.1.5)

Estas simetŕıas son suficientes para fijar todas las componentes de la métrica mediante una

elección de gauge. Una elección posible es tomar una métrica plana sobre la hoja de mundo,
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con la forma

gαβ = ηαβ = diag(−1, 1). (2.1.6)

Esta condición puede ser reemplazada directamente en la acción (2.1.2) dando lugar a una

formulación más sencilla, pero previamente conviene obtener las ecuaciones de movimiento

antes de hacer el fijado de gauge. Variando la acción con respecto a los campos Xµ se tiene la

ecuación de movimiento

∂α(
√
−ggαβ∂βXµ) = 0 , (2.1.7)

que debe ser suplementada con condiciones de contorno apropiadas necesarias para cancelar el

término de superficie ∫
dτ
√
−gX ′µδXµ|σ=2π

σ=0 = 0 , (2.1.8)

donde se ha introducido la notación (Xµ)′ = ∂Xµ/∂σ. En el caso de cuerdas cerradas, se tiene

la condición,

Xµ(σ, τ) = Xµ(σ + 2π, τ) , (2.1.9)

mientras que para cuerdas abiertas se pueden elegir distintos tipos de condiciones de contorno.

Para condiciones de contorno de tipo Neumann

(Xµ)′|σ=0 = (Xµ)′|σ=2π = 0 , (2.1.10)

la interpretación es que los extremos de la cuerda se mueven libremente mientras que para las

de tipo Dirichlet, dadas por

Xµ|σ=0 = Xµ
0 , Xµ|σ=2π = Xµ

2π, (2.1.11)

los extremos de la cuerda se encuentran sobre la posición de un hipervolumen dinámico llamado

D-brana; ambas condiciones de contorno pueden combinarse.

Variando ahora la acción con respecto a la métrica gαβ se tiene la condición sobre el tensor

de enerǵıa-momento

Tαβ = 0, (2.1.12)

donde el tensor de enerǵıa-momento está definido como

Tαβ ≡ −
2

T

1√
−g

∂S

∂gαβ
. (2.1.13)

A continuación se reemplazará la elección de gauge (2.1.6) en la acción y se procederá a la

cuantización de la teoŕıa. La acción toma la forma

S = − 1

4πα′

∫
d2σ ∂αX · ∂αX , (2.1.14)

y las ecuaciones de movimiento para Xµ se reducen a la de la ecuación de ondas libre

∂α∂
αXµ = 0 . (2.1.15)
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La métrica sobre la hoja de mundo ya no está presente como campo dinámico, y las condiciones

sobre el tensor de enerǵıa momento deben introducirse como v́ınculos de la teoŕıa, que pueden

ser escritos como (
Ẋµ ±X ′µ

)2
= 0, (2.1.16)

donde se ha definido Ẋµ ≡ ∂Xµ/∂τ .

2.2 Cuantización

Para resolver las ecuaciones de movimiento conviene introducir coordenadas de cono de luz

σ± = τ ± σ en términos de las cuales las ecuaciones de movimiento toman la forma

∂+∂−X
µ = 0. (2.2.1)

Dado que Xµ satisface la ecuación de ondas libre, admite una descomposición en términos de

coordenadas derechas (right, en inglés, XR) e izquierdas (left, en inglés, XL) y la solución más

general viene dada por

Xµ(σ, τ) = Xµ
L(σ+) +Xµ

R(σ−) (2.2.2)

para funciones arbitrarias Xµ
L y Xµ

R. Las soluciones deben satisfacer, además, las condiciones

de contorno y los v́ınculos (2.1.16).

A continuación se analizará únicamente el caso de la cuerda cerrada, siendo el de la cuerda

abierta similar (ver [83] para un análisis pormenorizado). La solución más general en el caso

de la cuerda cerrada viene dada por

Xµ
L(σ+) =

1

2
xµ +

1

2
α′pµ σ+ + i

√
α′

2

∑
n 6=0

1

n
α̃µn e

−inσ+
,

Xµ
R(σ−) =

1

2
xµ +

1

2
α′pµ σ− + i

√
α′

2

∑
n 6=0

1

n
αµn e

−inσ− .

(2.2.3)

Debido a que Xµ es una coordenada real, los modos de Fourier deben satisfacer

αµn = (αµ−n)? , α̃µn = (α̃µ−n)? . (2.2.4)

La llamada cuantización covariante consiste en cuantizar el sistema y luego imponer los

v́ınculos que surgen como consecuencia del fijado de gauge como operadores actuando sobre los

estados f́ısicos del sistema. En QED, este método no es otra cosa que el método de Gupta-

Bleuler utilizado en el gauge de Lorentz. La manera de proceder es promover a los campos Xµ

y a sus momentos canónicamente conjugados Πµ, dados por Πµ = (1/2πα′)Ẋµ, a operadores

de campo que obedecen las siguientes relaciones de conmutación a tiempos iguales

[Xµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = iδ(σ − σ′) δµν ,

[Xµ(σ, τ), Xν(σ′, τ)] = [Πµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = 0 .
(2.2.5)
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Utilizando la expansión en modos (2.2.3) se tienen las relaciones de conmutación para los modos

[xµ, pν ] = iδµν y [αµn, α
ν
m] = [α̃µn, α̃

ν
m] = n ηµνδn+m, 0 . (2.2.6)

Redefiniendo a los modos de la siguiente manera (y obviando por un momento los ı́ndices espacio

tiempo)

an =
αn√
n

, a†n =
α−n√
n

n > 0 (2.2.7)

(y equivalentemente para los osciladores α̃n) se llega a las relaciones de conmutación de un

conjuno de osciladores armónicos: [an, a
†
m] = δmn. Aśı, se llega a dos conjuntos (modos derechos

αn e izquierdos α̃n) de operadores de creación y destrucción, con αn tomando el papel de un

operador de destrucción para n > 0 y de creación para n < 0.

Ahora resulta inmediato construir un espacio de Fock actuando libremente con los operadores

de creación sobre un vaćıo con momento pµ definido a partir de

αµn |0; pµ〉 = α̃µn |0; pµ〉 = 0 , para n > 0,

p̂µ |0; p〉 = pµ|0; p〉 .
(2.2.8)

Un estado genérico del espacio de Fock se obtiene actuando con cualquier número de los ope-

radores de creación sobre el vaćıo

(αµ1
−1)nµ1 (αµ2

−2)nµ2 . . . (α̃ν1
−1)nν1 (α̃ν2

−2)nν2 . . . |0; p〉 . (2.2.9)

Un problema que surge en este espacio de Fock es que presenta estados con norma negativa.

Estos fantasmas pueden removerse del espectro imponiendo los v́ınculos (2.1.16), para lo cual

conviene obtener la expansión en modos del tensor de enerǵıa-momento. Como es una cantidad

conservada, se pueden obtener sus modos a tiempo cero, que vienen dados por

Ln =
T

2

∫
dσe−imσT−− =

1

2

∑
m

αn−m · αm , (2.2.10)

y similarmente para L̃n. Clásicamente, Ln = L̃n = 0. A nivel cuántico uno exige que los

operadores Ln, L̃n se anulen para valores medios de estados f́ısicos, es decir

〈f́ısico|Ln|f́ısico〉 = 〈f́ısico|L̃n|f́ısico〉 = 0 . (2.2.11)

Dado que L†n = L−n, es suficiente exigir

Ln|f́ısico〉 = L̃n|f́ısico〉 = 0 para n > 0 . (2.2.12)

Para los operadores L0, L̃0 surge una ambigüedad al imponer el orden normal entre los osciladores.

Estos operadores se definen como

L0 =

∞∑
m=1

α−m · αm +
1

2
α2

0 , L̃0 =

∞∑
m=1

α̃−m · α̃m +
1

2
α̃2

0 (2.2.13)
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con αµ0 = α̃µ0 =
√
α′/2 pµ y los v́ınculos toman la forma

(L0 − a)|f́ısico〉 = (L̃0 − a)|f́ısico〉 = 0 (2.2.14)

para alguna constante a que da cuenta de la ambigüedad. En el caso de la cuerda bosónica, a = 1

y D = 26. Estos valores pueden obtenerse a partir de las identidades de Ward de la teoŕıa, o

alternativamente, mediante el proceso de “cuantización de cono de luz”. En este procedimiento,

en lugar de imponer las condiciones de Virasoro como ecuaciones de operadores sobre los estados

f́ısicos, los v́ınculos de la teoŕıa se imponen a nivel clásico restringiendo el espacio de soluciones

y luego se procede con la cuantización de estas soluciones. En la cuantización de cono de luz, se

hace uso de una simetŕıa residual que persiste luego de haber utilizado las simetŕıas de la acción

de Polyakov para fijar el valor de la métrica sobre la hoja de mundo: una reparametrización

de las coordenadas (τ, σ) modifica a la métrica gαβ, cambio que puede ser compensado con una

transformación de Weyl apropiada para devolver la métrica a su forma diagonal (2.1.6). En este

procedimiento, se eligen dos direcciones del espacio tiempo con las que se forman “coordenadas

de cono de luz”. Al seleccionar arbitrariamente dos de las coordenadas, se pierde invariancia

expĺıcita de Lorentz y puede verse que el álgebra de Poincaré constrúıda a partir de las corrientes

conservadas sólo se recupera al fijar los valores a = 1 y D = 26.

Los modos Lm (y L̃m) dan lugar a un álgebra que a nivel cuántico se denomina álgebra de

Virasoro y toma la forma

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0 , (2.2.15)

con c la carga central. Este álgebra no es otra cosa que el álgebra asociada a las simetŕıas

residuales de la acción, la simetŕıa conforme. Una Teoŕıa de Campos Conforme es una teoŕıa de

campos que es invariante ante transformaciones conformes, dadas por cambios de coordenadas

σα → σ̃α(σ) que modifican a la métrica como gαβ(σ) → Ω2(σ)gαβ(σ). Esto significa que la

f́ısica de la teoŕıa es igual para todas las escalas de longitud.

Los v́ınculos (2.2.14) juegan un papel importante al momento de determinar el espectro,

dado que incluyen un término cuadrático en el momento (α2
0 y α̃2

0). A partir de ellos, uno

encuentra que el espectro de la cuerda bosónica cerrada viene dado por

α′M2 = 4(N − a) = 4(Ñ − a) = 2(N + Ñ − 2a) (2.2.16)

con los operadores número dados por N =
∑∞

m=1 α−m · αm (y equivalentemente para Ñ).

Tomando la diferencia entre los v́ınculos en (2.2.14) la constante “a” de orden normal

desaparece y uno obtiene la “condición de igualdad de niveles” (level matching condition, LMC,

en inglés), que jugará un papel importante en la Teoŕıa Doble de Campos,(
L0 − L̃0

)
|f́ısico〉 = 0. (2.2.17)
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En términos de los operadores número, esta condición se lee(
N − Ñ

)
|f́ısico〉 = 0, (2.2.18)

lo que indica que el número de modos izquierdos debe ser igual al de modos derechos.

A partir de la fórmula de masa (2.2.16) puede verse que el espectro de bajas enerǵıas está

dado por un taquión, dado por N = Ñ = 0, de masa al cuadrado negativa, part́ıcula que no

estará presente en el espectro de la supercuerda, y en el siguiente nivel, part́ıculas de masa nula,

dadas por

α̃µ−1α
ν
−1 |0; p〉 . (2.2.19)

Con el valor a = 1, puede verse que los v́ınculos de Virasoro restringen el espectro a los modos

transversos a la dirección del momento y la condición de masa nula reduce el número de grados

de libertad de polarización, teniendo en total D − 2 = 24 grados de libertad. Los estados

(2.2.19) se descomponen en tres representaciones irreducibles de SO(24):

simétrica sin traza ⊕ antisimétrica ⊕ singlete (=traza), (2.2.20)

que estarán asociadas a los campos no masivos

Gµν(X) , Bµν(X) , Φ(X), (2.2.21)

el gravitón, el tensor antisimétrico de Kalb-Ramond y el dilatón, respectivamente. Estos tres

campos no masivos son comunes a todas las Teoŕıas de Cuerdas y Supergravedades1 y se los

conoce como el sector bosónico de Neveu-Schwarz (sector NS).

2.3 Acción efectiva de bajas enerǵıas

Hasta aqúı se ha descrito a la cuerda bosónica en un espacio tiempo plano de Minkowski. Una

primera generalización a espacio tiempos curvos surge de reemplazar la métrica de Minkowski

por una métrica general Gµν(X) en la acción de Polyakov

S =
1

4πα′

∫
d2σ
√
g gαβ ∂αX

µ ∂βX
ν Gµν(X). (2.3.1)

Puede verse que esta acción esta relacionada con la de Polyakov a partir de la introducción

de operadores de vértice asociados al gravitón en la integral de caminos que da la acción

de Polyakov con métrica de Minkowski (ver [83]). Siguiendo este mismo razonamiento e

introduciendo los operadores de vértice asociados al tensor de Kalb-Ramond y al dilatón se

obtiene la generalización de la acción de Polyakov para una cuerda propagándose en un espacio

tiempo con campos de fondo no masivos y viene dada por

S =
1

4πα′

∫
d2σ
√
g
(
Gµν(X) ∂αX

µ ∂βX
νgαβ + iBµν(X) ∂αX

µ ∂βX
ν εαβ

+ α′Φ(X)R(2)
) (2.3.2)

1A excepción de las teoŕıas orientadas.
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donde R(2) es el escalar de Ricci 2-dimensional asociado a la hoja de mundo. Clásicamente,

el último término rompe la simetŕıa de Weyl de la acción de Polyakov y la teoŕıa pierde su

simetŕıa conforme. A nivel cuántico, la simetŕıa conforme está asociada a la traza del tensor de

enerǵıa momento que viene dada por

〈Tαα〉 = − 1

2α′
βµν(G) gαβ∂αX

µ ∂βX
ν − i

2α′
βµν(B) εαβ∂αX

µ ∂βX
ν − 1

2
β(Φ)R(2), (2.3.3)

con las funciones β

βµν(G) = α′Rµν + 2α′∇µ∇νΦ− α′

4
HµλκH

λκ
ν ,

βµν(B) = −α
′

2
∇λHλµν + α′∇λΦHλµν ,

β(Φ) = −α
′

2
∇2Φ + α′∇µΦ∇µΦ− α′

24
HµνλH

µνλ.

(2.3.4)

Aqúı, Rµν es el tensor de Ricci del espacio tiempo, ∇ es la derivada covariante con conexión de

Levi-Civita y Hλµν es la fuerza del campo de Kalb-Ramond, dada por Hµνρ = ∂µBνρ+∂νBρµ+

∂ρBµν .

Para preservar la simetŕıa conforme es necesario que la traza del tensor de enerǵıa momento

se anule, lo que lleva a βµν(G) = βµν(B) = β(Φ) = 0.

Estas ecuaciones pueden ser vistas como ecuaciones de movimiento para los campos de fondo

bajo los cuales la cuerda se propaga y pueden ser derivadas de la siguiente acción efectiva de

bajas enerǵıas

S =
1

2κ2
0

∫
d26X

√
−Ge−2Φ

(
R− 1

12
HµνλH

µνλ + 4∂µΦ ∂µΦ

)
(2.3.5)

La constante κ0 no está fijada por las ecuaciones de movimiento pero puede determinarse

acoplando las ecuaciones con fuentes. Por consideraciones dimensionales, escalea como κ2
0 ∼ l24

s

donde α′ = l2s .

La acción efectiva de bajas enerǵıas (2.3.5) es común a las Teoŕıas de Cuerdas Heterótica

SO(32), Heterótica E8 × E8, Tipo IIA y Tipo IIB, teoŕıas formuladas en D = 102. Estas

acciones son conocidas como Supergravedades y contienen la misma cantidad de grados de

libertad fermiónicos y bosónicos relacionados por supersimetŕıa. Las teoŕıas de tipo II son

invariantes ante supersimetŕıa N = 2 (32 supercargas, los generadores de la simetŕıa) mientras

que las heteróticas poseen supersimetŕıa con N = 1.

Todas estas contienen a los campos Gµν , Bµν y Φ de la cuerda bosónica, además de otros

campos no masivos. La acción efectiva de bajas enerǵıas que describe la dinámica de estos

campos en D = 10 puede dividirse en tres partes

Ssupergravedad = S1 + S2 + Sfermi . (2.3.6)

2En las teoŕıas Heteróticas, los grupos de gauge pueden obtenerse mediante una formulación que considera

16 coordenadas quirales adicionales compactificadas.
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Aqúı, Sfermi describe las interacciones de los fermiones, que no serán tratados en este breve

resumen. S1 es la acción encontrada en (2.3.5), con la diferencia de que la 3-forma Hµνρ no es

la misma que la de la cuerda bosónica para el caso de la Heterótica.

La segunda parte de la acción, S2, describe la dinámica de los campos no masivos adicionales

y que son espećıficos para cada teoŕıa:

• Tipo IIA: Los campos bosónicos adicionales son los campos de Ramond-Ramond dados

por una 1-forma C1 y una 3-forma C3. La acción toma la forma

S2 = − 1

4κ2
0

∫
d10X

[√
−G

(
|F2|2 + |F̃4|2

)
+B2 ∧ F4 ∧ F4

]
, (2.3.7)

donde se ha denotado a las formas con un sub́ındice indicando su grado y Fi+1 = dCi y

F̃4 = F4 − C1 ∧H3.

• Tipo IIB: Los campos adicionales son un escalar C0, una 2-forma C2 y una 4-forma C4

con

S2 = − 1

4κ2
0

∫
d10X

[√
−G

(
|F1|2 + |F̃3|2 +

1

2
|F̃5|2

)
+ C4 ∧H3 ∧ F3

]
, (2.3.8)

y F̃3 = F3−C0∧H3 y F̃5 = F5− 1
2C2∧H3+ 1

2B2∧F3. Para esta teoŕıa hay un requerimiento

adicional y es que F̃5 debe ser autodual

F̃5 = ?F̃5 . (2.3.9)

• Heterótica: Para las dos teoŕıas Heteróticas, el campo adicional es un campo de gauge

del grupo SO(32) o E8 × E8 con fuerza de campo F2 y la acción es la de Yang-Mills

S2 =
α′

8κ2
0

∫
d10X

√
−GTr |F2|2. (2.3.10)

En este caso la 3-forma H̃3 presente en S1 se modifica y se corrige con la forma de Chern-

Simons: H̃3 = dB2 − α′ω3/4 con

ω3 = Tr

(
A1 ∧ dA1 +

2

3
A1 ∧A1 ∧A1

)
. (2.3.11)

En este caṕıtulo se ha presentado la acción de Polyakov y se procedió a su cuantización

covariante y determinación del espectro bosónico de bajas enerǵıas. Finalmente se describieron

las acciones de bajas enerǵıas en el sector bosónico.
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Caṕıtulo 3

T-Dualidad

En este caṕıtulo se tratará la compactificación de la cuerda en el caso toroidal y se analizará

la simetŕıa de T-dualidad que surge como consecuencia de la compactificación. Esta simetŕıa

aparece realizada mediante el grupo O(d, d,Z) cuyas propiedades fundamentales serán tratadas

aqúı. También se analizará el espacio de módulos de la compactificación, prestándole particular

atención a configuraciones que dan lugar a una simetŕıa de gauge agrandada. Al final del

caṕıtulo se analizarán en detalle los casos de una compactificación en un ćırculo y en un T 2.

Se tratará únicamente el sector compacto, esto es, no se hará referencia a las direcciones no

compactificadas y las expresiones utilizadas (acción, momentos, Hamiltoniano, operadores de

Virasoro, etc) solamente incluirán las contribuciones del sector compacto.

3.1 Caso unidimensional

El ejemplo más sencillo de la simetŕıa de T-dualidad viene de considerar a la cuerda bosónica

compactificada en un ćırculo de radio R. Considerando que el espacio total en D = 26

dimensiones toma la forma M26 = M25 × S1, y tomando condiciones periódicas de contorno en

la coordenada compacta X25 ≡ X, se tiene

X(σ + 2π, τ) = X(σ, τ) + 2πRω, (3.1.1)

donde ω ∈ Z es el número de enrollamiento (winding number, en inglés), que indica la cantidad

de veces que la cuerda se enrolla en la dirección periódica y el signo da cuenta de la orientación

(ver figura 3.1). La expansión en modos para la cuerda no cambia en las direcciones extendidas

Xµ, con µ = 0, ...24, y es la misma que en el caso plano de Minkowski discutido en el caṕıtulo 2,

pero śı cambia para la dirección compacta. Al igual que en el caso sin compactificar, la solución

para la coordenada compacta puede expresarse como

X(σ, τ) = XL(σ + τ) +XR(σ − τ). (3.1.2)
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Figura 3.1: Cuerdas enrolladas en una dirección compacta.

La expansión en modos para esta descomposición es

XR(σ − τ) = xR −
√
α′

2
pR(σ − τ) + i

√
α′

2

∑
l 6=0

1

l
αle

il(σ−τ),

XL(σ + τ) = xL −
√
α′

2
pL(σ + τ) + i

√
α′

2

∑
l 6=0

1

l
α̃le
−il(σ+τ),

(3.1.3)

donde x = xL + xR es el centro de masa y pL y pR son los momentos izquierdo y derecho.

El momento canónicamente conjugado de X(σ) es

P (σ) =
1

2π

1√
2α′

p+
∑
l 6=0

1

l
αle

il(σ−τ) +
∑
l 6=0

1

l
α̃le
−il(σ+τ)

 , (3.1.4)

y el momento total viene dado por

p =

∫ 2π

0
P (σ) =

1√
2α′

(pL + pR) . (3.1.5)

Debido a que la dirección X es compacta, el momento a lo largo de esa dirección está

cuantizado. Esto es porque la función de onda, que debe ser univaluada, contiene un factor

exp(ipx). Al dar una vuelta alrededor de la dirección compacta, es decir x → x + 2πR, la

función de onda debe retornar a su valor original. Esto implica que el momento es de la forma

p =
n

R
, n ∈ Z. (3.1.6)

donde el entero n se lo denomina número de excitación de Kaluza-Klein. Los momentos

adimensionales pR y pL vienen dados, entonces, por

pR =
1√
2

(√
α′

R
n− R√

α′
ω

)
,

pL =
1√
2

(√
α′

R
n+

R√
α′
ω

)
.

(3.1.7)
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Los operadores de Virasoro de orden cero en el sector compacto tienen la forma

L0 =
1

2
p2
R +

∞∑
l=1

α−lαl,

L̃0 =
1

2
p2
L +

∞∑
l=1

α̃−lα̃l,

(3.1.8)

y el Hamiltoniano es

H = L0 + L̃0. (3.1.9)

Los operadores de Virasoro (3.1.8) (y, en consecuencia, el Hamiltoniano) son invariantes ante

las transformaciones
R√
α′
↔
√
α′

R
,

n↔ ω.

(3.1.10)

Esta transformación aplicada sobre los momentos produce

pL → pL, (α̃0 → α̃0),

pR → −pR, (α0 → −α0),
(3.1.11)

y transforma, también, a todos los osciladores en la dirección compacta

αl → −αl,

α̃l → α̃l.
(3.1.12)

Esta es la simetŕıa de T-dualidad. Esta simetŕıa establece que las teoŕıas que surgen a

partir de compactificaciones en un ćırculo de radio R o de radio R̃ ≡ α′/R son equivalentes. El

intercambio n↔ ω significa que las excitaciones de Kaluza-Klein en una descripción corresponden

a excitaciones de enrollamiento en la otra, y viceversa.

Para ver que efectivamente se trata de una simetŕıa de la teoŕıa, la función de partición

debeŕıa ser invariante ante T-dualidad [79]. A nivel de un lazo, esta observación es inmediata

dado que la función de partición es

Z =

∫
Γ
d2τẐ(τ, τ̄)

∑
pL,pR

Tr eiπτL0−iπτ̄ L̃0 , (3.1.13)

con τ el parámetro modular describiendo toros conformemente inequivalentes, Γ la región

fundamental de SL(2,Z) en el plano complejo, Ẑ(τ, τ̄) la contribución a la función de partición

de las coordenadas no compactas y la traza tomada sobre el espacio de Hilbert constrúıdo a

partir de los osciladores αl, α̃l. La invariancia de (3.1.13) ante T-dualidad se sigue de observar

que los enteros n y ω son variables mudas.

La invariancia a todo lazo es más complicada dado que involucra una suma sobre hojas de

mundo de distinto género y una prueba pedagógica puede encontrarse en [79].
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Antes de pasar al caso toroidal, resulta conveniente transformar a X en una coordenada

angular, v́ıa el reescaleo X → RX, de forma tal que la periodicidad viene dada por X ≈
X + 2πω. La acción para la coordenada compacta toma la forma

1

4π

∫ ∫
dσdτ G∂αX∂

αX, (3.1.14)

con la métrica adimensional G = R̂2 y el radio adimensional R̂ ≡ R/
√
α′. En adelante se

tratará a las coordenadas X como coordenadas angulares.

3.2 Compactificación toroidal

Consideremos ahora una compactificación toroidal, es decir, el espacio toma la forma MD =

MD−d × T d. Las coordenadas compactas Xi, i = 1, ..., d son adimensionales y obedecen las

condiciones de periodicidad siguientes

Xi ≈ Xi + 2πωi. (3.2.1)

El toro T d puede describirse en términos de una red de compactificación Λd definida a partir

de una base de vectores em:

T d = R/πΛd. (3.2.2)

Los vectores em satisfacen

Gmn = eamδabe
b
n,

(
G = ete

)
, (3.2.3)

con Gmn la métrica (adimensional) sobre el toro. Resulta conveniente introducir los vectores

duales êa, que satisfacen

êa
mean = δmn, êa

mδabêb
n = (G−1)mn,

(
êtê = G−1

)
. (3.2.4)

La acción de hoja de mundo propagándose en una geometŕıa toroidal viene dada por

S =
1

4π

∫ 2π

0
dσ

∫
dτ
[√

ggαβGij∂αX
i∂βX

j + εαβBij∂αX
i∂βX

j

−1

2

√
gΦR(2)

]
, (3.2.5)

con Bij el tensor antisimétrico de Kalb-Ramond (adimensional) interno, Φ el dilatón y R(2)

el escalar de curvatura de la hoja de mundo. Es de utilidad agrupar en un único objeto a la

información sobre los campos de fondo G y B, por lo que se define E ≡ G+B. En lo que sigue,

se considerarán soluciones con dilatón nulo, por lo que no será tenido en cuenta.

El espectro puede obtenerse llevando a cabo la cuantización canónica sobre la hoja de

mundo. Considerando que no hay anomaĺıa de Weyl (es decir, con carga central c = 26 para la
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cuerda bosónica), pueden usarse las simetŕıas de la hoja de mundo para fijar gαβ(σ, τ) = ηαβ

como en el caṕıtulo 2. Clásicamente, el momento canónico Pi asociado a Xi está dado por

2πPi = GijẊ
j +BijX

j ′ (3.2.6)

donde Xj ′ ≡ ∂σXj .

La expansión en modos para las coordenadas y sus variables conjugadas es

Xi(σ, τ) = xi + ωiσ + τGij(pj −Bjkωk) +
i√
2

∑
n 6=0

1

n
[αin(E)e−in(τ−σ) + α̃in(E)e−in(τ+σ)],

2πPi(σ, τ) = pi +
1√
2

∑
n 6=0

[Etijα
j
n(E)e−in(τ−σ) + Eijα̃

j
n(E)e−in(τ+σ)].

Debido a la periodicidad de las coordenadas Xi los momentos pi están cuantizados para

obtener una función de onda univaluada

pi = ni, ni ∈ Z. (3.2.7)

Las relaciones de conmutación de los osciladores αin(E), α̃in(E) se obtienen a partir de

introducir las expansiones (3.2.7) en la relación

[
Xi(σ, 0), Pj(σ

′, 0)
]

= iδijδ(σ − σ′). (3.2.8)

Los conmutadores que se deducen son[
xi, pj

]
= iδij ,

[αin(E), αjm(E)] = [α̃in(E), α̃jm(E)] = mGijδm+n,0.
(3.2.9)

Los osciladores y las relaciones de conmutación dependen, en este caso, de los campos de

fondo, porque la periodicidad de las coordenadas está fijada en 2π.

La contribución interna a los operadores de Virasoro viene dada por

L0 =
1

4π

∫ 2π

0
dσP 2

R, L̃0 =
1

4π

∫ 2π

0
dσP 2

L, (3.2.10)

con

PLa =
1√
2
êa
i[2πPi + (G−B)ijX

j ′],

PRa =
1√
2
êa
i[2πPi − (G+B)ijX

j ′].

(3.2.11)

El Hamiltoniano se obtiene de estos operadores simplemente como H = L0 + L̃0. Insertando

las expansiones en modos para Xi y Pi y ordenando normalmente se tiene

H =
p2
L + p2

R

2
+N + Ñ , (3.2.12)
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donde

pR =
1√
2
ê[nt + ωt(B −G)], pL =

1√
2
ê[nt + ωt(B +G)]. (3.2.13)

y los operadores número N y Ñ vienen dados por

N =
∑
n>0

αi−n(E)Gijα
j
n(E), Ñ =

∑
n>0

α̃i−n(E)Gijα̃
j
n(E). (3.2.14)

En la cuantización de la cuerda bosónica, también debe imponerse la LMC (2.2.17).

Para estudiar las simetŕıas de esta teoŕıa es conveniente analizar en primer lugar la contribución

de los modos cero, pL, pR que dan lugar al Hamiltoniano

H0 =
p2
L + p2

R

2
, (3.2.15)

y la LMC en el sector interno puede escribirse como

p2
L − p2

R = 2ωini ∈ 2Z, (3.2.16)

Es importante notar que los vectores pL y pR contienen información sobre los campos de

fondo G y B. Dado este Hamiltoniano, el siguiente paso es identificar al grupo que genera

el espacio de módulos del conjunto completo de Lagrangianos admisibles, es decir, determinar

los valores posibles de los campos G y B. Para esto, conviene definir un reticulado Γ(d,d)

con métrica lorentziana (d, d) dado por los vectores compuestos q ≡ (pL, pR). Este reticulado

queda uńıvocamente definido por los valores de los campos de fondo G y B y la norma de los

vectores q viene dada por la expresión (3.2.16), de donde obtenemos que el reticulado es par,

es decir, la norma de sus vectores es un número par. Imponiendo, además, invariancia modular

sobre la función de partición, se obtiene la condición de autodualidad. La importancia de estas

observaciones radica en que todos los reticulados pares autoduales con signatura lorentziana

(d, d) están relacionados por transformaciones del grupo O(d, d,R). Es decir que mediante

transformaciones del grupo O(d, d,R) obtenemos nuevos Γ′(d,d) que codifican nuevos campos

de fondo G′ y B′. Sin embargo, este grupo no es una simetŕıa de la teoŕıa dado que la norma

eucĺıdea p2
L + p2

R (que da lugar al Hamiltoniano (3.2.15)) no permanece invariante, por lo que

las transformaciones de O(d, d,R) dan lugar a teoŕıas con espectros distintos y que siguen

respetando la LMC.

Como los vectores q = (pL, pR) transforman en la representación vectorial de O(d, d,R),

el hamiltoniano (3.2.15) es invariante ante transformaciones del máximo subgrupo compacto

O(d,R)×O(d,R) que, en consecuencia, no cambian el espectro de los modos ceros de la teoŕıa.

De esta manera, el grupo que genera todos los posibles Lagrangianos viene dado por O(d, d,R)

y el espacio de módulos es localmente isomorfo a la variedad del coset

O(d, d,R)/ (O(d,R)×O(d,R)) . (3.2.17)

Para identificar al grupo de simetŕıa de esta teoŕıa conviene reescribir al hamiltoniano H0

(3.2.15) como

H0 =
p2
L + p2

R

2
=

1

2
ZtHZ, Z = (ωi, ni). (3.2.18)
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con

H(E) =

(
G−BG−1B BG−1

−G−1B G−1

)
, (3.2.19)

Fijada la matriz de campos de fondo E, el vector de enteros Z contiene toda la información

para reconstruir a los vectores pL y pR.

También será de utilidad obtener una expresión para el Hamiltoniano para pequeñas perturbaciones

alrededor de una configuración de campos de fondo espećıfica. Tomando G = G0 + δG,

B = B0 + δB, E = E0 + δE y usando la definición para los momentos pL y pR (3.2.13) se

tiene

H0 =
1

2
(paL(E0), paR(E0))

(
1 + 1

2MM t M

M t 1 + 1
2M

tM

)(
paL(E0)

paR(E0)

)
, (3.2.20)

con M dada por

M = −ê (δG− δB) êt. (3.2.21)

Antes de identificar al grupo Gd que da la simetŕıa de la teoŕıa, describiremos al grupo

O(d, d,R). Los elementos g ∈ O(d, d,R) preservan a la forma η

gtηg = η (3.2.22)

con

η =

(
O I

I O

)
, (3.2.23)

donde I es una identidad de d× d. Los elementos g pueden representarse como

g =

(
a b

c d

)
, (3.2.24)

con a, b, c, d matrices reales de d× d. De la condición (3.2.22) se desprende

gtηg = η ⇒ atc+ cta = 0, btd+ dtb = 0, atd+ ctb = I. (3.2.25)

Una propiedad de este grupo es que si g ∈ O(d, d,R), también gt ∈ O(d, d,R):

gtηg = η ⇒
(
gtηg

)−1
= (η)−1 ⇒ g−1η(gt)−1 = η ⇒ η = gηgt, (3.2.26)

donde se usó que η−1 = η.

Para estudiar las transformaciones queO(d, d,R) produce sobre la matriz E resulta conveniente

embeber a la matriz de módulos E ∈ O(d, d,R)/ (O(d,R)×O(d,R)) en O(d, d,R). Una

parametrización posible es

gE =

(
e B(et)−1

0 (et)−1

)
. (3.2.27)
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La acción de O(d, d,R) sobre una matriz F de d × d se define a partir de la transformación

fraccional lineal, dada por

g(F ) ≡ (aF + b)(cF + d)−1. (3.2.28)

De esta definición, se sigue inmediatamente que

gE(I) = E = G+B, (3.2.29)

y

H(E) = gEg
t
E . (3.2.30)

La transformación de esta matriz se sigue de la transformación de los vectores pL y pR y la

ecuación (3.2.18) y viene dada por

H′ = H(E′) ≡ Hg = gHgt = ggEg
t
Eg

t = gE′g
t
E′ , (3.2.31)

de donde se deduce que

gE′ = ggE . (3.2.32)

De las ecuaciones (3.2.29) y (3.2.32), se tiene también que

E′ = gE′(I) = ggE(I) = g(E), (3.2.33)

de donde uno puede obtener finalmente cómo transforma la matriz de campos de fondo utilizando

la transformación lineal fraccional (3.2.28)

E′ ≡ g(E) = (aE + b)(cE + d)−1. (3.2.34)

Hasta aqúı se ha identificado la acción de O(d, d,R) sobre el espacio de módulos de los

campos toroidales de fondo. La simetŕıa de T-dualidad viene descrita por el grupo de transformaciones

Gd que deja invariante a la teoŕıa. Para esto, es necesario que el espectro quede invariante, es

decir, el grupo de simetŕıa debe actuar como un automorfismo del espacio de estados. El grupo

de T-dualidad para una compactificación toroidal resulta ser Gd = O(d, d,Z) ⊂ O(d, d,R) y esto

puede determinarse identificando tres tipos de transformación que dejan al espectro invariante

y que constituyen, justamente, los generadores de O(d, d,Z). Estas transformaciones son:

• Transformaciones Θ: están parametrizadas por una matriz antisimétrica de d×d Θij ∈ Z
y pueden interpretarse como un corrimiento en el campo de Kalb-Ramond Bij , también

antisimétrico. Se pueden representar en términos de las matrices g descritas en (3.2.24)

y su forma es

gΘ =

(
I Θ

0 I

)
. (3.2.35)

Utilizando la expresión para transformar los campos de fondo (3.2.34) se ve fácilmente

que el cambio que produce es

Bij → Bij + Θij . (3.2.36)
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Dado que el término con Bij constante es una derivada total en la acción (3.2.5), este

cambio sólo aporta una contribución topológica. Como la matriz Θij ∈ Z, la acción cambia

en un múltiplo de 2π y la integral de caminos queda invariante, de donde se deduce que

esta transformación es una simetŕıa.

• Cambios de base: Los cambios de base del reticulado de compactificaciones Λ son una

simetŕıa del espectro, en donde el cambio sobre la matriz E es

E → AEAt, (3.2.37)

con A ∈ GL(d,Z) la matriz de cambio de base. La parametrización en términos de (3.2.24)

viene dada por

gA =

(
A 0

0 (At)−1

)
. (3.2.38)

Para ver que es una simetŕıa del espectro se puede escribir el Hamiltoniano (3.2.18) en la

forma

2H0 = ZtHZ = ntG−1n− ωt(G−BG−1B)ω − 2ntG−1Bω (3.2.39)

y aplicar la transformación, de donde

2H0 → ZtH′Z =nt(A−1)tG−1A−1n− ωtA(G−BG−1B)Atω

− 2nt(A−1)t(G−1B)Atω.
(3.2.40)

La forma original se recupera redefiniendo a los enteros ni y ωi de acuerdo a

n→ An, ω → (At)−1ω. (3.2.41)

Es importante aqúı el hecho de que los elementos de A sean enteros, de otra manera no

hubiese sido posible redefinir a los enteros que caracterizan a las excitaciones de Kaluza-

Klein y al enrollamiento.

• Dualidades factorizadas Di: Son generalizaciones para el caso toroidal de la dualidad

R/
√
α′ →

√
α′/R del caso del ćırculo discutido en la sección anterior. Vienen parametrizadas

por la matriz

gDi =

(
I − ei ei

ei I − ei

)
, (3.2.42)

donde ei es una matriz nula de d× d a excepción de la componente “ii”, que es 1.

Estas simetŕıas, que generan al grupo O(d, d,Z), no son las únicas que tiene esta teoŕıa.

Además se tiene la simetŕıa de paridad en la hoja de mundo:

σ → −σ, B → −B, (3.2.43)

que no pertenece a O(d, d,Z) dado que intercambia pL y pR y, por lo tanto, cambia el signo de

la norma lorentziana (3.2.16).
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Hasta aqúı se han discutido los modos cero de la cuerda. La transformación de los osciladores

se sigue de exigir que la simetŕıa de dualidad actúe como una transformación canónica. En

otras palabras, las relaciones de conmutación (3.2.9) se deben preservar ante la dualidad.

Transformando a ambos lados de (3.2.9), y teniendo en cuenta que la matriz de campos de

fondo transforma de acuerdo a (3.2.34), se sigue que los osciladores deben transformar de

acuerdo a
αn(E)→ (d− cEt)−1αn(E′),

α̃n(E)→ (d+ cE)−1α̃n(E′).
(3.2.44)

Ante estas transformaciones, los operadores número definidos en (3.2.14) son invariantes y por

lo tanto el Hamiltoniano completo lo es.

Además, la simetŕıa de paridad en la hoja de mundo también es una simetŕıa de la teoŕıa

completa: los osciladores se intercambian entre śı

αn ↔ α̃n, (3.2.45)

intercambiando a los operadores número pero dejando invariante al Hamiltoniano.

La invariancia del espectro es una condición necesaria para mostrar que la teoŕıa tiene

una simetŕıa. Sin embargo, no es suficiente. Para tener una simetŕıa, todas las funciones

de correlación de una teoŕıa deben ser mapeadas a la teoŕıa transformada. Este aspecto fue

determinado en [79], en donde se demostró que la simetŕıa de dualidad puede ser expresada en

términos de una simetŕıa de gauge.

3.3 Espectro no masivo

Resulta de interés analizar el ĺımite de bajas enerǵıas de esta teoŕıa, en donde los estados no

masivos son los únicos relevantes. Estos estados serán fundamentales cuando se trate la Teoŕıa

Doble de Campos en el siguiente caṕıtulo.

La fórmula de masa para la teoŕıa compactificada se obtiene de los v́ınculos de Virasoro

(L0 − 1)|ψ〉 = 0, (L̃0 − 1)|ψ〉 = 0. (3.3.1)

Sumando estas expresiones y usando (3.2.12) se tiene

1

2
M2 =

p2
L + p2

R

2
+ (N + Ñ − 2). (3.3.2)

Debemos tener en cuenta, a su vez, la LMC

N − Ñ = ωini, (3.3.3)

El espectro no masivo de la teoŕıa de cuerdas bosónica compactificada en un toro viene dado

por dos tipos de estado. En primer lugar, para número de Kaluza-Klein y de enrollamiento
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nulos (ni = ωi = 0), pL = pR = 0 se tienen estados no masivos si N = Ñ = 1, los mismos que se

obtienen de una teoŕıa de cuerdas bosónica sin compactificar. Los correspondientes operadores

de vértice son

αµ̂0 α̃
ν̂
0 e

ipX |0〉 = − 2

α′

∫
d2z∂X µ̂∂̄X ν̂ eipX |0〉, (3.3.4)

donde se ha denotado con µ̂ al ı́ndice de espacio tiempo no compactificado en 26 dimensiones,

es decir: µ̂ = 0, ..., 26. Al compactificar, este ı́ndice toma la forma µ̂ = (µ, j) con µ = 0, ...26−d
denotando a las dimensiones no compactas y j = 1, ..., d denotando a las dimensiones compacti-

ficadas. Desde el punto de vista del espacio extendido, este estado da lugar a tensores de rango

dos para µ̂ = µ, ν̂ = ν, a vectores para µ̂ = µ, ν̂ = j y a escalares para µ̂ = j, ν̂ = k. En el caso

de los vectores, éstos corresponden a los generadores de una simetŕıa de gauge U(1)dL ×U(1)dR,

condición que puede verse a partir del cálculo de los OPE’s.

Además de estos estados, existen otros estados no masivos para ciertos valores espećıficos

de los campos de fondo. Por ejemplo, en el caso d=1, pL y pR vienen dados por (3.1.7)

pR =
1√
2

(√
α′

R
n− R√

α′
ω

)
,

pL =
1√
2

(√
α′

R
n+

R√
α′
ω

)
.

Si se toma una compactificación con un radio R2 = α′, estas expresiones se simplifican y se

tiene

pR =
n− ω√

2
, pL =

n+ ω√
2
. (3.3.5)

Para n = ω = 1 y n = −ω = 1 se obtiene

(pL, pR) =
(√

2, 0
)
, n = ω = 1,

(pL, pR) =
(

0,
√

2
)
, n = −ω = 1,

(3.3.6)

Se ve que para estos valores de (pL, pR) se tienen estados no masivos (que satisfacen la LMC)

tomando n = ω = 1 junto con N = 0, Ñ = 1 y n = −ω = 1 junto con N = 1, Ñ = 0. Es decir

que existen valores espećıficos para los campos de fondo en los que aparecen nuevos estados

no masivos. Estos nuevos estados, agrandan la simetŕıa de gauge U(1)dL × U(1)dR encontrada

anteriormente a nuevos grupos de gauge. Esto puede verse a partir de la construcción de

Frenkel-Kac-Segal, descrita en la siguiente sección. Para el ejemplo de compactificación en un

ćırculo, el grupo de gauge resultante es SU(2)L × SU(2)R.

En el caso del ćırculo, esta nueva simetŕıa de gauge surge a partir de considerar un valor para

el radio de compactificación de forma tal que quede invariante ante el efecto de la T-dualidad,

que viene dado por1

R→ R̃ =
α′

R
. (3.3.7)

1Se restituyen momentáneamente las unidades al considerar α′.
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TomandoR =
√
α′ se tiene que el valor del radio escogido es un punto fijo ante esta transformación.

Este fenómeno también aparece en compactificaciones toroidales de d dimensiones. En el

caso d dimensional, se buscan puntos fijos ante la inversión de la matriz E de campos de fondo.

Ante E → E′ = E−1, G y B transforman como

G→ G′ = (G−BG−1B)−1, B → B′ = (B −GB−1G)−1. (3.3.8)

Esta inversión tiene un único punto fijo dado por G = I y B = 0. El grupo de gauge resultante

para estos valores para los campos de fondo es (SU(2))2d. Sin embargo, existen grupos de

gauge distintos para el caso general. Estos surgen de considerar puntos fijos ante inversión de

la matriz E a menos del grupo de simetŕıa discreto del toro T d SL(d,Z) y transformaciones Θ:

E−1 = M t(E + Θ)M, M ∈ SL(d,Z), Θ ∈ Θ(Z). (3.3.9)

En [84] se mostró que los valores de E tales que la simetŕıa de gauge está “agrandada”

maximalmente caen en esta categoŕıa. Por simetŕıa de gauge maximal se hace referencia a

grupos de gauge semisimples y simply-laced de rango d. En estos casos, la matriz E obedece

Eij = Cij , i > j, Eii =
1

2
Cii, Eij = 0, i < j, (3.3.10)

donde Cij es la matriz de Cartan del álgebra correspondiente a un grupo de gauge G. El grupo

de gauge que se obtiene para esta compactificación espećıfica es G × G. Si G tiene q ráıces,

habrá q vectores pL y q vectores pR de norma eucĺıdea 2 dando lugar a los vectores no masivos

cargados frente al grupo de gauge. Los estados no masivos adicionales satisfacen

(p
(i)
L )2 = 2, p

(i)
R = ~0, Ñ = 1, N = 0, i = 1, ..., q (3.3.11)

(p
(i)
R )2 = 2, p

(i)
L = ~0, Ñ = 0, N = 1, i = 1, ..., q. (3.3.12)

Los operadores de vértice correspondientes a los estados (3.3.11) son

i

√
2

α′

∫
d2zC(pa)∂̄X

µ̂ eip
µXµ(z,z̄) eipaLX

a(z), (3.3.13)

y para (3.3.12) se tiene

i

√
2

α′

∫
d2zC(pa)∂X

µ̂ eip
µXµ(z,z̄) eipaRX

a(z̄), (3.3.14)

con C(pa) siendo un cociclo, necesario para obtener las relaciones de conmutación correctas

entre los operadores de vértice (ver siguiente sección). Se ha denotado como Xa(z) (Xa(z̄)) a

la parte (anti)holomorfa del operador de campo Xa(z, z̄), donde el ı́ndice latino a hace referencia

a las coordenadas compactas: a = 1, ..., d. Según el ı́ndice µ̂ tome valores en las coordenadas

extendidas o internas, las expresiones anteriores darán lugar a estados que son escalares o

vectores.
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Los estados en (3.3.13) y (3.3.14) dan lugar a los estados cargados del grupo de gauge,

mientras que los descritos en (3.3.4) dan lugar a los estados asociados al subálgebra de Cartan.

Además del grupo de gauge maximal, también pueden surgir en una compactificación

toroidal grupos de gauge no maximales, es decir, con rango menor a d. Estos grupos emergen

a partir de puntos fijos del espacio de módulos ante algún subconjunto de las dualidades

factorizadas Di.

3.4 Construcción de Frenkel-Kac-Segal

A continuación se describirá la construcción en base a operadores de vértice para un álgebra

de Kac-Moody de nivel uno, en base a bosones quirales libres propagándose en un toro de

dimensión d.

El álgebra de Kac-Moody de nivel uno en la base de Cartan-Weyl para un grupo simply-laced

G es 2 [
HI
m, H

J
n

]
= mδIJδm+n,[

HI
m, E

α
n

]
= αIEαm+n,

[
Eαm, E

β
n

]
=


ε(α, β)Eα+β

m+n si α · β = −1,

α ·Hm+n +mδm+n si α · β = −2,

0 si α · β ≥ 0,

(3.4.1)

con las propiedades de hermiticidad siguientes(
HI
n

)†
= HI

−n, (Eαn )† = E−α−n . (3.4.2)

Es importante notar que α · β = −1 implica que α + β también es una ráız, de ah́ı que el

resultado del conmutador entre dos operadores de subida/bajada α y β sea proporcional al

correspondiente operador de subida/bajada α + β. Además, de α · β = −2 se deduce que

α + β = 0. Una representación posible para los generadores se obtiene a partir de considerar

bosones quirales libres XI(z), con I = 1, ..., rango(G) cuya expansión en modos es

XI(z) = qI − ipI ln(z) +
∑
n6=0

1

n
αInz

−n, (3.4.3)

La función de dos puntos es de la forma

〈XI(z)XI(w)〉 = δIJ ln(z − w). (3.4.4)

y el tensor de enerǵıa momento es

T (z) = −1

2

∑
I

: ∂XI(z)∂XI(z) : . (3.4.5)

2Ver el Apéndice A para un breve resumen sobre Álgebras de Lie.
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Se definen dos campos quirales HI(z) y Eα(z) cuyos modos serán los generadores de Kac-Moody

HI
m y Eαm:

HI
m =

∮
C0

dz

2πi
zmHI(z),

Eαm =

∮
C0

dz

2πi
zmEα(z),

(3.4.6)

con C0 un contorno cerrado alrededor del origen.

En primer lugar, el operador HI(z) se define a partir de

HI(z) = i∂XI(z). (3.4.7)

Este operador tiene dimensión conforme h = 1 como puede verse de calcular el OPE con el

tensor de enerǵıa momento. Utilizando la expresión para el conmutador a partir de integrales

de contorno se tiene[
HI
m, H

J
n

]
=

∮
0

dw

2πi

∮
w

dz

2πi
zmwni∂XI(z)i∂XJ(w)

=

∮
0

dw

2πi

∮
w

dz

2πi
zmwn

δIJ

(z − w)2
= mδIJδm+n,

(3.4.8)

dando lugar a la primera relación de conmutación en (3.4.1).

A continuación, definimos el campo Ẽα(z) como

Ẽα(z) =: eiα·X(z) :, (3.4.9)

con α la ráız del álgebra correspondiente al grupo G, con norma α2 = 2. Esto implica que

Ẽα(z) tiene dimensión conforme h = 1 como puede verse al calcular el OPE con el tensor de

enerǵıa momento. El operador Ẽα(z) no tiene las propiedades de conmutación deseadas, como

surge de calcular el OPE

Ẽα(z)Ẽβ(w) = (z − w)α·βẼα+b(w) + (z − w)α·β+1α · i∂X(w)Ẽα+β(w) + ... . (3.4.10)

Dado que se trata de operadores bosónicos, uno esperaŕıa obtener el mismo OPE para Ẽβ(w)Ẽα(z),

sin embargo, dado que α · β es un entero, uno encuentra

Ẽα(z)Ẽβ(w) = (−1)α·βẼβ(w)Ẽα(z). (3.4.11)
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Esto implica

Ẽα(z)Ẽβ(w)−(−1)α·βẼβ(w) =

=

[∮
C0

dz

2πi

∮
C′0:|z|>|w|

dw

2πi
−
∮
C0

dz

2πi

∮
C′′0 :|z|<|w|

dw

2πi

]
zmẼα(z)wnẼβ(w)

=

∮
C0

dw

2πi

∮
Cw

dz

2πi
(z − w)α·βzmwnẼα+β(w) [1 + i(z − w)α · ∂X(w) + ...]

=


Ẽα+β
m+n si α · β = −1,

α ·Hm+n +mδm+n si α · β = −2,

0 si no.

(3.4.12)

Encontramos un resultado similar al esperado, a excepción del factor (−1)α·β y las constantes

de estructura ε(α, β). Estos factores se corrigen con la introducción de cociclos. Definimos,

finalmente, al operador Eα(z) a partir de

Eα(z) = Ẽα(z)cα, (3.4.13)

donde cα es el operador de cociclo. Hay varias construcciones posibles para este operador, siendo

una de ellas en términos de los modos cero pI : cα = cα(p). Para tener los signos correctos en

el OPE y poder formar un conmutador en el lado izquierdo de (3.4.12) se requiere

cα(p)cβ(p− α) = (−1)α·βcβ(p)cα(p− β) . (3.4.14)

Y para tener un álgebra cerrada es necesaria la siguiente propiedad

cα(p)cβ(p− α) = ε(α, β)cα+β(p) , (3.4.15)

Una realización expĺıcita de estas condiciones viene dada por el operador

cα(p) = (−1)p∗α , (3.4.16)

donde el producto ∗ entre dos elementos del reticulado de ráıces está dado por

p ∗ α =
∑
i>j

nimjα(s)i · α(s)j . (3.4.17)

Aqúı, α(s)i hace referencia a las ráıces simples del álgebra, que pueden tomarse como base del

espacio vectorial dado por el reticulado:

p =
∑

niα(s)i , α =
∑

miα(s)i , ni ,mi ∈ Z . (3.4.18)

Finalmente, queda por demostrar que el conmutador
[
HI
m, E

α
n

]
da el resultado correcto, lo que

se deduce inmediatamente a partir del OPE entre H(z) y Eα(z).
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3.5 Los casos de S1 y T 2

En esta sección se presentan construcciones expĺıcitas para los casos S1 y T 2, que serán de

utilidad en esta tesis.

3.5.1 S1

En el caso unidimensional hay un único módulo, el valor del radio o de la única componente de

la métrica G = R2. El grupo O(1, 1,Z) consta de dos elementos

I =

(
1 0

0 1

)
, gD =

(
0 1

1 0

)
, (3.5.1)

con gD correspondiendo a una dualidad factorizada, que invierte el valor del radio. Debido a

esta simetŕıa, el espacio de módulos está dado por

O(1, 1,R)/O(1, 1,Z), (3.5.2)

y puede representarse por una semirrecta [1,∞), donde el inicio de la semirrecta representa el

valor del radio autodual, donde se tiene una simetŕıa de gauge SU(2)L × SU(2)R.

3.5.2 T 2

El grupo de simetŕıas en el caso de T 2 viene dado por O(2, 2,Z) y la simetŕıa de paridad en la

hoja de mundo: B → −B. Este grupo es isomorfo a SL(2,Z)×SL(2,Z)⊗S [Z2×Z2] [85,86], lo

que puede verse al combinar los módulos reales G11, G12, G22, B12 en dos variables complejas

ρ y τ

τ ≡τ1 + iτ2 =
G12

G22
+
i
√
G

G22

ρ ≡ρ1 + iρ2 = B12 + i
√
G,

(3.5.3)

con G siendo el determinante de la métrica G = G11G22 − G2
12. Estas variables pueden ser

entendidas como la estructura compleja (τ) y la estructura de Kähler (ρ) de un toro dos

dimensional. Invirtiendo esta relación, la matriz E puede obtenerse como

E =
ρ2

τ2

(
τ2

1 + τ2
2 τ1

τ1 1

)
+ ρ1

(
0 1

−1 0

)
, (3.5.4)

Cada SL(2,Z) viene de las transformaciones modulares sobre τ y ρ, donde los generadores S y

T para estas transformaciones vienen dados por

S : (ρ, τ)→
(
ρ,−1

τ

)
, T : (ρ, τ)→ (ρ, τ + 1),

S′ : (ρ, τ)→
(
−1

ρ
, τ

)
, T ′ : (ρ, τ)→ (ρ+ 1, τ).

(3.5.5)
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Las primeras dos transformaciones están asociadas al hecho de que el toro no se modifica

ante transformaciones modulares de la estructura compleja. La tercera transformación es un

fenómeno asociado a teoŕıa de cuerdas: tomando B = 0, invierte el elemento de volumen del

espacio de compactificación. La cuarta transformación corresponde a una transformación Θ.

Más simetŕıas se manifiestan al reescribir a p2
L y p2

R en términos de τ y ρ:

p2
L =

1

2ρ2τ2
|(n1 − τn2)− ρ(m2 + τm1)|2

p2
R =

1

2ρ2τ2
|(n1 − τn2)− ρ̄(m2 + τm1)|2

Una de ellas es

R : (τ, ρ)→ (−τ̄ ,−ρ̄). (3.5.6)

Esta simetŕıa corresponde a la reflexión de la coordenada X1 → −X1 junto con los cambios de

signo en los campos de fondo G12 y B12, dejando a G11 y G22 invariantes. Finalmente se tiene

la simetŕıa correspondiente a paridad en la hoja de mundo, que intercambia pL y pR y, como ya

se mencionó, no forma parte de O(2, 2,R) dado que cambia el signo de la norma lorentziana:

W : (τ, ρ)→ (τ,−ρ̄). (3.5.7)

Dentro deO(2, 2,Z) se encuentran las dualidades factorizadas, que jugarán un papel importante

a la hora de encontrar los puntos del espacio de módulos con agrandamiento de la simetŕıa de

gauge:

gD1 =


0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 ; gD2 =


1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

 . (3.5.8)

Cuando el toro es un producto directo de dos S1, D1 y D2 corresponden a R1 → 1/R1 con R2

fijo, y a R2 → 1/R2 con R1 fijo , respectivamente. En términos de τ y ρ vienen dadas por

D1 : (τ, ρ)→
(
−1

τ
,
−1

ρ

)
, D2 : (τ, ρ)→ (ρ, τ). (3.5.9)

El conjunto de generadores presentado hasta aqúı no constituye el mı́nimo indispensable

para generar todas las simetŕıas. El conjunto mı́nimo viene dado por S, T , D2 y W y el resto

puede obtenerse como combinación de éstos: S′ = D2SD2, T ′ = D2TD2, R = D2WD2W ,

D1 = S′SD2.

El espacio de módulos puede representarse como dos copias del plano complejo cocientadas

por el grupo de simetŕıas. Para ver cómo obtenerlo, conviene concentrarse primero en una de las

variables complejas, τ por ejemplo. La transformación T : τ → τ+1 restringe el plano complejo

a la región −1/2 < Re(τ) < 1/2 (o a cualquier otra donde Re(τ) tenga extensión igual a uno).

La trasformación S : τ → −1/τ mapea los puntos dentro de un ćırculo de radio uno a los puntos
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fuera del mismo, por lo que la región de puntos f́ısicamente inequivalentes viene dada por la

que se muestra en 3.2a. Finalmente, se debe considerar la simetŕıa de reflexión R : τ → −τ̄ ,

que limita la región a aquella con Re(τ) < 0, obteniéndose, finalmente la región mostrada en la

figura 3.2b. Cualquier punto dentro de esta región representa un valor f́ısicamente inequivalente

para los campos de fondo en E.

(a) (b)

Figura 3.2: Regiones fundamentales para el módulo τ .

Como ya se ha descrito, hay puntos del espacio de módulos en donde se tiene un agrandamiento

del grupo de gauge. En el caso del T 2 hay dos puntos que dan lugar a grupos de gauge

maximales. El primero de ellos es (τ, ρ) = (i, i), con grupo de gauge (SU(2) × SU(2))L ×
(SU(2)×SU(2))R. Esto puede verse inmediatamente al construir la matriz E y ver que verifica

las condiciones (3.3.10) con E = I. Esta matriz implica que el campo B es nulo y que la métrica

está dada por la identidad, lo que puede ser entendido como un toro dado por el producto directo

de dos ćırculos con radio autodual.

Otro punto que da lugar a agrandamiento de la simetŕıa de gauge es

(τ, ρ) =

(
−1

2
+
i
√

3

2
,−1

2
+
i
√

3

2

)
, (3.5.10)

cuya matriz de campos de fondo es

E =

(
1 1

0 1

)
. (3.5.11)

En este caso, el grupo de gauge es SU(3)L × SU(3)R.

Además de estos grupos de gauge, también hay agrandamientos a grupos no maximales,

que pueden encontrarse como puntos fijos ante alguna transformación de dualidad factorizada.
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En los bordes de la región fundamental, es decir para ρ = τ = −1/2 + iτ2, ρ = τ = iτ2 y

|ρ| = |τ | = 1 se tiene agrandamiento de la simetŕıa (SU(2) × U(1))L × (SU(2) × U(1))R. En

el interior de la región, con τ = ρ, se tiene U(1)2
L × (SU(2) × U(1))R. Finalmente, tomando

τ = −ρ̄ se obtiene (SU(2)× U(1))L × U(1)2
R.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa doble de campos

La T-dualidad es una simetŕıa que pone de manifiesto el carácter extendido de los objetos

fundamentales en teoŕıa de cuerdas. Las cuerdas cerradas pueden enrollarse alrededor de

ciclos no contráıbles en el espacio tiempo, dando lugar a estados que no tienen un análogo

en el caso de las teoŕıas de part́ıculas puntuales. Como se ha señalado en el caṕıtulo 3, para

una compactificación toroidal, los estados estarán caracterizados por enteros ni, asociados al

momento en las direcciones compactas, y ωi, asociados al enrollamiento. La T-dualidad puede

entenderse como una simetŕıa que intercambia estas cantidades para los estados de cuerdas.

Es en este contexto que surge la Teoŕıa Doble de Campos (Double Field Theory (DFT), en

inglés), en donde se pretende tener una teoŕıa que tenga a la T-dualidad como una simetŕıa

manfiesta al nivel del espacio tiempo. En este caṕıtulo se presentará un breve resumen de los

resultados principales.

4.1 Primeras formulaciones de la teoŕıa

DFT fue constrúıda en [1] inspirándose en Teoŕıa de Campos de Cuerdas, que posee simetŕıa de

T-dualidad. Esta teoŕıa trata de manera simétrica al momento y al enrollamiento y los modos

de los campos f́ısicos dependen de estas cantidades. Haciendo una transformada de Fourier de

los campos se obtienen representaciones que dependen de las coordenadas espaciotemporales del

espacio compacto yi (“coordenadas internas”), conjugadas al momento, y de nuevas coordenadas

periódicas conjugadas al enrollamiento, ỹi. Es decir, si se toma un espacio-tiempo que es un

producto directo de un espacio de Minkowski M (con coordenadas xµ) y un toro d-dimensional

T d (con coordenadas yi), los campos ahora dependerán de las coordenadas en M×T 2d, donde el

toro doble T 2d contiene al toro del espacio tiempo original y a un nuevo toro T d, parametrizado

por las coordenadas duales al enrollamiento ỹi. Esquemáticamente, los campos de la teoŕıa φ

son de la forma φ(xµ, yi, ỹi).
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Todos los estados deben satisfacer la LMC

L0 − L̃0 = N − Ñ − niωi = 0. (4.1.1)

Además, los campos considerados son los no masivos de la teoŕıa sin compactificar, por lo que

obedecen

M2 =
2

α′

(
N + Ñ − 2

)
= 0. (4.1.2)

Los campos que satisfacen estas condiciones cumplen N = N̄ = 1 y son el gravitón, el

tensor antisimétrico de Kalb-Ramond y el dilatón. Es importante destacar que no se están

considerando los campos no masivos desde el punto de vista de la teoŕıa compactificada, donde la

masa (M) también incluye las contribuciones de los modos de Kaluza-Klein y del enrollamiento:

M2 = p2
L + p2

R +
2

α′
(
N + N̄ − 2

)
, (4.1.3)

con pL(R) = pL(R)(ni, ω
i, Gij , Bij) dados en (3.2.13).

La condición LMC puede reescribirse como(
N − N̄

)
|φ〉 = niω

i|φ〉, (4.1.4)

que a nivel de la dependencia espacial se traduce en(
N − N̄

)
φ(xµ, xi, x̃i) = −∂i∂̃iφ(xµ, xi, x̃i) = 0, (4.1.5)

donde en la última igualdad se usó que los campos de esta teoŕıa satisfacen N = Ñ = 1 y se

definió

∂i ≡
∂

∂xi
, ∂̃i ≡ ∂

∂x̃i
. (4.1.6)

La ecuación (4.1.5) representa un v́ınculo que deben satisfacer los campos de esta teoŕıa y

es conocido como el v́ınculo débil. A partir de la acción de Teoŕıas de Campos para la

cuerda cerrada (Closed String Field Theory, CSFT) en [1], construyeron una acción cúbica

en fluctuaciones alrededor de campos de fondo para G, B y φ, en donde cada término contiene

dos derivadas, como en Relatividad General. La acción es de la forma

S(E,Ψ) =

∫
dxdx̃L(D, D̄, eij , d) (4.1.7)

donde eij = gij + bij representan las fluctuaciones a orden lineal alrededor de campos de fondo

constantes Eij = Ḡij + B̄ij y donde D, D̄ son derivadas que dependen de los campos

Di =
1√
α′

(
∂i − Eik∂̃k

)
, D̄i =

1√
α′

(
∂i + Eik∂̃

k
)
. (4.1.8)

Esta acción depende, en principio, de los campos de fondo que aparecen a partir de las derivadas

Di y D̄i. Posee una simetŕıa Z2 dada por

eij → eji, Di ↔ D̄i (4.1.9)
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relacionada a la simetŕıa de paridad en la hoja de mundo de la cuerda bosónica. El aspecto más

sobresaliente es que puede mostrarse que también es invariante de T-dualidad, con transformaciones

pertenecientes al grupo O(d, d,Z).

La acción posee una invariancia de gauge adicional si se aplica el v́ınculo débil sobre los

campos y los parámetros de gauge.

Este v́ınculo, heredado de CSFT, es en realidad más restrictivo. El producto de dos campos

que satisfacen este v́ınculo no satisface, en general, el mismo v́ınculo. En CSFT, el producto

entre estados contiene un proyector que mapea el producto de estados al subespacio que cumple

L0 − L̃0 = 0. Este proyector es responsable de que no se satisfaga la identidad de Jacobi para

el productos de estados, dando lugar a un álgebra L∞ o álgebra de Lie homotópica, situación

que será discutida cuando se estudien más en detalle las transformaciones de gauge de DFT, aśı

como en el Caṕıtulo 8. Las transformaciones de gauge de la teoŕıa incluyen términos cuadráticos

en campos y parámetros de gauge, por lo que una buena definición requeriŕıa la implementación

de este proyector. Sin embargo, a orden cúbico en fluctuaciones de los campos, esta proyección

no es necesaria y se puede tener una teoŕıa consistente [1]. Este proyector es conocido en

DFT bajo el nombre de v́ınculo fuerte y establece que productos arbitrarios de campos son

aniquilados por L0 − L̃0. Es decir, se tiene

∂i∂̃
i(...) = 0, (4.1.10)

donde los puntos suspensivos representan un número arbitrario de campos y/o parámetros de

gauge.

En trabajos posteriores [36, 80] se estudió la estructura de gauge de la teoŕıa, se demostró

la independencia de la acción (4.1.7) respecto de los campos de fondo Eij y se construyó una

teoŕıa independiente de los campos de fondo, invariante de T-dualidad y con álgebra de gauge

gobernada por el “C-Corchete” [4, 36] que se reduce al Corchete de Courant de geometŕıa

generalizada [8, 9] cuando los campos y los parámetros de gauge son independientes de las

coordenadas duales x̃i. La acción es la suma de la acción proveniente del sector no masivo

de cuerda bosónica con derivadas ordinarias ∂i (donde los campos son el gravitón, el tensor

antisimétrico de Kalb-Ramond y el dilatón), una acción similar para los mismos campos pero

con derivadas duales ∂̃i, y un término mixto necesario para invariancia de gauge. La acción

toma la forma

S =

∫
dxdx̃ e−2d

[
− 1

4
GikgjlDpEklDpEij +

1

4
Gkl
(
DjEikDiEjl + D̄jEki D̄iElj

)
+
(
Did D̄jEij + D̄id DjEji

)
+ 4DidDid

]
.

(4.1.11)

donde Eij = Gij +Bij representa a los campos completos, es decir, al valor de fondo del campo

y sus fluctuaciones, d es el dilatón y las derivadas están definidas de manera similar a (4.1.8),

reemplazando los campos de fondo Eij por Eij . Todos los ı́ndices se suben y bajan con la

métrica Gij = Eij + Eji.
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Esta acción presenta simetŕıaO(D,D,R), grupo que incluye a la T-dualidad. Las transformaciones

O(D,D,R) actúan sobre la matriz E de manera fraccionaria como en (3.2.28) y dejan al dilatón

invariante

E ′(X ′) = (aE(X) + b)(cE(X) + d)−1 , d′(X ′) = d(X) , X ′ = hX , (4.1.12)

donde

h =

(
a b

c d

)
∈ O(D,D,R) , (4.1.13)

y, además, posee una simetŕıa Z2 dada por

Eij → Eji, Di ↔ D̄i . (4.1.14)

Las transformaciones de gauge con parámetros ξ̃i y ξi toman la forma

δEij = Diξ̃j − D̄j ξ̃i +
(
ξi∂i + ξ̃i∂̃

i
)
Eij +DiξkEkj + D̄jξkEik ,

δd = −1

2

(
∂iξ

i + ∂̃iξ̃i

)
+
(
ξi∂i + ξ̃i∂̃

i
)
d .

(4.1.15)

Para mostrar la invariancia de gauge de esta acción se deben emplear los v́ınculos débil y

fuerte: todos los campos, parámetros de gauge y sus posibles productos con cualquier número

de campos y/o parámetros de gauge son aniquilados por (4.1.10).

Si se toma que los campos son independientes de las coordenadas x̃ (una de las posibles

soluciones del v́ınculo fuerte), la acción se reduce, con redefiniciones de campos apropiadas, al

sector bosónico de supergravedad (cf. (2.3.5) en el caṕıtulo 2)

S∗ =

∫
dx
√
−Ge−2φ

[
R+ 4(∂φ)2 − 1

12
H2

]
. (4.1.16)

En particular, el dilatón usual de teoŕıa de cuerdas φ se relaciona al campo d mediante
√
−Ge−2φ = e−2d, de forma tal que e−2d es una densidad escalar.

4.2 Formulación Métrica

La acción (4.1.11) no posee ni invariancia de gauge ni invariancia ante T-dualidad manifiesta. En

[2] se construyó la acción de DFT, aśı como sus transformaciones de gauge, en un formalismo tal

que estas simetŕıas son manifiestas. Esta construcción está basada en la “métrica generalizada”

HMN , un tensor de O(D,D,R) y en el dilatón generalizado d, un escalar de O(D,D,R).

El espacio tiempo para esta teoŕıa tiene dimensión 2D, con D coordenadas denominadas

xi, i = 0, ..., D− 1 y otras D coordenadas denominadas x̃i, i = 0, ..., D− 1 1 y, en principio, no

hay direcciones compactas. Las coordenadas usuales xi de teoŕıa de cuerdas están duplicadas

1Notar el cambio de notación con respecto a la sección anterior. Ahora, todas las coordenadas tienen ı́ndice

“i”.
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desde el inicio. Las coordenadas y las derivadas pueden ser escritas en términos de vectores de

O(D,D,R) como

XM =

(
x̃i

xi

)
, ∂M =

(
∂̃i

∂i

)
. (4.2.1)

Los ı́ndices de O(D,D,R) se suben y bajan con la métrica invariante

ηMN =

(
0 1

1 0

)
, (4.2.2)

que obedece htηh = η con h siendo un elemento del grupo O(D,D,R).

Los vectores XM transforman como X ′M = hMNX
N . La métrica generalizada HMN es

una matriz simétrica de 2D × 2D constrúıda a partir de la métrica y del tensor antisimétrico

de Kalb-Ramond:

HMN =

 Gij −GikBkj
Bikg

kj Gij −BikGklBlj

 . (4.2.3)

Esta forma de la métrica generalizada es la misma que en (3.2.19) al considerar compactificaciones

toroidales. Sin embargo, en este caso, los camposGij yBij no son constantes. La transformación

fraccionaria definida sobre la matriz de campos de fondo Eij lleva a una transformación sencilla

para esta métrica, que transforma como un tensor de O(D,D,R):

hPMh
Q
NH′PQ(X ′) = HMN (X) . (4.2.4)

Es importante notar que el espacio doble tiene dos métricas. Por un lado, la métrica ηMN

invariante deO(D,D,R) con signatura (D,D) y con la que se suben y bajan ı́ndices. Notablemente,

subiendo los ı́ndices en ηMN se obtiene ηMN que toma la misma forma. Por otro lado, se tiene la

métrica HMN que incorpora a los campos dinámicos y que es positiva definida si gij lo es. Esta

métrica tiene la propiedad de que es una matriz simétrica y que su inversa se halla simplemente

subiendo los ı́ndices con la métrica invariante, es decir, satisface

HMN = ηMPHPQηQP , HMPHPN = δNM . (4.2.5)

Por otro lado, si se sube un único ı́ndice, se tiene un elemento de O(D,D,R)

HMNη
NPHQP = ηMQ, HMN = ηMPHPN . (4.2.6)

El dilatón generalizado es el otro campo de interés en esta teoŕıa. Se obtiene a partir del

determinante de la métrica Gij y el dilatón φ de teoŕıa de cuerdas como

e−2d =
√
Ge−2φ . (4.2.7)

La acción toma la forma

S =

∫
dXe−2d R , (4.2.8)
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donde dX = dx dx̃ y R, el escalar de Ricci generalizado, está dado por

R ≡4HMN∂M∂Nd− ∂M∂NHMN − 4HMN∂Md ∂Nd+ 4∂MHMN ∂Nd

+
1

8
HMN∂MHKL ∂NHKL −

1

2
HMN∂MHKL ∂KHNL .

(4.2.9)

A menos de una derivada total, la acción (4.2.8) se reduce a (4.1.11). Es una acción que es

manifiestamente O(D,D,R) invariante globalmente dado que todos los ı́ndices de O(D,D,R)

están contráıdos apropiadamente.

Unificando a los parámetros de gauge en el vector de O(D,D,R)

ξM =

ξ̃i
ξi

 , (4.2.10)

las transformaciones de gauge de los campos pueden escribirse como

δξHMN = ξP∂PHMN + (∂MξP − ∂P ξM )HPN + (∂NξP − ∂P ξN )HMP ,

δξd = −1

2
∂Mξ

M + ξM∂M d ,
(4.2.11)

que toman la forma (4.1.15) expresando a la métrica generalizada en términos de Eij . Resulta

conveniente reescribir a la segunda transformación de gauge como

δξ

(
e−2d

)
= ∂M

(
ξMe−2d

)
(4.2.12)

Para demostrar la invariancia de gauge de esta acción resulta es necesario imponer v́ınculos

sobre las coordenadas. En [2], la invariancia se demostró mediante la utilización del v́ınculo

fuerte.

Estas transformaciones de gauge pueden interpretarse en términos de un nuevo tipo de

derivada de Lie, conocida como “Derivada de Lie generalizada”, que determinará la forma de

los difeomorfismos generalizados. En la siguiente sección se introducirá este nuevo objeto y se

estudiará el álgebra de gauge de DFT.

Antes de pasar a esto, conviene revisitar aqúı el v́ınculo fuerte. Utilizando la notación

de O(D,D,R) introducida en (4.2.1), el v́ınculo fuerte puede reescribirse, en el espacio de

momentos como PαηPβ = 0, ∀Pα, Pβ, lo que indica que todos los momentos Pα caen en un

subespacio de R2D que es isotrópico (cualquier par de vectores del subespacio son nulos y

ortogonales respecto de la métrica de O(D,D,R)). La dimensión máxima de dicho subespacio

es D y cualquier subespacio maximal está relacionado a otro mediante una transformación de

O(D,D,R), en particular uno en que p̃ = 0. Como resultado, cualquier subsector de DFT que

satisfaga el v́ınculo fuerte está relacionado por una transformación de O(D,D,R) al “subsector

canónico” en donde los campos no tienen dependencia en las coordenadas duales x̃.
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4.3 Derivada de Lie generalizada

Dado que los grados de libertad gravitacionales y tensoriales se mezclan ante T-dualidad,

también lo harán sus transformaciones de gauge y el concepto de difeomorfismos debe ser

generalizado para dar una descripción unificada. Para llevar a cabo esta generalización, resulta

conveniente reconsiderar a la derivada de Lie usual que, actuando sobre un vector, viene dada

por (4.3.1)

LζV
i = ζj∂jV

i −
(
∂jζ

i
)
V j , (4.3.1)

El primer término corresponde a un término de transporte, y el segundo es una transformación

de gl(n) con la matriz
(
∂jζ

i
)

tomando valores en la representación fundamental del álgebra

de Lie gl(n). La transformación de un tensor genérico se obtendrá reemplazando la acción del

álgebra de Lie con la representación correspondiente.

En el contexto de T-dualidad, el papel de gl(n) estará dado por el álgebra de Lie o(D,D),

junto a un reescaleo por un número real. Los tensores transformarán ahora bajo O(D,D,R)×Ry

los difeomorfismos generalizados serán de la forma

δUV
M = LUVM = UN∂NV

M − αP(adj)
M
N
P
Q∂PU

QV N + β∂NU
NVM (4.3.2)

con P(adj) siendo el proyector a la representación adjunta del grupo de T-dualidad, α una

constante que dependerá de la dimensión y β el peso para las densidades tensoriales. Los

ı́ndices M , N , ... en la posición superior denotan a objetos en la representación vectorial del

grupo de dualidad, R1, que será el espacio de las coordenadas que tendrá, en consecuencia,

dimensión dim(R1).

La ecuación (4.3.2) puede ser reescrita como

LξVM = LξV
M + YM

N
P
Q ∂P ξ

Q V N , (4.3.3)

con Y el tensor invariante de dualidad dado por

YM
N
P
Q = δMQ δ

P
N − αP(adj)

M
N
P
Q + βδMN δ

P
Q . (4.3.4)

Nótese que este tensor es general y esta expresión es válida para cualquier grupo de dualidad.

En el caso de DFT, el proyector P(adj) toma la forma

O(D,D) : P(adj)
M
N
P
Q =

1

2
(δMQ δ

P
N − ηMP ηNQ) , (4.3.5)

Actuando sobre un vector de O(D,D,R) del tipo AM con peso ω(A) la derivada de Lie

generalizada se define como

LξAM = ξP∂PA
M + (∂MξP − ∂P ξM )AP + ω(A)∂P ξ

PAM . (4.3.6)
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Respecto de la derivada de Lie usual (4.3.1) puede apreciarse que, más allá del término asociado

al peso, el segundo término en (4.3.6) es novedoso. La derivada de Lie generalizada sobre un

vector del tipo AM con peso ω(A) se define como

LξAM = ξP∂PAM + (∂Mξ
P − ∂P ξM )AP + ω(A)∂P ξ

PAM , (4.3.7)

y para vectores con ı́ndices mixtos se tiene

LξAMN = ξP∂PAM
N + (∂Mξ

P − ∂P ξM )AP
N + (∂NξP − ∂P ξN )AM

P

+ ω(A)∂P ξ
PAM .

(4.3.8)

Una propiedad importante es que la derivada de Lie generalizada se anula actuando sobre la

métrica de O(D,D,R) ηMN (definida con peso ω(η) = 0) y sobre el tensor de Kronecker δM
N ,

también con peso nulo:

LξηMN = 0, LξηMN = 0, LξδMN = 0 . (4.3.9)

Con esta propiedad, resulta inmediato mostrar que (4.3.6) y (4.3.7) están relacionadas de ma-

nera sencilla

LξAM = ηMNLξAM . (4.3.10)

Además, satisface la regla de Leibniz

Lξ
(
A M1...
N1...

B Q1...
P1...

)
=
(
LξA M1...

N1...

)
B Q1...
P1...

+A M1...
N1...

(
LξB Q1...

P1...

)
, (4.3.11)

Con estas definiciones, las transformaciones de gauge para la métrica generalizada y el

dilatón generalizado toman la forma

δξHMN = LξHMN ,

δξ

(
e−2d

)
= Lξ

(
e−2d

)
,

(4.3.12)

con pesos ω(H) = 0 y ω
(
e−2d

)
= 1.

Una consecuencia importante de Lξη = Lξη−1 = 0 es que la condición HMN ∈ O(D,D,R) es

compatible con la simetŕıa de gauge. Tomando la derivada de Lie generalizada de la condición

HηH = η−1 (4.3.13)

se llega a (
LξH

)
ηH+Hη

(
LξH

)
= 0 . (4.3.14)

Esto implica que (
δξH

)
ηH+Hη

(
δξH

)
= 0 , (4.3.15)

por lo que se preserva la condición HηH = η−1 ante transformaciones de gauge.
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El álgebra de estas transformaciones de gauge es cerrada respecto del C-Corchete[
ξ1, ξ2

]M
C
≡ 2ξN[1 ∂Nξ

M
2] − ξ

P
[1∂

Mξ2]P , (4.3.16)

con A[iBj] = (AiBj−AjBi)/2, resultado que se obtiene al conmutar las derivadas generalizadas.

Este corchete fue introducido por Siegel en [4], y en [36] se mostró que es la extensión O(D,D,R)

covariante del corchete de Courant. El conmutador se calcula fácilmente actuando sobre un

vector AM . Un cálculo directo lleva a[
Lξ1 ,Lξ2

]
AM = −L[ξ1,ξ2]

C
AM + FM (ξ1, ξ2, A) , (4.3.17)

con FM dado por

FM (ξ1, ξ2, A) = −ξ[1N ∂
QξN2] ∂QAM + 2∂Qξ[1M ∂Qξ

P
2] AP , (4.3.18)

que se anula si se emplea el v́ınculo fuerte. Dado que este v́ınculo estará siempre en esta teoŕıa,

se tiene que sobre un vector AM el conmutador cumple[
Lξ1 ,Lξ2

]
= −L[ξ1,ξ2]

C
. (4.3.19)

Este conmutador puede extenderse a cualquier tipo de tensores. Por ejemplo, si se considera

la acción en el producto de dos vectores se tiene[
Lξ1 ,Lξ2

](
AMBN

)
=
([
Lξ1 ,Lξ2

]
AM

)
BN +AM

[
Lξ1 ,Lξ2

]
BN

= −L[ξ1,ξ2]C

(
AMBN

)
.

(4.3.20)

Repitiendo estos cálculos se sigue que la propiedad (4.3.19) vale para cualquier tipo de tensor

con ı́ndices en la posición inferior. Una prueba similar muestra que también vale para tensores

con número arbitrario de ı́ndices en cualquier posición.

La derivada de Lie usual actuando sobre vectores tiene asociado un corchete definido como

[X,Y ] = LXY (4.3.21)

Esto sugiere definir un corchete de Lie generalizado a partir de la derivada de Lie generalizada,

llamado D-Corchete [
A,B

]
D
≡ LAB . (4.3.22)

Este corchete no es antisimétrico, como puede verse de la definición de la derivada de Lie

generalizada. Está relacionado con el C-Corchete de la siguiente manera[
A,B

]M
D

=
[
A,B

]M
C

+
1

2
∂M
(
BNAN

)
. (4.3.23)

La diferencia es una derivada total, que es un parámetro que genera una transformación de

gauge trivial, como puede verse empleando el v́ınculo fuerte. Es decir, para un parámetro

ζ = ∂Mχ, con χ cualquier función se tiene

L∂Mχ(...) = 0. (4.3.24)
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Aśı como el C-Corchete está relacionado al corchete de Courant, el D-Corchete está relacionado

al corchete de Dorfman si se elimina la dependencia en las coordenadas x̃i [87]. El D-Corchete

satisface la identidad de Jacobi[
A,
[
B,C

]
D

]
D

=
[[
A,B

]
D

]
, C
]
D

+
[
B,
[
A,C

]
D

]
D
. (4.3.25)

En cambio, el C-corchete, que śı es antisimétrico, no cumple la identidad de Jacobi, y la falla

es de la forma de un parámetro trivial

[[ζ1, ζ2]C , ζ3]C + [[ζ2, ζ3]C , ζ1]C + [[ζ3, ζ1]C , ζ2]C = ∂MN(ζ1, ζ2, ζ3), (4.3.26)

donde N(ζ1, ζ2, ζ3) es el escalar de Nijenhuis definido como

N(ζ1, ζ2, ζ3) =
1

2

[
ζ[1, ζ2

]M
C
ζ3]M . (4.3.27)

4.4 Tétradas

Para estudiar compactificaciones de esta teoŕıa resulta conveniente introducir tétradas2. La

métrica generalizada puede ser escrita en términos de las tétradas como

HMN = EĀM SĀB̄ EB̄N , (4.4.1)

donde SĀB̄ es la métrica de Minkowski doble dada por

SĀB̄ =

(
sāb̄ 0

0 sāb̄

)
, (4.4.2)

con sāb̄ = diag(− + · · ·+) la métrica de Minkowski D-dimensional. Dado que la métrica de

Minkowski sāb̄ es invariante ante transformaciones de Lorentz O(1, D − 1,R), la métrica SĀB̄

es invariante ante transformaciones dobles de Lorentz

H = O(1, D − 1,R)×O(1, D − 1,R), (4.4.3)

que corresponde al máximo subgrupo pseudo-compacto de G = O(D,D,R). De esta forma,

la métrica generalizada es invariante ante transformaciones dobles y locales de Lorentz, y

parametriza al coset G/H.

La tétrada EĀM puede elegirse como un elemento de O(D,D,R)

ηMN = EĀM ηĀB̄ EB̄N , (4.4.4)

donde ahora ηĀB̄ se usará para subir y bajar los ı́ndices “planos” y toma la misma forma que

ηMN . La tétrada transforma como un vector ante difeomorfismos generalizados y puede ser

2Si bien el prefijo “tetra” indica una cantidad “cuatro-dimensional” en esta tesis se utilizará en un sentido

amplio para objetos n-dimensionales.
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parametrizada en términos de la tétrada para la métrica D-dimensional Gij = eāisāb̄e
b̄
j y el

tensor antisimétrico como

EĀM =

(
eā
i eā

jBji

0 eāi

)
. (4.4.5)

Esta parametrización triangular pierde su forma ante transformaciones O(D,D,R) pero puede

ser recuperada a partir de una transformación con el grupo H.

La importancia de definir la tétrada radica en que a partir de ella y del dilatón d uno puede

construir “flujos generalizados” dados por

FĀB̄C̄ = EC̄MLEĀEB̄
M = 3Ω[ĀB̄C̄] , (4.4.6)

FĀ = −e2dLEĀe
−2d = ΩB̄

B̄Ā + 2EĀ
M∂Md , (4.4.7)

con la conexión de Weitzenböck generalizada ΩĀB̄C̄ dada por

ΩĀB̄C̄ = EĀ
M∂MEB̄

NEC̄N = −ΩĀC̄B̄ . (4.4.8)

Estos flujos dependen de los campos y son, por tanto, dinámicos. Serán de importancia cuando

se analicen las compactificaciones de esta teoŕıa. La acción de DFT admite una reescritura en

términos de estas cantidades dada por

S =

∫
dXe−2d R̃ , (4.4.9)

con

R̃ = FĀB̄C̄ FD̄ĒF̄
[

1

4
SĀD̄ηB̄ĒηC̄F̄ − 1

12
SĀD̄SB̄ĒSC̄F̄ − 1

6
ηĀD̄ηB̄ĒηC̄F̄

]
+ FĀFB̄

[
ηĀB̄ − SĀB̄

]
.

(4.4.10)

Esta es la llamada “formulación de flujos de DFT” y es una extensión de la formulación

métrica, dado que incorpora términos que se anulan cuando se aplica el v́ınculo fuerte. Las

tétradas son especialmente útiles para considerar compactificaciones de Scherk-Schwarz, que se

tratarán a continuación.

La acción puede ser reescrita como

S =

∫
dXe−2d

(
4HMN∂M∂Nd− ∂M∂NHMN − 4HMN∂Md ∂Nd+ 4∂MHMN ∂Nd

+
1

8
HMN∂MHKL ∂NHKL −

1

2
HMN∂MHKL ∂KHNL + ∆(SC)R̃

)
,

(4.4.11)

a menos de derivadas totales. El último término de esta acción contiene a los términos que se

anulan al aplicar el v́ınculo fuerte.
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4.5 Reducción dimensional

DFT es una teoŕıa formulada en 2D dimensiones. Si bien la motivación original es construir una

teoŕıa manifiestamente invariante de T-dualidad ante compactificaciones toroidales, el espacio-

tiempo de DFT es no compacto: la teoŕıa exhibe expĺıcitamente la simetŕıa de T-dualidad antes

de llevar adelante una compactificación.

En esta sección se estudiarán las compactificaciones de DFT, en particular el método

de Scherk-Schwarz (SS) que dará lugar a una teoŕıa con simetŕıas de gauge (Gauged DFT,

GDFT ). La acción efectiva obtenida, una vez suprimida la dependencia en las coordenadas x̃

corresponderá al sector eléctrico bosónico de supergravedades gaugeadas semimaximalmente.

Las coordenadas dobles del espacio tiempo XM = (x̃i, x
i) se separan entre coordenadas internas

y externas: x̃i = (x̃µ, ỹm) y xi = (xµ, ym). Los ı́ndices con m = 1, ..., n denotan a las direcciones

internas y µ = 1, ..., d a las extendidas. De esta forma, tanto el espacio extendido y el interno

están duplicados y llamaremos a las coordenadas YA = (ỹm, y
m) y X = (x̃µ, x

µ).

Las compactificaciones de SS se basan en el siguiente ansatz para la tétrada y el dilatón,

los campos de la teoŕıa,

EĀ
M (X) = ÊĀ

I(X) UI
M (Y) , d(X) = d̂(X) + λ(Y) , (4.5.1)

y para los parámetros de gauge

ξM (X) = ξ̂I(X) UI
M (Y) . (4.5.2)

Los ı́ndices M,N = 1, . . . , 2D corresponden a ı́ndices curvos en la teoŕıa sin compactificar,

I, J = 1, . . . , 2D son ı́ndices curvos en la teoŕıa reducida. Aqúı, los objetos denotados con

el śımbolo ·̂ dependen de las coordenadas X, mientras que la dependencia en las coordenadas

internas Y está codificada en las matrices de twists UI
M ∈ O(n, n) y en λ.

Insertando estas expresiones en los flujos generalizados (4.4.6) y (4.4.7) se obtiene

FĀB̄C̄ = F̂ĀB̄C̄ + fIJK ÊĀ
IÊB̄

J ÊC̄
K , (4.5.3)

FĀ = F̂Ā + fI ÊĀ
I , (4.5.4)

donde las cantidades con ı́ndices A,B,C, ... dependen de las coordenadas extendidas X

F̂ĀB̄C̄ = 3Ω̂[ĀB̄C̄] , Ω̂ĀB̄C̄ = ÊĀ
I∂IÊB̄

J ÊC̄J , (4.5.5)

F̂Ā = Ω̂B̄
B̄Ā + 2ÊĀ

I∂I d̂ , (4.5.6)

mientras que las denotadas con I, J,K, ... dependen de las coordenadas internas Y

fIJK = 3Ω̃[IJK] , Ω̃IJK = UI
M∂MUJ

NUKN , (4.5.7)

fI = Ω̃J
JI + 2UI

M∂Mλ . (4.5.8)
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Esta separación es posible siempre y cuando se impongan los v́ınculos siguientes sobre la matriz

de twists UI
M

UI
M∂M Ĝ = ∂IĜ , ∂MUI

N ∂M Ĝ = 0 (4.5.9)

Esta restricción en la matriz de twists implica que debe ser trivial en las direcciones extendidas

X. Este v́ınculo puede ser reescrito como

fIJ
K∂KĜ = 0 , f I∂IĜ = 0 . (4.5.10)

El efecto es preservar la invariancia de Lorentz en la teoŕıa reducida. La cantidad ∂IĜ es no

nula en las direcciones extendidas y si los flujos fuesen no nulos en estas direcciones, rompeŕıan

la invariancia de Lorentz, por lo que fIJK y fI pueden ser no nulos únicamente sobre el toro

doble.

Insertando los flujos generalizados (4.5.3) y (4.5.4) en la acción (4.4.9) se obtiene la acción

para la teoŕıa reducida

SGDFT = v

∫
dXe−2d̂

[
−1

4

(
F̂IK

L + fIK
L

)(
F̂JL

K + fJL
K

)
ĤIJ (4.5.11)

− 1

12

(
F̂IJ

K + fIJ
K

)(
F̂LH

G + fLH
G

)
ĤILĤJHĤKG

−1

6

(
F̂IJK + fIJK

)(
F̂ IJK + f IJK

)
+

(
ĤIJ − ηIJ

)
F̂I F̂J

]
.

La dependencia en las coordenadas internas se factoriza, dando como resultado el prefactor

delante de la acción

v =

∫
dYe−2λ . (4.5.12)

Si los flujos se anularan, uno recuperaŕıa la acción usual de DFT en dimensiones menores. Esta

acción corresponde a la versión con flujos de DFT y es conocida como gauged DFT.

Las simetŕıas de GFDT se heredan de la DFT sin compactificar. La derivada de Lie

generalizada induce las transformaciones de gauge en la teoŕıa compactificada según

LξVM = UI
M L̂

ξ̂
V̂ I , (4.5.13)

con

L̂
ξ̂
V̂ I = L

ξ̂
V̂ I − f IJK ξ̂J V̂ K . (4.5.14)

El primer término de esta transformación es la derivada de Lie generalizada usual, mientras

que el segundo corresponde a deformaciones dadas por los llamados gaugings f IJK . Estas

transformaciones de gauge dan lugar a un álgebra cuando se imponen v́ınculos cuadráticos

sobre los gaugings

fH[IJfKL]
H = 0 , (4.5.15)

y cuando el v́ınculo fuerte se impone en el espacio extendido para cualquier campo o parámetro

de gauge:

∂I V̂ ∂IŴ = 0 (4.5.16)
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4.6 Contacto con supergravedad

De GDFT uno puede obtener el sector bosónico eléctrico de supergravedad gaugeada semi-

maximal imponiendo el v́ınculo fuerte “efectivo” (4.5.16) sobre las coordenadas extendidas.

Para hacer contacto con supergravedad, se pide que los campos efectivos y los parámetros de

gauge dependan únicamente de las coordenadas f́ısicas xµ y no de las x̃µ, es decir, elegimos una

solución ∂I V̂ ∂
IŴ = 0 → ∂̃µV̂ = 0. El grupo O(D,D,R) se rompe a O(d, d,R) × O(n, n,R),

por lo que resulta conveniente tomar a la métrica invariante de O(D,D,R) en la forma

ηIJ =


0 δµν 0

δµ
ν 0 0

0 0 ηAB

 , (4.6.1)

con ηAB

ηAB =

(
0 δab

δa
b 0

)
. (4.6.2)

La tétrada generalizada puede tomarse como

ÊĀI =


êā
µ −êāρĉρµ −êāρÂAρ

0 êāµ 0

0 Φ̂Ā
BÂ

B
µ Φ̂Ā

A

 , (4.6.3)

dando lugar a la métrica generalizada

ĤIJ =


Ĝµν −Ĝµρĉρν −ĜµρÂAρ

−Ĝνρĉρµ Ĝµν + ÂCµM̂CDÂ
D
ν + ĉρµĜ

ρσ ĉσν M̂ACÂ
C
µ + ÂAρĜ

ρσ ĉσµ

−ĜνρÂBρ M̂BCÂ
C
ν + ÂBρĜ

ρσ ĉσν M̂AB + ÂAρĜ
ρσÂBσ

 , (4.6.4)

con ĉµν = B̂µν + 1
2Â

B
µÂBν . Además, ÂAµ representa a los vectores

ÂAµ = (V̂aµ, Â
a
µ) (4.6.5)

y Φ̂Ā
A es la “tétrada” escalar para la métrica de escalares M̂AB dada por

M̂AB =

 Ĝab −ĜacB̂cb
B̂acĜ

cb Ĝab − B̂acĜcdB̂db

 . (4.6.6)

.

Es importante notar que se está denotando con la misma letra Ā tanto al ı́ndice plano

completo (direcciones externas e internas) como a los que son puramente internos, aunque la

distinción queda clara según el contexto. Con este ansatz, los flujos son no nulos sólo en las

componentes internas

fIJK =

{
fABC (I, J,K) = (A,B,C)

0 si no
. (4.6.7)
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Insertando (4.6.3) y (4.6.7) en (4.5.5) se obtienen los flujos de la teoŕıa e insertando (4.6.3) y

(4.6.7) en la acción de GFDT (4.5.11), uno recupera el sector eléctrico de la acción efectiva de

la supergravedad semimaximal con flujos

S =

∫
dx
√
Ĝe−2φ̂

(
R + 4 ∂µφ̂∂µφ̂−

1

4
M̂ABFAµνFBµν (4.6.8)

− 1

12
GµνρGµνρ +

1

8
DµM̂ABD

µM̂AB + V

)
.

con R el escalar de Ricci d-dimensional, las intensidad de campo

FAµν = ∂µÂ
A
ν − ∂νÂAµ − fBCAÂBµ ÂCν ,

Gµρλ = 3∂[µB̂ρλ] − fABCÂAµÂBρÂCλ + 3∂[µÂ
A
ρÂλ]A, (4.6.9)

y las derivadas covariantes para los escalares

DµM̂AB = ∂µM̂AB − fADCÂDµM̂CB − fBDCÂDµM̂AC . (4.6.10)

Además, debido a los flujos, también hay un potencial para los escalares de la forma

V = − 1

4
fDA

C fCB
DM̂AB − 1

12
fAC

E fBD
FM̂AB M̂CD M̂EF −

1

6
fABCf

ABC . (4.6.11)

50



Caṕıtulo 5

Teoŕıa Doble de Campos y

agrandamiento de la simetŕıa de

gauge

En este caṕıtulo se mostrará cómo incorporar nuevos grados de libertad en la acción de DFT

para obtener, en el ĺımite apropiado, la teoŕıa de la cuerda bosónica compactificada en un toro

en la vecindad de un punto del espacio de módulos donde hay simetŕıa de gauge agrandada. Se

procederá en dos pasos. En el primero, se realizará una reducción dimensional en un toro doble

sin twists de dimensión 2d, y se identificarán a los vectores y escalares no masivos de la teoŕıa

reducida con los correspondientes estados de cuerdas. En este primer paso no se incorporarán

los nuevos grados de libertad. En el segundo paso, se mostrará cómo incorporar estos nuevos

estados en el marco de DFT. La exposición está basada en [76].

5.1 Compactificación toroidal

A continuación se considerará la reducción de Scherk-Schwarz en un toro doble de dimensión 2d,

sin tener en cuenta el agrandamiento de simetŕıa. Los flujos serán cero dado que la matriz de

twists será constante, y de esta manera se obtiene una acción sin grupos de gauge no abelianos,

con 2d vectores abelianos Aµ
A y d2 escalares codificados en la métrica interna generalizada

HAB.

Los 2d vectores abelianos son los grados de libertad asociados a los operadores de vértices

de cuerdas dados en (3.3.4) correspondientes al grupo de gauge U(1)dL × U(1)dR t́ıpico de una

compactificación toroidal. Los d2 escalares están asociados a la métrica y al campo B en el toro.

Para encontrar la relación exacta, se puede considerar una expansión de los campos alrededor

de un punto particular del espacio de módulos correspondiente a una métrica constante g y a

un campo B en el toro. Será conveniente trabajar en una base diagonalizada, donde la métrica
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invariante es diagonal:

ηLR = (RηRT ) =

(
1 0

0 −1

)
, R =

1√
2

(
1 1

−1 1

)
, (5.1.1)

La intención ahora es obtener a la parte interna de la tétrada expresada en la forma de SS

(cf. (4.5.1) y (4.6.3))

EAM (x, y, ỹ) = ΦA
B(x)UB

M (y, ỹ) , (5.1.2)

lo que luego permitirá obtener un ansatz para la reducción dimensional en el caso de agrandamiento

de la simetŕıa. La diferencia entre esta expresión y (4.5.1) radica en que aqúı solo se está

parametrizando las componentes internas, es decir, aquellas que luego serán compactificadas.

Los ı́ndices A y M en este caso toman valores sobre el toro doble A, M : 1...2d. Esta tétrada

interna forma la “métrica interna generalizada”, definida como 1

HMN = δABEAMEBN = HABUAMUBN , (5.1.3)

con

HAB = δCDΦC
AΦD

B . (5.1.4)

La matriz ΦA
B(x) puede obtenerse a partir de expresar a la tétrada en la base diagonal

y haciendo una expansión a primer orden en apartamientos respecto de cierta elección para

los campos de fondo. Sin considerar fluctuaciones alrededor de los campos de fondo, la parte

interna de la tétrada en la base diagonalizada puede tomarse como(
EaL
EaR

)
=

1√
2

(
e− êB ê

−e− êB ê

)
, (5.1.5)

con e siendo una tétrada para G.Efectivamente, reemplazando (5.1.5) en (4.4.1) se recupera la

métrica generalizada en (4.2.3) en el sector interno. Considerando ahora fluctuaciones a primer

orden, se tiene (
EaL
EaR

)
=

1√
2

(
e− êB ê

−e− êB ê

)
+

1√
2
δ

(
e− êB ê

−e− êB ê

)
, (5.1.6)

y esta expresión puede ser llevada a la forma (5.1.2) con

Φ(x) =

(
1 + 1

2(δê et + δe êt − ê δB êt) −1
2 ê (δG− δB) êt

−1
2 ê (δG+ δB) êt 1 + 1

2(δe êt + δê et + ê δB êt)

)
y

U(y, ỹ) =
1√
2

(
e− êB ê

−e− êB ê

)
, (5.1.7)

con U constante en este caso (independiente de y, ỹ). La matriz Φ es un elemento de SO+(d, d,R),

la componente de O(d, d,R) conectada con la identidad.

1En el caso en que EA
M es compleja, la expresión toma la forma HMN = HAB(EA

M )∗EB
N .
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Insertando (5.1.2) en (4.6.8) y calculando los flujos (fAB
C = 0) se tiene, luego de aplicar el

v́ınculo fuerte,

S =
1

2κ2
d

∫
ddx
√
−Ge−2ϕ

[
R+ 4∂µϕ∂µϕ−

1

12
HµνρH

µνρ +
1

4
∂µMab∂

µMab

−1

8
F aµνFaµν −

1

8
F̄ aµνF̄aµν −

1

4
MabF

aµνF̄ bµν

]
, (5.1.8)

con F a y F̄ a las intensidades de campos para los campos abelianos dando lugar a la simetŕıa

de gauge U(1)dL y U(1)dR, respectivamente y con M como en (3.2.21)

M = −ê (δG− δB) êt. (5.1.9)

Esta es, precisamente, la acción efectiva derivada para compactificaciones toroidales de la

cuerda bosónica [83].

5.2 Agrandamiento de la simetŕıa de gauge

En esta sección se discute cómo incorporar la simetŕıa de agrandamiento de la cuerda bosónica

en DFT. El caso de la compactificación en un ćırculo en el radio autodual, donde la simetŕıa

de gauge U(1)L×U(1)R se agranda a SU(2)L×SU(2)R, fue tratado en [82] y la generalización

para un toro genérico T d fueron discutida en [76] y [88] y extensiones al caso de la cuerda

heterótica fueron tratadas en [89].

Se discutirá entonces, el caso de la cuerda bosónica en un toro T d donde el grupo de gauge

se agranda a G × G con dimensión n + n y rango d + d. El ı́ndice a = 1, ..., n toma valores

que etiquetan la dimensión de la representación adjunta de G, mientras que A,B = 1, ..., 2n y

M,N,= 1, . . . , 2n serán utilizados para hacer referencia a la adjunta de G×G. Se aumentarán

las dimensiones del espacio tiempo para incorporar a los grados de libertad vectoriales y escalares

que surgen en teoŕıa de cuerdas en un punto de agrandamiento de la simetŕıa. A partir de una

reducción de SS se obtendrá una acción con flujos que se corresponden con las constantes de

estructura del grupo G. El toro de compactificación será identificado con el toro maximal

de G, es decir, aquel asociado al sector del subálgebra de Cartan del grupo. En adelante,

se usará alternativamente la expresión “direcciones de Cartan” para referirse a las direcciones

f́ısicas de la compactificación. La covariancia O(d, d,R) de la reducción en T d será promovida a

O(n, n,R), con n siendo la dimensión de G. Esta extensión tiene las dimensiones adecuadas para

acomodar en la métrica generalizada los 2n vectores no masivos Aaµ, Ā
a
µ y los n2 escalares Mab

extras que surgen por agrandamiento de la simetŕıa de gauge. Bajo estas consideraciones, la

acción de DFT reducida mediante Scherk-Schwarz toma la forma (4.6.8). A menos del término

de constante cosmológica Λ ∼ fABCf
ABC , esta es la acción efectiva obtenida mediante el

cálculo de funciones de tres puntos en teoŕıa de cuerdas [82,90,91]. La invariancia conforme del

modelo sigma (2.3.2) determina la anulación de la constante cosmológica y, como se argumenta

53



en [82,92,93], es necesario agregar a la acción un término que es O(D,D) covariante de la forma

−e−2dΛ para reproducir el resultado de teoŕıa de cuerdas.

En [11] se mostró que el resultado de una reducción de Scherk-Schwarz de DFT es equivalente

a elegir los flujos de la teoŕıa y a escribir una acción en términos de los grados de libertad de la

teoŕıa en menores dimensiones. En este sentido, uno podŕıa simplemente elegir a las constantes

de estructura del grupo de gauge de interés como los flujos. Sin embargo, la pregunta de si es

posible obtener una realización expĺıcita de la matriz de twists UI
M que de lugar al grupo de

gauge en el caso de agrandamiento de la simetŕıa no tiene una respuesta trivial. En esta sección

se discutirá esta posibilidad y se dará una expresión para la matriz de twists que da los flujos

apropiados en el caso de agrandamiento de la simetŕıa de gauge. Se tratará el caso general para

compactificaciones toroidales, y luego se especializará en ejemplos particulares.

Se tomará como punto de partida la matriz de twists (5.1.7)

UI
M∂M = =

1√
2

(
e− êB ê

−e− êB ê

) (
∂

∂ỹm
∂

∂ym

)
, (5.2.1)

Se ha escrito expĺıcitamente al vector ∂M para facilitar el pasaje a una “base izquierda-derecha”

donde las coordenadas vienen dadas por

ymL =
1

2
Gmn[(G−B)npy

p + ỹn] ,

ymR =
1

2
Gmn[(G+B)npy

p − ỹn] .

(5.2.2)

Reescribiendo en esta base se tiene

U =
√

2

(
e 0

0 −e

) ∂
∂ymL
∂

∂ymR

 , (5.2.3)

A continuación, se extenderá esta matriz de 2d × 2d para tener un elemento de O(n, n)

donde 2n es la dimensión de G × G. Se propone en este caso una extensión incorporando las

corrientes de los vértices de cuerdas asociados al agrandamiento de la simetŕıa (3.3.13),(3.3.14),

de forma

U(yL, yR) =
i√
2


J 0 0 0

0 2e 0 0

0 0 −J̄ 0

0 0 0 −2e

 , (5.2.4)

donde J , J̄ son bloques diagonales (n−d)× (n−d) con n−d siendo el número de ráıces de las

álgebras de Lie del sector derecho e izquierdo, con elementos (no hay suma sobre el ı́ndice “i”)

Jai = δa
iJ̃αi(yL) , J̄ai = δa

i ¯̃Jαi(yR) , (5.2.5)

y J̃αi(y1
L, ..., y

d
L) = eiαi·yL , ¯̃Jαi(y1

R, ..., y
d
R) = eiαi·yR son las corrientes asociadas a la ráız αi, a

menos de los factores de cociclos (ver (3.3.13), (3.3.14)). Es importante notar que la tétrada
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(5.2.4) depende únicamente de las coordenadas f́ısicas del toro de compactificación yL,R y no de

nuevas coordenadas. Ahora, con esta tétrada, se pueden calcular las constantes de estructura

a partir de las expresiones en (4.5.7), en particular

fABC = 3E[A
M∂MEB

NEC]
P ηNP .

Dado que las corrientes en el sector izquierdo satisfacen ∂ymL J̃
αi = iαmi J̃

αi (y similarmente para

el sector derecho), se puede ver que las constantes de estructura que involucran al menos un

generador de Cartan se obtienen correctamente.

Como se ha descrito en el Caṕıtulo 3, el toro T d tiene, estrictamente, un único punto fijo

ante inversión de la matriz de campos de fondo (G+B)→ (G+B)−1 dado por G = I y B = 0

y para estos valores de la métrica y del tensor antisimétrico, la simetŕıa de gauge resulta ser

SU(2)dL×SU(2)dR. Para este grupo, todas las constantes de estructura tienen al menos un ı́ndice

en una dirección de Cartan, por lo que la matriz de twists (5.2.4) da los flujos correspondientes

a (SU(2)L)d×(SU(2)R)d cuando las corrientes se reemplazan por aquellas de SU(2)dL×SU(2)dR.

Es importante notar que para realizar los cálculos, a efectos prácticos, la derivada en el espacio

extendido tiene componentes no triviales sólo en las direcciones originales del toro, dado que

ninguna cantidad depende de las nuevas direcciones agregadas (asociadas a las ráıces del álgebra

de agrandamiento de la simetŕıa). En la base izquierda-derecha, se tiene

∂P = (0, 0, . . . , 0, 0, ∂y1
L
, . . . , ∂ydL

, 0, 0, . . . , 0, 0, ∂y1
R
, . . . , ∂ydR

), (5.2.6)

y los ı́ndices se suben y se bajan con la métrica

ηPQ =

(
κpq 0

0 −κpq

)
, (5.2.7)

donde κpq es la métrica de Killing de SU(2)d.

Resulta llamativo el hecho de que los flujos que dan cuenta del conmutador no trivial entre

los operadores de subida y de bajada se obtengan a partir del segundo término de la derivada

de Lie generalizada (4.3.6), que es, precisamente, el término que “generaliza” a la derivada de

Lie usual.

Para otros puntos del espacio de módulos, dando lugar a otros grupos de gauge, el ansatz

(5.2.4) no es suficiente y requiere una atención especial. En particular, las constantes de

estructura que no involucran un generador de Cartan no se obtienen a partir de este ansatz.

Una manera de obtenerlas es introducir una deformación en la derivada de Lie generalizada:

(L̃EAEB)M = (LEAEB)M + ΩAB
CEC

M

= EA
N∂NEB

M − EBN∂NEAM + ∂MEA
PEB

QηPQ + ΩAB
CEC

M , (5.2.8)

donde ΩABC se anula si uno o más ı́ndices corresponden a las direcciones de Cartan y si A,B,C
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son ı́ndices de las direcciones extras asociadas a las ráıces, α, β, γ por ej., se tiene

ΩABC =

{
(−1)α∗β δα+β+γ si dos ráıces son positivas,

−(−1)α∗β δα+β+γ si dos ráıces son negativas.

con el producto ∗ dado en la expresión (3.4.17). Esta deformación tiene su origen en los cociclos

inclúıdos en los operadores de vértice. Gracias a ella, todas las constantes de estructura de G

pueden obtenerse a partir de (5.2.8) usando la expresión (5.2.4) para la matriz de twists.

Tanto en la versión inicial de DFT [1] como en [94] se conjeturó que los factores asociados a

los cociclos debeŕıan aparecen en las transformaciones de gauge de DFT. El tensor ΩABC dando

cuenta de estos cociclos, satisface los v́ınculos de consistencia de GDFT [11, 95] tratada en el

Caṕıtulo 4, es decir, cumplen

ΩABC = Ω[ABC] , Ω[AB
DΩC]D

E = 0 , ΩABC∂
C · · · = 0 , (5.2.9)

Esta deformación rompe la covariancia O(n, n) global a O(d, d).

El ejemplo más sencillo donde se hace necesaria esta construcción es en el caso del T 2,

cuando se pretende hacer una descripción alrededor del punto en el espacio de módulos dando

origen al grupo de gauge SU(3)L × SU(3)R (ver Caṕıtulo 3). Las constantes de estructura en

la base de Cartan-Weyl vienen dadas por (ver Apéndice A)

f111 = f133 =

√
3

2
, f211 = −f233 = − 1√

2
, f222 =

√
2 , f123 = −f123 = 1.

y pueden obtenerse a partir de (5.2.8) utilizando una matriz de twists ∈ O(8, 8) de la forma

(5.2.4) con

J1 = J1∗ = e−i(2y
1
L−y

2
L) , J2 = J2∗ = e−i(y

1
L−2y2

L) , J3 = J3∗ = e−i(y
1
L+y2

L) ,(5.2.10)

y similarmente para el sector derecho, con y1
L, y

2
L, y

1
R, y

2
R siendo las coordenadas asociadas las

direcciones del toro original. Las únicas componentes no nulas del tensor ΩABC son

Ω123 = 1 , Ω123 = −1 . (5.2.11)

Interesantemente, la matriz de twists presentada aqúı no satisface el v́ınculo fuerte, pero las

componentes de esta matriz son autofunciones del operador que da origen al v́ınculo fuerte

∂M∂
M = −1

4
(∂2
ymL
− ∂2

ymR
). (5.2.12)

La relación es

∂M∂
MUI

M = (N − N̄)UI
M , (5.2.13)

con el autovalor (N − N̄) tomando valores

N − N̄ =


1 sector izquierdo,

0 direcciones del toro,

−1 sector derecho.

(5.2.14)
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Aqúı puede apreciarse que la matriz de twists no satisface el v́ınculo débil, sino que cumple una

versión modificada de este v́ınculo que no es otra cosa que la relación proveniente de la LMC

para los estados de cuerdas.

Se ve, entonces, que incrementando las dimensiones del espacio tiempo y tomando un ansatz

particular en una reducción de Scherk-Schwarz, es posible obtener grupos de gauge que coinciden

con los obtenidos en una compactificación toroidal de teoŕıa de cuerdas. La dimensionalidad del

espacio tiempo dependerá de cuál sea el grupo de gauge y en la siguiente sección se mostrará

que se obtiene una correcta descripción en la vecindad de un punto del espacio de módulos con

agrandamiento de la simetŕıa.

5.3 Descripción efectiva con agrandamiento de la simetŕıa de

gauge

En esta sección se mostrará que la acción efectiva (5.1.8) reproduce los resultados de teoŕıa de

cuerdas en la vecindad de un punto del espacio de módulos con agrandamiento de la simetŕıa

de gauge maximal, es decir, con un grupo de gauge G × G, con G siendo un grupo de Lie

semisimple y simply-laced de dimensión n y rango d. En particular, se verificará que, mediante

un mecanismo de Higgs, se obtienen las masas correctas de los campos escalares y vectoriales

cuando uno se aparta del punto elegido para el espacio de módulos. Esto se hará para un toro

T d con grupo de gauge G × G y luego se tratará en particular el caso del T 2, que es el caso

más sencillo que contiene los aspectos no triviales del caso general. Todas las definiciones y

convenciones necesarias sobre álgebras de Lie se encuentran en el Apéndice A.

Se usará la siguiente notación. Los ı́ndices a, b = 1, ...n se usarán para la representación

adjunta y, en particular, p, q = 1, .., d para el subálgebra de Cartan. Se trabajará en la base

de Chevalley definida en (A.0.12), donde el triplete ep, hp, fp correspondiente a los operadores

de subida, Cartan y bajada satisfacen las reglas de conmutación usuales de su(2). Además, se

utilizará un ı́ndice u = 1, ..., 1
2(n − 3d) para denotar a los generadores de bajada asociados a

ráıces no simples. El ı́ndice ı = 1, ..., 1
2(n− d) etiqueta a todas las ráıces negativas, por lo que

ı = {p, u}.

Los 2n vectores que dan cuenta de la simetŕıa de gauge se pueden dividir en dos tipos

(a) 2d vectores reales Ap, Āp asociados a las d direcciones de Cartan.

(b) 2 × 1
2(n − d) vectores complejos Aı, Āı asociados a los operadores de subida y bajada

(Ai = (Aı)†) que, a su vez, pueden dividirse entre los que están asociados a ráıces simples

y los que no Aı = {Ap, Au} y Āı = {Āp, Āu}.

Los n2 escalares se dividen en tres tipos:
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(c) d2 escalares reales de la forma Mpp′ con ambos ı́ndices en una dirección de Cartan.

(d) d(n− d) escalares complejos de la forma Mpı con un ı́ndice en una dirección de Cartan.

(e) (n− d)2 escalares complejos de la forma M ı sin ı́ndices en las direcciones de Cartan.

Los vectores en (a) son no masivos para cualquier punto del espacio de módulos y parametrizan

a gµp, Bµp. Los vectores en (b) adquieren masa cuando uno se aparta levemente de los puntos

especiales del espacio de módulos, como se discutirá en detalle. Los escalares en (c) son los

únicos que permanecen no masivos para todos los puntos del espacio de módulos y son los que

parametrizan a las desviaciones de métrica y del campo B en el toro T d.

En la vecindad de un punto de agrandamiento de la simetŕıa, los escalares en (c) adquieren

un valor de expectación en vaćıo (VEV). Esto puede ser entendido a partir de las soluciones

clásicas de la acción efectiva. Ignorando el hecho de que al tener un potencial cúbico, el potencial

no está acotado por debajo y las soluciones son inestables frente a pequeñas variaciones, las

ecuaciones de movimiento para el gravitón exigen que el potencial se anule y las ecuaciones

para los escalares imponen que el potencial sea estacionario

V (M) =
∂V (M)

∂Mij
= 0. (5.3.1)

Esta ecuación tiene solución para valores arbitrarios de los escalares con ambos ı́ndices en las

direcciones de Cartan.

Conviene redefinir a estos escalares como perturbaciones alrededor del VEV de la forma

Mpp′ → 4vpp
′
+Mpp′ , (5.3.2)

con vpp
′

constante y de manera tal que
〈
Maa′

〉
= 0 para todo a, a′. Estos VEVs serán los

responsables de las masas de los vectores y de los escalares, como en un mecanismo de Higgs.

La derivada covariante de los escalares toma la forma

DµMaa′ = ∂µMaa′ +
1

2
f cdaAµ

dMca′ +
1

2
f̄ c
′
d′b′Āµ

d′Mac′ . (5.3.3)

y el cuadrado de esta expresión da las masas para los vectores Ap:

m2
Ap = v(2)pp , m2

Au = (ntv(2)n)uu , (5.3.4a)

m2
Āp′

= (v(2)t)p
′p′ , m2

Āu′
= (ntv(2)tn)u

′u′ , (5.3.4b)

donde se definió

v(2) = vA−1vt , (5.3.5)

con A la matriz de Cartan (ver Apéndice A) y se llamó v a la matriz de VEVs de d× d, vpp
′

en

la base de Chevalley, mientras que n es la matriz de coeficientes np
u que expresa a la ráız αu

en términos de ráıces simples:

αu = np
uαp . (5.3.6)
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Por otro lado, los escalares adquieren masas a partir del potencial en la acción efectiva,

Vff̄MMM = −1

2

{
vpp
′
[
(|Mpp′ |2 − |Mpp′ |2) + np′

u′(|Mpu′ |2 − |Mpu′ |2)

+ np
u(|Mup′ |2 − |Mup′ |2) + np

unp′
u′(|Muu′ |2 − |Muu′ |2)

]}
+ fabcfa′b′c′M

aa′M bb′M cc′ , (5.3.7)

donde se han usado las constantes de estructura en (A.0.21), (A.0.23).

De aqúı puede observarse que sólo los escalares en (e) (sin ı́ndices en las direcciones de

Cartan) adquieren masas, cuyo cuadrado es proporcional a los VEVs. Al tratarse del sector

bosónico, no es de extrañar que algunos escalares adquieran masas cuyo cuadrado es negativo.

Los escalares de la forma (d) son no masivos, se trata de los bosones de Goldstone presentes en

la ruptura espontánea de simetŕıa.

Se discutirá a continuación en mayor detalle el proceso de ruptura espontánea de simetŕıa

y las distintas posibilidades. Dando VEVs arbitrarios a todos los escalares en el subsector

de Cartan, todos los vectores de gauge adquieren masa y la simetŕıa de gauge se rompe

espontáneamente a U(1)dL × U(1)dR.

Si la matriz v contiene una fila de ceros (es decir, sin VEVs), por ej. la fila p, entonces los

vectores correspondientes Ap permanecen no masivos, y hay un subgrupo SU(2) en GL que se

preserva como simetŕıa de gauge. Equivalentemente, si la matriz v tiene una columna de ceros,

sucede lo mismo pero para GR. Dado que la matriz de Cartan es no degenerada, la vuelta

también vale: la única manera de que el vector Ap permanezca no masivo es si vpp
′

= 0 para

todo p′:

vpp
′

= 0 ∀p′ ⇔ m2
Ap = 0,

vpp
′

= 0 ∀p ⇔ m2
Āp′ = 0 . (5.3.8)

Para vectores asociados a ráıces no simples la situación es análoga, pero el análisis requiere un

cuidado adicional. Los vectores Au son no masivos si vpp
′

= 0 para todo p tal que los coeficientes

np
u que expresan a la ráız no simple en términos de las simples cumplen np

u 6= 0.

Con respecto a los escalares, dando valores de VEVs arbitrarios para los escalares de tipo

(c) se obtienen masas para los escalares en (e), sin ı́ndices en las direcciones de Cartan y las

masas al cuadrado son lineales en los VEVs. Los escalares de tipo (d), con un único ı́ndice

de Cartan, permanecen no masivos para VEVs “pequeños”. Sin embargo, puede verse que

adquieren masas del mismo orden a la de los vectores, es decir, de segundo orden en VEVs, que

vienen de expandir HAB en (5.1.8) a segundo orden en M , lo que da

HAB =

(
1 + 1

2MM t M

M t 1 + 1
2M

tM

)
. (5.3.9)
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Del término ffHHH en la acción (5.1.8) se obtiene una contribución que es cuártica en M .

Esto da masas a los escalares que son, precisamente, aquellas de los vectores

m2
Mpp′ = −2vpp′ +m2

Ap +m2
Āp′ ,

m2
Mpu′ = −2vpp′np′

u′ +m2
Ap +m2

Āu′ ,

m2
Muu′ = −2np

uvpp′np′
u′ +m2

Au +m2
Āu′ ,

m2
Mpi′ = m2

Āi′ .

En resumen, se tiene que para VEVs arbitrarios, todos los escalares y los vectores adquieren

masas, a excepción de aquellos con todos sus ı́ndices en las direcciones de Cartan, y la simetŕıa

se rompe a U(1)dL × U(1)dR.

5.4 Relación con Teoŕıa de Cuerdas

Las masas halladas en la sección anterior son, precisamente, las que uno obtiene de teoŕıa

de cuerdas, dadas por (3.3.2). Para ver esto, tomamos a la métrica generalizada H como en

(5.1.3) donde EA
M es la tétrada generalizada en el punto de agrandamiento de la simetŕıa de

gauge, que se denotará como E, y HAB representará a las fluctuaciones alrededor de este punto,

parametrizadas en términos de la matriz M (3.2.21). Insertando esta expresión en la fórmula

de masa (3.3.2) y haciendo uso de la la expansión (3.2.20) se tiene

M2 = 2(N + N̄ − 2) + (paL, paR)

(
1 + 1

2MM t M

M t 1 + 1
2M

tM

)(
paL

paR

)
. (5.4.1)

Se obtiene entonces

M2 = 2(N + N̄ − 2) + (5.4.2)

ptL(1 + 1
2MM t)pL + ptR(1 + 1

2M
tM)pR + ptLMpR + ptRM

tpL .

Como se describió anteriormente, los vectores izquierdos pueden ser de dos tipos

• N̄ = N = 1 y pL = pR = 0, que da lugar al sector de Cartan del grupo de gauge,

• N̄ = 1, N = 0 y pR = 0, paL = αa, con α una ráız del álgebra de gauge, con norma

ptLpL = 2, a los estados cargados del grupo de gauge.

Los vectores del primer conjunto son no masivos para cualquier valor de M , mientras que los

del segundo tienen masas

m2
Aα = 1

2α
tMM tα . (5.4.3)

De manera análoga, para los vectores en el sector derecho se tiene

m2
Āα = 1

2α
tM tMα . (5.4.4)
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Insertando la expresión (3.2.21) para la matriz M en términos de δg − δB ≡ v se tiene

m2
Aα = αav

(2)
ab α

b , (5.4.5)

donde se ha utilizado la definición de v(2) dada en (5.3.5). Esta es la misma masa hallada desde

el punto de vista de DFT (5.3.4), donde para una ráız simple, la contracción de v(2) con una

ráız αp, da a la matriz (v(2))pp en la base de Chevalley (5.3.4). Para una ráız no simple αu

hay que considerar, además, a los enteros n que expresan a esta ráız en términos de las ráıces

simples. Un cálculo directo lleva a que las masas son las mismas halladas en (5.3.4).

Con respecto a los escalares, estos se dividen en tres tipos:

• N = N̄ = 1, pL = pR = 0: Sus dos ı́ndices toman valores en las direcciones f́ısicas del

toro y son no masivos para cualquier valor de M .

• N = 1, N̄ = 0 y pL = 0, pR = α (y aquellos que intercambian los valores izquierdos y

derechos). Tienen un ı́ndice en las direcciones f́ısicas del toro y sus masas son exactamente

las mismas que la de los vectores asociados a la misma ráız, es decir

m2
Mpi′

= m2
Āi
′ , m2

Mip
= m2

Ai , (5.4.6)

en concordancia con lo hallado en el caso de DFT.

• N = N̄ = 0, pL = α, pR = β. No tienen ı́ndices en las direcciones f́ısicas del toro y sus

masas vienen dadas por

m2
Mαβ

= αtMβ + βtM tα+ 1
2α

tMM tα+ 1
2β

tM tMβ . (5.4.7)

Utilizando (3.2.21) para expresar a estas masas en función de v se tiene

m2
Mαβ

= −2αavabβ
b + αav

(2)
ab α

b + βav
(2)t
ab βb

= −2αavabβ
b +m2

Aα +m2
Āβ , (5.4.8)

que, nuevamente, coincide con las masas halladas desde DFT (5.3.10), tomando α = αp,

β = αp′ α
aVabβ

b = vpp
′
.

Se ve, entonces, que las masas obtenidas a partir de DFT reproducen las masas de teoŕıa

de cuerdas a segundo orden en VEVs para los escalares con ı́ndices en las direcciones f́ısicas del

toro. A continuación se estudiará en detalle el caso del T 2 con grupo de gauge SU(3)L×SU(3)R:

se analizará la ruptura de simetŕıa que da el mecanismo de Higgs, se calcularán las masas y se

obtendrán los grupos de gauge que persisten luego de la ruptura de simetŕıa.
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5.5 Ejemplo: T 2 y SU(3)L × SU(3)R

En el siguiente ejemplo se podrá ver expĺıcitamente lo discutido en la sección anterior. Para

este análisis serán necesarias expresiones que involucran al álgebra su(3) y que se dan en el

apéndice A. Aqúı, a = 1, .., 8, i = 1, 2 y el ı́ndice u de la sección anterior toma un único valor,

que se denotará como “3”.

Las masas de los vectores izquierdos (5.3.4a) vienen dadas por

m2
A1 = 2

3((v11)2 + v11v12 + (v12)2),

m2
A2 = 2

3((v21)2 + v21v22 + (v22)2) , (5.5.1)

m2
A3 = 2

3((v11)2 + v11v12 + (v12)2 + (v21)2 + v21v22 + (v22)2 +

2v11v21 + v11v22 + v12v21 + 2v12v22) ,

donde los VEVs están expresados en la base de Chevalley. Para el sector derecho se tiene

m2
Ā1 = 2

3((v11))2 + v11v21 + (v21)2) ,

m2
Ā2 = 2

3((v12)2 + v12v22 + (v22)2) , (5.5.2)

m2
Ā3 = 2

3((v11)2 + v11v21 + (v21)2 + (v12)2 + v12v22 + (v22)2 +

2v11v12 + v11v22 + v21v12 + 2v21v22) .

El potencial escalar (5.3.7) adquiere la forma

V = −1

2

[
v11(|M11|2 − |M11|

2) + v12(|M12|2 − |M12|
2)+

v21(|M21|2 − |M21|
2) + v22(|M22|2 − |M22|

2)+

(v11 + v12)(|M13|2 − |M13|
2) + (v11 + v21)(|M31|2 − |M31|

2+ (5.5.3)

(v12 + v22)(|M32|2 − |M32|
2) + (v21 + v22)(|M23|2 − |M23|

2)+

(v11 + v12 + v21 + v22)(|M33|2 − |M33|
2)
]

+ fabcf̄
a′b′c′Maa′M bb′M cc′ .

Dando VEVs a todos los vpp
′
, el grupo de gauge SU(3)L×SU(3)R se rompe a U(1)2

L×U(1)2
R.

Si v11 = v12 = 0 y los demás vij son no nulos, la ruptura da como resultado un grupo de gauge

(SU(2)×U(1))L× (U(1)2)R, donde el SU(2)L preservado corresponde a la ráız 1. Los escalares

M1i permanecen no masivos a orden lineal en los VEVs, mientras que el resto de los escalares

sin ı́ndices en las direcciones de Cartan adquieren masa. Como se discutió en la sección anterior,

los escalares M2i adquieren masa a segundo orden en los VEVs, al igual que los vectores Āi.

Estos escalares son los bosones de Goldstone para la ruptura de simetŕıa en el sector derecho.

Los escalares M1i también se vuelven masivos a segundo orden, y sus masas están dadas por

la de los vectores Āi. De manera similar, para v21 = v22 = 0 y los restantes vij 6= 0, el
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grupo de gauge preservado es el mismo, pero el SU(2)L corresponde a la segunda ráız. Esta

misma situación se da en el sector derecho: para v11 = v21 = 0 el grupo de gauge resultante es

(U(1)2)L× (SU(2)×U(1))R, con SU(2)R asociado a la primera ráız, y los escalares no masivos

son Mi1. Para romper el grupo de simetŕıa a (SU(2)×U(1))L × (SU(2)×U(1))R se necesitan

tres VEVs iguales a cero, y el único escalar que toma VEV es aquel con ı́ndices en las direcciones

de Cartan de los vectores masivos resultantes. Por ejemplo, si v22 6= 0, SU(2)L está asociado a

la ráız 1, al igual que SU(2)R.

También puede verse que no se puede tener SU(2)2
L × SU(2)2

R, necesariamente debe haber

al menos un U(1) al romper simetŕıa. Esto puede entenderse viendo que SU(2)2
L × SU(2)2

R no

es un subgrupo de SU(3)L × SU(3)R.

Desde el punto de vista de cuerdas, los cuatro VEVs dados por vpp
′

corresponden a las

fluctuaciones de g y B alrededor del punto del espacio de módulos elegido que pueden ser

parametrizadas como δτ y δρ con δτ = τ − (−1
2 + i

√
3), δρ = ρ− (−1

2 + i
√

3).

De la figura 3.2 puede apreciarse que para que el grupo de gauge sea (SU(2) × U(1))L ×
(SU(2)×U(1))R, τ y ρ deben tomar valores en la curva |τ | = |ρ| = 1, o en la recta τ1 = ρ1 = −1

2 .

Ambas curvas necesitan un único parámetro para ser descritas, lo que es consistente con el

único VEV necesario para obtener estos grupos de simetŕıa. De manera similar, para puntos

que satisfacen τ = ρ, pero que no se encuentran sobre las curvas anteriores, se precisan dos

parámetros o dos VEVs, y en estos casos el grupo de gauge es U(1)2
L × (SU(2)× U(1))R.

5.6 Descripción efectiva para todos los puntos de agrandamiento

de la simetŕıa de gauge

Hasta aqúı se han podido incorporar en DFT grados de libertad adicionales que reproducen la

acción de bajas enerǵıas de la cuerda bosónica alrededor de un punto del espacio de módulos con

agrandamiento de la simetŕıa de gauge. Para puntos en el espacio de módulos sin agrandamiento

de la simetŕıa, la formulación de DFT usual da la descripción apropiada y para tratar el

agrandamiento de la simetŕıa de gauge, una estrategia posible, como se vio, consiste en incrementar

la dimensión de D + d → D + n para incorporar los nuevos grados de libertad no masivos.

Resulta natural preguntarse si es posible describir conjuntamente, con una única formulación,

la f́ısica alrededor de todos los puntos de agrandamiento de la simetŕıa que aparecen para una

compactificación toroidal.

Para el caso de la compactificación en un ćırculo, la respuesta a esta pregunta es positiva.

Efectivamente, en este caso hay un único punto de agrandamiento de la simetŕıa y a partir de la

acción de DFT es posible obtener la acción de teoŕıa de cuerdas bosónica para cualquier punto

del espacio de módulos mediante el mecanismo de Higgs.

Sin embargo, para compactificaciones en toros de dimensión más alta, no es posible, en
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principio, una descripción unificada.Esto puede observarse en el caso del T 2, en donde los

puntos de agrandamiento maximal dan lugar a grupos de gauge SU(3)L×SU(3)R y SU(2)2
L×

SU(2)2
R, los cuales tienen dimensionalidad distinta. Y dado que SU(2)2 no puede obtenerse

como subgrupo regular de SU(3), no es posible obtener el caso SU(2)2
L×SU(2)2

R como ruptura

espontánea de simetŕıa a partir de SU(3)L × SU(3)R.

Para incorporar todos los puntos de agrandamiento de simetŕıa maximal en una única

descripción, una estrategia posible es volver a aumentar las dimensiones del espacio de compactificación.

Considérese en primer lugar el caso del T 2. Los vectores izquierdos2 en un punto de

agrandamiento de la simetŕıa se vuelven una mezcla entre izquierdos y derechos fuera de ese

punto, sin embargo, nunca se vuelven puramente derechos. Por eso, se tratará por separado a

los vectores derechos e izquierdos en lo que sigue.

Como ya se vio, SU(2)2 no es un subgrupo regular de SU(3), pero ambos pueden ser

embebidos en el grupo SU(2)×SU(3), de rango de 3, y este grupo de gauge aparece naturalmente

en una compactificación en un toro T 3. Una manera de unificar la descripción de todos los

puntos de agrandamiento de la simetŕıa en T 2 es, pues, considerar una compactificación en T 3

con grupo de gauge (SU(2)×SU(3))L×(SU(2)×SU(3))R y obtener los resultados del T 2 como

un ĺımite de decompactificación, en donde ciertos vectores de gauge adquirirán masa mediante

el mecanismo de Higgs.

La acción para el caso del T 3 en DFT con agrandamiento de la simetŕıa de gauge puede

ser formulada en términos de una simetŕıa O(d′ + 11, d′ + 11) de T-dualidad, con d′ siendo las

dimensiones del espacio extendido y 11 las dimensiones de SU(2) × SU(3). La acción que se

obtiene en este caso es (5.1.8) con a, b, . . . , a′, b′, . . . corriendo en la representación adjunta de

SU(2)× SU(3).

Dada esta formulación, si se toma v11 6= 0 y el resto de los vij = 0, SU(2)×SU(3) se rompe

espontáneamente a U(1)×SU(3): dado que v2p′ = v3p′ = 0 para cualquier p′, de (5.3.8) se sigue

que A2 y A3 permanecen no masivos luego de dar VEV a v11, y lo mismo sucede con A
2
, A

3

dado que vp2 = vp3 = 0 para todo p. El vector A4 también es no masivo dado que np
4 6= 0 para

p = 2, 3. Por otro lado, los vectores con un ı́ndice en una dirección de Cartan nunca adquieren

masa. De esta forma, solo los vectores con un ı́ndice de una ráız de SU(2) adquieren masa: A1,

A1, A
1

y A
1
.

Los escalares siguen el mismo patrón: los que tienen al menos un ı́ndice coincidente con las

ráıces de SU(2) adquieren masa. Truncando los modos masivos, la acción (5.1.8) se reduce a

una con un grupo de gauge (U(1)× SU(3))L × (U(1)× SU(3))R.

Si en lugar de v11 el único VEV no nulo es v33 (alternativamente, v22), SU(2) × SU(3)

se rompe a U(1) × SU(2)2. Dado que v1p′ = v2p′ = 0 para todo p′, se sigue que A1 y A2

permanecen no masivos, y lo mismo sucede al intercambiar los sectores izquierdos y derechos.

2El argumento es igual para los derechos.
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Los vectores con un ı́ndice en una dirección asociada a una ráız simple de SU(3), es decir A3,

A3, A
3

y A
3
, adquieren masa a través de (5.3.3). Además, A4, A4, A

4
y A

4
también adquieren

masa, dado que los enteros n3
4 son no nulos. Con respecto a los escalares, aquellos con un ı́ndice

en las direcciones “3” y “4” también adquieren masa debido al potencial (5.3.7). Los campos no

masivos se corresponden a un grupo de gauge dado por (U(1)×SU(2)2)L× (U(1)×SU(2)2)R.

De esta forma, se han podido embeber los dos puntos con agrandamiento de la simetŕıa

maximal del T 2, en una descripción unificada con un único grupo de gauge asociado a una

compactificación en el toro T 3. El incremento en las dimensiones del toro no responde a la

necesidad de inclúır nuevos estados no masivos sino a obtener una descripción unificada, y la

dirección extra está asociada a los factores de U(1) obtenidos tras la ruptura espontánea de

simetŕıa. Esto sugiere una manera de remover la dirección extra “no f́ısica”: descompactificándola.

Al hacer esto, todos los escalares y vectores con un ı́ndice en la dirección del U(1) se acomodan

como nuevas componentes de la métrica y del campo B en un espacio tiempo extendido de

mayor dimensionalidad. Heuŕısticamente, se tomaŕıa “prestada” una dirección del espacio

tiempo extendido en d dimensiones, se compactificaŕıa para obtener un toro 3-dimensional y aśı

obtener un grupo de gauge (SU(2)×SU(3))L×(SU(2)×SU(3))R, y luego se descompactificaŕıa

una dirección (dándole VEV→ ∞ a algún escalar) “devolviéndola” al espacio extendido para

obtener mediante un mecanismo de Higgs los grupos de gauge asociados al T 2.

La discusión para el caso 2-dimensional puede ser generalizada para dimensiones mayores.

El problema de describir en forma unificada el espacio de módulos completo asociado a una

compactificación en un toro de d dimensiones puede resolverse considerando una compactificación

en un toro de dimensión mayor d+ p siguiendo la misma idea que en el caso 2-dimensional.

Ingenuamente, siempre puede considerarse una compactificación en un toro d+p lo suficientemente

grande para incluir en su espacio de módulos un punto con un agrandamiento de la simetŕıa

cuyo grupo de gauge venga dado por el producto directo de todos los grupos maximales en

el toro d. Sin embargo, esta opción no es la más “económica”, se pueden elegir toros más

pequeños. Para determinar el toro más pequeño conviene tener en cuenta la receta de Dynkin

para obtener subálgebras regulares maximales a partir de una determinada álgebra [96]. Dada

g, un álgebra de Lie semisimple, sus subálgebras regulares maximales se construyen de dos

maneras:

• Álgebras semisimples: removiendo un nodo (cuya marca sea un número primo) del

diagrama de Dynkin extendido.

• Álgebras no semisimples: removiendo dos nodos con marca 1 y la adición de un factor

u(1).

Como se vio, las subálgebras obtenidas mediante un mecanismo de Higgs involucran al menos un

factor U(1) después de la ruptura, dando lugar a álgebras no semisimples, caso que se discutirá
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en adelante.

Para el caso simply-laced el procedimiento se simplifica. De hecho, las subálgebras regulares

maximales no semisimples de su(N) se obtienen removiendo un único nodo del diagrama y para

so(2N) se obtienen luego de remover un nodo de los extremos del diagrama. Para las álgebras

excepcionales E6 y E7, las subálgebras regulares maximales no semisimples se determinan

removiendo un nodo del extremo de la “pata” más larga del diagrama de Dynkin. Por otro

lado, E8 no tiene subálgebras regulares maximales no semisimples y una ruptura espontánea de

la simetŕıa de gauge precisa de una proyección que da como resultado una de éstas.

Teniendo todo esto en mente, es inmediato visualizar el procedimiento para determinar el

grupo más pequeño de agrandamiento de la simetŕıa que contenga a los grupos deseados.

Para el caso de T 2, el grupo de agrandamiento maximal corresponde a los grupos SU(2)2 y

SU(3) 3 cuyos diagramas de Dynkin se dan en la tabla 5.6.1. El grupo más pequeño incluyendo

estos dos debe tener rango menor o igual a cuatro, dado que el toro T 4 tiene, entre sus grupos

de gauge por agrandamiento de simetŕıa, a SU(2) × SU(2) × SU(3). Considerando al T 3 se

ve que hay dos opciones que funcionan: SU(3) × SU(2), cuyo diagrama es , y SU(4),

con diagrama . Removiendo un nodo de cualquiera de estos diagramas se obtienen los

subgrupos SU(2)2 y SU(3).

Grupos de gauge Grupo que unifica

Rango Grupo Dynkin Rango Grupo Dynkin

2
SU(2)2

3 SU(2)× SU(3)
SU(3)

Tabla 5.6.1: El caso T 2

Para T 3 los grupos de gauge de agrandamiento de la simetŕıa se presentan en la tabla

5.6.2. Nuevamente, hay dos posibilidades: SU(4)× SU(2) y SU(5) contienen como subgrupos

a SU(2)3, SU(3)× SU(2) y SU(4). El primer caso es el de menor dimensionalidad.

Grupos de gauge Grupo que unifica

Rango Grupo Dynkin Rango Grupo Dynkin

3

SU(2)3

4 SU(4)× SU(2)SU(3)× SU(2)

SU(4)

Tabla 5.6.2: El caso T 3

El caso del T 4 involucra nuevos aspectos. Los diagramas a unificar son aquellos presentados

en la tabla 5.6.3.

3En adelante se discutirá únicamente un factor del grupo G×G.
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Grupos de gauge Grupo que unifica

Rango Grupo Dynkin Rango Grupo Dynkin

4

SU(2)4

7 SO(12)× SU(2)

SU(3)× SU(2)2

SU(4)× SU(2)

SU(3)2

SU(5)

SO(8)

Tabla 5.6.3: El caso T 4

El nuevo aspecto viene por el hecho de que uno de los grupos de gauge, SU(2)4, es un

subgrupo regular de otro de los grupos de gauge presentes en T 4: SO(8). Sin embargo, como

ya se mencionó, al ser SU(2)4 un subgrupo regular maximal semisimple de SO(8), no es posible

obtenerlo a partir de éste mediante una ruptura espontánea de simetŕıa. Ambos diagramas

deben ser considerados separadamente al momento de unificarlos. El mı́nimo diagrama que

incluye a todos los de la lista en la tabla 5.6.3 es SO(12)× SU(2), un punto de agrandamiento

de simetŕıa del toro T 7. Este procedimiento puede extenderse para el caso de toros de mayor

dimensionalidad.
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Caṕıtulo 6

Estructura de gauge en las

Supergravedades gaugeadas

Las supergravedades son teoŕıas supersimétricas de gravedad, con las supercargas actuando

como generadores de esta simetŕıa. La supersimetŕıa surgió en la década de 1960, como

respuesta a la pregunta sobre extensiones posibles del álgebra de Poincaré. El teorema de

Coleman-Mandula demuestra la imposibilidad de la extensión del álgebra de Poincaré con

nuevos generadores que involucren conmutadores adicionales, pero no impide la presencia de

nuevos generadores (las supercargas) que obedezcan reglas de anticonmutación. Las supergravedades

se construyen en términos de multipletes de esta simetŕıa extendida.

A bajas enerǵıas comparadas con la enerǵıa de la cuerda (masa de Planck), las teoŕıas de

cuerdas se convierten en supergravedades, por lo que estas teoŕıas también son interesantes

como teoŕıas efectivas de teoŕıa de cuerdas.

En este caṕıtulo se presentará la estructura de gauge de las supergravedades gaugeadas en

cuatro dimensiones, esto es deformaciones de teoŕıas de supergravedad mediante la introducción

de constantes de acoplamiento para campos de gauge no abelianos. Las constantes de acoplamiento,

o gaugings, son las únicas deformaciones supersimétricas conocidas a d́ıa de hoy.

Las supergravedades gaugeadas fueron constrúıdas por primera vez en [97] y luego generalizadas

en [98–100]. En años más recientes, estas teoŕıas reaparecieron en el contexto de compactificaciones

con flujos ( [101,102] son reviews interesantes), en donde flujos para los campos de fondo dados

por las p-formas, aśı como flujos geométricos deformando la geometŕıa de la compactificación

interna actúan como parámetros de deformación en la teoŕıa efectiva en cuatro dimensiones.

La jerarqúıa de tensores [103, 104] organiza naturalmente a las p-formas de la teoŕıa. Las

supergravedades exhiben simetŕıas de dualidad y, para obtener una formulación que haga

expĺıcitas estas simetŕıas, se introducen derivadas de Lie Generalizadas con sus correspondientes

corchetes. Dada una 1-forma que transforma en la representación vectorial del grupo de
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dualidad (R1) y la fuerza de campo correspondiente constrúıda de acuerdo al corchete generalizado,

uno encuentra que ésta no transforma covariantemente frente al grupo de dualidad, debiendo

introducir una 2-forma en alguna representaciónR2 para obtener una fuerza de campo covariante.

Este procedimiento luego se hace extensivo a la 2-forma y su fuerza de campo, siendo necesaria

una 3-forma, y luego una 4-forma, etc, hasta que la dimensionalidad del espacio tiempo pone

fin a esta organización de las p-formas en la jerarqúıa de tensores.

A diferencia de las supergravedades no gaugeadas, estas teoŕıas contienen un potencial para

los escalares que podŕıa dar lugar a una constante cosmológica efectiva, dar masa a ciertos

campos de la teoŕıa (estabilización de módulos), describir escenarios de ruptura espontánea de

supersimetŕıa, etc, todas propiedades deseables en los ĺımites de bajas enerǵıas de cuerdas.

6.1 Tensor de Embedding

Las supergravedades gaugeadas pueden construirse mediante deformaciones de las supergravedades

sin gaugear. Dado un grupo de simetŕıa global G0, uno selecciona un subgrupo G ∈ G0 y lo

promueve a un grupo local de gauge acoplándolo a vectores de la teoŕıa. Una manera conveniente

de llevar a cabo esto es mediante el formalismo del “tensor de embedding” (en adelante ET),

que mantiene la covariancia con G0 tratando al ET como un objeto que transforma ante G0 de

acuerdo a la estructura de sus ı́ndices. En este procedimiento, los generadores del álgebra XM

del subgrupo local se parametrizan como una proyección de los generadores tα de g0:

XM ≡ ΘM
αtα , (6.1.1)

con ΘM
α el ET, que vive en una representación

ΘM
α : Rv∗ ⊗Radj = Rv∗ ⊕ . . . , (6.1.2)

donde Rv∗ (indexada con M,N, ...) denota a la representación dual a la representación vectorial

Rv y Radj (indexada con α, β, ...) denota a la representación adjunta de G0.

Este ET debe satisfacer v́ınculos lineales y cuadráticos. Los primeros tienen su origen en

supersimetŕıa y pueden ser escritos como proyecciones que seleccionan alguna representación

irreducible del producto en (6.1.2). El segundo se precisa para garantizar la clausura del álgebra

de gauge y puede obtenerse exigiendo invariancia de gauge sobre ET

0
!

= δP ΘM
α ≡ ΘP

β δβ ΘM
α = ΘP

β(tβ)M
NΘN

α + ΘP
βfβγ

αΘM
γ , (6.1.3)

donde se usó que los generadores en la representación adjunta vienen dados en términos de las

constantes de estructura (tα)β
γ = −fαβγ . Contrayendo esta relación con un generador tα se

obtiene

[XM , XN ] = −XMN
P XP , con XMN

P = ΘM
α(tα)N

P . (6.1.4)
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donde se ve expĺıcitamente que la invariancia de gauge del ET implica la clausura del álgebra.

Sin embargo, el v́ınculo (6.1.3) es más fuerte que exigir clausura: da lugar a un v́ınculo para

la parte simétrica en (MN), que tendrá importantes consecuencias en cuanto a la construcción

de la teoŕıa.

Escribiendo

XMN
P ≡ ΘM

α (tα)N
P ≡ X[MN ]

P + ZPMN , (6.1.5)

con ZPMN ≡ X(MN)
P , se ve que, dado que el lado izquierdo de (6.1.4) es antisimétrico en MN ,

se tiene que se ZPMN se anula al contraerse con un generador

ZPMN XP = 0 . (6.1.6)

La parte simétrica en MN ZPMN es, en general, no nula y es responsable de que la parte

antisimétrica de las constantes de estructura XMN
P no satisfagan la identidad de Jacobi:

X[MN ]
P X[QP ]

R +X[QM ]
P X[NP ]

R +X[NQ]
P X[MP ]

R = −ZRP [QXMN ]
P . (6.1.7)

6.2 Transformaciones de gauge

Las transformaciones de gauge actúan de la siguiente manera sobre los vectores

δΛT
M =−XNP

M ΛNTP (6.2.1)

δΛTM =XNM
P ΛNTP ,

con ΛM (x) un parámetro de gauge local.

Para preservar invariancia de gauge, las derivadas ∂µ deben ser reemplazadas por derivadas

covariantes Dµ

Dµ = ∂µ −AµMXM , (6.2.2)

con Aµ
M los vectores de gauge. La covariancia de la derivada implica que

δAµ
M = DµΛM + . . . , (6.2.3)

donde los puntos suspensivos representan términos que se anulan cuando son contráıdos con el

ET. La fuerza de campo de este vector de gauge se define como

[Dµ, Dν ] = −FµνMXM = −
(
2∂[µAν]

M +XNP
MA[µ

NAν]
P + . . .

)
XM , (6.2.4)

donde, nuevamente, está definida a menos de proyecciones con ZPMN . La definición naive

FµνM = 2∂[µAν]
M +XNP

MA[µ
NAν]

P , (6.2.5)
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es decir, tomando a cero los términos contráıdos con ZPMN trae aparejado un problema:

el tensor FµνM definido de esta manera no transforma covariantemente lo que dificulta la

construcción de un término cinético para los vectores de gauge.

Exigiendo que la fuerza de campo transforme covariantemente uno debe introducir nuevos

grados de libertad BµνI que cancelen la “falla” ante covariancia, dando lugar a la definición

FµνM = 2∂[µAν]
M +XNP

MA[µ
NAν]

P + ZMIBµνI , (6.2.6)

con

ZPI = X(MN)
P (6.2.7)

el llamado tensor de intertwining. Notar que el ı́ndice “I” en el lado izquierdo denota genéricamente

a alguna representación dada por la simetrización de los ı́ndices “MN” en el lado derecho.

Este objeto puede, entonces, utilizarse para completar los puntos suspensivos en la variación

de los campos vectoriales

δAµ
M = DµΛM − ZMI Ξ̂µI . (6.2.8)

La transformación de gauge de la 2-forma se define de manera tal de compensar la falla de los

primeros dos términos en (6.2.6) en transformar covariantemente, y nuevamente está definida a

menos de términos que se anulan cuando se proyectan, en este caso, con el tensor de intertwining.

De esta manera, la covariancia de FµνM solo determina la transformación de una proyección

con el tensor de intertwining de la 2-forma con respecto a una proyección con el tensor de

intertwining del parámetro de gauge dado por una 1-forma

B̃µν
M = ZMIBµνI ,

˜̂
Ξµ

M = ZMI Ξ̂µI , (6.2.9)

dando lugar a

δAµ
M = DµΛM − ˜̂ΞµM (6.2.10)

δB̃µν
M = 2D[µ

˜̂
Ξν]

M − 2X(NP )
M
(
ΛN FµνP −A[µ

NδAν]
P
)
. (6.2.11)

Estas transformaciones de gauge cierran con respecto al siguiente álgebra

[δ1, δ2] = δΛ12
M + δ˜̂

Ξ12µ
M
, (6.2.12)

con

Λ12
M = −XNP

MΛN[1 ΛP2] (6.2.13)

˜̂
Ξ12µ

M = 2X(NP )
MDµΛN[1 ΛP2] . (6.2.14)

Notar que se ha utilizado la siguiente notación: los tensores denotados con una tilde “ ·̃ ”

corresponden a tensores proyectados con el tensor de intertwining. La 1-forma denotada con
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sombrero
˜̂
Ξµ corresponde a un parámetro de gauge que permite escribir a las transformaciones

de gauge de manera covariante. Este parámetro da lugar a corchetes que dependen de los

campos debido a la presencia de la derivada covariante en (6.2.14).

Haciendo la redefinición

˜̂
Ξµ

M = Ξ̃µ
M + 2X(NP )

MAµ
NΛP , (6.2.15)

el segundo corchete, correspondiente a la 1-forma, se vuelve independiente de los campos (el

primero ya lo era)

Ξ̃12µ
M = 2X(NP )

M
(

ΛN[1∂µΛP2] − 2ZNIΛP[1 Ξ2]µI

)
. (6.2.16)

Esta misma construcción puede llevarse más allá de la 2-forma, moviéndose un paso más en

la jerarqúıa de tensores. La 2-forma obtenida hasta ahora participa en la fuerza de campo FµνM

de manera proyectada, es decir, contráıda con el tensor de intertwining (6.2.7) y lo mismo pasa

con sus transformaciones de gauge. Para desproyectar la 2-forma, se precisa la introducción de

una 3-forma Cµνρ
A (que estará, a su vez, proyectada con otro tensor de intertwining). Esta

tres forma se requiere para que la fuerza de campo correspondiente a la dos forma, HµνρI ,
transforme de manera covariante.

Uno podŕıa continuar con este procedimiento hasta que la dimensionalidad del espacio

tiempo ponga un ĺımite superior a la jerarqúıa. En la tabla 6.2.1 se presentan los parámetros

de gauge, campos y curvaturas en cuatro dimensiones.

Parámetro de gauge Campo Curvatura

ΛM Aµ
M FµνM

Ξ̂µI BµνI HµνρI
Σ̂µν

A Cµνρ
A GµνρσA

Θ̂µνρX DµνρσX 0

Φ̂µνρσX 0 0

Tabla 6.2.1: Parámetros de gauge, campos y curvaturas en cuatro dimensiones.
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Las transformaciones de gauge son

δAµ
M = DµΛM − ZMI Ξ̂µI (6.2.17)

δBµνI = 2D[µΞ̂ν]I − 2dIMN

(
ΛMFµνN −A[µ

MδAν]
N
)
− YIAΣ̂µν

A (6.2.18)

δCµνρ
A = 3D[µΣ̂νρ]

A + gM
AI
(

3F[µν
M Ξ̂ρ]I + ΛMHµνρI + 3B[µνIδAρ]

M (6.2.19)

+2dIMNA[µ
MAν

NδAρ]
P
)
−WAXΘ̂µνρX (6.2.20)

δDµνρσX = 4D[µΘ̂νρσ]X − hXBM
(

6F[µν
M Σ̂ρσ]

B + ΛMGµνρσB − 4C[µνρ
BδAσ]

M (6.2.21)

+2gN
BIdIPQA[µ

MAν
NAρ

P δAσ]
Q
)
− Φ̂µνρσX . (6.2.22)

Las identidades de Bianchi generalizadas son

2D[µDν] + FµνMXM = 0 (6.2.23)

3D[µFνρ]
M − ZMIHµνρI = 0 (6.2.24)

4D[µHνρσ]I − 6dIMNF[µν
MFρσ]

N − YIAGµνρσA = 0 . (6.2.25)

y definen a las fuerzas de campo dadas por

FµνM = 2∂[µAν]
M +XNO

MA[µ
NAν]

O + ZMIBµνI (6.2.26)

HµνρI = 3D[µBνρ]I + 6dIMNA[µ
M

(
∂νAρ]

N +
1

3
XOP

NAν
OAρ]

P

)
+ YIACµνρ

A (6.2.27)

GµνρσA = 4D[µCνρσ]
A − gMAI

(
6B[µνIFρσ]

M − 3ZMJB[µνIBρσ]J + 8dINPA[µ
MAν

N∂ρAσ]
P

+2dIPNXQR
PA[µ

MAν
NAρ

QAσ]
R
)

+WAXDµνρσX . (6.2.28)

Los tensores dIMN , gM
AI y hXBM no dependen de los gaugings y representan invariantes

de G0. Por ejemplo, en supergravedad maximal en n = 4, con grupo de dualidad E7(7), estarán

relacionados con los generadores de E7(7), (tα)MN , y con la métrica simpléctica ΩMN . Por otro

lado, los tensores de intertwining ZMI , YIA, WAX śı dependen de los gaugings. Además, se ha

definido el tensor V AIJ ≡ 2gM
A[IZJ ]M .

Para que la teoŕıa sea covariante frente a transformaciones de gauge, se deben imponer los

73



v́ınculos

ZMIdINP = X(NP )
M (6.2.29)

ZMIXM = 0 (6.2.30)

dI[MN ] = 0 (6.2.31)

YIAgM
AJ = XMI

J + 2ZNJdIMN (6.2.32)

YIAZ
MI = 0 (6.2.33)

dI(MNgP )
AI = 0 (6.2.34)

WAXhXBM = XMB
A + gM

AIYIB (6.2.35)

WAXYIA = 0 (6.2.36)

hXB(MgN)
BI = 0 (6.2.37)

WAXΦ̂µνρσX = 0 (6.2.38)

.

Las transformaciones de gauge forman un álgebra cerrada con respecto a los corchetes

[δ1, δ2] = δΛM12
+ δ

Ξ̂12µI
+ δ

Σ̂12µν
A + δ

Θ̂12µνρX
+ δ

Φ̂12µνρσX
, (6.2.39)

con

ΛM12 = −XNP
MΛN[1 ΛP2] (6.2.40)

Ξ̂12µI = 2dIMNDµΛM[1 ΛN2] (6.2.41)

Σ̂12µν
A = −2gM

AI
(
dINPΛM[1 ΛN2]Fµν

P + 2Ξ̂I[µ[1Dν]Λ
M
2] − Z

MJ Ξ̂I[µ[1Ξ̂ν]2]J

)
(6.2.42)

Θ̂12µνρX = −hXBM
(
gN

BIΛM[1 ΛN2]HµνρI + 6Σ̂[µν
B
[1Dρ]Λ

M
2]

)
(6.2.43)

Φ̂12µνρσX = −
(
XMX

Y +WAY hXAM
) (
hY BNΛM[1 ΛN2]Gµνρσ

B + 8Θ̂Y [µνρ[1Dσ]Λ
M
2]

)
+ 4hXBMZ

MI
[
2WBY Θ̂Y [µνρ[1Ξ̂2]σ]I − 6Ξ̂J [µ[1DνΣ̂ρσ]2]

B + 2gN
BJHJ [µνρΞ̂σ]I[1ΛN2]

+3F[µν
N
(

2dINPΛP[1Σ̂2]ρσ]
B − gNBJ Ξ̂Jρ[1Ξ̂2]σ]I

)]
, (6.2.44)

y, además, admiten los siguientes parámetros triviales, es decir, que no generan transformación
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alguna

ΛMtrivial = ZMJχJ (6.2.45)

Ξ̂µI trivial = DµχI + YIAχµ
A (6.2.46)

Σ̂µν
A
trivial = 2D[µχν]

A − gMAJFµνMχJ +WAXχµνX (6.2.47)

Θ̂µνρX trivial = 3D[µχνρ]X + 3hXMBF[µν
Mχρ]

B + χµνρX (6.2.48)

Φ̂µνρσX trivial = 4D[µχνρσ]X − 6
(
XMX

Y +WAY hXAM
)
F[µν

Mχρσ]Y (6.2.49)

+ hXMBZ
MI
(
4H[µνρIχσ]

B − GµνρσBχI
)
. (6.2.50)

La existencia de estos parámetros triviales serán fundamentales al momento de conectar

esta teoŕıa con las álgebras L∞ (ver caṕıtulo 8).
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Caṕıtulo 7

Simetŕıa de U-dualidad y geometŕıa

extendida

En el caṕıtulo 3 se ha mostrado que la compactificación del sector bosónico de supergravedad

IIA y IIB en un toro tiene simetŕıa de T-dualidad y esta simetŕıa se manifiesta de forma expĺıcita

a partir de la construcción de DFT, donde las simetŕıas de difeomorfismos de la métrica y la de

gauge del tensor antisimétrico son unificadas en “simetŕıas de gauge” dadas por la derivada de

Lie generalizada, una modificación de la derivada de Lie usual que es compatible con la simetŕıa

O(D,D,R) de T-dualidad.

Las compactificaciones de supergravedad en D = 11 aśı como las de teoŕıa M en un toro n-

dimensional gozan de simetŕıa de U-dualidad dada por el grupo En(n) [30–32]. Esta simetŕıa es

combinación de la T-dualidad y de la S-dualidad (Strong-weak duality, en inglés), que relaciona

teoŕıas con constante de acoplamiento gs y teoŕıas con acoplamiento g−1
s . De manera similar

a lo expuesto en el caso de DFT, en [33, 34] se introdujo la idea de extender el espacio-tiempo

y/o el espacio tangente de manera tal de acomodar esta simetŕıa y, más recientemente, fue

considerado en [13,16,18].

En este caṕıtulo se trataran estos enfoques para reemplazar la simetŕıa de T-dualidad por la

de U-dualidad con el objetivo de incorporar todos los campos de estas teoŕıas, como los campos

de Ramond-Ramond en supergravedades de Tipo II o la tres forma de teoŕıa M.

En el caso de la dualidad excepcional, no existe hasta el momento una construcción de la

teoŕıa basada en un grupo de dualidad mayor que contenga a En(n) una vez hecha la reducción

dimensional (es decir, se desconoce el análogo de O(10, 10) para DFT). La teoŕıa EFT con E7(7)

está basada en un espacio tiempo generalizado de 4 + 56 dimensiones, con cuatro coordenadas

“externas” xµ y 56 coordenadas internas YM en la representación 56 de E7(7) y derivadas

duales ∂M [105]. La teoŕıa se construye pidiendo que los difeomorfismos internos generalizados

se comporten como simetŕıas de gauge en cuatro dimensiones. El contenido de campos viene

dado por una tétrada externa eµ
a y una métrica interna generalizada MMN , parametrizando
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el espacio coset E7(7)/SU(8). La teoŕıa requiere también la presencia de campos de gauge

Aµ
M que aparecen como conexiones de las simetŕıas internas de dualidad y un conjunto de

2-formas {Bµν α , Bµν M}, que aparecen para describir consistentemente los grados de libertad

de supergravedad en D = 11. Las 2-formas Bµν α en la representación adjunta de E7(7) son

los duales on-shell de los campos escalares en cuatro dimensiones que surgen al considerar

la teoŕıa reducida dimensionalmente. Las 2-formas Bµν M en la representación fundamental

son necesarias para tener invariancia de gauge y para reproducir la dinámica correcta de

supergravedad en D = 11. La parte bosónica de la acción posee las simetŕıas siguientes:

• Simetŕıa global continua E7(7).

• Simetŕıa local SO(1, 3|R)× SU(8|R).

• Difeomorfismos externos generalizados, parametrizados por ξµ.

• Difeomorfismos internos generalizados, parametrizados por ΛM .

• Transformaciones de gauge de las 2-formas, parametrizadas por Ξµα y ΞµM .

Con respecto a los parámetros de gauge, hay un conjunto de parámetros que permiten

escribir las transformaciones de manera covariante pero que da corchetes para la clausura del

álgebra de gauge que depende de los campos, y existe un segundo conjunto que da lugar a

corchetes que no dependen de los campos pero en este caso las transformaciones no pueden ser

escritas de manera covariante. Se denotará al primer grupo con “sombreros” Λ̂M , Ξ̂µα, Ξ̂µM , y

al segundo conjunto sin sombreros.

7.1 Transformaciones de gauge

Al igual que en el caso de T-dualidad, los grados de libertad gravitacionales y tensoriales se

mezclan ante U-dualidad y también lo harán sus transformaciones de gauge. Siguiendo las ideas

de DFT, se definirá una derivada de Lie generalizada para la U-dualidad. La derivada de Lie

usual (4.3.1) se generaliza y la matriz
(
∂jζ

i
)

de gl(n) será reemplazada por una matriz del

álgebra de Lie en(n), junto a un reescaleo real. Los tensores transformaran ahora bajo En(n)×R
y los difeomorfismos generalizados serán de la forma (4.3.3)

LξVM = LξV
M + YM

N
P
Q ∂P ξ

Q V N , (7.1.1)

con Y el tensor invariante de dualidad definido en (4.3.4). En la tabla 7.1.1 se presentan las

expresiones para el tensor Y para varios grupos de dualidad.

Al igual que en el caso de DFT, al conmutar dos derivadas de Lie Generalizadas, uno

encuentra la siguiente condición suficiente para tener un álgebra cerrada

YM
N
P
Q ∂M ...∂N ... = 0, (7.1.2)
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YM
Q
N
P α β

O(n, n) ηMNηPQ 2 0

E4(4) = SL(5) εiMN εiPQ 3 1
5

E5(5) = SO(5, 5) 1
2(γi)MN (γi)PQ 4 1

4

E6(6) 10dMNRd̄PQR 6 1
3

E7(7) 12KMN
PQ + δ

(M
P δ

N)
Q + 1

2ε
MN εPQ 12 1

2

Tabla 7.1.1: Tensor invariante Y y constantes de proporcionalidad para diferentes dimensiones.

ηMN es la métrica O(n, n) invariante, εiMN es el tensor alternante de SL(5), (γi)MN es la

representación 16× 16 MW del álgebra de Clifford SO(5, 5), dMNR y KMNPQ son los tensores

simétricos invariantes de E6(6) y E7(7) respectivamente y εMN es el invariante simpléctico en

E7(7) [106].

donde los puntos suspensivos indican que las derivadas actúan sobre diferentes campos. Esta

condición es la análoga del v́ınculo fuerte en (4.1.10).

A continuación, se describirá en detalle el caso de E7(7) para luego establecer su relación

con las álgebras L∞ (ver caṕıtulo 8).

El grupo E7(7) está dado por un álgebra de Lie de dimensión 133, con generadores tα con

el ı́ndice en la adjunta α = 1, ...133. La representación fundamental tiene dimensión 56 y se

utilizarán los ı́ndices M,N = 1, ..., 56 para indexarla. Este grupo posee un tensor antisimétrico

invariante ΩMN que se utilizará para subir y bajar los ı́ndices de la representación fundamental,

utilizando la convención “Norte-Oeste Sur-Este”:

VM = ΩMNVN , VM = V NΩNM , con ΩMKΩNK = δN
M . (7.1.3)

Los ı́ndices de la representación adjunta se suben y bajan con la métrica de Cartan-Killing dada

por

καβ ≡ (tα)M
N (tβ)N

M (7.1.4)

El proyector a la representación adjunta, presente en la derivada de Lie generalizada (4.3.3)

toma la forma

P(adj)
K
M
L
N ≡ (tα)M

K(tα)N
L

=
1

24
δKMδ

L
N +

1

12
δLMδ

K
N + (tα)MN (tα)KL − 1

24
ΩMNΩKL ,

(7.1.5)

y satisface

P(adj)
M
N
N
M = 133. (7.1.6)
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Reemplazando (7.1.5) en (4.3.3), la derivada de Lie Generalizada toma la forma

LΛV
M = ΛK∂KV

M − ∂NΛMV N +
(
λ− 1

2

)
∂PΛP VM

− 12 (tα)MN (tα)KL ∂NΛKV L − 1

2
ΩMNΩKL ∂NΛKV L ,

(7.1.7)

expresión a partir de la cual puede verificarse que los tensores ΩMN y (tα)MN son tensores

invariantes de peso nulo.

El v́ınculo fuerte (7.1.2) toma la forma

(tα)MN ∂M∂NA = 0 , (tα)MN ∂MA∂NB = 0 , ΩMN ∂MA∂NB = 0 , (7.1.8)

para cualquier par de campos o parámetros de gauge A, B. Además de este v́ınculo fuerte,

en el caso de EFT con grupo E7(7), también hay campos “covariantemente vinculados” χN ,

que obedecen los mismos v́ınculos que (7.1.8) reemplazando el papel de las derivadas, es decir,

cumplen

(tα)MN χM∂NA = 0 , ΩMN χM ∂NB = 0 ,

(tα)MN χM χ̃N = 0 , ΩMN χM χ̃N = 0 .
(7.1.9)

La derivada de Lie Generalizada forma un álgebra cerrada, bajo la acción del E-Corchete:

[14, 106], [
LΛ1 ,LΛ2

]
= L[Λ2,Λ1]E , (7.1.10)

con el E-corchete dado por[
Λ2,Λ1

]M
E

= 2ΛK[2∂KΛM1] + 12 (tα)MN (tα)KL ΛK[2∂NΛL1] −
1

4
ΩMKΩNL∂K

(
ΛN2 ΛL1

)
. (7.1.11)

Debido a los v́ınculos (7.1.8) y (7.1.9), existen dos tipos de parámetros de gauge triviales, es

decir, que no generan ningún tipo de transformación y vienen dados por

ΛMtrivial = (tα)MN∂NTα , ΛMtrivial = ΩMNTN , (7.1.12)

con TM un vector covariantemente vinculado en el sentido de (7.1.9).

La derivada de Lie generalizada puede reescribirse en términos del E-Corchete tomando su

parte simétrica y antisimétrica:

LΛ1Λ2 =
LΛ1Λ2 − LΛ2Λ1

2
+
LΛ1Λ2 + LΛ2Λ1

2

≡
[
Λ1,Λ2

]M
E

+
{

Λ1,Λ2

}M
,

=
[
Λ1,Λ2

]M
E

+ 12(tα)MN∂Nγα +
1

2
ΩMN γN ,

(7.1.13)

donde se ha definido la parte simétrica como {·, ·} y

γα = −1

2
(tα)KLΛK1 ΛL2 , γM = ΩKL ΛK(1∂MΛL2) . (7.1.14)
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Es interesante notar aqúı que, al igual que en el caso de DFT, la parte simétrica no genera

transformaciones de gauge debido a los v́ınculos fuertes (7.1.8) por lo que resulta equivalente

tener

L[V,W ]E = L(LVW ) . (7.1.15)

La parte simétrica de la derivada de Lie da lugar, entonces, a parámetros de gauge triviales,

que serán importantes en lo que sigue.

Además de tener las transformaciones de gauge definidas sobre elementos de la representación

fundamental, será de utilidad tener expĺıcitamente las expresiones para objetos Wα en la

representación adjunta:

δWα =ΛK∂KWα + 12 fαβ
γ (tβ)L

K ∂KΛLWγ + λ′ ∂KΛKWα , (7.1.16)

con fαβ
γ las constantes de estructura de E7(7).

Conviene aqúı notar que dados los tensores η[Λ, T ]α y η[Λ, T ]M , uno en la adjunta y otro

covariantemente vinculado,

η[Λ, T ]α = δΛ Tα + (tα)KL T̃
K ΛL ,

η[Λ, T ]M = δΛTM + ΩKL

(
∂M T̃

K ΛL − T̃K ∂MΛL
)
,

(7.1.17)

donde ΛM es un vector, Tα es un tensor en la adjunta de peso λ′(T ) = 1 y TM es un tensor

covariantemente vinculado, el siguiente parámetro trivial se anula

η̃M = 12(tα)MN∂Nηα +
1

2
ΩMNηN = 0 , (7.1.18)

como puede verse sencillamente de

η̃ = L̂ΛT̃ − 2
{
T̃ , Λ

}
= −L̂

T̃
Λ = 0 . (7.1.19)

Calculemos ahora el jacobiator de la derivada de Lie, que viene dado por la expresión

J(Λ1, Λ2, Λ3) = 3
[
[Λ[1, Λ2](E), Λ3]

]
(E)

= Ñ , (7.1.20)

con Ñ el tensor de “Nijenhuis” dado por

Ñ =
{

Λ[1,
[
Λ2, Λ3]

]
(E)

}
, (7.1.21)

de donde ya se aprecia que se trata de un parámetro de gauge trivial, debido a que es la suma

de términos dados por la parte simétrica de la derivada de Lie. Expĺıcitamente, se tiene

JM (Λ1,Λ2,Λ3) = 12(tα)MN∂NNα +
1

2
ΩMN NN , (7.1.22)

y

Nα = −1

2
(tα)KLΛK[1

[
Λ2, Λ3]

]L
(E)

(7.1.23)

NM =
1

2
ΩKL

(
ΛK[1∂M

[
Λ2, Λ3]

]L
(E)
− ∂MΛK[1

[
Λ2, Λ3]

]L
(E)

)
.
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Es importante que el Jacobiator sea un parámetro trivial, dado que se tiene

3δ[Λ1
δΛ2δΛ3]· = δJ(Λ1,Λ2,Λ3)· (7.1.24)

y el lado izquierdo se anula como puede verse de expandir esa expresión. Para que esta igualdad

sea consistente, la transformación de gauge actuando sobre un elemento cualquiera “·” dada

por el jacobiator debe anularse.

Obviamente, debido a la observación que se deriva de (7.1.17), en principio hay una aparente

ambigüedad en la definición de Nα y NM dado que siempre podŕıa sumarséles η[Λ, T ]α y

η[Λ, T ]M como en (7.1.17) dejando a Ñ invariante. Sin embargo, la expresión (7.1.17) depende

de tres objetos: un vector Λ, un tensor en la adjunta Tα y un tensor covariantemente vinculado

TM . Para poder modificar las componentes de (7.1.23) dejando a Ñ en (7.1.21) invariante,

debeŕıa ser posible encontrar expresiones para ΛM , Tα and TM dependiendo únicamente de Λ1,

Λ2 and Λ3. La única posibilidad que preserva la forma en que los tensores transforman es

ΛM = ΛMi , Tα = −1

2
(tα)KLΛKj ΛLk , TM = ΩKLΛK(j∂MΛLk) , i, j, k = 1, 2, 3 (7.1.25)

pero la antisimetŕıa en [123] elimina esta posibilidad, dejando a (7.1.23) como única elección

posible.

También conviene notar que para un vector trivial T̃ se tiene

L̂
T̃

Λ = 0 =
{
T̃ , Λ

}
+ [T̃ , Λ](E) , (7.1.26)

por lo que el E-Corchete entre un parámetro trivial y un vector genérico es, nuevamente, un

parámetro trivial. Es decir, los parámetros triviales forman un ideal respecto del E-Corchete,

y esta observación será útil en lo que sigue.

El siguiente paso en la construcción de EFT consiste en introducir derivadas covariantes

con respecto a las transformaciones de gauge dadas por la derivada de Lie Generalizada:

∂µ → Dµ ≡ ∂µ − LAµ , (7.1.27)

con Aµ
M la conexión de gauge. Para un vector de peso λ, se tiene

DµVM ≡ DµV
M − λ∂KAµK VM . (7.1.28)

La transformación del campo Aµ
M se obtiene de exigir que la derivada covariante transforme

covariantemente, de donde se obtiene

δAµ
M = DµΛ̂M . (7.1.29)

A partir de esta conexión, uno construye la fuerza de campo de la manera usual, antisimetrizando

dos derivadas covariantes, de donde

Fµν
M ≡2∂[µAν]

M −
[
Aµ, Aν

]M
E
. (7.1.30)
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Sin embargo, esta cantidad no transforma covariantemente con respecto a la derivada de Lie

Generalizada, debido a que la identidad de Jacobi para el E-corchete no se satisface. La

transformación viene dada por

δFµν
M = 2D[µδAν]

M − ∂KA[µ
K δAν]

M − 12 (tα)MK(tα)NL ∂K
(
A[µ

N δAν]
L
)

− 1

2
ΩMKΩLN

(
A[µ

N ∂KδAν]
L − ∂KA[µ

NδAν]
L
)
,

(7.1.31)

donde los dos últimos términos dan el apartamiento de una transformación covariante. En el

esṕıritu de la jerarqúıa de tensores [103,104] se redefine Fµν
M introduciendo dos nuevos campos

que absorben los términos que estropean la covariancia de Fµν
M ante trasformaciones de gauge:

una 2-forma Bµν α que toma valores en la adjunta de E7(7) y una 2-forma Bµν K , un campo

covariantemente vinculado en el sentido de (7.1.9). La expresión “jerarqúıa de tensores” viene

del hecho de que la fuerza de campo asociada a la 1-forma Aµ
M , requiere la introducción de

2-formas.

De esta manera, la nueva fuerza de campo es

FµνM ≡FµνM − 12 (tα)MN ∂NBµν α −
1

2
ΩMK Bµν K , (7.1.32)

Con estas modificaciones, FµνM transforma covariantemente:

δFµνM =2D[µδAν]
M − 12 (tα)MN ∂N∆Bµν α −

1

2
ΩMK ∆Bµν K , (7.1.33)

con
∆Bµν α ≡ δBµν α + (tα)KLA[µ

K δAν]
L ,

∆Bµν K ≡ δBµν K + ΩLN

(
A[µ

N∂KδAν]
L − ∂KA[µ

N δAν]
L
)
.

(7.1.34)

Pidiendo covariancia de la fuerza de campo uno puede obtener la transformación de gauge de las

2-formas a partir de la del vector de gauge. Sin embargo, hay una sutileza. Las transformaciones

de la 2-forma participan en la variación de la fuerza de campo (7.1.34) de la misma manera

que en (7.1.18). Alĺı, se observó que la combinación (tα)MN∂MBµνα no es completamente

independiente de ΩMNBµνN . No es posible a priori aislar las transformaciones dadas por

∆Bµνα de aquellas dadas por ∆BµνM . En este punto, uno debe considerar una única 2-forma

que surge de la combinación de las 2-formas Bµνα y BµνM

B̃µνM = 12(tα)M
N∂NBµνα +

1

2
BµνM , (7.1.35)

que elimina a la ambigüedad, con parámetro de gauge˜̂
ΞµM = 12(tα)M

N∂N Ξ̂µα +
1

2
Ξ̂µM . (7.1.36)

Pidiendo ahora que δFµνM = L̂ΛFµνM las transformaciones de gauge son

δAµ
M =DµΛM + ΩMN ˜̂ΞµN ,

∆B̃µνM = 2D[µ
˜̂
Ξν]M + 12(tα)M

N∂N
[
(tα)KLΛKFµνL

]
+

1

2

[
ΩKL

(
ΛL∂MFµνK − ∂MΛLFµνK

)]
,

(7.1.37)

82



donde se definió ∆B̃µνM = δB̃µνM−2
{
A[µ, δAν]

}
M . Las expresiones entre corchetes no pueden

ser directamente asignadas a las transformaciones Λ de las componentes de B̃µνM , deben siempre

considerarse en esta combinación. Una separación ingenua, como

∆Λ̂Bµνα =2D[µΞ̂ν]α + (tα)KL ΛKFµνL ,

∆Λ̂BµνM =2D[µΞ̂ν]M − ΩKL

(
FµνK∂M Λ̂L − Λ̂L∂MFµνK

)
,

(7.1.38)

llevaŕıa a un álgebra de gauge inconsistente, con transformaciones que no cierran. Más adelante

se discutirá de qué manera aislar las componentes y sus transformaciones.

Las identidades de Bianchi

3D[µFνρ]
M + H̃µνρM = 0, (7.1.39)

D[µH̃νρσ]M −
3

2

{
F[µν , Fρσ]

}
M = 0 , (7.1.40)

definen a la 3-forma que da la fuerza de campo para la 2-forma

H̃µνρM = 3

(
D[µB̃νρ]M + 2

{
A[µ , ∂νAρ] −

1

3
[Aν , Aρ]](E)

}
M

)
, (7.1.41)

que también está covariantemente vinculada y transforma como un vector bajo difeomorfismos

generalizados, como puede verse fácilmente de

δH̃µνρM = 3D[µ∆B̃νρ]M + 6
{
δA[µ, Fνρ]

}
M . (7.1.42)

Las transformaciones (7.1.37) admiten los siguientes parámetros triviales

Λ̂M = 12(tα)MN∂Nχα +
1

2
ΩMNχN ≡ ΩMN χ̃N (7.1.43)

˜̂
ΞµM = −Dµχ̃M , (7.1.44)

con χα una función genérica en la adjunta de E7(7), χM una función covariantemente vinculada

tal que χ̃M tiene peso λ = 1
2 .

Estos parámetros están expresados en la base en que las transformaciones de gauge pueden

escribirse de forma covariante, dando origen a parámetros triviales que dependen de los campos.

Para este conjunto de parámetros, los corchetes que cierran el álgebra dependen de los campos,

por lo que resultará conveniente redefinir los parámetros y obtener un conjunto (ΛM , Ξ̃µM ) tal

que los corchetes sean independientes de los campos. Estos parámetros vienen dados por

Λ̂M = ΛM ,
˜̂
ΞµM = Ξ̃µM + 2 {Λ, Aµ}M , (7.1.45)

y ahora los parámetros triviales no dependen de los campos

ΛM = ΩMN χ̃N ,

Ξ̃µM = −∂µχ̃M .
(7.1.46)
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Las transformaciones de gauge en esta base son

δAµ
M = ∂µΛM + L̂ΛAµ

M + ΩMN Ξ̃µN , (7.1.47)

δB̃µνM = 2∂[µΞ̃ν]M + L̂ΛB̃µνM + 2
{

Σ[µ , Aν]

}
M ,

donde se definió

Σµ
M = ΩMN Ξ̃µN + ∂µΛM . (7.1.48)

Estas transformaciones cierran

[δ1 , δ2] = −δΛ12 − δΞ̃12
, (7.1.49)

con respecto a los corchetes (independientes de los campos)

ΛM12 = [Λ1, Λ2]M(E) , (7.1.50)

Ξ̃12µM = 2L̂Λ[1
Ξ̃2]µM − 2

{
∂µΛ[1 , Λ2]

}
.

Por conveniencia, se agruparán los parámetros de forma

ζ =
(

ΛM , Ξ̃µM

)
, (7.1.51)

y se definirá el corchete de la transformación como

[ζ1, ζ2] =
(

ΛM12 , Ξ̃12µM

)
. (7.1.52)

El Jacobiator viene dado por

J = 3
[[
ζ[1, ζ2

]
, ζ3]

]
=
(
ÑM , −∂µÑM

)
, (7.1.53)

con el mismo Ñ definido en (7.1.21).

7.2 La acción y su relación con supergravedad

Hasta aqúı se han descrito las transformaciones de gauge. La dinámica de la teoŕıa viene dada

por la acción

SEFT =

∫
d4x d56Y e

(
R̂+

1

48
gµν DµMMN DνMMN

− 1

8
MMN FµνMFµνN + e−1Ltop − V (MMN , gµν)

)
,

(7.2.1)

con el escalar de curvatura dado por

ea
µeb

νR̂µν
ab , (7.2.2)

constrúıdo a partir del tensor de Riemann

R̂µν
ab ≡ Rµν

ab[ω] + FµνMeaρ∂Meρb , (7.2.3)
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donde el tensor de curvatura de la conexión de spin Rµν
ab[ω] se construye a partir de las

derivadas covariantes

Dµeνa ≡∂µeνa −AµM∂Meνa −
1

2
∂MAµ

Meν
a . (7.2.4)

El término topológico viene dado por

Ltop = − 1

24
εµνρστ FµνM DρFστM , (7.2.5)

y el potencial toma la forma

V = − 1

48
MMN∂MMKL ∂NMKL +

1

2
MMN∂MMKL∂LMNK

− 1

2
g−1∂Mg ∂NMMN − 1

4
MMNg−1∂Mg g

−1∂Ng −
1

4
MMN∂Mg

µν∂Ngµν .

(7.2.6)

Además, los 56 campos de gauge Aµ
M están sujetos a las ecuaciones de autodualidad siguientes

FµνM = −1

2
e εµνρσ ΩMNMNKFρσK . (7.2.7)

Cada término en la acción (7.2.1) se determina por invariancia ante difeomorfismos internos

generalizados parametrizados por ΛM . En contraste, los coeficientes relativos entre los términos

se determinan exigiendo invariancia de la acción bajo el resto de las simetŕıas de gauge dadas

por la versión covariantizada de los difeomorfismos externos con parámetros ξµ(x, Y ). Estas

variaciones de gauge vienen dadas por

δξeµ
a = ξνDνeµa +Dµξνeνa ,

δξMMN = ξµDµMMN ,

δξAµ
M = ξν FνµM +MMN gµν ∂Nξ

ν

∆ξBµν α = ξρHµνρα ,

∆ξBµν M = ξρHµνρM + 2e εµνρσg
στDρ

(
gτλ∂Mξ

λ
)
.

(7.2.8)

Obteniendo las ecuaciones de movimiento a partir de (7.2.1) y (7.2.7) y eligiendo soluciones

apropiadas del v́ınculo fuerte (7.1.2), uno puede recuperar la dinámica completa de supergravedad

en D = 11 después de redefinir los campos 11-dimensionales de acuerdo a una separación de

Kaluza-Klein 4 + 7 de las coordenadas, pero reteniendo la dependencia en las 11 coordenadas.

La solución del v́ınculo fuerte apropiada para relacionar supergravedad en D = 11 con EFT

se obtiene de descomponer la representación fundamental de E7(7) bajo su subgrupo maximal

GL(7):

56 −→ 7+3 + 21′+1 + 21−1 + 7′−3 ,{
YM

}
−→ {ym, ymn, ymn, ym} .

(7.2.9)

donde el sub́ındice hace referencia al peso bajo GL(1), los ı́ndices m,n, . . . etiquetan a la

representación vectorial de GL(7) y las coordenadas ymn = y[mn], ymn = y[mn] son antisimétricas
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en sus ı́ndices. Para hacer contacto con supergravedad en D = 11, se debe elegir una solución

del v́ınculo fuerte truncando la dependencia de todos los campos y parámetros de gauge en

todas las coordenadas salvo las ym en 7+3:

Φ(xµ, YM ) −→ Φ(xµ, ym) , i.e. ∂mn → 0 , ∂mn → 0 , ∂m → 0 . (7.2.10)

Además, las 2-formas en la fundamental también se ven afectadas por esta elección:

Bµν
mn → 0 , Bµν mn → 0 , Bµν

m → 0 . (7.2.11)

A partir de redefiniciones de campos y de identificaciones con los duales de los campos f́ısicos

de supergravedad en D = 11 se obtiene la teoŕıa deseada.

También existe una elección distinta para soluciones del v́ınculo fuerte que relaciona EFT

con supergravedad de tipo IIB. Esta situación no sólo se manifiesta en esta teoŕıa sino que

también fue observada para el caso de EFT con E6(6) [107,108]. En el caso de E7(7) el subgrupo

maximal que debe elegirse es GL(6) × SL(2), bajo el cual la representación fundamental se

descompone de acuerdo a

56→ (6, 1)+2 + (6′, 2)+1 + (20, 1)0 + (6, 2)−1 + (6′, 1)−2 . (7.2.12)

La solución que relaciona EFT con supergravedad de tipo IIB se logra restringiendo la dependencia

de todos los campos a las seis coordenadas ym con carga 2 frente a GL(1) y tomando todas las

componentes de Bµν M iguales a cero a menos de las asociadas a estas seis coordenadas

∂ma → 0 , ∂kmn → 0 , ∂ma → 0 , ∂m → 0 ,

Bma → 0 , Bkmn → 0 , Bma → 0 , Bm → 0 .
(7.2.13)
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Caṕıtulo 8

Álgebras L∞ y teoŕıas de campos

Las álgebras L∞ pueden entenderse como generalizaciones de las álgebras de Lie, en donde el

producto bilineal dado por el corchete de Lie se generaliza a una serie de nuevos productos

con distinto número de argumentos. A partir de la sugerencia en [38] que las álgebras L∞

están relacionadas con teoŕıas clásicas de campos, resulta de interés estudiar sus propiedades

y extender estos resultados para nuevas teoŕıas de campos. La relación expĺıcita entre los

elementos de un álgebra L∞ y aquellos de una teoŕıa de campos se sistematizaron en [38].

Los campos, transformaciones de gauge, y las ecuaciones de movimiento pertenecen a distintos

subespacios gradados en el álgebra. Algunos productos pueden “leerse” de las transformaciones

de gauge de los campos, de las ecuaciones de movimiento, las identidades de clausura, etc. En

este caṕıtulo se darán las definiciones básicas de las álgebras L∞ y su relación con las teoŕıas

de campos y en el siguiente se tratarán ejemplos concretos.

8.1 Definiciones

Para tener un álgebra L∞ se define un espacio vectorial gradado X, que es la suma directa de

subespacios vectoriales de grado n Xn, con n ∈ Z

X =
⊕
n

Xn , n ∈ Z . (8.1.1)

Se denotará como x a un elemento de X con grado definido, es decir, x ∈ Xp para un p fijo.

En un álgebra L∞ hay productos multilineales `k

`k : X⊗k → X , (8.1.2)

con grado intŕınseco k − 2. Actuando sobre elementos xi los productos tienen grado

deg(`k(x1, x2, ..., xk)) = k − 2 +
k∑
i=1

deg(xi) , (8.1.3)
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donde el primer término del lado derecho corresponde al grado intŕınseco del producto `k. Estos

productos son conmutativos gradados, es decir que al intercambiar sus argumentos, pueden

diferir en un signo. Para una permutación σ se tiene

`k(xσ(1), . . . , xσ(k)) = (−1)σε(σ;x) `k(x1, . . . , xk) . (8.1.4)

El factor (−1)σ da un signo positivo o negativo dependiendo de si la permutación es par o

impar, respectivamente. El factor ε(σ;x) es el signo de Koszul: dada un un álgebra gradada

conmutativa Λ(x1, x2, · · · ) con producto

xi ∧ xj = (−1)deg(xi)deg(xj) xj ∧ xi , ∀i, j , (8.1.5)

el signo de Koszul se define para una permutación como

x1 ∧ . . . ∧ xk = ε(σ;x) xσ(1) ∧ . . . ∧ xσ(k) . (8.1.6)

Por ejemplo, para `2 se tiene

`2(x1, x2) = (−1)1+x1x2 `2(x2, x1) , (8.1.7)

donde se ha introducido la notación

(−1)deg(xi)deg(xj) ≡ (−1)xixj , (8.1.8)

o sea que cuando aparezcan en los exponentes, los factores xi harán referencia al grado de xi.

Los productos obedecen las identidades de L∞, un análogo a la identidad de Jacobi. Estas

identidades están etiquetadas por n ∈ N que indica el número de argumentos, y toman la forma

∑
i+j=n+1

(−1)i(j−1)
∑

σunshuffles

(−1)σε(σ;x) `j
(
`i(xσ(1) , . . . , xσ(i)) , xσ(i+1), . . . xσ(n)

)
= 0 .

(8.1.9)

La suma sobre σ (σunshuffles)no es una suma sobre todas las permutaciones, sino que incluye

sólo los términos que satisfacen

σ(1) < · · · < σ(i) , σ(i+ 1) < · · · < σ(n) . (8.1.10)

No considera los términos que resultan de permutar los argumentos del producto `i entre śı y/o

los que están fuera de `i entre śı. Es decir, si la suma fuese sobre todas las permutaciones, para

n = 3 se tendŕıa∑
σ

`2
(
`2(xσ(1), xσ(2)) , xσ(3)

)
=
[
`2
(
`2(x1, x2) , x3

)
+ `2

(
`2(x2, x1) , x3

)]
+
[
`2
(
`2(x1, x3) , x2

)
+ `2

(
`2(x3, x1) , x2

)]
+
[
`2
(
`2(x2, x3) , x1

)
+ `2

(
`2(x3, x2) , x1

)]
.

(8.1.11)
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En cambio, la suma sobre σunshuffles considera solamente al primero de los dos términos encerrados

en cada corchete en el lado derecho:∑
σunshuffles

`2
(
`2(xσ(1), xσ(2)) , xσ(3)

)
=

`2
(
`2(x1, x2) , x3

)
+ `2

(
`2(x1, x3) , x2

)
+ `2

(
`2(x2, x3) , x1

)
.

(8.1.12)

Las relaciones (8.1.9) suelen escribirse de manera compacta como∑
i+j=n+1

(−1)i(j−1)`j `i = 0 , (8.1.13)

de manera tal que las primeras identidades son

n = 1 0 = `1`1 (8.1.14)

n = 2 0 = `1`2 − `2`1 (8.1.15)

n = 3 0 = `1`3 + `2`2 + `3`1 (8.1.16)

n = 4 0 = `1`4 − `2`3 + `3`2 − `4`1 , . . . (8.1.17)

Escribiendo expĺıcitamente los argumentos de las identidades, algunos de los productos pueden

interpretarse en términos de operadores conocidos. Por ejemplo, para n = 1 se tiene

`1(`1(x)) = 0 . (8.1.18)

Esto significa que `1 es un operador nilpotente, también llamado Q como el operador de BRST.

Para n = 2, la identidad es

`1(`2(x1, x2)) = `2(`1(x1), x2) + (−1)x1`2(x1, `1(x2)) , (8.1.19)

de donde se ve que `1 puede ser interpretado como un operador diferencial sobre los argumentos

de `2, que satisface la regla (gradada) de Leibniz. Para n = 3,

0 = `2(`2(x1, x2), x3) + (−1)(x1+x2)x3`2(`2(x3, x1), x2) + (−1)(x2+x3)x1`2(`2(x2, x3), x1)

+`1(`3(x1, x2, x3)) + `3(`1(x1), x2, x3) + (−1)x1`3(x1, `1(x2), x3) + (−1)x1+x2`3(x1, x2, `1(x3)) .

(8.1.20)

La primera ĺınea de esta relación es la identidad (gradada) de Jacobi y la segunda ĺınea

caracteriza una deformación de un álgebra de Lie. Los términos dados por (`1`3 + `3`1) son

BRST exactos y en el lenguaje de álgebras homológicas `3 es una cadena homotópica, por lo

que también se conocen a las álgebras L∞ como álgebras de Lie homotópicas [44] y en ocasiones

se utiliza la expresión “`2 satisface la identidad de Jacobi a menos de homotoṕıas”.
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Dado que se necesitará luego, se escribirá la relación para n = 4, que toma la forma

0 = `1( `4(x1, x2, x3, x4))

− `2( `3(x1, x2, x3), x4) + (−1)x3x4 `2( `3(x1, x2, x4), x3)

+ (−1)(1+x1)x2`2(x2, `3(x1, x3, x4)) − (−1)x1`2(x1, `3(x2, x3, x4))

+ `3(`2(x1, x2), x3, x4) + (−1)1+x2x3 `3(`2(x1, x3), x2, x4)

+ (−1)x4(x2+x3)`3(`2(x1, x4), x2, x3) − `3(x1, `2(x2, x3), x4)

+ (−1)x3x4`3(x1, `2(x2, x4), x3) + `3(x1, x2, `2(x3, x4))

− `4(`1(x1), x2, x3, x4) − (−1)x1`4(x1, `1(x2), x3, x4)

− (−1)x1+x2`4(x1, x2, `1(x3), x4) − (−1)x1+x2+x4`4(x1, x2, x3, `1(x4)) .

(8.1.21)

8.2 Teoŕıas de campos con estructura L∞

A continuación se describirá la relación del álgebra L∞ con teoŕıas de campos. En primer lugar,

hay que asignar subespacios vectoriales a los objetos de la teoŕıa de campos como parámetros

de gauge, campos y ecuaciones de movimiento (EOM, por sus siglas en inglés). Siguiendo la

construcción hecha en [38] se tomará a los parámetros de gauge ζ como vectores de grado p = 0,

los campos dinámicos Ψ serán vectores de grado p = −1 y las EOM F tendrán grado p = −2.

Tanto los parámetros de gauge como los campos saturan los espacios X0 y X−1, es decir que

cualquier elemento en X0 es un parámetro de gauge válido. Sin embargo, las EOMs forman

un subconjunto del subespacio X−2 como quedará claro a la brevedad y se denotará a un

elemento genérico de este espacio como “E”. Si la teoŕıa de campos admite redundancias para

las simetŕıas de gauge, este conjunto de subespacios está incompleto y se requiere un subespacio

extra X1 con elementos parametrizando estas ambigüedades, y posiblemente subsiguientes

espacios X2, X3, etc.

Dados los campos Ψ, las ecuaciones de movimiento se definen como

F(Ψ) =
∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

n!
`n(Ψn) = `1(Ψ)− 1

2`2(Ψ2)− 1
3!`3(Ψ3) + 1

4!`4(Ψ4) + · · · . (8.2.1)

donde se ha introducido la notación de potenciación por comodidad

`k(Ψ
k) = `k(Ψ, ...,Ψ︸ ︷︷ ︸

k veces

) . (8.2.2)

De la definición (8.2.1) se ve inmediatamente que F ∈ X−2: cada término contiene un producto

`n de grado n − 2 y n campos de grado -1. También puede verse que F no es un elemento
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genérico de X−2. La combinación siguiente también pertenece a X−2 pero no tiene la forma de

una EOM:
∞∑
n=1

an`n(Ψn) (8.2.3)

con an constantes arbitrarias.

También se puede definir una acción a partir de la cual se obtienen las EOMs si existe un

producto interno 〈x1, x2〉 con las propiedades

〈x1, x2〉 = (−1)x1x2〈x2, x1〉 ,

〈x, `n(x1, . . . xn)〉 = (−1)xx1+1〈x1, `n(x, x2 . . . xn)〉 .
(8.2.4)

La primera propiedad indica que el producto es simétrico gradado y la segunda, que esa

expresión es una función multilineal gradada de todos sus argumentos. Con este producto

interno, la acción es

S =
∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

(n+ 1)!
〈Ψ, `n(Ψn) 〉 , (8.2.5)

y las EOMs se obtienen variando Ψ y usando

δ (`n(Ψ1,Ψ2, ...)) = `n(δΨ1,Ψ2, ...) + `n(Ψ1, δΨ2, ...) + ... . (8.2.6)

Las transformaciones de gauge vienen dadas por

δζΨ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+1(ζ,Ψn) = `1(ζ) + `2(ζ,Ψ)− 1

2
`3(ζ,Ψ2)− ... , (8.2.7)

Las ecuaciones de movimiento deben ser covariantes ante transformaciones de gauge, lo que

implica que la transformación de gauge de F se anula cuando F = 0. Utilizando las identidades

(8.1.9) junto con (8.2.6) puede verse que

δζF =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+2(ζ1,F ,Ψ) = `2(ζ,F) + `3(ζ,F ,Ψ)− 1

2
`4(ζ,F ,Ψ2) + ... (8.2.8)

que se anula si F = 0, tal como es requerido. Obviamente, la acción resulta invariante ante

esta transformación, lo que puede verse, nuevamente, utilizando las identidades (8.1.9).

La acción también resulta invariante ante transformaciones denominadas “simetŕıas de

ecuaciones de movimiento”. Se trata de transformaciones que se anulan al evaluar las EOMs.

Por ejemplo, tomando δΨ = `2(χ,F) con χ con grado impar, se tiene

δS = 〈δΨ,F〉 = 〈 F , `2(χ,F) 〉 = 〈χ , `2(F ,F) 〉 = 0 , (8.2.9)

donde en la tercera igualdad se ha utilizado la segunda propiedad del producto interno y en la

última, el hecho de que `2(F ,F) = 0 debido a las propiedades de simetŕıa de los productos `k

ante permutaciones de sus argumentos (cf. (8.1.7)).
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Tomando el conmutador de dos transformaciones de gauge (8.2.7) uno encuentra

[δζ1 , δζ2 ]Ψ = δ−C(ζ1,ζ2,Ψ)Ψ + δ
T

ζ1,ζ2 Ψ, (8.2.10)

con

C(ζ1, ζ2,Ψ) ≡
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+2(ζ1, ζ2,Ψ

n) , (8.2.11)

y

δ
T

ζ1,ζ2Ψ ≡
∑
n≥0

1

n!
(−1)

(n−2)(n−3)
2 `n+3(ζ1, ζ2,F ,Ψn) . (8.2.12)

El ı́ndice “T” en δ
T

ζ1,ζ2
es por trivial, dado que el término δ

T

ζ1,ζ2
Ψ se anula si se utilizan las

ecuaciones de movimiento. Si el álgebra de gauge cierra off-shell, entonces δ
T

ζ1,ζ2
Ψ = 0 y se

obtiene un álgebra cerrada bajo el corchete dado por C(ζ1, ζ2,Ψ), que depende de los campos.

Si, además, C(ζ1, ζ2,Ψ) no depende de los campos, entonces se tiene

[δζ1 , δζ2 ]Ψ = δ−`2(ζ1,ζ2)Ψ , `n+2(ζ1, ζ2, Ψn) = 0 , (8.2.13)

y el corchete de clausura viene dado simplemente por `2.

Además del conmutador, uno puede considerar el gauge Jacobiator J , dado por

J (ζ1, ζ2, ζ3) ≡
∑
cyc

[
δζ3 , [δζ2 , δζ1 ]

]
= 0 . (8.2.14)

Esto se anula por definición, como puede verse al expandir los términos y actuando sobre un

campo de prueba, i.e. δζ1δζ2δζ3Ψ = δζ1 (δζ2 (δζ3Ψ)). Usando las identidades L∞ sobre (8.2.14)

uno encuentra ∑
cyc

[
δζ3 , [δζ2 , δζ1 ]

]
Ψ = −δQ′χ Ψ− δ

T

χΨ , (8.2.15)

con χ ∈ X1 dado por

χ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

(n−2)(n−3)
2 `n+3(ζ1, ζ2, ζ3,Ψ

n) , (8.2.16)

y

Q′χ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n+1)
2 `n+1(χ,Ψn) (8.2.17)

δ
T

χΨ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+2(F , χ,Ψn) . (8.2.18)

Aqúı se pone de manifiesto la necesidad de introducir el espacio X1 mencionado anteriormente.

Puede mostrarse que el lado derecho de (8.2.15) se anula idénticamente cuando se utilizan las

relaciones L∞, como debe suceder por consistencia.

Este espacio X1 contiene a las transformaciones de gauge triviales, es decir a aquellas

transformaciones de gauge que están en la misma clase que ζ = 0. Por ejemplo, para el

campo electromagnético A(x) = Aµ(x)dxµ las transformaciones de gauge vienen dadas por
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A(x)→ A(x) + dα(x), con α(x) una función diferenciable. Los parámetros de gauge dados por

un diferencial exacto, α(x) = dβ(x), dan lugar a transformaciones de gauge triviales. En el

lenguaje de L∞, esto implica la posibilidad de extender la cantidad de subespacios gradados

para incluir a X1, que contendrá a las funciones β(x).

8.3 Relación con teoŕıas de campos generales I

Hasta aqúı se han descrito las álgebras L∞ y cómo construir una teoŕıa de campos con esta

estructura. La intención ahora es analizar teoŕıas de campos conocidas para ver si gozan de

esta estructura, en el esṕıritu de lo hecho en [38, 42, 109]. La estrategia consistirá en “leer”

ciertos productos a partir de las definiciones dadas en la sección anterior y luego verificar todas

las identidades (8.1.9), definiendo nuevos productos cuando sea necesario.

La ecuación para las EOMs (8.2.1)

F(Ψ) =
∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

n!
`n(Ψn),

se utilizará como definición de los productos del tipo `n(Ψn) y las transformaciones de gauge

(8.2.7)

δζΨ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+1(ζ,Ψn)

definirán a los productos `n+1(ζ,Ψn). Es importante notar que estas expresiones permiten

identificar solamente la parte diagonal de `n, es decir, para el caso de las EOMs se tiene `n(Ψn)

y no `n(Ψ1,Ψ2, ...,Ψn). Sin embargo, la parte no diagonal puede obtenerse a partir de las

identidades de polarización, que relacionan la parte no diagonal con la parte diagonal. Por

ejemplo, para el caso más sencillo de `2

2`2(Ψ1,Ψ2) = `2(Ψ1 + Ψ2,Ψ1 + Ψ2)− `2(Ψ1,Ψ1)− `2(Ψ2,Ψ2) . (8.3.1)

Esta expresión puede generalizarse para cualquier `n como se mostró en [38].

En principio, los productos obtenidos a partir de (8.2.1), (8.2.7) y las identidades (8.1.9) son

suficientes para determinar si una dada teoŕıa posee esta estructura. Sin embargo, también serán

de utilidad otras ecuaciones dadas en la sección anterior como la covariancia de las ecuaciones

de movimiento (8.2.8), el conmutador de dos transformaciones de gauge (8.2.10) y el gauge

jacobiator (8.2.16). Estas son una consecuencia de las transformaciones de gauge y de las

ecuaciones de movimiento combinadas con las identidades (8.1.9). De todas formas, al final

del d́ıa, todas las identidades L∞ deben ser verificadas expĺıcitamente. En la tabla 8.3.1 se

presentan los productos que pueden ser léıdos directamente de las expresiones de una teoŕıa de

campos.
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Producto desde Ecuación

`n(Ψn) EOMs (8.2.1)

`n+1(ζ, Ψ) transformaciones de gauge (8.2.7)

`n+2(ζ2, Ψ) conmutador de transformaciones de gauge (8.2.10)

`n+3(ζ2, F , Ψn) conmutador de transformaciones de gauge (8.2.10)

`n+3(ζ3, Ψ) Jacobiator (8.2.16)

`n+2(ζ, F , Ψn) covariancia de las EOMs (8.2.8)

Tabla 8.3.1: Productos que pueden leerse de las ecuaciones cinéticas y dinámicas de una teoŕıa

de campos.

Para ilustrar esto puede tomarse el ejemplo de DFT. El álgebra de gauge cierra bajo el

C-corchete, que no depende de los campos

[δζ1 , δζ2 ] Ψ = δ−[ζ1,ζ2](C)
Ψ . (8.3.2)

Comparando esta expresión con (8.2.13) se puede identificar

`2(ζ1, ζ2) = [ζ1, ζ2](C) . (8.3.3)

A continuación, podŕıa evaluarse la identidad para tres parámetros de gauge (8.1.20). La última

ĺınea en (8.1.20) da el Jacobiator, que en DFT está dado por

J(ζ1, ζ2, ζ3) ≡ 3
[

[ζ[1, ζ2] , ζ3]

]
= ∂M N(ζ1, ζ2, ζ3) , (8.3.4)

con el escalar de Nijenhuis definido como

N(ζ1, ζ2, ζ3) ≡ 1
2 [ζ[1, ζ2](C) · ζ3] . (8.3.5)

Definiendo `3(`1(ζi), ζj , ζk) ≡ 0 se pueden identificar

`3(ζ1, ζ2, ζ3) = −N(ζ1, ζ2, ζ3) ,

`1(N(ζ1, ζ2, ζ3)) = ∂MN(ζ1, ζ2, ζ3) .
(8.3.6)

Estas dos últimas identificaciones hechas a partir de una identidad de L∞ podŕıan haber sido

obtenidas también comparando el gauge Jacobiator de DFT con (8.2.15)∑
cyc

[
δΛ3 , [δΛ2 , δΛ1 ]

]
Ψ = δ∂MN(ζ1,ζ2,ζ3)Ψ , (8.3.7)

que, por consistencia, es nulo cuando se evalúa la transformación de gauge sobre un campo de

prueba y se hace uso del v́ınculo fuerte.

Volviendo al caso general, después de identificados los productos uno debe verificar las

relaciones L∞. Sin embargo, hay un gran conjunto de identidades que se cumplen automáticamente
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debido a la construcción general de una teoŕıa L∞ y no es necesario hacer una verificación

expĺıcita. Como se mostró en [38], las identidades actuando sobre una n-upla de campos

(Ψ1, . . . ,Ψn) se satisfacen si se hacen las definiciones

`n+1(E,Ψ1, . . . ,Ψn) = 0 , n ≥ 0, E ∈ X2 . (8.3.8)

Por otra parte las identidades actuando sobre (ζ1, ζ2,Ψ1, . . . ,Ψn), y (ζ,Ψ1, . . . ,Ψn) con n ≥ 1

también se satisfacen. Estas relaciones vienen de la clausura del álgebra de gauge actuando

sobre campos y de las transformaciones de gauge de las EOMs.

En un trabajo posterior [109] se establecieron, además, condiciones suficientes que garantizan

que el álgebra de gauge (aunque no necesariamente la teoŕıa de campos completa) posee una

estructura L∞. Si se tiene un álgebra (V, [ ·, · ]) con un corchete bilineal y antisimétrico y un

espacio vectorial U con un mapa lineal D : U → V que cumple

∀v1, v2, v3 ∈ V : Jac(v1, v2, v3) ∈ Im(D) , (8.3.9)

[Im(D), V ] ⊂ Im(D) , (8.3.10)

y donde Im(D) denota a la imagen de D, entonces existe una estructura L∞ con `2(v, w) = [v, w]

y subespacios gradados

X2
`1=ι−−−→ X1

`1=D−−−→ X0 , (8.3.11)

donde X0 = V , X1 = U , X2 = Ker(D), Ker(D) denota al núcleo de D y ι denota a la inclusión

de Ker(D) en U y donde el producto de máximo orden posible es `4.

Dicho en otras palabras, se tendrá una estructura L∞ con los subespacios descritos anteriormente

si

• El Jacobiator calculado a partir del corchete del álgebra es un parámetro trivial del álgebra

(condición (8.3.9))

• El corchete entre un parámetro trivial de gauge y un parámetros genérico da un parámetro

trivial (condición (8.3.10))
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La lista entera de productos no triviales es

c ∈ X2 : `1(c)

α ∈ X1 : `1(α)

v, w ∈ X0 : `2(v, w)

α ∈ X1, v ∈ X0 : `2(α, v)

c ∈ X2, v ∈ X0 : `2(c, v)

α, β ∈ X1 : `2(α, β)

v1, v2, v3 ∈ X0 : `3(v1, v2, v3)

α ∈ X1, v1, v2 ∈ X0 : `3(α, v1, v2)

v1, . . . , v4 ∈ X0 : `4(v1, . . . , v4)

(8.3.12)

8.4 Relación con teoŕıas de campos generales II

Estos resultados fueron extendidos en [77] para incluir, además, a los campos y obtener Lgauge+campos
∞ ,

en el sentido de [38]. No se considerará, por el momento, a las EOMs, por lo que todos los

productos en (8.2.1), es decir `n(Ψn), son tomados como nulos y no hay necesidad de incluir un

subespacio gradado X−2. Los campos serán inclúıdos en el subespacio X−1. La única hipótesis

adicional consiste en exigir que sus transformaciones de gauge sean de la forma

δζΨ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 fn+1(ζ,Ψn) (8.4.1)

para funciones fn cualesquiera, entonces, a partir de comparar con (8.2.7), se ve que uno puede

hacer las identificaciones

fn+1(ζ,Ψn) = `n+1(ζ,Ψn). (8.4.2)

Estos son los únicos productos adicionales con respecto a los obtenidos en [109] para el caso

Lgauge
∞ .

Para ver que no se precisan nuevos productos se deben considerar todas las identidades

L∞ que involucren a los campos Ψ ∈ X−1 y a los elementos de los otros subespacios. Si las

identidades no contienen argumentos Ψ ∈ X−1 serán satisfechas por los resultados hallados

en [109]. Resulta conveniente considerar las relaciones L∞ actuando sobre las siguientes listas

• Dos parámetros de gauge ζ ′s ∈ X0 y cualquier número n ≥ 0 de campos Ψ′s ∈ X−1:

(ζ1, ζ2,Ψ1,Ψ2, ...).

• Un parámetros de gauge ζ ∈ X0 y cualquier número n > 0 de Ψ′s ∈ X−1: (ζ,Ψ1,Ψ2, ...).

• Un único parámetro de gauge ζ ∈ X0.
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• Al menos un elemento c ∈ X2 (y cualquier otro vector, incluyendo al menos un campo

Ψ ∈ X−1): (c, ...).

• Al menos un elemento χ ∈ X1 (y cualquier otro vector, incluyendo al menos un campo

Ψ ∈ X−1): (χ, ...).

• Tres o más ζ ′s ∈ X0 y cualquier número n > 0 de Ψ′s ∈ X−1: (ζ1, ζ2, ζ3..., ζn,Ψ1,Ψ2, ...).

Como se mostró en [38], los productos del primer caso satisfacen las relaciones L∞ como

consecuencia de la clausura del álgebra de gauge. El segundo punto se cumple trivialmente si

uno hace la elección `1(x) = 0, ∀x ∈ X−1. La tercera lista da lugar a la identidad `1(`1(ζ)) =

`1(x) = 0, donde en la primera igualdad se utilizó que `1(ζ) = x ∈ X−1 y en la segunda la

definición anterior: `1(x) = 0, ∀x ∈ X−1.

Para los otros casos, se construirán todos los posibles términos de las identidades, que son

de la forma `i(...`j(...)), y se mostrará que se anulan o que se compensan entre śı. Para ello,

serán necesarios los productos en (8.3.12).

Al menos un elemento c ∈ X2 (y cualquier otro vector, incluyendo al menos un

campo Ψ ∈ X−1): (c, ...). De (8.3.12) se ve que hay solo dos productos no triviales que

involucran a c ∈ X2: `1(c), `2(c, ζ). Consideremos en primer lugar que se tiene al menos dos

c′s. En ese caso, tendŕıamos los productos anidados de la forma

`i(c1,Ψ, ... `2(c2, ζ)︸ ︷︷ ︸
≡c̃∈X2

)⇒ `i(c1,Ψ, ...c̃) = 0, (8.4.3)

`i(c1,Ψ, ... `1(c2)︸ ︷︷ ︸
≡χ∈X1

)⇒ `i(c1,Ψ, ...χ) = 0, (8.4.4)

`i(c1, c2...`j(...)) = 0 . (8.4.5)

Para un único c se tiene

`i(Ψ, ... `1(c)︸︷︷︸
≡χ∈X1

)⇒ `i(Ψ, ...χ) = 0, (8.4.6)

`i(Ψ, ... `2(c, ζ)︸ ︷︷ ︸
≡c̃∈X2

)⇒ `i(Ψ, ...c̃) = 0, (8.4.7)

`i(c, `j(Ψ...)︸ ︷︷ ︸
debe pertenecer a X0.

) , (8.4.8)

pero no es posible formar un producto no trivial `j(Ψ...) ∈ X0, por lo que último producto

también es cero.

Al menos un χ ∈ X1 (y cualquier otro vector en la lista, incluyendo al menos un

Ψ ∈ X−1). Hay solo cuatro productos no triviales que tienen a χ como argumento: `1(χ),
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`2(χ, ζ), `2(χ1, χ2), `3(χ, ζ1, ζ2) . Esto significa que como mucho pueden tenerse dos χ’s. De

hecho, si hubiese más de dos χ’s al menos uno debeŕıa agruparse con Ψ dentro de un producto

(dado que no se puede tener más de dos χ′s juntos en el mismo producto), lo que da cero como

resultado. Por ejemplo, para tres χ’s:

`i(χ1, χ2, ... `j(χ3,Ψ...)︸ ︷︷ ︸
=0

) or `i(χ1, ... `j(χ2, χ3,Ψ...)︸ ︷︷ ︸
=0

) .
(8.4.9)

Ahora consideremos la lista (χ1, χ2, ...). Las posibilidades son:

`i(χ1... `j(χ2,Ψ...)︸ ︷︷ ︸
=0

) = 0 (8.4.10)

`i(χ1,Ψ...`j(χ2, ...))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 (8.4.11)

`i(Ψ... `2(χ1, χ2)︸ ︷︷ ︸
≡c∈X2

) = `i(Ψ, ...c) = 0 , (8.4.12)

donde en la última ĺınea se usó que no hay productos mezclando a c ∈ X2 y a Ψ ∈ X−1.

Ahora tomemos la lista con un único χ como argumento del segundo producto. Dado que

no se pueden tomar juntos a Ψ ∈ X−1 y a χ ∈ X1 en el mismo producto, las posibilidades son

`i(Ψ... `3(χ, ζ1, ζ2)︸ ︷︷ ︸
≡c∈X2

) = `i(Ψ...c) = 0 (8.4.13)

`i(Ψ... `2(χ, ζ)︸ ︷︷ ︸
≡χ̃∈X1

) = `i(Ψ...χ̃) = 0 (8.4.14)

`i(Ψ... `1(χ)︸ ︷︷ ︸
≡ζtriv.∈X0

)⇒ `n+1(Ψn, ζtriv.) = 0 . (8.4.15)

La última ĺınea da cero como resultado dado que estos productos vienen de transformaciones

de gauge de los campos con un parámetro trivial.

Considerando ahora que χ es un argumento del producto `i y viendo la lista de productos

no triviales, se tiene

`i(χ, `j(Ψ...))⇒

`j(Ψ...) ∈ X0, no es posible,

`j(Ψ...) ∈ X1, no es posible .
(8.4.16)

`i(χ, ζ, `j(Ψ...))⇒ `j(Ψ...) ∈ X0, no es posible . (8.4.17)

Tres o más parámetros de gauge ζ ′s ∈ X0 y cualquier número n > 0 de Ψ′s ∈ X−1.

En primer lugar se analizará el caso de tres parámetros de gauge. Se puede advertir que no se

pueden utilizar los productos `n+1(ζ,Ψn), que dan un elemento Ψ̃ ∈ X−1. Si estuvieran en el

segundo producto `j se tendŕıa

`i(ζ1, ζ2, `n+1(ζ,Ψn)) = `3(ζ1, ζ2, Ψ̃) = 0 . (8.4.18)
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Tampoco funciona si se incluyen en el primer producto. Para `1(ζ) se necesitaŕıa que el segundo

producto diera como resultado un elemento de X0:

`1(`n+3(ζ1, ζ2, ζ3,Ψ
n)︸ ︷︷ ︸

/∈X0

) .
(8.4.19)

Para `2(ζ,Ψ) se necesitaŕıa que el resultado del segundo producto fuera un elemento de X0 o

X−1 :

`2(`n+2(ζ1, ζ2, ζ3,Ψ
n−1︸ ︷︷ ︸

/∈X0

),Ψ), `2(ζ1, `n+2(ζ2, ζ3,Ψ
n︸ ︷︷ ︸

/∈X−1

)) .
(8.4.20)

Para `3(ζ,Ψ,Ψ), el segundo producto debeŕıa ser un elemento de X0 o X−1:

`3(`n+1(ζ1, ζ2, ζ3,Ψ
n−2︸ ︷︷ ︸

/∈X0

),Ψ,Ψ), `3(ζ1, `n+1(ζ2, ζ3,Ψ
n−1︸ ︷︷ ︸

/∈X−1

),Ψ) .
(8.4.21)

De esta manera, uno de los productos debe ser `3(ζ1, ζ2, ζ3) ≡ χ ∈ X1. Si estuviera en el

segundo producto `j se tendŕıa

`i(...`j(...)) = `n+1(Ψn, `3(ζ1, ζ2, ζ3)) = `n+1(Ψn, χ) = 0 . (8.4.22)

Si estuviera en el primer producto, el segundo debeŕıa dar como resultado un elemento de X0

para no tener un término trivial, pero no es posible:

`3(ζ1, ζ2, `n+1(ζ3,Ψ
n)︸ ︷︷ ︸

/∈X0

) .
(8.4.23)

Considerando ahora un mayor número de parámetros de gauge y repitiendo los mismos argumentos

uno también encuentra que las identidades de L∞ se cumplen trivialmente.
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Caṕıtulo 9

La estructura L∞ en supergravedad

y en Teoŕıa de Campos Excepcional

E7(7)

La intención de este caṕıtulo es discutir la relación entre el álgebra de la jerarqúıa de tensores

[104] y las álgebras L∞ en ĺıneas similares a lo discutido en [39], [40], [41], [42]. Se estudiarán

varios casos para cuatro dimensiones del espacio tiempo, como la jerarqúıa de tensores que surge

al considerar la formulación de Kaluza-Klein de DFT [110], el caso de la Teoŕıa de Campos

Excepcional E7(7) y las jerarqúıas que aparecen en supergravedades gaugeadas [111].

Se discutirá solamente el sector de la jerarqúıa de tensores, esto es, los campos dados por

las p-formas y sus transformaciones de gauge, y se ignorarán otros campos como el gravitón

y los escalares. La razón para esto es que en general, los campos deben ser expandidos en

potencias alrededor de un valor de fondo y aśı obtener una expansión perturbativa que permita

hacer contacto con la estructura L∞. Los campos que obedecen algún tipo de v́ınculo, como

la métrica generalizada en DFT por ejemplo, son problemáticos debido a que la potencia a

la que aparece el campo puede ser alterada mediante la utilización de los v́ınculos. Por otro

lado, los campos que aparecen con su inversa (la métrica en Relatividad General, por ejemplo),

llevan a una expansión infinita, dando lugar a infinitos productos `n. Se considerará, entonces,

únicamente al sector de la jerarqúıa de tensores, que da lugar a una expansión finita en potencias

de los campos y se fijarán el resto de los campos a sus valores de fondo.

Se analizarán principalmente los sectores Lgauge
∞ o Lgauge+campos

∞ , subálgebras de la estructura

L∞ de la teoŕıa completa, que incluye también a las ecuaciones de movimiento.

Se empezará estudiando el caso de las supergravedad gaugeada para la cual se mostrará que

posee una estructura L∞ subyacente. Motivado por este resultado y dado que compactificaciones

de EFT dan lugar a supergravedades gaugeadas resulta natural plantearse la posibilidad de que
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esta estructura también este presente en el caso de EFT, que se analizará a continuación, para

el caso particular de EFT E7(7). Este caṕıtulo está basado, esencialmente, en [77].

9.1 Supergravedad gaugeada y L∞

En esta sección se analizará la relación entre el sector de gauge de la jerarqúıa de tensores

para las supergravedades gaugeadas y las álgebras L∞. Se trabajará hasta el nivel de la 3-

forma proyectada, con los campos
{
Aµ

M , B̃µνI , Cµνρ
A
}

y sus respectivos parámetros de gauge{
ΛM , Ξ̂µI , Σ̂µν

A
}

(cf. Tabla 6.2.1). Las transformaciones de gauge vienen dadas por (6.2.17),

(6.2.18) y (6.2.19) y forman un álgebra con respecto a los corchetes dados por

[δ1, δ2] = δΛM12
+ δ

Ξ̂12µI
+ δ ˜̂

Σ12µν
A
, (9.1.1)

con

ΛM12 = −XNP
MΛN[1 ΛP2]

Ξ̂12µI = 2 dIMN DµΛM[1 ΛN2]

Σ̂12µνI = −2YIA gM
AJ
(
dJNP ΛM[1 ΛN2] Fµν

P + 2 Ξ̂[1[µJ Dν]Λ
M
2] − Z

MK Ξ̂[1[µJ Ξ̂2]ν]K

)
. (9.1.2)

Para relacionar esta estructura con un álgebra L∞, como primer paso, se deben obtener

corchetes independientes de los campos, lo que permitirá utilizar los resultados del caṕıtulo 8.

Una forma de lograr esto es mediante la siguiente redefinición de parámetros de gauge

Ξ̂µI = ΞµI + 2dIMNAµ
MΛN

Σ̂µνI = Σ̃µνI − YIA gM
AJ
(
2A[µ

MΞν]J +BµνJΛM + 2A[µ
MAν]

NdJNPΛP
)
, (9.1.3)

que da lugar a los corchetes

ΛM12 = −XNP
MΛN[1 ΛP2]

Ξ12µI = 2 dIMN

(
ΛM[1 ∂µΛN2] + 2ZMJ Ξ[1µJΛN2]

)
Σ̃12µνI = −2YIA gM

AJ
(

2ΛM[1 ∂[µΞ2]ν]J + ZMK Ξ[1[µJ Ξ2]ν]K + Σ̃[1µνJΛM2]

)
. (9.1.4)

Definiendo a un parámetro compuesto de gauge y a su correspondiente corchete de la siguiente

forma

ζ =
(

ΛM , ΞµI , Σ̃µνI

)
, [ζ1, ζ2] =

(
ΛM12 , Ξ12µI , Σ̃12µνI

)
, (9.1.5)

el Jacobiator J(ζ1, ζ2, ζ3) = 3
[[
ζ[1, ζ2

]
, ζ3

]
es un vector que viene dado por las componentes

JM = ZMINI

JµI = ∂µNI + ÑµI (9.1.6)

J̃µνI = 2 ∂[µÑν]I ,
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donde se definieron los tensores de Nijenhuis

NI = dIMNXOP
MΛ[1

OΛ2
PΛ3]

N (9.1.7)

ÑµI = 2YIA gM
AJ dJNP ΛM[1

(
2ΛN2 ∂µΛP3] + 3ZNKΞ2µKΛP3]

)
. (9.1.8)

El Jacobiator, como corresponde, da lugar a un parámetro de gauge trivial. De manera

general, éste toma la forma

ΛMtrivial = ZMIχI

ΞµI trivial = ∂µχI + χ̃µI (9.1.9)

Σ̃µνI trivial = 2 ∂[µχ̃ν]I ,

con χI una función arbitraria y χ̃µI obligado a satisfacer el v́ınculo ZMI χ̃µI = 0 (cf. (6.2.40),

(6.2.41) y (6.2.42), donde los parámetros triviales śı dependen de los campos).

Un cálculo inmediato muestra que el corchete entre un parámetro de gauge trivial y uno

arbitrario da lugar a otro parámetro trivial

[ζtrivial, ζ] = ζ ′trivial , (9.1.10)

con ζtrivial de la forma (9.1.9) y

ζ ′trivial =
(
ZMIχ′I , ∂µχ

′
I + χ̃′µI , 2 ∂[µχ̃

′
ν]I

)
, (9.1.11)

con

χ′I = ZMJdIMNΛNχJ (9.1.12)

χ̃′µI = −YIA gMAJ ZMK ΞµJ χK . (9.1.13)

Se ve entonces, que hay un conjunto de parámetros y campos que satisfacen las hipótesis

del teorema de las secciones 8.3 y 8.4, lo que indica que la jerarqúıa de tensores de las

supergravedades gaugeadas poseen una estructura Lgauge+campos
∞ .

Motivado por este resultado, en la siguiente sección se analizará el caso de EFT E7(7), en

donde se hará una construcción expĺıcita.

9.2 L∞ y la jerarqúıa de tensores proyectada con E7(7)

En esta sección se discutirá el sector interno de las transformaciones de gauge. Esto es,

el álgebra de gauge dictada por el E-Corchete, sin tener en cuenta las transformaciones de

gauge espaciotemporales. Estas se sumarán en un segundo paso, y se verá que no es necesario

reformular los productos obtenidos aqúı.
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Se mostrará que alcanza con definir dos únicos subespacios gradados, que son

X1 : funciones: χ = χα + χN ,

X0 : parámetros de gauge: ΛM .
(9.2.1)

Un elemento genérico χ ∈ X1 se escribe como la suma directa de χα, que pertenece a la

representación adjunta 133 de E7(7), y una función χN que obedece los v́ınculos (7.1.9). Los

productos no nulos son

`2(Λ1,Λ2) = [Λ1,Λ2](E) , ∈ X0

`3(Λ1,Λ2,Λ3) =−Nα −NM , ∈ X1

`1(χ) = 12(tα)MN∂Nχα +
1

2
ΩMNχN , ∈ X0

`2(Λ, χ) =
1

2
δΛχα +

1

2
δΛχN ∈ X1

(9.2.2)

donde se definió al tensor de “Nijenhuis” para este caso en (7.1.23).

Estos productos se obtienen de la siguiente construcción. Inicialmente, se define un subespacio

X0 como el espacio de parámetros de gauge en este caso dado por los parámetros ΛM . A

continuación, se identifica al producto `2 actuando sobre parámetros de gauge como

`2(Λ1,Λ2) = [Λ1,Λ2](E) , (9.2.3)

y se define `1(Λ) = 0, de forma tal que las identidades `21 = 0 and `1`2 − `2`1 = 0 actuando

sobre parámetros de gauge se satisfagan trivialmente. La primera identidad no trivial que se

debe verificar es

−`1(`3(Λ1,Λ2,Λ3)) =`2(`2(Λ1,Λ2),Λ3) + `2(`2(Λ3,Λ1),Λ2) + `2(`2(Λ2,Λ3),Λ1)

+ `3(`1(Λ1),Λ2,Λ3) + `3(Λ1, `1(Λ2),Λ3) + `3(Λ1,Λ2, `1(Λ3)) .
(9.2.4)

La primera ĺınea del lado derecho corresponde al Jacobiator del E-Corchete, que viene dado

por (7.1.21)

JM (Λ1,Λ2,Λ3) ≡ 3
[[

Λ[1,Λ2

]
,Λ3]

]M
= 12(tα)MN∂NNα +

1

2
ΩMNNM . (9.2.5)

Comparando las expresiones (9.2.5) y (9.2.4) se tienen las identificaciones

`3(Λ1,Λ2,Λ3) =−Nα −NM ,

`1(χ) = 12(tα)MN∂Nχα +
1

2
ΩMNχN ≡ χ̃M ,

(9.2.6)

donde la tilde sobre un tensor indica que el mismo toma la forma de un parámetro trivial. Estas

definiciones implican la inclusión de un nuevo espacio X1, dado que el producto `3(Λ1,Λ2,Λ3)

es un elemento de X1, como puede observarse de contar los grados del producto y de los

argumentos. Los elementos en este subespacio serán denotados como χ.
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Ahora debe reconsiderarse la identidad `1`2 − `2`1 = 0 actuando sobre elementos de este

nuevo subespacio

`1(`2(Λ, χ)) = `2(`1(Λ), χ) + `2(Λ, `1(χ)) . (9.2.7)

El primer término del lado derecho se anula, dado que contiene a un elemento `1(Λ) ∈ X−1 que

se toma igual a cero cuando se ignora, como en este caso, el espacio de campos X−1. El segundo

término toma la forma de un parámetro trivial debido a (7.1.26). Esto determina `2(Λ, χ) ∈ X1,

aunque no uńıvocamente debido a términos de la forma (7.1.17), que pertenecen al núcleo del

operador `1

`2(Λ, χ)α =
1

2
δΛχα + . . .

`2(Λ, χ)M =
1

2
δΛχM + . . . , (9.2.8)

donde los puntos suspensivos representan la ambigüedad discutida en (7.1.17). Esta ambigüedad

será de importancia cuando se analice la identidad para n = 4. Por el momento, se tomará

(9.2.8) como la definición apropiada, sin considerar los puntos suspensivos.

Los productos definidos hasta el momento son los únicos necesarios para garantizar la

estructura Lgauge
∞ del álgebra de gauge dictada por el E-Corchete. Para ver esto, se analizará

el resto de las relaciones L∞.

Para n = 2 tomamos `1`2 − `2`1 = 0, pero esta vez sobre argumentos χ1, χ2 ∈ X1:

`1(`2(χ1, χ2)) = `2(`1(χ1), χ2) + `2(`1(χ2), χ1) . (9.2.9)

El lado derecho es cero dado que `1(χ) es un parámetro de gauge trivial que entra como

argumento del producto `2(Λ, χ), que se ha elegido como una transformación dictada por un

difeomorfismo generalizado (9.2.8). De esta manera, se puede tomar

`2(χ1, χ2) = 0 . (9.2.10)

A continuación, se debe constatar la identidad n = 4 `1`4 − `2`3 + `3`2 − `4`1 = 0 para

el caso de cuatro parámetros de gauge (para argumentos en X1 esta identidad se satisface

trivialmente). En primer lugar, de (8.2.17) y del hecho de que el Jacobiator es independiente

de los campos, se tiene `4`1 = 0. Luego, puede verse que los términos que surgen a partir de

`3`2 − `2`3 se anulan entre śı

`3`2 − `2`3 = 6 `3([Λ[1,Λ2],Λ3,Λ4]) − 4 `2(`3(Λ[1,Λ2,Λ3),Λ4]) = 0 , (9.2.11)

De esta manera, no hay necesidad de definir un producto `4(Λ1, Λ2, Λ3, Λ4) no trivial, que

puede tomarse igual a cero. Sin embargo, si se hubiese hecho una elección diferente en (9.2.8)

con términos adicionales ηα y ηM en el núcleo de `1 (ver (7.1.17))

`2(Λ, χ)α =
1

2
δΛχα + αηα (9.2.12)

`2(Λ, χ)M =
1

2
δΛχM + αηN , (9.2.13)
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con

η[Λ, χ]α = δΛ χα + (tα)KL χ̃
K ΛL , (9.2.14)

η[Λ, χ]M = δΛχM + ΩKL

(
∂M χ̃

K ΛL − χ̃K ∂MΛL
)
,

la identidad se leeŕıa

`1`4 =6 `3([Λ[1,Λ2],Λ3,Λ4]) − 4 `2(`3(Λ[1,Λ2,Λ3),Λ4])

=4αη[Λ[1, N(Λ2,Λ3,Λ4])]α + 4αη[Λ[1, N(Λ2,Λ3,Λ4])]N .
(9.2.15)

Queda de manifiesto que para que la identidad se cumpla, el término `1`4 debe absorber

la ambigüedad en los productos de (9.2.8). En consecuencia, uno debeŕıa definir un nuevo

subespacio gradado X2 y tomar `4(Λ1,Λ2,Λ3,Λ4) = 4αηα + 4αηN ∈ X2. Con esta definición,

`4(Λ1,Λ2,Λ3,Λ4) tomaŕıa valores en el núcleo de η̃(ηa, ηN ) = 12(tα)MN∂Nηα + 1
2ΩMNηN . El

subespacio X2 vendŕıa dado por el subespacio de funciones que viven en el núcleo η̃, lo cual

es necesario para satisfacer la identidad con n = 1: `1(`1(c)) dado c ∈ X2. También habŕıa

que definir la acción de `1 sobre elementos de X2: siguiendo a [38], este mapa puede tomarse

simplemente como al inclusión en el subespacio X1. Resumiendo, la elección hecha en `2(Λ, χ)

en (9.2.8) (sin considerar los puntos suspensivos) es la más simple en el sentido de que requiere

la menor cantidad de productos no triviales y de subespacios gradados.

A continuación, pueden incluirse también los campos de la jerarqúıa de tensores. La tarea

es sencilla, y consiste en repetir los pasos de la construcción anterior, a partir de lo que uno

encuentra los siguientes subespacios gradados

X1 : funciones: χ = χα + χN ,

X0 : parámetros de gauge: ζ = ΛM + Ξ̃µM .

X−1 : campos: Ψ = Aµ
M + B̃µν .

(9.2.16)

El nuevo espacio X−1 da cuenta de los campos de la teoŕıa. Los productos no triviales vienen

dados por

`2(ζ1, ζ2) = [ζ1, ζ2] , ∈ X0

`3(ζ1, ζ2, ζ3) =−Nα −NM , ∈ X1

`1(χ) = 12(tα)MN∂Nχα +
1

2
ΩMNχN − 12(tα)M

N∂N∂µχα −
1

2
∂µχM , ∈ X0

`2(ζ, χ) =
1

2
δΛχα +

1

2
δΛχN , ∈ X1

`1(ζ) =∂µΛM + ΩMN Ξ̃µN + 2∂[µΞ̃ν]M , ∈ X−1

`2(ζ,Ψ) =L̂ΛA
M
µ + δΛB̃µν − 12(tα)NM∂N

(
(tα)LK

(
ΩKP Ξ̃[µP + ∂[µΛK

)
ALν]

)
+

1

2
ΩLK

(
∂MA

L
[µ

(
ΩKP Ξ̃ν]P + ∂ν]Λ

K
)
−AL[µ∂M

(
ΩKP Ξ̃ν]P + ∂ν]Λ

K
))

∈ X−1

(9.2.17)
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Esto completa el análisis sobre cómo la estructura de gauge de la jerarqúıa de tensores

para E7(7) entra dentro del contexto de Lgauge+campos
∞ . Es importante señalar que no sé está

considerando la teoŕıa completa, sino que los campos dinámicos considerados aqúı provienen

solo de la jerarqúıa de tensores.

9.3 L∞ y la jerarqúıa de tensores desproyectada con E7(7)

Hasta aqúı se ha considerado una única 2-forma formada por la combinación de dos contribuciones

diferentes: una 2-forma en la adjunta de E7(7) y una 2-forma covariantemente vinculada.

La intención en esta sección es tratar estos objetos independientemente. Para una discusión

general, se considerará un tensor proyectado de la forma

T̃M = 12(tα)MN∂NTα +
1

2
ΩMNTN . (9.3.1)

con Tα un tensor genérico en la adjunta y TM un tensor covariantemente vinculado.

Cuando las 2-forma B̃M y su parámetro de gauge Ξ̃µ se agrupan de esta manera, el álgebra de

transformaciones de gauge es cerrada. Esta proyección particular es la que entra en la acción de

EFT E7(7), por lo que no hay necesidad de tratar a estos campos en una combinación diferente.

Sin embargo, formalmente uno podŕıa desproyectar esta combinación e intentar analizar el

álgebra de gauge para estos grados de libertad de manera independiente. Desproyectar apunta

hacia nuevos grados de libertad provenientes posiblemente de teoŕıa M y no presentes en el ĺımite

de supergravedad. Una jerarqúıa de tensores contiene, en principio, una torre de p-formas en

representaciones diferentes A ∈ R1, B ∈ R2, C ∈ R3, etc. Aqúı, R1 es la 56 de E7(7).

El operador de intertwining es un mapa nilpotente ˜ : Rp+1 → Rp. Para el caso R2 → R1,

viene dado expĺıcitamente por T̃

T̃ M (Tα, TN ) = 12(tα)MN∂NTα +
1

2
ΩMNTN . (9.3.2)

Hasta aqúı se ha considerado B̃ ∈ R1, y ahora se pretende B ∈ R2 y C̃ ∈ R2. Uno en principio

podŕıa continuar la jerarqúıa hasta que las p-formas saturen la dimensionalidad del espacio

tiempo.

El operador de intertwining tiene núcleo no nulo, por lo que no es invertible. Se llamará

(
˜̃
Tα,

˜̃
TM ) a los elementos en el núcleo de T̃M , es decir

12(tα)MN∂N
˜̃
Tα +

1

2
ΩMN ˜̃TN = 0 . (9.3.3)

En la sección anterior se identificó a dos tensores en el núcleo del operador de intertwining

˜̃
T [Λ, V ]α =δΛ Vα + (tα)KL Ṽ

K ΛL ,

˜̃
T [Λ, V ]M =δΛVM + ΩKL

(
∂M Ṽ

K ΛL − Ṽ K ∂MΛL
)
.

(9.3.4)
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Sin embargo, hay una manera más general de parametrizar al núcleo, y está dada en términos

de tensores en diferentes representaciones de E7(7)
1. Por un lado, un tensor en 912 Tα

M

Tα
M = P (912)M β

α N Tβ
N , P (912)M β

α N =
1

7

(
δβαδ

M
N − 12 (tαt

β)N
M + 4 (tβtα)N

M
)
, (9.3.5)

y un tensor covariantemente vinculado TM
N (sin restricciones al momento de contraer con el

ı́ndice superior)

ΩNM∂N ⊗ TMK = ΩMN TM
K TN

L = (tα)NM∂N ⊗ TMK = (tα)MN TM
K TN

L = 0 . (9.3.6)

Teniendo en cuenta que por los v́ınculos (7.1.8) se tiene

(tα)M
K P (912)Lβ

α N ∂(K ⊗ ∂L) = 0 , (9.3.7)

el núcleo de T̃ M viene dado por [105]

˜̃
Tα = 2 ∂MTα

M + (tα)N
M TM

N

˜̃
TM = −2 ∂NTM

N − ∂MTNN , (9.3.8)

para cualquier Tα
M y TM

N . Esta ecuación es la análoga de (9.3.2) para el siguiente nivel en la

jerarqúıa. El caso en (9.3.4) se recupera para las elecciones

Tα
M =

7

2
P (912)M β
α N ΛN Vβ

TM
N =(tα)K

N
(
8 ∂MΛK Vβ − 4 ΛK ∂MVβ

)
− 1

2
ΛN VM .

(9.3.9)

Dado que el tensor de intertwining es no invertible, sólo es posible extraer Tα y TM de un

dado T̃M a menos de términos dados por los objetos en el núcleo (9.3.8), ambigüedad que se

utilizará para poder obtener correctamente las transformaciones de gauge de Bµνα y BµνM .

Removiendo la proyección de la fuerza de campo para la 3-forma dada por (7.1.41) se tiene

Hµνρα =3D[µBνρ]α − 3(tα)KLA[µ
KΓνρ]

L − ˜̃Cµνρα
HµνρM =3D[µBνρ]M + 3ΩKL

(
A[µ

K∂MΓνρ]
L + Γ[νρ

K∂MAµ]
L
)
− ˜̃CµνρM ,

(9.3.10)

donde se definió la combinación

Γµν
M = ∂[µAν]

M − 1

3
[Aµ, Aν ]M(E) . (9.3.11)

y se introdujeron las 3-formas
˜̃
Cµνρα y

˜̃
CµνρM que pertenecen al núcleo del operador de

intertwining. Las transformaciones de las componentes de la 3-forma son

δHµνρα = 3D[µ∆Bνρ]α − 3(tα)δA[µ
KFνρ]

L −∆
˜̃
Cµνρα

δHµνρM = 3D[µ∆Bνρ]M + 3ΩKL

(
δA[µ

K∂MFνρ]
L + F[νρ

K∂MAµ]
L
)
−∆

˜̃
CµνρM ,

(9.3.12)

1Para un análisis más profundo de tensores y representaciones ver [111], [113]
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con

∆
˜̃
Cµνρα = δ

˜̃
Cµνρα + 3T̃α[δA[µ, Bνρ]] + 2T̃α[Aµ , {Aν , δAρ]}]

∆
˜̃
CµνρM = δ

˜̃
CµνρM + 3T̃M [δA[µ, Bνρ]] + 2T̃M [Aµ , {Aν , δAρ]}] .

(9.3.13)

Para que (9.3.12) transforme covariantemente, las 3-formas deben transformar
˜̃
Cµνρα y

˜̃
CµνρM

como

∆
˜̃
Cµνρα = 3D[µ

˜̂
Σνρ]α − T̃α[Λ, Hµνρ]− 3T̃α[F[µν , Ξ̂ρ]]

∆
˜̃
CµνρM = 3D[µ

˜̂
Σνρ]M − T̃M [Λ, Hµνρ]− 3T̃M [F[µν , Ξ̂ρ]] ,

(9.3.14)

donde T̃ se definió en (9.3.4).

Las nuevas 3-formas y sus parámetros de gauge deben tomar la forma (9.3.8)

˜̃
Cµνρα = 2∂MCµνρα

M + (tα)N
M CµνρM

N

˜̃
CµνρM = −2∂NCµνρM

N − ∂MCµνρNN ,

(9.3.15)

y ˜̂
Σµνα = 2∂M Σ̂µνα

M + (tα)N
M Σ̂µνM

N

˜̂
ΣµνM = −2∂N Σ̂µνM

N − ∂M Σ̂µνN
N .

(9.3.16)

Estas son las proyecciones requeridas para poder truncar la jerarqúıa a este nivel, es decir,

son necesarias para tener un álgebra cerrada. Estos nuevos operadores de intertwining tienen

sus propios núcleos y las proyecciones solo podrán ser removidas cuando se consideren nuevos

tensores en la jerarqúıa.

La jerarqúıa hasta este nivel contiene ahora a los campos Aµ
M , Bµνα, BµνM ,

˜̃
Cµνρα y

˜̃
CµνρM ,

con los últimos tres covariantemente vinculados. Sus parámetros de gauge son ΛM , Ξ̂µα, Ξ̂µM ,˜̂
Σµνα and

˜̂
ΣµνM y las transformaciones de gauge son

δAµ
M = DµΛM + ΩMN ˜̂ΞµN

∆Bµνα = 2D[µΞ̂ν]α + (tα)KLΛKFµνL +
˜̂
Σµνα

∆BµνM = 2D[µΞ̂ν]M − ΩKL

(
ΛK∂MFµνL + FµνK∂MΛL

)
+
˜̂
ΣµνM

∆
˜̃
Cµνρα = 3D[µ

˜̂
Σνρ]α − T̃α[Λ, Hµνρ]− 3T̃α[F[µν , Ξ̂ρ]]

∆
˜̃
CµνρM = 3D[µ

˜̂
Σνρ]M − T̃M [Λ, Hµνρ]− 3T̃M [F[µν , Ξ̂ρ]] .

Estas admiten parámetros triviales (que dependen de los campos). Las transformaciones

cierran con respecto a corchetes dependientes de los campos y para eliminar la dependencia

de los campos en los corchetes se precisan redefiniciones de los parámetros de gauge lo que da

como resultado la existencia de parámetros de gauge triviales que no dependen de los campos.

Además, el corchete entre estos parámetros triviales y un parámetro genérico da como resultado

un nuevo parámetro trivial, y el jacobiator de los corchetes del álgebra de gauge también da
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como resultado un parámetro trivial, lo que permite asegurar que las transformaciones de gauge

hasta este nivel de la jerarqúıa de tensores poseen una estructura Lgauge+campos
∞ .
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Caṕıtulo 10

La cuerda en AdS3

En este caṕıtulo se estudiará a la cuerda bosónica en AdS3, utilizando el modelo SL(2,R)-

WZW. Se presentará el modelo H+
3 -WZW, a partir del cual se obtienen parte de los resultados

de SL(2,R)-WZW como continuación anaĺıtica. En este último modelo, el espectro debe

completarse con representaciones obtenidas mediante la operación de flujo espectral. En particular,

se estudiará la función de correlación de cuatro puntos para estados con flujo espectral no trivial,

basándose en [75].

10.1 El espacio tiempo AdS3 y modelos de WZW

La acción para una cuerda bosónica con campos de fondo correspondientes a los modos no

masivos de la teoŕıa de cuerdas cerradas fue presentada en (2.3.2) y toma la forma

S =
1

4πα′

∫
d2σ
√
g
(
Gµν(X) ∂αX

µ ∂βX
νgαβ + iBµν(X) ∂αX

µ ∂βX
ν εαβ

+ α′Φ(X)R(2)
)
.

(10.1.1)

En este caṕıtulo se estudiará el caso de una métrica Gµν(X) del tipo de Anti de Sitter,

AdS, en particular, AdS3. El espacio AdS3 es una variedad lorentziana con simetŕıa maximal y

curvatura constante negativa. Se puede obtener introduciendo un hiperboloide en un espacio-

tiempo de cuatro dimensiones con elemento de arco

ds2
4 = −du2 − dv2 + dx2 + dy2. (10.1.2)

El espacio de anti de-Sitter toma la forma del hiperboloide que viene dado por

−u2 − v2 + x2 + y2 = −α. (10.1.3)

donde α es una constante positiva. Para obtener la métrica de esta variedad se introducen
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coordenadas {t, ρ, θ, φ} sobre el hiperboloide y se define

u = α sin t cosh ρ, v = α cos t cosh ρ, (10.1.4)

x = α sinh ρ cos φ, y = α sinh ρ sin φ , (10.1.5)

lo que lleva a

ds2 = α2
[
−cosh2ρ dt2 + dρ2 + sinh2ρ dφ2

]
. (10.1.6)

Las coordenadas introducidas en (10.1.5) tienen la particularidad de que t es periódica: t y t+2π

representan el mismo punto sobre el hiperboloide, lo que lleva a la existencia de geodésicas tipo

tiempo cerradas. Sin embargo, esta periodicidad no es algo intŕınseco de este espacio-tiempo,

sino una consecuencia de la elección particular de coordenadas empleadas para derivar la métrica

de AdS3. Es por eso que se considera el cubrimiento de esta variedad en donde se ampĺıa el

rango a −∞ < t <∞.

La descripción de la cuerda bosónica en AdS3 puede rescribirse alternativamente en términos

del modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW) con el grupo SL(2,R). La acción de WZNW es

S =
k

8πα′

∫
d2σTr

(
g−1∂gg−1∂g

)
+ kΓWZ , (10.1.7)

donde g(σ) son campos matriciales bosónicos que viven en una variedad asociada al grupo de

Lie SL(2,R) y ΓWZ es el término de Wess-Zumino dado por

ΓWZ =
1

12α′iπ

∫
B
d3yεαβγTr(g̃

−1∂αg̃g̃−1∂β g̃g̃−1∂γ g̃). (10.1.8)

Esta integral se define sobre una variedadB de tres dimensiones, cuyo borde es la compactificación

del espacio original de dos dimensiones. Se ha denotado por g̃ a la extensión del campo g a la

variedad B y k ∈ Z para tener una integral funcional bien definida.

Se puede ver que escribiendo expĺıcitamente al elemento de grupo g la acción se reduce a

la de una cuerda propagándose en un espacio-tiempo curvo, AdS3, con un campo de fondo

antisimétrico de tipo NS-NS y sin dilatón.

El grupo especial lineal SL(2,R) es el grupo de Lie simple definido por todas las matrices

reales de 2× 2 con determinante unidad, es decir

SL(2,R) ≡

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ R y ad− bc = 1

}
. (10.1.9)

Este grupo es isomorfo al de las transformaciones proyectivas dadas por

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, con ad− bc = 1. (10.1.10)

Los elementos de SL(2,R) se pueden parametrizar como

g = ei(t+φ)/2 σ2eρσ3ei(t−φ)/2 σ2

=

(
cos t cosh ρ+ cosφ sinh ρ sin t cosh ρ− sinφ sinh ρ

− sin t cosh ρ− sinφ sinh ρ cos t cosh ρ− cosφ sinh ρ

)
, (10.1.11)
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donde σi (i = 1, 2, 3) son las matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (10.1.12)

Otra parametrización posible es

g =

(
X−1 +X1 X0 −X2

−X0 −X2 X−1 −X1

)
, (10.1.13)

con

X2
−1 +X2

0 −X2
1 −X2

2 = 1, (10.1.14)

mediante la cual se pone de manifiesto que la variedad de SL(2,R) es un hiperboloide en tres

dimensiones. La métrica en AdS3,

ds2 = −dX2
−1 − dX2

0 + dX2
1 + dX2

2 ,

toma la forma, en las coordenadas globales (t, φ, ρ),

ds2 = − cosh2 ρdt2 + dρ2 + sinh2 ρdφ2, (10.1.15)

en coincidencia con (10.1.6).

10.2 Modelo H+
3 -WZW

El modelo SL(2,R)-WZW está relacionado con H+
3 -WZW mediante una continuación anaĺıtica.

Éste es una teoŕıa de campos conformes formulada sobre el coset H+
3 ≡ SL(2,C)/SU(2), espacio

que está determinado por todas las matrices hermı́ticas de 2× 2 con determinante unidad. Un

elemento h puede parametrizarse empleando las coordenadas de Poincaré (φ, γ, γ̄) de la siguiente

manera:

h =

(
1 γ̄

0 1

)(
e−φ 0

0 eφ

)(
1 0

γ 1

)
. (10.2.1)

En términos de esta parametrización el lagrangiano del modelo está dado por

L = k
(
∂φ∂̄φ+ e2φ∂̄γ∂γ̄

)
, (10.2.2)

donde ∂ ≡ ∂/∂z y ∂ = ∂/∂z̄, siendo z y z̄ las coordenadas complejas de la hoja de mundo. El

espacio target está dado por la variedad asociada al grupo.

El modelo H+
3 −WZNW tiene una serie de corrientes que se conservan independientemente,

Ja y J̄a con a = 3,±, dadas por

Ja = kTr
(
T a∂hh−1

)
, J̄a = kTr

(
T a†h−1∂̄h

)
, (10.2.3)

donde {T a : a = 3,±} es una base del álgebra de Lie asociada.
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La conservación de estas corrientes se desprende de las ecuaciones clásicas de movimiento,

que son

∂̄Ja(z, z̄) = 0, ∂J̄a(z, z̄) = 0. (10.2.4)

Debido a las ecuaciones de movimiento (10.2.4), las corrientes dependen únicamente de z o

de z̄, o sea que Ja(z, z̄) = Ja(z) y J̄a(z, z̄) = J̄a(z̄). Por este motivo, se las suele denominar

corrientes holomorfa y antiholomorfa, o right y left, respectivamente. Estas corrientes generan

un álgebra af́ın sobre sl2 ⊕ sl2. En efecto, introduciendo los modos Jan para estas corrientes

mediante

Ja =
∑
n

z−n−1Jan, J̄a =
∑
n

z̄−n−1J̄an, (10.2.5)

se obtienen las siguientes relaciones de conmutación

[J3
n, J

3
m] = −k

2
nδn+m,0,

[J3
n, J

±
m] = ±J±n+m,

[J−n , J
+
m] = 2J3

n+m + knδn+m,0,

[J̄3
n, J̄

3
m] = −k

2
nδn+m,0,

[J̄3
n, J̄

±
m] = ±J̄±n+m,

[J̄−n , J̄
+
m] = 2J̄3

n+m + knδn+m,0,

(10.2.6)

con

[Jan, J̄
b
m

]
= 0. (10.2.7)

Es decir que se obtienen dos álgebras que conmutan entre śı. Los modos cero de estas corrientes

generan un álgebra sl2 ⊕ sl2.

Asociadas al álgebra de corrientes uno tiene, además, dos álgebras de Virasoro que conmutan

entre śı. Sus generadores Ln y L̄n se obtienen a partir de la construcción de Sugawara:

Lm =
1

2(k − 2)

∑
l∈Z

: −2J0
−lJ

3
m+l + J+

−lJ
−
l+m + J−−lJ

+
l+m :, (10.2.8)

con

: JamJ
b
n :=


JamJ

b
n si m < n

1

2
(JanJ

b
n + JbnJ

a
n) si m = n

JbnJ
a
m si m > n

(10.2.9)

y similarmente para L̄n.

La descomposición del espacio de estados V en representaciones irreducibles puede escribirse

como

V '
∫ ⊕
C+

djRj , (10.2.10)

donde C+ = −1/2+iR+ y las representacionesRj se definen empleando el siguiente procedimiento.

Se considera una representación Pj para el álgebra generada por los modos cero Ja0 , J̄
a
0 , con

a = ±, 3, que corresponde a una representación principal de SL(2,C). Ésta puede realizarse,
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por ejemplo, en el espacio de Schwartz S(H+
3 ) de funciones en C, denso de L2(H+

3 ), por medio

de los operadores diferenciales Da
j dados por

D+
j = −x2∂ + 2jx, D3

j = −x∂ + j, D−j = −∂, (10.2.11)

junto con los operadores complejos D̄a
j definidos de la misma manera.

Esta representación del álgebra de los modos cero luego se extiende a una representación del

álgebra completa de corrientes ŝl2⊕ ŝl2 requiriendo JanPj = 0 = J̄anPj con n > 0 y construyendo

el módulo Rj actuando libremente sobre Pj con los generadores Jan, J̄
a
n, n < 0. Es decir que

cualquier estado puede construirse a partir del estado primario v ∈ Pj como

Ja1
−n1

...Jal−nlv, (10.2.12)

donde los números naturales n1, ..., nl están dispuestos en orden decreciente.

En cualquier teoŕıa conforme, uno está interesado en identificar a los campos primarios,

a partir de los cuales es posible obtener todos los estados del sistema. Se denotará a éstos

por Φ[f |z), donde f son funciones infinitamente diferenciables en H+
3 con decáımiento a cero

en infinito más rápido que cualquier polinomio. Una base de “ondas planas” para L2
(
H+

3

)
,

denominada base x, viene dada por las funciones [114]

Ψ(j;x|h) =
2j + 1

π

(
(1, x) · h ·

(
1

x̄

))2j

(10.2.13)

Los campos primarios asociados a esta base se denotan por Φj(x|z), x, z ∈ C, donde se

sobreentiende una dependencia en las variables x̄, z̄ ∈ C. Con ello se tiene que, semiclásicamente,

y en términos de las coordenadas de Poincaré empleadas, estos campos pueden identificarse con

las siguientes funciones

Φj(x|z) =
2j + 1

π

(
(γ − x)(γ̄ − x̄)eφ + e−φ

)2j
, (10.2.14)

Estos campos primarios están etiquetados por el esṕın j de una representación continua de

SL(2,C), que cumple j = −1/2 + iR+. La acción de las corrientes sobre Φj(x|z) está dada por

Ja(z)Φj(x|w) =
1

z − w
Da
jΦj(x|w), J̄a(z̄)Φj(x|w) =

1

z̄ − w̄
D̄a
jΦj(x|w), (10.2.15)

donde Da
j vienen dados por (10.2.11). Además, estos campos son primarios con respecto al

álgebra de Sugawara-Virasoro, con dimensión conforme

∆j = −j(j + 1)

k − 2
. (10.2.16)

En el caso cuántico, el orden normal no permitirá que los campos tengan una forma tan

simplificada como en (10.2.14). Sin embargo, para φ→∞ la interacción desaparece y el campo

toma la forma

Φj(x|z) ∼: e2(−1−j)φ(z) : δ2 (γ(z)− x) +B(j) : e2jφ(z) : |γ(z)− x|4j , (10.2.17)
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Esto permite fijar la normalización y determinar la relación entre Φj(x|z) y Φ−1−j(x|z):

Φj(x|z) = B(j)

∫
C
d2x′|x− x′|4jΦ−1−j(x

′|z), (10.2.18)

donde el coeficiente B(j) está dado por

B(j) =
k − 2

π

ν1+2j

γ
(
−1+2j

k−2

) , ν = π
Γ
(

1− 1
k−2

)
Γ
(

1 + 1
k−2

) , γ(x) =
Γ(x)

Γ(1− x)
. (10.2.19)

Las funciones de correlación de la teoŕıa serán denotadas como ΦN (J |X|Z):

ΦN (J |X|Z) =

〈
N∏
i=1

Φji(xi|zi)

〉
, (10.2.20)

donde se introdujo J = (j1, . . . , jN ), X = (x1, . . . , xN ) y Z = (z1, . . . , zN ). Los pesos conformes

también serán denotados colectivamente como ∆ = (∆j1 , . . . ,∆jN ).

Como en toda teoŕıa conforme, la simetŕıa impone fuertes restricciones sobre las funciones de

correlación. La invariancia de los correladores frente a la acción de los generadores de Virasoro,

Ln, L̄n con n = −1, 0, 1 da lugar a las siguientes identidades de Ward:∑
i

∂ziΦN (J |X|Z) =0,

∑
i

(zi∂zi + ∆i) ΦN (J |X|Z) =0,

∑
i

(
z2
i ∂zi + 2wi∆i

)
ΦN (J |X|Z) =0.

(10.2.21)

En el caso de los correladores de dos y tres puntos, estas ecuaciones determinan la forma

funcional en las variables en la hoja de mundo a menos de ciertas constantes.

Además, se supone la invariancia de estos correladores bajo la simetŕıa generadas por los

modos cero de las corrientes Ja0 , J̄
a
0 con a = 3, ±, lo que lleva a las siguientes ecuaciones de

Ward: ∑
i

∂xiΦN (J |X|Z) =0,

∑
i

(xi∂xi + ji) ΦN (J |X|Z) =0,

∑
i

(
x2
i ∂xi + 2xiji

)
ΦN (J |X|Z) =0.

(10.2.22)

Estas ecuaciones son formalmente idénticas a (10.2.21) pero para las variables en el espacio

target. En lugar del peso conforme frente a Virasoro se encuentra el peso af́ın j. La función de

dos puntos toma la forma

Φ2(J |X|Z) = =
[
N(j1)δ(j1 + j2 + 1)δ2(x2 − x1)+

A(j1)δ(j1 − j2)|x12|4j1
]
|z12|−4∆j1 , (10.2.23)
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donde xij ≡ xi − xj y zij ≡ zi − zj , para i, j = 1, 2. Por tratarse de una teoŕıa conforme,

uno esperaŕıa un único término en (10.2.23), el correspondiente a δ(j1 − j2) (cf. [96], caṕıtulo

4), que en adelante llamaremos término regular. Sin embargo, dada la equivalencia de las

representaciones con esṕın j y −1 − j, también se debe considerar el término proporcional a

δ(j1 + j2 + 1). A este término, que contiene una δ2(x21) se lo denomina término de contacto.

La función de dos puntos fija la normalización entre los campos. Si suponemos como en [115]

que los operadores están normalizados de forma tal que

N(j1) ≡ 1, (10.2.24)

de donde resulta

A(j1) = B(j1). (10.2.25)

La función de dos puntos queda, finalmente

Φ2(J |X|Z) = |z12|−4∆j1
[
δ2(x12)δ(1 + j1 + j2) + |x12|4j2B(j1)δ(j2 − j1)

]
. (10.2.26)

La función de tres puntos también está determinada a menos de una constante por (10.2.21)

y (10.2.22). En efecto, se tiene que

Φ3(J |X|Z) = |C(∆|Z)|−2|C(J |X)|2D(J), (10.2.27)

donde la “constante de estructura” D(J) y el coeficiente C(J |X) vienen dados expĺıcitamente

por

D(J) =
G(1 + j1 + j2 + j3)

ν−1−j1−j2−j3G0

∏
σ

G(jσ)

G(1 + 2jσ1)
, (10.2.28)

y

C(J |X) =
∏
σ

xjσσ1σ2
. (10.2.29)

En (10.2.28) y (10.2.29) los productos corren sobre todas las permutaciones ćıclicas de las

etiquetas y jσ = jσ1 + jσ2 − jσ3 . En principio, la constante D(J) no viene determinada por

las simetŕıas conforme o af́ın, se precisa información adicional. Fue en [116] que se determinó

esta constante empleando resultados análogos en el modelo de Liouville y la función G(j) en

(10.2.28) se define en términos de la función de Barnes doble Γ2 como

G(j) = b−bj(b+b
−1+bj)Γ2(−bj|b, b−1)Γ2(b+ b−1 + bj|b, b−1), (10.2.30)

y

G0 = −2π2γ(1 + b2)G(−1). (10.2.31)

La función C(∆|Z) viene dada por

C(∆|Z) =
∏
σ

z∆σ
σ1σ2

, (10.2.32)
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donde ∆σ = ∆jσ1
+ ∆jσ2

−∆jσ3
. La función Gamma doble de Barnes viene dada por

log (Γ2(s|w1, w2)) = lim
ε→0

∂

∂ε

∞∑
n1,n2=0

(s+ n1w1 + n2w2)−ε. (10.2.33)

Las sumas sobre n1, n2 están definidas para Re(ε) > 2, donde son convergentes y el ĺımite para

ε→ 0 se toma después de realizar una continuación anaĺıtica sobre el semiplano Re(ε) ≤ 2.

Las ecuaciones (10.2.21) y (10.2.22) ya no determinan completamente la dependencia funcional

de los correladores con más de tres puntos. Los cocientes anarmónicos

η =
z12z34

z13z24
y r =

x12x34

x13x24
, (10.2.34)

son invariantes ante transformaciones conformes globales y transformaciones afines globales,

respectivamente, de modo que, una función que dependa de η, η̄, r y r̄ será también invariante.

Por ejemplo, usando las identidades de Ward (10.2.21) y (10.2.22), para la función de cuatro

puntos se tiene

Φ4(J |X|Z) = f(η, η̄, r, r̄)
4∏
i<l

|zil|2(∆/3−∆i−∆l)
4∏
i<l

|xil|2(j/3−ji−jl), (10.2.35)

donde ∆ =
∑4

i=1 ∆i y j =
∑4

i=1 ji, siendo f(η, η̄, r, r̄) una función arbitraria de los cocientes

anarmónicos. Se suele escribir a estas funciones en términos de los bloques conformes.

Una función de cuatro puntos donde los pesos conformes de cada campo vienen dados por

hi toma la forma1

〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)φ3(z3, z̄3)φ4(z4, z̄4)〉 (10.2.36)

se puede realizar una transformación conforme global de manera que z4, z̄4 = 0, z1, z̄1 = ∞,

z2, z̄2 = 1. Luego z3 = x, z̄3 = x̄ y la función de correlación puede relacionarse con un elemento

de matriz entre dos estados asintóticos

lim
z1,z̄1→∞

z2h1
1 z̄2h̄1

1 〈φ1(z1, z̄1)φ2(1, 1)φ3(x, x̄)φ4(0, 0)〉 = G21
34(x, x̄), (10.2.37)

donde se definió la función

G21
34(x, x̄) = 〈h1, h̄1|φ2(1, 1)φ3(x, x̄)|h4, h̄4〉, (10.2.38)

La idea ahora es reducir los productos dentro de la función de cuatro puntos con la ayuda del

OPE

φ3(x, x̄)φ4(0, 0) =
∑
p

Cp34x
hp−h3−h4 x̄h̄p−h̄3−h̄4Ψp(x, x̄|0, 0), (10.2.39)

donde se definió

Ψp(x, x̄|0, 0) =
∑
{k,k̄}

β
p{k}
34 β̄

p{k̄}
34 xK x̄K̄φ

{k,k̄}
p (0, 0), (10.2.40)

1Se considerarán campos sin esṕın a efectos ilustrativos.
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con K =
∑

i ki y {k} da cuenta de una colección de ı́ndices naturales ki de manera que

φ
{k,k̄}
p (z, z̄) = L−k1L−k2 ...L−knφp(z, z̄), (10.2.41)

representa un descendiente. Los coeficientes Cp34, β
p{k}
34 , β̄

p{k̄}
34 forman parte de los coeficientes

del OPE y dependerán de la teoŕıa espećıfica que se considere.

La función G21
34(x, x̄) puede ser escrita como

G21
34(x, x̄) =

∑
p

Cp34C
p
12A

21
34(p|x, x̄), (10.2.42)

donde se definió la función

A21
34(p|x, x̄) = (Cp12)

−1
xhp−h3−h4 x̄h̄p−h̄3−h̄4〈h1, h̄1|φ2(1, 1)Ψp(x, x̄|0, 0)|0〉. (10.2.43)

A estas funciones se las denomina ondas parciales y se factorizan en una parte holomorfa y una

antiholomorfa

A21
34(p|x, x̄) = F21

34 (p|x)F̄21
34 (p|x̄), (10.2.44)

donde

F21
34 (p|x) = xhp−h3−h4

∑
{k}

β
p{k}
34 xK

〈h1|φ2(1)L−k1 ...L−kN |hp〉
〈h1|φ2(1)|hp〉

. (10.2.45)

A estas funciones se las conoce como bloques conformes y pueden calcularse a partir de las

dimensiones conformes y de la carga central, conmutando los generadores de Virasoro con φ2(1)

sucesivamente. Los bloques conformes son los elementos en la función de cuatro puntos que

pueden determinarse por invariancia conforme; dependen de los cocientes anarmónicos a través

de una expansión en serie. Sin embargo, en general, no se conoce una expresión expĺıcita para

los mismos dado que la determinación a partir de (10.2.45) se torna rápidamente inmanejable.

Los correladores con más de tres puntos pueden determinarse completamente si se conoce

la expansión del producto de operadores (OPE), la cual permite reducir el número de campos

en las funciones de correlación. En [115] se postuló un OPE para campos primarios de la forma

Φj2(x2|z2)Φj1(x1|z1) =

∫
C+

dj3 D(J) |z2 − z1|−∆12

∫
C
d2x3|x1 − x2|2j12×

|x1 − x3|2j13 |x2 − x3|2j23Φ−1−j3(x3|z1) + descendientes. (10.2.46)

La curva de integración en la variable j3 corresponde a C+ = 1/2 + iR+ y la constante de

estructuraD(J) es la misma que en (10.2.28). La expresión anterior es válida para configuraciones

de j1 y j2 tales que

|Re(j±21)| < 1

2
(10.2.47)

donde j+
21 = j2 + j1 + 1 y j−21 = j2 − j1.

Dentro de este dominio uno se asegura que ninguno de los polos del integrando en el OPE

atraviese el contorno de integración sobre j3. Sin embargo, mientras las partes imaginarias de
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j±21 no se anulen, en [69] se mostró que (10.2.46) admite una continuación anaĺıtica para valores

arbitrarios de j1 y j2, deformando el contorno de integración C+. El nuevo contorno deformado

está dado por el original más un número finito de ćırculos alrededor de los polos del integrando,

lo que lleva a una suma finita de residuos que contribuyen al OPE. Cuando j±21 ∈ R, uno puede

darles una parte imaginaria pequeña y luego tomar el ĺımite de esta parte tendiendo a cero.

10.3 Modelo SL(2,R)-WZW

La acción del modelo SL(2,R)-WZW está formalmente relacionada con la acción del modelo

H+
3 -WZW por una rotación de Wick. Sin embargo, el contacto entre ambos resulta ser no

trivial por las propiedades muy diversas que exhiben. Un ejemplo de esto viene dado por el

espectro. Mientras que el espacio de estados en H+
3 -WZW solo involucra a las series continuas

en el espacio de representaciones de la simetŕıa del álgebra, la contraparte Lorentziana es

bastante más complicada, ya que incorpora también series discretas y sus imágenes ante los

automorfismos de “flujo espectral”.

Los primeros intentos para definir un espectro consistente para la teoŕıa de cuerdas en la

hoja de mundo en AdS3 [117–120] se basaron en buscar representaciones con autovalor de L0

acotado por debajo; se las denomina representaciones de enerǵıa positiva. Se encontró que hab́ıa

que considerar, para los modos cero, productos de las representaciones continuas y discretas de

peso más alto y más bajo. Todas las representaciones están parametrizadas por el esṕın j, que

está relacionado al autovalor c2 del segundo Casimir

ĉ2 =
1

2
(J+

0 J
−
0 + J−0 J

+
0 )− (J3

0 )2, (10.3.1)

a través de c2 = −j(j+ 1). Las representaciones mencionadas se definen de la siguiente manera

en base m, que es la base en la que los generadores de la parte diagonal de los modos cero de

las corrientes conservadas, J3
0 y J̄3

0 , están diagonalizados:

(1) Representaciones discretas de peso más bajo :

D+
j = {|j;m〉 : m = −j, −j + 1, −j + 2, · · · },

donde |j;−j〉 es aniquilado por J−0 y |j;m〉 es un autoestado de J3
0 con autovalor m. La

representación es unitaria si j es real y j < −1. Para representaciones del grupo SL(2,R), j

debe ser un semientero. Sin embargo, para el cubrimiento universal de SL(2,R), j ∈ R<−1.

(2) Representaciones discretas de peso más alto:

D+
j = {|j;m〉 : m = j, j − 1, j − 2, · · · },
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donde |j; j〉 es aniquilado por J+
0 y |j;m〉 es un autoestado de J3

0 con autovalor m. La

representación es unitaria si j es real y j < −1. De la misma manera que para las representaciones

de peso más bajo, en el cubrimiento universal de SL(2,R), j ∈ R<−1.

(3) Representaciones continuas:

Cαj = {|j, α;m〉 : m = α, α± 1, α± 2, · · · },

donde |j, α;m〉 es un autoestado de J3
0 con autovalor m. Sin pérdida de generalidad puede

tomarse 0 ≤ α < 1. Esta representación es unitaria si j = −1/2 + is y s es real.

El espectro se completa con los descendientes afines de los modos cero i.e. Ĉαj ×Ĉαj y D̂±j ×D̂
±
j .

En [118] se probó la ausencia de fantasmas para −k
2 < j < 0, garantizando que el espectro es

unitario cuando la teoŕıa se suplementa con una CFT unitaria tal que la carga central total sea

c = 26 y se impongan los v́ınculos de Virasoro.

El espectro aśı considerado presenta aún tres problemas. En primer lugar, la función de

partición que se construye a partir de los estados no es invariante modular. En segundo lugar,

las restricciones en el esṕın j llevan a un ĺımite superior para el espectro de masa de las cuerdas,

lo cual difiere de la torre infinita de estados carcateŕıstica de la teoŕıa de cuerdas. Finalmente,

el espectro no contempla la existencia de estados asimilables a las “cuerdas largas”, estados que

uno espera que existan a partir de los resultados en [121,122].

Todos estos problemas se resuelven ampliando el espectro, considerando representaciones

con autovalores de L0 no acotados por debajo. Las nuevas representaciones fueron propuestas

en [123] y se obtienen a partir de las representaciones ya enumeradas mediante la acción del flujo

espectral. El flujo espectral se define como un automorfismo sobre el álgebra de las corrientes

J3,±
n → J̃3,±

n . (10.3.2)

Dado un entero w, el automorfismo está dado, expĺıcitamente, por

J̃3
n =J3

n −
k

2
wδn,0,

J̃+
n =J+

n+w,

J̃−n =J−n−w, (10.3.3)

y de manera similar para J̄±,3n . Es inmediato ver que esta transformación preserva las relaciones

de conmutación (10.2.6) y (10.2.7).

Dado que los generadores de Virasoro se obtienen mediante la construcción de Sugawara a

partir de los modos de las corrientes, también cambiará su forma. Se tiene:

L̃n = Ln + wJ3
n −

k

4
w2δn,0, (10.3.4)
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y, nuevamente, es sencillo ver que se preservan las relaciones de conmutación (2.2.15).

En particular, las transformaciones (10.3.3) y (10.3.4) muestran que todos los estados de

las bases (1), (2) o (3) cuando adquieren flujo espectral resultan ser autoestados de J3
0 con

autovalor m

m = m̃+
k

2
w, (10.3.5)

y autoestados de L0 con autovalor

∆j = ∆̃j − wm+
k

4
w2 , ∆̃j = −j(j + 1)

k − 2
, (10.3.6)

o, si se emplea (10.3.5),

∆j = ∆̃j − wm̃−
k

4
w2. (10.3.7)

Se denotará a los campos afines primarios sin flujo espectral como Φj(m|z) y, a las imágenes

ante flujo espectral como Φw
j (m|z). En el caso en que w = ∓1 se utilizará la notación Φ̂j(m|z).

Los OPEs de estos estados con las corrientes vienen dados por

J3(z)Φw
j (m|w) =

m+ kw/2

z − w
Φw
j (m|w), (10.3.8)

J±(z)Φw
j (m|w) =

∓j +m

(z − w)1±wΦw
j (m± 1|w), (10.3.9)

Para ver con mayor claridad la acción del flujo espectral sobre el espacio de estados es

conveniente graficar los estados correspondientes en una dada representación. Los estados

están identificados por los autovalores frente a la acción de los operadores J̃3
0 (o J3

0 ) y L̃0 (o

L0). Por ejemplo, los estados de la representación D̂+
j , generada a partir de J̃3

0 , pueden ser

representados en un diagrama como el de la figura (10.1). Introduciendo el flujo espectral

Figura 10.1: Diagrama de pesos para la representación D̂+
j . La fila inferior está conformada

por campos primarios en base m, modos del vértice en base x Φ−1−j(x|z).

(10.3.3), las ĺıneas horizontales en (10.1) (con autovalor β ante L̃0) serán rectas de pendiente
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−w en un sistema cartesiano cuyos ejes son (J3
0 , L0) 2. Esto se ve a partir de la relación (10.3.4)

que lleva directamente a3

L0 =

(
L̃0 +

k

4
w2

)
− wJ3

n. (10.3.10)

Por otro lado, las rectas verticales en la figura (10.1) dadas por autovalores β′ frente a J̃3
0

permanecerán verticales en el nuevo diagrama, pero desplazadas paralelamente. Para w = 1,

el nuevo diagrama de pesos, partiendo de la serie discreta D̂+
j , adquiere la forma del diagrama

en la figura (10.2). El flujo espectral genera, aśı, una nueva representación. En el caso de un

Figura 10.2: Diagrama de pesos para la representación D̂+,w=1
j .

grupo compacto como SU(2) el flujo espectral mapea una representación de enerǵıa positiva del

álgebra de corrientes en otra representación de enerǵıa positiva. En este caso, el flujo espectral

suele generar nuevas representaciones en donde el autovalor de L0 no está más acotado por

debajo, como sucede en el caso de la D̂+
j . La aparición de estos estados de enerǵıa negativa no

es del todo extraña dado que el término cinético del modelo SL(2,R) no es definido positivo.

En general, la operación de flujo espectral sobre D̂+
j con w ≥ 1 o w ≤ −2 da una nueva

representación en donde el autovalor de L0 no está acotado por debajo. Similarmente, el flujo

espectral de Ĉαj=−1/2+is con w 6= 0 también da una representación en donde el autovalor de L0

no está acotado por debajo. Se denotan a las representaciones con flujo espectral como D̂±,w
j̃

y

Ĉα,w
j̃

, donde j̃ da cuenta del esṕın antes de la acción de flujo espectral.

Estas representaciones contienen en general estados de norma negativa, sin embargo, en [123]

se demostró que los v́ınculos de Virasoro remueven estos estados en D̂±,w
j̃

con j̃ > −k/2 y en

2Estos ejes representan el valor de los autovalores
3Aqúı β debe entenderse como
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Ĉα,w
j̃=1/2+is

, para un entero cualquiera w.

El único caso donde se obtiene una representación con L0 acotado por debajo es cuando se

aplica flujo espectral sobre D̂±
j̃

con w = ∓1, en cuyo caso se obtiene D̂±,w=∓1

j̃
= D̂∓−k/2−j̃ (ver

figura (10.3)).

Figura 10.3: a)Diagrama de pesos para la representación D̂+,w=−1
j . Este nuevo diagrama es

equivalente a uno que corresponde a D̂−,w=0
−j−k/2.

La identificación entre series discretas con una unidad de flujo espectral y sin flujo espectral

también se extiende a casos de dos series con flujo espectral que difieran en una unidad, i.e. se

tiene una identificación del tipo D̂+,w
j ≡ D̂−,w+1

− k
2
−j .

En lo que sigue se considerará como parte del espectro a las representaciones continuas, a

las discretas de peso más alto y más bajo (con las restricciones en el esṕın ya discutidas) y las

imágenes de las tres anteriores generadas a partir de la acción de flujo espectral.

Resulta interesante observar qué consecuencias trae realizar la operación de flujo espectral

espećıficamente sobre campos primarios. Se parte de algún campo primario |ψ〉 (estados de

enerǵıa mı́nima) en alguna representación sin flujo espectral, que satisface

J̃±,3n |ψ〉 = 0 , n = 1, 2, 3, · · ·

J̃3
0 |ψ〉 = m̃|ψ〉,

L̃0|ψ〉 = −j(j + 1)

k − 2
|ψ〉. (10.3.11)

Sim = ±(j+n) para algún entero n distinto de cero, el estado |ψ〉 pertenece a una representación

discreta D±j generada por J̃a0 . Si no es el caso, el estado está en la representación continua Cj,α,

donde m = α+n para algún entero n distinto de cero. Notar que no se está haciendo referencia

a representaciones del espacio con estados generados por el álgebra af́ın D̂±j o Ĉj,α, sino sólo al

espacio de estados generado por los modos cero de la corriente.

Si se aplica la operación de flujo espectral con w > 0, el estado |ψw〉 obedece

J−0 |ψ
w〉 = 0 , J3

0 |ψw〉 =

(
m̃+

k

2
w

)
|ψw〉. (10.3.12)
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Es decir que con respecto al álgebra dada por las corrientes Ja0 el estado |ψw〉 es un peso más

bajo para alguna representaciónD+
J independientemente de la representación a la que pertenećıa

originalmente |ψ〉. El valor de J se determina a partir de la condición de peso extremo, dado

que al ser un estado de peso más bajo,

−J = m = m̃+
k

2
w. (10.3.13)

De la misma manera, la operación de flujo espectral con w < 0 convierte al estado |ψ〉 en

un estado |ψw〉 que es un peso más alto de una representación D−J

J = m = m̃+
k

2
w = m̃− k

2
|w|. (10.3.14)

A modo de ejemplo, considérese el diagrama de pesos de la serie discreta D̂+
j de la figura

(10.4 a).

Figura 10.4: a)Diagrama de pesos para la representación D̂+
j . La fila inferior está conformada

por campos primarios en base m, modos del vértice en base x: Φ−1−j(x|z).
b) Diagrama de pesos para la representación D̂+,w=1

j .

La fila inferior corresponde a campos primarios con respecto al álgebra de Virasoro (con

peso conforme dado por −j(j + 1)/(k − 2)).

Se mostró que, al agregar flujo espectral, el diagrama de pesos se deforma y adquiere la forma

de la figura (10.4 b) (por comodidad, se toma w = 1). Si se toma ahora el estado primario

antes de la operación de flujo espectral, se ve que se corresponde con un peso más bajo de la fila

recuadrada en ĺınea punteada. Lo mismo vale para otros primarios: se corresponden con pesos

más bajos de “filas paralelas” a la recuadrada en ĺınea punteada. Dado que el estado escogido

es aniquilado por J−0 y el resto de la fila se genera mediante la acción de J+
0 se dice que es el

peso más bajo de la representación D+
J .
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10.4 Funciones de correlación en base m

Siguiendo a [60, 68, 124] se supondrá que las funciones de correlación para campos primarios

sin flujo espectral en el modelo de AdS3-WZW se obtienen por continuación anaĺıtica de las de

H+
3 . Es decir que son las mismas que las de H+

3 , pero ahora j,m y m̄ toman valores en las

representaciones de SL(2,R). Las funciones de correlación para H+
3 fueron obtenidas en la base

x. En AdS3, además de la base x, uno dispone de la base m, y resulta útil tener expresadas a

las funciones de correlación en ambas bases.

La relación entre base m y base x es una transformada de Mellin. Considérese un estado

ΦJ,J̄(x|z) en base x. En la variedad de interés, AdS3, no hay razón para suponer vértices

etiquetados con un único peso J para los sectores right y left, como si ocurre en H+
3 cuando se

determinó el espectro. Sin embargo, para que las funciones de correlación estén univaluadas en

el espacio dado por x y x̄ la diferencia (J − J̄) debe ser un entero, por lo que en adelante se

considerará este caso únicamente. La relación viene dada expĺıcitamente por

ΦJ,J̄(M |z) =

∫
d2x xJ+M x̄J̄+M̄ Φ−1−J,−1−J̄(x|z) (10.4.1)

donde M y M̄ (omitido en la notación del campo primario) son los autovalores del estado

generado por el campo frente a la acción de J3
0 y J̄3

0 . Dado que (J − J̄) es un entero, la

integral se anula a menos que (M − M̄) sea un entero también. Por ejemplo, si pensamos en

una extensión anaĺıtica de los campos en H+
3 , donde los estados no tienen flujo espectral, y

J = J̄ ≡ j, se tiene

Φj(m|z) =

∫
C
d2xxj+mx̄j+m̄Φ−1−j(x|z), (10.4.2)

donde m y m̄ son los autovalores del estado generado por el campo frente a la acción de J̃3
0 y

˜̄J3
0 , o sea, corrientes antes del flujo espectral.

La función de N puntos con estados con flujo espectral se denotará por

ΦN (J |w|M |Z) =

〈
N∏
i=1

Φwi
ji

(mi|zi)

〉
, (10.4.3)

con J y Z igual que en el caso sin flujo espectral y M = (m1, . . . ,mN ) y w = (w1, . . . , wN ).

Una propiedad importante de estos correladores, con la única excepción de la función de dos

puntos, es que pueden exhibir una violación a la conservación del flujo espectral, es decir, podŕıa

suceder que para N ≥ 3 el flujo total, w =
∑N

i=1wi, no se anule. Esta no conservación está

regulada por la siguiente regla de selección

−N + δ ≤ w ≤ Nc − δ, (10.4.4)

dondeNc es el número de operadores de vértice asociados a estados en representaciones continuas,

δ = 1 cuando Nc = 0 y δ = 2 en otro caso. A partir de (10.4.4) puede verse, usando la

identificación de series, que la máxima violación puede ser N − 2 unidades de flujo espectral.
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Otro aspecto relevante del modelo es que dos amplitudes con el mismo valor de w solo

difieren en un factor que ajusta la dependencia en la hoja de mundo. En [125] se mostró que

FN (w|M |Z)ΦN (J |w|M |Z), con

FN (w|M |Z) =

∣∣∣∣∣∣
N∏
i<j

(zi − zj)miwj+mjwi+wiwjk/2
∣∣∣∣∣∣
2

, (10.4.5)

se mantiene invariante para cualquier asignación de flujo espectral sobre los vértices, mientras

la suma total sea w. Explotando este hecho para el estudio de la función de N puntos, no hay

pérdida de generalidad si se supone que únicamente el primer vértice tiene flujo espectral w con

0 ≤ w ≤ N − 2.

Los correladores con una unidad de flujo espectral total, tanto positiva como negativa, i.e.

w = (∓1, 0, . . . , 0), se denotarán como Φ̂N (J |M |Z) y la variable colectiva para el peso conforme

será ∆̂ = (∆̂j1m1 ,∆j2 , . . . ,∆jN ). Sólo se considerarán funciones de correlación con hasta una

unidad de flujo espectral.

Un correlador sin flujo espectral ΦN (J |M |Z) en el modelo SL(2,R) puede obtenerse de

los de H+
3 a partir de la aplicación de la transformada (10.4.2) para cada inserción en el

correspondiente correlador Eucĺıdeo ΦN (J |X|Z). Sin embargo, en H+
3 , m + m̄ es un número

puramente imaginario, mientras que en AdS3-WZW, m + m̄ es real por lo que también habrá

que hacer una rotación de Wick sobre mi+ m̄i, i = 1, . . . , N . Además, el esṕın, que en H+
3 está

restringido a la curva C+, debe ser tomado como real para obtener los estados en el espectro

discreto de AdS3.

La función de dos puntos, calculada a partir de (10.2.26) usando (10.4.2), da como resultado

Φ2(J |M |Z) = |z12|−4∆j1 δ[M ]
[
δ(1 + j1 + j2) + c−1−j1,m1

B(−1− j1)δ(j2 − j1)
]
, (10.4.6)

con

cjm =
π

γ(−2j)

γ(−j +m)

γ(1 + j +m)
, (10.4.7)

y donde δ[M ] es notación para denominar a δ2(m1 +m2), con

δ2(m) =

∫
C
d2xxm−1x̄m̄−1 = 4π2δ(m+ m̄)δm−m̄,0. (10.4.8)

La función de tres puntos sin flujo espectral es

Φ3(J |M |Z) = |C(∆|Z)|−2δ[M ]W (J |M)D(−1− J), (10.4.9)

con W (J |M) definido como

W (J |M) =

∫
C
d2x1d

2x2

∏
σ

x
jσ1+mσ1
σ1 x̄

jσ1+m̄σ1
σ1 |xσ1σ2 |

−2−2jσ , (10.4.10)
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donde x3, x̄3 = 1. Esta integral fue expĺıcitamente calculada en términos de funciones hipergeométricas

generalizadas en [126,127] y también usando el formalismo de campos libres en [72,127,128].

Al momento de considerar el flujo espectral, el cálculo se vuelve más complicado. El

procedimiento para incorporar violación de flujo espectral exige la inserción de un vértice

adicional, llamado operador de flujo espectral, por cada unidad de flujo espectral total. Este

método, desarrollado en [125], fue explotado en [68] para obtener la siguiente expresión para la

función de tres puntos

Φ̂3(J |M |Z) = |C(∆̂|Z)|−2δ[M ± k/2]Ŵ (J |M)D̂(−1− J), (10.4.11)

con

D̂(J) = B(j1)γ(1− j′1 + j2 + j3)D(J ′), (10.4.12)

donde j′1 = −k/2− j1 y J ′ = (j′1, j2, j3) y

Ŵ (J |M) = (−1)m3−m̄3

3∏
i=1

γ(1 + ji ±mi). (10.4.13)

10.5 Bloques conformes en AdS3 sin flujo espectral

En [69] se introdujo una expresión integral para la función de cuatro puntos, y toma la forma

Φ4(J |X|Z) = |Ξ(∆|Z)|−2
∫
C+

djDj(J)Gj(J |X|z). (10.5.1)

La función Ξ(∆|Z) está dada por

Ξ(∆|Z) = z
−∆j1

−∆j2
+∆j3

+∆j4
43 z

2∆j2
42 z

∆j1
−∆j2

−∆j3
+∆j4

41 z
∆j1

+∆j2
+∆j3

−∆j4
31 . (10.5.2)

El factor Dj(J) es el producto de dos funciones de tres puntos con el propagador del estado

intermedio, es decir

Dj(J) = D12(j)B(j)−1D34(j), (10.5.3)

donde D12(j) es notación por D(j1, j2, j). El bloque conforme Gj(J |X|z) se descompone como

Gj(J |X|z) = |z|2(∆j−∆j1
−∆j2)Kj(J |X|z)Gj(J |X), (10.5.4)

donde z es el cociente anarmónico sobre la hoja de mundo i.e., z = z12z34/z13z24, Gj(J |X)

viene dado por

Gj(J |X) =
(1 + 2j)2

π2

∫
C
d2xd2x′C12(j|x)|x− x′|−4−4jC34(j|x′), (10.5.5)

con C12(j|x) = C(j1, j2, j|x1, x2, x), y el operador Kj(J |X|z) tiene la siguiente forma factorizada

Kj(J |X|z) = Oj(J |X|z)Oj(J |X|z), (10.5.6)
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donde Oj(J |X|z) está dado formalmente por la serie de potencias en z:

Oj(J |X|z) =

∞∑
n=0

znδ
(n)
j (J |X). (10.5.7)

En esta última expresión, δ
(n)
j (J |X) denota a operadores diferenciales que contienen derivadas

de orden finito en x1, . . . , x4. A pesar de que no se conocen fórmulas expĺıcitas para estos

operadores, pueden ser determinados recursivamente usando las ecuaciones de Knizhnik-Zamolodchikov

una vez que se fija δ
(0)
j (J |X). En este caso δ

(0)
j (J |X) = 1.

Utilizado la invariancia SL(2,C) sobre la hoja de mundo, la integral (10.5.5) puede simplificarse:

Gj(J |X) = |Ξ(J |X)|2Gj(J |x), (10.5.8)

donde

Ξ(J |X) = x−j1−j2+j3+j4
43 x2j2

42 x
j1−j2−j3+j4
41 xj1+j2+j3−j4

31 , (10.5.9)

y Gj(J |x) es igual (10.5.5) con x1 = 0, x2 = x = x12x34/x13x24, x3 = 1 y x4 =∞. El resultado

de esta integral viene dado por

Gj(J |x) = |Fj(J |x)|2 + λj(J) |F−1−j(J |x)|2 , (10.5.10)

donde

λj(J) =
γ(1 + j + j3 − j4)γ(1 + j − j3 + j4)

γ(1 + 2j)γ(−j + j1 − j2)γ(−j − j1 + j2)
, (10.5.11)

y Fj(J |x) es

Fj(J |x) = x−j+j1+j2F (−j + j1 − j2,−j − j3 + j4;−2j|x). (10.5.12)

Ambos términos en el lado derecho de (10.5.24) están relacionados por una reflexión en

j, i.e., j ↔ −1 − j. Este hecho permite extender la integración en (10.5.1) a toda la recta

C = {−1/2 + iλ : λ ∈ R}

Φ4(J |X|Z) = |Ξ(∆|Z)|−2
∫
C
djDj(J) |Fj(J |X|z)|2 , (10.5.13)

donde los bloques quirales Fj(J |X|z) vienen dados por

Fj(J |X|z) = z∆j−∆j1
−∆j2Oj(J |X|z)Ξ(J |X)Fj(J |x). (10.5.14)

La invariancia ante SL(2,C) también implica que el operador definido como

Oj(J |x|z) = Ξ(J |X)−1Oj(J |X|z)Ξ(J |X), (10.5.15)

depende del cociente anarmónico x, y, de este hecho, después de introducir

Fj(J |x|z) = z∆j−∆j1
−∆j2Oj(J |x|z)Fj(J |x), (10.5.16)
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se puede escribir

Φ4(J |X|Z) = |Ξ(∆|Z)|−2 |Ξ(J |X)|2
∫
C
djDj(J) |Fj(J |x|z)|2 . (10.5.17)

Usando la expansión (10.5.7) se tiene

Fj(J |x|z) = z∆j−∆j1
−∆j2x−j+j1+j2

∞∑
n=0

znF
(n)
j (J |x). (10.5.18)

donde se ha introducido

F
(n)
j (J |x) = δ

(n)
j (J |x)Fj(J |x), (10.5.19)

con

δ
(n)
j (J |x) = xj−j1−j2Ξ(J |X)−1δ

(n)
j (J |X)Ξ(J |X). (10.5.20)

Tanto la ecuación (10.5.17) como la expansión (10.5.18) fueron utilizadas en [68] para

estudiar la función de cuatro puntos en el contexto de la correspondencia AdS/CFT. De hecho,

dado que δ
(0)
j (J |X) = 1, se sigue que δ

(0)
j (J |x) = xj−j1−j2 y de alĺı F

(0)
j (J |x) no es otra cosa

que la función hipergeométrica en (10.5.12), en concordancia con [68].

Al haber cerrado el contorno de integración en (10.5.13), esta fórmula permite definir una

continuación meromorfa de la función de cuatro puntos para valores complejos arbitrarios de

j1, . . . , j4 explotando la estructura de polos del integrando. Para aquellos valores de j1, . . . , j4

comprendidos en la máxima región en la cual los espines externos pueden ser continuamente

variados de forma tal que ninguno de los polos del integrando (provenientes del OPE de los

dos primeros campos o de los segundos) dando (10.5.13) crucen el contorno de integración C, la

expresión integral para el correlador de cuatro puntos se retiene. Este dominio viene dado por∣∣Re
(
j±21

)∣∣ < 1/2, j+
21 = 1 + j1 + j2, j−21 = j1 − j2, (10.5.21)

∣∣Re
(
j±43

)∣∣ < 1/2, j+
43 = 1 + j3 + j4, j−43 = j3 − j4. (10.5.22)

Más allá de esta región, términos adicionales viniendo de los residuos de estos polos deben

tenerse en cuenta. Estos términos están asociados a las contribuciones de estados intermedios

pertenecientes a las series discretas [68,69].

Por simplicidad, en este caṕıtulo se restringirán los parámetros de forma tal que pertenezcan

al dominio (10.5.21)-(10.5.22). Aśı, las fórmulas (10.5.1) y (10.5.13) pueden ser interpretadas

como las funciones de correlación sin flujo espectral en el modelo AdS3-WZW.

Como ya se señaló, para incorporar el flujo espectral en el cálculo es necesario transformar

la expresión (10.5.1) a la base m usando (10.4.2). Se obtiene

Φ4(J |M |Z) = |Ξ(∆|Z)|−2
∫
C+

dj |z|2(∆j−∆j1
−∆j2)Dj(−1− J)Kj(J |M |z)Gj(J |M). (10.5.23)
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En esta última ecuación Kj(J |M |z) es el operador transformado a base m de Kj(J |X|z),
mientras que Gj(J |M) es la transformada de Gj(J |X), es decir

Gj(J |M) =

∫
C4

4∏
i=1

[
d2xi x

ji+mi
i x̄ji+m̄ii

]
Gj(−1− J |X). (10.5.24)

La ecuación (10.5.23) es válida mientras la integración sobre C en (10.5.1) y aquellas sobre

C4 viniendo de (10.4.2) puedan ser intercambiadas. Este hecho, lejos de ser una sutileza,

involucra la rotación de Wick de los mi+m̄i, i = 1, . . . , 4 necesaria para obtener los correladores

lorentzianos a partir de los de H+
3 . De hecho, para poder intercambiar libremente las integrales

algunos v́ınculos adicionales deben imponerse sobrem = m1+m2 y m̄ = m̄1+m̄2: max{Re(m),Re(m̄)} >
1/2 y/o min{Re(m),Re(m̄)} < −1/2, dependiendo de las series a las que pertenezcan los

estados. Estas condiciones garantizan que las singularidades del integrando del OPE que

dependen de m y m̄ están bien localizadas en el plano complejo dado por j. Si se relajan

estas condiciones, uno debeŕıa obtener la continuación anaĺıtica correcta que de cuenta de

los residuos provenientes de los polos que atraviesan el contorno de integración. Un análisis

exhaustivo de estas contribuciones puede encontrarse en [129] y [130]. Existen, sin embrago,

ciertas configuraciones que permiten descartar términos adicionales a la expresión integral

(10.5.23) para la función de cuatro puntos sin la necesidad de v́ınculos adicionales sobre m y

m̄. En este caṕıtulo se supondrá esta situación, que viene dada cuando dos campos pertenecen

a las series discretas del espectro.

El cálculo de Gj(J |M) fue realizado expĺıcitamente en [74] usando el método de campos

libres y fue llevado a cabo, de manera independiente, en [129] considerando el OPE de campos

primarios. A partir de (10.5.24) puede obtenerse la siguiente expresión para el correlador de

cuatro puntos

Φ4(J |M |Z) = |Ξ(∆|Z)|−2
∫
C+

djDj(J |M)Gj(J |M |z), (10.5.25)

con

Dj(J |M) = Dj(−1− J)Gj(J |M) = Φ12(j| −m)Φ2(j|m)−1Φ34(j|m), (10.5.26)

donde Φ12(j|m) = Φ3(j1, j2, j|m1,m2,m|0, 1,∞), Φ2(j|m) = Φ2(j, j|m,−m|0,∞) y los bloques

conformes vienen dados por

Gj(J |M |z) = |z|2(∆j−∆j1
−∆j2)Gj(J |M)−1Kj(J |M |z)Gj(J |M). (10.5.27)

Para obtener la función de cuatro puntos con flujo espectral será conveniente, en primer

lugar, calcular la función de cuatro puntos con un estado de peso extremo perteneciente a la

series discretas. La condición de peso extremo puede relajarse mediante un procedimiento

similar al utilizado en [73, 126, 128] para las funciones de tres puntos, que se describirá a

continuación.
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A partir de la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff

eαJ
±
0 Φj(m|z)e−αJ

±
0 = eα[J±0 , ]Φj(m|z) =

∞∑
λ=0

αλ

λ!

[
J±0 ,Φj(m|z)

]
λ
, (10.5.28)

donde se definió inductivamente [
J±0 ,Φj(m|z)

]
0

= Φj(m|z), (10.5.29)

[
J±0 ,Φj(m|z)

]
λ

=
[
J±0 ,

[
J±0 ,Φj(m|z)

]
λ−1

]
, (10.5.30)

y de las acción de las corrientes sobre los campos con flujo espectral (10.3.8)-(10.3.9) es

inmediato ver que

e±αJ
±
0 Φj(m|z)e∓αJ

±
0 =

∞∑
λ=0

αλ

λ!

Γ(−j ±m+ λ)

Γ(−j ±m)
Φj(m± λ|z), (10.5.31)

para cualquier valor complejo de α. Esta fórmula puede usarse para relacionar distintos

correladores aprovechando la invariancia de la traza ante permutaciones ćıclicas de los argumentos.

En efecto, se tiene〈
e±αJ

±
0 Φj1(m1|z1)e∓αJ

±
0

N∏
i=2

Φji(mi|zi)

〉
=

〈
Φj1(m1|z1)

N∏
i=2

e∓αJ
±
0 Φji(mi|zi)e±αJ

±
0

〉
,

(10.5.32)

y después de reemplazar (10.5.31) se obtiene

∞∑
λ1=0

αλ1

λ1!

Γ(−j1 ±m1 + λ1)

Γ(−j1 ±m1)

〈
Φj1(m1 ± λ1|z1)

N∏
i=2

Φji(mi|zi)

〉

=
∞∑

λ1=0

(−α)λ1
∑
λ

(
N∏
i=2

Γ(−ji ±mi + λi)

λi!Γ(−ji ±mi)

)〈
Φj1(m1|z1)

N∏
i=2

Φji(mi ± λi|zi)

〉
.(10.5.33)

La segunda suma en el lado derecho de (10.5.33) corre sobre todas las (N-1)-tuplas con entradas

enteras no negativas λ = (λ2, . . . , λN ) que sumen λ1. Identificando a cada potencia de α,

renombrado m1 → m1 ∓ λ1 y haciendo expĺıcita la dependencia antiholomorfa se tiene

ΦN (J |M |Z) = Qλ1
N (J |M |λ)ΦN (J |M ± Λ|Z), (10.5.34)

donde Λ = (−λ1, λ) y donde se ha introducido

Qλ1
N (J |M |λ) =

∣∣∣∣∣(−1)λ1λ1!Γ(−j1 ±m1 − λ1)∏N
i=1 Γ(−ji ±mi)

N∏
i=2

1

λi!
Γ(−ji ±mi + λi)

∣∣∣∣∣
2

. (10.5.35)

En (10.5.34), λ aparece como un ı́ndice múltiple y se sobreentiende la convención de suma de

Einstein.

De (10.5.34) y (10.5.35) se desprende una identidad que será de utilidad. En (10.5.34)

la contracción de λ puede llevarse a cabo como la suma sobre λ2 tomando valores desde 0
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a λ1, seguida de una suma sobre todas las (N-2)-tuplas con entradas enteras no negativas

λ̃ = (λ3, . . . , λN ) cuya suma total sea λ1 − λ2. Usando (10.5.35) se llega a

Qλ1
N (J |M |λ) =

(−1)λ2λ1!Γ(−j1 ±m1 − λ1)Γ(−j ±m)

Γ(j1 ±m1)Γ(j2 ±m2)
×

λ1∑
λ2=0

Γ(−j2 ±m2 + λ2)

λ2!(λ1 − λ2)!Γ(−j ±m− λ1 + λ2)
Qλ1−λ2
N−1 (j, j3, . . . , jN |m,m3, . . . ,mN |λ̃),

(10.5.36)

donde se han introducido dos nuevas variables auxiliares j y m, y hay una suma impĺıcita en

el lado derecho de (10.5.36) sobre λ̃. Usando la fórmula de Euler de la función Gamma, la

ecuación precedente puede escribirse como

Qλ1
N (J |M |λ) = Qλ1

3 (j1, j2,−1− j|m1,m2,−m|λ2, λ
′)Qλ′N−1(j, j3, . . . , jN |m,m3, . . . ,mN |λ̃).

(10.5.37)

Si se toma λ1 = j1 ± m1, los cálculos que involucren estas expresiones se simplifican de

manera considerable, dado que para estos valores de λ1 todas las funciones de correlación que

aparecen en el lado derecho de (10.5.34) tienen un estado de peso más bajo o más alto en la

primera inserción, respectivamente. Cuando se elija este valor, se omitirá la referencia expĺıcita

a λ1 y se usará M± = (m2, . . . ,mN ) en vez de M en los correladores, es decir, se escribirá

ΦN (J |M |Z) = QN (J |M±|λ)ΦN (J |M± ± λ|Z). (10.5.38)

En general, se utilizará el supráındice “±” para indicar que los números cuánticos son consistentes

con un estado de peso más bajo o más alto en la primera inserción.

Si se aplica (10.5.38) para el cálculo de la función de cuatro puntos reemplazando esta

expresión en (10.5.25) con un estado de peso extremo se llega a

Φ4(J |M |Z) = |Ξ(∆|Z)|−2
∫
C+

djQ4(J |M±|λ)Dj(J |M± ± λ)Gj(J |M± ± λ|z). (10.5.39)

Dos verificaciones pueden hacerse sobre esta expresión. Para que dé cuenta de la forma

factorizada de la función de cuatro puntos, la dependencia del integrando para el término

preponderante cuando z → 0 debe ir como |z|2(∆j−∆j1
−∆j2), con lo que Q4(J |M±|λ) debe

actuar trivialmente cuando se lo contrae con este factor, y el coeficiente sobrante debe ser

Dj(J |M). Mientras que la primera comprobación se sigue directamente de (10.5.27), la segunda

no es tan evidente. Para probarla, se precisa calcular Q4(J |M±|λ)Dj(J |M±±λ) reemplazando

(10.5.26) y (10.5.35). Eligiendo m→ m′ = m∓λ1±λ2 en (10.5.26) y usando (10.5.37) con N=4

al escribir Q4(J |M±|λ), se sigue fácilmente que el operador Qλ′3 (j, j3, j4|m,m3,m4|λ3, λ4) que

aparece en esta descomposición actúa de forma no trivial solamente en la última función de tres

puntos en (10.5.26) Φ3(j, j3, j4|m′,m3 ± λ3,m4 ± λ4|0, 1,∞), dando como resultado Φ34(j|m)
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al usar (10.5.34). Dado que esta función no depende de λ2, se tiene

Q4(J |M±|λ)Dj(J |M± ± λ) = Φ34(j|m)×(
Q3(j1, j2,−1− j|m2,−m|λ2, λ

′)Φ3(j1, j2,−1− j|m2 ± λ2,−m′|0, 1,∞)
)
,

(10.5.40)

donde se ha usado que Φ12(j|m)Φ2(j| − m)−1 = Φ12(−1 − j|m) para cualquier valor de j

y m, una identidad probada en [69]. El paréntesis en (10.5.40) se reduce a Φ3(j1, j2,−1 −
j|m1,m2,−m|0, 1,∞), y de esta manera se llega al resultado deseado

Q4(J |M±|λ)Dj(J |M± ± λ) = Dj(J |M). (10.5.41)

Con respecto a los bloques conformes, se tiene

Gj(J |M |z) = Gj(J |M)−1Q4(J |M±|λ)Gj(J |M± ± λ)Gj(J |M± ± λ|z). (10.5.42)

10.6 Función de cuatro puntos con flujo espectral

El método estándar para calcular funciones de correlación con flujo espectral fue discutido

exhaustivamente en [68, 125] y fue en [73, 131] para calcular funciones de tres puntos con una

unidad de flujo espectral. Requiere la introducción de al menos un operador de flujo espectral

por cada unidad de flujo, seguido de un procedimiento ad hoc para remover la dependencia

de la expresión resultante en los puntos no f́ısicos en los que estos operadores se insertan. A

pesar de que este método es claro desde un punto de vista teórico, lidiar con un gran número

de inserciones lo hace poco útil al momento de calcular correladores de N puntos con N > 3.

En esta sección se analizará la función de cuatro puntos con una unidad de flujo espectral,

es decir, se estudiará Φ̂4(J |M |Z). Se evitarán las complicaciones que surgen al incorporar los

operadores de flujo espectral utilizando la identificación de series. Como ya se mencionó, la

identificación de series es un isomorfismo entre la imagen bajo flujo espectral de una representación

de peso más bajo de esṕın j y la imagen de una representación de peso más alto con esṕın

j′ = −k/2 − j con una unidad adicional de flujo espectral. Si la normalización de los estados

con flujo espectral coincide con la de los estados sin flujo, en otras palabras, si la función de

dos puntos con dos estados con flujo es igual al propagador (10.4.6), se tiene

Φw−1
j (−j|z) =

π2

B(j)
Φw
j′(j
′|z). (10.6.1)

La consistencia de esta igualdad puede verificarse fácilmente para funciones de dos y tres

puntos. Se sigue de (10.6.1) que

Φw+1
j (j|z) =

B(j′)

π2
Φw
j′(−j′|z), (10.6.2)

por lo que, eligiendo w = ∓1, se puede escribir

Φ̂j(∓j|z) ∝ Φj′(±j′|z), (10.6.3)
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con la constante de proporcionalidad como en (10.6.1) o (10.6.2), respectivamente.

Bajo esta identificación se tiene

Φ̂4(J |M±|Z) ∝ Φ4(J ′|M∓|Z), (10.6.4)

y, entonces,

Φ̂4(J |M±|Z) ∝
∣∣Ξ(∆′|Z)

∣∣−2
∫
C+

djDj(J ′|M∓)Gj(J ′|M∓|Z), (10.6.5)

donde, como antes, la “prima” indica que el esṕın de la primera inserción es j′1 = −k/2 − j1.

Recuérdese que la fórmula (10.6.5) es válida siempre que∣∣Re
(
j±21

)
− 1 + k/2

∣∣ < 1

2
, j+

21 = 1 + j1 + j2, j−21 = j1 − j2, (10.6.6)

∣∣Re
(
j±43

)∣∣ < 1

2
, j+

43 = 1 + j3 + j4, j−43 = j3 − j4. (10.6.7)

Se tiene ∆j′ = ∆̂j,∓j , de forma tal que ∆′ = ∆̂± y Ξ(∆′|Z) = Ξ(∆̂±|Z). Por otro lado,

dado que Φ̂3(J |M±|Z) ∝ Φ3(J ′|M∓|Z) con la misma constante de proporcionalidad como en

(10.6.4), uno llega a Dj(J ′|M∓) = D̂j(J |M±) donde se definió

D̂j(J |M) = Φ̂12(j| −m)Φ2(j|m)−1Φ34(j|m). (10.6.8)

con Φ̂12(j|m) = Φ̂3(j1, j2, j|m1,m2,m|0, 1,∞).

Se sigue que (10.6.5) puede reescribirse como

Φ̂4(J |M±|Z) =
∣∣∣Ξ(∆̂±|Z)

∣∣∣−2
∫
C+

dj D̂j(J |M±)Ĝj(J |M±|z), (10.6.9)

donde los bloques conformes, como antes, toman la forma

Ĝj(J |M±|z) = |z|2
(

∆j−∆j′1
−∆j2

)
Dj(J ′|M∓)−1Kj(J ′|M∓|z)Dj(J ′|M∓)

=
∣∣∣z∆j−∆̂j1,∓j1−∆j2

∣∣∣2 D̂j(J |M±)−1K̂j(J |M±|z)D̂j(J |M±), (10.6.10)

y se ha introducido

K̂j(J |M±|z) = Kj(J ′|M∓|z). (10.6.11)

Se ha encontrado aśı un dominio de integración (10.6.6)-(10.6.7) en el cual se tiene una

forma factorizada de la función de cuatro puntos con un único estado con flujo espectral de

peso extremo, con los bloques conformes generados a partir de los estados sin flujo con el esṕın

modificado. La siguiente tarea radica en relajar la condición de peso extremo en (10.6.9) como

se hizo en el caso sin flujo espectral.

Como puede adivinarse de (10.6.10), el método empleado en la sección previa debe modificarse

cuando hay estados con flujo. En efecto, la dependencia total en z en (10.6.10) debe ajustarse

cuando se cambia el valor de m1 y, de alĺı, el operador que relaja la condición de peso extremo
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en el bloque conforme dependerá de las variables en la hoja de mundo, a diferencia del caso sin

flujo espectral. A continuación se calculará este operador.

El punto clave para obtener la forma expĺıcita del operador radica en el hecho de que la

inserción de nuevos vértices de peso extremo en (10.5.32) no tiene efecto en (10.5.34) dado que

e∓αJ
±
0 Φj(±j|ξ)e±αJ

±
0 = Φj(±j|ξ). Se sigue que, para cualquier entero no negativo W ,〈

N∏
i=1

Φji(mi|zi)
W∏
a=1

Θ∓(ξa)

〉
=

Qλ1
N (J |M±|λ)

〈
Φj1(m1 ∓ λ1|z1)

N∏
i=2

Φji(mi ± λi|zi)
W∏
a=1

Θ∓(ξa)

〉
. (10.6.12)

donde Θ∓(ξ) = Φ−k/2(∓k/2|ξ).

De acuerdo a lo expuesto en [125], el factor Θ∓(ξa) actúa como un operador de flujo espectral

con una unidad positiva o negativa de flujo respectivamente. De ah́ı que los correladores que

aparecen en esta última ecuación pueden ser identificados, a menos de una dependencia en la

hoja de mundo, con las funciones de correlación que involucran estados con flujo. En efecto, el

correlador en el lado izquierdo, si se divide por

FN (J |w|M |Z)

∣∣∣∣∣
N∏
i=1

W∏
a=1

(zi − ξa)±mi
∣∣∣∣∣
2 W∏
a<b

|ξa − ξb|−k, (10.6.13)

puede identificarse con ΦN (J |w|M |Z), con w = ∓W , mientras que el correlador en el lado

derecho de (10.6.12) puede ser identificado con ΦN (J |w|M ±Λ|Z) una vez que se lo divide por

FN (J |w|M±Λ|Z)

∣∣∣∣∣
(

w∏
a=1

(z1 − ξa)±m1−λ1

)(
N∏
i=2

w∏
a=1

(zi − ξa)±mi+λi
)∣∣∣∣∣

2 w∏
a<b

|ξa−ξb|−k. (10.6.14)

Se tiene, entonces,

ΦN (J |w|M |Z) = Qλ1
N (J |w|M |Z|λ)ΦN (J |w|M ± Λ|Z), (10.6.15)

donde λ es, nuevamente, un ı́ndice múltiple para el cual se asume la convención de suma de

Einstein y el operador Qλ1
N (J |w|M |Z|λ) viene dado por la composición

Qλ1
N (J |w|M |Z|λ) = FN (J |w|M |Z)−1

∣∣∣∣∣
w∏
a=1

(z1 − ξa)−λ1

∣∣∣∣∣
2

×

Qλ1
N (J |M |λ)

∣∣∣∣∣
N∏
i=2

w∏
a=1

(zi − ξa)λi
∣∣∣∣∣
2

FN (J |w|M ± Λ|Z). (10.6.16)

Esta expresión puede simplificarse si se explota el hecho de que la dependencia en las inserciones

no f́ısicas debe anularse, como se expuso en [125], eligiendo ξa, ξ̄a →∞. Dado que
∑N

i=2 λi = λ1,

se llega a

Qλ1
N (J |w|M |Z|λ) = FN (J |w|M |Z)−1Qλ1

N (J |M |λ)FN (J |w|M ± Λ|Z). (10.6.17)
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Este operador, tal como se anticipó en la sección anterior, depende de las coordenadas en la

hoja de mundo a través de FN (J |w|M |Z) y FN (J |w|M ± Λ|Z), factores que previenen a uno

de obtener una forma factorizada para Qλ1
N (J |w|M |Z|λ), análoga a (10.5.37).

Para poder aplicar (10.6.17) y (10.6.9), tómese w = (∓1, 0, . . . , 0). En este caso, FN (J |w|M |Z)

se simplifica bastante

F̂N (J |M |Z) =

∣∣∣∣∣
N∏
i=2

(z1 − zi)∓mi
∣∣∣∣∣
2

, (10.6.18)

de forma tal que

F̂N (J |M |Z)−1F̂N (J |M ± Λ|Z) =

∣∣∣∣∣
N∏
i=2

(z1 − zi)−λi
∣∣∣∣∣
2

. (10.6.19)

Para λ1 = j1 ±m1 se obtiene

Φ̂N (J |M |Z) = Q̂N (J |M±|Z|λ)Φ̂N (J |M± ± λ|Z), (10.6.20)

con Q̂N (J |M±|Z|λ) dado por

Q̂N (J |M±|Z|λ) =

∣∣∣∣∣(−1)λ1λ1!Γ(−2j1)∏N
i=1 Γ(−ji ±mi)

N∏
i=2

Γ(−ji ±mi + λi)

λi!(z1 − zi)λi

∣∣∣∣∣
2

. (10.6.21)

Una última simplificación puede llevarse a cabo si se apela a la invariancia conforme de Φ̂4(J |M |Z).

Luego de reemplazar (10.6.9), se tiene que (10.6.20) se reduce a

Φ̂4(J |M |Z) =
∣∣∣Ξ(∆̂|Z)

∣∣∣−2
∫
C+

dj Q̂4(J |M±|z|λ)D̂j(J |M± ± λ)Ĝj(J |M± ± λ|z), (10.6.22)

donde Q̂4(J |M±|z|λ) es igual a Q̂4(J |M±|Z|λ) con z1 = 0, z2 = z = z12z34/z13z24, z3 = 1

y z4 → ∞. Un punto crucial en este ĺımite es que la suma en (10.6.20) queda restringida

a las 3-tuplas con un valor nulo en la última entrada, i.e., con λ4 = 0, lo que cancela toda

la dependencia de Q̂4(J |M±|z|λ) en la cuarta inserción. De hecho, se tiene que la acción de

Q̂4(J |M±|z|λ) es igual a la de Q̂3(j1, j2, j3|m2,m3|0, z, 1|λ2, λ3), es decir,

Q̂4(J |M±|z|λ) =

∣∣∣∣∣(−1)λ1λ1!Γ(−2j1)∏3
i=1 Γ(−ji ±mi)

z−λ2

3∏
i=2

1

λi!
Γ(−ji ±mi + λi)

∣∣∣∣∣
2

. (10.6.23)

Al igual que antes, si (10.6.22) da el resultado correcto para la función factorizada de cuatro

puntos con estados con flujo, debeŕıa ser posible verificar que la dependencia del integrando para

el término más relevante cuando z → 0 es el esperado y que los coeficientes den lugar a D̂j(J |M).

A diferencia del caso anterior sin flujo, donde el operador correspondiente no teńıa efecto en los

cocientes anarmónicos de los bloques conformes, ahora śı es el caso y no todos los términos en

(10.6.23) contribuyen al orden más relevante en (10.6.22). De hecho, solo el término con λ2 = λ1

debe tenerse en cuenta. Recordando de (10.6.10) que Ĝj(J |M± ± λ|z) ∼ |z|2(∆j−∆̂j1,∓j1−∆j2)

cuando z → 0, se sigue que el término dominante del integrando en (10.6.22) es∣∣∣∣z∆j−∆̂j1,∓j1−∆j2
−λ1

(−1)λ1Γ(−2j1)Γ(−j2 ±m2 + λ1)

Γ(−j1 ±m1)Γ(−j2 ±m2)

∣∣∣∣2 D̂j(J |m2 ± λ1,m3,m4). (10.6.24)
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Nótese que la dependencia en z es la esperada, dado que

∆̂j1,∓j1 + λ1 = ∆j1 − j1 −
k

4
+ λ1 = ∆j1 ±m1 −

k

4
= ∆̂j1m1 . (10.6.25)

Por otro lado, a partir de (10.6.21) se obtiene∣∣∣∣(−1)λ1Γ(−2j1)Γ(−j2 ±m2 + λ1)

Γ(−j1 ±m1)Γ(−j2 ±m2)

∣∣∣∣2 = Q̂2(j1, j2|m2|0, 1|λ1), (10.6.26)

lo cual es igual a Q̂3(j1, j2, j|m2,−m|0, 1,∞|λ1, 0) para cualquier valor de j y m, y aśı∣∣∣∣(−1)λ1Γ(−2j1)Γ(−j2 ±m2 + λ1)

Γ(−j1 ±m1)Γ(−j2 ±m2)

∣∣∣∣2 Φ̂3(j1, j2, j|m2± λ1,−m|0, 1,∞) = Φ̂12(j| −m), (10.6.27)

mostrando que el coeficiente en (10.6.24) es D̂j(J |M), como se pretend́ıa mostrar.

Se sigue de (10.6.22) que, mientras los espines externos estén comprendidos en la región

(10.6.6)-(10.6.7), la función de cuatro puntos con flujo Φ̂4(J |M |Z) puede factorizarse como

Φ̂4(J |M |Z) =
∣∣∣Ξ(∆̂|Z)

∣∣∣−2
∫
C+

dj D̂j(J |M)Ĝj(J |M |z), (10.6.28)

donde, gracias a (10.6.10),

Ĝj(J |M |z) =
∣∣∣z∆j−∆̂j1,∓j1−∆j2

∣∣∣2 D̂j(J |M)−1 ×

Q̂4(J |M±|z|λ)K̂j(J |M± ± λ|z)D̂j(J |M± ± λ). (10.6.29)

10.7 Función de cuatro puntos con flujo espectral en base x

Hasta este punto, se ha obtenido un dominio en el cual es válida la expresión factorizada

(10.6.28) para la función de cuatro puntos del modelo SL(2,R)-WZW con una unidad de flujo

espectral. Esta fórmula se obtuvo en la base m bajo la suposición de que uno de los campos

correspond́ıa a la imagen bajo flujo espectral de un estado en la parte discreta del espectro.

La base m resulta más conveniente para introducir flujo espectral, sin embargo, la base x

es la más apropiada para usar los resultados en el contexto de la conjetura AdS/CFT, dado

que los operadores de vértice en esta base codifican estados creados por fuentes en el borde del

espacio target. Por ejemplo, si Φj(x|z) es un campo asociado con un estado sin flujo y Θ(z) es

el vértice sin esṕın en una CFT interna, dado que la suma de sus dimensiones de escala es uno,

el operador

Vj(x) ∼
∫
C
d2zΦj(x|z)Θ(z), (10.7.1)

puede interpretarse como un estado de cuerda creado por una fuente puntual localizada en x

en el borde de AdS3 y, por medio de la correspondencia AdS/CFT, puede identificarse con un

operador en la CFT en el mismo punto.
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Un estado de enerǵıa mı́nima puede ser visto como un estado de peso más bajo de una

representación que se obtiene de realizar la operación de flujo espectral con w > 0. El esṕın J

de este estado viene dado por J = −m− kw/2. De manera análoga, si w < 0, el automorfismo

de flujo espectral mapea el mismo estado a uno de peso más alto con esṕın K = m + kw/2.

Dado que ambos contribuyen al mismo operador, los estados con flujo están etiquetados por el

valor absoluto del flujo espectral.

Se denotará al vértice con flujo espectral en la base x como Φjw
K (x|z), donde w es la cantidad

de flujo espectral (positiva) y el supráındice j fue introducido para recordar el esṕın del estado

original a partir del cual se construye. Dado que tanto los estados de peso más bajo y los de

peso más alto contribuyen al mismo operador en base x, los campos con flujo están etiquetados

con el valor absoluto del valor del flujo espectral. El correlador correspondiente viene dada por

ΦJ
N (K|w|X|Z) =

〈
N∏
i=1

Φjiwi
Ki

(xi|zi)

〉
, (10.7.2)

con J , X, w y Z como antes y K = (K1, . . . ,KN ). Como en las secciones anteriores, cuando

w = 1 se escribirá Φ̂j
K(x|z) y, consecuentemente, la función de N puntos con w = (1, 0, . . . , 0)

será denotada como Φ̂J
N (K|X|Z). Nótese que en este caso K difiere de J solo en la primera

entrada, i.e., K = (K1, j2, . . . , jN ).

La transformación entre las bases se lleva a cabo en analoǵıa con (10.4.2)

Φjw
K (N |z) =

∫
C
d2xxK+N x̄K̄+N̄Φ−1−j,w

−1−K (x|z), (10.7.3)

donde N es el autovalor ante J3
0 y, a partir de este mapa, se tiene

Φjw
K (±K|z) = Φ∓wj (±K ± kw/2|z). (10.7.4)

Basado en el conocimiento de la dependencia de las amplitudes en las coordenadas del borde,

en [68] se notó que esta última identidad es suficiente para determinar la constante que queda

sin fijar después de utilizar la invariancia de los correladores bajo la simetŕıa global SL(2,C).

Esta idea fue implementada exitosamente para obtener el propagador para un estado con flujo

espectral arbitrario y para la función de tres puntos con un único estado con flujo w = 1.

Expĺıcitamente, se probó que

ΦJ
2 (K|w|X|Z) =

∣∣∣∣z2∆
j1w1
K1

12

∣∣∣∣−2 ∣∣∣x2K1
12

∣∣∣2 Vconf
|1 + 2K1|2

π2
δw1w2 ×[

δ(1 + j1 + j2) +B(j1)Λj1w1

K1
δ(j1 − j2)

]
, (10.7.5)

donde K1 = K2,

ΛjwK = cj,−1−K+kw/2 =
π

γ(−2j)

γw (−1− j −K)

γw (j −K)
, (10.7.6)

con

γw(x) = γ (x+ kw/2) , (10.7.7)
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y

∆j1w1

K1
= ∆j1 − w1K1 − w1 + kw2

1/4. (10.7.8)

Nótese que

lim
K→j

Λj,w=0
K =

π2

Vconf(1 + 2j)2
, (10.7.9)

por lo que el término regular de la función de dos puntos por estados sin flujo se obtiene en el

mismo ĺımite, tomando

Φji(xi|zi) = lim
Ki→ji

Φji,wi=0
Ki

(xi|zi), (10.7.10)

para i = 1, 2. No se espera obtener el término de contacto a partir de (10.7.5) dado que los

espines para las dos inserciones coinciden.

Con respecto a la función de tres puntos, viene dada por

Φ̂J
3 (K|X|Z) = |C(∆̂|Z)|−2|C(K|X)|2D̂(J |K) (10.7.11)

con ∆̂ =
(

∆̂j1
K1
,∆j2 ,∆j3

)
con ∆̂j1

K1
= ∆j1,w1=1

K1
y

D̂(J |K) =
1

π2

D̂(J)γ(1− j1 +K1 − k/2)γ(2 + 2K1)

γ(2 +K1 + j2 + j3)γ(1 +K31)γ(1 +K12)
. (10.7.12)

A continuación se generalizará estas expresiones para la función de cuatro puntos con un estados

con flujo w = 1, Φ̂J
4 (K|X|Z). No se obtendrá una expresión integral para este correlador

fuera del dominio (10.6.6)-(10.6.7), dado que más allá de esta región no es ĺıcito igualar la

transformada a base m con (10.6.28) utilizando (10.7.4).

Gracias a (10.6.28), se espera una dependencia de Φ̂J
4 (K|X|Z) en Z de la forma

∣∣∣Ξ(∆̂|Z)
∣∣∣−2

con ∆̂ =
(

∆̂j1
K1
,∆j2 ,∆j3 ,∆j4

)
, con la dependencia restante en la hoja de mundo dada por el

cociente anarmónico.

En el ĺımite de factorización, el bloque conforme debeŕıa corresponder a una función que

reduzca Φ̂J
4 (K|X|Z) a (10.6.28) luego de transformar a la base m y usando (10.7.4). Una

elección apropiada viene dada por

ĜJj (K|X|z) ∼ |z|2
(

∆j−∆̂
j1
K1
−∆j2

)
Gj(K|X), (10.7.13)

con Gj(K|X) definida como en (10.5.8)-(10.5.12). En efecto, de (10.7.12) puede probarse que

D̂(−1− J | − 1−K) =
D̂(−1− J)Ŵ (J |M)

W (K| ±K1,m2,m3)
, (10.7.14)

con m1 = ±K1 ± k/2 (ver [131]) por lo que la transformada a base m de Gj(K|X) da como

resultado D̂j(J |M) cuando se la evalúa en un estado de peso extremo y se la combina con

(10.6.8), de acuerdo con (10.6.28).

En resumen, se tiene

Φ̂J
4 (K|X|Z) =

∣∣∣Ξ(∆̂|Z)
∣∣∣−2
∫
C+

dj D̂j(J |K)ĜJj (K|X|z), (10.7.15)
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expresión que será válida mientras que J satisfaga (10.6.6)-(10.6.7).

Pueden hacerse dos verificaciones de consistencia sobre (10.7.15). La primera es a través de

(10.7.10). Dado que D̂(J |K) equivale a D(J) en este ĺımite, (10.7.11) se reduce a (10.2.27) y

(10.7.15) se reduce a (10.5.1), como se espera. Es importante notar aqúı que la región (10.6.6)-

(10.6.7) se encuentra desplazada a (10.5.21)-(10.5.22) cuando se toma w1 = 0.

La segunda verificación se sigue de elegir j2 = −k/2. En este caso, D̂12(j) ∝ δ(j − j′1), con

la constante de proporcionalidad dependiendo únicamente de k y, de esta forma la integral en

(10.7.15) puede ser calculada. La expresión que se obtiene está de acuerdo con la forma de la

función de cuatro puntos calculada en [132].

140



Caṕıtulo 11

Conclusiones

Esta tesis se ha focalizado en el estudio de dualidades en Teoŕıa de Cuerdas. En la primera parte

se ha tratado la teoŕıa doble de campos (DFT: “Double Field Theory”, en inglés) una teoŕıa de

campos que hace del grupo de T-dualidad de Teoŕıa de Cuerdas una simetŕıa manifiesta.

En los primeros caṕıtulos se ha introducido la teoŕıa de cuerdas y la simetŕıa de T-dualidad

que surge al compactificarla en un variedad toroidal. Para ciertos puntos del espacio de módulos

de la compactifiación, se ha observado que el espectro de bajas enerǵıas usual (dado por un

gravitón G, el tensor antisimétrico de Kalb-Ramond B y el dilatón) se ve complementado por

nuevos estados que dan lugar a una simetŕıa de gauge no necesariamente abeliana. En estos

casos, los campos de fondo G y B agrupados como E = G+B obedecen

Eij = Cij , i > j, Eii =
1

2
Cii, Eij = 0, i < j,

donde Cij es la matriz de Cartan del álgebra correspondiente al grupo de gauge G̃. En la sección

3.5 se trataron expĺıcitamente los casos del S1 y T 2.

En el caṕıtulo 4 se han descrito las caracteŕısticas principales de DFT. Las simetŕıas de

gauge abelianas de una compactificación de Kaluza-Klein en Teoŕıa de Campos corresponden

a las isometŕıas de las direcciones compactas. En Teoŕıa de Cuerdas, el enrollamiento, como

un número cuántico adicional a los modos de Kaluza-Klein, admite la posibilidad de considerar

isometŕıas que provengan de compactificaciones en un espacio con el doble de coordenadas. De

ah́ı que DFT se defina en un espacio doble, parametrizado por coordenadas XM = (x̃i, x
i),

donde x son las coordenadas usuales del espacio tiempo y x̃ son las coordenadas conjugadas

al enrollamiento de la cuerda. La teoŕıa posee simetŕıa O(D,D,R) de manera manifiesta, que

incluye as la simetŕıa de T-dualidad O(D,D,Z). Se han introducido las distintas formulaciones

de la teoŕıa: partiendo desde su formulación inicial en términos de los campos de supergravedad

como el dilatón, el tensor antisimétrico y la métrica, sin simetŕıa O(D,D,R) manifiesta pasando

luego a versiones invariantes ante el grupo O(D,D,R) como la formulación en términos de la

métrica generalizada (un tensor de rango 2) y, finalmente, en término de los flujos. También se
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han tratado las modificaciones a nociones geométricas heredadas de Teoŕıa de Cuerdas como la

derivada de Lie Generalizada: una derivada de Lie compatible con la simetŕıa O(D,DR).

Sin embargo, las simetŕıas de gauge no abelianas requieren estructuras adicionales. En el

caṕıtulo 5 se aborda el problema de cómo incorporar los nuevos grados de libertad que surgen

de considerar una compactificación toroidal que da lugar a un agrandamiento de la simetŕıa

de gauge. Como se mostró en [82], en el caso de una compactificación en un ćırculo de radio

autodual, la simetŕıa O(d + 1, d + 1) debe promoverse a O(d + 3, d + 3). En [76] se han

incorporado los grupos de gauge no abelianos que surgen como grupos de agrandamiento en

toros T k construyendo una teoŕıa O(d + n, d + n) covariante, donde n es la dimensión de los

grupos de agrandamiento izquierdos y derechos. La acción efectiva de una compactificación

toroidal de la Cuerda Bosónica fue reproducida mediante una reducción de Scherk-Schwarz de

la acción de DFT. Esta acción reducida da lugar a las masas correctas de los vectores y escalares

de Teoŕıa de Cuerdas (en la vecindad de un punto de agrandamiento de la simetŕıa) a partir

de un mecanismo de Higgs. Es interesante notar, además, que el conjunto completo de estados

que se vuelven no masivos en cualquier lugar del espacio de módulos de la compactificación en

T k, pueden obtenerse considerando una compactificación de un toro T k
′

con k′ > k.

En la construcción de la matriz de twists que da lugar al álgebra del grupo de gauge, los

campos vectoriales con momento compacto o número de enrollamiento no nulos surgen a partir

de una compatificación de Kaluza-Klein de una “métrica” y de un “campo de Kalb-Ramond”

en una variedad 2n-dimensional, con n la dimensión de los grupos de agrandamiento izquierdos

y derechos, y la matriz de twists dada por el vielbein generalizado. Este vielbein depende

de las coordenadas de un toro doble k-dimensional asociado a los generadores de Cartan del

álgebra. Las constantes de estrucutra pueden obtenerse del vielbein mediante la utilización

de la derivada de Lie deformada (5.2.8), consistente con las simetŕıas locales y la covariancia

O(k, k) de la teoŕıa. La deformación es necesaria para dar cuenta de los factores de cociclo que

son necesarios para recuperar el álgebra correspondiente, y rompe la simetŕıa O(d + n, d + n)

a O(d+ k, d+ k). El “tensor de cociclos” (5.2.9) cumple los v́ınculos de consistencia necesarios

de GFDT (5.2.9).

Una propiedad interesante del vielbein generalizado es que es un autovector de ∂M∂M . De

hecho, satisface una versión modificada del v́ınculo débil, que no es otra cosa que la forma del

operador para la “condición de igualdad de niveles” (LMC).

Esta construcción del vielbein es alternativa a la formulación de DFT en variedades de

grupo [93, 133]. En este marco, para los puntos de agrandamiento de la simetŕıa, el vielbein

dependeŕıa de las n coordenadas de la variedad del grupo, sin embargo no está clara la relación

con las coordenadas f́ısicas del toro de compactificación.

DFT pone de manifiesto la simetŕıa de T-dualidad de Teoŕıa de Cuerdas incluso antes de

realizar una compactificiación y proporciona un marco útil para estudiar esta simetŕıa. Desde su
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primera formulación, se ha conseguido un gran progreso en el que propiedades y caracteŕısticas

de Teoŕıa de cuerdas fueron reproducidas. Para nombrar algunos ejemplos, fue posible ir más

allá de supergravedad al incorporar correcciones α′ [134–137] e incorporar estados masivos [91].

En una segunda parte de la tesis, se trata la estructura L∞ en Supergravedad y en Teoŕıa

de Campos Excepcional E7(7), basándose principalmente en el trabajo [77]. Los caṕıtulos 6, 7

y 8 forman una breve introducción al tema.

Las álgebras L∞ surgieron en el campo de la F́ısica en CSFT [43] y luego en un gran número

de Teoŕıa de Campos [46, 47, 47]. Recientemente se sugirió en [38] que las álgebras L∞ están

presentes en Teoŕıas Clásicas de Campos y es en este marco que resulta de interés explorar la

relación entre esta estructura y Supergravedad y en Teoŕıa de Campos Excepcional E7(7).

En el caṕıtulo 6 se presenta la estructura de gauge de las supergravedades gaugeadas en

cuatro dimensiones, en donde los grupos de gauge dados por p-formas se organizan en la

jerarqúıa de tensores. Las supergravedades poseen simetŕıas de dualidad y, similarmente a

lo que ocurre en el caso de DFT, para obtener formulaciones que expliciten esta simetŕıa se

introducen derivadas de Lie Generalizadas (distintas a las de DFT) con sus correspondientes

corchetes. Estas construcciones se basan en el tensor de embedding que también se presenta en

este caṕıtulo.

En el caṕıtulo 7 se continúan con las ideas del caṕıtulo anterior y se presenta el caso de las

teoŕıas que gozan de U-dualidad, en donde el grupo de simetŕıa viene dado por En(n) [30–32].

Para obtener una teoŕıa con esta simetŕıa manifiesta, en [33,34] se introdujo la idea de extender

el espacio-tiempo y/o el espacio tangente y modificar la derivada de Lie de forma de captar

esta simetŕıa de manera similar a lo hecho en DFT.

En el caṕıtulo 8 se introduce brevemente el álgebra L∞. Se trata de una generalización

de las álgebras de Lie, definida sobre un espacio gradado , en donde el producto bilineal dado

por el corchete de Lie se generaliza a una serie de nuevos productos, denotados como `k, con

k ∈ N0, `k : X⊗k → X. Estos productos obedecen identidades dadas por la ecuación (8.1.9),

una generalización de la identidad de Jacobi para las álgebras de Lie. Por ejemplo, para `1

se tiene `1(`1(x)) = 0 , con x un elemento del álgebra, lo que establece que el producto

debe ser nilpotente. Para `1 y `2 se tiene `1(`2(x1, x2)) = `2(`1(x1), x2) + (−1)|x1|`2(x1, `1(x2)),

donde |x1| hace referencia al grado del elemento x1. A partir de esta expresión, `1 puede ser

interpretado como un operador diferencial sobre los argumentos de `2, que satisface la regla de

Leibniz. Además, en este caṕıtulo se trata también la relación de las álgebras L∞ con Teoŕıa de

campos a partir de la sugerencia en [38], en donde se establece que los campos, transformaciones

de gauge, y las ecuaciones de movimiento son elementos de los distintos subespacios gradados

en el álgebra.

En el caṕıtulo 9 se estudia la relación entre el álgebra de la jerarqúıa de tensores y las

álgebras L∞. Se discuten varios casos para cuatro dimensiones del espacio tiempo, como la
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jerarqúıa de tensores que surge al considerar la formulación de Kaluza-Klein de DFT [110], el

caso de Teoŕıa de Campos Excepcional E7(7) y las jerarqúıas que aparecen en supergravedades

gaugeadas [111]. Se trata solamente el sector de las p-formas perteneciente a la jerarqúıa de

tensores y sus transformaciones de gauge, dejando de lado el gravitón y los escalares. El motivo

de esta exclusión es que los campos deben ser expandidos en potencias alrededor de un valor de

fondo y aśı obtener una expansión perturbativa que permita hacer contacto con la estructura

L∞ y los campos que obedecen algún tipo de v́ınculo, como la métrica generalizada en DFT, son

problemáticos debido a que la potencia a la que aparece el campo puede ser alterada mediante

la utilización de los v́ınculos. Por otro lado, los campos que aparecen con su inversa (la métrica

en Relatividad General, por ejemplo), llevan a una expansión infinita, dando lugar a infinitos

productos `n. Es por esto que se discute únicamente el sector de la jerarqúıa de tensores, que

da lugar a una expansión finita en potencias de los campos, fijando el resto de los campos a

sus valores de fondo. Además, se analizan principalmente los sectores Lgauge
∞ o Lgauge+campos

∞ ,

subálgebras de la estructura L∞ de la teoŕıa completa (que incluye también a las ecuaciones de

movimiento).

En todos los casos fue posible establecer contacto entre las teoŕıas y las álgebras L∞, se

explicitaron todos los productos `k necesarios y se verificaron las identidades (8.1.9). Este

trabajo aporta un nuevo ejemplo en donde se pone de manifiesto la presencia de la estructura

L∞ subyacente en una Teoŕıa de Campos. Resultaŕıa interesante continuar en esta ĺınea para

determinar si, como se sugiere en [38], esta estructura está presente en toda Teoŕıa de Campos

Clásica que sea consistente, y si sirve como gúıa a la hora de establecer una Teoŕıa de Campos,

o para encontrar deformaciones.

Finalmente, en una tercera parte se trata el caso de la cuerda bosónica en AdS3, utilizando

el modelo SL(2,R)-WZW. En el caṕıtulo 10 se presenta el modelo H+
3 -WZW, a partir del

cual se obtienen parte de los resultados de SL(2,R)-WZW como continuación anaĺıtica. En

este último modelo, el espectro debe completarse con representaciones obtenidas mediante la

operación de flujo espectral. El objetivo de esta sección es estudiar la función de correlación

de cuatro puntos para estados con flujo espectral no trivial. Empezando desde la expresión

en base m para la función de cuatro puntos sin flujo espectral con al menos un estado en el

espectro discreto, se mostró que los bloques conformes pueden escribirse en términos de estados

de pesos extremos también pertenecientes a una serie discreta. Para esto se utilizaron los

mismos métodos que en [73,126,128] para relajar la condición de peso extremo en los estados.

Un procedimiento similar se implementó para estudiar la función de cuatro puntos con una

unidad de flujo espectral. En primera instancia, se obtuvo una expresión integral factorizada

para un correlador con un estado dado por la imagen ante flujo espectral de un estado de peso

extremo. Esta expresión luego fue transformada a la representación de espacio-tiempo, que es

más conveniente a la hora de una interpretación de los reusltados. La transformación a la base

x se obtuvo siguiendo las ideas en [68]. Se determinó la dependencia de la función de cuatro
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puntos con una unidad de flujo espectral tanto en la hoja de mundo como en las coordenadas de

espacio tiempo. La expresión integral en el espacio tiempo fue obtenida bajo la suposición que

los espines externos pertencen a un determinado dominio. Una continuación natural de este

trabajo consistiŕıa en obtener un correlador que de cuenta de todos los espines posibles, haciendo

una continuación anaĺıtica de esta expresión como fue hecho para la función de cuatro puntos

sin flujo espectral en [68], teniendo en cuenta contribuciones de estados en representaciones

discretas provenientes de los polos que cruzan el contorno de integración mientras se vaŕıan

continuamente los valores de los espines fueran del dominio dado por (10.6.6)-(10.6.7).
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Apéndice A

Álgebras de Lie

En este apéndice se reúnen todas las definiciones y notación usada en la tesis con respecto a las

álgebras de Lie simply-laced de dimensión n. Se seguirá principalmente la exposición en [96].

Se dará en primer lugar una discusión general y luego se especializará en ejemplos usados en

otros caṕıtulos de esta tesis.

Un álgebra de Lie puede especificarse por un conjunto de generadores Xa, a = 1, ..., n y sus

relaciones de conmutación [
Xa, Xb

]
= fabcX

c , (A.0.1)

donde las constantes fabc son las constantes de estructura y [·, ·] es un operador bilineal que

satisface la identidad de Jacobi[[
Xa, Xb

]
, Xc

]
+
[[
Xb, Xc

]
, Xa

]
+
[
[Xc, Xa] , Xb

]
= 0 . (A.0.2)

En la base estándar de Cartan-Weyl, los generadores se definen de la siguiente manera. En

primer lugar, se fija un conjunto de generadores Hm (m = 1, . . . , k) (llamados generadores

de Cartan) que expanden una subálgebra conmutativa (subálgebra de Cartan). Aqúı, k es la

dimensión del subálgebra de Cartan y determina el rango del álgebra completa. El resto de los

generadores se eligen de forma de ser autovectores de todos los Hm bajo la acción adjunta, es

decir,

[Hm, Jα] = αmJα. (A.0.3)

El vector k-dimensional α es una ráız del álgebra de Lie, y su generador asociado, Jα, se

denomina operador escalera o de subida (bajada).

La identidad de Jacobi muestra que el conmutador de dos generadores escalera asociados a

ráıces opuestas conmuta con todos los generadores de Cartan, por lo que debe ser un elemento

del subálgebra de Cartan. La elección de este elemento fija la normalización de los generadores
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escalera. Usualmente, se fija como 1

[Jα, J−α] = α ·H, (A.0.4)

donde α · H = αmδmnH
n. Por otro lado, el conmutador de dos operadores escalera Jα y Jβ

debe anularse si α+ β no es una ráız y debe ser proporcional a Jα+β si lo es, expĺıcitamente:

[Jα, Jβ] = Nα,βJ α+β si α+ β es una ráız. (A.0.5)

La forma de Killing se define como

K(X,Y ) =
1

2g
Tr (AdXAdY ) , (A.0.6)

donde g es el número de Coxeter dual del álgebra de Lie. En la base de Cartan-Weyl se tiene

K(Hm, Hn) = δmn, K(Jα, J−α) = 1, (A.0.7)

para cualquier ráız α.

Cualquiera de estas ráıces α puede escribirse como

α = nmβm , (A.0.8)

donde {βm} es una base para el espacio de ráıces de k dimensiones. La ráız α se dice positiva

si el primer número no nulo en la secuencia (n1, n2, ...) es positivo y se le asociará un operador

de subida. Se usará la siguiente notación: tomando el conjunto {αi} de ráıces positivas, i =

1, ..., 1
2(n− k), se denotarán a los operadores de subida y de bajada como

J i = Jαi para operadores de subida,

J ı = J−αi para operadores de bajada. (A.0.9)

Las constantes de estructura tendrán el mismo tipo de ı́ndices, por ejemplo (sin suma sobre i):

[
Hm, J i

]
= fmiiJ

i , con fmii = αi
m , (A.0.10)

donde αi
m = (αi)

m es la componente m-ésima del vector αi.

Las ráıces simples son aquellas que no pueden escribirse como combinación de dos ráıces

positivas y proveen una base para el espacio dual del subálgebra de Cartan. Se denotará con

αp, p = 1, . . . , k, a las ráıces simples. Toda la información de un álgebra de Lie puede extraerse

de la matriz de Cartan, constrúıda a partir de las ráıces simples como

Apq = αp · αq = αp
mδmnαq

n. (A.0.11)

1Algunas de las ecuaciones están escritas usando el hecho de que para álgebras simply-laced |α|2 = αmδmnα
n =

2.
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Esta matriz resulta particularmente útil en la base de Chevalley, que se explicará a continuación.

En la base de Chevalley, se asocian dos generadores ep y fp a cada ráız simple αp. Estos

generadores son los generadores de subida Jp y de bajada Jp. Los generadores de Cartan se

definen como

hp = αp ·H. (A.0.12)

Las relaciones de conmutación en esta base son

[hp, hq] = 0,

[hp, eq] = Aqp eq,

[hp, f q] = −Aqp f q,

[ep, f q] = δpq hq, (A.0.13)

donde no hay suma sobre p o q.

Los generadores restantes se obtienen mediante conmutadores de los anteriores, sujetos a

las relaciones de Serre:

(Ad(ep))1−Aqp eq = [ep, [ep, · · · , [ep︸ ︷︷ ︸
(1−Aqp) veces

, eq]]] = 0 , (A.0.14)

y de manera similar para f .

Las ráıces no simples son una combinación lineal de las simples

αu = np
uαp , (A.0.15)

con u = 1, ..., 1
2(n−3k) etiquetando a las ráıces no simples. Si todas las αp son ráıces positivas, y

todos los np son positivos para una dada ráız u, entonces αu es una ráız positiva. Las relaciones

de conmutación para los generadores asociados a estas ráıces son (sin suma sobre u):

[hp, eu] = cpueu,

[hp, fu] = −cpufu, (A.0.16)

con

cpu = αp · αu = Apqnq
u. (A.0.17)

Se tiene entonces

[eu, fu] = np
u hp . (A.0.18)

La forma de Killing en la base de Chevalley es

K(ei, f j) = δij , K(hp, hq) = Apq. (A.0.19)
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Será útil escribir expresiones expĺıcitas para algunas constantes de estructura fabc (con

todos sus ı́ndices en la posición inferior) dada que habrá muchas contracciones que involucren

constantes de estructura con ı́ndices en esta posición. La p−ésima fila de la matriz de Cartan

da las constantes de estructura en la base de Chevalley para la p−ésima ráız simple, i.e.:

Apq = f qpp , (A.0.20)

y bajando todos los ı́ndices con K−1 se tiene

fqpp = δpq . (A.0.21)

Para ráıces no simples se tiene (sin suma sobre u)

fpuu = cpu , (A.0.22)

y entonces

fpuu = np
u. (A.0.23)

A continuación se darán dos ejemplos de interés para esta tesis. Para SU(2)2 las ráıces

simples pueden tomarse como

α1 =
√

2(1, 0) , α2 =
√

2(0, 1) . (A.0.24)

La matriz de Cartan es

A =

(
2 0

0 2

)
. (A.0.25)

Las relaciones de conmutación no triviales son

[h1, e1] = 2e1, [e1, f1] = h1, [h1, f1] = −2f1,

[h2, e2] = 2e2, [e2, f2] = h2, [h2, f2] = −2f2 , (A.0.26)

y las constantes de estructura (antisimétricas) no nulas están dadas por

f111 = f222 = 1. (A.0.27)

Para SU(3) las ráıces simples pueden tomarse como

α1 =
√

2

(√
3

2
,−1

2

)
, α2 =

√
2 (0, 1) , (A.0.28)

y la matriz de Cartan es

A =

(
2 −1

−1 2

)
. (A.0.29)
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Las relaciones de conmutación no nulas son

[h1, e1] = 2e1, [e1, f1] = h1, [h1, f1] = −2f1,

[h2, e2] = 2e2, [e2, f2] = h2, [h2, f2] = −2f2,

[h1, e2] = −e2, [h1, f2] = f2,

[h2, e1] = −e1, [h2, f1] = f1.

(A.0.30)

Después de introducir los generadores

e3 = [e1, e2],

f3 = −[f1, f2],
(A.0.31)

las relaciones de Serre se reducen a

[e1, e3] = [e2, e3] = 0,

[f1, f3] = [f2, f3] = 0.
(A.0.32)

Una vez usadas estas relaciones, se obtienen los restantes conmutadores no triviales

[h1, e3] = e3, [h1, f3] = −f3,

[h2, e3] = e3, [h2, f3] = −f3,

[e3, f1] = −e2, [e1, f3] = −f2,

[e3, f2] = e1, [e2, f3] = f1,

[e3, f3] = h1 + h2 ,

(A.0.33)

y la matriz de 2× 1 cpu definida en (A.0.17) es c13 = c23 = 1.

Las constantes de estructura (antisimétricas) no nulas son

f111 = f133 = f222 = f233 = 1,

f123 = −f123 = 1.
(A.0.34)
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