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Espacios de series de Dirichlet y operadores

Resumen

Esta tesis tiene como objeto contribuir al estudio de la teoria de series de Dirichlet y su
conexién tanto con el andlisis complejo como con el andlisis armoénico, asi como en la teoria de
operadores definidos en estos espacios.

Extendemos la definicion del espacio #(°, formado por las series de Dirichlet uniformemente
convergentes en cada semiplano complejo de parte real positiva, a los espacios de Hardy 7,
definidos por Bayart. Para este nuevo espacio, al que notamos por ¥, analizamos algunas de
sus propiedades topoldgicas, tales como la completitud, nuclearidad y la existencia de bases
incondicionales entre otras. Por otra parte, presentamos una conexién entre estos espacios y
espacios de funciones holomorfas en infinitas variables.

Siguiendo la teoria de operadores de composicién clasica en los espacios de series de Dirichlet,
estudiamos estos operadores en el espacios #,.. Caracterizamos aquellos operadores continuos
asi como los operadores acotados. Por otra parte, estudiamos también los operadores de super-
posicion y diferenciacion en #,. .

Analizamos los operadores de multiplicacién definidos en espacios de Hardy de series de
Dirichlet #,. Estudiamos su rango, espectro y norma esencial. A partir de la conexién con
diferentes dreas del analisis, obtenemos resultados analogos para los operadores de multiplicacién
en espacios de Hardy de funciones holomorfas en infinitas variables asi como en los espacios de
Hardy de funciones definidas en el politoro infinito dimensional.

Extendemos la definicién de los espacios de series de Dirichlet #{° y #, a las series de
Dirichlet generales dependiendo de ciertas frecuencias A. Nos concentramos en las mismas pro-
piedades topoldgicas que nos interesaban y obtenemos diversos resultados dependiendo del tipo
de frecuencia que defina a la serie.

Estudiamos teoremas de tipo Montel. Nos concentramos tanto en los espacios de funciones
holomorfas en infinitas variables como en espacios de funciones uniformemente casi periédicas en
el semiplano complejo de parte real mayor o igual a cero. A partir de esto obtenemos resultados
similares para los espacios de Hardy de series de Dirichlet generales. Como consecuencia de estos
resultados, probamos que tanto el espacio de series de Dirichlet #, como los andlogos definidos
para series generales son espacios de Schwartz.

Palabras claves: Series de Dirichlet, espacios de Hardy, espacios de Fréchet, operadores de compo-
sicién, operadores de multiplicacién, Montel.
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Spaces of Dirichlet series and operators

Abstract

This thesis aims to contribute to the study of the theory of Dirichlet series and its connection with
complex and harmonic analysis, as well as the theory of operators defined on these spaces.

We extend the definition of the space # $°, formed by the uniformly convergent Dirichlet series in each
complex half-plane with positive real part, to the Hardy spaces %, defined by Bayart. For this new space,
which we denote by #, we analyze some of its topological properties, such as completeness, nuclearity
and the existence of unconditional bases among others. On the other hand, we present a connection
between these spaces and spaces of holomorphic functions of infinitely many variables.

Following the classical theory of composition operators on spaces of Dirichlet series, we study these
operators on the space #,. We characterize those continuous operators as well as the bounded operators.
On the other hand, we also study superposition and differentiation operators on #. .

We analyze multiplication operators defined on Hardy spaces of Dirichlet series #,. We study its
range, essential norm and spectrum. From the connection with different areas of analysis, we obtain
analogous results for multiplication operators on Hardy spaces of holomorphic functions of infinitely
many variables, as well as on the Hardy spaces of functions defined on the infinite dimensional polytorus.

We extend the definition of spaces of Dirichlet series #° and # to general Dirichlet series depending
on certain frequencies \. We focus on the same topological properties that interested us above, and we
obtain different results depending on the type of frequency that defines the series.

We study Montel-type theorems. We focus both on spaces of holomorphic functions of infinitely
many variables and on spaces of almost uniformly periodic functions on complex half-plane with real part
greater than or equal to zero. From this we get similar results for Hardy spaces of general Dirichlet series.
As a consequence of these results, we prove that the space of Dirichlet series # as well as the analogous
spaces defined for general series are Schwartz spaces.

Keywords: Dirichlet series, Hardy spaces, Fréchet spaces, composition operators, multiplication
operators, Montel.
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Introduccion

A mediados del siglo XVIII comienzan a utilizarse las series de Dirichlet en el estudio de la distribucién
de los nimeros primos. Son grandes matematicos como Euler, Dirichlet, Riemann y Jensen quienes en el
transcurso de 150 anos convierten a estas series en una de las principales herramientas de la Teoria de
nimeros (ver por ejemplo [Eul4S], [Dir37], [Rie59], [Jen84] y [Jen8S]).

Antes de continuar, recordemos la definiciéon de estas series. Una serie de Dirichlet es una expresion

o0
formal del tipo > a,n~?%, donde (ay,), es una sucesién de niimeros complejos y s una variable compleja.
n=1

o0

A diferencia de las series de potencias, series del tipo > a,2™, las regiones naturales de convergencia de
n=1

estas series (es decir, la regién més grande en la que una serie de Dirichlet converge) son semiplanos del

plano complejo C. Esto es, regiones del tipo
{s € C: Re(s) > oo}

para algin oy > 0. Por ejemplo, si consideramos la zeta de Riemann, la mas famosa de las series de

oo
Dirichlet, Y n~*, su semiplano de convergencia es el semiplano
n=1

{s € C:Re(s) > 1}.

A partir del afio 1900 las series de Dirichlet gozan de una gran popularidad. Muestra de esto es
el interés que atrajo de mateméticos como Bohr, Hardy, Landau, Littlewood, Riesz, entre otros, y que
produjo importantes resultados en un corto periodo. Uno de los temas que llamé la atencién en estos
anos fue el referido a la convergencia de estas series. Discriminar en qué semiplanos una serie de Dirichlet
converge puntual, uniforme o absolutamente condujo al llamado problema de Bohr, el cual consistié en
determinar el ancho méximo de una regién donde una serie de Dirichlet puede converger uniformemente
pero no absolutamente. Este problema, que estuvo abierto durante 18 anos, conté como una de sus
herramientas principales a la ahora conocida como “transformada de Bohr”, que relaciona las series de
Dirichlet con series formales de potencias en infinitas variables. Es decir, con series del tipo > a.2?,

donde z = (z1,22,...) es una tira de infinitas variables, & = (aq,as,...,an,0,...) es una sucesién
eventualmente nula de niimeros enteros no negativos y z es el producto finito definido por 27" 252 ... 23"

De esta forma, considerando la sucesién de ntimeros primos p = (2, 3,5, .. .) y utilizando la descomposicién
en numeros primos de los naturales, para cada n € N existe una inica sucesién eventualmente nula «
tal que n = p®*. Asi Bohr estableci6 una biyeccién entre las series de Dirichlet y las series de potencias

definida por
Z apn” % +—— Z Caz,

siendo a, = ¢, si y sélo si n = p®. Como mencionabamos, esta idea de Bohr generd un puente entre el
las series de Dirichlet y las series de potencias. Sin embargo, producto de diversos motivos, a finales de la
década del treinta el interés en las series de Dirichlet, vista desde el enfoque analitico de Bohr, comenzdé
a diluirse.
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A mediados de la década del noventa este interés volvié a desarrollarse con fuerza. Nuevamente, una
de las claves de este resurgimiento se da en la conexién que se establece entre los espacios de series de
Dirichlet y espacios de funciones, representables como series de potencias, tanto desde un punto de vista
del anélisis complejo como arménico. Como punto inicial podemos mencionar el espacio de las series de
Dirichlet que convergen a funciones acotadas en el semiplano Cop, definido por Queffélec en [Que95| y
notado por . En [HLS97] Hedenmalm, Lindqvist y Seip prueban, mediante la transformada de Bohr,
que este es isométricamente isomorfo al espacio Hn, (T°°). Por otro lado, Cole y Gamelin habian probado
en [CG8G) que este espacio es isométricamente isomorfo a Hoo (B, ), €l espacio formado por las funciones
holomorfas y acotadas en la bola unitaria abierta de ¢y (sucesiones convergentes a cero).

A partir de estos anos comienzan a publicarse una gran cantidad de estudios y resultados muy
relevantes, de los cuales mencionaremos solamente unos pocos relacionados a la tesis.

En [HLS97], la motivacién para Hedenmalm, Lindqvist y Seip era el estudio de la existencia de bases
de Riesz en L2(0,1). Concretamente, los problemas que plantean son para qué funciones ¢ se tiene que
el sistema {¢(nx)}, es una base de Riesz de Lo(0,1) y para cudles es una sucesién completa (siendo este
dltimo un problema establecido por Beurling en 1945). Como indican los autores, una de las ideas de
Beurling es asociar a la funcién ¢(z) = Y a,V/2sin(nmz) la serie Dy, (s) = > a,n~* para de esta forma
intentar expresar las propiedades de la base de Riesz y la completitud en términos de las propiedades
analiticas de estas tdltimas. Esta idea los lleva a definir el espacio de Hilbert #> de series de Dirichlet,

dado por las series Y a,n"° tales que
Z lan|? < oo,

espacio que prueban es isométricamente isomorfo a Ho(T*), y a estudiar los multiplicadores del mismo,
es decir, aquellas series de Dirichlet D tales que DE € #, para toda E € #5, demostrando que estas son
justamente las pertenecientes al espacio #,. Luego de un profundo estudio del espacio #», prueban que
las funciones que definen una base de Riesz en Ls(0,1) son aquellas que pueden expresarse como series
de Dirichlet y para las que D y D~! son multiplicadores.

En [Bay(02] Bayart exiende la definicién de los espacios de Hardy de series de Dirichlet %, para
1 < p < oo tomando como modelo los espacios de funciones H,(T>). Posteriormente, en 2017 Bayart,
Defant, Frerick, Maestre y Sevilla Peris prueban la isometria entre el espacio de funciones holomorfas
H,(¢3N Be,) vy el de series de Dirichlet %, para 1 < p < co (ver [BDF*17]).

Las definiciones de los espacios de Hardy y su conexién con las distintas areas del analisis ha sido
extendida por Defant y Schoolmann al ambito de las series de Dirichlet generales. Esto es, para una
sucesién positiva y creciente A = (A,)n, tal que A, — +o00, la A-serie de Dirichlet se define como
Y a,e ** (notar que si A, = logn entonces son las series de Dirichlet “ordinarias”). En una serie de
articulos muy completos, definen diversos espacios de este tipo de espacios de A-series de Dirichlet (ver
por ejemplo [DS19a)], [DS20al, [DS20b], [Sch20a], [DS19b] y [Sch20b]). Usando técnicas e ideas profundas
obtienen una gran cantidad de resultados para estos espacios de series de Dirichlet, que resultan depender
fuertemente de la sucesion A que define a la serie.

En 2018, en [Bonl8] Bonet define el espacio de Fréchet #{°. Este estd conformado por las series de
Dirichlet convergentes en el semiplano {s € C : Re(s) > 0} y que definen funciones acotadas en cada
semiplano {s € C: Re(s) > ¢} para cada € > 0. Estudia la estructura de este espacio.

Ademaés de, como se puede ver, esta diversidad de profundos y variados resultados, el interés en
este tema a llevado a la escritura de algunos libros muy completos sobre las series de Dirichlet y su
vinculacién tanto con la teorfa de nimeros como con el andlisis complejo y armoénico. Ejemplo de esto es
el de Queffélec y Queffélec [QQ20] y el de Defant, Garcia, Maestre y Sevilla Peris [DGMSP19].

Esta tesis tiene como objetivo realizar una contribucién al desarrollo de estos temas. En una primera
parte, buscamos definir andlogos del espacio #{° y estudiar su estructura. En primer lugar, partiendo
de los espacios de Hardy #,. Comenzamos definiendo un espacio de Fréchet %ﬁ para cada 1 < p < o0,
pero luego vemos que estos espacios son en realidad un mismo espacio que notamos por #,. De esta
forma, para cada 1 < p < co obtenemos una familia de seminormas {|| - ||p.x}x, inducidas a partir de
la norma de %, que definen la misma topologia y obtenemos una equivalencia entre dichas familias de
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seminormas. Esto nos permite probar que el espacio #, es un algebra, algo que difiere de los espacios
#p. Probamos ademads que el espacio es un espacio de Schwartz, obtenemos bases absolutas y probamos
que es no nuclear. Ademés damos un espacio de Fréchet de funciones holomorfas isométrico.

Generalizamos este estudio a espacios de series de Dirichlet generales. Realizamos este estudio para
los espacios previamente definidos por Defant y Schoolmann, #,(A\) ¥y Poc(A), pero damos una versién
mas general para espacios A-admisibles de series de Dirichlet. Nuevamente el foco estd puesto en las
propiedades estructurales de estos espacios. Buscamos determinar la completitud, nuclearidad y encontrar
bases y si estos resultados son o no independientes de la frecuencia .

Un resultado importante para la estructura de estos espacios es el Teorema de Montel para los espacios
de Hardy %, (). En este sentido, probamos un Teorema de Montel para los espacios de Hardy de funciones
holomorfas en infinitas variables y a partir de la conexiéon dada por la transformada de Bohr damos una
version del Teorema para los espacios de Hardy de series ordinarias (este resultado ya habia sido obtenido
por Defant y Schoolmann en un marco més general, usando técnicas diferentes). Para las series generales
probamos un Teorema de Montel para las funciones uniformemente casi periédicas y nuevamente esto
nos permite probar un Teorema de Montel para los espacios de Hardy de series generales, mostrando que
este no depende de la frecuencia A (extendiendo en este sentido el teorema antes mencionado).

En una segunda parte de nuestro trabajo nos enfocamos en operadores definidos en espacios de series
de Dirichlet.

Tratamos en primer lugar con los operadores de multiplicacion. Para definir estos operadores, que
tienen su origen en el Teorema espectral en la década del treinta, consideremos el espacio de Hilbert
Lo(T, i) con la medida lebesgue normalizada. Decimos que una funcién g, medible en T, define un
operador de multiplicacién si gf € Lo(T, 1) para toda funcién f € Lo(T, p). El estudio de estos operadores
fue evolucionando en diversas direcciones, una de las cuales es el estudio de los llamados operadores de
Toeplitz. Si consideramos el subespacio de Hilbert Ha(T) de L2(T, 1) dado por todas las funciones f para
las que su n-ésimo coeficiente de Fourier

Fn) = / Flwywmitdy
T

es nulo si n < 0, entonces decimos que una funcién g, medible en T, define un operador de Toeplitz si el
operador Ty(f) = P(gf) es continuo de Lo(T, 1) en Ho(T), siendo P la proyeccién de Lo(T, ) en Ho(T).
Por otro lado, el operador de Toeplitz analitico se define como aquellas funciones g tal que multiplicar por
Ty(f) = gf define un operador continuo de Ha(T) en Hy(T), es decir sin la necesidad de proyectar. Estos
operadores fueron ampliamente estudiados en distintos espacios de funciones, entre los que destacamos
en particular los espacios de Hardy en el disco, definido como el de las funciones holomorfas en D tales
que

. 2

Og{gl/ﬁ(rwﬂ dw < 00
T

y que notamos por Ha(D) (ver [Doul2l, Capitulo 7] y [Vuk03]).

Como hemos visto, el primer vinculo que podemos mencionar entre estos operadores y las series de
Dirichlet se encuentra en el estudio de las bases de Riesz de Lo (0, 1), en [HLS97], por parte de Hedenmalm,
Lindqvist y Seip. Unos afios méas tarde, Bayart en [Bay02] extiende el estudio de los multiplicadores para
los restantes espacios de Hardy 7.

Como uno de nuestros objetivos nos planteamos caracterizar las funciones ¢ que definen operadores
de multiplicaciéon M., : #, — #, para cada 1 < p,q < oo, para esto utilizamos fuertemente la relacién
con los espacios de funciones. Probamos que una funcién ¢ es un multiplicador para series de Dirichlet
si y sélo si su imagen por la transformada de Bohr es un multiplicador para los espacios de funciones,
podemos desplazarnos de un espacio a otro y utilizar las herramientas mas convenientes. De esta manera
estudiamos propiedades de los operadores de multiplicacién, por ejemplo, damos estimaciones de la norma
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esencial en términos del multiplicador, damos condiciones para que el rango sea cerrado y estudiamos el
espectro en términos de la imagen del operador.

Otros de los operadores que estudiamos son los operadores de composicion. El estudio de estos
operadores comienza ha mediados de los 60 con el trabajo de Nordgren [Nor68]. En este, Nordgren
estudia para ciertas funciones ¢, definidas en T de modo tal que |p(w)| = 1 para casi todo w, el operador
Cy : Ly(T, p) = Lo(T, ) dado por Cy,(f) = fop. Aligual que los operadores de multiplicacion, el estudio
de los operadores de composicién evoluciond a estudiar este tipo de operadores en distintos espacios de
funciones, siendo tal vez los mas importantes los definidos en los espacios de Hardy H,(D) (ver por
ejemplo [Shal2] y [CIM95]). Los principales resultados, tanto en una como en varias variables, relacionan
la continuidad, compacidad y otras caracteristicas del operador C', con el comportamiento geométrico y
analitico de la funcién ¢.

En 1999 Gordon y Hedenmalm estudian las funciones ¢ que definen operadores de composicién pero
ahora en el espacio de series de Dirichlet #o (ver [GH99]). A partir de esta caracterizacién, en [Bay02]
Bayart estudia las funciones que definen operadores de composicién en los restantes %, y algunas de sus
caracteristicas. Posteriormente, en [Bonl§|, Bonet extiende este estudio al espacio #° caracterizando
ademas las condiciones bajo las cuales el operador es continuo y aquellas para las que es acotado.

Continuando con esta linea, realizamos un estudio de los operadores de composiciéon al espacio #.
Caracterizamos las funciones ¢ que definen operadores de composicién en #,; y damos condiciones ne-
cesarias y suficientes, en términos de la imagen de la funcién ¢, para que el operador sea continuo o
acotado.

Inspirados en lo realizado en [BCMG™21]|, estudiamos las funciones que definen operadores de super-
posicién en #° y en # . Utilizamos las equivalencias de las seminormas y herramientas de la teorfa de
nimeros para probar, a partir del decaimiento de los coeficientes de Taylor, que existen funciones enteras
que definen operadores de superposicién, pero que no toda funcién entera lo define. La necesidad de un
decaimiento muy rapido de los coeficientes excluye a funciones como las trigonométricas e incluso a la
exponencial de aquellas funciones que definen operadores de superposicion.

Siguiendo lo realizado por Bonet en [Bon20], también estudiamos los operadores de diferenciacién e
integracién en ;.

La tesis estd organizada en los siguientes cinco capitulos.

El Capitulo [I| contiene las principales definiciones y propiedades de series de Dirichlet ordinarias que
vamos a necesitar en los capitulos siguientes. De igual forma, damos las definiciones y propiedades de los
espacios de funciones y su conexién con los espacios de Hardy mediante la transformada de Bohr.

En el Capitulo [2| definimos para cada espacio de Hardy %, el espacio de series de Dirichlet #7%, que
se corresponde a #°. Vemos que para 1 < p < oo estos en realidad son un tnico espacio de Fréchet
# .. Estudiamos la estructura de este espacio y su conexién con los espacios de funciones holomorfas. Al
final del capitulo, vemos un Teorema de Montel para los espacios H,(¢2 N B, ), que ademds nos permite
obtener una demostracién del Teorema de Montel para los espacios de Hardy #,, diferente a la realizada
por Defant y Schoolmann en [DSI9b].

En el Capitulo [3| comenzamos con una primer seccion de introduccién a las series de Dirichlet gene-
rales. Generalizamos los resultados del Capitulo [2] para este tipo de series y para espacios de funciones
uniformemente casi periddicas. Probamos que el resultado del Teorema de Montel para los espacios de
Hardy no depende de la frecuencia, esto lo hacemos a partir de probar un Teorema de Montel para
espacios de funciones uniformemente casi periddicas.

A partir del Capitulo [ estudiamos operadores en los espacios de series de Dirichlet. Comenzamos
caracterizando las funciones ¢ que definen operadores de multiplicacién de #, en #, para cada 1 < p, ¢ <
oo. Estudiamos las propiedades de dichos operadores de multiplicacién como su rango y norma esencial
en general y los distintos espectro para los operadores de multiplicaciéon que actiian en un mismo espacio
Hp.

En el Capitulo [f] analizamos los operadores de composicién en el espacio definido en el Capitulo [2}
Estudiamos la continuidad y la acotacion de este espacio. Analizamos la buena definicién de los operadores
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de superposicién (considerados por primera vez para series de Dirichlet en [BCMG™21]) tanto para %,
como para #{°. Analizando el decaimiento de los coeficientes de Bohr probamos que hay funciones
holomorfas que definen operadores de superposicién y otras que no como trigonométricas o la exponencial.
Finalmente estudiamos los operadores de integracién y diferenciacién en % .

Por tltimo la tesis cuenta con un Apéndice [A] En este damos una sintesis de algunas definiciones y
resultados topéligos generales que utilizamos. A pesar de ser resultados conocidos entendemos conveniente
que estén incluidos para facilitar la lectura de la misma.

Los resultados de este trabajo forman parte de los siguientes articulos [FVGMSP21], [DFVSSP21],
[FVGSP22a] y [FVGSP22b).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Series de Dirichlet ordinarias

Las series de Dirichlet ordinarias, o series de Dirichlet a secas, son unas de las herramientas principales
de la teoria analitica de niimeros. En pos de dar una idea del rol importante que juegan en esta area de las
matematicas vamos a realizar un breve recorrido histérico, el cual puede estudiarse con mayor completitud
por ejemplo en [AM14] o [HR13], mientras vamos mencionando las propiedades que usaremos a lo largo
de la tesis.

El comienzo de las series de Dirichlet bien prodria fijarse en 1737. En este afio, Euler da una prueba
de la existencia de infinitos ntimeros primos, Teorema de Euclides, a partir de métodos analiticos (puede
verse por ejemplo en [Eul48]). Para esto demuestra, la hoy conocida como Férmula del producto de Euler,
que para todo ntimero real s mayor a 1 se tiene

1\ &1
11 (1175) :ZE’ (1.1)
peEp n=1

siendo p la sucesion de nimeros primos. De este modo, si la cantidad de nimeros primos fuese finita,

-1
tendriamos que el lado izquierdo de la igualdad tiende a [] (1 — l) cuando s tiende a 1. Mientras que
PEP

= 00. A su vez, también probd que si s es mayor a 1

3=

o0
el lado derecho converge a la serie arménica Y

n=1
entonces

log (i nl> = Zpi +0(1). (1.2)

n=1 peEP

(oo}

Es decir, que existe una constante C' > 0, que no depende de s, tal que |log( Zl ni) — Zej # <C. En
n= pEP

particular, esto nos dice que > % = oo y por lo tanto se puede deducir que la distribuciéon de los niimeros

pEP
primos en los naturales es mds densa que, por ejemplo, la sucesién n2.

Cien afios mas tarde, ya en 1837, Dirichlet profundiza el estudio de la distribucién de los nimeros
primos, probando que si a y d son coprimos positivos entonces se pueden encontrar infinitos nimeros
primos en el conjunto {a + dn : n € N}. O dicho de otra forma, que existen infinitos niimeros primos
congruentes a a médulo d, siempre que a y d sean coprimos. Para llegar a esto, e inspirado por la

demostracién realizada por Euler (ver [Dir37]), Dirichlet muestra que la serie > zlz es divergente. En
p=a(d)
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busca de obtener una igualdad del tipo (1.1)), se puede definir la funcién

fn) = {1 sin = a(d)

0 si no,

—1

de modo que el lado izquierdo de la ecuacién puede expresarse como [] (1 — %) . Sin embargo, al
peEP

desarrollar el producto en (|1.1)) puede verse que una condicién necesaria para llegar a una expresiéon de

este tipo es que las funcién f sea multiplicativa. Este obstdculo es salteado por Dirichlet definiendo los
ahora conocidos como caracteres de Dirichlet médulo d. Estos son las funciones x : Z — R que verifican
que x(n-m) = x(n)-x(m), x(n+d) = x(n) y siendo x(n) = 0 si y sélo si el maximo comin divisor entre
o0

x(n)

ns ’

ny d es distinto a 1. Ademds, para cada caracter x definié la funcién a valores reales L(s, x) =

n=1

notacién recién introducida por Landau en 1909 (ver [Lan09]). La Férmula del producto de Euler para

estos casos resulta ser
oo —
Z x(n) _ H (1 _ X(n))

peEP

Llevando esta expresién a una del tipo (1.2)), la prueba consiste en probar que L(s,x) converge, cuando
s — 17, a un ntmero distinto de cero. Este es el paso esencial de la prueba y el comienzo de la teoria
analitca de niimeros.
o0
En 1859, Riemann retoma la funcién definida por Euler ((s) = > ni A diferencia de Euler y

n=1
Dirichlet, Riemann comienza a estudiarla como una funcién a variable compleja, definida en el semiplano

de los complejos de parte real mayor a 1. En [Rie59], prueba que esta funcién, conocida como zeta de
Riemann, se extiende a una funciéon meromorfa en C\ {1} y estudia la relacién existente entre los ceros de
¢ v la distribucién de los nimeros primos. A su vez, prueba que ((—2n) = 0 para todo n € N y formula
su famosa conjetura: Todos los ceros no triviales de ¢ tienen parte real 1/2.

Las series del tipo > a,n ™%, que comenzaron a denominarse como series de Dirichlet, se establecieron
como una de las principales herramientas en el estudio de la distribuciéon de los ntimeros primos en
particular y en la teoria de nimeros en general. Al conjunto de todas las series de Dirichlet lo vamos a notar

o0 (o] o0
por 9. Este conjunto es cerrado bajo la suma, definida por > a,n™*+ > byn ° = > (an +by)n "%,y
n=1 n=1 n=1

o0 o0
el producto por escalares A Y a,n"* = > Aa,n"*.
n=1 n=1

El estudio de las series de Dirichlet progres6 de un anilisis como funciones reales a funciones a
variable compleja, pero siempre considerando a sus coeficientes a,, como ntimeros reales. En los anos 1884
y 1888 (ver [Jen84] y [Jen88]), Jensen extiende el estudio de las series de Dirichlet pero considerando
ahora tanto coeficientes como variable compleja. Prueba que si una serie D = > a,n~* converge en un
complejo sg = gg + ity entonces también converge en todo complejo s de parte real mayor a og. Es decir,
que converge en el semiplano C,, = {s € C : Re(s) > o9} y mds atn, en dicho semiplano define una
funcién holomorfa.

Durante los afios 1910 — 1913, Harald Bohr profundiza el estudié sobre la convergencia de las series
de Dirichlet (ver [Bohl10], [Bohi3a], [Bohl3b] y [BohI3c]). Para una serie de Dirichlet D fija, considera
el infimo sobre todos los niimeros reales o para los cuales la serie D converge en el semiplano C,. A este
infimo lo denomina la abscisa de convergencia de D y formalmente se define como

o.(D) = inf{o € R: D converge en el semiplano C,} € [—o0, o0].

A partir de esta definicidn, el resultado de Jensen antes mencionado (que puede verse en [DGMSP19]
Teorema 1.1]) afirma lo siguiente
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o0

Teorema 1.1.1. Sea D = Y a,n"*° una serie de Dirichlet (no divergente en todo punto). Entonces,
n=1

esta converge en todo el semiplano C, (py. Mds atin, la siguiente funcién limite f de D es holomorfa:

f:Cspy = C dada por f(s)= .
c nS

n=1

an

Al igual que la abscisa de convergencia, Bohr también define las abscisas de convergencia uniforme y
convergencia absoluta de una serie de Dirichlet D como

oy(D) = inf{o € R : D converge uniformemente en el semiplano C,} € [—oc0, o],

cq.(D) = inf{o eR: Zﬁ—ﬂ < oo} € [—o0, 0]

n=1

Las abscisas de una serie de Dirichlet D verifican que o.(D) < 0,(D) < 04(D). M4s atn, se satisfacen
las siguientes igualdades

sup oy (D) — o.(D) = sup 04(D) —o.(D) = 1.
DeD Dew

La prueba es relativamente sencilla. Méas complicado resulta determinar el valor exacto de

S = sup 04(D) — o,(D).
DeD

Este problema fue planteado por Bohr en 1913 y es conocido a veces como “el problema de Bohr”. Una
de las herramientas fundamentales para abordarlo es la abscisa de acotacién, que notaremos por oy(D),
y que se define como

op(D) = inf{o € R : la funcién limite de D estd acotada en C,} € [—o0, c0].

Un resultado trascendental para resolver el problema de Bohr, pero también en el estudio general de las
series de Dirichlet, es el Teorema de Bohr. Este afirma que para toda serie de Dirichlet, las abscisas de
convergencia uniforme y acotacién coinciden.

o0

Teorema 1.1.2 (Teorema de Bohr). Sea D = > a,n~*® una serie de Dirichlet (no divergente en todo
n=1

punto). Supongamos que su funcion limite se extiende a una funcion f acotada y holomorfa en Cy.

[ee]
Entonces, > a,n~* converge uniformemente en C. para todo € > 0, esto es, o,(D) < 0. En particular

O’u(D) = O'b(D).

A partir de esto, Bohr prueba que 0 < .S < 1/2 y son Bohnenblust y Hille en 1931 los que prueban
finalmente que S = 1/2, en un importante resultado conocido como el Teorema de Bohr-Bohnenblust-Hille
(ver por ejemplo [DGMSPT9, Teorema 4.1]).
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A partir de todas estas abscisas de convergencia para las series de Dirichlet, podemos definir una
nueva operacién (formal y como funciones) en el espacio &, como es el producto.

Observacién 1.1.3. Dadas dos series de Dirichlet D y E, con 0,(D) < 0o y 04(E) < oo, entonces el
producto como funcién entre D - E resulta una serie de Dirichlet.

Para ver esto, simplemente consideremos C, un semiplano donde ambas series convergen absoluta-
mente. Luego, por la convergencia absoluta, podemos reordenar los coeficientes por lo que

D-E(s)= (O _axk™)-(Q_a;i™) = > axbik™ i7" =Y (> ar-bjn~".
k=1 j=1 k,j=1 n=1 k-j=n
Siendo entonces ¢, = Y. ay -b; el n—ésimo coeficiente de D - E.

k-j=n
A finales del siglo XX se comenz6 a estudiar las series de Dirichlet desde el punto de vista del andlisis
funcional, y se consideraron diferentes espacios de series de Dirichlet, que van a ser uno de los objetos
centrales en esta tesis. Pasamos ahora a definirlos y recordar algunas propiedades béasicas.

1.1.1. Espacios de Hardy de series de Dirichlet

Comencemos con el espacio de Hardy #.,, definido por Queffélec en [Que95|, el cual consistira en las
series de Dirichlet que convergen en el semiplano Cg y cuya funcién limite en dicho semiplano esté acotada.

Junto con la norma || D||g, = sup |D(s)| resulta un espacio de Banach (ver [QQ20, Teorema 6.2.1]). Més
selo
aun, con el producto definido resulta un algebra de Banach, es decir que D - E € %, para todas series

de Dirichlet D, E € o v ||D - E|l%., < || Dllse.. | E|l%..- Las series de Dirichlet inversibles en este espacio
quedan determinadas por el siguiente resultado (ver [QQ20, Teorema 6.2.1]).

Teorema 1.1.4. Una serie D € oo es inversible si y solo si existe 6 > 0 tal que |D(s)| > ¢ para todo
se Cy
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En [HLS97], Hedenmalm, Lindqvist y Seip definen el espacio de Hardy #>, como el de todas aquellas

(oo}
series de Dirichlet D = Y a,n™* tales que Y. |a,|? < co. Este resulta un espacio vectorial con la suma y
n=1 n=1

producto por escalares, mas ain, con el producto interno definido por { Z ann~ Z bpyn~%) = Z anby,

resulta un espacio de Hilbert. Al igual que en el caso de #,, se puede dar una deﬁmclon del espac10
de Hardy #> en términos de la funciones limite definidas por la series. Para esto, vamos a considerar

oo
los polinomios de Dirichlet, es decir series de Dirichlet D = > a,n~° pero donde la sucesién (a), €s

n=1
eventualmente nula. Por la definicién misma, los polinomios de Dirichlet pertenecen a #> y convergen
N
en todo el plano complejo. Luego, dado un polinomio de Dirichlet D = > a,n~° podemos calcular la
n=1
norma dos sobre el segmento del eje imaginario [— Ri; Ri] con la medida Lebesgue normalizada para cada
valor R > 0. Calculando esta integral vemos que

1 RN 1 1 RN N 1 N R it
2 nWm
— E n—=|°dt = — E E m—)dt = E (—) de
2R /| “ n”| 2R/ n‘t “ m”) 2R / n
rp n=1 r n=1 m=1 n,m=1 R

N

B 5 ap, - @, sin ((log(m) — log(n))R)
=2 ol D ) g R

n=1 n#m
Es decir, para los polinomios de Dirichlet se tiene

1/2

N 1 N 1
—s . 2
[ E ann” |9, legI(l)o 3R /| Elanfmt| dt
_R "=

n=1

Maés atin, como puede verse en [Bay02], si consideramos como norma del espacio de los polinomios de
Dirichlet el lado derecho de la igualdad, es decir el limite de la integral, entonces la completacion resultante
es el espacio de Hilbert #s. A partir de esta expresién puede probarse que el espacio de Hardy %, esté
incluido en forma continua en #, (ver [DGMSP19, Proposicién 1.19]).

En [Bay02], Bayart define los espacios de Hardy %), para el resto de los valores 1 < p < co. Para
dar la definicion de estos espacios nuevamente a partir del valor de las funciones limite definidas por las
series de Dirichlet, vamos a considerar en primer lugar la norma p para polinomios de Dirichlet. Dado

D = 3" a,n"* un polinomio de Dirichlet, la norma p se define nuevamente como

1/p

N
IIZ;ann*SII%p :Rli—r)noo /|Zan —[Pdt
n=

n=1

Bayart prueba que al considerar la completacién del espacio de los polinomios de Dirichlet bajo esta norma
|| - [l5, . el espacio de funciones que se obtiene resulta ser un espacio de Banach de series de Dirichlet, al
que notaremos por #,. Por la propia definicién tenemos la siguiente observacién, la cual aislaremos dado
que la vamos a utilizar més adelante.

Observacién 1.1.5. Para 1 < p < o0, los polinomios de Dirichlet son densos en #,.

A su vez, dada la definicién de la norma, obtenida a partir de la norma p sobre un conjunto de medida
finita, se tienen las inclusiones continuas #, C %, siempre que 1 < p < ¢ < oo.
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Por la propia definicién del espacio tenemos que toda serie de Dirichlet en #,, converge en Cy, y que
este es el mayor semiplano en el que todas las series de Dirichlet en #,, convergen. La situacién en %,
con 1 < p < oo es muy diferente. En este caso se tiene que toda serie de Dirichlet en %), converge en (C%
y este es el mayor semiplano en el que todas las series de Dirichlet en el espacio convergen.

Como veremos en la Seccién [I.1.5] existe una conexién importante entre las series de Dirichlet y las
series de potencias dada por la transformada de Bohr. Esta conexién, a su vez, vincula los espacios de
Hardy %, con ciertos espacios de funciones. Para ver esto, vamos a comenzar por definir los espacios de
Hardy de funciones holomorfas en el polidisco.

1.1.2. Funciones holomorfas en el polidisco

Vamos a notar por D =D x D x ... al producto cartesiano de N copias del disco unitario abierto
D, con N € NU {co}, y por D5° al dominio en £, definido como £, ND*° (Para mantener una coherencia
en la notacién, algunas veces notaremos por Df,v a DV, incluso en el caso en que N € N). Dada una

sucecién eventualmente nula de nimeros no negativos @ = (aq,...,an,0,...) y una tira de variables
z = (#1,..+,%n,...) se define z* como el producto finito 2" - 252 --- 23", y al factorial de o como
al == ay!---apn!. Al conjunto de las sucesiones eventualmente nulas de nimeros no negativos las vamos

)

a notar por NgN , siendo Ny = NU {0}. Cuando utilicemos la notacién N}’ nos vamos a estar refiriendo a

N)siNeNoa N(()N) si N = oo. Por ultimo, B, sera la bola unitaria, con la norma infinito, del espacio
co formado por las sucesiones convergentes a cero.

Una funcién f : D5® — C es holomorfa si es diferenciable Fréchet en cada z € DS°, esto es, si existe
un funcional lineal continuo z* sobre ¢5 tal que

TR = )~ (h)
h—0 12l

=0.

El espacio de Hardy Hoo(B,,) serd el espacio de todas las funciones holomorfas y acotadas f : B., — C
(siendo la definicién de funciones holomorfas en B, la misma que en D$°). Sefialamos que, de acuerdo
con [DGMSP19, Teorema 11.2], este espacio es isometricamente isomorfo a H.,(ID3°), el espacio de las
funciones holomorfas y acotadas en D5°.

Para 1 < p < oo, vamos a considerar los espacios de Hardy de funciones holomorfas en el dominio
D$° definidos por

H,(D$°) :={f:D5° — C: f es holomorfa y
1/p

Hf||Hp(Dg°) ;= sup sup /|f(rw,0)|pdw < 00}
MeNo<r<1 \ J.

Las definiciones de H. (DY) y H,(DY) para N € N son andlogas. En el primer caso se toman las
funciones holomorfas y acotadas sobre DV con la norma infinito. Mientras que en el segundo las funciones
holomorfas en el mismo dominio, pero donde

1/p

£, @~y == sup /|f(rw)|pdw < oo,
0<r<1 -

Dado N € NU{oo}, cada funcién f € H,(DY) define una tinica familia de coeficientes c, (f) = W
(los coeficientes de Cauchy) con o € NJ', teniendo siempre solo finitas coordenadas no nulas. Dada f
en algtn espacio de Hardy y z € DY, la evaluaciéon de f en z viene dada por la siguiente expresién

(ver [DGMSPI9, Teorema 13.2] para el caso p < oo y [DGMSP19, Teorema 10.1] para el caso p = oo
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observando que si z € D3°, entonces cumple las condiciones en el teorema)

F&) = 3 calf) -

aGNgN)

Notemos que para cada N € N fijoy 1 < p < oo, tenemos que H,(DV) — H,(D$°) considerando
f o~ [z = (20)n € D ~ f(21,...2n)]. Inversamente, si f € Hy(DS°) y N € N, podemos definir
fn(z1,-- o 28) = f(z1,...,25,0,0,...) , para cada (21,...,2zy) € DV, cumpliendo esta funcién que
fn € Hy(DV).

Una propiedad importante para nuestro propdsito es la llamada desigualdad de Cole-Gamelin (ver
por ejemplo [DGMSP19| Observacién 13.14 y Teorema 13.15]), la cual establece que para toda funcién
feH,DY)y2eDY, con N e NU{oc}, se tiene

1
N /P

1
|f(z)] < H Tz 11| &2, (03 (1.3)
j=1 ’
Para funciones de finitas variables, esta desigualdad es éptima, en el sentido de que si N € Ny z € DV,
entonces la funcién f, € H,(DY) dada por

1/p

_ oLz
=\l —=2~] - (1.4)

1.1.3. Funciones en el politoro

Otros de los espacios que seran de nuestro interés, por su relacién con las series de Dirichlet, son
los espacios de Hardy de funciones definidas en el politoro T = {w = (wp)n: |wn| = 1, para todo n}.
Sobre este grupo, vamos a considerar el producto de las medidas de Lebesgue normalizada en el toro
unidimensional T (observemos que esto es la medida de Haar en el grupo compacto abeliano T°°). Sea Zm
el conjunto de sucesiones eventualmente nulas con coordenadas enteras. Dada F € Li(T*®) y a € Z®,
el coeficiente de Fourier a—ésimo de F' se define como

Fa) = [ f(o)-mvdo
A,

donde nuevamente w® = wi* ---wiM si o = (o, ...,anm,0,0,0,...). El espacio de Hardy en el politoro

H,(T>), es el subespacio de L,(T>) dado por todas las funciones F tales que F(a) = 0 para todo

aez®™ \NE)N). Si N € N, la definicién de H,(T") como subespacio de L,(T%) es andloga (estos resultan
ser los espacios de Hardy clésicos, ver por ejemplo [Rud62]). Dados estos espacios, se tiene la inclusién
canénica Hy,(TN) < H,(T>) considerando F ~> [w = (wy)n € T® ~ F(wi,...wn)].

En el caso de las funciones en el polidisco, pasar de un espacio de Hardy de dimension N a otro de
dimension méas chica M se conseguia a partir de considerar solo las primeras M variables y completar
el resto con cero. En el caso del politoro esto resulta un poco mas complejo. Para realizar esto, fijados
1 < Ny < Ny < 00 y una funcién F € HP(TNZ) vamos a considerar la funcién Fl,, definida por

Fy,(w)= [ F(w,u)du para todo w € T, la cual pertenece a H,(TN"). Mds atin, los coeficientes
TN2—-N1

. . .. . N
de Fourier de ambas funciones coinciden: es decir, dados o € Nj; ' entonces

ﬁ‘Nl(a) :F(al,ag,...,aNl,QO,...).
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Ademas, se verifica
I FN &, (xvey 2 1Ny i, (ovny -

Estas funciones Fy resultan convergentes a la funcién original F', como expresamos en la siguiente
observacion

Observacién 1.1.6. Sea F' € H,(T*). Si 1 < p < oo, Entonces Fy — F in H,(T*) (ver por ejemplo
[DGMSP19, Observacion 5.8]). Si p = 0o, la convergencia estd dada en la topologia débil w(Lso, L1). En
particular, para cualquier 1 < p < oo, existe una subsucesién limy Fiy, (w) = F'(w) para casi todo w € T*
(notar que el caso p = oo se sigue directamente de la inclusién Ho, (T*) C Ho(T)).

Ademés de poder aproximar a una funciéon F' a partir de su “restricciéon” a finitas variables, nos va a
ser 1til la aproximacion por polinomios. Los siguientes dos resultados hacen referencia a esto. El primero
en los espacios de Hardy H,(T*) (ver por ejemplo [DGMSP19, Teorema 5.18])

Teorema 1.1.7. Para toda f € H,(T™) con 1 < p < co se tiene que

= Hp (T%)
fe {Z fla)rewe . F C NY finito, N € N, r € (0,1)V}
a€F

Para p = 0o el resultado sigue siendo cierto, tomando la clausura en la topologia débil w(Leo, Ly).

En particular, los polinomios son densos en Hu(T*) para 1 < p < 00 y w(Leo, Lp)—densos en
H,(T).

El segundo sera en los espacios L,(T"), la aproximacién serd no ya con polinomios, sino con polino-

mios trigonométricos. Es decir, polinomios del tipo P = > a,z%, siendo E € ZM™ un conjunto finito
acl
(ver nuevamente [DGMSP19, Teorema 5.17]).

Teorema 1.1.8. Para toda f € L,(T*) con 1 < p < oo se tiene que

- L, (1)
Feld flaylelwa: F CZV finito, N €N, r € (0,1)N}
acF

Para p = 0o el resultado sigue siendo cierto, tomando la clausura en la topologia débil w(Lso, Ly).

En particular, para toda f € L1(T) los coeficientes de Fourier f(a) determinan la funcion univo-
camente.

1.1.4. Conexién entre los espacios H,(D3°) y H,(T>)

Los espacios de Hardy de funciones que hemos presentado estian fuertemente conectados. Dado N €
N U {oo}, existe un isomorfismo isométrico entre los espacios H,(DY) y H,(TY). Mas precisamente,
dada una funcién f € H,(DY) existe una tnica funcién F € H,(TN) tal que co(f) = F() para todo
a indexada en el conjunto correspondiente y || f||z,my) = [[F |, ). Si este es el caso, decimos que
las funciones f y F estan asociadas. En particular, por la unicidad de los coeficientes, fy; v Fs estan
asociadas para todo 1 < M < N. Més aun, la funcién F resulta ser el limite radial de f en casi todo
punto. Para entender esto, vamos a separar en dos casos. Si IV € N, entonces

F(w)= lim f(rw),

r—1-

para casi todo w € TV. Si N = oo, no podemos considerar rw dado que no pertenece a D$°. Sin embargo,
Aleman, Olsen y Saksman en [AOSI9, Teorema 1], dan una versién para el caso infinito dimensional
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Teorema 1.1.9. Sean f € H1 (D), F € H1(T*) su funcién asociada y fr(w) la funcion definida en
T por
fr(w) = flrwr, r’wa, ..., wp, .. ).

Entonces F(w) = lirq fr(w) para casi todo w € T.
T—r

Como mencionamos anteriormente, nuestro principal interés en estos espacios radica en su conexién
con los espacios de Hardy de series de Dirichlet. Nos concentramos entonces en esta conexion, la cual
nuevamente estd definida por la transformada de Bohr.

1.1.5. Transformada de Bohr

Cerramos este primer recorrido de las series de Dirichlet dando una de las principales ideas de Bohr,
consistente en vincular a las series de Dirichlet con las series de potencias en infinitas variables. Dado que el

. . N . . . . . . .
cardinal de los conjuntos N y Né ) es el mismo, existe una biyeccion entre las series de Dirichlet y las series

de potencias en infinitas variables " a,2z®. Bohr establece una conexién a partir de la descomposicién

aeNgN)
de los nimeros primos que, como veremos, es de una enorme importancia y utilidad en la teoria de las
series de Dirichlet. Para definir esta biyeccién vamos a considerar nuevamente a p = (p1,...,Pn,...) la

sucesion de nimeros primos. Si m € N y py es el nimero primo mas grande que divide a m entonces
. o . . o N

existen unicos o, ..., an € Ny tales que m = pi* - p3? - - - p}7, es decir, existe un Gnico a € N((J ) tal que

m = p<. La biyeccion, llamada transformada de Bohr y que notaremos por 9B, estd definida por

o0
9B E anz® | = E an,n~° siendo a, = a, si y sélo sin = p<.
aGN[()N) n=1

Como vimos, la conexién entre los espacios de Hardy de funciones en el polidisco o en el politoro
viene dada a partir de sus coeficientes de Cauchy, en el primer caso, y de Fourier en el segundo. A su vez,
al definir las funciones en estos espacios series de potencias, indexadas en sucesiones eventualmente nulas
de ntimeros no negativos, tenemos la conexion con las series de Dirichlet. Con esto, dado 1 < p < oo, la
transformada de Bohr Bpg sobre H,(D5°) se define de la siguiente forma:

g‘)’D‘QX’ (f) = Z a’nnis’

donde a,, = ¢, (f) siy solo si n = p®. Esta restriccién de la transformada de Bohr a los espacios de Hardy,
resulta ser un isomorfismo isometrico entre los espacios H,(D$°) y %, (ver [DGMSP19|, Teorema 13.2]).
Teorema 1.1.10. Dado 1 < p < oo, por medio de la transformada de Bohr, la igualdad

H,(D3°) = %,

o0
vale isométricamente. Mds ain, si ) apn™° = Bpg (f) € #,, entonces para todo Re(s) > 1

27
n=1

1 =1

> 1
>

n=1

< C2Re() 7] Y ann ™|, -
n=1
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Podemos notar que este resultado, en particular, nos da la continuidad de la evaluacién en el semiplano
C 1 en los espacios de Hardy #,.

La inversa de la transformada de Bohr, que va del espacio %, al espacio Hy,(D5°), la vamos a notar
por &pg.

Con la misma idea se define la transformada de Bohr %y, restriccion de % a los espacios de funciones
en el politoro H,(T>); es decir,

Bre (F) = i ann”?,
n=1

donde a,, = ﬁ'(a) si y solo si n = p®. Nuevamente, esta resulta un isomorfismo isométrico entre los
espacios H,(T*) y #,. Notaremos a su inversa por Zre.

Con el objetivo de mantener la notacion lo méas clara posible, a lo largo de esta tesis vamos a utilizar
letras maytscula (por ejemplo, F, G, o H) para denotar a las funciones definidas en el politoro T*. En
cambio, las letras mintsculas (por ejemplo, f, g o h) las utilizaremos para representar a las funciones
definidas en el polidisco D§°. Si f y F estdn asociadas una a la otra, en el sentido de que ¢, (f) = F(a)
para todo «, vamos a escribir f ~ F. Con la misma idea, si una funcién f o F' estd asociada a partir de
la transformada de Bohr a una serie de Dirichlet D, vamos a escribir f ~ D o F' ~ D.

Criterio de Hilbert

Cerramos esta seccién con el criterio de Hilbert para los espacios de Hardy. Este criterio se basa en la
biyeccion que genera la transformada de Bohr, entre las series de Dirichlet y las series de potencias, a partir
de la de descomposicién en factores primos de los niimeros naturales. Si para un nimero n € N notamos
por gpd(n) = py al ntimero primo més grande que lo divide, entonces la pre-imagen por la transformada
de Bohr del monomio n~*% resulta ser un monomio que depende de las primeras N variables. Por ejemplo,
si m = 15 entonces gpd(15) = 5 = p3 y 157° = PB(29 - 23), dependiendo solamente de las primeras tres

o0

variables. De la misma forma, si D = Y a,n~*® es una serie de Dirichlet donde sus coeficientes a,, son cero
n=1
siempre que exista un primo p > py tal que divida a n (es decir, los coeficientes no nulos son solamente
los indexados a aquellos naturales que se factorizan por los primeros N nimeros primos), entonces la
pre-imagen por la transformada de Bohr de D es una serie de potencias que depende solamente de las
primeras N variables.
Esto nos lleva a considerar el espacio de las series de Dirichlet @(N)| las cuales serdn aquellas series
o]
que tienen indexados sus coeficientes en los primos menores o iguales a py, es decir, D = > a,n"*
n=1
pertenece a D) si a,, = 0 siempre que py < gpd(n). De la misma forma, el espacio de Hardy %ZSN)
serdn las series de Dirichlet que se encuentran en la interseccién 7, N 2WN) . Notemos que la imagen de
H,(DV) (vista como subespacio de H,(D5°) con la identificacién natural antes mencionada) por medio
de la transformada de Bohr %Dgo es exactamente el espacio de series de Dirichlet %’ZEN).
Con estas notaciones, para una serie de Dirichlet D = )" a,n™° € %, vamos a indicar con D|N ala
serie de Dirchlet definida por D‘N = > apn~*. Es decir, serd la serie de Dirichlet cuyo coeficiente
gpd(n)<pn
n—ésimo coincide con el de D siempre que gpd(n) < py y cero en caso contrario. El criterio de Hilbert
para los espacios de Hardy %, determina la pertenencia de una serie de Dirichlet a %, a partir de la

pertenencia de sus “proyecciones” D|N a cada espacio %ISN) (ver [DGMSP19, Corolario 13.9] para una

demostracion).

Proposicién 1.1.11. Sea D = a,n~° una serie de Dirichlet y 1 < p < co. Entonces D € ¥, si y solo
st D| € %ZSN) para todo N y sup ||D|NH%(N) < 00. Mds atin, este supremo es la norma || D||s, .
N P



Capitulo 2

Espacio de Hardy de series de
Dirichlet trasladadas

Como hemos mencionado, el espacio de Banach de series de Dirichlet #,, esta formado por aquellas
series de Dirichlet que definen funciones holomorfas y acotadas en el semiplano de los reales positivos. Es

o0
decir, aquellas series D(s) = Y a,n~* tales que
n=1

[ Dllse., = sup |D(s)| < oo.
seCop

En particular, toda serie de Dirichlet en #,, verifica que su abscisa de acotacién, y por ende su abscisa
de convergencia uniforme, es menor o igual a cero. Esta condicién resulta necesaria pero no suficiente,

como puede verse con la serie (1 —27%)¢(s) = Y #n‘s (ver por ejemplo [QQ20, Pagina 140]).
n=1
El hecho de que D ¢ %, es una consecuencia de la desigualdad de Bohr, en donde se prueba que si

D = 3" a,n~?® pertenece a Ho, entonces Yy |ap| < ||D||s., (ver nuevamente [QQ20, Teorema 6.2.4]). En
n=1 pEP
el caso de (1 —27%)((s) se tiene que Y |a,| = . L = oo, mientras que o3,((1 —27%)((s)) < 0 dado que

p
PEP PEP

(oo}
> = < ocosiysolosio >0y porlo tanto o,((1 —27%)((s)) = 0. Esta situacién lleva a Bonet, en
n=1
[Bon1§|, a definir un nuevo espacio de series de Dirichlet, al cual nota por #¢°, y que esté conformado por
todas aquellas series de Dirichlet D para las cuales o4 (D) < 0. Es decir, por todas las series de Dirichlet

que convergen en el semiplano de los complejos de parte real positiva y verifican

sup |D(s)| < oo para todo € > 0.
s€Ce

Por lo mencionado anteriormente este espacio contiene a #, y, mas ain, esta contencién resulta continua
si dotamos a F{° con su topologia natural, es decir, la definida por las seminormas

p<(D) = sup |D(s)].
seC.

Un resultado fundamental en la teoria es la version Bayart del Teorema de Montel para series de Dirichlet
[Bay02, Lema 18]: si (D,,)n es una sucesién acotada en ., entonces tiene una subsucesion que converge
a una serie D € #., uniformemente en cada semiplano C. con £ > 0. Observemos que esto puede
reformularse como que la subsucesién converge en #{° (y, de hecho, ésta fue una de las motivaciones
de Bonet para considerar el espacio). En [BonI8, Teorema 2.2], Bonet prueba que #$° es un espacio

11
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de Fréchet-Schwartz, no nuclear y para el cual los monomios n~* forman una base de Schauder (ver el
Apéndice [A] para todas estas definiciones). Nuestro objetivo en este capitulo es definir un espacio andlogo
a partir de los restantes espacios de Hardy %), para 1 < p < oo.

2.1. Espacio 7,

Con el objetivo de definir los correspondientes espacios #7}, vamos a realizar un cambio de enfoque
en la abscisa de acotacién, relacionandola con traslaciones de las series de Dirichlet y el espacio #
o0

Observemos que si D = Y a,n"°y o € R se tiene que
n=1

sup|Zan |—sup|Zan é""W—sup\Z—n °l. (2.1)

seanl sEonl sEonl

Apn o —S

Luego, si definimos la serie de Dirichlet trasladada en o por D,(s) = E 2%, se tiene que si D,,

pertenece a #, entonces D, € #, para todo ¢ > g, lo que induce a 1a deﬁn1c1on de la abscisa oy,
dada por
ox.. (D) =inf{c e R: D, € o} € [—00, ).

Claramente esta abscisa coincide con ;. Entonces podemos reformular el espacio de la siguiente manera:
={D €D : 0wy ) <0 [Pl =P || el < o0},
e>
y del mismo modo
H ={DecD: oy (D) <0}

Esta construccién casi trivial de #., a partir de su propia abscisa se puede repetir, ya de una forma
menos obvia, con los espacios de Hardy %, para cada 1 < p < oco. Como puede verse en [CDSP14] y
[Bay02|, dada una serie D € D, si Dy, € %, entonces D, € %, para todo ¢ > 0¢. Con esto nuevamente
queda definida la abscisa og, como

o, (D) =inf{c € R: D, € #,} € [—00,00].
Ma4s atn, por [DGMSP19, Teorema 11.21] se tiene que %, puede describirse como

%, = {D € D : 0,(p) <0 | Dlf, = sup [ De]l, < oo}.
£>

Resulta entonces natural definir, para cada 1 < p < oo, el espacio %ﬁ de la forma
HY ={DeD:ox,(D)<0}.

Cada uno de estos espacios vectoriales contiene al %), correspondiente y la inclusién es continua si los
dotamos respectivamente con las topologias dadas por las seminormas

Pp.o (D) = [|Ds 5, -

Estos espacios topoldgicos, que en principio podriamos suponer diferentes entre si siendo que estan de-
finidos a partir de distintos espacios de Hardy, resultan ser el mismo. Para ver esto, vamos a comenzar
por probar que (%%, {pp.o}o>0) resulta un espacio de Fréchet para cada 1 < p < oo. Que es un espacio
pre-Fréchet, es decir que podemos extraer una familia numerable de seminormas que generen la misma
topologia, es consecuencia de [DGMSPI9, Proposicién 11.20]. Esta afirma que si D € %, y tenemos dos
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[e.°]
nimeros positivos 0 < & < o entonces ||Dyll%, < |[[Dsll%, < || D|l%,- Luego, si D = 3 ann™° € #} y
n=1

0 <& <o, tomando € = ¢ — & > 0 obtenemos que
a, 1
P(Dhpo = Dallst, = | Dessllae, = 11 Y 2 —n""lw, = |(Ds)ellx, < 1Dsll, = pp.s (D),
n=1

donde en la udltima desigualdad estamos usando el resultado antes mencionado y que Ds € %, por
definicién. Como consecuencia, al ser una familia creciente de seminormas, podemos reemplazar {pp o }o>0
por la sucesién de seminormas {p, s, }&, siendo o, = . Por comodidad vamos a notar por || - ||, = pp.1/k

o]
y para simplificar la notacién, para D = Y a,n~® vamos a indicar por Dy, a la serie trasladada en 1/k.
n=1
o0
Es decir, en el caso puntual en que k € N utilizaremos Dy, para notar a la serie Y ~Gn~ %, mientras
n=1

—S

(o]
que en el caso general de o > 0 indicaremos por D, a la serie ) %2n
n=1

Proposicioén 2.1.1. Para cada 1 < p < 0o el espacio Y es de Fréchet.

Demostracion. Debemos ver que %_f es completo para cada 1 < p < oo. Para esto, observemos que de la
isometria existente entre los espacios #, y H,(T>) dada por la transformada de Bohr %By-, comentada

o0
en el Capitulo y de la identificacién de los coeficientes, se tiene que si D = ) a,n~® € %, entonces

n=1
lan| < [|D||%, para todo n € N.

En particular, si (DV)y C %, es una sucesién que converge a D € %, entonces a, (D) — a, (D) para
todo n, siendo a, (DY) y a,(D) el coeficiente n-ésimo de DV y D respectivamente. Sea 1 < p < oo y
consideremos (D™V)y una sucesién de Cauchy en #7, luego (DV)y es de Cauchy en cada seminorma
|l llp.k ¥ por lo tanto (D) es de Cauchy en %,. Entonces para cada k € N existe una sucesién (by, (k))n

an(D™) N 1/k 1k _ N 1/4
tal que ==~ — by, (k) cuando N — oo, luego a, (D) — b, (k)n'/* y por ende by, (k)n'/" = b, (j)n
para todo k,j € N. Definimos los coeficientes b, = b, (k)n'/* para cada n € N y consideremos la serie de

[ee]

Dirichlet D = 3~ b,n~°. Veamos para acabar que D pertenece a #7 y es el limite de (DN)n. Sea k € N,
n=1

la serie D; resulta ser

— b« ey
Dy = Z = an(k‘)n ¥ = ngnooD,iV en %,
n=1 n=1

por lo tanto Dy, € %, y como esto vale para todo natural £ entonces D € %’_f, deduciéndose de lo mismo
que ||D — DN||,  — 0 para todo k. De donde concluimos que #" es completo y por lo tanto Fréchet. [

Notemos que si 1 < p < ¢ < o0, la inclusién #, C 7, nos da que oy, < og,. Por otro lado,
[DGMSP19, Teorema 12.9] nos da la desigualdad contraria. Asi pues, tenemos

O'ygp = U%q

para toda serie de Dirichlet. Como consecuencia inmediata #; = #{ (como conjuntos) para 1 < p <
g < oo. Ahora bien, como la inclusién %, — %, es continua, la inclusion #{ — 7 (entre espacios de
Fréchet) también lo es. Una aplicacién directa del Teorema de la Funcién Abierta nos da que de hecho
los espacios son isomorfos (como espacios de Fréchet). Es decir:

Y =
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para 1 < p < g < oo. Estamos, pues, tratando con un dnico espacio que denotaremos
Hy

y cuya topologfa puede definirse por las diferentes familias de seminormas {|| - ||, },cy- En la siguiente
proposicién mostramos como se relacionan estas seminormas una con otra.

Proposicién 2.1.2. Para todo 1 <p < g < oo yk €N existe Cy,pq > 1 tal que

%) L)
H a'llnis S H annis
2: k E:
n=1 P, n=1

para toda serie de Dirichlet en .

(2.2)

o0
—S
< Ok,p,qH § anm )
q.k ot p,2k

Para demostrar este resultado vamos a utilizar la conexién existente entre los espacios de Hardy de
series de Dirichlet y los espacios Hy,(T°). Comencemos por observar que dado 0 < 7 < 1 y un polinomio

N
en una variable P = Y b,w™, entonces
n=0
N N 1
S‘él%| an(rw)n\ < Z by 7™ < 17_T||P||Hp(1r)7 (2.3)
v n=0 n=0

usando que |b,| < ||P||z,(T)- A partir de la densidad de los polinomios, podemos extender (2.3 a H,(T)
y asi obtener, para cada 0 <r <1y 1 <p,q < oo, un operador acotado

T, : Hy(T) — Hoo(T) < H,(T).
Como puede verse en [DGMSP19, Proposicién 8.11], su norma es menor o igual a 1 si r < \/g y menor

N N
o igual a =~ en caso contrario, ademds T,.( Y. b,w™) = Y b,(rw)" para todo polinomio. Tenemos lo
n n=0

siguiente (ver [DGMSP19, Proposicién 12.10] y [Bay02]))
Proposicién 2.1.3. Sean 1 < p < g < 00 y r = (r,) una sucesion en el intervalo (0,1) tal que los

n
operadores T, : Hy(T) — Hy(T) definidos anteriormente satisfacen que sup [] |T7.,.|| < oo. Entonces

n k=1
n
existe un unico operador T, : Hp(T™) — Hy(T>) tal que |T,|| < sup [] |Tr. |l v que T.(3" aqw®) =
n k=1 a

>~ aq(rw)® para todo polinomio.
«

Con esto podemos ya demostrar la Proposicién [2.1.2

Demostracion. La primer desigualdad de ([2.2)) es obvia, por lo tanto solo es necesario probar la segunda

desigualdad. La prueba se basa en gran medida en [Bay02, Seccién 3] y [DPSP19, Proposicién 2.4 y

Teorema 2.5 (ver también [DGMSP19, Teorema 12.9]). Antes que nada, fijamos 1 <p <¢g<oo,k €Ny
1

tomamos jo = jo(p, ¢, k) € Ny tal que pj%"‘ < \/g para todo j > jo. Observemos que la sucesién r = (r;)

=1
con rj = p* cumple las hipétesis de la Proposicion [2.1.3; entonces existe un tinico operador

T: H,(T*) — H,(T*)

o jo

satisfaciendo T'( 3 aaz®) = Y aa(p™Y/)2)" para todo A C N{" finito y ||T|| < [] — = Siguiendo
a€EA a€EA j=11-p?2

[DPSP19, Teorema 2.5], vamos a considerar A = (\,), con A, = p® siempre que n = p* Jy el operador

|
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M = Broc 0T o%roe : #H), — H,;. Por ser By y Lo isometrias, se tiene que M es acotado y || M|| = ||T|.
N

Maés ain, si Y. a,n~® es un polinomio de Dirichlet, entonces

n=1

N N

M( Z ann_s) = RBroc 0T 0 Lroo ( Z ann_s) = PBpee 0 T( Z apawa)
n=1 n=1 1<pe<N
—1 N a
= %’H‘oo ( Z ap(, (Tw)a) = %TQ@ ( Z apﬂ (p(’)ﬂ wOé) — Z Z n—s
1<pe<N 1<pe<N n=1 "%

[ee]

Sea ahora D= )" a,n * €%,y DY = %" aNn~* una sucesién de polinomios de Dirichlet que converge
n=1

a D. Por un lado tenemos que a)) — a,, para todo n € N y por el otro

N
a
M (D) =lim M(DV) =i nop
(D) =l (DY) <14 3 S,
por lo que a,(M (D)) = %4, es decir M( > ann_s) = Y -%4-n—* Luego
n 2k n=1 n=1 N2k
a J0 1
1Dl = || 32 25~ e, = 1M (D2t e, < 1M1 1D2nlle, < ([T ——=) 1P lp2e -
nek 11— p 2k
J J
esto nos da (2.2)) lo que completa la prueba. O

Las contenciones entre los diferentes espacios de Hardy de series de Dirichlet queda entonces de la
siguiente forma
o, C W, C Uy C Ty

paratodo 1 <p< ooy
Hoo CHT CH, .

Una pregunta natural en este punto es si existe alguna relacién entre los espacios 7, y #{°. Veamos que
no es asf. Por un lado tomamos la serie D = 5" a,,n~* definida por a,, = 1 si n = 2/ para algiin j € Ny
an = 0 en caso contrario. Notemos que o, (D) < 0,(D) = 0, por lo que > a,n™° € H°, pero claramente
(an)n & L2 y por lo tanto > a,n~° no pertenece a #, (ni a ningin %, para 2 < p < o0). De hecho,
(an)n no pertenece a £, para ningin 1 < r < oo; luego una aplicacién directa de las desigualdades de
Haussdorff-Young, que afirma que si 1 < p < 2 entonces

(i) S
n=1

n=1

)

%P
siendo % + 1 =1 (ver por ejemplo [CMSP21, Ecuacién (2)]), muestra que Y a,n"* ¢ %, para ningin

1 < p < 2. El mismo argumento muestra que la serie > b,,n~* dada por b,, = jsin = 27 paraj =0,1,2,...
y 0 en otro caso, pertenece a #° pero no a ;. Sumando todo esto,

HE LAy

para ningtin 1 < p < oco.

Por otro lado, para un % > e > 0 fijo la serie ) %ﬁn_s tiene abscisa de convergencia o, > % —e>0
n?2
y luego no puede pertenecer a #°. Sin embargo, es claro que pertenece a #, y, dado que se puede ver
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1
5+

como la traslacién en 5 de la serie ) n~® (que nuevamente pertenece a #s), esta pertenece a %,

ol
vl

n

para todo 1 < p < oco. Por lo tanto
¥, ¢ A

para ningin 1 < p < oco.

Observacién 2.1.4. Notar que si D € @ es una serie de Dirichlet entonces 0,(D) = 04(D:) +¢€; y
esto mismo se tiene para cada una de las abscisas que hemos visto. Por lo tanto, el problema de Bohr

que comentamos en el Capitulo |1 puede reformularse como calcular sup o,(D). Veamos que ocurre en
De¥oo
nuestro caso.

Observemos que si D € %, entonces D, € #» para todo € > 0 y, por [DGMSP19, Observacién 1.8
y Teorema 12.11] 0,(D) = 04(D.) + & < 5 + . Esto nos dice que o,(D) < 1. Ahora, la serie Y ﬁn‘s

estd en %, y satisface o4(D) = 3. Luego

1
sup o.(D) = -. (2.4)
Dewy 2

Nuestro objetivo ahora serd probar el siguiente resultado, paralelo a [Bonl8, Teorema 2.2].

Teorema 2.1.5. El espacio #y es Fréchet-Schwartz, no nuclear, es un dlgebra y los monomios de Diri-
chlet en(s) =n~° forman una base de Schauder incondicional, pero no absoluta.

Recordemos de nuevo que todas las definiciones pueden encontrarse en el Apéndice [A]
Antes de continuar, notemos que para 1 < p < oo fijo y k € N podemos considerar los siguientes
espacios de series de Dirichlet

nk

HY = {Z apn~ % : L?n_s € %p} ,

que, con la norma || - ||k, es un espacio de Banach. Notemos que %} 1 C #}, y la inclusién es continua.
Luego % es el limite proyectivo de los espacios %} . Notemos que para todo p obtenemos el mismo limite
proyectivo, por lo tanto tenemos que

o0
Wy = () %
k=1
dotado con la topologia del limite proyectivo.

Ya hemos visto que el espacio es de Fréchet. Veamos el resto de las propiedades en una sucesién de
lemas.

Lema 2.1.6. %, es un espacio de Schwartz.
Demostracion. El espacio #4 es Schwartz si las inclusiones
idg: HZ — K (2.5)

(que, como mencionamos, son continuas) son todas compactas. Esto en el caso de #3° se prueba en [Bonl§]
usando el antes mencionado Teorema de Montel dado por Bayart. En nuestro caso, dada la estructura
particular de %, es particularmente facil. Notemos que para cada k, los operadores F? 1 — 2 dado

por Y- ann”® = Y —fpn Ty #Hy — H dado por Y ann” S~ annt/Fn=*% son continuos. A su vez,

el operador #y — #o definido por > a,n"*° — Zan%n’s es compacto (todo operador diagonal

de ¢5 en {5 con la sucesién que lo define tendiendo a 0 es compacto [DJT95, Pagina 412]). La inclusién
%,3 1 %’,3 es la composicién de estos tres operadores y es, por lo tanto, compacta. O
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Esto nos da la primer afirmacién del Teoremam es decir que #4 es un espacio de Fréchet-Schwartz
(luego Montel y reflexivo, ver por ejemplo [MV97, Observacion 24.24]).

Recordemos que una sucesién {e, }, en un espacio localmente convexo E es una base de Schauder si
para todo x € F existe una tnica sucesién (z,), de escalares tal que x = 2211 Tn€n. Vamos a realizar
ahora la prueba de que los monomios {n~*} forman una base de Schauder de %, . Esto ya es sabido para
los espacios de Hardy %, para 1 < p < oo [AOS14] y para #° [Bonl8]. En este caso tenemos incluso
que la base es incondicional (esto es, la serie Zf;l Tr(n)€r(n) cOnverge para toda permutacion 7 de los
nimeros naturales.

Lema 2.1.7. Los monomios de Dirichlet {n=°} forman una base de Schauder incondicional de F; .

Demostracién. Tomemos Y a,n~* € #, y fijemos k € N. Dados N € N y una permutacién 7, notemos
por F al conjunto {m(1),...,m(N)}. Luego

N
H Zannfs — Z Arnym(n)~*
n=1
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Pero la sucesion (L?;/lk )n es absolutamente sumable (ya que Y n‘i’}k n~*® € #o), entonces converge incon-

dicionalmente. O

Recordemos que un espacio localmente convexo E es nuclear si para toda seminorma p existe una
seminorma ¢ tal que el operador identidad I : (F,q) — (E,p) es nuclear (ver el Apéndice . Todo
espacio nuclear es Schwartz y admite un sistema fundamental de seminormas de Hilbert (ver [MV97,
Corolario 28.5 y Lema 28.1]). El espacio %, tiene estas dos propiedades (notar que (|| - [|2,x), es un
sistema fundamental de seminormas de Hilbert). Esto lleva naturalmente a preguntarse si el espacio es o
no nuclear.

Lema 2.1.8. FEl espacio 1 no es nuclear.

Demostracion. Sabiendo que los monomios de Dirichlet e, = s™° forman una base de Schauder, el
resultado se obtiene de una aplicacién directa del criterio de Grothendieck-Pietsch (ver el Teorema|A.0.5]),

o0
dado que ser nuclear equivaldria a que para cada k exista un m > k tal que > [|77°(|2,x[l7 7" ;n < 0.
j=1
Sin embargo
o0 o0 L L o0
. S| — Pt S =L e — P S
S U Nowlld ™ Nam =D i T 5 e lli 7 55 lr =D G F = o0,
j=1 j=1 j=1
para cualquier m > k. O
Observacién 2.1.9. Si consideramos b, = - para cada n,k € N, entonces la matriz B = (bnk)f;’k:l

nk
es una matriz de Kothe (ver el Apéndice . Ademss, el espacio

1

ol(ba ) = { € €% ol = (S sy )F < oc),
j=1

es isometricamente isomorfo a #7 para cada k € N, considerando simplemente Y a,n™"* — (ay),. Luego
7 es isometricamente isomorfo al limite proyectivo de los espacios (£2((bp k)5%;))n, esto es al espacio
de Kothe escalonado #5(B). Es decir que

%-'r = 62 (B)a

como espacios de Fréchet.
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Esta observacién nos va a permitir probar que los monomios {n~°}, que como vimos forman una
base de Schauder incondicional de #, no pueden ser una base absoluta. Comencemos por recordar que
una base de Schauder {e,}, de un espacio localmente convexo E es absoluta si para toda seminorma
continua p sobre E existe otra seminorma continua g en £y C > 0 tal que

Z |znlp(en) < Cq(w)

n

para todo x € E.

El [MVOT7, Lema 27.25] nos dice que, por ser #; un espacio de Fréchet y {|| - ||2,x} un sistema
fundamental de seminormas, si {n~°} fuese una base de Schauder absoluta entonces A = (||n™*||2,x) %1
deberia ser una matriz de Kéthe y ser #, isomomorfo a ¢1(A). Pero ||[n™ %21 = nl% para cada n y cada
k, es decir que A es la misma matriz de Kéthe B definida en la Observacién Esto nos daria que
01(A) = £2(A). Sin embargo, la [MV97, Proposicién 28.16] nos dice que esto es posible si y solo si £2(A) (o
lo que es lo mismo ;) es un espacio nuclear. Luego los monomios no pueden ser una base de Schauder
absoluta.

Observacién 2.1.10. Recordemos que #° C #, (como conjuntos) y, por la definicion de las semi-
normas, la inclusién es continua. Mds atin, siendo #° un espacio de Fréchet-Schwartz se tiene que es
Montel, por lo que la inclusién #{° — #, es Montel. Ademas, dado que en [Bonl8, Proposicién 2.3]
Bonet prueba que #$° no es isomorfo a /3(B), contrariamente a lo que ocurre con #,, se tiene entonces
que ambos espacios no son isomorfos.

Finalizamos esta seccién probando que, a diferencia de lo que ocurre con los espacios #,, el espacio
# 4 es un algebra. Antes veamos que convergencia en #, implica convergencia en el semiplano C 1

Observacién 2.1.11. Supongamos que (DV)y es una sucesién de series de Dirichlet (digamos DV =
Za(N) ~%) en %’+ tal que converge a cierta D = 3 an,n™* € ;. Dado s € C; existe s € C1 y k€N
tal que s = sg + + luego tenemos que

N .- N)_ \a _anl :
R TR R S
|an L\ 1 %_ R oo 1 3
ZI Egﬁa@ﬁ% =P Pl 2 Sy )

por lo que DV (s) — D(s) cuando N — oo.
Proposicién 2.1.12. El espacio # es un dlgebra Fréchet.

Demostracion. Fijemos m y tomemos dos polinomios de Dirichlet P y . Entonces PQ es nuevamente
un polinomio de Dirichlet y (recordar (2.2]))

1 7 ‘ .

< CMHPQ”l.Qm = Cnll(PQ)2mllse, = Crn lim 7/ | Pom (i) Q2rm (it) | dt
1 -T ) T )

< Cm%insz(/_T | Py (it)] dt) (/_T|Q2m(zt)| dt>

~Cutin (o [ 1PtioRar) i (5 [ @unina
- e \ 2T 2m ? Roeo \ 2R, eEmTEr

= O Pam|lse, | Q2mllse, = C

1 1
2 2

1
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Tomemos ahora dos series de Dirichlet Dy, Dy € #4 y sean (P;); y (Q;); dos sucesiones de polinomios de
Dirichlet que convergen a D y Dj, respectivamente. Nuestro primer paso consiste en probar que (P;Q;);
es una sucesién de Cauchy. Notemos que para cada k podemos encontrar M > 0 tal que || P25 < M
v |Qjll2,x < Mj,. Con esto a mano inmediatamente tenemos que para cada m

1P;Q; — PiQill2,m < Cin([|1Pjll2,2m |Qj — Qill2,2m + 1P — Pjll2,2m | Qill2,2m)
< O Mo ([1Q; — Qill2,2m + |1Pi — Pjll2,2m) -

Luego (P;Q;); es una sucesién de Cauchy y converge a cierto D € #,.. Dado s € C 1 tenemos que
D(s) = lim(P;Q;)(s) = lfm P} () im Qs (s) = Da()Dafs).
y esto nos dice que D1 Dy € 4, y un argumento estandar muestra que

|D1Dz2||2,m < CrMam||D1l|2,2m | D2l2,2m -

2.2. Conexién con los espacios de funciones holomorfas

Al introducir los espacios de Hardy de series de Dirichlet hemos dedicado parte de dicha introduccién
a la importante relacién existente entre las series de Dirichlet, en particular los espacios de Hardy, y los
espacios de Banach de funciones holomorfas en infinitas variables. Nuestro objetivo en esta seccién es ver
hasta qué punto podemos conectar los nuevos espacios con espacios de funciones holomorfas.

Comencemos por recordar que una funcién f : U — C (donde U es un subconjunto abierto de cierto
espacio normado X) se dice holomorfa si es diferenciable Fréchet en cada punto de U (ver preliminares
para la definicién). Decimos que X es un espacio de sucesiones de Banach si es un subespacio vectorial
de C! (donde I es un conjunto finito o bien N) dotado con una norma completa y satisfaciendo que, si
2,y € C! son tales que x € X y |y;| < |x;] para todo 4, entonces y € X y ||y|| < ||z||. Un subconjunto
abierto R C X es un dominio de Reinhardt completo si para siempre que z € R e y € C! verifiquen
que |y;| < |x;| para todo i, se tiene entonces que y € R. Si R es un dominio de Reinhardt completo,
entonces toda funcién holomorfa f : R — C define una tnica familia de coeficientes (ca( f ))a (siendo «

perteneciente a N/ si I es finito y a NBN) si I = N). En el caso de que I sea finito se tiene entonces que

f(z) = >, ca(f)z para todo z € R, mientras que esto puede no ocurrir si I = N. Se puede encontrar
una descripcién detallada de estos temas en [DGMSP19, Capitulo 15].
Para N y k escribimos

p VDN = p VD xp D = {2 e OV g < pf R =1, N}

y definimos Hp(p_l/ *DN) como el espacio de las funciones holomorfas g : p~1/*DN — C tales que

1
P
lgllpx == sup (/ |g(rlzl7...,erN)pdz> < 00.
1/k T~

0<7‘_7~<vj_
j=1,...,N
Como vimos anteriormente, las funciones de N variables se corresponden con las series de Dirichlet que
dependen solamente de los primeros N primos. Teniendo esto en cuenta, para cada N € N vamos a
considerar el subespacio de #} conformado por aquellas series que dependen solamente de los primeros
N primos. Es decir el espacio

%,f’(N) = {Zanrf‘q eH): an #0 = gpd(n) < pN}.
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. . . (N _ , _
Proposicién 2.2.1. Para todo k,N € Ny1 < p < oo se tiene que %,f( ) = H,(p~'/*DN) y, si Y a,n=°
y g estdn relacionadas una con otra, entonces a, = c,(g) siempre que n = p<.

Demostracion. Sea > a,n~* € %,f’(N), entonces y ~en~° € ¥, y depende solamente de los primeros

N primos. Luego existe f € H,(DV) tal que co(f) = ~I% siempre que n = p® y

1,y = 12 28mn e, = | 2 ann ™[l -

Definamos ahora la funcién g : p~/*DN — C dada por g(z) = f(p}/kzl, e ,p}v/kzN). Claramente es

holomorfa y

sup (/ |g(r121,...,erN)|pdz)
O<rj<ﬂ;1/k ™

P
= sup (/ f(8121,---,8NZN)|de) = || fll &, on) -
0<S]‘<1 ’H‘N
j=1,..., N

Luego g € H,(p~Y/*DV) y, més atin,

9z) = Fo oo en) = Y0 (D VE) = DT calH)(pVF) 20

aENéV aEN[I)\/

para todo z € p~/¥DV . Por la unicidad de los coeficientes,

(e} a/n
calg) = calf)(p/F)" = nl/knl/k =a,

sin=p*y %,f’(N) < H,(p~'/*DN).

Por otro lado, dada g € Hp(pfl/ DY) definimos a,, = c,(g) para n = p® y consideremos la serie de
Dirichlet > a,n™° (notar que a, = 0 si gpd(n) > py). Esencialmente la misma cuenta que antes nos
muestra que la funcién f : DY — C dada por f(z) = g(p?l/kzl, - m;vl/kzN) pertenece a H,(DV) y

ca(f) = (;f/(,f))a. Luego podemos encontrar una serie Y b,n~% € 7%, tal que b, = co(f) = (;1“/(,;‘7))& = o,

Esto no dice que Y a,n"° € %’If (M) completando la prueba. O

En H (DY), el espacio de todas las funciones holomorfas en DV definimos, para cada k y p,

okp(f) = </TN 17( 1—1/kzl,...,p]}1/kzN)|sz)P .

Proposicion 2.2.2.

%iN) ={Y ann™* € ¥} : a, #0=gpd(n) < pn} =H(DY)

S estdn asociadas,

Yy, si fy ann”
[ X ann™|, . = orp(f)

para todo k y 1 < p < oo.
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Demostracion. Fijemos 1 <p < ooy sea  a,n ® € %iN). Entonces, para cada k, la serie de Dirichlet
pertenece a %,f’(N) y, por la Proposicién podemos encontrar una funcién g, € H, (p_l/k]D)N) tal que
ca(gr) = an para todo n = p®. Por la unicidad de los coeficientes facilmente obtenemos que gx|,-1/ipy =
g; para k > j y, por lo tanto, podemos definir una funcién holomorfa f : DY — C de modo tal que
Ca(f) = an. Més atn Qk,p(f) = HngH,,(p—l/k]D)N) = || ZannisH%k-

Por otro lado, la restriccién de cada funcién holomorfa f : DV — C claramente pertenece a H,(p~/*DV)
(y sunorma es igual a g ,(f)). La Proposiciénnos dice que > apn~?® (donde a,, = ¢, (f)) pertenece
a %,f’(N) para todo k vy, luego a %iN). O

Para obtener el resultado correspondiente a infinitas variables, o bien a las series de Dirichlet sin
condiciones en los coeficientes, vamos a necesitar una version del criterio de Hilbert para el espacio % .
Enunciamos este criterio para este espacio y para #$°, el cual se deduce de manera simple a partir del
criterio para los espacios de Hardy #o y #~o

Proposicién 2.2.3. Sea E el espacio H° o bien 1 y || - |[r denota en cada caso || - [|oo,k 0 || - [|2,k-

Entonces > a,n~° € E si y solo si > ayn~® € E para todo N y sup || > ann’SHk < o0
gpd(n)<pn N gpd(n)<pny

para todo k.

Para cada 1 < p < oo definimos el espacio HY (D3°) formado por todas aquellas funciones holomorfas
f D3 — C que satisfacen

sup (/N |f(p1Ukzl,...7pN1/kzN,O,O7...)|pdz> ’ < 00 (2.6)
T

N

para todo k.

Dada f € HY (D3°) podemos considerar los coeficientes a,, = ¢q(f) (con n = p*) y la serie de Dirichlet
t(f) = a,n~*. Notemos que la restrlcmon fn de f a DV resulta obviamente holomorfa y (Q;w,( N)) N
es acotada por el supremo en ). Luego, las Proposiciones [2.2.2) - y[2.2.3] H nos dicen que > a,n"° € %+,
y por lo tanto el operador
L2 HY (D) — %y (2.7)

es una inclusién para todo 1 < p < oo.
Resulta natural preguntarse si la identificacion anterior es de hecho un isomorfismo de espacios de
Fréchet. El siguiente ejemplo muestra que este operador no es sobreyectivo.

Ejemplo 2.2.4. La serie de Dirichlet D = > \/%p;s estd en H4 pero D & «(HY (D5°)). Para ver esto,
supongamos que existe una funcién f € HY (D$°) tal que «(f) = D. Luego, ca(f) = \/% sia=e,y
ca(f) = 0 en caso contrario.

Definamos ahora la sucesiéon z = (z,) como 2z = 1/2, z0 = 1/2 y 2z, = 1/(y/nlog(n)loglog(n)) para
n > 3. Es facil ver que z pertenece al conjunto D3°. Para cada N € N tenemos que

flz,.,2n,0,0,.) = > cq

aENN

Zm

Por otro lado, los truncados ((21, .o, 2N,0,0,. .. ))N claramente convergen (en ¢3) a z. Luego, la conti-
nuidad y el Teorema de los niimeros primos (es decir que 1lim # = 1) nos dicen que
N—o0 g(N)

N N
1 C

=1 )= 1 Nt = .

1) Ngnoof(Zh 28,0,0,.) Nl—rgoz_:l,/pnz *Nl—rgo;:; nlog(n)loglog(n) oo

Esto resulta una contradiccion, probando lo afirmado.
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La caracterizacion de #, en términos de funciones holomorfas la damos en el Corolario 2.2.6] Pero
para llegar a esto necesitamos considerar primero los siguientes espacios de sucesiones £, y f2 con pesos

oo (pF) = {2 € TV ||2]| sg pi/n 1= sup [zap/*| < 00}

) = {2 e O gy = (X Fap/ )" < o).

Ambos son espacios de sucesiones de Banach, y el conjunto £s (pl/ k)ﬂng(pl /xy €s un dominio de Reinhardt
abierto y completo en £5(p'/*), y notemos que (ﬂg(pl/k) mBzoo(pl/k)) NCYN = p~V/*DN para todo N. Para
cada 1 < p < oo definimos H,(¢2(p*/*¥) N By (p1/+)) como el espacio de las funciones holomorfas sobre
Lo (p™*F) N By (p1/x tales que

P

If]l :=sup  sup (/N’f(rlzl,...7erN,070,...)|pdz> < oo.
T

o<ry<p; /"
j=1,..,N

Proposicion 2.2.5. Sea k € N, entonces
%]3 = Hg(fg(pl/k) n Bgoo(pl/k))
como espacios de Banach.

Demostracion. Comencemos por tomar una funcién f € Ha(fo(p'/*) N By (p1/xy), definiendo como siem-
pre a, = co(f) para n = p® y considerando la serie de Dirichlet > a,n~*. Fijemos N y definamos [y
como la restriccién de f a p~1/*DV | esta funcién es holomorfa y satisface que

1
2
sup </ |fN(rlzl,...,erN)|2dz>
TN

o<ry<p; /"
j=1,.,N
1

) 3
= sup </ ’f(rlzl,...,erN,O,O,...)‘ dz) < ||fHH2(g2(p1/k)mB£ ) <00
TN oo (p )

o<ry<p, /"
j=1,.N

Luego fy € Ha(p~*/*DY) y, por la Proposicién si b, = co(fn) para todo n = p® con a € NYY,
entonces la serie de Dirichlet > b,n~* pertenece a %’,3 N) Pero, dado que ca(fn) = ca(f) para todo o €
N, tenemos que > apn”® € %ﬁ’(N) para todo N o, en otras palabras, > n‘}% n-*e %2(N)

gpd(n)<pn gpd(n)<pn
para todo N. Mas atn,

| = sen

gpd(n)<pn

= || > apn”*

%> gpd(n)<pn

w2 1N ey (p- 1703y < ||fHHz(fz(pl/k)ﬁBzoo<pl/k))'

Con esto, el criterio de Hilbert (ver Proposicién |1.1.11) nos dice que >
% y ademas || 30 ann™"l|l26 < f a1, (00014908,

~Ten”° € Ha. Luego Y a,n~* €

o (1/8))
_ . N .,
Tomemos ahora Y a,n~° una serie en #2 y definamos ¢, = a,~ para cada o € N (N Dado 2 una sucesién
kY « pe P 0
en ly(p*/*) N By __(p1/ky tenemos que

2\ %
> rtl= T gebalerrsts (8 ) (S weer) e
aen{" aen{" aenN{" aen{"

W=
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Observemos que (pi/ kzi)n € D$° y por lo tanto la dltima suma en (2.8) converge (ver por ejemplo

[DGMSP19, Observacién 2.18]). Por otro lado, > >, L?;‘/‘: < oo (ya que la serie de Dirichlet pertenece a

F#?) y luego Za enN® % también converge. Todo esto muestra que la serie en (2.8) converge (abso-
0

P
lutamente) y por lo tanto f(2) = > o caz® define una funcién holomorfa sobre /5 (p/Fyn By (p1/%)
0

(para esto ver por ejemplo [DGMSP19, Teorema 15.57], donde prueba que toda funcién analitica sobre

un abierto de un espacio de sucesiones de Banach es holomorfa).

Consideremos para cada NV la restriccién de f a 0~1/kDN denoténdola nuevamente por fy. Esta funcién
2.1

pertenece a Ho(p~'/*DV) (ver Proposicién [2. y
Iinlimerom =l T e, < IS 2ten=ll,
gpd(n)<pn

Esto inmediatamente nos dice que f € Ha(fo(p'/*) N By (pr/xy) con | f < I Zann*5H2 . completando
la prueba. O

Corolario 2.2.6. -
#, = () Ha(la(p'*) N By_ (/1))
k=1

Donde en la interseccion estamos considerando la topologia del limite proyectivo.

2.3. Teorema de Montel

Para probar que # es un espacio de Schwartz mostramos que las inclusiones
(1. g2 2
ldk . %k 41 — %k

son compactas, a partir escribirlas como la composiciéon entre dos operadores continuos y un operador
diagonal compacto. Como mencionamos, Bonet presenta este mismo resultado en [Bonl8|, cambiando 7}
por #° ={D € @D : sup |D(s)| < oo}, como una consecuencia del Teorema de Montel para series de
seCg
®
Dirichlet dado por Bayart. El argumento es simple, con un razonamiento andlogo al realizado en ({2.1),
si (DV)x es una sucesién acotada en 71 entonces DY 1 es acotada en #. Por el Teorema de Montel

existen una subsucesién (D,iv_il) iy D e ¥ tal que

sup |D,J:jrl(s) — D(s)| — 0 para todo € > 0.

seCe

1

i -1 _ 1
En particular, tomando € = ¢ — =5

o0 ~
> 0 y observando que si D = Y a,n~® € # entonces D =
n=1

o0

1 ~ . 1.
D apn™inT® € XX y Diy1 = D lo anterior se puede reescribir como
n=1

, ~ N, ~ N;
sup [D™(s) — D(s)| = sup | D7, (s) — Disa(s)| = sup [ Dy (s) = D(s)| = 0,

seC1 scC, seC.
®

obteniendo entonces la compacidad del operador id;. Como se puede ver, el argumento principal de esta
prueba es la existencia de una subsucesién D™i cuyas traslaciones converjan a toda traslaciéon de D
en la norma del espacio. A partir de un razonamiento andlogo, un resultado similar en los espacios 7%,
implicarfa que las inclusiones de %} s %} son compactas (hecho que ya sabemos para el caso p = 2).
En conclusién, lo que buscamos es un Teorema de Montel para los espacios 7, es decir, un resultado que
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nos garantice que si (D) y es una sucesion acotada en ¥, entonces existen una subsucesion D™i y una

serie D tal que ||Dévj — D¢|lse, — 0 para todo £ > 0.

En [DS19b, Teorema 4.20], Defant y Schoolmann obtienen un resultado de Montel de este tipo para
series de Dirichlet generales, usando técnicas de andlisis armodnico sobre grupos compactos abelianos. Més
adelante, como veremos en el proximo capitulo, junto con Defant, Schoolmann y Sevilla Peris probamos
un resultado més general a partir de las funciones casi periédicas. En lo que queda de este capitulo, y de
esta seccidn en particular, vamos a ver una prueba en términos mas elementales del Teorema de Montel
para los espacios de Hardy %,, basada en la relacién con las funciones holomorfas. Para esto, vamos
a probar, en primer lugar, el siguiente Teorema de Montel para los espacios de funciones holomorfas
H, (D).

Teorema 2.3.1. Sea (f,) C Hp(DS®) una sucesion acotada. Entonces existen f € Hy(DS®) y una subsu-
cesion (fn,) que converge a f uniformemente sobre los conjuntos compactos de D3°.

La demostracion de este resultado estd dividida en varios pasos. Primero usamos un argumento
diagonal para encontrar una subsucesion que converja puntualmente en cierto subconjunto denso de Dg°.
En un segundo paso veremos que esta sucesion es uniformemente de Cauchy sobre los conjuntos compactos
de DS° y por lo tanto converge. Finalmente, mostraremos que la funcién limite pertenece al espacio
de Hardy H,(D5°). Antes de comenzar, veamos dos resultados que nos serdn de utilidad. El primero
es [DGMSP19, Lema 2.16], el cual provee una condicién localmente Lipschitz sobre los subconjuntos
compactos.

Lema 2.3.2. Sea X un espacio de Banach, U C X un conjunto abierto, y K C U un conjunto compacto.
Si f : U — C es holomorfa y acotada, entonces para todos 0 < s < r = dist(X \ U, K), todo x € K e
y € B(z,s)

1

r—s

[f(z) = f(y)l <

|z — yll sup | f(2)].
zeU

El segundo lema que necesitamos es el resultado que comentamos en los preliminares (ver (|1.3))), cuya
prueba puede encontrarse en [DGMSP19, Corolario 13.20 y (13.25)]. Lo presentamos de una forma que
nos permite acotar |f(2)| para z € D3° en términos de | z[l2 = (3272, 12 Y2 y ||2]l00 = supjey |24l

Lema 2.3.3. 571 <p < oo, entonces

=112

[f(2)] < e =105 || fll r, (mge) -
para toda f € H,(D3°) y z € DS°.
Pasamos ahora si a la prueba del Teorema [2.3.1]

Demostracion del Teorema[2.3.1. Comencemos por encontrar una subsucesion (f,,,) de f, que converja
puntualmente en un conjunto denso de D3°. Fijemos un conjunto {z,, : m € N} denso en D3°. Por el
Lema [2.3.3) (fn(21))n es acotada en C y podemos encontrar una subsucesion f,,,1) y ¢1 € C, tal que

; 1
c1 = ’11_>ml Jnte)(@1) ¥ [ framy (@) —al < 7 bara todo k € N.

1;“;1’ el (n(k,m))zil de manera que, para cada

1<j<m, (n(kz,j))zozl es una subsucesion de (n(k,j — 1))2021 y

Supongamos que encontramos subsucesiones (n(k, 1))

7 1
cj = klgr;o Tnte) (@) ¥ | fneg)(x5) — ¢4l < 7 bara todo k € N. (2.9)
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Nuevamente, fy,(x,m)(Tm+1) es acotada en C y luego existe una subsucesion fy,( m+1) que converge a
cierto cmi1 € C, con | fry(k,m+1) (Tm41) — ¢my1| < £ para todo k € N. De este manera definimos (c;); € C
y (n(k,7))k,; € N de forma tal que (n(k‘,j))zil es una subsucesion de (n(k,j — 1));021 y vale para
todo j. Definimos ahora ny; = n(k, k) y observemos que para cada m fijo, si k > m entonces

| o (Tm) = cm| = | frep) (Tm) — em] < % : (2.10)

Luego (fn,c (acm)) ;021 converge a ¢, para todom € N, y por lo tanto tenemos la subsucesién que estabamos
buscando.

El segundo paso de la prueba es ver que (fy, )r converge a cierta f € H,(ID3°) uniformemente sobre los
conjuntos compactos. Para esto, tomemos K C D$° un conjunto compacto y fijemos r = dist (42 \Dg°, K ),
dado que D3° es un conjunto abierto en ¢ entonces r > 0. Fijemos ahora 0 # z € K y j tal que z; # 0.
Definamos y; = z; sii #j y y; = é—j', entonces claramente y = (y;); € ¢2 \ D$° y, por lo tanto,

z | |&ilE] = 2
|2 |2
Esto muestra que ||z]lc < 1 —r para todo z € K (ya que obviamente la desigualdad también vale
para z = 0). Consideremos ahora B = |J,.; B(z, §). Dado 2 € B podemos encontrar z € K tal que
[ = zlloo < [l = z[l2 < 5 ¥, luego,

r<lly—zllz=|z -

=|lz] — 1] =1- || < 1.

T r
lolloo <llzlloe +5 <1— 3 <1.

Con esto, podemos encontrar una constante Ag > 0 tal que ||z||2 < Ap para todo € B y, denotando
M = sup,, || fullm,»se), esto y el Lema nos dan

(B3

—l=Z, Tz
|fnk(-’17)| < el—llmHgC anchH”(Dgo) < e M

2
B

para todo 2 € B. Esto muestra que cada f,, es acotada sobre B. Pero B es abierto y contiene a K por
lo tanto, si tomamos rp = dist(f2 \ B, K) > 0y fijamos 0 < & < £, del Lema sabemos que

2
B

Iz —yller5 M

[ (2) = fu ()] <

para todo z € K y todo y € B(z,¢). Dado que {B(z,¢) : z € K} es un cubrimiento por abiertos de K,
existen z1,...,2zy en K tales que

rg —¢&

z — su (x)] <
2=yl sup fu, () <

K C B(Zl,E) U"'UB(ZN,E)

y, por la densidad de {z,, : m € N}, para cada ¢ = 1,..., N podemos encontrar m; € N tal que
Tm, € B(z;,¢). De este manera, para todo z € K existen z; y 2,,,, tales que z, z,,; € B(2;,¢) y, entonces,

AQB2 AQB2
< MeT_TT (”Z . ” I ”x ZH) < 4(3T—TT ME
- rp—e¢ J M J - ;] ’

Ahora, si k > 1 > max{m1,...,my, %}, usando (3.3.7]) obtenemos

|fni (2) = S (2)]
< |fnk(Z) - fnk(me” + |fnk(xm7) - ij| + |fnl($mj) - ij| + ‘fnz(z) - fnz(xm]‘”

AQBQ
dem~"T M
+ ———=c
B

<

~| N
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Esto muestra que la sucesién f,, es uniformemente de Cauchy sobre K y, dado que K era arbitrario, la
sucesion es uniformemente de Cauchy sobre los conjuntos compactos de DS°. De donde, por ser completo
el espacio de funciones holomorfas con la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos
(ver por ejemplos [DGMSP19| Teorema 15.48]), esta converge a cierta funcién holomorfa f : D3° — C.
Para completar la prueba solamente falta chequear que f € H,(D3°). Sea

M = sup || full#r, (nge) > 0

y fijemos n € Ny 0 < r < 1. Dado que rT™ x {0} C D$° es compacto, existe k = k(n,r) € N tal que
|f(2) = fn.(2)] < 3 para todo z € rT™ x {0} y, por lo tanto

(/ |f(rw1,...,rwn,O,...)|pdw1-~-dwn>p

=

g(/ |f(rw1,...,rwn,0,...)—fnk(rwl,...,Twn70,...)|pdw1---dwn>

1
P
+ (/ |fnk(rw1,...,rwn70,...)pdw1~-~dwn)
’]I‘TL

1
1 P )

Luego tenemos que

+ M,

DN =

v
sup sup (/ |f(rw1,...,Twn,07...)|pdw1---du}n> <

neN0<r<1

lo que muestra que f € H,(D5°). O

Este Teorema de Montel vale de hecho para conjunto méas generales. Dado X un espacio de sucesiones
de Banach y consideremos el conjunto abierto

XND*® ={z=(zn)n € X: |2,| <1 para todo n}.

Para cada 1 < p < oo, denotamos por Hy(X N D>) al espacio de Hardy conformado por todas las
funciones holomorfas f : X NID* — C para las cuales

p

||fHHp(X|’T]D)°°) = sup Ssup </ |f(1"w1,...,rwn,0,...)pdwl«udwn) < 00
neN0<r<1 n

(considerando en el toro n-dimensional T™ nuevamente la medida Lebesgue normalizada). Si X < /o

entonces [DGMSP19, Observacién 13.22] muestra que H,(X ND>) = H,(D3°) para todo 1 < p < o0, y

todo conjunto compacto de X N D> es también un compacto de D5°. Como consecuencia inmediata del

Teorema [2.3.1] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Sea X un espacio de sucesiones de Banach X < o (con inclusion continua) y1 < p <
00. Si (fn) € Hy(XND™) es una sucesion acotada, entonces existen f € H,(X ND*) y una subsucesion
(fn.) que converge a f uniformemente sobre los conjuntos compactos de X ND>.

Teniendo el Teorema podemos probar el siguiente Teorema de Montel para los espacios %,.

Teorema 2.3.5. Sea {DVN =3 a%N)n_S}N una sucesion acotada en F,. Entonces existen D =Y a,n™° €

(Np)
¥,, y una subsucesion { DN+ = Za%Nk)n*S}k tal que {>_ ‘“;L:
todo € > 0.

n~°}r converge a ) ¥2n~° en ¥, para
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Hagamos antes dos pequefios comentarios que utilizaremos en la prueba. En primer lugar, el [DGMSP19|
Teorema 12.5] nos dice que existe una constante C' > 0 tal que, para todo 1 < p < oo, todo © > 2 y
dann~® € Xy,

g apn”®

n<z

< Clogzx
7[17

E apn”?

(2.11)

#p

En segundo lugar, si fijamos ¢ > 0y p < ¢ < oo, por estar D, € #, y ser los monomios {n~°} una base
de Schauder en %, sumado a la monotonicidad de las normas || - [, se tiene que

l

, Apn Ap
lim E LYt g E Zns
l—oc0 ne ne %
P

n=1

= 0. (2.12)

Demostracion. Por tenemos una sucesion acotada (fy)n en Hp(D§°) y, por el Teorema [2.3.1]
una subsucesién (fw, ) que converge uniformemente sobre conjuntos compactos a cierta f € Hy,(DS®).
Maés atn, si > a,n~° € #, es la serie de Dirichlet asociada a f por medio de la transformada de Bohr,
entonces por la definicién de los coeficientes de Cauchy (y la convergencia uniforme sobre compactos)

tenemos que ay ) = ca(fn,) = ca(f) = an cuando k — oo.

. . (Ng)
Fijemos ¢ > 0, por (2.12)) tenemos que las sumas parciales de ) %2n~° y 3 “2—n"*% convergen a las
correspondientes series. Nuestro primer objetivo serd mostrar que podemos controlar la convergencia de
todas estas sumas parciales uniformemente. Para ser mas precisos, queremos mostrar que para todo n > 0

existe cierto [y > 0 tal que

a 1 a a(V®) L o)
—S8 —S —S8 —S8
[T -], <n v [ESmm-Xm], <n e
n=1 n=1

para todo [ > [y. Comencemos fijando | > 2, luego ([2.12)) nos dice que

a ‘La I

n_ —g n,_—s z n,—s
—n~ 7 — —n = lim H —n .
DR D . N DI

n=1 n=I[+1

Si M = méx {H > ann_SH% ,SUpP N H > aslN)n_sH%, }, para cada j > [4+1 la suma de Abel, que recordemos
P P
nos permite descomponer una suma como

Z bpcy, = ( Z bn) ¢+ Z ( Z bm> (cn = Cng1),

n=Il+1 n=I[l+1 n=Il+1 \m=Il+1
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y (2.11) nos dan

(5 an)2e 5 (85 o) (2 k)

n=I[+1 m=Il+1

J j—1
D a4 >
n=Il+1

n=I[+1 p m=Il+1
j l
! —s —s 1
E anpn + g AnN -
n=1 7y n=1 7y J

i—1 l
JZ <’ Zamm s —&—’ Zamm_s

#p

)

n

E amm™—*°

<

{

%p> (7116 - (n+11)8>

n=Il+1 p m=1
. 1
<(Clog(j)M + C’log(l)M)j—E
= 1 1
1 M 1 M——-—
+ Z (Clog(n)M + C'log(l) )(nE (n+1)5)
n=Il+1
1 = €
<2C log(j)Mj—E + Z 2C log(n)MF .
n=Il+1
Luego
l 0o
n  _g n  _gq log(n
HZETL —ZER %<ECMZ ns+1‘
n=1 n=Il+1

Para cada k fijo, exactamente la misma cuenta da la misma desigualdad para an Nl 5. Dado que el
término de la derecha tiende a 0 cuando I — oo, podemos encontrar [y satisfaciendo .
Sea kg € N tal que si k > kg entonces |an Ne) —an| < para todo1<n<ly Sik> ko

( k) B an ( k) B lo aglNk) B
[T, {25 -5,
Apn  _ o Ap o agLNk)fan _

lo (Nk) an|

<277+Z [
n=1
lo

§2n+2|agN’“)fan| < 3n. O

n=1



Capitulo 3

Traslacion de series de Dirichlet
generales

Hemos comentado en el Capitulo 2| la idea que lleva a Bonet a definir en [Bonl8] el espacio #°.
Inspirados en esta definicion, a lo largo del capitulo anterior definimos los espacios anilogos para los
distintos espacios de Hardy %), los cuales resultaron ser un mismo espacio de Fréchet que notamos
por #.. En este capitulo vamos a realizar un proceso similar pero considerando en este caso espacios
de series de Dirichlet generales. El estudio de estas series se inici6 a finales del siglo XIX y principios
del siglo XX por matemaéticos como Bohr, Hardy, Landau o Riesz, entre otros. Antes de comenzar a
definir estos espacios, vamos a dedicar una primer seccién a algunas cuestiones bésicas relativas a estas
series. Pero, en pos de no extendernos innecesariamente, daremos solo las definiciones y propiedades
especificas que utilizaremos. Una vez finalizada esta primer seccién, que no contendra ningin resultado
original, extenderemos el estudio realizado en el Capitulo [2a esta nueva situacién, definiendo los espacios
correspondientes y estudiando distintas propiedades.

3.1. Series de Dirchlet generales

Definicién y Teorema de Bohr

Vamos a decir que A = (\,) es una frecuencia si es una sucesién de nimeros reales no negativos,
estrictamente creciente y de modo tal que lim \,, = +o0c0. Dada una frecuencia A, una A-serie de Dirichlet
n—oo

es una serie (formal) del tipo D = >_ a,e~*»*, donde s es una variable compleja y a,, € C sus coeficientes
de Dirichlet. Al espacio de las A-series de Dirichlet las vamos a notar por @(\). El ejemplo més importante
de una frecuencia es el dado por A = (logn), la cual conduce a las series de Dirichlet ordinarias ) a,n~*.
Otro caso relevante aparece considerando la frecuencia A = (n) = (0, 1,2,...), estas A-series de Dirichlet,
mediante la sustituciéon z = e~*, nos llevan a las series de potencias formales | a,2".

Al igual que ocurre con las series de Dirichlet ordinarias, las series de Dirichlet generales convergen
en semiplanos C,, definiendo en estos funciones holomorfas (ver por ejemplo [HR13| Teorema 2] o [QQ20L
Lema 4.1.1]). Asi, del mismo modo que para las series de Dirichlet ordinarias, se definen las abscisas de

una A-serie de Dirichlet D:

o.(D) = inf{oc € R: D converge en C,},
oa(D) = inf{o € R: D converge absolutamente en C, },
oy (D) = inf{o € R: D converge uniformemente en C,},

op(D) = inf{o € R: D converge y define una funcién acotada en C,} .

29
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Por definicién o.(D) < op(D) < 0,(D) < 0,(D), y en general todas estas abscisas difieren.
Otro valor importante asociado a una frecuencia A es el ancho maximo de la franja de convergencia
y no convergencia absoluta, esto es

L(A) == sup o4(D)—o0.(D),
DeB(N)

el cual, como prueba Bohr en [Bohl4, §3, Lemas 2 y 3], puede calcularse como

L(X\) = 0c(Y e ) =limsup 10§(n) .
n—o0 n

Una de las claves en la teoria de las series de Dirichlet ordinarias es el Teorema de Bohr (ver el Teorema
, el cual en particular implica que para estas series de Dirichlet las abscisas de convergencia uniforme
y acotacién coinciden. En la Teoria de las series de Dirichlet generales este resultado también reviste de
gran importancia. Veamos brevemente algunos hechos que se conocen respecto a esto.

Vamos a denotar por @t(\) al espacio de las A-series de Dirichlet que convergen en algiin lugar, y
cuya funcién limite puede extenderse a una funcién holomorfa y acotada sobre el semiplano Cy. Consi-
deraremos ademéds el subespacio D (\), dado por las series D € D(N) convergentes en el semiplano
Co. Junto con el supremo || D| o = sup |f(s)], siendo f la tinica extension de D, los espacios DE(N) y

s€Cop
Do () Tesultan ser espacios normados donde la contencion Do, (N) C DEH(N) en general es estricta (ver
[Sch20al Corolario 3.8 y Teorema 5.2]).

Diremos que una frecuencia A satisface el “Teorema de Bohr” (o que el Teorema de Bohr vale para \) si
ou(D) < 0 para toda D € D(\). Esta condicién resulta equivalente a la completitud del espacio Do (N)
e implica la igualdad Do () = DEE(A) (Ver por ejemplo [DS20b, Teorema 5.1]). La cuestién entonces
es encontrar condiciones sobre A de modo que esta propiedad se satisfaga. El primero en abordar este
problema fue Bohr (lo que explica el nombre), quien en [BohI3D] aislé una condicién suficiente concreta
que, en términos generales, impide a los valores \,, acercarse demasiado rapidamente. Mas precisamente,
mostrd que si A cumple:

FI=1N)>0Vd>03C>0YVneN: Ayi— A, > Ce FDAn (BC)

esta ahora se conoce como “condicién de Bohr”, entonces satisface el Teorema de Bohr (notar que A =
(logn) satisface (BC|) tomando I = 1).
Maés tarde Landau en [Lan21] mejoré el resultado de Bohr mostrando que la condicién més débil

V6>03C>0YneN: Ayg— Ay >Ce ", (LC)

(que llamaremos “condicién de Landau”) también es suficiente para que A satisfaga el Teorema de Bohr.
Observemos que implica , y que la frecuencia A = ((logn)®) satisface para todo a > 0
pero por ejemplo A = (y/Togn) (es decir o = 1/2) no satisface (BC]).

Recientemente Defant y Schoolmann han realizado un estudio sistematico de estas propiedades. Como
resultado de ello sabemos que, ademds de las condiciones clasicas que acabamos de ver, las siguientes
condiciones “comprobables” para A son suficientes para que satisfaga el Teorema de Bohr (ver por ejemplo
[Sch20al Observacién 4.8)):

= )\ es Q-linealmente independiente,

» L()\) :=limsup,,_, . l(ign" =0,

» ) verifica (LC) (y en particular, si verifica (BC)).

Luego, el Teorema de Bohr se verifica para frecuencias importantes como A = (logp,,) (por ser Q-l.i.),
A = (n) (para la cual L(A) = 0) y A = ((logn)®) para o > 0. Recientemente Bayart encontré algunas
otras condiciones suficientes Bayart en [Bay22, Seccién 4.2].
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Espacios de Hardy

El espacio @ (M) es quizés el espacio mas importante en la teoria de las series de Dirichlet generales;
pero naturalmente no es el Gnico. También existen los espacios de Hardy %,()\) de series de Dirichlet,
introducidos en [DS19a] por Defant y Schoolmann.

Dada una frecuencia, un A-polinomio de Dirichlet es nuevamente una A-serie de Dirichlet donde la suma
es finita ZN ane~*. Para todo polinomio y 1 < p < oo

n=1
fm L[ | EN BN (3.1)
1m — n " .
T—o0 2T -T Fn€
n=1

existe, y de esta forma podemos definir una norma sobre el espacio de todos los A-polinomios de Dirichlet.
El espacio de Hardy #,()), al igual que en el caso de las series de Dirichlet ordinarias que vimos en los
preliminares, se puede definir como la completacién de este espacio (ver [DS19b, Teorema 3.26]).

Esta definicién hace que el espacio sea dificil de manejar. Existe, sin embargo, un enfoque diferente que
relaciona estos espacios con el andlisis de Fourier en grupos (ver [DSI9b, Seccién 3]). Esto requerird un
poco més de preparacién (tener siempre en cuenta lo que hemos comentado en el Capitulo (1} en este caso
en particular la relacién con las funciones definidas en el politoro).

Siguiendo la notacién estandar, dado un grupo topolégico G, vamos a denotar por G a su grupo dual
formado por todos los caracteres (esto es, todos los los homomorfismos continuos v: G = T). Si §: G —

H es un homomorfismo continuo entre dos grupos topoldgicos, entonces el dual B . H = G esta dado
por B = v 0 (. Por ejemplo, si G es el grupo R = (R, +,7) dotado con su topologia canénica 7, entonces
todos los caracteres son de la forma ¢ +— e~ donde = € R.

Tomemos ahora un grupo abeliano compacto G y un homomorfismo continuo con rango denso f :
R — G. Entonces para todo caracter v € G existe un tnico (por densidad) € R tal que yo 3(t) = e~ ¥,
Por simplicidad vamos a escribir v = h,, y obtenemos

G={hy:z€ BB

En otras palabras, esto identifica a G y B(G), y los caracteres 7 = h, en G tienen un tnico indice real

Con esto, el par (G, ) se dice que es un A-grupo de Dirichlet si para todo n € N existe un ({inico)
caracter v € G tal que v = hy,. Se puede encontrar un desarrollo més detallado de este tema en
[DS19al, [DS19b)].

Para toda frecuencia un objeto tal existe. La compactificacién de Bohr R := (H{—i?d) de R con d
la topologia discreta junto con la inclusién fg: R < R dado por z [t — e_”t] , forma un grupo de
Dirichlet, el cual sirve para cada frecuencia arbitraria A como un A-grupo de Dirichlet. Sin embargo, para
determinadas frecuencias A\ existen ciertos A-grupos de Dirichlet que se ajustan mejor a la estructura
concreta de la frecuencia, tal como veremos méas adelante.

Dado un A-grupo de Dirichlet (G,8) y 1 < p < o0, el espacio de Hardy HIQ\(G) se define como el
subespacio cerrado de L,(G) = L,(G, ) (donde p es la medida de Haar sobre el grupo G) que consiste
en aquellas funciones F' cuyos coeficientes de Fourier

F(hy) = /G F(6)ha () du(t)

son 0 siempre que = € {\,: n € N}. Con esto se puede probar (ver nuevamente [DSI9b, Teorema 3.26])
que el espacio #,(\) que definimos anteriormente coincide con el espacio

Hp(N) = {Z ane " existe una (tnica) F € H;‘(G), con a, = F(hy,) para todo n € N},

(que no depende de la eleccién del A-grupo de Dirichlet [DS19al, Teorema 3.24]). Ademaés, la identificacién
es isométrica, en el sentido de que si >_ a,e”*»* y F estdn asociadas entonces

|3 e

|7c,,(x) = Flz, @)
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Maés ain, notemos que de esta manera también estamos definiendo el espacio #o(\) (a diferencia de lo
que ocurria con donde 1 < p < 00), que en principio resulta un espacio diferente a los mencionados
Do(A) y DE(N).

Terminamos esta subseccién describiendo los A-grupos de Dirichlet “naturales” para las frecuencias
A = (log(n)) y A = (n). En el primer caso, es decir la frecuencia que nos da las series de Dirichlet
ordinarias, este A-grupo de Dirichlet no es otro que el politoro infinito dimensional T°® (con su estructura
de grupo natural) junto con la conocida funcién de Kronecker

Brec: R — T definida por ¢+ p~ ™ = (27 37 574 ),

nos da un (logn)-grupo de Dirichlet. Entonces F € Hz(,log m) (T°) siy sélo si F € L,(T*) y el coeficiente
de Fourier f(a) = 0 para toda sucesién de enteros o = (ay;) con oy, < 0 para algin k. En otras palabras,

Hy(T%) := H{*™ (T%) = %, ((log n))

vale isométricamente, y hiogn, = 2% siempre que n = p*. Es decir que esta definicién del espacio #,(\)
coincide con lo que vimos en el Capitulo [I]
En el caso de la frecuencia A = (n) = (0,1,2,...) vamos a considerar el grupo G := T junto con fy(t) :=

e~ Este es un (n)-grupo de Dirichlet, y #,((n)) es igual al espacio de Hardy cldsico H,(T) := HZ(,n)(']I‘).

Funciones casi periddicas

Decimos que una funcién continua g : R — C es uniformemente casi periédica si para todo € > 0
existe un ¢ > 0 tal que para todo intervalo I C R de longitud ¢ existe 7 € I tal que

sup g(x) — gz +7)| < €.
z€ER

Equivalentemente, una funcién continua g: R — C es uniformemente casi peridédica si y sé6lo si es el limite
uniforme de polinomios trigonométricos, es decir, polinomios de la forma 25:1 az, e~ donde x, € R
(ver [Bes55, Capitulo 1, §5, 2° Teorema, p. 29]). Observemos que toda funcién periédica es trivialmente
uniformemente casi periddica.

De este modo, decimos que una funcién continua f : C,, — C es uniformemente casi periédica si para
todo o > 0 la funciéon R — C definida como ¢ — f(o+it) (que algunas veces denotaremos también como
fo = f(o+1ie)) es uniformemente casi periédica. Dada f : C,, — C, acotada, holomorfa y uniformemente
casi periddica, para cada x € R el coeficiente de Bohr correspondiente se define por

T .
az(f) = lim — [ . f(o +it)eloT®z g, (3.2)

donde la integral es convergente para todo o > oy e independiente de cada o (ver [Besbh, pagina 147]).
Estos coeficientes son 0 excepto para a lo sumo una familia numerable de valores z, y f = 0 si y solo si
a,(f) = 0 para todo z (ver [Beshil paginas 148 y 18]). Se pueden encontrar mas detalles de las funciones
casi periédicas en [Bes5].

Con todo esto, para una frecuencia dada A, el espacio H2 (Cp) se define en [DS20al, Definicién 2.15)
como el espacio formado por todas las funciones f : Cy — C acotadas, holomorfas y uniformemente casi
periddicas tales que a,(f) = 0 si & # A, para todo n.

El siguiente resultado [DS20al, Teorema 2.16] caracteriza la funcién limite de las series de Dirichlet
en #oo(A) en términos de la casi periodicidad.

Teorema 3.1.1. Para toda frecuencia X\ la identificacion f + > ax,(f)e "% define una biyeccion
isométrica
H2,(Co) = Hoo (M)

que conserva los coeficientes de Bohr y de Dirichlet.
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Series con valores vectoriales

Dado un espacio de Banach X, el conjunto @ (), X) va a denotar a todas las series del tipo 3~ a,e~*»%,

donde ahora (a,)n es una sucesién en X. Como puede verse en [CDMS21], donde realizan una descripcién

completa de la teoria, el resto de las definiciones son una traslacién directa del caso escalar (sea los espacios

Doo (A, X), #,(N, X)). Veamos algunos resultados importantes que nos serdn de utilidad més adelante.
En el [DS19Dbl Lema 4.9] se prueba que, para cualquier frecuencia A, el operador # () < Doo (A, #1(N))

definido por
Zane”‘"s — Z(anef)‘"s)ef)‘"z (3.3)

es una isometria. Un segundo resultado, probado en [CDMS21l, demostraciéon del Teorema 4.12]), es el
hecho de que si A satisface el Teorema de Bohr y X es un espacio de Banach, entonces dado £ > 0, existe
C > 0 tal que

(3.4)

Doo (X, X)

N
sup supH E ane_/\"(”it)H SCH E ane A
NeNteR I 7= X

para toda serie de Dirichlet perteneciente a P (A, X). Por otro lado, en [Sch20al comentario después de

la Proposicion 2.4] se prueba a partir del principio de médulo méximo que si aq,...,an € C entonces
N
sup ‘ E ane MEFD = qup E ane ®
teR n—1 Res>e ne—1

Luego a partir del Teorema de Hahn-Banach obtenemos

ane

= sup (3.5)

X Res>e X

N
sl e
teR n=1
para toda polinomio de Dirichlet a valores en X.
Finalmente, dado un espacio de Banach X, el espacio H2 (Cy, X) consiste en las funciones a valores
en X casi periédicas sobre R, que como en el caso escalar son aproximadas uniformemente por polinomios
casi periddicos a valores en X (ver [APT71] pagina 15]). En el caso particular donde X es el espacio de
Hardy #,()\), con 1 < p < oo, Defant y Schoolmann prueban en [DS19b, Lema 4.9] que existe una
inclusién isométrica
7, (N) = Hé\o((c()v%l’()‘)) (3.6)

tal que, si f = W(> an,e ), entonces ay, (f) = ane ** € #,(\) para todo n € N.

Bases y matrices de Bohr

Cerramos esta primer seccién dando algunas nociones acerca de las bases asociadas a una frecuencia
(ver [DS19D]). Una matriz infinita de ntmeros racionales R = (r}), ken se llama “matriz de Bohr” si
cada fila R,, = (r})s es finita, es decir si 7 # 0 solo para finitos valores k. Dada una sucesién A = ()
de ntmeros reales, decimos que una sucesién (finita o infinita) B = (b;) en R es una base para A si es
Q-linealmente independiente y para cada n existe una sucesién finita de coeficientes racionales (r)x tal
que A, =, 7¢bi. En este caso, decimos que la matriz R = (r7), ; es una “matriz de Bohr” de A con
respecto a la base B. Si A es una frecuencia, una base de este tipo siempre existe (de hecho puede tomarse
como una subsucesion de A), y si R es la matriz de Bohr asociada, escribimos A = A = (R, B) y decimos
que es una descomposicién de la frecuencua A. Observemos que ni B ni R son tnicas pero la longitud de
la base B siempre es la misma (ver [Boh25l Ejemplo 1, pagina 121].

Para clarificar veamos algunos ejemplos. Si A = (n) entonces basta con tomar como base B = (1) y
como matriz de Bohr R de una sola columna y con r} = n. Para A = (log(p,)) podemos tomar como base la
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N N
misma frecuencia (notar que son Q-linealmente independientes dado que 0 = >~ oy, log(px) = log( [T pi*)
k=1 =

si y s6lo si H pi* = 1, es decir que ay, = 0) y como matriz de Bohr a R con ! = d(,, xy. Por tltimo,

si A= (log( )) nuevamente podemos tomar como base B = (log(p1),log(pz2),...) y como R a la matriz
cuya fila n-ésima es la dnica sucesién a € N(()N) tal que n = p*.

Definicién 3.1.2. Decimos que una frecuencia A es de tipo entero (respectivamente natural) si existe
una descomposicién (R, B) tal que R consiste solo de niimeros enteros (respect. naturales).

La restriccién N-ésima (para N € N) de una A-serie de Dirichlet D = 3" a,e ™ *"* es la serie

D|N - Z ane_)\ns'

An€spang{b1,....bn }

Para ilustrar esto, en los términos ya mencionados, notemos que para el caso de las series de Dirichlet
ordinarias (nuevamente, esto es el caso A = (logn)), la seccion N-ésima de una serie de Dirichlet es
justamente considerar los a,, para los cuales n depende solo de los primeros N niimeros primos.

3.2. Teoremas de Montel

Hemos definido en la Seccién algunos espacios de series de Dirichlet generales como PX()\),
Doo(N) ¥ Hoo(N), siendo este isométricamente isomorfo al espacio de funciones casi periddicas H2 (Cy).
Observemos que en el caso de A = (log(n)) todos estos espacios son el mismo, que denotamos por #o, (es
decir, en términos de series generales D, (log(n)) = D= (log(n)) = Ho(log(n))). La cuestion de si una
igualdad andloga vale para frecuencias arbitrarias fue objeto de estudio en los tltimos afos. Este problema
estd relacionado fuertemente con una version del Teorema de Montel de Bayart: toda sucesién acotada
(X aye ) de series de Dirichlet en Do ()) admite una subsucesion (Ny) y 3 ane "* € Do (A) tal
que (Y abre~ 2 "%), converge a Y ane”** uniformemente en C, para todo o > 0 cuando k — oco. En
[DS20b, Teorema 5.1], Defant y Schoolmann prueban las siguientes equivalencias

Teorema 3.2.1. Para toda frecuencia A las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) El Teorema de Bohr vale para A,
(11) Doo(N) es un espacio de Banach,

(111) Doo(A) satisface el Teorema de Montel para series de Dirichlet,
(1V) Doo(N) = Hoo(N), isomélricamente y los coeficientes se preservan,
(V) Doo(N) = HX(Cy), isométricamente y los coeficientes se preservan.

Para el enunciado observamos que, de hecho, @, ()\) esta contenido isométricamente en H2 (Cy)
para cualquier frecuencia \. Esto se ve considerando, para cada Y a,e” % € Do ()) la funcién limite
f(s) = ane *»*. De esta forma, como se puede ver en [Sch20a, Corolario 3.9] se tiene que

anfThm —/ flo+it)eloT gt = ay (f),
para todon € Ny ¢ > 0, lo que implica

sup |a,| < H > ape
neN
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El Teorema de Montel para los espacios de Hardy de series de Dirichlet es una de las principales
herramientas que vamos a utilizar, pero como se puede ver es un tema de interés independiente para la
teorfa de la estructura de estos espacios. Tal como comentamos en el Capitulo [2 Bayart es el primero en
dar un resultado de este tipo para series de Dirichlet. Defant y Schoolmann extienden este resultado para
las series de Dirichlet generales, més especificamente para el espacio P (), como vimos en el Teorema
[3.2.1] Para extender estos resultados a los espacios #,()), a partir de lo argumentado en el Capitulo
vamos a tener que reformularlo en términos de las series trasladadas. Siguiendo las definiciones dadas
en el Capitulo [2| dada una A-serie de Dirichlet D = Y a,e™*"* y ¢ € R, vamos a notar por D, a la
serie de coeficientes ane~*?, es decir D, = Zane_’\”"e_%s (notar que nuevamente, si D converge en
s € C entonces D(s + o) = D,(s)). En cambio si k € N, entonces usaremos la notacién Dy, para notar
a la serie D, con o = % La cuestién nuevamente consiste en determinar bajo qué condiciones de A se
verifica el Teorema de Montel para los espacios de Hardy #,()), con 1 < p < co. Més concretamente,
bajo que condiciones de A\ podemos garantizar que toda sucesién acotada (Zaﬁ[ e’)‘"s) n de series de
Dirichlet en %,(\) admite una subsucesién (Ni) y > ane " € #,()\) tal que (Zafl\’ke*A""e’A"S)k
converge a Yy a,e e~ % en %, (\) para todo o > 0 cuando k — co. En [DS20b, Teorema 5.8], Defant
y Schoolmann prueban que esto ocurre si la frecuencia satisface el Teorema de Bohr. Mostramos ahora
que esta suposicion en realidad no es necesaria, y que el Teorema de Montel en los espacios de Hardy
vale para cualquier frecuencia.

Teorema 3.2.2. Sea A = (\,) una frecuencia y 1 < p < co. Para toda sucesion acotada (Z agfv)e_’\“S)N
en ¥,(\), existe una subsucesion (Ng)i y una A-serie de Dirichlet > ane™*"* € %,(\) tal que

klgn aSLNk)efAnoefAns — § /‘ane—Ano—e—A"s
oo

en #,(A\) para todo o > 0.

De hecho, demostramos un resultado més general para funciones uniformemente casi periédicas (Teo-
rema , del cual se sigue este resultado. Necesitamos un poco de trabajo previo. Vamos a comenzar
por fijar algunas notaciones y recordar propiedades basicas de las herramientas principales con las que
vamos a trabajar. Todas ellas son bastante estdndar y se pueden encontrar en varias monografias, como
por ejemplo [PW12 [Rud90]. Antes que nada, la transformada de Fourier de una funcién f € Li(R) se

denota por F(f) o f v se define como

F(F)(t) = 1t) = / F(te ez

— 00

para t € R. El nicleo de Féjer esta definido, para = > 0, como

K. () = 2;3(81“%/2))2

para t € R. Estos pertenecen a L1(R) y ||K;|[1 = 1 para todo z. La familia {K,},~¢ es un nicleo de
sumabilidad (esto es K, x f — f en L1(R) cuando & — oo para todo f € Li(R)). Tampoco es dificil
chequear que

R = (1= D)o, (39

donde x4 es la funcién caracteristica del conjunto A.
El nucleo de Poisson esté definido para o > 0 como

1 o

Fo) =
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con t € R. Nuevamente, este pertenece a L1(R) con |P, ||y = 1, y para todos o,

~

P,(t) = e Mo, (3.9)

Finalmente, dada una frecuencia A y D = Y a,e~*** € D(\), para cada = > 0 la correspondiente media
de Riesz de D de orden 1 (ver [DS20a]) estd dada por

RN(D) = Z an, (1 — %)e*)‘"s.

An<x

Con esto, dado que toda f € H) (Cy) formalmente define una serie de Dirichlet D = 3" ay, (f)e™*"%, la
media de Riesz de f de longitud x y orden 1 estd dada por la funcién entera

RAAE) = 3 an, () (1= 22 ).
An<z

—Ans

Notemos que, para una A-serie de Dirichlet dada, D =" ane , por [Sch20al Lema 3.8] sabemos que

inf {O’ € R: (R)(D)), converge uniformemente en (Cg}

S m sup IOg (SupRes>0 |R;)K\(D)(5)|) )

T—00 T

(3.10)

. . A . A
Observemos que, en particular, si Supgre g ’RI (D) (s)’ estd acotado en z, entonces (R, (D)), converge
uniformemente en cada semiplano C, con ¢ > 0.
Con esto, tenemos a mano todo lo que necesitamos para poder avanzar. Comenzamos aislando algunas
observaciones.

Lema 3.2.3. Sea A = (\,) una frecuencia arbitraria, y f € H (Co).
(1) Para todo o,e,x >0 yt € R tenemos

RY(f)(o +e+it) = (fo Py Ku)(t). (3.11)
(1) |R2(f)lloo < ||flloe para todo x > 0. En particular, (R)(f))z converge uniformemente a f en cada
semiplano C,, con o > 0.

(111) (SUPRes—q |f(s)|)0>0 es decreciente en o > 0, y || flloo = limy—0 SUPRe s—0 | ()] -
(1v) Para todo o > 0 tenemos que

sup [f(s)| = sup |f(s)[.

Res>o Re s=o

Demostracion. Tomemos en primer lugar un A-polinomio Q(t) = >, . cpe i donde F C N es
finito. Entonces, para o > 0 fijo y t € R tenemos, usando (3.8]) y (3.9)

(Qx Py Kp)(t) = Y e ™IF(Py 5 Ky )(An) = Y cne ™ Py (An) Ku(An)

nelF nel
) A
_ —Anit _—Apo _n
= cne e (1 o )x[,w,m](/\n) (3.12)
ner
) An
= Z cpe Mnlotit) (1 — —) .
neF t

Ap <w
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Fijemos ahora € > 0. Dado que f. es uniformemente casi periédica, existe una sucesién (Q%)n de A-
polinomios que converge a f. uniformemente en Cy. Més atn,

]}gnw ax, (Q%) = ax, (f-) = ax, (f)e =

para todo n. Luego, aplicando para los %, y haciendo N — oo, del lado izquierdo de la igualdad
obtenemos (fe * P, x K;)(t) (por la convergencia uniforme) mientras que del lado derecho nos queda
R)(f-)(o + it) = R)(f)(o + & + it) tal como afirmamos en (3.11).

Para probar notemos que inmediatamente implica

jgﬂlg|3§(f)(0+5+it)| < felloo I Po l[1 1Bl < (1 £ oo -

Haciendo tender €,0 — 0 obtenemos lo que queriamos. La convergencia uniforme sobre los semiplanos
se sigue inmediatamente de (3.10), mientras que el hecho de que el limite es f se obtiene a partir de que
los coeficientes de Bohr de R; convergen a los de f y del hecho de que estos coeficientes determinan de
forma tdnica a una funcién casi periddica (ver [Besbd, Capitulo 1, §4, 7° Teorema, p. 27]).

Dado que las medias de Riesz son sumas finitas tenemos (ver [Sch20al, Seccién 2] o [DGMSP19| Lema 1.7],
del cual el argumento se puede seguir de forma idéntica)

sup [Ry(f)(s)| = sup [R3(f)(s)].

Re s=0o Res>o
Esto nos da

sup |R)(f) (e + it)| < sup |RY(f)(o +it)|,
teR teR

para 0 < o < u,y dado quegarantiza la convergencia uniforme de R} (f) a f sobre las abscisas Re(s) =
o para o > 0, se sigue entonces Una vez tenemos esto, se obtiene del hecho de que f(o + ) es
uniformemente casi periddica, que supg, ,—, |f(5)| crece cuando p — o y que supge s, | f(5)| < co. O

Pasamos ahora al Teorema de Montel para H2 (Cg) que mencionamos anteriormente.

Teorema 3.2.4. Sea \ una frecuencia arbitraria. Para toda sucesion acotada (fn)n en H2 (Co), existen
una subsucesion (fn,)e y f € HX(Co) tal que fy, (0 + ) — f(o+ ) en HX (Cy) para todo o > 0.

Demostracion. Dado que |ax, (fn)] < [[fnllee < supy |[fn]lee < oo para todo n y N, para n = 1

. . 1
existe una subsucesién (N,E ) tal que (ay, fN’il) i es convergente. Dado que ay, ( fN,il)) es aco-

k
tada, existe una subsucesion (N ’gz)) de (N ,gl))k tal que (a,\2 ( f N(2>)>k es convergente. Teniendo
k
(N,il))k, ce (N,EJ))]C de modo tal que (a,\i (fN‘“»k es convergente y con (N,EHI))]C subsucesién de
k
(N,gi))k sil <1< j,dado que (a,\j+1 (legl))>k es acotada, existe una subsucesion (N,gjﬂ))k de (N,gj)>lc

tal que <a>\j . ( NTEREY es convergente. Realizado este procedimiento para cada j € N, consideramos
k k

la sucesion (Ny )y definida por Ny, = N,Ek), entonces (NNg ) es una subsucesion de (N,Ej)> para todo j € N
k

y por lo tanto, mediante este argumento diagonal estandar, obtenemos que las sucesiones (a)\”( ka))k
convergen (en C) para todo n cuando k — co. Definamos, para cada n,

ay, = lim ax, (fn,)-
k—o0
Usando el Lema (11)| concluimos que
Any i
‘ } : akne_k”‘”(l _ )e—mnt

X
An<z

= lim |R}(fn,)(0 +it)] < sup | fxl
k—o0 N
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para todo z > 0,t € Ry o > 0. Luego (3.10) nos da

converge uniformemente en cada semiplano C, con ¢ > 0 cuando x — oo, y vamos a denotar por f
a dicha funcién limite. La convergencia uniforme sobre los semiplanos nos dice que f € H2 (Cy) y sus
coeficientes de Bohr resultan ay, (f) = ay, . Solo queda ver que limy,_, o fx, (0+¢) = f(o+9) en H2 (Cy)
para todo ¢ > 0. Fijemos ¢ > 0 y observemos que, por el Lema (1v)| es suficiente comprobar que

lim sup|fn, (o +it) — f(o +it)] =0.
k—00 tcR

Notemos primero que por el Lema haciendo tender x — oo in (3.11) tenemos g, /2 * Py/o =
g(o +ie) para toda g € H2 (Cy). Esto, junto con el Lema nos da,

sup [Ry(9)(0 + it) — g(o +it)] = Sup |g5 2 * Py ja * Ku(t) = goy2 * P pa(t)]
teR teR

< ||g||00||PU/2 - PU/Z * K:vHLl(]R) .

para todo g y > 0. Como (K,), es un nicleo de sumabilidad, el dltimo término tiende a 0 cuando
2 — oo. Entonces, por ser (fy)ny una sucesién acotada, dado € > 0 podemos encontrar xg tal que

sup | f(0 +it) = RM(f)(0 +it)| < =
tER 3
) ) €
sup sup | fn (o +it) — R;‘(fN)(J +it)| < 3
NEN teR

para todo z > z. Por otro lado, dado que limy_,o ax, (fn,) = ax, para cada n, fijando = 29 podemos
encontrar un kg tal que

> lan, —ax, (fw)] <

An<z

)

wW| M

para todo k > kg. Juntando todo esto, dados k > ky y t € R tenemos que

Flo+it) = fa (o +it)]
< |f(o +it) = RA(f)(o +it)] + [RMS) (o +it) - RX(fw)(o + ib)] + | f(o + it) — RA(fw, (o +it)].

y las tres estimaciones previas completan la prueba. O

Siguiendo paso a paso la prueba del Teorema pero reemplazando los moédulos por normas,
obtenemos el siguiente resultado para los espacios de funciones uniformemente casi periddicas a valores
vectoriales.

Teorema 3.2.5. Sea A una frecuencia arbitraria y X un espacio de Banach. Supongamos que (fn)n es
acotada en H) (Co, X), y que existe una subsucesion (Ny) para la cual (a)\n (ka))k es convergente para
todo n. Entonces existe f € H2 (Co, X) tal que limg o0 fn, (0 +¢) = f(o + o) en HX (Co, X) para todo
o>0.

Los Teoremas y junto con (3.6), nos permiten pasar a demostrar el Teorema

Demostracion del Teorema[3.2.3. El caso p = oo se sigue inmediatamente del Teorema[3.2.4] del hecho de
que H2 (Cy) = #o0(A) (recordar el Teoremal3.1.1) y de que a,,(D,) = an,e 7 = ay, (f(c+)). Los casos
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1 < p < oo se van a seguir del Teorema combinado con la inclusién W: %, (N) — H2 (Co, #,(N))
dada en (3.6]). Para comenzar, vamos a usar que

(N)| < (M) ,—Ans C
lal; L;{ue%llzam e

o, ) =

para todo n y M (simple de ver desde el lado del anélisis de Fourier y la identificacién de los coeficientes).
Nuevamente un argumento diagonal muestra que podemos encontrar una subsucesién (Ng)i tal que
(an ’C) , converge para todo n. Definamos

(Ny)

ayp = lim a, */,

k—o0

consideremos la A-serie de Dirichlet S a,e *"%, en principio formal. Nuestro objetivo serd ahora com-
b

probar que esta serie pertenece a #,()), y que es el limite de la subsucesién de las A-series de Dirichlet.
Para cada N tomemos la funciéon fy = \II( > aglN)e*)‘"s) y notemos que

limay, (fn.) = l’ina;Nk)e—Mz = ape

existe (en #,(\)) para todo n. Ahora podemos usar el Teorema para encontrar una funcién f €
H2 (Co, %#,(N\)) tal que limy_,o fa, (0 + ¢) = f(o + *) en H (Co, %#,(\)) para todo o > 0.

Dado que ¥ es una isometria y W (3 alYke e =2ns) = fn (0 + o), la sucesion Y aVke ™ AnTe™ M5 o5 de
Cauchy en #,()\) y por lo tanto converge con limite Y a,e=*"7e =275, Luego

Z ane e € ¥, ()\) para todo o > 0 con || Zane_)‘"”e_)‘"sﬂp <C.
Por [DS19b, Teorema 4.7] sabemos que una serie pertenece a #,(\) si y sélo si todas sus traslaciones

lo hacen y ademds estdn uniformemente acotadas. Esto implica que Y an,e % € %,(\). Més atn,
nuevamente el hecho de que la inclusién ¥ es una isometria nos dice que

H ZaglNk)efAncfef/\ns _ Zanei)\"gef/\"s = ||f(oc+ie) — ka (040900,
¥p(N)
para todo o > 0, completando entonces la prueba. O

Si consideramos, para o > 0, el operador de traslacién 7, : #,(A\) — #,(\) dado por

Z ane "% Z ane Mo s, (3.13)

estd bien definido y es continuo (ver [DS19bl Teorema 4.7]). El Teorema nos permite decir un poco
maés.

Corolario 3.2.6. Para todo o >0 y 1 < p < oo el operador traslacion 7,: #Hp(X) = Hp(N) es compacto.

Para concluir esta seccién vamos a comentar un criterio similar al criterio de Hilbert pero ahora para
los espacios de Hardy %,(\). Mencionamos en la Seccién que A = (R, B), para una matriz infinita
de ntimeros racionales R = (r}), ken y una sucesién B = (bg) en R, si las filas de R tiene solo finitos
elementos no nulos, B es Q-linealmente independiente y para cada n se tiene que A, = ) r}b,. Ademas

k

—Ans

comentamos que restricciéon N-ésima de una A-serie de Dirichlet D = " ay,e es la serie

D= Y e

An €spang{bi,...,bn }
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coincidiendo esto con lo visto para las restricciones de las series de Dirichlet ordinarias. De esta forma,
la pregunta natural es si una A-serie de Dirichlet pertenece a #,(\) si y s6lo si sus restricciones D‘N

pertenecen a #,(\) y sus normas estdn acotadas. En [DSI9b, Observacién 4.21], Defant y Schoolmann
prueban la necesidad para cualquier tipo de frecuencia a partir de la conexién con el anélisis de Fourier
en grupos. Mds tarde, en [DS20bl Teeorema 5.9] prueban la suficiencia para el caso en que la frecuencia A
satisface el Teorema de Bohr, siendo una consecuencia inmediata del Teorema de Montel que demostraban.
Ahora que dejamos de lado esta hipétesis en el Teorema [3.2.2] podemos obtener la siguiente versiéon para
frecuencias arbitrarias.

Corolario 3.2.7. Sea A una frecuencia con descomposicion (B,R), y 1 < p < oco. Una A-serie de
Dirichlet D pertenece a #,(A) si y sdlo st Dy, € #p(X) para todo N y supy ”D‘NH%Q) < 00. Mds atn,
en este caso, HD||%p(>\) = supy ||D‘N||7gp()\).

Demostracion. La necesidad estd demostrada en [DS19bl Observacion 4.21]. Para la suficiencia vamos
a seguir la demostracién de [DS20b, Teeorema 5.9]. Supongamos que D = 5 a,e"*"* es una A-serie de
Dirichlet tal que D) € #,(\) para todo N y supy HD|N||%p(>\) < 0. Por el Teorema existe una

subsucesién (Ng) y una A-serie de Dirichlet E en #,()) tales que Dy, — Egen 7, () para todo o > 0.
k
En particular, tomando por ejemplo 0 = 1 y comparando los coeficientes nos queda que

. _ _ “An
ane " = ]\}gnoo a"(Dl‘Nk) = an(Er) = an(E)e” ™.

Tenemos entonces que a,, = a,(E) y luego D € %, (\). O

3.3. Espacios pre-Fréchet generados por abscisas

Para introducir los espacios de A-series de Dirichlet trasladadas, vamos a comenzar por un enfoque
abstracto para definir ciertos espacios (pre-)Fréchet de A-series de Dirichlet derivados de algunos espacios
normados preexistentes (idea inspirada por lo realizado en [DPSP19] por Defant, Pérez y Sevilla Peris). En
un primer paso, dado un espacio normado ¥(\) de A-series de Dirichlet (satisfaciendo ciertas condiciones
que explicitaremos luego), vamos a definir

» la abscisa oy (y)(D) asociada a X()) para cada A-serie de Dirichlet D,
y luego en un segundo paro vamos a generar el

» espacio X (A) de todas las A-series de Dirichlet para las cuales ox(x)(D) < 0 (espacio que resultara,
como veremos, pre-Fréchet) .

Mas tarde aplicaremos esta definicién general para estudiar los espacios Do, (A) y #p 4+ (A) para 1 < p <
00, generados por los correspondientes Do (A) y #p(A). También usaremos un procedimiento analogo para
definir el espacio H2, | (Co) (formado por funciones uniformemente casi periédicas) a partir de H2, (Cy).

3.3.1. Abscisas

Dada una frecuencia A, vamos a considerar los espacios normados X(A) de A-series de Dirichlet que
satisfacen los siguientes tres requerimientos:

(AS1) Todos los monomios e~ *#* perteneces a X(\) y tienen norma 1. En particular, todos los A-
polinomios de Dirichlet Zi:;l ane~** pertenecen a X(\), y

N N
[ ane € S ol
x() n=1

n=1
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(AS2) Los funcionales coeficientes X(\) — C dados por Y. a,e”*** + a,, estdn uniformemente acota-
dos. En particular, existe una constante positiva C tal que para todo A-polinomio de Dirichlet
Zi:;l ane~ " se tiene que

N
max |a,| < CH Zane_)‘"s
n=1

1<n<N 2N

(AS3) Para todo o > 0 el operador traslacién
To : X(A) = X(N),
definido como en ([3.13)) estd bien definido y es acotado.

En el caso de que un espacio X(\) cumpla estas tres condiciones vamos a decir que es A-admisible.
También vamos a definir el subespacio

X0\ = {Zane*/\"s € X(\): Vo >0, ( Z ane*’\nae*AnS)

An<z

converge en X(\) } .

x

Este espacio nuevamente resulta A-admisible. Notemos que, si la sucesién de monomios {e~*»*},, forma
una base de X()), entonces X(\) = XY(\). Veamos ahora algunos ejemplos de espacios admisibles.

Ejemplo 3.3.1. Sea A una frecuencia cualquiera.

(a) Fijemos un espacio de Banach de sucesiones complejas X que satisface las siguientes dos propie-
dades: (1) los e; forman una base normalizada de X y (2) si (a,) € X, entonces (e *7%a,) € X.
Notemos que la primer condicién nos dice que si (a,) € X, entonces a = Y. ape,, por lo que

N
(> apen)n es de Cauchy en X, de donde se tiene que |a,| = ||anen||x — 0 cuando n — co. Por
=1
" N
otro lado, si a € ¢; entonces (> ane,)n es de Cauchy en X y luego a € X. Es decir que tenemos
n=1

las inclusiones #1 C X C c¢g.

Algunos ejemplos de estos espacios X son los espacios £, para 1 < p < oo y ¢p. Otro espa-
cio de Banach relevante para nuestro propésito es el espacio X, definido como el espacio li-
neal de todas las sucesiones complejas (a,) tales que > a, converge, considerado con la norma
[l(an)||s = supy | 22;1 ap|. La propiedad (1) es directa, mientras que la (2) puede probarse di-
rectamente u observando que, para una sucesién (a,) € ¥ dada, la serie de Dirichlet > a,e~*"*
converge en s = 0, y luego también en Cy. Observemos que ¥ es isomorfo (aunque no isométrico)
a cp,con la identificacién dada por (a,) — (ZZO:N an)N.

Definimos @x (\) como el espacio lineal de todas las A-series de Dirichlet > a,e™*»* tales que
(an) € X. Junto con la norma || Zane’)‘"ngx(/\) = |[(an)||x es facil ver que Dx(A) es un espa-
cio de Banach A-admisible. Dado que (por definicién) los espacios Dx(A\) v X estdn identificados
como espacios de Banach, los monomios {e~*~*},, forman una base de @x(A) y, en particular,
Dx(A) = D& (N). Para ver esto tltimo observemos en primer lugar que si D = 3" an,e ™ € Dx (1)),
entonces para o > 0 se tiene que (e *#“a,) € X, es decir que D, € Dx(A). Ahora bien, como

N

los monomios son una base, tenemos que D, = limy 3. a,e *"7e~*"%: es decir que las sumas
n=1

parciales convergen en X y por lo tanto D € D% ().

Serdn especialmente importante para nosotros los espacios de Banach A-admisibles @y, (A), Dx(A)
vy D, (A). Es mas, para cualquiera de los espacios X mencionados, claramente se tiene que

Do, (A) C Dx(A) T D, (N) -
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(b) Para cada 1 < p < oo el espacio #,()) es A-admisible. Ademds, #,()\) = %)) ()) para 1 <p < o0,
dado que en este caso la sucesién {e~**},, forma una base (ver [DS19al Teorema 4.16]). Notemos
que Dy, () = #2()\) como espacios de Banach (identificando (ay,), con > a,e™*»%).

(¢) Elespacio @ () es claramente un espacio normado A-admisible, y si A satisface el Teorema de Bohr
este coincide con D2 (\) (dado que pertenecer a D, (\) es que las sumas converjan uniformemente
en cada semiplano C,). Por otro lado, del Teorema tenemos que Do (A) = oo (A) si y sélo si
A satisface el Teorema de Bohr.

Dado un espacio A-admisible X(\) se define la X(\)-abscisa de una A-serie de Dirichlet arbitraria
D =Y a,e ** como

ox(x) (D) = inf {(T € R: Zanef)‘"“ e ¢ }f()\)} € [—o0,0]. (3.14)

A su vez, la X%()\)-abscisa (recordar que este espacio tambén es A-admisible) de D = 3 a,e "% es el

infimo de todos los reales o tal que las sumas parciales (Zfr ane_’\""e_’\ns) convergen en X(\).
N

Ejemplo 3.3.2. Como en [DPSP19], las abscisas clésicas de convergencia se pueden reformular en tér-
minos de las abscisas de ciertos espacios admisibles. Sea A una frecuencia, y una A-serie de Dirichlet
D =" a,e **. Entonces

(a) 0¢(D) = ogy) (D), dado que si D, € Dx()) entonces por definicién Y- a,e™*m7 converge y por
lo tanto D converge en C,, coincidiendo luego las abscisas al considerar el infimo.

(b) 04(D) = 09, () (D), nuevamente si D, € Dy, (A) entonces lane=?"?| < oo y por lo tanto D
converge absolutamente en C,, considerando el infimo tenemos la igualdad.

(c) ou(D) = o9 (D), dado que la pertenencia de D, a Doo(A) es justamente la convergencia y
acotacion de D en el semiplano C,, .

(d) ou(D) = oxo(xn) (D), donde X(\) = Doo(A) 0 Hoo(A). Dado que el hecho de que las sumas parciales
de D, converjan en P (A) equivalen a que D converge uniformemente en el semiplano C,. Por
otro lado, por el Teorema las sumas parciales de D, convergen en #o.(\) si y sélo si las
sumas parciales de D convergen uniformemente en el semiplano C,.

Una herramienta 1til para la comprensién de estas abscisas son las conocidas como féomulas de Bohr-
Cahen para o;(D) con i = ¢, u, a. Un andlisis cuidadoso de las pruebas usuales muestra que estas férmulas
pueden extenderse a nuestros entornos abstractos (ver por ejemplo [DGMSPT9, [QQ20] o [DPSP19, Pro-
posicién 2.2]), siempre que X(A) sea un espacio de Banach.

Proposicién 3.3.3. Sea X(\) un espacio de Banach \-admisible de \-series de Dirichlet. Entonces para
toda D = a,e=*m% € D(N\) tenemos

lo " —AnS
oxo(n) (D) < limsup 8, <o ane Hx(,\) ’

T—00 X

donde la igualdad vale siempre que la abscisa es no negativa.

log ane”*n®
Demostracion. Tomemos L = limsup,_, . H Z*"“w y supongamos que L < +oo. Sea
€ > 0, por definicién existe Ny € N tal que para todo N > Ny se tiene que

X(N)

N
H Z aneiA"SHx()\) < AN (L+e/2) (3.15)

n=1
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Sean M > N > Ny, por la férmula de sumaciéon de Abel tenemos que

|52 a0 < S e e 4+ e

nN+1 n=1

- n
b3 S e g e ) — At

n=N k=1

| —>\M(L+E)
X\

N 3 . — £ — £ .
Por (3.15]), los primeros dos términos los podemos acotar por e *¥3 y e~ M3 respectivamente, los cuales
tienden a cero cuando N, M — oco. Para el tercer término vamos a comenzar por reescribir

Ant1
e An(Lte) _pg=hnsi(lte) — |4 of / e (LHe) 4y
An
luego tenemos que
Ani1
Z HZan 25 g (€3 B — A (L)) < Z A+ 4 ¢ / o= (LF) 4y
n=N k=1 n=N 5
M-1 Antl
<> |L+e / e "ida
n=N N
Am
:|L+€|/e’w%dx,
AN

integral que tiende a cero cuando N, M — oco. Por ser X(\) un espacio de Banach podemos concluir
N
entonces que ( Y ane M EF) e~ )\ converge en X()), mientras que por la continuidad de los coeficientes
n=1
lo hace a Zane’A(L“)e*)‘"s. Dado que esto vale para todo € > 0 tenemos entonces la desigualdad
ox(N\)(D) < L.
Supongamos ahora que ox(A) > 0, veamos que ox(A) = L. Sea ¢ > 0, si 09 = ox(A\) + € se tiene
N
que (3 ape %0~ %)y converge en X()\) y por lo tanto es una sucesién acotada en norma por una

n=1
constante positiva C. Utilizando nuevamente la férmula de Abel, tenemos que

N N
§ :anef)‘”s _ E an€7A1L(UO+S)e/\1LUU
n=1

n=1

— <§ ane —An0o, ) ANOo + E <§ are —AkT0 o= Ak >(e/\n¢70 76)\71.4»10'0)'

n=1

De donde se tiene que || Z ane ||y < 2Ce N9 es decir que L < 0 = ox(A) + ¢ y siendo que

esto vale para todo € > 0 tenemos la desigualdad que queriamos. O

3.3.2. Espacios (pre-)Fréchet

Dado un espacio normado A-admisible X()), definimos el espacio vectorial

X1 (A) ={D € D(N\): ox\(D) <0}. (3.16)
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Observemos que éste consiste de todas las A-series de Dirichlet tales que toda traslacién en o > 0 pertenece
a X(A). Al igual que en el caso de las series ordinarias (ver el Capitulo , nuestra primer tarea es dotar
a este espacio de alguna estructura. Para comenzar, para cada k € N la expresion

1Dl zx), e = [[Drllzn (3.17)

define una norma, por lo que la sucesién (|| '||3€(>\)7k)k dota a X(\) con una topologia pre-Fréchet. Nuestro
segundo paso es dar una representacién como un limite proyectivo de un espectro proyectivo numerable
de espacios normados (ver observaciény las definiciones anteriores). De hecho, hacemos esto de dos
formas diferentes.

Por un lado, para cada k consideramos el espacio

x,(\) = {D e D(N\): Dy € XN}, (3.18)

sobre el cual [ ][x(x); define una norma. Si iy : Xp41(A) < Xi(A) es la inyeccién candnica, entonces el
par
(X6(N) k) o (3.19)

forma un espectro proyectivo numerable de espacios normados.

Otra opcidn es, para cada k definir el operador 7 : X(\) < X(\) por D — D 1. Nuevamente, el par

i_ 1
kT k+1

(X)) pen » (3.20)

define un espectro proyectivo numerable de espacios normados.
Observemos que

v+ Xp(A) = X(A) dada por Zane_’\"s — Zane_%e_’\"s (3.21)

es una biyeccién isométrica, donde la inversa viene dada por ¢, (3" ane %) = Zane% e~*n3. Con
esto, resulta que los espectros definidos en (3.19)) y (3.20) son equivalentes, en el sentido de que

Tk O Pk41 = Pk O Ig (3.22)

para todo k (recordar nuevamente la observacion [A.0.7). Esto nos lleva a las dos representaciones del
espacio pre-Fréchet X (\) como el limite proyectivo de un espectro numerable de espacios normados que
mencionabamos mas arriba.

Proposicién 3.3.4. Sea A una frecuencia y X(\) un espacio normado \-admisible. Entonces X1 (\) es
un espacio pre-Fréchet, que ademds es un espacio de Fréchet siempre que X(\) sea un espacio de Banach.
A su vez, los operadores

X+ (A) = proj(Xk(N), ix) dado por D w— (D)3,

X4 (A) = proj(X(A), ) dado por D v (D1 /1)724
son isomorfismos de espacios pre-Fréchet.

Demostracion. Por (ver observacién es suficiente chequear esto solo para la primer repre-
sentacién. Notemos al operador por ®, el cual claramente resulta lineal e inyectivo. Por la definicién del
espectro, si (DF) € proj(X5()),ix), entonces existe una D € P(A) tal que D*) = D para todo k. Notemos
que esto implica que oy (D) < 1/k para todo k, luego D € X, ()) y claramente ®(D) = (D), por lo
que P es sobreyectivo. Finalmente, si 7y : proj(Xx (), i) — Xk () es la proyeccion candnica, se tiene que
tanto 7 o ® como &' o, ! son continuos para todo k; luego ® y ®~! son continuos. Esto completa el
argumento. Si X(\) es completo, entonces la descripcién como limite proyectivo implica la completitud
de X4 () (ver el Apéndice |A). O
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Al igual que en el caso A = (log(n)), podemos expresar estos espacios como espacios de Kothe

Observacion 3.3.5. Dada una frecuencia A, definimos la matriz de Kothe

An

AN) = (€7 7% )ptp=t - (3.23)
Como consecuencia de la Proposicién y la observacién tenemos que

De, +(A) = 6p(AN) ¥ Do+ (A) = co(A(N)) (3.24)

donde en ambos casos Y a,e”** se identifica con la sucesién (ay,),. Notar el caso particular s () =
l3(A). Todos estos espacios son Fréchet-Schwartz, dado que los operadores diagonales sobre ¢, o ¢
son compactos siempre que la diagonal es una sucesién que tiende a cero (ver nuevamente la observa-

cién [A.0.8). Veamos ahora, en un contexto mas general, que
D+ (A) = Deg 1 (A) = co(A(N)) - (3.25)
(como espacio de sucesiones), pero que a diferencia de (3.24]) esta inclusién en general es estricta.

Si X()) es un espacio normado admisible, entonces por |[(AS2)l podemos encontrar una C > 1 tal que

lane k| < C’H > ane | x 0k

para toda > an,e ?"* € X ()\) y todo k. Entonces, dado k podemos tomar cualquier k& < m y tenemos
que
|ape k| < C|| 3 ane™5| x(a),m|e(/E=1/m)]|

Esto muestra que (a,)n € co(A(N)) v la inclusién
X1 (A) = co(A(N)

es continua. Tomando X4 (\) = Dy 4 (A) esto nos da la inclusion en (3.25). Notemos que, para A = (logn),
la serie ¢ = ) n™° ¢ Dy 4 (\) (porque gy (1)(¢) = 0.(¢) = 1, recordar el Ejernplo7 pero la sucesién
de coeficientes pertenece a c¢o(A(logn)). Esto muestra entonces que la inclusién en general es estricta.
Por otro lado, si Y an,e ™ € Dy, 4 ()\),entonces por [(AS1)| la sucesién (25:1 ane M/ ke Ans) v es
de Cauchy para todo k. Si X(\) es completo, entonces la sucesiéon converge y, por lo hace a
S ane ke que por lo tanto pertenece a X()). Esto muestra que Y a,e™** € X% ()\) o, para
ponerlo en otros términos

Dey+(A) = XL(A) (3.26)

(con inclusién continua) para todo espacio de Banach A-admisible X()). En particular tenemos, para todo
espacio de Banach A-admisible X()), las inclusiones continuas canénicas

GAN) = Di, 4 (V) = XUA) = X4 (V) = B4 (V) = co(A(N). (3.27)

Esto implica que, en este caso, ox(x) (D) < 04(D) para todo D € @(X). Por lo tanto, dado que para
toda D € D(A) tenemos las desigualdades o.(D) < 03,(D) < 0,(D) < 04(D), uno puede preguntarse si
0.(D) < ox(x) (D) para todo espacio de Banach M-admisible X(\) y D € @()). Pero esto es falso — basta
tomar, por ejemplo, D =" #n_s, entonces o.(D) = 1/2, pero o2 (D) =0.

Pasamos a describir condiciones bajo las cuales los monomios forman una base para el espacio (pre)-
Fréchet X4 (\)

Proposicién 3.3.6. Sea X(\) un espacio A-admisible. Entonces son equivalentes:
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(1) La sucesién de monomios e=*»* forma una base de Xy (),
(i) X(A) = X°()),
(111) ox(\) (D) = oxo(x) (D) para toda D € D(N).
En particular, si los monomios {e~*#*},, son una base de X()), entonces también son una base de X1 (\).

Demostracion. Supongamos quevale y tomemos Y a,e % € X(\) C X4 ()). Dado que los monomios
forman una base del ltimo, las sumas parciales convergen a la serie para toda seminorma ||[|x (k- Es

decir que las sumas parciales de 3 an,e™*»/Fe=*n* convergen (en X()\)) a la serie. Esto muestra

Claramente implica |(111)} Para finalizar la prueba supongamos ahora que vale, y veamos que
entonces también vale Tomemos Y ape™** € X4 (A). Por hipétesis oxo(x) (D) = ox(x) (D) < 0y por
lo tanto, dado k£ € N cualquiera, tenemos que

Zane_’\"/ke_h"'s ex(\),

y (ZnN:1 ane’/\"/kJ“’e*)‘"s)N converge para todo o > 0 (y, por |(AS2)| tiene que hacerlo a la misma

serie). Dado que esto vale para todo k inmediatamente tenemos, tomando o = % — k%rl, que

N

lim g ape M/ke=Ans — E ane n/ke=Ans
N
n=1

en X(\), por lo que por (3:21)), si aplicamos ¢, !, implica

N
I'J{In E anpe s = E ane "’
n=1

en X;(\) para todo k. Esto da la conclusién. O

Terminamos esta seccién estudiando cudndo estos espacios son nucleares (recordar la definicién en el
Apéndice [A]). Al igual que en el Capitulo [2] el Teorema de Grothendieck-Pietsch (ver el Teorema [A.0.5))

n

es ahora nuestra herramienta principal. Para los monomios |(AS1)|tenemos que ||e”\"SHx()\)7k =e F,y
luego podemos reformular (A.2]) de forma conveniente.

Lema 3.3.7. Sea \ una frecuencia cualquiera. Entonces L(\) = 0 si y sélo si para todo k € N existe
m > k tal que

e Emw) < oo (3.28)

n=1

Demostracion. Supongamos primero que L(A) = 0. Dado k¥ € N tomemos m > k y definamos ¢ =

%(% - i) Dado que L(A) = 0 podemos encontrar n. tal que k;\g" < € para todo n > n.. Luego

S emth = P e Y L

n>ne n>ne n>ne

lo cual claramente implica (3.28). Para probar la implicacién contraria, dado k tomemos m > k tal que
se cumpla ([3.28)). Luego

_ s 1 1 1

Dado que k era arbitrario, entonces tenemos que L(A) = 0 lo que completa la prueba. O
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Con esto ahora podemos decir un poco més sobre cudndo estos espacios son nucleares.

Proposicién 3.3.8. Sea A\ una frecuencia cualquiera. Entonces son equivalentes:
(1) L(A) =0

(11) Existe un espacio normado A-admisible X(X) tal que X1 (\) es un espacio de Fréchet nuclear y los
monomios {e~**},, son una base.

(111) Para todo espacio de Banach A-admisible X(X) se tiene que X () es un espacio de Fréchet nuclear
y los monomios {e=*»*},, son una base.

Mads ain, en este caso todos los espacios de Fréchet X4 (\) para todo espacio de Banach A-admisible X(X)
coinciden, y en particular X4 (X) = £,(A(N)) = co(A(X)) para todo 1 < p < oo, donde A(N) es la matriz
de Kothe definida en (3.23)).

Demostracién. Como consecuencia directa del Teorema de Grothedieck-Pietsch (A2)) y el Lema [3.3.7]
tenemos que implica Supongamos ahora que L(A) = 0 y tomemos un espacio de Banach \-
admisible X(\). De (3.27) tenemos que

(1 (AN) = Dy +(A) = XE(N) = X (V) < co(A(N)).

Luego el Lema y la Proposicién implican que ¢1(A(X\)) = co(A(N)), los vectores candnicos
en = (0n,;); son una base y los espacios son nucleares. Pero entonces,

(1 (A(N) = X1(A) = co(A(N)),
de donde se sigue la conclusién. Dado que la implicacién restante es obvia, esto completa la prueba. [

Vamos a concentrarnos ahora en los espacios de A-series de Dirichlet trasladadas generados por algunos
espacios especificos.

3.4. Espacios Do ()

Comencemos por considerar X(A) = Do (A). Con la construccién desarrollada en la Seccién el
espacio Do, 1 (\) consistird en las A-series de Dirichlet > a,e™*"* que convergen en Cy a una funcién
(necesariamente holomorfa) acotada en cada semiplano més chico C,. Observemos que para el caso
A = (log(n)) recuperamos el espacio #$° definido por Bonet.

Obviamente @, (A) es un subespacio vectorial de Do, +(N). Estos espacios en general son diferentes

Moy —S

como vimos en el Capitulo [2| para las series ordinarias Tomando como ejemplo a Y (—1)"n"% = (1 —
2-5)C(s).

Notemos primero que por para todo k tenemos que sup,, |ane*AT-" | < H > ape s
en particular que los funcionales 3" a,e~*"* + ax son equicontinuos sobre D, 1 (\). Observemos también
que en este caso el espacio definido en es exactamente

Do,k (A) 1= {Zanef)‘"s € D(N): Zanef%ne*)‘"s € Doo(N) },

dotado con la norma .
1> ape e |9>oo(/\),k =) anem Fe M

Como ya hemos visto, el estudio de las series generales resulta mas complejo que el de las series
ordinarias y varia dependiendo de las propiedades de la frecuencia A. Para ilustrar esto, consideremos
nuevamente la frecuencia A = (n). Como comentamos anteriormente, con la sustitucion s € Cy e z =
e~ * € D, cada serie de Dirichlet Y a,e™ ™ pasa a ser una serie de potencias Y a,2™. Resulta entonces, que

|k. Lo que muestra

‘gm(x) :
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Doo,+((n)) es el espacio H(D) de funciones holomorfas en D, con la topologia de convergencia uniforme
en compactos. Este espacio es de Fréchet y nuclear. En particular, Do +((n)) es isomorfo a un limite
proyectivo numerable de espacios de Banach, todos isométricamente isomorfos al espacio de Hardy Ho. (T),
lo que relaciona su estudio con el analisis de Fourier en grupos abelianos compactos.
En cambio para la frecuencia A = (logp,,), veremos que Do +(A) es un espacio de Fréchet que, por un
resultado de Bohr, puede identificarse con un espacio de Kothe escalonado que, pese a ser un espacio de
Schwartz, falla nuevamente en ser nuclear (al igual que F°).

La proposicion nos da dos formas diferentes de representar al espacio P +(A) como limite

proyectivo (recordar las definiciones en (3.19)) y (3.20])).

Proposicién 3.4.1. Sea A una frecuencia. Entonces Doo +(X) es un espacio pre-Fréchet-Schwartz que
admite las siguientes representaciones como limite proyectivo

Doo,+(A) = Proj(Doo,k (A), i) = proj(Dec(A), 7k) -

Demostracion. Las descripciones como limite proyectivo son inmediatas de la Proposicién Para
ver que Doo,+ () es Schwartz notemos que, por el Corolario los operadores T : oo (N) — Hoo(N)
son compactos para todo k. Luego por el Teorema y [Sch20al Corolario 3.9] (que como ya hemos
comentado prueba la inclusién isométrica de oo (A) en H2 (Cy)), sabemos que D, (A) es un subespacio
isométrico de #o(A). Se deduce entonces, que los operadores 7y : Do (A) = Do (A) son pre-compactos
y, por lo tanto, proj(Peo (), 7i) es Schwartz. O

Clarifiquemos esto con un ejemplo interesante. Sea A una frecuencia Q-linealmente independiente, y
consideremos la matriz de Kothe A()) definida en (3.23)). El [Sch20al, Teorema 4.7] afirma que si \ es
Q-linealmente independiente entonces

DE(N) = Doo(A) = 41,

Luego, sabemos que
%00716()\) — 61((6_%),”) dada por Zann—s s (an)

es un isomorfismo isométrico para todo k. Esto nos dice que (ver (A.4)) por medio de la identificacién
Sapn~® — (a,) tenemos

Doo,+(A) = (1 (A(N))

como espacios de Fréchet.

Nuestro objetivo a partir de ahora serd estudiar la estructura de Do, 4+ (), lo que al final nos da un
resultado andlogo al Teorema [3.2.1] para los espacios de Fréchet de series de Dirichlet generales.

La prueba del Teorema [3.2.1] (ver [DS20b, Lema 5.2]) requiere aplicar el Principio de Acotacién
Uniforme. Los espacio tonelados es la clase méas grande de espacios en los que este principio vale. Por
lo que, cuando trabajamos con espacios localmente convexos, estudiar si el espacio es tonelado aparece
como una cuestién natural. El siguiente resultado caracteriza cuando estos espacios son tonelados, y esto
nos da una nueva equivalencia del Teorema de Bohr para una frecuencia A\. Notemos que esta propiedad
en cierto sentido queda oculta en el caso de los espacios de Banach, dado que un espacio normado es
tonelado si y sélo si es completo.

Teorema 3.4.2. Para toda frecuencia X las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) El Teorema de Bohr vale para .
(11) Doo,+(N) es un espacio de Fréchet.
(111) Do, +(N) es tonelado.
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Observacién 3.4.3. Antes de comenzar con la prueba del teorema, observemos (siguiendo el argumento
en [CDMS21], Teeorema 4.12]) que si para cada o > 0 existe una constante C' = C(o) tal que para toda
eleccién de finitos aq,...,ay € C, tenemos que

N M
H E ane—akne—)\ns < CH § ane—Ans
n=1 PDoo (V) n=1

para todo N < M, entonces el Teorema de Bohr vale para A. En efecto, si (3.29) vale, dada D =
S ane M € () y fijado N tenemos que

N
A
IS
X
n=1

para todo z > N. Por otro lado, en [Sch20al Proposicién 3.4], Schoolmann prueba que si D € DF(\)
entonces sup || R3(D)||gext(x) < C|| X ane™*%||gext(x). Juntando esto se tiene
>0

(3.29)

Dos(N)

< C RA ext
ooy < CIRAD) gy

N
A
(-2
x
n=1

y haciendo tender z — oo obtenemos

Hzan e <@ D
Doo (N)

lo que implica que o4(D) < 0 (usando Proposicién con por ejemplo X(A) = Do (A), ver también el
Ejemplo 3.3.2H(d))); es decir que el Teorema de Bohr vale para .

Demostracion del Teorema m

. = n (11)| Por la Proposicién sabemos que Doo +(A) = proj(Deo (M), 7%) como espacios pre-Fréchet.

Del Teorema “ tenemos ademas que PDoo(A) es completo, por lo que el ultimo limite proyectivo es
completo. De esto se sigue inmediatamente la conclusion.

- (A) ||Zan " ||§2>gg§t(>\)7

/\

= Es consecuencia del hecho general de que todo espacio de Fréchet es tonelado.

= [(D)] En vista de lo comentado en la Observacién es suficiente chequear que ([3.29)) se cumple.
Para esto, consideremos, para cada k fijo, la familia de operadores T : Do+ (A) — C dados por

gane/\sr—>§ anan

para N € N. Dado que los funcionales coeficientes estdn uniformemente acotados en P (A) se tiene que

N N
An An
’ g ane® | < E C’H E aneF e’
n=1 n=1

Es decir que los operadores son continuos y ademds, dado que cada D en Do, 4 (A) converge en s = 1/k,
entonces {Tx}ny es puntualmente acotado, por lo que es equicontinuo (por ser el espacio tonelado y,
por consiguiente, satisfacer el Principio de Acotacién Uniforme). En otras palabras, existe una constante
C =C(k) >0y ¢ >k tal que para todo Y a,e % € D +(\) tenemos que

N

i
sup’g ane” "k
N TS

< C(N)||D .
oy S CIDlla o

—Ans

HQZOO(A),Z'
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. . .M _ _
Finalmente, dado ay,...,an € Cy Rez > 0, aplicamos esto a la serie Y, _; a,e~*"?e~*»%, para obtener
N M
_ _2An _An
sup sup ane MFe” 7| < C sup ane” e An?
Rez>0 N<M n—1 Re z>0 n—1

Luegosio >0y % < o entonces

N N R
sup ane e Ans < sup sup E ane MnFe”
N<M || T gy ReFONSM |

M
< —/\ns
<  sup ane
Re(s)>1/1| ,, 4
M
—Ans
<C ane ;
n=1 Doo ()
lo que nos da (3.29) como queriamos. O

El siguiente resultado nos da la equivalencia entre la validez del Teorema de Bohr para una frecuencia
Ay el hecho de que el espacio Do + () sea Montel.

Teorema 3.4.4. Para toda frecuencia A las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) El Teorema de Bohr vale para .
(11) Doo,+(N) es un espacio Montel.

Demostracion. Si|(1)| vale, entonces por la Proposicién y el Teorema Doo,+(A) es un espacio
de Fréchet-Schwartz, y por lo tanto un espacio Montel. Si ahora suponemos que es un espacio Montel,

entonces es tonelado y nuevamente el Teorema prueba que implica O

Sabemos que los monomios {e~*»*},, forman una base de #>° = Do, 4 ((logn)) (ver [Bonl8, Teore-
ma 2.2]). En el caso de la frecuencia A = (n), recordemos que mediante la sustitucién s € Cy «~ z =
e~* € D se tiene la igualdad D +((n)) = H(D) y, por la misma sustitucién, los monomios {e=*=*},
resultan ser {z"},, formando también una base. Veamos ahora si esto es cierto para otras frecuencias.

Teorema 3.4.5. Para toda frecuencia A las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) El Teorema de Bohr vale para .
(11) Para todo k existen { >k y C > 0 tal que para cada . ane™ % € Doy 1 (\) se tiene

N
sup” E ane s
N —

n=1

An s

Do (A), = CH Zanednsn%w(,\),e'

Mads ain, en este caso los monomios {e”*"*},, forman una base de Doo 4+ (N).

Si A cumple el Teorema de Bohr, sabemos que o 4+ (A) es un espacio de Fréchet (ver Teorema.
Entonces, la afirmacién es una consecuencia inmediata de ser un espacio de Fréchet con la topologia
generada por estas seminormas (ver en el Apéndice , siempre que {e~*#*} forme una base
(comparar también con [Jar81, Teorema 14.3.6] o [MV9T7, Lema 28.10]). Sin embargo, en general tener
una base para un espacio pre-Fréchet no implica necesariamente la correspondiente desigualdad ,
por lo que seria interesante encontrar una frecuencia concreta A\ que no satisfaga el Teorema de Bohr
para la cual la sucesién de monomios {e~**} forme una base para Doo +(A) (recordemos que, por la
Proposicién esto ocurre si y s6lo si Do (A) = DL (N)).
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Demostracion. Supongamos que el Teorema de Bohr vale para A y, para cada N consideremos el operador
TN Doo,+(A) = Doo,k(A) dado por

N
g ane % E ane .
n=1

Dada D € Do, 1 () se tiene

N A A
an —4an
sup KT Ans ane” F

Re(s)>0

ane

WE

Doo (N)

< i CH Zane_%ne_)‘"s
n n=1
C(N)H Zane_Ms

Es decir que cada uno de estos es acotado, y, dado que el Teorema de Bohr vale, el limite puntual existe.
Ahora, Do+ (A) es tonelado (recordar el Teorema [3.4.2) y esto nos dice que la familia (Tn)n es equicon-
tinua (ver el Teorema [A.0.2)). Luego tenemos |(11)

Para la vuelta, si vale, esto implica (3.29)) que, como hemos visto, nos da que el Teorema de Bohr
vale para A.

Finalmente notemos que si A satisface el Teorema de Bohr, entonces D2_(\) = Do (N), y por la Proposi-
cién los monomios forman una base de Do 4 (N). O

n=1 1

Doo(N)

Algunos ejemplos de frecuencias para los cuales los monomios son una base de Do +(A) son A, =
(logm)® con a > 0, las cuales satisfacen la condicién de Landau (LCJ), y por lo tanto el Teorema de Bohr.
Hay frecuencias para las que hasta ahora no sabemos que ocurre, por ejemplo la frecuencia A,, = loglogn
(que no satisface la condicién de Landau).

Pasamos ahora a la tltima de las propiedades que nos interesaba estudiar como es la nuclearidad.
Recordemos una vez més que el espacio D ((logn)) no es nuclear, mientras que Do ((n)) que es igual
a H(D), si lo es (ver por ejemplo [Jar81 Corolario 8, pagina 499]). Por lo tanto la pregunta aparece
naturalmente: ;Para qué frecuencias nuestros espacios son nucleares? La Proposicién nos da la
respuesta.

Teorema 3.4.6. Sea A una frecuencia cualquiera. Entonces Do +(X) es un espacio de Fréchet nuclear
sty sélo si L(N\) = 0.

Demostracion. Si D + () es un espacio de Fréchet, entonces por los Teoremas[3.4.2]y[3.4.51os monomios
forman una base. Luego, si el espacio es nuclear, la Proposicion [3.3.8| nos dice que L(A) = 0. Por otro
lado, si L(A\) = 0, entonces el Teorema de Bohr vale para A y @ () es un espacio de Banach A-admisible
por el Teorema Nuevamente la Proposicion completa la prueba. O

Ejemplo 3.4.7. (a) @oo,+((n)) = H(D) es nuclear, ya que L((n)) =0
(b) Doo,+((logn)) y Doo,+((log pr,)) son no nucleares, dado que en ambos casos L(\) = 1.

(¢) Doo,+((logn)®) es nuclear para a > 1 (dado que L(A) = 0) y no nuclear para 0 < o < 1 (ya que
L(\) = ).

3.5. Espacios %), ()\)

Aplicamos ahora el enfoque abstracto a la escala de espacios de Hardy de series de Dirichlet generales
#,(\) para 1 < p < oo, generalizando el estudio que hicimos en el Capitulo [2 Observemos brevemente
que en este caso la abscisa definida en (3.14) ahora se lee como

o3, (D) = inf {o € R: Zane_)‘"”e_)‘”s e#,(\)}. (3.30)
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Con esto, siguiendo ({3.16)), consideramos el espacio pre-Fréchet
Hy+(N) = {D = Zanef)‘"sz o%, (v (D) < 0} ,

dotado con la topologia metrizable localmente convexa generada por la sucesiéon de seminormas

I Za”eiknsH%’p(,\),k = H Zane—/\n%e—%s

para k € N. Como en (3.17), para cada k € N consideramos el espacio normado canénicamente definido
por

Hp(N)

Hon(N) = { D ane ™ € DN): Y ane” Fe M € H,(N)},
que nos llevan a los espectros poyectivos numerables (recordar y )
proj(#p,k(A); ix)ken ¥ Proj(#p(A), 7)ren - (3.31)
Pasamos ahora a estudiar la estructura de los espacios #, +(\).

Proposicién 3.5.1. Sea A una frecuencia y 1 < p < co. Entonces %, +(\) es un espacio de Fréchet
Schwartz que admite las siguientes representaciones como limite proyectivo

.+ (A) = proj(#y,x(A), ix) = proj(#p (), 1) -

Demostracion. La Proposicion y (3.31)) nos dan las dos representaciones de los espacios pre-Fréchet
#p +(N\) como limites proyectivos. Dado que cada #,(\) es completo, entonces el espectro proyectivo
en @ consiste de espacios de Banach, y luego, #, 1 (\) es Fréchet. Por el Teorema todos los
operadores traslacién 7, son operadores compactos; por lo que la observacién [A.0.8 nos dice que los
espacios también resultan espacios de Schwartz. O

Ejemplo 3.5.2. Supongamos que A es una frecuencia Q-linealmente independiente. En [DS19al Co-
rolario 3.36], Defant y Schoolmann prueban que para este tipo de frecuencias se tiene la igualdad
#Hp(A) = #H2(X) = {5 para todo 1 < p < oo (donde cada A-serie de Dirichlet se identifica con la su-
cesi6n de sus coeficientes). Como consecuencia %, 1 (A) = £2(A(X)) para cada 1 < p < o0.

Dado que Doo(A) C #Hoo(A); Doo,+(A) = Proj Doc k(X)) v oo+ (A) = proj oo k(A), de la observa-
cién [A20.7] obtenemos que existe una inclusién continua

%00,+()\) — %OO;F()\),
que conserva los coeficientes de Dirichlet y de Fourier.
Teorema 3.5.3. Do +(A) = Hoo +(N) si y sdlo si el Teorema de Bohr vale para A.

Demostracion. Si el Teorema de Bohr vale para A, entonces sabelos por el Teorema que Doo k(A) =
Hoo 1:(N) para todo k. Luego la afirmacion se sigue de la observacién Por otro lado, si Do +(A) =
Hoo,+(N), entonces Doo +(A) es completo, y del Teorema deducimos que el Teorema de Bohr vale
para A. O

Nuevamente nos movemos al estudio de las bases de estos espacios de Fréchet

Proposicién 3.5.4. Sea A = (\,) una frecuencia y 1 < p < oo. Entonces los monomios {e~*»*},
forman una base

(1) de #, +(N), para 1 < p < oo.
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(11) de F1 +(N), si A satisface el Teorema de Bohr.

(111) de Hoo +(N) si y solo si A satisface el Teorema de Bohr.

La demostracién se basa en el siguiente lema. Para la prueba del mismo vamos a necesitar trabajar con
las series de Dirichlet generales a valores vectoriales.

Lema 3.5.5. Para toda frecuencia A y 1 < p < oo tenemos que #,(\) = %19(/\), y para p = 1 esto vale
si A satisface el Teorema de Bohr.

Demostracion. Como ya hemos mencionado, por [DS19al Teorema 4.16] los monomios forman una base en
%,(\). Esto prueba el caso 1 < p < oo. Para el caso p = 1, recordemos que, por definicién, #(\) C #1(N).
Tenemos que ver que la inclusiéon contraria vale si A satisface el Teorema de Bohr. Para ver esto, como
hemos mencionado, vamos a pasar por un momento a la teoria de series de Dirichlet generales a valores
vectoriales. Tomando en (3.4)) y (3.5) a X como #;()\) y juntando estos dos resultados con , se tiene

que dada Y a,e ™ € %, ()\) y € > 0 entonces
N
Z (an678A7L67A'rLS)67A7LZ

H an TLe nS - H
71 (A) n=1

= sup H g (anef)‘"s)efs)‘"eﬂ\
Rez>0 —

E anef)\ns

Con esto, la Proposiciéon nos da U%{)()\)(D) < 0 y esto implica que (25:1 ane_’\”“e_’\"s)N es

convergente para todo o > 0. Dado que la serie pertenece a #; (\), finalmente obtenemos que » ane s €
FHO(N). O

Doo (X, H1(N))

< H E ane ns 7)\nz
F1(N)

Doo (A, F1(N))

:c’

1 () .

Demostracion de la Proposicion[3.5.4 Las afirmaciones [(1)] y [(1D)| son consecuencia inmediata de la Pro-
posicién “ y el Lema m Por otro lado, si los monomios {e~*"*} forman una base de . +()\),
entonces forman una base de su subespacio E%oo#()\), y luego la afirmacion se sigue de los Teoremas m

yB53 O

Observacién 3.5.6. Como vimos, el item de la Proposicion nos garantiza que los monomios
forman una base de #; + () siempre que A satisface el Teorema de Bohr. Queda abierto el hecho de si es
0 no una equivalencia. Es decir, no sabemos si es cierto que dada una frecuencia A tal que los monomios
{e=*n},, forman una base de %; - ()\) entonces \ satisface el Teorema de Bohr, asf como tampoco tenemos
una frecuencia como contraejemplo.

Antes de pasar a estudiar la nuclearidad realizamos un pequeno comentario sobre las abscisas definidas
en (3.30)). Para las series de Dirichlet ordinarias (recordemos que es el caso A = (logn)) se sabe por el
[IDGMSP19, Teorema 12.4] que las abscisas pueden reformularse para cualquier 1 < p < co como

N
ow,(D) = inf {U > 0: (Z - 5) converge en %, ((log n))} :
nﬂ'
N

n=1

Con la notacién que usamos esto quiere decir que 1 < p < oo y cualquier serie de Dirichlet ordinaria D
tenemos

T3, ((log n)) (D) = T30 ((10g n)) (D) -
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Luego el Lema [3.5.5] muestra que esto vale para 1 < p < oo y toda frecuencia A, y para p = 1 y toda
frecuencia A que satisfaga el Teorema de Bohr. Finalmente, notemos que si el Teorema de Bohr vale para
A por la definicién del espacio D2 () y el Teorema también tenemos que

0. (0 (D) = 09\ (D) = 099 x)(D) = o9 (n)(D).

Pasamos ahora a estudiar cudndo los espacios de Fréchet #, +(A) son nucleares. Al igual que en el
caso Deo,+(A), la respuesta se obtiene de la Proposicién

Proposicién 3.5.7. Sea A\ una frecuencia. Entonces
(1) para 1 < p < oo el espacio de Fréchet %, +(N\) es nuclear si y sélo si L(\) = 0.

(11) para p =1y p= oo el espacio de Fréchet ¥, +(\) es nuclear y A satisface el Teorema de Bohr si
y sélo si L(\) = 0.

Demostracion. Tomemos una frecuencia A. Notemos primero que %, +(A) es completo (luego Fréchet)
para todo 1 < p < oo. Veamos primero que vale |(1)l Para 1 < p < oo, por la Proposicién los
monomios forman una base de %, (). Esto y la Proposicién nos dan las equivalencias de la
nuclearidad y L(A) = 0.

En el caso de p =1 6 p = oo, supongamos primero que %, + () es nuclear y A satisface el Teorema
de Bohr. Entonces la Proposiciéon nos dice que los monomios forman una base para %, +(\), y la
Proposicién implica que L(\) = 0. Por el contrario, asumamos que L(A) = 0. Esto implica que A
satisface el Teorema de Bohr y nuevamente la Proposicién nos dice que %, + () es nuclear. O

Como ya hemos mencionado al final de la seccién si L(A\) = 0 entonces todos los %, + () coinciden
para 1 < p < oo.
Un hecho importante que estudiamos en la teoria de los espacios de Hardy de las series de Dirichlet
ordinarias en el Capitulo [2| es que el operador 7, definido para cada o > 0 como
an

T,,(Zann’s) = —n 7,

nO'

es acotado como operador de #, = #,((logn)) en #, = #,((logn)) para todo 1 < p < g < co. Como
consecuencia inmediata de esto oy, (D) = oy, (D) para 1 < p,q < oo y toda D € D((logn)), de esta
manera vimos que #} = #{ para todo 1 < p,q,< oo. Es decir que habia un tnico espacio #4, que
podiamos tomarlo como ‘7@

Buscamos abordar ahora una pregunta andloga para las series generales. Para ¢ € R definimos el
operador traslacién como

Tg(Zane_’\"s) = Zane_A”"e_A"s .

Entonces decimos que una frecuencia A es hipercontractiva (para el operador traslacién) si, para cada
o > 0, el operador 7, : #,(\) — F,(\) es acotado para todo 1 < p < ¢ < 0.

Observacién 3.5.8. Dada una frecuencia A es claro que las siguientes afirmaciones resultan equivalentes:
= )\ es hipercontractiva,
v oy, (D) = 0,1 (D) para toda D € D()\) y cualquier eleccién de 1 < p,q < oo,
» Hp (X)) =H, +(N\) para cualquier eleccién de 1 < p, ¢ < co.

En [Bay22, Teorema 5.2] Bayart muestra que existen frecuencias (incluso satisfaciendo el Teorema
de Bohr) no hipercontractivas. Més explicitamente, existe una frecuencia A que satisface la condicién de
Bohr tal que 7, : #1(\) — #2(\) no es acotado para ningtn ¢ > 0. En particular, #a 1 (\) & %1, 4 (N).
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Nuestro objetivo ahora es encontrar condiciones que impliquen la hipercontractividad de la frecuencia
)\ para el operador traslacién.

Observacién 3.5.9. Si L(A) =0 o A es Q-linealmente indedependiente, entonces A es hipercontractiva.
De hecho, en ambos casos sabemos, por la Proposicién y el Ejemplo que todos los espacios de
Fréchet %, 1 (\) coinciden (como espacios de sucesiones).

Una herramienta que nos serd de utilidad es la Proposicién Recordemos brevemente que para
cada 0 <n<1lyl<p<gqg< oo existe un operador tal que

T, ( i ckzk) = i cr(nz)k
k=0 k=0

siendo acotado de H,(T) en Hy(T). Més atn, ||T;,|| < 1 para todon < 4/p/q. Por otro lado, si N € NU{oo}
yn = (mk)1<k<n C (0,1) es tal que sup,, [[,_; T3, || < co (notemos que se satisface trivialmente si N es
finito), entonces existe un operador

T, : Hy(TY) — H,(TV) (3.32)
tal que
Tn( Z caza) = Z ca(n2)®, (3.33)
aEF a€F
Ffinito Ffinito

v |7yl < sup, [Teey 1T ll- St A € NYY (si N = 0o esto debe entenderse como N((JN)) consideramos
H)(TV) = {f € Hy(TV): fa) #0 = a € A},

que, por ser un subespacio cerrado de Hp(']TN ), es nuevamente un espacio de Banach. Tomemos ahora

fe HZ/,\(TN )Y Py =Y aery coz® una sucesién de polinomios trigonométricos indexada en A, esto es
Fpyfinito

Fy C A, tal que (Ppy) v converge a f ( sabemos que existe por [DS19b] Teorema 3.14], donde se prueba
la densidad en H;,\(TN ) de los polinomios trigonométricos con coeficientes indexados en A). Luego, por

B33),
L,(f) =l Ty(Pa) = Y caln)®,

aEF )\
F finito

—_—

y por la continuidad de los coeficientes se tiene que si o ¢ A entonces T, (f)(a) = lg&n T, (Par)(a) = 0. De

donde conluimos que
T, (HMTN)) € HMTN) (3.34)

1Ty = Hy (TV) = HY(TY)|| < (|T;, - Hy(TV) = Ho(TY)]].

Dada una frecuencia A de tipo natural con descomposiciéon A = (R, B) y B = (bj)1<j<n (para N € N
6 N = 0), la transformada de Bohr B define un isomorfismo isométrico entre 7,(\) y HJ(T"). Mas
precisamente, existe una tnica isometria sobreyectiva

B, (N) — HHTY)

tal que para cada o € Ry n € N con A, =) a;b; tenemos que fA(oz) = a, para toda D =Y a,e ?"* €
Hp(N) y f e HYTY) con f=B(D) (ver [DSI9H, Teorema 3.31]).

Teorema 3.5.10. Sea A una frecuencia de tipo natural con descomposicion (B, R) tal que b; > 0 para
todo j y (si B es infinita) lim; b; = co. Entonces, A es hipercontractiva.
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Demostracion. Fijemos 1 <p<g<ooyo >0y definamos n; = €% para cada 1 < j < N. Dado que
los b; son positivos, tenemos que 0 < n; < 1 para todo j. Si B es finito y tiene longitud IV, entonces por

(13-32) y (3.34) tenemos un operador continuo
T, HE(TV) — HF(TV).

Si B es infinita, el hecho de que lim; b; = co implica que podemos encontrar jy tal que 1; < /p/q para

todo j > jo. Entonces sup,, [Tj_, |7y, [| < 5011 | 75,1l v tenemos un operador acotado Ty, : H,(T>) —
H,(T*). Esto y (3.34) nuevamente nos dicen que

T, : HF(T>) — H(T™).

Consideramos ahora el operador acotado 7, = B~ o T}, 0 B : #,(\) — #,(\). Veamos que este es
exactamente el operador traslacién que estamos buscando. Para esto, miremos primero los polinomios de
Dirichlet. Dada Zk ane % escribimos ¢, = a,, si Zj a;b; = A, y tenemos

n=1
k
‘B( E aneﬁ‘"s) = E a2 .
n=1 a€ER
A< aibs <A
l_zj J%i ="k
La ultima es una suma finita, y de (3.33)) obtenemos

B 1o Tn( Z Caza> = ‘Bfl< Z ca(nz)o‘)

a€ER aER

Algzjajbjgxk Algzjajbjg)\k
k
_ — biasio _ _
— % 1( § Col ZJ AR Zoc) :§ ane Anae )\ns.
a€ER n=1

SEN j @3PSk

Por lo tanto probamos nuestra afirmacién para los polinomios de Dirichlet. Sea D = " a,(D)e ™% €
#,(N), por la densidad de los A-polinomios de Dirichlet en #,(\) (ver [DS19bl Teorema 3.26]), existe una
sucesién Dy = > a,(Dyr)e”*»* de polinomios de Dirichlet que converge a D. Por continuidad, sabemos
que 7, (D) — T-(D) en #,(N). Dado que la convergencia en %,()\) implica la convergencia (en C) de
los coeficientes, tenemos que a, (D) = lg\rJn an(Dp) y

a0 (75(D)) = lim a, (75(Dar)) = liman (Dpr)e™"7 = an(D)e™ 7,

de donde obtenemos que 7, es el operador de traslacién. O

Observacién 3.5.11. Las frecuencias (logn) y (n) satisfacen trivialmente las condiciones del Teore-
ma A su vez, sila frecuencia A es Q-linealmente independiente (como, por ejemplo (logp,,)),
entonces uno puede tomar simplemente B = A y R dada por rj’ = d;, para ver que satisface las condi-
ciones del Teorema Como consecuencia directa (ver la observacién [3.5.8), para cada una de estas

frecuencias los espacios #, () (con 1 < p < 00) son todos isomorfos como espacios de Fréchet.

3.6. Espacios Hj, _ (Cy)

Como hemos mencionado, las series de Dirichlet generales y las funciones uniformemente casi pe-
riédicas estdn estrechamente relacionadas. Mas precisamente, recordemos que por el Teorema (ver
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también [DS20al Teorema 2.16]) se tiene que existe un isomorfismo que conserva los coeficientes de Bohr
y de Dirichlet tal que H2 (Co) = Hoo(\). Nuestro objetivo ahora es encontrar una descripcién andloga
para #oo + (). El primer paso es encontrar un espacio adecuado de las funciones casi periédicas, y dotarlo
con una topologia localmente convexa conveniente. Denotamos por

HZ, 1 (Co)

al espacio de todas las funciones holomorfas f : Cy — C que son uniformemente casi periddicas en
cada abscisa {Re(s) = o} y tales que el coeficiente de Bohr z-ésimo de f (recordar (3.2)) se anula si
x ¢ {\, | n € N}. Cada una de estas funciones es por lo tanto acotada en cada semiplano C. con & > 0
(ver [Besbhbl Capitulo I11, § 3]), y podemos dotar a H307+(C0) con la topologia Fréchet dada por la familia
de seminormas

[flloce = sup [f(s)]. (3.35)

Res> %
Nuevamente es conveniente encontrar descripciones proyectivas propias de H, g‘o +(Cyp). Consideremos
primero para cada k el espacio de Banach
H)(C:) = {f : [Re > 1/k] — C holomorfa : f(s+ 1) € Hjo(co)}
dotado con la norma definida en ([3.35)). Entonces obtenemos el espectro proyectivo

A .
(Hoo (C%)’lk)keN )
donde los operadores de enlace son las restricciones

i Hé‘o((c 1 ) L)H(;\O(Cl) dada por ff—> f|[Re>1/k]~

k+1 k

Dada f € HJ (Cy) los coeficientes de Bohr de f (recordar nuevamente (3.2)) son

1
k

aM(f): lim !

T
il <\ (o+it) Ay
Jim o [T flo+it)e dt,

donde ¢ > 1/k es arbitraria (y la definicién es independiente de la eleccién del o). Observemos que con
esta definicién los coeficientes de Bohr de f € H (C 1 ) y de ix(f) € H2, ((C%) coinciden.

1
k+1

Tenemos un segundo espectro proyectivo posible que nos resulta de utilidad. Notemos primero que
para cada k, el operador

Pk : HQO(C%) — H2 (Cp) defindo por f— f(e+ 1/k)

es una biyeccién isométrica, donde la inversa estd dada por (plzl( H=1r (- -1/ k) Luego podemos
considerar el espectro proyectivo

(H;\o ((Co), Tk)kEN )
donde 73, : H2 (Co) — H2,(Cp) esté definido por

fef(o+1/k—1/(k+1)).

Proposicién 3.6.1. Sea A\ una frecuencia. Entonces H) (Co) es un espacio de Fréchet-Schwartz. Tam-
bién, los operadores

Hé‘o,_‘_((co) = proj (Hé‘O ((C%),ik) dado por [+ (f|[Re>1/k])zO=1

Hi‘o)_‘_((Co) = proj (H;\O((Co),Tk) dado por f+— (f(' + 1/k));o:1

son isomorfismos de espacios de Fréchet.



58 Traslacion de series de Dirichlet generales

Demostracion. Ambas descripciones proyectivas se siguen exactamente como en la prueba de la Propo-
sicién En particular, mirando la segunda y teniendo en cuenta que todos los espacios H2 (Cg) son
espacio de Banach, deducimos del Teorema que T es compacto para cada k y por lo tanto H, QO +(Co)
es un espacio de Fréchet-Schwartz. O

Estamos listos para mostrar que tal como en el Teorema [3.1.1] existe un isomorfismo entre los
espaciosH2, | (Co) y #oo,+(A) que identifica los coeficientes.

Teorema 3.6.2. La identificacion

HQO,+((C0) =% +(N) dado por f+— Zakn (f)erns,

es un isomorfismo de espacios de Fréchet que conserva coeficientes.
Demostracion. Comencemos por ver que para cada k el operador

St H3(C1) = Foo k(N

1
k
definido por

e an (e

es una biyeccién isométrica. Tomemos f € H2 ((C 1 ) y observemos que la funcién g := f(e+1/k) pertenece
a H) (Cyp) y tiene coeficientes de Bohr
An

ax,(g) = ax,(fle” F,

para n € N. Luego por el Teorema la serie de Dirichlet > ay, (f)e_ane_’\“s = Y ay,(g)e™n®
pertenece a #..()\), y por lo tanto Y ay, (f)e ** € Hoo 1(\) con

|| Z@/\n(f)e_)\nsH%w()\),k = Ha)\n(f)e_%ze_)‘"s”%w()\) = ”9”00 = ||fHoo,k-

Esto muestra que S estd bien definido y es una isometrfa. Por otro lado, si Y a,e "% € Hoo r(N),
entonces por definicién y nuevamente por el Teorema podemos encontrar una g € H2 (Cy) tal que

An

ax, (9) = a,e” 7 para todo n. Ahora la funcién f := g(* —1/k) pertenece a H2 ((C%) y tiene coeficientes
de Bohr

An
akn(f) =e€r Cl)\n(g) = Qn,
para n € N. Esto muestra que S es sobreyectiva y, por lo tanto, una biyeccién isométrica. Ahora, la
observaci6n [AZ0.7] implica que el operador
S proj (Ho (Cy),ik) = proj(#oox (V). i) dado por (fi) = (Sk(fx))
es un isomorfismo de espacios de Fréchet. Mas aun, si p,, y 7, son las proyecciones canénicas de los
respectivos espectros proyectivos entre H, é‘o ((C 1 ) y %’oo,m ()\), tenemos que
Tm ©S = Sm 0 pm -

Usando las descripciones proyectivas de los espacios dadas en la Proposicién [3.4.1]y [3.6.1] inmediatamente
tenemos que para cada f € HS\O’JF(CO), el n-ésimo coeficiente de Dirichlet de S(f) es iguala ay,(f). O

De las Proposiciones [3.5.4] y [3.5.7] obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.6.3.

(1) Los monomios {e~*"*},, forman una base en H},  (Co) siy solo si X satisface el Teorema de Bohr.

(11) H,  (Co) es nuclear y X satisface el Teorema de Bohr si y sélo si L(A) = 0.



Capitulo 4

Operadores de Multiplicacién

Dada una funcién holomorfa f : D — C, decimos que esta define un operador de Toeplitz analitico
en el espacio de Hardy H,(D), si Tt(g) = fg € Hp(D) para toda g € H,(D). En [Vuk03], Vukoti¢
demuestra que f define un operador de Toeplitz analitico si y s6lo si es acotada en el disco, es decir si
pertenece a Ho (D). A partir de esta caracterizacién, y mediante herramientas de andlisis complejo y
funcional, estudia distintas propiedades del operador T%. Asi, por ejemplo, determina aquellos operadores
de Toeplitz analiticos que tienen rango cerrado. La caracterizacién viene dada a partir de la imagen de f
en el borde del disco, entendiendo esto como la funcién dada por el limite radial F(w) = }ql_}H% flrw) para

casi todo w € T:
Teorema 4.0.1. Sea 1 < p < oo, f € Hoo(D) y F € Hyo(T) definida por F(w) = lim1 flrw). Entonces
T—

Ty : Hy(D) — H,(D) tiene rango cerrado si y solo si existe una constante m > 0 tal que |F(w)| > m para
cast todo w € T. Mds aun,

{177 (0)ll 0 ¢ 9 € Hy(D), lglla, @) = 1} = essinf{|F(w)] : w € T},

Ademaés estudia propiedades espectrales del operador 1, en particular describe el espectro, el espectro
continuo y el espectro aproximado. Recordemos que para un operador 7' : X — X (X espacio de Banach)
se define:

= el espectro o(T') como los A tal que T — AT : X — X no es inversible,
= el espectro puntual 0,(T") como los A tal que T'— A no es inyectivo,

= el espectro continuo o.(T) como los A tal que T'— AI es inyectivo y tiene rango denso (pero no
cerrado) en X,

= el espectro radial o.(T') como los A tal que T'— A es inyectivo y su rango tiene codimensién mayor
o igual a 1.

Observemos que
o(T)=0p(T)VUo.(T)U o, (T). (4.1)

A su vez, el espectro aproximado o,,(T") se define como los A € o(T') tales que T'— AI no estd acotado
inferiormente. Es decir, que existe una sucesién (z,) C X de norma 1 de modo que la sucesion (T'—AI)(xy,)
tiende a cero en X. En [Vuk03], Vukotié describe el espectro de T — f en términos de la imagen de f. El
espectro continuo queda determinado por aquellos valores A para los cuales f — A\ es una funcién outer
en Ho, (D). Es decir, aquellos valores A para los cuales

log (0) Al = [ log |F(w) - Alde.
T

99
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siendo F' la funcién dada por el limite radial de f. Por ltimo, el espectro aproximado puede expresarse
a partir de la imagen esencial de la funcién F'.

Teorema 4.0.2. Sea 1 <p< oo y f € Hoo(D), entonces
» o(Ty) = f(D).

v 0.(Ty) C f(D) — f(D). Mds atin, A € 0.(T}) si y solo si f — X es outer en Hoo(D).
n 04p(Ty) = essran{F(w); w € T}.

Finalmente, también estudia la norma esencial del operador Ty. Dado un operador T': X — Y (con
X e Y espacios de Banach), la norma esencial se define como

IT)ess = {lIT — K||x—>y : K : X = Y compacto}.

En el caso de T, Vukoti¢ demuestra que esta coincide con la norma de f. Es decir, que la distancia que
hay entre el operador T y los operadores compactos de H,(ID) en H,(D) es || f|lz. (p)-

Teorema 4.0.3. Sea 1l <p < oo, f € Hy(D) y Ty : Hy(D) - Hy(D) el operador de Toeplitz definido por
f. Entonces

1Tt lless = 1T¢ | &7, ()= H, @) = 1| 5o ()-

Una pregunta que surge naturalmente, es si estos resultados se mantienen al considerar espacios de
Hardy de varias o infinitas variables. Es decir, operadores del tipo

Ty: Hp(Dév) - Hq(Dév)v
g fg

siendo N € N 6 N = oo. Més aun, teniendo en cuenta la relaciéon existente entre estos espacios y los
espacios de Hardy de series de Dirichlet, el interés se extiende a los espacios %,. Es este ultimo caso en el
cual nos vamos a enfocar, aunque planteando un ida y vuelta tanto con los espacios H,(DS°) como con
H,(T>).

Un primer paso necesario es determinar, fijados 1 < p,q < oo, aquellas funciones holomorfas ¢ que
definen un operador de multiplicacién, o Toeplitz, de #, en #,. Es decir, qué funciones holomorfas ¢
satisfacen que pE € %, para toda serie de Dirichlet £ € %,,, considerando siempre el producto como
funciones en el dominio en el que se encuentran definidas. Por lo tanto, el dominio natural de ¢ ya no sera
el disco, sino que debera ser el semiplano C 1 €n caso de que ¢ < 0o 0 bien Cy si ¢ = oo (dado que estamos
buscando que pFE sea una serie de Dirichlet en #,). A estas funciones las llamaremos multiplicadores de
#, en #,, formalmente

M(p,q) :={¢: (C% — C holomorfa : ¢ - E € #,, para toda E € %},

considerando, nuevamente, como dominio a Cy si ¢ = oco. Notemos que un multiplicador no puede ser
cualquier funcién holomorfa. De hecho, dado que 1 € %, se tiene que todo multiplicador ¢ debe ser
una serie de Dirichlet, mds atn debe pertenecer a #,;. Luego, para ser consistentes con la notacién que
venimos utilizando, vamos a notar como D a los multiplicadores entre espacios de series de Dirichlet. A
los espacios M(p, q) podemos dotarlos con una norma, respetando la idea del multiplicador. Para esto,
consideremos un multiplicador D € 9(p, q). Como consecuencia del Teorema de Gréfico Cerrado y la
continuidad de la evaluaciéon puntual en el semiplano C 1 (Teoremalm , el operador de multiplicaciéon
Mp : %, — #,, inducido por D, resulta continuo. Luego podemos considerar la norma en M(p, q) dada
por la norma del operador de multiplicaciéon. Es decir,

IDllon(p,q) = [1Mpllse, 3, = sup {||[DEl|s, : || Ells, <1}
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Este espacio topoldgico fue definido en [HLS97] por Hedenmalm, Lindqvist y Seip para el caso p =
q = 2, y luego generalizado por Bayart en [Bay02] a los casos p = ¢ con 1 < p < oo. El resultado obtenido,
nos dice que el espacio de los multiplicadores 9t(p, p) no es otro que el espacio de series de Dirichlet o,
una caracterizaciéon similar a los operadores de Toeplitz antes mencionados.

Teorema 4.0.4. Sea 1 < p < co. Entonces M(p,p) = oo isométricamente.

Nuestro primer objetivo serd entonces caracterizar a los multiplicadores de %), en %,, para luego
poder estudiar a los operadores de multiplicacién entre dichos espacios.

4.1. Multiplicadores de %, en %,

Como hemos mencionado, para 1 < p,q < oo, se tiene que el espacio M(p, ¢) estd contenido en #y,
dado que la serie de Dirichlet constante 1 pertenece a #,. Ademas, con la topologia definida en M(p, q),
esta inclusién resulta continua ya que

[Dllse, = |Mp(1)lse, < IMbllse, -, lse, = [Dllon(p,q) - (4.2)

Asimismo, siguiendo la contencién de los espacios de Hardy, esto es #; C %, si p < ¢, se tienen las
contenciones continuas

M(p1,q) € M(p2,q) y M(p, g2) € M(p,q1), (4.3)

siempre que p1 < p2 0 q1 < qa.

En lo que sigue de esta seccién vamos a ver que, al igual que en el caso p = ¢, el espacio de
multiplicadores 9t(p, ¢) resulta ser también un espacio de Hardy #;, para cierto t = t(p, ¢). Sin embargo,
antes de ver este resultado, comencemos probando un criterio del tipo Hilbert para los espacios de
multiplicadores. Recordemos que, en el caso de los espacios de Hardy 7, el criterio de Hilbert nos permite
determinar si una serie de Dirichlet D = 3" a,,n™° pertenece a ese espacio a partir de la “restricciéon” de la

serie a finitos primos (ver Proposicion [1.1.11)). Resulta necesario, antes de enunciar el criterio, determinar

)

qué espacios que ocupan el rol de %’ZSN . Siguiendo con la idea de los multiplicadores y su relaciéon con los

espacios de Hardy, estos no seran mas que considerar los espacios de multiplicadores de %]SN) en %q(N).

Es decir,
N L N) . N N
MM (p,q) .= {D e #"V) : DE € %{") para toda E € %™}

El criterio de Hilbert para el espacio de los multiplicadores es el siguiente

Proposicién 4.1.1. Sea D =" a,n"*° una serie de Dirichlet y 1 < p,q < co. Entonces D € M(p,q) si
y solo si D, € M) (p, q) para todo N € N y sup ||D‘N||gm<m(p’q) < 00.

Demostracion. Comencemos notando que, si n = jk, entonces gpd(n) < py si y solo si gpd(j) < pn
y gpd(k) < pn. De esto, podemos deducir entonces, de la Observacién m, que dadas dos series de
Dirichlet D y E, tenemos (DE)|N = D|NE|N para todo N € N.

Tomemos D una serie de Dirichlet y supongamos que D € 9M(p, q). Entonces, dada E € %AN) por
definicion DE € #,, y (DE)| € %q(N). Pero (DE)|, = D| E|, = D| E vy luego, dado que E era
arbitraria, D|N e M) (p, q) para todo N € N. Por otro lado, por el criterio de Hilbert para los espacios
de Hardy, si E € %, entonces E| € %Q(N) y ”E|N”%q < ||E||%, (ver Proposicién |1.1.11)). Esto nos dice
que ||D|N||9:n(N)(p’q) < || Dllsn(p,q) Para todo N.

Supongamos ahora que D verifica que

D|N € im(N)(p, q) para todo N e Ny C = Sl}tp ||D\N||9ﬁ<N)(p,q) < 0o.
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Entonces, para cada E € %, tenemos,de nuevo por la Proposicién [[L.T.11]

I(DE)|, I, = 10| B| I, < 1D lancs) gy | 2] 1, < CIE e, -

vl

Dado que eso vale para todo N, esto nos dice (nuevamente por el criterio de Hilbert para #,) que
DE € %, lo que completa la prueba. O

Al comienzo de este capitulo, comentamos el interés en estudiar los operadores de multiplicacion en los
distintos espacios de Hardy, tanto en los espacios H,(ID3°) como en H,(T). Siguiendo un razonamiento
analogo al realizado, podemos definir Mlpg (p, q) como los multiplicadores de H,(D5°) en H,(D5°), siendo
My (p,q) los multiplicadores para funciones en finitas variables. De igual forma, Mt~ (p,q) serén los
multiplicadores de H,(T*°) en H,(T>), y M~ (p,q) los multiplicadores en el politoro N dimensional.
Cada uno de los argumentos que hemos mencionado anteriormente se repiten en estos casos. Es decir,
cada espacio de multiplicadores estd contenido en el espacio de Hardy H, correspondiente, y la inclusién
es continua si consideramos como norma la del operador de multiplicacién definido por el operador.

Como hemos mencionado, hay una conexién muy importante entre estos espacios y los espacios de
Hardy de series de Dirichlet, dada por las transformadas de Bohr. Recordemos que la transformada de
Bohr Bpge : Hy(DS) — %, definida por Bpge (f) = Y ann™%, con a, = co(f) sin = p®, es una isometria
entre ambos espacios de Hardy. Del mismo modo, Bre : H,(T*) — #,,, dada por Bre(F) = a,n"%,
con a, = F(a) sin = p® resulta una isometria. Resulta natural preguntarse si el hecho de que D € M(p, q)
implica que Zpge (D) y L (D) sean multiplicadores de H), en H, es sus espacios correspondientes, o
viceversa. Efectivamente esto es cierto. Pero vale algo més fuerte ain, dadas dos series de Dirichlet
cualesquiera D, E € 7, se tiene que el producto entre las series estd en #; si y solo si los productos de
sus transformadas estan en el espacio Hy correspondiente.

Teorema 4.1.2. Sean D, FE € %y, f,g € Hi(DS®) y F,G € H,(T*) tales que f ~F ~D yg~G ~ E.
Entonces son equivalentes

1. DE € #;

2. fg € Hi(D5)

3. FG € H,(T>)
y, en este caso DE ~ fg ~ FG.

Este resultado nos va a permitir, al momento de caracterizar los multiplicadores, movernos entre
los espacios de series de Dirichlet y los espacios de funciones. De esta manera, vamos a poder utilizar

las herramientas més convenientes para facilitar las demostraciones. Como paso previo a demostrar este
resultado, vamos a ver la equivalencia entre [2| y [3| para el caso finito dimensional.

Proposicién 4.1.3. Fijemos N € N y sean f,g € Hy(DV) y F,G € H,(TV) tales que f ~ F y g ~ G.
Entonces, son equivalentes

2. FG € H,(TN)
y, en este caso, fg ~ FG.

Para demostrar este resultado vamos a utilizar la clase Nevanlinna de funciones en el polidisco y
algunas de sus propiedades. Esta clase de funciones aparece estudiada en profundidad por Rudin en

[Rud69, Seccién 3.3]. Fijado N € N, la clase de Nevanlinna W (DV) consiste en todas las funciones
holomorfas sobre DYV que satisfacen

sup /logJr |f(rw)|dw < oo,
0<r<1 "
T
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donde log™ (z) = log(x) si £ > 1y 0 en caso contrario. Dada esta definicién y la de los espacios de Hardy,
comentados en la Seccién [[.1.2] no es dificil ver que la clase de Nevanlinna contiene a los espacios de
Hardy H,(DV).

La clase W (DY) resulta ser un espacio vectorial. Se puede ver que es cerrada bajo la suma a partir
de que

log" | f + g| < log" (2max{|f],|g}) <log(2) + log™ | f| +log™ |gl,

y bajo el producto por escalares. Sin embargo, no es un espacio vectorial topoldgico, dado que el producto
por escalares no es continuo. A pesar de esto, tienen una propiedad que los espacios de Hardy no satisfacen
en general, y es que esta clase es cerrada bajo el producto. Es decir, si f,g € N/ (D¥) entonces fg € N (DV).
Nuevamente basta con ver que

log™ |fg| <log*|f|+1log" |g].

De forma similar a lo que ocurre en los espacios de Hardy, el limite radial de una funcién en la clase de
Nevanlinna determina una funcién integrable en el toro finito dimensional. Aunque en este caso serd la
funcién dada por el logaritmo del limite radial, como puede verse en [Rud69, Teorema 3.3.5].

Teorema 4.1.4. Si f € N(DV), con f # 0 entonces
Im f(rw) = f*(w)
r—1

eziste en casi todo w € TV ylog|f*| € LY(TV).

Pasamos ahora si a demostrar la Proposicén

Demostracion de la Proposicion[{.1.3 Supongamos primero que fg € Hj (DV) y denotemos por H €
H{(TV) la funcién asociada. Entonces, dado que

F(w) = lim f(rw), y Gw) = lim g(rw)

r—1- r—1-

para casi todo w € TV, tenemos

H(w) = lim (fg)(rw) = F(w)G(w)

r—1-

para casi todo w € TV. Por lo tanto FG = H € H,(T), y esto nos da

Asumamos ahora que FG € Hy(TV), y tomemos la funcién asociada h € H;(DY). El producto fg :
DY — C es una funcién holomorfa, dado que f,g € N (DV), entonces fg € N (DY) y por lo tanto fg —h
pertenece a la clase de Nevanlinna N (DY), esto es

sup /logJr |f(rw)g(rw) — h(rw)|dw < co.
0<r<1
N

Consideremos H(w) definida para casi todo w € TV como el limite radial de fg — h. Entonces por el
Teorema hay dos posibilidades: o bien log|H| € Li(T") o fg — h = 0 sobre DV. Pero, al igual que
antes, tenemos que

lim f(rw)g(rw) = F(w)G(w) = lim h(rw)

r—1- r—1-
para casi todo w € TV, y por lo tanto necesariamente H = 0. Luego fg = h sobre DV, y fg € H;(DV).
Esto muestra que [2] implica [I] y completa la prueba. O
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Teniendo este resultado en el caso finito dimensional, podemos pasar a la prueba del Teorema [£.1.2}
Veremos que [2] implica [3] a partir de la restriccién a finitas variables. Por otro lado, para deducir 2]
a partir de [3] utilizaremos un argumento analogo usando las Clase Nevanlinna en infinitas variables. Se
trata de una extensién a infinitas variables, realizada por Guo y Ni [GN22] Seccién 2]. Para el caso infinito
dimensional la definicién de la clase de Nevanlinna y las propiedades que nos interesan son esencialmente
las mismas. Notaremos a la clase por N (D$°) (recordemos que D° = ¢; N D) y cousistird en aquellas
funciones holomorfas f : D}® — C tales que

sup [ 1og™ [l < o
O<T<1’H‘oo

siendo f,1 : T — C definida por

f[r](w) = (Twl,T2w2,T3w3a )

Nuevamente esta clase resulta un espacio vectorial, que falla en ser un espacio topoldgico, y es cerrado
bajo el producto. A continuacién, aislamos dos resultados andlogos a los comentados pero que utilizaremos
més adelante. El primero, que puede verse en [GN22, Proposiciones 2.14 y demostracién de 2.16], nos dice
que los espacios de Hardy estan contenidos en la clase de Nevanlinna. Notemos que en este caso, dado
que estan definidas en un dominio diferente, en principio ya no es evidente que esto deba verificarse.

Proposicién 4.1.5. Para todo 1 < p < oo, Hp(D5®) C N (D).

El segundo, ver nuevamente [GN22, Teorema 2.4], nos permite pasar del dominio D$° al politoro
infinito dimensional a partir del limite radial.

Teorema 4.1.6. Sea f € N(DS°), con f # 0. Entonces, para casi todo w € T, el limite

fH(w) = lm f(rw)

r—1
existe, y log|f*| € L*(T*>).

Demostracion del Teorema[f.1.3 Veamos primero que[I]implica2] Supongamos que las series de Dirichlet
D=>%a,n*y E=> b,n ® pertenecen a #; y cumplen que

(Zann_s)(ann_s) = chn_s € ¥.

Sea h € H1(Dg°) la funcién holomorfa asociada al producto. Recordemos que, si o € N(()N) yn=p*eN,
entonces

Ca(f) = Qn, Ca(g) =bny Ca(h) =Cp = Z a;by . (4.4)

jk=n

Por otro lado, la funcién fg : D3® — C es holomorfa y si fijamos N € N entonces para todo z € DV
tenemos

Y calfe)t =19z 0= D e || DN = D0 | D eslNenlo) | =
aeN) BeNY ~eNY aeN) \B+r=a

Dado que esto vale para todo N entonces

calfg) = D ca(f)eylg). (4.5)

Bry=a
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para todo a € N(()N). Ahora, si jk = n = p® para algin a € NéN), entonces existen 3,y € NEJN) tales que
j=p? k=p"y B+~ =a. Esto, junto con y (4.5) muestra que ¢, (h) = ¢o(fg) para todo « y, por
lo tanto fg = h € H;(D$°). esto prueba nuestra afirmacién.
Supongamos ahora que fg € H;(D$°) y tomemos las series de Dirihclet correspondientes Y a,n™*%,
SbpnT%, > cpn~® € Hy (asociadas a f, g y fg respectivamente). El mismo argumento de antes muestra
que

Cn = Ca(fg) = Z Cﬂ(f)c’y(g) = Z ajbky

B+y=a jk=n

entonces (Z ann’s) ( > bnn’s) =>"e,n~® € %1, lo que prueba que |2 implica
Vamos a suponer ahora que fg € Hi(D3°) y veamos que [3| vale. Sea H € H;(T*) la funcién asociada
a fg. Notemos primero que fx ~ Fy, gv ~ Gn v (fg)ny ~ Hx para todo N. Evaluando en z € DV
tenemos que

(fo)n(2) = (f9)(2,0) = f(2,0)9(2,0) = fn(2)gn(2),
luego este producto estd en Hy (D). Por lo tanto la Proposicion dice que fygn ~ FnyGy, y tenemos

fn(a) = (FnGy)(a)

para todo o € N(()N) y, entonces, Hy = FyGpy para todo N € N. Podemos encontrar una subsucesién de

forma tal que
lilgnFNk (w) = F(w), h,]?lGNk (w)=GWw), vy ngnHNk (w) = H(w)

para casi todo w € T* (recordar la Observacion [I.1.6). Todo esto nos dice que F(w)G(w) = H(w) para

casi todo w € T*. Luego F'G = H € H1(T*°), y entonces queda probada nuestra afirmacion.

Finalmente, si FG € H;(T), denotemos por h a su funcién asociada en H;(D5°). Por las Proposicién

[4.1.5] sabemos que H;(D5°) estd contenido en la clase de Nevanlinna & (D$°), por lo tanto f, g, h € N (D$°)

y, por definicién, fg—h € N (ID$°). Por otra parte, del Teorema [4.1.6] tenemos que si u € N (D3°), entonces

el limite radial u*(w) = 13{1 uf,](w) existe para casi todo w € T*. Més atin, u = 0 si y solo is u* es 0 en
eyt

algin subconjunto con medida positiva de T*°. El limite radial de f,g y h coinciden en casi todo punto
con F,G y FQ respectivamente (ver el Teorema [1.1.9). Dado que

(fg—h)(w) = Jim firy (W) (W) = hypy(w) =0,

para casi todo w € T°°, entonces fg = h en D{°. Finalmente, como el conjunto DI° es denso en DS°, por
la continuidad de las funciones tenemos que fg € Hi(D3°). O

Dado que este resultado nos permite pasar de un producto de series de Dirichlet a uno en funciones,
automaticamente tenemos la siguiente igualdad entre los espacios de multiplicadores.

Proposicion 4.1.7. Para todos 1 < p,q < oo se tiene

M(p, q) = Mpg(p, q) = My~ (p,q),

9;)II(N)(]% q) = MDN (p7 Q) = ‘/M‘TN (pa Q) )

para todo N € N, por medio de la transformada de Bohr.

A su vez, el criterio de Hilbert que probamos anteriormente tiene su andlogo en los multiplicadores
de funciones.

Proposicién 4.1.8.
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1. f € Mpg(p, q) siy solo si fx € Mpy(p,q) para todo N € N y supy [[My, | < oo.
2. F € My~ (p,q) siy solo si Fx € My~ (p,q) para todo N € N y supy ||[Mp, | < oc.

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién, la descripciéon de los
espacios de multiplicadores de %, en #,.

Teorema 4.1.9. Las siguientes afirmaciones son ciertas
1. M(o0,q) = #H, isométricamente.
2. 8i1 < q<p<oo entonces M(p,q) = Hpq/(p—q) Isomélricamente.
3. Si1<p<oo entonces M(p,p) = Koo isométricamente.
4. Si1<p<q<oo entonces M(p,q) = {0}.

Las mismas igualdades valen si reemplazamos en cada caso MM y K por M) y F ) (con N € N)
respectivamente.

Como mencionamos anteriormente, el Teorema nos permite trabajar indistintamente con los
espacios M(p, q), Mpg (p,q) y M1 (p,q). Es decir que, por ejemplo, demostrar que 9(p, q) = H;, para
algin t = t(p, q), es equivalente a ver que Jlpx (p,q) = H(D5°). Por este motivo, en la demostracion
vamos a trabajar con series de Dirichlet o funciones (tanto en D$° como en T™) segn nos resulte mas
conveniente.

Demostracion. |1 Ya hemos notado que M- (00, q) C Hy(T>), donde la inclusién es continua (recordar
(4.2)). Por otro lado, si D € #; y E € #o entonces DE es una serie de Dirichlet en #,. Mas atn,

[Mp (E)llse, < Do, || E |5t -

Esto prueba que || Mp||lo(so,q) < || D][3,, dando la identificacién isométrica.
Supongamos que 1 < ¢ < p < oo y tomemos f € Hp,/p—q)(DS°) v g € Hyp(D5), entonces fg es

holomorfa en D$°. Sea t = ﬁ, notemos que % + % = 1. Por lo tanto, dada M € Ny 0 < r < 1, por la
desigualdad de Hoélder
1/q 1/qt a/ap
[useworas) < | [iroworta) ([ lgeomi
TM™ T™ T™
(p—q)/ap 1/p
= | [ieeomeoa [ lstrw oy
™ ™

= ||f||Hpq/(pfq)(Dgo)Hg”Hp(DSC)'

Dado que esto vale para todo M € Ny 0 < r < 1, entonces f € Jlpg(p,q) y més atin HMf”/ano () <
£l 5, - (D52) > Lieg0 Hypg(p—gq)(D5°) € Mg (p, q)- El caso para funciones en finitas variables (es decir
con dominio DV y N € N) se sigue con la misma idea.

Para chequear que la inclusién inversa vale, tomemos F' € My~ (p,q) (con N € NU {oco}) y conside-
remos el operador de multiplicacién asociado Mp : H,(TV) — H,(T") que, como sabemos, es continuo.
Veamos que puede extenderse a un operador continuo en L,(T"). Para esto, sea () un polinomio trigo-
nométrico, recordemos que esto es una suma finita de la forma

Qz) = Z aaz”,

lai| <k
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notemos que

M
Q=|II="|~ (4.6)
j=1
donde P es el polinomio definido como P := . gz y bg = a, cuando 8 = a + (k,...,k,0).
0<8; <2k
Entonces,
1/q v 1/q 1/q
Jirqeiras | ={ [irper [Tl ) =[PP
TN TN j=1 TN
1/p

M
< CIPlnyeny =C | [ 1P ] fosl 7o
N j=1

= Cl Rl a,xv)-

Consideremos ahora H € L,(T) arbitraria y, usando el Teorema|1.1.8| sabemos que existe una sucesién
de polinomios trigonométricos (Q,), tal que @, — H en L, y en casi todo punto en TV (tomando una
subsucesién en caso de ser necesario). Luego tenemos que

1FQn — FQulla, vy = |1F(Qn — Qu)lla, 1~y < CllQn — Qumlla, rvy — 0

lo que prueba que (FQ,), es una sucesién de Cauchy en L,(T™). Dado que FQ,, — FH casi todo punto
en TV, entonces esto prueba que FH € L,(TV) y FQ, — FH en L,(TV). Més atn,

| FH| g, vy = H}LDHFQnHHq(TN) < CliranHQnHHp(TN) = C|H|| g, vy

y por lo tanto el operador Mp : L,(TV) — L,(TV) estd bien definido y es continuo. En particular,
|F|91H|? € Li(TV) para toda H € L,(TV).

Consideremos ahora, H € Ly, /(T N) entonces |H|'/9 € L,(TN) y |F|7|H| € Li(TV) o, equivalente-
mente, |F|7H € Ll('JI‘N). Entonces

FANNS Lp/q(TN)* = Lp/(P—q) (TN)7

Y F € Lyg/(p—q)(TN). Para terminar el argumento, dado que F'(a) = 0 siempre que o € ZV \ N} entonces
F € Hyy(p—q)(TY). Podemos concluir que

Hypg/(p—q)(TN) C Myw (p. q) -

Para ver la isometria, dada F € Hpy/(p—q)(TY) tomamos G = |F|" € L,(TY) con r = q/(p — q) de
modo que FG € L,(TV). Sea, nuevamente, @, una sucesién de polinomios trigonométricos tal que
Qn — G en L,(TY), dado que Mp : L,(TN) — L,(TY) es continua FQ,, = Mp(Q,) — FG. Por otra
parte, escribiendo Q,, como en tenemos para cada n € N un polinomio P, tal que ||FQyl|L, r~) =
I1FPullz,ovy ¥ 1@Qnllz, vy = [[Pallz, 1~y Tenemos entonces que

IFGlL, @~y = H?IlnHFQn”Lq(TN) = HTILHHFPn”Lq(TN) < HTI;HHMF”MTN ) |1 PullL, oy
=1 [|Mellay (p.0) |@nllz, vy = [MElLax .o Gl @v)-
Ahora, ya que
IEIE 0 oy = IF™ iy owy = 1P G, ov)
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Yy
q/(p—q) _ _
IFIYED oy = IF vy =[G,
entonces
HMF”/%TN(p,q) > HFHqu/(p,q) = HFHH})L}/(;}*Q)(TN)’

tal como queriamos probar.
Basta con realizar el mismo razonamiento que en el item anterior, reemplazando % por oo.
Terminamos la demostracién viendo que 4| vale. Por un lado, el caso previo y (4.3) nos dan inmedia-

tamente la inclusion
{0} C Mlyn (p,q) € Hoo(TV).

Veamos ahora que JMpy (p,q) = {0} para cualquier N € N U {oo}. Consideremos en primer lugar el
caso N € N. Para 1 < p < q¢ < o0, fijemos f € */”Dg’(% q) y My : Hy,(DV) — H, (D) el operador de
multiplicacién . Ahora, dado que g € H, (DY), por (T.3) tenemos

N 1/q N 1/q
1 1
Fe@ < | [ Wolnes < (II=z5] Clolu,on. (4.7)
|21 |21

Jj=1 j=1

Puesto que f € Hoo(DV) y

Ifll g~y = lim sup [f(2)| = lim sup |f(2)],
=1 DN =1 TN

entonces existe una sucesién (u,), € DV tal que ||uplloo — 1y
| f(un)| = | fl e o) (4.8)

Para cada u,, existe una funcién g,, € H,(D"V), con g, # 0 (recordar (T.4))) tal que

N . 1/p
|gn (un)| = H PREERCATY ||gnHHp(]DN)'
j=1 1- |u"‘
De esto y (4.7)) se tiene
N . 1/p N . 1/q
| f (un) H m gnll e, @~y < H m Cllgnll m,m@~)-
Jj=1 " Jj=1 "
Luego,
N ) 1/p—1/q
|f(un) — <C.
]1;[1 1 — |ud)?
1/p—1/q
Dado que 1/p — 1/¢q > 0 se tiene entonces que [ [] e — 00, y, por la desigualdad previa,

j=1
| f(un)| = 0. Usando (4£.8)), esto muestra que || f|| z__ i~y = 0 obteniendo la afirmacién para el caso ¢ < co.
Mientras que si ¢ = oo, notando que H., (DY) estd contenido en H;(DY) para todo 1 < p < ¢ < 0o el
resultado se sigue del caso anterior. Esto concluye la prueba en el caso N € N.
Para probar que JMlpg(p,q) = {0}, fijemos nuevamente f € JMps (p,q). Por la Proposicién para
todo N € N la funcién truncada fy € .l/LDév (p,q) y por lo tanto, por lo que hemos mostrado antes, es la
funcién nula. Ahora la prueba se sigue usando que (fny)n converge puntualmente a f. O
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4.2. Operadores de multiplicacién

Teniendo caracterizados los multiplicadores de #, en %, podemos concentrarnos ahora en el objetivo
principal de este capitulo, esto es, estudiar los operadores de multiplicacién

Mp: %p%%q-
E— DE

Como mencionamos anteriormente, en [Vuk03], Vukoti¢ realiza un estudio completo de los operadores
de Toeplitz de Hy(D) en H,(D). Alli estudia, entre otras caracteristicas, el rango, la norma esencial y el
espectro.

Nuestro objetivo sera realizar un estudio similar para el caso de los operadores de multiplicacién en
series de Dirichlet, con sus respectivas consecuencias en los espacios de funciones en infinitas o varias
variables. Para esto, vamos a dividir esta seccién en dos partes. En la primera consideraremos el caso
p # q, donde por lo visto en el Teorema solamente resultard interesante considerar el caso en que
p > q. En esta primer subseccién, estimaremos la norma esencial de estos operadores en términos del
multiplicador y veremos que en ningiin caso tiene rango cerrado. La segunda parte la dedicaremos al caso
p = q, donde ademas de la norma esencial dedicaremos especial atencién al estudio de su espectro.

Antes de comenzar con estos casos, vamos a probar un resultado que caracteriza aquellos operadores
acotados 1" : #,, — #, que son operadores de multiplicacién. En el caso de funciones de una variable, un
operador T' : H,(D) — Hp(D) es un operador de Toeplitz analitico si conmuta con el operador T (g) = zg,
es decir si T o T, (g) =T, o T(g) para toda g € H,(D) (ver [Vuk03|, Teorema 4]). En el caso de funciones
en varias variables, uno esperaria que la caracterizacién se de a partir de conmutar con cada una de
las variables. Mientras que para series de Dirichlet, esta viene a partir de conmutar con cada uno de
los operadores M —s. Cabe aclarar que estamos haciendo un abuso de notacién al escribir M, b donde

puede referirse a M - 1 #p — ¥, o bien M, : #Hq — H, segin corresponda (bien definido en cualquler
caso por el Teorerna 4.1.9).

Teorema 4.2.1. Sean 1 < p,q < oo. Un operador acotado T : #, — #, es un operador de multiplicacion
si y solo si T conmuta con los operadores de multiplicacion M -s para todo i € N.

Lo mismo wvale st reemplazamos en cada caso H por N) (con N € N), y considerando M —s COn
1<i<N. "

Demostracion. Supongamos primero que T' : %, — %, es un operador de multiplicacién (esto es, T' = Mp
para cierta serie de Dirichlet D) y para ¢ € N, sea p; ® un monomio, entonces

ToM,-.(E) = Dp;*E =p;"DE = M,-. o T(E),

Es decir que T' conmuta con M, ..

Para la vuelta, supongamos ahora que T' : %, — %, es un operador acotado que conmuta con los
operadores de multiplicacion Mp‘—s para todo i € N. Veamos que T'= Mp con D = T'(1). De hecho, para

cada p; * y k € N tenemos que
T((p7)~°) = T((p;*)*) = T(M)-.(1)) = MY_.(T(1)) = (p;*)"D = (p})°D.
Ahora dadosn € Ny a € NBN) con n = p7'...pp* tenemos

k
1;[ T(M2 o OM;;S(U) M2, o OM;,;S(T(U):(WS)D.

Esto implica que T'(P) = PD para todo polinomio de Dirichlet P. Tomemos ahora E € %), y una sucesién
de polinomios P,, que converge en norma a E si 1 < p < 0o o débilmente si p = co (ver Teorema y
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observacién . En cualquier caso, si s € C 1, la continuidad de la evaluacién en s (ver nuevamente el
Teorema |1.1.10) implica que P,(s) — E(s).
Dado que T es continuo, tenemos que

T(E) = lim T(P,) = lim P, D

(donde el limite es en la topologia débil si p = c0).
Entonces para cada s € C; tenemos que

T(E)(s) = lirrln P,D(s) = E(s)D(s).

Por lo tanto, T(E) = DE para toda serie de Dirichlet E. En otras palabras, T es igual a Mp, lo que
concluye la prueba. O

4.2.1. Operadores de multiplicaciéon con p # ¢

Vamos a enfocarnos en esta subseccién, en los operadores de multiplicacién Mp : %, — #, para el caso
en el que p # q. Comenzaremos estudiando la norma esencial de estos operadores. Recordemos que esta
norma es la distancia entre el operador Mp y el espacio (%, #,), definido por los operadores compactos
de %, en #,. Realizando argumentos similares a los dados por Demazeux en |[Demlll Proposiciones 4.3
y 5.5] (donde estudia los operadores de composicién con pesos para funciones holomorfas en una variable),
obtenemos las siguientes estimaciones de la norma esencial en términos del multiplicador.

Teorema 4.2.2.

1. Sean 1 < q<p<o0, D€ Hypy/(p—q) Y Mp : #, — Hy el operador de multiplicacion. Entonces

[1Dllse, < [[Mblless < [|Mp]| = [|Dlls,

— pa/(p—aq)”

2. Seal<qg<oo, DeHyyMp:Hs — H, el operador de multiplicacion. Entonces

1
31Dl < [IMplless < [Mp]| = [ Dlls,-

En particular, Mp es compacto si y solo si D = 0. Las mismas estimaciones son vdlidas si se reemplaza
# por HN) (con N € N).

Naturalmente, la estimacién superior de la norma esencial por la norma del operador siempre es
valida, dado que 0 es un operador compacto de #,, en #,. Para dar una cota inferior, necesitamos poder
acotar por debajo a |[Mp — Kl||s, 3, para todo operador K : %, — #, compacto. Observemos que,
fijada una serie de Dirichlet £ de norma 1 en 7%, se tiene la desigualdad

IMp — Klls, %, > |Mp(E) = K(E)lls, > [ DEls, — | IK(E) |,

para todo operador K : %, — #,. Los métodos utilizados para acotar esta expresién variaran dependiendo
de si p es finito o no. Por ejemplo, en el caso de p = oo, la demostracion consistira en considerar, para cada
operador compacto K, una sucesiéon de series de Dirichlet acotada (E,,), adecuada, de manera tal que
K(E,) tienda a cero en #,. Mientras que para acotar el primer término del lado derecho de la desigualdad,
es decir | DE,||s,, utilizaremos en forma conveniente el resultado [DGMSP19, Proposition 11.20].

En el item 1} en cambio, vamos a aprovechar el hecho de que si 1 < p < 0o entonces ), es un espacio
reflexivo. Siendo, en particular, iguales la convergencia débil y la convergencia débil* (w*). Con esto, el
objetivo serd definir una sucesién (£, ), de norma 1, de manera tal que ||DE,||s%, > || D||%,. Pero donde,
ademaés, E,, que converja w* a cero, y por lo tanto K(E,) — 0 en #, para todo operador K. Para poder
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definir dicha sucesién, nuestro primer objetivo seréd caracterizar la convergencia en la topologia w* en los
espacios #),. La caracterizacién la haremos, por completitud, para 1 < p < co. Veremos la relacién que
existe entre la convergencia w*, la convergencia puntual en el semiplano C: y la convergencia uniforme
pero en semiplanos mas chicos que C 1 En la prueba, que resulta algo técnica, necesitaremos utilizar
que los %, son el espacio dual de un Banach. Esto es claro si p > 1, por ser reflexivos. El caso p = 1
puede encontrarse en [DP18, Teorema 7.3]. En dicho articulo, Defant y Pérez demuestran, para espacios
de Hardy de series de Dirichlet con coeficientes vectoriales en X, que #;(X) es un espacio dual si y solo si
X tiene la propiedad Analitica de Radon-Nikodym (ARNP) (ver por ejemplo [DGMSPT9] Seccién 11.4]
para una definicién de esta propiedad). Dado que C tiene la ARNP, esto prueba lo que queremos. Sin
embargo, incluimos aqui una prueba alternativa, dada en términos mas elementales.

Proposicion 4.2.3. El espacio #y es un espacio dual.

Demostracion. Denotemos por (By, , 7g) la bola unitaria cerrada de Hy (ID3°), considerada con la topologia
7o dada por la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Vamos a probar que (Bp,,7p) es un
conjunto compacto. Notemos primero que, dado un compacto K C /5 v € > 0, existe jo € N tal que
oo

> |zj]? < e para todo 2 € K [Die84), P4gina 6]. Entonces, la desigualdad de Cole-Gamelin (1.3]), implica
Jj>Jjo
que el conjunto

{f(K):feBu}cC

es acotado. Por el Teorema de Montel (ver por ejemplo [DGMSP19, Teorema 15.50]), (B, , 7o) es relati-
vamente compacto. Veamos ahora que (B, , 7o) es cerrado. Supongamos que (f,) C By, es una red que
converge a f uniformemente sobre compactos, luego tenemos que

/ 1 (rw, 0,0, .. )|dw < / 1 (rw, 0,0, .. ) — fu(re, 0,0, )]dew + / o (rw, 0,0, .. )|dw.
™ ™~ ™
Dado que el primer término tiende a 0 y el segundo es menor o igual a 1 para todos N e Ny 0 <r <1,

entonces la funcién limite f pertenece a By, . Por lo tanto, (Bp,, 7o) es compacto.
Consideremos ahora el conjunto de funcionales

E ={ev,: Hi(D3*) - C:z e D}

Notemos que la topologia débil w(H;, E) es exactamente la topologia dada por la convergencia puntual.
Luego, dado que 7y es claramente mds fuerte que w(Hi, E) se tiene que (Bp,,w(Hi, F)) también es
compacto. Finalmente, como F separa puntos, por el Teorema (ver el Apéndice , Hy(Dg°) es un
espacio dual y, usando la transformada de Bohr, #; también es un espacio dual. O

Pasamos ahora a describir las sucesiones que convergen w* en %, para 1 < p < oc. Este lema estd
basado en [BS84] Proposicién 2] donde describen la convergencia w* para espacios de Hardy de funciones
holomorfas en una variable.

Lema 4.2.4. Sean 1 <p < oo y (Dy) C %, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. D, — 0 en la topologia w*.
2. Dn(s) = 0 para cada s € Cy y || Dyll%, < C para algin C > 0.

8. D,, = 0 uniformemente en cada semiplano C, con o >1/2 y || Dy|%, < C para algin C > 0.

Demostracion. Que [I] implica [2] se cumple por la continuidad de las evaluaciones en la topologia w*, y
porque la convergencia en esta topologia implica que la sucesién es acotada.
Supongamos ahora que [2 se cumple pero [3| no. Entonces existen € > 0, una subsucesion (Dp;);

y un semiplano Ci,, con ¢ > 0, tal que  sup  |Dy,(s)| > €. Puesto que D,, = > anim™* es
2 Res>1/2+0 m
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acotada en %,, por el Teorema de Montel para %), (recordar por ejemplo el Teorema [2.3.5), existe
D =} amm™® € #, y una subsucesién de (D,,); (por comodidad en la notacién asumimos que es la
m
misma sucesién) tal que
n;
am  _g Am g
—m = —m " en ¥,
S 3 o,

m
para todo 6 > 0. Dado s € (C%, escribimos s = s+ d con § >0y sg € C%, con lo que tenemos
nj

Do, (s) = D agm™ (ot = 37 om0 5 37 "m0 = Disy + 6) = D(s).
m m

m

Concluimos entonces que D = 0 y por el Teorema [I.1.10] se tiene

e<  sup  |Dy,(s)] = sup |Dn; (s +0/2)]

Res>1/240 Res>1/240/2
n; n;
A —s Qi _s
Pl D e
me/2 me/2
m

m

g
>
ma/Zm

m

= sup
Res>1/240/2

< ((2Res)'/?

p

IN

C(lJrU)l/p

)

p

para todo n;, lo cual es una contradiccién.

Para ver que [3|implica |1} notemos por T%p a la bola unidad cerrada de #,. Sabemos que, para cada
1 < p < oo el espacio %, es un espacio dual y por el Teorema de Banach-Alaouglu, (?%p, w*) es compacto.
Por otra parte (?%’p, 7o) (es decir, acotado con la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos
compactos) es un espacio de Hausdorff. Si mostramos que la identidad Id : (Bw,,w*) — (Bx,,To) es
continua, entonces es un homeomorfismo y la prueba estard terminada. Para ver esto, notemos primero
que #, es separable (ya que el conjunto de polinomios de Dirichlet con coeficientes racionales es denso
en %,) y luego (By,,w*) es metrizable (ver [Con90, Teorema 5.1]). Luego es suficiente trabajar con
sucesiones. Si una sucesién (D, ), converge en w* a cierta D, entonces (D,, — D),, converge w* a 0y,
por lo recién comentado, converge uniformemente sobre conjuntos compactos. Esto muestra que Id es
continua, como queriamos. O

Con todo esto, ahora podemos probar las estimaciones para la norma esencial del Teorema

Demostracion del Teorema[{.2.3 [1| Por definicién [[Mplless < [[Mpl| = ||Dl|s%,,,,,,- Para ver la cota
inferior, para cada n € N consideremos el monomio E, = (2")™° € %,,. Claramente || E,||s, = 1 para
todo n, y E,(s) — 0 para cada s € C%. Luego, por el Lema FE,, — 0 en la topologia w*.

Sea ahora K : #, — %, un operador compacto, notemos que K(E,) — 0, por ser %, reflexivo. Por
otro lado, tenemos que ||DE, (%, = || D||%, dado que Mg, : #; — %, es continuo y por la densidad de

los polinomios existe una sucesién P; = aik‘s tal que P; — D en %,. Luego

R 1/q
, , ’ 1 i 1 —ni
IDEnllot, = lm [|F5 En e, =lim lim m/'gaiw'q” fedt
—R
1/q

R
1 i1
1 , . j_t
_11§n1%51100 QR/zk:akkit|th
R

= lim [| Py lse, = || Dlls, -
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Juntando todo esto obtenemos
[Mp — K| > limsup [[Mp(E,) — K(En)ll,
n—oo

> limsup [ DE, [, — [|K(En) 5, = [I1D]l5,-
n— oo

Sea K : #oo — #4 un operador compacto, y tomemos nuevamente E, = (27)7° € #, para cada
n € N. Dado que || Ey,||5%., = 1 entonces existe una subsucesion (E,;); tal que (K(E,,)); converge en #,.
Dado € > 0 existe m € N tal que si j,] > m entonces

K (En,) = K(En,) %, <e.
Por otro lado, si D = Y apk™° entonces DE,, = > ar(k2™)~° y por [DGMSP19, Proposition 11.20] la

norma en ¢, de
ak ny\—s
(DETLL)5 == E (]{2"1)5 (k2 )

tiende en forma creciente a ||DEy,|l%, = ||D|j%, cuando 6 — 07. Fijado j > m, existe 6 > 0 tal que

||(DE7Lj)5||%q 2 ||D||%q —&.

En;,—En .
Como || —.5—"|l%., = 1 para todo j # [, entonces

E"j — Ent

IMp - K| 2 -

(Mp — K)

#q

1 1
SI(DEn; = DEy )slloe, — 51K (Eny) — K (Eny)lls,

Y

> %(II(DEnj)JII%q — I(DEn)sll,) — /2
1

> 2IDle, — S (DEnJsllw, <
Finalmente, como
2m)~ 1
I(DEn)sllse, < 1 Dsllse, [|(Eni)sllsee < 1| Dsllse, 1=l = 1515, 575
y el éste tltimo término tiende a 0 cuando | — oo, tenemos entonces que |Mp — K|| > || D||s, . O

Del Teorema [£.2.2] se obtienen los siguientes resultados.

Proposicién 4.2.5. Para U =D5° o U = T* las siguientes afirmaciones son ciertas

1. Sean 1 < q <p < oo, f € Hyyyp—q)(U) y My : Hy(U) — Hy(U) el operador de multiplicacion.
Entonces
11,y < 1 Mglless < Mgl = 11f 118,00 @)

2. Seal<qg<oo, feHyU) yMy:Hyo(U)— Hy(U) el operador de multiplicacion. Entonces
1
S lla, @y < IMglless < 1Myl = (11l e, -

En particular, My es compacto si y sélo si f = 0. Las mismas estimaciones son vdlidas si se reemplaza
U por DY o TV (con N € N).
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Demostracion. Veamos |1} Dado que para todo 1 < p < o0, la transformada de Bohr By : H,(U) — %,
y su inversa 2Ly : #, — Hp,(U) son isometrias, un operador K : H,(U) — Hy(U) es compacto si y sélo
si Kg = By o K o%y : , — #4 es un operador compacto. Sea D = By (f), luego Mp = By o My oLy
y por lo tanto

My = K| = [[£v o (Mp = Ka) o Bu|| = [Mp — Kal| = [|Dllse, = [ fll a1, 0)-
Exactamente el mismo argumento da la prueba de O

Concluimos esta seccién estudiando el rango de los operadores de multiplicacién. Especificamente,
vamos a ver que el rango de estos operadores, dado por

rg(Mp) ={DE: E € #,} C %#,,
no es un subespacio cerrado en %.

Proposicién 4.2.6. Sean 1 <qg<p<ooyt=pq/(p—q) sip<oo yt=gq sip=00. Dada D € H#;, el
operador Mp : #,, — #4 no tiene rango cerrado. La misma afirmacion es cierta si reemplazamos # por
#N) (con N € N).

Demostracion. Dado que Mp : %, — %, es inyectivo, el rango de Mp es cerrado si y solo si existe C > 0
tal que C||E|l%, < ||DE||%, para todo E € %,. Supongamos que este es el caso y tomemos un polinomio
de Dirichlet P € %, tal que ||D — P||%, < &. Dada E € %, tenemos que
|PE|j%, = |DE — (D = P)E||%, = [|DE|l%, — (D — P)E|%,
C
2 CllElse, = I1D = Pllse, | Ellse, = 3 || Ellse, -

Luego Mp : #, — #, tiene rango cerrado. Sea ahora, (@), una sucesién de polinomios que convergen
en #, pero no en #,, luego

C
§||Qn - Qm”%’p < HP(Qn - Qm)“%’q < ||P||%oo||Qn - QmH%’qv

lo cual es una contradiccion. O

4.2.2. Operadores de multiplicaciéon con p = ¢

Concentramos ahora nuestro interés en el caso p = ¢, donde el espacio de multiplicadores correspon-
diente es M(p, q) = #Hoo. Recordando los Teoremas [4.0.1} [4.0.2] y [4.0.3] veremos que se obtienen resultados
equivalentes, con demostraciones similares, aunque adaptando adecuadamente las herramientas.

Comenzamos estudiando la norma esencial del operador Mp. Al igual que en el Teorema [£.0.3]
veremos que cuando p > 1 esta coincide con la norma del multiplicador.

Teorema 4.2.7. Sea D € Ho y Mp : #p — #, el operador de multiplicacion asociado.

1. Sil < p< oo, entonces
HMDHeSS = ”MD” = ”DH%’OO

2. Sip=1, entonces

!
méx{g || Dlse.. , [Dllse} < [[Mplless < [|Mpl| = [|Dlls.

En particular, Mp es compacto si y solo si D = 0. Las mismas igualdades son ciertas si se reemplaza #
por W) con N € N.
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La prueba para el caso p = oo fue realizada por Lefevre en [Lef09, Corolario 2.4]. Vamos a presentar
la misma por completitud.

Caso p = 0. Sea (sj) C Cy tal que Re(s;) — 0y |D(s;)| — ||D||%... Asumamos que 27% converge a
cierto a = 27% y consideremos para n > 2 la sucesién

na2=*—(n—1)

Enls) = = T m

Esta sucesién pertenece a la bola unitaria de #,, y més atin cada E,, es continua en Cy. De hecho, E,
es la imagen por la transformada de Bohr de la funcién

s _ naz — (n—1)
gn( >_nf(n71)621'

Esta sucesién satisface ademéas que E,(s) — —1 para todo s € Cy \ {ia} y E,(ia) = 1.

Sea K : o, — #~ un operador compacto. Dado que F,, es acotada, entonces existe una subsucesion
E,, y una serie de Dirichlet E € % tal que K(E,,) = E en #. Si existe sg € Cy tal que |D(sg) +
E(s0)| > || D||se., entonces

IMp — Kl > lmsup [DE,, — K(Ep,)|s.,
> limsup | DEy,, — Ellse.. — [1E = K(En,) 5.
> limsup [D(s0) En, (s0) — E(s0)| = [D(s0) = E(s0)| = [ Dl ,
como queriamos probar. Si, en cambio, no existe dicho sg, entonces |D + E||%., < ||D||%.. ¥ por lo tanto
|E(s) — D(s)| > 2|D(s)| — || D||s., para todo s € Cy. Pero entonces para todo n > 2y todo j se tiene que
[Mp — Kllst.. 3. = limsup [[DE,, — K(En,)l|s..
> [|DEy, — Ellst., — [|1E = K(En,) |l
> [D(s0)En, (s0) = E(s0)| = | B — K(Ep,)l|s..
> 2|D(s;)| = [Pl = [D(sj)[|Eni (55) = 1| = [|1E = K (En,)l|s¢.

Haciendo tender j a infinito obtenemos que | Mp — K ||ls. 9., > ||Dlls., — | E — K (En,)||%., - Finalmente,
si I = oo obtenemos que ||Mp — K% —%.. > || D||%.., como queriamos. O

Para demostrar los casos 1 < p < oo, vamos a plantear el problema desde el punto de vista de
las funciones holomorfas. Nuevamente, realizar este cambio nos permitird utilizar herramientas propias
de estos espacios, como el Ntcleo de Féjer, tal como veremos méas adelante. La versién para el caso de
funciones holomorfas es la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.8. Sea f € Hy(B.,) y My : H,(D3°) — H,(DS®) el operador de multiplicacion.

1. Sil < p< oo, entonces
[Mflless = 1Myl = [ fll Boo (Bey ) -

2. Sip=1, entonces
, 1
mAX{ S| fll e (Beg) » 1l gy} < 1M lless < Ml = 1 fll e (B2,

En particular My : H,(D3®) — Hp(D$°) es compacto si y solo si f = 0. Las mismas igualdades son
vdlidas si reemplazamos B, y D por DV, con N € N.
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Notemos que el caso p = oo se tiene de lo ya probado para series de Dirichlet y del mismo argumento
utilizado en la Proposicién [£.2.5] Para el resto de los casos del item [T} y al igual que en el Teorema [£.2.2]
nos sera de utilidad poder describir las sucesiones que convergen a cero en la topologia w*. Nuevamente
planteamos el siguiente lema, una versién del Lema y sigue la idea de [BS84] Proposicién 2], que
relaciona la convergencia en w* con la convergencia puntual en D°.

Lema 4.2.9. Sean 1 <p < 0o, N € NU{oc} y (f,) C H,(DY) entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. fn — 0 en la topologia w*,

2. fu(2) = 0 para cada z € DY y [ foll i,y < C
3. fn — 0 uniformemente sobre conjuntos compactos de DY y ||fn||Hp(DgV) <C,

Demostracion. [1]= 2]y 3] = [I] se prueban con los mismos argumentos usados en el Lema Veamos
que [2[ = [3| Supongamos que no, entonces existe ¢ > 0, una subsucesiéon f,, y un conjunto compacto
K C DY tales que || f5, || #.. (k) = €. Dado que f,,, es acotada, por el Teorema de Montel para H, (DY) (ver
el Teorema , podemos tomar una subsucesion fn].l y f€ Hp(]D)éV ) tal que f".n — f uniformemente
sobre compactos. Pero como tiende puntualmente a cero, entonces f = 0 lo cual es una contradiccién. [

Teniendo este lema podemos probar la Proposicién En esta, siguiendo algunas ideas de De-
mazeux en [Demlll Teorema 2.2], juega un rol importante el Ntcleo de Féjer N-dimensional. Este estd

definido por
N
|O"| a
K- Y (e

la,...lan]| <N j=1

para u € DY. Con esto, el n-ésimo polinomio de Féjer con N variables de una funcién g € H,(DY) se
obtiene convolucionando g con el Niicleo de Féjer N —dimensional, en otras palabras

1 = o w
oNglu) = % > > glau” (4.9)
(n+1)
by In=1 oy | <y
Como se puede ver en [DGMSP19, Lemas 5.21 y 5.23], o : H;(DY) — H1(D) es una contraccién y
oNg — g en H (DY) cuando n — oo para toda g € H;(DY). Pasemos ahora a la demostracién de la

Proposicién [£:2.8

Demostracion. La desigualdad || My||ess < [[M¢|| = ||| g~y vale para todo N € NU{oo} (considerando

B, si N = c0). Luego, solo queda ver que
HMf” < ||Mf||ess . (4.10)

Comenzamos por el caso N € N. Asumamos en primer lugar que p > 1, y tomemos una sucesién
(2™), € DV, con ||z — 1, tal que |f(z(™)| = ||f|lg..o~). Consideremos ahora la funcién dada
por

N e NP

L1z
oo (u) = P )

i=1 (1= 2" uy)?

para u € DV, Por la desigualdad de Cole-Gamelin (1.3)) tenemos

-1
N /p

FE) =17 )] TT

j=1

1

m < fhoom o~y < I fll e @)
J
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de donde se deduce || fh o) ||a,o~) = [|fll 50 @N)-

Observemos que Ao, vy = 1y ademds h ) (u) — 0 cuando n — oo para todo u € DY, Luego,
por el Lema h,x tiende a cero en la topologia w* y, por ser H, (]D)N ) reflexivo (recordar que
1 <p < o0), tamblen en la topologia débil. Por lo tanto, si K es un operador compacto sobre H, (]D)N )
entonces K(h,m)) — 0y luego

Hﬂﬂf — K|| > limsup || fh ) —-]((hzun)H}%(DN)
n—oo
> lmsup || fh.o | m,mv) = [K (o), m~) = [1f | 5o @) -
n— oo

Se tiene entonces que |[M; — K|| > || ||z (m~) para cada operador compacto K, es decir que, como
queriamos ver, ||My|less > || M|

Para el caso p = 1, veamos que RTIY =1- 0'7].2/ nos da una primer cota inferior para la norma esencial.
Para esto, sea K : Hy (DY) — H; (D) un operador compacto, dado que [Jo¥|| < 1 entonces |[RY|| <2y
luego

1 1 1
1My — K| = SR o (My = K)|| 2 S| RY 0 My|| - 5IRY o K]

Por otro lado, dado que RY — 0 puntualmente, R) tiende a cero uniformemente sobre conjuntos com-
pactos de H1(DV). En particular, sobre el conjunto compacto, K (By, (~)), ¥y por lo tanto |RNoK| — 0.

Concluimos entonces que || My ||ess > %lirri)sup | RY o My]|.
n o0

Nuestro objetivo ahora es obtener una cota inferior para el lado derecho de la desigualdad. Para esto,
vamos a ver que
o o My (h) |l g, vy — 0 cuando ||z]|oe — 1, (4.11)

donde h. estd definida nuevamente, para cada z € DV fijo, por
2
H 1— |ZJ|
- (1= Z5u,)?
N
Para ver esto, consideremos primero, para cada z € DV, la funcién g, (u) = [] m Esta es clara-
]:1 7%

mente holomorfa y por consiguiente, tiene un desarrollo como serie de Taylor

gz(u) = Z ca(gz)ua
aeNy

para v € DV, El siguiente paso es ver que los coeficientes de Taylor, hasta un determinado grado, estan

uniformemente acotados en z. Recordemos que ¢, (g,) = 5 aag ©) y, ya que

°g:(w) 1t (et

se tiene

19%.(0) 1 4 N
ca(gz)—a' 8;‘1 —;Haj—l—l Ha]—i—l ze.

Luego |cq(g2)] < (M + 1)V siempre que |af < M.
N
(

Por otro lado, para cada o € N}’ (notar que h,(u) = g.(u) II;=

N
calf-ho) = [ TIO =1 ) >0 F(8)3-(v)

B+y=a

1 —|z;|) para todo u) tenemos que
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Teniendo todo esto encuenta, finalmente tenemos que (recordar (4.9)))

||0711v OMf(hZ)||H1(DN)

N N
-5 ) e X X 1Y f@amlielnes)
j=1

I, dn=1]a;|<l; BH+y=a

N
[1t-1sP ﬁ Z S Y I laom N+ DY

In=1]a;|<l; f+y=a

para cada n € N fijo. Esto inmediatamente implica (4.11)). Una vez que tenemos esto, podemos concluir
facilmente el argumento. Para cada n € N se tiene

IR o My|| = [|My — o o Myl 2 |My(hz) — o) 0 My (he)llm, )
> || Mg(ha) |l by oy — o) o My (ho) |l ey vy,
y dado que el dltimo término tiende a cero si ||z||cc — 1, entonces
1Ry o My || = Ymsup | Mg (he)llay vy > [/l )
llzl—1
lo que finalmente da
1 1
1Ml > 1Pl o) = 2101

como queriamos.
Para completar la pruebam vamos a considerar el caso N = co. Veamos primero que

Myl = [|Mlless = C|| M|, (4.12)

donde C =1sip>1yC =1/2sip =1 Sea K : H,(D3°) — H,(D3°) un operador compacto, y
consideremos para cada N € N el operador continuo Jy : H,(DY) — H,(D$°) dado por la inclusién y
}N H,(D$°) — H,(DV) definido por ¥(g)(u) = g(u1,...,un,0) = gy (u) entonces Ky = Fy o K o Iy :

(]D)N) — H (ID)N) es compacto. Por otro lado, tenemos que Fy o My o In(g) = fn - g = My, (g) para
todo g. Més atn, dado cualquier operador T : H,(D$®) — H,(DS°) y definiendo Ty como antes tenemos
que

ITI= s T,y > sup [T(9)]m,o5)
gl oge) <1 9111, o0y S1

z sup TN (9, v = TN,
HQHH (]nyN)<1

Luego
My — K| = [Mgy = Kn[| 2 [|Mfy lless = CllIN | @) -
Puesto que ||fn[la,m~) = [fllHw(B.,) cuando N — oo tenemos (4.12)). Veamos ahora el caso p = 1
y N € NU {co}. Tomemos 1 < ¢ < oo y consideremos la restriccién M} : H, (DY) — Hy(DY). Si
K : Hi(DY) — Hy(DY) es compacto, entonces su restriccion K9 : Hy (DY) — H;i(DY) también es
compacta y por lo tanto
| My — K”Hl(]])é\’)aHl(Dé\’) sup My (g) — K(Q)”Hl(w)

HgHHl(DN)<1

> sup [[My(9) — K(9)lla, oy)

HgHHq(DéV)gl

= M} — Kl g, 03— m,0~) 2 1Mflless = 1 £l 2, 03y

donde en la tltima desigualdad estamos usando el Teorema [£.2.5][I} O
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Ahora que ya tenemos las estimaciones para la norma esencial del operador My, y a partir de un
argumento andlogo al utilizado en la prueba de la Proposicién [£:2.5] podemos demostrar el Teorema [£.2.7]

Demostracion del Teorema[f.2.7 Dado que para todo 1 < p < oo, la transformada de Bohr Bpy

H, (DY) — %’,EN) y su inversa Zpy %’;N) — H,(DY) son isometrias, un operador K : %’;N) — %}SN) es

compacto si y solo si K = Zpy o K o RBpy H,(DY) — H,(DY) es un operador compacto. Puesto que
f=%py (D) luego My = Z%py o Mp o By y por lo tanto

IMp — K|l = || %5y o (My — Kn) o Loy || = || My — K|
Luego, la Proposiciéon v la isometris de la transformada de Bohr completan la prueba. O

Por completitud damos el resultado analogo para el caso del politoro, que se prueba, nuevamente, a
partir de la isometria de la transformada de Bohr.

Corolario 4.2.10. Sea F € Hy(T*) y Mp : Hy(T*) — H,(T>) el operador de multiplicacion.

1. 711 < p < oo, entonces
[MFlless = [MF| = [|Fllz.. 1)

2. Sip=1, entonces
o1
maxX{ S| F [l vy o 1E Ny vy} < 1M lless < IMFll = 1 Fll g (7o)

En particular Mp : H,(T®) — H,(T>) es compacto si y solo si F = 0. Las mismas igualdades son
vdlidas si reemplazamos T por TV, con N € N.

Al igual que las estimaciones de la norma esencial, el espectro de estos operadores puede describirse
de forma similar al de funciones holomorfas en una variable (ver el Teorema . Vamos a comenzar
determinando aquellos valores que pertenecen al espectro, para luego profundizar en el espectro puntual,
radial y continuo. En este 1ltimo caso, en el Teorema se puede ver que juegan un rol importante las
funciones outer en Hy (D). Estas funciones también aparecen en los espacios de varias o infinitas variables
(como bien puede verse en [Rud69, seccién 4.4.3 Pagina 72] y [GN22| Pagina 17] respectivamente). La
definicién es la misma que en el caso unidimensional. Dado N € N U {oo}, una funcién f € H,(DY) es
outer si satisface

log |£(0)] = / log |F(w)|duw,
TN
con f~ F.

Teorema 4.2.11. Sean 1 < p < oo, una serie de Dirichlet no nula D € Hoo y Mp : #, — %, el operador
de multiplicacion asociado. Entonces

1. Mp es sobreyectivo si y sélo si existe algin ¢ > 0 tal que |D(s)| > ¢ para todo s € Cy.

2. o(Mp) = D(Cy).

3. 511 <p< oo, entonces

1
2
Mas aiin, si X € 0.(Mp) entonces f — X\ = Lps(D) — A es una funcion outer en Hy(Be,). En
particular, si D no es constante, entonces D(C1) C or(Mp).

4. Sip =00, entonces o.(Mp) = 0. En particular, si D no es constante, entonces o.(Mp) = D(Cy).
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Lo mismo vale si en cada caso se reemplaza % por HN) (con N € N).

Vemos que podemos dar una descripciéon completa del espectro. Sin embargo, para el espectro continuo
la descripcién es mucho mas incompleta. Veamos brevemente por qué. Consideremos primero los espacios
invariantes de H,(DY). Decimos que un subespacio cerrado S de H,(DY) es invariante, si para toda
funciéon g € S se verifica que z;g € S para todo monomio z;. Por otra parte, a la funcién f se le dice
ciclica si el subespacio invariante generado por f es exactamente H,(DY). En el caso de una variable, el
Teorema de Beurling generalizado afirma que f es ciclica si y solo si es una funcién outer (ver [Rud69,
Pégina 70]). Este resultado lleva a probar que f — A es outer siy solo si la imagen de multiplicar por f — A
es densa en Hy(ID) (o lo que es lo mismo, A pertenece al espectro continuo del operador 7). Resumiendo,
A estd en el espectro continuo si y sélo si f — A es outer. Sin embargo, en varias variables el resultado
de Beurling generalizado no es cierto. Sigue cumpliéndose que si f es ciclica entonces necesariamente
es outer (ver por ejemplo [Rud69 Teorema 4.4.6] para finitas o [GN22, Corollary 5.5] para infinitas
variables), pero existen funciones outer que no son ciclicas. Un ejemplo de esto, como puede verse en
[Rud69 Teorema 4.4.8], es la funcién

+20+2
f(zh 22) = 624;5—2 .

Veamos ahora si la demostraciéon del Teorema [L.2.11]

Demostracion. [I] Dada la inyectividad del operador Mp, como consecuencia del Teorema del Gréfico
Cerrado se tiene que el operador Mp es sobreyectivo si y solo si Mp es inversible y esto ocurre si y solo
si Mp-1 estd bien definido y es continuo. Si esto ocurre, entonces D™ € # y el Teorema da la
conclusion.

Notemos que Mp — Al = Mp_y; esto y el resultado previo dan que A ¢ o(Mp) si y solo si
|D(s) — A| > 0 para cierto § > 0y todo s € Cy, y esto ocurre si y solo si A & D(Cyp).

Supongamos que A € D(Cy1) y sea sg € (C% tal que D(sg) = A. Dada E € %,, tenemos que

1
2

(Mp — M)(E)(s0) = Mp_x(E)(s0) = (D(s0) — A\)E(so) = 0.

Luego el rango del operador Mp — Al esta contenido en el subespacio evgo1 (0) (la preimagen del funcional
evaluar en sg). Dado que este es cerrado, por ser evg, continua (ver Teorema , y propio porque 1
no pertenece, concluimos que el rango no es denso. Es decir que A € o.(Mp) y tenemos . El hecho
de que f — A es outer es, como ya mencionamos antes, una consecuencia inmediata de [Rud69] y [GN22].
Para ver esto notemos que, a partir de la transformada de Bohr y de la igualdad Mp — Al = Mp_j, se
deduce que o.(Mp) = g.(My). Por lo tanto, si A € o.(Mp) entonces rg(M;_») es denso en Hy,(D5®). Lo
que implica que f — X es ciclico y por lo tanto outer.

Veamos ahora que la tltima afirmacién es cierta. Si D no es constante entonces Mp — Al es inyectivo,
es decir que o,(Mp) = (. Por tenemos que o.(Mp) U o.(Mp) = o(Mp) = D(Cyp). Esto y
dan la conclusion.

Para ver que o.(Mp) = 0, tomemos A € o(Mp) = D(Cy). Sea (s,)n C Cy tal que s, — Ay sea
E € #... Dado que (E(sy,))n es acotada, tenemos entonces que

11— (Mp = M)(E)|l.. > lmsup |l — (D(sn) = A)E(sn)| = 1.

n—oo

Luego el rango de Mp — A no es denso y por lo tanto A € o.(Mp). Nuevamente, si D no es constante
entonces 0,(Mp) =0 y por ende o,(Mp) = D(Cy). O

Otra de las subdivisiénes del espectro que nos interesé estudiar es el espectro aproximado. Recordemos
que un complejo A € o(Mp) pertenece al espectro aproximado, al cual notaremos por o,,(Mp), si existe
una sucesiéon unitaria (Ey,), C #, tal que [|[Mp(E,) — AEy|l%, — 0 (en particular o,(Mp) € 04p(Mp)).
Dada esta definicién, notemos que un valor A pertenece al espectro aproximado de un operador de
multiplicacién Mp siy solo si Mp —AI = Mp_ no esté acotado por abajo. Por la inyectividad de Mp_
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(en caso de que D # \), ser acotado por abajo es equivalente a tener rango cerrado. Esto nos lleva a
interesarnos nuevamente en entender cuando estos operadores tienen rango cerrado.

El comportamiento del rango es muy distinto a lo visto en la seccién anterior. Recientemente, en
[ACS22, Teorema 4.4], Antezana, Carando y Scotti establecieron una serie de equivalencias para ciertos
sistemas de Riesz en Ly(0,1). Dentro de la prueba de este resultado, también caracterizaron aquellas
series de Dirichlet D € %, para las cuales sus operadores de multiplicacién asociados Mp : #Hy — Ho
tienen rango cerrado. La demostracién también funciona para 7. En el objetivo de hacer esta tesis lo méds
completa y clara posible, desarrollaremos debajo los argumentos dando todas las definiciones necesarias.

Recordemos que, en el Capitulo [3] definimos a los caracteres de un grupo topoldgico G como los
homomorfismos continuos v : G — T y comentamos su conexién con los espacios de series de Dirichlet,
en particular con las series ordinarias. En este capitulo nos va a interesar trabajar con el dual del grupo
multiplicativo Q4, es decir los racionales positivos. El grupo de sus caracteres, que notaremos por =,
estd conformado por todas las funciones v : N — T tales que v(nm) = (n)y(m). Este grupo es abeliano
compacto y, en [HLS97], se muestra como puede identificarse el grupo = con T a partir de considerar
w = (y(p1),v(p2),...) para cada v € E. Bajo esta identificacién la medida de Haar de = coincide con la
medida producto Lebesgue normalizada.

Si D =>a,n"* es una serie de Dirichlet, podemos definir para cada caracter v € Z una nueva serie

de Dirichlet
DY(s) =Y any(n)n". (4.14)

Por otro lado, teniendo en cuenta que cada caracter v € E se identifica con un elemento w € T, podemos

reescribir (4.14]) como
D¥(s) = Z anw(n)®™Mn =3,
siendo a(n) tal que n = p*(™),
Notemos que si Ly (D)(u) = F(u) € Hoo(T™), entonces comparando los coeficientes tenemos que
Pree (DY) (u) = F(w - u) € Hoo(T*). Por [DGMSP19, Lema 11.22], para todo w € T el limite

lirr%) D¥ (o + it), existe para casi todo t € R.
o—

En [SS09 Teorema 2], Saksman y Seip prueban lo siguiente

Teorema 4.2.12. Sea f una funcion en Hy(B.,). Entonces se puede elegir un representante F de las
funciones F' ~ f en Hoo(T*), de manera tal que F(w) = glier f(pfawl,pgewg, oy pibwn, ..., para casi
—0

todo w € T*°.
Asi pues, podemos elegir un representante F' € Ho, (T*°) de F que satisface
B lim D¥(o) si el limite existe;
F(w) — ) o—0t

0 otro caso.

Para ver esto, consideremos
A:={weT>: lim D¥(o) existe.},
o—0t

y veamos que |A| = 1, siendo | - | la medida de Lebesgue normalizada.

Como primer paso, consideremos Ty : T> — T°° la funcién de Kronecker definida por T}(w) = (p~#w),
notemos que T3(w) € A si y solo si lirg+ DTi@) () existe. Dado que
o—

DT (o) = 3 an(p™"w)*Mn 7 = 3 a,w M@0 = Do (o 4 it),

entonces para todo w € T™ tenemos que T;(w) € A para casi todo t € R.
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Como segundo paso, y para completar el argumento, vamos a usar que el sistema {T}}; es ergddico
(ver [CFS12l Capitulo 3, §1, Teorema 1]) y como x4 € L*(T®), entonces el Teorema de Birkhoff-Kinchin
(ver por ejemplo [Bird1], [SSST76, Paginas 9 y 47]) nos dice que para casi todo wg € T se tiene la
igualdad

R

/XA(w)dw: lim %/XA(Tt(wo))dﬁ.

R—o0
Toe —R

Juntando todo obtenemos que |A| = 1.

Por lo tanto F € Ho(T), y para ver que F es un representante de F es suficiente comparar los
coeficientes de Fourier (ver nuevamente [SS09, Teorema 2]). Desde ahora hasta el final de esta seccién F'
serd siempre F.

Fijando la notacién
D¥(itg) = lim D* (o + it),
oc—0*+

entonces tomando tg = 0, tenemos que
F(w) = D¥(0)

para casi todo w € T°. Més ain, dado ty € R se tiene

D¥ito) = lim, D0+ ito) = lim, DTl (o) = F(T(w). (415)

A partir de esta identidad se tiene lo siguiente.
Proposicién 4.2.13. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. Existe ty tal que |D*(ity)| > € para casi todo w € T.

2. Para todo ty existe By, C T con medida 1 tal que |D¥(itg)| > € para todo w € By,.
Demostracion. Si |I| vale, definamos Bz, como el conjunto de medida total dado por
B;, = {w € T : |D¥(ito)| > €}.

Tomemos tp y consideremos . )
B, = {p7 70w we By},

el cual es claramente un conjunto de medida total. Tomemos ahora w' € By, y w € By, tal que w’ =
p~#(—to+lo)y, entonces por (4.15)) tenemos que

|D* (ito)| = |F (T3, (w))| = €,
y esto nos da |2} La implicaciéon contraria vale trivialmente. O

Damos ahora una versién para #, del resultado antes mencionado de Antezana, Carando y Scotti
[ACS22, Teorema 4.4].

Teorema 4.2.14. Sea 1 <p < ooy D € Ho. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Eziste m > 0 tal que |F(w)| > M para casi todo w € T>;
2. El operador Mp : #, — %, tiene rango cerrado;

3. Eziste m > 0 tal que para casi todo (,t) € E x R se tiene que

D" (it)| > m.
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Mds atn, en este caso,
inf {||Mp(E)|%, : E € %y, | E|ls, = 1}
= essinf {|F(w)| : w € T™} = essinf {|D7(it)| : (7,t) € E x R}.

Demostracion. [1|= 2] Mp tiene rango cerrado si y solo si el rango de M es cerrado. Por la inyectividad
de My se tiene, por el Teorema de la Funcién Abierta, que M tiene rango cerrado si y solo si existe una
constante positiva m > 0 tal que

| MF(G)||m, vy = m||Glm, )
para toda G € H,(T*). Si |F(w)| > m en casi todo w € T, entonces para G € H,(T>) tenemos que

1/p

1Me(G) vy = |F - Gl (o) = / FGW)Pdw | > ml|Gll 2.
TOC

= (1| Sea m > 0 tal que [|[Mp(G)l| g, (r=) = m| G| g, =) para toda G € H,(T>). Consideremos
A={weT>®:|F(w)| <m}.

Dado que x4 € LP(T), por la densidad de los polinomios trigonométricos en L?(T*) (ver Teorema/|l.1.8)
existe una sucesién (Py)y de grado ny en Ny variables (en z y Z) tal que

lilgn Py, = x4 en LP(T*).
Por lo tanto

4] = P XAl ey = 07 o [P

=mP lilgn ll21% .. .ZX,’;P;CH’EP(TOO)

< liminf | Mp(27* - 23 POl e

—IF xallpzm) = [ 1P ()P
A

Dado que |F(w)| < m para todo w € A, esto implica que |A| = 0.
2| = 3| Por la definicién de F' tenemos que m < |F(w)| = Hm+ |D¥(0)| para casi todo w € T.
o—0

Combinando esto con la observacion [£.2.13] obtenemos que las secciones ¢ del conjunto
C={(w,t) €T xR : |D*(it)| < &},

tienen medida nula. Como corolario del Teorema de Fubini, se deduce que C' tiene medida nula. La
implicacién 3] = [2] también se sigue del Teorema de Fubini. La dltima igualdad se sigue de las equivalencias
probadas. O

En el caso de los polinomios la condiciéon del Teorema queda restringida a la imagen sobre la
recta de los complejos con parte real nula. Como consecuencia, uno puede extender esta caracterizacién
a las series de Dirichlet que pertenecen al espacio s4(Cyp), definido como el subespacio cerrado de
dado por las series de Dirichlet que son uniformemente continuas en el semiplano Cqy (ver [ABGT17
Definicién 2.1]). En [ABGT17, Teorema 2.3], se prueba que en este espacio, a diferencia de lo que ocurre
en #, los polinomios son densos.
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Teorema 4.2.15. Sea ¢ : Co — C, las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. ¢ es el limite uniforme en Cy de una sucesion de polinomios de Dirichlet.

2. @ estd representada por una serie de Dirichlet que converge puntualmente en Co y ¢ es uniforme-
mente continua en Cy.

Veamos ahora el resultado mencionado en los casos puntuales de los polinomios de Dirichlet y las
series en el espacio 9(Cy).

Corolario 4.2.16. Sea 1 < p < oo entonces

1. Sea P € # o, un polinomio de Dirichlet. Entonces Mp : #, — ¥, tiene rango cerrado si y solo si
existe una constante m > 0 tal que |P(it)| > m para toda t € R.

2. Sea D € d(Cy), entonces Mp : #, — %, tiene rango cerrado si y solo si existe una constante
m >0 tal que |D(it)| > m para toda t € R.

Mds ain, en cada caso
inf{|[Mp(E)|s, : E € #,, ||Ell%, = 1} = nf{|D(it)| : t € R}.

En ambos casos, la prueba se basa en el Teorema de Kronecker, el cual garantiza la densidad de
Py ps ™, pn ™, . Dier en T (ver [DGMSP19, Teorema 3.4] para una demostracién).
Demostracion del Corolario [].2.16 [1|Sea F = Py (P) entonces, por el Teorema [4.2.14] Mp tiene rango
cerrado si y solo si existe una constante m > 0 tal que |F(w)| > m para casi todo w € T*. Dado que
F(w) =3 aqw®™ es continua y por el Teorema de Kronecker

{r™,..py" W) tER, we T}

es denso en T, entonces Mp tiene rango cerrado si y solo si |F(py ™, ... ,p]}”, w)| > m para toda t € R

y w € T*°. El resultado se concluye del hecho de que

F(py™ b w) = aapy " pyN =D aenT = P(it).

[2] Dado que D es uniformemente continua sobre Cq entonces D admite una extensiéon uniformemente
continua al semiplano {s € C : Res > 0}. Por el Teorema D es el limite uniforme en Cy de
una sucesién de polinomios de Dirichlet P,. Sea s4(T°) el subespacio cerrado de Hoo(T*) dado por
la transformada de Bohr de s4(Cyp). Si L1~ (D) = F € d(T>), por ser limite uniforme de polinomios,
entonces F' es continua. Luego, dada ¢t € R tenemos que

[F(p™"")] = lim |Fpee (Po) (p~")| = lim | P, (it)| = [D(it)]. (4.16)

Podemos concluir que el rango de Mp es cerrado si y sélo si existe una constante m > 0 tal que
|F(p~®)| > m para todo t € R (usando el Teorema [4.2.14} el Teorema de Kronecker y la continuidad de
F). Es decir, por (4.16]), que el rango es cerrado si y sélo si |D(it)| > m para todo ¢ € R. O

Por lo que hemos dicho anteriormente, en el caso no trivial, un valor A pertenece al espectro aproxi-
mado de Mp si y solo si el rango de Mp_ no es cerrado. Luego, el Teorema[d.2.14]y la proposicion [£.2.16|
nos dan una caracterizacién del espectro aproximado. Para esto, primero necesitamos la definicién del
rango esencial de la funcién [(v,t) ~ D7 (it)]. Esto es,

{)\ € C: paratodoe >0, pu{(v,t): [DV(it) — A| <e} > 0},

donde u es la medida de Haar en = x R.
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Teorema 4.2.17. Sea 1 <p < 0
1. 8i D € o, entonces q,(Mp) = essran[(7y,t) ~ D7 (it)].
2. Si D e d(Cy), entonces oqp(Mp) = {D(it) : t € R}.

Demostracion. 1] Un valor A pertenece a 04,(Mp) siy solo si el rango de Mp_y no es cerrado; y por el
Teorema [4.2.14] si y solo si

essinf{|D7(it) — A| : (7,t) € E x R} = essinf{|(D — )7 (it)| : (y,t) € Ex R} =0,

pero esto es equivalente a decir que la medida de {|D7(it) — A| < e : (v,t) € E x R} es mayor a cero para
todo € > 0. En otras palabras, A pertenece al rango esencial de [(y,t) ~» D7 (it)].

Siguiendo los mismos argumentos utilizados en [T y usando el Corolario [£.2.16] tenemos que A €
Oap(Mp) siy solo si inf{|D(it) — A| : t € R} =0, siy solo si A € {D(it) : t € R}. O

4.3. Multiplicadores en series generales

En esta secciéon nos proponemos comenzar con el estudio de los multiplicadores para los espacios
de series de Dirichlet generales. Como hemos visto en el Capitulo [3] trabajar con A-series de Dirichlet
representa una mayor dificultad. Los resultados, aunque no siempre, suelen depender fuertemente de la
frecuencia. En el caso de los multiplicadores, trabajar con series generales representa una complicacién
incluso al momento de la definicién de los mismos. Dadas dos frecuencias A = (A\,), v 8 = (8n)n, consi-
derando el conjunto {¥nm = An + Bm fn.men y reordenando los términos en forma creciente (1,72, . ..) €s
claro que v = (v,,), resulta una nueva frecuencia. De esta forma, si consideramos D = Y a,e™*"* € D())
y E =Y b,e Pr® € P(B) dos series convergentes en algtin semiplano C,, el producto DE converge en
el mismo semiplano y, reordenando los coeficientes en el semiplano de convergencia absoluta, obtenemos
una nueva serie de Dirichlet. Esta serie resulta ser una y-serie de Dirichlet y su n-ésimo coeficiente viene

dado por >, ajbg, siendo la suma finita por ser A y 8 frecuencias, en particular
Aj +Bk=7n

o0

DE(S):Z Z a;b, | e” 5.

n=1 )\j +Br=7n

Esto da lugar a distintos planteos en términos de los multiplicadores. Por ejemplo, si fijamos dos
frecuencias A y v y dos espacios X(A) e Y () de X y y-series de Dirichlet respectivamente, se plantea la
siguiente pregunta ;Quiénes son las funciones ¢ tales que @D € Y () para toda D € X (\)? Ademads,
;Forma el conjunto de multiplicadores un espacio de series de Dirichlet para alguna frecuencia § a
determinar?

Otro planteo que podriamos realizar, observando los resultados para las series de Dirichlet ordinarias,
es determinar para dos frecuencias A y § fijas y dos espacios L (\) e Y (B) de A y B-series de Dirichlet
respectivamente, el conjunto

{DE:DeX(\) y Ec¥Y(B)}

como un espacio de v-series de Dirichlet para alguna frecuencia .

En esta breve seccién nos planteamos y resolvemos un problema, en principio, un poco maés sencillo
que los mencionados. Dada una frecuencia A y 1 < p < 0o, queremos determinar los multiplicadores de
(), es decir las funciones ¢ tales que @D € %,()\) para toda D € #,()). Siguiendo la notacién que
utilizamos en las secciones anteriores, vamos a notar a estos conjuntos de multiplicadores por Jly(p, p).

Observemos que si ¢ € M (p, p) entonces e~ =" a,e~*»* y por lo tanto

= Z ape”PAn=A)s,
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Es decir, que ¢ es una serie de Dirichlet general, con frecuencia 8 = (8,), siendo 5, = A\, — A1.
Sin embargo, esta frecuencia puede diferir de la frecuencia A original. Por ejemplo, si A\; # 0 entonces
@ =1¢€ JMx(p,p) y no es una A-serie de Dirichlet.

Vamos a decir que A es aditiva si para cada 4,7 € N existe n € N tal que \; + A; = A,. Tomemos
A una frecuencia aditiva tal que A\ = 0. Entonces, el espacio %, (\) resulta un espacio de Banach que
contiene a las constantes (luego, tenemos que los multiplicadores Jl(p, p) resultan un subconjunto de
#,(\), puesto que ¢l € #,(\), y por lo tanto de A-series de Dirichlet) y el producto de A-series de
Dirichlet resulta nuevamente una A-serie de Dirichlet. Bajo estas condiciones podemos determinar los
multiplicadores Jx(p, p).

Teorema 4.3.1. Sean A = (\,,), una frecuencia aditiva, con \y =0, y 1 < p < co. Entonces My (p,p) =
Hoo(N).

Para la prueba vamos a considerar la compactificacion de Bohr R := (R, +,d) de R con d la topologia
discreta, que junto con la inclusién fgz: R < R dado por & — [t — e~***] | resulta un A-grupo de Dirichlet
(recordar la Seccién [3.1). Tomando

H;‘ (R) ={F € L,(R) : F(z) = / F(t)e=edu(t) = 0 si x # \, para todo n € N},

R

este resulta un espacio de Banach isométricamente isomorfo a #,()), siendo que la identificacién isomé-
trica se da por medio de los coeficientes de Bohr y de Fourier. Es decir que D € #,(\) y F € Hg‘ (]R)

estan identificadas si y sélo si a,, = ﬁ(/\n) para todo n € N.

Demostracion. Dado que A\ = 0 se tiene que JMy(p,p) C #,(A). Sea D € JMx(p,p), veamos que el
operador

Mp: #,(N) — Hp(N),
E— DE

es continuo. Sean E, E € #Hy(N) v (En)n C #,(X) una sucesién de A-series de Dirichlet que convergen a E

y tal que DE,, converge a E, veamos que DE = E'y luego, por ser #,(\) un espacio de Banach, el Teorema
del grafico cerrado nos da la continuidad de Mp. Por la continuidad de los funcionales coeficientes se

verifican los limites a.,(E,) = am(E) ¥ am(DE,) = an(E) cuando n — oo para cada m € N. Luego,
dado m € N, sabemos que

ap(E) = lim ap(DE,) = lim > a;(D)ax(E,) = > aj(D)ar(E) = am(DE),

n— oo n—oo
Aj+HA=Am Aj+HA=Am

de donde concluimos que DE = E.
Consideremos F € H;‘ (R) tal que F'y D estan identificadas (F' ~ D), y veamos que, de hecho,

F € H} (R). Sea n € N, veamos que Fe * € H> (R). Como e *» es acotado, entonces Fe *nt
pertenece a L), (K) Sea = € R, el correspondiente coeficiente de Fourier resulta

Feit(a) = [ PO dutt) = Pla =),

por lo que es 0 si x — A,, # A; para todo j € N o lo que es lo mismo, por ser A aditiva, si z # A, para todo
n € N. De aqui deducimos inmediatamente que FP € H 2 (@) para todo polinomio P = 3" a,,(P)e ' y
més atin, a partir de los coeficientes, tenemos que FP ~ DE, con E =" a,(P)e~**. Sean G € H;,‘ (E)
y (Py)n C H;‘ (@) una sucesién de polinomios que convergen a G. Consideremos las series de Dirichlet
asociadas, G ~ E € #,(\) y P, ~ E,, € #,(\), entonces E, - E en #,()\) y por la continuidad de Mp
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tenemos que DE,, — DE. Luego por ser #,(\) y H]i‘ (@) isométricamente isomorfos y como F P, ~ DE,
concluimos que (FP,), es de Cauchy. Sea G el limite de (FP,),, entonces FP,(z) — G(z) para casi
todo z € Ry P,(z) — G(x) para casi todo = € R, de donde se tiene que FG = G en H) (R). Esto nos
dice en particular que F' es un multiplicador de HI’)\ (@) en HI’)\ (@) y por lo tanto F™ € HI;\ (K) para todo
n € N. Ademas, por todo lo hecho hasta acé se tiene que Mp : H;‘ (R) — HI;\ (@) es continuo y mas adin

IE" ML, @ < IMp[". Luego,

F(t)Pn —|F"F _ <M
(Liroram)” =1 g < 1,

para todo n € Ny por ende F € H) (R) Tenemos entonces que D € #(A) de lo que se concluye que

M (P, p)  Hoo(N).
Veamos ahora la inclusion contraria, es decir que #oo(A) C Mx(p,p). Sean D € Ho(N) y D ~ F €
H?, (R), veamos que el operador

Mp: H) (R) = H) (R),
G— FG

estd bien definido y es continuo. Sea G € Hz); (@), es claro que FG € L,(R), luego tenemos que ver
que I?E(x) = 0si z # A, para todo n € N. Por el cdlculo realizado en el paso anterior sabemos que
FP € H;‘ (]R) para todo polinomio P € H;‘ (R) Sea nuevamente (P,), C HI’J\ (R) una sucesion de
polinomios que convergen a G (en H;‘ (E) y por consiguiente P, (z) — G(z) para casi todo z € R). Dado
que

1EPy ~ FPally, @ < 11 @l Pa— Pl @ = 1F s () 1Pa = Pl -

entonces (F'P,), C H;‘ (E) es de Cauchy y por lo tanto converge a una cierta G (en Hg‘ (R) y luego
FP,(z) — G(z) para casi todo z € R). Tenemos entonces que

G(z) = lim FP,(x) = FG(x),
para casi todo 2 € R, por lo que FG € Hg‘ (@) Sabiendo que Mp estd bien definido y es continuo (a partir
del mismo argumento que ya hemos realizado) podemos utilizar la isometria para ver que D € Ml (p, p).
Sean E € #,(\) v (E,), una sucesién de A-polinomios de Dirichlet que convergen a E, sean E ~ G €
H) (R) y E, ~ P, € H} (R). Se tiene que P, — Gy, por la continuidad de Mg, a su vez FP, — FG.
Luego, dado que DE,, ~ F'P,, podemos ver que DFE,, es de Cauchy y por lo tanto converge a una A-serie
de Dirichlet E € #,()\). Nuevamente

am(E) = lim ay(DE,) = lim > aiDar(En)= > aj(D)ar(E) = an(DE),
>\j+)\k:>\7n )\j+)‘k:)\m
y por ende DE = E € #o()). Es decir que %o () C M (p, p). O

Claramente a partir del Teorema [3.2.1] y como consecuencia del Teorema [£.3.1] se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 4.3.2. Sea A una frecuencia aditiva, tal que Ay = 0. Entonces son equivalentes
(1) El Teorema de Bohr vale para A,
(11) My (p,p) = Doo(A) para algin 1 < p < oo,
(111) My (p,p) = Doo(A) para todo 1 < p < co.
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Ahora si A es una frecuencia arbitraria podemos generar a partir de esta una frecuencia aditiva. Para

esto, consideremos el conjunto
o0
N
{Z anAn : (an)n € N(() )}
n=1

y A% la sucesiéon que se obtiene de reordenar en forma creciente los elementos del conjunto. Luego, A®
resulta una frecuencia aditiva con A\; = 0. Por otro lado, dado que A es una subsucesién de A® entonces
si esta ultima satisface el Teorema de Bohr se tiene que A satisface el Teorema de Bohr (ya que toda
serie D en DE(N) es en particular una serie en DEY(A?), considerando como cero los coeficientes que no
perteneces a A). Se deduce entonces lo siguiente.

Corolario 4.3.3. Sea A una frecuencia cualquiera y A* una frecuencia aditiva que contiene a X\, con
¢ =0. S Mxa(p,p) = Doo(A?) para algin 1 < p < 0o entonces A satisface el Teorema de Bohr.



Capitulo 5

Operadores sobre 7.

Siguiendo con el estudio de operadores en espacios de series de Dirichlet, en este capitulo nos con-
centraremos en ciertos operadores definidos esencialmente sobre el espacio #,.. Los primeros operadores
que analizaremos seran los operadores de composiciéon. Dados dos abiertos €21, 3 C C y una funciéon
holomorfa ¢ : 1 — 5 se tiene que f o ¢ es holomorfa para toda funcién holomorfa f sobre €25. Esto
define de forma natural un operador Cy, llamado operador de composicién asociado al simbolo ¢, dado
por Cy(f) = f o ¢. Estos operadores son objetos de estudio clasicos en diversos espacios de funciones y
en general se busca estudiar las propiedades de operador Cy4 (continuidad, compacidad, etc.) a partir de
las caracteristicas de la funcién ¢.

Los siguientes operadores que analizaremos seran los operadores de superposicién. Estos estan defini-
dos de una forma similar a las de los operadores de composicién, pero desde un punto de vista diferente.
Dada ¢, el operador S, se define por f — o f. El objetivo es el mismo que el mencionado anteriormente,
esto es, analizar las propiedades de S, a partir de las caracteristicas de la funcién ¢ asociada. Por tltimo,
nos enfocaremos en otros operadores cldsicos definidos en espacios de funciones diferenciables, como son
los operadores de diferenciacion f +— f.

5.1. Operadores de composicion sobre #,

Los operadores de composicién que queremos estudiar son operadores de composicién en espacios de
series de Dirichlet. Esto restringe la clase de simbolos ¢ que podemos considerar. Veamos por qué. Si
¢ : Cs; — C,, es una funcién holomorfa y D = )" a,n"° € D es una serie de Dirichlet convergente en
el semiplano C,,, entonces es claro que la funcién definida por f(s) = Do ¢(s) = 3 a,n~?®) resulta
holomorfa en el semiplano C,,. Sin embargo, la funcién podria no estar representada como una serie de
Dirichlet en este semiplano. Luego, como condicién inicial para estudiar los operadores de composiciéon
en espacios de series de Dirichlet, hay que determinar bajo qué circunstancias puede representarse D o ¢
como una serie de Dirihclet en el semiplano C,,. Para ponerlo en otros términos, si F es un espacio de
series de Dirichlet convergentes es C,,, queremos encontrar condiciones sobre ¢ tal que Cy4 defina un
operador actuando sobre F y dando valores en algin otro espacio de series de Dirichlet. Los primeros en
abordar este problema fueron Gordon y Hedenmalm en [GH99|, quienes caracterizaron aquellas funciones
¢ para las cuales Cy es un operador bien definido y continuo sobre #», tomando valores en & o en %>,
y estudiaron algunas de sus propiedades. Este estudio fue extendido por Bayart en [Bay02] para #,, con
p # 2, y Bonet para #$° en [Bonl8]. Siguiendo estos trabajos, vamos a comenzar por analizar aquellas
funciones ¢ : Cy — C1 cuyos operadores de composicién asociados son acotados o continuos. Notemos
que el codominio C 1es el semiplano mas grande que podemos tomar. Por un lado la Observacién IE
nos dice que toda serie de Dirichlet en # converge en (C% y por lo tanto la composicién resulta estar

bien definida. Por otra parte, dado que D = ) ﬁn’s € #. y o.(D) = 1/2 no podemos tomar un

89
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semiplano mas grande. Para el estudio de los operadores de composiciéon y sus propiedades en # vamos
a utilizar reiterativamente dos resultados de Gordon y Hedenmalm. En el primero, [GH99, Teorema A],
describen los simbolos ¢ que definen operadores de composicién en #,. Mientras que en el segundo,
[GH99, Teorema B], los simbolos ¢ tales que el operador de composicién Cy : #o — Ho es acotado. Por
comodidad vamos a presentarlos como un tinico teorema.

Teorema 5.1.1. Sea ¢ : Cy — (C% una funcion holomorfa. Entonces

(A) Cy : Hz — D es un operador de composicion si y sdlo si es una funcion holomorfa en cierto
semiplano C,, y allf tiene la forma

d(s) = cos + p(s), donde co eNU{0} yp €D.

(B) Si Cy : Hy — D estd bien definido, entonces Cy : Ho — Ho es acotado si y solo si ¢ tiene una
extension holomorfa a Cy, tal que

I) Qs(Co)g(Co st co €N,
H) (ﬁ(@o)gC% SiCOZO.

La descripcién de los simbolos ¢ que definen operadores de composicién en #, resulta andloga al

Teorema

Teorema 5.1.2. Una funcion ¢ : Cy — (C% define un operador de composicion Cy : H — D si y sélo
si es una funcion holomorfa en cierto semiplano C,, y alli tiene la forma

d(s) = cos+ p(s), donde co e NU{0} yp €D. (5.1)

Antes de pasar a la prueba del teorema, vamos a comentar un resultado que usaremos constantemente
en esta seccién y que nos permite tener un cierto control en la imagen de funciones del tipo (5.1)).

Observacién 5.1.3. Si ¢ estd definida como en (5.1)), entonces [GH99, Proposicién 4.2] nos da un buen
control del comportamiento de ¢ en semiplanos. Més precisamente, si ¢(Cg) C C,;, entonces para todo
€ > 0 existe un 0 > 0 tal que ¢(Cypyc) C Cyri5-cop-

Demostracion del Teorema[5. 1.2 Si Cy es un operador de composicion, entonces 2-9(s) y 37¢(5) son
holomorfas y no se anulan en algin semiplano C, con p > 6, luego con la misma prueba realizada en
IBCMG™21), Lema 2.1] tenemos que ¢ es una funcién holomorfa sobre C,,. Por otro lado, el hecho de que
Ho C Hy v el Teorema nos dan inmediatamente que ¢ : C,, — C 1 tiene que ser como en .
Supongamos ahora que ¢(s) = cgs + p(s) con ¢g € NU {0} y ¢ € D. Entonces ¢ genera un operador
de composicién sobre #,. Para cada € > 0 fijo definimos ¢.(s) = cos + ¢(s) — e, funcién que, por el
Teorema @ también define un operador de composiciéon sobre #,. Dada una serie de Dirichlet
D => a,n"*® en #, tenemos que

Dog(s) =Y aun ™) =7 Sn =)= = Do 6. (s).
n

Dado que D, pertenece a #», entonces D o ¢(s) € D como querfamos. O

Recordemos que en espacios de Fréchet no normados las nociones de continuidad y acotacién para
operadores no son equivalentes. Por ello tenemos que hacer un estudio diferenciado para cada una.
Comenzamos caracterizando la continuidad de los operadores de composicién:

Teorema 5.1.4. Sea ¢ como en (5.1)). Entonces Cy : H+ — . define un operador de composicion
continuo si y solo si ¢ tiene una extension holomorfa a Cqy, tal que
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1. ¢(C0) CCy sicyg €N,
2. ¢(C0) QC% st 60:0.

Antes de ver la demostracién vamos a realizar un pequefio comentario. Supongamos que ¢ : Co — C
es una funcién holomorfa como en (5.1) que define un operador de composiciéon Cy : H+ — . Dado
k € Ny § > 0 definimos una funcién ¢ s : C_1 — C por

k
Prs(s) =d(s+3) — 4. (5.2)
Esta funcion es claramente holomorfa, pero mas atn

¢k,5(8):co(s+%)+cp(s+%) —5=Cos+sok’5(s), (5.3)
donde N
€0 €o an
pra(s) = = =0+ puls) = Z—Meﬁgmn

es una serie de Dirichlet que converge al menos en el mismo semiplano que ¢ (y, al igual que ¢, admite
una extensién holomorfa a Cp). Luego, por el Teorema ¢r,s define un operador de composicién
Cg,5 : #4 — D. Notemos que, si D = ) a,n"° € #,, entonces Do ¢ € D y, siempre que esta converge,
para k € N tenemos que

(Dod)y(s) = Dod(s+ 1) =D aun 0 = 37 S0 t1/DT0 = Dyo gy 5(s),

esto es (notemos que Ds nuevamente pertenece a %)

(D °© ¢)k = C¢'k,5 (D5) : (5.4)

Demostracion del Teorema[5.1.7) Tomemos ¢ tal que Cy : #; — 4 es continuo. Para cada k fijo
consideramos ¢y, o como en y observemos que define un operador de composicién continuo #o — #o
y (como en (5.4)) Cy, ,(D) = (Do ¢), para toda D € . Supongamos que ¢y = 0; entonces, por el
Teorema @l or(Co) C C1 lo que nos da ¢(C ) C (C1 Dado que esto vale para todo k se sigue
entonces [o que queriamos probar El mismo argumento nos da también la conclusién para c¢g # 0. Esto
completa la parte de necesidad de la prueba.

Vamos a probar la suficiencia. Supongamos que ¢ es tal que para todo k existe un § > 0 de modo que la

funcién en ) define un operador contmuo Coy.5 + #o — Ho. En este caso, entonces eligiendo m € N
con 0 < E < 5 y teniendo en cuenta , obtenemos

1Co(D)lzk = (D © P)illse, < 1Coy 5l 1 Dslloe, < NCos I 1D]12,m

para todo D € #,; lo que nos muestra que Cy : #; — # es continuo. Luego, basta con demostrar que
si ¢ satisface alguna de las condiciones del Teorema [5.1.4] entonces para cada k podemos encontrar ¢ > 0
tal que el operador Cy, ; : #> — > es continuo. Vamos a considerar distintos casos.

El primer caso que vamos a considerar es el caso ¢ = 0, luego ¢ = ¢ y, por hipétesis ¢(Cy) =
#(Cy) C (C1 Dado k£ € N, por lo observado en podemos encontrar § > 0 tal que go((C ) C Cl+6
Para este 5 fijo, definimos ¢, s como en Observemos que si s € Cy entonces

Re(¢r,5(s)) = Re(o(s + %) —6) = Re(o(s + %)) —6> %

Es decir que ¢,5(Co) C Cy y el Teorema [5.1.1 “- nos da que Cy, , : %> — %> es continuo. Esto
completa la prueba del prlmer caso.
Supongamos ahora que ¢y # 0y ¢ # 0. En este caso ¢(Cp) C Cq y, por la Obervacién dado k € N
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podemos encontrar 6 > 0 tal que ¢(C 1 ) C Cs. Con un razonamiento analogo al caso anterior tenemos
que ¢ 5(Cy) C Cy y nuevamente el Teorema nos da que Cy, ; : #2 — 2 es continuo, dando el
resultado.

El caso restante (cp # 0y ¢ = 0) se sigue de una cuenta directa. Notemos que en este caso ¢(s) = ¢gs v,
para cada k fijo, tenemos que

: an? an?
1Co D)o = | Y awn=, = || 3 zem (n anli/k Z e = Dl
n=

para todo D =Y a,n~* € #;. O

Recordemos que un operador T': E — F' entre dos espacios localmente convexos es acotado si existe
un entorno U del cero en E para el cual T(U) es acotado (en F'). Todo operador acotado entre espacios
localmente convexos es continuo. Vamos a ver que el operador de composicién es acotado exactamente
cuando la imagen del semiplanos Cy por la funcién ¢ esté incluida en algtin semiplano méas chico que el
dado por el Teorema [5.1.4]

Teorema 5.1.5. Sea ¢, definida como en (5.1), de forma tal que el operador de composicion Cy : Hy —
H, es continuo. Entonces Cy es un operador de composicion acotado en #H, si y solo si existe un € > 0
tal que

1. (b((C()) CC, sicy€ N,
2. ¢(Cop) C (C%+E st cop = 0.

Demostracion. Comencemos por asumir que ¢g € Ny ¢(Cp) C C. para algtin £ > 0. Tomemos 0 < % <e
y consideremos el siguiente entorno del 0 en #,

={D ey : [[Dmllse, <1}

Para cada k € N consideremos la funcién ¢y, 1/, definida en (5.2) y notemos que, si Res > 0 tenemos

1 1
Redt/m(s) = Reg(s + 1) = = > e~ = >0,

En otras palabras, ¢y.1/m(Co) € Co y, por el Teorema [5.1.1] “!el operador de composmlon Coprjm €S
continuo de #s en 5. Teniendo esto, si D € U, (notemos que € #5 y recordemos ) entonces

1Co(D)l2k = [Cs sy (Drm)llses < | Cosy s [Pl = N Cs5 sy 1 Pll2im < M Cp sl

y Cy es acotado. El caso ¢ =0y ¢(Coy) C C%Jrg sigue de la misma forma.
Supongamos ahora que ¢ genera un operador acotado. En ese caso existe N € N (que podemos asumir
N > 2, dado que la sucesién de seminormas || - ||2,x es creciente) tal que para cada k € N existe My > 0
de modo que ||Cy (D), k < Mk||D||2 N para todo De¥#,. Fijemos ahora k € N y consideremos la fun-
cién ¢ 1/n definida en . Por el Teorema 2| (chequear (5 ) define un operador de composicién
#. — D, y ahora nuestro Ob_]ethO es mostrar que de hecho C¢k71 v @ #a — o es continuo.

el ann%n_s. Nueva-
mente es un polinomio de Dirichlet, y como en (5.4) tenemos que Cy, ,  (P) = (P-y o ¢);. Luego

SiP= Zﬁil ap,n~® es un polinomio de Dirichlet, podemos considerar P_y = ZM

1Cor,n (P)llae, = [1P-n 0 ll2,k < My||P-Nll2,n = M||Pll%, -

Esto muestra que Cy, ,,, define un operador continuo sobre los polinomios de Dirichlet tomando valores
en #>. Este operador se extiende por densidad a un operador continuo Gy n : H2 — #H>. Tenemos que
ver ahora que este operador coincide con Cy, , . Tomemos D € > y una sucesién de polinomios de
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Dirichlet (Pa)a que convergen en #> a D. Luego Gy, n(Pa) — G n(D). Dado que Cy es continuo
sabemos por el Teorema que ¢(Cpy) C Cy. Luego, por la observacién ©(Cy /i) € C,. Veamos
ahora que, si Res > 1, entonces

Re (¢k71/N(s)) =coRes+ ©_1 + Re <<p(8 + %)) >

>~ (5.5)

N | =

El caso ¢ # 0 es claro. Por otro lado, si cg = 0 entonces ¢(Cy) C C; /o, para cierto € > 0 y por lo tanto
tomando N suficientemente grande, tenemos la desigualdad.

Una vez que establecimos , la observacion 2.1.11Iimplica que Py (¢k71/N(s)) — D(qbk’l/N(s)). Luego
Gr,n(D) y Do ¢y 1/n coinciden sobre Cy, y por ende tienen que ser iguales en todo el semiplano donde
estan definidas. Tenemos entonces que Gy ny = Cy, |, v €l operador de composicién es continuo de 7,

en #. Por lo tanto, por el Teorema br,1/n(Co) € Cy,donde 0 =0sico #0y o = % sico = 0.

Esto nos da gb(@%) CcC, LY dado que k era arbitrario, esto prueba la afirmacién. O

Vamos a pasar a estudiar ahora algunos casos en los que la imagen del operador es un espacio mas
chico que #, en el espiritu de [Bay02, Teoremas 12 y 13], donde se dan condiciones para asegurar que
el espacio #, es enviado a #,; para 1 < ¢ < oo.

Nuestro primer resultado nos da condiciones suficientes para que el operador de composicion, definido
sobre # de valores en %,. La prueba sigue las mismas lineas que [Bay02, Teorema 12]

Teorema 5.1.6. Sea ¢(s) = cos + @(s), concog > 1 y o € D de modo tal que (Cy) C C. para algin
e > 0. Entonces Cy(#Hy) C #, para todo 1 < p < co.

Demostracion. Consideremos la funcién

V(s) = ¢(s) —e = cos + ¢(s) —& = cos + ¢(s),

y notemos que ¢ = (c; —€) + Y, ~o¢yn”° € D. Por un lado tenemos que ¢(Cy) C C.. Esto, por
la observacién [5.1.3] nos dice que go((C%) C Ceys, lo cual junto con el hecho de que ¢y > 1, nos da
¢(Cy) € Cyiy.. Entonces y(Cy1) € Ci y v(Co) € Co. Por [Bay02, Teorema 11], Cy : %, — 7, es
un operador de composicién bien definido para todo 2 < p < oo. Fijemos algiin 2 < p < oo. Dada
D=3 a,n"* € %y tenemos que D, € %, y

Cy(D) = Z anpn~?) = Z In p=dle)te = Z a—Zn_V(s) =C,(D.) €%,.
n

nE
Esto y el hecho de que #, C %, C %, para todo 1 < p < 2 completa la prueba. O
Teorema 5.1.7. Sea ¢ : Co — Cy como en (5.1). Entonces
1. Cy(Hy) € Heo siy solo si p(Co) € Ci . para algin e >0,

2. Cy(Hy) CHS® siy sdlo si ¢(Co) C Cy.

Demostracion. Antes que nada, si Cy(#;) C H entonces, en particular (recordar las inclusiones de
los espacios de Hardy vistas en la Seccién , Cy(7,) C #~ y [Bay02, Teorema 13] nos dice que
¢(Co) € Cy. para algtin € > 0.

Supongamos ahora que existe ¢ > 0 de modo tal que Re(¢(s)) > % + ¢ para todo s € Cy. Tomemos una
serie de Dirichlet D =Y a,n"° en #, y s € Cyp, entonces
1

o0 oo o0 2
— —¢(s p— |an|
DI = Dm0 < Y ot < (3 1

n=1

©
7 N
(e
3
_’: —
m
N———
[N
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El dltimo término es finito dado que D € #4 (y obviamente no depende de s). Luego Cy(D) € #o
completando la prueba de la primera afirmacion.
Para la segunda afirmacion asumamos que ¢(Cp) C (C%, y fijemos € > 0. De la observacion sabemos

que podemos encontrar 6 > 0 tal que ¢(C.) C (C%H. Definamos la funcién
U(s) = o(s+¢e) =cos+ coe + e (s)

y observemos que 9 = c¢oe + ¢, € P. Claramente ¥(Cp) = ¢(C.) C C145 v, por lo tanto el operador de
composicion Cy manda #y en # . Para D € 7 tenemos que

sup [Cy(D)(s)| = sup |D(¢(s))| = sup |D((s +¢€))| = sup |Cu(D)].
seCe seCe s€Co s€Cop

Siendo esto tltimo finito (ya que C'y (D) € #) y dado que € > 0 era arbitrario tenemos que Cy (D) € H°.
La condicién necesaria se sigue de la hipdtesis. O

Vamos a finalizar esta seccién estudiando los limites verticales, un tema que resulta interesante en
si mismo y que nos aporta una prueba alternativa (aunque més extensa) de la parte de necesidad del
Teorema [5.1.41

Comencemos por definir los limites verticales de las series de Dirichlet (ver [HLS97, Seccién 2.3]).
Consideremos para 7 € R el operador unitario de traslaciones verticales T’ : #> — #> dado por

T.(D)(s) = D(s +i7).
® € Ho, para cada sucesién (7,,), existe una subsucesiéon (7, )i tal que
1%, (D) converge uniformemente sobre compactos del semiplano Cy/ a una funcién l~)(s) (que depende
de la sucesién). A cada una de estas funciones limites se las denomina limite vertical de D.

Por otra parte, recordemos que dado un caracter v : N — T (funcién que satisface y(nm) = v(n)vy(m)
para todo n,m) y una serie de Dirichlet D = Y a,,n® notamos por D7 a la serie de Dirichlet

Fijemos ahora D = > ap,n~

D7 = Z any(n)n=?°.

Fijada una serie de Dirichlet D, la relacién entre sus limites verticales y las series D7, para v € =,
viene dada a partir de [HLS97, Lema 2.4]. En este lema se prueba que estas tltimas se corresponden
exactamente con los limites verticales de D.

En nuestro caso nos vamos a interesar por los limites verticales de series de Dirichlet en # . Clara-
mente, si D pertenece a & (o a #, ), entonces también lo hace DY. Ahora, si ¢ estd definida como en
, entonces vamos a escribir

¢7(s) = Cos + QO’Y ’

lo cual ya no se puede ver como un limite vertical. Nuestro primer paso es ver, siguiendo [GH99, Pro-
posicién 4.3] como se relaciona esta accién de los caracteres con la composicién. En la [GH99, ecuacién
(4.2)] se prueba que si ¢ se representa como en ([5.1)), entonces

(n7%)7 () = 2(n)on=*") (5.6)

Para s € C;, (4)-

Proposicién 5.1.8. Supongamos que ¢ : Cy — (C% es una funcién holomorfa como en (5.1)), entonces
para D € #, y v € 2, se tiene:
(Do¢)'(s) =D"" 0¢(s) (5.7)

para todo s € Cy.
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Demostracion. Observando el lado derecho de (5.7)), por [GH99, Proposicién 4.1], tenemos que ¢” manda
el semiplano Cy en C 1 Por otro lado, como ¢y € Ny entonces v° € =. Esto y el hecho de que D € #
nos dan que D7 € 7. vy, por consiguiente (ver (2.4)), converge absolutamente en C 1y D7 0 ¢7 define

una funcién holomorfa en Cy.
Si miramos el lado izquierdo de la igualdad en (5.7), dado que D = Y a,n™° € %, esta serie de Dirichlet
2)

converge absolutamente en C 1 (ver nuevamente (2.4)). Luego
- .- M o~ (—crlog(n)), _;
Dog(s) = Yo a9 = 3 gy T (14 3 o800
n=1 n=1 k=2 j=1

se puede reordenar como una serie de Dirichlet en cierto semiplano C, para v suficientemente grande.
Tenemos, pues, dos funciones (Do ¢)7 y D" o @7 (s), definidas en un cierto semiplano. La idea ahora es
ver que estas dos funciones coinciden. Vamos a distinguir entre varios casos.

El primero es si ¢ es constante, en este caso ¢ = ¢, = cos +c1, y

(D o ¢)7(s) = (Z (ann—cl ) (nco)—s)
=Y (ann™ )y (n®)(n®) ™ =Y y(n)®ann= " = D7 0 §7(s)

para todo s € Cy, lo que prueba lo que queriamos.
Supongamos ahora que ¢ no es constante y fijemos 6’ > o, () > 6. Por la Observacién m podemos
encontrar un & = £(6') > 0 tal que ¢(Cor) CCr i cp ¥

Re(¢(s)) = co Re(s) + Re(p(s)) > cof + % +e—cof = % Te

para todo s € Cys. Luego

1
—¢ R —p(s)
Il = sup =) <
Para cada N sea DUV = ij:l ap,n~% la N-ésima suma parcial de D. Fijemos k con 0 < % < g, entonces
— 1. lan] _1_ 1 lan|?\ 3 1 3
S laal I ~?lley < 3 laulnd7 = 37 Tnmhoert < (S ) (Y oy )

y estas dos series de Dirichlet son convergentes. Esto implica que DW) o ¢ = EN a,n~? converge

n=1
uniformemente en Cy a D o ¢. Usando nuevamente (5.6|) tenemos que

N
(D™ 0.6)7(s) = 3~ any(n)™n=" ) = (D) 067} (s)
n=1

en Cy . Dado que, por definicién, tomar limites verticales es continuo respecto a la convergencia uniforme,
esto nos da
co
(Dog)? =D7" o¢?

en Cy/. Por lo tanto, estas son dos funciones holomorfas en Cy que coinciden en un semiplano maés chico.
Finalmente el principio de identidad nos da la conclusion. O

Antes de ver la prueba alternativa al Teorema [5.1.4] necesitamos un par de resultados més. Un
resultado de mucha importancia en la teoria (ver [HLS97, Teorema 4.1]) es que si D € H#> entonces para
casi todo caracter v € Z la serie de Dirichlet D7 se extiende de forma holomorfa al semiplano Cq (recordar
que el semiplano de convergencia natural para las series en #5 es C 1 ). Necesitamos un resultado andlogo
para el espacio # .
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Proposicién 5.1.9. Sea D € ¥, entonces DY se extiende a una funcion holomorfa en Cy para casi
todo v € 2

Demostracion. Tomemos D = Y a,n~® € #; y observemos que, para cada k fijo, dado que Dy € %>,
el [HLS97, Teorema 4.1] implica que (Dy)? tiene una extensién holomorfa (la cual notaremos por f ) a
Cy. Definamos el conjunto

Ay, = {7y € E: (Dy,)" se extiende de forma holomorfa a (CO}

y A= [) Ak (notemos que =\ A tiene medida nula en E). Fijemos ahora v € A y k € N y observemos
keN
que, para s € (C% +1 tenemos que

D(s) = Y anr(n) o = > “atn)—p = (D) (s— ) = (s ).
n=1 n=1

Definamos ahora gy - : (C% — C por gi~(5) = fuy (s — %), esta funcién es claramente holomorfa y
satisface que gr~(s) = D7(s) para todo s € (C%+%. Notemos ahora que, si k < | entonces gk~ y g1y
coinciden sobre C1, y luego podemos definir g, : Co — C por g(8) = gr~(s) sis € Ci. Esta es en
definitiva una funcién holomorfa que extiende a D” al semiplano Cg. O

Observacién 5.1.10. El semiplano Cy es el semiplano més grande para el cual los limites verticales de
las series de Dirichlet en #, convergen. En [GH99, P4gina 325], Gordon y Hedenmalm prueban que la
serie de Dirichlet D = 3" a,n™* dada por a, = Jilogn si n es primo y 0 en otro caso, que claramente
pertenece a #y, satisface que su semiplano de convergencia mas grande es C 1 ¥ que para casi todo
caracter v € = el semiplano de convergencia més grande de D” es Cy.

Aunque la demostracién de la siguiente proposicién se sigue palabra por palabra de [GH99, Proposi-
ci6n 5.1], la hacemos por completitud

Proposiciéon 5.1.11. Sea ¢ : (C% — (C% una funcion holomorfa para la cual el operador de composicion
Cy: Hy — H estd bien definido y es continuo. Entonces casi toda (con respecto a 7y) funcién ¢ tiene
una extension holomorfa a Cy.

Demostracion. Si Cy : Hy — F4 es continuo, por el Teorema sabemos que @(s) = cps + ©(s) con
co € Ng y ¢ € D. Para cada n € N se tiene que n~° € ¥, y por lo tanto n=%) € %,.. De donde tenemos
que (n~%)7(s) es holomorfa en Cq para casi todo v € Z. Por (5.6)) se tiene

= = 5(n) =% (n=?)7 (s) (5.8)

en el semiplano de convegencia uniforme de la serie de Dirichlet ¢. Por lo tanto, el lado derecho de (5.8)
nos da una extensién holomorfa de la funcién n=¢"(*) al semiplano C, para casi todo caracter . Luego,
dado que la unién numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula, para casi todo v € = las
funciones n~?" *) son holomorfas en Cy simultdneamente para todo n € N. Fijemos un caracter  con esta
propiedad y veamos que la funcién ¢7 es holomorfa en Cy. Para esto, notemos que las tinicas singularidades
no evitables posibles de ¢” en Cg tienen que ser ceros de la funcién n=¢"(5) = y(n)=¢(n=?)7(s). Sea
s0 € Cy y notemos por m,(sp,7) a la multiplicidad de sg como cero de la extensién holomorfa de n=?"
a Cy. Derivando en el semiplano de convergencia absoluta de ¢ se tiene que

(n—w(s))’
T ) = —(¢7)'(s) log(n). (5.9)
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El lado izquierdo de (5.9) es una funcién meromorfa en Cy con a lo sumo polos simples, por lo que la
igualdad (5.9) nos da una extensién meromorfa de (¢7)" a Cy. Calculemos el residuo de (¢7)’ en sg, esto
es el limite lim (s — s0)(¢7)’(s), que por comodidad notaremos o(sp, ). Observemos primero que

S—So

(n—dﬂ(S))’
gliglo(s — 80)477‘—¢’Y(5) = mn(807 7)a
es decir un entero para cada n € N, y por (5.9) obtenemos que o(so,~y)log(n) es un entero para todo
n € N. Por lo tanto tenemos que o(sg,v) = 0, siendo entonces m.,(so,y) = 0. Concluimos entonces que
la funcién n=?"(*) no tiene ceros en Cy y en particular la funcién ¢ no tiene singularidades en Cy como
querfamos demostrar. O

Ahora si podemos ver la prueba alternativa de la parte de la necesidad del Teorema

Prueba alternativa de la parte de la necesidad del Teorema[5.1.] La prueba sigue esencialmente las mis-
mas lineas que en la parte de necesidad del Teorema Asumamos que ¢ : C 1= (C% genera un
operador de composicién continuo Cy : # — # ... Entonces, por la Proposicién para todo D € %
y v € E tenemos que

(Do@¢)Y =D o¢? (5.10)

en C 1 Si podemos encontrar un v € E para el cual ¢7 se extienda de forma holomorfa a Cy satisfaciendo
¢7(C0> CCysicogeN§b ¢7(Co) - (C% sicg =0, (5.11)

entonces [GH99, Proposicién 4.1] prueba que cada limite vertical de ¢” tiene la misma propiedad, en

—1
particular ¢ = ((;57)7 , probando nuestra afirmacién.
Por hipétesis Do ¢ € 4 vy, por la Proposicion (Do @) se extiende a una funcién holomorfa en Cg
para casi todo . Por otro lado, por la Proposicion [5.1.11] ¢” se extiende a una funcién holomorfa sobre
Cy para casi todo 7.
Supongamos que ¢y = 1,2,.... Dado que v — 7% preserva la medida, la funcién D7 se extiende de
forma holomorfa a Cy para casi todo v € Z. Luego, existe un conjunto de medida total en = para el cual
D7, (Do ¢)?y ¢ pueden extenderse de forma holomorfa a Cy y por consiguiente vale sobre Cy.
Fijemos un tal v. Dado que ¢7 es holomorfa y no constante en Cg, entonces ¢?(Cp) es un abierto conexo
de C. Consideremos £ el subconjunto de todos los s € Cy tales que ¢(s) € Cyp, es decir

Q= (¢")"" (Co) NCy,

el cual resulta abierto y localmente conexo. Ademds, dado que [GH99 Proposicién 4.1] garantiza que
¢ (C 1 )yc C 1, se tiene la inclusién C 1 C Q. Definamos 2y a la componente conexa de €2 que contiene
a (C%. Dado que en la igualdad ambas funciones son holomorfas y coinciden en C 1, entonces la
misma igualdad se extiende a 2y (notar que € es abierta). Si Q # Cy, en particular Qy # Cp y luego
podemos tomar un sy € 98y (en particular en 9Q) tal que sg € Cy. Observemos que ¢7(sg) € 9C,
dado que por continuidad ¢”(sg) € Cy pero como so € Q entonces ¢7(sg) € Co. Ademds, desplazando
ligeramente el punto so tenemos que (¢7)'(so) # 0, y por lo tanto existe r > 0 tal que ¢ : B(sg,7) — C
es inyectiva y (¢7)7! : ¢7(B(s0,7)) — B(so,r) holomorfa. Aplicando en (¢7)~1, obtenemos que
DY = (Do ¢)Y o (¢7)71, con lo cual la serie de Dirichlet D7 converge en algunos puntos de parte
real negativa (notar que ¢”(B(sp,7)) es un abierto de C con ¢7(sg) en su interior). Concluimos entonces
que si ¢” no manda Cg en Cy para ~y entonces DY’ converge en un semiplano mayor a Co. Tenemos que
probar entonces que existe una serie D € # tal que para casi todo v € = la serie DY no converge en un
semiplano mayor a Cy (o equivalentemente D ). La observacién concluye la prueba.
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Si ¢y = 0 entonces solo podemos asegurar que D?° = D define una funcién holomorfa sobre (C% y

(5.10) se reduce a
(Do¢)=Dog¢". (5.12)

Seguimos el mismo argumento que en el caso anterior. Sea v € = es tal que (D o ¢)Y y ¢" se extienden
de forma holomorfa a Cy, queremos ver que ¢ manda Cy en C% para aplicar [GH99, Proposicién 4.1] y
de esta forma probar el resultado. Considerando
Q= (¢")""(Cy)NCy,

nuevamente este conjunto contiene al semiplano C 1y definimos 2y como la componente conexa de €2 que
contiene a C 1. Por continuidad, la igualdad se extiende a 2. Si Q2 no es todo Cy tampoco lo es Qg y
por lo tanto podemos encontrar un sg € Q9 NCy. Este sg verifica que ¢7(sg) € 6([3% v (¢7) (s0) # 0. Por
lo tanto, existe 7 > 0 tal que ¢” : B(sp,r) — C es inyectiva y (¢7)~! : ¢7(B(s0,7)) — B(s0,r) holomorfa.
Aplicando en (¢7)~1, obtenemos que D = (D o ¢)Y o (¢7)~!, con lo cual la serie de Dirichlet D
converge en algunos puntos de parte real menor a 1/2. Concluimos entonces que si ¢” no manda Cy en
(C% para 7y entonces D converge en un semiplano mayor a Ci. Tenemos que probar entonces que existe
una serie D € #, tal que no converge en un semiplano mayor a Cy. Nuevamente la observacion [5.1.10
termina la demostracién.

O

5.2. Operadores de superposiciéon sobre # .

Como hemos mencionado, los siguientes operadores que nos proponemos estudiar son los operadores
de superposicién. La definicién de estos es similar a los operadores de composiciéon pero desde un punto de
vista diferente. Como idea general, si ¢ : C — C es una funcién f pertenece a cierto espacio de funciones
(digamos E) definida en un subconjunto de C con valores complejos, podemos considerar S, (f) = o f.
De esta forma podemos definir un operador S, (llamado operador de superposicién) sobre E. Nuestro
interés es determinar condiciones sobre la funcién ¢ para que el operador de superposiciéon esté bien
definido entre espacios de series de Dirichlet. Esto fue estudiado por primera vez en [BCMG™21|, donde
prueban que una funcién ¢ define un operador de superposicién S, : Ho — Ho siy sélo si ¢ es entera, y
Sg + ¥, — Hy estd bien definida si y s6lo si ¢ es un polinomio de grado menor o igual que |2]. Nosotros
vamos a considerar operadores de superposicién definidos sobre #{° o #,.. Para poder caracterizar las
funciones que definen estos operadores de superposicién vamos a necesitar primero el siguiente lema.

Lema 5.2.1. Sea ¢ : C\ {0} — C tal que fr(s) = ¢(£) € D para todo R >0 y supp o.(fr) = 0 < cc.
Entonces ¢ se extiende a una funcion entera.

Demostracién. Fijemos R > 0, entonces la funcién s — ¢(£) define una funcién holomorfa sobre
Cs. Luego, tomando dos ramas diferentes del logaritmo complejo tenemos que ¢ es holomorfa sobre
B(0,R/29)\ {0}. Dado que R > 0 era arbitrario, tenemos que ¢ es holomorfa sobre C \ {0}. Ahora, la
serie de Dirichlet definida sobre C, como s — @(2%) es acotada en algin semiplano Cy y, luego,

o(2)] <
1

Por lo tanto 0 es una singularidad aislada de una funcién acotada en B(0, 55). Asi ¢ puede extenderse
de forma holomorfa a 0 completando entonces la prueba. O

sup ()] = sup
|21< s€Co

Este lema nos permite probar que las funciones que generan operadores de superposicién en 7 son
exactamente las funciones enteras. En el caso de # tenemos como condiciéon necesaria el hecho de ser
entera, pero como veremos mas adelante no toda funcién entera genera un operador de superposicién en
este espacio.
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Proposicién 5.2.2. Sea ¢ : C — C una funcion. Entonces,
1. S, : HP — H° estd bien definido si y sélo si p es entera,

2. 518, : Hi — Hy estd bien definido, entonces ¢ es entera.

Demostracion. Primero notemos que, en ambos casos, si S, esta bien definido entonces ¢ es holomorfa en
el origen. De hecho, si D(s) := —1+4 2% entonces p o D es holomorfa en Cy /5 y luego ¢(s) = po Do D!
es holomorfa en s = 0. El hecho de que ¢ es entera se sigue entonces del Lema [5.2.1

Solo falta mostrar que si ¢ es entera, entonces S, : #° — FH° estd bien definido. Tomemos D € #° y
fijemos k € N. Luego

swp lpoD(s) = sup |p(D)(s)l = sup |o(D(s+4))|= sup |p(Duls))],
Re(s)> £ Re(s)># Re(s)>0 Re(s)>0

y este supremos es finito porque Dy € #H~ y por lo tanto el operador de superposicién estd bien definido
de #o a o (ya que ¢ es entera). Dado que esto vale para cada k concluimos que p o D € #°. O

Vemos entonces que el comportamiento de los operadores de superposicién en los espacios #oo y #H°
es esencialmente el mismo. Sin embargo, este no es el caso cuando miramos los operadores de superposicién
definidos sobre # (cuando lo comparamos con el comportamiento en %,). En este caso, todo polinomio
(de cualquier grado) define un operador de superposicién. Esto es una simple consecuencia, a diferencia de
los espacios %, con 1 < p < co, de que el espacio #. es un dlgebra, resultado que vimos en la Proposicién
2.1.12)

Corolario 5.2.3. Si ¢ : C — C es un polinomio, entonces el operador de superposicion S, : #H — H
estd bien definido.

Sabiendo que los polinomios generan operadores de superposiciéon, nos vamos a enfocar ahora en
determinar si son o no estas las inicas funciones enteras que generan operadores de superposicion sobre

..

Teorema 5.2.4. Hay funciones enteras que no son polinomios y que definen operadores de superposicion
sobre #, pero no toda funcion entera lo hace.

Hay entonces dos preguntas a responder y vamos a trabajar con cada una en forma separada. El punto
clave de la primer pregunta (es decir sobre la existencia de funciones enteras que definan operadores de
superposicién pero que no sean polinomios) es tener un buen control de las seminormas de las potencias de
una serie de Dirichlet dada. Para ello, recordemos que si consideramos la funcién 7(z) = 3 1 entonces,

p<z
por el Teorema de los Nuimeros Primos
lim ”(f) 1. (5.13)
rree (logm)

Lema 5.2.5. Dado m € N existen Cy,, by, > 1 tales que

2m+1
||Dk||2,m < Cmebmk ||D||12€,4m

para cada D € # y todo k € N.

)Zm

Demostracion. Sea m, k € Ny elijamos j ,, el menor ntimero natural tal que (g < Pj,... (recordemos
1

que pj, .. es el ji ,-ésimo nimero primo). Observemos que p;?m < \/% . Entonces, para todo polinomio
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de Dirichlet P tenemos que (recordar la prueba de la Proposicién [2.1.2))

1" .
1P¥ o < CollP¥ 1 = o Jim o [ | Pait)
—00 _T

1k
3 1 T N * k k
:Om<Th—I>r;o"’2T</_TP2m(Zt)| dt) ) = C|| Paml% :Cm”P”k,zm

jk,m, 1 k
< C'm< H 1) 1P 4 -

j=1 1—=pj™

Tomemos ahora D € # y elijamos una sucesién de polinomios de Dirichlet (P;); convergente a D. Luego,
para cada k fijo, la sucesion (PF); converge a D* (ver de nuevo la prueba de la Proposicién [2.1.12)) y, por
lo tanto,

Jk,m k Jkom k
) , : 1 ' 1
1D* |2 m = 1m0 | P fl2.m < 11?1(],,1( II > 1215 4 = Cm< 11 ) D13 41

] 1 1 . p]47n j:1 7p‘74m

para todo m. Como una consecuencia directa de ({5.13)) podemos encontrar A,, > 1 tal que W((§)2m) <
Ay k2™ para todo k. Tomando ¢, = —log(27m — 1) + - 10g(2), tenemos que 1 < e para todo
T € {0, 2&} Luego, definiendo b,,, = ¢, + A,,, nos queda
4m
Jk,m .

, , .
Jk,m 1 Ik Z 1 ]k am
H ;“" +em _ plmikim g i1 oI < efmikm e Tl < bm kT A _ kb [

=1 1—pj4’” j=1

Ahora ya podemos responder la primera pregunta del Teoremal5.2.4] dando un ejemplo de una funcién
entera que no es un polinomio y que genera un operador de superposicion bien definido sobre # .

o0
Ejemplo 5.2.6. La funcién entera dada por ¢(z) = eﬁzk define un operador de superposicién sobre

k=0
# .. Fijemos m € Ny D € #,. Entonces tenemos que

b k2m k
(e 1D 2,1 ) hnk™

1 Mo M k
H Z ﬁDk}L < Z eWHD’CHQ,m <Cn Z e =0, Z <kkl>
k=N k=N k=N

bm,
para todo M > N. Dado que % < 1 para k suficientemente grande, el ltimo término tiende a

N
0 cuando M y N tienden a oo. Luego > E%Dk es una sucesion de Cauchy en # y por lo tanto converge
k=0

~ N ~
a cierta D € #,. En particular esto implica que ) ﬁDk(s) — D(s) para todo s € (C%. Por otro lado,
k=0 ©

si s € Cy, entonces Z —F L _DFE(s) — Z = L-D¥(s) = ¢(D)(s). Esto nos muestra que ¢(D) € #; y S, es
k=

un operador de superpos1c1on bien deﬁmdo sobre # .

Para responder a la segunda parte del problema (esto es, si toda funcién entera ¢ define un operador
de superposicién S, : ;. — #H) vamos a cambiar un poco la perspectiva. Sea H(C) el espacio de las
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funciones enteras con la topologia dada por la convergencia uniforme sobre compactos. Dada una serie de
Dirichlet D € %, decimos que D es de composicién en #, si ¢ o D pertenece a ¥, , para toda funcién
entera ¢ (en otras palabras, el operador Cp : H(C) — %, dado por ¢ — ¢ o D estd bien definido).
Es claro que toda funcién entera define un operador de superposicién si y sélo si toda serie de Dirichlet
en #, es de composicion. Por lo tanto, nuestro objetivo para responder (por la negativa) la segunda
pregunta en el Teorema [5.2.4] es encontrar una serie de Dirichlet en %, que no sea de composicion.

Supongamos que D es tal que el operador Cp esta bien definido y veamos que ademés también es continuo.
Tomemos (p,,) C H(C) una sucesién convergente a cierta ¢ € H(C) y asumamos que Cp(¢m) = @mo D

converge (en #) a D. Por un lado, dado que ¢,, — ¢ en H(C) entonces ¢,,(D(s)) — ¢(D(s)) para
todo s € (C%. Por otro lado ¢,, 0o D — D en # y en particular

©m 0 D(s) — D(s) para todo s € Cs.

Luego ¢ o D coincide con D en el semiplano C1, con lo cual tiene que ser la misma serie de Dirichlet. El
Teorema del gréafico cerrado nos dice que no solo Cp esta bien definido, sino que ademés es continuo.

Vamos a dar ahora una condicién que resulta necesaria y suficiente para que una serie de Dirichlet
sea de composicién, lo que nos ayudara a encontrar una que no lo sea.

Proposicién 5.2.7. Sea D € #,, entonces D es de composicion en 4 si y solo si para todo m € N
existe una constante C' > 0 tal que

1
ID*|},, <C, (5.14)

para todo k € N.

Demostracion. Supongamos que D es de composicién en #, entonces el operador Cp : H(C) — %
es continuo. Dado m € N, existen A > 0y j € N tales que ||[Cp(¢)[l2,m < Asup|,<;|¢(2)]. Tomando

¢(z) = 2* tenemos que

[ID*l2m < A sup [2|* < Aj* < CF.
|zI<s

para C' > 0 suficientemente grande. Esto nos da una de las implicaciones.
Para la otra implicacién, tomemos ¢(z) = > 5o arz" y notemos que si se cumple (5.14) entonces

e oo
> a1 D lzm < Y JaklC* < oo
k=0 k=0

para todo m € N. De esto se deduce que la serie converge y el operador dado por Cp(yp) = Zzio apD¥*
estd bien definido.

Con esto podemos dar un ejemplo de una serie de Dirichlet en #, que no es de composicién, res-
pondiendo la segunda pregunta del Teorema Para el ejemplo vamos a utilizar la primer funcién de
Chebishev definida por ¥(x) = Y log(p) y que satisface

p<zx

lim ——~ =1. (5.15)

Esto es equivalente al Teorema de los niimeros primos, y una estimacién precisa se puede encontrar en
[RS62], Teorema 4].
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o0
Ejemplo 5.2.8. Consideremos D = > ﬁn‘s, la cual obviamente pertenece a ., y veamos que no es
=1

una serie de Dirichlet de composicién. Observemos primero que D(s) = ((s + 3) para todo s € C 1 (con
¢ la funcién zeta de Riemann) y que, entonces,

s dk(n) _
DF = Z n-°,
n=1 \/ﬁ

donde los d(n) son los coeficientes de ¢*, es decir dj(n) =Y, 1.

1...N=N

Fijemos m € N, definamos 0 = 3= y consideremos 0 < § < 1 tal que w = 2(11;65) —(1+0)(14+96) >0
(notemos que 5 exibte porque la expresién anterior es positiva para § = 0).

Por (5.13) y (5.15) podemos elegir z( tal que
T x
_ < < e — < < .
(1 5)logw <w(x)<(1 +6)10gm y (1=38)x<d(z)<(1+d)zx (5.16)

para todo = > . Tomemos ahora kg € N tal que kg > x¢ y, para cada k > ko definamos z), = k19 y
ng = Hpgzk p = e?(@), Observemos que en este caso dg(ny) = k™(**). Luego, teniendo en cuenta (5.16)

1 1
di(nk) ® _ k27 (@n) 3 7 L
<ni+2}" =\ Geoarm ) =P+ (27r(xk) log(k) — (1 + a)ﬁ(xk))

>eXp<

1 1

[e’e] 2 2k 2 2k
k% dic(n) Ky
1D ||2k,4m—<z 1k ) >< - > el 7

Ty,

(2<11+;> (1+0)(1+ 5))) = M

Por lo tanto

La Proposicién [5.2.7 nos dice entonces que D no puede ser una serie de Dirichlet de composicién en %

El dltimo resultado que vamos a ver para los operadores de superposicién nos muestra que, en cierto
sentido, si queremos que una funcién ¢ defina un operador de superposicién, entonces sus coeficientes
tienen que tender muy rapido a 0 (recordemos también el ejemplo .

Notemos que si S, es un operador de superposicién, entonces S,(((s + %)) € ., y en particular
%) (C (s+ % + 5)) € #> para todo € > 0. Reordenando los términos, tenemos que

> (Z akdk(n)> n%1+5
k=0

n*e#.

Lo que vamos a hacer ahora es mostrar que hay funciones para las cuales esto no se verifica.

Proposicién 5.2.9. Para todo 0 < C' < 2 existe un € > 0 tal que la serie

[ <= di(n 1
> (3t

n=1 k=0

no pertenece a . En particular la funcion ¢(z) = Zzio %zk no define un operador de superposicion.
N

Demostracion. Considerando como antes n := Hp <, P con z suficientemente grande obtenemos

<Z d:é?)> n;—i_s > dsk(c) n%1+s = exp (log(k’)ﬂ(m) _ k¢ _ () (; + 5>> . (5.17)

k=0
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Para un § > 0 dado, este ultimo exponente estd acotado por abajo por

(1—5)—kc—x(;+€> (1+9)

siempre que ([5.16|) valga.

Tomemos C’ tal que C < C' < 2, x, := k' y 6, > 0 lo suficientemente chico de forma tal que

1-9 1
WZO—(2+E>(1+(S)>O

Entonces (5.17) se convierte en

<i d:é?) i_s > exp (wkC/ - kC> (5.18)

que tiende a +o0o cuando k — oo. O
El mismo argumento nos muestra que si ¢(z) = Y72, axz" es tal que existe un m > 0 con are?” >m
para k suficientemente grande y 1 < C' < 2, entonces no puede definir un operador de superposicién. En

particular, la funcién exponencial exp(z) = >_ 2¥/k! no define un operador de superposicién, dado que
log(k!) = klogk + O(k).

5.3. Operadores de diferenciacion e integracién sobre # .

Vamos a concluir este capitulo estudiando el operador cldsico de diferenciacién (el cual dada una
funcién holomorfa devuelve su derivada) y su inversa, es decir el operador de integracién. Bonet estudia
estos dos operadores, definidos en #°, en [Bon20] sobre por Bonet. La situacién en el espacio #y es
muy cercana y los argumentos similares, por lo cual haremos un bosquejo de estos, marcando solamente
los pasos en los que difieren.

Dada una serie de Dirichlet D = Y a,n~*® esta converge y define una funcién holomorfa en el
semiplano C,_(p). Entonces su derivada es una funciéon holomorfa en el mismo semiplano y nuevamente
resulta una serie de Dirichlet, que se obtiene simplemente derivando término a término, es decir

=— Z anlog(n)n™*.
n=2

Ademds esta serie tiene la misma abscisa de convergencia que D (ver por ejemplo el [Apo76, Teo-
rema 11.12]). Luego podemos considerar el operador de diferenciacion D : @ — @ definido como
D(D)=D'.

Proposicién 5.3.1. El operador de diferenciacion D : . — Hy es continuo y satisface
D(I,) =T, o = {Zann_s EH,:ar = 0} .
Demostracion. Sea D = a,n"* € #,, fijemos k € Ny sea C' = sup,, %. Entonces

D jauPlog(m)?\* _ (5 lan?\F (s laal® )
1D o = Z s (Yo el <oyt

n=2 n=1

y D esta bien definido y es continuo. B
Claramente D(%#,) C %, o. Por otro lado, si D = > >° ,a,n"% € %4, entonces es claro que D =
S, otenT € Hy y D(D) = D, luego D(#;) = H 0. O

n=2 log(n)
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Un célculo simple muestra que, para cada N fijo, el operador asociado al N—ésimo coeficiente
> ann~® — an es continuo en ;. Luego el espacio #4 o resulta ser un espacio cerrado.

Como mencionamos, también estamos interesados en el operador de integracion, al cual notamos por
J. Este operador estd definido en las series de Dirichlet > a,,n™% para las cuales a; = 0, de la forma

siguiente
oo oo a
J(Zannfs):—z ~_nTs.
n=2 n=2 log(n)

Considerandolo como un operador de 7 o en # o, claramente estd bien definido y es continuo, ya que

oo

|an|? : = |an|® :
HJ(D)||2,k = (Z n2/klog(n)2) < (Z n2/k) = [|D|

n=2

2,k

para toda D = Y >, a,n~* € #,4 . Un cdlculo directo muestra que DJ(D) = D = JD(D) para todo
D € #, . Tenemos entonces que D y J son isomorfismos de #, o en # o. Esto en particular nos dice
que ninguno de los dos operadores es compacto, puesto que si lo fueran entonces #. o tendria un entorno
del cero acotado, siendo entonces normable. Pero esto no puede ocurrir, dado que, por un lado, #4 o es
Montel (por ser subespacio de #4) y por lo tanto el entorno seria compacto, y por el otro #; o tiene
dimensién infinita.

Supongamos que D y E son dos series de Dirichlet con o,(D), 0, (E) < oo. Por [Apo76], Teoremas 11.12
y 11.10] D’ también tiene abscisa de convergencia absoluta finita y el producto D'E = > ¢,n~*° nue-
vamente converge absolutamente en algtin semiplano. Notemos también que ¢; = 0, y por consiguiente
podemos considerar J(D'E). De esta forma, fijando D definimos el operador de Volterra Vp : & — P
dado por Vp(E) = J(D'E). La accién de este operador sobre los espacios de Hardy fueron estudiados
en profundidad en [BPS19], donde ademés obtuvieron resultados profundos. Luego, en [Bon20, Corola-
rio 2.4], Bonet muestra que la situacién en #{° es mas facil de manejar. Repetimos los argumentos dados
por Bonet para el caso #,. .

Proposicién 5.3.2. Sea D = > a,n"*, entonces Vp : #y — #H estd bien definido (y es continuo) si
y solo si D € #.

Demostracion. Si Vp estd bien definido, entonces D — aq = J(D'1) = Vp(1l) € #4, y por lo tanto
De%,.

Supongamos ahora que D € %, entonces D' € #, o. Sea E € %, por la Proposicién se tiene
que D'E € %, mas atn, dado que su primer coeficiente es 0 entonces D'E € ¥, o y por lo tanto
Vo (E) = J(D'E) € %, . O

Veamos entonces para finalizar el espectro del operador de diferenciacién y del de integracion, en el
mismo espiritu que en el [Bon20, Teorema 2.6]. Para evitar confusiones, vamos a notar al espectro por
o(T, X), indicando por T el operador y X el espacio, y por p(T,X) al resolvente, es decir, p(T, X) =
C\o(T, X).

Proposiciéon 5.3.3. Tenemos la siguiente caracterizacion de los espectros:

1. o(D, %1 ) ={—logn:n e N, n>2}.
2. o(D,%;+) ={0}U{-1logn: n e N, n>2}.

3 o(J, %, 0) ={-:neN,n>2}

logn
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Demostracion. Es claro que 0 € o(D, %4 o) por ser D inversible. Por otro lado, dado que D(n™%) =
—log(n)n~*, entonces —log(n) € g,(D, %y o) C o(D,#4 o) para todo n > 2. Tomemos ahora 0 # A € C
tal que A # —logn para todo nimero natural n > 2 y veamos que A € p(D, % (). notemos primero que,
para ». <, a,n"° € H, o tenemos que

(M - D) ( D n>2 ann’s) = Z()\ +logn)a,n~

n>2

Eligiendo p > 0 de forma tal que |A| > p v |logn + A| > p para todo natural n > 2 tenemos que

n |Cln| 1 5 1 > ‘an‘Q 3 1 .
| 0> x5tegmn” Hz kT (Z [Togn + A2 nz/k) < /,L(T; n2/k ) = ;H 2nz2 AnTt gHz,k (5.19)

para todo k. Esto nos muestra que ZRZQ %n_s € Hioy, luego (Al —D) : Hy o9 — Hip es
sobreyectiva. A su vez (5.19) muestra que la inversa (A — D)~! es continua, probando

Para ver [2| observemos que 0 € o(D,%#,) puesto que D(1) = 0, y evaluando nuevamente en los
monomios obtenemos que —log(n) € o(D,%#.) para todo n > 2. El hecho de que si A # —log(n) para
todo natural n entonces AI — D es inversible se obtiene con el mismo argumento que en [I]

Finalmente, observemos que 0 & o(J, #, o) por ser J inversible en # . La prueba de|3|se concluye a
partir dey de que A € p(D, % 0)\{0} siysélosi \™1 € p(J, H#4 0)\{0}. De hecho, si A € p(D, H0)\{0}
entonces A\~1I — J tiene como inversa a —AD(A — D)~! (notar que la contencién contraria se obtiene
reemplazando D por J por ser J=! = D). 0
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Apéndice A
Definiciones y resultados topolégicos

La intencién de este apéndice es recordar algunas definiciones y resultados de espacios topologicos
que usamos en la tesis. Como referencia de estos mencionamos a [MV9T7], [Sch7l], [Jar81], [BoulS], vy
[Gro54]. Comenzamos entonces con algunas definiciones.

Un par (X, ) es un espacio topolégico si X es un conjunto y 2 una familia de subconjuntos de X
que satisface lo siguiente:

s (), X estdn en €,
= si A, B pertenecen a () entonces AN B € ,
» si(A;); C Q entonces |JA; € Q.

i

Todo elemento de 2 se dice abierto, mientras que A se dice cerrado si A° € Q. Dado un elemento
z € X, un conjunto U es un entorno de x si existe un A € Q tal que x € A C U. A su vez, decimos
que una familia (U;);e; es una base de entornos de z, si cada U; es un entorno de x y satisface que para
cualquier otro V, entorno de z, existe un ¢ € I tal que U;, C V.

Sean (X,Q;) e (Y,€Q2) dos espacios topoldgicos y una funcién f : X — Y. Dado z € X, (U;)ier y
(Vj)jes bases de entornos de x y f(x) respectivamente. Decimos que f es continua en x si para cada
jo € J existe un ig € I tal que U;, C f~1(V},). La funcién f es continua en X si esta condicién se satisface
para todo x € X.

Dado un C—espacio vectorial F, un subconjunto U es convexo si para todos z,y € U,y todo A € [0, 1],
Az + (1 — Ay € U. Con todo esto tenemos las siguientes definiciones.

Definicién A.0.1. Un C—espacio vectorial E dotado con una topologia es
= un espacio vectorial topologico, si la suma y el producto por escalares son continuos,

= un espacio localmente convexo, si es un espacio vectorial topolégico, para el cual todo punto x € £
admite una base de entornos convexos.

Dado un espacio vectorial F, una funciéon p : E — R es una seminorma si satisface que

» p(z+y) < p(x)+ p(y) para todos =,y € E,

» p(Az) = |A|p(z) para todo x € E'y A € C.

En particular, toda seminorma cumple que p(z) > 0 para todo z € E. Dado un espacio vectorial
FE y una familia de seminormas & en E. Supongamos que P satisface que para cada x € E existe una

seminorma p € P tal que p(z) # 0, y que dadas p1,ps € P existen p € P y una constante positiva ¢
tal que méax(pi(x), p2(z)) < ep(x) para todo x € E. Entonces el par (E, %) define un espacio Hausdorff

107
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localmente convexo, donde A C E es abierto si, para cada x € A, existe ¢ > 0y p € P tal que
lye E:p(x—y) <e} CA

Un conjunto I se dice dirigido si es un conjunto parcialmente ordenado por cierta relacion <, tal que
para todos i,j € I existe k € I con i < ky j < k. Decimos que (z;)ic; C (E,%P) es una red si I es
un conjunto dirigido. La red (x;);er es de Cauchy si para cada p € P y € > 0 existe igp € I tal que si
11,19 > 1o entonces p(x;, — x;,) < €. A su vez, decimos que la red converge a © € E si para cadap € P y
e > 0 existe ig € I tal que p(z — x;) < e siempre que @ > iy. El espacio (E, %) se dice completo si toda
red de Cauchy es convergente.

Decimos que el espacio (E, %) es pre-Fréchet si P = {py, : k € N} es numerable. En este caso, ademds,
se puede suponer que la familia de seminormas es creciente. Si ademas resulta que el espacio es completo,
entonces decimos que (E, %) es un espacio de Fréchet. Mientras que si P se reduce a una tnica norma
entonces E es un espacio de Banach. Dado un espacio vectorial topologico Hausdorff £, existe un tnico
(salvo homeomorfismos) espacio vectorial topolégico completo, Hausdorff E, y un homeomorfismo lineal
¢ inyectivo ¢« : B — E tal que «(E) es denso en E. El espacio E es la completacién de E (en caso de ser
E normado, entonces E resulta un espacio de Banach).

Un conjunto B C E es

= Equilibrado si cumple que x € B si y solo si Ax € B para todo complejo A de médulo uno.
= Absolutamente convexo si es convexo y equilibrado.
= Absorbente si para todo x € F existe un real positivo a para el cual ax € B.

= Tonel si es absolutamente convexo, cerrado y absorbente.

El espacio (E,%) se dice tonelado si todo conjunto tonel es un entorno del cero. Todo espacio de
Fréchet es tonelado. Decimos que (F, %) satisface el Principio de Acotacién Uniforme, si todo conjunto
de operadores {T; : T; : E — F}, de E en un espacio localmente convexo F, puntualmente acotado es
también equicontinuo.

Teorema A.0.2. Un espacio localmente convezo (E,P) es tonelado si y solo si satisface el Principio de
Acotacion Uniforme.

Un espacio localmente convexo Hausdorff es semi-Montel si todo conjunto acotado es relativamente
compacto. Si ademaés es tonelado, entonces es un espacio de Montel.

Los espacios de Schwartz fueron introducidos por Grothendieck en [Gro54]. Como afirma Bourles en
[Boul8l Pégina 148], el concepto estd motivado por el hecho de que todo espacio de funciones utilizado
por Schwartz para construir su teoria de distribuciones resulta a su vez un espacio de Schwartz. Si (E,P)
es un espacio localmente convexo Hausdorff, para cada p € P consideramos el espacio normado (E,, ||-|,)
dado por

Ep = E/ker(p) y ||z + ker(p)|l, := p().

Para cada par de seminormas p, ¢ € 9 tales que existe una constante positiva ¢ > 0, con ¢ < ¢p, podemos
definir el operador asociado

Tp.q : Bp = E4 por « + ker(p) — x + ker(g),
que es lineal y con norma menor o igual a c¢. De esta forma, E es un espacio de Schwartz si para toda
g€ P existenp e P yc>0,conq < cp, tal que mp, 4 es pre-compacto. Esto es, si la imagen de la bola

unitaria de E, por m, , es pre-compacta en Ij.

Proposicién A.0.3. Todo espacio de Fréchet-Schwarz es un espacio de Montel
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Grothendieck, motivado nuevamente por el estudio de los espacios de distribuciones y mas precisa-
mente, en este caso, por el Teorema del nicleo de Schwartz, define en [Grob5] los espacios nucleares.
Como afirma Jarchow en [Jar81] Pdgina 478], “en un sentido especifico, los espacios nucleares son incluso
maés cercanos a los espacios finito dimensionales que los espacios de Banach”. Algunos de los aspectos que
comparten con los espacios finito dimensionales son la propiedad de Heine-Borel (todo conjunto acotado
es pre-compacto) y el hecho de que la sumabilidad incondicional de sucesiones es equivalente a la suma-
bilidad absoluta. Originalmente estos espacios se definen a partir del producto tensorial proyectivo, en
linea con el interés de Grothendieck antes mencionado. Daremos una definicién en los términos en los
que venimos trabajando. Si T : X — Y es un operador acotado entre dos espacios normados, vamos a

decir que T es nuclear si existen sucesiones (z3) en X* e (y,) en Y, tales que > || || x+|lynlly < o0y

n
T(x) =Yz} (x)y, para todo x € X. A partir de esta definicién, el espacio (E, %) es nuclear si, para
n

cada g € P existen p € P y una constante positiva ¢, con ¢ < ep, tal que 7, 4 : F, — E; es un operador
nuclear.
Una sucesién (e, ), en un espacio localmente convexo E es una base de Schauder si para todo z € E

o0

existe una sucesién de escalares (ay,) tal que x = > ane,. En este caso, las funciones e, definidas por
n=1

en(z) = a, son continuas. Si E es un espacio tonelado y (e;,) es una base de Schauder, entonces para

cada p € P existen ¢ € P y ¢ > 0 tales que para todo M > N y toda sucesién de nimeros complejos

(an), se tiene

p(Y - anen) < Ca( D anen). (A1)

Proposicion A.0.4. Todo espacio de Fréchet nuclear es un espacio de Schwartz.
o0

Decimos que una base de Schauder (e,,),, es incondicional si > e* (z)e, converge incondicionalmente,
n=1

*

o (n) (7)eq(n) converge para toda permutacién o : N — N. Por 1ltimo, diremos que una

o0
es decir si ) e
n=1

base (en)n es absoluta en (E, %) si para toda p € P existe ¢ € P tal que
D len(@)lplen) < glx).
n=1

El Teorema de Grothendieck-Pietsch [MV97, Teorema 28.15] nos da un método para poder determinar
la nuclearidad de un espacio de Fréchet con base de Schauder.

Teorema A.0.5 (Grothendieck-Pietsch). Sea (E, %) un espacio de Fréchet, con P = {py}nen ¥ (€;)jen
una base de Schauder de E. Entonces son equivalentes

1. E es un espacio nuclear.

2. Para cada k € N existe m € N, con m > k, tal que

3 pi(es)pm(es) ! < oo, (A.2)
j=1

Dada una familia numerable de espacios normados (Xj)g, consideremos, para cada k, un operador
lineal acotado iy : Xpy1 — Xg. El par

(Xka ik)k‘EN
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se denomina espectro proyectivo numerable. El limite proyectivo proj X, esta definido como el subespacio
topoldgico de [, X, que consiste en aquellos (xy) tales que iy(xr41) = 2 para todo k. Si notamos por
T, a la proyecciéon candnica de proj X en X,,, entonces

pula) = mix (@), (A.3)
define una seminorma en proj X. Esta coleccién de seminormas genera una topologia en proj Xy, con la
cual es localmente convexo y que coincide con la inducida por [] Xj. Por lo tanto, el limite proyectivo
de numerables espacios normados siempre es un espacio pre-Fréchet. Ademads. si cada X}, es una espacio
de Banach, entonces [], X es completo y luego también lo es su subespacio cerrado proj Xy, siendo
entonces un espacio de Fréchet.

Un ejemplo de estos espacios son los espacios de Kothe escalonados. Para definirlos, tomemos primero
una matriz A = (a;i)5%—, de coeficientes reales. Vamos a decir que A es una matriz de Kéthe (positiva),
si 0 < ajr < aj(r+1) para todos k, j. Si A es una matriz de Kéthe, cada uno de los espacios £, con pesos,
para 1 < p < oo, definidos por

1

(@) = {2 € € alle = (3 lageay ) < o).

j=1

para cada k € N, es isométricamente isomorfo a ¢,. Junto con las inclusiones canénicas, estos forman un
espectro numerable proyectivo, el cual define el espacio de Fréchet de Kothe

£(4) = proj £y((a;0)321) = {z € € ol = (3 lajuas?) < oo para ke N} (A1)
j=1

El espacio ¢g(A) queda definido reemplazando ¢, por el espacio ¢, de las sucesiones convergentes a cero,
y procediendo de la misma forma.

Como una consecuencia del Teorema de Grothendieck-Pietsch, en [MV97, Theorem 28.16] se tiene
una caracterizaciéon de la nuclearidad par los espacios de Kéthe. Mas precisamente

Proposicién A.0.6. Sea A = (a; 1) ken una matriz de Kothe. Son equivalentes

o0
» para cada k € N existe un m > k tal que ) aj7ka;;1 < 00,
Jj=1

» ¢o(A) es nuclear

» {,(A) es nuclear para todo 1 < p < oo

w {p(A) = co(A) para todo 1 < p < 0.

La siguiente observavcién nos da una forma de identificar si dos limites proyectivos son isomorfos.

Observacién A.0.7. Supongamos que (Xk, ik)keN e (Yk”jk)keN son dos espectros proyectivos de espa-
cios normados, y notemos por 7, v p,, (para cada m) las correspondientes proyecciones en X, e Y,. Si
tenemos una familia de operadores acotados {Sk : X — Yi }x que satisfacen que Sy oy = ji 0 Sp+1 para
cada k, entonces el operador

S : proj X — proj Yy dado por (zp) +— (Skzk)
esté bien definido. Este operador también es continuo, dado que para cada m se tiene que
Pm 08 = Sy 0T

Luego, si todos los S son biyecciones continuas con inversa continua, entonces S es un isomorfismo de
espacios pre-Fréchet.
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Para poder determinar si el limite proyectivo es un espacio de Schwartz o un espacio nuclear contamos
con la siguiente herramienta.

Observacién A.0.8. Si en un limite proyectivo X = proj X consideramos las seminormas candnicas
definidas en , entonces X, = @, _, X isométricamente. Tomar el producto cartesiano de finitos
operadores pre-compactos (respectivamente nucleares) en un espacio de Banach nos da nuevamente un
operador pre-compacto (respectivamente nuclear). Como consecuencia, X es un espacio de Schwartz
(respectivamente nuclear) siempre que para cada k exista un m > k tal que el mapa candnico de X, en
X, dado por iy, g = im—1 0 -+ 01} sea pre-compacto (respectivamente nuclear).

Finalmente, vamos a decir que un espacio F es un espacio dual si es el dual de cierto espacio V, es
decir si E={p:V — K : ¢ es lineal y continua}. En [Kai77, Teorema 1], Kaijser prueba una condicién
suficiente para poder garantizar que un espacio E es un espacio dual.

Teorema A.0.9. Sea E un espacio de Banach y F' un conjunto de funciones lineales en E tal que
= F separa puntos de F,

= Ja bola unidad cerrada U de E es compacta para la topologia débil dada por el conjunto F'.

Entonces E es un espacio dual.
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