
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Física

Hidrodinámica relativista y cosmología

Tesis para optar al título de

Doctor de la Universidad de Buenos Aires en el Área de Ciencias Físicas
por Lic. Nahuel Omar MIRON GRANESE

Fecha de defensa: 19/03/2021

Director de Tesis: Dr. Esteban Adolfo CALZETTA

Consejero de Estudios: Dr. Fernando LOMBARDO

Lugar de Trabajo: Universidad de Buenos Aires, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales,
Departamento de Física





Resumen

En esta tesis trabajamos sobre la descripción hidrodinámica de �uidos reales en contextos

relativistas y sobre sus aplicaciones concretas en cosmología.

La primera parte está dedicada a introducir las motivaciones y los conceptos básicos sobre los

modelos hidrodinámicos necesarios para describir �uidos reales relativistas. En esta oportunidad

optamos por trabajar con las denominadas Teorías de Segundo Orden (SOT por sus siglas en

inglés) y en particular, con el formalismo de las Teorías de Tipo Divergencia (DTT por sus siglas

en inglés), que asegura causalidad en la dinámica y el cumplimiento de la segunda ley de la

Termodinámica de forma no perturbativa. Gran parte del trabajo original se basó en elaborar

desarrollos formales que permitan estudiar la dinámica no lineal de los nuevos grados de libertad

que introducen estas teorías hidrodinámicas causales para describir los efectos no ideales. A

su vez, a partir de una generalización del teorema de �uctuación-disipación estudiamos cómo

las �uctuaciones térmicas inherentes a la disipación afectan al sector tensorial de los grados de

libertad. Desarrollamos un esquema autoconsistente para analizar las funciones de correlación

relevantes del sistema y sus correcciones debidas a efectos no lineales usando métodos funcionales

como el formalismo Martin-Siggia-Rose y la Acción Efectiva Irreducible de Dos Partículas. Un

resultado interesante del análisis previo sugiere que los modos tensoriales podrían desarrollar una

cascada inversa de entropía y así sostener, al menos en parte, la generación de estructuras de

gran escala a partir de �uctuacionces en escalas pequeñas.

En la segunda parte elaboramos una aplicación particular de la hidrodinámica relativista a la

cosmología relacionada con las ondas gravitatorias primordiales (pGW por sus siglas en inglés).

La hipótesis central es que consideramos al plasma primordial en el universo temprano como un

�uido disipativo descripto por una DTT.

Nuestra contribución es presentar un esquema hidrodinámico que permite estudiar la evolu-

ción del espectro de pGW en presencia del plasma primordial viscoso en el universo temprano, a

través de una interacción que incorpora la retro-acción de las GW sobre el plasma. En particular

estudiamos cómo los modos de spin-2 del �uido, que representan parte de los grados de libertad

no ideales de la DTT, se acoplan con las GW a primer orden capturando la interacción entre las

GW y el �uido viscoso. Dicha interacción descripta en el esquema de las SOT es compatible con

los desarrollos basados en teoría cinética y no puede ser completamente descripta por las teorías

hidrodinámicas usuales de primer orden.



Consideramos que todas las propiedades no ideales del plasma primordial se deben a un campo

escalar extra auto-interactuante, efectivamente no masivo cuyo estado de vacío durante In�ación

se convierte en uno de muchas partículas luego de Recalentamiento para el cual una descripción

hidrodinámica efectiva es adecuada. En el caso más simple los efectos viscosos se incorporan a

través de un único parámetro dimensional, el tiempo de relajación τ . Las condiciones iniciales

de la evolución tanto de las GW como de los modos de spin-2 del �uido se obtienen a partir

de las �uctuaciones cuánticas al �nal de In�ación. Resolvemos numéricamente las ecuaciones de

evolución y calculamos explícitamente el espectro actual de GW que consta de dos contribuciones.

Por un lado encontramos el canal disipativo caracterizado por la absorción de la energía de

las pGW para escalas pequeñas, cuya longitud de onda cumple λ < cτ , debido al efecto de

amortiguamiento generado por la propagación libre de los modos de spin-2 del �uido conducido

por la expasión del universo. En el caso estudiado la disminución relativa de la amplitud del

espectro respecto al caso ideal es de entre 1 y 10%. Por otro lado tenemos el canal de producción

de GW debido al decaimiento efectivo de las �uctuaciones iniciales del �uido, esta contribución

al espectro es despreciable comparada con la anterior.

Vale la pena notar la posibilidad de que este efecto sobre el espectro de pGW pueda reper-

cutir, al menos en parte, en el esquivo espectro de modos B primordiales de la polarización del

Fondo Cósmico de Radiación. Asimismo nuestro esquema para modelar la relación entre GW y

disipación puede ser útil en otros escenarios como por ejemplo para describir la producción y evo-

lución de GW en la fusión binaria de estrellas de neutrones y en transiciones de fase cosmológicas.

A su vez, incorporar las �uctuaciones térmicas descriptas en la primera parte en este formalismo

permite ampliar el estudio de la producción de GW debida a las �uctuaciones hidrodinámicas

de un �uido.

Las teorías hidrodinámicas relativistas han mostrado ser un terreno muy fértil para descri-

bir �uidos reales en las conocidas Colisiones de Iones Pesados Relativistas. Tal vez el contexto

cosmológico y en particular el universo temprano también sean escenarios en los que la hidro-

dinámica causal se vuelva una herramienta muy poderosa que permita capturar adecuadamente

parte de sus fenómenos y procesos característicos. Esta tesis pretende ser un pequeño aporte en

esa dirección.

Palabras clave: Cosmología, Hidrodinámica Relativista, Teorías Tipo-Divergencia, Ondas Gravi-

tatorias Primordiales.



Abstract

In this thesis we elaborate on the description of real �uids in relativistic contexts and its

applications to cosmology.

The �rst part is dedicated to introduce the motivations and basic concepts about the sui-

table in models to describe relativistic real �uids. In this opportunity, we choose to work with

the framework of the so-called Second Order Theories (SOT) and, in particular, with the Diver-

gence Type Theory (DTT) formalism, which ensures both causality and that the Second Law

of Thermodynamics is non-perturbatively ful�lled. Part of the original work is based on elabo-

rating formal developments that allow to study the non-linear dynamics of the new degrees of

freedom introduced by these causal hydrodynamic theories to describe non-ideal e�ects. In turn,

considering a generalization of the �uctuation-dissipation theorem, we study how the thermal

�uctuations, inherent to dissipation, a�ect the tensor sector of the degrees of freedom. We de-

velop a self-consistent scheme to analyze the relevant correlation functions of the system and

their corrections due to non-linear e�ects using functional methods like the Martin-Siggia-Rose

formalism and the Two Particle Irreducible E�ective Action. An interesting result of the pre-

vious analysis suggests that the tensor modes could sustain an inverse entropy cascade and thus

support, at least in part, the generation of large-scale structures from small-scale �uctuations.

In the second part we elaborate on a particular application of the relativistic hydrodynamics

to cosmology related to the primordial gravitational waves (pGW). The main hypothesis lies in

modelling the cosmological plasma of the Early Universe as a dissipative �uid described by a

DTT.

Our contribution is to present a hydrodynamical scheme that allows to study the evolution

of the pGW in presence of the primordial viscous plasma in the Early Universe, through a self-

consistent interaction which includes the back-reaction of the GW on the plasma. In particular,

we study how the spin-2 modes of the �uid, which represent part of the non-ideal degrees of

freedom, couple to GW to �rst order capturing the GW-viscous �uid interaction. This interaction

developed within the SOT scheme is compatible with the description arising from the kinetic

theory approach and it is not fully captured by the usual �rst order hydrodynamic theories.

We consider that all the dissipative e�ects of the plasma are due to an e�ectively massless,

minimally coupled and self-interacting extra scalar �eld. During In�ation it remains in its vacuum

state, but towards the end of Reheating the state becomes a highly excited many-particles one, for

which a hydordynamic description is suitable. In the simplest case, non-ideal e�ects are included



through a single dimensionful parameter, the relaxation time τ . The initial conditions, for both

the gravitons and the �uid, are obtained from the quantum �uctuations at the end of In�ation.

We numerically solve the evolution equations and explicitly compute the current GW spec-

trum consisting of two contributions. On the one hand we �nd the dissipative channel charac-

terized by the absorption of the pGW energy for small scales with wavelengths λ < cτ due to

the damping e�ect produced by the free-streaming spin-2 modes of the �uid and driven by the

expansion of the universe. In our case, the relative amplitude decrease of the spectrum compared

to the ideal one is of about 1 to 10%. On the other hand we have the GW production channel

due to the e�ective decay of the initial �uctuations of the �uid, this contribution is negligible

compared to the previous one.

It is worth noting the possibility that this e�ect may have an impact on the elusive primordial

B-modes spectrum of the Cosmic Microwave Background polarization. Likewise, our scheme

to model the relation between GW and dissipation can be useful in other scenarios, such as

for describing the production and evolution of GW during a binary neutron star merger or a

cosmological phase transitions. In turn, incorporating the thermal �uctuations in this formalism

allows to broaden the study of GW production due to the �uid hydrodynamic �uctuations.

Relativistic hydrodynamics has proven to be a very fertile ground in describing real �uids

in the well-known Relativistic Heavy Ion Collisions. Perhaps the cosmological context and in

particular the Early Universe could be scenarios in which causal hydrodynamics becomes a

powerful tool that brings out some of its characteristic phenomena and processes. This Thesis

aims to be a small contribution in that direction.

Keywords: Cosmology, Relativistic Hydrodynamics, Divergence-Type Theory, Primordial Gravi-

tational Waves.
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Capítulo 1

Breve introducción

En esta tesis trabajaremos sobre las teorías hidrodinámicas adecuadas para estudiar �uidos

reales (disipativos) en regímenes o contextos relativistas y sus aplicaciones a la cosmología.

El cuerpo principal de la tesis se divide en dos partes.

En la Parte I describiremos las características generales de las teorías hidrodinámicas desde

los primeros desarrollos hasta la concepción más moderna. Si bien la hidrodinámica no relativista

para �uidos ideales y reales tiene una aceptación global, la descripción de un �uido real relati-

vista es un gran dilema hasta el día de la fecha. A grandes rasgos dos tipos de teorías intentan

ser superadoras: las Teorías de Primer Orden y las Teorías de Segundo Orden. Luego de deta-

llar sus características, elegimos trabajar con las segundas que compatibilizan los requerimientos

de la Relatividad General con los termodinámicos incorporando nuevos grados de libertad que

describen las propiedades no ideales del �uido. A su vez mostramos cómo construir un mode-

lo particular de este grupo de teorías incorporando �uctuaciones hidrodinámicas y efectos no

lineales. Finalmente estudiamos las características de las correlaciones de los nuevos grados de

libertad de la teoría resultante.

La primera parte contiene tres capítulos: el Capítulo 2 es un racconto de los modelos hidro-

dinámicos establecidos hasta la fecha, sus inconvenientes y posibles soluciones; en el Capítulo

3 mostramos la construcción fenomenológica de un modelo hidrodinámico particular propio de

las Teorías de Segundo Orden y en el Capítulo 4 desarrollamos un esquema que permite incluir

�uctuaciones térmicas en estos modelos hidrodinámicos y estudiar su impacto en la dinámica del

�uido a partir de sus algunas propiedades estadísticas.

En la Parte II presentaremos algunas aplicaciones de la hidrodinámica relativista a la cos-

mología. Nos concentraremos en escenarios cosmológicos en los cuales es adecuado modelar la

1



materia como �uidos reales relativistas cumpliendo con los requerimientos termodinámicos de la

Segunda Ley y de una dinámica hiperbólica presentados en la primera parte. Particularmente

discutiremos la evolución de las ondas gravitatorias primordiales en presencia del plasma pri-

mordial con efectos viscosos. Para modelar el �uido utilizaremos las Teorías de Segundo Orden,

particularmente una teoría disipativa construida a partir de teoría cinética, lo cual permite cap-

turar los efectos viscosos en la evolución de las ondas gravitatorias a través de su interacción con

los modos tensoriales del �uido.

La segunda parte contiene dos capítulos: el Capítulo 5 resume brevemente el contexto cos-

mológico estándar relevante para el capítulo siguiente y en el Capítulo 6 estudiamos la evolución

de las ondas gravitatorias primordiales en presencia del plasma primordial viscoso.

Finalmente la Parte III cuenta con las conclusiones parciales y generales. También agregamos

varios apéndices.

A lo largo de toda la tesis utilizamos unidades tales que c = ℏ = kB = 1, M2
pl = 1/(8πG) con

G la constante de Newton y la convención MTW (−,+,+,+) para la signatura de la métrica.

2



Parte I

Hidrodinámica relativista:
desarrollos formales





Capítulo 2

Conceptos generales de hidrodinámica
relativista

El origen de la hidrodinámica se remonta a los tiempos en los que la humanidad necesitó

entender, controlar o predecir algún aspecto de dos sustancias vitales: el agua y el aire. Si bien

por una cuestión de espacio y tiempo no vamos a trazar una cronología desde aquellas épocas1,

el comentario basta para comprender que la intuición cotidiana sobre qué es un �uido ha sido

necesaria desde hace mucho tiempo. Tal vez los conceptos intuitivos más relevantes para describir

nuestra experiencia cotidiana con el aire y el agua sean el �uir y la continuidad. Sin embargo,

hoy en día sabemos que ambas sustancias están formadas por partículas individuales y aún así

estamos seguros de que esta idea debe conciliarse de alguna forma con la continuidad de los

�uidos.

Ciertamente todas las teorías hidrodinámicas son descripciones efectivas (no fundamentales)

de ciertos estados de la materia válidas cuando las longitudes a analizar son más grandes que

el tamaño o distancia entre las partículas constituyentes. No obstante existen diversos enfoques

para desarrollar las teorías hidrodinámicas que permiten cuanti�car su aplicabilidad de formas

más precisa.

Como mencionamos la dinámica de �uidos pretende generar una descripción continua de un

sistema discreto compuesto por un conjunto de partículas con algún tipo de interacción entre

ellas. Notablemente han surgido distintas formas de construir esta descripción durante el tiempo.

En primera instancia podríamos considerar un sistema con N partículas interactuantes en un

dominio de longitud L y de�nir la noción de elemento de �uido como un volumen in�nitesimal

1Ver [1] para una cronología completa.

5



de dimensión dl con M partículas, de modo que N ≫ M ≫ 1 y dl ≪ L. La hidrodinámica será

aplicable siempre y cuando en cada elemento de �uido existan muchas colisiones entre partículas

(interacciones) que establezcan el equilibrio termodinámico local y así poder asignar cantidades

macroscópicas, como por ejemplo la densidad de energía, cuyo valor caracterice dicho elemento

de �uido [1]. La dinámica de este sistema ahora se simpli�ca pues consistirá en ecuaciones que

determinen la evolución de dichas variables macroscópicas y no de las partículas individuales.

Otro enfoque asume una descripción estadísticas de los componentes microscópicos a través

de una función de distribución f(x,p) de�nada sobre el espacio de fase {x,p} [2]. La evolución de

esta función estará determinada por la ecuación de Boltzmann df/dt = Icol[f ] con df la variación

total de la función de distribución y Icol[f ] es un término vinculado a las colisiones o interacciones

entre las partículas. En ciertos casos simpli�cados es posible dar una forma cerrada de Icol[f ]

desde primeros principios. Una propiedad interesante es que para un sistema en equilibrio f = feq

con dfeq/dt = 0 y en consecuencia debe suceder que Icol[feq] = 0. Esto no implica la ausencia de

colisiones sino lo contrario, una vez alcanzado el equilibrio las colisiones son las encargadas de

mantenerlo y de que la función de distribución no varíe. Para un gas diluido de partículas clásicas

que colisionan elásticamente la condición Icol[feq] = 0 determina que la feq es la distribución de

equilibrio de Maxwell-Boltzmann. Otra propiedad del equilibrio es que la producción de entropía

es nula.

La construcción de variables macroscópicas se realiza a partir de promedios, o momentos,

de la función de distribución sobre el espacio de fases, por ejemplo la densidad de partículas

n =
∫
fd3p. La dinámica de estas variables está determinada por las ecuaciones de transferencia

que se extraen tomando los respectivos promedios sobre la ecuación de Boltzmann [2, 3]. El

régimen hidrodinámico se de�ne como el escenario en el que el camino libre medio λclm entre

colisiones es mucho menor que la longitud característica del sistema L, según Kn = λclm/L ≪ 1,

con Kn el número de Knudsen. En este régimen es posible deducir las ecuaciones hidrodinámicas

a partir del esquema microscópico. Para el caso de equilibrio f = feq, Icol[feq] = 0 y las ecua-

ciones de transferencia resultan ser las ecuaciones de un �uido ideal. Para incorporar efectos no

ideales debemos tomar una pequeña perturbación de la función de distribución f = feq + f1 tal

que f1 ≪ feq y además tener una expresión para Icol[feq] por ejemplo en la aproximación de

relajación Icol[f ] ∼ −(f − feq)/τ con τ un tiempo de relajación. De aquí pueden obtenerse las

conocidas ecuaciones de Navier-Stokes. Finalmente el rango de aplicabilidad de este desarollo
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queda supeditado por todas las hipótesis realizadas pero particularmente por f ≈ feq y Kn ≪ 1.

La descripción hidrodinámica más moderna consiste en una construcción fenomenológica váli-

da para longitudes de onda larga. La dinámica de los grados de libertad macroscópicos efectivos

se construye como una serie de gradientes a partir del �uido ideal (orden cero, homogéneo e

isótropo) incorporando sucesivamente perturbaciones de órdenes superiores las cuales permiten

describir los efectos no ideales [4]. Uno de los resultados más importante que establece el análisis

de esta serie de gradientes hidrodinámicos, es que el rango de aplicabilidad de la hidrodinámica

no necesariamente queda supeditado a sistema termalizado o muy cerca del equilibrio. De he-

cho muestra que, en algunos casos, los desarrollos hidrodinámicos pueden aplicarse con éxito a

sistemas con anisótropías apreciables [5, 6] o incluso en situaciones en las que no se cumple la

condición Kn ≪ 1 sino que Kn ≲ 1 [4]. De este modo amplía el rango de escalas y tiempos en

los que la hidrodinámica sigue siendo útil y consistente.

Los desarrollos más so�sticados y complejos han permitido conectar el enfoque cinético con

la teoría cuántica de campos fuera del equilibrio y la teoría de campos efectiva (el enfoque más

moderno) [4, 7]. Es esperable que todas las descripciones sean compatibles cuando sus rangos

de aplicabilidad coinciden aunque todavía ignoramos muchos aspectos fundamentales y no se ha

logrado un acuerdo completo entre todas las teorías.

Independientemente del esquema elegido el poder de la descripción hidrodinámica consiste en

representar la dinámica total del sistema con unos pocos grados de libertad macroscópicos como

la densidad de energía, el campo de velocidades, la presión, entre otros que representan efecti-

vamente el comportamiento de los casi in�nitos grados de libertad microscópicos. La reducción

de la cantidad de información necesaria para describir el sistema lo convierte en uno abarcable.

Como veremos esta reducción no es trivial ni universal y depende del modelo hidrodinámico

utilizado.

A la hora de modelar un sistema de la naturaleza siempre es importante tener en cuenta qué

tipo de preguntas queremos responder para poder elegir o desarrollar una teoría que permita

abordarlas. Cuando se pretende estudiar un �uido en el régimen de alta energía o incorporar

consistentemente efectos gravitatorios al sistema es imprescindible trabajar con lo que llamamos

hidrodinámica relativista. Esta descripción de �uidos para materia relativista ha demostrado ser

una herramienta muy poderosa para entender fenómenos de alta energía. Ejemplos puntuales

pueden ser el estudio de la termalización [4] e isotropización [8] del plasma de quarks y gluones
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formado luego de una colisión relativista de iones pesados (RHIC por sus siglas en inglés) [9], el

comportamiento de los núcleos internos de las estrellas de neutrones [10, 11, 12, 13], en �uidos en

el contexto cosmológico [14, 15, 16] (que desarrollamos en el Capítulo 6) y durante transiciones de

fase [17]. Otros fenómenos de interés podrían ser el colapso gravitatorio de un gas autogravitante

[2] o el disco de acreción y el plasma circundante a un agujero negro [18]. Más aún, en muchos de

los casos mencionados utilizar la hidrodinámica relativista de un �uido ideal es insu�ciente, no

permite explicar todos los fenómenos observados. Un ejemplo claro es la necesidad de conside-

rar viscosidad para compatibilizar las observaciones con la sobreestimación del �ujo elíptico en

RHICs causada por modelerar el plasma como un �uido ideal [9]. Por ello es importante analizar

efectos de �uidos reales (no sólo los ideales), es decir, incorporar �uctuaciones y efectos disipa-

tivos. En consecuencia, además de la compatibilidad con la teoría de la Relatividad General,

es necesario asegurar el cumplimiento de todas las leyes de la termodinámica y en particular

obtener una producción de entropía positiva.

En efecto, para lograr una descripción satisfactoria debemos desarrollar una teoría hidrodi-

námica compatible tanto con las leyes de la termodinámica como con la teoría de la Relatividad

General. Este es el desafío que pretende resolver la hidrodinámica relativista. A continuación

describiremos los pasos más importantes en la construcción de esta teoría.

2.1. Regimen no relativista

Los primeros modelos matemáticos hidrodinámicos fueron desarrollados por I. Newton, L.

Euler, D. Bernoulli y L. Lagrange en el siglo XVIII, muy anteriores a la relatividad [1]. Bá-

sicamente estos trabajos consideraron �uidos en el régimen newtoniano que hoy llamamos no

relativista. En las próximas subsecciones presentamos los casos ideal y no ideal en este régimen.

2.1.1. Caso ideal

Los �uidos ideales pueden ser descriptos por las siguientes cantidades macroscópicas: la den-

sidad de masa ρ, la densidad de energía ϵ, la presión p y el campo de velocidades v⃗. Su dinámica

queda determinada por la conservación de la masa

∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0 , (2.1)
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la conservación del momento

∂v⃗

∂t
+
(
v⃗ · ∇⃗

)
v⃗ +

1

ρ
∇⃗p = 0 , (2.2)

la conservación de la energía

ρ

(
∂ϵ

∂t
+ v⃗ · ∇⃗ϵ

)
+ p ∇⃗ · v⃗ = 0 (2.3)

y la ecuación de estado p = p(ρ, ϵ). Estas conocidas ecuaciones de la mecánica Newtoniana

pueden derivarse desde un enfoque cinético-microscópico [2] como comentamos al comienzo del

capítulo. Para asegurarnos de que las cantidades macroscópicas estén bien de�nidas y sean esta-

bles asumimos el límite Kn ≪ 1, gracias al cual se alcanza un equilibrio termodinámico local. En

términos microscópicos, la función de distribución f será la distribución de equilibrio de Maxwell-

Boltzmann feq y en consecuencia la producción de entropía será nula para �uidos ideales.

2.1.2. Caso no ideal

Aquí describimos la dinámica no relativista de un �uido no ideal. La función de distribución

del sistema f ya no será la de equilibrio sino que será necesario incorporar términos que se aparten

de feq. Básicamente hay que considerar un desarrollo en serie de la función de distribución en

potencias de Kn alrededor de feq (conocida como la expansión de Chapman-Enskog) y, además,

conocer explícitamente Icol[f ] (por ejemplo en la aproximación de relajación del comienzo del

capítulo Icol[f ] ∼ −∆f/τ). Si asumimos que estamos cerca del equilibrio podemos truncar la

serie de la función de distribución y quedarnos con los primeros términos. Esto va a permitirnos

describir fenómenos reales de transporte tanto disipativos como de transferencia de calor.

En términos de las variables macroscópicas se incorporan dos modi�caciones centrales res-

pecto al caso ideal. Primero el tensor de presiones Pij (o tensor de esfuerzos) que en el caso ideal

era diagonal ya no lo es sino que

Pij = pδij − Sij , (2.4)

donde Sij = η σij + ζ vk,k δij , con σij = [vj,i + vi,j − 2/3vk,kδij ] el tensor de cizalla, η y ζ los

coe�cientes de viscosidad de cizalla y volumétrica respectivamente. Segundo, aparece un �ujo de
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calor q⃗ no nulo que podemos relacionar con la temperatura a través de la Ley de Fourier según

q⃗ = −κ∇⃗T , (2.5)

con κ el coe�ciente de conductividad térmica. Esta expresión da lugar a la conocida ecuación de

difusión del calor.

Las ecuaciones que rigen la dinámica de este tipo de �uidos son la conservación de la masa

(2.1), la conservación del momento o ecuación de Navier-Stokes

∂vj
∂t

+ vi
∂vj
∂xi

+
1

ρ

{
∂p

∂xj
− ∂

∂xi

[
η σij + ζ

∂vk
∂xk

δij

]}
= 0 , (2.6)

la conservación de la energía

ρ

(
∂ϵ

∂t
+ v⃗ · ∇⃗ϵ

)
+ p ∇⃗ · v⃗ + ∇⃗ · q⃗ − 2η (vi,j + vj,i) (vi,j + vj,i)−

(
ζ − 2

3
η

)(
∇⃗ · v⃗

)2
= 0 (2.7)

y nuevamente una ecuación de estado. Podemos notar que si se anulan los coe�cientes de trans-

porte (η, ζ) y el �ujo de calor q⃗, recuperamos el comportamiento del �uido ideal. Estas cantidades

serán las que determinen la producción de entropía.

Las ecuaciones pueden derivarse tanto desde teoría cinética con la expansión de Chapman-

Enskog como fenomenológicamente a partir de la generalización del tensor de presiones Pij y el

�ujo de calor q⃗. Es importante notar que estas dos nuevas cantidades deben estar determinadas.

En consecuencia, o bien �jamos las relaciones constitutivas que vinculen dichas cantidades con

los grados de libertad ya existentes que describían el caso ideal (como la velocidad), o bien las

consideramos como nuevas variables y proponemos una dinámica que las determine. Si bien en

principio es natural y sensato considerar los mismos grados de libertad para describir tanto el

caso ideal (equilibrio) como el no ideal (ligeramente fuera de equilibrio), es relevante recordar

que es una elección a la hora de construir la teoría. La navaja de Occam es una máxima que suele

guiar las investigaciones cientí�cas y nos indica que a mismos resultados no hay motivos para

no elegir la explicación más simple. En este sentido cabe la pregunta ¾tiene sentido ampliar la

cantidad de grados de libertad?. Pues bien en el caso no relativista la respuesta, en efecto, parece

ser que no hay motivo para tal ampliación. No obstante, como veremos luego, en el desarrollo de

las teorías hidrodinámicas relativistas este será un punto clave de análisis.
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2.2. Regimen relativista del �uido ideal

En esta sección describimos el desarrollo de la hidrodinámica relativista para el �uido ideal. El

desafío básico es generar un esquema hidrodinámico que sea aplicable en regímenes relativistas de

modo que debe ser un desarrollo compatible con los principios de la Relatividad General. Según el

principio de covariancia general todas las leyes de la física deben ser equivalentes (concretamente

covariantes) ante cambios generales de coordenadas. En particular las ecuaciones hidrodinámi-

cas deben respetar este principio y en consecuencia respetar la simetría ante el grupo de los

difeomor�smos. La compatibilidad entre hidrodinámica y Relatividad General tiene implicancias

tanto fundamentales como prácticas que todavía hoy son tema de investigación [1, 2].

Las cantidades covariantes que de�nen al �uido más simple en un esquema relativista son la

corriente de partículas Nµ y el tensor de energía-impulso (EMT por sus siglas en inglés) Tµν . En

particular el EMT depende de la densidad de energía ρ, la presión p, la cuadrivelocidad uµ (con

la normalización u2 = −1) y tensor métrico gµν . En el referencial de reposo local el Tµν de un

�uido perfecto debe ser isótropo de modo que en ese referencial vale que Tµν = diag(ρ, p, p, p).

A su vez en ese mismo sistema la corriente de partículas será Nµ = (n, 0, 0, 0), con n la densidad

de partículas. Finalmente haciendo una transformación de Lorentz llegamos a que, para un

referencial general, el EMT y la corriente son

Tµν = (ρ+ p)uµuν + p gµν (2.8)

Nµ = nuµ . (2.9)

Las ecuaciones dinámicas, naturalmente covariantes, corresponden con las conservaciones de

los tensores fundamentales: ∇µN
µ = 0 y ∇µT

µν = 0. Aquí ∇µ indica derivada covariante.

Si agregamos la ecuación de estado p = p(ρ, n) obtenemos un sistema cerrado para el �uido

relativista ideal.

Es posible ser más explícitos con las ecuaciones a partir de una descomposición temporal-

espacial de�nida a partir del vector temporal uµ y el proyector ortogonal tipo espacial

∆µν = uµuν + gµν . (2.10)

Utilizando la notación D = uµ∇µ y ∇ρ
⊥ = ∆µρ∇µ la conservación de la corriente de partículas
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∇µN
µ = 0 se lee

Dn+ n∇⊥
µ u

µ = 0 . (2.11)

La proyección ortogonal de la conservación del EMT ∆µ
ν ∇ρT

ρν = 0 queda

(ρ+ p)Duµ +∇µ
⊥p = 0 , (2.12)

y la temporal uν∇µT
µν = 0 es

Dρ+ (ρ+ p)∇⊥
µ u

µ = 0 . (2.13)

Estas ecuaciones cumplen con todos los requisitos de la Relatividad General. Más aún al

tomar el límite no relativista: velocidades bajas |v⃗| ≪ 1, p ≪ ρ y la métrica de Minkowski

gµν → ηµν ; los operadores se reducen a D → ∂t + v⃗ · ∇ + O(v2), ∇µ
⊥ = (0, ∇⃗) + O(v) y las

ecuaciones (2.11)-(2.13) convergen a las ya conocidas (2.1)-(2.3).

Al igual que en el caso no relativista ideal, esta dinámica puede derivarse desde una pers-

pectiva microscópica a partir de la Teoría Cinética. Nuevamente la idea es utilizar la hipótesis

de equilibrio local junto con la condición Kn ≪ 1 y asumir que la función de distribución es la

función de equilibrio. Claro, en este caso el equilibrio no es determinado por la distribución de

Maxwell-Boltzmann sino por la distribución de Maxwell-Jüttner aplicable al caso relativista [3].

En el esquema relativista la segunda ley de la Termodinámica se lee ∇µS
µ ≥ 0 con Sµ el

�ujo de entropía. Para el caso ideal de equilibrio (sin efectos viscosos)

Sµ = suµ (2.14)

con s la densidad de entropía en el referencial de reposo. Naturalmente en el régimen de equilibrio

la producción de entropía es nula y ∇µS
µ = 0. Por ejemplo para un �uido sin cargas conservadas,

con potencial químico µ = 0, la Primera Ley es

ρ+ p = Ts (2.15)

Tds = dρ (2.16)
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y usando la ecuación (2.13) es fácil mostrar que ∇µS
µ = 0.

Hasta aquí no existe ninguna objeción hacia la hidrodinámica relativista.

2.3. Regimen relativista del �uido no ideal: Hidrodinámica de

Landau-Lifshitz

No existe una forma universal y completamente consensuada de cómo incorporar los efectos

no ideales a la dinámica de un �uido relativista. No obstante comenzaremos con desarrollar la

Hidrodinámica de Landau-Lifshitz como un ejemplo de una de las denominadas Teorías de Primer

Orden (FOTs). Si bien no todas las FOTs son equivalentes entre sí, la característica distintiva de

estas teorías es que para describir los efectos no ideales fuera de equilibrio mantienen los mismos

grados de libertad con los cuales describen el estado de equilibrio.

Las ecuaciones centrales seguirán siendo las conservaciones de la corriente de partículas

∇µN
µ = 0 y del EMT ∇µT

µν = 0. No obstante Nµ y Tµν contendrán ahora nuevos términos que

incorporen los efectos no ideales. Por simplicidad consideremos un �uido sin cargas conservadas

para el cual la ecuación de conservación de la corriente de partículas se vuelve irrelevante, el

potencial químico es nulo y en consecuencia sólo es necesario concentrarse en la extensión del

EMT. En efecto

Tµν → Tµν
0 +Πµν (2.17)

de modo tal que Tµν
0 es el EMT del �uido ideal (2.8) y Πµν es el tensor de esfuerzos viscosos que

contiene toda la información sobre los efectos no ideales. Para continuar la construcción vamos

a asumir que los grados de libertad o variables que describen al �uido en este régimen fuera del

equilibrio siguen siendo los mismos, es decir que Πµν [ρ, uµ, gµν ]. No incluimos explícitamente la

presión p ya que quedará determinada por la ecuación de estado p = p(ρ). Si bien no hay dudas

del rol que juega el tensor métrico gµν , es necesario de�nir las relaciones constitutivas que de�nen

el rol de la densidad de energía ρ y la cuadri-velocidad uµ en el régimen fuera del equilibrio. La

Hidrodinámica de Landau-Lifshitz impone concretamente que (−)ρ y uµ sean el autovalor y el
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autovector temporal asociados al operador Tµν de modo que

uµT
µν = −ρuν . (2.18)

Podríamos haber elegido otro tipo de relación constitutiva, por ejemplo en la Hidrodinámica de

Eckart se asume que la cuadrivelocidad y la densidad de partículas n quedan de�nidas según

Nµ = nuµ aún cuando no estamos en equilibrio.

El EMT Tµν es la fuente del campo gravitatorio y por ende simétrico. En consecuencia el

tensor Πµν también es simétrico. A su vez la relación (2.18) implica que uνΠ
µν [ρ, uρ, gρσ] = 0.

Suele ser conveniente de�nir que

Πµν = πµν +∆µνΠ , (2.19)

con πµ
µ = 0. Las ecuaciones dinámicas son ∇µT

µν = 0, que en la descomposición temporal-

espacial se leen

Dρ+ (ρ+ p)∇⊥
µ u

µ −Πµν∇(µuν) = 0 (2.20)

(ρ+ p)Duµ −∇µ
⊥p+∆µ

ν∇λΠ
λν = 0 , (2.21)

donde A(µν) = (Aµν +Aνµ)/2 es la simetrización de Aµν .

Dado que estamos tratando con �uidos reales es de vital importancia asegurar el cumplimiento

de la segunda ley de la Termodinámica. Ya mencionamos que el contexto relativista la Segunda

Ley se expresa como ∇µS
µ ≥ 0 saturando la desigualdad en el caso de equilibrio. La incógnita

aquí es el �ujo de entropía Sµ. Una posibilidad es extender la aplicabilidad de la expresión (2.14),

válida en equilibrio, al escenario fuera del equilibrio. Como el caso que estamos analizando no

tiene cargas conservadas, el potencial químico µ = 0 y las expresiones termodinámicas de la

Primera Ley son las ecuaciones (2.15) y (2.16). Asimismo, usando la ecuación de movimiento

(2.20) llegamos a

∇µS
µ = ∇µ (su

µ) = Ds+ s∇⊥
µ u

µ = − 1

T
Πµν∇(µuν) ≥ 0 . (2.22)

De este modo la condición que garantiza la producción positiva de entropía es −Πµν∇(µuν) ≥
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0. Esta relación nos permite determinar parcialmente cuál es la forma del tensor de esfuerzos

viscosos Πµν . En efecto a primer orden en derivadas podemos asumir que

πµν = −η σµν y Π = −ζ∇⊥
λ u

λ , (2.23)

con σµν = ∇⊥
ν uµ + ∇⊥

µ uν − 2/3∆µν ∇⊥
λ u

λ y η y ζ los coe�cientes de transporte vinculados a

la viscosidad de cizalla y volumétrica respectivamente. Usando que η, ζ ≥ 0 y la relación (2.19),

aseguramos el cumplimiento de la desigualdad (2.22). Es importante notar que aquí no obtene-

mos un �ujo de calor generalizado qµ debido a que elegimos trabajar con la Hidrodinámica de

Landau-Lifshitz, en compensación si consideráramos la corriente de partículas Nµ encontraría-

mos términos no ideales que caracterizan la difusión de partículas. En la Hidrodinámica de Eckart

ocurre lo opuesto, no hay difusión de partículas en Nµ pero sí un �ujo de calor generalizado qµ

en Tµν .

Cabe destacar que es posible obtener la expresión (2.23) para el tensor de esfuerzos viscosos

a partir de una expansión en serie tal que

Πµν = Tµν
1 + Tµν

2 + · · · , (2.24)

donde Tµν
i representa la suma de todos los términos posibles con gradientes covariantes de

orden i. De esta forma aumentar el orden i permitirá describir mayores anisotropías y mayores

apartamientos del equilibrio. Asumiendo las relaciones constitutivas de Landau-Lifshitz, la forma

más general de Tµν
1 coincide con la expresión (2.23) obtenida a través del análisis entrópico.

2.3.1. Problemáticas con la Hidrodinámica de Landau-Lifshitz

Hasta aquí parece ser que hemos encontrado expresiones cerradas para el tensor de esfuerzos

viscosos (2.23), su dinámica (2.20)-(2.21) y a su vez para la producción de entropía en cumpli-

miento con la segunda ley de la Termodinámica. No obstante, a continuación describiremos dos

cuestiones a revisar: primero si el tipo de dinámica que representan las ecuaciones (2.20)-(2.21)

y (2.23) es aceptable desde el punto de vista relativista y segundo si es válido extrapolar la

expresión del �ujo de entropía para �uidos ideales (2.14) para �uidos reales.

Los desarrollos de hidrodinámica relativista de �uidos no ideales [19, 20] no fueron construi-
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dos truncando explícitamente una serie de gradientes sino a partir de imponer que la producción

de entropía sea positiva para cualquier con�guración posible. Estas condiciones determinan com-

pletamente Πµν a primer orden en los gradientes (a menos de los coe�cientes de transporte).

Desarrollemos la dinámica para el caso que estamos analizando, es decir, para un �uido sin

cargas conservadas en el que la ecuación para la corriente de partículas se vuelve trivial y las

ecuaciones que rigen su movimiento son

∇µ [T
µν
0 +Πµν ] = 0 . (2.25)

Aquí Πµν representa el tensor de esfuerzos viscosos a primer orden de la ecuación (2.23). A partir

de la descomposición temporal-espacial obtenemos

Dρ+ (ρ+ p)∇⊥
µ u

µ =
η

2
σµνσµν + ζ

(
∇⊥

µ u
µ
)2

, (2.26)

(ρ+ p)Duµ +∇µ
⊥p = ∆µ

ρ ∇σ

(
η σρσ + ζ∆ρσ

(
∇⊥

λ u
λ
))

. (2.27)

En particular las ecuaciones (2.26)-(2.27) se las conoce como las ecuaciones de Navier-Stokes

relativistas. En efecto si tomamos el límite no relativista como lo hicimos anteriormente ob-

tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes usuales newtonianas (2.6)-(2.7). Estas últimas tienen

la característica de conformar un sistema parabólico que admite la propagación instantánea de

información, es decir velocidades de propagación in�nitas. Este fenómeno no debe llamarnos la

atención ya que en el régimen newtoniano las interacciones instantáneas están permitidas. Sin

embargo, la generalización relativista que acabamos de exponer (2.26)-(2.27) presenta la misma

característica: sus ecuaciones diferenciales forman lo que se conoce como un sistema parabóli-

co. Ahora sí surge una controversia pues la relatividad no permite velocidades de propagación

mayores a la de la luz.

Veámoslo con un poco más de detalle. Para ello es ilustrativo estudiar las perturbaciones

alrededor de un estado de equilibrio en el espacio de Minkowski [9] de modo que

ρ = ρ0 + δρ uµ = δµ0 + δuµ gµν = ηµν . (2.28)

La velocidad δuµ (en una dirección particular, digamos `y') queda determinada a primer orden
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por la siguiente ecuación

∂tδu
y − η0

ρ0 + p0
∂2
xδu

y = 0 , (2.29)

que es de tipo difusión. La relación de dispersión correspondiente a ondas planas es

ω =
η0

ρ0 + p0
k2 , (2.30)

donde ω es la frecuencia y k el número de onda. Luego, la velocidad de difusión del modo k se

estima según

vD(k) =
dω

dk
∼ η0

ρ0 + p0
k . (2.31)

Como esta cantidad crece linealmente con k es posible argumentar que para longitudes de onda

pequeñas (k → ∞) dicha velocidad no está acotada y en consecuencia supera la velocidad de la

luz causando un comportamiento no causal. En [21] podemos encontrar un análisis más general

y formal sobre estas patologías. Una versión más moderna [9] que involucra el estudio de las

funciones de Green características de la ecuación (2.29), muestra que a partir de una excitación

inicial puntual (tipo delta de Dirac en el espacio) se obtiene una solución con valores no nulos en

todo el espacio para cualquier tiempo posterior. Esto implica lo no causalidad de la teoría, del

mismo modos que ocurre con la ecuación de difusión del calor newtoniana usual [2].

Cualquier teoría hidrodinámica, por de�nición, es inaplicable en distancias arbitrariamente

pequeñas con lo cual el argumento previo sobre la no causalidad parece irrelevante. Basta recordar

que la descripción será válida para k → 0 y que en ese régimen no surgen tales violaciones

a la causalidad. Sin embargo tener que recortar a posteriori el rango de modos en el que la

teoría es aplicable genera inconvenientes en la resolución práctica de problemas. En particular el

comportamiento no causal en el ultravioleta (UV) producto del sistema de ecuaciones parabólico

produce tanto inestabilidades espurias (no físicas) sobre estados de equilibrio triviales [21] como

la imposibilidad de tener un problema de valores iniciales bien de�nido [2, 22]. Básicamente

los modos k que se propagan a velocidades mayores que c en un sistema de referencia, viajan

hacia atrás en el tiempo en otro sistema impidiendo así que las condiciones iniciales se �jen

unívocamente en un único tiempo. Este comportamiento hace impracticable obtener soluciones
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numéricas estables. En efecto, las ecuaciones de Navier-Stokes relativistas sólo pueden ser útiles a

la hora de analizar �uidos en situaciones muy simples en las cuales hallamos soluciones analíticas

y tenemos bajo control la posterior aplicación del límite de longitud de onda larga (k → 0). Dentro

de estas situaciones simples encontramos sistemas cuyas condiciones iniciales y de equilibrio no

contemplan rotaciones [22].

Para generar compatibilidad con la Relatividad General es necesario un sistema de ecuaciones

diferenciales hiperbólico, como el de una ecuación de ondas, en el que todas las velocidades de

propagación sean menores a la de la luz. A grandes rasgos dicho sistema hiperbólico provendrá de

una dinámica con un comportamiento UV regulado a priori. A su vez la hiperbolicidad permitirá

evitar las inestabilidades espurias y tener un problema de valores iniciales bien formulado. A

diferencia de los parabólicos, ahora el sistema de ecuaciones tiene las propiedades fundamentales

para, en principio, ser implementado prácticamente sobre un amplio conjunto de con�guraciones

iniciales [2].

Por otra parte analicemos el cumplimiento de la segunda ley de la Termodinámica. Ya men-

cionamos que en el contexto relativista la Segunda Ley se expresa como ∇µS
µ ≥ 0. En el caso

ideal el �ujo de entropía Sµ es el de la ecuación (2.14) y se satura la desigualdad dando una

producción nula de entropía como es esperable. Cuando pasamos al caso fuera de equilibrio está

claro que el EMT ahora es (2.17) y las ecuaciones dinámicas son (2.20) y (2.21), en principio

con un tensor de esfuerzos viscosos general (sin determinar explícitamente). La pregunta cen-

tral es, ¾la expresión del �ujo de entropía (2.14) debería generalizarse y contener explícitamente

contribuciones relacionadas con Πµν? Se ha argumentado [23, 24, 25] que el �ujo de entropía

debería ser una función algebraica de las variables hidrodinámicas y en consecuencia contemplar

la incorporación de términos del tipo

Sµ = s uµ + γ1 u
µΠ2 + γ2 u

µπρσπρσ + · · · , (2.32)

donde γ1,2 son coe�cientes de transporte a determinar. A su vez para la producción de entropía

se obtiene

∇µS
µ = ∇µ (su

µ) +∇µ

(
γ1 u

µΠ2 + γ2 u
µπρσπρσ

)
+ · · · . (2.33)
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Claramente las nuevas contribuciones son de orden superior y por ello muy cerca del equilibrio

son despreciables respecto al primero término. No obstante si asumimos que Πµν es la de la

forma (2.19, 2.23) sólo el primer término en el lado derecho de (2.33) es de�nido positivo, por

lo tanto no podemos asegurar que para cualquier con�guración se cumpla que ∇µS
µ ≥ 0. Para

lograr que ∇µS
µ ≥ 0 debemos rede�nir Πµν agregando términos de orden superior que hagan

que todos los términos en (2.33) se transformen en de�nidos positivos. Más aún esta extensión

debe contener términos con derivadas temporales del tipo DΠµν de modo que ahora el tensor de

esfuerzos viscosos se transformaría en un nuevo grado de libertad con una dinámica propia ade-

cuada para que la producción de entropía sea de�nida positiva. Este escenario suele denominarse

`Termodinámica Irreversible Extendida' [26]. Como veremos luego, esta dinámica �ja un sistema

de ecuaciones diferenciales hiperbólico, lo cual es muy interesante ya que permitiría cumplir con

un requerimiento de compatibilidad con la teoría de la relatividad. Aún así, debemos recordar

que todo el desarrollo depende de una de�nición a priori del �ujo de entropía Sµ a un cierto

orden en las variables hidrodinámicas. En cosecuencia sólo podemos asegurar la Segunda Ley

perturbativamente, es decir, que para considerar contribuciones de orden superior en la dinámica

es necesario reformular la teoría orden por orden para asegurar el cumplimiento de la Segunda

Ley.

En resumen en esta sección mostramos cuáles son los puntos claves que debemos tener en

cuenta a la hora de analizar una teoría hidrodinámica relativista: sistema de ecuaciones diferen-

ciales hiperbólico, causalidad y velocidad de propagación in�nitas, inestabilidades espurias y el

problema de valores iniciales más el cumplimiento de la Segunda Ley.

En este punto surge el interrogante de si estos inconvenientes de la teoría provienen de truncar

la serie (2.24) a primer orden y que, en efecto, deberíamos considerar o bien órdenes superiores

o bien la serie completa.

Resulta ser que tener en cuenta correcciones de segundo orden en Πµν no resuelve los proble-

mas de causalidad de la teoría [4]. Para que la teoría resultante conste de un sistema de ecuaciones

hiperbólico es necesario no sólo expandir Πµν a segundo orden, sino resumar o reestructurar la

expansión a través de una prescripción muy simple que es reemplazar los términos del tipo Dσµν

por DΠµν . De esta forma se obtiene una teoría completamente diferente [27] en la que Πµν se

transforma en una nueva variable hidrodinámica con una dinámica propia que vuelve el sistema

de ecuaciones hiperbólico.
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Estudios actuales muestran que la serie hidrodinámica completa 2.24 no es convergente lo

cual es inconveniente ya que la idea de aumentar el orden de los gradientes para obtener una

solución cada vez más adecuada podría no ser conducente. En [4] se puede encontrar una amplia

revisión sobre cómo tratar esta serie de gradientes y sus implicancias.

En la próxima sección tratamos sobre cómo superar los inconvenientes de la Hidrodinámica

de Landau-Lifshitz a través del uso de las denominadas Teorías de Segundo Orden (SOTs por

sus siglas en inglés).

2.4. Teorías de Segundo Orden

La característica fundamental de las Teorías de Segundo Orden es que el tensor de esfuerzos

viscosos Πµν es promovido a un verdadero grado de libertad dinámico de la teoría que satisface

ecuaciones de relajación de tipo Maxwell-Cattaneo [28, 29, 30, 31, 32], constituyendo así un

sistema hiperbólico. La implementación del cumplimiento de la Segunda Ley dependerá de cada

SOT en particular.

La introducción del tensor Πµν como una nueva variable dinámica que representa las pro-

piedades no ideales del �uido, amplía no sólo la cantidad sino el tipo de grados de libertad que

describen al �uido. Además de los grados de libertad escalares (spin-0) y vectoriales (spin-1), ya

presentes en las teorías de Landau-Lifshitz o Eckart, ahora es posible obtener modos genuinamen-

te tensoriales (spin-2). Este hecho permite extender la descripción de los procesos irreversibles

hidrodinámicos que un �uido real relativista puede experimentar.

Dos escenarios en los que esta ampliación se vuelve relevante son la interacción entre las

ondas gravitatorias y los efectos disipativos del plasma primordial en el Universo Temprano

[14, 15], y la descripción de un plasma primordial anisótropo en el que puedan desencadenarse

inestabilidades electromagnéticas [16]. En la Parte II de esta tesis, describimos en detalle el

escenario de interacción entre ondas gravitatorias y el plasma primordial. Los objetos compactos

astrofísicos de alta energía podrían ser escenarios en los que los modos tensoriales jueguen un

rol central. Por ejemplo en estrellas de neutrones existen modos normales rotantes de spin-2

[11], que puede excitar ondas gravitatorias, sin embargo en la actualidad no existe un modelo

hidrodinámico convincente para esos modos.

Los trabajos de Maxwell y Cattaneo [28, 29] sobre la ecuación del calor mostraron que
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la ley de Fourier (2.5) podía ser generalizada al considerar un nuevo término de `inercia' del

tipo τ∂q⃗/∂t y que en consecuencia las perturbaciones ya no se propagan instantáneamente sino

que las velocidades de propagación resultan �nitas. En el límite en que el parámetro τ → 0

recuperaban el comportamiento usual de la ecuación del calor. Tiempo después, Müller aplicó

estos desarrollos a las ecuaciones de Navier-Stokes y mostró que su estructura parabólica de

la teoría puede transformarse en hiperbólica si se incluyen términos cuadráticos del tensor de

esfuerzos viscosos Πµν en el �ujo de entropía análogo a (2.33) [23]. Al establecer el vínculo de

producción positiva de entropía se obtiene un sistema de ecuaciones hiperbólico compatible con

el esquema linealizado de Grad [33] que describe los efectos transitorios que se propagan con

velocidades �nitas a partir de Teoría Cinética. Este enfoque fue extendido al régimen relativista

por W. Israel y M. Stewart y otros [21, 24, 26, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42] dando lugar un

universo muy amplio de SOTs.

El problema de las ecuaciones parabólicas no se restringe a los �uidos relativistas. Las teorías

hiperbólicas son útiles también en el régimen no relativista, siempre que el tiempo de relajación

hacia un estado de equilibrio sea mayor que el tiempo entre colisiones como por ejemplo en las

ondas de segundo sonido en super�uidos y sólidos, �uidos poliméricos, entre otros [43, 44]. La

diferencia entre las teorías parabólicas e hiperbólicas se puede ignorar sólo cuando los tiempos de

relajación son más cortos que la escala de tiempo característica del sistema, lo cual fue sugerido

originalmente por Maxwell [28]. Por otra parte Muronga [25] estudió las primeras etapas de las

RHICs con ambas descripciones, FOTs y SOTs, y sus resultados sugieren que estas últimas son

más precisas y con�ables en las etapas más tempranas.

En 1986 Liu, Müller y Ruggieri [45] desarrollaron una teoría de campos para la densidad

de partículas, el �ujo de partículas y los componentes del EMT. Las ecuaciones consistían en

la conservación del número de partículas, del EMT y el balance de �ujos. El tipo de dinámica

estaba fuertemente restringido por el principio de relatividad, el requisito de hiperbolicidad y de

producción positiva de entropía. Las únicas funciones desconocidas del formalismo eran las las

viscosidades de cizalla y volumétrica y la conductividad térmica. A su vez todas las velocidades de

propagación permanecían �nitas. Varios años después, Geroch y Lindblom ampliaron este análisis

y elaboraron una teoría general donde todas las ecuaciones dinámicas estaban representadas

por ecuaciones de divergencia total [46, 47]. Este tipo de descripciones se denominan Teorías

Tipo Divergencia (DTT por sus siglas en inglés) y fueron desarrolladas posteriormente por otros
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autores [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56].

Las ecuaciones de las DTTs se expresan en términos de la divergencia covariante total de

sus variables, lo cual permite analizar con claridad los criterios de hiperbolicidad, de causalidad

y del problema de valores iniciales. Toda su dinámica está determinada por un único funcional

generador escalar y una fuente de disipación, siendo ambas cantidades funciones algebraicas de

los grados de libertad hidrodinámicos, lo cual permite plasmar la teoría en una forma matemática

muy simple. Otra característica central es que el �ujo de entropía se introduce como una función

algebraica y local de las variables hidrodinámicas cuya divergencia es de�nida positiva sólo en

virtud de sus ecuaciones dinámicas. Este hecho garantiza que la Segunda Ley se cumpla auto-

máticamente a todo orden, a diferencia de las teorías tipo Termodinámica Irreversible Extendida

que deben asegurar su cumplimiento a través de la construcción orden por orden [57].

Otras SOTs son: la teoría BRSSS resumada [27], la teoría DNMR [58], la Hidrodinámica

Anisótropa [8], las vinculadas al principio variacional de producción de entropía [59] y otras

teorías que pueden ser derivadas de la ecuación de Boltzmann con parametrizaciones particulares

de la función de distribucicón microscópica.

En esta tesis elegimos trabajar con las SOTs y en particular con DTTs conformes. Estas

últimas, como muchas otras teorías hidrodinámicas, pueden construirse tanto a partir de la

Teoría Cinética microscópica como desde una perspectiva fenomenológica macroscópica. En la

Sección 2.5 mostramos cómo construir una teoría hidrodinámica conforme, cuyas ecuaciones

�nales son análogas a las de una DTT generalizada, a partir del enfoque microscópico. Esta

teoría hidrodinámica será utilizada en la Parte II a la hora de modelar el plasma primordial del

universo temprano. Complementariamente en el Capítulo 3 nos encargamos de desarrollar una

DTT generalizada conforme a partir de una construcción fenomenológica basada en el funcional

generador y las simetrías de los grados de libertad de la teoría.

2.5. Ansatz exponencial, Teoría Cinética y DTTs

El objetivo de esta sección es deducir un esquema de ecuaciones hidrodinámicas a partir de

la ecuación de Boltzmann y un ansatz particular para la función de distribución de una partícula

(1pdf por sus siglas en inglés). Finalmente veremos que la dinámica de la teoría descripta puede

escribirse como un sistema de ecuaciones de divergencias totales.
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Consideramos por simplicidad un �uido de partículas clásicas distinguibles en el régimen

relativista. Por lo tanto la 1pdf de equilibrio es la generalización de la distribución de Maxwell-

Boltzmann al caso relativista, es decir la 1pdf de Maxwell-Jüttner [2, 3]. No obstante la extensión

a la estadística cuántica, ya sea de Bose-Einstein o de Fermi-Dirac, es directa.

En efecto la 1pdf de equilibrio de Maxwell-Jüttner es

f = eα+βµpµ (2.34)

con α = µ/T , µ el potencial químico, T la temperatura, βµ = uµ/T , u
µ la cuadrivelocidad y pµ

el cuadrimomento. La corriente de partículas y el EMT son momentos de la distribución tal que

Nµ =

∫
Dp pµf(xµ, pµ) (2.35)

Tµν =

∫
Dp pµpνf (2.36)

con Dp la medida de integración invariante

Dp = 4π
d4pµ

(2π)4
√
−g

δ
(
m2 + p2

)
θ
(
p0
)
. (2.37)

La ecuación de evolución de la 1pdf es la ecuación de Boltzmann y en este contexto es

pµ∇µf = Icol [f ] , (2.38)

donde Icol es el término de colisiones que tiene en cuenta las interacciones. Como f(xµ, pµ) es un

escalar del espacio de fases el operador ∇µ aplicado a f es la derivada covariante del espacio de

fases2.

Las ecuaciones de transferencia ∇µN
µ = 0 y ∇µT

µν = 0 se deducen a partir los respec-

tivos momentos a la ecuación de Boltzmann (2.38) usando que la integral de colisiones debe

cumplir Icol[feq] = 0 y
∫
Dp Icol[f ] =

∫
Dppµ Icol[f ] = 0 [3]. En [60] hemos mostrado que este

procedimiento es aplicable para describir materia incluso en geometrías extendidas.

2Este operador contiene un término extra, con respecto a la derivada covariante usual, vinculado a las derivadas
parciales respecto a pµ [3, 55].
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Por otra parte el �ujo de entropía queda de�nido por

Sµ =

∫
Dp pµf [1− ln f ] . (2.39)

El teorema H implica que, si f es solución de la ecuación de Boltzmann, la divergencia de la

expresión (2.39) es

∇µS
µ = −

∫
Dp ln f Icol[f ] ≥ 0 , (2.40)

de modo que la Segunda Ley, ∇µS
µ ≥ 0, queda garantizada por la condición (2.40) sobre la

integral de colisiones. A su vez si f = feq entonces ∇µS
µ = 0.

La construcción de una DTT disipativa (no ideal) a partir de Teoría Cinética se realiza

incorporando los grados de libertad no ideales ζµν (análogos a Πµν) a la 1pdf. Tomemos una

parametrización de la 1pdf de modo que

f → f̄ [x, p; ζ] (2.41)

donde ζ representa todas las variables hidrodinámicas ζA = (α, βµ, ζµν). Las ecuaciones ma-

croscópicas su�cientes para cerrar el sistema se obtienen tomando momentos de la ecuación de

Boltzmann según

∫
Dp RA [x, p; ζ] pµ∇µf̄ [x, p : ζα] =

∫
Dp RA [x, p; ζ] Icol

[
f̄
]

(2.42)

con RA [x, p; ζ] los `pesos' de cada promedio. El �ujo de entropía vinculado a esta nueva f̄ se lee

S̄µ =

∫
Dp pµf̄

[
1− ln f̄

]
. (2.43)

La producción entropía entonces es

∇µS̄
µ = −

∫
Dp ln f̄ pµ∇µf̄ . (2.44)

Aquí no podemos usar el teorema H y asegurar que la expresión para la producción de entropía

(2.44) sea de�nida positiva porque f̄ no es una solución de la ecuación de Boltzmann. Sin embargo
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podemos asumir el siguiente ansatz exponencial

ln f̄ =
∑
A

ζARA (2.45)

y apelando a las ecuaciones (2.42) obtener

∇µS̄
µ = −

∑
A

ζA
∫

Dp RA pµ∇µf̄

= −
∑
A

ζA
∫

Dp RA Icol
[
f̄
]

= −
∫

Dp ln f̄ Icol
[
f̄
]
≥ 0 . (2.46)

Ahora sí, asumiendo la relación (2.45), la condición de producción positiva de entropía queda

asegurada a través de una propiedad de la integral de colisiones (2.46). De esta forma concluimos

que un ansatz exponencial para la 1pdf del tipo (2.45) es termodinámicamente aceptable.

Estamos interesados en analizar el �uido con simetría conforme. La relación microscópica que

determina el caso conforme es pµpµ = m2 = 0 con m la masa de las partículas que constituyen

el �uido. Es posible que el caso conforme no sea exactamente no masivo sino que las partículas

sean relativistas y su energía total Em cumpla Em ≫ m en cuyo caso el sistema es efectivamente

no masivo y aproximadamente conforme. En cualquier escenario, como el número de partículas

no se conserva, la corriente Nµ no está presente y Tµ
µ = 0, en consecuencia los grados de libertad

de la teoría conforme son 9 = 14− 5. Las variables hidrodinámicas son α, βµ y ζµν (simétrico),

para compatibilizar con el número de grados de libertad no alcanza con �jar α = 0 y asumir que

ζµµ = 0, sino que debemos imponer además que βµζ
µν = 0. Esto introduce un pequeño problema

puesto que βµ y ζµν ya no serían variables independientes. Para resolverlo se suelen deducir las

ecuaciones hidrodinámicas como si lo fueran y recién luego imponer el vínculo. Cabe destacar

que pueden existir teorías que se vuelvan triviales o inconsistentes al imponer el vínculo.

A su vez, las ecuaciones hidrodinámicas para el ansatz exponencial conforme más simple3,

3La teoría hidrodinámica desarrollada a partir de este ansatz es formalmente equivalente a la DTT que
construimos fenomenológicamente en el Capítulo 3.
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f̄ = exp {βµpµ + ζµνpµpν}, resultan ser

∇µT
µν = 0 (2.47)

∇µA
µνρ = Iνρ (2.48)

con

Aµνρ =

∫
Dp pµpνpρf̄ (2.49)

Iνρ =

∫
Dp pνpρIcol

[
f̄
]
. (2.50)

Es decir que contamos con 13 ecuaciones para 9 grados de libertad. Una solución es descartar 4

ecuaciones proyectando la expresión (2.48) con el proyector simétrico, transversal y sin traza

Λνρ
σλ =

1

2

[
∆ν

σ∆
ρ
λ +∆ν

λ∆
ρ
σ − 2

3
∆νρ∆σλ

]
, (2.51)

de forma que ahora contamos con las siguientes 9 ecuaciones

∇µT
µν = 0

Λνρ
σλ

[
∇µA

µσλ − Iσλ
]

= 0 , (2.52)

para los 9 grados de libertad de la teoría. En la construcción desde teoría cinética, la proyección

en la ecuación (2.52) surge naturalmente a partir de la propiedad βµζ
µν = 0.

Básicamente estamos descartando las ecuaciones

uρ [∇µA
µνρ − Iνρ] = 0 , (2.53)

o, en otras palabras, asumiendo que Iνρ es tal que su proyección longitudinal uνI
νρ asegura

la existencia de soluciones de la ecuación (2.53) con el vínculo βµζ
µν = 0. En consecuencia es

posible que uνI
νρ ya no sea una función algebraica de las variables hidrodinámicas y por eso

denominamos a estas teorías hidrodinámicas como DTT generalizadas. Cabe destacar que sólo

la parte transversal de Iνρ contribuye a la producción de entropía.

Las generalidades sobre el conteo de grados de libertad y ecuaciones en el caso conforme

26



son independientes del ansatz elegido. Diferentes ansatz exponenciales, incluido el caso simple

expuesto más arriba, han sido estudiados en [53, 55, 61]. No resulta trivial que cualquier ansatz

recupere el comportamiento hidrodinámico adecuado. Por ejemplo surgen problemas de con-

vergencia en las integrales al tomar los momentos de la ecuación de Boltzmann y construir las

ecuaciones [53]. Incluso regularizando los problemas de convergencia, los modelos deben ser capa-

ces de ser aplicados a los casos donde existen soluciones exactas y reproducir aproximadamente

su comportamiento. En [55] se ha presentado un ansatz particular que funciona muy bien en los

casos conformes del �ujo de Bjorken y Gubser. La comparación entre la solución de las ecuacio-

nes hidrodinámicas y la solución exacta proveniente de la ecuación de Boltzmann muestran un

amplio acuerdo. La teoría hidrodinámica resultante de este ansatz la describimos en la próxima

sección.

2.5.1. Un ansatz particular

El ansatz conforme del cual partimos para obtener la teoría hidrodinámica es

f̄ = exp

{
βµpµ +

1

(−uµpµ)
ζνρpνpρ

}
. (2.54)

Según la ecuación (2.42) y el ansatz (2.54), los `pesos' RA de las variables hidrodinámicas βµ y

ζµν son Rµ = pµ y

Rνρ =
1

(−uµpµ)
Λνρ
σλ pσpλ (2.55)

respectivamente. Las ecuaciones hidrodinámicas entonces son

∫
Dp pνpµ∇µf̄ = 0 (2.56)

y ∫
Dp Rνρpµ∇µf̄ =

∫
Dp RνρIcol

[
f̄
]

(2.57)

que pueden escribirse como

∇µT
µν = 0 (2.58)

Λνρ
σλ

[
∇µA

µσλ −Kσλτµ∇µuτ − Iσλ
]

= 0 (2.59)

27



donde

T σλ =

∫
Dp pσpλ f̄ (2.60)

Aµσλ =

∫
Dp

pµpσpλ

(−uτpτ )
f̄ (2.61)

Kσλτµ =

∫
Dp

pµpσpλpτ

(−uηpη)
2 f̄ (2.62)

Iσλ =

∫
Dp

pσpλ

(−uµpµ)
Icol

[
f̄
]
. (2.63)

Las ecuaciones �nales a las que llegamos son análogas a las de una DTT. No obstante dado

que el ansatz presenta un factor extra 1/(uµpµ) que genera una dependencia explícita con las

coordenadas en el funcional generador y ya no es posible deducir las ecuaciones con el proce-

dimiento usual. Una posibilidad para eludir este problema y construir un funcional generador

generalizado del cual deducir la dinámica, es tratar al vector uµ de este factor como un campo

externo a la teoría y recién luego de obtener las ecuaciones vincularlo con la cuadrivelocidad [55].

Nada asegura que esta teoría con un único tensor ζµν como variable de no equilibrio sea su�-

cientemente realista, sin embargo es un buen primer paso en una escala creciente de complejidad.

En la Parte II de esta tesis, en particular en la Sección 6.3.2 aplicamos esta teoría hidrodinámica

para modelar el plasma primordial en el universo temprano.

2.6. Fluctuaciones hidrodinámicas y DTTs

Uno de los resultados más importantes en la mecánica estadística y la termodinámica avan-

zada es el teorema de �uctuación-disipación [62] que implica esencialmente que la disipación y

las �uctuaciones térmicas son fenómenos inescindibles. La presencia de disipación genera �uctua-

ciones y viceversa. Los desarrollos hidrodinámicos reportados en las secciones previas consideran

�uidos con efectos disipativos. En consecuencia es necesario incorporar �uctuaciones en dichos

modelos independientemente del régimen relativista o clásico [4].

Las �uctuaciones puede provenir de diferentes fuentes, no obstante las propias �uctuaciones

térmicas dadas por el teorema de �uctuación-disipación siempre está presentes en sistemas reales.

Eventualmente en algunos casos pueden ser despreciables pero no a priori. Cuando consideramos

un �uido real las llamadas �uctuaciones hidrodinámicas serán las inducidas por las propias
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�uctuaciones térmicas del �uido.

Landau y Lifshitz [19, 63, 64, 65, 66] fueron pioneros en el desarrollo de las �uctuaciones

hidrodinámicas, al aplicar el teorema de �uctuación-disipación a la ecuación de Navier-Stokes. Las

�uctuaciones hidrodinámicas en una teoría relativista fueron estudiadas en [39] y, en el contexto

de las DTTs, en [49]. Desde el punto de vista fenomenológico las �uctuaciones generadas por el

ruido térmico son relevantes para el cálculo de los coe�cientes de transporte del �uido [67, 68, 69],

renormalizando sus valores o incluso generando que los coe�cientes adquieran una dependencia

con la escala de energía, y para el fenómeno de colas pesadas, el cual produce que las correlaciones

permanezcan en el tiempo y no decaigan exponencialmente [70, 71, 72, 73, 74, 75, 76]. El ruido, ya

sea térmico o no, también puede desempeñar un papel importante en los fenómenos del Universo

temprano como la inducción del campo magnético primordial [77, 78] y las transiciones de fase

[79, 80].

Landau y Lifshitz propusieron incorporar las �uctuaciones en las teorías hidrodinámicas a

través de un nuevo término estocástico Πµν
s en el EMT, cuya función de correlación está determi-

nada por el teorema de �uctuación-disipación. El proceso cualitativo de construcción del EMT

puede resumirse en

Tµν → Tµν
0 → Tµν

0 +Πµν → Tµν
0 +Πµν +Πµν

s . (2.64)

En efecto el teorema de �uctuación-disipación para la hidrodinámica de Landau-Lifshitz [49]

implica que la autocorrelación de Πµν
s corresponde a ruido blanco gaussiano con una amplitud

determinada por los coe�cientes de transporte y la temperatura. En particular en el caso conforme

la única combinación posible es

〈
Πµν

s (x)Πρσ
s (x′)

〉
= 2 η T

[
∆µρ∆νσ +∆µσ∆νρ − 2

3
∆µν∆ρσ

]
δ(4)(x, x′) (2.65)

con δ(4)(x, x′) una 4-delta covariante. La fórmula (2.65) es la generalización de las �uctuaciones

hidrodinámicas de las ecuaciones de Navier-Stokes [63] al caso relativista.

En el Capítulo 4 llevamos a cabo la incorporación de �uctuaciones a la DTT generalizada

desarrollada en el Capítulo 3 y estudiamos su impacto en la dinámica a través del estudio de las

funciones de correlación de la teoría.
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Capítulo 3

Construcción fenomenológica de las

DTTs

Entre todas las posibles SOTs, elegimos una DTT para construir una extensión mínima de la

Hidrodinámica de Landau-Lifshitz que asegure el cumplimiento de la Segunda Ley de manera no

perturbativa, y cuyas ecuaciones formen un sistema hiperbólico. Construiremos la teoría en el caso

conforme desde un enfoque fenomenológico (no microscópico) a partir del funcional generador.

La dinámica del �uido neutro estará determinada por las leyes de conservación del EMT y de un

nuevo tensor de tercer orden Aµνρ que codi�ca las propiedades no ideales del �uido. La teoría

se completa considerando una corriente de entropía Sµ cuya ecuación de conservación impone la

segunda ley de la Termodinámica. Las simetrías básicas de los tensores son: Tµν simétrico y sin

traza y Aµνρ totalmente simétrico y de traza nula en cualesquiera dos índices [81].

En la Sección 3.1 construimos una teoría de orden superior a la Hidrodinámica de Landau-

Lifshitz (ver Sección 2.3) considerando un funcional generador con perturbaciones de segundo

orden respecto del equilibrio. Luego, calculamos los tensores relevantes que describen al �uido y

establecemos explícitamente la dinámica general de la teoría. En la Sección 3.2 analizamos las

ecuaciones de evolución linealizadas de los modos de cada sector escalar, vectorial y tensorial. A

partir de las velocidades de propagación de cada sector de�nimos una aproximación denominada

régimen `incompresible' de la teoría dentro del cual los modos escalares pueden descartarse. En

el próximo capítulo estudiamos las �uctuaciones hidrodinámicas de esta teoría dentro de dicha

aproximación.
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3.1. DTT conforme más allá de la Hidrodinámica de Landau-

Lifshitz

Las DTTs son teorías hidrodinámicas físicamente consistentes con la termodinámica y la

Relatividad General, cuyas ecuaciones dinámicas pueden escribirse como la divergencia total de

las variables hidrodinámicas.

En este capítulo construimos una DTT generalizada con simetría conforme. En consecuencia

la conservación del número de partículas no es un requisito físico y toda la dinámica vinculada a

la corriente de partículas Nµ puede descartarse. En efecto, las variables hidrodinámicas estarán

descriptas sólo por el EMT, que además cumple que Tµ
µ = 0. Las ecuaciones de tipo divergencia

que de�nen la teoría son

∇µT
µν = 0 (3.1)

∇µA
µνρ = Iνρ , (3.2)

La ecuación (3.1) es la ecuación de conservación usual y (3.2) describe la dinámica de los efectos

disipativos de la teoría. En nuestro caso, los tensores Aµνρ e Iµν son funciones algebraicas de las

variables dinámicas, totalmente simétricos y libres de traza en cualquiera de sus índices. Por su

parte Iµν de�ne los efectos disipativos y por lo tanto es una fuente de irreversibilidad y entropía

que en equilibrio debe anularse.

El conteo de grados de libertad para �uidos conformes y sus inconvenientes están comentados

en la Sección 2.5. Aquí simplemente recordamos que los parametrizamos con las variables βµ y

ζµν . Ambas serán independientes a la hora de desarrollar la teoría pero una vez halladas las

ecuaciones es necesario imponer las propiedades ζµµ = βµζ
µν = 0 para obtener el conteo correcto.

Para completar la teoría es fundamental de�nir el �ujo de entropía Sµ, también como una

función algebraica de las variables, que cumplirá ∇µS
µ ≥ 0 para cualquier con�guración física

en virtud del cumplimiento de (3.1) y (3.2). Una de las hipótesis más importante de la DTT es

que la forma local de la primera ley de la Termodinámica sea

dSµ = −βνdT
µν − ζνρdA

µνρ , (3.3)
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donde notamos que las variables βµ y ζµν son multiplicadores de Lagrange que aseguran el

cumplimiento de las ecuaciones dinámicas. La producción de entropía queda determinada por

∇µS
µ = −ζνρI

µν . (3.4)

Por lo expuesto arriba diremos que ζµν codi�ca las propiedades no ideales del �uido.

Finalmente la Segunda Ley está asegurada siempre y cuando

ζµνI
µν ≤ 0. (3.5)

La ecuación (3.5) guía la construcción de las posibles fuentes de entropía Iµν . Es posible de�nir

una nueva cantidad, la función de densidad de Massieu Φµ [46, 47], a partir de la siguiente

transformada de Legendre

Φµ = Sµ + βνT
µν + ζνρA

µνρ . (3.6)

Usando la forma local de la Primera Ley (3.3) es directo ver que

∂Φµ

∂βν
= Tµν , (3.7)

∂Φµ

∂ζνρ
= Aµνρ . (3.8)

Más aún, dada la simetría de Tµν , la relación (3.7) permite escribir [82]

Φµ =
∂Φ

∂βµ
. (3.9)

En este caso la teoría queda completamente de�nida por una función escalar Φ y por el tensor

Iµν , sujeto a la ecuación (3.5). Ambas cantidad serán funciones locales de las variables dinámicas

βµ y ζµν .

Comenzamos por construir la función generadora Φ según

Φ = Φ0 +Φ1 +Φ2 (3.10)

donde cada término del lado derecho representa desviaciones respecto del equilibrio de orden 0

(equilibrio), orden 1 y orden 2 respectivamente.
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En equilibrio ζµν = 0, entonces

Φ0 = ϕ0 (X) (3.11)

con X = βµβ
µ. A su vez

Φµ
0 = 2βµϕ′

0 (X) , (3.12)

Tµν
0 = 4βµβνϕ′′

0 (X) + 2gµνϕ′
0 (X) . (3.13)

Como Tµ
µ = 0, obtenemos la relación

0 = 4
[
Xϕ′′

0 + 2ϕ′
0

]
. (3.14)

La única opción para ϕ0 es

ϕ0 = −σ

6
X−1 , (3.15)

con σ una constante que �ja la densidad de energía en equilibrio. En consecuencia

Φµ
0 =

σ

3
βµX−2 (3.16)

Tµν
0 = σX−2

[
−X−1βµβν +

1

3
∆µν

]
. (3.17)

Para los términos de primer orden tenemos que

Φ1 = ϕ1 (X) ζλλ + ϕ2 (X) ζλσβ
λβσ (3.18)

Φµ
1 = 2βµ

[
ϕ′
1 (X) ζλλ + ϕ′

2 (X) ζλσβ
λβσ

]
+ 2ϕ2 (X) ζµσβ

σ (3.19)

por lo cual

Tµν
1 = 4βµβν

[
ϕ′′
1 (X) ζλλ + ϕ′′

2 (X) ζλσβ
λβσ

]
+ 2gµν

[
ϕ′
1 (X) ζλλ + ϕ′

2 (X) ζλσβ
λβσ

]
+ 4ϕ′

2 (X) (ζµσβ
ν + ζνσβ

µ)βσ + 2ϕ2 (X) ζµν (3.20)

y

Aµνρ
1 = 2βµ

[
ϕ′
1 (X) gνρ + ϕ′

2 (X)βνβρ
]
+ ϕ2 (X) (gµνβρ + gµρβν) . (3.21)
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Para obtener las ecuaciones �nales imponemos las condiciones ζλλ = ζλσβ
σ = 0. Dado Aµνρ debe

ser totalmente simétrico tenemos que ϕ2 = 2ϕ′
1. A su vez como tiene traza nula en cualquier para

de índices Xϕ′
2 + 3ϕ2 = 0. Entonces

ϕ2 = −a

2
X−3 (3.22)

con a una constante que �ja la amplitud de las desviaciones de primer orden respecto del equi-

librio. Su valor preciso dependerá del sistema físico considerado. Los tensores �nales a primer

orden son

Φµ
1 = 0 (3.23)

Tµν
1 = −aX−3ζµν (3.24)

Aµνρ
1 = 3aX−4βµβνβρ − 1

2
aX−3 (gµνβρ + gµρβν + gνρβµ) . (3.25)

Por último tenemos la contribución de segundo orden al funcional generador. En la ecuación

(3.26) Dejamos afuera términos que darán contribuciones nulas a los tensores �nales cuando

apliquemos los vínculos. Así

Φ2 = ϕ3 (X) ζ2λλ + ϕ4 (X) ζ2λσβ
λβσ (3.26)

y

Φµ
2 = 2ϕ′

3(X)ζ2λλ βµ + 2ϕ′
4(X)ζ2λσβ

λβσβµ + ϕ4(X)ζ2λσ

[
gλµβσ + gσµβλ

]
, (3.27)

para lo cual usamos la notación B2λ
λ = BλρBρλ y B2

µν = BµλB
λ
ν . En consecuencia

Tµν
2 = 4ϕ′′

3(X)ζ2λλ βµβν + 2ϕ′
3(X)ζ2λλ gµν + ϕ4(X)ζ2λσ

[
gλµgσν + gλνgσµ

]
(3.28)

y

Aµρσ
2 = 8ϕ′

3(X)ζρσβµ + 2ϕ4(X) [ζρµβσ + ζσµβρ] . (3.29)

A partir de Tµ
2µ = 0 llegamos a

4Xϕ′′
3 + 8ϕ′

3 + 2ϕ4 = 0 (3.30)
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y a partir de las simetrías de Aµνρ obtenemos ϕ4 = 4ϕ′
3. Finalmente nos queda

Φµ
2 =

b

4
X−4βµζ2λλ

Tµν
2 = bX−4

[
ζ2µν +

1

4

(
gµν − 8X−1βµβν

)
ζ2λλ

]
(3.31)

Aµνρ
2 =

b

2
X−4 (ζµνβρ + ζµρβν + ζνρβµ) (3.32)

con b otra constante que �ja la amplitud de las desviaciones de segundo orden.

La densidad de energía queda determinada por

ρ = −X−1βνβµT
µν = X−2

[
σ +

7

4
bX−2ζ2λλ

]
(3.33)

y la corriente de entropía es

Sµ =
4

3
σβµX−2 +

3

2
bX−4βµζ2λλ ≈ 4

3
ρβµ

[
1− 5

8

b

σ
X−2ζ2λλ

]
, (3.34)

en la última igualdad se descartan términos de tercer orden. Es conveniente aplicar el siguiente

cambio en las variables y constantes

ζµν = −
√

σ

b
XZµν (3.35)

a = α
√
bσ (3.36)

y así obtener las expresiones de los tensores

Tµν = σX−2

[
−X−1βµβν +

1

3
∆µν + αZµν + Z2µν+

1

4

(
gµν − 8X−1βµβν

)
Z2λ
λ

]
(3.37)

Aµνρ =
1

2
aX−4 {6βµβνβρ −X [gµνβρ + gµρβν + gνρβµ

+ α−1 (Zµνβρ + Zµρβν + Zνρβµ)
]}

(3.38)

Sµ =
4

3
σβµX−2

[
1 +

9

8
Z2λ
λ

]
. (3.39)
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Por análisis dimensional X−1 = −T 2, donde T tiene unidades de temperatura, y Zµν no

tiene dimensiones. Si asumimos que βµ = uµ/T las relaciones constitutivas de la teoría toman la

forma

Tµν = σT 4

[(
1 +

7

4
Z2λ

λ

)(
uµuν +

1

3
∆µν

)
+ αZµν +

(
Z2µν − 1

3
∆µνZ2λ

λ

)]
(3.40)

Aµνρ =
1

2
aT 5 {6uµuνuρ + [gµνuρ + gµρuν + gνρuµ

+ α−1 (Zµνuρ + Zµρuν + Zνρuµ)
]}

(3.41)

Sµ =
4

3
σuµT 3

[
1 +

9

8
Z2λ
λ

]
. (3.42)

Para �jar el resto de las constantes pedimos que la teoría converja a primer orden con la

Hidrodinámica de Landau-Lifshitz. Esto implica una relación entre la temperatura T y la tem-

peratura de Landau-Lifshitz TLL de�nida por ρ = σT 4
LL, de modo que T = TLL

(
1 +O

(
Z2

))
. A

su vez debe suceder que

σαT 4Zµν = −ησµν . (3.43)

En esta DTT generalizada, la ecuación dinámica para Aµνρ es la proyección transversal y sin

traza de la ecuación (3.2), a saber

Λµν
σλA

σλρ
;ρ = Λµν

σλI
ρσ. (3.44)

con Λµν
σλ el proyector de�nido en (2.51). Dado que el lado izquierdo de la ecuación (3.44) a primer

orden es

Λµν
σλA

σλρ
;ρ =

1

2
aT 5σµν , (3.45)

la relación (3.43) implica que el tensor de interacciones viscosas debe ser

Λµν
σλI

ρσ = −aσαT 6

2

T 3

η
Zµν . (3.46)

A su vez es conveniente introducir el tiempo de relajación τ a través de la prescripción de

Anderson-Witting [83, 84, 85]

Λµν
σλI

ρσ = −aT 5

2ατ
Zµν (3.47)
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y en consecuencia

α2 =
1

σTτ

( η

T 3

)
. (3.48)

Es posible estimar η a partir de la cota que proviene de la dualidad AdS/CFT [86], η ≥ s0/4π,

con s0 = (4/3)σT 3
0 y T0 la densidad de entropía y temperatura en equilibrio. En la próxima

subsección mostramos que para asegurar causalidad α2 ≤ 2/3 y entonces Tτ ≥ 3η/2σT 3
0 ≥ 1/2π.

De aquí en adelante asumimos el límite de propagación libre τ → ∞, con lo cual α → 0.

Esta aproximación nos permite acotar el tipo de interacciones relevantes dentro de la teoría

como mostramos en la Sección 3.2. En el Capítulo 4 describimos algunos escenarios en los que

la aproximación de propagación libre es plausible.

3.2. Velocidades de propagación e `incompresibilidad'

Antes de pasar al Capítulo 4, en el que estudiamos las �uctuaciones térmicas de la DTT cons-

truida en este capítulo, es importante analizar la dinámica lineal para conocer la propagación de

las perturbaciones alrededor de equilibrio. Sabemos que al considerar las ecuaciones de evolución

a orden lineal en las variables hidrodinámicas los sectores escalar, vectorial y tensorial quedan

desacoplados. En particular vamos a hallar la velocidad de propagación de los modos de cada

sector [87] y mostrar que en el límite α → 0 los modos escalares pueden considerarse congelados

y podemos considerar que la dinámica relevantes ocurre entre modos vectoriales y tensoriales. A

este régimen lo denominamos incompresible.

Analizamos una situación en la que una discontinuidad se propaga a lo largo de la super�cie

z = ct, con c la velocidad de propagación. Por delante del frente propagante el �uido está en

equilibrio en el espacio de Minkowski, con lo cual gµν = ηµν , T = T0 es constante, uµ = Uµ =

(1, 0, 0, 0) y Zµν = 0. Las variables hidrodinámicas son continuas en el frente. Cualquier variable

X que permanezca constante en el frente debe cumplir la relación Ẋ = −cX ′, donde X ′ = X,3

y el subíndice 3 se re�ere a la coordenada z. Además las condiciones u2 = −1 y Zµνuν = 0

implican que u0,ρ = Zµ0
,ρ = 0, mientras que la relación Zρ

ρ = 0 resulta en Za
a = −Z3

3 (los índices

a, b recorren de 1 a 2, lo que denota las coordenadas x e y).

La teoría se descompone en modos tensoriales Zab + (1/2) δabZ3
3 , que sólo decaen no se

propagan, modos vectoriales ua and Za3 y modos escalares T , u3 y Z33. Las ecuaciones dinámicas,

Tµν
,ν = 0 y Λµν

ρλA
ρλσ
,σ = 0 (pues Iµν = 0 en el frente), nos llevan a dos sistemas de ecuaciones.
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Para los modos vectoriales tenemos

u′a −
c

α
Z ′
a3 = 0 (3.49)

−4

3
cu′a + αZ ′

a3 = 0 , (3.50)

lo cual muestra que se propagan con una velocidad

c2V = 3α2/4 . (3.51)

Para los modos escalares obtenemos el sistema

4

3
cu′3 −

c

α
Z ′
33 = 0 (3.52)

T ′

T0
− cu′3 +

3

4
αZ ′

33 = 0 (3.53)

−c
T ′

T0
+

1

3
u′3 = 0 , (3.54)

el cual admite un modo no propagante con u′3 = 0, T ′/T0 = − (3/4)αZ ′
33, y dos modos que se

propagan con velocidad

c2S =
1

3
+ α2 . (3.55)

Para mantener la causalidad relativista se requiere que α2 ≤ 2/3. Si α2 ≪ 2/3 entonces

cS ≫ cV y concluimos que en este régimen podemos descartar los modos escalares y considerar

que la interacción de interés será entre los modos `lentos', i.e. los vectoriales y los tensoriales.
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Capítulo 4

Fluctuaciones Hidrodinámicas en las

DTTs

La relevancia de las �uctuaciones hidrodinámicas ya han sido comentadas en la Sección 2.6.

En términos generales en este capítulo vamos a establecer un esquema auto-consistente que nos

permita incorporar �uctuaciones térmicas a la DTT construida en el Capítulo 3 y estudiar su

impacto en la dinámica del �uido a través de sus propiedades estadísticas, en particular las

correcciones a las funciones de correlación de la teoría. Los desarrollos de este capítulo están

basados en [88].

En la literatura sobre �uctuaciones hidrodinámicas en la teoría de Landau-Lifshitz [63], no se

hacen distinciones entre �uctuaciones de tipo escalar o vectorial, y naturalmente no se mencio-

nan �uctuaciones tensoriales. Como una característica distintiva de las SOTs es la presencia de

modos tensoriales, nos concentramos en el estudio de las �uctuaciones hidrodinámicas puramente

tensoriales.

En este escenario a grandes rasgos las �uctuaciones térmicas inducen fuerzas de agitación

estocásticas que excitan los modos tensoriales preservando la conservación de la energía. A su

vez estos modos excitan modos vectoriales1 que retroalimentan el sector de spin-2 produciendo

así una dinámica no lineal efectiva para los modos tensoriales.

Para abordar el tema de estudio utilizamos métodos de teorías efectivas de campos, que

han sido útiles en el estudio de la turbulencia [89, 90, 91] y que continúan siendo una poderosa

1Como elegimos trabajar en el límite de propagación libre (o de `incompresibilidad'), podemos descartar los
modos escalares (ver Sección 3.2).
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herramienta para analizar �uidos estocásticos [92, 93, 94, 95]. Entre estos métodos, el formalismo

de la Acción Efectiva permite expresar las diferentes funciones de correlación de N puntos de la

teoría en términos de diagramas en lazos2, tal y como se estructura en la teoría cuántica. Este

esquema permite ganar cierta intuición sobre cómo interpretar las correlaciones. En este análisis

vamos a usar el formalismo de la Acción Efectiva Irreducible de Dos Partículas (2PIEA por

sus siglas en inglés), a través del cual escribimos las ecuaciones de evolución para las funciones

relevantes de correlación de dos puntos, a saber, los propagadores causal y de Hadamard. Según

este método los propagadores se construyen a partir de las contribuciones de todos los diagramas

de interacción cerrados que no puedan ser separados cortando dos de sus líneas internas. A estos

diagramas se los conoce como diagramas irreducibles de dos partículas (2PI por sus siglas en

inglés).

Por otra parte usaremos el formalismo Martin-Siggia-Rose (MSR) [96, 97, 98, 99, 100, 101]

como método sistemático para derivar la 2PIEA del sistema, que puede ser evaluada de forma

simple a través de una expansión diagramática [101, 102, 103, 104, 105]. Estos métodos ya han sido

aplicados a �uidos relativistas en [4, 106, 107, 108]. A su vez para caracterizar las �uctuaciones

térmicas usaremos una formulación del teorema de �uctuación-disipación adecuada a las DTTs

[49], que recupera las conocidas �uctuaciones hidrodinámicas de Landau-Lifshitz como un caso

límite (ver Sección 2.6).

Comenzamos presentando el teorema de �uctuación-disipación en DTTs consistente con una

teoría causal [49] y delineamos el formalismo Martin-Siggia-Rose para el cálculo de 2PIEA en la

Sección 4.1. Mostramos brevemente cómo este formalismo permite escribir ecuaciones de evolu-

ción para los principales propagadores de la teoría, a saber, el propagador causal y la función

de dos puntos de Hadamard (o correlación térmica). En la Sección 4.2 estudiamos el efecto de

las �uctuaciones lineales alrededor de un estado de equilibrio y encontramos el propagador cau-

sal y el de Hadamard al orden más bajo. En la Sección 4.3 ampliamos el análisis para incluir

�uctuaciones no lineales.

Decidimos trabajar en el límite de propagación libre que equivale a considerar tiempos de

evolución más cortos que el tiempo característico de relajación macroscópico. Incluso en estos

tiempos tan tempranos tiene sentido formular una hidrodinámica consistente que actúe como

un atractor para la evolución del sistema [6, 109, 110]. La aproximación de propagación libre

2Usamos lazo como traducción del concepto de loop en los diagramas de Feynman de la teoría cuántica.
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es equivalente al límite τ → ∞ que resultó ser apropiado para estudiar las primeras etapas de

las RHICs [111]. A su vez como mostramos en la Sección 3.2 en este límite el �uido puede ser

considerado `incompresible' y por ello descartamos todos los modos escalares, quedándonos sólo

con los vectoriales y tensoriales. En este régimen encontramos que, considerando las interacciones

de un lazo causadas por las �uctuaciones y usando la regularización dimensional para tratar las

divergencias ultravioletas, la ecuación para el propagador tensorial causal adquiere un nuevo

término que renormaliza el tiempo de relajación introduciendo una dependencia con la escala

proporcional a la cuarta potencia del momento p. En consecuencia, la función de correlación de

Hadamard también adquiere una dependencia con la escala de energía y muestra una transición

de un espectro plano, para valores pequeños p, a un espectro que escalea como p−4 conforme

aumenta p.

Antes de continuar, es necesaria una aclaración. Es posible que en el límite τ → ∞ una

plétora de modos no hidrodinámicos contribuyan a la dinámica. No obstante, hemos optado

por considerar sólo los modos tensoriales que describimos en el Capítulo 3. En este sentido el

análisis que aquí presentamos es un primer paso en dirección a considerar teorías con complejidad

creciente.

Finalmente en la Sección 4.3 discutimos brevemente el efecto de las �uctuaciones tensoriales

sobre el valor medio de la entropía. Su espectro sufre una disminución en la amplitud para el

rango UV, lo cual podría ser un indicio de la presencia de una cascada inversa de entropía [112].

4.1. La acción efectiva de Martin-Siggia-Rose

En esta sección revisaremos el teorema de �uctuación-disipación apropiado para �uidos reales

causales [49] (ver también [39, 113]), y luego usaremos la formulación MSR para construir una

Acción Efectiva a partir de la cual podamos obtener las ecuaciones de Dyson para las correlaciones

estocásticas de las variables hidrodinámicas vectoriales y tensoriales en el régimen de propagación

libre o de `incompresibilidad'.

4.1.1. Teorema de �uctuación-disipación para una DTT

Las �uctuaciones hidrodinámicas para la teoría de Landau-Lifshitz se introducen a través

de un término estocástico en el EMT cuyas propiedades estadísticas quedan determinada por el
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teorema de �uctuación-disipación usual, como muestra la Sección 2.6. Por el contrario cuando

se consideran las �uctuaciones térmicas en una DTT, el tensor Iµν que de�ne las interacciones

disipativas adquiere una componente estocástica Iµν → Iµν + Fµν poniendo en pie de igualdad

la disipación y las �uctuaciones [49]. Como veremos en breve las propiedades estocásticas de Fµν

quedan determinadas por el teorema de �uctuación-disipación adecuado a estos esquemas hidro-

dinámicos causales. Las �uctuaciones en el Tµν aparecen al resolver la dinámica considerando

esta nueva fuente.

De�nimos la siguiente notación abreviada para las variables y tensores relavantes

XA = (βµ, ζµν), (4.1)

Aµ
A = (Tµν , Aµνρ), (4.2)

IB = (0, Iµν) (4.3)

FB = (0, Fµν), (4.4)

Sµ = Φµ −XBAµ
B, (4.5)

Aµ
B =

δΦµ

δXB
, (4.6)

La producción de entropía está dada por

Sµ
;µ = −XBAµ

B;µ. (4.7)

Para incluir las �uctuaciones térmicas agregamos la fuente estocástica FB en la ecuación de

movimiento para Aµ
B que se convierte en la siguiente ecuación tipo-Langevin

Aµ
B;µ = IB + FB. (4.8)

Una teoría satisfactoria debe predecir que la producción de entropía media es nula en equilibrio,

entonces

⟨Sµ
;µ⟩ = −⟨XB(x)IB(x)⟩ − ⟨XB(x)FB(x)⟩ = 0. (4.9)

Sin embargo, dado que el límite de coincidencia no está bien de�nido, imponemos una condición
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más restrictiva basada en consideraciones elementales de causalidad

⟨XB(x)IB(x
′)⟩+ ⟨XB(x)FB(x

′)⟩ = 0 (4.10)

para cualquier par (x, x′) que sea de tipo espacial. En lo que sigue vamos a asumir que x y x′

pertenecen a la misma hipersuper�cie de tiempo, es decir t = t′. Al orden más bajo IB es una

función lineal de XC , de modo que

⟨XB(x)IB(x
′)⟩ =

∫
d3x′′I(B,C)⟨XB(x)XC(x′′)⟩. (4.11)

con

I(B,C) =
1

2

[
δIB(x

′)

δXC(x′′)
+

δIC(x
′′)

δXB(x′)

]
. (4.12)

Sólo aparece la derivada simetrizada en (4.11) debido a la simetría de los promedios estocásticos.

Asumiendo una distribución Gaussiana de ruido blanco para FB,

⟨FB(x)FC(x
′)⟩ = σBC(x, x

′) δ(t− t′) , (4.13)

obtenemos que las correlaciones entre los �ujos XA y el ruido es

⟨XA(x)FB(x
′)⟩ =

∫
d3x′′σBC(x

′, x′′)
δXA(x)

δFC(x′′)
. (4.14)

donde t′′ = t′. El teorema de �uctuación-disipación se deduce a partir de

⟨XB(x)XC(x′)⟩ = 2
δXB(x)

δFC(x′)
= 2

δXC(x′)

δFB(x)
, (4.15)

cuando t = t′, que a su vez implica

⟨XB(x)IB(x
′)⟩ =

∫
d3x′′I(B,C)

δXB(x)

δFC(x′′)
. (4.16)

En efecto, usando las ecuaciones (4.10), (4.12), (4.14) y (4.16) obtenemos

σBC = −2 I(B,C), (4.17)
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o de forma equivalente

⟨FA(x)FB(x
′)⟩ = −

[
δIA(x)

δXB(x′)
+

δIB(x
′)

δXA(x)

]
δ(t− t′). (4.18)

La ecuación (4.18) es la versión del teorema de �uctuación-disipación compatible con las

teorías hidrodinámicas causales. Vamos a usar esta relación para �jar la amplitud de las funciones

de correlación de las �uctuaciones térmicas en términos de las propiedades disipativas del �uido.

En el límite en que la DTT converge a la Hidrodinámica de Landau-Lifshitz, la correlación de la

parte estocástica del EMT converge al conocido ruido de Landau-Lifshitz [63, 64].

Para ver que la ecuación (4.15) se cumple, multiplicamos a ambos lados por la matriz no

singular

MAB = na
δ2Φa

δXAδXB
(4.19)

donde nµ es el campo unitario normal a la super�cie de tiempos que contiene a ambos x y x′.

En la aproximación lineal para Aµ
B, el vector generador Φ

µ es cuadrático en XA y

MABX
B =

δ(naΦ
a)

δXA
= − δΦ0

δXA
. (4.20)

En equilibrio podemos aplicar la fórmula de Einstein, que relaciona el potencial termodinámico

con la función de distribución de las �uctuaciones, para concluir que

MAB⟨XB(x)XC(x′)⟩ = −δCA δ(3)(x, x′) (4.21)

donde δ(3)(x, x′) la función delta tridimensional covariante en la super�cie de Cauchy. Básica-

mente esto es una versión generalizada del teorema de equipartición. Por otro lado

MAB
δXB(x)

δFC(x′)
= −

δA0
A(x)

δFC(x′)
(4.22)

with A0
A = −nµA

µ
A. Es posible escribir las ecuaciones de movimiento (4.8) como

∂A0
A(x)

∂t
+ LA(x) = FA(x) (4.23)

donde LA involucra las variables evaluadas en la super�cie de tiempo constante, pero no sus

46



derivadas ortogonales, y ∂/∂t := nµ ∂/∂xµ. En efecto

δA0
A(x)

δFC(x′)
=

1

2
δCAδ

(3)(x, x′). (4.24)

El factor 1/2 viene de tener en cuenta el promedio de las derivadas evaluadas en x = x′− y

x = x′+. En consecuencia (4.21) y (4.22) son iguales. Dado que la matriz MAB es no singular,

mostramos la validez de la ecuación (4.15).

Estos resultados implican que en nuestro caso las �uctuaciones térmicas se expresan a través

de un término estocástico Fµν en la ecuación dinámica que describe los efectos no ideales (3.2).

Considerando sólo la parte transversal y sin traza de Iµν dada por (3.46)-(3.47), la relación entre

las �uctuaciones y la disipación (4.18) determina la amplitud del ruido según

〈
Fµν (x)Fσλ

(
x′
)〉

= Nδ(t− t′)δ(3)(x− x′)Λµν
σλ (4.25)

donde

N =
a2T 7

0

α2στ
. (4.26)

4.1.2. Formalismo MSR y la 2PIEA

Las principales herramientas para estudiar la evolución y las propiedades físicas de un sistema

estocástico son sus diferentes propagadores, o funciones de Green, que determinan la respuesta

del sistema tanto a sus propias �uctuaciones térmicas como a las �uctuaciones en las condiciones

iniciales [111, 114, 115]. En el régimen de �uctuaciones fuertes, las correcciones no lineales a las

correlaciones se vuelven relevantes [101, 102, 103, 104] y es en este escenario donde los métodos

de teoría de campos efectiva, como el MSR, muestran su potencia [96, 97, 98, 100]. Estos métodos

han sido aplicados a la teoría de turbulencia, ver [102, 103, 116] y más recientemente para estudiar

las �uctuaciones en la Hidrodinámica de Landau-Lifshitz [106, 107].

En este caso vamos a elegir trabajar dentro de la aproximación de propagación libre, τ → ∞,

en la cual los modos escalares se propagan más rápido que los vectoriales y por lo tanto pueden

considerarse congelados y el �uido como `incompresible' (ver Sección 3.2). En efecto la dinámica

relevante se ve reducida a la interacción entre los grados de libertad vectoriales y tensoriales,

descartando los modos escalares. El formalismo MSR permite convertir la estructura del problema
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de las �uctuaciones clásicas en una teoría cuántica de campos, para la cual derivamos la 2PIEA.

Este formalismo expresa las ecuaciones de Schwinger-Dyson para los propagadores de la forma

más directa.

En hidrodinámica no existe un parámetro `pequeño' único y explícito, análogo a ℏ en la

teoría cuántica de campos, que pueda usarse para organizar la expansión perturbativa de las

�uctuaciones. Por esta razón se ha propuesto que la expansión en lazos debe entenderse como

una expansión en la `complejidad de las interacciones' [102, 103], ya que la suma de términos

de orden superior tenderá cancelarse debido a la aleatoriedad de la agitación que producen las

�uctuaciones. Por otra parte, es posible identi�car parámetros pequeños que sean relevantes para

diferentes conjuntos de grá�cos restringidos. En el caso que nos ocupa, este análisis sugiere que

la expansión en lazos es una expansión en potencias de (p/pL)
3 donde

pL =
(
c2V σ T 3

0

)1/3
, (4.27)

con cV la velocidad de propagación de los modos vectoriales de�nida en (3.51). En el apéndice

A detallamos el procedimiento. En consecuencia la expansión en lazos será consistente mientras

p < pL.

Volvamos a la construcción de la 2PIEA. Usando la notación abreviada en (4.1)-(4.6), las

ecuaciones de movimiento pueden escribirse como PA = FA, con PB = Aµ
B;µ − IB. La notación

XA [F ] indica la solución a las ecuaciones para una fuente FA dada. Para las �uctuaciones

térmicas tenemos que todos los valores medios
〈
XA

〉
= 0. Por lo tanto podemos escribie el

funcional generador de las funciones de correlación
〈
XAXβ

〉
como

eiW [KAB ] =

∫
DXA

∫
DFA P

[
FA

]
ei

∫
KABXAXB/2δ

(
XA −XA [F ]

)
(4.28)

donde P
[
FA

]
es la densidad de probabilidad gaussiana de la fuente FA, las corrientes KAB

(que se acoplan a las variables de la teoría) son introducidas por el formalismo para derivar las

correlaciones necesarias y la integración se realiza sobre todas las posibles realizaciones de las

fuentes de ruido. La delta δ
(
XA −XA [F ]

)
asegura evaluar las correlaciones sobre las soluciones
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de las ecuaciones de movimiento. Es útil notar el siguiente cambio de variables

δ
(
XA −XA [F ]

)
= Det

[
δPA

δXA

]
δ (PA − FA) . (4.29)

Es posible mostrar que el determinante en (4.29) es una constante [117] y en consecuencia po-

demos descartarlo o rede�nirlo dentro de la normalización de la integral. La introducción de

campos auxiliares YA permite exponenciar la función delta del lado derecho de (4.29) según

eiW [KAB ] =

∫
DY A

∫
DXA

∫
DFA P

[
FA

]
ei

∫
KABXAXB/2ei

∫
Y A(PA−FA) . (4.30)

Si las correlaciones del ruido son

⟨FAFB⟩ = NAB (4.31)

obtenemos �nalmente

eiW [KAB ] =

∫
DY A

∫
DXA eiSei

∫
KABXAXB/2 (4.32)

con

S =

∫
d4x

[
Y APA +

i

2
Y ANABY

B

]
. (4.33)

Si bien todo este desarrollo parece muy técnico, hemos logrado mapear el problema de las

�uctuaciones hidrodinámicas en uno de teoría de campos fuera del equilibrio, donde S en la

ecuación (4.33) juga el rol de la `acción clásica'. En este sentido, avanzamos un paso más, y agre-

gamos formalmente nuevas corrientes (análogas a KAB) acopladas a los nuevos campos auxiliares

y consideraremos que todas las componentes de XK =
(
XA, Y A

)
son grados de libertad de la

teoría.

La transformada de Legendre del funcional generador es la 2PIEA, Γ
[
GJK

]
, donde GJK =〈

X JXK
〉
representa todas las funciones de correlación existentes en la teoría. Una vez determi-

nada la 2PIEA, las correlaciones reales físicas se obtienen como sus extremos tal que

δΓ

δGJK
= 0 (4.34)
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La 2PIEA tiene la estructura [7]

Γ =
1

2

δ2S

δX JδXK

∣∣∣∣
X=0

GJK − i

2
ln Det

[
GJK

]
+ Γ2Q (4.35)

donde Γ2Q representa la suma de todos los diagramas de Feynman irreducibles de dos partículas

de una teoría cuyas interacciones son los términos cúbicos (o de orden superior) en S y cuyos

propagadores son GJK .

Dado que
〈
Y AY B

〉
= 0 [105, 118] y

δ2S

δXAδXB

∣∣∣∣
X=0

=
δΓ2Q

δ ⟨XAXB⟩
= 0 (4.36)

tenemos sólo dos conjuntos de ecuaciones, uno corresponde a la dinámica de los propagadores

causales, GAB
ret = −i

〈
XAY B

〉
,

{
δ2S

δY BδXC

∣∣∣∣
X=0

+ 2
δΓ2Q

δ ⟨Y BXC⟩

}
GCA

ret = δAB (4.37)

y otro para las correlaciones térmicas, GAB =
〈
XAXB

〉
,

{
δ2S

δY BδXA

∣∣∣∣
X=0

+ 2
δΓ2Q

δ ⟨Y BXA⟩

}
GAB + i

{
δ2S

δY BδY C

∣∣∣∣
X=0

+ 2
δΓ2Q

δ ⟨Y BY C⟩

}
GCB

adv = 0 (4.38)

con GCB
adv = −i

〈
Y CXB

〉
y

GAB = (−i)GAC
ret G

DB
adv

{
δ2S

δY CδY D

∣∣∣∣
X=0

+ 2
δΓ2Q

δ ⟨Y CY D⟩

}
. (4.39)

4.1.3. Dinámica inducida

En esta subsección comenzamos a estudiar la dinámica inducida por la presencia de las

�uctuaciones térmicas. Las cantidades que determinan dicha dinámica son el correlador causal

en la ecuación (4.37) y el correlador estocástico (4.38) también llamado función de Hadamard.

En equilibrio sabemos que
〈
XK

〉
= 0. La acción `clásica' (4.33) puede escribirse como

SC

[
XK

]
= SQ

[
XK

]
+ SI

[
XK

]
(4.40)
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donde SQ es cuadrática y SI contiene los términos de interacción de orden superior. En nuestro

caso sólo consideraremos términos de orden cúbico en los campos. La 2PIEA está dada por la

ecuación (4.35) junto con

eiΓ2Q = N
∫

DXK e−
1
2
XK(G−1)

KL
XL+iSC [XK ] (4.41)

con
(
G−1

)
KL

la inversa de la matriz de propagadores GKL y N ∝
(
DetGKL

)−1/2
[7]. Usamos la

notación

⟨O⟩ = N
∫

DXK e−
1
2
XK(G−1)

KL
XL

O
[
XK

]
(4.42)

con la normalización tal que ⟨1⟩ = 1. Si ⟨SC⟩ = 0, como en nuestro caso, la contribución de orden

más bajo a Γ2Q es

Γ2Q =
i

2

〈
S2
C

〉
(4.43)

y entonces la auto energía se lee

ΣKL = 2
δΓ2Q

δGKL
= i

〈
δSC

δXK

δSC

δXL

〉
(4.44)

El valor de expectación en el lado de derecho se calcula en términos de los diagramas de Feynman

2PI con los propagadores GKL en las líneas internas [7]. Nuevamente al orden más bajo, podemos

reemplazar los propagadores completos por su aproximación de orden más bajo

δ2SQ

δXKδXM
GML
0 = iδLK (4.45)

lo cual describe las correlaciones debidas a las �uctuaciones linealizadas alrededor del equilibrio.

Las ecuaciones para los propagadores, en presencia de �uctuaciones no lineales, (4.37) y (4.38)

pueden escribirse de una forma compacta como

[
δ2SQ

δXKδXM
+ΣKM

]
GML = iδLK (4.46)
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4.2. Fluctuaciones lineales alrededor del equilibrio

A partir de la discusión de la sección anterior la formulación de la Acción Efectiva según el

formalismo MSR para la DTT del Capítulo 3 indica que la acción `clásica' (ecuación (4.33)) es

de la forma

S =
i

2
N

∫
d4x YµνY

µν −
∫

d4x {Yµ;νTµν + Yµν;ρA
µνρ + YµνI

µν} . (4.47)

Aquí la proyección transversal y sin traza de la ecuación (3.44) para Aµνρ, se expresa en las

propiedades de transversalidad y traza nula del campo auxiliar Yµν . Por otra parte como esta-

mos descartando los modos escalares, los campos auxiliares Yµ y Yµν contienen sólo grados de

libertad vectoriales y tensoriales. Esto signi�ca que las variables independientes son Y j y Y jk

correspondientes al sector espacial que obedecen las simetrías Y j
;j = Y jk

;j = Y k
k = 0. Las compo-

nentes temporales quedan restringidas mediante Yµu
µ = Yµνu

µ = Y µ
µ = 0. Notemos que Yµ tiene

unidades de T−1, mientras que Yµν de T−2. La expresión (4.47) se puede descomponer como

S = SN + ST + SA + SI con

SN =
iN

2

∫
d4x YµνY

µν (4.48)

ST = −σT 4
0

∫
d4x Yµ;ν

[
uµuν +

1

3
∆µν + αZµν + Z2µν +

1

4
(gµν − 8uµuν)Z2λ

λ

]
(4.49)

SA = −1

2
aT 5

0

∫
d4x Yµν;ρ [6u

µuνuρ + gµνuρ + gµρuν + gνρuµ

+
1

α
(Zµνuρ + Zµρuν + Zνρuµ)

]
(4.50)

SI =
T 5
0

2ατ

∫
d4x Yµν Zµν (4.51)

4.2.1. Identi�cación de los grados de libertad físicos

Ahora aplicamos el formalismo para estudiar las �uctuaciones térmicas alrededor de una con-

�guración de equilibrio particular con velocidad Uµ = (1, 0, 0, 0), temperatura T0 y la métrica de

Minkowski gµν = ηµν . Sólo retenemos los términos cuadráticos (Sq) o cúbicos Sc en desviaciones

del equilibrio3.

Para identi�car los grados de libertad físicos expandimos las variables alrededor de equilibrio

3No confundir con la acción `clásica' SC .
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e imponemos las simetrías y vínculos necesarios. Comenzamos por escribir uµ = Uµ + V µ, la

condición u2 = −1 se convierte en UµV
µ = −V 2/2 y entonces

V µ = hµνV
ν +

1

2
UµV 2 . (4.52)

Esto sugiere tomar V k = ∆k
νV

ν como variables independientes, por lo tanto

V 0 =
1

2

(
VkV

k −
(
V 0

)2) ≈ 1

2
VkV

k + o.s. (4.53)

Cualquier tensor transversal admite una descomposición similar, a saber

Y0 ≈ YkV
k + o.s. (4.54)

Y0j ≈ YkjV
k + o.s. (4.55)

Y00 ≈ YkjV
kV j + o.s. (4.56)

Z0j ≈ ZkjV
k + o.s. (4.57)

Z00 ≈ ZkjV
kV j + o.s. (4.58)

donde o.s. signi�ca órdenes superiores. Además Y k
k = Zk

k = 0. Ahora podemos identi�car los

términos cuadráticos y cúbicos de la acción `clásica'. Los términos cuadráticos son

SNq =
iN

2

∫
d4x YjkY

jk (4.59)

STq = −σT 4
0

∫
d4x

[
4

3
Yj;0V

j + αYj;kZ
jk

]
(4.60)

SAq = −1

2
aT 5

0

∫
d4x

[
1

α
Yjk;0Z

jk + Yjk;l

(
gjlV k + gklV j

)]
(4.61)

SIq =
aT 5

0

2ατ

∫
d4x Yjk Zjk (4.62)
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y usando que V j
;j = Y j

;j = Zij
;ij = Y ij

;ij = 0, los términos cúbicos son

STc = −σT 4
0

∫
d4x

[
−αYj;0ZkjV

k + Yj;k

(
4

3
V jV k + ZjlZk

l

)]
(4.63)

SAc = −1

2
aT 5

0

∫
d4x

[
10

(
YkjV

k
)
;0
V j +

2

α

(
YkjV

k
)
;l
Zjl

+
1

α
Yjk;l

(
ZjkV l + ZklV j + Z ljV k

)]
. (4.64)

El próximo paso es transformar en modos de Fourier todos los grados de libertad. La con-

vención adoptada es

V k (x⃗, t) =

∫
d3p

(2π)3
eip⃗x⃗V k (p, t) . (4.65)

En efecto obtenemos

SNq =
iN

2

∫
dt

d3p

(2π)3
Yjk (−p, t)Y jk (p, t) (4.66)

STq = −σT 4
0

∫
dt

d3p

(2π)3

[
4

3
Yj;0 (−p, t)V j (p, t)− ipkαYj (−p, t)Zjk (p, t)

]
(4.67)

SAq = −1

2
aT 5

0

∫
dt

d3p

(2π)3

[
1

α
Yjk;0 (−p, t)Zjk (p, t)− 2ipkYjk (−p, t)V j (p, t)

]
(4.68)

SIq =
aT 5

0

2ατ

∫
dt

d3p

(2π)3
Yjk (−p, t) Zjk (p, t) (4.69)

y

STc = −σT 4
0

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3

[
−αYj;0 (−p− q, t)Zkj (q, t)V

k (p, t)

− i (p+ q)k Yj (−p− q, t)

(
4

3
V j (p, t)V k (q, t) + Zjl (p, t)Zk

l (q, t)

)]
(4.70)

SAc = −1

2
aT 5

0

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3

[
5Ykj;0 (−p− q, t)V k (p, t)V j (q, t)

− iql
2

α
Ykj (−p− q, t)V k (p, t)Zjl (q, t)

− i

α
(p+ q)l Yjk (−p− q, t)

(
Zjk (q, t)V l (p, t) + 2Zkl (q, t)V j (p, t)

)]
(4.71)
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Es posible simpli�car las expresiones usando las ecuaciones de movimiento a orden lineal

0 = −σT 4
0

4

3
Yj;0 (−p, t) + aT 5

0 ip
kYjk (−p, t) (4.72)

0 = − 1

2α
aT 5

0 Yjk;0 (−p, t) +
i

2
ασT 4

0 (pkYj (−p, t)

+ pjYk (−p, t)) +
aT 5

0

2ατ
Yjk (−p, t) (4.73)

donde O;0 indica la derivada respecto al tiempo t, de modo que

STc =

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3

[
3

4
αaT 5

0 ip
kYjk (−p, t)Zlj (q, t)V

l (p− q, t)

+ iσT 4
0 pkYj (−p, t)

(
4

3
V j (p− q, t)V k (q, t) + Zjl (p− q, t)Zk

l (q, t)

)]
(4.74)

SAc = −
∫

dt
d3p

(2π)3
d3q

(2π)3

[
5

[
iασT 4

0 pkYj (−p, t) +
aT 5

0

2ατ
Yjk (−p, t)

]
V k (p− q, t)V j (q, t)

− iql
a

α
T 5
0 Ykj (−p, t)V k (p− q, t)Zjl (q, t)

− i

α

a

2
T 5
0 Yjk (−p, t) pl

(
Zjk (q, t)V l (p− q, t) + 2Zkl (q, t)V j (p− q, t)

)]
. (4.75)

Finalmente distinguimos entre los modos vectoriales y tensoriales según

Zjk = i
(
pjZk

T + pkZj
T

)
+ Zjk

TT (4.76)

Y jk = i
(
pjY k

T + pkY j
T

)
+ Y jk

TT (4.77)

con pjZ
j
T = pjY

j
T = pjZ

jk
TT = pjY

jk
TT = 0.
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4.2.2. La acción cuadrática

Luego de la descomposición vectorial/tensorial, los términos de la acción cuadrática se des-

acoplan. Para los vectores tenemos

SNqV = iN

∫
dt

d3p

(2π)3
p2YTj (−p, t)YT

j (p, t) (4.78)

STqV = −σT 4
0

∫
dt

d3p

(2π)3

[
4

3
Yj;0 (−p, t)V j (p, t) + p2αYj (−p, t)ZT

j (p, t)

]
(4.79)

SAqV = −1

2
aT 5

0

∫
dt

d3p

(2π)3

[
2

α
p2YTj;0 (−p, t)ZT

j (p, t)− 2p2YTj (−p, t)V j (p, t)

]
(4.80)

SIqV =
aT 5

0

ατ

∫
dt

d3p

(2π)3
p2YTj (−p, t) ZT

j (p, t) (4.81)

y para los tensores

SNqT =
iN

2

∫
dt

d3p

(2π)3
YTTjk (−p, t)YTT

jk (p, t) (4.82)

SAqT = −1

2
aT 5

0

∫
dt

d3p

(2π)3

[
1

α
YTTjk;0 (−p, t)ZTT

jk (p, t)

]
(4.83)

SIqT =
aT 5

0

2ατ

∫
dt

d3p

(2π)3
YTTjk (−p, t) ZTT

jk (p, t) . (4.84)

4.2.3. Los propagadores de orden más bajo

Los grados de libertad de nuestro �uido conforme, dentro de la aproximación del régimen

`incompresible', son XK . Entre ellos distinguimos los campos físicos vectoriales V j y Zj
T, los

campos auxiliares vectoriales Y j y Y j
T, el campo físico tensorial ZTT

ij y el campo auxiliar ten-

sorial YTT
ij . Las correlaciones entre los campos físicos y auxiliares determinan los propagadores

causales. Si el campo físico se encuentra a la izquierda será un propagador causal. Las correla-

ciones entre campos físicos dan lugar a las correlaciones estocásticas de la teoría. Por último,

como ya mencionamos, las correlaciones entre campos auxiliares se anulan. Al orden más bajo

obtenemos que las ecuaciones de evolución de los propagadores vectoriales y tensoriales quedan

desacopladas.
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Correlaciones causales vectoriales

Las correlaciones causales vectoriales se pueden dividir en dos grupos: por un lado
〈
V jY k

〉
y
〈
ZT

jY k
〉
, y por el otro

〈
V jYT

k
〉
y
〈
ZT

jYT
k
〉
. Ambos pares se encuentran desacoplados entre

sí. Todos tienen la siguiente estructura

〈
V j (p, t)Y k

(
q, t′

)〉
= i (2π)3 δ (p+ q)P jk [p]GV Y

(
p, t− t′

)
(4.85)

donde

P jk [p] = δjk − pjpk

p2
(4.86)

Las ecuaciones de movimiento para el par GV Y , GZTY son

σT 4
0

[
4

3

d

dt
GV Y − αp2GZTY

]
= δ

(
t− t′

)
(4.87)

aT 5
0 p

2

[
GV Y +

1

α

d

dt
GZTY

]
+

aT 5
0

ατ
p2GZTY = 0 (4.88)

cuya solución es

GV Y =
e−(t−t′)/2τ

σT 4
0

[
cosω

(
t− t′

)
+

sinω (t− t′)

2ωτ

]
Θ
(
t− t′

)
=

cV p

σT 4
0ω

e−(t−t′)/2τ cos
[
ω
(
t− t′

)
− φp

]
Θ
(
t− t′

)
(4.89)

GZTY =
−α

ω

e−(t−t′)/2τ

σT 4
0

sinω
(
t− t′

)
Θ
(
t− t′

)
(4.90)

con

ω =

√
3

4
α2p2 − 1

4τ2

φp = tan−1

(
1

2ωτ

)
=

π

2
− tan−1 (2ωτ) . (4.91)

La constante cV =
√
3α/2 es la velocidad de propagación de los modos vectoriales (ver Sección

(3.2)), que en el régimen de `incompresibilidad' considerado satisface cV ≪ 1.
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Xα Yβ Cαβ φαβ

V Y (cV p) /
(
σT 4

0ω
)

φp

ZT Y (−α) /
(
σT 4

0ω
)

π/2

V YT
(
3α2

)
/
(
4aT 5

0ω
)

π/2

ZT YT (cV α)
(
aT 5

0 pω
)

−φp

Cuadro 4.1: Resumen de los propagadores causales vectoriales de�nidos en (4.95). Las expresiones
de ω y φp se encuentran en (4.91).

Para el segundo par de campos
〈
V jYT

k
〉
y
〈
ZT

jYT
k
〉
obtenemos

σT 4
0

[
4

3

d

dt
GV YT

− αp2GZTYT

]
= 0

aT 5
0 p

2

[
GV YT

+
1

α

d

dt
GZTYT

]
+

aT 5
0

ατ
p2GZTYT

= δ
(
t− t′

)
(4.92)

cuyas soluciones son

GV YT
=

3α2

4aT 5
0ω

e−(t−t′)/2τ sinω
(
t− t′

)
Θ
(
t− t′

)
(4.93)

GZTYT
=

cV α

aT 5
0 pω

e−(t−t′)/2τ cos
[
ω
(
t− t′

)
+ φp

]
Θ
(
t− t′

)
(4.94)

En resumen, todas las correlaciones causales vectoriales tienen la siguiente estructura

〈
Xj

α (p, t)Y
k
β

(
q, t′

)〉
= i (2π)3 δ (p+ q)P jk [p]Cαβe

−(t−t′)/2τ cos
[
ω
(
t− t′

)
− φαβ

]
Θ
(
t− t′

)
.

(4.95)

Las diferentes correlaciones se encuentran en la Tabla 4.1.

Correlaciones causales tensoriales

La única correlación causal tensorial es

〈
Zij
TT (p, t)YTTkl

(
q, t′

)〉
= i (2π)3 δ (p+ q)STT

ij
kl [p]GZTTYTT

(
p, t− t′

)
(4.96)

donde

STT
ij
kl [p] =

1

2

[
P i
kP

j
l + P i

l P
j
k − P ijPkl

]
. (4.97)
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La ecuación dinámica es

aT 5
0

2α

[
d

dt
+

1

τ

]
GZTTYTT

= δ
(
t− t′

)
(4.98)

y su solución

GZTTYTT
=

2α

aT 5
0

e−(t−t′)/τΘ
(
t− t′

)
. (4.99)

Aquí podemos observar que los modos tensoriales no se propagan y su dependencia con el

momento p es trivial.

Funciones de Hadamard vectoriales

Las funciones de Hadamard vectoriales son
〈
V jV k

〉
,
〈
V jZk

T

〉
y
〈
Zj
TZ

k
T

〉
. Su estructura es

〈
V j (p, t)V k

(
q, t′

)〉
= (2π)3 δ (p+ q)P jk [p]G1V V

(
p, t− t′

)
(4.100)

y se determinan a través de la ecuación (4.39). Por ejemplo

G1V V

(
p, t− t′

)
= 2Np2

∫ min(t,t′)

dt′′ GV YT

(
p, t− t′′

)
GV YT

(
p, t′ − t′′

)
. (4.101)

Explicitamente

G1V V

(
p, t− t′

)
=

3

4σT 3
0

e−|t−t′|/2τ
[
cosω|t− t′|+ sinω|t− t′|

2ωτ

]
=

3cV p

4σT 3
0ω

e−|t−t′|/2τ cos
[
ω|t− t′| − φp

]
. (4.102)

De forma análoga

G1V ZT

(
p, t− t′

)
= 2Np2

∫ min(t,t′)

dt′′ GV YT

(
p, t− t′′

)
GZTYT

(
p, t′ − t′′

)
. (4.103)

A partir de la ecuaciones para los propagadores se obtiene

G1V ZT

(
p, t− t′

)
= 2Np2

∫ min(t,t′)

dt′′ GV YT

(
p, t− t′′

) 4

3αp2
d

dt′
GV YT

(
p, t′ − t′′

)
. (4.104)
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Xα Xβ C1αβ φ1αβ qαβ
V V (3cV p) /

(
4σT 3

0ω
)

φp 0

V ZT (3α) /
(
4σT 3

0ω
)

π/2 1

ZT ZT (cV ) /
(
σT 3

0ωp
)

−φp 0

Cuadro 4.2: Lista de las distintas funciones de Hadamard vectoriales de�nidas en (4.107). φp

está de�nido en la ecuación (4.91).

Como el integrando se anula en el límite superior, encontramos que

G1V ZT

(
p, t− t′

)
=

4

3αp2
d

dt′
G1V V

(
p, t− t′

)
=

3α

4σT 3
0ω

e−|t−t′|/2τ sinω|t− t′|sign
(
t− t′

)
. (4.105)

La función de Hadamard G1ZTZT
es par en t − t′, y por eso no hay pérdida de generalidad en

asumir t > t′. En este caso, llegamos a

G1ZTZT

(
p, t− t′

)
=

4

3αp2
d

dt
G1V ZT

(
p, t− t′

)
=

1

σT 3
0 p

2
e−|t−t′|/2τ

[
cosω|t− t′| − sinω|t− t′|

2ωτ

]
=

cV
σT 3

0ωp
e−|t−t′|/2τ cos

[
ω|t− t′|+ φp

]
. (4.106)

Resumiendo, la estructura general de las funciones de Hadamard vectoriales es

〈
Xj

α (p, t)X
k
β

(
q, t′

)〉
= (2π)3 δ (p+ q)P jk [p]C1αβe

−|t−t′|/2τ ×

× cos
[
ω|t− t′| − φ1αβ

] (
sign

(
t− t′

))qαβ (4.107)

y las distintas combinaciones se encuentran en la Tabla 4.2.

Funciones de Hadamard tensoriales

La correlación que resta es trivial. Tiene la estructura

〈
ZTT

jk (p, t)ZTT
lm

(
q, t′

)〉
= (2π)3 δ (p+ q)STT

jklm [p]G1ZTTZTT

(
p, t− t′

)
(4.108)
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donde Sjklm
TT está de�nida en (4.97) y

G1ZTTZTT
= N

(
2α

aT 5
0

)2 τ

2
e−|t−t′|/τ

=
2

σT 3
0

e−|t−t′|/τ . (4.109)

Antes de continuar es importante asegurar que en el límite τ → 0, en el que recuperamos la

Hidrodinámica de Landau-Lifshitz, las �uctuaciones hidrodinámicas también converjan a las de

Landau-Lifshitz. En efecto en este límite podemos aproximar

G1ZTTZTT
=

4τ

σT 3
0

δ
(
t− t′

)
. (4.110)

A su vez la autocorrelación de la parte tensorial del EMT viscoso (ecuación (3.40)) es

〈
ΠTT

jk (p, t)ΠTT
lm

(
q, t′

)〉
= α2σ2T 8

0

〈
ZTT

jk (p, t)ZTT
lm

(
q, t′

)〉
= (2π)3 δ (p+ q)STT

jklm [p] 4T0 η δ
(
t− t′

)
(4.111)

donde hemos usado la relación (3.48). Así vemos que cuando τ → 0 recuperamos la proyección

tensorial en el espacio de Fourier de las �uctuaciones hidrodinámicas de Landau-Lifshitz [63, 64]

de�nidas en la ecuación (2.65).

4.3. Fluctuaciones no lineales alrededor del equilibrio

El objetivo de esta sección es calcular el impacto que tienen las �uctuaciones térmicas en el

régimen no lineal sobre las funciones de correlación de la teoría. En este sentido es vital contar con

los métodos funcionales y de teoría de campos fuera de equilibrio ya que tenemos un estructura

clara que organiza las interacciones orden por orden en términos de diagramas de Feynman.

Particularmente calculamos las correcciones a un lazo para las correlaciones tensoriales de la

sección anterior y aplicamos los resultados para derivar las �uctuaciones correspondientes a las

densidades de energía y entropía. Para ello debemos conocer los términos cúbicos de la acción

`clásica' (4.47).

Si pensamos en las RHICs, surge la pregunta ¾en qué etapa de la evolución son relevantes
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las correcciones provenientes de los lazos? Más abajo argumentamos (ecuación (4.153))que la

condición, en términos de la escala de energía, para que las correcciones sean signi�cativas es

p > pT ∼ T0 (T0τ)
−3/8.Como trabajamos en el régimen τ → ∞, esto implica que las correlaciones

espaciales para tiempos iguales son no triviales para distancias r < p−1
T < cV τ < τ . Estas son

las escalas relevantes en las etapas más tempranas de las RHICs.

4.3.1. Términos cúbicos en la acción `clásica'

Para hallar las correcciones a las correlaciones tensoriales no son necesarios todos los términos

cúbicos. En principio no requerimos los términos que no tengan modos tensoriales. Entre los que

contienen modos tensoriales, distinguimos según

a) Términos que sólo contienen YTTjk (−p, t). Naturalmente se dividen en dos

SYTT
= SYTTV V + SYTTV ZT

(4.112)

con

SYTTV V = −5aT 5
0

2ατ

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
Djkrs (p, q)YTT

jk (−p, t)V r (p− q, t)V s (q, t)

SYTTV ZT
= −aT 5

0

α

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
Ejkrs (p, q)YTT

jk (−p, t)V r (p− q, t)ZT
s (q, t)(4.113)

y

Djkrs (p, q) = δrkδjs

Ejkrs (p, q) =
(
q2 + plq

l
)
δsjδkr + qk (δjspr + psδjr) . (4.114)

b) Términos que sólo contienen ZTTlm (q, t). También se separan en

SZTT
= SYTV ZTT

+ SY ZTZTT
(4.115)
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con

SYTV ZTT
=

aT 5
0

α

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
Frslm (p, q)YT

r (−p, t)V s (p− q, t)ZTT
lm (q, t)

SY ZTZTT
= −σT 4

0

∫
dt

d3p

(2π)3
d3q

(2π)3
Grslm (p, q)Y r (−p, t)ZT

s (p− q, t)ZTT
lm (q, t)(4.116)

y

Frslm (p, q) =
3

4
α2p2δmrδls + 2plδmrps + pmplδrs

Grslm (p, q) = pm

(
(p− q)r δls + (p− q)l δrs

)
+ δrm

(
ps (p− q)l + pk (p− q)k δsl

)
.(4.117)

Tampoco necesitaremos conocer la forma explícita de los siguientes términos restantes:

c) Términos que contienen ambos YTTjk (−p, t) y ZTTlm (q, t),

d) Términos cuadráticos en ZTTlm (q, t).

El objetivo de la sección completa es calcular las correcciones no lineales a las correlacio-

nes tensoriales. Teniendo en mente que la dinámica de las correlaciones causales se basa en la

ecuación (4.37) y que las funciones de Hadamard se extraen de la ecuación (4.39), necesitare-

mos calcular por un lado la autoenergía (∼ δΓ/δ ⟨YTTZTT⟩) y por el otro el núcleo de ruido

(∼ δΓ/δ ⟨YTTYTT⟩).

4.3.2. Autoenergía para modos tensoriales

La expresión para el cálculo de la autoenergía para los modos tensoriales es

Σjklm

(
−p, q, t− t′

)
= 2

δΓQ

δ
〈
YTT

jk (−p, t)ZTT
lm (q, t′)

〉 (4.118)

Podemos dividir esta expresión en dos contribuciones, una sólo con propagadores vectoriales en

las líneas internas y otro con propagadores que tenga un modo vectorial y un modo tensorial.

Nuestra �nalidad es deducir la dependencia de la autoenergía y el núcleo de ruido con respecto

a momento p. Como los propagadores tensoriales al orden más bajo son independientes del

momento, los diagramas de Feynman que los contengan también serán independientes de p. Por

este momento no los vamos a considerar.

La autoenergía para los modos tensoriales sólo con propagadores vectoriales en las líneas
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internas es

Σ
(V )
jklm

(
−p, q, t− t′

)
= i

〈
δ (SYTTV V + SYTTV ZT

)

δYTT
jk (−p, t)

δ (SYTV ZTT
+ SY ZTZTT

)

δZTT
lm (q, t′)

〉
(4.119)

donde se entiende que luego de calcular la derivada funcional es necesario volver a aplicar el

proyector tensorial. Los términos que involucran SYTTV V están suprimidos por una potencia de

τ y por ende no los calculamos. Comencemos con

Σ
(V 1)
jklm

(
−p, q, t− t′

)
= i

〈
δSYTTV ZT

δYTT
jk (−p, t)

δSYTV ZTT

δZTT
lm (q, t′)

〉
= −i

a2T 10
0

α2

∫
d3q′

(2π)6
d3p′

(2π)6
Ejkrs

(
p, q′

)
Fuvlm

(
p′, q

)
{〈

V r
(
p− q′, t

)
YT

u
(
−p′, t′

)〉 〈
ZT

s
(
q′, t

)
V v

(
p′ − q, t′

)〉
+

〈
V r

(
p− q′, t

)
V v

(
p′ − q, t′

)〉 〈
ZT

s
(
q′, t

)
YT

u
(
−p′, t′

)〉}
(4.120)

La expresión Σ
(V 1)
jklm es nula a menos que t ≥ t′, por lo cual asumimos esta condición. Además,

como �nalmente vamos a evaluar las correlaciones para tiempos iguales descartamos la segunda

línea del lado derecho de (4.120) ya que se anula cuando t = t′. El diagrama correspondiente al

término relevante se muestra en la Figura 4.1. Nos queda entonces

Σ
(V 1)
jklm

(
−p, q, t− t′

)
=

9αaT 2
0

16σ
δ (p− q) (2π)−6e−(t−t′)/τΘ(t− t′)σ

(V 1)
jklm (4.121)

donde

σ
(V 1)
jklm =

∫
d3q′ Ejkrs

(
p, q′

)
Fuvlm

(
q′, p

)
P rv

[
p− q′

]
P su

[
q′
]

|p− q′|
q′ωq′ωp−q′

cos
[
ωp−q′

(
t− t′

)
− φp−q′

]
cos

[
ωq′

(
t− t′

)
+ φq′

]
(4.122)

Por análisis dimensional vemos que la autoenergía tiene unidades de T 4 y σ
(V 1)
jklm tiene unidades

de p5.

Para obtener la verdadera autoenergía debemos volver a proyectar sobre las componentes

transversas, simétricas y sin traza en jk y lm. Si asumimos p completamente en la dirección z,

sólo necesitamos calcular σ
(V 1)
abcd , donde los índices corren de 1 a 2. Como no hay una dirección
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Figura 4.1: Diagrama que representa la corrección a un lazo de la autoenergía proveniente de
(4.120). Aquí sólo consideramos el término que es no nulo en el límite t → t′. En las líneas
externas tenemos un campo físico Z ′

TT y un campo auxiliar YTT ambos tensoriales. En las líneas
internas encontramos los propagadores vectoriales ⟨V V ′⟩ y ⟨ZTY

′
T⟩.

ortogonal privilegiada obtenemos

σ
(V 1)
abcd = Aδacδbd +Bδadδbc + Cδabδcd (4.123)

La simetrización en ab nos lleva a

σ
(V 1)
abcd → 1

2
(A+B) (δacδbd + δadδbc) + Cδabδcd (4.124)

y al remover la traza en ab obtenemos

σ
(V 1)
abcd → (A+B)STTabcd

1

2
(δacδbd + δadδbc − δabδcd) (4.125)

donde STTabcd es el proyector (4.97) evaluado en el caso en que p se encuentra en la dirección z

(i = 3). Esto signi�ca que la autoenergía física toma la forma

Σ
(V 1)
ijlm

(
−p, q, t− t′

)
=

9αaT 2
0

16σ
δ (p− q) (2π)−6e−|t−t′|/τΘ(t− t′)σ

(V 1)
physSTTijlm (4.126)

con

σ
(V 1)
phys =

1

2

∫
d3q′ W

[
p, q′

] |p− q′|
ωp−q′

cos
[
ωp−q′

(
t− t′

)
− φp−q′

]
cos

[
ωq′

(
t− t′

)
+ φq′

]
(4.127)
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y

W
[
p, q′

]
=

1

q′ωq′
STT

ijkl [p]Ejkrs

(
p, q′

)
Fuvlm

(
q′, p

)
P rv

[
p− q′

]
P su

[
q′
]
. (4.128)

Como hemos visto, las ecuaciones `clásicas' para los correladores (4.88, 4.92, 4.98) son lo-

cales en el tiempo. Para proceder con el cálculo vamos a asumir que las correcciones a dichas

ecuaciones que provienen de los lazos también deben ser locales en el tiempo. Por lo tanto sólo

nos ocuparemos de los términos de la autoenergía y del núcleo de ruido que son proporcionales

a δ (t− t′). Dado que los propagadores son funciones regulares, cualquier término singular sólo

puede ser resultado del comportamiento de la región UV del dominio de integración. En esta

región |q′| es asintóticamente grande y tanto ωq′ como ωp−q′ son reales.

En principio diferentes esquemas hidrodinámicos como rBRSSS [4, 27], DNMR [58], Hidro-

dinámica Anisótropa [8] o las DTTs, puede llevar a distintos comportamiento UV y, además,

podemos adoptar diferentes procedimientos para regularizar la contribución UV en los diagra-

mas de Feynman. Por lo tanto, la discusión y resultados que siguen están basados en nuestra

elección: DTTs y regularización dimensional.

Para calcular σ
(V 1)
phys sólo retenemos los términos que varían lentamente y que no son nulos en

el límite de coincidencia

cos
[
ωp−q′

(
t− t′

)
− φp−q′

]
cos

[
ωq′

(
t− t′

)
+ φq′

]
≃ 1

2
cos

[(
ωp−q′ − ωq′

) (
t− t′

)]
cos

[
φp−q′

]
cos

[
φq′

]
. (4.129)

Entonces

σ
(V 1)
phys ≈ 1

4

∫
d3q′ W

[
p, q′

] |p− q′|
ωp−q′

cos
[ (

ωp−q′ − ωq′
) (

t− t′
)]

cos
[
φp−q′

]
cos

[
φq′

]
. (4.130)

Nuevamente asumimos que pj = (0, 0, p) y así ωp−q′ −ωq′ se anula cuando q′ = (qT , p/2), con qT

en el plano x, y. Es conveniente escribir q′ = (qT , p/2 + δq3) para obtener

ωp−q′ − ωq′ ≈ −
c2V p

ωq′
δq3 , (4.131)

donde aparezca q′ explícitamente vale q′ = (qT , p/2). Luego de evaluar δq3 = 0 en los prefactores
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podemos integrar sobre δq3 para obtener la parte singular de la autoenergía

σ
(V 1)
phys ≈ π

2 c2V
δ
(
t− t′

) ∫
d2qT W

[
p, q′

] q′
p
cos2

[
φq′

]
. (4.132)

En el límite de propagación libre que asumimos, τ → ∞ (α → 0), podemos aproximar

cos2
[
φq′

]
=

1 + cos
[
2φq′

]
2

= 1− 1

4ω2
q′τ

2
≈ 1 . (4.133)

Para continuar debe calcular J (V 1) descartando términos de orden α2. En efecto

J (V 1) =
π

2 c2V

∫
d2qT W

[
p, q′

] q′
p

=
π

2 p c3V

∫
d2qT

[
−q8T + 5

8 q
6
T p2 − 1

8 q
4
T p4 + 17

128 q
2
T p6

](
q2T + p2

4

)2 (
q2T + p2

4 − 1
4c2V τ2

)1/2
. (4.134)

Básicamente tenemos integrales de la forma

s(n)(p) =

∫
d2qT

(
q2T

)n(
q2T + p2

4

)2 (
q2T + p2

4 − 1
4c2V τ2

)1/2

=
Γ[5/2]

Γ[2]Γ[1/2]

∫ 1

0
dx (1− x)x−1/2

∫
d2qT q2nT(

q2T + p2

4 − x
4c2V τ2

)5/2
. (4.135)

Estas integrales puede calcularse dentro del esquema de regularización dimensional en D = 2− ϵ

dimensiones. Siguiendo las referencias [119, 120] se obtiene

sn(p) = π1−ϵ/2Γ[1− ϵ/2 + n]Γ[3/2 + ϵ/2− n]

Γ[2]Γ[1/2]Γ [1− ϵ/2]

µϵ

∫ 1

0
dx (1− x)x−1/2

[
1

4

(
p2 − x

c2V τ
2

)]n−ϵ/2−3/2

. (4.136)

El límite ϵ → 0 es regular para cualquier n entero y por ello tomamos directamente ϵ = 0 (D = 2).

Finalmente, aplicando una vez más el límite τ → ∞, llegamos a

J (V 1) =
493π2

480

p4

c3V
(4.137)
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y entonces

Σ
(V 1)
ijlm

(
−p, q, t− t′

)
=

493
√
3π2

2560

1

(2π)6
a T 2

0 p4

c2V σ
δ (p− q) δ(t− t′)STTijlm(p) (4.138)

Ahora consideremos el diagrama restante

Σ
(V 2)
jklm

(
−p, q, t− t′

)
= i

〈
δSYTTV ZT

δYTT
jk (−p, t)

δSY ZTZTT

δZTT
lm (q, t′)

〉
. (4.139)

En la Figura 4.2 se muestra la representación grá�ca del término que es no nulo cuando t = t′.

Repitiendo los mismos pasos que en el caso anterior se obtiene

Σ
(V 2)
jklm

(
−p, q, t− t′

)
= −

aT 2
0 c

2
V e

−(t−t′)/τ

(2π)6ασ
Θ(t− t′)δ(p− q)σ

(V 2)
phys(p, t− t′)STTjklm(p). (4.140)

y

σ
(V 2)
phys(p, t− t′) ≃ π

2 c2V
δ(t− t′)

∫
d2k⊥
pωk

[
1
2k

8
⊥ + k6⊥p

2 + 9
32k

4
⊥p

4 + 9
64k

2
⊥p

6 − 3
128p

8
](

k2⊥ + p2

4

)2 (4.141)

Aplicando las integrales (4.136) y tomando el límite τ → ∞, queda

σ
(V 2)
phys(p, t− t′) =

17π2

60

p4

c3V
δ(t− t′) (4.142)

y así

Σ
(V 2)
jklm

(
−p, q, t− t′

)
= −17

√
3

240

π2

(2π)6
a T 2

0 p4

c2V σ
δ (p− q) δ(t− t′)STTjklm(p) (4.143)

La autoenergía física para los modos tensoriales inducida por �uctuaciones vectoriales, en el

límite τ → ∞, es

Σ
(V )
jklm

(
−p, q, t− t′

)
=

γΣ
(2π)3

√
3 a T 2

0 p4

4 c2V σ
δ (p− q) δ(t− t′)STTjklm(p) (4.144)

con

γΣ =
187

384

π2

(2π)3
. (4.145)
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Figura 4.2: Diagrama que representa la corrección a un lazo de la autoenergía proveniente de
(4.139). Aquí sólo consideramos el término que es no nulo en el límite t → t′. En las líneas
externas tenemos un campo físico Z ′

TT y un campo auxiliar YTT ambos tensoriales. En las líneas
internas encontramos los propagadores vectoriales ⟨V Y ′

T⟩ y ⟨ZTZ
′
T⟩

.

4.3.3. Núcleo de ruido para los modos tensoriales

El cálculo del núcleo de ruido comienza con la expresión

Njklm

(
−p, q, t− t′

)
= −2i

δΓQ

δ
〈
YTT

jk (−p, t)YTT
lm (q, t′)

〉 (4.146)

Por los mismos argumentos que expusimos al desarrollar la autoenergía en la ecuación (4.118),

la contribución relevante al núcleo de ruido es

N
(V )
jklm

(
−p, q, t− t′

)
=

〈
δ (SYTTV V + SYTTV ZT

)

δYTT
jk (−p, t)

δ (SYTTV V + SYTTV ZT
)

δYTT
lm (q, t′)

〉
(4.147)

Los términos que involucran SYTTV V se encuentran suprimidos por una potencia τ y por ello

los descartamos. Así el núcleo de ruido es

N
(V )
jklm

(
−p, q, t− t′

)
=

〈
δSYTTV ZT

δYTT
jk (−p, t)

δSYTTV ZT

δYTT
lm (q, t′)

〉
. (4.148)

El diagrama que representa la corrección al núcleo de ruido tensorial (4.148) se muestra en la

Figura 4.3. Al igual que con la autoenergía, buscamos la parte singular en el tiempo del núcleo

de ruido. Para el cálculo seguimos los mismos pasos de la sección anterior y obtenemos

N
(V )
jklm

(
−p, q, t− t′

)
=

γN
(2π)3

3 a2 T 4
0 p4

4 c3V σ2
δ(p− q) δ(t− t′)STTjklm(p) (4.149)
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Figura 4.3: Diagrama correspondiente a la corrección del núcleo de ruido tensorial a un lazo,
ecuación (4.148). Sólo consideramos el término que es no nulo en el límite t → t′. En las líneas
externas tenemos dos campos auxiliares tensoriales YTT y Y ′

TT. En las líneas internas sólo en-
contramos los propagadores térmicos vectoriales ⟨V V ′⟩ y ⟨ZTZ

′
T⟩.

con

γN =
73π2

320 (2π)3
. (4.150)

4.3.4. Correlaciones tensoriales no lineales

Para hallar la ecuación dinámica para el propagador causal de los modos tensoriales corregida

a un lazo debemos agregar el término singular de la autoenergía a la ecuación `clásica' (4.98).

En efecto
aT 5

0

2α

[
d

dt
+

1

τ1

]
GZTTYTT

= δ
(
t− t′

)
(4.151)

donde
1

τ1
=

1

τ

[
1 + γΣ

(
p

pT

)4
]
. (4.152)

y

pT =

(
cV σT

3
0

τ

)1/4

=

(
p3L
cV τ

)1/4

, (4.153)

con pL en (4.27), el valor máximo de p para el cual la expansión en lazos es consistente. Como

cV τ ∼
√
τ/T , en el límite τ → ∞, obtenemos que pT ≪ pL.

Notemos que el efecto de las correcciones no lineales a un lazo en la ecuación (4.151) es

renormalizar el tiempo de relajación, el cual adquiere una dependencia con la escala p según

(4.152). Por lo tanto el propagador causal para los modos tensoriales que sin correcciones era
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(4.99), ahora se convierten en

GZTTYTT
=

2α

aT 5
0

e−(t−t′)/τ1Θ
(
t− t′

)
. (4.154)

Del mismo modo la función de Hadamard `vestida', análoga a (4.109), ahora es

G1ZTTZTT
=

[
N + γN

3 a2 T 4
0 p4

4c3V σ2

](
2α

aT 5
0

)2 τ1
2
e−|t−t′|/τ1

=
2

σT 3
0

e−|t−t′|/τ1 τ1
τ

[
1 + γN

(
p

pT

)4
]
. (4.155)

Dentro del régimen de `incompresibilidad' asumido o equivalentemente en la aproximación de

propagación libre (ver Sección 3.2), tenemos dos rangos de interés p ≪ pT y pT ≪ p < pL. Para

el primero recuperamos un espectro espacialmente plano en (4.109) y para el segundo obtenemos

G1ZTTZTT
=

4τ

σT 3
0

(τ1
τ

)2
[
1 + γN

(
p

pT

)4
]
δ(t− t′) (4.156)

=
4 γN
γ2Σ

cV
p4

δ
(
t− t′

)
. (4.157)

El análisis previo muestra claramente una transición de un espectro plano para p ≪ pT a una

ley de potencias p−4 para pT ≪ p < pL.

4.3.5. Fluctuaciones en la entropía y el EMT

Con las correlaciones ya calculadas es fácil hallar las �uctuaciones del EMT, la densidad

de energía y la densidad de entropía. Dado que para longitudes de onda larga recuperamos las

�uctuaciones de Landau-Lifshitz para Πµν
TT (ecuación 4.111), aquí sólo citamos la expresión para

el rango pT ≪ p < pL. En efecto

〈
ΠTT

jk (p, t)ΠTT
lm

(
q, t′

)〉
= (2π)3

16 γN
3 γ2Σ

c3V σ
2T 8

0

p4
δ (p+ q)STT

jklm [p] δ
(
t− t′

)
(4.158)

Por otra parte la contribución de los modos tensoriales a la densidad de energía es

ρ = σT 4
0

[
1 +

7

4
ZTT

jkZTTjk

]
. (4.159)
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Para calcular el valor de expectación de ZTT
jkZTTjk para tiempos iguales usamos la forma

completa, ecuación (4.155), y llegamos a

⟨ρ⟩ = σT 4
0

1 + 7

σT 3
0

∫
d3p

(2π)3

1 + γN

(
p
pT

)4

1 + γΣ

(
p
pT

)4

 (4.160)

El espectro es plano en ambos regímenes p ≪ pT y pT ≪ p < pL, pero en el último la amplitud

disminuye por un factor
γN
γΣ

≈ 0,47. (4.161)

Por último, podemos estimar el espectro de las �uctuaciones de entropía de un forma similar.

La densidad de entropía es

s =
4

3
σT 3

0

[
1 +

9

8
ZTT

jkZTTjk

]
(4.162)

y por lo tanto

⟨s⟩ = 4

3
σT 3

1 + 9

2σT 3
0

∫
d3p

(2π)3

1 + γN

(
p
pT

)4

1 + γΣ

(
p
pT

)4

 . (4.163)

Como aclaramos anteriormente estos espectros son los inducidos por los modos tensoriales úni-

camente, la energía y entropía completas tendrán contribuciones de los modos vectoriales.

Estos espectros no triviales muestran que existe una redistribución concreta de la entropía

entre los modos de longitud de onda corta debido a efectos no lineales. Aunque este análisis no

nos permite determinar la dirección de los �ujos de energía y entropía, el hecho de que cuando se

alcanza el equilibrio el espectro de longitud de onda corta tiene una amplitud menor con respecto

al caso lineal sugiere la existencia de una cascada inversa de entropía [112].
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Parte II

Fluidos relativistas y cosmología





Capítulo 5

Universo muy temprano y evolución de

perturbaciones

El modelo estándar de la cosmología actual se lo denomina ΛCDM [121, 122]. Representa un

universo espacialmente plano que, además de contener los constituyentes del Modelo Estándar

de partículas (SM por sus siglas en inglés), está formado por materia oscura fría y energía oscura

(o constante cosmológica) y veri�ca la siguiente concatenación de etapas: In�ación, Recalenta-

miento, Dominio de la Radiación, Dominio de la Materia y �nalmente Dominio de la Energía

Oscura hasta hoy [123].

5.1. Primeras etapas del Universo: In�ación y Recalentamiento

Para los tiempos posteriores a la época de Planck, la Relatividad General es una teoría

adecuada para modelar el Universo. En el modelo cosmológico estándar se asume que esta etapa

comienza con un período denominado In�ación en el cual el universo experimenta una violenta

expansión exponencial1. Existen distintos modelos de In�ación, en los más simples el contenido

de energía fundamental es un campo escalar llamado in�atón ϕ con un potencial particular V (ϕ).

Una variable central en la evolución del universo es la constante de Hubble H = ȧ/a, con a

el factor de escala que mide el tamaño relativo del universo y ȧ indica la derivada con respecto al

1El período de In�ación es necesario para resolver el llamado problema del horizonte [121] y a su vez explicar
por ejemplo el problema de naturalidad de la planitud espacial.
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tiempo físico t. La ecuación que determina esta variable se la denomina ecuación de Friedmann2

y es, para un universo espacialmente plano

H2 =
1

3M2
pl

ρ , (5.1)

donde ρ es la densidad de energía del contenido del universo. Durante el período de In�ación la

densidad de energía es ρ = ϕ̇2/2 + V [ϕ].

La expansión exponencial se establece cuando H es constante. Los modelos de In�ación de

tipo `rodadura lenta' generan dicha condición a partir de asumir que el in�atón evoluciona sobre

un potencial V [ϕ] aproximadamente constante mientras los términos cinéticos, vinculados a ϕ̇, y

la aceleración del campo ϕ̈ se mantienen despreciables. En particular la contribución del término

cinético a la densidad de energía es despreciable ϕ̇2/2 ≪ ρ. A su vez esta condición sólo persistirá

si la aceleración también es pequeña, es decir que
∣∣∣ϕ̈∣∣∣ ≪ ∣∣∣Hϕ̇

∣∣∣. Estas condiciones nos llevan a

que la ecuación de Friedmann (5.1) sea

H2 ≈ V

3M2
pl

. (5.2)

La primera aproximación que puede hacerse para simpli�car la dinámica es asumir que el po-

tencial es estrictamente constante con lo cual, según la ecuación (5.2), el parámetro de Hubble

es constante H = Hinf determinado por el valor del potencial V . Como Hinf = cte la acele-

ración es exactamente exponencial a ∼ exp (Hinft) y caracteriza un espacio de de Sitter. Bajo

estas aproximaciones la densidad de energía es ρ = V = cte y su relación con la presión cumple

p = −ρ = −V .

Un problema que surge inmediatamente es que In�ación debe terminar en algún momento y

dar paso al universo térmico dominado por la radiación. Nuevamente la respuesta parece estar en

la forma del potencial. Se asume que en algún momento el potencial constante y las condiciones

de `rodadura lenta' dejan de valer y el in�atón evoluciona hacia el mínimo de potencial. La

dinámica del in�atón cerca del mínimo de potencial establece un régimen oscilatorio alrededor

del valor de expectación de vacío. En este proceso de �nalización de In�ación, toda la energía del

in�atón debe transferirse a los campos del SM en un proceso que se denomina Recalentamiento.

2Existen dos ecuaciones de Friedmann, una para ȧ (la primera) y otra para ä (la segunda). Aquí mostramos
sólo la primera.
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Al día de hoy no existe una teoría de Recalentamiento uni�cada y completa, aunque se han

logrado muchos avances [124]. La descripción cualitativa del proceso indica que el in�atón debe

acoplarse de alguna forma con los campos de materia del SM. En consecuencia su decaimiento

oscilatorio hacia su estado de vacío produce partículas en cada oscilación mediante un efecto no

perturbativo llamado resonancia paramétrica. El acoplamiento in�atón-SM puede ser directo o

darse a través del acoplamiento mínimo cuyo intermediario es el campo gravitatorio. Una vez

creadas las partículas fundamentales, la interacción entre ellas permite su termalización. El �n de

este proceso da lugar a un estado de radiación térmica con temperatura Tγ y marca el comienzo

de la época dominada por la radiación.

Recientemente [125, 126, 127] se encontró que, desde el comienzo de Recalentamiento, la

ecuación de estado se transforma en la de radiación p = ρ/3 en un período de tiempo muy corto.

Todavía no queda claro el período de tiempo en el cual se alcanza el equilibrio químico y �nal-

mente termodinámico. Sin embargo, si la idea no es estudiar explícitamente Recalentamiento,

una hipótesis sensata que simpli�ca muchísimo la conexión entre In�ación y Radiación es consi-

derar una etapa de Recalentamiento instantánea y completamente efectiva. Mediante la ecuación

de Friedmann (5.1) podemos relacionar la constante de Hubble durante la In�ación Hinf con la

temperatura de Recalentamiento Tγ , que indica el comienzo del dominio de la radiación, como

H2
inf =

π2g∗(Tγ)T
4
γ

90M2
pl

(5.3)

donde g∗(Tγ) representa la cantidad de grados de libertad del SM que son relativistas a la

temperatura Tγ .

El conjunto de todas las partículas fundamentales interactuando a energía relativistas se lo

denomina plasma primordial y se describe efectivamente como un �uido ideal cuya ecuación de

estado es p = ρ/3. Es interesante notar que considerar las perturbaciones de este estado es vital

para modelar precisamente el Fondo Cósmico de Radiación (CMB por sus siglas en inglés) y

la formación de estructuras a gran escala. En efecto la descripción efectiva más adecuada será

considerar un �uido ideal de fondo e incluir tanto perturbaciones en las variables hidrodinámicas

como perturbaciones vinculadas efectos no ideales: disipativos, difusivos, etc.
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5.2. Perturbaciones alrededor del Universo isótropo y homogéneo

Nuestro universo no es estrictamente isótropo y homogéneo. La distribución de galaxias,

cúmulos y super cúmulos muestra que el principio cosmológico es sólo una buena aproximación

para las escalas más grandes que observamos. El grado de inhomogeneidades, de anistropías y

el contraste de densidades aumentó con la evolución del universo. De hecho el grado relativo de

anisotropías en la temperatura durante Recombinación fue del orden de 10−5 y se considera que

sobre estas �uctuaciones se desarrollaron todas las estructuras que observamos hoy. De modo

que resulta necesario conocer tanto el origen de estas �uctuaciones como su evolución.

El estudio de las perturbaciones alrededor de un universo isótropo y homogéneo, compatible

con el prinicipio cosmológico, brinda información vital para conocer la naturaleza de nuestro

universo y comprender mejor las observaciones que se han obtenido en las últimas décadas.

En efecto hoy entendemos que la estructura del universo es el resultado de la evolución de las

perturbaciones tanto de materia o energía como de la geometría a partir de ciertas condiciones

iniciales determinadas por �uctuaciones cuánticas durante In�ación [121, 128].

Parte de la clave del éxito de la cosmología moderna fue desarrollar la teoría sobre la creación

y evolución de las perturbaciones y conectarlas con las observaciones de alta precisión, desde las

�uctuaciones en el CMB hasta las estructuras de materia como las galaxias, cúmulos de galaxias

y super cúmulos.

El esquema en el que estudiamos estas perturbaciones propone el siguiente ansatz para la

ecuación de Einstein

G(0)µν + δGµν =
1

M2
pl

[
T (0)µν + δTµν

]
. (5.4)

Las cantidades δGµν y δTµν representan las perturbaciones del tensor de Einstein y el EMT

alrededor de sus expresiones isótropas y homogéneas G(0)µν y T (0)µν respectivamente [128]. Como

es usual T (0)µν corresponde a un �uido ideal de�nido por las variables hidrodinámicas densidad

de energía ρ, presión p y cuadrivelocidad uµ según la expresión (2.8). El término δTµν estará

determinado no sólo por las perturbaciones de las variables hidrodinámicas sino que ahora es

posible (y necesario) agregar términos vinculados a los efectos de �uidos no ideales. A saber

δTµν = (δρ+ δp)u(0)µ u(0)ν + δp g(0)µν + 2 (ρ0 + p0)u
(0)
(ν δuµ) + p0 δgµν +Πµν , (5.5)
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con Πµν el tensor de esfuerzos viscosos a primer orden. La perturbación en el tensor de Einstein

puede escribirse en términos de la métrica perturbada, según gµν = g(0)µν + δgµν con g(0)µν =

a2(η) ηµν , η el tiempo conforme que cumple dη = dt/a y ηµν la métrica de Minkowski. Por su

parte δgµν tiene 10 grados de libertad y puede expresarse según

δgµν = a2(η)

A Bi

Bi Eij

 , (5.6)

con Eij un tensor simétrico.

La relación de orden cero G(0)µν = T (0)µν/M2
pl da lugar a las conocidas ecuaciones de Fried-

mann. A su vez la ecuación ∇(0)
µ T (0)µν = 0 será la ecuación de conservación usual del �uido ideal.

Por otra parte la dinámica de las perturbaciones a primer orden está determinada por la relación

δGµν =
1

M2
pl

δTµν (5.7)

y por las ecuaciones de conservación propias del �uido

δ (∇µT
µν) = 0 . (5.8)

Es conveniente implementar una descomposición escalar (spin-0), vectorial (spin-1) y tensorial

(spin-2) (SVT por sus siglas en inglés) de todos los grados de libertad y ecuaciones (5.5)-(5.8)

para desacoplar cada uno de estos sectores entre sí. A la hora de elegir explícitamente los grados

de libertad debemos tener en cuenta la libertad de gauge propia de los cambios de coordenadas

en Relatividad General. Existen dos opciones válidas, una es �jar el gauge con alguna condición

ad-hoc y otra es la construcción de variables invariantes de gauge y deducir su dinámica [128].

En cualquier caso seguiremos teniendo perturbaciones de los tres tipos.

Dentro de las perturbaciones escalares encontramos las densidades de materia y radiación y

los potenciales gravitatorios. Este sector es el que describe las futuras estructuras de gran escala

como galaxias y cúmulos de galaxias. Al estudiar su evolución encontramos que, para ciertas

escalas, las pequeñas �uctuaciones de densidad de materia iniciales se ampli�can primero en un

régimen lineal y luego a través de un colapso gravitatorio no lineal. Estas estructuras colapsadas

son las que formarán los cúmulos de galaxias. A su vez las perturbaciones vectoriales de la
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métrica y del �uido, como la vorticidad, decaen rápidamente conforme se expande el universo en

la mayoría de los escenarios.

Las pertubaciones tensoriales son invariantes de gauge por construcción. Por parte de la

métrica tenemos las ondas gravitatorias (GW por sus siglas en inglés) que denotamos hij y

provienen de la parte tensorial del tensor Eij de la ecuación (5.6). Por parte del �uido tenemos

ΠTT
ij , la parte espacial transversal y sin traza del tensor de esfuerzos anisótropo Πµν en la ecuación

(5.5). Suele argumentarse que a primer orden el �uido no exhibe este tipo de perturbaciones

debido a que los desarrollos hidrodinámicos convencionales no contemplan este tipo de modos.

En ese caso las GW evolucionan libremente sin acoplarse al �uido. Por el contrario en el Capítulo

6 estudiamos particularmente la evolución de las GW en presencia de un �uido con modos

tensoriales provenientes del tensor de esfuerzos anisótropo que modela los efectos viscosos.

En cualquier caso se obtienen ecuaciones en derivadas parciales linealizadas y en consecuencia

es útil hacer una expansión en modos de Fourier para obtener la dinámica para cada modo k por

separado como función del tiempo. En la mayoría de las ecuaciones se distinguen dos regímenes

con comportamientos cualitativamente diferentes:

k ≪ aH = H → λphys ≫ H super−Hubble , (5.9)

k ≫ aH = H → λphys ≪ H sub−Hubble , (5.10)

aquí k es el número de onda comóvil, λphys es la longitud de onda física, H la constante de

Hubble y H la constante de Hubble comóvil. En esta tesis la nomenclatura super-Hubble será

equivalente a super-horizonte (idem para sub-Hubble). En la Figura 5.1 se muestra tanto la

evolución de las longitudes de onda físicas (o distancias físicas) como del radio de Hubble H−1

en función del factor de escala a junto con las condiciones (5.9) y (5.10). Por ejemplo, en el

escenario convencional, los modos de las perturbaciones tensoriales de la métrica (i.e. las GW)

se vuelven constantes al salir del horizonte durante In�ación y permanecen constantes en su

evolución mientras están fuera del horizonte. Una vez que reingresan al horizonte comienzan a

oscilar y decaer. Incluso el decaimiento depende de si el modo vuelve a entrar al horizonte durante

la etapa dominada por la radiación o por la materia, λ y λRec en la Figura 5.1 respectivamente.

La Figura 5.1 permite entender distintas cuestiones sobre la importancia de In�ación a la

hora de de�nir las condiciones iniciales de las perturbaciones. En primera instancia vemos que
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Figura 5.1: Esquema representativo de la evolución de las longitudes de onda físicas λphys y del
horizonte de Hubble local H−1 en función del factor de escala a. Asumimos una primera etapa de
In�ación que �naliza en el momento FdI, Recalentamiento instantáneo, Dominio de Radiación,
Igualdad y Dominio de Materia (en este esquema ignoramos la etapa dominada por la energía
oscura). Vemos cómo una escala física λ que en el pasado lejano es sub-horizonte, en algún
momento durante In�ación sale del horizonte gracias a queHinf = cte. Todas las escalas de interés
cumplen λ ≫ λHinf

y por lo tanto en el momento FdI son super-horizonte. Eventualmente vuelven
a entrar al horizonte en tiempos posteriores. Las escalas más grande reingresan al horizonte más
tarde. Por ejemplo λRec corresponde a la escala que en Recombinación tiene el tamaño del
horizonte y λU.Obs es aproximadamente la longitud del Universo observable hoy.

las longitudes de onda de un cierto modo siempre evolucionan proporcionales al factor de escala

λphys ∼ a. Por otra parte el escaleo del horizonte local H−1 (o radio de Hubble) depende de

la etapa que consideremos. Para el modelo de In�ación más simple H−1 = cte, mientras que

para el dominio de la radiación y materia H−1 escalea como a2 y a3/2 respectivamente3. Por lo

tanto cualquier perturbación creada durante In�ación con longitud de onda λ se transforma en

super-horizonte para luego volver a entrar al horizonte en tiempos posteriores cuando domina la

radiación o la materia.

En la actualidad las escalas físicas de interés cosmológico corresponden a distancias λ ≫ λHinf

según observamos en la Figura 5.1. En el �n de In�ación (FdI) todas esas longitudes de onda

3Estamos descartando el análisis sobre la época dominada por la energía oscura debido a que es una etapa
muy reciente y sólo podría afectar las escalas más grandes del orden del universo observable.
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son super-horizonte por lo tanto para explicar las condiciones iniciales correspondientes al FdI

necesitamos un mecanismo que genere perturbaciones en escalas que se encuentran fuera del

horizonte local. In�ación provee este esquema.

Cuando un modo del in�atón con número de onda k sale del horizonte durante el perío-

do in�acionario (k/aHinf < 1), sus �uctuaciones cuánticas
〈
ϕ2
k

〉
se vuelven independientes del

tiempo y se `congelan'. Se cree que hacia el �n de In�ación estas �uctuaciones han devenido

en �uctuaciones clásicas estocásticas, habiendo diversas propuestas en la literatura acerca de

mecanismos que podrían mediar en esta transición [129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136]. En el

régimen super-horizonte la dependencia con respecto a las escalas cumple
〈
ϕ2
k

〉
∼ H2

inf/k
3. A su

vez se de�ne el espectro de potencias como ∆ϕ(k) = k3
〈
ϕ2
k

〉
/(2π)3 y en consecuencia notamos

que ∆ϕ(k) es invariante de escala 4. El mismo mecanismo ocurre sobre todos los campos que

representan las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales, tanto de la métrica como del

EMT �jando así las condiciones iniciales de los respectivos espectros de potencias al momento del

�n de In�ación. Naturalmente estos modos volverán a entrar al horizonte en tiempos posteriores

y evolucionarán con una dinámica no trivial hasta el día de hoy.

En el Capítulo 6 estudiamos la evolución de las perturbaciones cosmológicas tensoriales dentro

del contexto cosmológico descripto a grandes rasgos en este capítulo. Ciertos aspectos relevantes

son revisitados con un mayor grado de detalle.

4En un escenario más general en el que el potencial del in�atón no es estrictamente constante obtendríamos
una ligera dependencia respecto de k.
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Capítulo 6

Ondas gravitatorias primordiales y

�uidos relativistas

6.1. Ondas gravitatorias cosmológicas

El espectro de ondas gravitatorias primordiales (pGW por sus siglas en inglés) se produce

a partir de �uctuaciones cuánticas durante In�ación y luego evoluciona hasta hoy. Dado que la

creación de las pGW es previa a Recombinación, a Nucleosíntesis Primordial (BBN por sus siglas

en inglés) y a cualquier etapa de la cual tengamos datos observacionales; una eventual detección

permitiría arrojar luz sobre el Universo muy temprano y en consecuencia sobre la física de alta

energía. De hecho cualquier observación relacionada con las pGW proporcionaría una evidencia

fundamental del modelo in�acionario.

Tener un conocimiento preciso de dicho espectro podría ser una herramienta muy valiosa a la

hora de contrastar con una observación directa mediante, por ejemplo, Matrices Sincronizadas de

Pulsares o Interferómetros de Ondas Gravitatorias (ver [137, 138, 139]); o indirecta a través de

los modos B primordiales en la polarización del CMB que muchos experimentos, como QUBIC

[140], pretenden detectar. Sabemos que el espectro de pGW, en el tiempo de Recombinación,

determina la existencia de dichos modos.

La evolución de las pGW está determinada por la proyección transversal y sin traza (TT)

del sector espacial de las ecuaciones de Einstein linealizadas (5.2). Su dinámica depende tanto

de la evolución del factor de escala a(t) como de la proyección TT del tensor de esfuerzos an-
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isótropo ΠTT
ij que actúa como una fuente. El espectro de pGW estándar ha sido estudiado en

[141, 142, 143] donde se muestra que incluso sin fuentes (ΠTT
ij = 0), surgen efectos no triviales

debido a las variaciones en el factor de escala a(t) particularmente a través del cambio entre las

diferentes eras (radiación, materia y energía oscura) o el decaimiento de los grados de libertad

relativistas. El impacto de ecuaciones de estado no convencionales [144, 145] y de diferentes

escenarios in�acionarios y post-in�acionarios [146, 147] también ha sido analizado.

Entre los efectos sobre la evolución de las pGW relacionados con fuentes no nulas, es decir

con ΠTT
ij ̸= 0, encontramos el amortiguamiento debido a la propagación libre de partículas

[141, 142, 143, 144, 145, 148, 149, 150, 151] y la absorción de GW debido a su propagación

en medios viscosos [152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164]. Por otra

parte las GW podrían ser producidas dentro del contexto cosmológico por fenómenos, distintos a

In�ación, vinculados directamente con las anisotropías de spin-2 de la materia ΠTT
ij . Entre ellos

cabe mencionar la evolución de campos escalares durante Recalentamiento [165, 166, 167, 168],

las transiciones de fase cosmológicas [169, 170, 171, 172, 173], la evolución de las perturbaciones

escalares de segundo orden [174, 175, 176, 177, 178, 179, 180, 181, 182] y las �uctuaciones térmicas

de los plasmas [183, 184, 185, 186]. Una vez creadas, estas GW podrían evolucionar de manera

no trivial dependiendo el caso. También se han estudiado las anisotropías angulares del fondo de

GW generadas tanto por el proceso de producción, ya sea astrofísico o cosmológico, como por

su propagación a lo largo de distintas trayectorias a través de la ecuación de Boltzmann para

la función de distribución de las GW [187, 188, 189]. Finalmente, en [137, 138, 139] se puede

encontrar una revisión completa sobre las GW cosmológicas y sus fuentes.

6.2. Descripción general del problema a resolver

En el desarrollo de este capítulo concentramos nuestra atención en la evolución de las pGW

acopladas al plasma primordial en el universo temprano considerando efectos viscosos a través

de una interacción autoconsistente que incorpora la reacción inversa de las GW sobre el plasma.

Particularmente estudiamos la evolución del sistema GW-plasma desde el inicio de la era de

Radiación hasta la actualidad. Las ideas que desarrollamos a continuación están basadas en los

trabajos [14, 15].
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6.2.1. Escenario cosmológico e hidrodinámico

El escenario cosmológico en el que estudiamos la evolución de las GW es el modelo cosmológico

estándar ΛCDM. Las características de este modelo que son relevantes para el desarrollo de este

capítulo están descriptas en el Capítulo 5.

Asumimos que durante el proceso de Recalentamiento, luego de un período in�acionario

estándar de de Sitter, toda la energía del in�atón se trans�ere a los campos de materia. En

consecuencia, el estado de estos campos se convierte en un estado excitado de muchas partículas.

Las �uctuaciones cuánticas para las escalas que salen del horizonte durante In�ación, pierden su

coherencia cuántica y pueden ser tratadas como partículas clásicas (ver Sección 5.2) [129, 130,

131, 132, 133, 134, 135, 136]. En efecto, al �nalizar Recalentamiento, la descripción hidrodinámica

para modelar de forma efectiva el estado excitado de los campos es adecuada [7].

Por simplicidad asumimos una etapa de Recalentamiento instantánea [125, 126, 127] (ver

ecuación 5.3). Al comienzo de la era dominada por la radiación, se establece el plasma primordial

que es un estado térmico de alta temperatura compuesto por partículas con energías relativistas.

Consideramos que el plasma primordial contiene todas las especies del SM más un campo escalar

adicional, s, efectivamente no masivo, mínimamente acoplado y con autointeracciones débiles.

Dado que trabajaremos con masas y constantes de acoplamiento muy pequeñas, este campo

adicional s pertenece a la familia de las partículas tipo axiones (ALP por sus siglas en inglés)

[190], frecuentemente utilizadas en cosmología como candidatas a materia o radiación oscura

[191, 192, 193, 194].

Describimos al plasma primordial como un �uido real, particularmente como un �uido per-

fecto más pequeñas perturbaciones no ideales (disipativas). Todas las especies del SM forman

la radiación dominante modelada como un �uido ideal. A su vez, el estado hidrodinámico post-

Recalentamiento del campo escalar s corresponde a un �uido viscoso, de modo que las �uctua-

ciones no ideales del plasma se deben completamente a s.

Nuestro interés �nal es estudiar la evolución de las pGW teniendo en cuenta la interacción

pGW-plasma primordial debida a los efectos viscosos. Para ello analizamos la dinámica de las

perturbaciones lineales alrededor del estado térmico ideal compuesto por la radiación de fondo.

Describir el plasma primordial del universo temprano como un �uido efectivo que presenta

efectos viscosos requiere de un modelo hidrodinámico. Naturalmente el escenario cosmológico
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exige la compatibilidad con la Relatividad General y la presencia de efectos disipativos requiere

el cumplimiento de la segunda ley de la Termodinámica. Como lo desarrollamos en el Capítulo

2, los modelos que cumplen con estas condiciones serán los correspondientes a la hidrodinámica

relativista. Desde el punto de vista fenomenológico nuestra motivación en usar la hidrodinámica

relativista en este contexto deriva del éxito que han tenido estas teorías en modelar el plasma de

quarks y gluones creado en las etapas tempranas de las RHICs [8, 9]. De hecho nuestro problema

tiene similitudes signi�cativas con las RHICs [186, 195].

Entre los esquemas de la hidrodinámica relativista elegimos trabajar con las SOTs y parti-

cularmente con la DTT construida a partir de la ecuación de Boltzmann y un ansatz particular

para la 1pdf como discutimos en la Sección 2.5.1.

Además de cumplir con los requisitos relativistas, termodinámicos y haber mostrado buen

acuerdo con las soluciones exactas conocidas para los casos de Bjorken y Gubser [55] como

argumentamos en las Secciones 2.4 y 2.5, existen al menos dos motivos más que guían la elección.

Por un lado como las GW tiene la simetría de un campo de spin-2 y estamos estudiando su

acoplamiento a primer orden con el plasma primordial, es importante que la teoría hidordinámica

capture las anisotropías tensoriales del �uido como grados de libertad propios, tal y como son los

modos de spin-2 comunes a la mayoría de las SOTs. Por el otro, como se argumentó en [25, 44],

las SOTs son apropiadas para estudiar los procesos de relajación de las �uctuaciones no ideales

del �uido al estado de equilibrio que en nuestro caso es la radiación dominante.

Dado que sólo consideramos perturbaciones lineales alrededor del equilibrio, los resultados

que reportamos serán cualitativamente independientes de la elección de una SOT particular, sea

una DTT [54, 55], la teoría BRSSS resumada [27], la Hidrodinámica Anisótropa [8], la teoría

DNMR [58], las vinculadas al principio variacional de producción de entropía [59] u otras.

6.2.2. Vinculación con trabajos previos

La dinámica lineal acoplada entre las GW y los modos spin-2 del �uido queda de�nida a través

de la proyección TT de las ecuaciones Einstein (ver Sección 6.4) y la dinámica de relajación de

tipo Maxwell-Cattaneo para los modos de spin-2 del �uido con tiempo de relajación τ . Surgen

dos escenarios posibles en los cuales evolucionar estas ecuaciones hasta hallar el espectro de GW

en la actualidad. Estos corresponden a dos conjuntos de condiciones iniciales diferentes. Por un

lado tenemos el canal de efectos disipativos, y por otro el canal de producción de GW, como
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describimos a continuación.

En el canal de efectos disipativos detallado en la Sección 6.5.1 consideramos que el espectro

inicial de las GW es el usual proveniente de las �uctuaciones cuánticas durante In�ación (ver

Subsección 6.4.3) y que el espectro inicial de los modos de spin-2 del �uido es nulo.

Este enfoque está relacionado con estudios sobre la absorción de GW en presencia de medios

disipativos o de libre propagación en [152, 153, 154, 155, 156, 157, 158] y más recientemente

en [148, 159, 160, 161, 162, 163]. En particular analizamos conceptualmente el mismo fenómeno

expuesto en [148, 160] en donde la dinámica de la interacción GW-�uido fue estudiada dentro del

marco de la teoría cinética para los régimenes colisional y no colisional del �uido. En esta parte

nuestro aporte es revisitar la propagación de las GW a través de un medio viscoso estableciendo

un esquema hidrodinámico causal con variables dinámicas no ideales independientes que capturan

la dinámica acoplada entre las GW y los modos de spin-2 del �uido a primer orden. El resultado

�nal es el cálculo explícito del espectro actual de las pGW.

En el canal de producción de GW expuesto en la Sección 6.5.2, el espectro inicial de los modos

de spin-2 del �uido es extraido a partir de la proyección TT del núcleo de ruido del campo escalar

s en el �n de In�ación (ver Subsección 6.4.3), mientras que las GW iniciales son nulas.

De esta forma analizamos la producción de GW debido a los modos iniciales de spin-2 del

�uido y su evolución desde el comienzo de la etapa de Radiación hasta la actualidad. La evolu-

ción se caracteriza por la misma dinámica disipativa que consideramos para el canal de efectos

disipativos. Esto implica un decaimiento efectivo de estas �uctuaciones iniciales en una escala de

tiempo τ , que a su vez produce GW. Vale la pena señalar que las �uctuaciones y la disipación

surgen naturalmente en la evolución de los campos cuánticos interactuantes [7, 196, 197], nuestro

objetivo es capturar esa dinámica disipativa de la forma más simple dentro de un marco hidro-

dinámico. Por supuesto, para lograr una evolución completa y precisa se deben incluir muchos

otros efectos.

Es posible vincular esta parte de nuestro trabajo con estudios sobre la producción de GW

debido a las �uctuaciones térmicas de plasmas [183, 184, 185, 186]. Un camino muy interesante,

que esperamos desarrollar en las próximas investigaciones, es aplicar los conceptos sobre �uctua-

ciones térmicas en las DTT del Capítulo 4 al escenario cosmológico de este capítulo y estudiar

la producción de GW por este efecto.
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6.2.3. Organización del resto del capítulo

Organizamos el resto del capítulo de modo tal que en la Sección 6.3 elaboramos la descripción

del plasma primordial como un �uido viscoso en un marco hidrodinámico causal usando una

DTT derivada a partir de la ecuación de Boltzmann. En la Sección 6.4 derivamos las ecuaciones

dinámicas que capturan los efectos viscosos a través del acoplamiento entre las GW y los modos

de spin-2 del �uido. Las condiciones iniciales y su implementación numérica se presentan en las

Secciones 6.4.3 y 6.4.4. El espectro actual de GW se describe en la Sección 6.5. En particular,

mostramos la evolución de las GW primordiales creadas durante In�ación en presencia del plasma

viscoso en la Sección 6.5.1, mientras que la producción de GW debido al decaimiento efectivo de

las �uctuaciones iniciales del �uido se muestra en la Sección 6.5.2.

6.3. El plasma primordial como un �uido causal

El plasma primordial está compuesto por todos los grados de libertad relativistas de los cam-

pos fundamentales del SM más un campo escalar extra efectivamente no masivo, mínimamente

acoplado y con autointeracciones, s, representado por un ALP [190, 191, 192, 193, 194]. Este

plasma se describe como un �uido perfecto de fondo, con una densidad de energía media ρrad y

una cuadrivelocidad que en el referencial de reposo se lee Uµ
rad = δµ0 /a, más pequeñas �uctuacio-

nes provenientes sólo del nuevo campo escalar s. La densidad de energía media de la radiación

total es

ρrad = ρSM + ρs =
g∗
2
ργ (6.1)

donde ρSM y ρs son las densidades de energía de los grados de libertad relativistas del SM y

el campo escalar s respectivamente. Además ργ = π2 T 4
rad/15 es la densidad de energía media

de los fotones con Trad su temperatura física y g∗(Trad) el número total de grados de libertad

relativistas [121]. La temperatura física de los fotones escalea como Trad ∼ Tγ,0(a0/a) debido a

la evolución cuasi-adiabática del Universo. No obstante más adelante comentamos cómo impacta

la variación de g∗(Trad) sobre la relación Trad − a conforme evoluciona el universo.

Asumiendo que ms es la masa del campo escalar s y Tphys,s la temperatura física del �uido

compuesto por las partículas de s, en el Apéndice B mostramos que mientras pµpµ/T
2
phys,s =
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m2
s/T

2
phys,s ≪ 1 la teoría hidrodinámica que utilizamos para modelar el plasma (Subsección

2.5.1), resulta ser invariante conforme1. Elegimos el parámetro ms de forma tal que se cumpla

el régimen no masivo conforme durante toda su evolución hasta hoy. Por ello, para simpli�car

los cálculos, es útil considerar una transformación conforme tal que gµν = a2 g̃µν con la métrica

conforme g̃µν = ηµν + hµν donde ηµν la perturbación hµν representa las GW. En efecto, en

las próximas dos subsecciones derivamos las ecuaciones hidrodinámicas comóviles para el �uido

efectivo en términos de las variables comóviles temperatura Ts, cuadrivelocidad uµ y del nuevo

tensor ζµν que captura los efectos viscosos.

6.3.1. Descripción microscópica del �uido

En esta subsección describimos brevemente las propiedades microscópicas del �uido compues-

to por el campo s. La idea es aplicar la teoría desarrollada en la Subsección 2.5.1 a este escenario

y extraer las ecuaciones hidrodinámicas.

Partimos introduciendo la 1pdf para partículas escalares sin masa, a saber, la 1pdf de Bose-

Einstein2. Para tener en cuenta los efectos no ideales, incluimos �uctuaciones sobre la función

de distribución de equilibrio f0. La distribución f0 se escribe en términos de la temperatura Ts

y la cuadrivelocidad del referencial de reposo Uµ = δµ0 como

f0 = ds
1

exp (−Uµpµ/Ts)− 1
, (6.2)

donde ds es el número de estados posibles del campo escalar s. Asumimos ds = 2 por conveniencia

en vistas de futuras comparaciones, sin embargo, cambiar este parámetro es trivial. Introducimos

las �uctuaciones en la 1pdf a través de la temperatura Ts = Ts + δTs, la cuadrivelocidad uµ =

Uµ + vµ y la nueva variable de no-equilibrio ζµν según

f = ds

[
exp

(
−uµpµ/Ts −

ζµνpνpµ
(−Tsuλpλ)

)
− 1

]−1

. (6.3)

A partir de esta 1pdf extraemos las ecuaciones de conservación a partir del procedimiento de

momentos de la ecuación de Boltzmann de la Subsección 2.5.1.

1La relación cuasi-conforme entre la temperatura y el factor de escala la incorporamos a posteriori en la
Sección 6.4.

2En la teoría de la Subsección 2.5.1 consideramos la distribución de equilibrio de Maxwell-Jüttner, aquí usamos
su extensión a la 1pdf de Bose-Einstein.
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Como nos interesa la evolución dinámica de las GW a primer orden implementamos una

descomposición SVT de todos los grados de libertad y observamos que los tres sectores quedan

desacoplados a primer orden. Por lo tanto, simpli�camos nuestro análisis considerando que los

grados de libertad físicos escalares y vectoriales que describen al �uido del campo escalar s,

como su velocidad y su temperatura, se equilibran con el resto del plasma al comienzo de la era

dominada por la Radiación. Dicho equilibrio se mantendrá gracias a las interacciones escalares

y vectoriales entre s y el resto del SM, hasta que eventualmente estas se vuelvan ine�cientes

y el �uido s se desacople del resto de la radiación. El desacople ocurre cuando Trad = Tdec,s,

siendo la temperatura de desacople, Tdec,s, un parámetro externo que caracteriza este fenómeno.

En consecuencia la relación entre las temperaturas físicas es Tphys,s/Trad = 1 hasta el desacople

de s. Para tiempos posteriores el cociente Tphys,s/Trad queda determinado por la conservación

de la entropía total y de la entropía propia de s [121]. Más adelante desarrollamos esta relación

cuando calculamos el vínculo entre las densidades de energía de s y de los fotones, ρs/ργ . De

este modo sólo consideramos �uctuaciones tensoriales (spin-2) alrededor del estado de fondo del

plasma primordial. A primer orden, dichas �uctuaciones sólo pueden surgir de la variable de no

equilibrio ζµν del �uido y la perturbación métrica hµν .

Los efectos viscosos que consideramos son producidos por la auto-interacción entre los mo-

dos tensoriales (de spin-2) del �uido compuesto por las partículas de s. La forma efectiva de

introducirlos es a través de una integral de colisiones lineal de tipo Anderson-Witting [83, 84, 85]

Icol =
uµpµ
τ

(f − f0) (6.4)

donde τ = τphys/a es el tiempo de relajación comóvil de los modos tensoriales del �uido. Desde

la perspectiva de la teoría cuántica de campos es posible estimar el tiempo de relajación en el

límite no masivo a partir de la relación [7, 198]

τphys ∼
1

g4 Tphys,s
. (6.5)

siendo g la constante de acoplamiento adimensional que regula la auto-interacción entre los modos

de spin-2 del estado hidrodinámico del campo escalar s. Considerando que Tphys,s/Trad ∼ O(1), la

estimación del tiempo de relajación comóvil resulta τ ∼ 1/g4 Tγ,0 con Tγ,0 la temperatura actual
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de los fotones3. En el régimen no masivo que estamos considerando también es posible identi�car

una viscosidad de cizalla física efectiva en términos del tiempo de relajación y la densidad de

energía según ηphys ∼ ρs τphys [153, 199, 200].

La idea de concentrar todos los efectos disipativos en un único campo se debe a que sólo un

candidato a materia oscura podría tener un valor de τ tan grande tal que los efectos disipativos

sean cosmológicamente relevantes, y entre los candidatos las ALPs parecen los más verosímiles

[190, 201, 202, 191, 192, 193, 194].

En términos más concretos estamos interesados en una ALP débilmente interactuante produ-

cida por fenómenos térmicos en el universo muy temprano [191], cuyas constantes de acoplamiento

sean muy pequeñas, del orden g ∼ 10−6 − 10−4 [14], o cuyos tiempos de relajación (análogos

al tiempo de vida media) sean muy grandes [194]. Estas condiciones podrían generar efectos

asociados a escalas de interés cosmológico. Asumiendo que Tγ,0 ≃ 2,73K y a0 = 1, el tiempo de

relajación comóvil es

τ ∼ 1

g4
· 10−11 s . (6.6)

Los valores de τ con los que estamos tratando son compatibles con los valores del tiempo de vida

medio Γ−1
a→γγ en ciertos modelos de ALPs [190, 201, 202].

6.3.2. Ecuaciones hidrodinámicas

A partir de la simetría conforme de la teoría hidrodinámica que estamos utilizando, es

posible escribir las ecuaciones en términos de las variables comóviles y de la métrica comóvil

g̃µν = ηµν + hµν . Recordamos que para describir la interacción de primer orden entre los modos

de spin-2 del �uido provenientes de ζµν y las GW, hµν sólo consideramos las perturbaciones

tensoriales. Los modos escalares y vectoriales no son perturbados y en particular la temperatura

y la cuadrivelocidad permanecen como variables de orden cero determinadas por Ts y Uµ = δµ0

respectivamente. De este modo, a primer orden en perturbaciones, la 1pdf (6.3) y la integral de

3El subíndice 0 signi�ca valores actuales.
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colisiones (6.4) quedan

f = f0

[
1 + (1 + f0)

ζµνpµpν
(−Ts Uλpλ)

]
, (6.7)

Icol = −f0(1 + f0)
ζµνpµpν
Ts τ

. (6.8)

Las cantidades de primer orden, ζµν y hµν , cumplen con las siguientes propiedades de simetría

y gauge ζµνU
µ = ζµµ = hµνU

µ = hµµ = 0.

Siguiendo la prescripción de la Subsección 2.5.1, las ecuaciones dinámicas para este caso son

la conservación del EMT comóvil

∇̃µT̃
µν = 0 (6.9)

con

T̃µν =

∫
Dp pµpν f (6.10)

y la ecuación de clausura proyectada para los tensores de no-equilibrio

Λαβ
µν

[
∇̃ρÃ

µνρ − K̃µν − Ĩµν
]
= 0 (6.11)

donde

Ãµνρ =

∫
Dp pµpνpρ

(
1

−Uσpσ

)
f , (6.12)

K̃µν =

∫
Dp pµpν

[
pλ∇̃λ

(
1

−Uσpσ

)]
f (6.13)

y

Ĩµν =

∫
Dp pµpν

(
1

−Uσpσ

)
Icol . (6.14)
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El proyector en la ecuación (6.11) es la versión comóvil y de orden cero de (2.51), a saber

Λαβ
µν =

1

2

[
∆α

µ∆
β
ν +∆α

ν ∆
β
µ − 2

3
∆αβ ∆µν

]
(6.15)

con el proyector ortogonal

∆µν = ηµν + UµUν , (6.16)

también análogo a (2.10).

Para hallar la forma explícita de las ecuaciones hidrodinámicas (6.9) y (6.11) es necesario

resolver las integrales (6.10) y (6.12)-(6.14) usando las expresiones (6.7) y (6.8). Finalmente las

cantidades relevantes para estudiar la evolución de las GW son la densidad física de energía

media del �uido

ρs = σ T 4
phys,s, (6.17)

con σ = ds π
2/30 = π2/15, la parte transversal y sin traza del EMT completo linealizado en

componentes mixtas

Λµ
ν
ρ
σ T̃

(1)µ
ν =

8

15
σ T 4

s ζµν (6.18)

y la ecuación de clausura (6.11) linealizada

ζµν,0 +
1

τ
ζµν = −b hµν,0 , (6.19)

el parámetro b depende especí�camente de la teoría hidrodinámica considerada, b = 1/2 en

nuestro caso.

En resumen, el plasma primordial se describirá mediante un EMT con un �uido perfecto

de fondo cuya densidad de energía física es (6.1) más una parte viscosa, que corresponde a las

perturbaciones lineales no ideales (6.18), vinculada sólo con el estado hidrodinámico del campo

escalar s. La dinámica de estas �uctuaciones lineales de spin-2 del �uido está determinada por

(6.19).
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6.4. Ondas gravitatorias y modos de spin-2 del �uido

6.4.1. Ecuaciones de evolución

Las ecuaciones dinámicas para las GW se deducen a partir de la proyección espacial, tranversal

y sin traza (TT) que extrae los modos de spin-2 de las ecuaciones de campos de Einstein en

componentes mixtas, a saber

G(1) i
j
TT =

1

a2M2
pl

T̃ (1) i
j
TT (6.20)

donde G(1) i
j
TT y T̃ (1) i

j
TT son las proyecciones espaciales TT del tensor de Einstein y del EMT

comóvil del plasma primordial respectivamente, en ambos consideramos sólo los términos de

primer orden. La proyección TT del tensor de Einstein es

G(1) i
j
TT =

1

2

[
−ηρσ∂ρ∂σ + 2

a′(η)

a(η)
∂0

]
hij , (6.21)

mientras que T̃ (1) i
j
TT está dada por la proyección TT sobre las componentes espaciales de

(6.18). Para extraer explícitamente los modos de spin-2 (TT), expandimos los tensores en modos

de Fourier según

aTT
ij (η,x) =

∑
λ

∫
d3k

(2π)3
ak,λ(η) ϵ

λ
ij(k) e

ikx . (6.22)

La cantidad ak,λ es el modo de Fourier de spin-2 con índice de polarización λ vinculado al tensor

de polarización ϵλij(k), para el cual ϵλij(k)ki = ϵλii(k) = 0 y ϵλij(k) ϵ
λ′ ∗
ij (k) = 2δλλ′ .

La dinámica de las GW está determinada por la ecuación (6.20) y las expresiones (6.21) y

(6.18). Usando las de�niciones de la densidad de energía física de s (6.17), de la densidad crítica

ρc = 3H2M2
pl y de la constante de Hubble H = a′(η)/a2(η), las proyecciones TT de la ecuación

de Einstein (6.20) y de la ecuación de clausura (6.19) resultan ser

h′′k, λ(η) +
2a′(η)

a(η)
h′k, λ(η) + k2hk, λ(η) = 6

(
ρs(η)

ρc(η)

) (
a′(η)

a(η)

)2 [8 ζk, λ(η)
15

]
. (6.23)

ζ ′k, λ(η) +
1

τ
ζk, λ(η) = −b h′k, λ(η). (6.24)
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El factor de escala a(η) y las densidades ρc(η) y ρs(η) están determinadas por las ecuaciones

de Friedmann y la conservación de la entropía como detallamos en la Subsección 6.4.2. De este

modo podemos incorporar los efectos de las variaciones de g∗(Trad) en las ecuaciones obteniendo

así una evolución del universo cuasi-adiabática. En la Sección 6.5 mostramos la importancia de

incluir los decaimientos de los grados de libertad relativista en la evolución de las pGW.

El sistema de ecuaciones (6.23)-(6.24) representa la dinámica acoplada entre los modos de

spin-2 del �uido ζk, λ, relacionados con los efectos viscosos, y las pGW hk, λ (que también son mo-

dos de spin-2). La ecuación (6.23) es un resultado conocido en Cosmología y Relatividad General

que determina la producción y evolución del GW [121]. El lado derecho de dicha ecuación actúa

como una fuente que será diferente para cada EMT considerado. En la Sección 6.1 mencionamos

varios mecanismos que podrían actuar como fuente. Si esos fenómenos no están correlacionados

entonces la fuente total será la suma de cada uno.

Es notable que incluso en el caso sin fuentes, la propagación libre de las GWs no es trivial

debido a la evolución del factor de escala a(η). Varios trabajos elaboran sobre este punto [141,

142, 143] y enfatizan que la forma del espectro de GWs depende principalmente del contenido

de fondo del Universo y, en particular, del número de grados de libertad relativistas g∗ de�nidos

en la ecuación (6.1).

En nuestro caso, la fuente de las GWs es la parte viscosa del plasma primordial, especí�ca-

mente los modos spin-2 provenientes de (6.18). Como podemos observar en (6.23) la razón ρs/ρc,

con ρs la densidad media de energía del campo escalar, determina la intensidad de la interacción

entre los modos de spin-2 del �uido y las pGW.

Un comportamiento robusto y común de las teorías hidrodinámicas causales linealizadas, y

en particular de la considerada en este trabajo, es que la evolución de las variables que describen

los efectos viscosos corresponde a una dinámica de relajación tipo Maxwell-Cattaneo sobre una

escala de tiempo τ a través de una ecuación como (6.24). Es interesante notar que la ecuación

de clausura (6.24), típica de las SOT, incluye la retro-acción de las GW sobre el �uido y así el

sistema (6.23)-(6.24) recupera cualitativamente la misma dinámica descripta para la interacción

GW-�uido dentro del marco de la teoría cinética [148, 160]. En el Apéndice D argumentamos la

compatibilidad entre nuestros desarrollos y los de teoría cinética para ambos regímenes de �uido:

el colisional, dominado por las colisiones, y el no colisional, caracterizado por la propagación libre

de los modos de spin-2 del �uido. En contraposición, si hubiéramos usado la hidrodinámica de

95



Landau-Lifshitz para describir los efectos viscosos del plasma primordial, habríamos encontrado

que el lado derecho de (6.23) es proporcional a −η h′k,λ [152, 153, 154] y, por supuesto, la ecuación

(6.24) no aplicaría.

En una dinámica de relajación de Maxwell-Cattaneo general es posible de�nir dos escalas de

tiempo independientes: τMC, relacionada con la dinámica de relajación, y τ , vinculada con los

efectos viscosos. En este caso la ecuación de clausura es

ζ ′k, λ(η) +
1

τMC
ζk, λ(η) = −beff h′k, λ(η) (6.25)

donde beff = b τ/τMC tiene el rol del parámetro b efectivo. En el límite τMC → 0 recuperamos el

comportamiento hidrodinámico de las FOTs. Nuestro caso corresponde a τMC = τ .

6.4.2. Dinámica del universo homogéneo e isótropo

Para resolver el sistema (6.23)-(6.24) primero debemos encontrar a(η) integrando numérica-

mente la ecuación de Friedmann

H2 =
1

3M2
pl

(
ρrad + ρM + ρΛ

)
. (6.26)

Los valores de los parámetros cosmológicos los elegimos cercanos a los reportados por Planck

[203]. Asumimos un universo espacialmente plano con un H0 = h 100 km/s/Mpc, h = 0,7. Los

parámetros de densidad para la materia no relativista4 y para la energía oscura son ΩM = 0,3 y

ΩΛ = 1−Ωrad −ΩM ≃ 0,7 respectivamente. Para la radiación tenemos la ecuación (6.1). Por un

lado de�nimos el parámetro de densidad para la radiación fotónica que es Ωγ = 5,04 ·10−5, y por

el otro tenemos la función g∗ que tiene en cuenta la radiación completa, fotónica y no fotónica.

En particular necesitamos la evolución de los grados de libertad relativistas como función de la

temperatura del plasma

g∗(Trad) = g∗SM(Trad) + g∗s(Trad) (6.27)

donde g∗SM y g∗s corresponden a los campos Modelo Estándar y al campo escalar extra s.

La evolución detallada de g∗SM(Trad) es extraida de la referencia [143]. Por otro lado, dado

4Aquí se considera la materia en forma de polvo, tanto la bariónica como la materia oscura fría.
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que s cumple la aproximación no masiva hasta hoy, su densidad de energía física media es

ρs = π2 T 4
phys,s/15 (ecuación (6.17)). Por lo tanto la función g∗s = 2 ρs/ργ queda determinada

por la razón entre las temperaturas físicas Tphys,s/Trad. Al comienzo de la era dominada por

la radiación, donde las temperaturas de todos los campos están en equilibrio, Tphys,s = Trad.

Después del desacople de s, para temperaturas Trad ≤ Tdec,s, el cociente es

Tphys,s

Trad
=

[
g∗,ent(Trad)

g∗,ent(Tdec,s)

]1/3
(6.28)

debido a la conservación de la entropía [121]. En la expresión (6.28) g∗ ent(Trad) indica los grados

de libertad relativistas relacionados con la densidad de entropía, no con la densidad de energía.

Esta función también es extraida de [143].

La relación aproximadamente conforme entre Trad y a la obtenemos a partir de la conservación

de la entropía, debido a la expansión adiabática del Universo, según g∗ ent(Trad) a
3 T 3

rad = cte

[121]. El estado inicial al comienzo de la era dominada por la radiación, está caracterizado

por un temperatura de recalentamiento Tγ ≃ 6 · 1015 GeV. Dado que asumimos una etapa de

Recalentamiento instantánea, la constante de Hubble en In�ación que determinada Hinf ≃ 5·1013

GeV según la ecuación (5.3). Estos valores �jan la amplitud de las perturbaciones tensoriales con

un valor del parámetro `tensores a escalares' r ≃ 0,04 [121].

Dado que los modos de spin-2 del �uido son variables independientes, procedemos a establecer

las condiciones iniciales tanto para las pGW como para los modos de spin-2 del �uido en la

siguiente sección.

6.4.3. Espectros primordiales

Nuevamente como asumimos la etapa de Recalentamiento instantánea, las condiciones ini-

ciales de las variables dinámicas se �jan a partir de igualar las �uctuaciones cuánticas al �n de

In�ación con las �uctuaciones estocásticas al comienzo de la época dominada por la radiación.

Ondas gravitatorias

Las dos amplitudes de polarización de las GW hk,λ, con λ = +,×, durante In�ación son

equivalentes a dos campos cuánticos no masivo canónicos, a saber h̃k,λ = Mpl a(η)hk,λ/
√
2

[204]. Para aplicar la cuantización canónica al campo h̃k,λ y calcular sus �uctuaciones cuánticas,
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asumimos la descomposición

h̃k,λ(η) = vk,λ(η)âk,λ + v∗k,λ(η)â
†
−k,λ (6.29)

con â†k,λ y âk,λ son los operadores de creación y destrucción. La función vk,λ(η) debe cumplir la

ecuación de movimiento

v′′k,λ(η) +

(
k2 − a′′

a

)
vk,λ(η) = 0 , (6.30)

y análogamente para v∗k,λ(η).

El estado de vacío de la teoría |0⟩ queda determinado por âk,λ|0⟩ = 0. De�nir un vacío está

asociado a elegir la solución vk,λ(η) tal que corresponda a la función de frecuencia positiva para

el pasado asintótico de cada modo, o equivalentemente para cuando los modos son sub-horizonte

(k ≫ aH). Si tomamos la prescripción convencional que de�ne el vacío de Bunch-Davies y

asumimos que el período in�acionario de de Sitter puro, es decir que Hinf = cte., entonces la

solución general es

vk,λ(η) =
iH√
2k3

[
1− i

k

H

]
eik/H (6.31)

donde H = aHinf . Cuando los modos evolucionan y salen del horizonte, se convierten en super-

horizonte k ≪ H, la función vk,λ ∼ Hinf a y en consecuencia las perturbaciones tensoriales hk,λ ∼

vk,λ/a ∼ Hinf se congelan volviéndose constantes en el tiempo. Por otro lado los operadores de

creación y destrucción cumplirán las relaciones de conmutación canónicas

[
âk,λ ; â

†
k′,λ′

]
= (2π)3 δλλ′ δ(k − k′) (6.32)[

âk,λ ; âk′,λ′

]
=

[
â†k,λ ; â

†
k′,λ′

]
= 0 . (6.33)

Con estos resultados podemos calcular las �uctuaciones cuánticas ⟨0|h̃k,λ h̃k′,λ′ |0⟩.

Para obtener las �uctuaciones estocásticas que serán las condiciones iniciales del sistema

(6.23)-(6.24), usamos la presecripción de Landau que conecta las �uctuaciones estocásticas y las

cuánticas según ⟨AB⟩S = 1/2⟨{A;B}⟩Q con {· ; ·} el anticonmutador. Por otra parte sólo estamos

interesados en las escalas que son super-horizonte en el �n de In�ación, es decir k < aIHinf . En
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consecuencia el espectro de pGW que utilizaremos como condición inicial es [121, 137]

〈
hk,λ h

∗
k′,λ′

〉
S
=

1

2

〈
0|
{
hk,λ ; h

∗
k′,λ′

}
|0
〉
= (2π)3 δλλ′ δ(k − k′)

(
2π2

2k3

)
Ph(k), (6.34)

con

Ph(k) =
H2

inf

π2M2
pl

∣∣∣∣∣
k=aH

, (6.35)

evaluado en el momento en que el modo salió del horizonte (k = aH). En nuestro caso usa-

mos el escenario in�acionario más simple con Hinf = const. y por ello Ph(k) no tiene ninguna

dependencia con la escala.

Modos de spin-2 del �uido

Las condiciones iniciales para los modos de spin-2 del �uido ζk,λ se establecen a partir de

vincular las �uctuaciones estocásticas del plasma primordial al comienzo de la etapa de Radiación

con las �uctuaciones cuánticas de vacío del campo escalar s en el �n de la In�ación. Para este

propósito, igualamos la autocorrelación del EMT, denominado núcleo de ruido, de cada lado de

la transición [14, 15].

Por un lado consideramos la proyección espacial TT del núcleo de ruido del campo escalar s

durante In�ación, a saber

[
N i k

j l(x, x
′)
]TT

=
1

2

〈
0
∣∣∣ {(T̂ i

j(x)−
〈
T̂ i

j(x)
〉)

;
(
T̂ k

l(x
′)−

〈
T̂ k

l(x
′)
〉)} ∣∣∣0〉TT

, (6.36)

donde |0⟩ es el vacío de Bunch-Davies para el campo s y T̂ i
j corresponde a las componentes

espaciales del EMT del campo s. El núcleo de ruido para un campo escalar mínimamente acoplado

en el espacio de de Sitter fue calculado en [205, 206, 207].

Al igual que en el caso de las pGW, estamos interesados en las escalas que son super-horizonte

en el �n de In�ación, k < aIHinf , correspondientes a los modos que se `congelaron' al salir del

horizonte durante In�ación. En consecuencia tomamos un núcleo de ruido `renormalizado' al

cual le sustraemos las �uctuaciones de vacío para las escalas sub-horizonte (k > aIHinf) [14].

Como resultado obtenemos un núcleo de ruido que en el �n de In�ación es nulo para escalas

dentro del horizonte mientras su dependencia para escalas fuera del horizonte permanece igual
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a las reportadas en [205, 206, 207]. A diferencia de [14], aquí consideramos que el horizonte Hinf

juega el rol explícito de una escala física que genera un corte a partir de la cual, para escalas

más pequeñas (rango ultravioleta), se anulan las �uctuaciones. En efecto, si ηI indica el �n de

In�ación, el núcleo de ruido en η = η−I es

[
N i k

j l(x,x
′, ηI)

]TT

Q
≃

∫
d3k

(2π)3
eik(x−x′) STT

ijkl(k)
H5

inf

5π3 a3I
Θ(aIHinf − k) , (6.37)

donde aI = a(ηI), STT
ijkl(k) es el proyector espacial TT que extrae los modos de spin-2, de�nido

en (4.97), y Q indica valor de expectación cuántico. En el Apéndice C se encuentran más detalles

sobre este cálculo.

Por otra parte, luego de la etapa de Recalentamiento instantánea, tenemos el �uido efectivo

formado por partículas del campo s. La cantidad relevante en este caso es la proyección TT de

la autocorrelación del EMT del �uido a primer orden en perturbaciones

[
N i k

j l(x,x
′, ηI)

]TT

S
=

[ 〈
T (1) i

j(x)T
(1) k

l(x
′)
〉
−
〈
T (1) i

j(x)
〉〈

T (1) k
l(x

′)
〉 ]TT

η=ηI
, (6.38)

donde T (1) k
l es la versión física (no comóvil) del EMT de primer orden (6.18) y S signi�ca

promedio estocástico en el comienzo de la era dominada por la radiación. Usando que
〈
T (1) k

l

〉
= 0

obtenemos

[
N i k

j l(x,x
′, ηI)

]TT

S
= 2

(
8σ

15

)2

T 8
γ

〈
ζTT i

j(x)ζ
TT k

l(x
′)
〉
η=ηI

=

=

∫
d3k

(2π)3
eik(x−x′)STT

ijkl(k) 2

(
8σ

15

)2(2π2

2k3

)
T 8
γ Pζ(k, ηI) ,(6.39)

con Tγ la temperatura de Recalentamiento (5.3).

Al igualar (6.37) y (6.39), encontramos que

Pζ(k) =
1

23040π

g2∗
∣∣
ηI

σ2

(
Hinf

Mpl

)4( k

aI Hinf

)3

Θ(aIHinf − k) . (6.40)

Notemos que este espectro está globalmente suprimido por el factor independiente de la escala

(Hinf/Mpl)
4 y alcanza sus valores máximos para las escalas cercanas al la escala límite k ≲ aIHinf .

En resumen, el espectro inicial Pζ(k, ηI) para ζk,λ representa las �uctuaciones de spin-2 del
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�uido efectivo compuesto por las partículas del campo s en el comienzo de la etapa dominada

por la radiación. Finalmente la expresión Pζ(k, ηI) es extraida a partir de la proyección TT del

núcleo de ruido del campo escalar s en el �n de In�ación.

Como hemos calculado, las �uctuaciones de spin-2 del núcleo de ruido del campo escalar

s están presentes en el �n de In�ación. El sistema de ecuaciones (6.23)-(6.24) nos permite, en

parte, estudiar la evolución de estas �uctuaciones mencionadas de una forma efectiva, luego de

Recalentamiento, cuando se estable el régimen hidrodinámico del estado del campo s.

6.4.4. Implementación numérica

Las ecuaciones (6.23)-(6.24) pueden ser reescritas en términos de la variable adimensional

u → kη y así obtenemos, para cada modo de polarización,

h′′k(u) +
2 a′(u)

a(u)
h′k(u) + hk(u) = 6

(
ρs(u)

ρc(u)

)(
a′(u)

a(u)

)2 [8 ζk(u)
15

]
(6.41)

ζ ′k(u) +
1

k τ
ζk(u) = −b h′k(u). (6.42)

De aquí en adelante (′) denota la derivada respecto de u.

Las condiciones inciales del sistema previo corresponden a los espectros primordiales calcu-

lados en la Sección 6.4.3. Ambos espectros, el de GW y el de los modos de spin-2 del �uido,

se originan a partir de �uctuaciones cuánticas durante In�ación. Nuestro análisis sólo será váli-

do para escalas que son super-horizonte al �nal de In�ación (k < aIHinf), eventualmente estas

escalas vuelven a entrar al horizonte en tiempos posteriores.

El próximo objetivo es implementar los espectros primordiales estocásticos como las condi-

ciones iniciales en el sistema de ecuaciones lineales (6.41)-(6.42). Proponemos el siguiente ansatz

hk(u) = hprimk h1(k, u) + ζprimk h2(k, u) (6.43)

ζk(u) = hprimk z1(k, u) + ζprimk z2(k, u) (6.44)

que distingue las variables estocásticas hprimk, λ y ζprimk, λ , vinculadas a los espectros iniciales, de

las funciones de transferencia hi(k, η) y zi(k, η), que contienen la información de la evolución

dinámica. Consideramos el escenario inicial más simple [148], de modo que las funciones de
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transferencia deben cumplir

h1(k, uI) = 1 h′1(k, uI) = 0 z1(k, uI) = 0 (6.45)

h2(k, uI) = 0 h′2(k, uI) = 0 z2(k, uI) = 1 . (6.46)

Existe una tercera combinación de condiciones iniciales que corresponde a una solución indepen-

diente que decaen rápidamente y se vuelve despreciable respecto a las anteriores, por ello no la

consideramos.

Las propiedades estocásticas de los espectros primordiales son

〈
hprimk,λ hprim∗

k′,λ′

〉
= (2π)3δλλ′ δ(k − k′)

2π2

2k3
Ph(k, ηI) (6.47)〈

ζprimk,λ ζprim∗
k′,λ′

〉
= (2π)3δλλ′ δ(k − k′)

2π2

2k3
Pζ(k, ηI) (6.48)〈

hprimk,λ ζprim∗
k′,λ′

〉
=

〈
ζprimk,λ hprim∗

k′,λ′

〉
= 0, (6.49)

con Ph(k, ηI) y Pζ(k, ηI) en (6.35) y (6.40) respectivamente. La correlación cruzada inicial es

nula porque ambos espectros están originados por fenómenos físicos descorrelacionados. Al re-

emplazar el anstz (6.44) en (6.41)-(6.42) y hacer uso de las propiedades (6.47)-(6.49) obtenemos

las ecuaciones para las funciones de transferencia h1,2 y z1,2

h′′i (k, u) +
2 a′(u)

a(u)
h′i(k, u) + hi(k, u) =

16

5

(
ρs(u)

ρc(u)

)(
a′(u)

a(u)

)2

zi(k, u) (6.50)

z′i(k, u) +
1

k τ
zi(k, u) = −b h′i(k, u) . (6.51)

Aplicando las condiciones (6.45) tenemos la solución para h1 y ζ1, en cambio con la condición

(6.46) determinamos h2 and z2.

Los cantidades a, ρs, y ρc(u) se obtienen a partir de la solución numérica de la ecuación de

Friedmann (6.26) y las conservaciones planteadas en la Subsección 6.4.2. Finalmente resolvemos

numéricamente las ecuaciones (6.50)-(6.51) para ambas condiciones iniciales (6.45) y (6.46) por

separado. Utilizamos un esquema numérico propio basado en [143].

El sistema se resuelve independientemente para cada número de onda k desde el tiempo inicial

ηI (�nal de In�ación) hasta η0 (hoy). La variable de evolución adimensional u = kη indica si

la escala k está dentro a fuera del horizonte para los diferentes tiempos, u ≪ 1 implica que la
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escala en ese momento en super-horizonte y u ≫ 1 que es sub-horizonte. Para las escalas que

consideramos el sistema se inicializa fuera del horizonte uI = kηI ≪ 1 y luego evoluciona hasta

u0 = kη0. Para las escalas más grande (k más chicos) u0 ≳ 1 y para las escalas más pequeñas

u ≫ 1. Para u ≫ 1 la solución de la ecuación (6.50) para h(k, u) tiende a una solución homogénea

de tipo WKB [143, 148]

h(k, u) =
A(k)

a(u)
sin(u+ φ(k)) , (6.52)

con A(k) y φ(k) constante a determinar para cada número de onda k. En consecuencia de�nimos

el esquema para evolucionar numéricamente el sistema sólo hasta u = umax ∼ 102 − 103 y luego

continuar la evolución hasta u = u0 empalmando en u = umax con una solución del tipo (6.52)

usando la continuidad de h(k, u) y su derivada para de�nir A(k) y φ(k).

6.5. Espectro actual de ondas gravitatorias

En esta sección describimos el espectro actual de las pGW. En primer lugar, la densidad de

energía de las GW es

ρGW(t) =
M2

pl

4

〈
ḣij(t,x) ḣ

ij(t,x)
〉

=
M2

pl

4

1

a2(η)

∫
d (log k)

∑
λ

[
Ph(k)

[
h′1(k, η)

]2
+ Pζ(k)

[
h′2(k, η)

]2]
, (6.53)

donde usamos la descomposición (6.22) y la expresión (6.43). La cantidad observacionalmente

relevante es el espectro actual del parámetro de densidad de las pGW (@ η = η0) de�nido por

ΩGW(k, η0) =
1

ρc

dρGW

d log k
= ΩGW,h(k, η0) + ΩGW,ζ(k, η0) (6.54)

con

ΩGW, h(k, η0) =
1

6 a20H
2
0

Ph(k)
[
h′1(k, η0)

]2
, (6.55)

ΩGW, ζ(k, η0) =
1

6 a20H
2
0

Pζ(k)
[
h′2(k, η0)

]2
. (6.56)

103



El espectro ΩGW(k, η) tiene dos contribuciones descorrelacionadas que provienen de los espec-

tros estocásticos primordiales Ph y Pζ . Si bien las funciones de transferencia h1 y h2 cumplen las

mismas ecuaciones dinámicas la diferencia en las condiciones iniciales (ecuaciones (6.45)-(6.46))

las convierte en soluciones práctica y conceptualmente muy distintas.

6.5.1. Canal de efectos viscosos sobre las pGW

En esta sección enfocamos nuestra atención a la contribución ΩGW, h(k, η0) (ecuación (6.55))

cuyas condiciones iniciales corresponden a 6.45. Esto signi�ca que el espectro inicial de las GW

es Ph y el de los modos de spin-w del �uido es nulo.

Para describir un ejemplo representativo tenemos que �jar la constante de acoplamiento

g, que a su vez determina el tiempo de relajación τ a través de (6.5), y la temperatura de

desacople Tdec,s. Resulta ser que τ de�ne la escala característica de disipación. Entre los valores

de g mencionados en (6.6) elegimos g ≃ 10−6 ya que su frecuencia asociada fτ ∼ 10−14 Hz

(y longitud de onda λτ ∼ 1 Mpc) es de interés cosmológico [137]. Notemos que el número de

onda k, la longitud de onda λ y la frecuencia f son cantidades comóviles, y dado que optamos

por la convención a0 = 1 también coinciden con sus valores físicos hoy. La relación entre dichas

cantidades es f = ck/2π = c/λ5. Al mismo tiempo la temperatura de desacople determina tanto

la función ρs/ρc como el número efectivo de grados de libertad de la radiación no fotónica, Neff .

Como Neff es una función decreciente de la temperatura de desacople, elegimos su mínimo valor,

Tdec,s = 125 MeV, para el cual Neff ≃ 3,5 satura el intervalo de 3σ actual (99.7% CL) asociado

a las observaciones del CMB [203] y a las observacion de abundancias primordiales y BBN

[208, 194] por separado. Distintas combinaciones estadísticas de ambas mediciones resultan en

cotas más estringentes [208]. Por ello, al �nal de esta sección, explicamos cómo cambian nuestros

resultados para Neff más pequeños como así también comentamos el impacto de las variaciones en

τ (o g). Finalmente como s es una ALP producida en equilibrio térmico en el universo temprano

y efectivamente no masiva hasta hoy, no genera un efecto apreciable en la evolución del proceso

de formación de estructuras durante la era dominada por la materia.

En la Figura 6.1 mostramos el resultado de la integración numérica para ΩGW, h(k, η0). Pri-

mero tenemos el espectro actual de las pGW para la evolución libre, i.e. cuando no hay fuentes

5Aunque estamos usando unidades en las que c = kB = ℏ = 1, en esta sección ponemos explícitamente la
velocidad de la luz c en las de�niciones de f , k y λ por claridad.
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(línea azul sólida en la Figura 6.1), a este espectro lo llamamos libre6. En este caso recuperamos

el conocido espectro de pGW [141, 142, 143], con pequeñas diferencias debidas a la incorporación

del campo escalar extra s. Se caracteriza por dos regímenes: uno para escalas que reingresan al

horizonte luego de Igualdad durante la época dominada por la materia, k < kEQ, y otro para

escalas ingresando al horizonte antes de Igualdad mientras el universo estaba dominado por la

Radiación, k > kEQ. La escala kEQ ∼ 10−2/Mpc corresponde al tamaño del horizonte en el mo-

mento de Igualdad. Para k < kEQ la amplitud decae como k−2 y para k > kEQ encontramos un

espectro casi plano. Los escalones suaves que se aprecian están vinculados al decaimiento de los

grados de libertad relativistas. El cambio al dominio de la Energía Oscura sólo es observable para

longitudes de onda muy grandes k < kΛ ∼ 10−5/Mpc y no es relevante para nuestro análisis.

Cuando consideramos la interacción con el �uido (línea sólida naranja en la Figura 6.1)

observamos que la frecuencia límite fτ distingue dos regímenes del �uido: el régimen colisional,

f/fτ ≪ 1 → kcτ ≪ 1, en el cual las colisiones son e�cientes y el régimen no colisional, f/fτ ≪

1 → kcτ ≪ 1, caracterizado por la propagación libre de los modos spin-2 del �uido. Resulta que

para las escalas en las que dominan las colisiones, las mismas tienden a borrar las anisotropías

del �uido haciendo que la fuente de GW se vuelva despreciable [160] mientras que en la etapa

no colisional (o de propagación libre de los modos de spin-2 del �uido), el EMT anisótropo no es

despreciable y, en consecuencia, ocurre un fenómeno de amortiguamiento de las GW conducido

por la expansión del Universo [148, 160]. En el Apéndice D analizamos sendos regímenes y

presentamos una comparación entre nuestra descripción de la interacción GW-�uido a partir de

un esquema hidrodinámico basado en las SOT y la expuesta en [148, 160] realizada desde el

marco de la teoría cinética. La comparación nuestra un amplio acuerdo cualitativo entre ambas

descripciones.

Los efectos viscosos y de amortiguamiento están principalmente determinados por la escala

kτ = 1/cτ y la razón ρs/ρc que de�ne la intensidad de la interacción entre las pGW y el �uido. Es

posible estimar una viscosidad física efectiva relacionada a este �uido, en el régimen dominado por

las colisiones, como ηphys = (8b/15) ρs τphys. Su valor actual ηphys,0 es despreciable comparado con

las cotas correspondientes a la viscosidad del medio interestelar que puede afectar la propagación

de GW producidas e.g. durante la colisión de dos agujeros negros [162, 163].

6En la Figura 6.1 agregamos, por completitud, el espectro actual de pGW para la evolución libre sin considerar
el decaimiento de los grados de libertad relativistas (línea gris sólida en la Figura 6.1), como observamos es un
espectro plano.
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Para cuanti�car el efectos de los fenómenos no ideales sobre las pGW con respecto al espectro

de evolución libre considerando los grados de libertad relativista, de�nimos la diferencia relativa

Figura 6.1: Espectro actual de las pGW, ΩGW,h(f, η0) (ecuación (6.55)) en función de la fre-
cuencia de la onda hoy en Hz. La línea sólida azul representa la evolución libre de las pGW y la
naranja tiene en cuenta los efectos no ideales del plasma primordial. Observamos una frecuencia
límite fτ = 1/2πτ relacionada con la escala de tiempo característica de los fenómenos disipativos
τ . Para el régimen colisional del �uido (f < fτ ) el impacto de los efectos viscosos elimina las
anisotropías del �uido, la fuente de GW se vuelve despreciable y obtenemos un espectro de pGW
igual al de evolución libre. En cambio, para el régimen no colisional (f > fτ ) la interacción GW-
�uido genera una absorción de la energía de las pGW, debido al fenómeno de amortiguamiento
conducido por la expansión del universo, que lleva a una disminución relativa del orden de 10%.
Como se muestra en la �gura, los escalones suaves que se observan en ambos espectros (azul y
naranja) se deben al decaimiento de los grados de libertad relativistas. El espectro de la línea
sólida gris corresponde a la evolución libre pero sin considerar la dinámica del decaimiento de
los grados de libertad relativista (Libre s/GdLR en la etiqueta).
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entre los espectros según

∆Ω

Ω
(k) =

|ΩGW,libre(k)− ΩGW,vis(k)|
ΩGW,prom(k)

, (6.57)

con ΩGW,prom(k) el promedio entre ΩGW,libre(k) y ΩGW,vis(k) para cada k.

En la Figura 6.2 mostramos la cantidad ∆Ω/Ω vs. f (f = ck/2π). Para el régimen no coli-

sional del �uido (f < fτ ) la diferencia relativa es del orden de 10%. Como hemos argumentado

previamente, este disminución de la amplitud está fuertemente correlacionado con el cociente

ρs/ρc. Sin embargo en el régimen dominado por las colisiones (f < fτ ) las mismas se vuelven

e�cientes, producen la `isotropización' del �uido y así borran la fuente de GW independiente-

mente de ρs/ρc obteniendo un espectro de GW igual al ideal sin fuente. Para construir la curva

ρs(η)/ρc(η) vs. f relacionamos el tiempo conforme η con la escala particular que coincide con

el tamaño del horizonte en ese momento según k = H(η)a(η). La razón ρs/ρc mide la contri-

bución del campo escalar s a la densidad de energía total del universo. Como es un campo no

masivo durante toda su evolución, su contribución sólo es apreciable en la época dominada por

la radiación. Durante esta etapa la curva puede aproximarse por

ρs
ρc

≃


2

g∗(Trad)
si Trad > Tdec,s

2

g∗(Trad)

(
g∗,ent(Trad)

g∗,ent(Tdec,s)

)4/3

si Trad < Tdec,s

. (6.58)

Conforme se expande el universo la temperatura baja y entonces vemos que para tiempos

tempranos con Trad > Tdec,s, el cociente ρs/ρc crece mientras desciende la temperatura. La

dependencia para el caso Trad < Tdec,s es más compleja pero como sabemos que en el futuro lejano,

cuando domina la materia, ρs/ρc ≪ 1 el máximo ocurrirá durante el dominio de la radiación

y luego del desacople. En el caso particular que estamos analizando la escala de energía del

desacople de s se superpone con la transición QCD. En términos de la frecuencia sucede que para

f < fEQ ρs/ρc decae abruptamente. Para f > fEQ el cociente está determinado por la relación

(6.58) y los escalones y picos que se observan en dicha región, en la Figura 6.2, corresponden

tanto al decaimiento de los grados de libertad relativistas como al desacople del �uido formado

por las partículas del campo s.

Más allá de este ejemplo analizamos un rango amplio de parámetros. A saber, para todas
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las frecuencias características fτ , determinadas por cualquier constante de acoplamiento dentro

de nuestro rango de interés g ∼ 10−6 − 10−4, hallamos el mismo comportamiento. Esto es,

pueden distinguirse dos regímenes: el colisional f < fτ , sin absorción de GW, y el no colisional

Figura 6.2: Diferencia relativa ∆Ω/Ω (ecuación (6.57)) entre los espectros azul y naranja presen-
tados en la Figura 6.1. Mide el impacto de los efectos no ideales con respecto al caso de evolución
libre sin fuentes. Además mostramos el cociente, ρs(η)/ρc(η), entre la densidad de energía del
�uido compuesto por partículas del campo s y la densidad crítica del unvierso en función de
la frecuencia. Para expresar la relación entre η y f (o k) consideramos que f es la frecuencia
correspondiente al tamaño del horizonte en el tiempo η según f = H(η)a(η)/2π. Observamos
que la disminución relativa de la amplitud del espectro de las pGW en el régimen no colisional
(f > fτ ) es del orden de 10% y está fuertemente correlacionada con el cociente ρs/ρc. Sin em-
bargo para longitudes de onda larga (f < fτ ) el efecto es despreciable independientemente de
ρs/ρc. La variación irregular que notamos en el momento del desacople de s es producto arti�-
cial del cálculo debido a la implementación de un desacople abrupto. En este caso consideramos
Neff ≃ 3,5 al límite de las cotas observacionales a 3σ (o 99.7% CL) correspondientes al CMB
[203] y BBN [208, 194] por separado. Para valores de Neff más pequeños encontramos el mismo
comportamiento cualitativo con una disminución relativa máxima en la amplitud que se reduce
gradualmente de 12 a 2% conforme Neff = 3,5 → 3,1.
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f > fτ , con efectos de amortiguamiento de las GW debido a la propagación libre de los modos

de spin-2 del �uido. Por otra parte, las temperaturas de desacople Tdec,s ≥ 125MeV implican

que 3,1 ≤ Neff ≤ 3,5. El valor mínimo Neff = 3,1 se alcanza para cualquier temperatura Tdec,s >

mtop ∼ 200GeV. La distinción de regímenes y los efectos cualitativos reportados en las Figuras

6.3 y 6.2 son los mismos para todo el rango de Neff . Cuantitativamente obtenemos que el valor

máximo de ∆Ω/Ω se reduce gradualmente desde el 12% hasta el 2% para Neff = 3,5 → 3,1.

Finalmente concluimos que la contribución ΩGW, h(k, η0) al espectro total (6.54) representa la

evolución no trivial del espectro de pGW, creado por �uctuaciones cuánticas durante In�ación,

en presencia de un plasma primordial viscoso. Este fenómeno incluye tanto efectos puramente

disipativos colisionales como efectos de amortiguamiento no colisionales debido a la propagación

libre de los modos de spin-2 del �uido, en particular la pérdida de energía de las GW a través

de la interacción con el �uido ocurre en el régimen no colisional en el que las colisiones del �uido

no son relevantes.

6.5.2. Canal de producción de GW debido al �uido

En esta sección analizamos la contribución ΩGW, ζ(k, η0) (ecuación (6.56)). El espectro resul-

tante se muestra en la Figura 6.3. Como en este caso comenzamos la evolución sin GW iniciales,

el espectro de GW �nal es producido enteramente por los modos de spin-2 del �uido iniciales,

vinculados a la proyección TT del núcleo de ruido del campo escalar s en el �n de In�ación. La

función de transferencia z2(k, η) (ecuaciones (6.46) y (6.51)) muestra el decaimiento efectivo de

dichas �uctuaciones acopldas a las GW luego de Recalentamiento cuando el estado del campo s

puede describirse como un �uido.

La amplitud del espectro ΩGW, ζ está fuertemente suprimida por el factor (Hinf/Mpl)
4. Aun-

que la función de transferencia h2(k, η) resulta ser no trivial, es aproximadamente plana para

longitudes de onda pequeñas con lo cual la dependencia de ΩGW, ζ con respecto a k (o f) está

determinada por el espectro inicial Pζ(k) ∼ k3. Por lo tanto la producción total de GW por el

�uido, ΩGW,ζ(k, η0), es despreciable comparada con ΩGW, h(k, η0) para el rango de frecuencias

que estamos considerando.

En consecuencia concluimos que para las frecuencias de interés cosmológico, el espectro to-

tal de pGW ΩGW(k, η0) (ecuación (6.54)) está determinado esencialmente por la contribución

ΩGW, h(k, η0), que se muestra en la Figura 6.1.
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El espectro ΩGW, ζ(k, η0) puede ser relevante para frecuencias muy altas relacionadas con el

tamaño del horizonte al �n de Recalentamiento, f ∼ 108 Hz. Es importante notar que el resultado

�nal depende del método de regularización y `renormalización' usado para calcular Pζ (ecuación

(6.40)), el cual a su vez es sensible a la escala de energía de In�ación Hinf .

Figura 6.3: Espectro actual de GW producido por el decaimiento de las �uctuaciones iniciales
de los modos de spin-2 del �uido, ΩGW,ζ(k, η0) (ecuación (6.56)). Estas �uctuaciones iniciales
provienen del núcleo de ruido del campo escalar s en el �n de In�ación. La amplitud del espectro
está globalmente suprimida por el factor (Hinf/Mpl)

4. Dado que la función de transferencia es
una casi plano para longitudes de onda corta, la dependencia en k está esencialmente determi-
nada por el espectro inicial Pζ(k) ∼ k3. Para el rango de frecuencias considerado este espectro
resulta despreciable comparado con el de la Figura 6.1. No obstante, este espectro puede ser
relevante para frecuencias altas (f ∼ 108 Hz) que corresponde al tamaño del hoirzonte al �na de
Recalentamiento.
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Parte III

Observaciones �nales





Capítulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones de la Parte I

Las SOTs son teorías hidrodinámicas que para describir los efectos no ideales de un �uido

real introducen nuevas variables con una dinámica propia, extendiendo así el conjunto de grados

de libertad que se utiliza en la teoría del �uido ideal. En estos esquemas extendidos existen

grados de libertad de tipo escalar, vectorial y tensorial; las FOTs no presentan estos últimos.

Además, las SOTs incorporan consistentemente los requerimientos de la Relatividad General y

la Termodinámica para �uidos reales relativistas. Sus ecuaciones dinámicas forman un sistema

hiperbólico que asegura la causalidad y un problema de valores iniciales bien formulado. Las DTTs

son una clase particular de SOTs que, a su vez, cumplen la segunda ley de la Termodinámica de

forma no perturbativa.

En el Capítulo 3 mostramos la construcción de una DTT desde el enfoque fenomenológico

a partir del funcional generador y obtenemos las ecuaciones dinámicas generales. Luego estu-

diamos las perturbaciones SVT alrededor de un equilibrio trivial en el espacio de Minkowski y

mostramos que dentro de la aproximación de propagación libre (τ → 0) la dinámica relevante

está determinada por la interacción entre los modos vectoriales y tensoriales, descartando los

modos escalares, por lo cual denominamos a dicho régimen límite de `incompresibilidad'.

A partir de la generalización del teorema de �uctuación-disipación para las teorías hidrodiná-

micas causales incorporamos las �uctuaciones térmicas propias del �uido en la DTT desarrollada

en el Capítulo 3. Para estudiar el impacto de dichas �uctuaciones térmicas en la dinámica conside-
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ramos un �uido con perturbaciones alrededor del equilibrio en el espacio de Minkowski asumiendo

la aproximación de `incompresibilidad'. Nos concentramos en una situación más simpli�cada aún

en la que analizamos sólo las �uctuaciones térmicas tensoriales. Estas �uctuaciones excitan mo-

dos vectoriales que a su vez retro-accionan sobre los modos tensoriales generando una dinámica

efectiva no lineal para los modos tensoriales.

En este escenario analizamos las propiedades estadísticas de dicha dinámica a través de

las funciones de correlación entre los modos. Para organizar la expansión perturbativa de las

interacciones de la teoría y poder calcular las funciones de correlación utilizamos técnicas tomadas

del Análisis Funcional y la Teoría Cuántica de Campos Fuera de Equilibrio, a saber la 2PIEA

y el formalismo MSR. De esta forma podemos escribir las ecuaciones de evolución para los

propagadores causales y de Hadamard, tanto para el sector vectorial como para el tensoriales, a

orden lineal, sin considerar las interacciones, y luego considerar las interacciones en un desarrollo

perturbativo diagramático en términos de cantidad de lazos.

Encontramos que al considerar las interacciones a orden de un lazo, obtenemos los propaga-

dores `vestidos'. En efecto los espectro de los propagadores `vestidos' adquieren una dependencia

no trivial con la escala, con dos regímenes diferenciados para las escalas grandes (p ≪ pT) y

escalas pequeñas (pT ≪ p < pL, con pT y pL en la ecuación (4.153)). De hecho, debido a las

no linealidades, el espectro de la función de correlación tensorial para escalas grandes recupera

el espectro plano de la teoría lineal sin interacciones pero para escalas pequeñas se convierte en

una ley de potencias p−4. En consecuencia también se renormaliza el tiempo de relajación de la

teoría de forma tal que adquiere la misma dependencia con la escala que el espectro tensorial

mencionado.

En virtud de que las funciones de correlación decaen exponencialmente en el tiempo, las

correcciones al espectro de �uctuaciones tensoriales sólo son signi�cativas para tiempos más

cortos que el tiempo de relajación macroscópico o bien para escalas r tales que r < cτ , las cuales

son relevantes en las etapas iniciales de las RHICs.

Las estructuras no triviales de los espectros `vestidos' implican la redistribución de energía y

entropía entre las escalas pequeñas debido a los efectos no lineales. Econtramos que la corrección

a la densidad de entropía al orden más bajo es cuadrática en las �uctuaciones tensoriales y su

espectro es plano en ambos regímenes (p ≪ pT y pT ≪ p < pL) pero con una amplitud menor

para escalas pequeñas. Este resultado sugiere que los modos tensoriales podrían sostener una
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cascada turbulenta inversa de entropía [112].

7.2. Conclusiones de la Parte II

Para estudiar el universo temprano, particularmente inmediatamente después de In�ación,

es importante incluir todas las interacciones entre los campos fundamentales que componen el

contenido del universo. Claramente es un desafío abrumador sino imposible. Por ello se propone

tratar a los campos y sus interacciones con teorías hidrodinámicas relativistas efectivas. A su

vez sabemos que la descripción de �uido ideal es insu�ciente para capturar todos los fenómenos

de interés, como aprendimos de las RHICs, y es por eso que necesitamos incorporar efectos

disipativos.

En el Capítulo 6 describimos la evolución lineal de las pGW incluyendo los efectos visco-

sos del plasma primordial dentro de un marco hidrodinámico covariante y causal basado en la

DTT construida en la Subsección 2.5.1. Consideramos un escenario cosmológico estándar con un

campo escalar extra (s) auto-interactuante, efectivamente no masivo y mínimamente acoplado,

perteneciente a la familia de las ALP. El estado del campo escalar, que durante In�ación es de

vacío, se convierte en un estado excitado de muchas partículas al inicio de la era dominada por la

radiación, y puede ser descripto efectivamente como un �uido causal real (viscoso). En el marco

de la DTT, el conjunto de grados de libertad hidrodinámicos se amplía para capturar los fenó-

menos disipativos. Además de cumplir con la Segunda Ley y constituir una dinámica hiperbólica

que asegura la causalidad de la teoría y un problema de valores inciales bien formulado, este

esquema permite tener en cuenta los fenómenos de relajación en escalas de tiempo de orden τ o

menores. En este conjunto extendido de variables existen modos de spin-2 que se acoplan con las

GW a primer orden capturando la interacción viscosa entre las GW y el �uido. Dicha interacción

no puede ser completamente descripta por las teorías hidrodinámicas usuales de primer orden.

En consecuencia, enfocamos nuestra atención en estos modos de spin-2 del �uido y escribimos

las ecuaciones lineales que determinan la dinámica acoplada entre las GW y estos modos, a sa-

ber, las ecuaciones (6.41)-(6.42). Luego, encontramos el espectro actual de las GW ΩGW(k, η0)

(ecuación (6.54)) resolviendo numéricamente el sistema (6.41)-(6.42) con las condiciones iniciales

(6.43)-(6.49). Este espectro cuenta con dos contribuciones no correlacionadas.

Por un lado ΩGW,h(k, η0) representa la evolución de las pGW, creadas por �uctuaciones
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cuánticas durante la In�ación, en presencia de un plasma viscoso relativista. Los efectos viscosos

provienen principalmente de la parte del plasma compuesta por las partículas de campo escalar

s y se caracterizan efectivamente por un tiempo característico τ a través de una integral de

colisiones lineal bajo la aproximación de relajación (ecuación (6.4)). El espectro dado por esta

contribución se muestra en la Figura 6.1. Observamos que existe una frecuencia característica

fτ = 1/2πτ vinculada a los efectos viscosos que distingue dos regímenes: el colisional f/fτ < 1 y

el no colisional f/fτ < 1 con f la frecuencia de la GW. En el primero las colisiones son e�cientes,

producen la 'isotropización' del �uido y eliminan así la posible fuente de las GW, en consecuencia

obtenemos efectos despreciables en el espectro de pGW. En el régimen no colisional ocurre la

absorción de energía de las GW y una consecuente disminución de la amplitud del espectro debido

al efecto de amortiguamiento que genera la propagación libre de los modos de spin-2 del �uido

conducida por la expansión del universo. Este fenómeno incluso se ha utilizado para restringir

ciertos parámetros de materia oscura a partir de las observaciones de GW producidas en fusiones

de sistemas binarios y que se propagaron a través del Universo tardío [162, 163].

En virtud de la ecuación de clausura típica de SOTs (6.24), que se acopla a las GW a través

de la ecuación (6.23) e incluye la retro-acción de las GW sobre el �uido, recuperamos el mismo

comportamiento cualitativo que se encuentra en la descripción de la interacción GW-�uido a

partir de teoría cinética [148, 160] (ver Apéndice D). En nuestro caso �jamos una realización

simple y concreta de los efectos viscosos del �uido y calculamos explícitamente el espectro actual

de pGW. Los parámetros se �jaron para analizar escalas de interés cosmológico. En particular,

la constante de acoplamiento g que regula la interacción entre los modos de spin-2 del �uido

determina el valor de τ y de la frecuencia característica fτ = 1/2πτ que distingue los regímenes

de longitud de onda pequeña y grande, f > fτ y f < fτ respectivamente. Para una constante

de acoplamiento muy pequeña g ≃ 10−6, esta frecuencia es fτ ≃ 10−13 Hz. La disminución de

amplitud con respecto al espectro de evolución libre para longitudes de onda pequeñas depende

del número de especies de radiación no fotónica Neff determinado básicamente por la temperatura

de desacople Tdec,s. La disminución relativa máxima varía entre 2 y 12% según Neff toma valores

en el rango 3,1 → 3,5.

Por otro lado, ΩGW,ζ(k, η0) está relacionado con la producción de GW por el decaimiento

efectivo de los modos de spin-2 del �uido iniciales provenientes de la proyección TT del núcleo

de ruido del campo escalar s en el �nal de In�ación. Esta contribución es despreciable en compa-
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ración con ΩGW,h(k, η0) para las escalas consideradas y sólo puede ser relevante para frecuencias

muy altas (108 Hz) vinculadas con el tamaño del horizonte en el �n de Recalentamiento. No

obstante, este esquema simple permite estudiar la producción de GW dada por el decaimiento

efectivo de las �uctuaciones de spin-2 del �uido. En consecuencia pueden considerarse diferentes

espectros iniciales para los grados de libertad tensoriales motivados en otros fenómenos físicos y

estudiar la producción de GW durante el decaimiento efectivo de estos modos dado por la DTT.

Otro camino interesante dentro de este esquema, es incluir las �uctuaciones térmicas, que

desarrollamos en el Capítulo 4, en el modelo hidrodinámico causal del plasma primordial y

analizar la producción de GW debido a la evolución de dichas �uctuaciones [183, 184, 185, 186].

Finalmente, enfatizamos que este esquema hidrodinámico causal podría ser útil para estudiar el

efecto de la disipación en la producción de GW en al menos dos escenarios más: en una fusión

binaria de estrellas de neutrones [13], y en una transición de fase cosmológica debido a las ondas

sonido o a los movimiento turbulento del �uido generados por la expansión o la colisión de

burbujas. Para este último escenario es particularmente relevante modelar la interacción efectiva

de tipo disipativa entre el plasma relativista y el campo que desarrolla el fenómeno de ruptura

de simetría [170, 171].

7.3. Conclusiones globales

Como conclusión �nal destacamos que los campos en condiciones extremas, como colisiones de

alta energía, escenarios fuera de equilibrio o las etapas tempranas de producción y evolución de un

plasma, evidencian la necesidad de nuevos esquemas de descripción que incorporen interacciones

y procesos no ideales, como disipación, �uctuaciones y termalización. Las teorías hidrodinámicas

relativistas causales son candidatas prometedoras para incluir los efectos característicos de estos

regímenes ya sea desde el punto de vista fundamental formal como en las aplicaciones directas.

De hecho, han mostrado ser un esquema adecuado para describir �uidos reales en las RHICs.

Probablemente el contexto cosmológico, y en particular el universo muy temprano, sea el esce-

nario en el que las teorías relativistas de �uidos reales se mani�estan en todo su rango dinámico

siendo indispensables para capturar sus procesos y fenómenos característicos.

La línea de investigación que llevamos en el último tiempo, y en particular el trabajo de

esta tesis, contribuye a esta idea. En la parte de desarrollos formales realizamos contribuciones
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en la incorporación de �uctuaciones térmicas y cómo estudiar su impacto en la dinámica a

través de métodos funcionales de Teoría de Campos en [88] y generalizamos el formalismo de

la construcción de las ecuaciones de transferencia para los tensores relevantes en geometrías

extendidas en [60]. En las aplicaciones a cosmología estudiamos la evolución de las pGW en

presencia del plasma primordial viscoso en [14, 15] y por otra parte usamos las SOTs para describir

un plasma estrictamente anisótropo en el universo temprano y analizar el desencadenamiento de

inestabilidades electromagnéticas en [16].
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Apéndice A

Reglas de escala de los diagramas

relevantes

En este apéndice discutimos las reglas de escala del subconjunto de diagramas con los que se

construyen los propagadores. Realizamos un análisis general en el que consideramos un número

arbitrario de lazos L y encontramos la condición, sobre una combinación particular de parámetros,

que hace que la expansión en lazos sea válida.

En la Teoría Cuántica de Campos es usual dibujar las correcciones en lazos como diagramas

de Feynman [7, 209]. En cualquier esquema los vértices corresponden a la acción de interacción

Sint y las líneas internas a los propagadores.

Tomemos el núcleo de ruido (4.146) como ejemplo. En términos de diagramas el núcleo de

ruido tiene dos vértices externos del mismo tipo: (YTT -V -ZT) con YTT en las líneas externas.

Para simpli�car, consideramos que en la estructura interna sólo tenemos los campos Y , V y ZT

y vértices del tipo (Y -ZT-ZT) o (Y -V -V ). En este caso las líneas internas son ⟨V V ⟩, ⟨V Y ⟩,

⟨V ZT⟩, ⟨ZTY ⟩ y ⟨ZTZT⟩.

Asumamos que el número de vértices internos está indicado por v y el de líneas internas

por j según los diferentes tipos como v(Y V V ), v(Y ZTZT), j(V V ), j(V Y ), j(V ZT), j(ZTY ) y
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j(ZTZT). Como el número de lazos es L debemos tener los siguientes vínculos

2 + 2 v(Y V V ) = 2 j(V V ) + j(V Y ) + j(V ZT)

2 + 2 v(Y ZTZT) = 2 j(ZTZT) + j(ZTY ) + j(V ZT)

v(Y V V ) + v(Y ZTZT) = j(V Y ) + j(ZTY )

j(V V ) + j(V ZT) + j(ZTZT) = L+ 1 (A.1)

Cada componente de la estructura del diagrama (líneas internas, vértices internos y externos y

las integrales de sobre los lazos) tiene un factor de escala. El diagrama completo tiene una regla

de escala que es el producto de los factores de cada componente. A partir de las Tablas 4.1 y 4.2

extraemos las reglas para los propagadores, de modo que

⟨V V ⟩ → CV V ∼
(
σT 3

0

)−1

⟨V Y ⟩ → CV Y ∼
(
σT 4

0

)−1

⟨V ZT⟩ → CV ZT
∼

(
σT 3

0 p
)−1

⟨ZTY ⟩ → CZTY ∼
(
σT 4

0 p
)−1

⟨ZTZT⟩ → CZTZT
∼

(
σT 3

0 p
2
)−1

. (A.2)

Según las ecuaciones (4.74) y (4.76) el factor de los vértices es

(Y V V ) → VY V V ∼ σT 4
0 p

(Y ZTZT) → VY ZTZT
∼ σT 4

0 p
3. (A.3)

Además debemos agregar un factor p3 por cada integral de lazos y un factor 1/cV p por cada

integral sobre las etiquetas temporales de los vértices internos. Por último, como extraemos la

parte singular de la dependencia temporal del diagrama completo, tenemos que introducir el

factor global δ(t− t′)/(cV p). Finalmente, la regla de escala del diagrama completo es

δ(p− p′)δ(t− t′)
a2 T 7

0 p

cV σ

(
p3

c2V σT
3
0

)L

. (A.4)

Si p3L = c2V σT
3
0 , la condición para hacer que la expansión en lazos sea consistente es p < pL.
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Apéndice B

Invariancia conforme de las ecuaciones

hidrodinámicas

Las ecuaciones hidrodinámicas de la Subsección 2.5.1 son invariantes conforme siempre y

cuando las partículas que conforman el �uido sean efectivamente no masivas.

Hemos mostrado que a partir de teoría cinética y un ansatz particular para la 1pdf podemos

deducir las siguientes ecuaciones hidrodinámicas

Tµν
;ν = 0 (B.1)

Aµνρ
;ρ = Kµν + Iµν , (B.2)

con la derivada covariante usual de un tensor de�nida por la conexión de Levi-Civita Γµ
ρλ según

Bµν
;ρ =

∂

∂xρ
Bµν + Γµ

ρλB
λν + Γν

ρλB
µλ. (B.3)

El procedimiento de tomar momentos de la ecuación de Boltzmann nos lleva a que los tensores

son

Tµν =

∫
Dp pµpν f(xµ, pµ) (B.4)

Aµνρ =

∫
Dp pµpνpρ

1

−uλpλ
f(xµ, pµ) (B.5)

121



Kµν =

∫
Dp pµpν

[
pλ∇λ

(
1

−uσpσ

)]
f(xµ, pµ) (B.6)

Iµν =

∫
Dp pµpν

1

−uσpσ
Icol[f ] . (B.7)

donde la 1pdf y la integral de colisiones son

f(xµ, pµ) =
[
exp

{
−βµpµ − ζµνpµpν/(−T uλp

λ)
}
+ a

]−1
(B.8)

f0(x
µ, pµ) =

[
exp {−βµpµ}+ a

]−1
(B.9)

Icol =
uµpµ
τ

[
f(xµ, pµ)− f0(x

µ, pµ)
]
. (B.10)

La cantidad βµ = uµ/T es un vector de Killing, uµ es la cuadrivelocidad del �uido, T es la tem-

peratura, τ es el tiempo de relajación, ζµν es la variable de no equilibrio, pµ es el cuadrimomento

y Dp es la medida de integración invariante relativista

Dp =
4πd4pµ√
−g (2π)4

δ(p2)Θ(p0). (B.11)

El parámetro a toma los valores a = 1, a = 0 y a = −1 para la distribución de Fermi-Dirac,

Maxwell-Jüttner y Bose-Einstein respectivamente.

Consideremos una transformación conforme tal que

gµν = a2(η) g̃µν , (B.12)

con las siguientes reglas de transformación para las variables relevantes a variables cómoviles

(tildadas) pµ = p̃µ, u
µ = ũµ/a, T = T̃ /a, τ = aτ̃ y ζµν = ζ̃µν/a2. De este modo Dp = D̃p/a2 y

βµpµ = β̃µp̃µ , (B.13)

ζµνpµpν/(−T uλpλ) = ζ̃µν p̃µp̃ν/(−T̃ ũλp̃λ) . (B.14)

Estas últimas reglas implican que las 1pdf (B.8) y (B.9) son invariantes conformes lo cual signi�ca
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f = f̃ and f0 = f̃0. Por otra parte la conexión cumple

Γν
µρ = Γ̃ν

µρ +
a′

a
γνµρ (B.15)

γνµρ = δνρδ
0
µ + δνµδ

0
ρ − g̃ν0g̃µρ (B.16)

A continuación mostramos que la dinámica (B.1)-(B.2) es invariante conforme si pµpµ = 0. A

partir de las de�niciones (B.4)-(B.10) y de las reglas de tranformación mencionadas obtenemos

Tµν = a−6T̃µν (B.17)

Aµνρ = a−7Ãµνρ (B.18)

Iµν = a−7Ĩµν (B.19)

Kµν = a−7
[
K̃µν +

a′

a
Ãµν0

]
. (B.20)

La divergencia del EMT es

Tµν
;ν = a−6

[
T̃µν
,ν + Γ̃ν

νρT̃
µρ + Γ̃µ

νρT̃
νρ +

a′

a

(
−6T̃µ0 + γννρT̃

µρ + γµνρT̃
νρ
) ]

. (B.21)

Al expandir los coe�cientes γ dentro de los paréntesis mostramos que la expresión entre paréntesis

es nula cuando p2 = 0. A saber,

−6T̃µ0 + γννρT̃
µρ + γµνρT̃

νρ = −g̃µ0T̃ ν
ν = 0. (B.22)

pues si p2 = 0 entonces Tµ
µ = T̃µ

µ = 0. Por lo tanto Tµν
;ν = 0 implica

T̃µν
;̃ν = 0 . (B.23)

Esta última ecuación está escrita en términos de variables comóviles.

La transformación de la ecuación (B.2) es

Ãµνρ
;̃ρ +

a′

a

(
−7Ãµν0 + γρρλÃ

µνλ + γµρλÃ
ρνλ + γνρλÃ

µρλ
)
= K̃µν + Ĩµν +

a′

a
Ãµν0 . (B.24)

Luego de expandir los coe�cientes γ y usar que Aµνρ es simétrico y sin traza en cualquier par de
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índices (a causa de p2 = 0), es directo mostrar que

Ãµνρ
;̃ρ = K̃µν + Ĩµν . (B.25)

En resumen observamos que si p2 = 0 entonces las ecuaciones (B.1)-(B.2) implican las ecua-

ciones comóviles (B.23) y (B.25), mostrando así la invariancia conforme de la teoría.
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Apéndice C

Núcleo de ruido de un campo escalar

durante In�ación

Consideremos una In�ación de de Sitter exacta y un campo escalar mínimamente acoplado

en su estado de vacío de Bunch-Davies. El núcleo de ruido se de�ne según

Nµνρ′σ′(x, x′) =
1

2

〈
0
∣∣∣{(T̂µν(x)−

〈
T̂µν(x)

〉)
;
(
T̂ρ′σ′(x′)−

〈
T̂ρ′σ′(x′)

〉)}∣∣∣0〉 , (C.1)

donde |0⟩ es el vacío de Bunch-Davies y T̂µν(x) es el EMT del campo escalar. El núcleo de

ruido (C.1) en el espacio de de Sitter fue calculado en términos de la función de Wightman

Gxx′ = ⟨0| ϕ̂(x)ϕ̂(x′) |0⟩ en [205, 206, 207, 210]. Trabajar con el EMT cuántico T̂µν(x) no es

trivial, la generalización más inmediata a partir del tensor clásico resulta estar mal de�nida

y en consecuencia es necesario considerar métodos de regularización para obtener expresiones

bien de�nidas como por ejemplo la regularización a partir de la separación de puntos [210,

211]. No obstante resulta que el núcleo de ruido (C.1) es una cantidad bien de�nida con una

divergencia esperable en el límite de coincidencia (x → x′). Dado que estamos interesados en

la proyección espacial TT del núcleo de ruido, sólo consideramos la contribución del término

cinético en el EMT. Aunque el límite no masivo no es equivalente al caso no masivo exacto

[205], la proyección TT descarta los términos con�ictivos y evita este comportamiento singular.

Entonces, las componentes espaciales del núcleo de ruido que proviene sólo del término cinético
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son

N i k′
j l′ (x, x

′) =
1

2

[
gingk

′m′∇n∇m′Gxx′∇j∇l′Gxx′ + gingl
′m′∇n∇m′Gxx′∇j∇k′Gxx′ +

+(x ↔ x′)
]
. (C.2)

En [212] están las fórmulas explícitas para lidiar con las derivadas de tensores evaluados en dos

puntos diferentes (bitensores).

Como hemos mencionamos en la Sección 6.4.3 consideramos el núcleo de ruido sólo para

modos que se `congelan' al salir del horizonte, es decir escalas que sean super-horizonte en el �n

de In�ación. Es posible encontrar un núcleo de ruido `renormalizado' sustrayendo las �uctuaciones

del vacío local adiabáticas para escalas dentro del horizonte [14, 15]. Aplicando este procedimiento

el núcleo de ruido `renormalizado' para tiempo iguales η = η′ = ηI es

N i k
j l (r) =

H4
inf

8π4 a4I

[
rirjrkrlF1(r) + (δilrjrk + δjkrirl)F2(r) +

+δilδjkF3(r) + (k ↔ l)
]

(C.3)

donde

F1(r) =
4

r8
Θ
(
r − r0

)
(C.4)

F2(r) = − 2

r6
Θ
(
r − r0

)
(C.5)

F3(r) =
1

r4
Θ
(
r − r0

)
(C.6)

donde ri = (xi − x′ i) indica las componentes de las coordenadas espaciales comóviles y r0 =

α/aIHinf con α ∼ 1. En el lado derecho de la expresión (C.3) descartamos el primado en los

índices y para subirlos o bajarlos usamos la delta de Kronecker.

La proyección TT de (C.3) es

[
N i k

j l (r)
]TT

=

∫
d3p

(2π)3
eip(x−x′) H4

inf

4π4 a4I
STT

ijkl(p) ×

×

[
2F̂ ′′

1 (p)

p2
− 2F̂ ′

1(p)

p3
− 2F̂ ′

2(p)

p
+ F̂3(p)

]
(C.7)
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con

F̂i(p) =

∫
d3r e−iprFi(r) , (C.8)

y los proyectores transversal, P ij(k), y TT, STT
ijkl(k), en el espacio de Fourier de�nidos en

(4.86) y (4.97) respectivamente.

Luego de calcular las transformadas de Fourier de (C.4)-(C.6) y reemplazarlas en (C.7) ob-

tenemos la expresión (6.37).

127





Apéndice D

Regímenes del �uido: colisional y no

colisional. Comparación con el enfoque

cinético

En la referencia [160] los autores generalizan el trabajo realizado en [148] para incorporar los

efectos de las colisiones en la evolución de las GW acopladas a un �uido anisótropo usando, en

ambos casos, un esquema de teoría cinética para describir al �uido. Aquí analizamos la compa-

tibilidad entre el enfoque cinético mencionado y nuestra descripción en la que usamos una SOT

para modelar el �uido.

D.1. Escenario con espacio-tiempo de fondo plano

Primero analizamos la evolución de las GW acopladas a un �uido causal en un espacio-tiempo

con un fondo de Minkowski cuya métrica es

ds2 = −dt2 + (δij + hij) dx
idxj , (D.1)

donde hij representa las GW con hii = ∂ihij = 0. Las ecuaciones dinámicas resultan ser

(
∂2

∂ t2
−∇2

)
hij(r, t) =

2

M2
pl

T
(1)
ij

TT(r, t) . (D.2)
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Usamos una DTT generalizada para describir el �uido (ver Secciones 2.5 y 6.3) y en con-

secuencia la fuente de GW, i.e. la parte de spin-2 del EMT a primer orden, queda de�nida

como

T
(1)
ij

TT =
8

15
ρs ζij , (D.3)

con ρs la densidad de energía media del �uido. La dinámica de las nuevas variables de no equilibrio

ζij está determinada por las ecuaciones (6.11) y (6.19) en las cuales asumimos la aproximación

de relajación para la integral de colisiones. En efecto llegamos a

∂

∂t
ζij +

1

τ
ζij = −b

∂

∂t
hij . (D.4)

Al aplicar la transformada de Fourier a las ecuaciones (D.2) y (D.4) tanto en espacio como en

tiempo y usando la descomposición (6.22) obtenemos, para cada polarización,

(
−ω2 + k2

)
hk, ω =

16

15

1

M2
pl

ρs ζk, ω (D.5)(
iω − 1

τ

)
ζk, ω = −b i ωhk, ω . (D.6)

La relación de dispersión general es

ω2 − k2 − B

1 + i/(ωτ)
= 0 (D.7)

con B = 16 ρs b/(15M
2
pl). En el régimen no colisional en el que las colisiones son ine�cientes,

ωτ ≫ 1, la relación de dispersión queda

ω2 − k2 −B

(
1− i

ωτ

)
= O

[(
1

ωτ

)2
]
. (D.8)

Para el régimen colisional en el cual las colisiones son e�cientes, ωτ ≪ 1, la relación de dispersión

es

ω2 − k2 + i B ωτ = O
[
(ωτ)2

]
. (D.9)
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Ambas expresiones (D.8) y (D.9) coinciden cualitativamente con los resultados presentados en

[160]. En particular observamos que el exponente de decaimiento crece linealmente con ωτ en

el régimen colisional mientras que decrece como (ωτ)−1 en el régimen no colisional de modo

que el efecto máximo de decaimiento ocurre para ωτ ∼ 1. Es importante notar que asumir más

colisiones en un �uido se traduce en considerar valores menores de τ .

D.2. Escenario cosmológico

En lugar de considerar un fondo estático plano, el caso que desarrollamos en el Capítulo 6

detalla la evolución de las GW acopladas a la materia en un contexto cosmológico. Este fenómeno

ya ha sido estudiado en [148], para partículas que se propagan libremente, y generalizado en [160],

para incorporar los efectos de las colisiones, ambos dentro de un esquema proveniente de teoría

cinética. En este apéndice comparamos cualitativamente sus resultados con nuestro desarrollo

hidrodinámico utilizando una SOT.

Para la SOT más simple, la dinámica principal está dada por las ecuaciones (6.41) y (6.42).

Analicemos el canal de efectos viscosos (Sección 6.5.1) en el cual asumimos que los modos de

spin-2 del �uido son nulos, i.e. ζk(uI) = 0. Esto es equivalente a �jar la 1pdf inicial de equilibrio

en presencia de GW tal y como en [148, 160]. Con estas condiciones iniciales es posible reescribir

el sistema de ecuaciones (6.41)-(6.42) como la siguiente expresión formal

h′′k(u) +
2 a′(u)

a(u)
h′k(u) + hk(u) = −24

ρs(u)

ρc(u)

(
a′(u)

a(u)

)2 ∫ u

uI

dũ e−(u−ũ)/(kτ) h
′
k(ũ)

15
.(D.10)

El lado derecho es la fuente de GW producida por el �uido asumiendo una condición inicial nula

para los modos de spin-2 del �uido. El factor exponencial tiene en cuenta las colisiones y en

consecuencia, al igual que en la sección previa, pueden ser analizados dos regímenes distintos. En

el régimen colisional, ckτ ≪ 1, notamos que como las colisiones son e�cientes, borran las aniso-

tropías del �uido haciendo que la fuente de GW (lado derecho de (D.10)) se vuelva despreciable

debido al factor exponencial e−(u−ũ)/(kτ), independientemente de los prefactores ρs/ρc y (a′/a)2.

Para el régimen no colisional en el que los modos de spin-2 del �uido se propagan libremente,

ckτ ≫ 1, obtenemos que la fuente de GW genera un efecto de amortiguamiento conducido por

la expansión del universo lo cual implica un decrecimiento en la amplitud del espectro de GW
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como se muestra en la Figura 6.1. De esta forma recuperamos el comportamiento cualitativo

reportado en [148, 160].

Al considerar colisiones dentro del esquema de teoría cinética, el lado derecho de (D.10) se

expresa como [160]

−24
ρs(u)

ρc(u)

(
a′(u)

a(u)

)2 ∫ u

uI

dũ e−(u−ũ)/(kτ)K(u− ũ)h′k(ũ) (D.11)

con K(s) = j2(s)/s
2 y j2(s) la función esférica de Bessel de segundo orden. El núcleo K(s)

contempla los efectos de las variaciones espaciales de las anisotropías producidas por las partículas

que se mueven en la dirección de propagación de las GW.

Nuestra ecuación (6.42) para los modos de spin-2 del �uido es análoga a la ecuación linealizada

para las perturbaciones de la 1pdf en el enfoque cinético. En efecto usando la ecuación (6.42)

deducimos la expresión (D.10) que captura de forma efectiva la misma dinámica cualitativa

encontrada en el esquema cinético como expresamos en los párrafos previos. El promedio de

momentos realizado para construir la ecuación (6.42) a primer orden (ver ecuaciones (6.11)-

(6.14)) y la parametrización elegida para la 1pdf no permiten expresar el efecto del núcleo K(s)

y en consecuencia obtenemos una dependencia trivial K(s) → K(0) = 1/15, como puede notarse

comparando el lado derecho de (D.10) y (D.11).
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