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Resumen

En esta tesis trabajamos sobre la descripcion hidrodindmica de fluidos reales en contextos

relativistas y sobre sus aplicaciones concretas en cosmologia.

La primera parte esta dedicada a introducir las motivaciones y los conceptos bésicos sobre los
modelos hidrodinamicos necesarios para describir fluidos reales relativistas. En esta oportunidad
optamos por trabajar con las denominadas Teorias de Segundo Orden (SOT por sus siglas en
inglés) y en particular, con el formalismo de las Teorias de Tipo Divergencia (DTT por sus siglas
en inglés), que asegura causalidad en la dindmica y el cumplimiento de la segunda ley de la
Termodinamica de forma no perturbativa. Gran parte del trabajo original se basé en elaborar
desarrollos formales que permitan estudiar la dindmica no lineal de los nuevos grados de libertad
que introducen estas teorias hidrodindmicas causales para describir los efectos no ideales. A
su vez, a partir de una generalizacién del teorema de fluctuacion-disipacién estudiamos cémo
las fluctuaciones térmicas inherentes a la disipacién afectan al sector tensorial de los grados de
libertad. Desarrollamos un esquema autoconsistente para analizar las funciones de correlacion
relevantes del sistema y sus correcciones debidas a efectos no lineales usando métodos funcionales
como el formalismo Martin-Siggia-Rose y la Acciéon Efectiva Irreducible de Dos Particulas. Un
resultado interesante del andlisis previo sugiere que los modos tensoriales podrian desarrollar una
cascada inversa de entropia y asi sostener, al menos en parte, la generacién de estructuras de

gran escala a partir de fluctuacionces en escalas pequenas.

En la segunda parte elaboramos una aplicacién particular de la hidrodinamica relativista a la
cosmologia relacionada con las ondas gravitatorias primordiales (pGW por sus siglas en inglés).
La hipétesis central es que consideramos al plasma primordial en el universo temprano como un

fluido disipativo descripto por una DTT.

Nuestra contribucién es presentar un esquema hidrodindmico que permite estudiar la evolu-
cion del espectro de pGW en presencia del plasma primordial viscoso en el universo temprano, a
través de una interaccion que incorpora la retro-accion de las GW sobre el plasma. En particular
estudiamos c6mo los modos de spin-2 del fluido, que representan parte de los grados de libertad
no ideales de la DT'T, se acoplan con las GW a primer orden capturando la interaccién entre las
GW vy el fluido viscoso. Dicha interaccién descripta en el esquema de las SOT es compatible con
los desarrollos basados en teoria cinética y no puede ser completamente descripta por las teorias

hidrodinamicas usuales de primer orden.



Consideramos que todas las propiedades no ideales del plasma primordial se deben a un campo
escalar extra auto-interactuante, efectivamente no masivo cuyo estado de vacio durante Inflacién
se convierte en uno de muchas particulas luego de Recalentamiento para el cual una descripciéon
hidrodindmica efectiva es adecuada. En el caso més simple los efectos viscosos se incorporan a
través de un tnico pardmetro dimensional, el tiempo de relajaciéon 7. Las condiciones iniciales
de la evolucién tanto de las GW como de los modos de spin-2 del fluido se obtienen a partir
de las fluctuaciones cuanticas al final de Inflacion. Resolvemos numéricamente las ecuaciones de
evolucién y calculamos explicitamente el espectro actual de GW que consta de dos contribuciones.
Por un lado encontramos el canal disipativo caracterizado por la absorcién de la energia de
las pGW para escalas pequenias, cuya longitud de onda cumple A < c7, debido al efecto de
amortiguamiento generado por la propagacién libre de los modos de spin-2 del fluido conducido
por la expasiéon del universo. En el caso estudiado la disminucién relativa de la amplitud del
espectro respecto al caso ideal es de entre 1 y 10 %. Por otro lado tenemos el canal de produccion
de GW debido al decaimiento efectivo de las fluctuaciones iniciales del fluido, esta contribucion
al espectro es despreciable comparada con la anterior.

Vale la pena notar la posibilidad de que este efecto sobre el espectro de pGW pueda reper-
cutir, al menos en parte, en el esquivo espectro de modos B primordiales de la polarizacién del
Fondo Coésmico de Radiacidon. Asimismo nuestro esquema para modelar la relaciéon entre GW y
disipacién puede ser 1til en otros escenarios como por ejemplo para describir la produccién y evo-
lucién de GW en la fusién binaria de estrellas de neutrones y en transiciones de fase cosmolégicas.
A su vez, incorporar las fluctuaciones térmicas descriptas en la primera parte en este formalismo
permite ampliar el estudio de la produccién de GW debida a las fluctuaciones hidrodinamicas

de un fluido.

Las teorias hidrodinamicas relativistas han mostrado ser un terreno muy fértil para descri-
bir fluidos reales en las conocidas Colisiones de Iones Pesados Relativistas. Tal vez el contexto
cosmoldgico y en particular el universo temprano también sean escenarios en los que la hidro-
dindmica causal se vuelva una herramienta muy poderosa que permita capturar adecuadamente
parte de sus fenémenos y procesos caracteristicos. Esta tesis pretende ser un pequeno aporte en

esa direccion.

Palabras clave: Cosmologia, Hidrodindmica Relativista, Teorias Tipo-Divergencia, Ondas Gravi-

tatorias Primordiales.



Abstract

In this thesis we elaborate on the description of real fluids in relativistic contexts and its

applications to cosmology.

The first part is dedicated to introduce the motivations and basic concepts about the sui-
table in models to describe relativistic real fluids. In this opportunity, we choose to work with
the framework of the so-called Second Order Theories (SOT) and, in particular, with the Diver-
gence Type Theory (DTT) formalism, which ensures both causality and that the Second Law
of Thermodynamics is non-perturbatively fulfilled. Part of the original work is based on elabo-
rating formal developments that allow to study the non-linear dynamics of the new degrees of
freedom introduced by these causal hydrodynamic theories to describe non-ideal effects. In turn,
considering a generalization of the fluctuation-dissipation theorem, we study how the thermal
fluctuations, inherent to dissipation, affect the tensor sector of the degrees of freedom. We de-
velop a self-consistent scheme to analyze the relevant correlation functions of the system and
their corrections due to non-linear effects using functional methods like the Martin-Siggia-Rose
formalism and the Two Particle Irreducible Effective Action. An interesting result of the pre-
vious analysis suggests that the tensor modes could sustain an inverse entropy cascade and thus

support, at least in part, the generation of large-scale structures from small-scale fluctuations.

In the second part we elaborate on a particular application of the relativistic hydrodynamics
to cosmology related to the primordial gravitational waves (pGW). The main hypothesis lies in
modelling the cosmological plasma of the Farly Universe as a dissipative fluid described by a

DTT.

Our contribution is to present a hydrodynamical scheme that allows to study the evolution
of the pGW in presence of the primordial viscous plasma in the Early Universe, through a self-
consistent interaction which includes the back-reaction of the GW on the plasma. In particular,
we study how the spin-2 modes of the fluid, which represent part of the non-ideal degrees of
freedom, couple to GW to first order capturing the GW-viscous fluid interaction. This interaction
developed within the SOT scheme is compatible with the description arising from the kinetic
theory approach and it is not fully captured by the usual first order hydrodynamic theories.

We consider that all the dissipative effects of the plasma are due to an effectively massless,
minimally coupled and self-interacting extra scalar field. During Inflation it remains in its vacuum
state, but towards the end of Reheating the state becomes a highly excited many-particles one, for

which a hydordynamic description is suitable. In the simplest case, non-ideal effects are included



through a single dimensionful parameter, the relaxation time 7. The initial conditions, for both
the gravitons and the fluid, are obtained from the quantum fluctuations at the end of Inflation.

We numerically solve the evolution equations and explicitly compute the current GW spec-
trum consisting of two contributions. On the one hand we find the dissipative channel charac-
terized by the absorption of the pGW energy for small scales with wavelengths A < ¢7 due to
the damping effect produced by the free-streaming spin-2 modes of the fluid and driven by the
expansion of the universe. In our case, the relative amplitude decrease of the spectrum compared
to the ideal one is of about 1 to 10 %. On the other hand we have the GW production channel
due to the effective decay of the initial fluctuations of the fluid, this contribution is negligible
compared to the previous one.

It is worth noting the possibility that this effect may have an impact on the elusive primordial
B-modes spectrum of the Cosmic Microwave Background polarization. Likewise, our scheme
to model the relation between GW and dissipation can be useful in other scenarios, such as
for describing the production and evolution of GW during a binary neutron star merger or a
cosmological phase transitions. In turn, incorporating the thermal fluctuations in this formalism

allows to broaden the study of GW production due to the fluid hydrodynamic fluctuations.

Relativistic hydrodynamics has proven to be a very fertile ground in describing real fluids
in the well-known Relativistic Heavy lon Collisions. Perhaps the cosmological context and in
particular the Early Universe could be scenarios in which causal hydrodynamics becomes a
powerful tool that brings out some of its characteristic phenomena and processes. This Thesis

aims to be a small contribution in that direction.

Keywords: Cosmology, Relativistic Hydrodynamics, Divergence-Type Theory, Primordial Gravi-

tational Waves.
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Capitulo 1

Breve introduccion

En esta tesis trabajaremos sobre las teorfas hidrodindmicas adecuadas para estudiar fluidos
reales (disipativos) en regimenes o contextos relativistas y sus aplicaciones a la cosmologia.

El cuerpo principal de la tesis se divide en dos partes.

En la Parte [I| describiremos las caracteristicas generales de las teorfas hidrodinamicas desde
los primeros desarrollos hasta la concepciéon mas moderna. Si bien la hidrodindmica no relativista
para fluidos ideales y reales tiene una aceptacién global, la descripcion de un fluido real relati-
vista es un gran dilema hasta el dia de la fecha. A grandes rasgos dos tipos de teorias intentan
ser superadoras: las Teorias de Primer Orden y las Teorias de Segundo Orden. Luego de deta-
llar sus caracteristicas, elegimos trabajar con las segundas que compatibilizan los requerimientos
de la Relatividad General con los termodinamicos incorporando nuevos grados de libertad que
describen las propiedades no ideales del fluido. A su vez mostramos céomo construir un mode-
lo particular de este grupo de teorias incorporando fluctuaciones hidrodinamicas y efectos no
lineales. Finalmente estudiamos las caracteristicas de las correlaciones de los nuevos grados de
libertad de la teorfa resultante.

La primera parte contiene tres capitulos: el Capitulo 2] es un racconto de los modelos hidro-
dindmicos establecidos hasta la fecha, sus inconvenientes y posibles soluciones; en el Capitulo
mostramos la construccion fenomenologica de un modelo hidrodinamico particular propio de
las Teorias de Segundo Orden y en el Capitulo {d] desarrollamos un esquema que permite incluir
fluctuaciones térmicas en estos modelos hidrodinamicos y estudiar su impacto en la dindmica del
fluido a partir de sus algunas propiedades estadisticas.

En la Parte [LI] presentaremos algunas aplicaciones de la hidrodindmica relativista a la cos-

mologia. Nos concentraremos en escenarios cosmolégicos en los cuales es adecuado modelar la



materia como fluidos reales relativistas cumpliendo con los requerimientos termodinamicos de la
Segunda Ley y de una dinamica hiperbdlica presentados en la primera parte. Particularmente
discutiremos la evolucién de las ondas gravitatorias primordiales en presencia del plasma pri-
mordial con efectos viscosos. Para modelar el fluido utilizaremos las Teorias de Segundo Orden,
particularmente una teoria disipativa construida a partir de teoria cinética, lo cual permite cap-
turar los efectos viscosos en la evolucion de las ondas gravitatorias a través de su interaccién con
los modos tensoriales del fluido.

La segunda parte contiene dos capitulos: el Capitulo |5 resume brevemente el contexto cos-
mologico estandar relevante para el capitulo siguiente y en el Capitulo [6] estudiamos la evolucion
de las ondas gravitatorias primordiales en presencia del plasma primordial viscoso.

Finalmente la Parte [[II] cuenta con las conclusiones parciales y generales. También agregamos
varios apéndices.

A lo largo de toda la tesis utilizamos unidades tales que ¢ = h = kg = 1, Mgl =1/(87G) con

G la constante de Newton y la convencion MTW (—,+, +, +) para la signatura de la métrica.



Parte 1

Hidrodinamica relativista:
desarrollos formales






Capitulo 2

Conceptos generales de hidrodinamica
relativista

El origen de la hidrodindmica se remonta a los tiempos en los que la humanidad necesito
entender, controlar o predecir algiin aspecto de dos sustancias vitales: el agua y el aire. Si bien
por una cuestién de espacio y tiempo no vamos a trazar una cronologia desde aquellas épocasE],
el comentario basta para comprender que la intuicién cotidiana sobre qué es un fluido ha sido
necesaria desde hace mucho tiempo. Tal vez los conceptos intuitivos més relevantes para describir
nuestra experiencia cotidiana con el aire y el agua sean el fluir y la continuidad. Sin embargo,
hoy en dia sabemos que ambas sustancias estan formadas por particulas individuales y atn asi
estamos seguros de que esta idea debe conciliarse de alguna forma con la continuidad de los
fluidos.

Ciertamente todas las teorias hidrodinamicas son descripciones efectivas (no fundamentales)
de ciertos estados de la materia validas cuando las longitudes a analizar son més grandes que
el tamano o distancia entre las particulas constituyentes. No obstante existen diversos enfoques
para desarrollar las teorias hidrodindmicas que permiten cuantificar su aplicabilidad de formas
mas precisa.

Como mencionamos la dindmica de fluidos pretende generar una descripcion continua de un
sistema discreto compuesto por un conjunto de particulas con algin tipo de interaccién entre
ellas. Notablemente han surgido distintas formas de construir esta descripcién durante el tiempo.
En primera instancia podriamos considerar un sistema con N particulas interactuantes en un

dominio de longitud L y definir la nocién de elemento de fluido como un volumen infinitesimal

'Ver [T] para una cronologia completa.



de dimensiéon dl con M particulas, de modo que N > M > 1y dl < L. La hidrodindmica seré
aplicable siempre y cuando en cada elemento de fluido existan muchas colisiones entre particulas
(interacciones) que establezcan el equilibrio termodinamico local y asi poder asignar cantidades
macroscopicas, como por ejemplo la densidad de energia, cuyo valor caracterice dicho elemento
de fluido [I]. La din&mica de este sistema ahora se simplifica pues consistird en ecuaciones que
determinen la evolucién de dichas variables macroscépicas y no de las particulas individuales.

Otro enfoque asume una descripcién estadisticas de los componentes microscépicos a través
de una funcioén de distribucion f(x, p) definada sobre el espacio de fase {x, p} [2]. La evolucion de
esta funcion estara determinada por la ecuacion de Boltzmann df /dt = I o [f] con df la variacion
total de la funcion de distribucion y I [f] es un término vinculado a las colisiones o interacciones
entre las particulas. En ciertos casos simplificados es posible dar una forma cerrada de I.[f]
desde primeros principios. Una propiedad interesante es que para un sistema en equilibrio f = foq
con dfeq/dt =0y en consecuencia debe suceder que I.o[feq] = 0. Esto no implica la ausencia de
colisiones sino lo contrario, una vez alcanzado el equilibrio las colisiones son las encargadas de
mantenerlo y de que la funcion de distribucion no varie. Para un gas diluido de particulas clasicas
que colisionan elasticamente la condicion Ieo)[feq] = 0 determina que la feq es la distribucion de
equilibrio de Maxwell-Boltzmann. Otra propiedad del equilibrio es que la produccién de entropia
es nula.

La construcciéon de variables macroscopicas se realiza a partir de promedios, o momentos,
de la funcién de distribucién sobre el espacio de fases, por ejemplo la densidad de particulas
n=[ fd®p. La dinamica de estas variables est4 determinada por las ecuaciones de transferencia,
que se extraen tomando los respectivos promedios sobre la ecuaciéon de Boltzmann [2] 3]. El
régimen hidrodindmico se define como el escenario en el que el camino libre medio Aqp, entre
colisiones es mucho menor que la longitud caracteristica del sistema L, segin K, = Agm/L < 1,
con K, el nimero de Knudsen. En este régimen es posible deducir las ecuaciones hidrodindmicas
a partir del esquema microscopico. Para el caso de equilibrio f = foq, Lcol[feq] = 0 v las ecua-
ciones de transferencia resultan ser las ecuaciones de un fluido ideal. Para incorporar efectos no
ideales debemos tomar una pequena perturbacion de la funcioén de distribucion f = foq + f1 tal
que fi < foq v ademas tener una expresion para I.o[feq] por ejemplo en la aproximacion de
relajacion Icol[f] ~ —(f — feq)/T con T un tiempo de relajacion. De aqui pueden obtenerse las

conocidas ecuaciones de Navier-Stokes. Finalmente el rango de aplicabilidad de este desarollo



queda supeditado por todas las hipotesis realizadas pero particularmente por f ~ foq ¥y Kn < 1.

La descripcion hidrodindmica més moderna consiste en una construccion fenomenolégica vali-
da para longitudes de onda larga. La dindmica de los grados de libertad macroscopicos efectivos
se construye como una serie de gradientes a partir del fluido ideal (orden cero, homogéneo e
isotropo) incorporando sucesivamente perturbaciones de érdenes superiores las cuales permiten
describir los efectos no ideales [4]. Uno de los resultados mas importante que establece el anélisis
de esta serie de gradientes hidrodinamicos, es que el rango de aplicabilidad de la hidrodinamica
no necesariamente queda supeditado a sistema termalizado o muy cerca del equilibrio. De he-
cho muestra que, en algunos casos, los desarrollos hidrodinamicos pueden aplicarse con éxito a
sistemas con anisotropias apreciables [5, [6] o incluso en situaciones en las que no se cumple la
condicion K, < 1 sino que K, < 1 [4]. De este modo amplia el rango de escalas y tiempos en
los que la hidrodindamica sigue siendo atil y consistente.

Los desarrollos més sofisticados y complejos han permitido conectar el enfoque cinético con
la teoria cuantica de campos fuera del equilibrio y la teoria de campos efectiva (el enfoque mas
moderno) [, [7]. Es esperable que todas las descripciones sean compatibles cuando sus rangos
de aplicabilidad coinciden aunque todavia ignoramos muchos aspectos fundamentales y no se ha
logrado un acuerdo completo entre todas las teorias.

Independientemente del esquema elegido el poder de la descripcién hidrodinamica consiste en
representar la dindmica total del sistema con unos pocos grados de libertad macroscépicos como
la densidad de energia, el campo de velocidades, la presion, entre otros que representan efecti-
vamente el comportamiento de los casi infinitos grados de libertad microscépicos. La reduccion
de la cantidad de informacién necesaria para describir el sistema lo convierte en uno abarcable.
Como veremos esta reduccién no es trivial ni universal y depende del modelo hidrodindmico
utilizado.

A la hora de modelar un sistema de la naturaleza siempre es importante tener en cuenta qué
tipo de preguntas queremos responder para poder elegir o desarrollar una teorfa que permita
abordarlas. Cuando se pretende estudiar un fluido en el régimen de alta energia o incorporar
consistentemente efectos gravitatorios al sistema es imprescindible trabajar con lo que llamamos
hidrodinadmica relativista. Esta descripcién de fluidos para materia relativista ha demostrado ser
una herramienta muy poderosa para entender fenémenos de alta energia. Ejemplos puntuales

pueden ser el estudio de la termalizacion [4] e isotropizacion [§] del plasma de quarks y gluones



formado luego de una colision relativista de iones pesados (RHIC por sus siglas en inglés) [9], el
comportamiento de los nticleos internos de las estrellas de neutrones [10, 111 12l [13], en fluidos en
el contexto cosmologico [14, 15 [16] (que desarrollamos en el Capitulo @ y durante transiciones de
fase [17]. Otros fenémenos de interés podrian ser el colapso gravitatorio de un gas autogravitante
[2] o el disco de acrecion y el plasma circundante a un agujero negro [I8]. Més atn, en muchos de
los casos mencionados utilizar la hidrodindmica relativista de un fluido ideal es insuficiente, no
permite explicar todos los fenémenos observados. Un ejemplo claro es la necesidad de conside-
rar viscosidad para compatibilizar las observaciones con la sobreestimaciéon del flujo eliptico en
RHICs causada por modelerar el plasma como un fluido ideal [9]. Por ello es importante analizar
efectos de fluidos reales (no solo los ideales), es decir, incorporar fluctuaciones y efectos disipa-
tivos. En consecuencia, ademds de la compatibilidad con la teoria de la Relatividad General,
es necesario asegurar el cumplimiento de todas las leyes de la termodindmica y en particular
obtener una producciéon de entropia positiva.

En efecto, para lograr una descripcién satisfactoria debemos desarrollar una teoria hidrodi-
namica compatible tanto con las leyes de la termodinamica como con la teorfa de la Relatividad
General. Este es el desafio que pretende resolver la hidrodinamica relativista. A continuacién

describiremos los pasos mas importantes en la construccién de esta teoria.

2.1. Regimen no relativista

Los primeros modelos mateméticos hidrodindmicos fueron desarrollados por 1. Newton, L.
Euler, D. Bernoulli y L. Lagrange en el siglo XVIII, muy anteriores a la relatividad [I]. Ba-
sicamente estos trabajos consideraron fluidos en el régimen newtoniano que hoy llamamos no

relativista. En las proximas subsecciones presentamos los casos ideal y no ideal en este régimen.

2.1.1. Caso ideal

Los fluidos ideales pueden ser descriptos por las siguientes cantidades macroscopicas: la den-
sidad de masa p, la densidad de energia €, la presiéon p y el campo de velocidades ¥. Su dinamica

queda determinada por la conservacién de la masa



la conservacién del momento

ov - J
gv fv)* SVp =0, 9.2
o (v T+ VP (2.2)
la conservacion de la energia
Je _ = >
1Y §+UIV6 +pV-v=0 (2.3)

y la ecuacion de estado p = p(p,€). Estas conocidas ecuaciones de la mecanica Newtoniana
pueden derivarse desde un enfoque cinético-microscopico [2] como comentamos al comienzo del
capitulo. Para asegurarnos de que las cantidades macroscopicas estén bien definidas y sean esta-
bles asumimos el limite K, < 1, gracias al cual se alcanza un equilibrio termodinamico local. En
términos microscépicos, la funciéon de distribucion f serd la distribucion de equilibrio de Maxwell-

Boltzmann feq y en consecuencia la produccién de entropia serd nula para fluidos ideales.

2.1.2. Caso no ideal

Aqui describimos la dindmica no relativista de un fluido no ideal. La funcion de distribucion
del sistema f ya no seré la de equilibrio sino que serd necesario incorporar términos que se aparten
de feq- Bésicamente hay que considerar un desarrollo en serie de la funciéon de distribucion en
potencias de K, alrededor de feq (conocida como la expansién de Chapman-Enskog) y, ademés,
conocer explicitamente I.[f] (por ejemplo en la aproximacion de relajacion del comienzo del
capitulo Io[f] ~ —Af/7). Si asumimos que estamos cerca del equilibrio podemos truncar la
serie de la funcién de distribucién v quedarnos con los primeros términos. Esto va a permitirnos
describir fenémenos reales de transporte tanto disipativos como de transferencia de calor.

En términos de las variables macroscopicas se incorporan dos modificaciones centrales res-
pecto al caso ideal. Primero el tensor de presiones P;; (o tensor de esfuerzos) que en el caso ideal

era diagonal ya no lo es sino que

P;; = pdij — Sij, (2.4)

donde Si; = noyj + Cugk 65, con 045 = [vj; + vij — 2/3vp 10;5] el tensor de cizalla, n y ¢ los

coeficientes de viscosidad de cizalla y volumétrica respectivamente. Segundo, aparece un flujo de



calor ¢ no nulo que podemos relacionar con la temperatura a través de la Ley de Fourier segin
= —kVT, (2.5)

con k el coeficiente de conductividad térmica. Esta expresion da lugar a la conocida ecuaciéon de
difusién del calor.
Las ecuaciones que rigen la dindmica de este tipo de fluidos son la conservacion de la masa

(2.1)), la conservacién del momento o ecuacion de Navier-Stokes

0v; ov;j 1 ( Op 0 Ovg
—_— i - — — T 7(5, :O, 2.6
ot v 8xi+p{6mj 83:1 770]+C6xk J ( )
la conservacion de la energia
e , = -, = 2 S \2
p E—FU'VG +pV -G+ V-q—2n (vij+vji) (vij+vji)— <_§77 (V-v) =0 (2.7)

vy nuevamente una ecuaciéon de estado. Podemos notar que si se anulan los coeficientes de trans-
porte (n, ¢) y el flujo de calor ¢, recuperamos el comportamiento del fluido ideal. Estas cantidades
serédn las que determinen la produccién de entropia.

Las ecuaciones pueden derivarse tanto desde teoria cinética con la expansién de Chapman-
Enskog como fenomenolégicamente a partir de la generalizacion del tensor de presiones P;; y el
flujo de calor ¢. Es importante notar que estas dos nuevas cantidades deben estar determinadas.
En consecuencia, o bien fijamos las relaciones constitutivas que vinculen dichas cantidades con
los grados de libertad ya existentes que describian el caso ideal (como la velocidad), o bien las
consideramos como nuevas variables y proponemos una dindmica que las determine. Si bien en
principio es natural y sensato considerar los mismos grados de libertad para describir tanto el
caso ideal (equilibrio) como el no ideal (ligeramente fuera de equilibrio), es relevante recordar
que es una eleccién a la hora de construir la teoria. La navaja de Occam es una maxima que suele
guiar las investigaciones cientificas y nos indica que a mismos resultados no hay motivos para
no elegir la explicacién mas simple. En este sentido cabe la pregunta ;tiene sentido ampliar la
cantidad de grados de libertad?. Pues bien en el caso no relativista la respuesta, en efecto, parece
ser que no hay motivo para tal ampliacién. No obstante, como veremos luego, en el desarrollo de

las teorias hidrodinamicas relativistas este serd un punto clave de analisis.
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2.2. Regimen relativista del fluido ideal

En esta seccion describimos el desarrollo de la hidrodinamica relativista para el fluido ideal. El
desafio bésico es generar un esquema hidrodindmico que sea aplicable en regimenes relativistas de
modo que debe ser un desarrollo compatible con los principios de la Relatividad General. Segtin el
principio de covariancia general todas las leyes de la fisica deben ser equivalentes (concretamente
covariantes) ante cambios generales de coordenadas. En particular las ecuaciones hidrodinami-
cas deben respetar este principio y en consecuencia respetar la simetria ante el grupo de los
difeomorfismos. La compatibilidad entre hidrodindmica y Relatividad General tiene implicancias
tanto fundamentales como précticas que todavia hoy son tema de investigacion [T, 2).

Las cantidades covariantes que definen al fluido més simple en un esquema relativista son la
corriente de particulas N* y el tensor de energia-impulso (EMT por sus siglas en inglés) 7. En
particular el EMT depende de la densidad de energia p, la presion p, la cuadrivelocidad u* (con
la normalizacién u? = —1) y tensor métrico g"¥. En el referencial de reposo local el T de un
fluido perfecto debe ser isotropo de modo que en ese referencial vale que T* = diag(p, p, p, p).
A su vez en ese mismo sistema la corriente de particulas serd N* = (n,0,0,0), con n la densidad
de particulas. Finalmente haciendo una transformaciéon de Lorentz llegamos a que, para un

referencial general, el EMT y la corriente son

™ = (p+p)uv’ +pg" (2.8)

Nt = nut. (2.9)

Las ecuaciones dindmicas, naturalmente covariantes, corresponden con las conservaciones de
los tensores fundamentales: V,N# = 0y V,T* = 0. Aqui V, indica derivada covariante.
Si agregamos la ecuacion de estado p = p(p,n) obtenemos un sistema cerrado para el fluido
relativista ideal.

Es posible ser mas explicitos con las ecuaciones a partir de una descomposiciéon temporal-

espacial definida a partir del vector temporal u* y el proyector ortogonal tipo espacial
AW = utu? + g . (2.10)

Utilizando la notacion D = u#V,, y V| = AV, la conservacion de la corriente de particulas
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V. NF =0 se lee
Dn +nVyut=0. (2.11)
La proyeccion ortogonal de la conservacion del EMT A#, V, T = 0 queda
(p+p)Du*+Vip=0, (2.12)
y la temporal v, V,T* =0 es
Dp+ (p+p) Vyu' =0. (2.13)

Estas ecuaciones cumplen con todos los requisitos de la Relatividad General. Mas ain al
tomar el limite no relativista: velocidades bajas |v] < 1, p < p y la metrica de Minkowski
g" — n; los operadores se reducen a D — 9, + -V + O(v?), V/| = (0,V) + O(v) y las
ecuaciones — convergen a las ya conocidas —.

Al igual que en el caso no relativista ideal, esta dinamica puede derivarse desde una pers-
pectiva microscopica a partir de la Teoria Cinética. Nuevamente la idea es utilizar la hip6tesis
de equilibrio local junto con la condicion K, < 1 y asumir que la funcién de distribucién es la
funcién de equilibrio. Claro, en este caso el equilibrio no es determinado por la distribucién de
Maxwell-Boltzmann sino por la distribucion de Maxwell-Jiittner aplicable al caso relativista [3].

En el esquema relativista la segunda ley de la Termodinamica se lee V,S#* > 0 con S* el

flujo de entropia. Para el caso ideal de equilibrio (sin efectos viscosos)
St = sut (2.14)

con s la densidad de entropia en el referencial de reposo. Naturalmente en el régimen de equilibrio
la produccién de entropia es nula y V,S#* = 0. Por ejemplo para un fluido sin cargas conservadas,

con potencial quimico p = 0, la Primera Ley es

pt+tp = Ts (2.15)

Tds = dp (2.16)
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y usando la ecuacion (2.13) es facil mostrar que V,S* = 0.

Hasta aquf no existe ninguna objecién hacia la hidrodindmica relativista.

2.3. Regimen relativista del fluido no ideal: Hidrodindmica de

Landau-Lifshitz

No existe una forma universal y completamente consensuada de cémo incorporar los efectos
no ideales a la dindmica de un fluido relativista. No obstante comenzaremos con desarrollar la
Hidrodindmica de Landau-Lifshitz como un ejemplo de una de las denominadas Teorias de Primer
Orden (FOTs). Si bien no todas las FOTs son equivalentes entre si, la caracteristica distintiva de
estas teorias es que para describir los efectos no ideales fuera de equilibrio mantienen los mismos
grados de libertad con los cuales describen el estado de equilibrio.

Las ecuaciones centrales seguiran siendo las conservaciones de la corriente de particulas
V. Nt =0ydel EMT V,T* = 0. No obstante N* y T*" contendrén ahora nuevos términos que
incorporen los efectos no ideales. Por simplicidad consideremos un fluido sin cargas conservadas
para el cual la ecuacién de conservacién de la corriente de particulas se vuelve irrelevante, el

potencial quimico es nulo y en consecuencia sélo es necesario concentrarse en la extensiéon del

EMT. En efecto
T Téw + II* (2.17)

de modo tal que T} es el EMT del fluido ideal y II*" es el tensor de esfuerzos viscosos que
contiene toda la informacién sobre los efectos no ideales. Para continuar la construccién vamos
a asumir que los grados de libertad o variables que describen al fluido en este régimen fuera del
equilibrio siguen siendo los mismos, es decir que IT* [p, u*, g"¥]. No incluimos explicitamente la
presion p ya que quedara determinada por la ecuacion de estado p = p(p). Si bien no hay dudas
del rol que juega el tensor métrico g"¥, es necesario definir las relaciones constitutivas que definen
el rol de la densidad de energia p y la cuadri-velocidad u* en el régimen fuera del equilibrio. La

Hidrodinamica de Landau-Lifshitz impone concretamente que (—)p y u* sean el autovalor y el
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autovector temporal asociados al operador T"” de modo que
u, T = —pu”. (2.18)

Podriamos haber elegido otro tipo de relacién constitutiva, por ejemplo en la Hidrodindmica de
Eckart se asume que la cuadrivelocidad y la densidad de particulas n quedan definidas segtun
N¥ =nu* atn cuando no estamos en equilibrio.

El EMT T es la fuente del campo gravitatorio y por ende simétrico. En consecuencia el
tensor IT*Y también es simétrico. A su vez la relacion implica que u, I [p, u?, g*°] = 0.

Suele ser conveniente definir que

" = 7 + AMTT (2.19)

con 1, = 0. Las ecuaciones dinamicas son V,T"” = 0, que en la descomposicion temporal-

espacial se leen

Dp+ (p+p)Vyut —TI"V(u, = 0 (2.20)

(p+p)Dut — Vip+ ALV\IIV = 0, (2.21)

donde A,y = (Auw + Ayp)/2 es la simetrizacion de A,

Dado que estamos tratando con fluidos reales es de vital importancia asegurar el cumplimiento
de la segunda ley de la Termodindmica. Ya mencionamos que el contexto relativista la Segunda
Ley se expresa como V,S* > 0 saturando la desigualdad en el caso de equilibrio. La incognita
aqui es el flujo de entropia S*. Una posibilidad es extender la aplicabilidad de la expresién ,
véalida en equilibrio, al escenario fuera del equilibrio. Como el caso que estamos analizando no
tiene cargas conservadas, el potencial quimico p = 0 y las expresiones termodinamicas de la

Primera Ley son las ecuaciones (2.15) y (2.16]). Asimismo, usando la ecuacion de movimiento
(2.20)) llegamos a

1
VSt =V, (su') = Ds + sV ut = = V) > 0. (2.22)
De este modo la condicién que garantiza la produccion positiva de entropia es —II"'V(,u,) >
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0. Esta relacién nos permite determinar parcialmente cuél es la forma del tensor de esfuerzos

viscosos IT*”. En efecto a primer orden en derivadas podemos asumir que

v

T = —not? y I=- Vi‘uA, (2.23)

con oy, = Vﬁuu + Vﬁuy — 2/3 A* ViuA v 1y ( los coeficientes de transporte vinculados a
la viscosidad de cizalla y volumétrica respectivamente. Usando que n,{ > 0 y la relacion (2.19)),
aseguramos el cumplimiento de la desigualdad . Es importante notar que aqui no obtene-
mos un flujo de calor generalizado ¢* debido a que elegimos trabajar con la Hidrodinamica de
Landau-Lifshitz, en compensaciéon si consideraramos la corriente de particulas N# encontraria-
mos términos no ideales que caracterizan la difusién de particulas. En la Hidrodinamica de Eckart
ocurre lo opuesto, no hay difusion de particulas en N* pero si un flujo de calor generalizado ¢*
en TH,

Cabe destacar que es posible obtener la expresién para el tensor de esfuerzos viscosos

a partir de una expansion en serie tal que
o =T + T + - (2.24)

donde T!" representa la suma de todos los términos posibles con gradientes covariantes de
orden 7. De esta forma aumentar el orden ¢ permitira describir mayores anisotropias y mayores
apartamientos del equilibrio. Asumiendo las relaciones constitutivas de Landau-Lifshitz, la forma

mas general de T} coincide con la expresion 1} obtenida a través del anélisis entrépico.

2.3.1. Problematicas con la Hidrodinamica de Landau-Lifshitz

Hasta aqui parece ser que hemos encontrado expresiones cerradas para el tensor de esfuerzos

viscosos (2.23)), su dinamica (2.20)-(2.21)) v a su vez para la produccion de entropia en cumpli-

miento con la segunda ley de la Termodinamica. No obstante, a continuacién describiremos dos
cuestiones a revisar: primero si el tipo de dinamica que representan las ecuaciones —
v (2.23) es aceptable desde el punto de vista relativista y segundo si es vélido extrapolar la
expresion del flujo de entropia para fluidos ideales para fluidos reales.

Los desarrollos de hidrodinamica relativista de fluidos no ideales [19] 20] no fueron construi-
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dos truncando explicitamente una serie de gradientes sino a partir de imponer que la produccion
de entropia sea positiva para cualquier configuracion posible. Estas condiciones determinan com-
pletamente 1" a primer orden en los gradientes (a menos de los coeficientes de transporte).
Desarrollemos la dindmica para el caso que estamos analizando, es decir, para un fluido sin
cargas conservadas en el que la ecuacién para la corriente de particulas se vuelve trivial y las

ecuaciones que rigen su movimiento son
V[T + 1" =0. (2.25)

Aqui TI" representa el tensor de esfuerzos viscosos a primer orden de la ecuacion (2.23). A partir

de la descomposicién temporal-espacial obtenemos

2
Dp+(p+p)Viu = oMo+ (Vi) (2.26)
(p+p)Dut +Vhp = ALY, (n "7 4 CAPT (Vﬂ\‘u») . (2.27)

En particular las ecuaciones — se las conoce como las ecuaciones de Navier-Stokes
relativistas. En efecto si tomamos el limite no relativista como lo hicimos anteriormente ob-
tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes usuales newtonianas —. Estas tultimas tienen
la caracteristica de conformar un sistema paraboélico que admite la propagacién instantanea de
informacion, es decir velocidades de propagacion infinitas. Este fenémeno no debe llamarnos la
atencion ya que en el régimen newtoniano las interacciones instantaneas estdn permitidas. Sin
embargo, la generalizacion relativista que acabamos de exponer — presenta la misma
caracteristica: sus ecuaciones diferenciales forman lo que se conoce como un sistema parabdli-
co. Ahora si surge una controversia pues la relatividad no permite velocidades de propagacion
mayores a la de la luz.

Veamoslo con un poco més de detalle. Para ello es ilustrativo estudiar las perturbaciones

alrededor de un estado de equilibrio en el espacio de Minkowski [9] de modo que
p=po+dp ut = & + out gt =t (2.28)

La velocidad du* (en una direcciéon particular, digamos ‘y’) queda determinada a primer orden

16



por la siguiente ecuacién

dou? — —1 925y =0, (2.29)
Po + Do

que es de tipo difusiéon. La relacion de dispersion correspondiente a ondas planas es

= g2, (2.30)
po + Po

donde w es la frecuencia y k el numero de onda. Luego, la velocidad de difusiéon del modo k se

estima seglin

o dw 1o

_dw i 2.31
k"~ po+po (2:31)

UD(]C)

Como esta cantidad crece linealmente con k es posible argumentar que para longitudes de onda
pequenas (k — oo) dicha velocidad no esté acotada y en consecuencia supera la velocidad de la
luz causando un comportamiento no causal. En [21] podemos encontrar un andlisis més general
y formal sobre estas patologias. Una version mas moderna [9] que involucra el estudio de las
funciones de Green caracteristicas de la ecuacién , muestra que a partir de una excitacion
inicial puntual (tipo delta de Dirac en el espacio) se obtiene una solucion con valores no nulos en
todo el espacio para cualquier tiempo posterior. Esto implica lo no causalidad de la teoria, del
mismo modos que ocurre con la ecuacion de difusion del calor newtoniana usual [2].

Cualquier teoria hidrodindmica, por definicién, es inaplicable en distancias arbitrariamente
pequenas con lo cual el argumento previo sobre la no causalidad parece irrelevante. Basta recordar
que la descripcién serd vélida para k& — 0 y que en ese régimen no surgen tales violaciones
a la causalidad. Sin embargo tener que recortar a posteriori el rango de modos en el que la
teoria es aplicable genera inconvenientes en la resolucién practica de problemas. En particular el
comportamiento no causal en el ultravioleta (UV) producto del sistema de ecuaciones parabolico
produce tanto inestabilidades espurias (no fisicas) sobre estados de equilibrio triviales [21] como
la imposibilidad de tener un problema de valores iniciales bien definido |2, 22]. Bésicamente
los modos k que se propagan a velocidades mayores que ¢ en un sistema de referencia, viajan
hacia atras en el tiempo en otro sistema impidiendo asi que las condiciones iniciales se fijen

univocamente en un tnico tiempo. Este comportamiento hace impracticable obtener soluciones
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numeéricas estables. En efecto, las ecuaciones de Navier-Stokes relativistas sélo pueden ser ttiles a
la hora de analizar fluidos en situaciones muy simples en las cuales hallamos soluciones analiticas
y tenemos bajo control la posterior aplicacion del limite de longitud de onda larga (k — 0). Dentro
de estas situaciones simples encontramos sistemas cuyas condiciones iniciales y de equilibrio no
contemplan rotaciones [22].

Para generar compatibilidad con la Relatividad General es necesario un sistema de ecuaciones
diferenciales hiperbélico, como el de una ecuacién de ondas, en el que todas las velocidades de
propagacion sean menores a la de la luz. A grandes rasgos dicho sistema hiperbélico provendra de
una dindmica con un comportamiento UV regulado a priori. A su vez la hiperbolicidad permitira
evitar las inestabilidades espurias y tener un problema de valores iniciales bien formulado. A
diferencia de los parabdlicos, ahora el sistema de ecuaciones tiene las propiedades fundamentales
para, en principio, ser implementado practicamente sobre un amplio conjunto de configuraciones
iniciales [2].

Por otra parte analicemos el cumplimiento de la segunda ley de la Termodinamica. Ya men-
cionamos que en el contexto relativista la Segunda Ley se expresa como V,S* > 0. En el caso
ideal el flujo de entropia S* es el de la ecuacién y se satura la desigualdad dando una
produccién nula de entropia como es esperable. Cuando pasamos al caso fuera de equilibrio esta
claro que el EMT ahora es v las ecuaciones dindmicas son y , en principio
con un tensor de esfuerzos viscosos general (sin determinar explicitamente). La pregunta cen-
tral es, jla expresién del flujo de entropia deberia generalizarse y contener explicitamente
contribuciones relacionadas con IT#*? Se ha argumentado [23] 24, 25] que el flujo de entropia
deberia ser una funcién algebraica de las variables hidrodindmicas y en consecuencia contemplar

la incorporacién de términos del tipo
SH = sut + v utTI? + o uWH TP e e (2.32)

donde 71 2 son coeficientes de transporte a determinar. A su vez para la produccién de entropia

se obtiene

VSt =V (suh) + Vi (11 0T + o u m77mp) + - (2.33)

18



Claramente las nuevas contribuciones son de orden superior y por ello muy cerca del equilibrio
son despreciables respecto al primero término. No obstante si asumimos que IT*” es la de la
forma, , s6lo el primer término en el lado derecho de es definido positivo, por
lo tanto no podemos asegurar que para cualquier configuracion se cumpla que V,S# > 0. Para
lograr que V,S* > 0 debemos redefinir IT"” agregando términos de orden superior que hagan
que todos los términos en se transformen en definidos positivos. Mas atn esta extension
debe contener términos con derivadas temporales del tipo DII*” de modo que ahora el tensor de
esfuerzos viscosos se transformaria en un nuevo grado de libertad con una dindmica propia ade-
cuada para que la produccién de entropia sea definida positiva. Este escenario suele denominarse
‘Termodinamica Irreversible Extendida’ [26]. Como veremos luego, esta dindmica fija un sistema
de ecuaciones diferenciales hiperbdlico, lo cual es muy interesante ya que permitiria cumplir con
un requerimiento de compatibilidad con la teoria de la relatividad. Adn asi, debemos recordar
que todo el desarrollo depende de una definiciéon a priori del flujo de entropia S* a un cierto
orden en las variables hidrodindmicas. En cosecuencia solo podemos asegurar la Segunda Ley
perturbativamente, es decir, que para considerar contribuciones de orden superior en la dinamica
es necesario reformular la teorfa orden por orden para asegurar el cumplimiento de la Segunda
Ley.

En resumen en esta seccién mostramos cudles son los puntos claves que debemos tener en
cuenta a la hora de analizar una teoria hidrodindmica relativista: sistema de ecuaciones diferen-
ciales hiperbolico, causalidad y velocidad de propagacién infinitas, inestabilidades espurias y el
problema de valores iniciales més el cumplimiento de la Segunda Ley.

En este punto surge el interrogante de si estos inconvenientes de la teorfa provienen de truncar
la serie a primer orden y que, en efecto, deberiamos considerar o bien érdenes superiores
o bien la serie completa.

Resulta ser que tener en cuenta correcciones de segundo orden en IT*” no resuelve los proble-
mas de causalidad de la teoria [4]. Para que la teoria resultante conste de un sistema de ecuaciones
hiperbélico es necesario no sélo expandir II#” a segundo orden, sino resumar o reestructurar la
expansién a través de una prescripcion muy simple que es reemplazar los términos del tipo Do*
por DII*. De esta forma se obtiene una teoria completamente diferente [27] en la que IT* se
transforma en una nueva variable hidrodinadmica con una dindmica propia que vuelve el sistema

de ecuaciones hiperbélico.
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Estudios actuales muestran que la serie hidrodindmica completa no es convergente lo
cual es inconveniente ya que la idea de aumentar el orden de los gradientes para obtener una
solucion cada vez mas adecuada podria no ser conducente. En [4] se puede encontrar una amplia
revision sobre cémo tratar esta serie de gradientes y sus implicancias.

En la préxima seccién tratamos sobre cémo superar los inconvenientes de la Hidrodinamica
de Landau-Lifshitz a través del uso de las denominadas Teorias de Segundo Orden (SOTs por

sus siglas en inglés).

2.4. Teorias de Segundo Orden

La caracteristica fundamental de las Teor{as de Segundo Orden es que el tensor de esfuerzos
viscosos II,,,, es promovido a un verdadero grado de libertad dinamico de la teorfa que satisface
ecuaciones de relajacion de tipo Maxwell-Cattaneo [28, 29, 30), B1, [32], constituyendo asi un
sistema hiperbolico. La implementacion del cumplimiento de la Segunda Ley dependera de cada
SOT en particular.

La introduccién del tensor II,,, como una nueva variable dindmica que representa las pro-
piedades no ideales del fluido, amplia no s6lo la cantidad sino el tipo de grados de libertad que
describen al fluido. Ademés de los grados de libertad escalares (spin-0) y vectoriales (spin-1), ya
presentes en las teorfas de Landau-Lifshitz o Eckart, ahora es posible obtener modos genuinamen-
te tensoriales (spin-2). Este hecho permite extender la descripcion de los procesos irreversibles
hidrodindmicos que un fluido real relativista puede experimentar.

Dos escenarios en los que esta ampliacién se vuelve relevante son la interaccién entre las
ondas gravitatorias y los efectos disipativos del plasma primordial en el Universo Temprano
[14), 15], y la descripciéon de un plasma primordial anisétropo en el que puedan desencadenarse
inestabilidades electromagnéticas [16]. En la Parte [II] de esta tesis, describimos en detalle el
escenario de interaccién entre ondas gravitatorias y el plasma primordial. Los objetos compactos
astrofisicos de alta energfa podrian ser escenarios en los que los modos tensoriales jueguen un
rol central. Por ejemplo en estrellas de neutrones existen modos normales rotantes de spin-2
[11], que puede excitar ondas gravitatorias, sin embargo en la actualidad no existe un modelo
hidrodindmico convincente para esos modos.

Los trabajos de Maxwell y Cattaneo [28, 29] sobre la ecuacion del calor mostraron que
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la ley de Fourier podia ser generalizada al considerar un nuevo término de ‘inercia’ del
tipo 70¢/0t y que en consecuencia las perturbaciones ya no se propagan instantdneamente sino
que las velocidades de propagacién resultan finitas. En el limite en que el pardmetro 7 — 0
recuperaban el comportamiento usual de la ecuacién del calor. Tiempo después, Miiller aplic
estos desarrollos a las ecuaciones de Navier-Stokes y mostrdé que su estructura paraboélica de
la teoria puede transformarse en hiperbodlica si se incluyen términos cuadréticos del tensor de
esfuerzos viscosos II,, en el flujo de entropia anilogo a [23]. Al establecer el vinculo de
produccién positiva de entropia se obtiene un sistema de ecuaciones hiperbélico compatible con
el esquema linealizado de Grad [33] que describe los efectos transitorios que se propagan con
velocidades finitas a partir de Teorfa Cinética. Este enfoque fue extendido al régimen relativista
por W. Israel y M. Stewart y otros |21}, 24 [26] 34}, 35, [36], 37, 38|, 39, [40], 41], 42] dando lugar un
universo muy amplio de SOTs.

El problema de las ecuaciones parabdlicas no se restringe a los fluidos relativistas. Las teorias
hiperbélicas son ttiles también en el régimen no relativista, siempre que el tiempo de relajacion
hacia un estado de equilibrio sea mayor que el tiempo entre colisiones como por ejemplo en las
ondas de segundo sonido en superfluidos y solidos, fluidos poliméricos, entre otros [43], [44]. La
diferencia entre las teorias parabélicas e hiperbdlicas se puede ignorar sélo cuando los tiempos de
relajacién son mas cortos que la escala de tiempo caracteristica del sistema, lo cual fue sugerido
originalmente por Maxwell [28]. Por otra parte Muronga [25] estudié las primeras etapas de las
RHICs con ambas descripciones, FOTs y SOTs, y sus resultados sugieren que estas tltimas son
més precisas y confiables en las etapas mas tempranas.

En 1986 Liu, Miiller y Ruggieri [45] desarrollaron una teoria de campos para la densidad
de particulas, el flujo de particulas y los componentes del EMT. Las ecuaciones consistian en
la conservacién del nimero de particulas, del EMT y el balance de flujos. El tipo de dinamica
estaba fuertemente restringido por el principio de relatividad, el requisito de hiperbolicidad y de
produccién positiva de entropia. Las tnicas funciones desconocidas del formalismo eran las las
viscosidades de cizalla y volumeétrica y la conductividad térmica. A su vez todas las velocidades de
propagacién permanecian finitas. Varios anos después, Geroch y Lindblom ampliaron este analisis
y elaboraron una teoria general donde todas las ecuaciones dindmicas estaban representadas
por ecuaciones de divergencia total [46, [47]. Este tipo de descripciones se denominan Teorias

Tipo Divergencia (DTT por sus siglas en inglés) y fueron desarrolladas posteriormente por otros
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autores [48] 49, [50], 51, (2], 53| 54 55, B6)].

Las ecuaciones de las DTTs se expresan en términos de la divergencia covariante total de
sus variables, lo cual permite analizar con claridad los criterios de hiperbolicidad, de causalidad
v del problema de valores iniciales. Toda su dindmica estd determinada por un tnico funcional
generador escalar y una fuente de disipaciéon, siendo ambas cantidades funciones algebraicas de
los grados de libertad hidrodinamicos, lo cual permite plasmar la teoria en una forma matematica
muy simple. Otra caracteristica central es que el flujo de entropia se introduce como una funcion
algebraica y local de las variables hidrodindmicas cuya divergencia es definida positiva sélo en
virtud de sus ecuaciones dinamicas. Este hecho garantiza que la Segunda Ley se cumpla auto-
maticamente a todo orden, a diferencia de las teorias tipo Termodinamica Irreversible Extendida
que deben asegurar su cumplimiento a través de la construccion orden por orden [57].

Otras SOTs son: la teoria BRSSS resumada [27], la teoria DNMR [58], la Hidrodindmica
Anisotropa [8], las vinculadas al principio variacional de produccion de entropia [59] y otras
teorias que pueden ser derivadas de la ecuacién de Boltzmann con parametrizaciones particulares
de la funcién de distribucicén microscopica.

En esta tesis elegimos trabajar con las SOTs y en particular con DTTs conformes. Estas
dltimas, como muchas otras teorias hidrodindmicas, pueden construirse tanto a partir de la
Teorfa Cinética microscopica como desde una perspectiva fenomenologica macroscopica. En la
Seccién mostramos cémo construir una teoria hidrodindmica conforme, cuyas ecuaciones
finales son analogas a las de una DTT generalizada, a partir del enfoque microscopico. Esta
teoria hidrodinamica sera utilizada en la Parte [[] a la hora de modelar el plasma primordial del
universo temprano. Complementariamente en el Capitulo [3| nos encargamos de desarrollar una
DTT generalizada conforme a partir de una construcciéon fenomenologica basada en el funcional

generador y las simetrias de los grados de libertad de la teorfa.

2.5. Ansatz exponencial, Teoria Cinética y DTTs

El objetivo de esta seccién es deducir un esquema de ecuaciones hidrodindmicas a partir de
la ecuacién de Boltzmann y un ansatz particular para la funcién de distribucién de una particula
(1pdf por sus siglas en inglés). Finalmente veremos que la dindmica de la teoria descripta puede

escribirse como un sistema de ecuaciones de divergencias totales.
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Consideramos por simplicidad un fluido de particulas clasicas distinguibles en el régimen
relativista. Por lo tanto la 1pdf de equilibrio es la generalizacién de la distribucion de Maxwell-
Boltzmann al caso relativista, es decir la 1pdf de Maxwell-Juttner |2, B]. No obstante la extension
a la estadistica cudntica, ya sea de Bose-Einstein o de Fermi-Dirac, es directa.

En efecto la 1pdf de equilibrio de Maxwell-Jiittner es
f = ea+5up” (234:)

con o = u/T, p el potencial quimico, T la temperatura, 5, = u, /T, u* la cuadrivelocidad y p,

el cuadrimomento. La corriente de particulas y el EMT son momentos de la distribucién tal que

Nt = /Dp P f (", p") (2.35)
™ = /Dp P’ f (2.36)
con Dp la medida de integracién invariante
Dp = 4wdi¢5 (m*+p*) 6 (p°) . (2.37)
(2m)" V=g

La ecuacién de evolucién de la 1pdf es la ecuacién de Boltzmann y en este contexto es

puv,uf = dcol [f] s (238)

donde I, es el término de colisiones que tiene en cuenta las interacciones. Como f(z#,p,) es un
escalar del espacio de fases el operador V, aplicado a f es la derivada covariante del espacio de
fased?|

Las ecuaciones de transferencia V,N# = 0y V,T" = 0 se deducen a partir los respec-
tivos momentos a la ecuacién de Boltzmann (2.38]) usando que la integral de colisiones debe
cumplir Ieoi[feq] = 0y [ Dplealf] = [ Dpp* Icoi[f] = 0 [3]. En [60] hemos mostrado que este

procedimiento es aplicable para describir materia incluso en geometrias extendidas.

2Este operador contiene un término extra, con respecto a la derivada covariante usual, vinculado a las derivadas
parciales respecto a p, |3, 55].
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Por otra parte el flujo de entropia queda definido por

SH = /Dp pf[1—1Inf]. (2.39)

El teorema H implica que, si f es solucién de la ecuacion de Boltzmann, la divergencia de la

expresion (2.39) es
V,SH = —/Dp Influf]>0, (2.40)

de modo que la Segunda Ley, V,S* > 0, queda garantizada por la condicion sobre la
integral de colisiones. A su vez si f = feq entonces V,S* = 0.

La construccién de una DTT disipativa (no ideal) a partir de Teoria Cinética se realiza
incorporando los grados de libertad no ideales (*” (andlogos a II*") a la 1pdf. Tomemos una

parametrizacion de la 1pdf de modo que

[ = fle,p; (] (2.41)

donde ¢ representa todas las variables hidrodindmicas ¢4 = («, B#,(*). Las ecuaciones ma-
croscopicas suficientes para cerrar el sistema se obtienen tomando momentos de la ecuacion de

Boltzmann segtn
[ Py Ralepic) 9 VT o9 6% = [ Dp R3] o 7] (2.42)
con Ry [x,p; (] los ‘pesos’ de cada promedio. El flujo de entropia vinculado a esta nueva f se lee
S“:/Dpp“f[l—lnﬂ . (2.43)
La produccién entropia entonces es
VSt = —/Dp Inf p"V,f. (2.44)

Aqui no podemos usar el teorema H y asegurar que la expresion para la produccion de entropia

(2.44)) sea definida positiva porque f no es una solucién de la ecuacién de Boltzmann. Sin embargo
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podemos asumir el siguiente ansatz exponencial
Inf=> ('Ra (2.45)
A
y apelando a las ecuaciones (22.42]) obtener
V,.S¢ = —ZgA/Dp Ra p'V,.f
A

=3¢t [ Dy RaLea 1]
A

— -~ [Dpwftalf] 0. (2.46)

Ahora si, asumiendo la relacién , la condiciéon de produccion positiva de entropia queda
asegurada a través de una propiedad de la integral de colisiones . De esta forma concluimos
que un ansatz exponencial para la 1pdf del tipo es termodindmicamente aceptable.

Estamos interesados en analizar el fluido con simetria conforme. La relacién microscépica que
determina el caso conforme es p*p, = m? = 0 con m la masa de las particulas que constituyen
el fluido. Es posible que el caso conforme no sea exactamente no masivo sino que las particulas
sean relativistas y su energfa total Iy, cumpla E,, > m en cuyo caso el sistema es efectivamente
no masivo y aproximadamente conforme. Fn cualquier escenario, como el nimero de particulas
no se conserva, la corriente N* no esté presente y 7}, = 0, en consecuencia los grados de libertad
de la teoria conforme son 9 = 14 — 5. Las variables hidrodinamicas son «, g* y (" (simétrico),
para compatibilizar con el nimero de grados de libertad no alcanza con fijar « = 0 y asumir que
¢li =0, sino que debemos imponer ademas que (3,¢* = 0. Esto introduce un pequefio problema
puesto que 3, y Cu ya no serian variables independientes. Para resolverlo se suelen deducir las
ecuaciones hidrodindmicas como si lo fueran y recién luego imponer el vinculo. Cabe destacar
que pueden existir teorfas que se vuelvan triviales o inconsistentes al imponer el vinculo.

A su vez, las ecuaciones hidrodinamicas para el ansatz exponencial conforme mas simpleﬂ,

3La teoria hidrodinamica desarrollada a partir de este ansatz es formalmente equivalente a la DTT que
construimos fenomenolégicamente en el Capitulo
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[ =exp{B'p, + ¢("pupy}, resultan ser

vV, T" = 0 (2.47)
VAP = P (2.48)
con
ARV = / Dp p"p"p’ f (2.49)
e = /Dpp”p”lcoz 1f] - (2.50)

Es decir que contamos con 13 ecuaciones para 9 grados de libertad. Una solucién es descartar 4

ecuaciones proyectando la expresion (2.48)) con el proyector simétrico, transversal y sin traza

1 2
A8 = 3 [A(V,Ag’ + ASAL — 3A”PAJA] , (2.51)

de forma que ahora contamos con las siguientes 9 ecuaciones

vV, TH = 0

A [Tparer — 17 = o, (2.52)

para los 9 grados de libertad de la teorfa. En la construccién desde teoria cinética, la proyeccion
en la ecuacion (2.52)) surge naturalmente a partir de la propiedad §,{* = 0.

Basicamente estamos descartando las ecuaciones
u, [V, ARYP — 1P =0, (2.53)

0, en otras palabras, asumiendo que I"? es tal que su proyeccién longitudinal u,I”? asegura
la existencia de soluciones de la ecuacién (2.53) con el vinculo 5,¢(* = 0. En consecuencia es
posible que u, I”? ya no sea una funcién algebraica de las variables hidrodinamicas y por eso
denominamos a estas teorfas hidrodinamicas como DTT generalizadas. Cabe destacar que sélo
la parte transversal de I¥” contribuye a la produccién de entropia.

Las generalidades sobre el conteo de grados de libertad y ecuaciones en el caso conforme
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son independientes del ansatz elegido. Diferentes ansatz exponenciales, incluido el caso simple
expuesto mas arriba, han sido estudiados en [53] 55l 61]. No resulta trivial que cualquier ansatz
recupere el comportamiento hidrodindmico adecuado. Por ejemplo surgen problemas de con-
vergencia en las integrales al tomar los momentos de la ecuacién de Boltzmann y construir las
ecuaciones [53]. Incluso regularizando los problemas de convergencia, los modelos deben ser capa-
ces de ser aplicados a los casos donde existen soluciones exactas y reproducir aproximadamente
su comportamiento. En [55] se ha presentado un ansatz particular que funciona muy bien en los
casos conformes del flujo de Bjorken y Gubser. La comparacion entre la solucién de las ecuacio-
nes hidrodinamicas y la solucién exacta proveniente de la ecuacién de Boltzmann muestran un
amplio acuerdo. La teoria hidrodinamica resultante de este ansatz la describimos en la préxima

seccién.

2.5.1. Un ansatz particular

El ansatz conforme del cual partimos para obtener la teoria hidrodindmica es

f=exp {B“pu + )C””pupp} : (2.54)

(—u“pu

Segun la ecuacion (2.42) y el ansatz (2.54), los ‘pesos’ R4 de las variables hidrodindmicas S y
C'wj son R;t =Puy

1
R’ = —— A\, pp* (2.55)
(—u”pu) A

respectivamente. Las ecuaciones hidrodinamicas entonces son

/ Dp p"p"V,uf =0 (2.56)
y
/ Dp R"Pp"V . f = / Dp R 1.y | f] (2.57)
que pueden escribirse como
v, " =0 (2.58)
A [Vl = KV — 1Y = 0 (2.59)
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donde

TN = /Dpp"pkf (2.60)
H _
Aua)\ —_ /Dp p pT f (2.61)
—u"pr)
BT AT
KU)\TM — /Dp pppp f (262)
(_Unpn)
T A
N = /Dppplw 7. 2.63
Corpn) 1 [f] (2.63)

Las ecuaciones finales a las que llegamos son analogas a las de una DTT. No obstante dado
que el ansatz presenta un factor extra 1/(u#p,) que genera una dependencia explicita con las
coordenadas en el funcional generador y ya no es posible deducir las ecuaciones con el proce-
dimiento usual. Una posibilidad para eludir este problema y construir un funcional generador
generalizado del cual deducir la dindmica, es tratar al vector u” de este factor como un campo
externo a la teoria y recién luego de obtener las ecuaciones vincularlo con la cuadrivelocidad [55].

Nada asegura que esta teoria con un dnico tensor (¥ como variable de no equilibrio sea sufi-
cientemente realista, sin embargo es un buen primer paso en una escala creciente de complejidad.
En la Parte [[I] de esta tesis, en particular en la Seccion aplicamos esta teoria hidrodinamica

para modelar el plasma primordial en el universo temprano.

2.6. Fluctuaciones hidrodinamicas y DTTs

Uno de los resultados mas importantes en la mecanica estadistica y la termodinamica avan-
zada es el teorema de fluctuacion-disipacion [62] que implica esencialmente que la disipacion y
las fluctuaciones térmicas son fenémenos inescindibles. La presencia de disipacién genera fluctua-
ciones y viceversa. Los desarrollos hidrodinamicos reportados en las secciones previas consideran
fluidos con efectos disipativos. En consecuencia es necesario incorporar fluctuaciones en dichos
modelos independientemente del régimen relativista o clasico [4].

Las fluctuaciones puede provenir de diferentes fuentes, no obstante las propias fluctuaciones
térmicas dadas por el teorema de fluctuacion-disipacion siempre esté presentes en sistemas reales.
Eventualmente en algunos casos pueden ser despreciables pero no a priori. Cuando consideramos

un fluido real las llamadas fluctuaciones hidrodindmicas seran las inducidas por las propias
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fluctuaciones térmicas del fluido.

Landau y Lifshitz [19], 63 64, 65, [66] fueron pioneros en el desarrollo de las fluctuaciones
hidrodindmicas, al aplicar el teorema de fluctuacién-disipacion a la ecuacién de Navier-Stokes. Las
fluctuaciones hidrodindmicas en una teoria relativista fueron estudiadas en [39] y, en el contexto
de las DTTs, en [49]. Desde el punto de vista fenomenologico las fluctuaciones generadas por el
ruido térmico son relevantes para el calculo de los coeficientes de transporte del fluido [67, 68, [69],
renormalizando sus valores o incluso generando que los coeficientes adquieran una dependencia
con la escala de energfa, y para el fenémeno de colas pesadas, el cual produce que las correlaciones
permanezcan en el tiempo y no decaigan exponencialmente 70} 71}, [72, [73], 74} [75 [76]. El ruido, ya
sea térmico o no, también puede desempenar un papel importante en los fené6menos del Universo
temprano como la induccion del campo magnético primordial [77, [78] y las transiciones de fase
[79, 80].

Landau y Lifshitz propusieron incorporar las fluctuaciones en las teorias hidrodinamicas a
través de un nuevo término estocastico II5” en el EMT, cuya funcién de correlacion esté determi-
nada por el teorema de fluctuacion-disipacion. El proceso cualitativo de construccién del EMT

puede resumirse en
™ = T = TMM+Iv - T+ O+ IR (2.64)

En efecto el teorema de fluctuacion-disipacion para la hidrodindmica de Landau-Lifshitz [49]
implica que la autocorrelacion de II5” corresponde a ruido blanco gaussiano con una amplitud
determinada por los coeficientes de transporte y la temperatura. En particular en el caso conforme

la inica combinacién posible es
2
(I ()17 (")) = 20 T |APPAYT + ARTATP — SAWAPT) 50 (2, ) (2.65)

con 0 (z,2') una 4-delta covariante. La formula es la generalizacion de las fluctuaciones
hidrodinamicas de las ecuaciones de Navier-Stokes [63] al caso relativista.

En el Capitulo {4] llevamos a cabo la incorporacion de fluctuaciones a la DTT generalizada
desarrollada en el Capitulo [3| y estudiamos su impacto en la dindmica a través del estudio de las

funciones de correlacion de la teoria.
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Capitulo 3

Construccion fenomenologica de las

DTTs

Entre todas las posibles SOTs, elegimos una DTT para construir una extensiéon minima de la
Hidrodindmica de Landau-Lifshitz que asegure el cumplimiento de la Segunda Ley de manera no
perturbativa, y cuyas ecuaciones formen un sistema hiperboélico. Construiremos la teoria en el caso
conforme desde un enfoque fenomenoldgico (no microscopico) a partir del funcional generador.
La dinamica del fluido neutro estara determinada por las leyes de conservacién del EMT y de un
nuevo tensor de tercer orden AP que codifica las propiedades no ideales del fluido. La teoria
se completa considerando una corriente de entropia S* cuya ecuacion de conservacion impone la
segunda ley de la Termodindmica. Las simetrias bésicas de los tensores son: T"” simétrico y sin
traza y A*YP totalmente simétrico y de traza nula en cualesquiera dos indices [81].

En la Seccién construimos una teoria de orden superior a la Hidrodinamica de Landau-
Lifshitz (ver Seccion considerando un funcional generador con perturbaciones de segundo
orden respecto del equilibrio. Luego, calculamos los tensores relevantes que describen al fluido y
establecemos explicitamente la dinadmica general de la teorfa. En la Seccion analizamos las
ecuaciones de evolucién linealizadas de los modos de cada sector escalar, vectorial y tensorial. A
partir de las velocidades de propagaciéon de cada sector definimos una aproximaciéon denominada
régimen ‘incompresible’ de la teoria dentro del cual los modos escalares pueden descartarse. En
el préoximo capitulo estudiamos las fluctuaciones hidrodinamicas de esta teoria dentro de dicha

aproximacion.
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3.1. DTT conforme mas allA de la Hidrodindmica de Landau-

Lifshitz

Las DTTs son teorfas hidrodinamicas fisicamente consistentes con la termodinamica y la
Relatividad General, cuyas ecuaciones dindmicas pueden escribirse como la divergencia total de
las variables hidrodindmicas.

En este capitulo construimos una D'TT generalizada con simetria conforme. En consecuencia
la conservacion del numero de particulas no es un requisito fisico y toda la dinamica vinculada a
la corriente de particulas IN* puede descartarse. En efecto, las variables hidrodindmicas estaran
descriptas solo por el EMT, que ademas cumple que T}y = 0. Las ecuaciones de tipo divergencia

que definen la teoria son

V,.ITH = 0 (3.1)

VAP = VP (3.2)

La ecuacién es la ecuacion de conservacién usual y describe la dindmica de los efectos
disipativos de la teoria. En nuestro caso, los tensores AP e I*” son funciones algebraicas de las
variables dindmicas, totalmente simétricos y libres de traza en cualquiera de sus indices. Por su
parte I*¥ define los efectos disipativos y por lo tanto es una fuente de irreversibilidad y entropia
que en equilibrio debe anularse.

El conteo de grados de libertad para fluidos conformes y sus inconvenientes estan comentados
en la Seccién . Aqui simplemente recordamos que los parametrizamos con las variables 3, y
Cuv- Ambas seran independientes a la hora de desarrollar la teoria pero una vez halladas las
ecuaciones es necesario imponer las propiedades ¢}, = 8,¢*” = 0 para obtener el conteo correcto.

Para completar la teoria es fundamental definir el flujo de entropia S*, también como una
funcion algebraica de las variables, que cumplird V,5* > 0 para cualquier configuracion fisica
en virtud del cumplimiento de y . Una de las hipétesis mas importante de la DTT es

que la forma local de la primera ley de la Termodinamica sea

dS* = —B,dT™ — (,,dAMP (3.3)
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donde notamos que las variables (3, y (. son multiplicadores de Lagrange que aseguran el

cumplimiento de las ecuaciones dinamicas. La produccién de entropia queda determinada por
VSt == 1M . (3.4)

Por lo expuesto arriba diremos que (" codifica las propiedades no ideales del fluido.

Finalmente la Segunda Ley estd asegurada siempre y cuando
Cu " < 0. (3.5)

La ecuacion (3.5)) guia la construccion de las posibles fuentes de entropia I*¥. Es posible definir
una nueva cantidad, la funcién de densidad de Massieu ®# [46], 47|, a partir de la siguiente

transformada de Legendre

O = S* 4 B,TH + (,, AMP (3.6)

Usando la forma local de la Primera Ley (3.3)) es directo ver que

dH
(Z Lo— (3.7)
PH
§< _ A, (3.8)
vp

Mas atn, dada la simetria de T"¥, la relacion (3.7) permite escribir [82]

0%

OH = —.
0B,

(3.9)

En este caso la teoria queda completamente definida por una funcién escalar ® y por el tensor

IM  sujeto a la ecuacion (3.5)). Ambas cantidad serdan funciones locales de las variables dinamicas
gy ¢

Comenzamos por construir la funcion generadora ® segun

donde cada término del lado derecho representa desviaciones respecto del equilibrio de orden 0

(equilibrio), orden 1 y orden 2 respectivamente.
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En equilibrio (" = 0, entonces

Qg = ¢o (X)

con X = 3,6". A su vez

) = 28'4)(X),

T5" = Ap"BYgp (X) + 29" ¢ (X) -
Como T}, = 0, obtenemos la relacion
0=4[X¢p+ 2] -
La Ginica opcién para ¢g es
b0 = —%X -1,
con ¢ una constante que fija la densidad de energia en equilibrio. En consecuencia

o = SN

1
W = oX? [—X16“6”+ 3AW} .
Para los términos de primer orden tenemos que

D1 = ¢ (X)Q+ b2 (X)HoBB°

O = 28" |6 (X) QR+ 0 (X) 0uo887] + 262 (X) C4°

por lo cual

TV = 4B8” (6] (X) QR+ 8% (X) GuoB87] 429" [0 (X) G + 65 (X) Cro 887

+ Agy (X) (8" +CgB") B7 + 202 (X) ¢

AR = 280 [ (X) 97 + 64 (X) 85°] + 62 (X) (9" B° + g7 ") .
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Para obtener las ecuaciones finales imponemos las condiciones Cf\‘ = (8% = 0. Dado AP debe
ser totalmente simétrico tenemos que ¢ = 2¢. A su vez como tiene traza nula en cualquier para
de indices X ¢, + 3¢2 = 0. Entonces

b= —5X (3.22)

con @ una constante que fija la amplitud de las desviaciones de primer orden respecto del equi-
librio. Su valor preciso dependera del sistema fisico considerado. Los tensores finales a primer

orden son

o = 0 (3.23)
T{W — _aXfBC/ux (3.24)
v — 1 -
AP = 3aXTIRBYRR — SaX TP (g0 + g B + g7 B") (3.25)

Por dltimo tenemos la contribucién de segundo orden al funcional generador. En la ecuacion
(3.26) Dejamos afuera términos que darén contribuciones nulas a los tensores finales cuando

apliquemos los vinculos. Asi

Dy = 3 (X) G + b4 (X) (3,887 (3.26)

@ = 264(X)P B + 204(X) G887 8" + 6a(X) G, [MB7 + 98] . (321)

para lo cual usamos la notacion BiA = B’\poA y Bfw = BMB,i‘. En consecuencia

T = OO+ 28X + ()G, [V + oM (3.28)

ABPT = 8¢y (X)CP7 B + 204(X) [(PB7 + (7167 . (3.29)

A partir de T3, = 0 llegamos a
AX G5 + 8¢5 + 2¢4 =0 (3.30)
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y a partir de las simetrias de A" obtenemos ¢4 = 4¢5. Finalmente nos queda

b, _
of = XTI
1
B = XM g (o sX T 67 (3:3)
AP = DXTH(E R () (3:32)

con b otra constante que fija la amplitud de las desviaciones de segundo orden.

La densidad de energia queda determinada por
7
p=—-X"18,8,T" = X2 [0 + 4bX‘2C§’\} (3.33)

y la corriente de entropia es

4 3 4 5b
S = oBMX TP+ DbX T~ 2B [1 - SJX-%?] : (3.34)

en la ultima igualdad se descartan términos de tercer orden. Es conveniente aplicar el siguiente

cambio en las variables y constantes

= —\/fxzw (3.35)
a = avbo (3.36)

y asi obtener las expresiones de los tensores

1 1
TH = oX TP =XTIFNBY £ SAM 4 aZM 4 2P o (" - 8XTIRNEY) 23| (3.37)

1
AR = CaXTH6BMBB — X [g" B + 9B + g7 B
+ a7l (ZMBr+ ZM BT + Z7PBM)] ) (3.38)
4 -2 9 2X
Sk = gaﬂ“X L+ 2230 (3.39)
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Por analisis dimensional X' = —72, donde T tiene unidades de temperatura, y Z*¥ no
tiene dimensiones. Si asumimos que S* = u* /T las relaciones constitutivas de la teoria toman la

forma

1 1
™ = oT* [(1 - 12%) (u”u" - 3M”> +aZM + <ZQW - SAMVZ%)] (3.40)
1
AW — §aT5 {6utu”u? + [g"u” + g"Pu” + g"Put
+ o N (ZMuP + ZMu” + Z7Pu)] ) (3.41)
4 f
Sk = gauﬂTd [1 + szk} : (3.42)

Para fijar el resto de las constantes pedimos que la teoria converja a primer orden con la
Hidrodindmica de Landau-Lifshitz. Esto implica una relaciéon entre la temperatura T y la tem-
peratura de Landau-Lifshitz T definida por p = O'TéL, de modo que T =Ty, (1 + 0 (Zg)). A
su vez debe suceder que

caT*ZW = —potv (3.43)
En esta DTT generalizada, la ecuacién dindmica para A**? es la proyeccién transversal y sin
traza de la ecuacion (3.2]), a saber

v A v
AFS AT = AP (3.44)

con A el proyector definido en (2.51). Dado que el lado izquierdo de la ecuacion (3.44)) a primer
orden es

1
A 5
ADSAY = §aT ok, (3.45)
la relacion (3.43)) implica que el tensor de interacciones viscosas debe ser

T6 713
—‘w;‘ o (3.46)

AFE PO =
oA

A su vez es conveniente introducir el tiempo de relajaciéon 7 a través de la prescripcion de

Anderson-Witting [83], 84l 85]
T5
ARv e — S g (3.47)

2ar
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V €n consecuencia

1 7
2
= — (=) . 3.48
@ oT'T <T3) ( )

Es posible estimar 7 a partir de la cota que proviene de la dualidad AdS/CFT [86], n > so /4,
con sg = (4/3) 0Ty v Ty la densidad de entropfa y temperatura en equilibrio. En la proxima
subseccién mostramos que para asegurar causalidad a? < 2/3 y entonces T'r > 3n/20T§ > 1/27.

De aqui en adelante asumimos el limite de propagacién libre 7 — oo, con lo cual @ — 0.
Esta aproximacién nos permite acotar el tipo de interacciones relevantes dentro de la teorfa
como mostramos en la Seccién En el Capitulo |4 describimos algunos escenarios en los que

la aproximacion de propagacion libre es plausible.

3.2. Velocidades de propagacioén e ‘incompresibilidad’

Antes de pasar al Capitulod] en el que estudiamos las fluctuaciones térmicas de la DTT cons-
truida en este capitulo, es importante analizar la dindmica lineal para conocer la propagacion de
las perturbaciones alrededor de equilibrio. Sabemos que al considerar las ecuaciones de evolucién
a orden lineal en las variables hidrodindmicas los sectores escalar, vectorial y tensorial quedan
desacoplados. En particular vamos a hallar la velocidad de propagaciéon de los modos de cada
sector [87] y mostrar que en el limite e — 0 los modos escalares pueden considerarse congelados
y podemos considerar que la dindmica relevantes ocurre entre modos vectoriales y tensoriales. A
este régimen lo denominamos incompresible.

Analizamos una situacion en la que una discontinuidad se propaga a lo largo de la superficie
z = ct, con c la velocidad de propagacion. Por delante del frente propagante el fluido esta en
equilibrio en el espacio de Minkowski, con lo cual g,, = 1., T' = Ty es constante, u# = UF =

(1,0,0,0) y Z* = 0. Las variables hidrodindmicas son continuas en el frente. Cualquier variable

X que permanezca constante en el frente debe cumplir la relacién X = —cX' , donde X' = X3
y el subindice 3 se refiere a la coordenada z. Ademés las condiciones u? = —1y Z*u, = 0
implican que u9, = Z,’;O = 0, mientras que la relacién Z5 = 0 resulta en Z¢ = —Z3 (los indices

a,b recorren de 1 a 2, lo que denota las coordenadas x e y).
La teoria se descompone en modos tensoriales Z% + (1/2)§%Z3, que sélo decaen no se
propagan, modos vectoriales u® and Z%3 y modos escalares T', u® y Z33. Las ecuaciones dinamicas,

T =0y AﬁKAf)C;\U = 0 (pues I"” = 0 en el frente), nos llevan a dos sistemas de ecuaciones.
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Para los modos vectoriales tenemos

w7l = 0 (3.49)
o
4
—gcu; +aZls = 0, (3.50)
lo cual muestra que se propagan con una velocidad
2 =3a%/4. (3.51)
Para los modos escalares obtenemos el sistema
4
gcug — EZég =0 (3.52)
T 3
o cus + ZaZég =0 (3.53)
T 1,

—c—+ - =0 3.54
el cual admite un modo no propagante con ujy = 0, T'/Ty = — (3/4) aZ%s, y dos modos que se
propagan con velocidad

1
&= 3+ a?. (3.55)

Para mantener la causalidad relativista se requiere que a? < 2/3. Si a? < 2/3 entonces

cs > cy y concluimos que en este régimen podemos descartar los modos escalares y considerar

que la interaccién de interés serd entre los modos ‘lentos’, i.e. los vectoriales y los tensoriales.
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Capitulo 4

Fluctuaciones Hidrodinamicas en las

DTTs

La relevancia de las fluctuaciones hidrodindmicas ya han sido comentadas en la Seccién
En términos generales en este capitulo vamos a establecer un esquema auto-consistente que nos
permita incorporar fluctuaciones térmicas a la DTT construida en el Capitulo [3| y estudiar su
impacto en la dindmica del fluido a través de sus propiedades estadisticas, en particular las
correcciones a las funciones de correlacién de la teoria. Los desarrollos de este capitulo estan
basados en [8§].

En la literatura sobre fluctuaciones hidrodinamicas en la teoria de Landau-Lifshitz [63], no se
hacen distinciones entre fluctuaciones de tipo escalar o vectorial, y naturalmente no se mencio-
nan fluctuaciones tensoriales. Como una caracteristica distintiva de las SOTs es la presencia de
modos tensoriales, nos concentramos en el estudio de las fluctuaciones hidrodindmicas puramente
tensoriales.

En este escenario a grandes rasgos las fluctuaciones térmicas inducen fuerzas de agitacion
estocasticas que excitan los modos tensoriales preservando la conservacion de la energia. A su
vez estos modos excitan modos Vectorialeﬂ que retroalimentan el sector de spin-2 produciendo
asi una dinamica no lineal efectiva para los modos tensoriales.

Para abordar el tema de estudio utilizamos métodos de teorias efectivas de campos, que

han sido ttiles en el estudio de la turbulencia [89] 0] 91] y que contintan siendo una poderosa

!Como elegimos trabajar en el limite de propagacion libre (o de ‘incompresibilidad’), podemos descartar los
modos escalares (ver Seccion [3.2)).
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herramienta para analizar fluidos estocasticos [92, 93, 94, 95]. Entre estos métodos, el formalismo
de la Accion Efectiva permite expresar las diferentes funciones de correlaciéon de N puntos de la
teorfa en términos de diagramas en léJLzosE]7 tal y como se estructura en la teoria cuantica. Este
esquema permite ganar cierta intuicién sobre cémo interpretar las correlaciones. En este andlisis
vamos a usar el formalismo de la Accion Efectiva Irreducible de Dos Particulas (2PIEA por
sus siglas en inglés), a través del cual escribimos las ecuaciones de evolucién para las funciones
relevantes de correlacion de dos puntos, a saber, los propagadores causal y de Hadamard. Segtun
este método los propagadores se construyen a partir de las contribuciones de todos los diagramas
de interaccién cerrados que no puedan ser separados cortando dos de sus lineas internas. A estos
diagramas se los conoce como diagramas irreducibles de dos particulas (2PI por sus siglas en
inglés).

Por otra parte usaremos el formalismo Martin-Siggia-Rose (MSR) [96], 97, 98], [99, 100} 101]
como método sistematico para derivar la 2PIEA del sistema, que puede ser evaluada de forma
simple a través de una expansion diagramatica [1011 [102), 103 [104] 105]. Estos métodos ya han sido
aplicados a fluidos relativistas en [4] 106] 107, [108]. A su vez para caracterizar las fluctuaciones
térmicas usaremos una formulacién del teorema de fluctuacién-disipacion adecuada a las DTTs
[49], que recupera las conocidas fluctuaciones hidrodindmicas de Landau-Lifshitz como un caso
limite (ver Seccién [2.6)).

Comenzamos presentando el teorema de fluctuacion-disipacion en DTTs consistente con una
teoria causal [49] y delineamos el formalismo Martin-Siggia-Rose para el calculo de 2PIEA en la
Seccion .1} Mostramos brevemente como este formalismo permite escribir ecuaciones de evolu-
cion para los principales propagadores de la teoria, a saber, el propagador causal y la funcion
de dos puntos de Hadamard (o correlaciéon térmica). En la Seccion estudiamos el efecto de
las fluctuaciones lineales alrededor de un estado de equilibrio y encontramos el propagador cau-
sal y el de Hadamard al orden mas bajo. En la Seccién ampliamos el anélisis para incluir
fluctuaciones no lineales.

Decidimos trabajar en el limite de propagacién libre que equivale a considerar tiempos de
evolucién mas cortos que el tiempo caracteristico de relajacién macroscépico. Incluso en estos
tiempos tan tempranos tiene sentido formular una hidrodindmica consistente que actiie como

un atractor para la evolucion del sistema [6l, 109, 110]. La aproximacion de propagacion libre

*Usamos lazo como traduccion del concepto de loop en los diagramas de Feynman de la teoria cuantica.
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es equivalente al limite 7 — oo que result6 ser apropiado para estudiar las primeras etapas de
las RHICs [111]. A su vez como mostramos en la Seccion en este limite el fluido puede ser
considerado ‘incompresible’ y por ello descartamos todos los modos escalares, quedandonos sélo
con los vectoriales y tensoriales. En este régimen encontramos que, considerando las interacciones
de un lazo causadas por las fluctuaciones y usando la regularizacién dimensional para tratar las
divergencias ultravioletas, la ecuacién para el propagador tensorial causal adquiere un nuevo
término que renormaliza el tiempo de relajacién introduciendo una dependencia con la escala
proporcional a la cuarta potencia del momento p. En consecuencia, la funcién de correlacién de
Hadamard también adquiere una dependencia con la escala de energia y muestra una transicion
de un espectro plano, para valores pequefios p, a un espectro que escalea como p~* conforme
aumenta p.

Antes de continuar, es necesaria una aclaraciéon. Es posible que en el limite 7 — oo una
plétora de modos no hidrodinamicos contribuyan a la dindmica. No obstante, hemos optado
por considerar sélo los modos tensoriales que describimos en el Capitulo [3] En este sentido el
analisis que aquf presentamos es un primer paso en direccién a considerar teorfas con complejidad
creciente.

Finalmente en la Seccion 3] discutimos brevemente el efecto de las fluctuaciones tensoriales
sobre el valor medio de la entropia. Su espectro sufre una disminucién en la, amplitud para el

rango UV, lo cual podria ser un indicio de la presencia de una cascada inversa de entropia [112].

4.1. La accién efectiva de Martin-Siggia-Rose

En esta seccién revisaremos el teorema de fluctuaciéon-disipacion apropiado para fluidos reales
causales [49] (ver también [39, 113]), y luego usaremos la formulacion MSR para construir una
Accion Efectiva a partir de la cual podamos obtener las ecuaciones de Dyson para las correlaciones
estocasticas de las variables hidrodinamicas vectoriales y tensoriales en el régimen de propagaciéon

libre o de ‘incompresibilidad’.

4.1.1. Teorema de fluctuacién-disipacién para una DTT

Las fluctuaciones hidrodinamicas para la teoria de Landau-Lifshitz se introducen a traveés

de un término estocéstico en el EMT cuyas propiedades estadisticas quedan determinada por el
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teorema de fluctuacién-disipacidon usual, como muestra la Seccién Por el contrario cuando
se consideran las fluctuaciones térmicas en una DTT, el tensor I*” que define las interacciones
disipativas adquiere una componente estocéstica I*¥ — I*¥ 4+ F*¥ poniendo en pie de igualdad
la disipacion y las fluctuaciones [49]. Como veremos en breve las propiedades estocésticas de F*
quedan determinadas por el teorema de fluctuacién-disipaciéon adecuado a estos esquemas hidro-
dindmicos causales. Las fluctuaciones en el TH¥ aparecen al resolver la dindmica considerando
esta nueva fuente.

Definimos la siguiente notacién abreviada para las variables y tensores relavantes

XA = (B¢, (4.1)
Al = (T, ARP), (4.2)
I = (0,1.) (4.3)
Fp = (0 F,uzz) (44)
Sto= ot — XBAL, (4.5)
OPH
La produccién de entropia estd dada por
Sk =—-XPAL . (4.7)

Para incluir las fluctuaciones térmicas agregamos la fuente estocastica Fp en la ecuacion de

movimiento para A’é que se convierte en la siguiente ecuacién tipo-Langevin
A%W:IB-I-FB. (4.8)

Una teoria satisfactoria debe predecir que la produccion de entropia media es nula en equilibrio,

entonces

(84,) = —(XP(2)Ip(2)) — (XP(2)Fp(x)) = 0. (4.9)

Sin embargo, dado que el limite de coincidencia no estd bien definido, imponemos una condicion
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maés restrictiva basada en consideraciones elementales de causalidad
(XP(2)Ip(a))) + (XP(x)Fp())) =0 (4.10)

para cualquier par (z,2') que sea de tipo espacial. En lo que sigue vamos a asumir que x y =’
pertenecen a la misma hipersuperficie de tiempo, es decir t = t'. Al orden méas bajo Ig es una

funcion lineal de X%, de modo que
(@) () = [ 5T o) (XP ()X "), (4.11)

con

1 [ §Ip(a’)  dlc(a") (4.12)

1 =- .
(B,0) 9 5XC(1,//) (5XB(.I’)
Solo aparece la derivada simetrizada en (4.11]) debido a la simetria de los promedios estocésticos.

Asumiendo una distribuciéon Gaussiana de ruido blanco para Fp,
(Fp(a) Fo @) = ope(,a')6(t — 1), (4.13)

obtenemos que las correlaciones entre los flujos X4 vy el ruido es

Az
<XA(SC)FB(SL‘/)> = /de”UBC(x',x") ((SSFXC(:(p”)) (4.14)

donde t” = t’. El teorema de fluctuacion-disipacion se deduce a partir de

6XB(z) 5 5XC (2"

XB(2)XC () =2 = 415
(XX =2 Gl =2 S, (1.15)
cuando t = t/, que a su vez implica
X B(x)

XP(@)Ip()) = [ 2" Iipcy - 4.1

KA = [ a5 i) 5o (4.16)
En efecto, usando las ecuaciones (4.10), (4.12), (4.14) y (4.16) obtenemos

opc = —21 ), (4.17)
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o de forma equivalente

[ 0la() +5IB(:U’)
SXB(z')  6XA(x)

(Fa(z)Fa(a')) = 5t —t). (4.18)

La ecuacién es la version del teorema de fluctuacién-disipaciéon compatible con las
teorias hidrodindmicas causales. Vamos a usar esta relacién para fijar la amplitud de las funciones
de correlacion de las fluctuaciones térmicas en términos de las propiedades disipativas del fluido.
En el limite en que la DTT converge a la Hidrodinamica de Landau-Lifshitz, la correlacion de la
parte estocéstica del EMT converge al conocido ruido de Landau-Lifshitz [63] [64].

Para ver que la ecuacion se cumple, multiplicamos a ambos lados por la matriz no

singular
52 Po

Map = na s a5xE

(4.19)

donde n, es el campo unitario normal a la superficie de tiempos que contiene a ambos = y .

En la aproximacion lineal para A%, el vector generador ®* es cuadratico en X Ay

S(ne®®) 500
B a
MapX® = = = ——=7. (4.20)

En equilibrio podemos aplicar la férmula de Einstein, que relaciona el potencial termodinamico

con la funcién de distribucién de las fluctuaciones, para concluir que
Map(XB(2)XC (2")) = —69 6®) (2, 2") (4.21)

donde §®)(z,2') la funcion delta tridimensional covariante en la superficie de Cauchy. Bésica-

mente esto es una version generalizada del teorema de equiparticiéon. Por otro lado

X B(x) B 5A?4(33)

M = — 4.22
ABSFa(a) —  SFc(a) (4.22)
with A% = —nﬂAi. Es posible escribir las ecuaciones de movimiento 1} como
0AY (x
(,;‘t() + La(z) = Fa(x) (4.23)

donde L4 involucra las variables evaluadas en la superficie de tiempo constante, pero no sus
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derivadas ortogonales, y 0/0t := n* 0/0z". En efecto

5A?4(x) [ (3) /

El factor 1/2 viene de tener en cuenta el promedio de las derivadas evaluadas en x = 2/~ y
x = 2'T. En consecuencia y (4.22) son iguales. Dado que la matriz Map es no singular,
mostramos la validez de la ecuacién .

Estos resultados implican que en nuestro caso las fluctuaciones térmicas se expresan a través
de un término estocastico F'*¥ en la ecuacién dindmica que describe los efectos no ideales .
Considerando sélo la parte transversal y sin traza de I*” dada por —, la relacién entre
las fluctuaciones y la disipacion determina la amplitud del ruido segtin

(FM () Fyy (2')) = No(t — )6 (z — 2/) A (4.25)
donde
T
N = a%oT : (4.26)

4.1.2. Formalismo MSR y la 2PIEA

Las principales herramientas para estudiar la evolucion y las propiedades fisicas de un sistema
estocastico son sus diferentes propagadores, o funciones de Green, que determinan la respuesta
del sistema tanto a sus propias fluctuaciones térmicas como a las fluctuaciones en las condiciones
iniciales [I111], 114l IT5]. En el régimen de fluctuaciones fuertes, las correcciones no lineales a las
correlaciones se vuelven relevantes [101] [102), 103, [104] y es en este escenario donde los métodos
de teorfa de campos efectiva, como el MSR, muestran su potencia [96}, 97, 98] 100]. Estos métodos
han sido aplicados a la teoria de turbulencia, ver [102, [103, [116] y mas recientemente para estudiar
las fluctuaciones en la Hidrodinamica de Landau-Lifshitz [106] 107].

En este caso vamos a elegir trabajar dentro de la aproximacién de propagacién libre, 7 — oo,
en la cual los modos escalares se propagan més rapido que los vectoriales y por lo tanto pueden
considerarse congelados y el fluido como ‘incompresible’ (ver Seccion . En efecto la dindmica
relevante se ve reducida a la interaccion entre los grados de libertad vectoriales y tensoriales,

descartando los modos escalares. El formalismo MSR permite convertir 1a estructura del problema
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de las fluctuaciones clasicas en una teoria cuéntica de campos, para la cual derivamos la 2PIEA.
Este formalismo expresa las ecuaciones de Schwinger-Dyson para los propagadores de la forma
mas directa.

En hidrodindmica no existe un pardmetro ‘pequeno’ tnico y explicito, andlogo a h en la
teorfa cuantica de campos, que pueda usarse para organizar la expansiéon perturbativa de las
fluctuaciones. Por esta razén se ha propuesto que la expansién en lazos debe entenderse como
una expansion en la ‘complejidad de las interacciones’ [102], [103], ya que la suma de términos
de orden superior tenderd cancelarse debido a la aleatoriedad de la agitaciéon que producen las
fluctuaciones. Por otra parte, es posible identificar parametros pequenos que sean relevantes para
diferentes conjuntos de gréaficos restringidos. En el caso que nos ocupa, este andlisis sugiere que

la expansion en lazos es una expansion en potencias de (p/pr,)* donde

pL=(ZaTd)"?, (4.27)
con cy la velocidad de propagaciéon de los modos vectoriales definida en (3.51)). En el apéndice
[A] detallamos el procedimiento. En consecuencia la expansion en lazos sera consistente mientras
p < pL.

Volvamos a la construccion de la 2PIEA. Usando la notaciéon abreviada en —, las
ecuaciones de movimiento pueden escribirse como P4 = F4, con P = A’é; b Ip. La notacion
XA[F] indica la solucién a las ecuaciones para una fuente F4 dada. Para las fluctuaciones
térmicas tenemos que todos los valores medios <X A> = 0. Por lo tanto podemos escribie el

funcional generador de las funciones de correlacién <X Ax8 > como
eWIKas] — / DXA / DFa P [FA] &l KanX2XP/25 (x4 _ xA[F)) (4.28)

donde P [F A] es la densidad de probabilidad gaussiana de la fuente Fy, las corrientes Kap
(que se acoplan a las variables de la teoria) son introducidas por el formalismo para derivar las
correlaciones necesarias y la integracién se realiza sobre todas las posibles realizaciones de las

fuentes de ruido. La delta o (X A _XAF ]) asegura evaluar las correlaciones sobre las soluciones
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de las ecuaciones de movimiento. Es tutil notar el siguiente cambio de variables

0Py

§ (X4 — XA [F]) = Det [5XA

} §(Py—Fy) . (4.29)

Es posible mostrar que el determinante en (4.29) es una constante [117] y en consecuencia po-
demos descartarlo o redefinirlo dentro de la normalizacién de la integral. La introduccién de

campos auxiliares Y4 permite exponenciar la funciéon delta del lado derecho de (4.29)) segin
¢WIKap] _ / Dy / DX / DFy P [FA] el] KapXAXP20 [ YAPa-FA) (430

Si las correlaciones del ruido son

(FaFB) = Nap (4.31)
obtenemos finalmente
eiW[KAB} :/ DYA / DXA eiSeif KABXAXB/Q (432)
con
S = / d'z [YAPA—i— %YANABYB : (4.33)

Si bien todo este desarrollo parece muy técnico, hemos logrado mapear el problema de las
fluctuaciones hidrodinamicas en uno de teoria de campos fuera del equilibrio, donde S en la
ecuacion juga el rol de la ‘accién clasica’. Fn este sentido, avanzamos un paso mas, y agre-
gamos formalmente nuevas corrientes (analogas a K 4p) acopladas a los nuevos campos auxiliares
y consideraremos que todas las componentes de X% = (XA,YA) son grados de libertad de la
teorfa.

La transformada de Legendre del funcional generador es la 2PIEA, T’ [gJ K ], donde G/ =
<X TxK > representa todas las funciones de correlaciéon existentes en la teoria. Una vez determi-

nada la 2PIEA, las correlaciones reales fisicas se obtienen como sus extremos tal que

or
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La 2PIEA tiene la estructura [7]

p_l o8 G'% — L 1n Det [G75] +Taq (4.35)
2 6XTSXK |4, 2

donde I'yg representa la suma de todos los diagramas de Feynman irreducibles de dos particulas

de una teoria cuyas interacciones son los términos cubicos (o de orden superior) en S y cuyos

propagadores son G7/K.

Dado que (YAYB) = 0 [105, 118] y

528

dXASXEB

oT20
9 (4.36)
X=0 o <XAXB>

tenemos s6lo dos conjuntos de ecuaciones, uno corresponde a la dindmica de los propagadores

causales, GAB = —; <XAYB>,

ret

r
+ 25”} GC) =54 (4.37)

{ §%9
SYBSXC |, ~S(YBXO)[ e

y otro para las correlaciones térmicas, GAP = <XAXB>,

(5F2Q AB . 525
+25<YBXA>}G T 5V BsY T

22— < = 4.
{ SYBsXA X=0 Yo + 5 <YBYc> } Gadv 0 ( 38)
con Gacd]i =—1 <YCXB> v

529
syesyp

ret “adv

GAB — (—Z) GACGDB{

0Ta0 }
+2———= 7. 4.39
X—0 S {(YCYyD) ( )

4.1.3. Dinamica inducida

En esta subseccién comenzamos a estudiar la din&mica inducida por la presencia de las
fluctuaciones térmicas. Las cantidades que determinan dicha dindmica son el correlador causal
en la ecuacién v el correlador estocéstico también llamado funcion de Hadamard.
En equilibrio sabemos que </'\,’ K > = 0. La accién ‘clasica’ puede escribirse como

Sc [XK] =S5q [XK] + 57 [XK] (4.40)
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donde Sg es cuadratica y Sy contiene los términos de interaccién de orden superior. En nuestro

caso sblo consideraremos términos de orden cibico en los campos. La 2PIEA estd dada por la

ecuacion (4.35)) junto con
eiFQQ :_/\[/ DXK eféxk(g_l)KLXL+iSC[XK] (4.41)

—-1/2

con (g—l)KL la inversa de la matriz de propagadores Gr y N oc (DetG®F) [7]. Usamos la

notacién

((’)>:J\// DXK 3% (67 0 (1K) (4.42)

con la normalizacion tal que (1) = 1. Si (S¢) = 0, como en nuestro caso, la contribucion de orden
més bajo a I'yg es

Iy = % (S%) (4.43)

y entonces la auto energia se lee

25F2Q‘<550 5So> (144)

N — — 4 ( 2KC PO

Kb 2 5gKL SXK §XL
El valor de expectaciéon en el lado de derecho se calcula en términos de los diagramas de Feynman
2P1 con los propagadores G&1 en las lineas internas [7]. Nuevamente al orden mas bajo, podemos
reemplazar los propagadores completos por su aproximaciéon de orden méas bajo

5250

syispird0 = 0k (4.45)

lo cual describe las correlaciones debidas a las fluctuaciones linealizadas alrededor del equilibrio.
Las ecuaciones para los propagadores, en presencia de fluctuaciones no lineales, (4.37) y (4.38))

pueden escribirse de una forma compacta como

525

SRy T ZKM GML — 5k (4.46)
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4.2. Fluctuaciones lineales alrededor del equilibrio

A partir de la discusion de la seccién anterior la formulacion de la Accion Efectiva segun el
formalismo MSR para la DTT del Capitulo |3|indica que la accion ‘clasica’ (ecuacion (4.33)) es

de la forma
5= ;N/ d'z Y, Y — / d'z {Yyuu T + Yusp AP + Y 1M} (4.47)

Aqui la proyeccion transversal y sin traza de la ecuacion para AMYP. se expresa en las
propiedades de transversalidad y traza nula del campo auxiliar Y),,. Por otra parte como esta-
mos descartando los modos escalares, los campos auxiliares Y, y Y, contienen sélo grados de
libertad vectoriales y tensoriales. Esto significa que las variables independientes son Y7 y Y7*
correspondientes al sector espacial que obedecen las simetrias Yg = Y;k = Ykk = 0. Las compo-
nentes temporales quedan restringidas mediante Y, u* = Y, ut = Y}’ = 0. Notemos que Y}, tiene
unidades de 7', mientras que Y, de T—2. La expresion se puede descomponer como
S =Sy+S57+S54+ 57 con

N
Sy = % / d*z Y,, Y (4.48)
4 4 v 1 v v 2uv 1 v v 2
St = —oly | dzY,, |u'u" + gA“ +aZt + Z°H + 1 (g"" — 8ut'u”) Zi*| (4.49)
1
S = —2aTg’/ d*x Y., [60Fu”ul + g™ uf + g'Pu” + gvPut
1
b= (ZMP + ZEey Z””u“)] (4.50)
a
T5
o= b / e Yy, 724 (4.51)

4.2.1. Identificacién de los grados de libertad fisicos

Ahora aplicamos el formalismo para estudiar las fluctuaciones térmicas alrededor de una con-
figuracion de equilibrio particular con velocidad U* = (1,0, 0,0), temperatura Tp y la métrica de
Minkowski g,,, = 1. S6lo retenemos los términos cuadraticos (S;) o ctbicos S, en desviaciones
del equilibrioﬂ

Para identificar los grados de libertad fisicos expandimos las variables alrededor de equilibrio

3No confundir con la accién ‘clasica’ Sc.
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e imponemos las simetrias y vinculos necesarios. Comenzamos por escribir u#* = U* 4+ V#| la

condicién u? = —1 se convierte en U, V* = —V?/2 y entonces

1
VI = hEVY 4 5UW2 : (4.52)
Esto sugiere tomar V¥ = A¥V¥ como variables independientes, por lo tanto

V0= (vvh - (v)?) & %Vkv’“ + o.s. (4.53)

DN | =

Cualquier tensor transversal admite una descomposicion similar, a saber

Yo ~ YiVF+ os. (4.54)
Yo ~ Yi;VF+ os. (4.55)
Yoo = Yi;VFVI 4 o (4.56)
Zoj = ZpiVF 4 os. (4.57)
Zoo ~ ZiiVFVI+ o, (4.58)

donde o.s. significa érdenes superiores. Ademés Ykk = Z}j = 0. Ahora podemos identificar los

términos cuadraticos y cubicos de la accién ‘clasica’. Los términos cuadraticos son

Sng = % / d*z Y YI* (4.59)
Sty = —oTy / dz [;lxg;ovuayj;kzjk} (4.60)
Sag = e} / d'z [ink;OijJrij;l (gﬂv’wg“vjﬂ (4.61)
Sty = ﬁ’_ / d*z Yy Z9* (4.62)

53



J_ I _ 7 Y
vy usando que VJ = Y] = Z;ij =Y

ij = 0, los términos cabicos son
7

4 . .
Sre = —oTy / d'z [—an;OijkarYj;k <3V7V’“+ZJ’Z{“)} (4.63)
L s [ a k i 2 2 1
Sae = —5aTy [ diz 10 (VigV*) vie = (vigvh) 2
2 ;0 a il
1 ) ) )
+ Y (ZJleJrZ“VJJer’V’“)] . (4.64)
[0

El préoximo paso es transformar en modos de Fourier todos los grados de libertad. La con-

venciéon adoptada es

k(= d*p ipTy sk
VE(Zt) = | ="V (p,t1) . (4.65)
(2m)
En efecto obtenemos
iN d3p ,
= — | dt—= Yy (—p,t) YI* (p,t 4.
Sv = g [ A Y)Y 0 (4.66)
4 d3p 4 j . ik
Srq = —ol dtw gyj;o(—p,t)v (p,t) — tppaYj (—p, 1) Z7% (p, 1) (4.67)
1 s d®p 1 ik .k J
Saqg = —zadly dt—— —Yjro (=p,t) Z7% (p,t) — 2ip" Yy, (—p, 1) V7 (p,t)| (4.68)
2 (271') «
aTy d3p .
= dt Y. (—p,t) Z7 t 4.
Sty = G [ s Vi) 2 ) (1.69)
y
d3 d3
Ste = aTé/ dtipgiq3 [*an;o (=p— ¢, t) Zij (q.£) VF (p, 1)
(2m)” (27)

it r- a0 (G 0V 0+ 2 00 2t )| @
dp  d3q
(on)’ (20’

.2 ;
- i Y (—p—q,t) V¥ (p,t) Z7" (q,1)

Sac = — [5Yk]70 (_p —4q, t) Vk (p7 t) V] (q7 t)

Y (o= a.0) (24 @OV 004227 @0V 00) | @)

1
[0
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Es posible simplificar las expresiones usando las ecuaciones de movimiento a orden lineal

4 )
0 = _O-T(;lgy};o (_pv t) + aT(?Zka}k (_p7 t) (472)
1 5 i 4
0 = _%‘J’TO Yik0 (=p,t) + 5040T0 (Pij (=p,t)
aTg’
+ piYi (—p,1)) + 20y Vik (—p,t) (4.73)

donde O, indica la derivada respecto al tiempo ¢, de modo que

dp d®q [3 .
Sre = /dt(%)3 P LaaTS’zp’“ij(—p,t)sz (. t) Vi (p—q.t)

+ ioTyprY; (—p,t) (;le (p—a,t) V(g t)+ 2" (p—a.t) Z{ (g, t))] (4.74)
Sa. = —/ dt (;ng?) (;i??) [5 [z’aUTSkaYj (—p,t) + ;LZEij (—p, t)} v (r—q,t) V7 (¢,)

- iQZng)ij (—p.t) VP (p—q.t) 27 (q,1)

- é%Té’ij (~p.)p (2% (. ) V! (0= a,t) + 22" (4, ) VI (p— t))] : (4.75)

Finalmente distinguimos entre los modos vectoriales y tensoriales segtin

z% = i (V2 +0hz]) + 23 (4.76)
vit = i (pvd + ) + vk (4.77)

con p; Zy = p;Yi = pjZyy = pi¥ip = 0.
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4.2.2. La acciéon cuadratica

Luego de la descomposicion vectorial/tensorial, los términos de la accion cuadrética se des-

acoplan. Para los vectores tenemos

. d*p :
Sva = i [ s VY, (2. OV (1) (4.78)
4 d’p [4 J 2 J
STqV = —olj dtw §Yj;0 (—p,t)V (p,t)—i—p an (—p,t) Zr (pa t) (4'79)
I 5 dp [2 j 2 j
Sagy = —5aly dt(%)g P Y150 (=P, 1) 217 (p,1) = 20"V (=P, 1) V7 (p, 1) | (4.80)
aTy dp .
= 0 Y7 (=p,t) Z17 (p,t 4.81
SIqV ar (27‘[‘)3 p T]( b, ) T (p7 ) ( 8 )
v para los tensores
iN d? »
Sngr = / dtipg Yoo, (—p,t) Yrr'® (p, 1) (4.82)
2 (2m)
1 d? 1 .
Sagr = aTé’/ dt7p3 |:YTTjk;O (—p,t) Zr1'* (p, 1) (4.83)
2 (27r) «
alp d3p i
= dt Yrri. (—=p,t) Zp1? t) . 4.84
Stqr 2a7/ 2n)? ik (=py ) ZT17" (D) 1) (4.84)

4.2.3. Los propagadores de orden méas bajo

Los grados de libertad de nuestro fluido conforme, dentro de la aproximacién del régimen
‘incompresible’, son XX Entre ellos distinguimos los campos fisicos vectoriales V7 y z , los
campos auxiliares vectoriales Y7 y Y%, el campo fisico tensorial Zrr® v el campo auxiliar ten-
sorial Ypr%. Las correlaciones entre los campos fisicos y auxiliares determinan los propagadores
causales. Si el campo fisico se encuentra a la izquierda serd un propagador causal. Las correla-
ciones entre campos fisicos dan lugar a las correlaciones estocasticas de la teoria. Por tltimo,
como ya mencionamos, las correlaciones entre campos auxiliares se anulan. Al orden méas bajo
obtenemos que las ecuaciones de evolucién de los propagadores vectoriales y tensoriales quedan

desacopladas.
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Correlaciones causales vectoriales

Las correlaciones causales vectoriales se pueden dividir en dos grupos: por un lado <Vj Yk>
y <ZTij>, y por el otro <VjYTk> y <ZTjYTk>. Ambos pares se encuentran desacoplados entre

si. Todos tienen la siguiente estructura

<Vj (p. 1) Y" (g, t’)> =i(2m)* 6 (p+q) P7* [p] Gvy (p.t —t) (4.85)
donde -
Pk [p] = 57k — ﬂ;; (4.86)

Las ecuaciones de movimiento para el par Gyy, Gz,y son

4d
O’TS1 [Bdthy — aszZTy:| = 5 (t — t/) (487)
1d aTp
T5 2 - 0,2 — 4.
algp [GVY + adtGZTY] + P Gz.y 0 (4.88)
cuya solucién es
—(t—t")/2r ; oy
e oy, sinw (=) o
Gyy = T [cosw (t—t)+ o O(t—1t)
Cyp (44 -
= JTéwe (=727 cos [w(t—1t)—ppO(t—1) (4.89)
_ —(t—t") /27
ae _
Gzpy W oTd S (t—t)o(t—-1) (4.90)
con
3 1
— 2a2n2 _ -
“ TR P
1 s
_ -1 _ T -1
Yp = tan <2w7'> 5 tan™ " (2wT) . (4.91)

La constante cy = v/3a/2 es la velocidad de propagacion de los modos vectoriales (ver Seccion

(13-2), que en el régimen de ‘incompresibilidad’ considerado satisface cy < 1.
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Xa | Yp Cagp Pas
4 [(oTygw) | ¢p
Zr | Y | (—a)/(cTyw) | m/2
V | Yr | (3?) / (4aTjw) | 7/2
Zr | Yo | (cva) (aT05pw) —p

Cuadro 4.1: Resumen de los propagadores causales vectoriales definidos en (4.95)). Las expresiones
de w y ¢, se encuentran en (4.91)).

Para el segundo par de campos <VjYTk> y <ZTjYTk> obtenemos

4d
0'1—161 |:3dtGVYT — apQGZTYT:| =0
1d aTy
GT(Sr’pg [GVYT + OzdtGZTYT:| + TSPQGZTYT = 0 (t — t/) (4.92)
cuyas soluciones son
302 _i_tyjor / /
Gvy, = 17556 sinw (t —t ) S (t —t ) (4.93)
0
V& —(t—t) /27 / /
Gzryy = me cos [w (t —t ) + gop] S} (t —t ) (4.94)
0

En resumen, todas las correlaciones causales vectoriales tienen la siguiente estructura

<Xg; (p,t) Yﬁk (q, t')> = i(27r)3 d(p+q) pik [p] Cage_(t_t/)/% cos [w (t - t') - goag] C) (t — t') .

(4.95)
Las diferentes correlaciones se encuentran en la Tabla
Correlaciones causales tensoriales
La tinica correlacién causal tensorial es
<Zfro (p,t) Yrra (g, t/)> =i (2m)° 8 (p+ q) ST17 1t [D) Gzprvar (01— 1) (4.96)
donde
St1 1 [p] = 3 [Plipl] + PP — P”Pkl} : (4.97)
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La ecuacion dindmica es

LE

y su solucién

2 —(t—t"Y /T
GZTTYTT = ﬁe =t/ o (t - t,) :
0

(4.98)

(4.99)

Aqui podemos observar que los modos tensoriales no se propagan y su dependencia con el

momento p es trivial.

Funciones de Hadamard vectoriales

Las funciones de Hadamard vectoriales son <Vij>, <VjZ{2> y <Z]TZ{2> Su estructura es

<Vj (. t) V¥ (g, t’)> = (21)° 6 (p+ q) PP* [p] Grvv (p.t — 1)

y se determinan a través de la ecuacion (4.39). Por ejemplo

min(¢,t")
Givv (p,t —t') = 2Np? / dt" Gvyy (p,t —t") Gvyy (0.t — 1) .

Explicitamente
3 / sinw|t — /|
G t— ) = 2 =t/ t—+ gl A
wv (p, ) 10T} e cos w| | + ST
3CVP _j—t|/2r /
= ——e¢ cos | wlt —t'| — :

De forma anéloga

min(t,t’)
Givzy (p.t —t') =2Np? / dt" Gvy, (p.t —t") Gzpyy (0, — ") .

A partir de la ecuaciones para los propagadores se obtiene

L
3ap? dt!

min(¢,t")
GlVZT (p7 t— t/) = 2Np2 / dt// GVYT (p, t— t,/)

99

GVYT (p, t/ — t//) .

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)
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Xa Xﬁ Claﬁ PlaB | 9aB
V1V [ Bop)] (40Tga) [ ¢, | 0
V | Zr | (Ba)/(40Tjw) | n/2 | 1
Zr | Zv | (ev)/(oTgwp) | —pp | O

Cuadro 4.2: Lista de las distintas funciones de Hadamard vectoriales definidas en (4.107)). ¢,
esté definido en la ecuacion (4.91)).

Como el integrando se anula en el limite superior, encontramos que

4 d
Gz (p,t—t) = W@Gwv (p,t —t')
3 /
= Zw;zgwe_“_t /27 gin w|t — #/|sign (t—1t). (4.105)

La funcion de Hadamard Giz,.z, es par en t — ¢, y por eso no hay pérdida de generalidad en

asumir ¢t > t'. En este caso, llegamos a

4 d
GlZTZT( 715—75’) = 3TPQ£G1VZT( 7t—t/)
: /
= 13 26_‘t_t"/2T coswlt —t'| — sinwlt — ¢
olyp 2wt
- ﬁe“t_t/‘/%cos[w|t—t'|+<,0p]. (4.106)
0

Resumiendo, la estructura general de las funciones de Hadamard vectoriales es

<Xg? (pt) X5 (qat')> = (2m)° 6 (p+q) PP [p] Crape™ V177 x

x cos [ w|t — t'| — p1ap] (sign (t —¢))*? (4.107)
y las distintas combinaciones se encuentran en la Tabla [4.2]

Funciones de Hadamard tensoriales

La correlacién que resta es trivial. Tiene la estructura

<ZTTjk (p.t) Zrr'™ (4, t,)> = 21)° 3 (p + @) ST [p] G1 200 207 (st — ') (4.108)
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donde ng’flim esta definida en 1} y

20\’ 7 _ s
GlZTTZTT = N(CLT5> 56 lt—¢'l/
0

2 /
— eIt/ 4.109
= e . .
UTO3 ( )
Antes de continuar es importante asegurar que en el limite 7 — 0, en el que recuperamos la
Hidrodinamica de Landau-Lifshitz, las fluctuaciones hidrodindmicas también converjan a las de

Landau-Lifshitz. En efecto en este limite podemos aproximar

4T
Cizrrzee = g0 (t—t). (4.110)
0

A su vez la autocorrelacion de la parte tensorial del EMT viscoso (ecuacion (3.40))) es

<HTTjk (p, t) Tpr'™ (g, t/)> = o’ T} <ZTTjk (p,t) Zrp'™ (Q7t/)>

= 20’6 (p+q) St p] 4Tond (t—t')  (4.111)

donde hemos usado la relacion (3.48]). Asi vemos que cuando 7 — 0 recuperamos la proyeccion
tensorial en el espacio de Fourier de las fluctuaciones hidrodindmicas de Landau-Lifshitz [63], 64]

definidas en la ecuacion (2.65]).

4.3. Fluctuaciones no lineales alrededor del equilibrio

El objetivo de esta seccién es calcular el impacto que tienen las fluctuaciones térmicas en el
régimen no lineal sobre las funciones de correlacion de la teorfa. En este sentido es vital contar con
los métodos funcionales y de teoria de campos fuera de equilibrio ya que tenemos un estructura
clara que organiza las interacciones orden por orden en términos de diagramas de Feynman.
Particularmente calculamos las correcciones a un lazo para las correlaciones tensoriales de la
seccion anterior y aplicamos los resultados para derivar las fluctuaciones correspondientes a las
densidades de energia y entropfa. Para ello debemos conocer los términos ctbicos de la accion
‘clasica’ ((1.47)).

Si pensamos en las RHICs, surge la pregunta jen qué etapa de la evoluciéon son relevantes
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las correcciones provenientes de los lazos? Mas abajo argumentamos (ecuacion (4.153)))que la
condicion, en términos de la escala de energia, para que las correcciones sean significativas es
p>pr~Ty (T()T)_3/8.COHIO trabajamos en el régimen 7 — 00, esto implica que las correlaciones
espaciales para tiempos iguales son no triviales para distancias r < p}l < cyT < 7. Estas son

las escalas relevantes en las etapas méas tempranas de las RHICs.

4.3.1. Términos cubicos en la accién ‘clasica’

Para hallar las correcciones a las correlaciones tensoriales no son necesarios todos los términos
cubicos. En principio no requerimos los términos que no tengan modos tensoriales. Entre los que
contienen modos tensoriales, distinguimos segtun

a) Términos que sélo contienen Y4 (—p,t). Naturalmente se dividen en dos

Syrr = Sypevv + Svppvze (4.112)

con
Snvv = 5 [ D () Ve 0V (0= 0.0V (0.
Stvzs =~ [ B (.0 Vet 0V 0= 00 200 14113
y
Djirs (0,q) = Oribjs
Ejirs (p,q) = (q2+plql) 85i0kr + q" (3jspr + Psjr) - (4.114)

b) Términos que so6lo contienen Zpry,, (¢,t). También se separan en

Szer = SyaV Zor + SY Zo Zor (4.115)
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con

aTg) dgp dgq r s lm
Svavzrr = /dt(%)3 2n) Ersim (P, @) Y1' (=p,t) VZ (p — ¢,t) Zr1 ™ (9, 1)
4 dgp d3q r s Im
Syzezer = —0Ty | dt—5—3 Gram (p,@)Y" (=p,t) Z1° (p — q,t) Zr1 ™ (¢,¢4.116)
(2m)” (2m)
y
3 2,2 l m
Frslm (p7 Q) = Za p 5mr6ls + 229 5mrps +p pl(srs

Grsim (0:4) = Dm ((p —q) s+ (p—q)' 57«5) + Orm (ps p—q) +px(p—q)F 5sl) (4.117)

Tampoco necesitaremos conocer la forma explicita de los siguientes términos restantes:

c¢) Términos que contienen ambos Y1t (—p,t) ¥ Z1Tim (¢, 1),

d) Términos cuadréticos en Zpry, (q,1t).

El objetivo de la seccién completa es calcular las correcciones no lineales a las correlacio-
nes tensoriales. Teniendo en mente que la dindmica de las correlaciones causales se basa en la
ecuacion v que las funciones de Hadamard se extraen de la ecuacién , necesitare-
mos calcular por un lado la autoenergia (~ 0I'/d (YrrZ1T)) ¥ por el otro el nucleo de ruido

(N (5F/(5 <YTTYTT>)-

4.3.2. Autoenergia para modos tensoriales

La expresiéon para el célculo de la autoenergfa para los modos tensoriales es

5T
§ (Yrr/* (—p,t) Zrr™ (q,1))

Podemos dividir esta expresiéon en dos contribuciones, una sélo con propagadores vectoriales en
las lineas internas y otro con propagadores que tenga un modo vectorial y un modo tensorial.
Nuestra finalidad es deducir la dependencia de la autoenergia y el ntcleo de ruido con respecto
a momento p. Como los propagadores tensoriales al orden més bajo son independientes del
momento, los diagramas de Feynman que los contengan también seran independientes de p. Por
este momento no los vamos a considerar.

La autoenergia para los modos tensoriales s6lo con propagadores vectoriales en las lineas
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internas es

J (S S o (S S
S, (~poat—t) = Z< ( Yrovv + Vv zs) O YrVzpr F YZTZTT)> (4.119)
! SYrr’" (—p,t) 6Zrr™ (g, 1)

donde se entiende que luego de calcular la derivada funcional es necesario volver a aplicar el
proyector tensorial. Los términos que involucran Sy, vy estdn suprimidos por una potencia de

7 y por ende no los calculamos. Comencemos con

0 5
Zg‘k/llri (_P, q,t— t/) =1 < S};CTV_ZT SYZTW‘L/ZTT/ >
SYrr?® (—=p,t) 6 Zpr'™ (g, 1)

‘a2T010 d3q' dSp/
= 2 / (271')6 (271')6 Ejkrs (pa q/) Fuvim (p/7Q)

{(V"(p—d,t) Ya" (-0, 1)) (22" (¢, ) V" (0 — ¢, 1))
+ (V' (p—=d.t) V' () —a.t')) (Zo® (¢, t) Ya* (=, ¥))} (4.120)

1)

., € nula a menos que t > t', por lo cual asumimos esta condicién. Ademas,

La expresion ESZZ
como finalmente vamos a evaluar las correlaciones para tiempos iguales descartamos la segunda
linea del lado derecho de (4.120)) va que se anula cuando ¢t = t’. El diagrama correspondiente al

término relevante se muestra en la Figura [4.1] Nos queda entonces

V1 90[(IT2 6 —(t—t") /T 1741
S (~piat — 1) = oo 0 (0 —g) (2m) e Ot — 1oy (4.121)
donde
O_(Vl) _ dBd E- ( NE / P p— 1 P [
jklm — q Ljkrs \Ps 4 ) uvlm (q 7p) [p Q] [Q}
lp—q| / ’
————cos [wyp_g (t = 1) — p_g] cos [ wy (t —t') + ¢y] (4.122)
q'wywp—g
Por analisis dimensional vemos que la autoenergia tiene unidades de T% y J](.vli)l tiene unidades

de p°.
Para obtener la verdadera autoenergia debemos volver a proyectar sobre las componentes
transversas, simétricas y sin traza en jk y Im. Si asumimos p completamente en la direccién z,

p . Vi T . .
s6lo necesitamos calcular cr((lb Cd) , donde los indices corren de 1 a 2. Como no hay una direccién
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Figura 4.1: Diagrama que representa la correccién a un lazo de la autoenergia proveniente de
. Aqui s6lo consideramos el término que es no nulo en el limite ¢ — /. En las lineas
externas tenemos un campo fisico Z.; y un campo auxiliar Ypp ambos tensoriales. En las lineas
internas encontramos los propagadores vectoriales (VV') y (Z7Y]).

ortogonal privilegiada obtenemos
0] = AbacOyd + Bdaadpe + Coarded (4.123)

La simetrizacion en ab nos lleva a

1
O\ = 5 (A4 B) (0acOpa + daadye) + Cdapdea (4.124)

v al remover la traza en ab obtenemos
(V1) 1
Oored — (A+ B) STTabcdi (0acObd + 0addbe — abded) (4.125)

donde Strapeq €s el proyector (1.97) evaluado en el caso en que p se encuentra en la direccion z

(i = 3). Esto significa que la autoenergia fisica toma la forma

QOzaTO2
160

»(D (—p, q,t— t’) —

ijlm

5(p—q) @m) S VOt — o L) Strijim (4.126)

con

cos [wp—g (t = 1) — pp_g] cos [wy (t 1) + @g] (4.127)

65



1 g
W p.d] = WSTT”M (0] Ejkrs (p,4") Fuvim (¢'sp) P™ [p—¢'] P** [¢'] . (4.128)

q

Como hemos visto, las ecuaciones ‘clasicas’ para los correladores (4.88] [4.92] [4.98)) son lo-

cales en el tiempo. Para proceder con el calculo vamos a asumir que las correcciones a dichas
ecuaciones que provienen de los lazos también deben ser locales en el tiempo. Por lo tanto sélo
nos ocuparemos de los términos de la autoenergia y del niicleo de ruido que son proporcionales
a ¢ (t —t"). Dado que los propagadores son funciones regulares, cualquier término singular sélo
puede ser resultado del comportamiento de la regiéon UV del dominio de integracién. En esta
region |¢'| es asintoticamente grande y tanto wy como wy_q son reales.

En principio diferentes esquemas hidrodinamicos como rBRSSS [4] 27], DNMR [58], Hidro-
dinamica Anisotropa [§] o las DTTs, puede llevar a distintos comportamiento UV y, ademaés,
podemos adoptar diferentes procedimientos para regularizar la contribucién UV en los diagra-
mas de Feynman. Por lo tanto, la discusién y resultados que siguen estan basados en nuestra
eleccion: DTTs y regularizacién dimensional.

Para calcular o(m)

phys sblo retenemos los términos que varian lentamente y que no son nulos en

el limite de coincidencia

cos [ wy—g (t—1') = @p_g] cos [ wy (t—1t') + ¢g]
1

o  cos [(wp—g —wgr) (t=1")] cos [p_g] cos [pg] - (4.129)

Entonces

1 —
At [t W o] 2 s [ (o ) (¢ )] o [y o eos[g] - (4190)

4
Nuevamente asumimos que p/ = (0,0, p) y as{ w,_, —wy se anula cuando ¢’ = (g7, p/2), con qr
en el plano z,y. Es conveniente escribir ¢ = (g7, p/2 + dq3) para obtener

2
cyp

()

q

Wp—q — Wg' R ———0q3, (4.131)

donde aparezca ¢’ explicitamente vale ¢ = (¢r, p/2). Luego de evaluar dg3 = 0 en los prefactores
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podemos integrar sobre dg3 para obtener la parte singular de la autoenergia

/
Mo pNpLE T t’)/ ar W [p,q] %COSQ [og] -
|4

(4.132)

o
phys == 9 ¢
En el limite de propagacion libre que asumimos, 7 — oo (o — 0), podemos aproximar

Lreosreg] 1 (4.133)

~

ot o] == =1
q/

Para continuar debe calcular JV1) descartando términos de orden o. En efecto

/

gV 77/ d2qr W p,q1L
26%/ [ ] p
. / Par [=¢} + 345 0* — 1 ab v + 5 4 1] (4.134)

1
8
2\ 2 2 1/2
(d+%) (s +% ~ =)

3
2pcey,
4c3, 12

Basicamente tenemos integrales de la forma
2 2\n
(n) _ d“qr (QT)
s (p) =
2 , p? 2 2, p? 1 1/2
(+5) (a+% - =)

_ I'[5/2] ! (1 — 2\ /2 d2QTCI%n
_ F[2]F[1/2]/o dz (1 - z) /(q%+’if—4§ e (4.135)

Estas integrales puede calcularse dentro del esquema de regularizaciéon dimensional en D =2 —¢

dimensiones. Siguiendo las referencias [119, [120] se obtiene

1—5/2F[1 —€/24+n|l'[3/2+¢/2 — n]

n —
) =7 T[2IT[1/2T [1 — ¢/2]
1 1 " n—e/2-3/2
/f/ dz (1 — z)z /2 [ <p2 - 22>} . (4.136)
0 4 cyT
El limite € — 0 es regular para cualquier n entero y por ello tomamos directamente e = 0 (D = 2).
Finalmente, aplicando una vez maés el limite 7 — oo, llegamos a
2 4
(vy _ 49377 p (4.137)

480 ¢
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y entonces

493v37% 1 aT@p

(V1) / /
S (= t—t) = 5 0t —1t") STTiitm 4.138
1]lm( D, q, ) 2560 (27T)6 C%/O' ( ) ( ) TTijl (p) ( )
Ahora consideremos el diagrama restante
1) 05
S (—pig,t =) _i< SY;TVZT Y2y Zry > . (4.139)
6Yrr?® (=p,t) 0Z11™™ (9, t')

FEn la Figura se muestra la representacion grafica del término que es no nulo cuando ¢t = t'.

Repitiendo los mismos pasos que en el caso anterior se obtiene

T2c2 o= (t=t)/7
V2
Eim (205t = 1) = =250t = )30 — @)y, (bt = ¢) Strjpam (p)- (4:140)
y
1 P2 2.6 _ 3.8
o 26v P (kz p2>2
1+7
Aplicando las integrales (4.136]) y tomando el limite 7 — oo, queda
V2 1772 p*
oD (pt —t) = oo o=t (4.142)
\%
y asi
17v/3 72 aT2p4
sV (p gt —t) =— 08 5(p—q)s(t—t) Srr; 4143
]klm( b, q, ) 240 (27’(’)6 C%/O' (p Q) ( ) TT]klm(p) ( )

La autoenergia fisica para los modos tensoriales inducida por fluctuaciones vectoriales, en el

limite 7 — oo, es

s V3aTgpt

V) no_ /
ijlm (_p7 q, t—t ) - (27T)3 46%/ o d (p - C]) 5(t —1 ) STTjklm(p) (4'144)
con
187 2
= 4.145
7= 384 (21)3 (4.145)
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Figura 4.2: Diagrama que representa la correccién a un lazo de la autoenergia proveniente de
. Aqui s6lo consideramos el término que es no nulo en el limite ¢ — t'. En las lineas
externas tenemos un campo fisico Z.p y un campo auxiliar Ypr ambos tensoriales. En las lineas
internas encontramos los propagadores vectoriales (VY{) y (Z1Z})

4.3.3. Nicleo de ruido para los modos tensoriales

El célculo del nucleo de ruido comienza con la expresion

. ol'q
? ik Im /
§ (Yor?* (=p, t) Yor'™ (g, ')

Nigim (—p, gt =) = =2 (4.146)

Por los mismos argumentos que expusimos al desarrollar la autoenergia en la ecuacion (4.118)),

la contribucién relevante al nucleo de ruido es

N (=) = (At Stevn) St Sraze)) o
6YTT] (—p,t) 6YTT (Q7t,)

Los términos que involucran Sy;..vv se encuentran suprimidos por una potencia 7 y por ello

los descartamos. Asi el nicleo de ruido es

NG (—pgt—t') = < OVerVizr 08V 2y > : (4.148)
gktm. o SYrpI® (—p, t) 6Yrr!™ (g, )

El diagrama que representa la correcciéon al ntcleo de ruido tensorial (4.148)) se muestra en la
Figura [4.3] Al igual que con la autoenergia, buscamos la parte singular en el tiempo del nicleo
de ruido. Para el calculo seguimos los mismos pasos de la seccién anterior y obtenemos

W 3a* Ty pt
2m)3 4¢3 o2

Njtin (bt =) = ¢ 5(p— ) 8(t — 1) ST 10m (D) (4.149)
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Figura 4.3: Diagrama correspondiente a la correccién del nticleo de ruido tensorial a un lazo,
ecuacion . Solo consideramos el término que es no nulo en el limite ¢ — ¢'. En las lineas
externas tenemos dos campos auxiliares tensoriales Y1 v YT’T. En las lineas internas sé6lo en-
contramos los propagadores térmicos vectoriales (VV') y (Z1Z7).

con
73 12

= @ (4.150)

TN

4.3.4. Correlaciones tensoriales no lineales

Para hallar la ecuacion dindmica para el propagador causal de los modos tensoriales corregida

a un lazo debemos agregar el término singular de la autoenergia a la ecuacion ‘clasica’ (4.98)).

En efecto
aTg’ d 1
—_— | =4+ — =6(t—1t 4.151
2a {dt + 7‘1] G zrrYor ( ) (4.151)
donde
» 4
—=— |14 <> ] . (4.152)
T1 T bt
y

7 1/4 3\ 1/4
pT:<CVUO> :<PL> 7 (4.153)

T cy T
con pr, en , el valor maximo de p para el cual la expansién en lazos es consistente. Como
cyT ~ /7/T, en el limite 7 — oo, obtenemos que pr < pr..

Notemos que el efecto de las correcciones no lineales a un lazo en la ecuacion (4.151)) es
renormalizar el tiempo de relajacién, el cual adquiere una dependencia con la escala p segin

(4.152)). Por lo tanto el propagador causal para los modos tensoriales que sin correcciones era
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(4.99), ahora se convierten en

2 /
GZprYer = az(%e_(t_t Jme (t - t/) . (4.154)

Del mismo modo la funcion de Hadamard ‘vestida’, andloga a (4.109)), ahora es

3a’ Ty p* 20 \? 11 _y_p
G1ZpyZpp = [N+7N 46%/02 aTg’ 56 [t—t'| /71

14 <£>4] . (4.155)

Dentro del régimen de ‘incompresibilidad’ asumido o equivalentemente en la aproximacion de

2 jetnTL
O'Tg’

propagacion libre (ver Seccion [3.2]), tenemos dos rangos de interés p < pr y pr < p < pr. Para

el primero recuperamos un espectro espacialmente plano en (4.109) y para el segundo obtenemos

AT T2 P 4 ,
GlZTTZTT = 0_7,1_‘03 (7) [1 + YN <pT> ] (S(t —t ) (4156)
49N cv /
= ———0o(t—1). 4.157
o) (15

El anéilisis previo muestra claramente una transicién de un espectro plano para p < pr a una

ley de potencias p~* para pr < p < pr.

4.3.5. Fluctuaciones en la entropia y el EMT

Con las correlaciones ya calculadas es facil hallar las fluctuaciones del EMT, la densidad
de energia y la densidad de entropia. Dado que para longitudes de onda larga recuperamos las
fluctuaciones de Landau-Lifshitz para IT4 (ecuacion [4.111)), aqui solo citamos la expresion para
el rango pr < p < pr,. En efecto

3 VQN CVU4 0.5 (p+ q) Str/*™ [p] 6 (t — t’) (4.158)
37 D

(Tpr?® (p, ) Tra"™ (g, ) ) = (27)
Por otra parte la contribucién de los modos tensoriales a la densidad de energfa es

7 .
p= (TTO4 |:1 + ZZTT]kZTTjk; . (4159)
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Para calcular el valor de expectacién de ZTTijTTjk para tiempos iguales usamos la forma

completa, ecuacion (4.155), y llegamos a

4

7 ap 1+ pﬂ)

(p) =0Ty 1+UT3/(2 ; (T : (4.160)
P ()

Fl espectro es plano en ambos regimenes p < pr y pr < p < pL, pero en el tltimo la amplitud
disminuye por un factor

N ~0,47. (4.161)

p>
Por dltimo, podemos estimar el espectro de las fluctuaciones de entropia de un forma similar.

La densidad de entropia es

4 . 9 .
s = gJTﬁg |:1 + é TTijTTj]c:| (4162)
y por lo tanto
4
4 9 d3p L+qn (1%)
=—oT3 |1 . 4.163
6 =37 1t o | (4.163)

@ 1 ()’

Como aclaramos anteriormente estos espectros son los inducidos por los modos tensoriales tni-
camente, la energia y entropia completas tendran contribuciones de los modos vectoriales.
Estos espectros no triviales muestran que existe una redistribuciéon concreta de la entropia
entre los modos de longitud de onda corta debido a efectos no lineales. Aunque este anélisis no
nos permite determinar la direccién de los flujos de energfa y entropia, el hecho de que cuando se
alcanza el equilibrio el espectro de longitud de onda corta tiene una amplitud menor con respecto

al caso lineal sugiere la existencia de una cascada inversa de entropia [112].

72



Parte 11

Fluidos relativistas y cosmologia






Capitulo 5

Universo muy temprano y evolucion de

perturbaciones

El modelo estdndar de la cosmologia actual se lo denomina ACDM [121], 122]. Representa un
universo espacialmente plano que, ademés de contener los constituyentes del Modelo Estdndar
de particulas (SM por sus siglas en inglés), estd formado por materia oscura fria y energia oscura
(o constante cosmolégica) y verifica la siguiente concatenacion de etapas: Inflacion, Recalenta-
miento, Dominio de la Radiaciéon, Dominio de la Materia y finalmente Dominio de la Energia

Oscura hasta hoy [123].

5.1. Primeras etapas del Universo: Inflacién y Recalentamiento

Para los tiempos posteriores a la época de Planck, la Relatividad General es una teoria
adecuada para modelar el Universo. En el modelo cosmolégico estandar se asume que esta etapa
comienza con un periodo denominado Inflacion en el cual el universo experimenta una violenta
expansiéon exponencia]ﬂ Existen distintos modelos de Inflacion, en los mas simples el contenido
de energia fundamental es un campo escalar llamado inflatéon ¢ con un potencial particular V' (¢).

Una variable central en la evolucion del universo es la constante de Hubble H = a/a, con a

el factor de escala que mide el tamafo relativo del universo y @ indica la derivada con respecto al

'El periodo de Inflacién es necesario para resolver el llamado problema del horizonte [I21] y a su vez explicar
por ejemplo el problema de naturalidad de la planitud espacial.
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tiempo fisico ¢. La ecuacion que determina esta variable se la denomina ecuacion de Friedmani?]

y es, para un universo espacialmente plano

1

H? = ——
3 M2

P (5.1)
donde p es la densidad de energia del contenido del universo. Durante el periodo de Inflacién la
densidad de energia es p = $2/2 + V[¢].

La expansion exponencial se establece cuando H es constante. Los modelos de Inflacion de
tipo ‘rodadura lenta’ generan dicha condicién a partir de asumir que el inflatén evoluciona sobre
un potencial V|[¢] aproximadamente constante mientras los términos cinéticos, vinculados a (;5, y
la aceleracién del campo qﬁ se mantienen despreciables. En particular la contribucién del término
cinético a la densidad de energia es despreciable $? /2 < p. A su vez esta condicion solo persistira
si la aceleracién también es pequena, es decir que ‘(;5‘ < ‘H gzﬁ‘ Estas condiciones nos llevan a
que la ecuacién de Friedmann sea

H? ~ v

N — . 5.2

La primera aproximacién que puede hacerse para simplificar la dindmica es asumir que el po-
tencial es estrictamente constante con lo cual, segiin la ecuacién , el parametro de Hubble
es constante H = Hi,r determinado por el valor del potencial V. Como Hj,y = cte la acele-
racion es exactamente exponencial a ~ exp (Hinft) y caracteriza un espacio de de Sitter. Bajo
estas aproximaciones la densidad de energia es p = V = cte y su relacién con la presiéon cumple
p=-p=-V.

Un problema que surge inmediatamente es que Inflacién debe terminar en algiin momento y
dar paso al universo térmico dominado por la radiaciéon. Nuevamente la respuesta parece estar en
la forma del potencial. Se asume que en algiin momento el potencial constante y las condiciones
de ‘rodadura lenta’ dejan de valer y el inflatén evoluciona hacia el minimo de potencial. La
dindmica del inflatéon cerca del minimo de potencial establece un régimen oscilatorio alrededor
del valor de expectacion de vacio. En este proceso de finalizacion de Inflacion, toda la energia del

inflatén debe transferirse a los campos del SM en un proceso que se denomina Recalentamiento.

?Existen dos ecuaciones de Friedmann, una para & (la primera) y otra para @ (la segunda). Aqui mostramos
s6lo la primera.
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Al dia de hoy no existe una teoria de Recalentamiento unificada y completa, aunque se han
logrado muchos avances [124]. La descripcion cualitativa del proceso indica que el inflaton debe
acoplarse de alguna forma con los campos de materia del SM. En consecuencia su decaimiento
oscilatorio hacia su estado de vacio produce particulas en cada oscilacién mediante un efecto no
perturbativo llamado resonancia paramétrica. El acoplamiento inflatén-SM puede ser directo o
darse a través del acoplamiento minimo cuyo intermediario es el campo gravitatorio. Una vez
creadas las particulas fundamentales, la interaccion entre ellas permite su termalizacién. El fin de
este proceso da lugar a un estado de radiacion térmica con temperatura 7%, y marca el comienzo
de la época dominada por la radiacion.

Recientemente [125 [126] [127] se encontré que, desde el comienzo de Recalentamiento, la
ecuacion de estado se transforma en la de radiacion p = p/3 en un periodo de tiempo muy corto.
Todavia no queda claro el periodo de tiempo en el cual se alcanza el equilibrio quimico y final-
mente termodindmico. Sin embargo, si la idea no es estudiar explicitamente Recalentamiento,
una hipétesis sensata que simplifica muchisimo la conexién entre Inflaciéon y Radiacién es consi-
derar una etapa de Recalentamiento instantdnea y completamente efectiva. Mediante la ecuacion
de Friedmann podemos relacionar la constante de Hubble durante la Inflaciéon Hi,¢ con la
temperatura de Recalentamiento 7%, que indica el comienzo del dominio de la radiacién, como

H2. = M (5.3)
in 90 M2 '
donde g.(Ty) representa la cantidad de grados de libertad del SM que son relativistas a la
temperatura 7.

El conjunto de todas las particulas fundamentales interactuando a energia relativistas se lo
denomina plasma primordial y se describe efectivamente como un fluido ideal cuya ecuacién de
estado es p = p/3. Es interesante notar que considerar las perturbaciones de este estado es vital
para modelar precisamente el Fondo Coésmico de Radiacién (CMB por sus siglas en inglés) y
la formacion de estructuras a gran escala. En efecto la descripcién efectiva mas adecuada serd
considerar un fluido ideal de fondo e incluir tanto perturbaciones en las variables hidrodindmicas

como perturbaciones vinculadas efectos no ideales: disipativos, difusivos, etc.
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5.2. Perturbaciones alrededor del Universo is6tropo y homogéneo

Nuestro universo no es estrictamente isétropo y homogéneo. La distribucién de galaxias,
cimulos y super ciimulos muestra que el principio cosmolégico es s6lo una buena aproximacién
para las escalas mas grandes que observamos. El grado de inhomogeneidades, de anistropias y
el contraste de densidades aumenté con la evolucién del universo. De hecho el grado relativo de
anisotropias en la temperatura durante Recombinacién fue del orden de 107° y se considera que
sobre estas fluctuaciones se desarrollaron todas las estructuras que observamos hoy. De modo
que resulta necesario conocer tanto el origen de estas fluctuaciones como su evolucién.

El estudio de las perturbaciones alrededor de un universo is6tropo y homogéneo, compatible
con el prinicipio cosmolégico, brinda informacién vital para conocer la naturaleza de nuestro
universo y comprender mejor las observaciones que se han obtenido en las tdltimas décadas.
En efecto hoy entendemos que la estructura del universo es el resultado de la evoluciéon de las
perturbaciones tanto de materia o energia como de la geometria a partir de ciertas condiciones
iniciales determinadas por fluctuaciones cuénticas durante Inflacion [121], 12§].

Parte de la clave del éxito de la cosmologia moderna fue desarrollar la teoria sobre la creacion
y evolucién de las perturbaciones y conectarlas con las observaciones de alta precision, desde las
fluctuaciones en el CMB hasta las estructuras de materia como las galaxias, cimulos de galaxias
y super ctimulos.

El esquema en el que estudiamos estas perturbaciones propone el siguiente ansatz para la

ecuaciéon de Einstein

1
GO 1 6GM = oy | TOW 6T | (5.4)
pl

Las cantidades 0G*” y 6TH" representan las perturbaciones del tensor de Einstein y el EMT
alrededor de sus expresiones is6tropas y homogéneas GO y T respectivamente [128]. Como
es usual T corresponde a un fluido ideal definido por las variables hidrodinamicas densidad
de energfa p, presion p y cuadrivelocidad u* segln la expresion . El término 6TH estara
determinado no sélo por las perturbaciones de las variables hidrodinamicas sino que ahora es

posible (y necesario) agregar términos vinculados a los efectos de fluidos no ideales. A saber

6T, = (6p + 6p) uLO) ul(,o) + dp ng) +2(po + po) ugg)éuu) + 0 0gu + Uy, (5.5)
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con II,, el tensor de esfuerzos viscosos a primer orden. La perturbacién en el tensor de Einstein
puede escribirse en términos de la métrica perturbada, segin g, = gy + 0gur CON G0y =
a®(n) N, 1 €l tiempo conforme que cumple dn = dt/a y 1., la métrica de Minkowski. Por su

parte dg,, tiene 10 grados de libertad y puede expresarse segin

5 A B
S = a”(n) , (5.6)
con E;; un tensor simétrico.
La relacion de orden cero GO = 7(0)nv /lel da lugar a las conocidas ecuaciones de Fried-

. 0 ) ., ., o
mann. A su vez la ecuaciéon V,(A )T(O)’“’ = 0 serd la ecuacion de conservacion usual del fluido ideal.

Por otra parte la dindmica de las perturbaciones a primer orden esta determinada por la relacién

1
SGH = — 5T (5.7)
Mgl

y por las ecuaciones de conservacion propias del fluido
S (V,T*)=0. (5.8)

Es conveniente implementar una descomposicion escalar (spin-0), vectorial (spin-1) y tensorial
(spin-2) (SVT por sus siglas en inglés) de todos los grados de libertad y ecuaciones (5.5)-(5.8)
para desacoplar cada uno de estos sectores entre si. A la hora de elegir explicitamente los grados
de libertad debemos tener en cuenta la libertad de gauge propia de los cambios de coordenadas
en Relatividad General. Existen dos opciones vélidas, una es fijar el gauge con alguna condicién
ad-hoc y otra es la construccion de variables invariantes de gauge y deducir su dinamica [128].
En cualquier caso seguiremos teniendo perturbaciones de los tres tipos.

Dentro de las perturbaciones escalares encontramos las densidades de materia y radiaciéon y
los potenciales gravitatorios. Este sector es el que describe las futuras estructuras de gran escala
como galaxias y cimulos de galaxias. Al estudiar su evoluciéon encontramos que, para ciertas
escalas, las pequefias fluctuaciones de densidad de materia iniciales se amplifican primero en un
régimen lineal y luego a través de un colapso gravitatorio no lineal. Estas estructuras colapsadas

son las que formarén los cimulos de galaxias. A su vez las perturbaciones vectoriales de la
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meétrica y del fluido, como la vorticidad, decaen rapidamente conforme se expande el universo en
la mayoria de los escenarios.

Las pertubaciones tensoriales son invariantes de gauge por construccién. Por parte de la
métrica tenemos las ondas gravitatorias (GW por sus siglas en inglés) que denotamos h;; y

provienen de la parte tensorial del tensor E;; de la ecuacion (5.6). Por parte del fluido tenemos

kT

bl la parte espacial transversal y sin traza del tensor de esfuerzos anisétropo I[I*” en la ecuaciéon

. Suele argumentarse que a primer orden el fluido no exhibe este tipo de perturbaciones
debido a que los desarrollos hidrodin&micos convencionales no contemplan este tipo de modos.
En ese caso las GW evolucionan libremente sin acoplarse al fluido. Por el contrario en el Capitulo
[6] estudiamos particularmente la evolucion de las GW en presencia de un fluido con modos
tensoriales provenientes del tensor de esfuerzos anisétropo que modela los efectos viscosos.

En cualquier caso se obtienen ecuaciones en derivadas parciales linealizadas y en consecuencia
es util hacer una expansién en modos de Fourier para obtener la dinamica para cada modo k por
separado como funcién del tiempo. En la mayoria de las ecuaciones se distinguen dos regimenes

con comportamientos cualitativamente diferentes:

F<ad =H — Aphys > H super — Hubble, (5.9)

E>ald =H — Anys << H sub — Hubble, (5.10)

aqui k es el ntmero de onda comoévil, Aphys es la longitud de onda fisica, H la constante de
Hubble y ‘H la constante de Hubble comoévil. En esta tesis la nomenclatura super-Hubble sera
equivalente a super-horizonte (idem para sub-Hubble). En la Figura se muestra tanto la
evolucion de las longitudes de onda fisicas (o distancias fisicas) como del radio de Hubble H~!
en funcién del factor de escala a junto con las condiciones y . Por ejemplo, en el
escenario convencional, los modos de las perturbaciones tensoriales de la métrica (i.e. las GW)
se vuelven constantes al salir del horizonte durante Inflacién y permanecen constantes en su
evolucion mientras estan fuera del horizonte. Una vez que reingresan al horizonte comienzan a
oscilar y decaer. Incluso el decaimiento depende de si el modo vuelve a entrar al horizonte durante
la etapa dominada por la radiacién o por la materia, A y Arec en la Figura respectivamente.

La Figura [5.1] permite entender distintas cuestiones sobre la importancia de Inflacién a la

hora de definir las condiciones iniciales de las perturbaciones. En primera instancia vemos que
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FdI Ig Rec Hoy

Figura 5.1: Esquema representativo de la evolucién de las longitudes de onda fisicas Aphys y del
horizonte de Hubble local H~! en funcion del factor de escala a. Asumimos una primera etapa de
Inflacién que finaliza en el momento FdI, Recalentamiento instantdneo, Dominio de Radiacion,
[gualdad y Dominio de Materia (en este esquema ignoramos la etapa dominada por la energia
oscura). Vemos como una escala fisica A que en el pasado lejano es sub-horizonte, en algin
momento durante Inflaciéon sale del horizonte gracias a que Hiys = cte. Todas las escalas de interés
cumplen A > Ap, . y por lo tanto en el momento FdI son super-horizonte. Eventualmente vuelven
a entrar al horizonte en tiempos posteriores. Las escalas mas grande reingresan al horizonte mas
tarde. Por ejemplo Arec corresponde a la escala que en Recombinacién tiene el tamatio del
horizonte y Ay.opbs s aproximadamente la longitud del Universo observable hoy.

las longitudes de onda de un cierto modo siempre evolucionan proporcionales al factor de escala
Aphys ~ a. Por otra parte el escaleo del horizonte local H~! (o radio de Hubble) depende de
la etapa que consideremos. Para el modelo de Inflaciéon méas simple H~! = cte, mientras que
para el dominio de la radiaciéon y materia H~! escalea como a? y a®/2 respectivament Por lo
tanto cualquier perturbacién creada durante Inflacién con longitud de onda A se transforma en
super-horizonte para luego volver a entrar al horizonte en tiempos posteriores cuando domina la
radiacion o la materia.

En la actualidad las escalas fisicas de interés cosmoldgico corresponden a distancias A >> A

inf

segin observamos en la Figura . En el fin de Inflacion (Fdl) todas esas longitudes de onda

3Estamos descartando el analisis sobre la época dominada por la energia oscura debido a que es una etapa
muy reciente y s6lo podria afectar las escalas mas grandes del orden del universo observable.
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son super-horizonte por lo tanto para explicar las condiciones iniciales correspondientes al Fdl
necesitamos un mecanismo que genere perturbaciones en escalas que se encuentran fuera del
horizonte local. Inflacién provee este esquema.

Cuando un modo del inflatén con nimero de onda k sale del horizonte durante el perio-
do inflacionario (k/aHi,s < 1), sus fluctuaciones cudnticas (¢7) se vuelven independientes del
tiempo y se ‘congelan’. Se cree que hacia el fin de Inflacién estas fluctuaciones han devenido
en fluctuaciones clasicas estocésticas, habiendo diversas propuestas en la literatura acerca de
mecanismos que podrian mediar en esta transicion [129, 130}, 131, 132] 133, 134, [135], 136]. En el
régimen super-horizonte la dependencia con respecto a las escalas cumple <¢i> ~ anf /E3. A su
vez se define el espectro de potencias como Ay (k) = k* (¢7) /(2m)% y en consecuencia notamos
que Ay(k) es invariante de escala ﬁ El mismo mecanismo ocurre sobre todos los campos que
representan las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales, tanto de la métrica como del
EMT fijando asi las condiciones iniciales de los respectivos espectros de potencias al momento del
fin de Inflacién. Naturalmente estos modos volveran a entrar al horizonte en tiempos posteriores
y evolucionaran con una dindmica no trivial hasta el dfa de hoy.

En el Capitulo[6]estudiamos la evolucion de las perturbaciones cosmoldgicas tensoriales dentro
del contexto cosmolégico descripto a grandes rasgos en este capitulo. Ciertos aspectos relevantes

son revisitados con un mayor grado de detalle.

“En un escenario mas general en el que el potencial del inflatén no es estrictamente constante obtendriamos
una ligera dependencia respecto de k.
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Capitulo 6

Ondas gravitatorias primordiales y

fluidos relativistas

6.1. Ondas gravitatorias cosmolégicas

El espectro de ondas gravitatorias primordiales (pGW por sus siglas en inglés) se produce
a partir de fluctuaciones cuanticas durante Inflacién y luego evoluciona hasta hoy. Dado que la
creacion de las pGW es previa a Recombinacion, a Nucleosintesis Primordial (BBN por sus siglas
en inglés) y a cualquier etapa de la cual tengamos datos observacionales; una eventual deteccion
permitiria arrojar luz sobre el Universo muy temprano y en consecuencia sobre la fisica de alta
energia. De hecho cualquier observacién relacionada con las pGW proporcionaria una evidencia
fundamental del modelo inflacionario.

Tener un conocimiento preciso de dicho espectro podria ser una herramienta muy valiosa a la
hora de contrastar con una observacién directa mediante, por ejemplo, Matrices Sincronizadas de
Pulsares o Interferometros de Ondas Gravitatorias (ver [137, 138, 139]); o indirecta a través de
los modos B primordiales en la polarizaciéon del CMB que muchos experimentos, como QUBIC
[140], pretenden detectar. Sabemos que el espectro de pGW, en el tiempo de Recombinacion,
determina la existencia de dichos modos.

La evolucion de las pGW estd determinada por la proyeccion transversal y sin traza (TT)
del sector espacial de las ecuaciones de Einstein linealizadas . Su dindmica depende tanto

de la evolucion del factor de escala a(t) como de la proyeccion TT del tensor de esfuerzos an-
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isétropo HZ-TJT que actia como una fuente. El espectro de pGW estandar ha sido estudiado en
[141] 142} [143] donde se muestra que incluso sin fuentes (H};T = 0), surgen efectos no triviales
debido a las variaciones en el factor de escala a(t) particularmente a través del cambio entre las
diferentes eras (radiacion, materia y energia oscura) o el decaimiento de los grados de libertad
relativistas. El impacto de ecuaciones de estado no convencionales [144], [145] y de diferentes
escenarios inflacionarios y post-inflacionarios [146, [147] también ha sido analizado.

Entre los efectos sobre la evolucién de las pGW relacionados con fuentes no nulas, es decir
con HiTjT # 0, encontramos el amortiguamiento debido a la propagacion libre de particulas
[141) 142] 143, [144) 145, 148, 149 150, 151] y la absorcion de GW debido a su propagacion
en medios viscosos [152] 153, [154] [155] 156, 157, 158, 159, 160l 161, 162, 163 164]. Por otra
parte las GW podrian ser producidas dentro del contexto cosmolégico por fenémenos, distintos a
Inflacién, vinculados directamente con las anisotropias de spin-2 de la materia H};-T. Entre ellos
cabe mencionar la evolucion de campos escalares durante Recalentamiento [165] [166] 167, 168,
las transiciones de fase cosmologicas [169, 170} 17T, 172, [173], la evolucion de las perturbaciones
escalares de segundo orden [174] [175] 176l 177, 178|179, [180] 181, [182] y las fluctuaciones térmicas
de los plasmas [183] [184] [185], [186]. Una vez creadas, estas GW podrian evolucionar de manera
no trivial dependiendo el caso. También se han estudiado las anisotropias angulares del fondo de
GW generadas tanto por el proceso de produccion, ya sea astrofisico o cosmolégico, como por
su propagacion a lo largo de distintas trayectorias a través de la ecuacién de Boltzmann para
la funcion de distribucion de las GW [187, [188], [189]. Finalmente, en [137, [138] [139] se puede

encontrar una revisiéon completa sobre las GW cosmolégicas y sus fuentes.

6.2. Descripciéon general del problema a resolver

En el desarrollo de este capitulo concentramos nuestra atencién en la evolucion de las pGW
acopladas al plasma primordial en el universo temprano considerando efectos viscosos a través
de una interaccién autoconsistente que incorpora la reaccion inversa de las GW sobre el plasma.
Particularmente estudiamos la evolucién del sistema GW-plasma desde el inicio de la era de
Radiacién hasta la actualidad. Las ideas que desarrollamos a continuacién estan basadas en los

trabajos [14] [15].
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6.2.1. Escenario cosmolégico e hidrodinidmico

El escenario cosmoldgico en el que estudiamos la evolucion de las GW es el modelo cosmolégico
estandar ACDM. Las caracteristicas de este modelo que son relevantes para el desarrollo de este
capitulo estdn descriptas en el Capitulo

Asumimos que durante el proceso de Recalentamiento, luego de un periodo inflacionario
estandar de de Sitter, toda la energia del inflatén se transfiere a los campos de materia. En
consecuencia, el estado de estos campos se convierte en un estado excitado de muchas particulas.
Las fluctuaciones cuanticas para las escalas que salen del horizonte durante Inflacién, pierden su
coherencia cuantica y pueden ser tratadas como particulas clasicas (ver Seccion [129], 130,
131, 132], 133, [134], 135], 136]. En efecto, al finalizar Recalentamiento, la descripcién hidrodinamica
para modelar de forma efectiva el estado excitado de los campos es adecuada [7].

Por simplicidad asumimos una etapa de Recalentamiento instantanea [125] [126] [127] (ver
ecuaciéon . Al comienzo de la era dominada por la radiacién, se establece el plasma primordial
que es un estado térmico de alta temperatura compuesto por particulas con energias relativistas.
Consideramos que el plasma primordial contiene todas las especies del SM mds un campo escalar
adicional, s, efectivamente no masivo, minimamente acoplado y con autointeracciones débiles.
Dado que trabajaremos con masas y constantes de acoplamiento muy pequenas, este campo
adicional s pertenece a la familia de las particulas tipo axiones (ALP por sus siglas en inglés)
[190], frecuentemente utilizadas en cosmologia como candidatas a materia o radiacién oscura
[1911, 192 193], 194].

Describimos al plasma primordial como un fluido real, particularmente como un fluido per-
fecto més pequenas perturbaciones no ideales (disipativas). Todas las especies del SM forman
la radiaciéon dominante modelada como un fluido ideal. A su vez, el estado hidrodindmico post-
Recalentamiento del campo escalar s corresponde a un fluido viscoso, de modo que las fluctua-
ciones no ideales del plasma se deben completamente a s.

Nuestro interés final es estudiar la evoluciéon de las pGW teniendo en cuenta la interacciéon
pGW-plasma primordial debida a los efectos viscosos. Para ello analizamos la dinamica de las
perturbaciones lineales alrededor del estado térmico ideal compuesto por la radiacién de fondo.

Describir el plasma primordial del universo temprano como un fluido efectivo que presenta

efectos viscosos requiere de un modelo hidrodindmico. Naturalmente el escenario cosmoldgico
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exige la compatibilidad con la Relatividad General y la presencia de efectos disipativos requiere
el cumplimiento de la segunda ley de la Termodinamica. Como lo desarrollamos en el Capitulo
[2] los modelos que cumplen con estas condiciones seran los correspondientes a la hidrodinamica
relativista. Desde el punto de vista fenomenolégico nuestra motivacién en usar la hidrodinamica
relativista en este contexto deriva del éxito que han tenido estas teorias en modelar el plasma de
quarks y gluones creado en las etapas tempranas de las RHICs [8,9]. De hecho nuestro problema
tiene similitudes significativas con las RHICs [186 195].

Entre los esquemas de la hidrodindmica relativista elegimos trabajar con las SOTs y parti-
cularmente con la DTT construida a partir de la ecuaciéon de Boltzmann y un ansatz particular
para la 1pdf como discutimos en la Seccion 2.5.1]

Ademas de cumplir con los requisitos relativistas, termodinédmicos y haber mostrado buen
acuerdo con las soluciones exactas conocidas para los casos de Bjorken y Gubser [55] como
argumentamos en las Secciones 2.4]y existen al menos dos motivos mas que guian la eleccion.
Por un lado como las GW tiene la simetria de un campo de spin-2 y estamos estudiando su
acoplamiento a primer orden con el plasma primordial, es importante que la teorfa hidordinamica
capture las anisotropias tensoriales del fluido como grados de libertad propios, tal y como son los
modos de spin-2 comunes a la mayoria de las SOTs. Por el otro, como se argumentoé en [25] 44],
las SOTs son apropiadas para estudiar los procesos de relajacion de las fluctuaciones no ideales
del fluido al estado de equilibrio que en nuestro caso es la radiaciéon dominante.

Dado que s6lo consideramos perturbaciones lineales alrededor del equilibrio, los resultados
que reportamos seran cualitativamente independientes de la eleccién de una SOT particular, sea
una DTT [54] 55|, la teorfa BRSSS resumada [27], la Hidrodinamica Anisétropa [§], la teoria

DNMR [58], las vinculadas al principio variacional de produccion de entropia [59] u otras.

6.2.2. Vinculacién con trabajos previos

La dinamica lineal acoplada entre las GW y los modos spin-2 del fluido queda definida a través
de la proyeccion TT de las ecuaciones Einstein (ver Seccion v la dindmica de relajaciéon de
tipo Maxwell-Cattaneo para los modos de spin-2 del fluido con tiempo de relajacién 7. Surgen
dos escenarios posibles en los cuales evolucionar estas ecuaciones hasta hallar el espectro de GW
en la actualidad. Estos corresponden a dos conjuntos de condiciones iniciales diferentes. Por un

lado tenemos el canal de efectos disipativos, y por otro el canal de produccion de GW, como
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describimos a continuacién.

En el canal de efectos disipativos detallado en la Seccion [6.5.1] consideramos que el espectro
inicial de las GW es el usual proveniente de las fluctuaciones cuanticas durante Inflacion (ver
Subseccién v que el espectro inicial de los modos de spin-2 del fluido es nulo.

Este enfoque esté relacionado con estudios sobre la absorcién de GW en presencia de medios
disipativos o de libre propagacion en [152] 153, [154] 155] 156], 157, 158] y méas recientemente
en 148, 159, 160, 161, 162, 163]. En particular analizamos conceptualmente el mismo fenémeno
expuesto en [148], [I60] en donde la dinamica de la interaccion GW-fluido fue estudiada dentro del
marco de la teoria cinética para los régimenes colisional y no colisional del fluido. En esta parte
nuestro aporte es revisitar la propagaciéon de las GW a través de un medio viscoso estableciendo
un esquema hidrodinamico causal con variables dindmicas no ideales independientes que capturan
la dindmica acoplada entre las GW y los modos de spin-2 del fluido a primer orden. El resultado
final es el cdlculo explicito del espectro actual de las pGW.

En el canal de produccion de GW expuesto en la Seccion [6.5.2] el espectro inicial de los modos
de spin-2 del fluido es extraido a partir de la proyeccién TT del nacleo de ruido del campo escalar
s en el fin de Inflacion (ver Subseccion , mientras que las GW iniciales son nulas.

De esta forma analizamos la produccién de GW debido a los modos iniciales de spin-2 del
fluido y su evolucién desde el comienzo de la etapa de Radiacion hasta la actualidad. La evolu-
cién se caracteriza por la misma dindmica disipativa que consideramos para el canal de efectos
disipativos. Esto implica un decaimiento efectivo de estas fluctuaciones iniciales en una escala de
tiempo 7, que a su vez produce GW. Vale la pena senalar que las fluctuaciones y la disipacion
surgen naturalmente en la evolucion de los campos cuéanticos interactuantes [7, [196], [197], nuestro
objetivo es capturar esa dindmica disipativa de la forma més simple dentro de un marco hidro-
dindmico. Por supuesto, para lograr una evolucién completa y precisa se deben incluir muchos
otros efectos.

Es posible vincular esta parte de nuestro trabajo con estudios sobre la producciéon de GW
debido a las fluctuaciones térmicas de plasmas [183] [184] 185 [186]. Un camino muy interesante,
que esperamos desarrollar en las proximas investigaciones, es aplicar los conceptos sobre fluctua-
ciones térmicas en las DTT del Capitulo 4] al escenario cosmolégico de este capitulo y estudiar

la produccién de GW por este efecto.
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6.2.3. Organizacién del resto del capitulo

Organizamos el resto del capitulo de modo tal que en la Seccién elaboramos la descripciéon
del plasma primordial como un fluido viscoso en un marco hidrodindmico causal usando una
DTT derivada a partir de la ecuaciéon de Boltzmann. En la Seccion derivamos las ecuaciones
dindmicas que capturan los efectos viscosos a través del acoplamiento entre las GW y los modos
de spin-2 del fluido. Las condiciones iniciales y su implementacién numeérica se presentan en las
Secciones y [6-4.4] El espectro actual de GW se describe en la Seccion En particular,
mostramos la evolucién de las GW primordiales creadas durante Inflacion en presencia del plasma
viscoso en la Seccion [6.5.1] mientras que la produccion de GW debido al decaimiento efectivo de

las fluctuaciones iniciales del fluido se muestra en la Seccién [6.5.2

6.3. El plasma primordial como un fluido causal

El plasma primordial estd compuesto por todos los grados de libertad relativistas de los cam-
pos fundamentales del SM més un campo escalar extra efectivamente no masivo, minimamente
acoplado y con autointeracciones, s, representado por un ALP [190, 197, 192, 193] 194]. Este
plasma se describe como un fluido perfecto de fondo, con una densidad de energia media p,aq y
una cuadrivelocidad que en el referencial de reposo se lee Ulf; 6= 6h /a, mas pequeilas fluctuacio-
nes provenientes s6lo del nuevo campo escalar s. La densidad de energia media de la radiacion

total es

g«
Prad :PSM+P5 = Ep'y (61)

donde pgm v ps son las densidades de energia de los grados de libertad relativistas del SM y
el campo escalar s respectivamente. Ademas p, = 2T fad /15 es la densidad de energia media
de los fotones con Tyaq su temperatura fisica y g«(Tyaq) €l namero total de grados de libertad
relativistas [121]. La temperatura fisica de los fotones escalea como Tyaq ~ Ty 0(ag/a) debido a
la evolucién cuasi-adiabatica del Universo. No obstante més adelante comentamos cémo impacta
la variacion de g.(Tyaq) sobre la relacion Tyaq — a conforme evoluciona el universo.

Asumiendo que my es la masa del campo escalar s y Tppys s la temperatura fisica del fluido

compuesto por las particulas de s, en el Apéndice |B| mostramos que mientras p*p, /TghyS s =
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m?2 /Tthys,s < 1 la teoria hidrodinamica que utilizamos para modelar el plasma (Subseccion
, resulta ser invariante conformeﬂ Elegimos el parametro mg de forma tal que se cumpla
el régimen no masivo conforme durante toda su evolucién hasta hoy. Por ello, para simplificar
los calculos, es 1til considerar una transformaciéon conforme tal que g, = a® Juv con la métrica
conforme g, = Nu + hu donde 7, la perturbacién h,, representa las GW. En efecto, en
las proximas dos subsecciones derivamos las ecuaciones hidrodinamicas coméviles para el fluido

efectivo en términos de las variables comoviles temperatura T, cuadrivelocidad u* y del nuevo

tensor (" que captura los efectos viscosos.

6.3.1. Descripciéon microscépica del fluido

En esta subseccién describimos brevemente las propiedades microscopicas del fluido compues-
to por el campo s. La idea es aplicar la teoria desarrollada en la Subseccion [2.5.1]a este escenario
v extraer las ecuaciones hidrodinémicas.

Partimos introduciendo la 1pdf para particulas escalares sin masa, a saber, la 1pdf de Bose-
Einstein] Para tener en cuenta los efectos no ideales, incluimos fluctuaciones sobre la funcion
de distribucién de equilibrio fy. La distribucién fj se escribe en términos de la temperatura T

y la cuadrivelocidad del referencial de reposo U* = 8 como

d 1
® exp (=Ukp,/Ts) — 17

fo= (6.2)

donde d; es el ntmero de estados posibles del campo escalar s. Asumimos d; = 2 por conveniencia
en vistas de futuras comparaciones, sin embargo, cambiar este pardametro es trivial. Introducimos
las fluctuaciones en la 1pdf a través de la temperatura Ty = T + 67T, la cuadrivelocidad u# =

U#* + v y la nueva variable de no-equilibrio ¢, segin

F=dy |exp [ —utp, /T, — S PrPu_ e (6.3)
I PriZe T Cyudpy) ' '

A partir de esta 1pdf extraemos las ecuaciones de conservacidon a partir del procedimiento de

momentos de la ecuacién de Boltzmann de la Subseccion 2.5.11

!La relacion cuasi-conforme entre la temperatura y el factor de escala la incorporamos a posteriori en la

Seccion

En Ia teoria de la Subseccién consideramos la distribucién de equilibrio de Maxwell-Jiittner, aqui usamos
su extension a la 1pdf de Bose-Einstein.
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Como nos interesa la evoluciéon dindmica de las GW a primer orden implementamos una
descomposicion SVT de todos los grados de libertad y observamos que los tres sectores quedan
desacoplados a primer orden. Por lo tanto, simplificamos nuestro anéalisis considerando que los
grados de libertad fisicos escalares y vectoriales que describen al fluido del campo escalar s,
como su velocidad y su temperatura, se equilibran con el resto del plasma al comienzo de la era
dominada por la Radiacién. Dicho equilibrio se mantendré gracias a las interacciones escalares
y vectoriales entre s y el resto del SM, hasta que eventualmente estas se vuelvan ineficientes
y el fluido s se desacople del resto de la radiacién. El desacople ocurre cuando Tiag = Tiec,s,
siendo la temperatura de desacople, Tqec s, Un pardmetro externo que caracteriza este fenémeno.
En consecuencia la relacion entre las temperaturas fisicas es Tphys s/Trad = 1 hasta el desacople
de s. Para tiempos posteriores el cociente Tphyss/Trad queda determinado por la conservacion
de la entropia total y de la entropia propia de s [12I]. Mas adelante desarrollamos esta relacion
cuando calculamos el vinculo entre las densidades de energfa de s y de los fotones, ps/p,. De
este modo s6lo consideramos fluctuaciones tensoriales (spin-2) alrededor del estado de fondo del
plasma primordial. A primer orden, dichas fluctuaciones sélo pueden surgir de la variable de no
equilibrio ¢y, del fluido y la perturbacién métrica hy,,.

Los efectos viscosos que consideramos son producidos por la auto-interaccién entre los mo-
dos tensoriales (de spin-2) del fluido compuesto por las particulas de s. La forma efectiva de

introducirlos es a través de una integral de colisiones lineal de tipo Anderson-Witting 83, 84 [85]

Il = UMpH (f - fO) (64)

T

donde T = Tppys /a es el tiempo de relajacion comovil de los modos tensoriales del fluido. Desde
la perspectiva de la teoria cuantica de campos es posible estimar el tiempo de relajacién en el

limite no masivo a partir de la relacion [7, [198]

1

. 6.5
94 Tphys,s ( )

Tphys ™~

siendo g la constante de acoplamiento adimensional que regula la auto-interaccién entre los modos
de spin-2 del estado hidrodinamico del campo escalar s. Considerando que Tphys s/Trad ~ O(1), la

estimacion del tiempo de relajacién comévil resulta 7 ~ 1/g* T, con T, o la temperatura actual
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de los fotonesﬂ En el régimen no masivo que estamos considerando también es posible identificar
una viscosidad de cizalla fisica efectiva en términos del tiempo de relajacion y la densidad de
energia segin 7phys ~ Ps Tphys [1035 199, 200].

La idea de concentrar todos los efectos disipativos en un tinico campo se debe a que sélo un
candidato a materia oscura podria tener un valor de 7 tan grande tal que los efectos disipativos
sean cosmoldgicamente relevantes, y entre los candidatos las ALPs parecen los mas verosimiles
[190], 2011, 202 1971], 192, 193], 194].

En términos mas concretos estamos interesados en una ALP débilmente interactuante produ-
cida por fen6menos térmicos en el universo muy temprano [191], cuyas constantes de acoplamiento
sean muy pequefias, del orden g ~ 1076 — 10™* [I4], o cuyos tiempos de relajacion (anilogos
al tiempo de vida media) sean muy grandes [194]. Estas condiciones podrian generar efectos
asociados a escalas de interés cosmolégico. Asumiendo que T, 9 ~ 2,73K y ag = 1, el tiempo de

relajacion comévil es

1
T~ — 107 s, (6.6)
g

Los valores de 7 con los que estamos tratando son compatibles con los valores del tiempo de vida

medio ', L. en ciertos modelos de ALPs [190], 20T, 202].

a—yy

6.3.2. Ecuaciones hidrodinamicas

A partir de la simetria conforme de la teoria hidrodinamica que estamos utilizando, es
posible escribir las ecuaciones en términos de las variables coméviles y de la métrica comdvil
9uv = M + "y Recordamos que para describir la interaccién de primer orden entre los modos
de spin-2 del fluido provenientes de (,, y las GW, hy,, sélo consideramos las perturbaciones
tensoriales. Los modos escalares y vectoriales no son perturbados y en particular la temperatura
y la cuadrivelocidad permanecen como variables de orden cero determinadas por Ty y U* = §¥g

respectivamente. De este modo, a primer orden en perturbaciones, la 1pdf (6.3) y la integral de

3El subindice 0 significa valores actuales.
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colisiones (6.4) quedan

_ C*pupy
R R O eIk (6.7)
_ CH pupy
ICO] == —f()(]. + f[])T}; . (68)

Las cantidades de primer orden, (*¥ y h*¥, cumplen con las siguientes propiedades de simetria
y gauge (. UH = (¢t = h, UF =ht, =0.
Siguiendo la prescripciéon de la Subsecciéon las ecuaciones dindmicas para este caso son

la conservacién del EMT comovil

<

(T =0 (6.9)
con

™" = /Dp Y f (6.10)

v la ecuacién de clausura proyectada para los tensores de no-equilibrio

NP, [ dme — o — ) = g (6.11)

donde
Arre — / Dp i (——) f (6.12)

_Uopa ’
KM = /Dp p'p” | pPV ! f (6.13)
_Uapa
y
flw - /Dp pﬂpV ! Icol . (614)
on_po
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El proyector en la ecuacion (6.11]) es la version comovil y de orden cero de (2.51)), a saber

2
AP, =~ A%, AP, A% AP, — gAO‘B AL (6.15)

| =

con el proyector ortogonal
AW =t - UFUY | (6.16)

también anélogo a (2.10)).

Para hallar la forma explicita de las ecuaciones hidrodindamicas y (6.11) es necesario
resolver las integrales (6.10) y (6.12)-(6.14) usando las expresiones (6.7) y (6.8). Finalmente las

cantidades relevantes para estudiar la evolucién de las GW son la densidad fisica de energia

media del fluido

Ps = JTShys,s? (6.17)

con 0 = dy72/30 = 7%/15, la parte transversal y sin traza del EMT completo linealizado en

componentes mixtas
AFP TR, — %a NG (6.18)
y la ecuacion de clausura (6.11) linealizada
1
Mo+ =" ==-bh",, (6.19)
A

el parametro b depende especificamente de la teoria hidrodindmica considerada, b = 1/2 en
nuestro caso.

En resumen, el plasma primordial se describird mediante un EMT con un fluido perfecto
de fondo cuya densidad de energia fisica es mas una parte viscosa, que corresponde a las
perturbaciones lineales no ideales , vinculada sélo con el estado hidrodinamico del campo

escalar s. La dinamica de estas fluctuaciones lineales de spin-2 del fluido estd determinada por

(6.19).
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6.4. Ondas gravitatorias y modos de spin-2 del fluido

6.4.1. Ecuaciones de evolucién

Las ecuaciones dindmicas para las GW se deducen a partir de la proyeccién espacial, tranversal
y sin traza (TT) que extrae los modos de spin-2 de las ecuaciones de campos de Einstein en

componentes mixtas, a saber

. 1 o~y
GWiTT ()i TT (6.20)

donde G(l)ijTT y T ijTT son las proyecciones espaciales TT del tensor de Einstein y del EMT
como6vil del plasma primordial respectivamente, en ambos consideramos sélo los términos de

primer orden. La proyeccién TT del tensor de Einstein es

. 1 !
G(l)leT =3 —nf? 0,05 + 22((:77))30 hij, (6.21)

: 7(1)i TT
mientras que T )1j

estd dada por la proyeccion TT sobre las componentes espaciales de
(6.18). Para extraer explicitamente los modos de spin-2 (TT), expandimos los tensores en modos

de Fourier segun

Z/ B ap\(n) €35 (k) e . (6.22)

La cantidad ag_ ) es el modo de Fourier de spin-2 con indice de polarizacién A vinculado al tensor
de polarizacion ef‘](k), para el cual eg\J(k)k‘Z =eXk)=0y ef‘](k) ef_‘; (k) =20y

La dindmica de las GW estd determinada por la ecuacion ( - y las expresiones (6.21) y
(6.18]). Usando las definiciones de la densidad de energia fisica de s (6.17)), de la densidad critica
pe=3 HQMI?1 y de la constante de Hubble H = a'(n)/a?(n), las proyecciones TT de la ecuaciéon

de Einstein (6.20) y de la ecuacion de clausura (6.19) resultan ser

/ a 2
) + 25 )+ st = 6 (20 (S0 Rl (g

G+ Gealn) = bl \(n). (624
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El factor de escala a(n) y las densidades p.(n) vy ps(n) estan determinadas por las ecuaciones
de Friedmann y la conservacién de la entropfa como detallamos en la Subseccion De este
modo podemos incorporar los efectos de las variaciones de g.(T}aq) en las ecuaciones obteniendo
asi una evolucién del universo cuasi-adiabatica. En la Seccion mostramos la importancia de
incluir los decaimientos de los grados de libertad relativista en la evolucion de las pGW.

El sistema de ecuaciones — representa la dindmica acoplada entre los modos de
spin-2 del fluido (g, », relacionados con los efectos viscosos, y las pGW hy, » (que también son mo-
dos de spin-2). La ecuacion es un resultado conocido en Cosmologia y Relatividad General
que determina la produccion y evolucion del GW [121]. El lado derecho de dicha ecuaciéon acttia
como una fuente que sera diferente para cada EMT considerado. En la Seccion mencionamos
varios mecanismos que podrian actuar como fuente. Si esos fenémenos no estan correlacionados
entonces la fuente total sera la suma de cada uno.

Es notable que incluso en el caso sin fuentes, la propagacién libre de las GWs no es trivial
debido a la evolucion del factor de escala a(n). Varios trabajos elaboran sobre este punto [141]
142], 143] y enfatizan que la forma del espectro de GWs depende principalmente del contenido
de fondo del Universo y, en particular, del nimero de grados de libertad relativistas g, definidos
en la ecuacion (6.1)).

En nuestro caso, la fuente de las GWs es la parte viscosa del plasma primordial, especifica-
mente los modos spin-2 provenientes de . Como podemos observar en la razon ps/pe,
con ps la densidad media de energia del campo escalar, determina la intensidad de la interaccion
entre los modos de spin-2 del fluido y las pGW.

Un comportamiento robusto y comtn de las teorfas hidrodindmicas causales linealizadas, y
en particular de la considerada en este trabajo, es que la evolucién de las variables que describen
los efectos viscosos corresponde a una dinamica de relajacion tipo Maxwell-Cattaneo sobre una
escala de tiempo 7 a través de una ecuacién como . Es interesante notar que la ecuaciéon
de clausura , tipica de las SOT, incluye la retro-acciéon de las GW sobre el fluido y asi el
sistema, — recupera cualitativamente la misma din&mica descripta para la interaccién
GW-fluido dentro del marco de la teorfa cinética [148, 160]. En el Apéndice D] argumentamos la
compatibilidad entre nuestros desarrollos y los de teoria cinética para ambos regimenes de fluido:
el colisional, dominado por las colisiones, y el no colisional, caracterizado por la propagacion libre

de los modos de spin-2 del fluido. En contraposicion, si hubiéramos usado la hidrodinamica de
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Landau-Lifshitz para describir los efectos viscosos del plasma primordial, habriamos encontrado
que el lado derecho de es proporcional a —n hl/'c«\ [152, 153],[154] y, por supuesto, la ecuacion
no aplicaria.

En una dindmica de relajacién de Maxwell-Cattaneo general es posible definir dos escalas de
tiempo independientes: Ty, relacionada con la dinamica de relajacién, y 7, vinculada con los

efectos viscosos. En este caso la ecuaciéon de clausura es

Gr) + ——Gealn) = bt g 5 (1) (6.25)
MC

donde begr = b7 /T\c tiene el rol del parametro b efectivo. En el limite myc — 0 recuperamos el

comportamiento hidrodindmico de las FOTs. Nuestro caso corresponde a myic = 7.

6.4.2. Dinamica del universo homogéneo e isétropo

Para resolver el sistema — primero debemos encontrar a(n) integrando numérica-
mente la ecuaciéon de Friedmann
9 1
H*” = ESVE (prad + pm + PA) : (6.26)
pl

Los valores de los parametros cosmolégicos los elegimos cercanos a los reportados por Planck
[203]. Asumimos un universo espacialmente plano con un Hy = h 100 km/s/Mpc, h = 0,7. Los
pardmetros de densidad para la materia no relativistaﬁ y para la energia oscura son Qy = 0,3 y
Qp =1 — Qg — Qu = 0,7 respectivamente. Para la radiacién tenemos la ecuacion . Por un
lado definimos el parametro de densidad para la radiacion foténica que es €2, = 5,04- 1072, y por
el otro tenemos la funcién g, que tiene en cuenta la radiacion completa, foténica y no foténica.
En particular necesitamos la evolucion de los grados de libertad relativistas como funciéon de la

temperatura del plasma

95 (Trad) = gesm(Trad) + Gxs(Trad) (6.27)

donde g.sMm ¥ g«s corresponden a los campos Modelo Estandar y al campo escalar extra s.

La evolucion detallada de gi.sm(Traq) es extraida de la referencia [143]. Por otro lado, dado

4 Aqui se considera la materia en forma de polvo, tanto la bariénica como la materia oscura fria.
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que s cumple la aproximacién no masiva hasta hoy, su densidad de energia fisica media es
ps = T2 Tghysvs/15 (ecuacion (6.17)). Por lo tanto la funcién g.s = 2 ps/p, queda determinada
por la razon entre las temperaturas fisicas Tphys.s/Trad. Al comienzo de la era dominada por
la radiacion, donde las temperaturas de todos los campos estan en equilibrio, Tphyss = Trad-

Después del desacople de s, para temperaturas Traq < Tyec,s, €l cociente es

Tphys7s _ |: g*7ent(Trad) 1/8 (6 28)
) .

Traa Gx,ent (Tdec,s

debido a la conservacion de la entropia [121]. En la expresion (6.28) g« ent(Zrad) indica los grados
de libertad relativistas relacionados con la densidad de entropia, no con la densidad de energia.
Esta funcién también es extraida de [143].

La relacién aproximadamente conforme entre 11,4 v a la obtenemos a partir de la conservacién
de la entropia, debido a la expansién adiabatica del Universo, segin guent(Traq) @ 7T 1~3ad = cte
[121]. El estado inicial al comienzo de la era dominada por la radiacién, esta caracterizado
por un temperatura de recalentamiento T, ~ 6 - 10" GeV. Dado que asumimos una etapa de
Recalentamiento instantanea, la constante de Hubble en Inflacién que determinada Hine ~ 5-10'3
GeV segiin la ecuacion . Estos valores fijan la amplitud de las perturbaciones tensoriales con
un valor del pardmetro ‘tensores a escalares’ r ~ 0,04 [121].

Dado que los modos de spin-2 del fluido son variables independientes, procedemos a establecer

las condiciones iniciales tanto para las pGW como para los modos de spin-2 del fluido en la

siguiente seccion.

6.4.3. Espectros primordiales

Nuevamente como asumimos la etapa de Recalentamiento instantanea, las condiciones ini-
ciales de las variables dinamicas se fijan a partir de igualar las fluctuaciones cuanticas al fin de

Inflacion con las fluctuaciones estocasticas al comienzo de la época dominada por la radiacion.

Ondas gravitatorias

Las dos amplitudes de polarizacion de las GW hg », con A = +, x, durante Inflacion son
equivalentes a dos campos cudnticos no masivo canénicos, a saber iLk,/\ = My a(n) hk7,\/\/§

[204]. Para aplicar la cuantizacién canénica al campo hg  y calcular sus fluctuaciones cuanticas,
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asumimos la descomposicién

hae () = vk A (M) akx + 0F A (M) 4, (6.29)

con dL \ ¥ G x son los operadores de creacion y destruccion. La funcién vy x(n) debe cumplir la

ecuacion de movimiento

CLII

UZ,AUI) + <k‘2 - a) () =0, (6.30)

y anélogamente para vy, (1)

El estado de vacio de la teoria |0) queda determinado por ag x|0) = 0. Definir un vacio esta
asociado a elegir la solucion vy () tal que corresponda a la funcién de frecuencia positiva para
el pasado asintético de cada modo, o equivalentemente para cuando los modos son sub-horizonte
(k > aH). Si tomamos la prescripciéon convencional que define el vacio de Bunch-Davies y
asumimos que el periodo inflacionario de de Sitter puro, es decir que Hiy¢ = cte., entonces la

solucién general es

SR L O 31
'Ukv\(n) \/ﬁ |: ZH:| € (6 3 )

donde ‘H = aHjy¢r. Cuando los modos evolucionan y salen del horizonte, se convierten en super-
horizonte k < H, la funcién vy y ~ Hiyr a y en consecuencia las perturbaciones tensoriales hy x ~
vga/a ~ Hiye se congelan volviéndose constantes en el tiempo. Por otro lado los operadores de

creaciéon y destruccién cumplirdn las relaciones de conmutacién candnicas

(ks aly ] = (2 S 0k — K) (6.32)

[a’k,)\a dk/7/\/i| = |:dL7/\7 &Lly)\/] =0. (633)

Con estos resultados podemos calcular las fluctuaciones cuanticas (0|f~1k,>\ fNLkQ)\/|0>.

Para obtener las fluctuaciones estocésticas que serén las condiciones iniciales del sistema
—, usamos la presecripcién de Landau que conecta las fluctuaciones estocésticas y las
cuénticas segiun (AB)s = 1/2({A; B})q con {-;-} el anticonmutador. Por otra parte s6lo estamos

interesados en las escalas que son super-horizonte en el fin de Inflacién, es decir k¥ < ayHins. En
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consecuencia el espectro de pGW que utilizaremos como condicion inicial es [121], 137]

* 1 " 272
(hix i ao)g = 5 (OH kx5 i a }10) = (27)° Gav 6(k — &) (%3> Pu(k),  (6.34)
con
H
Pr(k) = — 22 : (6.35)
Pllk=aH

evaluado en el momento en que el modo sali6 del horizonte (k = aH). En nuestro caso usa-
mos el escenario inflacionario mas simple con Hiys = const. y por ello Pp(k) no tiene ninguna

dependencia con la escala.

Modos de spin-2 del fluido

Las condiciones iniciales para los modos de spin-2 del fluido (x  se establecen a partir de
vincular las fluctuaciones estocasticas del plasma primordial al comienzo de la etapa de Radiacién
con las fluctuaciones cuanticas de vacio del campo escalar s en el fin de la Inflacién. Para este
proposito, igualamos la autocorrelacién del EMT, denominado nicleo de ruido, de cada lado de
la transicion |14 [15].

Por un lado consideramos la proyeccion espacial TT del nucleo de ruido del campo escalar s

durante Inflacién, a saber
] = 10 (00— (7,0 (150 - () )™ 00

donde |0) es el vacio de Bunch-Davies para el campo s y Ti j corresponde a las componentes
espaciales del EMT del campo s. El nacleo de ruido para un campo escalar minimamente acoplado
en el espacio de de Sitter fue calculado en [205] 206, 207].

Aligual que en el caso de las pGW, estamos interesados en las escalas que son super-horizonte
en el fin de Inflacién, k < ajHiyt, correspondientes a los modos que se ‘congelaron’ al salir del
horizonte durante Inflacién. En consecuencia tomamos un nucleo de ruido ‘renormalizado’ al
cual le sustraemos las fluctuaciones de vacio para las escalas sub-horizonte (k > arHiye) [14].
Como resultado obtenemos un nicleo de ruido que en el fin de Inflacién es nulo para escalas

dentro del horizonte mientras su dependencia para escalas fuera del horizonte permanece igual
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a las reportadas en [205] 206] 207]. A diferencia de [14], aqui consideramos que el horizonte Hiys
juega el rol explicito de una escala fisica que genera un corte a partir de la cual, para escalas
més pequenas (rango ultravioleta), se anulan las fluctuaciones. En efecto, si 77 indica el fin de

Inflacién, el nacleo de ruido en n = 7; es

[Nijkl(:c,m’,m)];T N / (;lj;/;g pik(@—a') STTijkl(k)5Z§];§ O (arHins — k) (6.37)
donde a; = a(nr), STr* (k) es el proyector espacial TT que extrae los modos de spin-2, definido
en , y Q indica valor de expectacion cudntico. En el Apéndice se encuentran mas detalles
sobre este célculo.

Por otra parte, luego de la etapa de Recalentamiento instantanea, tenemos el fluido efectivo
formado por particulas del campo s. La cantidad relevante en este caso es la proyeccion TT de

la autocorrelaciéon del EMT del fluido a primer orden en perturbaciones

TT

= (T @) Ty @)) — (T (@) (TO k@) |~ (6.39)

] TT
n=nr

[N @)

donde TMW ¥, es la version fisica (no comévil) del EMT de primer orden (6.18) y S significa
promedio estocastico en el comienzo de la era dominada por la radiacién. Usando que <T(1) kl> =0

obtenemos

ik , TT 80 2 8 / TTi TT k [ _
le(mvm’nl)}s = 2 5 T,y << j(m)C l($)>n:m_

dsk ik(c—ax’ ij 8o 2 27‘(‘2

con T la temperatura de Recalentamiento (5.3]).

Al igualar (6.37)) v (6.39)), encontramos que

2 4 3
1 G, [ Hi k
k) = LAY (- Hine — k). 6.40
Plh) = 550107 02 <Mp1> <a[Hinf> © (a1 Hint = F) (6.40)

Notemos que este espectro estd globalmente suprimido por el factor independiente de la escala
(Hing/ Mp1)4 y alcanza sus valores maximos para las escalas cercanas al la escala limite k < aj Hiys.

En resumen, el espectro inicial P¢(k,nr) para (g representa las fluctuaciones de spin-2 del
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fluido efectivo compuesto por las particulas del campo s en el comienzo de la etapa dominada
por la radiacion. Finalmente la expresion P¢(k,nr) es extraida a partir de la proyeccion TT del
nicleo de ruido del campo escalar s en el fin de Inflacion.

Como hemos calculado, las fluctuaciones de spin-2 del nucleo de ruido del campo escalar
s estédn presentes en el fin de Inflacién. El sistema de ecuaciones — nos permite, en
parte, estudiar la evolucidon de estas fluctuaciones mencionadas de una forma efectiva, luego de

Recalentamiento, cuando se estable el régimen hidrodinamico del estado del campo s.

6.4.4. Implementacién numérica

Las ecuaciones (§6.23])-(6.24) pueden ser reescritas en términos de la variable adimensional

u — kn y asi obtenemos, para cada modo de polarizacién,
" 2 a,(u) / - Ps (U) CL,(U) 2 8 Ck (u)

hi(u) + ) hi(uw) + hg(u) = 6 <pc(u)> < ) { } (6.41)

Golw) + 7= Gelw) = —bh(u). (6.4

De aqui en adelante (') denota la derivada respecto de u.

Las condiciones inciales del sistema previo corresponden a los espectros primordiales calcu-
lados en la Seccion [6.4.3] Ambos espectros, el de GW y el de los modos de spin-2 del fluido,
se originan a partir de fluctuaciones cuanticas durante Inflacién. Nuestro anélisis sélo sera vali-
do para escalas que son super-horizonte al final de Inflacion (k < ayHiyg), eventualmente estas
escalas vuelven a entrar al horizonte en tiempos posteriores.

El proximo objetivo es implementar los espectros primordiales estocésticos como las condi-

ciones iniciales en el sistema de ecuaciones lineales ((6.41])-(6.42)). Proponemos el siguiente ansatz

hi(u) = W™ hy (K, u) 4 CE™ ho (K, u) (6.43)

C(w) = BE™ 2y (kyu) + CO™™ 29 (k, w) (6.44)

que distingue las variables estocasticas hy, y y (o, vinculadas a los espectros iniciales, de
las funciones de transferencia h;(k,n) y zi(k,7n), que contienen la informacion de la evolucion

dindmica. Consideramos el escenario inicial mas simple [I48], de modo que las funciones de
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transferencia deben cumplir

hi(k,ur) =1 Ry(k,ur) =0  z(k,ur) =0 (6.45)

ho(k,ur) =0  hy(k,u;) =0  2o(k,ur) =1. (6.46)

Existe una tercera combinaciéon de condiciones iniciales que corresponde a una solucién indepen-
diente que decaen rapidamente y se vuelve despreciable respecto a las anteriores, por ello no la
consideramos.

Las propiedades estocésticas de los espectros primordiales son

rim Tim* 271'2
<hgA e > = (2m) w3k — k) 35 Pk, i) (6.47)
prim ~prims 3 ’ 27‘(2
<<k:,)\ K\ > = (27m)°5wé(k—k )ﬁ Pe(k,nr) (6.48)
(mrmepinsy = (qmaEn) <o, (6.49)

con Pp(k,nr) y Pe(k,nr) en (6.35) y (6.40) respectivamente. La correlacién cruzada inicial es

nula porque ambos espectros estan originados por fenémenos fisicos descorrelacionados. Al re-

emplazar el anstz (6.44)) en (6.41)-(6.42) y hacer uso de las propiedades ([6.47)-(6.49) obtenemos

las ecuaciones para las funciones de transferencia hi2 y 212

" 2ad'(u) , (k.u) = E ps(u) a'(u) 22, u
by (k,u) + a(u) hi(k,u) + hi(k,u) = 3 (pc(u ) <a(u)> i(k,u) (6.50)

1
2 (k,u) + e zi(k,u) = —bhi(k,u). (6.51)
T

Aplicando las condiciones tenemos la solucién para hy y (3, en cambio con la condicién
determinamos ho and zs.

Los cantidades a, ps, vy pc(u) se obtienen a partir de la solucién numérica de la ecuacion de
Friedmann y las conservaciones planteadas en la Subseccion Finalmente resolvemos
numéricamente las ecuaciones — para ambas condiciones iniciales y por
separado. Utilizamos un esquema numeérico propio basado en [143].

El sistema se resuelve independientemente para cada niimero de onda k desde el tiempo inicial
n; (final de Inflacion) hasta 7y (hoy). La variable de evolucién adimensional w = kn indica si

la escala k esta dentro a fuera del horizonte para los diferentes tiempos, © < 1 implica que la
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escala en ese momento en super-horizonte y u > 1 que es sub-horizonte. Para las escalas que
consideramos el sistema se inicializa fuera del horizonte uy = kn;y < 1 y luego evoluciona hasta
ug = kng. Para las escalas mas grande (k mas chicos) ug = 1 y para las escalas mas pequenas
u > 1. Para u > 1 la solucién de la ecuacion para h(k,u) tiende a una solucion homogénea

de tipo WKB [143, [148]

h(k,u) = 1;1((5)) sin(u + ¢(k)), (6.52)

con A(k) y p(k) constante a determinar para cada namero de onda k. En consecuencia definimos
el esquema para evolucionar numéricamente el sistema sélo hasta u = Upax ~ 10?2 — 10% y luego
continuar la evolucién hasta u = up empalmando en u = upax con una solucion del tipo (6.52))

usando la continuidad de h(k,u) y su derivada para definir A(k) y (k).

6.5. Espectro actual de ondas gravitatorias

En esta seccion describimos el espectro actual de las pGW. En primer lugar, la densidad de

energia de las GW es

paw(t) = Tpl <hw (t,x) >
]\42 1 / ,
= 72w / (log &) ZA:{ [R5 Gk m)]? + Pe(k) [k )|, (6.53)

donde usamos la descomposicion (6.22) y la expresion (6.43). La cantidad observacionalmente

relevante es el espectro actual del parametro de densidad de las pGW (@Qn = 1) definido por

1 dpgw

Qcaw(k,m0) = e dlogk = Qaw n(k,m0) + Qaw,¢(k,m0) (6.54)
con
1 2
Qaw,n(k,n0) = mph(k‘) A (6.55)
o Hy
1 2
Qaw,c(k,m) = Wﬂ(k) (R (k,mo)]” (6.56)
oHy
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El espectro Qgw (k, n) tiene dos contribuciones descorrelacionadas que provienen de los espec-
tros estocasticos primordiales Pp, y P¢. Si bien las funciones de transferencia hy y ho cumplen las
mismas ecuaciones dinamicas la diferencia en las condiciones iniciales (ecuaciones (6.45))-(6.46]))

las convierte en soluciones préctica y conceptualmente muy distintas.

6.5.1. Canal de efectos viscosos sobre las pGW

En esta seccion enfocamos nuestra atenciéon a la contribucion Qgw, n(k,m0) (ecuacion (6.55))
cuyas condiciones iniciales corresponden a [6.45] Esto significa que el espectro inicial de las GW
es Py, v el de los modos de spin-w del fluido es nulo.

Para describir un ejemplo representativo tenemos que fijar la constante de acoplamiento
g, que a su vez determina el tiempo de relajaciéon 7 a través de , v la temperatura de
desacople Tyec s- Resulta ser que 7 define la escala caracteristica de disipacién. Entre los valores
de g mencionados en elegimos g ~ 107% ya que su frecuencia asociada f, ~ 1074 Hz
(y longitud de onda A; ~ 1 Mpc) es de interés cosmologico [I37]. Notemos que el numero de
onda k, la longitud de onda A y la frecuencia f son cantidades comédviles, y dado que optamos
por la convencién ag = 1 también coinciden con sus valores fisicos hoy. La relacién entre dichas
cantidades es f = ck/2m = ¢/ )E] Al mismo tiempo la temperatura de desacople determina tanto
la funcion ps/p. como el namero efectivo de grados de libertad de la radiacion no fotonica, Neg-.
Como Neg es una funciéon decreciente de la temperatura de desacople, elegimos su minimo valor,
Tdec,s = 125 MeV, para el cual Neg ~ 3,5 satura el intervalo de 30 actual (99.7% CL) asociado
a las observaciones del CMB [203] y a las observacion de abundancias primordiales y BBN
[208], 194] por separado. Distintas combinaciones estadisticas de ambas mediciones resultan en
cotas maés estringentes [208]. Por ello, al final de esta seccion, explicamos c6mo cambian nuestros
resultados para Neg més pequenos como asi también comentamos el impacto de las variaciones en
7 (0 g). Finalmente como s es una ALP producida en equilibrio térmico en el universo temprano
y efectivamente no masiva hasta hoy, no genera un efecto apreciable en la evolucién del proceso
de formacion de estructuras durante la era dominada por la materia.

En la Figura mostramos el resultado de la integraciéon numérica para Qaw,n(k,n0). Pri-

mero tenemos el espectro actual de las pGW para la evolucién libre, i.e. cuando no hay fuentes

5Aunque estamos usando unidades en las que ¢ = kg = i = 1, en esta seccién ponemos explicitamente la
velocidad de la luz c en las definiciones de f, k y A por claridad.
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(linea azul solida en la Figura , a este espectro lo llamamos libreﬂ En este caso recuperamos
el conocido espectro de pGW [141], 142}, [143], con pequenas diferencias debidas a la incorporacion
del campo escalar extra s. Se caracteriza por dos regimenes: uno para escalas que reingresan al
horizonte luego de Igualdad durante la época dominada por la materia, £ < kgq, y otro para
escalas ingresando al horizonte antes de Igualdad mientras el universo estaba dominado por la
Radiacion, k > kgq. La escala kgq ~ 102 /Mpc corresponde al tamaiio del horizonte en el mo-
mento de Igualdad. Para k < kgq la amplitud decae como k=2 y para k > krq encontramos un
espectro casi plano. Los escalones suaves que se aprecian estan vinculados al decaimiento de los
grados de libertad relativistas. El cambio al dominio de la Energia Oscura sélo es observable para
longitudes de onda muy grandes k < kx ~ 107°/Mpc y no es relevante para nuestro analisis.

Cuando consideramos la interaccion con el fluido (linea sélida naranja en la Figura
observamos que la frecuencia limite f, distingue dos regimenes del fluido: el régimen colisional,
f/fr <1 —= ker < 1, en el cual las colisiones son eficientes y el régimen no colisional, f/f; <
1 — ket < 1, caracterizado por la propagacion libre de los modos spin-2 del fluido. Resulta que
para las escalas en las que dominan las colisiones, las mismas tienden a borrar las anisotropias
del fluido haciendo que la fuente de GW se vuelva despreciable [160] mientras que en la etapa
no colisional (o de propagacion libre de los modos de spin-2 del fluido), el EMT anisétropo no es
despreciable y, en consecuencia, ocurre un fendémeno de amortiguamiento de las GW conducido
por la expansion del Universo [148] [160]. En el Apeéndice @] analizamos sendos regimenes y
presentamos una comparacion entre nuestra descripcién de la interaccion GW-fluido a partir de
un esquema hidrodinamico basado en las SOT y la expuesta en [148] 160] realizada desde el
marco de la teorfa cinética. La comparacién nuestra un amplio acuerdo cualitativo entre ambas
descripciones.

Los efectos viscosos y de amortiguamiento estan principalmente determinados por la escala
k: = 1/er ylarazon ps/p. que define la intensidad de la interaccion entre las pGW y el fluido. Es
posible estimar una viscosidad fisica efectiva relacionada a este fluido, en el régimen dominado por
las colisiones, como Npnys = (86/15) ps Tphys- Su valor actual 7pnys o es despreciable comparado con
las cotas correspondientes a la viscosidad del medio interestelar que puede afectar la propagacion

de GW producidas e.g. durante la colision de dos agujeros negros [162, 163].

5En la Figuraagregamos, por completitud, el espectro actual de pGW para la evolucién libre sin considerar
el decaimiento de los grados de libertad relativistas (linea gris solida en la Figura [6.1)), como observamos es un
espectro plano.

105



Para cuantificar el efectos de los fendmenos no ideales sobre las pGW con respecto al espectro

de evolucién libre considerando los grados de libertad relativista, definimos la diferencia relativa

10712 5 T I I I I I I I
' Libre s/GdLR 1071
— Libre
———  Kfectos viscosos6 x 101
10-13 __ _____ fr 1]
1 4 x 101
2 : 3x 1016
42 1014 1077 1014 1011 108 105
E 1
g 1
= ! Aniquilacién e* | Transicion QCD
E Transicion EW
10-15 ] i
10-16

10% 1016 107 10%2 10%° 10® 10° 10*
/[Hz]

Figura 6.1: Espectro actual de las pGW, Qqw n(f,nm0) (ecuacion (6.55)) en funcion de la fre-
cuencia de la onda hoy en Hz. La linea so6lida azul representa la evolucién libre de las pGW y la
naranja tiene en cuenta los efectos no ideales del plasma primordial. Observamos una frecuencia
limite f, = 1/2x7 relacionada con la escala de tiempo caracteristica de los fen6menos disipativos
7. Para el régimen colisional del fluido (f < f) el impacto de los efectos viscosos elimina las
anigsotropias del fluido, la fuente de GW se vuelve despreciable y obtenemos un espectro de pGW
igual al de evolucion libre. En cambio, para el régimen no colisional (f > f;) la interaccion GW-
fluido genera una absorcién de la energia de las pGW, debido al fenémeno de amortiguamiento
conducido por la expansion del universo, que lleva a una disminucion relativa del orden de 10 %.
Como se muestra en la figura, los escalones suaves que se observan en ambos espectros (azul y
naranja) se deben al decaimiento de los grados de libertad relativistas. El espectro de la linea
solida gris corresponde a la evolucién libre pero sin considerar la dindmica del decaimiento de
los grados de libertad relativista (Libre s/GdLR en la etiqueta).
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entre los espectros segin

&(k) _ IQaw tibre (k) — Qaw vis (k)|
Q QGW,prom(k)

, (6.57)

con Qaw prom(k) el promedio entre Qaw jibre (k) y Qaw vis(k) para cada k.

En la Figura mostramos la cantidad AQ/Q vs. f (f = ck/2m). Para el régimen no coli-
sional del fluido (f < f;) la diferencia relativa es del orden de 10 %. Como hemos argumentado
previamente, este disminuciéon de la amplitud estd fuertemente correlacionado con el cociente
ps/pe. Sin embargo en el régimen dominado por las colisiones (f < f;) las mismas se vuelven
eficientes, producen la ‘isotropizacién’ del fluido y asi borran la fuente de GW independiente-
mente de ps/p. obteniendo un espectro de GW igual al ideal sin fuente. Para construir la curva
ps(n)/pe(n) vs. f relacionamos el tiempo conforme 7 con la escala particular que coincide con
el tamano del horizonte en ese momento segin k = H(n)a(n). La razén ps/p. mide la contri-
bucion del campo escalar s a la densidad de energia total del universo. Como es un campo no
masivo durante toda su evolucién, su contribucion sélo es apreciable en la época dominada por

la radiacién. Durante esta etapa la curva puede aproximarse por

2
a (T3 si T, d > Td
& ~ Gx (Trad) rau ec,s i
B 4/3 . (6.58)
Pe 2 < g*,ent(Trad) > s T 1< Td
Gx (Trad> Jx,ent (Tdec,s) raf ec,s

Conforme se expande el universo la temperatura baja y entonces vemos que para tiempos
tempranos con Tyaq > Tgec,s, €l cociente ps/p. crece mientras desciende la temperatura. La
dependencia para el caso Tiaq < Tiec,s €8 mas compleja pero como sabemos que en el futuro lejano,
cuando domina la materia, ps/p. < 1 el méaximo ocurrird durante el dominio de la radiacion
y luego del desacople. En el caso particular que estamos analizando la escala de energia del
desacople de s se superpone con la transicién QCD. En términos de la frecuencia sucede que para
f < feq ps/pc decae abruptamente. Para f > fgq el cociente estd determinado por la relacion
y los escalones y picos que se observan en dicha regién, en la Figura , corresponden
tanto al decaimiento de los grados de libertad relativistas como al desacople del fluido formado
por las particulas del campo s.

Mas alla de este ejemplo analizamos un rango amplio de parametros. A saber, para todas
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las frecuencias caracteristicas f,, determinadas por cualquier constante de acoplamiento dentro
de nuestro rango de interés g ~ 1076 — 1074, hallamos el mismo comportamiento. Esto es,

pueden distinguirse dos regimenes: el colisional f < f;, sin absorcion de GW, y el no colisional

12.0% A ; — AQ/Q
i Ps/ Pe
10.0% - i """ Ir
i Aniq. e*
8.0% - Tgualdad Mat — Rad i
6.0% A l i
4.0% - T
2.0% A QCD L
E Desacople s T
0.0% A - i EW
102 107 1014 1011 10°8 10° 1072

[ [He]

Figura 6.2: Diferencia relativa AQ /€ (ecuacion (6.57))) entre los espectros azul y naranja presen-
tados en la Figural6.1] Mide el impacto de los efectos no ideales con respecto al caso de evolucion
libre sin fuentes. Ademdas mostramos el cociente, ps(n)/pc(n), entre la densidad de energia del
fluido compuesto por particulas del campo s y la densidad critica del unvierso en funcién de
la frecuencia. Para expresar la relacion entre n y f (o k) consideramos que f es la frecuencia
correspondiente al tamafnio del horizonte en el tiempo 1 segin f = H(n)a(n)/27. Observamos
que la disminucién relativa de la amplitud del espectro de las pGW en el régimen no colisional
(f > fr) es del orden de 10 % y esta fuertemente correlacionada con el cociente ps/p.. Sin em-
bargo para longitudes de onda larga (f < f;) el efecto es despreciable independientemente de
ps/pe. La variacion irregular que notamos en el momento del desacople de s es producto artifi-
cial del calculo debido a la implementacién de un desacople abrupto. En este caso consideramos
Neg =~ 3,5 al limite de las cotas observacionales a 30 (0 99.7% CL) correspondientes al CMB
[203] y BBN [208, [194] por separado. Para valores de Neg més pequeflos encontramos el mismo
comportamiento cualitativo con una disminucién relativa maxima en la amplitud que se reduce
gradualmente de 12 a 2% conforme Nog = 3,5 — 3,1.
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f > fr, con efectos de amortiguamiento de las GW debido a la propagacién libre de los modos
de spin-2 del fluido. Por otra parte, las temperaturas de desacople Tgec,s > 125 MeV implican
que 3,1 < Neg < 3,5. El valor minimo Neg = 3,1 se alcanza para cualquier temperatura Tgec s >
Miop ~ 200 GeV. La distincién de regimenes y los efectos cualitativos reportados en las Figuras
y son los mismos para todo el rango de Neg. Cuantitativamente obtenemos que el valor
méaximo de AQ/Q se reduce gradualmente desde el 12% hasta el 2% para Neg = 3,5 — 3,1.
Finalmente concluimos que la contribucion Qaw, 4 (k,10) al espectro total representa la
evolucién no trivial del espectro de pGW, creado por fluctuaciones cudnticas durante Inflacion,
en presencia de un plasma primordial viscoso. Este fendémeno incluye tanto efectos puramente
disipativos colisionales como efectos de amortiguamiento no colisionales debido a la propagacion
libre de los modos de spin-2 del fluido, en particular la pérdida de energia de las GW a través
de la interaccion con el fluido ocurre en el régimen no colisional en el que las colisiones del fluido

no son relevantes.

6.5.2. Canal de produccién de GW debido al fluido

En esta seccion analizamos la contribucion Qaw, ¢(k,n0) (ecuacion (6.56))). El espectro resul-
tante se muestra en la Figura Como en este caso comenzamos la evolucién sin GW iniciales,
el espectro de GW final es producido enteramente por los modos de spin-2 del fluido iniciales,
vinculados a la proyeccién T'T del niicleo de ruido del campo escalar s en el fin de Inflacién. La
funcion de transferencia z9(k,n) (ecuaciones y ) muestra el decaimiento efectivo de
dichas fluctuaciones acopldas a las GW luego de Recalentamiento cuando el estado del campo s
puede describirse como un fluido.

La amplitud del espectro Qgw, ¢ esta fuertemente suprimida por el factor (Hint/Mp1)*. Aun-
que la funcion de transferencia ho(k,n) resulta ser no trivial, es aproximadamente plana para
longitudes de onda pequefnias con lo cual la dependencia de Qqw, ¢ con respecto a k (o f) esta
determinada por el espectro inicial P¢(k) ~ k3. Por lo tanto la produccién total de GW por el
fluido, Qaw ¢(k,m0), es despreciable comparada con Qqw, ,(k,70) para el rango de frecuencias
que estamos considerando.

En consecuencia concluimos que para las frecuencias de interés cosmolégico, el espectro to-

tal de pGW Qqaw(k,n0) (ecuacion (6.54) esta determinado esencialmente por la contribucion

Qaw, n(k,m0), que se muestra en la Figura .
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El espectro Qaw, ¢(k,n0) puede ser relevante para frecuencias muy altas relacionadas con el
tamafo del horizonte al fin de Recalentamiento, f ~ 10® Hz. Es importante notar que el resultado
final depende del método de regularizacion y ‘renormalizacion’ usado para calcular P (ecuacion

(6.40)), el cual a su vez es sensible a la escala de energia de Inflacion Hiys.

—— Producciéon de GW R
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_—— x f3
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Figura 6.3: Espectro actual de GW producido por el decaimiento de las fluctuaciones iniciales
de los modos de spin-2 del fluido, Qqw ¢(k,70) (ecuacion (6.56)). Estas fluctuaciones iniciales
provienen del nicleo de ruido del campo escalar s en el fin de Inflacién. La amplitud del espectro
esta globalmente suprimida por el factor (Hius /Mp1)4. Dado que la funcién de transferencia es
una casi plano para longitudes de onda corta, la dependencia en k estd esencialmente determi-
nada por el espectro inicial P¢(k) ~ k3. Para el rango de frecuencias considerado este espectro
resulta despreciable comparado con el de la Figura [6.1] No obstante, este espectro puede ser
relevante para frecuencias altas (f ~ 108 Hz) que corresponde al tamaiio del hoirzonte al fina de
Recalentamiento.

110



Parte 111

Observaciones finales






Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones de la Parte

Las SOTs son teorfas hidrodindmicas que para describir los efectos no ideales de un fluido
real introducen nuevas variables con una dindmica propia, extendiendo asi el conjunto de grados
de libertad que se utiliza en la teoria del fluido ideal. En estos esquemas extendidos existen
grados de libertad de tipo escalar, vectorial y tensorial; las FOTs no presentan estos ultimos.
Ademas, las SOTs incorporan consistentemente los requerimientos de la Relatividad General y
la Termodindmica para fluidos reales relativistas. Sus ecuaciones dindmicas forman un sistema
hiperbélico que asegura la causalidad y un problema de valores iniciales bien formulado. Las D'TTs
son una clase particular de SOTs que, a su vez, cumplen la segunda ley de la Termodinamica de
forma no perturbativa.

En el Capitulo [3] mostramos la construccién de una DTT desde el enfoque fenomenolégico
a partir del funcional generador y obtenemos las ecuaciones dindmicas generales. Luego estu-
diamos las perturbaciones SVT alrededor de un equilibrio trivial en el espacio de Minkowski y
mostramos que dentro de la aproximacién de propagacion libre (7 — 0) la dindmica relevante
estd determinada por la interacciéon entre los modos vectoriales y tensoriales, descartando los
modos escalares, por lo cual denominamos a dicho régimen limite de ‘incompresibilidad’.

A partir de la generalizacion del teorema de fluctuacion-disipacion para las teorfas hidrodiné-
micas causales incorporamos las fluctuaciones térmicas propias del fluido en la DTT desarrollada

en el Capitulo[3] Para estudiar el impacto de dichas fluctuaciones térmicas en la dindmica conside-
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ramos un fluido con perturbaciones alrededor del equilibrio en el espacio de Minkowski asumiendo
la aproximacion de ‘incompresibilidad’. Nos concentramos en una situacién més simplificada atn
en la que analizamos solo las fluctuaciones térmicas tensoriales. Estas fluctuaciones excitan mo-
dos vectoriales que a su vez retro-accionan sobre los modos tensoriales generando una dinamica
efectiva no lineal para los modos tensoriales.

En este escenario analizamos las propiedades estadisticas de dicha dinadmica a través de
las funciones de correlacién entre los modos. Para organizar la expansiéon perturbativa de las
interacciones de la teoria y poder calcular las funciones de correlacién utilizamos técnicas tomadas
del Anélisis Funcional y la Teoria Cuantica de Campos Fuera de Equilibrio, a saber la 2PIEA
y el formalismo MSR. De esta forma podemos escribir las ecuaciones de evolucién para los
propagadores causales y de Hadamard, tanto para el sector vectorial como para el tensoriales, a
orden lineal, sin considerar las interacciones, y luego considerar las interacciones en un desarrollo
perturbativo diagramatico en términos de cantidad de lazos.

Encontramos que al considerar las interacciones a orden de un lazo, obtenemos los propaga-
dores ‘vestidos’. En efecto los espectro de los propagadores ‘vestidos’ adquieren una dependencia
no trivial con la escala, con dos regimenes diferenciados para las escalas grandes (p < pr) y
escalas pequenias (pr < p < pr, con pr y pr, en la ecuacion ) De hecho, debido a las
no linealidades, el espectro de la funcién de correlacion tensorial para escalas grandes recupera
el espectro plano de la teorfa lineal sin interacciones pero para escalas pequenas se convierte en
una ley de potencias p~*. En consecuencia también se renormaliza el tiempo de relajacién de la
teoria de forma tal que adquiere la misma dependencia con la escala que el espectro tensorial
mencionado.

En virtud de que las funciones de correlacién decaen exponencialmente en el tiempo, las
correcciones al espectro de fluctuaciones tensoriales s6lo son significativas para tiempos mas
cortos que el tiempo de relajacién macroscopico o bien para escalas r tales que r < cr, las cuales
son relevantes en las etapas iniciales de las RHICs.

Las estructuras no triviales de los espectros ‘vestidos’ implican la redistribucién de energia y
entropia entre las escalas pequenas debido a los efectos no lineales. Econtramos que la correcciéon
a la densidad de entropia al orden més bajo es cuadratica en las fluctuaciones tensoriales y su
espectro es plano en ambos regimenes (p < pr y pr < p < pr,) pero con una amplitud menor

para escalas pequenas. Este resultado sugiere que los modos tensoriales podrian sostener una
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cascada turbulenta inversa de entropia [112].

7.2. Conclusiones de la Parte [1

Para estudiar el universo temprano, particularmente inmediatamente después de Inflacion,
es importante incluir todas las interacciones entre los campos fundamentales que componen el
contenido del universo. Claramente es un desafio abrumador sino imposible. Por ello se propone
tratar a los campos y sus interacciones con teorfas hidrodinadmicas relativistas efectivas. A su
vez sabemos que la descripcién de fluido ideal es insuficiente para capturar todos los fenémenos
de interés, como aprendimos de las RHICs, y es por eso que necesitamos incorporar efectos
disipativos.

En el Capitulo [6] describimos la evolucion lineal de las pGW incluyendo los efectos visco-
sos del plasma primordial dentro de un marco hidrodindmico covariante y causal basado en la
DTT construida en la Subsecciéon Consideramos un escenario cosmologico estandar con un
campo escalar extra (s) auto-interactuante, efectivamente no masivo y minimamente acoplado,
perteneciente a la familia de las ALP. El estado del campo escalar, que durante Inflacion es de
vacio, se convierte en un estado excitado de muchas particulas al inicio de la era dominada por la
radiacion, y puede ser descripto efectivamente como un fluido causal real (viscoso). En el marco
de la DTT, el conjunto de grados de libertad hidrodinamicos se amplia para capturar los fené-
menos disipativos. Ademas de cumplir con la Segunda Ley y constituir una dindmica hiperboélica
que asegura la causalidad de la teoria y un problema de valores inciales bien formulado, este
esquema permite tener en cuenta los fenémenos de relajacién en escalas de tiempo de orden 7 o
menores. En este conjunto extendido de variables existen modos de spin-2 que se acoplan con las
GW a primer orden capturando la interaccién viscosa entre las GW y el fluido. Dicha interaccion
no puede ser completamente descripta por las teorias hidrodindmicas usuales de primer orden.
En consecuencia, enfocamos nuestra atencién en estos modos de spin-2 del fluido y escribimos
las ecuaciones lineales que determinan la dindmica acoplada entre las GW y estos modos, a sa-
ber, las ecuaciones —. Luego, encontramos el espectro actual de las GW Qgw(k, n0)
(ecuacion (6.54)) resolviendo numéricamente el sistema (6.41)-(6.42)) con las condiciones iniciales
—. Este espectro cuenta con dos contribuciones no correlacionadas.

Por un lado Qgw n(k,n0) representa la evolucion de las pGW, creadas por fluctuaciones
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cuéanticas durante la Inflacién, en presencia de un plasma viscoso relativista. Los efectos viscosos
provienen principalmente de la parte del plasma compuesta por las particulas de campo escalar
s y se caracterizan efectivamente por un tiempo caracteristico 7 a través de una integral de
colisiones lineal bajo la aproximacion de relajacion (ecuacion (6.4)). El espectro dado por esta
contribucién se muestra en la Figura Observamos que existe una frecuencia caracteristica
fr = 1/277 vinculada a los efectos viscosos que distingue dos regimenes: el colisional f/f, < 1y
el no colisional f/f; < 1 con f la frecuencia de la GW. En el primero las colisiones son eficientes,
producen la ’isotropizaciéon’ del fluido y eliminan asi la posible fuente de las GW, en consecuencia
obtenemos efectos despreciables en el espectro de pGW. En el régimen no colisional ocurre la
absorcion de energia de las GW y una consecuente disminucion de la amplitud del espectro debido
al efecto de amortiguamiento que genera la propagacion libre de los modos de spin-2 del fluido
conducida por la expansién del universo. Este fenémeno incluso se ha utilizado para restringir
ciertos parametros de materia oscura a partir de las observaciones de GW producidas en fusiones
de sistemas binarios y que se propagaron a través del Universo tardio [162] 163].

En virtud de la ecuacién de clausura tipica de SOTs , que se acopla a las GW a través
de la ecuacién (6.23]) e incluye la retro-acciéon de las GW sobre el fluido, recuperamos el mismo
comportamiento cualitativo que se encuentra en la descripcién de la interaccion GW-fluido a
partir de teorfa cinética [148], 160] (ver Apéndice @I) En nuestro caso fijamos una realizaciéon
simple y concreta de los efectos viscosos del fluido y calculamos explicitamente el espectro actual
de pGW. Los pardmetros se fijaron para analizar escalas de interés cosmolégico. En particular,
la constante de acoplamiento g que regula la interacciéon entre los modos de spin-2 del fluido
determina el valor de 7 y de la frecuencia caracteristica f, = 1/277 que distingue los regimenes
de longitud de onda pequena y grande, f > fr v f < f; respectivamente. Para una constante
de acoplamiento muy pequefa g ~ 107°, esta frecuencia es f, ~ 1073 Hz. La disminucién de
amplitud con respecto al espectro de evolucién libre para longitudes de onda pequefias depende
del ntimero de especies de radiacién no foténica Neg determinado basicamente por la temperatura
de desacople Tjec,s. La disminucion relativa méaxima varia entre 2 y 12 % segin Neg toma valores
en el rango 3,1 — 3,5.

Por otro lado, Qqw ¢(k,70) esta relacionado con la produccion de GW por el decaimiento
efectivo de los modos de spin-2 del fluido iniciales provenientes de la proyeccién TT del nicleo

de ruido del campo escalar s en el final de Inflacién. Esta contribucién es despreciable en compa-
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racion con Qaw n(k,n0) para las escalas consideradas y sélo puede ser relevante para frecuencias
muy altas (108 Hz) vinculadas con el tamafio del horizonte en el fin de Recalentamiento. No
obstante, este esquema simple permite estudiar la producciéon de GW dada por el decaimiento
efectivo de las fluctuaciones de spin-2 del fluido. En consecuencia pueden considerarse diferentes
espectros iniciales para los grados de libertad tensoriales motivados en otros fenémenos fisicos y
estudiar la produccién de GW durante el decaimiento efectivo de estos modos dado por la DTT.

Otro camino interesante dentro de este esquema, es incluir las fluctuaciones térmicas, que
desarrollamos en el Capitulo en el modelo hidrodinamico causal del plasma primordial y
analizar la produccion de GW debido a la evolucion de dichas fluctuaciones [183] [184] [185] [186].
Finalmente, enfatizamos que este esquema hidrodinamico causal podria ser wtil para estudiar el
efecto de la disipacién en la produccién de GW en al menos dos escenarios mas: en una fusion
binaria de estrellas de neutrones [I3], y en una transicion de fase cosmologica debido a las ondas
sonido o a los movimiento turbulento del fluido generados por la expansién o la colision de
burbujas. Para este altimo escenario es particularmente relevante modelar la interaccién efectiva
de tipo disipativa entre el plasma relativista y el campo que desarrolla el fenémeno de ruptura

de simetria [170], [171].

7.3. Conclusiones globales

Como conclusioén final destacamos que los campos en condiciones extremas, como colisiones de
alta energia, escenarios fuera de equilibrio o las etapas tempranas de produccién y evolucién de un
plasma, evidencian la necesidad de nuevos esquemas de descripcién que incorporen interacciones
y procesos no ideales, como disipacion, fluctuaciones y termalizacién. Las teorias hidrodinamicas
relativistas causales son candidatas prometedoras para incluir los efectos caracteristicos de estos
regimenes ya sea desde el punto de vista fundamental formal como en las aplicaciones directas.
De hecho, han mostrado ser un esquema adecuado para describir fluidos reales en las RHICs.
Probablemente el contexto cosmolégico, y en particular el universo muy temprano, sea el esce-
nario en el que las teorias relativistas de fluidos reales se manifiestan en todo su rango dinamico
siendo indispensables para capturar sus procesos y fenémenos caracteristicos.

La linea de investigacién que llevamos en el tltimo tiempo, y en particular el trabajo de

esta tesis, contribuye a esta idea. En la parte de desarrollos formales realizamos contribuciones
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en la incorporacién de fluctuaciones térmicas y cémo estudiar su impacto en la dindmica a
través de métodos funcionales de Teoria de Campos en [88] y generalizamos el formalismo de
la construccion de las ecuaciones de transferencia para los tensores relevantes en geometrias
extendidas en [60]. En las aplicaciones a cosmologia estudiamos la evoluciéon de las pGW en
presencia del plasma primordial viscoso en [14}[I5] y por otra parte usamos las SOTs para describir
un plasma estrictamente anisétropo en el universo temprano y analizar el desencadenamiento de

inestabilidades electromagnéticas en [16].
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Apéndice A

Reglas de escala de los diagramas

relevantes

En este apéndice discutimos las reglas de escala del subconjunto de diagramas con los que se
construyen los propagadores. Realizamos un anélisis general en el que consideramos un ntimero
arbitrario de lazos L y encontramos la condicién, sobre una combinacién particular de parametros,
que hace que la expansion en lazos sea valida.

En la Teoria Cuantica de Campos es usual dibujar las correcciones en lazos como diagramas
de Feynman [7, 209]. En cualquier esquema los vértices corresponden a la accién de interaccion
Sint v las lineas internas a los propagadores.

Tomemos el ntcleo de ruido como ejemplo. En términos de diagramas el nidcleo de
ruido tiene dos vértices externos del mismo tipo: (Ypp-V-Zr) con Ypr en las lineas externas.
Para simplificar, consideramos que en la estructura interna sélo tenemos los campos Y, V y Zp
y vértices del tipo (Y-Zp-Z7) o (Y-V-V). En este caso las lineas internas son (VV), (VY),
(VZr), (Z7Y) y (ZvZr).

Asumamos que el nimero de vértices internos estd indicado por v y el de lineas internas

por j segin los diferentes tipos como v(YVV), v(YZ1Z1), j(VV), j(VY), j(VZr), j(Z1Y) ¥
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j(Z1rZ7t). Como el namero de lazos es L debemos tener los siguientes vinculos

2420(YVV) = 25(VV)+i(VY)+4§(VZr)
24+ 20(YZrZr) = 25(ZrZr)+5(ZrY) +5(VZr)

JVV)+3VZr)+j(ZrZr) = L+1 (A1)

Cada componente de la estructura del diagrama (lineas internas, vértices internos y externos y
las integrales de sobre los lazos) tiene un factor de escala. El diagrama completo tiene una regla
de escala que es el producto de los factores de cada componente. A partir de las Tablas [£.1]y

extraemos las reglas para los propagadores, de modo que

(VV) = Cyy~ (oT3) ™
(VY) = Cyy ~ (6T
(VZr) — Cyzp~ (cTp) ™"
(ZrY) = Cupy ~ (oTip)™
(ZoZ1) = Cgpzp~ (0T3P . (A.2)

Segun las ecuaciones (4.74) y (4.76) el factor de los vértices es

(YVV) — VYVVNUTSLp

(YZrZr) — Vygeze ~oTyp. (A.3)

Ademés debemos agregar un factor p® por cada integral de lazos y un factor 1/cyp por cada
integral sobre las etiquetas temporales de los vértices internos. Por dltimo, como extraemos la
parte singular de la dependencia temporal del diagrama completo, tenemos que introducir el

factor global 6(t —t')/(cyp). Finalmente, la regla de escala del diagrama completo es

2 7 3 L
/ na Tgp p
— — . A4
5(p—p)3(t =) =2 (CQV(ITS,> (A4)

Si pi = c%,aTg’, la condicién para hacer que la expansion en lazos sea consistente es p < pr,.
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Apéndice B

Invariancia conforme de las ecuaciones

hidrodinamicas

Las ecuaciones hidrodinadmicas de la Subseccién son invariantes conforme siempre y
cuando las particulas que conforman el fluido sean efectivamente no masivas.

Hemos mostrado que a partir de teoria cinética y un ansatz particular para la 1pdf podemos
deducir las siguientes ecuaciones hidrodinamicas

T, = 0 (B.1)

)

AP = KM 4 I (B.2)
con la derivada covariante usual de un tensor definida por la conexion de Levi-Civita F’;)\ seglin

d
By = B + T BY + T, B, (B.3)

El procedimiento de tomar momentos de la ecuacién de Boltzmann nos lleva a que los tensores

son

™ = / Dp p'p” f(a",pu) (B.4)
1

Amve — /D ¥ pP t, B.5

PP — S [, pu) (B.5)
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KW = /Dpp“p” [pAVA< 1p0)] f(a",pu) (B.6)

1
o / Dp p'p” —— Lalf]. (B.7)
—UgP

donde la 1pdf y la integral de colisiones son

1

F@ ) = [exp{=B"pu— Cpupn/ (~Tup™) } +a]~ (B.)
fole",py) = [exp{—f"p,}+a]” (B.9)
I = uup”[f(x“,pu)—fo(x“,pu)}. (B.10)

T

La cantidad 8, = u, /T es un vector de Killing, u, es la cuadrivelocidad del fluido, T" es la tem-
peratura, 7 es el tiempo de relajacion, (#” es la variable de no equilibrio, p,, es el cuadrimomento

y Dp es la medida de integracién invariante relativista

dd*p
Dp = ———226(0*)0(p"). (B.11)
V=g (@2m)t
FEl pardmetro a toma los valores a = 1, a = 0 y a = —1 para la distribucién de Fermi-Dirac,

Maxwell-Jittner y Bose-Einstein respectivamente.

Consideremos una transformacion conforme tal que

G = @*(0) Guw (B.12)

con las siguientes reglas de transformacién para las variables relevantes a variables comoviles

(tildadas) p, = pu, u* =1t /a, T = T/a,T=aFy ("™ = g:‘“’/aQ. De este modo Dp = Dp/a® y

Blpy = PP, (B.13)

Cpupn /(=T utpy) = " Pubn/ (=T @ py). (B.14)

Estas dltimas reglas implican que las 1pdf (B.8)) y son invariantes conformes lo cual significa
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f= f and fo = fo. Por otra parte la conexién cumple

!/

v v a
Fup = ng"’E’Vup (B.15)

Voo = 0+ 0,0p — 3 Gup (B.16)

A continuacién mostramos que la dinamica (B.1))-(B.2) es invariante conforme si p#p, = 0. A
partir de las definiciones (B.4)-(B.10)) y de las reglas de tranformacion mencionadas obtenemos

™ = o STH (B.17)
Arve = 7T Anve (B.18)
I = o 7w (B.19)
) e ) (B.20)

La divergencia del EMT es
!/

Ty = a O[T 4 BT 4 BP0 4 T (670, Pl ) | (B2

Al expandir los coeficientes v dentro de los paréntesis mostramos que la expresion entre paréntesis

es nula cuando p? = 0. A saber,
—6TH0 + y THE 4 4l TP = —GHT = 0. (B.22)
pues si p? = 0 entonces T/ = T}¢ = 0. Por lo tanto T#”,, = 0 implica
™, =0. (B.23)

Esta ultima ecuacion esté escrita en términos de variables comoviles.

La transformacion de la ecuacion (B.2)) es
!/ /
A0 S (A g AN gl AP g APN) = O 4 [ S A0 (B.24)

Luego de expandir los coeficientes v y usar que A*"P es simétrico y sin traza en cualquier par de
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indices (a causa de p? = 0), es directo mostrar que
ARVE = KR T (B.25)

En resumen observamos que si p?> = 0 entonces las ecuaciones (B.1)-(B.2)) implican las ecua-
ciones comoviles (B.23) y (B.25), mostrando asi la invariancia conforme de la teoria.
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Apéndice C

Nicleo de ruido de un campo escalar

durante Inflacion

Consideremos una Inflacién de de Sitter exacta y un campo escalar minimamente acoplado

en su estado de vacio de Bunch-Dayvies. El niicleo de ruido se define segtin

Nuvyror(ws ') = 5 (0{ (iuka) = (Fun@)s (Fyore) = o)) o). (C1)

donde [0) es el vacio de Bunch-Davies y T}, (z) es el EMT del campo escalar. El nicleo de
ruido en el espacio de de Sitter fue calculado en términos de la funcion de Wightman
Guwr = (0 d(x)p(2') |0) en [205, 206, 207, 210]. Trabajar con el EMT cuantico T}, (z) no es
trivial, la generalizacibn méas inmediata a partir del tensor clasico resulta estar mal definida
y en consecuencia es necesario considerar métodos de regularizaciéon para obtener expresiones
bien definidas como por ejemplo la regularizacion a partir de la separacion de puntos [210]
211]. No obstante resulta que el niicleo de ruido es una cantidad bien definida con una
divergencia esperable en el limite de coincidencia (x — z’). Dado que estamos interesados en
la proyeccién espacial T'T del ndcleo de ruido, sélo consideramos la contribucién del término
cinético en el EMT. Aunque el limite no masivo no es equivalente al caso no masivo exacto
[205], la proyeccion TT descarta los términos conflictivos y evita este comportamiento singular.

Entonces, las componentes espaciales del ntcleo de ruido que proviene sélo del término cinético
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son

7 / 1 i Loy i 'on!
N Fy @) = 5[0 ™ VeV G ViV G + 979" ™ V¥ GV Vi Gl +

H(z x')] . (C.2)

En [212] estan las formulas explicitas para lidiar con las derivadas de tensores evaluados en dos
puntos diferentes (bitensores).

Como hemos mencionamos en la Seccién consideramos el nicleo de ruido sélo para
modos que se ‘congelan’ al salir del horizonte, es decir escalas que sean super-horizonte en el fin
de Inflacién. Es posible encontrar un nicleo de ruido ‘renormalizado’ sustrayendo las fluctuaciones
del vacio local adiabaticas para escalas dentro del horizonte [14, [15]. Aplicando este procedimiento

el nicleo de ruido ‘renormalizado’ para tiempo iguales n =7’ = n es

. HA . . o
Nljkl (r)y = Sod ol Win;4 ket B () + (8% 7R 4 TR i) Fy (1) +
I
1515 By () + (K ¢ 5)] (C.3)
donde

4

Fi(r) = = @(r - 7‘0) (C.4)

Fy(r) = —3. @(7“ - 7"0) (C.5)
6
1

Fs(r) = ' @(7“ - 1"0) (C.6)

donde r* = (' — x'*) indica las componentes de las coordenadas espaciales coméviles y 79 =
a/arHipe con a ~ 1. En el lado derecho de la expresion (C.3) descartamos el primado en los

indices y para subirlos o bajarlos usamos la delta de Kronecker.

La proyeccion TT de (C.3)) es

. TT dp . .~ H4 .
ik ip(x—x inf ijkl
[“ j l(r)} = / (273 e'Pl )WSTTJ (p) x
2F! 2F! 2F) R
% 1 (p) 1(p) 2(p) + Fs(p) (C 7)
p? p? p
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Fl(p) = /d?’r e PTEy(r), (C.8)

y los proyectores transversal, P¥(k), y TT, Str™*(k), en el espacio de Fourier definidos en

(4.86) v (4.97) respectivamente.
Luego de calcular las transformadas de Fourier de (C.4)-(C.6) y reemplazarlas en (C.7)) ob-

tenemos la expresion (6.37)).
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Apéndice D

Regimenes del fluido: colisional y no
colisional. Comparacion con el enfoque

cinético

En la referencia [160] los autores generalizan el trabajo realizado en [148] para incorporar los
efectos de las colisiones en la evolucion de las GW acopladas a un fluido anisétropo usando, en
ambos casos, un esquema de teoria cinética para describir al fluido. Aqui analizamos la compa-
tibilidad entre el enfoque cinético mencionado y nuestra descripcién en la que usamos una SOT

para modelar el fluido.

D.1. Escenario con espacio-tiempo de fondo plano

Primero analizamos la evolucién de las GW acopladas a un fluido causal en un espacio-tiempo

con un fondo de Minkowski cuya métrica es
ds? = —dt* + (8,5 + hij) da'da’ (D.1)
donde h;; representa las GW con hi; = O;h;j = 0. Las ecuaciones dindmicas resultan ser
82

2
(5 = 7°) hotrt) = g 70T, (2)
p
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Usamos una DTT generalizada para describir el fluido (ver Secciones y y en con-
secuencia la fuente de GW, i.e. la parte de spin-2 del EMT a primer orden, queda definida

Ccomo
Z.(i)ll—_—p C (D3)
Y 15 S5 '

con pg la densidad de energia media del fluido. La dindmica de las nuevas variables de no equilibrio
(ij esta determinada por las ecuaciones (6.11]) y (6.19) en las cuales asumimos la aproximacion

de relajacion para la integral de colisiones. En efecto llegamos a

0 1 0

oS T G = by hij (D.4)

Al aplicar la transformada de Fourier a las ecuaciones (D.2)) y (D.4)) tanto en espacio como en

tiempo y usando la descomposicion (6.22) obtenemos, para cada polarizacion,

16 1
2, 1.2
— = —— PsCh.w D.
) 1 .
<zw - ) Chyw = —biwhg,. (D.6)
T
La relacion de dispersién general es
B
2 2
-k —=0 D.7
“ 1+ i/ (wr) (D7)

con B = 16 psb/(15 M§1)~ En el régimen no colisional en el que las colisiones son ineficientes,
wT > 1, la relacién de dispersiéon queda

w2—k2—B<1—wiT>:O (;)1 . (D.8)

Para el régimen colisional en el cual las colisiones son eficientes, wr < 1, la relacién de dispersion

es

W= k*4+iBwr =0 [(wr)ﬂ . (D.9)
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Ambas expresiones y (D.9) coinciden cualitativamente con los resultados presentados en
[160]. En particular observamos que el exponente de decaimiento crece linealmente con w7 en
el régimen colisional mientras que decrece como (w7)~! en el régimen no colisional de modo
que el efecto maximo de decaimiento ocurre para w7 ~ 1. Es importante notar que asumir méas

colisiones en un fluido se traduce en considerar valores menores de 7.

D.2. Escenario cosmolégico

En lugar de considerar un fondo estatico plano, el caso que desarrollamos en el Capitulo [0]
detalla la evolucion de las GW acopladas a la materia en un contexto cosmoldgico. Este fenémeno
ya ha sido estudiado en [148], para particulas que se propagan libremente, y generalizado en [160],
para incorporar los efectos de las colisiones, ambos dentro de un esquema proveniente de teoria
cinética. En este apéndice comparamos cualitativamente sus resultados con nuestro desarrollo
hidrodindmico utilizando una SOT.

Para la SOT maés simple, la dindmica principal estd dada por las ecuaciones y .
Analicemos el canal de efectos viscosos (Seccion en el cual asumimos que los modos de
spin-2 del fluido son nulos, i.e. (x(us) = 0. Esto es equivalente a fijar la 1pdf inicial de equilibrio
en presencia de GW tal y como en [148] [160]. Con estas condiciones iniciales es posible reescribir

el sistema de ecuaciones (6.41)-(6.42) como la siguiente expresion formal

(u 72(1/(”) 7 (u u) = — ps(u) (@'(u) e ﬂef(ufﬂ)/(kﬂm
hie(u) + a0) Ry (w) + hge(u) = 24pc(u) <a(u)> /md - (D.10)

El lado derecho es la fuente de GW producida por el fluido asumiendo una condicién inicial nula
para los modos de spin-2 del fluido. El factor exponencial tiene en cuenta las colisiones y en
consecuencia, al igual que en la seccién previa, pueden ser analizados dos regimenes distintos. En
el régimen colisional, ckT < 1, notamos que como las colisiones son eficientes, borran las aniso-
tropias del fluido haciendo que la fuente de GW (lado derecho de ) se vuelva despreciable
debido al factor exponencial e~ (“~%/(7) ‘independientemente de los prefactores ps /pey (d']a)?.
Para el régimen no colisional en el que los modos de spin-2 del fluido se propagan libremente,
ckT > 1, obtenemos que la fuente de GW genera un efecto de amortiguamiento conducido por

la. expansion del universo lo cual implica un decrecimiento en la amplitud del espectro de GW
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como se muestra en la Figura De esta forma recuperamos el comportamiento cualitativo
reportado en [148] [160).
Al considerar colisiones dentro del esquema de teorfa cinética, el lado derecho de (D.10) se

expresa como [160]

gy 25 (“/(“)>2 /u div e~ =0/ K7) | (4 — @) b (@) (D.11)
pe(u) \a(u) ) Jy,

con K(s) = jo(s)/s? v ja(s) la funcién esférica de Bessel de segundo orden. El nicleo K(s)

contempla los efectos de las variaciones espaciales de las anisotropias producidas por las particulas

que se mueven en la direccién de propagacion de las GW.

Nuestra ecuacion para los modos de spin-2 del fluido es analoga a la ecuacion linealizada
para las perturbaciones de la 1pdf en el enfoque cinético. En efecto usando la ecuacién (6.42)
deducimos la expresién que captura de forma efectiva la misma dindmica cualitativa
encontrada en el esquema cinético como expresamos en los parrafos previos. El promedio de
momentos realizado para construir la ecuacién a primer orden (ver ecuaciones —
(6.14)) vy la parametrizacion elegida para la 1pdf no permiten expresar el efecto del nucleo K (s)

y en consecuencia obtenemos una dependencia trivial K (s) — K(0) = 1/15, como puede notarse

comparando el lado derecho de (D.10]) y (D.11)).
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