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Teoria general de los motores cudnticos lineales

Resumen

En este trabajo presentamos una teoria general y exacta para la clase de motores cudn-
ticos lineales. La sustancia motora de estas maquinas es una red de osciladores sometidos
a un potencial externo periédico, de la que se puede extraer trabajo ttil. Acoplados a esta
red, hay varios entornos bosénicos que cumplen el papel de reservorios, intercambiando
calor con la sustancia motora, y pueden o no ser térmicos. El modelo matematico utilizado
se puede resolver exactamente, sin la necesidad de recurrir a aproximaciones comunmente
utilizadas en la literatura, como por ejemplo dindmica Markoviana, reservorios estaticos, o
acoplamiento débil.

La primera parte de esta tesis es un estudio completo de la termodindmica de los moto-
res cudnticos lineales. Enunciamos la primera y segunda ley de la termodindmica, analizan-
do en profundidad los procesos fundamentales que permiten el intercambio de calor entre
la sustancia motora y los reservorios y, en tultima instancia, son los encargados de producir
trabajo. Concluimos demostrando una cota generalizada para la eficiencia de estos motores
al estilo de la de Carnot, que solo depende de los reservorios utilizados y no de la sustancia
motora o del ciclo termodindmico que se esté realizando, y mostramos que coincide con
ésta cuando los reservorios son térmicos, y que puede ser mayor cuando no lo son.

En la segunda parte de la tesis nos enfocamos en el efecto producido por los proce-
sos fundamentales nombrados anteriormente en los reservorios, a tiempos largos. Mostra-
mos que, en ese limite, hay una produccion constante de correlaciones cldsicas y cudnticas,
incluido entrelazamiento, entre distintas partes de los reservorios. Ademds, analizamos el
efecto que tienen las agitaciones térmicas sobre estas correlaciones, observando que hay
algunas més robustas que otras.

Palabras clave: motores cuanticos, mdquinas térmicas cudnticas, termodindmica cudntica,
informacion cudntica, sistemas cudnticos abiertos.



General theory for quantum linear engines

Abstract

In this work we present an exact general theory for the class of linear quantum engines.
The working substance of this type of machines is a network of periodically driven oscilla-
tors. Coupled to this network there is an arbitrary amount of bosonic environments that play
the role of reservoirs, which can be thermal or nonthermal. The mathematical model we use
to describe the engine can be exactly solved, without the need of the usual approximations
found in the literature such as Markovianity, static reservoirs or weak coupling.

The first part of this thesis is a complete study of the thermodynamics of linear quantum
engines. We state the first and second law of thermodynamics, with a deep analysis of the
fundamental processes that enable the exchange of heat between the working substance
and the reservoirs and, eventually, generate work that can be later extracted. We conclu-
de by proving a generalized Carnot-like bound for the efficiency of these engines that only
depends on the type of reservoirs used and not on the working substance or the thermody-
namic cycle the engine is performing. We show that this generalized bound coincides with
the Carnot efficiency when the reservoirs are thermal ones, and that it can be higher when
they are not.

In the second part of this thesis we will focus our attention on the effect the fundamen-
tal processes mentioned above have on the reservoirs in the long time regime. We will show
that, in this limit, there is a continuous production of classical and quantum correlations, in-
cluding entanglement, between different parts of the reservoirs. Additionally, we will analyze
the effect of the thermal agitations on these correlations, showing that there are some more
robust than others.

Keywords: quantum engines, quantum heat machines, quantum thermodynamics, quan-
tum information, quantum open systems.
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Capitulo 1

Introduccion

Las tecnologias cudnticas emergentes, como la computacion cudntica [1], la criptogra-
fia cuantica [2] y la metrologia cudntica [3], dominaron la investigacién sobre la mecénica
cudntica en las ultimas décadas, y prometen ser el futuro del procesamiento y la transmi-
sion de informacién. Los dispositivos que surjan como resultado, asi como sus contrapar-
tes cldsicas, van a necesitar fuentes de energia y control térmico preciso para aumentar su
fiabilidad e impedir fallos prematuros. Debido a su naturaleza microscépica e interesantes
caracteristicas [4], las mdquinas térmicas cudnticas, como los motores, refrigeradores y ace-
leradores, son la opcién obvia para cumplir ese rol. Por lo tanto, es una absoluta necesidad
lograr un profundo entendimiento de su funcionamiento y propiedades si es que queremos
aprovechar todo su potencial. En este trabajo vamos a presentar una teoria general y exacta
de la dindmica y termodindmica de los motores cudnticos lineales, que explica su funcio-
namiento en términos de procesos fundamentales, cuantifica la energia que se pierde sin
ser transformada en trabajo y establece una cota para su eficiencia maxima. Ademads, vamos
a estudiar la generacion y naturaleza de las correlaciones que se forman dentro y entre los
reservorios para entender qué es lo que sudece en ellos mientras el motor estd en funciona-
miento.

Desde del inicio de la Revolucién Industrial, de la cual la méquina a vapor de James Watt
fue la principal fuerza impulsora, el desarrollo de la termodindmica se centr6 en los moto-
res térmicos [5]: mdquinas con la capacidad de transformar energia desordenada, o calor,
en trabajo mecdanico util. Hoy en dia constituyen los cimientos sobre los cuales reposa la
sociedad moderna: no solo son usados por generadores para producir la mayoria de la elec-
tricidad del mundo [6], sino que también son la fuente de poder méds comuin para vehiculos
terrestres, maritimos y aéreos [7]. Por lo tanto, no es sorprendente que mucho esfuerzo se
haya dedicado a su perfeccionamiento. Idealmente, un motor deberia operar cerca de su efi-
ciencia tedrica méxima y tener una gran potencia con, a lo sumo, pequefas fluctuaciones.
Desafortunadamente, se sabe que solo dos de estos tres requerimientos son mutuamente
compatibles [8, 9]. Peor aun, si bien es un hecho establecido que la eficiencia de los motores
térmicos tiene un limite te6rico maximo dado por la eficiencia de Carnot [10], en la practica
la eficiencia de motores reales estd muy por debajo de ésta (un limite mas realista es la efi-
ciencia endoreversible de Curzon-Ahlborn [11], que tiene en cuenta la irreversibilidad de la
transferencia de calor desde un reservorio térmico hacia la sustancia motora y viceversa).

La llegada de la termodindmica cudntica [12, 13, 14] abrio las puertas a una clase com-
pletamente nueva de motores que se comportan siguiendo las leyes de la mecédnica cuanti-
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ca. Por ejemplo, motores cuya sustancia de trabajo consiste de un sistema de pocos niveles
[15, 16, 17] o de un solo atomo [18], motores acoplados a reservorios no térmicos que apa-
rentan alcanzar eficiencias mayores a las de Carnot [19, 20], o motores que funcionan inclu-
so sin ningun reservorio y el trabajo es extraido mediante mediciones [21]. No solo nuevos
tipos de motores fueron explorados, sino que la influencia de distintos efectos puramente
cuanticos también fue ampliamente estudiada. Se sabe que el entrelazamiento, el rasgo ca-
racteristico de la mecdnica cudntica y recurso esencial en varias tecnologias cuanticas, pue-
de ser utilizado como combustible en motores basados en mediciones [22]. La coherencia
cudntica, que es la propiedad que poseen los sistemas que se encuentran en una superpo-
sicion de estados, puede mejorar la extraccion de trabajo e incluso permitir que éste sea
extraido de motores acoplados a un solo reservorio [23]. Sin embargo, curiosamente, no hay
una conexion universal entre la presencia de correlaciones cuanticas y el rendimiento de los
motores cuanticos [24].

Los motores cudnticos no son un mero ejercicio tedrico. Ya hace mds de sesenta afos
que Scovil y Schultz-DuBois se dieron cuenta que el funcionamiento del maser, el prede-
cesor directo del laser [25], se podia explicar modeldndolo como un motor cudntico cuya
sustancia de trabajo es un sistema de tres niveles [26]. Remarcablemente, este modelo sen-
cillo ofrece una descripcion realista de maseres experimentalmente realizables. Desde ese
momento muchos motores cudnticos fueron construidos en laboratorios utilizando varias
plataformas distintas. Probablemente el ejemplo mds conocido sea el motor térmico que
opera con una sustancia de trabajo formada por un tnico d4tomo atrapado en una trampa
de iones [27, 28]. Los autores de las Refs. [27, 28] disefiaron un reservorio térmico frio y uno
caliente utilizando enfriamiento ldser y ruido de un campo eléctrico, respectivamente, e in-
dujeron al ion a realizar un ciclo similar al de Stirling. Una trampa de iones también fue la
plataforma elegida para construir un motor conformado por un tnico spin acoplado a un
volante de inercia que almacena el trabajo producido por éste [29]. Otra plataforma de inte-
rés son los sistemas micro y nano electromecédnicos (MEMS y NEMS por sus siglas en inglés,
respectivamente) donde, por ejemplo, se construyé un motor formado por una nano viga
vibratoria de 18,8 um de largo que realizaba el ciclo Otto y estaba acoplado a reservorios
squeezeados, alcanzando una eficiencia aparente mayor a la de Carnot [30]. Debido a su re-
lativamente bajo costo y excelente controlabilidad, la resonancia magnética nuclear (NMR,
por sus siglas en inglés) resulta una plataforma atractiva para la experimentacién con moto-
res cudnticos. En ella se logré implementar un motor que funciona con un reservorio a una
temperatura efectiva negativa [31], y un motor que trabaja casi a su méxima eficiencia teo-
rica [32]. Los centros de nitr6geno-vacante son una plataforma fundamentalmente distinta
a las anteriores que ofrece gran versatilidad y controlabilidad [33]. En ellos se implemen-
taron dos tipos de motores que demostraron por primera vez efectos cudnticos genuinos
debido a la coherencia presente en la sustancia motora [34]. Otros ejemplos de plataformas
comunmente utilizadas son los 4&tomos ultra frios [35] y los transistores de efecto ttinel [36].

A pesar del extensivo estudio teérico y multiples realizaciones experimentales, es sor-
prendente que, contrariamente a lo que sucede con la termodindmica clésica, atin no se
haya propuesto una teoria general y exacta para describir a los motores cudnticos. Sin em-
bargo, si es cierto que hay teorias bastante generales desarrolladas bajo ciertas hipotesis,
ciclos termodindmicos particulares, o sistemas especificos [37, 38, 39, 40]. Este trabajo pre-
tende ser un primer paso en esa direccidon: vamos a presentar una teoria general y exacta
para la clase de motores cudnticos lineales, que son motores cuya sustancia de trabajo es



una red arbitraria de osciladores sometidos a un potencial externo periédico y acoplada a
varios reservorios. Por general nos referimos a que no vamos a suponer ninguna estructura
particular para la red que compone a la sustancia de trabajo, o el tipo de reservorios a los
que ésta estd acoplada, o el ciclo termodindmico que esté ejecutando; y exacta quiere decir
que no vamos a realizar absolutamente ninguna aproximacion. Ademads, aprovechando que
nuestro enfoque tiene en cuenta la dindmica completa no Markoviana de los reservorios,
vamos a hacer un estudio completo del tipo y naturaleza de las correlaciones que se gene-
ran dentro de ellos, para asi poder entender més en profundidad su rol en el funcionamiento
del motor, que es un aspecto que muchas veces se deja de lado en la literatura.

El cuerpo de esta tesis se divide en tres capitulos. En el Capitulo 2 vamos a mostrar y re-
solver el modelo matemadtico que posteriormente utilizaremos para describir el motor cuan-
tico. No so6lo lo vamos a resolver, sino que también vamos a explorar varias de sus propie-
dades y su comportamiento a tiempos largos. Mostraremos que, bajo ciertas hip6tesis razo-
nables sobre los reservorios, la sustancia motora presenta un régimen estacionario estable
en el que se comporta de forma ciclica, analogamente a un motor clésico. En el Capitulo 3
vamos a presentar una teoria termodindmica completa para la clase de motores cuanticos
lineales. Comenzaremos enunciando la primera ley de la termodindmica, que relaciona el
trabajo producido por la sustancia motora con el calor intercambiado por los reservorios, y
estudiaremos los procesos fundamentales encargados de realizar este intercambio. Vamos
a mostrar que s6lo hay dos de ellos: el transporte de excitaciones de un reservorio a otro,
que llamaremos procesos resonantes, y la creacion de un par de excitaciones a partir de un
paquete de energia cedido por el potencial externo, que llamaremos procesos no resonantes.
Luego pasaremos a la segunda ley de la termodindmica, donde mostraremos una generali-
zacion del enunciado de Kelvin-Planck y de la desigualdad de Clausius, y vamos a discutir la
equivalencia entre ellos. A continuacién utilizaremos la desigualdad de Clausius para mos-
trar que la eficiencia de los motores cudnticos lineales estd acotada por una eficiencia méxi-
ma andloga a la de Carnot, pero para tipos de reservorios méas generales que solo térmicos.
Sorprendentemente, este resultado nos va a permitir realizar una estimacion del costo ener-
gético necesario para preparar reservorios en estados no térmicos, que permiten alcanzar
eficiencias mayores a las de Carnot y, en particular, estudiaremos la preparacién de reservo-
rios térmicos squeezeados. Finalizaremos el capitulo con una discusion sobre los aspectos
clasicos y cudnticos de los motores cudnticos lineales. En el Capitulo 4 vamos a estudiar en
detalle la generacion y naturaleza de las correlaciones que existen en el estado estacionario
(es decir, en el limite de tiempos largos) dentro y entre los reservorios. Mostraremos que los
mismos procesos que intercambian calor, los resonantes y los no resonantes, son los inicos
dos que las generan, y que ambos producen correlaciones clasicas y cudnticas. Ademds, ve-
remos que solo los no resonantes producen entrelazamiento. Culminaremos este trabajo en
el Capitulo 5 con un breve resumen de los resultados més importantes y las conclusiones
finales.

Parte del material contenido en los capitulos que conforman esta tesis ha sido publica-
do en tres trabajos. El Capitulo 3 estd basado en el trabajo General theory for thermal and
nonthermal quantum linear engines (M. Aguilar y J. P. Paz, 2022) [41]. El Capitulo 4, en los
trabajos Entanglement generation in quantum thermal machines (M. Aguilar, N. Freitas, y J.
P. Paz, 2020) [42] y Time-extensive classical and quantum correlations in thermal machines
(M. Aguilar y J. P. Paz, 2022) [43]. Ademds, algunas secciones del Capitulo 2 estdn incluidas
en los apéndices de los trabajos mencionados anteriormente.



Capitulo 2

El modelo y sus propiedades

En este capitulo vamos a presentar y resolver exactamente el modelo matemaético que
vamos a utilizar en el Capftulo 3 para describir a los motores cudnticos lineales. Este es una
generalizacion del modelo arquetipico de movimiento Browniano cudntico de Caldeira y
Legget [44, 45], al que se le agregan mads particulas o grados de libertad al sistema, un poten-
cial externo periddico y se le da la posibilidad a los entornos de tener otros estados iniciales
que no sean térmicos. El caso estatico (es decir, con un potencial externo constante) fue
presentado y resuelto en la Ref. [46], y el caso con potencial externo periédico y reservorios
térmicos fue analizado, en el limite de tiempos largos, en las Refs. [47, 48]. A continuacién
vamos a resolver el problema general para todo tiempo, demostrando nuevas propiedades
y cerrando cabos sueltos que habidn quedado en trabajos anteriores.

La idea de modelar un motor cudntico como un sistema cudntico abierto proviene ori-
ginalmente de Alicki [49], y sigue siendo la forma predominante hoy en dia [50]. Lo parti-
cular de nuestro tratamiento es que permite resolver el modelo de forma exacta sin recurrir
a las aproximaciones usuales, como Markovianidad, reservorios estaticos y en equilibrio o
acoplamiento débil. De hecho, aprovechando ésto, vamos a hacer un especial énfasis en la
dindmica de los reservorios pues van a ser el objeto de estudio del Capitulo 4.

Vamos a comenzar planteando y resolviendo las ecuaciones de movimiento del sistema
y del entorno. Para ello, vamos a utilizar el método de funciones de Green. Luego, vamos a
estudiar ciertas propiedades de estas soluciones que nos van a ayudar a realizar los cdlculos
necesarios para los siguientes capitulos. Continuamos con una discusion sobre la diferencia
entre entornos discretos y continuos, mostrando que estos ultimos inducen disipacion en
el sistema. Finalmente, vamos a demostrar explicitamente que el sistema alcanza un esta-
do asintético estable que es periédico con la misma periodicidad que el potencial externo
(conocido en la teoria de sistemas dindmicos como ciclo limite).

Este capitulo es muy técnico y puede resultar exhaustivo para una primera lectura. Por
ello, al final de éste incluiremos un resumen donde resaltaremos los resultados mds impor-
tantes y necesarios para comprender los capitulos siguientes. la persona que lo desee puede
saltarse el resto y leer solo dicho resumen en la Seccién 2.6.
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2.1 Hamiltoniano y ecuaciones de movimiento

Consideremos un sistema al que llamaremos S, formado por una red de Ns oscilado-
res sometidos a un potencial externo periédico dependiente del tiempo V (t). Acoplado a S
se encuentra un entorno £, compuesto por distintas partes £,, cada una de ellas formadas
por N, osciladores armdénicos desacoplados. Las distintas partes £, se distinguen entre ellas
por el niimero de osciladores N, y por su estado inicial p%, que es completamente arbitrario.
Momentaneamente vamos a considerar que los £, estan formados por una cantidad discre-
ta de osciladores, pero luego vamos a pasar al limite continuo (la diferencia entre entornos
discretos y continuos esta discutida en la Seccién 2.4). En la Fig. 2.1 se muestra un esquema
del modelo utilizado en el caso particular de dos reservorios.

&1

EmEmEEE
(4
o,

EmEmEEE

OOOO 2

Figura 2.1: Unared S de Ns = 16 osciladores acoplada a un entorno dividido en dos partes,
&1y &. Las lineas punteadas representan a los acoplamientos entre los osciladores de S,
contenidos en los elementos extradiagonales de V (1), y las lineas continuas representan a
los acoplamientos entre Sy £}, contenidos en Cy, y entre S y £, contenidos en C,.

La dindmica global esta regida por el Hamiltoniano
H(t) = Hs(t) + He + Hsg, (2.1)
donde Hg es el Hamiltoniano correspondiente a S,
Hs(®)=P"M P2+ XxTv(nXx/2, 2.2)
Hg¢ el Hamiltoniano del entorno,

He=Y Hg, =Y pamg'pal2+ gl mawsqal2, 2.3)
a a

con H, el Hamiltoniano correspondiente a cada &,, y Hs¢ es el Hamiltoniano de interac-
cioén,
Hsg =) Hse, =Y X' Cuqa. (2.4)
a a

Arriba, XT = (X1, X2,...,XNg) Y PT = (P1,P3,...,Png) son vectores que contienen los opera-
dores posicién y momento de cada oscilador de S, respectivamente, y My V(¢) son matrices
reales y simétricas de dimensién Ng x Ng, no necesariamente diagonales. Analogamente,

a =(Ga1,9a2--»qa,N,) Y pg = (Pa,1)Pa2 ---» Pa,N,) SON vectores que contienen los opera-
dores posicién y momento de cada oscilador de £, respectivamente, y m, y w, son matrices
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reales y diagonales de dimension N, x Ny, cuyos elementos corresponden a las masas y fre-
cuencias de cada uno de ellos. Las constantes de acoplamiento entre los oscilladores de S 'y
los de cada &, se encuentran contenidas en las matrices reales C, de dimensiéon Ng x Nj,.
Vamos a analizar la dindmica del modelo utilizando la representacion de Heisenberg,
donde los estados iniciales son estacionarios y los operadores evolucionan en el tiempo de

acuerdo ala ecuacién

iA(t) = i[A(Z‘) H(t)]+3A(t) (2.5)
drt " inh ’ ot '

para cualquier operador A(f). Si A no depende explicitamente del tiempo en la representa-
cién de Schrodinger, el dltimo termino del lado derecho de la Ec. (2.5) es nulo (i.e., 0; A(f) =
0). Entonces, para los operadores de S tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

X=M'pP
P=-V()X-) Caqa (2.6)
a

y, para los de &g,
qa = m;lpa

i ) T 2.7
Pa=—Mqwyqq—Cy X

Los sistemas de ecuaciones (2.6) y (2.7) se pueden transformar en dos ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden derivando las primeras y reemplazando Py p,, respectiva-
mente, en las segundas. Realizando ésto, llegamos al sistema de ecuaciones acopladas con
el que vamos a trabajar a continuacion:

MX+V()X=-) Cuqa
a (2.8)

2.2 Soluciones a las ecuaciones de movimiento

En esta seccion vamos a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas mos-
trado en la Ec. (2.8) y a encontrar explicitamente a los operadores posicion X () y q,(f). La
dindmica de los operadores momento P(f) y p,(t) se recupera utilizando la primera de las
ecuaciones en los sistemas (2.6) y (2.7). Es decir, derivando el respectivo operador posicion
y multiplicandolo por M o m,, segin corresponda.

2.2.1 Operadores posicion del entorno

Vamos a comenzar con la segunda de las ecuaciones del sistema mostrado en la Ec. (2.8):
. 2 _ T
Gatwyqa=-CyX. (2.9

Por ser una ecuacién diferencial lineal inhomogenea, la solucién completa de la Ec. (2.9) es
la suma de la solucién homogénea y la particular. La solucién homogénea, ¢’ (¢), es

qZ(t) = cos(wqy t)qg + (mawa)_lsin(wa t)pg, (2.10)
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donde g2 y p? son la coleccién de operadores posicién y momento de los osciladores de &,
en la representacién de Schrodinger, mientras que la particular, g7, (1), es

t
HOE —(mawa)_lf dt'sin[we (t - t)1CIX(1). 2.11)
0

Por lo tanto, la solucion de la Ec. (2.9) es

ga(t) =cos(wqyt) qg + (mawa)_lsin(wa 1) pg
(2.12)

t
—(mawa)_lf dt'sin[wg (t - t)1CIX(1).
0

Notamos que la soluciéon presentanda en la Ec. (2.12) atin no estd completa pues falta cono-
cer X (1).

2.2.2 Operadores posicion del sistema

Ahora, para X(t), continuamos con la primera de las ecuaciones en la Ec. (2.8):

MX+V(0)X=-) Caqa. (2.13)
a

El primer paso para resolver la Ec. (2.13) es reemplazar ¢,/(f) en el lado derecho por la solu-
cion encontrada en la Ec. (2.12):

t
MX+V([)X—f dt’[an(mawa)‘lsin[wa(t—t’)]c§ X(th==-Y Coqlty  (2.14)
0 a a

La Ec. (2.14) es una ecuaciéon inhomogenea integro-diferencial lineal de segundo orden y
para resolverla vamos a utilizar el método de funciones de Green. En particular nos va a
interesar el propagador retardado G = G(t, t'), que es la tinica solucién de

2

0
M—G(t, t')+V(t)G(t, th
o0t

t
- f ar
0
con condiciones iniciales G(t,t') = 0 para t < t', y 0,G(t'"",t) =0y 8,G(t'*,t') = M! (la
derivada es discontinua en f = t’). A efectos précticos es conveniente avanzar un poco mas

con la Ec. (2.15) y realizar una integracion parcial en el tltimo sumando del lado izquierdo.
De esta forma, llegamos a

(2.15)

Y Calmawga) sin[wg (t-1)1CL | G(T,£) = TIng6 (- 1)
a

2

t
Ma—G(t, )+ Vr(t)G(t, t')—f dTy(t—T)iG(T, ") =Ing6(— 1), (2.16)
o0r? 0 ot

donde definimos el nucleo de disipacion

y(t):Zf o™ cos(wn), (2.17)
a J0 w
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con
1 T
Io(@) = —Cob(w—wa)C! (2.18)
ma

la densidad espectral correspondiente a cada £, (notar que ahora m es una funcién de w,
de tal forma que m(wq,;) = my,;), y el potencial renormalizado Vr (%) = V(#) —y(0). Una vez
conocida G, la solucién de la Ec. (2.14) se escribe como

t
X(t):Xh(t)—f atr'G(t, ¢ [anqg(t’)] , (2.19)
0 a

donde X" es la solucion homogénea de la Ec. (2.14), que es una combinacion lineal de X
y Py, la coleccién de operadores posicion y momento de los osciladores en S en la repre-
sentacion de Schrodinger, respectivamente. Mds adelante veremos que no interesa la forma
particular de X”. La solucién mostrada en la Ec. (2.19) es exacta y tiene en cuenta el efecto
completo del entorno sobre el sistema (incluida la disipacion, si es que consideramos un
entorno continuo en vez de uno discreto).

2.2.3 Potencial peridédico

En el caso en que el potencial V(#) sea periédico se puede encontrar la forma explicita
de la funcién de Green G, que recordamos que es la solucién de la Ec. (2.16). Para ello vamos
arecurrir a la transformada de Laplace. Entonces, tomamos la Ec. (2.16), la multiplicamos a
ambos lados por e”*’ e integramos en la variable ¢ entre cero e infinito:

e 62 / !/ ! a / —St
fo dt MﬁG(t,t)+VR(t)G(t,t)—f0 dry(t-1)=G(,1) e

o (2.20)
= “st dré(t—t)e "
0
Un célculo directo nos conduce a
[Ms®+ s?(s)]f drG(t, ')e s +f dtVr(DG(t, e ST
0 0 (2.21)

0 ,
sG(0,t)+—G(0,t") | €',

=Ty +
Ns ot

donde v es la transformada de Laplace del nticleo de disipacion y, definido previamente en
laEc. (2.17). Debido a las condiciones iniciales de G (G(t,t") =0 parat < t',yd,G(t'~,t') = 0),
el segundo sumando del lado derecho de la Ec. (2.21) se anula y la Ec. (2.21) se simplifica a:

[Ms? + 57(5)] f drG(t,1)e s~ 4 f dtVe(DG(t, e U1 = 1. (2.22)
0 0

Ahora hacemos uso de la periodicidad de V (#). Vamos a suponer que tiene una descompo-
sicion en serie de Fourier de la forma

V(=) Vyelnedl, (2.23)
n
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conwy =2n/T,4Vy T4 superiodo de oscilacién, y proponemos como ansatz
d ALY

G(t,t) =) An(t—the"a ), (2.24)
n

donde los coeficientes A, se anulan para argumentos negativos (es decir, A,(t < 0) = 0)
para cumplir con las condiciones iniciales de G y, ademds, A,, — 0 cuando |n| — oo (si no,
la expansién en la Ec. (2.24) no tendria sentido). De esta forma, el problema de encontrar G
se reduce a encontrar sus coeficientes A,. Insertando las Ecs. (2.23) y (2.24) enla Ec. (2.22) y
reordenando las sumas obtenemos

Z{[M(sz+w%)+5?(s)]f thn(t)e—(S—ikwd)t
0
k (2.25)

o . . ’
+ Z an thk_n(t)e'(kad”}e”“"dt =Tng,
n#0 0

donde w% =M1 V,- Y(0)] > 0 es la frecuencia renormalizada. Notamos que las integrales
en la Ec. (2.25) son las transformadas de Laplace de los coeficientes A, A, pero evaluadas
en un argumento complejo. Entonces, escribimos

)3

k

g—l(S)Ak(S— ikwg) + Z Vi Agn(s —ikwy) pikwat’ _q

n#0

Ns» (2.26)

con g(s)=[M (s% + w%) + s7(s)] ~1 ]a transformada de Laplace de la funcién de Green g(t—t')
del problema estatico (es decir, con V(¢) = Vj). Por unicidad de la transformada de Fourier,
podemos argumentar que el tnico término distinto de cero de la Ec. (2.26) es el que tiene
k = 0. Luego de un cambio de variables, finalmente llegamos a

gl s+ikwa) Ar() + Y. ViAr-n(s) =TngOko | (2.27)
n#0

La Ec. (2.27) es un sistema lineal de ecuaciones algebraicas (acopladas) para los coeficientes
A, que, en principio, es exacto: uno lo resuelve, utiliza la transformada inversa de Laplace
para pasar de A, a A, y obtiene G. Sin embargo, como hay infinitos coeficientes A, que
encontrar (pues n va desde menos infinito hasta més infinito independientemente de la
forma particular de V(¢)), en la practica el sistema se resuelve considerando un npax en el
que se corta la jerarquia de los A,, (i.e., se asume A, = 0 para n > nyax) y S€ aproxima

Mimax
Git,th= Y Aut—the"d’, (2.28)
N=—Nmax
Mas adelante vamos a ver que la Ec. (2.27) es especialmente 1til pues a tiempos largos, que
es el régimen que nos va a insteresar, todas las cantidades relevantes del modelo dependen
de los coeficientes A,, en vez de los A,, y no hace falta utilizar la transformada inversa de
Laplace.

Con la Ec. (2.27) ya tenemos el problema resuelto: conocemos X(f) y gq(#) en funcion
de G, a G en funcién de A,, y tenemos la ecuacién que define los A,,. Con esta informacién
podemos calcular la evolucién temporal de cualquier observable del modelo que dependa
de X, P, dary Pa-
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2.3 Propiedades de la funcion de Green G

En esta seccién vamos a discutir cuatro propiedades importantes de la funcién de Green
G, tres de ellas en términos de la transformada de Laplace de sus coeficientes, A,.La prime-
ra, segunda y tercera propiedad resultardn tutiles para realizar calculos, como por ejemplo
obtener las corrientes de calor de cada &, . Por otro lado, la cuarta propiedad esté relaciona-
da a la existencia de un régimen estacionario estable para S.

2.3.1 Conjugaciéon

De su definicion en la Ec. (2.16) podemos ver que G tiene que ser una funcion real. Para
asegurar que esto ocurre para todo tiempo, tiene que suceder que A, (#) = A*, (t) (de ahora
en mas, el asterisco como supraindice indicard el conjugado complejo). Es inmediato ver
que esta condicion implica

Ap(s) =A%, (s")], (2.29)

con s € C. En las Ecs. (2.26) y (2.29) consideramos la posibilidad de que el argumento de
los A, sea un niimero complejo. M4s adelante veremos que serd necesario evaluarlos en
nimeros puramente imaginarios. Es decir, aparecerdn integrales del tipo

t—o0

t ] ! ~
lim f dt' A, (the " = A, (iw). (2.30)
0

Este tipo de expresiones no deben ser tomadas de forma literal ya que podrian ni siquiera
estar bien definidas. Mds bien, deben ser entendidas como el limite

A,liw) = 1in01 A0 +iw), (2.31)
o—0t

con 0 y w nameros reales.

2.3.2 Traslacién del argumento

Vamos a probar que si el potencial es tal que V(1) = V(#y—¢) para algun f, (notar que esta
es una propiedad distinta a la periodicidad que habiamos supuesto antes), entonces vale

An(s)= AL (s+inwg)e "0k, (2.32)

donde el supraindice T indica la matriz traspuesta. En particular, nos va a interesar el caso
T =0, en el cual se cumple

An(s)= AL (s+inwg) | (2.33)

Debido a que estamos resolviendo un problema de valores iniciales que comienza en ¢ =0,
sin pérdida de generalidad podemos extender V(#) a valores negativos como V(-1) = V(1)
y, por lo tanto, vamos a suponer que la propiedad mostrada en la Ec. (2.33) vale siempre.

Para demostrar la Ec. (2.32) vamos a definir dos vectores y una matriz. El primero de ellos
es A(s), cuya componente n-ésima coincide con An(s):

AT ()= (..., A_2(5), A_1(5), Ag(s), A (5), Az (5),...). (2.34)
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El segundo es Z,, cuyas componentes son todas iguales a cero, excepto por la n-ésima que
es igual a la matriz identidad 1y,. En otras palabras, 7, es el n-ésimo elemento de la base
canonica del espacio en el que vive el vector A(s):

(L, A(s)) = Ay (s), (2.35)

donde (-, -) denota el producto interno correspondiente. Finalmente, la matriz que vamos a
utilizar es
Mpn() =g N (s+imwg)dmn+ 1 =8mn) Vim-n. (2.36)

Con estos dos vectores y la matriz, la Ec. (2.27) puede ser escrita como M (8)A(s) = Zp. Asu-
miendo que M es invertible (en caso contrario o no habria solucién o no seria tinica), su
solucién es A(s) = M™1 (s)Zy o, escrita en componentes,

An(s) =ZE M™1(9)T. (2.37)

Ahora escribamos la Ec. (2.27) pero con el argumento trasladado en ilwg, con [ € Z (es decir,
s—s+ilwg):
Y Mpma(s+ilowg) An(s+ilwg) = IngOmo- (2.38)
n

Usando que M, (s +ilwg) = My4104+1(8) v redefiniendo los indices de las sumas como
m+1!l—myn+I1— n,laEc. (2.38) queda:

Y Minn()Ap_i(s+ilwg) = IngG m-1,0- (2.39)
n

Por otro lado, debido a que V(1) = V(ty — t), entonces V_,, = Vnei”wdto. Esto implica que
M, n(8) = Mo, ()€’ mM@ato (2.40)
Reemplazando el resultado anterior en la Ec. (2.39) llegamos a:

Y Mum($)An_i(s+ilwg)e’ " P¥a0 =1y 5, , (2.41)
n

donde en la exponencial compleja reemplazamos el indice m por el / debido a la delta de
Kronecker del lado derecho de la igualdad. Notamos que el vector cuya n-ésima componen-
te es A,_;(s)e!""Dwah es simplemente el vector A(s) pero desplazado  filas y multiplicado
por una fase. A este nuevo vector que tiene a An_ l(s)ei(”_l)“’dt0 como n-ésimo elemento lo
vamos a llamar AI (s). Entonces, la Ec. (2.41) escrita de forma matricial es

MT($)A)(s) =T, (2.42)
y, por lo tanto, su solucién es
A_y(s+ilwg)e 1@l = T MT-1(5)T,. (2.43)

Cambiando el indice [ por el indice n en la Ec. (2.43) y comparandola con la Ec. (2.37), con-
cluimos que .
An(s) = AL (s+inwg)e "Wk, (2.44)

que era lo que queriamos demostrar.
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2.3.3 Parte imaginaria de la funcion de Green estatica

En esta seccién vamos a demostrar que

JUN T
Im[g™ (iw)] = El(w) \ (2.45)

donde I(w) = ), Iq(w) y extendimos la definicién de la densidad espectral a frecuencias
negativas como una funcién impar, de forma tal que I,(-w) = —Iy(w). Recordamos que
&(s) = [M(s* + w2) + s7(s)] ! era la transformada de Laplace de la funcién de Green g(¢ — ')
del problema estético (es decir, con V (¢) = V). Notamos que en la Ec. (2.45) g estd evaluada
en un argumento imaginario, por lo que para poder llegar ala igualdad deseada necesitamos
estudiar el limite

Y(liw) = linol Y(o +iw). (2.46)
og—0*

La transformada de Laplace del ntcleo de disipacion estd dada por

y()_f aul s (2.47)

u u?+s?

Primero reescribimos la Ec. (2.47) descomponiendo en fracciones simples el integrando:

?(s)zlif duI(u)( LI ) (2.48)
2 Jo

u \u+is u-is

Segundo, extendemos la definicion de la densidad espectral a frecuencias negativas como
una funcién impar: I(-w) = —I(w). Esto nos permite escribir

I 1
Y(s) = —zf du— () (2.49)
u u+is
Ahora evaluamosen s=0 + iw:
1 0 1 1
)7(U+ia)):—if dut™ . (2.50)
2 Joo U u—-w+io

Finalmente, utilizando el teorema de Sokhotski—Plemelj, tomamos el limite correspondiente

. ((u) 1 Iw) 1
Y(iw) = hm y(0+za)) > f du— R— (2.51)

donde p.v. denota el valor principal de Cauchy de la integral. Entonces, si tomamos el limite
en g—l, obtenemos

(W) w
Uu u—w

g—l(iw)i lin&g (0+iw)= M(a) -w )——pvf du—- gil(w), (2.52)

por lo que
Im(g " (iw)] = gI(w), (2.53)

que es la igualdad que queriamos demostrar.
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2.3.4 Comportamiento a tiempos largos

Con el objetivo de entender el comportamiento de S a tiempos largos vamos a estudiar
el limite
Ay (o0) = tlim Au(D). (2.54)
—00

La existencia de A, (co) no siempre estd garantizada. Por ejemplo, si el entorno estd formado
por una cantidad numerable de osciladores (no necesariamente finita), ese limite no existe.
Una condicién necesaria, pero no suficiente, es que éste esté formado por un continuo de
osciladores. Es decir, que la densidad espectral de £,, que antes definimos como

1 T
maw

y era una suma de N, términos (uno por cada oscilador en &), sea reemplazada por una
funcién analitica de la variable w. De ahora en mds vamos a suponer que éste es el caso y
s6lo consideraremos entornos continuos. En la Seccién 2.4 discutiremos sobre la diferencia
entre entornos continuos y discretos, y sobre los limites del modelo que estamos utilizando.
Bajo ciertas condiciones sobre la funcién A,, como por ejemplo que todos sus polos
estén contenidos en el semiplano Re(s) < 0y que tenga como maximo un polo en el origen,
el teorema del valor final de la transformada de Laplace nos dice que el limite (2.54) existe y

ademas
An(o0) = lim sA,(S). (2.56)

Si multiplicamos por s ala Ec. (2.27), tomamos el limite cuando s tiende a cero, y utilizamos
la Ec. (2.56), llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

Y M, n(0) Ap(00) =0, (2.57)
n

donde M esla matriz definida anteriormente. Luego, como M (0) es invertible (arriba supo-
simos que lo era para cualquier valor de s), entonces la tinica solucién es A, (co) = 0. Es decir,
si A (00) existe, entonces necesariamente tiene que ser A, (oco) = 0y la funciéon de Green G
decae a tiempos largos. Un criterio posible para decidir sobre la invertibilidad de M (0) es
comprobar si es una matriz diagonal dominante en bloques (generalizacion del teorema de
Levy-Desplanques). Es decir, si se cumple que

min{||g(inwa)l|'} > Y |[Vinll, (2.58)
n m#0
donde || - || es la norma usual de operadores. La Ec. (2.58) compara el efecto de la disipacién

inducida por el entorno (la transformada de Laplace del ntcleo de disipasion, ¥, domina el
lado izquierdo de la desigualdad) y el efecto del driving (que domina el lado derecho). Por
lo tanto, existe un régimen estacionario estable para S si la disipacion es lo suficientemente
fuerte como para hacer valer la desigualdad mostrada en la Ec. (2.58).

2.4 Entornos continuos y los limites del modelo

En esta seccion vamos a ilustrar la diferencia entre un entorno discreto y uno continuo,
y discutir sobre los limites del modelo que estamos utilizando. Con este fin, consideremos
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el escenario mads sencillo posible, en el que S estd formado por un tinico oscilador de masa
M acoplado a un solo entorno £. Ademds, supongamos que nos encontramos en el caso
estdtico en el que V (¢) = V}.

Analicemos primero qué sucede si £ estd formado por N osciladores discretos. En tal
caso, la densidad espectral es

N (2
[(w)=) ——6b6w-w)). (2.59)
i=1 Miw;

Esta densidad espectral conduce a un ntcleo de disipacién y cuya transformada de Laplace
es

~ N 2 s
F(s) = ; e v (2.60)
y, entonces, la transformada de Laplace de la funcién de Green estatica g nos queda
=MD+ i &
O mie? s+ w?
1 2, o o, W N, =00
= I 2 a? M(s +w,)i=l_[1(s +w?) +;Wgs (5" + o)

Debido a que g es una funcion racional, su transformada inversa de Laplace se puede escri-
bir de forma sencilla como

2(N+1)
git)= ) Rye’, (2.62)
n=1
donde p,, son los polos de g, que coinciden con las raices del polinomio
2 2 fre2, 2 Ncgsz 2
P(s) = M(s* + ) [[(s° +w)) + ) —— [ s*(s* + ), (2.63)
i=1 i=1 MiWy %

y R, los residuos en los respectivos polos. Notamos que P es un polinomio con solo poten-
cias pares y, por lo tanto, si p, es una raiz, —p, también lo es. Luego, las raices de P tienen
que ser puramente imaginarias o, en caso contrario, g divergiria exponencialmente rdpido
(ver la Ec. (2.62) con Re(p,) > 0 para algin n). Entonces, si llamamos p, = iw,, podemos

escribir
N+1

g(1)=2 ) Re(R,e™n"). (2.64)
n=1

Suponiendo que todas las frecuencias w;, son conmensurables entre ellas (es decir, la ra-
z6n w,/wy es un numero racional para todo ny m), g es periédica con periodo al menos
T = mcm{27/w,}, donde mcm denota al multiplo comin menor. Por lo tanto, a tiempos al
menos ¢ = 7, S retorna a su estado inicial. Si las frecuencias no son conmensurables, como
cualquier ntimero irracional se puede aproximar con precision arbitrariamente alta por un
nimero racional, entonces g es casi periédicay S no retorna exactamente a su estado inicial
pero si arbitrariamente cerca de él. En cualquier caso, no existe un régimen estacionario es-
table para S en el que g decaiga a cero a tiempos largos. Este ejemplo fue un caso particular
del teorema de recurrencia de Poincaré, que vale bajo hip6tesis mucho mas relajadas que
las supuestas arriba.
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Ahora pasemos al caso de un entorno continuo. Para ello, reemplazamos la densidad es-
pectral de la Ec. (2.59) por una funcién analitica de w. En modelos fenomenolégicos se sue-
le utilizar una funcién que sea lineal en w para frecuencias chicas junto con una constante
de amortiguamiento y, > 0 independiente de la frecuencia, de modo tal que I(w) x yow
cuando w — 0. A esta forma de densidad espectral se la denomina Ohmica y da lugar a un
amortiguamiento de S con una tasa igual a yy. Ademads, para evitar expresiones divergentes,
se la multiplica por una funcién fj (w), que depende de una frecuencia de corte A > 0 cuyo
valor particular es insignificante excepto por el hecho de que debe ser mayor que cualquier
frecuencia fisicamente relevante del modelo, y debe cumplir las condiciones

lim fj(w) =1
00 (2.65)
a}l_{n wfa(w) =0.

Por ejemplo, dos funciones utiizadas comunmente son fj (w) = e~®’? (corte exponencial) y
falw) = A2/ (w? + A?) (corte de Lorentz-Drude). Entonces, la forma funcional de la densidad
espectral a utilizar es

I{(w) = yowM fp(w). (2.66)

Para ilustrar este caso consideremos el corte de tipo Lorentz-Drude

2

I(w) = M——-, 2.67
(W) =yow DI A? (2.67)
de modo que la transformada de Laplace del nticleo de disipacion sea
7(s) = SyoM— (2.68)
P =0y '
Esto nos conduce a la transformada de Laplace de la funcién de Green estética g:
_ /4 s
S
(2.69)

3 B 2 2
=——/|s"+As +(— +a))s+Aa)].
S+A[ 27/0 r r

Nuevamente, como g es una funcion racional, podemos escribir la transformada inversa de
Laplace como

3
g(t)= ) Rpe’™, (2.70)
n=1
donde ahora los p,, coinciden con las raices del polinomio
3 2 (% 2 2
Q(s)=s"+As +(§)/0+wr)s+Awr. (2.71)

Debido a que Q es un polinomio con coeficientes reales y grado 3, tiene que tener al menos
una raiz real y las otras dos deben ser complejas conjugadas. Podemos saber el signo de
la parte real de sus raices utilizando el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz. Para un
polinomio de grado 3 de la forma s* + a,s® + a; s+ ay, afirma que sus raices se encuentran en
el semiplano complejo izquierdo abierto (es decir, tienen parte real negativa) si y s6lo si los
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coeficientes ay, a; y ap son positivos y, ademads, a,a; > ay. Los coeficientes de Q son todos
positivos y se cumple que

g}’o + wf > a)‘?, 2.72)
por lo tanto todos los p,, tienen parte real negativa y la funcién de Green g decae exponen-
cialmente rapido en el tiempo. Notar que la desigualdad en la Ec. (2.72) se satisface s6lo por
la presencia de yy. Es decir, S se vuelve estable por la disipacién inducida por el entorno. Si
no hubiese entorno, el polinomio serfa Q(s) = M(s* + w?), que tiene dos raices imaginarias y
g oscilaria con frecuencia w,.

A pesar de que mostramos que los entontornos continuos inducen disipacién en Sy
son necesarios para que éste presente un régimen estacionario estable en el que g decae
en el tiempo, a la hora de hacer cuentas numéricas el entorno necesariamente se tiene que
discretizar (por ejemplo, al resolver integrales se elije el ancho de cada elemento de la parti-
cion del intervalo de integracion). Por lo tanto, si consideramos un entorno uniformemente
equiespaciado en frecuencias, separadas por un intervalo dw, aunque incluyamos disipa-
ci6n en forma de una densidad espectral como la de la Ec. (2.66), el modelo va a ser realista
como méximo hasta el tiempo de la primera recurencia fpax = 1/6w. Para tiempos mayores
a ese no podemos concluir nada numéricamente (aunque analiticamente no haya ningiin
problema con las expresiones obtenidas).

2.5 Estado asintotico del sistema

Como lo venimos anticipando en secciones anteriores, S alcanza un régimen estaciona-
rio estable a tiempos largos (también llamado ciclo limite). Este es un resultado conocido
que se puede obtener en modelos mucho mads generales que el que estamos utilizando bajo
ciertas hipotesis ergddicas razonables sobre el entorno [51, 52]. En esta seccién vamos a cal-
cular explicitamente el estado al que llega S. Para simplificar los cdlculos vamos a describir
la evolucién temporal de S en el espacio de fases y ademas suponer dos cosas:

= El estado global inicial p(z = 0) es Gaussiano. Es decir, la densidad de cuasiprobabili-
dad de Wigner correspondiente a p(0) es una funcién Gaussiana multivariada de sus
variables:

1 xXed) T =1 (% —
Wpo)X) = X-d) o™ X-d), 2.73)

2m)Ny/det(o) ¢
donde N esla dimension del espacio de fases global, d es el vector de los primeros mo-
mentos de las coordenadas adimensionalizadas de S y £, y o es la matriz de segundos
momentos, también conocida como matriz de covarianza.

= El estado inicial es un estado producto, y los valores medios iniciales de las coordena-
das de S y € son iguales a cero:

tr[p(0)X] = tr[p(0) P] = tr[p(0)gql = tr[p(0) pol = 0. (2.74)
Esto implica que d = 0, y entonces la Ec. (2.73) se reduce a
]. _XT —IX
Wy X) = ——————e™* 7 4, (2.75)
Pl 2m)Ny/det(o)

con o lasumadirectaentre osyog =@, 0¢,.
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Debido a que la evolucién temporal generada por Hamiltonianos cuadréticos preserva es-
tados Gaussianos, la funcién de Wigner a un tiempo arbitrario ¢ estd dada por

]. _XT -1 X
W,(X, 1) = e X (X (2.76)
g 2mN/det[a (1)]
con W, (X,0) = W) (X). Por lo tanto, solo necesitamos conocer la evolucion de la matriz
de covariancia o. De hecho, solo nos interesa el estado de S y no el estado global. Enton-
ces, podemos marginalizar sobre las coordenadas de £ para obtener la funciéon de Wigner
correspondiente a S:

1

o™X 05 (DX @2.77)
(2m)2Ns \/detlos(1)]

Wys (X, 1) =

donde o s es una matriz real de dimensién 2Ng x 2Ns dada por

_ 1 {ulp(0){X(1), X(D}  tr[p(0){X (1), P(D)}]

tf:s(l‘)—2 tr[p(0){X (1), P(1)}] tr[p(0){P(r), P(1)}]

(2.78)
(con X y P correctamente adimensionalizados). En lo que sigue vamos a calcular explici-
tamente o s y ver que a tiempos largos es periddica con periodo 74, lo que implica que
W) (X, 1) y ps también lo son. De ahora en mds, en vez de escribir explicitamente la funcion
traza, notaremos los valores medios respecto al estado inicial p(0) con corchetes angulares:
(A(1)) =tr[p(0) A(1)] para cualquier operador A.

Vamos a comenzar calculando el primer bloque de o s: ({X(#), X(#)}). Para ello utilizamos
la solucién que hallamos en la Seccién 2.2 dada por la Ec. (2.19). Un célculo directo nos lleva
a

(X0, X0 = AX"(0), X" (0}

' ' h h T AT (2.79)
+) 5 dtlfo dtG(t, 1) Callqy (1), q5(£2)1) Cg G (1, 12).
a,p

Para continuar necesitamos ({c]é’(tl), qg (t2)}). Vamos a llamar

(o> qp)) = 1(Mawa) ™ Ag(@a)ba
((Pa> P31 = 1MaweBe(@a)dap (2.80)
(g% P = De(@a)Bap
donde A, y B, son funciones positivas, y D, es arbitraria. Aq, Bg y Dy no solo dependen
explicitamente de las frecuencias wg, sino que también dependen implicitamente de varios

parametros de £,, como podrian ser la temperatura o el grado de squeezing, por ejemplo.
Ademds, para simplificar las expresiones, definimos dos funciones de la forma

fa(w) = [Ag(w) + Ag()]/2

2.81
ga(w) =[Ag(w) — Ag(W)]/2. ( )

Luego, el resultado es

(a1, a5 (1)) = h(mawa) ™ 64,pl fa(@a)Rele™= 172 + g (wq)Re[e™ a1 2]

. (2.82)
+ Dg(we)Im[e' @1+ 2]y,
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Reemplazando ésto en la Ec. (2.79) llegamos a

AX(1), X0}
= (x"(0), X" ()}

+h) Re
a

+h) Re
a

t t .
f dn f dt,G(t, 1)) Ca(Mawya) ! falwg)e' =2y cTGT (¢, tz)]
0 0 (2.83)

t t .
f dn f dt,G(t, 1) Ca(Mawea) ' galwg) eI GT (1, l‘z)]
0 0

t t .
+hZImU dtlf dtzG(t,tl)ca(mawa)—lDa(wa)e’“’a”l”z))chT(r,tz)].
a 0 0

Utilizando la densidad espectral (I, = Cq0 (0 — wq) Cg / mw) podemos reescribir la ecuacion
anterior como:

({X (1), X(O))
= (X", X" ()1

00 t i
+hZRe{f dw[/ dt,G(t, t)e'n
a 0 0
00 t i
+h2}w{f dw[f dnG(t, n)e'"
a 0 0
[e’e) t i
+h2ﬁm{f de[cnﬂxanwmm
a 0 0

t .
I () [ f de,GT(t, tz)e‘“"‘Z] fa(w)}
0 (2.84)

t .
I () [ f dt,G'(t, tz)elwtzl ga(w)}
0

Iy (w)

t .
/'dQGTUJyeWQ
0

Da(ﬂ))}-

El paso siguiente es substituir G en las integrales temporales por su expansion en coeficien-
tes A, dada por la Ec. (2.24). Es decir, escribimos

t . . t .
fdtlc(t,tl)e’wfl:Zel(w“’wd”f df A, (t)e @n, (2.85)
0 n 0

Entonces, tenemos
AX(0, X0 = 4x"m, x"n

. w t .
+hY > Re{el("_m)wdtf dw [f dtlAn(tl)e_””“] Iy (@)
0 0

a n,m

X

t .
f dt, AL (£)e'"
0

fa(w) }

. (xj t .
+hY. Y Re{e’(“m)“’dff dw U dtlAn(tl)e"“’“] I (W)
0 0

a n,m

(2.86)

X

t . R
f dtzAfn(tz)e_lwtzl ga(w)etht}
0

. w t .
+hY. Y Im{e’(“m)‘“dl‘f dw U dtlA,,(rl)e"“”l] Iy ()
0 0

a n,m

X

t . .
f dtzA,ﬁ;(tz)e—’wa]Da(w)ez“uf}.
0
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Finalmente, consideramos el limite a tiempos largos. Debido a que estamos usando entor-
nos continuos que inducen disipacién en S, por un lado,

X", x" 0y —o0 (2.87)
y, por el otro,

t ) _
f dtlAn(tl)e_””t1 — A, (iw). (2.88)
0

Ademas, los dos ultimos sumandos de la Ec. (2.86) son del estilo
w .
f dwF (w)e*? (2.89)
0

que, por el lema de Riemann-Lebesgue, tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito. Por lo
tanto,

{X0, X)) —hY. Y Re{e"(”‘m’wdff den(iw)Ia(a))A’;n(iw)fa(w)}. (2.90)
a n,m 0
Podemos dar un paso més en la Ec. (2.90) que va a ser ilustrativo para los capitulos siguien-
tes. Para ello, notamos que el valor de expectacién inicial de Hg, se puede escribir de la
forma 10,0 0 20,0 0
(He,) =tr[my ({pg, Patl /4 + trlmawy ({q,y, q,}114

(2.91)
= htrlwg fo (@e)]/2.

Entonces, podemos escribir f, (w) = 2nd(w) + 1, donde 1l (w) es el valor de expectacion del
operador ntimero correspondiente al modo de frecuencia w en £, a t = 0. Luego, el resultado
final es

{AX(0, X0 —n)_ ). Re{ei(”_m)“’dtf dwA,(io) Iy ()AL, (iw)[2n (W) + 1]} . (2.92)
0

a n,m

Notamos dos cosas. Primero, que ({X(t), X(#)}) es 74 periddica a tiempos largos como venia-
mos anticipando. Segundo, que solo depende del valor medio inicial del operador ntimero
de &,. Esta interesante propiedad no es tinica de ({X (), X(#)}) y vamos a ver que se va a re-
petir en todos los observables de interés que calculemos (es decir, que solo van a depender
de n?).

Los célculos para ({P(1), P(1)}) y ({X (1), P(¢¥)}) son absolutamente analogos, por lo que
no los vamos a repetir. Las expresiones finales correspondientes son:

{P@),P()}y — 1)) Re{ei(n—m)wdt

a n,m

oo (2.93)
fo do( + nwg) (@ + mog) Ay (io) Iy Al (iw) 268 (w) + I]M}.
0
y
{X(0),P(O)}) —
lhz Y Im{ei(”_m)wdtf dw(w + mwg) Ap(iw) I () Al (iw)[2n (W) + 1]M}
2 7 n,m 0 (2.94)

+%hz Y Im{e"(’"‘")‘“dfo Ao + nwy) A, (i0) I () Al (iw) 218 (w) + 1]}
0

a n,m
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En conclusién, § alcanza un régimen estacionario estable a tiempos largos que es periédico
con la misma periodicidad que V(t), y ademads solo depende del estado inicial de los &,
mediante nY.

2.6 Resumen

En esta seccion haremos un resumen de los puntos fundamentales y necesarios para
entender el resto de este trabajo, dejando de lado los detalles y las demostraciones que in-
cluimos en las secciones anteriores de este capitulo.

El modelo que consideramos y que, en el siguiente capitulo, utilizaremos para describir
un motor cudntico consta de un sistema S formado por una red de Ns osciladores someti-
dos a un potencial externo periédico V(t) y acoplado a un entorno &, dividido en distintas
partes &,. Cada &, estd formado por N, osciladores armdénicos desacoplados y comienza
en un estado completamente arbitrario. La dindmica global esta regida por el Hamiltoniano

H(t) = Hs (1) + He + Hse, (2.95)
donde Hg es el Hamiltoniano correspondiente a S,

Hs(®)=P"M P2+ xTvnx/2, (2.96)
Hg el Hamiltoniano del entorno,

He=Y Hg, =Y pimy'pal2+qqmawsqal2, (2.97)
a a

con H, el Hamiltoniano correspondiente a cada &y, y Hs¢ es el Hamiltoniano de interac-
cion,
Hsg =) Hse, =Y X' Cuqa. (2.98)
a a

Arriba utilizamos notacién vectorial para el conjunto de posiciones y momentos de S (X y
P)ydecada&, (gq Y pa)- Ademds, My V(t) son matrices reales y simétricas, y m, y w, son
matrices reales y diagonales.

Utilizando la ecuacién de Heisenberg podemos encontrar explicitamente la evolucién
de la coleccion de operadores posicion de S, X, ylade los de &, gq:

t
X =x"p —f dr'G(t, 1)
0

Y Can(t’)] (2.99)
a

t
da(t) =gl (1) - (mocwoé)‘lf0 dt'sinfwg (t— t)ICLX (1)) (2.100)

donde g es la solucién homogénea de la ecuacion diferencial correspondiente a g, (ver la
Ec. (2.9)),
gl (1) = cos(wa 1) g2 + (Mawa) tsin(we H P2, (2.101)

X" 1a solucién homogénea de la ecuacién diferencial correspondiente a X (ver la Ec. (2.14))
y cuya forma no es importante pues, en el limite de entornos continuos (ver la Seccién 2.4),
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el estado asint6tico de S es independiente de X h (ver 1a Seccién 2.5), y G es la funcién de
Green retardada de la Ec. (2.14), que se puede escribir como

G(t,t) =) An(t—te"d’, (2.102)
n

con wy la frecuencia de V (t). Para encontrar los coeficientes A, de la expansion de G basta
con resolver el sistema de ecuaciones lineales acopladas para sus correspondientes trans-
formadas de Laplace A;, dado por

g s +ikw)) Ap(s)+ Y VaAr_n(s) = InsOip, (2.103)
n#0

con g(s) = [M(s* + w?) + s7(s)] "}, donde ¥ es la transformada de Laplace del nticleo de disi-
pacion (definido en la Ec. (2.17)), y V,, los coeficientes de la expansion de Fourier de V (1), y
finalmente utilizar la transformada inversa de Laplace. De hecho, como vamos a mostrar en
el capitulo siguiente, en el limite de entornos continuos y a tiempos largos, todas las canti-
dades de interés dependen de A, yno de A, por lo que basta con resolver la Ec. (2.103). Con
las soluciones mostradas en las Ecs. (2.99) y (2.100) podemos calcular todos los observables
necesarios para los capitulos siguientes.
Finalmente destacamos dos puntos importantes sobre el tratamiento de este modelo:

= Inicialmente comenzamos con entornos formados por una cantidad discreta de os-
ciladores pero luego pasamos al limite continuo, donde hay una cantidad infinita
no numerable de osciladores que posteriormente llamaremos modos. Esto se logra
reemplazando la densidad espectral de cada entorno, originalmente definida como
I, =Cub(w—wy) C(f / mw, por una funcién analitica de la frecuencia de los modos del
entorno: Iy (w) = Yq,0wM fu A (@), donde y4,0 > 0 es una constante de amortiguamien-
to, A > 0 es una frecuencia de corte y fs o debe cumplir las condiciones mostradas
en la Ec. (2.65). La diferencia entre entornos discretos y continuos esté discutida en la
Seccidn 2.4, pero lo importante es que los entornos continuos inducen disipacién en
S, mientras que los discretos no.

= La disipacion nombrada en el punto anterior, junto con el potencial externo, indu-
cen en S un estado asint6tico periddico con la misma periodicidad que la de V (¢). Es
decir, el estado reducido de S a tiempos largos verifica ps(f) = ps(t + T4). Esto estd
demostrado en la Seccién 2.5. Como veremos en el Capitulo 3, el hecho de que S al-
cance un estado periédico a tiempos largos permite identificar a S como la sustancia
motora de un motor ciclico y trabajar en un régimen anélogo al de los motores que
nos son familiares de termodindmica clésica.
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Capitulo 3

Termodinamica de los motores cuanticos li-
neales

En este capitulo vamos a presentar una teoria termodindmica general para la clase de
motores cudnticos lineales, que son mdquinas cuya sustancia motora es una red arbitraria
de osciladores sometidos a un potencial externo periodico y acoplada a un conjunto de re-
servorios bosénicos que pueden o no ser térmicos. Para ello vamos a considerar la dindmica
completa no Markoviana tanto de la sustancia motora como de los reservorios. Queremos
enfatizar que todos los resultados presentados en este capitulo son exactos y generales. No
serd realizada ninguna aproximacion.

Primero vamos a mostrar que el modelo que explicamos y resolvimos en el Capitulo
2 puede ser utilizado para describir un motor de estas caracteristicas, y que este motor es
capaz de realizar cualquier ciclo termodindmico que se desee, sea en equilibrio termodi-
namico o no. Luego vamos a proceder a enunciar la primera ley de la termodindmica para
estas maquinas, que relaciona el trabajo producido con el calor intercambiado por los reser-
vorios, y vamos a estudiar los procesos responsables de dicho intercambio. Vamos a seguir
con la segunda ley de la termodindmica en la forma de Kelvin-Planck y vamos a demos-
trar que la produccion irreversible de entropia conduce a una desigualdad generalizada de
Clausius. Esta desigualdad, a su vez, nos va a permitir acotar la eficiencia de estos motores
con una cota generalizada que coincide con la de Carnot en el caso de reservorios térmicos
y puede ser mayor que ésta cuando los reservorios son no térmicos; y vamos a estudiar el
costo energético de crear este tipo de reservorios que nos permite obtener eficiencias mas
altas que las clasicas. Finalmente, vamos a discutir los aspectos cldsicos y cuanticos de este
motor.

Este capitulo estd basado en el trabajo General theory for thermal and nonthermal quan-
tum linear engines [41].

3.1 El modelo como motor cuantico

Todos los motores, ya sean cldsicos o cudnticos, estan constituidos por dos partes fun-
damentales: una sustancia motora que es la encargada de transformar energia desordenada
en forma de calor en trabajo mecdnico ttil, y un conjunto de reservorios que actuan como

fuentes o sumideros para ese calor. La sustancia motora de un motor cudntico lineal es una
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red S de osciladores cuanticos con frecuencias y acoplamientos variables. Acoplado a S se
encuentra un entorno &, dividido en diferentes piezas £, que cumplen el rol de reservo-
rios. Cada &, esta formado por una coleccidon de osciladores arménicos no interactuantes,
inicialmente preparados en estados arbitrarios pero descorrelacionados entre si. El motor
comienza a operar con su sustancia de trabajo descorrelacionada de los reservorios, pero
ésto rdpidamente cambia debido a la presencia de una interaccion que es bilineal en las po-
siciones de los osciladores de S y £. Es decir, el Hamiltoniano que describe al motor y a su
evolucion temporal es

H(t) = Hs(t)+ He + Hsg, 3.1

donde Hg, He y Hsg son los definidos en la Seccion 2.1,

Hs(®)=P'M P2+ XTVv(n)X/2 (3.2)
Hg :;Hga :;pgm;pa/zwc{mawiqam (3.3)
Hse = ; Hse, = ;XTCaQa’ (3.4)
y el estado inicial global es
p(t=0)=ps(t=0)®pe(t=0) (3.5)

con pg(t=0)=Q,pe, (t=0).

Este modelo puede describir a un motor realizando cualquier ciclo termodindmico de-
seado. Un ciclo estd compuesto por una secuencia finita de procesos que, o cambian alguna
propiedad de la sustancia de trabajo S (el andlogo cldsico seria variar el volumen o la presién
de un gas, por ejemplo), o la acoplan o desacoplan de algtin reservorio & . El primer tipo de
procesos, es decir, variar alguna propiedad de S, se realiza modificando Hs. En efecto, va-
riando los elementos diagonales de V (¢) (V;;), que suponemos que es 7,4 periédico (con 74
la duracién del ciclo completo), uno puede cambiar la frecuencia natural de cada oscilador
de S, y variando los extradiagonales (V;; con i # j), las interacciones entre ellos. Por otro la-
do, el segundo tipo de preocesos, es decir, el acople y desacople de S con algtin £, requieren
de dos pasos:

= Primero, por cada &, seleccionamos una porcién S, de los osciladores de S que va
a estar permanentemente acoplada a &,. Esto se realiza eligiendo correctamente los
componentes de la matriz Cy, que es la que almacena las interacciones entre S y &,.
Por ejemplo, supongamos que solo los osciladores iy, i»,..., iy de S son los que tienen
que estar acoplados a &;. En ese caso, los tinicos elementos no nulos de C; serdn los
(C1)ijconi=iy,ip,...,iry j=1,...,N;. Elresto de los elementos de C; serdn iguales a
cero. Los osciladores de S, van a estar altamente amortiguados para poder seguir de
cerca el estado de &y, y van a actuar de eslabones entre &, y el resto de S, que vamos
a denotar Sy (es decir, en notacion de teoria de conjuntos, Sg = S\ Sg).

= Y segundo, los acoplamientos entre S, y Sg, que estan contenidos en los elementos
extradiagonales de V(#), son modificados de forma tal que son o cero o distintos de
cero durante algtin tiempo deseado. De esta forma podemos desacoplar o acoplar,
respectivamente, S, de Sg y, por lo tanto, Sg de &, (pues los osciladores de S, eran
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los que hacian de puente entre ellos). Utilizando este método la sustancia de traba-
jo puede ser efectivamente acoplada o desacoplada de cualquiera de los reservorios.
Ademss, variando la fuerza y el tiempo de la interaccién entre S, y Sz podemos reali-
zar procesos dentro y fuera de equilibrio termodindmico.

EnlaFig. 3.1 se muestra un ejemplo de este esquema en el caso particular de dos reservorios.
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Figura 3.1: Un motor lineal cuya sustancia motora S estd acoplada a dos reservorios & y
&>. S estd compuesta por doce osciladores, donde cuatro de ellos pertenecen a S; y otros
cuatro a S;. S y &2 estdn permanentemente acoplados a &) y &, respectivamente (lineas
solidas), y temporalmente acoplados al resto de S (lineas punteadas). a) S estd acoplada a
&1 mediante S y efectivamente desacoplada de &;. b) S estd efectivamente desacoplada de
ambos reservorios. ¢) S estd acoplada a £ mediante S, y efectivamente desacoplada de &;.
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3.2 Primeraley de la termodindmica

En la seccion previa vimos como el modelo detallado en el Capitulo 2 describe un motor
cudntico lineal que puede realizar cualquier ciclo termodindmico deseado. El préximo pa-
so es entonces cuantificar el trabajo que puede realizar este motor analizando el calor que
intercambia con los reservorios y su variacion de energia interna. En esta seccion definire-
mos calor, trabajo y energia para un motor cuantico, daremos sus expresiones explicitas y
estudiaremos sus valores medios a tiempos largos. Veremos que sistema y entorno solo in-
tercambian calor mediante paquetes discretos de energia, proporcionales a la frecuencia del
potencial externo wy, y a través de dos procesos: los resonantes, que transportan excitacio-
nes entre diferentes modos de los reservorios, y los no resonantes, que transforman energia
del potencial externo V(#) en excitaciones de modos de los reservorios.

3.2.1 Definiciones de calor, trabajo y energia interna

Las definiciones de calor y trabajo termodindmicos para un sistema cudntico provienen
de hacer un andlogo con la primera ley de la termodindmica clasica: 6W = 6Q + dU. Para
ello, comenzamos calculando la derivada temporal del valor medio del Hamiltoniano total
utilizando la ecuaciéon de Heisenberg (ver Ec. (2.5)):

1<H(t)>—<6 H(1)) (3.6)
dt - ' '

Teniendo en cuenta que el inico término que depende explicitamente del tiempo es el Ha-
miltoniano de § a través del potencial externo V(#), y reordenando términos, tenemos:

d d
(0¢Hs(1)) = E<Hg> + E“HS(”) + (Hgeg)). (3.7

El lado izquierdo de la Ec. (3.7), que es igual a (0; H(?)), da cuenta de la variacién de la ener-
gia del motor debido a la dependencia temporal explicita del Hamiltoniano y, por lo tanto,
se lo asocia con la potencia inyectada por el potencial externo V (f). Entonces, definimos

W =(0;Hs(1)) |, (3.8)

con W el trabajo hecho sobre el motor (es decir, W < 0 significa que el motor est4 realizan-
do trabajo). Para interpretar el primer término del lado derecho de la Ec. (3.7) miramos la
ecuacion de Heisenberg correspondiente a (Hg):

d 1
—(Hg) = ——([Hg, Hsel). 3.9)
dt E in &, ASE
Como la energia de los reservorios varia solo a causa de la interaccion con la sustancia moto-
ra, y no hay ninguna dependencia temporal que refleje que se estd realizando trabajo sobre
éstos, dicha variacion se asocia con la derivada respecto del tiempo del calor que fluye hacia

E:

. d
Qs = E<H5>‘ (3.10)
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Ademds, usando nuevamente la ecuacion de Heisenberg pero ahora para cada uno de los
&4, podemos identificar las corrientes de calor individuales de cada reservorio,

. . d 1
Qe, = E<H€“> = ih([Hga,He+H35]> ) 3.11)

tal que Q¢ =Y., Qg, - Con las Ecs. (3.8) y (3.11) reescribimos la Ec. (3.7) como
. . d
W= Qe, + - (Hs(D) +(Hse). (3.12)
a

Vemos que del lado izquierdo de la Ec. (3.12) tenemos el trabajo realizado sobre el motor y el
primer término del lado derecho corresponde al calor intercambiado entre los reservorios
y la sustancia motora (o, mds bien, a sus derivadas temporales), por lo que los términos
restantes tienen que ser la variacion de energia interna U de la sustancia motora. Entonces,
definimos

U = (Hs(1)) +(Hse) | (3.13)

Finalmente, podemos escribir la primera ley de la termodindmica para este motor de la for-
ma

W=) Qg +U| (3.14)

3.2.2 Promedio temporal

Nos interesa estudiar el promedio del trabajo producido y del calor intercambiado du-
rante un ciclo termodindmico a tiempos largos, que, como vimos en la Seccién 2.5, es cuan-
do la sustancia motora estd efectivamente trabajando en forma ciclica (que es el tipo de
régimen que estamos acostumbrados a estudiar en la termodindmica clésica). Para ello va-
mos a integrar W, an y U en un periodo a tiempos largos:

_ (n+)1y4 .
W = lim dtW(e)
n—oo Jur,
_ (n+D)ty .
Qg, = lim dtha(t) (3.15)
n—oo Jpur,
_ (n+D)1y4 .
U= lim dtU(r)
n—oo Ju,

Comencemos con la energia interna. Reemplazando la Ec. (3.13), es inmediato que
U = lim (Hs((n+1)7a)) = (Hs(n)] + (Hse) ((n+ 1)7q) = (Hse) (n7)]. (3.16)

El primer sumando del lado derecho de la Ec. (3.16) se anula porque S alcanza un régi-
men estacionario estable a tiempos largos que es 74 periddico y, entonces, (Hs((n+1)74)) =
(Hs(nt)) para n muy grande. El segundo sumando del lado derecho también se anula, pero
la raz6n no es tan evidente. Para ver esto, vamos a escribir explicitamente (Hs¢) y a hacer
uso de las ecuaciones de Heisenberg para las coordenadas de S y £ (Ecs. (2.6) y (2.7)):

(Hse)=(X"Y Caqa)
a« (3.17)
= (XTIP+V()X]).
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Vemos que (Hgg) también es una funcién 75 periddica a tiempos largos, porlo que (Hsg) ((n+
1)74) = (Hsg)(nt). Luego, U = 0y la primera ley en promedio se reduce a

W=) Qg | (3.18)
a

Es decir, a tiempos largos, cuando la sustancia motora se encuentra en un régimen perio-
dico, el trabajo producido (o absorbido) por el motor a lo largo de un ciclo es igual al calor
total intercambiado con los reservorios durante ese mismo ciclo. Notar que la Ec. (3.18) es
completamente andloga a al primera ley de la termodindmica aplicada a un motor ciclico
clasico.

3.2.3 Analisis del calor intercambiado

En esta seccién vamos a estudiar los procesos fisicos elementales subyacentes que dan
lugar a Qg,, el calor intercambiado durante un ciclo entre cada uno de los reservorios y la
sustancia motora en el estado estacionario asint6tico. Con el objetivo de no interrumpir la
fluidez de la lectura, aqui solo mostraremos las expresiones relevantes. Las cuentas y de-
mostraciones correspondientes se encuentran detalladas en el Apéndice A.

Cada Q_ga puede ser escrito como suma de tres contribuciones con origenes fisicos dife-
rentes:

Qe, = Q2 +QF + Q% (3.19)
donde

] Q_gT corresponde al flujo calor natural que ocurre en ausencia de un potencial externo
(ylo llamamos ST por estatico).

. an corresponde a los procesos resonantes, que son responsables por el transporte de
excitaciones entre modos de los reservorios debido a la absorcién (o emisién) de un
paquete de energia desde (o hacia) el potencial externo V (t).

. Qév R corresponde alos llamados procesos no resonantes, que transforman un paquete
a
de energia del potencial externo V() en excitaciones de modos de los reservorios.

Si bien anT, Q_ga y ng R tienen origenes distintos, todos ellos comparten dos caracteristicas
muy importantes. Primero, dependen de una sola propiedad del estado inicial de los reser-
vorios: el valor de expectacion del operador nimero, también llamado nimero de ocupa-
cion, nd(w) = <a£,w ag ) (t =0). Como demostramos en el Apéndice A, ninguno de los otros
momentos de los operadores agq  y a;w contribuyen a Qg, . Y segundo, la sustancia motora
y los reservorios solo intercambian energia en paquetes discretos de valor kfiw, (de ahora
en mds, k denota un nimero entero positivo). Estas dos caracteristicas son las que nos van
a permitir derivar todos los resultados que mostramos en este trabajo.

A continucién estudiaremos cada una de las contribuciones por separado.
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3.2.3.1 Término estatico

Comenzamos analizando el término estatico, que es el Ginico presente en ausencia de
potencial externo, y cuya expresion es

Qg = Td%fo dwhw p (@) [ng(w) ~ nf @), (3.20)

donde pg))ﬁ (w) = (m/2)tr[1y (w)]lo(iw)[ﬁ (w)]lg(iw)] es un nimero adimensional positivo que

puede ser interpretado como una tasa de transicion por unidad de frecuencia entre dos mo-
dos de frecuencia w, uno en &, v otro en £g. Notamos que esta tasa es simétrica,
B

0

(0)
pa'ﬁ

(@) =ppg (@), (3.21)
por lo que ambas transiciones son equiprobables y, en consecuencia, la direccién del flujo

de calor entre los reservorios &, y &g (es decir, el signo de cada término de la sumatoria en
la Ec. (3.20)) depende sélo de la diferencia entre nl(w) y ng (w). Ademas, vemos que

Q' =Y Qi =o. (3.22)

Es decir, en el estado estacionario no hay intercambio neto de calor entre la sustancia moto-
raylos reservorios debido al término estético. Esto no significa que no haya constantemente
intercambio de calor entre la sustancia motora y cada uno de los reservorios individualmen-
te, solo significa que el intercambio neto es nulo. Teniendo en cuenta todo lo anterior, con-
cluimos que anT corresponde al flujo de calor natural, es decir, que surge solo del contacto
(indirecto) entre las partes, entre cada £5 y &,.

3.2.3.2 Término resonante

El término correspondiente a los procesos resonantes es

o0
Q_g =14 ). dwh(w+kwog) p® (w)n%(w)
¢ k>0,50 wP

-4 ), fo doh(w+ kwg) pgf)(w+kwd)ng(w+kwd)

k>0,
>0p (3.23)

+Ty4 Z[ dwhwp((x_,g)(w+kwd)n%(w+kwd)
k>0,870

o0
—1q Y dwho pgfgx (W)nd (w),
k>0,80

donde p((xk)ﬁ (W) = (/2)tr[ Iy (w+ kwg) Ax(iw) T [, (w)]ljc(iw)] es un numero adimensional posi-

tivo que puede ser interpretado como una tasa de transicién por unidad de frecuencia entre
el modo de frecuencia w + kwg en &, y el modo de frecuencia w en &g. Los procesos reso-
nantes producen el transporte de excitaciones entre diferentes modos de los reservorios,
debido a la absorcion (o emisidn) de energia desde (o hacia) el potencial externo V (¢). Los
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dos primeros términos del lado derecho de la Ec. (3.23) corresponden a procesos opues-
tos. El primero, siendo positivo, indica que una excitacion esta siendo transportada desde
el modo de frecuencia w en £4 hacia el modo de frecuencia w + kwg en &, absorbiendo un
paquete de energia de valor kfiw, del potencial externo. El segundo corresponde al proce-
so inverso, en el que una excitacion esta siendo transportada desde el modo de frecuencia
w+kwg en &, hacia el modo de frecuencia w en £g, emitiendo un paquete de energia de va-
lor khiw, al potencial externo. Estos dos términos estan representados esquematicamente
en la Fig. 3.2 en color gris. Analogamente, el tercero y cuarto término del lado derecho de
la Ec. (3.23) también corresponden a procesos opuestos. El tercero describe una excitacion
siendo transportada desde el modo de frecuencia w+ kw4 en £g hacia el modo de frecuencia
w en &,, emitiendo un paquete de energia de valor khiw, al potencial externo. El cuarto, a su
vez, describe una excitacion siendo transportada desde el modo de frecuencia w en £, hacia
el modo de frecuencia w + kw, en £g, absorbiendo un paquete de energia de valor khw, del
potencial externo. Estos dos tltimos términos estdn representados esquematicamente en la
Fig. 3.2 en color verde.

Wa A
khwy khwy
Wtkwg----fmmmcilc § < PR ---- w +kwy
2 §\
w ____________ \ ____________ w
khwd khwd
— L
Io(w) I3(w)

Figura 3.2: Procesos resonantes entre dos entornos &, y Eg.

Notablemente, como mostramos en el Apéndice A, las tasas de transicién de procesos
opuestos son iguales:
Do @+koa) = pil). (3.24)

Esto no es otra cosa mds que el principio de balance detallado, que afirma que en equilibrio,
cada proceso elemental estd en, valga la redundancia, equilibrio con su proceso opuesto.
Utilizando la Ec. (3.24) enla Ec. (3.23), podemos escribir a Q_g como la suma de dos términos:

an =Tq Z doh(w+ kwg) p(k) (w) [n%(w) — ng (w+kwg)]

k>0,670 wf
(3.25)

—Tq ), dwho pgfit(w)[ng(w) - ny(w + kwa)l.
k>0,8Y0
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La Ec. (3.25) muestra que, a pesar de que la tasa de transicion es la misma para procesos
opuestos, hay un flujo neto de excitaciones en la direccion en la cual el nimero de ocupa-
cién es menor. Por ejemplo, si n% (w) > nd(w+ kwy) en el primer término de lado derecho de
la Ec. (3.25), entonces el transporte neto de excitaciones es desde el modo de frecuencia w
en &g hacia el modo de frecuencia w + kw, en &, absorbiendo un paquete de energia kw4
del potencial externo en el proceso.

La suma de todos los Q_ga puede ser escrita como

F=1,Y % khwdfo dw p;’fg(w)[ng (@) — n2( + kwg)] | (3.26)
a,f k>0

que muestra que, en total, hay un intercambio neto de paquetes de energia kfiw, entre dis-
tintos modos de los reservorios en el sentido dado por la diferencia entre sus niimeros de
ocupacion.

3.2.3.3 Término no resonante

La contribucion de los procesos no resonantes puede ser escrita como

B ka)d
QMR=1, ¥ dwh(kog - o) P @) @) +1/2]
a 0 ’
k>0,p , (3.27)

kwd
+14 Zf dwho pg (@) [n () +1/2]
k>0,80

donde ﬁka)ﬁ () = (@/2)tr[Iq (kwg — 0) A_(iw)Ig (w)AT_k(iw)] es un niimero adimensional po-
sitivo que puede ser interpretado como una tasa de emision por unidad de frecuencia desde
el potencial externo V (t) hacia excitaciones en los reservorios, una en el modo de frecuen-
cia kwg —w en &, y otra en el modo de frecuencia w en £g. En estos procesos, un paquete
de energia del potencial externo de valor kfiw se divide y crea un par de excitaciones en los
reservorios, una con energia 7i(kw, — w) y la otra con energia fiw, de modo que, por conser-
vacion de la energia, su suma sea igual a kfiw,. El primer término del lado derecho de la Ec.
(3.27), representado esquematicamente en la Fig. 3.3 en color gris, corresponde al caso en el
que el modo de frecuencia kw; — w es excitado en &y, mientras que el modo de frecuencia
w es excitado en &g. Analogamente, el segundo término del lado derecho de la Ec. (3.27), re-
presentado esquematicamente en la Fig. 3.3 en color verde, corresponde al caso opuesto, en
el que el modo de frecuencia w es excitado en £, y el modo de frecuencia kw;—w es excitado
en &g. En contraposicion a anT y an, en estos procesos las excitaciones no son transferidas
entre modos del entorno, sino que son creadas de a pares a partir de la energia brindada por
el potencial externo.

Los procesos no resonantes tienen como caracteristica peculiar que producen intercam-
bio de calor incluso si n) (w) = 0, mientras que Q_gaT y Q_ga ambos se anularian. En el caso de

reservorios térmicos en el que ng (w) = [eh‘”/ kpTo _ 117Y ésto corresponde a poder intercam-

biar calor a temperatura igual a cero. Es decir, a bajos niameros de ocupacion, la creacion

de pares de excitacion, que es un proceso puramente cuantico, domina la transferencia de

calor entre sustancia motora y reservorios. De hecho, debido a que Qév R >0, el sentido del
a
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Figura 3.3: Procesos no resonantes entre dos entornos &, y 8,3.

intercambio de energia es siempre desde el potencial externo hacia los reservorios. Enton-
ces, podriamos decir que estos procesos constantemente calientan a los reservorios y, por
ello, cumplen un rol fundamental en la formulacion de Nernst de la tercera ley de la termo-
dinamica [47].

La suma de todos los Q_é\i R se puede escribir como

_ k(ud
QM =1,Y Y kho, f dw ﬁfx’c}j(m) [ng () +1/2]) (3.28)
a,f k>0 0 '

dejando asi en evidencia que, como resultado final, en cada ciclo termodindmico, paquetes
de energia de valor khw, son inyectados desde el potencial externo hacia los reservorios.

3.2.4 Trabajoy eficiencia

En esta seccion vamos a estudiar la relacion entre el trabajo producido por el motor y
su eficiencia, y los procesos elementales descriptos en la Seccién 3.2.3, que dan origen al
intercambio de calor entre la sustancia motora y los reservorios.

Segun la Ec. (3.18) y lo visto en la Seccién 3.2.3, el trabajo total producido por el motor
durante un ciclo en el estado estacionario se puede escribir como

W =QF + QNE, (3.29)

donde recordamos que QF y Q™% son las contribuciones de los términos resonantes y no re-
sonantes, respectivamente, y el término estdtico no aparece pues la suma de todos los QgT
a

se anula. Debido a que Q™VF es siempre positivo, los procesos resonantes son los responsa-
bles de que el motor pueda realizar trabajo: como necesitamos que W < 0, una condicién
necesaria pero no suficiente es Qf < 0. Podemos encontrar una condicién analoga a la que
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conocemos de termodindmica clésica de la siguiente forma. Si bien cada Qg, tiene un signo
definido, lo que significa que hay un intercambio neto de calor entre la susbtancia motora
y el reservorio &, en algin sentido dado por el signo de Qg,, cada modo dentro del entorno
puede puede realizar un intercambio de calor en ese mismo sentido o no. Es decir, si cada
modo en &, de frecuencia w contribuye un d Q_Sa,w al calor total, de forma tal que

_ ) © 40
Qg, = f dQg, 0= f Qz, dw, (3.30)
0o dw

donde dQg¢,/dw es el integrando de la Ec. (A.29), por més que Qg, tenga un signo definido,
dQ_ga/dw no necesariamente tiene el mismo para cada modo de frecuencia w. Entonces,
adelantdandonos a lo que veremos en la Seccién 3.3.2, vamos a considerar cada modo del
entorno como un entorno en si mismo y vamos a diferenciar el calor que fluye desde la
sustancia motora hacia el reservorio &£, del que fluye en el sentido inverso mirando al calor
intercambiado por cada modo de forma individual. Para ello, dividimos a dQg¢,/dw en su
parte positiva y su parte negativa:

aQ; _
p = =méx{dQg,/dw,0}
w (3.31)
dQe, . .
= =max{-dQg,/dw,0}
dw

La parte positiva de dQg, /dw, d an /dw, corresponde al conjunto de modos cuyo calor in-
tercambiado fluye desde la sustancia motora a £, y la parte negativa, d an /dw, correspon-
de al conjunto de modos cuyo calor intercambiado fluye en sentido inverso, desde &, hacia
la sustancia motora. Notamos que dQg, /dw = d Q_ga ldw—d Q_ga /dw 'y, por lo tanto, podemos

definir .
) 0o dQ
an if 7 €a dw
o dw (3.32)
- 0 nga d
€a _](; dw @

donde Q:;a es el calor neto (es decir, incluyendo todos los modos del entorno) que fluye des-
de la sustancia motora a &,, y an al calor que fluye en el sentido opuesto, de modo que
Qsg, = Q_;a - an. Recordando lo analizado en la Seccién 3.2.3, podemos concluir que los

procesos no resonantes solo contribuyen a an (pues al crear pares de excitacion la transfe-
rencia de energia ocurre desde el potencial externo hacia los reservorios), mientras que los
resonantes contribuyen a an y an Finalmente, agrupamos los calores de todos los reser-
vorios: - -

Qees=) Qf

- < 3.33

Qe—s= Qc, (339

a

donde definimos a Qg5 que, como es la suma de todas las partes positivas de los Q_ga, es
el calor neto que fluye de la sustancia motora a los reservorios, y a Qs_s que, como es la
suma de todas las partes negativas de los Qg,, es el calor neto que fluye de los reservorios a
la sustancia motora. Entonces, podemos escribir la Ec. (3.29) de la forma

W=0Qs_s-Qs—5| (3.34)

38



Luego, la condicién necesaria y suficiente para que el motor realice trabajo es

Qs—s<Qs_s | (3.35)

Es decir, el motor realiza trabajo si y sélo si el calor que fluye de los reservorios hacia la
sustancia motora, que es sOlo debido a los procesos resonantes, es mayor que el calor que
fluye de la sustancia motora hacia los reservorios, que incluye la contribucion de los dos
tipos de procesos, resonantes y no resonantes.

La eficiencia del motor 7 esta definida como el cociente entre el trabajo realizado por
éste y el costo energético para producirlo. Vamos a calcular la eficiencia promedio del motor
durante un ciclo, que es el trabajo promedio realizado durante ese ciclo dividido la energia
promedio necesaria para realizarlo (notar que esto es el cociente de dos promedios, y no el
promedio del cociente). Debido a que W < 0, el numerador es entonces |W| = Qg_.s— Q¢ —s.
Por otro lado, el denominador, que es la energia necesaria para que el motor funcione, es el
calor neto que fluye de los reservorios a la sustancia motora, que arriba identificamos como
Q¢_.s. Entonces, podemos escribir la siguiente expresion exacta para 1:

_ Qe—s—Q¢g-s

= (3.36)
Qsc-s

Notamos que el efecto de los procesos no resonantes, que estd completamente incluido en
Q¢ s, es siempre perjudicial para la eficiencia del motor. A simple vista, uno diria se est4
desperdiciando energia del potencial externo en crear pares de excitationes en vez de rea-
lizar trabajo ultil pero, como veremos en el Capitulo 4, esa energia no es inyectada en el
entorno y disipada sin mds, sino que es utilizada para generar correlaciones no clésicas,
como entrelazamiento.

En la Seccidén 3.4, utilizando la desigualdad de Clausius, mostraremos una cota gene-
ral para la eficiencia de la Ec. (3.36) que en el caso de reservorios térmicos se reduce a la
eficiencia de Carnot.

3.3 Segunda ley de la termodinamica

En esta seccion vamos a estudiar los dos enunciados mas comunes de la segunda ley
de la termodindmica en el contexto de los motores cldsicos y cudnticos: el enunciado de
Kelvin-Planck y la desigualdad de Clausius, que es la forma matematica que elgi6 Clausius
para enunciar la segunda ley [53]. Al final de esta seccién mostraremos la equivalencia entre
estos dos enunciados en el caso de reservorios térmicos. El enunciado original de Carnot lo
vamos a dejar para la Seccion 3.4, cuando ya hayamos probado la desigualdad de Clausius
y una cota generalizada para la eficiencia de los motores cudnticos lineales.

3.3.1 Enunciado de Kelvin-Planck

El enunciado clasico de Kelvin-Planck de la segunda ley de la termodindmica dice: es im-
posible construir un motor ciclico que solo absorba calor de un reservorio térmico y produzca
una cantidad equivalente de trabajo. Veamos cOmo se manifiesta ésto en los motores que
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estamos estudiando. Recordamos que el trabajo producido por un motor cudntico lineal
durante un ciclo esta dado por
W = QR+ QM (3.37)

mas la condicién W < 0, que significa que podemos extraer trabajo de él. Como el término
correspondiente a los procesos no resonantes, Q'V¥, es siempre positivo, para poder extraer
trabajo ciclicamente de nuestro motor necesitamos que QF < 0 (esta condicién es necesaria
pero no suficiente). Vamos a considerar una condiciéon mas general a tener un solo reservo-
rio, que es que fodos los reservorios hayan sido preparados en estados iniciales con el mismo
niimero de ocupacién n° (w). Estrictamente, tener un solo reservorio significaria que no haya
ninguna diferencia entre los estados iniciales de los distintos £,. Acd estamos permitiendo
que los reservorios tengan diferentes densidades espectrales y estados iniciales, siempre y
cuando n°(w) sea el mismo para todos ellos. En ese caso, el calor intercambiado por los
procesos resonantes QF esta dado por

QR=1,Y % khwdf dw p;’“}; @) [n°(w) = n®(w + kwy)l. (3.38)
a,f k>0 0 '

Entonces, vemos que QF < 0 implica que n°(w) no es una funcién decreciente de w (recor-
damos que las tasas pg“}j son positivas). Por lo tanto, la generalizacién del enunciado de
Kelvin-Planck seria: no se puede extraer trabajo ciclicamente de un conjunto de reservorios
que fueron inicialmente preparados en estados con el mismo niimero de ocupacion si ese nii-
mero de ocupacion es una funcion decreciente de la frecuencia, sin importar cémo sean sus
densidades espectrales. Por otro lado, si n%(w) no es una funcién decreciente de w, lo que
significa que hay inversion de poblacion para al menos algunos modos, los reservorios se
vuelven termodinamicamente inestables y tienen tendencia a liberar energia que puede ser
transformada en trabajo util.

En la Seccién 3.3.3 vamos a estudiar la equivalencia entre el enunciado generalizado de
Kelvin-Planck y la desigualdad de Clausius.

3.3.2 Desigualdad de Clausius generalizada

En esta seccién vamos a demostrar una desigualdad de Clausius generalizada (es decir,
para reservorios no necesariamente térmicos) para la clase de motores cudnticos lineales:

SO | dQ_ga
;fo T do =0 (3.39)

donde 7, (w) es una temperatura local, que es una temperatura efectiva para cada modo del
reservorio que solo depende de su frecuencia y del valor inicial del nimero de ocupacién
n (). La desigualdad de Clausius no solo es la forma matematica en la que Clausius enun-
ci6 la segunda ley de la termodindmica [53], sino que es una herramienta increiblemente
atil que nos va a permitir demostrar una cota generalizada para la eficiencia de los motores
que estamos estudiando en la Seccién 3.4.

A continuacién vamos a motivar la definicién de 7, (w) y luego vamos a demostrar la
desigualdad de Clausius. Antes de seguir queremos remarcar que, en el caso particular de

reservorios térmicos en el que
1

ohwlksTa _ 1’ (3.40)

ng(w) =
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con T, la temperatura termodindmica de &, la temperatura local 7, (w) es igual a T, (inde-
pendientemente del valor de w) y la desigualdad de Clausius generalizada se reduce a la ya
conocida:

y QTg“ >0, (3.41)
a a

3.3.2.1 Temperatura local

En esta seccion vamos a introducir el concepto de temperatura local, que, como mencio-
namos anteriormente, es una temperatura efectiva que se le puede asignar a cada modo del
entorno, que solo depende de su frecuencia y de n) (w). Para ello consideremos el caso més
sencillo no trivial del modelo que venimos utilizando hasta ahora: un sistema S constituido
por un solo oscilador con V(#) = Mou‘z.S independiente del tiempo, y debilmente acoplado
a un entorno £ no necesariamente térmico. Este es el modelo arquetipico de movimiento
Browniano cuédntico pero donde permitimos que el entorno sea no térmico. Vamos a ver que
el estado asintotico del oscilador se puede interpretar como un estado térmico cuya tempe-
ratura solo depende de ws y del valor medio inicial del operador ntimero correspondiente a
&, n°. Esta observacion es la idea detras del concepto de temperatura local.

Segun los cdlculos que hicimos en la Seccién 2.5, y suponiendo nuevamente que el esta-
do inicial del oscilador es Gaussiano, su estado asintético esta caracterizado por una matriz
de covariancia cuyos componentes, correctamentei adimensionalizados, son

{X(), X)) — Mo, f ” dol(w)|g(iw)*12n’ @) + 1]
0

{P(®), P()}) — wM f dww? () §(iw)2[2n ) +1] (3.42)
r Jo
({X(1), PO} — 0

donde recordamos que g(s) = [M(s*> + ®2) + s7(s)]"! era la transformada de Laplace de la
funcién de Green del problema estético. Utilizando la identidad demostrada en la Seccién
2.3.3,

1 n
Im(g™ (iw)] = S 1), (3.43)

podemos escribir las componentes no nulas de la matriz de covariancia dadas en la Ec.
(3.42) como

({X(t),X(t)})—»ngrIm{‘[ dw§*(iw)[2n°(w)+1]}
/4 0
0o (3.44)
2 M 2 0
({P(t),P(t)})—>;w—Im dow” g* (in)2n” (W) + 1]
r 0

con g* el complejo conjugado de g. Las expresiones en la Ec. (3.44) son exactas y sirven para
cualquier densidad espectral. Para seguir, consideramos el limite de acoplamiento débil en
el que yo — 0, por lo tanto, g(iw) — 1/ M(w% — »?). Entonces,

© 20w +1
f da)—2 >
0 (1)5—(1)

foo dww22"0 () +1
0

2 _ 2
wa

2
(X0, X0} — ;wglm

) (3.45)
1
{P(D),P(1)}) — ——1Im
TWs
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Utilizando la formula integral de Cauchy para resolver las integrales, llegamos a las expre-
siones finales para los elementos de la matriz de covariancia asintética de S:

AX (0, X))y — 2n°(ws) +1
{P(1), P(D)}) — 2n°(ws) +1 (3.46)
{X(1),P(1)}) — 0

Es decir, si acoplamos debilmente un oscilador a un entorno, a tiempos largos éste termina
copiando el estado inicial del entorno salvo por los elementos extra diagonales de la matriz
de covariancia, que pasan a ser nulos. Podemos interpretar esta situacion de otra forma: si
un observador que no conoce el estado del entorno mide el estado del oscilador, como ve
una matriz de covariancia escalar, podria pensar que éste alcanz6 un estado térmico a cierta
temperatura 7gs (es decir, termaliz6). De este modo, le asignaria una matriz térmica como
matriz de covariancia:

s(t) — coth( fos )11 (3.47)
S 2 2ksTs) '
que se corresponde con el estado térmico
L HsiksT:
ps=——e "SBIS, (3.48)
Zs
donde la temperatura 7g estd relacionada con n°(ws) mediante
hws
coth( ):2n°(w )+ 1. (3.49)
2kpTs s

Teniendo en mente lo anterior, a cada modo de frecuencia w de un entorno &, con valor
medio inicial del operador ntimero dado por n)(w) podemos asignarle una temperatura
local 7, (w) mediante la relacién

coth( ) =2nd () +1|. (3.50)

_w
2kpTq(w)

Definida asi, 7, (w) es la temperatura efectiva que alcanzaria un oscilador de frecuencia w
debilmente acoplado a un entorno continuo cuyos osciladores tienen un valor medio inicial
del operador nimero dado por la funcién n?. Es decir, su matriz de covariancia asintética
seria

FING) 1coth(h—w)ﬂ 3.51)
“e 2 2kpTaw)) '
y, por lo tanto, su matriz densidad reducida,
1
Paw(t) — ——e HaolksTal@) (3.52)

o,w

A continuacién detallamos algunas propiedades de la temperatura local que pueden ser
derivadas de la Ec. (3.50) y que refuerzan la idea que 7, (w) es una buena elecciéon para una
temperatura efectiva:
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= Unicidad. La temperatura local estd definida univocamente mediante la Ec. (3.50):

fiw

Talw) = 2kpgarcoth[2nd(w) +1] |

(3.53)

Debido a que n)(w) = 0, el lado derecho de la Ec. (3.50) es mayor o igual a uno. Utili-
zando que la cotangente hiperbdlica es invertible en el intervalo (1, +00), llegamos a
la igualdad deseada.

= Positividad. La temperatura local es siempre positiva:

T =0) 35

Debido a que nd(w) = 0, el lado izquierdo de la Ec. (3.50) es mayor o igual a uno vy,
como w es positiva, concluimos que 74 (w) = 0.

= Estado fundamental. Temperatura local igual a cero indica el estado fundamental:

Ta@) =0 & nd(w) =0| (3.55)

Si Tq(w) — 07, entonces coth(hw/2kp T4 (w)) — 17 y, necesariamente, ng (w) — 0", Por
el contrario, si n (w) — 0%, entonces coth(hw/2kpTy(@)) — 17y To(w) — 0F.

= Estado térmico. La temperatura local coincide con la temperatura termodindmica en
el caso de un reservorio térmico:

1

_ 0 _
Ta) =Ty © ny(w) = holtaTa 1|

(3.56)

Si 74 (w) = T,, entonces, usando la identidad coth(x/2) = 2/(e® — 1) + 1, concluimos
que 1Y (w) = [exp(hiw/ kg Ty) — 1171, Por el contrario, si nd(w) = [exp(iw/kpTy) — 1171,
usando la misma identidad que antes, se llega a que 7, (w) = Ty. De hecho, este es el
tnico caso en la que temperatura local no depende de la frecuencia:

07a

ow

1
=0 ng(a)):

eha)/kBTa — 1 i

(3.57)

Si nd(w) = lexp(hw/ kg Ty) — 1171, ya vimos que T, (w) = T, y, por lo tanto, 87, /dw = 0.
Por el contrario, derivando a ambos lados de la Ec. (3.50) y usando que 07,/0w = 0,
llegamos a 20n3/6w = —Hh/2kp Ty sinh?(hw/2kg T,), que tiene como solucion ng(a)) =
[exp(fiw/kpTy) — 117 + cte. Fijando que ng(w =0) =0, concluimos que cte = 0 y obte-
nemos el resultado deseado.

Monotonicidad. El cociente 7, (w)/w es creciente o decreciente como funciéon de w
segun ng (w) sea creciente o decreciente, respectivamente:

0

sgn %(

7&((0))] (Ong)
=sgn .

—_— 3.58
w ow ( )
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En particular, n° es una funcién creciente de w si y solo si T, también lo es y, ade-
a a

mads, 7, crece mas rapido que una funcion lineal. En cambio, si nY es una funcion
decreciente, 7, puede ser también decreciente o puede ser creciente y crecer mas
lento que una funcién lineal. Derivando a ambos lados de la Ec. (3.50) obtenemos
—h[0(w/ Ty (W) /0w]/2kg T, sinh? (hw/2kg Ty) = Zangldw. Usando que (7, (w)/w) /0w =
—[To (@) w]?[0(w! Ty (w))/dw] en la igualdad anterior, vemos que las funciones Gng /0w
y 0(Tq(w)/w)/ 0w tienen el mismo signo.

= Comportamiento asint6tico. Para n% (w) > 1, la temperatura local se puede aproxi-
mar como

i
To(w) = k—‘”ng (@) |, (3.59)
B

mientras que para ng (w) < 1, tenemos

fiw

Talw) = kgIn[1/nd(w)] |

(3.60)

Inviertiendo la Ec. (3.50) y usando que arcoth(x) = In[(x + 1)/(x — 1)]/2, se obtienen
ambos limites.

3.3.2.2 Demostracion de la desigualdad de Clausius

Ahora que vimos que a cada modo del entorno se le puede asignar una temperatura de
una forma fisicamente razonable, podemos pasar a la demostracion de la desigualdad de
Clausius. Primero vamos a demostrar la positividad de la produccién de entropia, y luego
vamos a relacionar la entropia con el calor intercambiado para obtener la desiguadad de-
seada. Para ello, comenzamos considerando que los reservorios son discretos (es decir, que
cada &, estd compuesto de N, osciladores) y al final vamos a pasar al limite continuo.

Debido a que la evolucion temporal del estado global ps¢ es unitaria, la entropia de von
Neumann total Sgg(f) = —tr{pse (£)In[pss ()]} se conserva:

ASse(t) = Sse(t) — Sse(0) = 0. (3.61)
Como Ss¢ es subaditiva, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

Sse(t) < Ss(t)+Se(1) < Ss(t) +)_Se, (1) < Ss(D)+)_ ) Sq,i(1), (3.62)
a a |

donde S,,; corresponde a la entropia del i-ésimo oscilador del reservorio £,. Ademads, el
estado inicial es un estado producto entonces vale que

Sse(0)=Ss(0)+) Z Sa,i(0). (3.63)

Si combinamos las Ecs. (3.61), (3.62) y (3.63), llegamos a que la suma de la produccién de la
entropias individuales es positiva:

ASs(t)+)_ Y ASqi(t)=0|. (3.64)
a i
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La Ec. (3.64) es exacta y vale para todo tiempo. A nosotros nos va a interesar el limite a
tiempos largos, pero antes debemos relacionar S, ; con el calor intercambiado entre és-
te y la sustancia motora. Para ello vamos a definir el estado de equilibrio térmico p (’;hl =
exp[-Hg,,/ kgTa(i)l! Zg i, que corresponde al i-ésimo oscilador del reservorio &, y escri-
bimos su entropia como

Sai(1) = ~trlpa, i (DIN(PI)] = {tr{p,i (Inlp g, (D)} — trlpa,i (BIn(pL )1}
(3.65)

1
= oy e ———In(Z,;)—-D ; thy
an(wi)< o) (D) + e N(Za,i) = Dx1(Pa,i(Dllpg)

donde Dkr.(pq, l(t)llp ;) es la divergencia de Kullback-Leibler o también llamada entropia
relativa entre pq,;(f) y p(';hl.. Por lo tanto, la variacion de entropia es

1
ASq (1) = s T )A<Hga,)(t) + Dkr(paq, 1(0)||pth)_DKL(Pa z(l‘)llpth)

- AQg, (1)
~ kgTa(w))

donde en la tltima desigualdad usamos que el valor medio del Hamiltoniano del i-ésimo os-
cilador del reservorio &£, es simplemente el calor intercambiado, como vimos en la Seccién
3.2,y que la divergencia de Kullback-Leibler es siempre una cantidad positiva. Reemplazan-
do el resultado de la Ec. (3.66) en la Ec. (3.64), llegamos a

AQg, (1
ASs(+3 Y k375' o+ LY Drrpui Ol 0. (3.67)

a g

(3.66)
+ Dir(pa,i O)1pL),

Ahora vamos a pasar al limite continuo. Para ello notamos que, cuando antes cada oscilador
discreto contribuia con un Qg¢, , al calor total intercambiado de forma tal que }_; Q¢,, ; = Qg,,
ahora cada modo del entorno contribuye con un dQg¢, , tal que

o d
Qg, = f dQg,, = f Qz, do. (3.68)
0

dw

Por lo tanto, la Ec. (3.67) en el caso continuo se escribe como

Asg(t)+zf kBT()d an(t)dw+2f DKL(pa(O)IIpth)dw>0. (3.69)

El paso final es evaluar la Ec. (3.69) en t = nt,4, dividirla por n y tomar el limite n — oo.
Veamos qué sucede término a término. Es claro que el tiltimo sumando es igual a cero, pues
no depende del tiempo:

11m f _DKL(Pa w(O)II,D w)dw =0. (3.70)
n—oon g
El primer sumando de la Ec. (3.69), el correspondiente a ASg, también se anula. En efecto,
la entropia de la sustancia motora es una funcién continua de ¢ y periddica a tiempos largos
(pues S alcanza un estado asintético que es 74 periédico), por lo que necesariamente es

acotada. Entonces,

AS
lim 29807 _ (3.71)

n—o0 n
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Ahora pasamos al término de interés, que es el correspondiente a la corriente de calor. Para
ello intercambiamos el limite con la integral y la derivada, y calculamos

. AQg, (n1y) o1
tim 29T _ i o (1) - Qe (0]

n—oo n n—oo n

1
= JEEOZ [Qe,(nTg) — Qe (n—1)74) + Qg, (n—1)71g) —---— Qg (0)] (3.72)
1 n
= r}l_{glo; Y [Qe, (ktg) — Qg, (k=11 g)l.
k=1

Como estamos en el caso continuo, existe un ko tal que si k > ky, las diferencias Qg, (k7 4) —
Qg¢,((k—-1)T4) yano dependen de k y son iguales al calor promedio an intercambiado du-
rante un ciclo a tiempos largos (que definimos en la Ec. (3.15)). Entonces, dividimos la suma
en dos partes:

n—o0 n n—oo

. AQg(ntg) | 1k
im 2Q& (17 _ o - > [Qe, (kt ) — Qg, (k=17 )]
k=1

1 n
+ lim — Z [(Qg, (kTg) — Qg, (k—1)T4)]
oo o (3.73)

n—oo

1 ko 1 _
= lim — ) [Qg, (kT2) — Qg, (k—D7)] + im —(n— ko) Qg,
n k=1 n—oon
= Q_ga’

donde el primer sumando del anteultimo renglén se anula pues la sumatoria es una cons-
tante que no depende de n. Juntando los resultado de las Ecs. (3.70), (3.71) y (3.73), llegamos
a la desigualdad de Clausius que estabamos buscando:

S | doga
;fo T @ do dw=0]| (3.74)

3.3.3 Equivalencia entre el enunciado de Kelvin-Planck y la desigualdad
de Clausius

La desigualdad de Clausius en la Ec. (3.74) es consecuencia directa de la positividad de
la produccién de entropia (Ec. (3.64)) y, en general, no es evidente que sea equivalente a la
segunda ley de la termodindmica en la forma de Kelvin-Planck. En esta seccién vamos a ver
que en el caso de reservorios térmicos, estas dos formas de la segunda ley si son equivalen-
tes.

Primero veamos que la desigualdad de Clausius implica Kelvin-Planck. Asumamos que
ésta vale: _

Y QT—g > 0. (3.75)
a a
Si todos los reservorios tienen la misma temperatura, entonces la Ec. (3.75) implica ¥, Q¢, =
0. Por lo tanto, W = 0 y no podemos extraer trabajo del motor. Este es justamente el enun-
ciado de Kelvin-Planck pues, en el caso térmico, que todos los reservorios tengan la misma
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temperatura implica que tenemos un solo reservorio a esa temperatura y cuya densidad
espectral es la suma de las densidades individuales. Por lo tanto, demostramos que la des-
igualdad de Clausius implica Kelvin-Planck. Para probar la implicacién en el otro sentido,
vamos a mostrar que la violacién de Clausius implica la violacién de Kelvin-Planck (y, por lo
tanto, Kelvin-Planck implica Clausius). Supongamos que no vale Clausius:

y QT—E <0, (3.76)
a a

Si la Ec. (3.76) es cierta, en el caso particular en que todos los reservorios tienen la misma
temperatura se sigue que Y., Qg, < 0y, como consecuencia, W < 0. Es decir, el motor estd
produciendo trabajo utilizando un solo reservorio térmico. Esta es una clara violaciéon del
enunciado de Kelvin-Planck. Entonces, demostramos que si no vale la desigualdad de Clau-
sius, tampoco vale Kelvin-Planck.

3.4 Cotageneralizada para la eficiencia de los motores linea-
les

En esta seccién vamos a dar una cota generalizada para la eficiencia del motor, que de-
finimos en la Seccién 3.2.4, y recordamos estd dada por la ecuacion

- Qo5 Qems (3.77)
Qe—s

donde Qs—5 =Y, an es el calor neto que fluye de la sustancia motora a los reservorios,

VQs—s=2q an es el calor neto que fluye de los reservorios a la sustancia motora. Es de-

cir, Qg_s es la energia que el motor utiliza para funcionar y Q¢._gs es el calor residual que

expulsa la substanica motora.

Para acotar la eficiencia vamos a utilizar la desigualdad de Clausius demostrada en la
seccion anterior, mostrada en la Ec. (3.74). Entonces, tomamos a la Ec. 3.74 y dividimos a
dQg,/dw en su parte positiva y su parte negativa como las definimos previamente en la Ec.
(3.31):

aQg, aq;,

d 0. 3.78
Ta(w) da) 7}((») dw w= (3-78)

Debido a que cada uno de los integrandos en la Ec. (3.78) son positivos, podemos acotar las
integrales de la siguiente forma:

dQ;. o
f E(w) o 10S mm{n(w)}zf

mln{7?x () % 20,

_ Qs—s
min{7, ()}

nga

dw

(3.79)
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© 1 dQg 1 0 dQ,
;fo To(w) dw dwzméx{%(w)};fo dw do

1 -
= a7 w) & % (360
. Qe-s
~ méax{Ta(w)}

Combinando las desigualdades en las Ecs. (3.79) y (3.80) con la desigualdad en la Ec. (3.78)

llegamos a

Qs—s Qe—s
- -— > (3.81)
min{7,(w)} max{7,(w)}
La Ec. (3.81) implica dos cosas. Primero, si la escribimos como
- min{7, (w)} -
Qses = —————Qc_s, (3.82)

-~ max{Tq ()}

podemos ver que la energia que se pierde sin ser convertida a trabajo til, Qs._s, no puede
ser arbitrariamente chica. Esto, como vimos en la Seccién 3.3.2.2, es consecuencia de la pro-
duccion irreversible de entropia. Y segundo, que la eficiencia esta acotada. Efectivamente,
si escribimos la Ec. (3.77) como

p=1- Q=S (3.83)
Qe-s
y utilizamos la Ec. (3.81), llegamos a
min{7q (w)}
<1- e (3.84)
7= i Ta )

que es una cota generalizada para la eficiencia al estilo de la cota de Carnot, es decir, que solo
depende de caracteristicas iniciales de los reservorios y no de su estructura, de la sustancia
motora, o del ciclo termodindmico que se esté realizando. Esta cota coincide con los dos
casos estudiados en la literatura:

= Reservorios térmicos a temperaturas T,. Recordamos que, en este caso, el numero
de ocupacion es ng(a)) = lexp(iw/kpTy) — 117 1o que implica que, segun la Ec. (3.50),
las temperaturas locales son iguales a las termodindmicas: 7, (w) = T,. Por lo tanto, la
cota para el eficiencia es

<1 min{T,} (3.85)
7= max(Ty) | '

que no es otra cosa mds que la eficiencia de Carnot. El hecho de que ésta sea recupera-
da cuando el estado inicial de los reservorios es un producto de estados térmicos es un
resultado general que vas mds alla de los limites de este modelo y puede ser obtenido,
por ejemplo, utilizando teoremas de fluctuacion [54, 55].

= Dos reservorios, uno de ellos térmico a temperatura 7, y otro térmico y squeezeado
a temperatura Tj, > T, y parametro de squeezing r (ver, por ejemplo, la Ref. [20]).
La temperatura local del reservorio térmico es igual a T, y la temperatura local del
reservorio squeezeado, en el limite de alta temperatura, es 7 = cosh(2r) T}, (en este
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caso, la ecuacion que define 7, es coth(hw/2kgTy(w)) = cosh(2r)coth(hw/2kpTy)).
Entonces, la cota es

T

- 3.86
cosh(2r) Ty, ( )

n=1l1

que, para cualquier r > 0, es mayor a la eficiencia de Carnot. De hecho, como 7, (w) =
cosh(2r) T, = Ty, aunque no estemos en el limite de altas temperaturas, la cota

<1 . (3.87)

NSl-———— :
max{7q (w)}

es siempre mayor a la de Carnot. Es decir, squeezeando al reservorio caliente podemos
alcanzar mayores eficiencias que la de Carnot sin necesidad de modificar las tempe-
raturas termodindmcias de los reservorios..

La Ec. (3.84) no es solamente una cota para la eficiencia de motores cuanticos lineales,
sino que es una generalizacion de la segunda ley de la termodindmica para este tipo de mé-
quinas de la forma enunciada originalmente por Carnot: el poder motor del calor es indepen-
diente de la sustancia motora utilizada, y su valor estd fijado solamente por las temperaturas
de los cuerpos que efectuan la transferencia de calor (traducido del inglés: The motive power
of heat is independent of the agents employed to realize it; its quantity is fixed solely by the
temperatures of the bodies between which is effected, finally, the transfer of caloric). La cota
generalizada para la eficiencia es equivalente a la desigualdad de Clausius solo en el caso en
que el motor funcione entre dos reservorios térmicos.

3.5 Costo de preparar reservorios no térmicos

Como mostramos en la seccién anterior, los motores cuanticos lineales que usan re-
servorios térmicos como fuente de energia siempre satisfacen la cota de Carnot, ya que su
eficiencia n es menor o igual que 17, = 1 —min{7,}/ max{T,}. Considerando que esta cota
es vdlida independientemente de como evolucione el motor, uno podria argumentar que
deberia seguir siendo vélida en un escenario en el que:

I Se preparan reservorios en un estado inicial térmico.

11 Estos reservorios térmicos son sometidos a algin potencial externo que mantenga la
forma funcional cuadratica del Hamiltoniano y los transforme en reservorios no térmi-
COs.

111 Estos reservorios, ahora no térmicos, son acoplados a la sustancia motora y son utiliza-
dos para hacer funcionar el motor.

Si calculamos la eficiencia solo en el paso III del proceso anterior, observariamos una viola-
ci6n aparente de la cota de Carnot, ya que tendriamos

min{7,(w)}

—— 3.88
méx{7e(w)} 589

n=sng=1

(de ahora en més vamos a suponer que estamos en el caso en que 1g = 7). Claramente,
la diferencia entre 7). y 1y proviene de la energia invertida en el paso II, que es necesaria
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para preparar los reservorios no térmicos a partir de unos térmicos. Utilizando nuestros
resultados previos, podemos obtener este costo energético € relativo a la energia promedio
requerida para hacer funcionar el motor durante un ciclo (es decir, relativo a Qg_s) de la
siguiente manera. Primero consideremos la definicién de la eficiencia si fuese computada
en el paso III del proceso descripto anteriormente:

_ Q=5 Qes (3.89)

Qs—s
Ahora incluyamos en 7 la energia invertida € en el paso II para transformar los reservorios
térmicos en no térmicos. Como este costo no modifica el trabajo producido por el motor,
deberia ser incluido solo en el denominador de 1, que representa el total de la energia in-
vertida. Vamos a llamar a esta nueva eficiencia 7:

f] _ QE—»S - QS«—S
Q5—>S +C (3.90)
] .
_]:+€/Qgﬁ5n
Segun la Ec. (3.84), n <7y, por lo que
n< L (3.91)
n_-1+€/Qgﬁ5ng' .

Pero, como al incluir el costo de transformar los reservorios térmicos en unos no térmicos
estamos considerando el proceso entero, la cota de la Ec. (3.91) deberia ser similar a la efi-
ciencia de Carnot:

1
——— Ny =1. 3.92
l+€]Q5q5ng Me ( )
Por lo tanto, podemos concluir que
€ —
& T 0 (3.93)
Qe—s Ne

Es decir, el costo energético de transformar los reservorios térmicos en no térmicos relativo a
la energia necesaria para hacer funcionar el motor durante un ciclo es similar a la diferencia
relativa entre la eficiencia generalizada y la eficiencia de Carnot.

La Ec. (3.93) tiene dos consecuencias importantes. Primero, nos permite saber a prioriel
minimo costo energético que debemos pagar si queremos producir una cierta cantidad de
trabajo a una eficiencia especifica, dada una cantidad incial de recursos térmicos. En efecto,
como |W|/Qg_s <1y, utilizando la Ec. (3.93) obtenemos

¢z 187 e ml (3.94)
NgMc

La Ec. (3.94) nos dice el costo energético de preparar reservorios térmicos que produzcan
una cantidad de trabajo por ciclo W a una eficiencia ng, partiendo de reservorios térmi-
cos con temperaturas maxima y minima max{7,} y min{T,}, respectivamente, es al menos
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(ng — nC)IWI/ngnC. De hecho, si ng > max{T,}/ min{T,} — 1, entonces dicho costo es mayor
al trabajo producido durante un ciclo.

La segunda consecuencia importante de la Ec. (3.93) es que el costo energético de mejo-
rar la eficiencia mediante el uso de recursos no térmicos en relacion a la energia necesaria
para hacer funcionar el motor durante un ciclo tiene un maximo valor posible determinado
solo por la temperatura del reservorio mas frio y la del mas caliente. Efectivamente, debido
aquerng < 1, entonces

¢ - min{T,}
Qs_.s ~ max{T,} —min{T,} |

(3.95)

Esto significa que, a medida que 7, se acerca a uno, el costo € crece a la misma velocidad
que Qg_s. Por lo tanto, mejorar la eficiencia usando recursos no térmicos no es mucho mas
caro que hacer funcionar el motor durante un ciclo. De hecho, si inicialmente comenzamos
con reservorios térmicos tales que max{T,} > 2min{T,}, debido a que esto implica que €
es menor que Qg¢_.s, entramos en un régimen de bajo costo en el cual mejorar la eficiencia
es mds barato que hacer funcionar el motor durante un ciclo. En la Fig. 3.4 mostramos un
diagrama de fases con los diferentes regimenes de costo energético en los que puede operar
el motor.

Como ejemplo consideremos el caso mencionado en la seccién anterior, en el que te-
niamos un reservorio térmico a temperatura 7, y otro térmico y squeezeado a temperatura
Ty, > T, y pardmetro de squeezing r. El costo de haber squeezeado el reservorio caliente es

¢ T
Qe—s Tn-T¢

Para que dicho costo sea menor que la energia necesaria para hacer funcionar el motor du-
rante un ciclo, el pardmetro de squeezing debe ser tal que 2 — T}/ T, < 1/cosh(2r). Enton-
ces, si T, < 2T, lo que equivale a tener recursos térmicos iniciales tales que n, < 1/2, so-
lo pequenos valores de r cumplen la desigualdad y, por ende, no se pueden alcanzar altas
eficiencias en el régimen de bajo costo. Por el contrario, si 7;, > 2T, o, equivalentemente,
n¢ > 1/2, entonces 1, puede estar arbitrariamente cerca de uno y € va a seguir siendo me-
nor que Qg¢_s. Finalmente, es interesante notar que en el caso de squeezings grandes, €y
Qg _.s crecen de forma similar, mientras que para pequefios valores de r, € crece como r?
mientras que Qg_ s se mantiene aproximadamente constante. Por ejemplo, para r = 3, te-
nemos 1—1/cosh(2r) = 0,995, que estd muy cerca de su valor limite, y, por lo tanto, podemos
aproximar

1

~ cosh(2r) |’ (3.96)

¢ T
Qe—~s Tn—T;
para cualquier r > 3. Por el otro lado, para r < 1/3 tenemos 1 — 1/cosh(2r) = 2r? y, por lo
tanto,

(3.97)

T, _
C= 2T2Th+TQ£—»S|r=o- (3.98)
C

3.6 ;Y doénde estalo cuantico?

Al analizar el calor intercambiado entre la sustancia motora y los reservorios en la Sec-
cién 3.2.3 observamos que habidn dos procesos encargados de realizarlo: los resonantes y
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Figura 3.4: Grafico normalizado de €/Qg_.s en funcién de 7. y la eficiencia objetivo 7.
Todos los puntos entre medio de la cota inferior (ng = 1) y la linea punteada (ng = 27.)
pertenecen al régimen de bajo costo, en el que mejorar la eficiencia es mas barato que ha-
cer funcionar el motor durante un ciclo (¢ < Qg¢_s), mientras que cualquier mejora que
se encuentre por arriba de la linea punteada requiere més energia para implementar (pues
C>Q¢-s).

los no resonantes. En analogia al flujo de calor clasico que va desde un reservorio mas ca-
liente a otro mas frio, los procesos resonantes transportan excitaciones entre un modo de
un reservorio mas poblado a uno menos poblado. Por otro lado, los procesos no resonantes
inyectan energia en los reservorios al dividir un paquete de energia del potencial externo
en dos y depositarlos en dos modos de los reservorios, creando asi nuevas excitaciones. Es-
te proceso es puramente cudntico y no tiene un analogo cldsico. Ademds, en el Capitulo 4
vamos a ver que dentro y entre los reservorios constantemente se generan correlaciones no
solo clasicas, sino también cudnticas e incluso entrelazamiento. Entonces, al ver la desigual-
dad de Clausius que obtuvimos antes,

1 nga
;fo T do =0 (3.99)

o la cota generalizada para la eficiencia,

min{7, ()}

——, 3.100
méx{7q (w)} ( )
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y notar que son completamente anélogas a los resultados cldsicos, una pregunta que surje
inmediatamente es ;dénde se manifiestan los efectos cudnticos nombrados anteriormente?
O, mads aun, ;qué es exactamente lo cudntico de este motor? Uno podria argumentar que,
por ejemplo, las temperaturas locales que aparecen en las Ecs. (3.99) y (3.100), Ty(w), no
son las temperaturas termodindmicas usuales a las que estamos acostumbrados de la teoria
clasica y eso es un reflejo de lo cudntico del motor. La realidad es que eso no es del todo
cierto. Si bien las temperaturas si son diferentes, eso es a causa de haber usado algtn tipo de
reservorio que, en principio, podria no estar disponible clasicamente, y no por la presencia
de efectos cudnticos reales como el entrelazamiento o la coherencia.

La respuesta a la pregunta es que sin duda los efectos cuanticos cumplen un papel im-
portante en el funcionamiento del motor instante a instante, pero fueron mitigados al es-
tudiar el promedio temporal. Lo anterior no quiere decir que no los observamos por una
falencia del cdlculo, sino que en promedio temporal a tiempos largos no son ni beneficio-
sos ni perjudiciales para el motor. Para ver ésto, consideremos la producciii instantdnea de
entropia durante un ciclo del motor. Es decir, entre algiin tiempo arbitrario )y fp + 74 (a di-
ferencia de como hicimos antes que la calculamos entre 0y ¢, y luego tomamos el promedio

temporal):
AQ¢ th
——EAD a.i +Z(S,E)+C(E) =0. 3.101
A 2 kL(Pa,illpy ) ( )+C(&) ( )

Notamos que aparecen tres nuevos términos comparado a lo que obtuvimos antes en la Ec.
(3.67). Por un lado aparecen dos cantidades que miden las correlaciones totales, tanto clési-
cas como cudnticas, presentes entre las respectivas partes: Z(S, &) = Ss(ty) + Se(tp) — Sse(to),
que es la informacién mutua entre la sustancia motora y todos los reservorios al comienzo
del ciclo, y C(€) = X4, S¢, ; (fo) — Se (), que es la correlacion total presente entre los reser-
vorios (C es una de las posibles generalizaciones de la informacién mutua a multiples varia-
bles [56]). Por el otro, aparece ADk (0, illp4") = Dk1(pa, l(t0+Td)||p )=Dir(pa,i(t)lIpL)),

ASS"‘Z

donde la divergencia de Kullback-Leibler DKL(pa (D p ) es una medlda de la distingui-
bilidad entre el estado reducido del osc11ador i-ésimo del reservorio &, a algtn tiempo f,
Pa,i(?),y el estado de equilibrio térmico p respecto de la temperatura local 74 (w;). Por lo

tanto, ADkr(paq, illp! @ l) mlde la desviacion total del estado reducido p4,; respecto del estado

de equilibrio térmico p durante el ciclo completo . Es decir, si al final del ciclo el esta-
do reducido del osc1lador i-ésimo se encuentra mds cerca del estado de equlllbrlo térmico
correspondiente (es decir, si tiende a termalizar), entonces ADgy (04, p ) es negativo. Si,

en cambio, su estado se aleja del estado de equilibrio térmico, entonces ADKL (pa,illp a, l-) es
positivo. En general, el acoplamiento entre la sustancia motora y los reservorios de un mo-
tor produce que éstos se desvien respecto del estado de equilibrio térmico, por lo que uno
esperaria que ADgy (pq, zllp .) sea positivo la mayor parte del tiempo.

Ahora podemos pasar al llmlte continuo y suponer que fj es lo suficientemente gran-
de como para que S haya alcanzado su estado estacionario de equilibrio. De esta forma
obtenemos una nueva desigualdad de Clausius, que depende del tiempo e incluye efectos
cudnticos reales:

©0 1
Z](; mdw d >Zf ADKL(paHp;h)dw I(S g) C((c:) (3.102)
a B/a

Utilizando esta desigualdad podemos acotar la eficiencia instantdnea del motor durante
un ciclo (es decir, el trabajo producido entre fy y ty + 74 dividido el calor que ingresa en la
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sustancia motora durante ese mismo periodo):

n(to) <1- w
il Te) (3.103)
kg min{7q (w)} © ( " .
e ARG S fo L Dk (pallpfydo].

Notamos que tanto en la nueva desigualdad de Clausius en la Ec. (3.102), como en la nueva
cota de la eficiencia en la Ec. (3.103), obtenemos tres nuevos términos que se suman a los de
las Ecs. (3.99) y (3.100). Si bien Z(S, £) y C(€) son cantidades positivas, y uno esperaria que
la integral de ADkr(pqllp2") también lo sea, en general no es claro que haya una relacién
directa entre ellos para afirmar que el conjunto tenga un signo definido en todo momento.
Por lo tanto, no es cierto que los efectos cuanticos contribuyan de forma netamente positiva
0 netamente negativa en el funcionamiento del motor. En algunos ciclos contribuirdn de
forma positiva, y en otros de forma negativa. De hecho, para que en el limite a tiempos largos
estas ecuaciones coincidan con los resultados obtenidos previamente en las Ecs. (3.99) y
(3.100), el efecto neto tiene que ser neutro.

Existe un caso en el que si podemos afirmar algo sobre los nuevos términos en las Ecs.
(3.102) y (3.103), y es cuando los reservorios son estaticos. Es decir, en la aproximacion en
la que consideramos que no evolucionan en el tiempo. Si esto sucede, y debido a que cada
uno de ellos comenz6 en un estado completamente descorrelacionado del resto, entonces
Z(S,8),C(E) y ADk1(pallpll) se anulan y obtenemos:

© 1 d
;fo m%Aandwzo, (3.104)
Y in{7y(w)}
ming /oW
<1-——F— 3.105
n(ty) < max(T (@) ( )

Por lo tanto, al suprimir la evolucién temporal de los reservorios eliminamos todo el rastro
de posibles efectos cuanticos que modifiquen el funcionamiento del motor. En otras pa-
labras, obtenemos un motor cldsico. Cabe resaltar que, si bien las Ecs. (3.104) y (3.105) se
parecen a las Ecs. (3.99) y (3.100) que obtuvimos en nuestro andlisis en secciones anterio-
res, reflejan dos cosas completamente distintas. Las Ecs. (3.104) y (3.105) nos dicen que no
hay efectos cudnticos presentes en ese motor en particular o, mejor dicho, que afecten su
funcionamiento, mientras que las Ecs. (3.99) y (3.100) implican que en promedio los efectos
cudnticos no modifican el funcionamiento de ningiin motor.

En conclusion, sin duda los efectos cudnticos en general influyen en el funcionamiento
de los motores cudnticos lineales instante a instante, y probablemente sea posible aprove-
charlos extrayendo trabajo en tiempos en los que éstos actuen de forma beneficiosa, pero si
uno extrae trabajo constantemente del motor, en promedio, no va a notar efecto alguno.
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Capitulo 4

Generacion de correlaciones clasicas y cuan-
ticas en los reservorios

En este capitulo vamos a estudiar mas en profundiad a los reservorios, que es una parte
de los motores cudnticos, y de las mdquinas térmicas en general, que suele quedar rezagada
y comunmente se asume que, debido a su gran tamafio comparado a la sustancia motora,
su evolucion es trivial y poco interesante. En particular, vamos a analizar el tipo de corre-
laciones que son producidas a tiempos largos por el transporte de excitaciones debido a
los procesos resonantes, y por la creacion de pares de excitaciones a cargo de los procesos
no reasonantes que, como veremos mads adelante, son los tinicos dos procesos que gene-
ran correlaciones mads alla del régimen transitorio. Vamos a mostrar que, lejos de ser poco
interesante, los modos de los reservorios estdn correlacionados cldsica y cuanticamente, y
algunos de ellos estan incluso entrelazados.

Para no complicar innecesariamente las cuentas y las expresiones finales, vamos a con-
siderar una simplificacion del modelo que venimos usando y explicamos en detalle en el
Capitulo 2: la sustancia motora va a estar compuesta por un solo oscilador (lo que nos va
permitir trabajar con escalares en vez de matrices), y solo vamos a considerar dos reservo-
rios térmicos que vamos a llamar £ y Ex (por left y right), a temperaturas Ty y Tg, respecti-
vamente. Vamos a escribir los Hamiltonianos de las distintas partes como:

2
Hs(0 = 2=+ 2v(na?

s()=—+=V(H)x 4.1

2m 2
He= Y pamg'pal2+qemewsqel? 4.2)

a=L,R

Hse= ) XD Caiqai (4.3)

a=L,R i

Notar que cambiamos las matrices de acoplamiento C, por los escalares c,, ;. Antes de seguir
queremos hacer énfasis que si bien es un modelo simplificado, un motor formado por estos
componentes es perfectamente capaz de entregar trabajo. La generalizacién a una sustancia
motora formada por una red de osciladores es directa, solo que las expresiones se vuelven
mas engorrosas.

A continuacion explicaremos en detalle entre qué partes de los reservorios estudiaremos
correlaciones. Luego, vamos a dar una pequena introduccion sobre las medidas que utiliza-
remos para cuantificar dichas correlaciones, pero sin demostraciones. Mostraremos c6mo
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es el estado de las partes relevantes de los reservorios en el limite de tiempos largos y vere-
mos que solamente los procesos resonantes y no resonantes son los que permanentemente
las correlacionan en ese régimen. Finalmente, estudiaremos las medidas presentadas ante-
riormente en el limite de acoplamiento débil (es decir, a menor orden en la constante de
acoplamiento ) y discutiremos los resultados.

Este capitulo estd basado en los trabajos Entanglement generation in quantum thermal
machines [42] y Time-extensive classical and quantum correlations in thermal machines [43].

4.1 Granulado de los reservorios

Debido a que estamos considerando reservorios continuos, no tiene sentido estudiar co-
rrelaciones entre modos individuales de éstos, por lo que vamos a estudiarlas entre dos ban-
das de frecuencias. Para ello, vamos a realizar un granulado (o coarse graining) del espectro
de los reservorios de la siguiente forma. Por cada £, consideramos un conjunto numerable
de frecuencias {w;} bajo las siguientes dos condiciones:

I Por cada w; en &,, existe w j dentro del conjunto de frecuencias correspondiente a Eﬁ (5,
puede ser igual o no a a) tal que w; = w; + kwy > 0 para todo k entero.

11 Por cada w; en &, existe w; dentro del conjunto de frecuencias correspondiente a £g (
puede ser igual o no a a) tal que w; + wj = kwy para todo k entero positivo.

La condicidn I es para incluir todas las correlaciones generadas por los procesos resonantes,
mientras que la condicion Il incluye a las generadas por los no resonantes. Luego de definir
el conjunto {w;}, tomamos un ancho Aw uniforme e igual para ambos reservorios y defini-
mos una banda como el intervalo de ancho Aw centrado en cada w;. Es decir, una banda es
el intervalo [w; — Aw/2,w; + Aw/2]. El tinico cuidado que hay que tener es que Aw debe ser
tal que bandas centradas en distintas frecuencias de un mismo entorno no se superpongan:
(Wi —Aw/2,w; + Aw/2]N[wj—-Aw/2,wj+Aw/2]| =@ sii# jyw;,w; € Eq.

Con las definiciones anteriores podemos ser mds precisos y decir que vamos a estudiar
las correlaciones generadas entre una banda centrada en la frecuencia w; € £ y otra ban-
da centrada en w; € £ en dos casos: cuando estdn correlacionadas por el transporte de
excitaciones, es decir, cuando se cumple w; = w; + kwg, y cuando estdn correlacionadas
por la creacion de pares de excitaciones, que es el caso w; + w; = kwy. Estas bandas es-
tan representadas esquemadticamente en la Fig. 4.1. Todas las expresiones que vamos a ob-
tener van a depender del producto AwI(w) que, para Aw suficientemente pequeio, juega
el rol de una constante de acoplamiento efectiva entre la banda y el oscilador de S, pues
Awly(w;) = ci,i/miwi.

Antes de pasar a analizar las correlaciones tenemos que hablar sobre los estados iniciales
de las bandas. Como dijimos al comienzo, vamos a restringirnos a reservorios térmicos, por
lo que el estado reducido inicial de cada uno de ellos es

1
pa(t=0)= Z—e‘Hga’kBT“, (4.4)

[0

que es un caso particular de estado Gaussiano. Recordamos que Hg, es un Hamiltoniano no
interactuante, por lo que cada oscilador de los reservorios (antes de pasar al limite continuo)
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Figura 4.1: Bandas en los entornos (regiones mds oscuras de cada esquema). (a) Bandas
correlacionadas mediante transporte de excitaciones (procesos resonantes). (b) Bandas co-
rrelacionadas mediante creacién de pares de excitacion (procesos no resonantes).

comienza también en un estado Gaussiano. Esto se traduce en que, al pasar al continuo y
realizar el granulado del espectro del reservorio, el estado inicial de cada una de las bandas
es también Gaussiano. Y como el estado inicial es Gaussiano, y la evolucién esta dada por
un Hamiltoniano cuadrético, su estado a todo tiempo también lo es. Entonces, estd comple-
tamente caracterizado por su matriz de covariancia. Por lo tanto, no es sorprendente que,
como vamos a mostrar luego, podamos estudiar las correlaciones entre bandas analizando
solo sus matrices de covariancia. El detalle importante a tener en cuenta es que la matriz de
covariancia de la banda centrada en w; € £, y de ancho Aw coincide con la matriz de cova-
riancia del oscilador de frecuencia w; del reservorio discreto pero haciendo la identificacion
ci,i/ mijw; — Awl,(w;). Es decir, la matriz de covariancia de la banda centrada en w; € &,
estd dada por

1 (tr[p(0){qq,i (1), Ga,i (D} tr[p(0){Ga,i (D), Pa,i(D)}]

Til0 = 5 | tl0(0)1qai(0), pai (D} trloO)pas(D), paild)]

(4.5)

reemplazando ci l./ m;w; por Awl,(w;) (y adimensionalizando las coordendas).

4.2 Elementos de informacion cuantica para estados Gaus-
sianos

En esta seccion vamos a presentar las herramientas necesarias para estudiar la causa
y naturaleza de las correlaciones formadas entre bandas de los reservorios. Para ello nos
vamos a basar en las Refs. [57, 58, 59]. No vamos a realizar demostraciones pues no es el
objetivo de la tesis, y la literatura sobre informacién cudntica para estados Gaussianos es
extensa.

Para cuantificar las correlaciones entre bandas de los reservorios, producidas por el trans-
porte de excitaciones o la creacion de pares de excitaciones, vamos a utilizar tres medidas
estdndares en informacion cudntica:

1 La informacion mutua para las correlaciones totales (cldsicas y cuanticas).
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11 La discordia cudntica para las correlaciones cuanticas.
111 La negatividad logaritmica para el entrelazamiento.

A continuacién vamos a explicar cada una de ellas y mostrar como calcularlas. Para ello,
como veremos en breve, necesitaremos la matriz de covariancia conjunta de ambas ban-
das, también llamada matriz de covariancia de dos modos, pues el estado es llamado estado
Gaussiano de dos modos. Esta, analogamente a como vimos en la Seccién 2.5, aparece en la
densidad de cuasiprobabilidad de Wigner del estado global al marginalizar sobre todas las
coordenadas excepto las de las dos bandas. La notaciéon estdndar en la literatura para dicha

matriz es
a y)
o= (4.6)
(YT B
donde, para una banda centrada en w; € £, y otra centrada en w j € 5/3, cada una de las
submatrices de o que aparecen en la Ec. (4.6) son:

a=0; 4.7)

p=0; (4.8)

_ 1 (trlp(©){qa,iqp,H)  trlp(0){da,i, Pp i}
2 \tlp©)1qa,i, pp 1l 0O Pai, pp, )]

Es decir, las submatrices en la diagonal de o son las matrices de covariancia individuales
de las bandas, dadas por la Ec. (4.5), y las matrices extradiagonales, y y su traspuesta, al-
macenan informacién sobre las correlaciones entre ellas. Notar que todas las medidas que
vamos a presentar abajo se anulan si dety = 0, indicando la ausencia de cualquier tipo de
correlacion.

(4.9)

4.2.1 Informacion mutua

La informacién mutua clésica entre dos variables aleatorias es una medida de la de-
pendencia mutua entre ellas. Cuantifica las correlaciones entre ambas partes midiendo la
cantidad de informacién que se puede obtener sobre una de ellas al observar la otra. Dada
una distribucién de probabilidad conjunta p(x, y), la informacién mutua entre las variables
X e Y se define como

IX:Y)=HX)+H(Y)-H(X,Y), (4.10)

donde H es la entropia de Shannon: H(X) = -} ; x;In p(x;). Si X e Y son variables indepen-
dientes, es decir, descorrelacionadas, entonces la distribucion de probabilidad conjunta es
simplemente el producto de las distribuciones p(x, y) = p(x)p(y) y la informacién mutua
se anula: Z(X : Y) = 0. Por otro lado, si estdn completamente correlacionadas, entonces
Z(X:Y)= H(X) = H(Y). En general, vale que

0<Z(X:Y)<min{H(X), H(Y)}. (4.11)

En teoria de la informacién cudntica, la informacién mutua de un estado bipartito descripto
por un operador densidad p 45 se define de forma completamente andloga:

Z(pap)=S(pa)+S(p)—S(pap) | (4.12)
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donde p 4 p son los operadores densidad reducidos de los subsistemas A y B, respectiva-
mente, y S(p) = —tr[plnp] es la entropia de von Neumann, que es la contraparte directa
de la entropia de Shannon. Si bien la informacién mutua en el caso cuéntico sigue siendo
una medida de las correlaciones entre A y B, su interpretaciéon no es tan directa como en el
caso clasico. Esto es porque, como demostraron Araki y Lieb en la Ref. [60], la informacion
mutua para estados cudnticos puede llegar a valer 2min{S(p4), S(pp)} (por ejemplo, para
estados entrelazados toma ese valor). De hecho, en general se cumple que

0=<Z(pap) =2min{S(pa), S(pp)}. (4.13)

Notar el 2 extra en la cota de la Ec. (4.13) respecto a la cota clésica en la Ec. (4.11). Es decir,
no solo cuantifica las correlaciones que son obtenidas simplemente realizando mediciones
locales en una base especifica y comparando los resultados, sino que también contiene una
componente que no puede ser directamente observada de esta manera. Esta componen-
te son las llamadas correlaciones cudnticas y son capturadas por la discordia cudntica, que
presentaremos mds abajo. La informacién mutua para un estado bipartito Gaussiano con
matriz de covariancia dada por la Ec. (4.6) puede ser facilmente obtenida como [57]

I(o)=f(Vdeta)+ f(y/detf) — f(A:) = f(A2)), (4.14)

donde f(x) = (x+1/2)In(x+1/2) — (x—1/2)In(x —1/2) y A son los autovalores simplécticos
de o,

(4.15)

2 \/AivA2—4deta’
4+ = )
- 2

con A = deta+det f+2dety. Esinteresante notar que una condicion suficiente para que una
matriz de covariancia represente a un estado fisico es que ambos autovalores simplécticos
sean mayores a un medio: 14 = 1/2 [57].

4.2.2 Discordia cuantica

La discordia cuantica surge de la necesidad de cuantificar el exceso de correlaciones me-
didas por la informacién mutua en el caso cudntico respecto al cldsico (comparar las Ecs.
(4.11) y (4.13)). El hecho de que Z(p 45) < 2min{S(p 4), S(pp)} refleja la existencia de correla-
ciones mas alld de las que pueden ser inferidas con observaciones locales, que llamaremos
correlaciones cudnticas. Esta medida fue originalmente propuesta por Ollivier y Zurek [61]
y Henderson y Vedral [62] casi simultaneamente en un esfuerzo por explicar una serie de
trabajos que desafiaban la creencia de que el entrelazamiento era la inica forma de corre-
lacién cuéntica [63, 64, 65]. Recientemente se ha demostrado que la presencia de discordia
cudantica es una propiedad de la que gozan casi todos los estados cudnticos [66] (es decir,
el conjunto de estados cuya discordia cudntica es nula tiene medida cero y no es denso en
ninguna parte), y ha atraido considerable atencién [67, 68, 69, 70, 71].

La discordia cuantica se define cuantizando la diferencia, o discordancia, entre dos me-
didas de informacién mutua que son clasicamente equivalentes:

I(X:Y)=HX)+H(Y)-H(X,Y) (4.16)
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y

JX:Y)=H(X)-HX|Y). (4.17)
Clasicamente la entropia condicional se puede escribir como H(X|Y) = H(X,Y)—- H(Y), por
loqueZ(X:Y)=J(X:Y).Ladiscrepancia entre Z y J en el caso cudntico ocurre porque el
computo de la entropia condicional S(p 4|pp), el andlogo a H(X|Y), involucra una eleccién
de una base especifica para realizar una medicién en el subsistema B con el objetivo de
inferir el estado de A. Por ende, la cuantizaciéon de 7 no es tan directa como la de Z, que
se obtenia simplemente reemplazando la entropia de Shannon por la de von Neumann.
Para ello, entonces, se realiza una minimizacién sobre todas las medidas que toman valores
sobre operadores semidefinidos positivos (positive operator-valued measures o POVMs en
inglés) que corresponden a una medicion en el subsistema B. De esta forma se encuentra
aquella que perturbe lo minimo posible al estado global y, al mismo tiempo, permita extraer
el méaximo posible de informacion sobre B. Luego, el andlogo cudntico de [J se define como

T (pag) = S(p4) — inf
J(paB) =S(pa) {lnn,,}

) (4.18)

Y pnSpaln)

donde {I1,;} esla POVM, p,, = tr(ppIl,) esla probabilidad de obtener el resultado n,y S(p aln)
es la entropia de von Neumann del estado reducido de A luego de obtener este resultado.
Finalmente, la discordia cuantica se define como

D(pap) =T(pap) — T (oap) | (4.19)

Como vemos por su definicion en la Ec. (4.18), al realizar mediciones locales sobre el subsis-

tema B, 7 solo tiene en cuenta las correlaciones clasicas, que es la cantidad de informaciéon
que puedo obtener sobre A mirando solo a B, mientras que Z tiene en cuenta todas las co-
rrelaciones, sin importar su naturaleza. Entonces, B, definida como en la Ec. (4.19), es la
diferencia entre las correlaciones totales y las correlaciones clasicas. Las flechas arriba de 7
y D que apuntan hacia la izquierda en las Ecs. (4.18) y (4.19), respectivamente, indican que
la medicion se esté realizando sobre el subsistema B para inferir el estado de A, y refleja el

hecho de que ni ? ni 5 son simétricas.

Inicialmente definida solo para sistemas de dimension finita, la discordia cudntica fue
extendida a sistemas continuos y, en particular, al caso de estados Gaussianos bipartitos
[72, 73]. Cuando se restringen las POVMs en la minimizacién de la Ec. (4.18) al conjunto
de mediciones Gaussianas, a la Ec. (4.19) se la conoce como discordia cuantica Gaussiana.
Hasta hace poco se pensaba que ésta era solo una cota superior para la discordia cuantica
en sistemas continuos pero, de hecho, se demostré que la discordia cudntica Gaussiana y
la discordia cudntica son iguales para estados Gaussianos [74]. En nuestro caso, se puede
calcular facilmente como

D(o) = f(\/detf) - fF(A) = FA) + F(/Emin) | (4.20)

donde f y A, son los definidos en la Seccién 4.2.1 y

2C%+(1/4—B)(A-4D)+2|C|y/C?+(1/4—B)(A-4D)
4(1/4—B)?
AB—C?+D—4/C*+(D—AB)?>—2C2(AB+D)
2B

(D— AB)2 < (1/4+ B)C%(A+4D)

Emin =
en otro caso

(4.21)
Arriba usamos la notacién estdndar A =dete, B=detf, C =dety y D =deto.
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4.2.3 Negatividad logaritmica

Como medida de entrelazamiento vamos a ulitizar la negatividad logaritimica,

|Ex =nl|paslh (4.22)

donde p 4p es el operador densidad traspuesto parcialmente, es decir, solo el subsistema B,
y Il -1l la norma 1 usual de operadores. La negatividad logaritmica cuantifica la violacion
del criterio de separabilidad de Peres-Horodecki [75, 76] y es mondtona bajo operaciones
locales y comunicacion clasica [77]. En nuestro caso, en el que Ay B son bandas individua-
les, este criterio es una condicion necesaria y suficiente para que el sistema compuesto sea
separable. Ademads de ser sencilla de calcular, Ex es una cota superior al entrelazamiento
destilable de p s y esté relacionada al costo de entralazar utilizando operaciones que pre-
serven la positividad de la traspuesta parcial [78].
Para estados Gaussianos de dos modos, la negatividad logaritmica se calcula como

En = méx{0, —In(21_)} |, (4.23)

donde A_ es el menor autovalor simpléctico de la matriz de covariancia & 45 correspondien-

tea pag,
~ A—+VA2-4deto
A_ :\/ 5 ,

(4.24)

con A = deta + det B — 2dety. El menor autovalor simpléctico A_ completamente caracte-
riza y cuantifica el entrelazamiento de un estado Gaussiano de dos modos: si A_ > 1/2 el
estado es separable, y si A_ < 1/2, entonces esta entrelazado. Cualquier medida de entrela-
zamiento disponible para estados Gaussianos de dos modos solo cuantifica la violacién de
esta desigualdad. Notar que dety < 0 es una condicién necesaria, pero no suficiente, para
que el estado esté entrelazado.

4.3 Matriz de covariancia a tiempos largos

En esta seccién vamos a mostrar como es la matriz de covariancia o para dos bandas
de los reservorios, una centrada en w; € £ y otra en w; € £r. En particular, como nuestro
objetivo es estudiar la produccién de correlaciones mds alld del régimen transitorio, nos va a
interesar el comportamiento de o a tiempos largos. Mostraremos las expresiones explicitas
de las matrices «, f yy (ver Ec. (4.6)), dejando las cuentas para el Apéndice B.

La matriz de covariancia o se puede descomponer como una suma de cuatro contribu-
ciones,

o(t)=vi®Vj+0oy(t)+0os(1) + 0O x 1, (4.25)

donde:
= v;®v; corresponde al estado inicial térmico de cada banda:

hwi,j

v; i =coth| ———
b (2763 T

)1]2><2 (4.26)
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= 0((t) depende solo del estado inicial de S y tiende a cero exponencialmente rdpido a
tiempos largos.

= 0 (1) oscila en el tiempo con la misma frecuencia que el potencial externo.
= O, X t eslineal en el tiempo

Como dijimos al principio de esta seccion, estamos interesados en estudiar los procesos fi-
sicos que constantemente crean correlaciones mas alld del régimen transitorio. Por lo tanto,
s6lo vamos a conservar los términos de o que no se anulen al calcular su promedio en un
periodo del potencial externo a tiempos largos, mds el término inicial v; ® v; pues vamos a
trabajar a primer orden en la constante de acoplamiento y,. Entonces, no vamos a trabajar
con o completa, sino que con la matriz

Oav(t)=Vi®Vj+ 0, x L. 4.27)

Antes de estudiar més en detalle o,,, queremos hacer énfasis en que el término lineal que
aparece en las Ecs. (4.25) y (4.27), y el hecho de que o (?) tienda a cero a tiempos largos, es
consecuencia directa de trabajar con reservorios continuos como describimos en la Secciéon
2.4. Para reservorios discretos esas dos propiedades de o 4, no son vdlidas. A continuaciéon
vamos a detallar a las submatrices que componen a la matriz o4, (las cuentas para llegar a
esas expresiones estdn hechas en el Apéndice B). Las matrices a,y y f,, son escalares,

Aoy (1) = Aay () Tox2 (4.28)

B (1) = Bav(D)Tox2 (4.29)

donde las componentes estan dadas por

1
Qay(l) = 3 + nr(w;)

T ~ .
+ FA0IR) ) 0 = nw) Ij(©i = 10| Axli(@; = nwy)) 2
B.n

x[npg(w;—nwg) —nr(w;)] x t (4.30)
+ ZA0IR() Y 0(nwa —0) Ip(nwg - o) A-litwa o))
B.n
x [ng(nwg —w;) + np(w;) + 1] x t
y
1
Bav(t) = 5 +nr(wj)
+ gAwIL(wj) Z@(wj +nwg)Ip(w;+ nwd)IAn[i(wj + nwd)]l2
B.n
(4.31)

x[nglwj+nwg) —npwj)l x ¢
+ gAwIL(wj)Z@(nwd—wj)lﬁ(nwd—wj)|A_,,[i(nwd—wj)]|2
B.n

x [ng(nwg —w;j)+np(wj) +1] x t.
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Arriba llamamos 0 a la funcién escal6n de Heaviside, que es igual a uno si el argumento
es positivo, o igual a cero si es negativo. Mds interesante es la matriz y,, que almacena las
correlaciones entre las bandas. Como mostramos en el Apéndice B, y,, es distinta de cero
solo en dos casos: siwj =w;+kwg 0 siw;+w; = kwg. Es decir, solo hay correlaciones si entre
las bandas hay transporte de excitaciones debido a los procesos resonantes, que es el caso
wj=w;+kwg, osisecreaun par de excitaciones debido a los procesos no resonantes, y una
de las excitaciones es depositada en una banda y la otra, en la otra banda, en cuyo caso se
cumple w; + w; = kwg. Esos son los dos tinicos casos en que continuamente sea crean co-
rrelaciones entre bandas mas alld del régimen transitorio. Si las bandas no estdn conectadas
por ninguno de esos dos procesos, entonces no se van a crear correlaciones netas a medida
que transcurra el tiempo. Los elementos de matriz de y,,, a tiempos largos y en el limite de
acoplamiento débil, para el caso w; + w; = kwg son

|

1
Yav,11(0 = —EA(U Ip(wi)IL(w))

xIm{(np(:) +1/21A_gliw)e 500 + [ny() + 11214 g(iw))e it} x 1

|

1
Yav22(D) = EAU) Ir(wi)IL(wj))

xIm{(np(:) +1/21A_liw)e 500 + [ny () + 11214 gliw)e @t} x 1
(4.32)

|

1
Yav,12() = EA(U Ir(wi) I (wj))

x Re {[nR(@i) + 1/2)A_gliwp)e™ " + [np()) + 11214 g(iw))e” "'} x ¢

|

1
Yav,21(D) = EAW IR I (wj))

x Re{[nR(wi) +1/21A_(iwp)e” K0l 4 [np(w)) + 1/2]A_k(iwj)e-ikwdf} x t,

mientras que en el caso w; = w; + kw, tenemos

|

1
Yay11(0 = EA‘U Ir(w)) I (w))

x Im{[nR(wi) +1/2] Aliw)e™ " — [ny(w)) + 1/2]Ajk(iw,-)eikwdt} x t

|

1
Yav,22(0) = EACU Ip(wi)IL(w))

x Im{[nR(wi) +1/2] Ap(iw;) e’ — [ny(w;) + 1/2] A% (iw j)eik‘”dt} x t
(4.33)

|

1
Yav12(D) = 580/ IR@) L))

x Re{[nr(w) + 112 Aliw)e’ " — (np (@) +1/2] A" (i e’} x ¢

|

1
Yav1 () = —EA(U IR I (w))

x Re{[ng(wi) +1/21 A(iwy) e @4 — [np(w;) + 1/2]Aik(iwj)e"kwdf} x t.

Al calcular funciones de la matriz y, (por ejemplo, su determinante) para el caso resonante
(en el cual w; = w; + kwg) hay que suplantar a los elementos mostrados en la Ec. (4.33) con
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la relacién extra

Arliw)) - A* (i0)) = —in Y I(@; - 1y ) ALli(@; - no)) Apsilii — nwg)l,|  (4.34)

que elimina términos de mayor orden en .

4.3.1 Autovalores simplécticos

Como vimos en la Seccién 4.2, para calcular las distintas medidas de correlaciones ne-
cesitamos los autovalores simplécticos de o,y Y G4y, la matriz de covariancia normal y la
matriz de covariancia correspondiente al operador densidad traspuesto parcialmente, res-
pectivamente. Estos autovalores se calculan como:

\/A + /A2 —-4deto,y
Ai =

: 435
> ( )
y

_ A++/A2—4det

A= ¢ _ STy (4.36)

con A = deta,y + det B,, + 2dety,, y A = det @,y + det B, — 2dety . En el Apéndice B estan
los cdlculos necesarios para obtener los autovalores en funcion de las cantidades mostradas
anteriormente. Acé solo presentaremos las expresiones. Para el caso no resonante tenemos

det
Ay = Vdetagy + Vay
vdetag, ++/detf,, 437
dety '
A_=./detp, + av
Y /detag + /det B,
y para el resonante,
det
Ay = Vdetagy + Vav
vdetag, —+/detf,, 4.38)

dety
A_=./detB,, — v :
Pas vdetaay —+/det B,

Notar que, siy = 0, entonces dety,, = 0 y recuperamos los autovalores simplécticos corres-
pondientes a una matriz totalmente descorrelacionada. Por otro lado, el menor autovalor
simpléctico de 7 ,y, necesario para estudiar el entrelazamiento entre bandas, para el caso
no resonante (para el resonante no es necesario pues, como veremos mds adelante, esas
bandas no estan entrelazadas) es

deta,, +detf,,

_ 1 vdeta,y, +/detp
A=\ |; (detaa +detfy,) |1~ i av\/ldetyavl). (4.39)

Con estas cantidades ya se pueden calcular las medidas de correlaciones presentadas en la
seccion anterior.
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4.4 Estudio de las correlaciones

En esta seccién vamos a utilizar los resultados anteriores para estudiar las tres medidas
de correlaciones que mostramos en la Seccién 4.2: informacién mutua, discordia cuantica
y negatividad logaritmica. Las expresiones van a estar escritas solo en término de tres inva-
riantes simplécticos fisicamente relevantes. Dos de ellos son las purezas individuales de los
estados reducidos,

1
Ui = trp? = Z\/Taav (4.40)
y
2 1
Hj :trp]. = m, 4.41)
que miden qué tan mixtos son los estados, y el otro invariante es
I'(¢) =4dety,, (4.42)

que, como explicaremos mds abajo, puede ser interpretado como el objeto que genera a
las correlaciones entre las bandas. Utilizando las Ecs. (4.30), (4.31), (4.33) y (4.32) podemos
escribir explicitamente esos tres invariantes:

1/pui=1+2ngw;)
+AwIR(0;) ) OW; — hwy)

B,n
x Ig(w; — nwa)| Apli(@; — nw )] P [ng(w; — nwq) — ngw)] x t (4.43)
+AwIR(w;) ) O(nwy — w;)

B.n

x Ig(nwg — w)|A_yli(nwg — )P ng(nwa — ) + nplw) + 1] x ¢

1/,Ltj =1 +2nL(wj)
+ A0 (0;)) OW;+ nwy)
B.n
X Iﬁ(a)j + nwd)lzzln[i(a)j + nwg)] Iz[nﬁ(wj +nwg) — nL(wj)] x t (4.44)
+ A0 (0;) ) O(nws —w;)
B.n
x Ig(nwg —wj)lil_n[i(nwd —wj)]lz[nﬁ(nwd —wj)+np(w;)+1] x t,

T4 (1) = —Aw? (@) L)) |[nr(@) + 1/21A_(iw;) + np)) + 1121 Ao x 2,| (4.45)
para el caso no resonante (w; +w; = kwg), y
() = Aw? Ip(@) () | nr(@) Ag(io) — np ) AL Gw )| x 2, (4.46)

para el resonante (w; = w; + kwg). De ahora en mas, el subindice mas (por ejemplo, I', (1))
va a indicar el caso no resonante, mientras que el menos va a indicar el caso resonante.
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A pesar de que, como vemos en las Ecs.(4.43) y (4.44), las purezas individuales u; y u; son
funciones del tiempo (ambas decrecen a medida que pasa el tiempo), en el limite de acopla-
miento débil sus valores estdin mayormente determinados por las temperaturas de sus res-
pectivos reservorios. Es decir, la condicién y; — 1 indica que la temperatura Ty es baja (es-
trictamente que fiw;/ kg Tg > 1), mientras que u; — 0 indica que Tr es alta (hw;/kpTr < 1).
Por otro lado, I+ () es una funcion cuadrética del tiempo que, como dijimos antes, puede ser
interpretada como el objeto que genera las correlaciones. Esto es asi porque la divergencia
de Kullback-Leibler entre la densidad de cuasiprobabilidad de Wigner del estado total pg,,
y la densidad de cuasiprobabilidad de Wigner del producto de los marginales pq,, ® pg,_
puede ser escrita como [58]:

Dict(Wpy, Woy, 6p5,,) = Hittj T2 (D). (4.47)

Esta divergencia mide qué tan distingubles son pg,, ¥ 0a,, ®0g,, €n €l espacio de fases. Como
vemos en la Ec. (4.47), si bien las purezas decrecen a medida que pasa el tiempo, [T+ (£)| crece
cuadraticamente, haciendo al estado total ps,, méds y mds distinguible respecto al estado
completamenete descorrelacionado pq,, ® pg, - En este sentido es en el que decimos que
I'. (2) es el responsable de generar las correlaciones.

A continuacién vamos a estudiar cada una de las medidas de correlaciones que presen-
tamos antes individualmente y en orden creciente de cuanticidad. Comenzaremos por la
informaciéon mutua, seguiremos por la discordia cudntica y finalizaremos con el entrela-
zamiento. Los cédlculos necesarios para llegar a las expresiones que vamos a mostrar estdn
detallados en el Apéndice B.

4.4.1 Informacion mutua

Comenzamos nuestro estudio de las correlaciones con la informacién mutua Z, que re-
cordamos es una medida de las correlaciones totales, cldsicas y cudnticas, entre las bandas.
Para ambos casos, resonante (signo —) y no resonante (signo +), Z tiene la misma forma
simple:

Zi(0ay) = folui, )T (D), (4.48)
donde ‘anh(u;) + atanh(u)
- atanh(y;) +atanh(u;

S (i, ) = pip T . (4.49)

A pesar de que la Ec. (4.48) da la impresion de que la informacién mutua crece cuadratica-
mente en el tiempo como |T'4(?)], ese no es el caso. Larazéon es que, mientras |I'4. (f)| aumen-
ta, f+ es una funcién monotonicamente decreciente de las purezas individuales. Mds aun,
para el caso resonante (w; = w; + kwg) se puede ver que

1
II-(0] =

(1—u) (1 —p)) (4.50)

HiHj

(esta desigualdad estd demostrada en el Apéndice B) y, en consecuencia, la informacion
mutua estd acotada: Z_ < 1. Por lo tanto, el crecimiento cuadratico en el tiempo eventual-
mente debe frenar e Z_ debe llegar a un valor de saturacién. Parece ser que la generacion
de correlaciones mediante el transporte de excitaciones no puede incrementar la informa-
cion mutua entre las bandas a valores arbitrariamente grandes. Por el contrario, en el caso
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no resonante (w; +w; = kwg) la cota de la Ec. (4.50) no es vélida. Este es un resultado espe-
rado si tenemos en cuenta que este proceso continuamente crea pares de excitaciones que
correlacionan a las bandas. Sin embargo, si existe un régimen en que la informacién mutua
crece de forma aproximandamente cuadrética en el tiempo. Para tiempos largos pero no tan
largos, de modo que las purezas individuales se mantengan relativamente constantes, f. se
mantiene constante también y la informacién mutua crece como [T (7)].

Con lo anterior en mente, la Ec. (4.48) tiene una interpretacion fisica clara: la informa-
cién mutua crece debido a la creacion de correlaciones entre las bandas a cargo de [T (?)],
pero este incremento es contrarrestado por las agitaciones térmicas del reservorio, que es-
tan representadas por f.. Ciertamente, a medida que pasa el tiempo o la temperatura au-
menta las bandas se correlacionan progresivamente mds con el resto del reservorio, dismi-
nuyendo su dependencia mutua, que es exactamente lo que cuantifica Z. M4s aun, debido
aque fi < f_, el efecto de las agitaciones térmicas en el reservorio es mds perjudicial para
las bandas que estdn correlacionadas por la creacion de pares de excitacién no resonante
(w; +wj = kwg) que las que estan correlacionadas por el mas cldsico transporte de excita-
ciones resonante (w; = w; + kwg). Es decir, el transporte de excitaciones crea correlaciones
mads robustas ante perturbaciones del reservorio que la creacion de pares de excitaciones.
La informacién mutua (junto con la discordia cudntica y la negatividad logaritmica) para
distintos valores de temperaturas estd graficada en las Figs. 4.2 y 4.3 para el caso resonante
y no resonante, respectivamente.

Hay una caracteristica interesante para notar en I'_(¢), cuya forma es
it . rE 2
T (1) = A’ Ir (@) L)) |ng (@) Ap(iw) - np()) Ag i )] x 1. (4.51)

En el caso resonante, el transporte de excitaciones puede ir en ambos sentidos (es decir, de
w;aw;j=w;+kwg o al revés) dependiendo de si un paquete de energia es absorbido desde
o emitido hacia el potencial externo. Debido a que las excitaciones se comportan como cua-
siparticulas idénticas, ocurre un efecto de interferencia que provoca que las correlaciones
generadas por la absorcion tiendan a cancelar las generadas por la emision. Efectivamente,
el caso en que ninguna excitacion fue transportada es indistinguible del caso en que el mis-
mo nimero de excitaciones fue transportada en ambos sentidos. En particular, cuando las
bandas tienen el mismo nimero de ocupacion (es decir, ng(w;) = n(w;)), la absorcién y la
emisién son equiprobables y la informacién mutua tiende a desvanecer. Esto se ve refleja-
do en el hecho de que I'_(#) se vuelve arbitrariamente chico, como muestra la Ec. (4.51) e
ilustramos en la Fig. 4.2 (c) (notar la escala del eje vertical).

Considerando que el mecanismo de creacion de pares de excitaciones es el proceso do-
minante a bajas temperaturas, la intuicién fisica nos indica que en ese caso la informaciéon
mutua entre las bandas correlacionadas por éste deberia ser mayor que la informacién mu-
tua de las bandas correlacionadas mediante el transporte de excitaciones. Analizando I'.(?),
podemos ver que éste es de hecho el caso. En contraposicion al caso no resonante, en el caso
resonante I'_ tiende a cero a medida que las temperaturas de los reservorios tienen a cero.
Cuando la temperatura de éstos es nula, las bandas no estdn pobladas y el potencial externo
no puede transportar excitaciones de una hacia la otra.
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4.4.2 Discordia cuantica

Ahora pasamos a estudiar la discordia cudntica entre bandas. Vamos a analizar el co-

ciente D/Z, que representa la cantidad de correlaciones cuanticas en relacion a la totalidad
de las correlaciones. Este estd dado por

D, (oay)

To(ow) | SEWOHD (4.52)

donde »

(4.53)

i atanh(u ;)
gi('ui,’uj): ( 'u])[1+—'u]

1+— +

Wi atanh(u;)
Notar que 0 < g4 <1y es unafuncién monotonicamente creciente de las purezas individua-
les. Debido a que g; > g_, se sigue que B+/I+ <D_/T_.Es decir, la fraccion de correlacio-
nes cudnticas en la informacién mutua entre las bandas correlacionadas por la creacién de
pares de excitaciones no resonante es menor que la fraccién de correlaciones cuanticas en la
informacién mutua entre las bandas correlacionadas por el transporte resonante de excita-
ciones. Sin embargo, es posible que la discordia cuédntica en el caso no resonante sea mayor

1+,Ll,j

que la del caso resonante (B+ > B_). Por ejemplo, ese es el caso en el limite de bajas tem-
peraturas, donde Z_ tiende a cero pero Z; no. Como consecuencia de que la informacion
mutua en el caso resonante esta acotada, la discordia cuantica también lo esta: 5_ < 1. Este
resultado fue previamente obtenido en las Refs. [72] y [73] al estudiar la discordia cuantica
entre estados térmicos squeezeados. Esto seria un indicio de que los procesos resonantes
estan generando ese tipo de estados entre las bandas.

A continuacién vamos a proporcionar algunos ejemplos que ilustran los resultados pre-
vios en dos regimenes distintos: ambos reservorios a alta y a baja temperatura. Vamos a
expresar los resultados en términos de la pureza media fi = (u; + u;)/2 y trabajar a primer
orden no trivial en Au/fi < 1, donde Ap = (u; — pj)/2. Es decir, estamos suponiendo que

—
f > Ap, lo que no implica necesariamente que u; ~ u;. El cociente D/Z para los casos no
resonante y resonante es, respectivamente,

<5+(0'av) - o
Ii(oay) 1+

(4.54)

D_(ga) _

I (0av)
Como podemos ver en las Ecs. (4.54) y (4.55), a altas temperaturas, cuando i — 0, ambas
expresiones tienden a cero (B/I — 0), indicando que las agitaciones térmicas en los re-
servorios hacen desaparecer las correlaciones cudnticas. En el otro limite en que g — 1 (el
limite de bajas temperaturas), tenemos B+/I+ —1/2y B_/I_ — 1. Para el caso no reso-
nante, eso significa que la mitad de las correlaciones son de origen cudntico. Esto puede ser
interpretado de la forma siguiente. Para este sistema cudntico de dos bandas, la informa-
cion mutua estd acotada como Z, < 2S; (desigualdad de Araki-Lieb con Sj la entropia de
von Neumann de una banda promedio representada por i), mientras que para un sistema

clasico analogo la cota seria 7, < S;. Por lo tanto, el limite anterior ((BJF/Z+ — 1/2) parece

1- %(1 — patanh(f). (4.55)
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indicar que el mecanismo de creacion de pares de excitaciones a temperatura cero satura
la desigualdad de Araki-Lieb. Entonces, tenemos Z, — 2§ y, cualitativamente, la mitad de
la informacion mutua, 0 < Z, < S, corresponde a correlaciones clasicas, y la otra mitad,
Sp <1, =28, acorrelaciones cudnticas. Esto se ve ilustrado en la Fig. 4.3 (a). Por otro lado,
en el caso resonante la situacion es distinta. Cuando gt — 1, el transporte de excitaciones
de una banda a la otra, que es el mecanismo que crea correlaciones, tiende a desaparecer
(recordar que en este caso Z_ <« Z.), pero la pequeinia cantidad de correlaciones que aun
quedan tienen discordia no nula y satisfacen D_=7_.Es decir, el remanente es de origen
cuantico. A medida de que pasa el tiempo o la temperatura incrementa, las excitaciones van
siendo transportadas de una banda a la otra, se empiezan a producir correlaciones cldsicas
y la discordia cudntica comienza a decrecer.

Debido a que la definicién de discordia cudntica estd basada en mediciones sobre uno
de los subsistemas, es naturalmente asimétrica respecto al intercambio {i, R} < {j,L}. Es
interesante ver cOmo esta asimetria se manifesta en términos de las temperaturas de los
reservorios. Por ejemplo, analicemos el caso resonante (el no resonante es andlogo), y su-
pongamos que uno de los reservorios estd a baja temperatura y el otro esta a alguna otra
temperatura arbitraria, pero mds alta que el anterior. Si £ es el que se encuentra a baja
temperatura, entonces la Ec. (4.52) se puede aproximar como

<5—(a'av) ~1— Hj
T_(0ay 2atanh(u;)’

(4.56)

La Ec. (4.56) muestra que la mayoria de las correlaciones son cudnticas en ese limite, inde-
pendientemente de la temperatura de £r. En contraste, si &g es el que se encuentra a baja
temperatura, entonces _

D_(0ay) 9 Hj

1 (oav Hi .
Si ahora incrementamos la temperatura de £;, entonces la discordia cudntica alcanza su
valor minimo: todas las correlaciones son cldsicas. Como vemos de estos dos ejemplos, la
cuanticosidad de las correlaciones medidas por la discordia cuantica depende mucho de
cudl sea el sistema que se estd observando. Esta diferencia se muestra en las Figs. 4.2 (b) y
(c) para el caso resonante, donde mostramos explicitamente los limites de las Ecs. (4.56) y
(4.57), yenlas Figs. 4.3 (b) y (c) para el caso no resonante.

(4.57)

4.4.3 Negatividad logaritmica

Como vimos antes, en el caso resonante y,, > 0y, entonces, la negatividad logaritmica es
nula. Es decir, las bandas que cumplen w; = w; + kwg, correlacionadas por el transporte de
excitaciones de una hacia la otra, no estan entrelazadas. Por lo tanto, vamos a enfocar nues-
tra atencion en las bandas correlacionadas mediante la creacion no resonante de pares de
excitaciones, que cumplen w; + w; = kw,. Estas bandas estdn entrelazadas y la negatividad
logaritmica es el méximo entre ceroy

En(H=-S;j+Tnxt, (4.58)
donde
1 (KK
Sij =-In V2 o >0 (459)
2\ 2p5p5
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Figura 4.2: Dependencia de la informacién mutua y la discordia cuantica con la frecuencia
w; para el caso resonante, con w; = w; + wg. (a,b) La temperatura es elevada en uno de
los dos reservorios hasta T = 1500y, mientras que la otra es mantenida constante a T =
0. Esto ilustra los limites mostrados en las Ecs. (4.56) y (4.57), respectivamente. (c) Ambas
temperaturas son elevadas hasta T = 7500y, mostrando que Z_ se vuelve arbitrariamente
pequefa cuando los ntimeros de ocupacion son similares (notar que la escala del eje vertical
es cien veces mas chica que la de los graficos anteriores). El potencial externo y la densidad
espectral son, respectivamente, V() = w2 + Vcos(wgt) e I(w) = 2MyowA?/m(w? + A?). Los
graficos fueron normalizados utilizando Ey = yoAwV t/w? (graficamos Z_/E2y D_/E2). Los
pardmetros usados son wy = w,/V11, w, = 800yg, V = w2/32, m = 10m;, t = 20yo y Yo =
0,005.

I'y (i +pj)e 25/l ], (4.60)

2pip
donde definimos 'y =T';(¢)/t. Notar que I, es independiente del tiempo. Observamos que,
analogamente a lo que sucede con la informacién mutua y la discordia cuédntica, Ex no es
lineal en el tiempo como sugiere la Ec. (4.58). La producién de entrelazamiento es lineal
siempre y cuando las purezas individuales se mantengan aproximadamente constantes en
el tiempo.

Dela Ec. (4.58) vemos que la producién de entrelazamiento es una competencia entre la
generacion de correlaciones a cargo del mecanismo de creacion de pares de excitaciones y
las agitaciones térmicas de los reservorios que tratan de destruirlas. Estas agitaciones térmi-
cas tienen dos efectos distintos en la negatividad logaritmica. Por un lado, reducen la tasa de
generacion de entrelazamiento I' i respecto de la tasa de generacion de correlaciones totales
I'y Ty < T4). Ty esfuncion de las purezas individuales y alcanza su valor maximo cuando
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Figura 4.3: Dependencia de la informacién mutua, la discordia cudntica y la negatividad
logaritmica con la frecuencia w; para el caso no resonante, con w; + w; = wg. (a) Cuan-
do ambos reservorios se encuentran a temperatura cero, el entrelazamiento se maximiza
y 5+ IZ, — 1/2. (b,c) La temperatura es elevada en uno de los reservorios hasta T = 7,5y,
mientras que la otra se mantiene constante a T = 0. Esto ilustra la asimetria de la discordia
cudntica. (d) Ambas temperaturas son elevadas hasta T = 7,5y y el inico entrelazamiento
restante es que el se encuentra entre las bandas centrales. El potencial externo y la densi-
dad espectral son, respectivamente, V (f) = 02 + Vcos(wg 1) e [(w) = 2MyowA?/(w? + A?).
Los graficos fueron normalizados utilizando Ey = yoAwVt/ w? (graficamos Z_/E?, D_J Eg
y En/Ep). Los pardmetros usados son wy = w,/v11, w, = 800yq, V = w?/32, m = 10m;,
t=20y0Yy Yo =0,005.

pi,j — 1, en cuyo caso I'y — /T Por el otro, proveen un umbral S;; que el mecanismo de
creacion de pares de excitaciones tiene que superar para entrelazar las bandas, pues se ne-
cesita Ey > 0, que implica que I'y x ¢ > S;;. La negatividad logaritmica estd graficada junto
a la informacién mutua y la discordia cuéntica en las Figs. 4.3 (a)-(d) para distintas tempe-
raturas. A medida que la temperatura aumenta, el entrelazamiento desaparece del lado que
corresponde a las frecuencias bajas del reservorio a alta temperatura.

Es interesante notar que S;; es obtenido a partir de la entropia de Shannon de la densi-
dad de cuasiprobabilidad de Wigner del espacio de fases correspondiente a pq,, y 0, » POT
lo que puede ser interpretado como una medida del desorden tanto absoluto como relativo
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presente en las bandas. Podemos escribirlo como

Sij=S2+ %ln[cosh(ASg)], (4.61)

donde )
S2 = > [S2(pay) + S2(pp, )] (4.62)

Y 1
A8y = E[SZ(F)aav) - S2(pp, )1, (4.63)

con Sy(p) = —In[tr(p?)] la entropia de Renyi-2 que, para estados Gaussianos, coincide con
la entropia de Shannon de la densidad de cuasiprobabilidad de Wigner del espacio de fases
correspondiente a p, a menos de una constante aditiva [58]. Como muestra la Ec. (4.61), no
solo la entropia media S, afecta la produccién de entrelazamiento entre las bandas, sino
que la diferencia AS, también lo hace. Por ejemplo, debido a que a altas temperaturas S, ~
In(T), es mas dificil entrelazar dos bandas a diferentes temperaturas que dos bandas que se
encuentren a temperaturas similares. Ademas, S;; fija una latencia fen = S;j/T'y, que es el
tiempo que es necesario esperar hasta que las bandas se entrelacen.

Como mencionamos previamente, I'. (f) puede ser intrepretado como el responsable de
generar las correlaciones. En vista de los resultados anteriores, para las bandas correlacio-
nadas mediante la creaciéon no resonante de pares de excitacion podemos escribir a este

objeto como
I |

T+ (O] = - [EN(D +S;i il? (4.64)
N

para t > ten. La Ec. (4.64) muestra que, desde el momento en que las bandas se entrelazan,
podemos interpretar que el mecanismo de creacién de pares de excitaciones tiene el doble
efecto de incrementar dicho entrelazamiento y, ademds, generar un aumento de entropia en
los reservorios (0 desordenarlos). Es necesario enfatizar que, como las purezas individuales
no varian significativamente en el tiempo, S;; es aproximadamente constante y entonces
el efecto predominante es la produccién de entrelazamiento. Como consecuencia de la Ec.
(4.64), tanto la informacién mutua como la discordia cudntica pueden ser escritas en tér-
minos de la negatividad logaritmica y, para cada EJ fijo, encontramos que ambas son fun-
ciones no monotoénicas de las purezas individuales, en concordancia con resultados previos
[72]. Ademads, queremos notar que I'y, que representa la generacion de entrelazamiento, es
proporcional al nimero de pares entrelazados Aw, como deberia serlo pues la negatividad
logaritmica es una cantidad aditiva. Esto es en contraposicén a la informacién mutuay ala
discordia cuéntica, que son proporcionales a Aw? y no aditivas.

Antes de finalizar queremos hacer un comentario més sobre los procesos resonantes.
Como mencionamos al comienzo de la seccion, las bandas que cumplen w; = w; + kwg no
estdn entrelazadas. Es decir, el transporte de excitaciones de una banda a otra no genera
entrelazamiento. Sin embargo, puede ser que este transporte juege un rol en el entrelaza-
miento presente en las bandas correlacionadas por la creacién no resonante de pares de
excitaciones (las que cumplen w; + w; = kwg). Supongamos que la excitacion presente en
la banda i que luego absorbera un paquete de energia del potencial externo para ser trans-
portada a la banda j (recordar que w; = w; + kwg) fue depositada alli por el mecanismo de
creacion de pares. En tal caso, debe existir una banda j’ que cumpla w; +w j» = k'w4. Conse-
cuentemente, las bandas j y j’ estarian relacionadas mediante w; + w» = (k+ k)wg4 lo que

72



significa que, en fecto, estarian también entrelazadas. De este andlisis concluimos que, si
bien los procesos resonantes no producen entrelazamiento, si serian capaces de intercam-
biar el entrelazamiento creado por los procesos no resonantes a otras bandas. Este efecto
deberia ser de un orden mayor en y, y por eso no es observado en las ecuaciones presenta-
das anteriormente.
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Capitulo 5

Resumen y conclusiones

En este trabajo presentamos una teoria general para la clase de motores cuanticos linea-
les, estudiando la dindmica de su funcionamiento y la generacion de correlaciones en los
reservorios. Estos motores estdin compuestos por una sustancia motora formada por una
red arbitraria de osciladores sometidos a un potencial externo periédico y acoplada a reser-
vorios bosénicos que pueden ser térmicos o no térmicos. Si bien dichos acoplamientos son
estdticos, el potencial externo le permite al motor realizar cualquier tipo de ciclo termodi-
namico que se desee, incluidos ciclos fuera de equilibrio térmodindmico.

Comenzamos mostrando la forma que toma la primera ley de la termodindmica para
este tipo de mdquinas, relacionando asi el trabajo promedio que se puede extraer del mo-
tor durante un periodo del ciclo termodindmico con el calor promedio que entra o sale de
cada uno de los reservorios durante ese mismo tiempo. Un andlisis minucioso revel6 que
hay solo dos procesos encargados de intercambiar calor entre los reservorios y la sustancia
motora: los procesos resonantes y los no resonantes. Los procesos resonantes transportan
excitaciones de un modo de algin reservorio hacia otro modo, a través de la sustancia mo-
tora, absorbiendo o emitiendo paquetes de energia desde o hacia el potencial externo. Estos
procesos son andlogos al transporte de calor cldsico, donde ahora la direccién en la que éste
fluye depende de la diferencia entre los niimeros de ocupacion de los modos del reservorio
entre los cuales la excitacion estd siendo transportada, y ademads dictaminan si es posible o
no extraer trabajo de la maquina. Por otro lado, los procesos no resonantes dividen un pa-
quete de energia del potencial externo y crean un par de excitaciones en dos modos de los
reservorios. Estos constanemente depositan energia en ellos, y dominan la transferencia de
calor a bajos nimeros de ocupacion. En el caso de reservorios térmicos, uno diria que los
procesos no resonantes constantemente calientan a los reservorios, incluso a temperatura
igual a cero. Por ello, son asociados con el postulado de Nerst de la tercera ley de la ter-
modindmica. Luego pasamos a estudiar la segunda ley de la termodindmica. Analizamos la
generalizacion del enunciado de Kelvin-Planck, mostrando que si la sustancia motora estd
acoplada a un solo reservorio entonces no se puede extraer trabajo a menos que haya inver-
sion de poblaciéon. Ademads, como consecuencia de la produccién irreversible de entropia
(que es una caracteristica proveniente de la subaditividad de la entropia de von Neumann y
no es exclusiva del sistema con el que estamos trabajando), demostramos una desigualdad
de Clausius generalizada. Esta por un lado impide que la energia que se pierde en forma de
calor sin ser convertida en trabajo ttil sea arbitrariamente pequena y, por el otro, muestra
que la eficiencia de los motores cudnticos lineales satisface una cota generalizada al estilo
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de la de Carnot, que coincide con ésta cuando los reservorios son térmicos y puede ser ma-
yor cuando no lo son. Utilizando los resultados previos, pudimos estimar el costo energético
de transformar reservorios térmicos en no térmicos, que permiten al motor alcanzar altas
eficiencias aprovechando esos nuevos recursos. Mostramos que este costo puede ser menor
que la energia necesaria para hacer funcionar el motor durante un ciclo, incluso si la eficien-
cia es arbitrariamente cercana a uno, y proporcionamos una cota inferior en términos de la
cantidad de trabajo que se desea extraer y la eficiencia que se desea alcanzar. En particular,
analizamos el caso de reservorios térmicos squeezeados. Finalmente, discutimos sobre los
aspectos cldsicos y cudnticos de este motor, y mostramos que si bien los efectos puramente
cudnticos sin duda influyen en el funcionamiento del motor, haciendo variar su eficiencia
entre un ciclo y otro, en promedio éstos no son ni beneficiosos ni detrimentales para éste.

En la segunda parte del trabajo presentamos un analisis completo de las correlaciones
clasicas y cudnticas que se generan dentro de los reservorios a tiempos largos. Para ello di-
vidimos a cada reservorio en secciones finitas que llamamos bandas, y mostramos que s6lo
los procesos resonantes y no resonantes generan correlaciones entre ellas més alla del régi-
men transitorio. Es decir, s6lo las bandas cuyas frecuencias centrales cumplen w; = w; + kwq
0 w; +w;j = kwgy estan correlacionadas a tiempos largos. Para cuantificar dichas correlacio-
nes utilizamos tres medidas estdndares en informacion cudntica: la informacién mutua, que
mide las correlaciones totales, la discordia cudntica, que mide las correlaciones cudnticas,
y la negatividad logaritmica, que mide el entrelazamiento. Los resultados mds importantes
que obtuvimos son:

= Existe un régimen donde la informacion mutua y la discordia cudntica entre las ban-
das crece de forma aproximadamente cuadratica en el tiempo. Esto sucede siempre
y cuando las purezas individuales se mantengan aproximadamente constantes. En el
caso resonante ambas cantidades estdn acotadas superiormente, lo que muestra que
este régimen eventualmente debe terminar.

= Independientemente del proceso que las correlacione, las bandas siempre presentan
discordia cudntica no nula entre ellas. La fraccion de correlaciones cudnticas respecto
de las totales se ve negativamente afectada por las agitaciones térmicas del entorno.
Este efecto es peor en las bandas correlacionadas por lo procesos no resonantes que
en las bandas correlacionadas por los procesos resonantes, indicando que las correla-
ciones producidas por éste tltimo son mds robustas.

= Solo estdn entrelazadas las bandas correlacionadas mediante los procesos no reso-
nantes. Mostramos que la negatividad logaritmica crece aproximadamente lineal en
el tiempo, y que el mecanismo de creacién de pares tiene que superar un umbral pa-
ra poder correlacionar las bandas que puede ser interpretado como una medida del
desorden (absoluto y relativo) de éstas.

= Los procesos resonantes no pueden crear entrelazamiento, pero si pueden intercam-
biarlo. Debido a que transportan excitaciones de una banda hacia otra, si la banda de
la cual la excitacion fue absorbida ya estaba entrelazada con alguna otra banda, el pro-
ceso puede intercambiar este entrelazamiento con la banda en la cual la excitacion es
depositada. Este es un efecto de orden mayor al que analizamos, y por ello no se ve
explicitamente en las ecuaciones obtenidas.
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Los resultados obtenidos en este trabajo son consistentes con estudios previos de siste-
mas similares y, ademas, generalizan a éstos. Queremos hacer énfasis en que nuestros resul-
tados estan restringidos a la clase de motores cudnticos lineales y, en principio, no deberian
ser extendidos a sistemas arbitrarios sin cuidado. Sin embargo, por la naturaleza abarcativa
de la termodindmica, uno estaria tentado a suponer que algunos de ellos, como por ejemplo
la desigualdad generalizada de Clausius o la cota generalizada para la eficiencia, seguirian
siendo validos m4ds alla del régimen lineal. Esperamos que este trabajo sea el puntapié inicial
para llegar a obtener una teoria generalizada para cualquier tipo de motor cudntico.
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Apéndice A

Calor intercambiado por cada reservorio

En este apéndice vamos a realizar el calculo explicito de Qg,, que es el calor intercam-
biado por el reservorio £, durante un ciclo termodidmico a tiempos largos. Luego, vamos a
escribirlo como suma de procesos elementales, demostrando asi la Ec. (3.19), y por dltimo
veremos propiedades de las tasas de transicion y emision.

Recordamos que la definicion de Qg, era

_ (n+)1y4 .
Qg, = lim dtQg, (1), (A.1)
n—oo Jur,
con an =d(Hg,)/dt, porlo que deberiamos comenzar calculando (Hg,). Sin embargo, po-
demos tomar un atajo que nos va a ahorrar cuentas. Para ello, notamos que

A ) d
Qs+ Qe =——(Hse) (A.2)
y, por lo que vimos en la Seccién 3.2.2,

Qs+Qe=0 = Qs=-Qc¢=-) Qs (A.3)
a

Vemos que, si bien el término Hse no conserva la energia instante a instante (es decir,
[Hs + Hg, Hsg] # 0), durante un ciclo completo actua como si lo hiciera. Entonces, en vez
de calcular an, vamos a calcular Qs y luego identificar las contribuciones individuales de
cada reservorio. Queremos hacer énfasis en que éste no es un paso trivial y el motivo por
el cual lo vamos a poder hacer es porque ya conocemos el resultado al haber previamente
calculado (Hg,) [41]. Por un lado tenemos la ecuacion de Heisenberg para (Hgs),

d 1
%(HQ = %<[H3,H35]> +(0:Hs) (A.4)

que nos indica que QS =([Hs, Hsgl)/ihy, por el otro, podemos calcular la derivada de (Hs)
explicitamente como

d (Hgs)
L (Hs) =
ft p A.5)
—tr [M—1—<{p P}
4 dt '’

+ltr [V(t)i({X X
4 dt "’

+ltr[iV(t)<{X X})]
4 |dt ’ '
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Comparando las Ecs. (A.4) y (A.5), identificamos

0 —ltr[M_liGPP}) +ltr[V(t)i<{X X})] (A.6)
ST % dt "’ 4 dt ' '
Luego,
_ 1 (n+)1y4 d 1 (n+)1y d
Qs =- lim detr |[M'—{P P} | + = lim dttr [V(t)—({X,X}) (A7)
4 n—oo ntg dt 4 n—oo ntg dt

El primer sumando del lado derecho de la Ec. (A.7) se anula porque, como vimos en la
Seccién 2.5, ({P, P}) es una funcion 7,4 periddica a tiempos largos. Ademads, d{({X, X})/dt =
2({X,P})M~!. Entonces, solo resta calcular

_ 1 (n+)ty4

Qs == lim dtte[V(HdX, PhM™. (A.8)

2 n—oo nty

Como solo interesa el valor del integrando a tiempos largos, para simplificar la cuenta po-
demos reemplazar ({X, P}) por lo calculado en la Seccién 2.5,

{X®,P)}H) —

ny Y Im{ e!(n=mwat fo dw(w + mwg) Ay (iw) Iy () AL, (iw) fa (w)M} : (A9

a nm

donde solo escribimos uno de los dos términos sin el 1/2 adelante pues estamos calculando
la traza y ambos terminos contribuyen por igual, y asillegar a

Qs = %hZZIm{tr

a kl

(n+1)T4 (k-1
lim drV(r)e'k-Dwat

n—oo Jyz,

. (A.10)
xf do(w + lwd)Ak(iw)Ia(w)A}(iw)fa(w)] }
0

Antes de continuar queremos remarcar que, si bien estamos haciendo uso de lo calcula-
do en la Seccién 2.5, esto no significa que ahora estemos suponiendo algo sobre el estado
inicial global, como hicimos en ese momento. El calculo de los elementos de la matriz de
covariancia de S realizado en la Seccién 2.5 es totalmente general. La hipétesis de estado
inicial Gaussiano nos permitié describir al estado solo mediante su matriz de covariancia.
Acé solo estamos haciendo uso de las expresiones de los elementos de dicha matriz, y no
describiendo al estado. Para resolver la integral temporal en la Ec. (A.10) descomponemos
el potencial externo V() en su serie de Fourier,

(n+D1y4 ) (n+1)7y ‘
lim dtV(pe'*Deat = im }" me At elm+k=Dogt
n=ooJnr, n—oo 4~ nt,
=74Y Vb1« (A.11)
m
=T4q ‘/l—kr
y reemplazamos lo obtenido en la Ec. (A.10):
_ 1 [e) _ -
Qs = EhrdZZIm{fo do(w +log)tr[Vi_ A (io) o () A (iw)] fo () } : (A.12)
a k!
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Ahora vamos a mostrar que

AéZlm{wtr[w_kAk(iw)Ia(w)A}(iw)]} - 0. (A.13)
k1

Esto lo hacemos escribiendo explicitamente la parte imaginaria como la resta del término
correspondiente y su conjugado, usando que V;* , = Vi_; y propiedades de la traza de ma-
trices:

2iA=Y otV Aplio)lo(@) Al (i0)] - Y o tr[Vi_¢ Ag(io) () Al (iw)]*
k,l k,l
= I;a)tr Vi_iAr(iw) I, (w)A}(iw)] - ;a)tr[vltkﬁl’;(iw)]a (WA (iw)]

=Y otV Ai0) (@) Al (i0)] - Y wtrld;(io) [o(@) AL (o) Vi_] (A.14)
k,l k,l

=Y otV Arlio) I @) Al ()] - Y o tr[ Vi Al(io) [ (@) Al (io)]
k! k!

Il
o

Por lo tanto, la Ec. (A.12) se simplifica a

- —hrdZZIm{f dw kwdtr[V,Ak_,(iw)la(w)A;(iw)]fa(w)}, (A.15)
a k,l 0

donde renombramos y redefinimos los indices de la sumatoria. Ahora vamos a hacer uso de
la ecuacion que define a los coeficientes Ag, la Ec. (2.27), para escribir

Y ViAk_iiw) = VoAr(io) + ) ViAg_(iw)
! I#0 (A.16)
= VoAr(iw) + IngOro— &~ Li(w+ ko) Ar(iw)

y reemplazar el resultado en la Ec. (A.15):

Qs = %hrdZZIm{f dw kwdtr[voAk(iw)Ia(w)Ajc(iw)]fa(w)}

L 0 (A.17)

- EhrdZZIm{f dw ko gtr[§ i (w + kwd)]]lk(iw)la(w)A;rC(iw)]fa(w)}.
a k 0

El primer sumando de la Ec. (A.17) se anula pues tr[VyAg(iw)I, (w)ﬁz(iw)] es un nimero

real:
tr[Vo A (iw) Iy (@) AL (iw)]* = tr[ Vg A} (iw) I (@) Af (iw)]

= tr[Vp Ap (i) I () A (iw)]

~ ~ (A.18)
= tr[Ax(iw) Io (W) AL (iw) Vo]
= tr[Vo Ar (i) [o (@) Al (iw)].
Entonces, el calor intercambiado nos queda
Qs = ——hrdzz dw kwgtrIm{g i (w + kw )1} Ax(iw) Iy (w)A;(iw)]fa (. (A.19)
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Ahora utilizamos la identidad que demostramos en la Seccién 2.3.3, que es vélida si ex-
tendemos la definicion de la densidad espectral a frecuencias negativas como una funcion
impar (es decir, I(-w) = —1(w)),

JU /2
Im[g (zw)]ZEI(w), (A.20)

para llegar a la expresion final de Qs:

Qs = —%hrdzz dw kw gtr[I(w + kwd);lk(ia))]a(a))A;rc(iw)]fa(a)) . (A.21)
a k J0

Al momento de identificar el calor intercambiado por cada reservorio £, debido a que Qs =
—Q¢ = — Y4 Q¢,, uno estaria tentado a mirar la Ec. (A.21) y suponer

Qs¢, = %hrde dw ko gtr[I(w + kwd)Ak(iw)la(w)ﬁz(iw)]fa(w), (A.22)
k J0

pero esto no es necesariamente cierto. De hecho, para identificar cada Qg,, tenemos que
seguir una serie de pasos no triviales que, como aclaramos antes, podemos hacerlo porque
ya los calculamos por otro camino y conocemos el resultado. El primero de estos pasos es
tomar la Ec. (A.21) y sumar y restar w al integrando:

Qs = %md Dy - dw(w+ ko )trlI(w+ kwg) Ax(iw) I, (w)A;rc(iw)]fa (W)
a f JO

- (A.23)

- Zhrd Y Y | dewwtrll(w+kwg)Ag(in)Iq (w)Ajc(iw)]fa ().
a | JO

El paso siguiente es hacer un cambio de variables en la primera integral de la Ec. (A.23) y
separar los intervalos de integracion:

Q¢ = %hrdZZf dowtr[ () Ali(w - ko)l L - ko) ALl - kog)]] falw - kog)
+ Zhrdzz dootr[I(w)Arli(w - kog) Iy (@ - ka)d)AT li(w — kw)]] fulw - kwy)

kwd
b/ ~ -
- Zhrd ZZf doowtr[I(w+ kwd)Ak(iw)Ia(w)A;rc(iw)]fa(w).
a k Y0
(A.24)
Ahora veamos que la segunda integral de la Ec. (A.24) es igual a cero. Para ello vamos a
dividir la suma en los k positivos y negativos, usar la propiedad de conjugacién de los Ay, (ver
la Seccién 2.3.1), y extender la definicién de f;, a frecuencias negativas como una funcién
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impar (es decir, fy (—w) = —fy ()):

0
Zf dwwtr[I(w)Axli(w - kwg)] Iy - kwd)Ajc[i(w — ko) folw - kwy)
k

—kwd

0 ~
= ka dwwtr[](w)]lk[i(w—kwd)]Ia(a)—kwd)A};[i(w—kwd)]]fa(a)—kwd)
k>0Y—Kkwq

0
+) f dootr[I(w)Axli(w—kwg)] Iy (- kwd)AL[i(w — ko) folw - kwy)
k<0Y—kwa

0
= ka dwwtr[l(m)ixk[i(o)—kwd)]la(w—kwd)ﬁjc[i(w—kwd)]]fa(w—kwd)
k>0 —KWgq
0

+) dowtr[I(w)A_ili(@ + kwg) 1, (@ + kwd)Aik[i(w + ko)l falw+ kwy)
k>0 kwg (A.25)

0
= Zf dwwtr[I(w) Arli(w - ko) e (© - ko g) ALl (0 - ko)l fol - kog)
k>0v—

kwd
0
-y fk dowtrI(w) Ali(w - ko) (@ -kog) ALl - ko)) folw - kog)
k>0Y —Kkq

0
= Z[ dwwtr[l(w)ixk[i(w—kwd)]la(w—kwd)Ajc[i(w—kwd)]]fa(w—kwd)
k>0~

kwd

0
_ ka dww () Ali© - koa) o - ko ) ALl @ - ko)) fal@ - kog)
k>0~ kwa

=0.
Entonces, la Ec. (A.24) nos queda

- 0 ~ ~
Q¢ = %hrd ZZf dootr[l(w)Arli(w - kwg)] (@ - kwd)AJ,rC[i(w — ko)l folw—kwg)
a k JO
_ %md sz dowtrl I+ kwg) Ax(io) I () Al (i0)] fa ().
a f JO
(A.26)
En la segunda integral de la Ec. (A.26) usamos que Ai(iw) = Afk[i (w + kwg)], como demos-

tramos en la Seccién 2.3.2, y hacemos el cambio de indice k — —k:
_ T © ~ ~
Qe = N4 szo dwwtr[I(@) Agli(@ - ko)l I - ko) ALl - ko) fal@ - ko)
a i
_ %hrd ZZ[ dowtr[I(w - kog) Al li(© — ko) Ie@) ALl - kog)]] f2 (@)
a kY0

o0
= %hrd sz dowtr[I(w) Ali(w - ko)l I - ko) ALl - kog)]] falw - kog)
a k J0
b4 o0 ~ ~
_ Zmd ZZ[ dowtr[Iy () Axli(w-kog))I(w- kwd)A;[i(a) — ko)l fa(w).
a f JO
(A.27)
Para llegar a la expresion final, desarmamos las densidades espectrales I en la Ec. (A.27)

como la suma de las densidades espectrales individuales Ig e intercambiamos los indices
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= —hrdzz dww

a,p k

x tr[ I (w) Agli(w - kwa) (o - kwd)AZ[i(w — ko)l fplw-kwa) - fa(w)].

(A.28)

Por lo tanto, ahora si podemos identificar a los calores intercambiados entre cada reservorio

y la sustancia motora tomando el sumando a de la ecuaciéon anterior:

T [e.0]
an:—thZZf dow

x tr[Iq (W) Agli(w — kwg)] 1w — kwd)fl;[i(w — ko)l fplw—kwg) — fo(w)].

A.1 Descomposicion en procesos elementales

(A.29)

En esta seccion vamos a demostrar la Ec. (3.19). Es decir, que la Ec. (A.29) se puede es-

cribir como suma de tres contribuciones de procesos elementales,
A, —AST. AR o ANR
Qe, =Qg, + Q¢ +Qc ",

donde cada una de ellas estda dada por

'Tde dwhw py () [ng) - ng W),

QR =1, f dwh(w+kwd)p(k) (a))nﬁ(w)
k>0ﬁ

-Tq ), f dwh(w+kwd)p;3 D+ kwg)nd (@ + kog)

k>0,8Y0

+T4 Z[ dwhwp ﬁ)(w+kwd)nﬁ(a)+kwd)
k>0,8Y0

- f dwhwp(k) ()2 (w),
k>0,6

y
~NR kwa k)
0 =Ta ). doh(kwg—w) by p@)(n ﬁ(a))+1/2]
k>0,8+0

kwg
+T4 Y dwho iy, (@) [nf (@) +1/2],
k>0,670

junto con las tasas

p® @) = (r/2)ullaw + kwa) A(iw) Ig(w) Al (iw)]

pe @) = (/2)trl g (kwg — ) A- k(i) Ig) AT (iw)].
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El primer paso es tomar la Ec. (A.29) y dividir la sumatoria sobre k en los positivos, negativos
y el término nulo:

Qe, = zh'[dz f dwwtr(Io () Ay (iw) I5(@) Al ((0)] [ f3(0) - folw)]

+= hrdzz dwwtr[]a(w)Ak[l(w kwa)Ig(w— kwd)AT[z(a) kw )]
B k>0v0

x [fplw—kwg) - fa ()]

+4hrdzz dwwtr[l (@) Axli(w - kwa)Igw - kog) AL li(© - kog)]]
B k<0

x[fplw—kwg) — fa(w)]

(A.36)

El primer término del lado derecho de la Ec. (A.36), el correspondiente a k = 0, es el que da
origen a QST S6lo hay que reemplazar f, (w) = 2n% (@) +1y (1/2)tr[ Iy (w) Ag(iw) I(w) Al (iw)]

(0) (a)) para llegar al resultado mostrado en la Ec. (3.20). Entonces, escribimos

Qe, = Q2T
+= hrdzz dwwtr[la(w)Ak[l(w kwa)1p(w - kwd)A*[z(w kw )]
B k>070
x[fplw—kwqg) - fa (w)] (A.37)

+— hrdzz dwwtr[la(w)Ak[l(w ko) s - koa) Al li(@ - ko a)]l
B k<070

x [fplw—kwa) — fo(@)]

Ahora tomamos el segundo término del lado derecho de la Ec. (A.37), dividimos la integral

en dos partes, de 0 a kw, yde kw, aco, y enla segunda parte hacemos el cambio de variables
w—w+kwy:

fo do wtr[ly(w) Axlilw - kwg))lg(w - kwd)]lz[i(w — ko)l fpw - kwg) — folw)]
kwd ~ _
= fo dowtr[ly(w) Axlilw - kwg)]lglw - kwd)AZ[i(w — ko)l fplw—kwg) - fo(w)]

+f do (@ + kwg) tr[ Iy + kog) Ax(io)Ig (w)]l;(iw) [fp() = falw+ kwa)l.
0

(A.38)
Ademas, en el tercer término del lado derecho de la Ec. (A.37) cambiamos el signo de los k:

Z dwwtr[la(w)Ak[l(w kwa)lg(w— kwd)AT[l(w ko) fs(w—kwa) — folw)]
k<0

f dwwtr[Iy(w)A_ k[l(w+kwd)]lﬁ(w+kwd)A lilw+ko)lfplw+kwg) — fa(w)].
(A.39)

k>0
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Introduciendo estos cambios en la Ec. (A.37) llegamos a

e ;ST
QSa = an
kwd

+ %hrdz Y dwwtr[Iy () Axlilw—kwa)lIg(w— kwd)ATk[i(w — ko)l
B k>0v0

x[fplw—kwa) — fa(w)]

+ %hrdz Y A dw (w+ ko) trll,(w + kwg) A (i) Iﬁ(w)AL(iw)] [fp(@) — falw+ kwa)]
B k>0

+ %hrdz Y Ooo dowtr[ly()A_ili(w+ ko) Isw + kwd)Aik[i(w + ko)l
B k>0

x[fplw+kwa) — fa(w)].
(A.40)
La contribucion de los procesos no resonantes viene del segundo término de lado derecho

de la Ec. (A.40). Para llegar a ella vamos a tomarlo, separar la resta de las funciones fu y fg, y
extender las definiciones de I, y f, a frecuencias negativas como funciones impares:

kwd ~ ~
fo dowtr[ly(w)Axlilw - kwa)]Isw - kwd)AL[i(w — ko) fplw—kwg) — fo(w)]
kw
= f ‘ dowtr[ly(w) Axli(w - kog)lglkog — w)AL[i(w — ko) flkwg — w) (A41)
0
kw
+f ’ dwwtr[I,(w)Axli(w - ko)l lglkwg - a))ATk[i(w — kwi)l fo ().
0

Ahora hacemos el cambio de variables kw; —w — w en el primer término de la derecho de
la Ec. (A.41), y en el segundo término usamos la propiedad de traslacién del argumento de
los Ay, Ar(iw) = AT, [i(w + kwg)], que demostramos en la Seccién 2.3.2:

kwd - ~
fo dowtr[ly(w) Axli(lw - kwg)]Iglw - kwd)AL[i(w — ko)l fplw—kwg) — fo(w)]
kw
= f ‘ do (ko g — ) trlle(kwg — w) Ap(-iw)lg (w)AjC(—iw)] fp(w) . (A42)
0
kw
+f ddwwtr[la(w)ﬁfk(iw)fﬁ(kwd—w)Aik(iw)]fa(w).
0

Por ultimo, en el primer término de la derecho de la Ec. (A.42) usamos la propiedad de con-
jugacion de los Ay, Ax(—iw) = Afk(iw), que demostramos en la Seccion 2.3.1, y en ambos
términos usamos que la traza de una matriz es igual a la traza de su traspuesta:

kwd ~ ~
fo dowtr[ly(w) Aglilw — kwg)]lgw - kwd)AL[i(a) — ko)l fplw—kwg) — fo(w)]
kw
= f ddw(kwd —w)tr[I,(kwg —w)A_k(iw)Iﬁ(w)A*_k(iw)] fp(w) (A.43)
0
kw
+[ ddwwtr[lﬁ(kwd—w)A_k(iw)Ia(w)A*_k(iw)]fa(w).
0
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S6lo resta reemplazar f, (@) = 213 (W)+1y (1/2)tr(lo(kwg—w) A_(i0) Ig(w) A" (iw)] = p(k) ()
para llegar al resultado mostrado en la Ec. (3.27). Entonces, la Ec. (A.40) la escribimos de la
forma

Qs, = QS + QY
+ = hrdz Z dw (@ + ko) trlla(@ + kog) Ax(io) Ipw) AL (o) [f50) - folo + ko)l
B k>0

+= hrdZZ dwa)tr[Ia(w)A k[l(a)+kwd)]lﬁ(a)+kwd)A li(w+ kwy)]]
B k>0

x[fplw+kwg) — fa(@)].
(A.44)
Resta escribir los dos ultimos términos de la Ec. (A.44) como la contribucién de los procesos
resonantes. Para ello primero escribimos todas las f, en términos del nimero de ocupacion,
y desarmamos las restas entre ellos:

Qs, = Q3 + Q"

+ hrdz Y dw (W + kwg) tr[Iy(w+ kwd)Ak(zw)Iﬁ(w)AT (io)]ngw)°
B k>0v0

- ghrdz Z dw (W+ kwg) tr[Iy(w+ kwd)Ak(m))Iﬁ(w)AT (i) n2(w+ kwy)

B k>0
+Zhrdzz dwotr[Iy(w)A_rli(+ ko)l I + ko) AT k[z(w+kwd)]]nﬁ(w+kwd)
B k>0

_ghrdZZfO dwwtr[la(w)ix_k[i(w+kwd)]lﬁ(w+kwd)iﬂk[i(w+kwd)]]ng(w).
B k>0
(A.45)

En el cuarto y sexto sumando de la Ec. (A.45) usamos la propiedad de traslacién de los Ay y
que la traza de una matriz es igual a la traza de su traspuesta:

f dw (@ + kog) tr[ Iy (@ + ko) Ario) I (w)Ajc(iw)] n(w+ kog)

0

= f dw (@ + kwg) tr g+ ko) AT i + ko ) I5(@) A*  [i(0 + ko)1 nd (@ + ko)
0

= f do (o + kwg) trlIg(w) A_i[i(@ + kwg) o (@ + kwd)iﬁ_k[i(w + ko )Nl ( + ko g)
0
(A.46)

f dowtr[Iy () A_li(w+ ko)l Isw+ kwd)iﬂk[i(w + ko )Nl ()

0

= f dwotr[Iy(w) Al (io) I + kog) A (io)] nd (w) (A47)
0

:f doowtrIg(w+ ko) Ax(io) o) I+ kwd);l;rc(iw)]ng(w)
0
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Ahora reemplazamos en la Ec. (A.45):

Qs, :QST Q-NR
+= hrdz Z " do (@ + ko) trlle(@ + ko g) Ax(iw) Igw) AL (i) ng)°
B k>0

_ _hrd%];)f dw (w+ kwg) trlIg(w) A_ili(w + kwg) o (@ + kwd)Aik[i(w + kol

x nO (w+kwy)

+= hrdzz dwwtr[[a(w)A rli(@+ ko) I+ kwg) AT k[z(w+kwd)]]nﬁ(w+kwd)
B k>00

- ghrd Y Z dwwtr[Iﬁ(w +kwa) A (iw)Io(w) 1w+ kwd)AT (iw)]nd ().

B k>0
(A.48)

Sélo resta identificar (/2)tr[I, (w + kwd)ilk(iw)[ﬁ (w)Az(ia))] = pka)ﬁ (w) para ver que los ul-
timos cuatro sumandos de la Ec. (A.48) corresponden a la contribucién de los términos re-
sonantes que se muestra en la Ec. (3.23). Finalmente, llegamos a que el calor intercambiado
Q_ga se puede escribir como suma de tres contribuciones,

Qe, = Q2 +QF + Q% (A.49)

que era lo que queriamos demostrar.

A.2 Propiedades de las tasas de transiciéon y emision

En esta seccion vamos a demostrar dos cosas. Primero, que las tasas p(k) (W) y p(k) (w)

son nimeros positivos. Y segundo, la propiedad de balance detallado que mostramos en el
Ec.(3.24). Es decir, que las tasas de transicién de procesos opuestos son iguales : p( O (w+

k
kwg) = pfl’}j(w).
Para demostrar que las tasas son niimeros positivos vamos a apelar a su definicion,

p® () = S tllaw+ kwa) Ar(iw) Ip() Al (iw)] (A.50)

e ) = —tr[Ia(kwd W) A_(iw)Igw) AT (iw)], (A.51)

y usar que la densidad espectral I, es una matriz real, simétrica, y semidefinida positiva,
por lo que es diagonalizable y sus autovalores son nimeros positivos o cero. Entonces, pa-
ra calcular las trazas consideramos la base de sus autovectores {|A,,;(w))} con autovalores
asociados {14,;(w)}, de modo tal que

Ia(w)Ma,i(w)) = Aa,i(w)Ma,i(w)); (A.52)

y escribimos

P = Z Mai(@+ k@) (Ag,i(@+ ko @)| Ax(io) I§(@) AL (i) da,i(@ + kwg))  (A.53)
i
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pp@) = gzaa,i(kwd — 0)(Aa,i(kwg — )| A_ (i) I§(@) AT | (iw)|Aq,i(kw g — w)).
i

Ahora notamos que

(Aai(@+ k@) Aplio) = [A] (i0)|Aqg,i (@ + ko))

(Aa,ilkwq - )| A_g(iw) = [AT (i0)|Ag,i(kwg - w))]'

y, por lo tanto, al ser matrices semidefinidas positivas,

(Aa,i(@+ k@) | Ar(iw) I (@) Al (i) Aa,i(@+ kwg)) = 0

(Aailkwg — ) A (i) Ig@) AT (i0)|Ag,i(kwa — ) 2 0.

Luego, concluimos que pka)ﬁ (w)=0y ﬁka}} (w) =0, como queriamos demostrar.

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

Para demostrar que las tasas de transiciéon de procesos opuestos son iguales, simple-
mente escribimos una de ellas y usamos la propiedad de traslancion del argumento de los

Ay y que la traza de una matriz es igual a la traza de su traspuesta:

Pha (@+kog) = gtruﬁ (@) A_li( + ko) Io(@ + kog) AT i@+ ko )]
= Sl A () 40+ kog) A i)
T = ~t .
= Etr[la(w + kwd)Ak(lw)Iﬁ(w)Ak(lw)]
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Apéndice B

Matriz de covariancia

En este apéndice vamos a realizar todos los cdlculos pertinentes a la matriz de covarian-
cia de uno y dos modos, utilizada en el Capitulo 4. Vamos a calcular todos los elementos
de las matrices a, B, y y, probar la descomposiciéon mostrada en la Ec. (4.25), y estudiar su
comportamiento a tiempos largos.

B.1 Elementos de la matriz de covariancia

Recordamos que para obtener los elementos de la matriz de covariancia de dos bandas,
primero debemos encontrar los elementos de matriz correspondientes a dos osciladores
de frecuencias w; € £r y w; € &1 de reservorios discretos y luego pasar al limite continuo
haciendo la identificacion c(zx,n/ muw,; — Awl,(w,;). Para ello, comenzamos escribiendo la
evolucion temporal de las coordenadas de un oscilador de frecuencia w;, € £, (recordar que
S ahora esté constituido por un solo oscilador):

t
an(t) = q"(1) - ﬂf dt'sin[w, (t — )] x(t) (B.1)
mupWn Jo
t
pn(®) = pl(t) - ca,n f dt'cos[w,(t—t")]x(t) (B.2)
0
donde
q,}j(t) = cos(w, ) g5 + sin(w, H)p2, (B.3)
n n
pZ(t) = —mnwnsin(wnt)qg+cos(a)nt)p2, (B.4)
y
t
x(1) = x"(1) —f ar'Ge, ) [d.) cﬁ,mq,’;(t’)] : (B.5)
0 g m
Con estas ecuaciones mas la relacién
n hiw ; _
a1, g () = ———coth (2 = ;Q)Re[e““n“l D16 m (B.6)
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podemos calcular todos los elementos de matriz necesarios. Vamos a empezar con «, defi-
nida como

1({qi(0,q:(®)  {q:(0), p:i(OH
2 \{qi(0), pi(@)})  Upi(®), pi(OH)’

recordando ademads que debemos adimiensionalizar correctamente las coordenadas. La ma-
triz f va a ser igual, solo que haciendo los reemplazos i — j y R — L. Vamos a calcular expli-
citamente el primer elemento, &1, y mostrar el resultado de los demas. Este es:

a(t) = B.7)

(), qi (1)}

a () =

_miwi  p h
= (g, (0),q; (O}

. pt B.8
—%fo dt'sin[w; (t - ) IK{g!' (1), (£} ©8)
1 i [ !
—_— f dtl[ dtsinfw;(t — f)]sin[w; (t — ) [{{x(f), x(£)}).
2h miw; Jo 0
Para continuar, usamos que
g, gl = coth( o ) (B.9)
qi ,qi B Wi ZkBTR ’ )
hcg;
h my . YER iw;(t—1))
g; (1), x()}) = miwicoth(sz R)f dth(t tl)Re[e ], (B.10)

{x (1), x(82)1) = ({x" (1), x" (1)}

C'% m h(um h b2 ; I _ 4t
+h)y — coth( )f day | dt,G(t, 1)G(t, ty)Re[e'®m1~ )],
0

(B.11)
Entonces, reemplazando las Ecs. (B.9), (B.10) y (B.11) enla Ec. (B.8) a;; nos queda:
1 fiw;
t) = —coth
=0 (ZkBTR)
1 i [ Lo , L L
- f dtlf dsin|w; (f - t)]sin[w; (f - 12)]{{x" (1), X" (R2)})
2 miw; Jo
¢z .
,L
+ miwiCOth(ZkBTR)f dt'sin[w;(t - 1] f dt,G(t, t))Re[e/i (=] (B.12)
1 Ch
—— fdtlf dtsin[w;(t— f)]sin[w;(t — )]
2miw; Jo 0
c? t t
B.m howm L R / / iwm (t 1))
X coth( )f dt dt,G(ty, 1)) G(1, th)Re[e' ™R,
%mmwm ZkBTﬁ 1 0 2 DA 272

Ahora reorganizamos términos, hacemos la identificacién c ;/miw; — Awlg(w;) y utiliza-
mos la definicién de la densidad espectral en el tltimo sumando del lado derecho de la Ec.
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(B.12):

1
a1 (t) = —coth

[507)
2 2kpTx

1 t t ) ) b b
+%AwIR(wi)f dtlf disinfw; (t— f)]sin[w; (t — ){{x" (7)), x" (£2)})
0 0

Aw; ; t ¢ o
+AwIR(wi)COth( @i )Re e’“’”f dt’sin[wi(t—t')]f dt,G(t', r)e”"ih
0 0

2kg Tr (B.13)

1 t t
+§Aa)IR(wi)Re f dtlf dtsinfw;(t— f)]sin[w; (t — )]
0 0

* h h T %) .,
fo dwlﬁ(w)coth(kaT ) dt{G(tl,t{)elwtlf dtéG(tg,té)e_lwtz},
p 0 B1p)Jo 0

Para seguir vamos a utilizar una relacién que es consecuencia de la evolucién global uni-
taria. Debido a que, inicialmente, [q?, p?] = ihT, entonces [g;(?), p;(t)] = iRV ¢. Un célculo
directo nos lleva a

in=(q"®, ptoD

t
~ CRi fo dt'coslw; (- )[qP (1), x(£)])

. t
- R f dt'sinlw;(t - YLx(E), ph (o)) (B.14)
m;w; Jo
Chi [ t
+— fdtlf dtsinw;(t — ty)]cos|w; (f — B){[x(t1), x(£2)]).
miwi Jo 0
Ahora usamos que
(ql'@), plo)) =in, (B.15)
. ' ] ,
Aqh (), x(t]) = ih—2 f dt|G(t', t})Im[e' =], (B.16)
miw; Jo
t ] ,
([x(£), pM(DO)) = —ihcr i f dt;G(¢', ;) Re[e' "], (B.17)
0
([x(t1), x(2)]) = ([x" (1), x" (2)])
Chm (B.18)

— h

f 2 ; ! !
f dt, f dtyG(t1, £))G(t, th)Im[e!®mh=5)]
0 0
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para reescribir la Ec. (B.14):

. t t y
O:Im[e“"”f dt'cos[wi(t—t’)]f dnG(t, t{)e_””itl]
0 0

. t t’ . !
—Re e“""tf dt'sin[wi(t—t')]f dt{G(t',t{)e‘“‘”tl}

dtlf dtsinfw; (f — t)]cosw; (£ — t)1{([x" (1), x" (£2)1) (B.19)

in
+Im [f dtlf dtsinw;(t— t1)]cos[w; (t — 1)]
0 0

o] n . l2 .
foO deﬁ(w)fO dt{G(rl,t{)e’wﬁfO dtgG(tz,tg)e‘“”fz‘.
p

Finalmente escribimos el coseno y el seno del primer y segundo del lado derecho de la Ec.
(B.19) como suma y resta de exponenciales imaginarias, respectivamente:

t o
Im“ dt'e "”f dt,G(t', r)e '

:_%f dtlf dtysin[w; (t — ty)]coslw; (t — )1 [x" (1), x" (12)])
(B.20)

—Im[f dtlf dtsin[w;(t— t1)]cos[w;(t— £)]
0 0

o0 n .y %) .o
x%](; dwlﬁ(w)fo dt{G(tl,t{)e“‘”ﬁfO dtgG(tz,tg)e"%]
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Ahora tomamos la expresion de a;; en la Ec. (B.13), escribimos el seno del tercer sumando
del lado derecho como resta de exponenciales imaginarias y utilizamos la Ec. (B.20):

a (t)—lcoth( hwi )
=5 2kp Tr

1 t t . ) h h
+%AwIR(wi)f dtlf dtysinlw;(t— ty)]sin[w; (£ — &)1{{x" (#1), x" (L)}
0 0

+iAwIR(w )coth( fw; )f dtlf dbsin[w;(t— t1)]cos[w;(f — f)] (l[x (t1),x (tz)])
2h 2kpTr

1 .
+§AwIR(wi)coth( hw; )

Zzwt dt'e —iw; tf dt/G(t, t/)e—iwit{
2kpTr f ! !

+1AwI (w-)coth( i,
2 R\Wj kB »

)Im [f dtlf dtsin[w;(t— f1)]cos[w;(t — t)]

(9] 131 . .
x%fo deﬁ(a))fO dt{G(tl,t{)e’wﬂfO dt,G(tp, ty)e "

1
+ EAwIR(wi)Re

t t
f dtlf dtysin|w;(t — fy)]sin[w; (¢ — f)]
0 0

fo dwlﬁ(w)coth(
B 0

@ ) tldt’G(t t’)e"“”‘iftzdt’G(t e iwh

(B.21)
Para llegar a la expresion final, solo resta escribir el coseno y los senos de los dltimos dos

sumandos de la Ec. (B.21) como suma y resta de exponenciales imaginarias y agrupar térmi-
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nos:

2

1 fiw;
au(t):—coth( w,)

1
2h

2h

1 ) hw; 2iw;t ! I —iw;t' ! / 1oy —iwit!
+§AwIR(wl)coth Im|e dte dn,G(t,t)e 1
0 0

+1AwlR(w,~)Zf dwlg(w)
8 5 J0

x Re

+ lAwIR(wi)Zfoo dwlg(w)
8 ﬁ 0

x Re

—lAwIR(wi)Zf dwlﬁ(w)coth(
4 5 J0

x Re

2kpTr

t t
+—AwIR(wi)f dhf dt,sinw;(t — r)]sinfw; (£ — )1 4x" (1), x" (£2)})
0 0

2kpTgr

ZkBTR

i hiw;
COth( @ )—coth( i )
2kpTp 2kpTr

t , 151 .o, [t . t Ny
ﬁ dhe—uu,-hf(; dtiG(tl,t{)elwtlfO dtgelwitzﬁ dt;_G(tz, té)e—lwtz]
COth( i )+coth( i )
2kpTp 2kpTr

4 . n . t . ) ;
f dtle“""tlf dt{G(tl,t{)e"”tif dtge"‘“ftzf dt,G(ty, tg)e‘”‘”é]
0 0 0 0

Aw )
2kp Tp

. 4 . I ot . 1] ,
ezw”'tf dtle_“""tlf dt{G(tl,t{)e"”tlf dtge_’“”tzf dty,G(t, t;)e "
0 0 0 0

. t t
+iAw1R(w,-)coth( fwi )f dtlf dtssinw;(t — 1)]coslw; (£ — 1)1 [x" (1), x" (£2)])
0 0

/
tz]
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Célculos completamente andlogos nos llevan a las expresiones de @2, y @12 = a2;:

a (t)—lcoth( hw; )
2175 2kg Tr

t t
+%Aw1R(wi)f dtlf dycos|w;(t — t)]cosw; (£ — £)]({x" (1), x" ()}
0 0

2h 2k
x (i[x"(£1), X" (£2)])

1 hwi t t .
+—AwIR(w,-)coth( )f dtlf dtsinfw;(t— t1)]coslw; (t — £2)]
1R} Jo 0

—lAa)I (w~)coth( fiw; )Im
g TR 2kpTr

. . t . ) ! t, . . !
eZzwltf dt/e—lw,t f dt{G(l‘,, t{)e_lw’tl
0 0

n how;
COth( “ )—coth( i )
ZkBTﬂ 2kBTR

t , I T . I .,
j(; dtle—zwitlj(; dt{G(ﬁ,ti)elwtlj(; dtzelwitzfo dtéG(tg,té)e_lwtzl

+ coth( fiw; )
ZkBTR

1 oo
+=Awlg(w;) ) f dwlg(w)

x Re

fiw
2kpTg

+ 1Aa)IR(wi) > f ~ dols(w)
8 ﬁ 0

coth (

x Re

t . h . , t . I y
fodtlelwmfo dtiG(tl’t{)ezwtlj; dtze—zw,tzj; dtéG(tg,té)e_lthI

1 « -
+ZAwIR(wi)%f() dwlﬁ(w)coth(szTﬁ)

x Re

. t . a1 . t . 73 .
ez’“’”f dtle_””"“f dt{G(tl,t{)e’“’fif dtge"“’”zf dtgG(tZ,tg)e—’w%]
0 0 0 0

(B.23)

1 t t
@12(8) = - A0IR(©) fo dn fo dtysin[w; (t — ty)]coslw; (f — t)1{x" (1), x" (1)}

+1AwI (w-)coth( haw; )Re
o TR 2kp Tr

t t
et f dt'emioi" f dn G, t{)e—"wﬂi}
0 0

+ S AwIx( )Zfood Is(w)c th( i )
— AW w; w w)COo
4 R 5 J0 p ZkBTﬁ

x Im

S - h A . 7] .
ez“"”‘f dtle_“”’tlf dt{G(tl,t{)e“"tlf dtze‘“"ltzf dtgG(tZ,té)e““”Z].
0 0 0 0
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Como dijimos antes, los elementos de f se obtienen haciendo los reemplazosi — jyR— L
en las Ecs. (B.22), (B.23) y (B.24). Ahora pasamos a mostrar los elementos de y:

1 t t
Yll(t):EAw\/IR(wi)IL(wj)f; dtlfo dtzsin[wi(t—tl)]sin[wj(t—tz)]<{xh(t1),xh(tz)}>
+ 2o @ I @) th( w; )I
2 wy/Ir(w;i)IL(wj)co ks T m

. t . t, .
—el@imot f dt'e'i" f dt{G(r’,t{)e—’wﬂi]
0 0

1 ha)j
+ ZAw,/IR(w,-)IL(wj)coth(sz TL)Im

. t . t, .
—e—“wf—wﬂff dt’elwﬂ’f dt{G(t’,t{)e—lwﬂi]
0 0

1 [e’s) fiw
_§Aw IR(wi)IL(wj)%fO dwlﬁ(w)coth(szTﬁ)

. t . n . t . 153 .
e’(‘“f“”f”f dtle_””"“f dt{G(tl,t{)e”‘”if dtge_letzf AtyG(1y, th)e @
0 0 0 0

. t . ! tl . /
el @it f di'e”'it f duG(t', pe”'ih
0 0

. t . 1l lJ . /
e’(‘“i“"f”fo dt'e"w"tfo d G(¢',1))e "*ih

x Re

o ! . n A . 7] .
+e_’(“”+“’f)tf dtle””’tlf dt{G(tl,t{)e’wtlf dtge”"ftzf dt,G(tp, ty)e %
0 0 0 0

Lo ! - h ot . o) .
—e’(‘”l“”f”f dtle‘“”l“f dtiG(tl,t{)e"”tlf dtze“”f“Zf dt,G(t, ty)e "
0 0 0 0

Lo t . n A . L .
—e_’(“”_‘”f)tf dtle"”’tlf dt{G(tl,t{)e””tlf dtge_’“’ftzf dt,G(ty, ty)e 'k
0 0 0 0

(B.25)
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1 t t
Y22 (8) = 580\ TR L (@) fo dh fo dtycos(w; (f— tp)coslw; (t - t)1({x" (11), X" (£2)})
o IR L -)Coth( i )Im
4 R 2kpTr

t t
+ei(wi_wf)tf dt'eiwfﬂf dnG(t, t{)e"'“’fti]
0 0

NI, i ()
— he rwi) I (wj)co (ZkBTL)m

. . . t . ) ! t, . ) !
+e_’(“"_‘”f)[f dt’e"”’tf drG(¢, 1) e "in
0 0

1 00 hw
+§Aw IR(wi)IL(wf)%_/(; deﬁ(w)COth(ZkBTﬁ)

Lo t - h N . 7] o
e”‘”l“"f”[ dtle‘“"l“lf dt{G(tl,t{)e"”flf dtge_“”ftzf dt,G(tp, ty)e %
0 0 0 0

. . ) t . ', t’ . .I
e’(“’l“"f”fo dt'e"wltfo drG(¢', 1))e ih

. ) i 3 . 4! [, : !
el(“"“"f)tf dt’e"“"tf atG(t', t))e "*ih
0 0

x Re

Lo t . h Y . L2 .

+e‘”‘"l+‘”f”f dtle“"ltlf dt{G(tl,t{)e“"ﬁf dtze”"ftzf dt,G(ty, ty)e "
0 0 0 0

, t . h A . o) Ly

+e’(‘“f“”f”f dtle_’“”'tlf dt{G(tl,t{)e"“"‘lf dtze"”ftzf dt,G(t, ty)e "
0 0 0 0

. t , I T . 1] L
+e"(‘“f‘“’f”f dtle"“i“f dt{G(tl,t{)e“”ﬁf dl’ge_lwftzf dt,G(ty, ty)e "%
0 0 0 0

(B.26)
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Yi2(8) = _A(U\/IR((U )IL((U])f dt1f dtysinw; (t - f)]coslw; (t — £)1(x" (1), x" (£2)})
fiw;
+ - Aw\/IR(w )IL(w])coth( kBTR)Re

t r
i ((1):—(1) s iy s 1! P
+e' i wf)tf dt'e”"ftf anG(¢, t))e " ih
0 0

1 hw;
+ ZAw\ /IR(w,-)IL(wj)coth( ks TL)Re

t
l(wz w])tf dt, lw tf dtiG(t/ t{)e_lw]til

(o] fiw
+§Aa) IR(wi)IL(wj)%/(; dw]ﬁ(w)COth(ZkBTﬁ)

Lo t . n A . 7] o
e’(‘”’“"l”f dtle_“‘”“f dt{G(tl,t{)e’wtlf dtge_“”ftzf dt,G(ty, ty)e %
0 0 0 0

i(w; +wj)tf dt'e” iwjt f dth(t tl)e iwit]

t .
el +wﬂtf d'e it f df Gt t)e”"rh
0

x Im

Lo t . n A . L L

e‘”“’l*“’f”[ dtle"‘“tlf dt{G(tl,t{)e”‘”lf dtze"”ftzf dt,G(ty, th)e P
0 0 0 0

. t . n . t . Iz Lo

+e’(‘“i“”f”f0 dtle"‘“ftlfo dt{G(tl,t{)e“"ﬁfO dtze"“ftzfo dt,G(ty, ty)e P

. r . il ot . 2 .
e‘l(“’l"‘“f”fo dtle""iﬁfo dt{G(tl,t{)e”"ﬁfo dtze"“’ftzfo dtgG(tz,tg)e‘“‘”Z]

(B.27)
yY»; €s obtenido a partir de y,, intercambiando los indices i y R por j y L, respectivamente.
Notar que para a2, B;,, y todos los elementos de y no hay que utilizar la relacién de la Ec.
(B.20).

B.2 Comportamiento a tiempos largos

Para estudiar el comportamiento a tiempos largos de &, 8, y y, vamos a definir una fun-
cién que va a simplificar la notacion y reducir los célculos:

t ] ! t/ . "
J(w,0,, t)if dt’e‘““nff dt"G(', e, (B.28)
0 0

Vamos a reescribir los elementos de matriz que encontramos en la seccion anterior (las Ecs.
(B.22), (B.23), (B.24), (B.25), (B.26) y (B.27)) en funciéon de [J (ademds, para reducir el tamafo
de las expresiones, vamos a usar que coth(fiw/2kpTy) = 2n4(w) + 1, con ng, la distribucion
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de Planck):

1
a () = > + ngr(w;)

t t
+%Aw1}e(m,~) f dn fo dtysinfw; (¢ — ty)]sinfw; (£ — t)]({x" (1), x" ()}
0

h

+ AwIg()[ng@;) +1/2]Im [e”‘””‘j(—w,«,w,-, t)]

t t
+ Lo Ip@) np @) +1/2] fo dn fo diysin(w; (1 — 0)]cos[w; (£ — &)1 (0), £ (22)])

1 o0
+ ZAwIR(wi)ZfO dwlg(w)[ngw) — npw)Re [T (w,w;, )T " (0,w0;,1)]
p

+iACUIR(wi)Zf dwlg(w)[ng(w) + np(w;) +11Re [T (@, -w;, DT " (0, -w;, 1)]
B 0

- %AwIR(wi)Zfoo dwlp(@)ng(@)+1/21Re| 2" T (0,01, 07" (©,~0;, 1)
B 0

(B.29)

1
ax(t) = > + ngr(w;)

t t
+%Awlﬂ(wi)f dhf dtycosw; (t — t)]cos[w; (t — )1 ({x" (1), X" (£2)})
0 0

t t
+ %AwIR(wi)[nR(wi) + 1/21f drlf dtysinfw; (t — ty)]coslw; (£ — £)1¢ [x" (1)), x" (1)1
0 0

— AwIg(w)) [ng(w;) + 1/2]Im [ez""’ifj (—wi, 01, t)]

1 [e.0]
+ZA(UIR((U1')Z[O dwlg(w)[ngw) — npw)Re [T (w,w;, )T " (0,w;,1)]
B
+iAwIR(wi)Zf dwlg(w)[ngw) + nr(w;) +1Re [T (@, ~w;, )T (0, ~w;, 1)
B 0

+ %AwIR(wi)Zfoo dwlp(©)np() +1/21Re [ T (@, 0, T * (@,~w;, 1)
B 0

(B.30)

1 t t
@12(8) = - A0IR() f dn fo dtysin[w; (t — ty)]coslw; (£ — t)1x" (1), x" (1)}
0

+ Awlz(;)[np@;) +1/2]Re [eZ"‘”ffJ(—wi,wi, t)]

+%AwIR(wi)Zf dwlﬁ(a))[nﬁ((u)+1/2]Im[eZi“’itj(w,wi,t)j*(a),—wi,t) .
B 0

(B.31)
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1 t t
Y10 = 2280y Ir(@) L (@) fo dh fo dtysin[w; (t - t)]sin[w; (£ — £)1({x" (1), x" (82)})
+%Aw\/lg(w,-)lL(wﬂ[nR(wi)+1/2]Im[e”‘”f*“'f”J*(wi,—w,-,t)—e"(‘"f-wf)fj*(w,-,wj,n]
+%Aw,/IR(w,-)IL(wj)[nL(wj)+1/2]1m[e"(wi+wf”j*(wj,—wi,t)—e-i(wt-wﬂfj*(wj,wi,t)]

1 o0
- 700, /IR(wl-)IL(wj)Zf dwlg(w)ng(w) +1/2]
B 0

x Re [ei(wf+wf“j(w,w,-, NT*(w,~wj, 1) +e @D T(w,—w;, ) T* (0,0,1)

—e" @i 7 (w,0;, D T* (,0;), 1) — e @i T (w0, ~w;, D T* (@, ~wj, 1)

(B.32)

1 t t
Y22 (8) = 7280\ TR(@) L (@) fo dn fo dtycos[w;(t — ty)]coslw; (t - £)1({x" (11), X" (82)})
- %Aw\/lR(w,—)IL(wj)[nR(w,-) +1/2]Im [e"(wf+wf)fj*(w,-, ~wj, ) +e' @ T w0, t)]
~ 580, T 0 @) + 1720 [T (0], a1, 0+ € 0D T 01,0

+ }lAw\/IR(wi)IL(wj)%fOoo dwlﬁ(a))[nﬁ(w) +1/2]

x Re [ei(wi+wj)tj(w,a)i, t)j*(w; —(,U]', t) + e_i(wi+wj)t\7(w) —wij, t)j*(w)wjr t)

+ei(wi_wf)tj(w,wi, t)j*((x),w]’, £+ e_i(wi_wj)tj(w,—wi, t)j*(w,—wj’ 1)

(B.33)

1 t t .
Y12(0) = %Aw\/lg(wim(wj)fo drlfo dtysinfw; (¢ - t)]coslw; (£ — L) K{x" (1), x" (£2)})
+%Aw\/IR(wi)IL(wj)[nR(wi)+1/2]Re[ei(wi+wf)tj*(wi,—wj,t)+ei(wf'wf)tj*(wi,wj,t)]
+%Aw\/IR(wi)IL(wj)[nL(wj)+1/21Re[e“‘“f*“’ﬂfj*(wj,—wi,r)—e‘“‘“f“"f“J*(wj,wi,t)]

+;}Aw,/IR(w,-)IL(wj)Zf dep(a))[nﬁ(w)+1/2]
B 0

x Tm [e”‘””“’f”J(w,wi, 0T (©,~wj, ) —e @D T (@, -0, ) T* (0,0}, 1)

+e' @D T (w,0;, DT (@,0), 1) — e W T (0, ~w;, D T * (0, -0j, 1)

(B.34)
Como vemos, la evolucion temporal de todos los elementos de matriz estd completamente
determinada por la funcién 7 (salvo por los términos que dependen del estado inicial de S
que, como ya vimos, decaen a tiempos largos). Por lo tanto, basta con estudiar el compor-
tamiento a tiempos largos de 7. Para ello, es instructivo escribirla de otra forma. Usando
que G se puede descomponer como en la Ec. (2.24), y haciendo un cambio en el orden de
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integracion, obtenemos:

t . .t o
j(w,wn, = Zf dt/el(w—wn+ka}d)t f dt”Ak(t”)e_lwt
ko0 0 | (B.35)
- Z{tsinc[(w —wn+kog)t!2] ap(iw) e @ Ortkedt2 4 Fk(w,wn)},
k

donde definimos .
ap(io) = f dt A (the et (B.36)
0

ai(iw) — aili(w, — kwg)]
F n) = N . B
k(@ wn) i(w—w,+koy) (B.37)

Las funciones ay y F son funciones de la variable ¢, pero omitimos escribirlo explicitamente
en un esfuerzo por manetener la notacién simple. Ademas, es importante notar que

}Lm ar(iw) = Ar(io) (B.38)
Arlio) - Ali(w; — kwa)]

lim Fj(w, ;) = Fr(w,0;) = : B.39
lim Fy(w, 0i) = Fi(w,0;) i@ —w; + kog) (B.39)

Hay dos casos generales distintos para analizar en las Ecs. (B.29), (B.30), (B.31), (B.32), (B.33)
y (B.34) con respecto al comportamiento de 7. Por un lado tenemos términos en los que
J esta simplemente evaluado, como por ejemplo el cuarto sumando del lado derecho de
la Ec. (B.29), en el que aparece J (-w;,w;, 1), 0 el segundo sumando del lado derecho de la
Ec. (B.32), en el que aparece J *(w;, —wj, ). Por el otro, hay términos donde un producto de
dos funciones J estd integrado en su primer argumento, como en el quinto sumando del
lado derecho de la Ec. (B.32), en el que aparece J (w,w;, 1) * (o, —wj, t) integrado en w. En
ambos casos nos interesa encontrar bajo qué condiciones aparecen términos lineales en el
tiempo, pero se analizan de forma ligeramente distinta. Comenzamos con el primer caso,
en el que estdn solo evaluados. Segtiin vemos en la Ec. (B.35), los términos lineales aparecen
cuando la funcién sinc se anula. Es decir, cuando w = w; — kw . Entonces:

= En a aparece J (—w;,w;, t) que tiene términos lineales si 2w; = kw,. Para simplificar el
andlisis vamos a suponer que estamos en el caso en que ni w; ni w; son conmensura-
bles con w,; (luego extenderemos nuestros resultados a ese caso mediante continua-
cién analitica). Por lo tanto, no hay términos lineales provenientes de ese sumando.

= En f aparece J (-wj,wj, t) que tampoco tiene términos lineales por lo discutido en el
caso anterior.

» Eny aparecen cuatro términos distintos. Primero tenemos dos términos, J * (w;, —w}j, )
y J*(wj,~w;, 1), que presentan términos lineales solo si w; + w; = kw, (es decir, si
las bandas estdn conectadas mediante creacion de pares de excitaciones), y segundo
otros dos, j*(wl-,a)j, Ny j*(wj,wi, £), que presentan términos lineales solo si w; =
w; + kwg (es decir, si las bandas estdn conectadas mediante transporte de excitacio-
nes). Esta diferencia es fundamental ya que tiene como consecuencia que las correla-
ciones producidas en los dos casos sean distintas.
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Para el segundo caso tenemos que entender como se comporta el producto de funciones J
atiempos largos dentro de una integral. Para ello vamos a hacer uso de dos representaciones
de la delta de Dirac:

tlim tsinc(wt/2) =216 (w) (B.40)
y

tlim rsinc®(wt/2) = 2716 (w). (B.41)

—00

Ahora escribimos el producto de forma general y agrupamos términos de modo que consi-
gamos formar las dos representaciones de arriba:

j(a)ywn) t)j*(w,wm; t)
=Y #sinc?[(w - wp + kwg) t/2]ai(io)ap (io)
k

+3° 3 sincl(w — wp + kwg) t/2]sinc[(@ — 0y, + lw ) /2] ar(iw)a;(iw)e'l@m=wntk=Dwalt/2
k 1A'

+ Z tsincl(w—w, + kwyg)t/2] ak(iw)ei(w_“’”+kwd)t/2Fl* (W, W)
k1

+ Z tsincl(w —wm + lwg) t/2]a; (iw)e' W omtodi2E () o))
k1

+Y Fr(w,0,)F] (0,0m)
k1
(B.42)

donde I' = k+ (w;;, —wy)/ w4 tiene que ser un nimero entero (para ello, w, y w,, deben ser
tales que su diferencia sea un multiplo de w,). En la Ec. (B.42) vemos que el tinico sumando
que puede producir términos lineales en el tiempo es el primero:

Y sinc?[(w — wp + ko) t12]ap(io)ap (io) — 21t Y 6w — o, + kwg) Ax(iw)Ap(io) (B.43)
k k

A tiempos largos todo el resto son oscilantes o tienden a una constante. Entonces:

= En a hay tres productos que analizar. Dos de ellos producen términos lineales, que
son j(w)wi) t)j* (w)wi) t) Y j(w) —wi, t)j*(w) —Wi, t):

J(@,0;, )T (0,0, =27ty §-0;+nwg)| A (iw)* (B.44)

J (@, -0, )T (@, ~w;, 1) — 21ty (0 +w; + nwg)| A (io)? (B.45)
n

y el tercero, J (w,w;, 1) J * (w, —wj, t), no (recordar que estamos suponiendo que ni w;
ni w; son conmensurables con wg).

= En f tenemos los mismos términos que en a, solo que cambiando w; por w;.

= En y hay cuatro productos que analizar. Dos de ellos contribuyen cuando w; + w; =
kw4 (es decir, silas bandas estdn conectadas mediante creacion de pares de excitacio-
nes),

J(@,0;, )T (@,-0j,1) = 21t)_60-w; + nw) Ay(iv)A)_ (iw) (B.46)
n
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T, -0;, )T (@,w0j,1) = 21t)_§(w+w; +nwa)A,(in)A},, (iv), (B.47)

ylos otros dos cuando w; = w;+kwg (es decir, silas bandas estdn conectadas mediante
transporte de excitaciones),

J(@,0;, )T (@,0j,1) = 21t)_§(w-w;+nwz)A,(in)A},  (iv) (B.48)

T @, -0, )T (@, -wj, 1) = 21t)_6(w+w; + nwg) A, (i) A7 (iw). (B.49)

Notar que los términos lineales en el tiempo en y, que es la matriz que almacena o describe
las correlaciones entre las bandas de los reservorios, aparecen solo si las frecuencias en las
que estdn centradas cumplen que w; + w; = kwg 0 wj = w; + kw4. Es decir, solo si estdn rela-
cionadas por procesos no resonantes o resonantes, respectivamente. Ningiin otro proceso
produce correlaciones entre ellas mds alld del régimen transitorio.

Ahora que entendemos qué términos se comportan de forma lineal a tiempos largos,
podemos escribir las expresiones de las matrices en ese limite, descartando todos los demas
menos el de los estados iniciales:

a(f) —
L
2 nr(w;)
+ ZA01r() Y 0 = 104 [p(@; = n0a)| Anli i = 1o Fing(@; = nwa) = ne(@) x t
B.n
+ gACUIR (@)Y B(nwa—w)lg(nwgs — w)|A_,li(nwg — w1 [ng(nwa — w;) + nplw;) + 1] x ¢
B.n
(B.50)
azx(t) —
L
5 TR w;)
+ gACUIR(wi) Y O, - nwa)Igw; — nwal Axlilw; — nw] P [ng(w; — nwg) — ngw)] x ¢
B.n
+ gAwIR(wi) Y O(nwq—w)Ig(nwg —w)|A_pli(nwg — w)]*ng(nwg — ) + nplw) + 1] x ¢
B.n
(B.51)
-0
a2 (1) (B.52)
a (1) —0
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By, () —

1

5 + nL(a)])

+ gAa)IL(wj) Y Owj+nwa)lswj+nwa)lAyliw;+nw)ll’ngw;+nwg) - nrw;))] x ¢
B.n

+ gAa)IL(wj) Z@(nwd — wj)Iﬁ(nwd —a)j)lil_n[i(nwd - wj)]lz[nﬁ(nwd —(1)]') + nL(a)j) +1]xt
B.n

(B.53)

B, (1) —

1
—+nrw;
2 L( ])

- gAwIL(wj) Y Owj+nwa)lgwj+nwalAyliw;+nwa)ll’ngw;+nwa) — nr(w;)] x ¢

B.n
+ gAa)IL(wj) Z@(nwd — wj)lﬁ(nwd —a)j)IA_n[i(nwd - wj)]lz[nﬁ(nwd —a)j) + nL(a)j) +1]xt
B.n
(B.54)
)—0
bro® (B.55)
P, (1) —0

Antes de seguir, queremos remarcar que la expresion a1, (¢) — 0y similares no significa que
esos términos tiendan a cero a tiempos largos, sino que no son responsables de constan-
temente producir correlaciones mds alla del régimen transitorio. Para y tenemos que dife-
renciar dos casos: si w; +w;j = kwg 0 si wj = w; + kwy. Para el primero (w; + w; = kwg) el
resultado es:

Yo — %Aw\ [Ir(@) (@) [nr(@;) +1/2]Im [e”“”deik(iw,-)] x t
+ %Aa), [Ir(w) I (w))[ny(w;)+1/2]Im [eikwdtﬁfk(iwj)
— gAw\ / IR(a)i)IL(wj) Z@(wi — nwd)lﬁ(a)i - led)[nﬁ(wi —nwg)+1/2]

B.n

X Re{eik‘“dtﬁn[i(wi - nwd)];l,’;_k[i(wi - nwd)]} x t
- gAw, [Tr(@) L)) Y. 0wt —0) I5(nwg—0)ngnw,— o) +1/2]
B,n

x Re{e'ikwdtﬁ_n[i(nwd —w)]A*,  li(hwg - wi)]} x t

Xt

(B.56)
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Yoo (£) — —%Aw, [Tr() I () [ng(w;) +1/2]Im [e"’“"dtﬁik(iwﬂ] x 1
_ %Aw« [Ir(@)IL(w))[n(w;)+1/2]Im [eikwdtﬁfk(iwj)] xt
+ gAw\ / IR(a)i)IL(wj) Z@(wi — na)d)lﬁ(wi - nwd)[nﬁ(wi —nwg)+1/2]

B.n
X Re{eik“’dtﬁn[i(wi - nwd)]zzl:;_k[i(wi - nwd)]} x t

/A
+ EA(U\ /IR(w,-)IL(w]-)/;@(nwd —w)Ig(nwg—w;)[ng(hwg —w;) +1/2]

x Re{e'ik‘“dtﬁ_n[i(nwd —w)]A*,  li(hwg - w,-)]} x t

Yio(8) — %Aw\/m[mq(wi)+ 1/2]Re [e"’““’d‘Aik(iwi)] Xt
+ %Aw\/m[m(wj) +1/2]Re [e*at A (iw))
+ 280\ Tr@) (@) . 0w = nug) (@ = no) gl ~ ) + 112
xIm{e™ ! A, (i(w; - nwa) A;_liw; - nwa)} x t

— gAw\ [Ir(wi) I () Z@(rzwd —w)Ig(nwg —w;i)[ng(nwg —w;) +1/2]

B.n

xIm{e " A li(nwg - w)IA,, li(nwa - 0] | x t

X [

Yo () — %Aw\/IR(w,-)IL(w Dlnp(@;)+1/2]Re [e""“’dtﬁxik(iwi)] x t
+ %Aw\/m[m(wj) +1/2]Re [e*ea! A (iw))
+ gAw\/m%(a(wj —nwg)lglw;—nwq)ngw;—nwg) +1/2]
xIm{e’*d! A, i - nw)) A, li; - nwa)} x ¢

b4
- EAw\ /IR(wi)IL(wj)%(%(nwd —wj)lg(nwg—wj)ng(nwg —w;) +1/2]

—ikwdl’A

Xt

XIm{e n[i(nwd—a)j)]Afn+k[i(na)d—wj)]}><t

104

(B.57)

(B.58)

(B.59)



Y para el segundo (w;j = w; + kwy):

1 . ~
Yll(t) - —EA(D\ / IR(wi)IL(wj)[nR(w,-) + 1/2]Im [e_’kwth,”;(iw,-)] X [

- %Aw, /IR(wi)IL(wj)["L(wj) +1/2]Im [eikwdtﬁik(iwj)] Xt

+ gAw\ [Ir(w;)IL(w;) Z@(wi —nwg)lg(w; — nwg)nglw; — nwg) + 1/2]
B.n

xRefe"eu! A, 1i(w; - nw) &Y, lii - nwa)} x ¢

+ gAw\ [Ir(w;) I () Z@(nwd —w)Ig(nwg —w;)ng(nwg —w;) +1/2]
B.n

x Re{eik‘“dtil_n[i(nwd —w)A*,_li(nwg —a),-)]} x t

(B.60)

1 . -
Yoo (1) — —zAw\/IR(w,-)IL(a)j)[nR(w,-) +1/2]Im [e"k‘“thZ(ia)i)
- %Aw,/{R(wi)IL(wj)[nL(wj) + 1/2]Im[eikwdejk(iwj)] x t
+ gAw\ [Ir(w;) I () Z@(wi —nwg)Iglw; —nwg)nglw; —nwg) +1/2]

B.n (B.61)
x Re{e_’k‘”dt;}n[i((oi - nwd)];l;k[i(wi - nwd)]} Xt

+ gAw, [Tr) L)) Y Onws—0) I5(nwg - 0)nghw— o) +1/2]
B,n

x Re{eikwdtﬁ_n[i(nwd —wi)]flfn_k[i(nwd —wl-)]} x t

Xt

Yio(D) — %Aw\ [Ir(w) (@) [nr(@;) +1/2]Re [e""““de;g(iw,-)] x t
- %Aw,/[R(wi)IL(wj)[nL(a)j) +1/2]Re [eikwdt;lfk(iwj)
+ gAw\ / IR(a)i)IL(wj) Z@(wi — nwd)lﬁ(a)i - led)[nﬁ(wi —nwg)+1/2]
B.n
x Im{e‘ik‘“dtﬁn[i(w,— —nw)A;, lilw;— nwd)]} X t

T
- EAw, /IR(wi)IL(wj)%q(a(nwd —w)Ig(nwg —w;)[ng(hwg —w;) +1/2]

x Im{eikwdt;l_n[i(nwd —w)A*,_,li(nwg —w,-)]} x t

Xt

(B.62)
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Yo (1) — %Aw, [Ig(wi) (/) [nL(w;)+1/2]Re [eik‘”d‘i{jk(iwj) x t
- %Aw, [Ir(@) I (0))[nr(@;) + 1/2]Re [e""cwde;;(iw,-) x

+ gAw, / IR(w,-)IL(a)j) Z@(w]‘ — na)d)lﬁ(a)j - nwd)[nﬁ(wj —nwg) +1/2]

p.n (B.63)
x Im{e’k‘”dtﬁn[i(wj —no) A L lilw;— nwd)]} x I

b4
- EAw\ /IR(wi)IL(wj)%G(nwd —wj)lg(nwg—wj)ng(nwg —w;) +1/2]

x Im{e'ikwdtﬁ_n[i(rzwd —wpIA*, li(nwg —(Uj)]} x I

En todas las expresiones anteriores O es la funcion escalén de Heaviside:

1 x>0
Ox) = (B.64)
{0 x<0

B.3 Invariantes simplécticos

Ahora pasamos a calcular los tres invariantes simplécticos en el limite de tiempos largos
y acoplamiento débil (ss decir, a orden mds bajo en yy): las purezas de las bandas y; ;, y el
deteminante de la matriz y. Las purezas son las mas sencillas de calcular ya que no depen-
den de la relacion entre w; y w ;. Recordamos que

1
= (B.65)
Hi 2V deta
y
= L (B.66)
Hi= S Jaep '
Usando las Ecs. (B.50), (B.51) y (B.52) vemos que
l/,LLl' =1+2ng(w;)
+TAwIR(;) Y OWw; — nwa) Ig(w; — nwa)| Auli(w; — nwa)]?
B.n
x [ng(w; —nwq) — nrpw;)] x t (B.67)

+TAWIR (@) Y. O(nwa — w)Ip(nwy — w)|A_yli(nwg — o))
B.n
x [ng(nwg — w;) + ng(w;i) + 1] x t,
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y usando las Ecs. (B.53), (B.54) y (B.55) obtenemos

pj=1+2n.(w;)

+rAwl(wj)) Z@(wj +nwg)lgw;+nwa)|Aliw; + nwy)1*
B.n

X [nﬁ(wj +nwg) — nL(a)j)] Xt

+nAwIL(w]~)Z®(nwd—wj)lﬁ(nwd—wj)lfl_n[i(nwd—a)]-)]|2
B.n

x[ng(nwg —w;j)+np(wj) +1] x ¢.

(B.68)

Las componentes de la matriz y en el limite de tiempos largos y acoplamiento débil para el

caso w; +w; = kwg son:

1
Yll(t) — — EA(U\ / IR(w,-)IL(a)j)

xIm{(nR(@) + 1/21A_g(iw)e 4" + [n0)) + 1121 A_lio et} x ¢

1
Yoo () =S A0y [ Ir(@)IL(@})

< Im{[ng(w) + 1/21A_g(iwe 54" + [n(w)) + 1121 A_lioje it} x ¢

1
Y12(D) =S A0y [ Ir(@) L (@))

x Re {[np@i) +1/21A_giw)e™ 4" + [np()) + 11214 x(iw e "'} x ¢

1
Yo () =S A0/ Ir(@)IL(@))

x Re {[nr(@i) +1/2)A_giw)e™ 4" + [ny()) + 11214 g(iwpe "4t} x ¢

Por lo tanto, tenemos

(B.69)

(B.70)

(B.71)

(B.72)

1 -~ -
dety = —ZAwZIR(wi)IL(wj) |[nR(wi) +1/2]A_i(iw;) + [np(w)) + 1/2]A_k(ia)j)|2 x 2|

En el otro caso, en que w; = w; + kwg, las componentes son:

|

1
YH(I)—*§A(U Ip(wi) I (w))

x Im

1

1
ng(t)_’zAw Ir(w) I (w))

x Im

1

1
Y12(0) _EA(U Ip(wi) I (w))

x Re

—m
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[nR(@:) +1/2) Ag(iw) e ! — [ny(@)) + 12127 (iw e} x ¢

[nr(;) +1/2] Arliw;)e™ ™ — [ny(w)) + 1/21A* (iw j)eikwdf} x t

(nr() +1/2] Apliw)e™ " — [n()) + 1/2]Afk(iwj)eikwdt} x t

(B.73)

(B.74)

(B.75)

(B.76)



1
Y21(t) - — —Aw\ / IR(wi)IL(wj)
2 (B.77)

x Re {[ng@i) +1/2) Ax(iw) ™' — [ny () + 1721 A" (iw et} x ¢

Por lo tanto, el resultado a priori es
1 - ~
dety = ZAwZIR(wi)IL(wj) |[nR(wi) +1/2]Ag(iw;) — [np(wj) + 1/2]Aik(ia)j)|2 xt>. (B.78)

Vamos a ver que existe una relacién no trivial entre Ay (iw;) y A* ((iw;j) cuando w; = w; +
kwg que modifica la Ec. (B.78) significativamente. Si hacemos uso nuevamente de que la
evolucion global es unitaria y, por lo tanto, [g; (%), q;(£)] = 0V, entonces viendo los términos
lineales en el tiempo llegamos a

Re[Ag(iwy)e' ™' — A% (iwj)e' @]

= nlm{z I(@; = ) A li(@; = nwa)] Apsk i (@ — nwdne"’“"dt}. (79
7
De la misma forma pero ahora usando que [p;(#), pj(£)] =0V obtenemos
Im[Ag(iw;) e ™" — A% (iw;)e @)
=-7Re {Z I(w; — ny ) Anli(w; — nwg)) Apiililw; - ﬂwd)]eikwd[} . (5-80)
n
Si combinamos las Ecs. (B.79) y (B.80) llegamos a que
Arlio)) - A" (iw)) = —in;I(wi — Ny ) Anliw; —nw ) A ililw; —nwg)l|,  (B.81)

que es un término de un orden mayor en y,. Entonces, a primer orden en yy, el determinante
de la matriz y es en verdad

1 ~ ~
dety = ZAwZIR(wi)IL(wj) |nR(a)l~)Ak(iwi) - nL(a)j)Aik(iwj)|2 x 12 (B.82)

EnlaEc. (B.82) vemos que dety se anula para temperaturas iguales a cero, que antes en la Ec.
(B.78) no sucedia. Ademads, para bandas conectadas por procesos no resonantes, dety <0,
mientras que para bandas conectadas por procesos resonantes, dety > 0. Esto ya nos indica
que éstas ultimas no van a estar entrelazadas.

B.4 Autovalores simplécticos

Como vimos en la Seccién 4.2, para calcular las distintas medidas de correlaciones ne-
cesitamos los autovalores simplécticos de o,y Y G4y, la matriz de covariancia normal y la
matriz de covariancia correspondiente al operador densidad traspuesto parcialmente, res-
pectivamente. Estos autovalores se calculan como:

B \/Ai VA2 —4deto,y

As : (B.83)

2
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_ \/ A++\/AZ_4deto
A’i =

) ) (B.84)

con A = detagy +det B, +2dety,, y A = detaay + det f,, — 2dety .. Debido a que todas las
matrices involucradas tienen una forma particularmente simple, podemos usar varias pro-
piedades para calcular el determinante de o ,,. Para comenzar, como S, y y,, conmutan,
vale que

deto,y = det(@ay By — Yar ¥ ) (B.85)

Ademads, como agy, B, VY, son de dimension 2 x 2,

det(aavﬁav - YavYaTV) =

T T T (B.86)
det(aayf,,) +det(y Y ) — tr(@ay B )Y 0¥ o) T (@av Py vy o)

Usando que @,y = aay1y B,, = Pavl, podemos escribir la ecuacién anterior como

det(@ay B,y — Vv i) = det(@ay)det(B,,) +det(y,,)* - \/ det(aay)det(B,)tr(y ,YL). (B.87)

Notar que en los casos resonante y no resonante vale que tr(yavyaTV) = 2|det(y,,)|. Entonces,
llegamos a la expresion final

deto .y = det(aay)det(B,,) + det(y,,)* — 2\/ det(agay)det(B,,)|det(y ). (B.88)

Ahora continuamos con el célculo de los autovalores. Vamos a empezar con los de o,y (es
decir, los de la Ec. (B.83)) yluego continuaremos con los de & 5y. Lo primero que necesitamos
es A% —4deto,y:

A? — 4det a4y = (det ayy — det B,,)* +4[v/det a,y +sgn(dety,,)/det B, 1°dety
4dety,, } (B.89)

[/ deta,, —sgn(dety,,)/det B,,]?

donde sgn(x) es la funcién signo de x, que vale uno cuando x > 0 y menos uno si x < 0.
Al tomar la raiz cuadrada de la Ec. (B.89) vamos a hacer una expansién de Taylor a primer
orden en el factor entre corchetes para asi obtener

Vvdetagyy + dety,,)y/det
\/ A% —4deto,y = deta,, —det B, +2 el day + sgn(detyy,) v det foy dety,,.  (B.90)
Vvdeta,, —sgn(dety,,)/detf,,

(recordar que estamos trabajando a primer orden no trivial en yg). Arriba suposimos, sin
pérdida de generalidad, que deta,, > detf,,. En el caso en el que sgn(dety,,) = —1 (es
decir, el caso no resonante), es claro que

= (det @,y — det ﬁav)z { 1+

4dety,,
[V detaay + +/det B, 12

«1 (B.91)
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yla expansion de Taylor a primer orden esta justificada. En el otro caso en el que sgn(dety,,) =
1 (es decir, el resonante), también sucede que

4dety,,
[V detaay — /det B, 12

pero no es obvio. Vamos a continuar con el cdlculo de los autovalores y demostraremos que
esto es efectivamente asi mds adelante. Un computo directo nos conduce a

«1 (B.92)

1 1
A%~ 5 (£ Ddetaay + 2 (1F Ddet By

N (1£1)y/detaay — (1F1)sgn(dety,,)+ /detﬁavd ) (B.93)
ety 4
vdeta,y, —sgn(dety,,)\/det By, Vav

Finalmente, luego de otra expansion de Taylor a primer, orden obtenemos los autovalores
para el caso no resonante

det
A, = /detam + CYav

vdeta,y, ++/detf,,

doty (B.94)
A-= M+ vdetay, ++/detB,,
y para el resonante,
N dety,,
Vdeta,, —/detf,, (B.95)

dety
A_=./detB,, — v )
Pay vdetaa, —\/detf,,

Ahora seguimos con los autovalores simplécticos de & ,,. De hecho solo necesitamos uno de
ellos,

A_=
2

y solo para el caso no resonante. Luego, tenemos
A? — 4det o,y = (det ayy — det B,)* +4[\/detaqy + \/det B, 1% |dety |
deta,, —/detp..)? (B.97)
= 4[v/deta,y + \/det B,,1%|dety | (Vdetaa - ydetfy,) } ,

4|dety,,l
donde ahora sacamos el otro sumando de factor comin pues en este caso (el no resonante)
ya no es cierto que

- A—+\/A2—4deto
¢ s (B.96)

1+

4dety,,
[V detaay — /det f,,12

Continuando como en los célculos anteriores, llegamos a que

~ 1 detagy, ++/det
A% = —(detagy +detB,,) |1 - Vdetag, +/de ﬁav,/|detyav|). (B.99)

2 deta,y, +detf,,

< 1. (B.98)
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Para finalizar esta seccion, veamos que efectivamente sucede que
4dety,,
[V detaay —+/det B,,12

para el caso resonante. Para ello, vamos a probar la desigualdad mostrada en la Ec. (4.50):

«1 (B.100)

1

IT_()] < —— - u) (1 - p)). (B.101)

Hikj

Analizando las expresiones de I'_ () y u; y ¢j, vemos que el lado izquierdo de la desigualdad
es de orden y%n(w)z, mientras que el lado derecho es de orden n(w)? + y%n(w)z. Este tltimo
es mucho mayor que el anterior en el limite de acoplamiento débil, por lo que la desigual-
dad vale siempre: cuando la temperatura es igual a cero, ambos lados tienden a cero (pero
el izquierdo més rapido que el derecho), y a medida que la temperatura aumenta el lado
derecho se mantiene siempre mayor al izquierdo. A siemple viste se puede ver que para el
caso no resonante, esa desigualdad no es vélida. Utilizando la Ec. (B.101) podemos escribir

4dety,, - 2/ detayy —1)(2y/detf,, —1)
[v/deta,, — VvdetB,,)? B [v/deta,, — vdetB,,1? .

Ahorallamamos y/deta,, =1/2+ay (/det B,, = 1/2+ by reemplazando, llegamos a

(B.102)

4dety,,

<] < 3B<<1+
[V detay, — \/det B, ]2 a

que, debido a la relacién entre a 'y b en el caso resonante, vale siempre.

b 2
—) , (B.103)
a

B.5 Medidas de correlacion

Con los autovalores simplécticos ya calculados, podemos ver como se escriben las dife-
rentes medidas de correlacion. Empezamos por la informacién mutua, que esta dada por

L(@a) = f(Vdetaw) + f(/detf_) = f(A:+) = FA-), (B.104)

donde f(x) = (x+1/2)In(x+1/2) — (x — 1/2)In(x — 1/2). Para el caso no resonante tenemos

det
Ay =+Vdetay + Vav

vdetay, ++/det By,

dety (B.105)
A-=/detf,, + & ,
Y detag + Vdet By,
por lo que podemos aproximar, mediante un polinomio de Taylor de orden uno,
[ A detyay
f(AL) = f(Vdetayy) + f(Vdetayy)
vdetaay ++/detf,,
(B.106)
dety,y

(A-) = f(y/detB )+ f'(y/detp ) :
! fydeth, )+ 1ty deth,, Vdetagy ++/det B,
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donde f’ esla derivada de f:

x+1/2
"(x) =1 ( ) . B.107
Fe=hniT; (5107
Entonces, tenemos
det
T, (@) = - |/ (Vdetan) + £'(y/det_)] Yav . (B.108)
vl /detaay + \/det B,
Para el caso resonante, la cuenta es andloga pero usando que
dety,,
A =vdetayy +
vdeta,, —+/detf,, (B.109)
dety '
A_=./detB,, — & .
Y /detay —/det B,
Esto nos conduce a
det
T (Oa) =~ [ f'(Vdetaay) - f'(y/det Yav (B.110)

ﬁav)] vdeta,, —/det ﬁav'

Reemplazando f’y los determinantes de las matrices correspondientes por sus valores cal-
culados anteriormente, llegamos a la Ec. (4.48) mostrada en el texto principal. La discordia
cudantica estd dada por

D(oa) = f(/detB )= F(hs) = FA)+ F(V Emin), (B.111)
donde
24 (1/4—B)(A- B (A
P e DAV CHIAZBATD) () ABY2 < (1/4+ B)CX(A+4D)
MY AB—C2+D—4/C*+(D-AB)2—2C%(AB+D)
B en otro caso

(B.112)
Arriba usamos la notacion estdndar A = detay,y, B = detf,,, C = dety,, y D = deto,y. En-
tonces, tenemos que ver en cudl de los dos casos estamos. Usando esta misma notacion es
sencillo ver que podemos escribir

(D—-AB)*>—(1/4+ B)C*(A+4D) = —{(413 —~DIVAB-|C)?>- Al4] + CZ} Cc?. (B.113)

Usando que A, B = 1/4,y que estamos trabajando a primer orden no trivial en y,, vemos que
la expresion entre corchetes es positiva. Por lo tanto, estamos en el caso en que

2C%+(1/4 - B)(A—4D) +2|C|\/C2 + (1/4— B)(A—4D)

4(1/4 - B)? (B.114)

Emin =

Completando cuadrados y usando la expresion para D calculada anteriormente podemos
escribir

2
|dety.. |
Emin = | Vdetay, — Yav ) (B.115)

1/2+\/detg,,
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por lo que

|dety !
Emin = d t av + ! d t av. v B.116
& )= f(Vdetayy) + f (Vdeta )1/2+\/Wliav ( )

y, en consecuencia, obtenemos para la discordia cuantica

|dety 4l

1/2+/detB,, |

Para la negatividad logaritmica basta tomar la Ec. (B.99), calcular —-In(21,) = —In(413)/2 y
usar que In(1 + x) = x para x < 1.

Di(0a) =Ts(0a) — f'(Vdetaqy) (B.117)
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