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Resumen

En el presente trabajo analizamos el problema de suma de coloreo de aristas con
véertices adyacentes distinguibles. Un coloreo de aristas con vértices adyacentes
distinguibles es una asignacion de colores a las aristas de un grafo con las siguientes
restricciones: todo par de aristas adyacentes debe tener distinto color, y todo par
de vértices adyacentes debe tener diferencia en el conjunto de colores asignados a
sus aristas incidentes. El objetivo es minimizar la suma de los colores asignados
en un coloreo de aristas que cumpla estas restricciones. Este problema es un caso
particular de una gran familia de problemas conocida bajo el nombre de etiquetado
de grafos, que resultan una herramienta abstracta muy 1til y versatil para modelar
situaciones de la wvida cotidiana que se quieren formalizar y resolver mediante

algoritmos.

Algunas variantes del problema de etiquetado de grafos han sido abordadas con
éxito con técnicas de programacion lineal entera basadas en la caracterizacion po-
liedral del conjunto de soluciones factibles. Bajo este enfoque, en esta tesis nos
proponemos desarrollar un algoritmo tipo Branch and Cut para resolver el proble-
ma. Ademas, aprovechando el analisis realizado, también hacemos una propuesta
algoritmica para resolver el problema que busca minimizar la cantidad de colores

utilizados en el coloreo.

Adicionalmente, se explor6 la opcion de utilizar técnicas heuristicas para resolver
el problema. Las heuristicas permiten conocer asignaciones de colores factibles del
problema pero, en general, no pueden determinar si son éptimas o cuan cerca estan
de la solucién del problema. Desarrollamos tres técnicas distintas para resolver el
problema: un algoritmo goloso, un algoritmo de programaciéon por restricciones, y

un algoritmo de generaciéon de columnas.
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Para el desarrollo del algoritmo tipo Branch and Cut, propusimos dos modelos
de programacion lineal entera que evaluamos empiricamente para elegir el més
prometedor, sobre el cual se realizé un estudio poliedral en profundidad. Carac-
terizamos la dimensiéon del poliedro asociado y demostramos que tres familias de
desigualdades validas definen facetas. El objetivo de realizar el estudio poliedral es
entender mejor el espacio de soluciones del modelo para conseguir formulaciones
més ajustadas que mejoren la performance del algoritmo. Las desigualdades estu-
diadas son incorporadas como cortes al modelo, para las cuales se desarrollaron
algoritmos de separacion que permiten agregarlas a demanda. Ademas, se conside-
raron heuristica inicial, preprocesamiento y estrategias particulares de generacion

del arbol de busqueda.

Los resultados muestran que el algoritmo desarrollado permite resolver instancias
que no son posibles de abordar utilizando las herramientas de resolucién generales.
Haber realizado el estudio poliedral y agregar las facetas como planos de corte
resulta ser un factor determinante para afrontar instancias del problema mucho

maés desafiantes.
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Problems on vertex distinguishing

edge colorings

In this thesis we analyze the adjacent vertex distinguishing sum edge coloring pro-
blem. This problem consists in finding an assignment of colors to the edges of a
graph with the following constraints: every pair of adjacent edges must have a
different color, and every pair of adjacent vertices must not have the same set of
colors assigned to the edges incident to each. The goal is to minimize the sum of
the colors in an edge coloring that satisfies these constraints. This problem is a
special case of a large family of problems known as graph labeling, which are a
widely used and very popular set of tools to build abstract models for problems

that come up in everyday life.

Some variants of graph labeling problem have been successfully addressed with
mixed integer linear programming (MIP) techniques based on a polyhedral cha-
racterization of the set of feasible solutions. We use this approach to develop a
branch and cut algorithm to solve the problem. Furthermore, taking advantage of
the analysis, we also propose an algorithm to solve the problem that minimizes

the number of colors used for an adyacent vertex distinguishing edge coloring.

Additionally, we explored using heuristic techniques to solve the problem. These
heuristics allow to obtain feasible coloring assignments for the problem but, in
general, can not determine if they are optimal or even how far they are from the
solution to the problem. We use three different approaches: a greedy algorithm, a

constraint programming model and a column generation algorithm.

To develop the branch and cut algorithm we propose two MIP models. We evaluate
these models to choose the most promising one and continue with a thorough

polyhedral study. We characterized the dimension of the associated polyhedron and



proved that three families of valid inequalities result facet-inducing. The aim of the
polyhedral study is to understand the set of feasible solutions in the model to obtain
a more compact formulation in hope of improving the algorithm’s performance.
These inequalities are added as cutting planes in the model, we developed exact and
heuristic separation algorithms to add them on demand. Moreover, we considered

the use of initial heuristics, preprocessing and particular branching strategies.

The results show that the algorithm developed allows us to solve instances that
were unsolvable using general purpose solvers. Our polyhedral study and the ad-
dition of facets as cutting planes proved to be a crucial factor to solve the most

challenging instances.
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1. Introduccion

Un etiquetado o valuacion de un grafo es un mapeo de los elementos del grafo a un
conjunto de niimeros, usualmente enteros positivos, que representan las etiquetas.
Si el dominio del mapeo es el conjunto de vértices del grafo, define un etiquetado
de los vértices; en el caso de que sea el conjunto de aristas, es un etiquetado de
aristas; mientras que si las etiquetas son asignadas a los vértices y aristas del
grafo, se obtiene un etiquetado total del mismo. Los problemas de etiquetado de
grafos fueron introducidos a fines de la década de 1960 [58] y desde entonces se
han publicado miles de articulos estudiando diferentes casos, tanto desde enfoques

teodricos como algorftmicos |28].

Como muchos problemas en grafos, el etiquetado es una herramienta muy ttil para
modelar situaciones de la vida real provenientes de campos muy disimiles, como

por ejemplo redes de comunicacion, biologia, fisica o psicologia social.

Segtn el escenario que se quiera modelar serd necesario requerir que el mapeo cum-
pla determinadas condiciones. Como estructura general, para modelar las distintas
situaciones, a partir de un etiquetado se utiliza la nociéon de peso de los elementos
de un grafo. Por ejemplo, como peso de un vértice se puede definir la suma de
todas las etiquetas de sus aristas incidentes méas su etiqueta. Analogamente, el
peso de una arista podria ser la suma de las etiquetas de sus vértices incidentes
mas su etiqueta. En ambos casos sélo se consideran las etiquetas de los elementos

pertenecientes al dominio del etiquetado.

Formalmente, consideremos un grafo no dirigido G = (V, E), donde V' representa
el conjunto de vértices y E el de aristas que relacionan dos vértices del conjunto V.
Decimos que una arista es incidente a un vértice si es uno de los dos vértices que
relaciona la arista, y que dos vértices son adyacentes si existe una arista que los

relaciona. Denotamos con I(v) al conjunto de aristas incidentes a v € V' y con N(v)
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al conjunto de sus vértices adyacentes. Un etiquetado es un mapeo f : D — N,
donde D=V, D =FE 06D =V UFE segtn el caso. El peso de un vértice v € V se

define como

w(v) = f(v) * fler) * ... % ferw)),

con e; € I(v), y el peso de una arista e = uv € E es

donde * es una operacion binaria, usualmente la adicién.

Los distintos requerimientos que se imponen sobre los pesos de los elementos del
grafo caracterizan el problema a ser estudiado. En la literatura, los problemas de

etiquetado de grafos persiguen alguno de los siguientes tipos de objetivo:

= Factibilidad: encontrar un etiquetado que cumpla los requerimientos.

s Optimalidad: minimizar o maximizar una funcién objetivo tal que exista un

etiquetado que cumpla los requerimientos.

Los problemas de etiquetado, ademéas de un interés tedrico, tienen una gran rele-
vancia desde el punto de vista de aplicaciones. En numerosas situaciones presentes
en diversas organizaciones se debe administrar recursos, donde cada escenario da
lugar a restricciones particulares que deben ser satisfechas. Los problemas de eti-
quetado de grafos resultan esquemas muy flexibles para modelar estas situaciones.
Basicamente, los recursos son asociados a los vértices del grafo y las aristas mode-

lan incompatibilidades sobre su utilizacion.

Por ejemplo, en problemas en redes de comunicaciones, los transmisores son aso-
ciados a los vértices del grafo y las aristas representan potenciales interferencias.
Un posible objetivo es asignar frecuencias (etiquetas) tratando de minimizar el
espectro usado o el nivel de interferencia. También pueden incluirse restricciones
sobre las demandas o modelado de flujo de la informacién que circula en la red. Las
primeras publicaciones sobre la aplicacion de etiquetado de grafos a problemas de
gestion de redes surgieron con el trabajo de Metzger [52] y posteriormente algunas
generalizaciones presentadas por Hale [33]. Muy buenas resenas de esta relacion

son presentadas por Aardal et al. [1| y Eisenblétter et al. [24].



El constante avance en la tecnologia y crecimiento de las organizaciones hace que
el problema de administrar recursos despierte un interés activo entre los investiga-
dores, ya que, dia a dia, aparecen nuevos desafios en problemas donde se busca un
compromiso entre costos, confiabilidad, diseno y eficiencia. La importancia practica
de estos problemas en este tipo de escenarios, plantea la necesidad de obtener solu-
ciones para instancias de tamano medio a moderado provenientes de aplicaciones

del mundo real en tiempos razonables.

Dentro de la gran familia de problemas de etiquetado, los casos particulares mas
estudiados son el coloreo de vértices y el coloreo de aristas, donde las etiquetas
son referidas como colores. En un coloreo de los vértices de un grafo G = (V, E),
el dominio del mapeo f es el conjunto de vértices V' y se requiere que f(v) #
f(u) Yuv € E. El problema de coloreo de vértices busca un coloreo de los vértices
de G que minimice la cantidad de colores utilizados. Esta cantidad se conoce como

namero cromatico de G y se denota por x(G).

Anéalogamente, en la version para aristas, el dominio es el conjunto F y la imposi-
cion es que f(uv) # f(uv) para todo par de aristas uv y uv incidentes en u, Vu € V
para obtener un coloreo propio de las aristas. El problema de coloreo de aristas
busca un coloreo propio de las aristas de G que minimice la cantidad de colores

utilizados. Esta cantidad se conoce como indice cromatico de GG y se denota por

X'(G).

También existen variantes de etiquetado de grafos donde el objetivo, en lugar de
encontrar la minima cantidad de etiquetas (colores representados por ntmeros
naturales) utilizadas, es minimizar alguna otra funcion de los colores. Por ejemplo,
el problema sum coloring busca una asignacion de colores a los vértices del grafo
tal que, ademas de definir un coloreo, minimice la suma de los colores utilizados.
Este problema fue introducido por Kubicka and Schwenk [42][43] en 1989.

Anéalogamente, el sum edge coloring es un etiquetado que asigna colores a las
aristas del grafo G tal que sea un coloreo propio de aristas y la suma de los colores
asignados a las aristas sea minima [29][6]. En este caso se denota con ¥'(G) al

valor de la minima suma y con s'(G) a la cantidad de colores que se utilizan para
alcanzar ¥'(G).
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Cualquiera de las versiones mencionadas forma parte del area de investigacion
llamada Optimizacién Combinatoria y, en su gran mayoria, pertenecen a la clase de
complejidad NP-Dificil. En general, estos problemas tienen un niimero exponencial
de soluciones factibles, lo que hace inviable pensar en un algoritmo enumerativo

exhaustivo para hallar la solucién 6ptima.

Algunas variantes del problema de etiquetado de grafos han sido abordadas con
éxito con técnicas de programacion lineal entera. Usualmente existen diferentes
formas de representar mateméaticamente el mismo problema, y de la formulaciéon
utilizada puede depender el éxito de resolver en forma 6ptima instancias de tamano
mediano/grande en una cantidad de tiempo razonable. Algunas veces, contraria-
mente a la intuicion, puede resultar ventajoso incrementar, en lugar de disminuir,
el ntimero de variables o restricciones. La metodologia habitual de resolucién de un
problema de programacion lineal entera esta basada en algoritmos tipo Branch and
Cut 6 Branch and Price, para los cuales la caracterizacion poliedral del conjunto

de soluciones factibles suele resultar clave para el éxito del algoritmo.

Dentro de los problemas de etiquetado, el problema de coloreo de vértices y algu-
nas generalizaciones han sido abordados exitosamente mediante técnicas de pro-
gramacion lineal entera [15, 48, 47, 46, 50, 51, 36, 27, 21|. Cabe senalar que cada
variante del problema es tratada en forma particular, explotando sus caracteris-
ticas, no existiendo algoritmos competitivos para casos generales. El problema de
coloreo de aristas, asi como algunas generalizaciones, no ha tenido en la literatura
un tratamiento algoritmico basado en programacion lineal entera tan vasto como
el coloreo de vértices |54, 44, 11, 10].

Dado el éxito demostrado de los métodos basados en programacion lineal entera a
problemas de Optimizacion Combinatoria y, en particular, a problemas de etique-
tado de grafos, el objetivo propuesto en esta tesis es explorar la utilizacion de este
enfoque para resolver algunas variantes del problema de etiquetado de aristas que,
hasta donde llega nuestro conocimiento, no han sido hasta el momento abordadas

en la literatura bajo esta perspectiva.

Como describimos antes, a partir de las etiquetas asignadas a las aristas de un
7
grafo se puede definir una funciéon de peso para los vértices. Entre las méas usuales

que se encuentran en la literatura podemos destacar:



= suma: Sum(v) =3 cp, fle) Yo eV
n union: Set(v) = Uecrw) f(e) Vo €V
n gap: Gap(v) = MaXcr(w) f(e) — Mg f(e) Yo €V

Diferentes requerimientos sobre estos pesos dan origen a diferentes clases de colo-

reos de aristas. Por ejemplo:

Sum(u) # Sum(v) Yu,v € V (irregular assignment [18])

Gap(u) # Gap(v) Yu,v € V (gap vertez distinguishing edge coloring |61])

Set(u) # Set(v) Yu,v € V (vertez-distinguishing edge coloring [5])

Set(u) # Set(v) Yu,v tquv € E (adjacent verter-distinguishing edge coloring
[68]).

En esta tesis nos vamos a centrar en coloreos propios de aristas que exigen dis-
tinguibilidad entre vértices adyacentes con dos objetivos: la minimizacion de la
suma de los colores utilizados (adjacent vertez-distinguishing sum edge coloring
problem-AVDSECP) y la minimizacion de la cantidad de colores utilizados (ad-
jacent vertez-distinguishing edge coloring problem-AVDECP).

Como mencionamos, nuestro objetivo es abordar los problemas desde la programa-
cion lineal entera, proponiendo un algoritmo Branch and Cut basado en el estudio

poliedral de un modelo propuesto.
El trabajo esté dividido en 7 Capitulos.

En el Capitulo 2 hacemos un relevamiento de la literatura de resultados teodricos
y algoritmicos relacionados con problemas de coloreo de aristas que resultan de

interés en este trabajo.

En el Capitulo 3, proponemos modelos de programacion lineal entera para el AVD-
SECP. Estos modelos son evaluados computacionalmente, analizando las ventajas
y desventajas de cada uno de ellos. El objetivo es identificar qué modelo resulta més

promisorio para desarrollar un algoritmo tipo Branch and Cut sobre el mismo.
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En el Capitulo 4, presentamos y evaluamos algoritmos heuristicos para AVD-
SECP. Debido a que los problemas que tratamos pertenecen a la clase de comple-
jidad NP-Dificil, este tipo de algoritmos tiene el objetivo de encontrar soluciones

de buena calidad en tiempos razonables.

En el Capitulo 5, presentamos un estudio poliedral de uno de los modelos anali-
zados en el Capitulo 3. La caracterizacion del poliedro asociado a un modelo de
programacion lineal entera mediante desigualdades validas juega un rol clave en el

desarrollo de algoritmos eficientes tipo Branch and Cut.

En el Capitulo 6 describimos las principales componentes de nuestro algoritmo:
algoritmos de separacion, heuristicas inicial y primal y estrategias de recorrido del
arbol. Finalizamos con una evaluacion computacional del algoritmo y discusion de

resultados.

En el Capitulo 7 experimentamos y evaluamos un algoritmo para el caso AV-
DECP, adaptando el desarrollo propuesto para AVDSECP e incluyendo algunas

técnicas particulares para este problema.

Finalmente, en el Capitulo 8 exponemos las conclusiones sobre este trabajo y

futuras lineas de investigacion.

En el Apéndice introducimos la notaciéon y conceptos basicos de la teoria de grafos

y programacion lineal entera que usamos en esta tesis.



2. Problemas de etiquetado de

aristas en grafos

2.1. Coloreo propio de aristas

Un coloreo propio de las aristas de un grafo consiste en un etiquetado de las aristas

tal que todo par de ellas incidentes a un mismo vértice tengan distinto color.

Formalmente, sea el grafo G = (V,E) y M = {1,---,m}, con m = |E|, un
conjunto de nimeros naturales que representan los colores o etiquetas, un coloreo
propio de aristas es una asignacion de colores a las aristas f : F — M tal que
cumple la restriccion

f(uv) # f(uv) para todo par de aristas, uv y uv € E, incidentes a u, Vu € V.

El problema de coloreo de aristas de un grafo G consiste en encontrar la minima
cantidad de colores necesarios tal que exista un coloreo propio de las aristas de
G. A este nimero se lo conoce como indice croméatico de GG y se denota como
X'(G). Determinar x'(G) es un problema computacionalmente dificil [39]. Como
los colores son indistinguibles, podemos pensar que un coloreo con k colores utiliza

los colores del 1 a k.

Una gran cantidad de aplicaciones se pueden resolver modeldndolas como proble-
mas de coloreo propio de aristas, como es el caso de escenarios de programaciéon
de tareas. Analicemos situaciones donde se quiere realizar un conjunto de tareas
que tardan el mismo tiempo en ejecutarse y que cada una requiere de dos recursos
compartidos. Por ejemplo, si se requiere fabricar un conjunto de productos, para lo
cual cada producto necesita ser procesado a través de ciertas tareas (en cualquier

orden, no simultaneas) y cada tarea se realiza en una maquina especifica (Open
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Shop Scheduling [32]). En este caso, podemos construir un grafo G donde los vér-
tices representan a cada uno de los productos y a cada una de las méaquinas. Si
para un producto se debe realizar una tarea en una maquina, existird una arista
en (G entre los vértices que los representan. Si todas las tareas demoran la misma
cantidad de tiempo, un coloreo propio de aristas representa una posible progra-
macion, donde cada color representa el periodo en el cual cada tarea es procesada.
Entonces, x'(G) define el menor tiempo en el que se pueden realizar todas las

tareas.

En otro contexto, supongamos que en una red de computadoras se desean inter-
cambiar archivos (Scheduling file transfers [20]). Cada intercambio requiere de una
méquina especifica que envia el archivo y otra que lo recibe, durante este proceso
la méquina es exclusiva del mismo, es decir, una maquina no puede enviar o recibir
més de un archivo a la vez. En este caso, los vértices del grafo se corresponderan
a las maquinas, y una arista entre dos vértices representara que se debe intercam-
biar un archivo entre las méaquinas correspondientes. Un coloreo propio de aristas
modela una programacion de tareas en donde las aristas que utilizan el color ¢
representan los intercambios de archivos que se ejecutan en el momento 7. Si el
objetivo es minimizar el tiempo en que todas las tareas terminan, nuevamente la

situacion es modelada por el problema de coloreo propio de aristas.

Dentro de los resultados mas conocidos del problema de coloreo propio de aristas
esta el teorema de Vizing|64]. Este teorema dice que x'(G) < A(G) + 1 para cual-
quier grafo G, donde A(G) es el grado maximo de G. Dado que X'(G) > A(G),
se pueden clasificar los grafos en dos clases: clase 1 si x'(G) = A(G) o clase 2 si
X' (G) = A(G) + 1. Decidir a qué clase pertenece un grafo es un problema compu-
tacionalmente dificil. En la literatura existen trabajos que analizan la pertenencia
de cierta familia de grafos a alguna de estas clases, asi como también conjeturas
que aun estan abiertas. Muy buenas referencias sobre el estado del arte son los
trabajos de Cao et al.[16] y McDonald [49].

Desde el punto de vista de técnicas basadas en programacion lineal entera, hasta
donde llega nuestro conocimiento, hay s6lo dos trabajos en la literatura. El primer
trabajo es de Nemhauser and Park [54] donde proponen un modelo con un niimero
exponencial de variables correspondientes a todos los posibles matchings maxima-

les del grafo. En un coloreo propio de aristas, cada color define un matching, por lo



2.2. Suma de coloreo propio de aristas

tanto el problema de coloreo propio de aristas puede formularse como encontrar un

cubrimiento de cardinal minimo de las aristas del grafo por medio de matchings.

El algoritmo propuesto es un algoritmo de generacion de columnas el cual, ademaés,
incluye como planos de corte a las desigualdades de ciclo impar (se necesitan al
menos 3 matchings para cubrir las aristas de un ciclo impar). Los autores restringen
su propuesta a grafos regulares de grado 3 y, de esta manera, tanto el problema
de pricing como la separacion de los planos de corte los pueden resolver en forma

eficiente.

El segundo trabajo es de Lee and Leung [44]|, donde comparan la formulacion
propuesta en [54] con una formulacion basada en variables binarias que indican
si una arista esta coloreada con un color. Con estas variables logran un modelo
polinomial, tanto en ntimero de variables como de restricciones. Este modelo es
ajustado con las conocidas desigualdades blossom |22, asi como también con otras
que explotan el hecho de trabajar con grafos regulares de grado 3. La experimen-
tacion y comparacion de formulaciones se realiza en una familia muy acotada de
grafos regulares de grado 3, donde el modelo polinomial propuesto muestra buena

performance.

2.2. Suma de coloreo propio de aristas

El problema de suma de coloreo propio de aristas consiste en encontrar un coloreo
propio de aristas tal que minimice la suma de los colores utilizados. Se denota con
Y¥/(G) al valor de la minima suma y decimos que s'(G) es la minima cantidad de

colores que se utilizan para alcanzar ¥'(G).

Consideremos el problema de programacion de tareas descripto anteriormente
(Scheduling file transfers [20]). Como mencionamos, si el objetivo es minimizar
el tiempo en que todas las tareas terminan, la situacién es modelada por el pro-
blema de coloreo propio de aristas. EEin cambio, si se desea una programacion que
minimice el promedio del tiempo en que se realizan las tareas, entonces el proble-
ma que se desea resolver se puede modelar como un problema de coloreo propio

de aristas donde se busca minimizar la suma de los colores de las aristas.



2. Problemas de etiquetado de aristas en grafos

El problema fue introducido por Kubicka|42|[43] en 1989, donde se demuestra que
es un problema NP-Dificil. En su gran mayoria, los trabajos publicados se enfocan
en resultados teoricos que buscan determinar 3'(G) y/o §'(G) en ciertas familias

particulares de grafos o en dar cotas superiores/inferiores para estos indices.

Respecto a cotas, es claro que la cantidad de colores debe ser mayor o igual al
indice cromético x'(G) y por lo tanto '(G) > x/(G). Ademas, por el teorema
de Vizing, se sabe que A(G) < x/(G) < A(G) + 1. Un resultado interesante de
Mitchem et al.[53] es que §'(G) < A(G) + 1. Es decir, todo coloreo propio que
minimiza la suma de los colores utiliza a lo sumo A(G) + 1 colores, que es la cota

superior del indice cromatico.

Estudios de complejidad y propuestas de algoritmos para diversas familias parti-
culares de grafos han sido tratadas en la literatura, por ejemplo: arboles [29, 70],

bipartitos |29, 57|, regulares [59] y multiciclos [17].

Desde el punto de vista de técnicas basadas en programacion lineal entera, hasta
donde llega nuestro conocimiento, sélo el trabajo de Halldorsson et al. [35] utili-
za un modelo de programacion lineal entera basado en variables asociadas a los

matchings del grafo para el desarrollo de un algoritmo aproximado.

2.3. Distinguibilidad de vértices en coloreos

propios de aristas

Dado un coloreo propio de aristas, definimos al conjunto de colores de un vértice
como el conjunto de colores de sus aristas incidentes. Un par de vértices se dice

distinguible si sus conjuntos de colores son distintos.

Un coloreo propio de aristas con vértices distinguibles es un coloreo propio de
aristas tal que todo par de vértices es distinguible. Por lo tanto, un conjunto de
colores identifica univocamente a cada vértice. El problema de encontrar la mini-
ma cantidad de colores necesarias para obtener un coloreo propio de aristas con

vértices distinguibles se conoce en inglés como vertex-distiguishing edge coloring

10



2.3. Distinguibilidad de vértices en coloreos propios de aristas

problem|14] y se nota con . (G) a esta cantidad. La idea de distinguir los conjun-
tos de colores en etiquetados fue introducida por Aigner and Triesch en [2| v en

particular, para coloreos propios de aristas por Burris and Schelp en [14].

a a

b b

N N

c d c d

Figura 2.1. Coloreos de aristas

En la figura 2.1 mostramos un grafo con dos coloreos propios de aristas distintos.
El coloreo de la izquierda es un coloreo propio de aristas valido. Sin embargo,
los vértices a y b tienen el mismo conjunto de colores. Entonces, este coloreo no
cumple con tener vértices distinguibles. Por otro lado, el coloreo de la derecha
es un ejemplo de un coloreo propio de aristas con vértices distinguibles; es decir,

todos los conjuntos de colores de los vértices son diferentes.

En la literatura, este problema recibi6 especial atencién desde el punto de vista
de teoria de grafos, como una extension del problema de coloreo propio de aristas

entre muchas otras variantes.

En el trabajo inicial de Burris and Schelp[14] se estudiaron los casos particulares
de grafos completos, bipartitos, caminos y ciclos. Ademas se dej6é planteada una
conjetura que establece que para un grafo de n vértices se verifica que x4(G) < n+
1. El trabajo de Favaron et al.[25] demostrd una cota superior igual a n+A(G) —1
y en Balister et al. [4] analizaron el caso de grafos con A(G) = 2. La conjetura
fue demostrada por Bazgan et al.|7| quienes, ademés, demostraron que en caso de
grafos con A(G) > n/3, esta cota puede ser ajustada a A(G) + 5 [8].

Desde el punto de vista de técnicas basadas en programacion lineal entera, hasta

donde llega nuestro conocimiento, no hay trabajos publicados en la literatura.
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2. Problemas de etiquetado de aristas en grafos

2.4. Coloreo propio de aristas con vértices

adyacentes distinguibles

Un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles busca encontrar
un coloreo propio de aristas que tenga la propiedad que para cada par de vértices
adyacentes el conjunto de colores de las aristas incidentes a cada uno sea diferente.
Este problema es similar al anterior salvo que restringe la restriccion de distingui-
bilidad a vértices adyacentes. Es decir, podria existir un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles tal que dos vértices no adyacentes tengan
el mismo conjunto de colores. El problema de encontrar la minima cantidad de
colores necesarios para un coloreo de este tipo se lo conoce en inglés como adja-
cent vertex-distiguishing edge coloring(AVDECP) y se nota x/,,(G) a la minima

cantidad de colores.

Zhang et al. |68] fueron los primeros en definir y estudiar el problema. Determi-
naron x..(G) para varias clases de grafos: arboles, ciclos, completos, bipartitos

completos, y propusieron la siguiente conjetura:

Conjetura 2.4.1. Si G es un grafo conexo con al menos 6 vértices, entonces

X (G) < A(G) 4+ 2 donde A(G) = maz{d(u) :u € V}

Si bien la conjetura aun no ha sido demostrada para grafos en general, desde enton-
ces diversos trabajos estudiaron casos particulares para los cuales demostraron la
conjetura o identificaron cotas superiores. El trabajo de Balister et al.[5] confirmo la
conjetura 2.4.1 para todos los grafos bipartitos y grafos con A(G) = 3. Hatami|3§]
demostr6 que todo grafo G con A(G) > 10%° cumple que x,,(G) < A(G) + 300.
Posteriormente, Joret and Lochet[40] mejoraron esa cota a A(G)+19. Bu et al.[13]
validaron la conjetura 2.4.1 para todos los grafos planares de cintura mayor o igual
a 6.

El trabajo de Chen and Guo|19]| determin6 los indices cromaticos para el problema
AVDECEP en el caso de grafos hipercubos. Wang and Wang|65] estudiaron los
grafos tales que el maximo de los promedios de los grados en los subgrafos es bajo.
Edwards et al.]23] mostraron que si G es un grafo planar bipartito con A(G) > 12
entonces X, (G) < A(G) + 1. Akbari et al.[3] probaron que X/, (G) < 3A(G).

12



2.5. Suma de coloreo propio de aristas con vértices ady. dist.

Wang and Wang|66| dieron una caracterizacion completa de x/,, (G) para los grafos
que no tienen menores K. Tian and Wang|62] caracterizaron el coloreo AVDECP

de ciertas composiciones de grafos.

Como mencionamos antes, Bazgan et al.|[7] probaron que para grafos con n vértices
existe un coloreo propio con vértices distinguibles con a lo sumo n+1 colores. Como
este tipo de coloreo también cumple las condiciones de nuestro problema, entonces
esta cota también es valida para x.,(G). Ademas, la cota que probaron [8] para el
caso d(v) > n/3 Yv € V, también nos permite afirmar que x’,(G) < A(G) + 5.

A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados que existen sobre este problema,
hasta donde llega nuestro conocimiento, no hay propuestas de algoritmos basados

en programacion lineal entera.

2.5. Suma de coloreo propio de aristas con

vértices adyacentes distinguibles

Tal como ocurre con el problema de coloreo propio de aristas, puede resultar de
interés minimizar la suma de los colores utilizados. En este caso, queda definido
lo que llamaremos el problema de suma de coloreo propio de aristas con vérti-
ces adyacentes distinguibles. Utilizaremos las siglas AVDSECP (adjacent vertex

distiguishing sum edge coloring) para referirnos al problema.

Utilizaremos X/, (G) para definir el minimo valor de dicha suma para el grafo
Gy s.,(G) para la minima cantidad de colores utilizados para alcanzar la suma

minima.

No necesariamente conviene utilizar la menor cantidad de colores. Esto depende
de la estructura del grafo. En la figura 2.2 se puede ver que la suma del coloreo
de la izquierda es de 30, mientras que el coloreo de la derecha suma 27. No existe
un coloreo con menor suma a 30 utilizando el conjunto de colores de la izquierda.
Por lo tanto, la utilizacién de menos colores no garantiza una mejora en la suma

del coloreo.

No hemos encontrado definido el problema en la literatura, por lo cual no dis-

ponemos de resultados teoéricos. Para el problema AVDSECP no tenemos una
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a Co.stfs a Co.stlos
: g : /7 \ a| .2
3 / 3
4 4
®5 ‘ / e 5
6

d e d e
N/ N/
f f

Figura 2.2. El primer coloreo tiene mayor costo que el segundo que utiliza més
colores

cota para s, (G) mas alla de que todas las aristas pueden tener un color distin-
to. Basandose en los resultados obtenidos para la suma de coloreos de aristas, se
podria esperar que si la conjetura fuera cierta entonces s, (G) < A(G) + 2. Sin
embargo, hay casos que no cumplen esa propiedad y, ademas, tampoco vale que
st (G) < |V|+ 1, que es una cota demostrada para el problema de coloreo pro-
pio de aristas con vértices distinguibles. Esto le da un interés particular a este

problema.
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3. Modelos de programacion lineal
entera para AVDSECP

En este capitulo proponemos y comparamos dos modelos de programacién lineal
entera para el problema AVDSECP. El objetivo es analizar el comportamiento
de los modelos para elegir el més prometedor y profundizar su estudio con el fin

de desarrollar un algoritmo tipo Branch and Cut de buena performance.

Recordamos que consideramos un grafo G = (V, E) y M = {1,--- ,m}, con m =
|E|, un conjunto de nimeros naturales que representan los colores. Un par de
vértices se dice distinguible si se diferencian en el conjunto de colores de las aristas
incidentes a cada vértice. En AVDSECP buscamos un coloreo propio de aristas
tal que todo par de vértices adyacentes sea distinguible y se minimice la suma de

los colores utilizados.

Diremos que dos vértices adyacentes y de igual grado generan un conflicto. Nos
referiremos a estos vértices como vértices en conflicto, y a la arista incidente a ellos
como arista en conflicto. Ademas, definimos el grado del conflicto como el grado

de los vértices.

3.1. Un modelo de PLE para el problema: POLI

El primer modelo con el que trabajamos utiliza una cantidad de variables y res-
tricciones de orden polinomial (en la cantidad de vértices y de aristas), por lo que
lo llamaremos POLI. Dado un grafo G = (V, E) y un conjunto de colores M, para
cada arista uv € E 'y para cada color k € M, definimos la variable binaria a,,, que
toma valor 1 si la arista uv tiene asignado el color £ y valor 0 en caso contrario.

Por cada vértice v € V' y color k£ € M, determinamos la variable binaria x,, que
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3. Modelos de PLE para AVDSEC

toma valor 1 si alguna arista incidente a v tiene asignado el color k, si no toma
valor 0. Por altimo, la variable binaria w,., definida para los pares de vértices en
conflicto u y v, toma valor 1 si los vértices u y v difieren en el color £, si no toma

valor 0.

Con estas variables describimos el siguiente modelo:

min Z Z kayok

keM uveE
sujeto a
Z Wy > 1 Vuv € E,deg(u) = deg(v) (3.1)
keM
Wyl < Tyl + Tok Vuv € E,deg(u) = deg(v),k € M (3.2)
Wk < 2 — (Tup + Top)  YVuv € E, deg(u) = deg(v),k € M (3.3)
Tuk = Z Ayok VueVike M (3.4)
veEN (u)
> =1 Vuv € B (3.5)
keM
top € {0,1) Vuv € B,k € M
T € {0,1} YueV ke M
Wk, € {0,1} Vuv € E,deg(u) = deg(v),k € M

La restriccion (3.1) fuerza a que exista un color que distinga a cada par de vértices
en conflicto. Si los vértices comparten algin color k, o ninguno es incidente al color
k, entonces las restricciones (3.2) y (3.3) fuerzan a la variable que distingue a esos
vértices en el color k a tomar el valor 0. Entonces, w,,; s6lo podra tomar el valor 1
en el caso que el color k esté asignado a una tnica arista incidente a u 6 v. Luego,
en (3.4), se fijan los valores de las variables binarias z,, como la suma de todas las
aristas que tienen el color k. A su vez, restringe el valor de la suma a los valores 0 y
1. Por ultimo, en (3.5), se define que cada arista debe tener asignado exactamente

un color.
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3.2. Otro Modelo de PLE: EXP

El segundo modelo que presentamos tiene una cantidad de variables de orden
polinomial (en nimero de vértices y de aristas), pero cuenta con una cantidad
de restricciones de orden exponencial, por lo que lo llamamos EXP. Utilizamos
las mismas variables binarias a,,r v T.t que en el caso anterior. El modelo queda

definido de la siguiente manera:

min Z Z kayui;

keM uveE
sujeto a
Z Qyvk = Tyk Yu € V, ke M (36)
veN (u)
Z ok = 1 Yuv € E (37)
keM
> wuk + o < 2deg(u) — 1 e p RS et (3.8)
keS
Ayvk S {O, 1} VUU € E7 k; € M
Tur € {0,1} YueV,ke M

Las restricciones (3.6) y (3.7) establecen las condiciones para un coloreo propio
de aristas, tal como senalamos en el modelo anterior. Con la restriccion (3.8) se
restringe el uso de los colores en las aristas incidentes a vértices adyacentes en
conflicto. Sean u y v dos vértices adyacentes de grado deg(u) = deg(v) = d, no
puede existir un conjunto de d colores tal que todas las aristas incidentes a estos

vértices tienen asignado alguno de estos colores.

Si bien el modelo parece méas simple por poder escribirse de manera maéas sucinta
y con menos variables, contiene muchas mas restricciones que el modelo anterior,
ya que para cada par de vértices de grado d en conflicto existen (ZL) cantidad de
restricciones. Por ejemplo, si existe un conflicto de grado 5 en un grafo con 20

aristas, existen 15504 restricciones.
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3. Modelos de PLE para AVDSEC

3.3. Analisis computacional

En las secciones anteriores presentamos dos modelos para resolver el mismo proble-
ma. Por un lado, el modelo POLI tiene mayor cantidad de variables que el modelo
EXP. Sin embargo, el modelo EXP tiene una mayor cantidad de desigualdades
que el modelo POLI. A priori no hay ninguna razén a partir de la cual podamos
afirmar que uno de los modelos es computacionalmente superior al otro. El tamano
del modelo (cantidad de variables y/o restricciones) no es un indicador fehacien-
te de la performance que pueda tener una formulacion. Nuestro primer objetivo
entonces es evaluar empiricamente los modelos con el fin de identificar aquel més
prometedor para desarrollar un algoritmo Branch and Cut. Dado que en la litera-
tura no hemos encontrado un tratamiento algoritmico del problema, tuvimos que

definir nuestro propio conjunto de instancias de prueba.

3.3.1. Instancias de prueba

En primer lugar armamos grafos pseudo-aleatorios. En unas pruebas preliminares
notamos que la cantidad de conflictos en grafos aleatorios es baja. Ademas, al com-
parar resultados entre instancias, la cantidad de conflictos puede ser determinante,
ya que cada arista entre vértices de igual grado impone una restriccion al proble-
ma. Por lo tanto decidimos construir grafos pseudo-aleatorios con una cantidad
controlada e interesante de conflictos. Para lograr esto comenzamos con un arbol
y agregamos aristas incrementalmente. En cada paso elegimos aleatoriamente un
vértice y tratamos de crear una arista que aumente la cantidad de conflictos, es
decir, buscamos vértices del mismo grado. Para este tipo de grafos tenemos ins-
tancias de baja, media y alta densidad de aristas. Estos grafos los denominaremos

random.

En pruebas preliminares no encontramos grafos G donde la solucion de AVDECP
requiriera mas de A(G) + 2 colores. Esto refuerza de alguna manera la conjetura
establecida en [68]. Es més, en nuestras pruebas notamos que la cantidad de grafos
que requieren A(G) + 2 colores es muy baja. Sin embargo, este tipo de grafos son
muy interesantes ya que requieren decidir que no hay coloreo factible con A(G)+1
colores. Por lo tanto, utilizamos un tipo de grafo con una alta densidad de aristas

y para los cuales conocemos que la cantidad de colores necesarios es A(G) + 2. La
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3.3. Analisis computacional

estructura de estos grafos es muy particular para lograr este niimero, resultan de
dividir una arista en un grafo completo. Es decir, se eligen dos vértices u y v del
grafo completo y se agrega un vértice w. Luego, se saca la arista uv del grafo y se

agregan las aristas uw y vw. A estos grafos los llamaremos A + 2.

Por dltimo decidimos experimentar con grafos k —regulares. En estos grafos todos
los vértices tienen el mismo grado. De esta forma obtenemos que todas las aristas
del grafo son entre vértices de igual grado. Por lo tanto, todo par de vértices
adyacentes estd en conflicto. En este caso, no existen asignaciones que utilicen
A(G) colores, ya que siempre existen dos vértices adyacentes de grado A(G). Estas

instancias las denominamos regular.

En la tabla 3.1 pueden verse los detalles de cada una de las instancias: cantidad
de vértices, cantidad de aristas, grado maximo, los diferentes indices cromaticos,

cantidad de pares de vértices en conflicto, porcentaje de densidad y de conflictos.

3.3.2. Resultados

Utilizando las instancias de referencia comparamos el modelo POLI con el modelo

EXP de manera computacional.

Para realizar los experimentos computacionales utilizamos una computadora con
procesador Intel i7 3.5GHz con 48 GB de memoria RAM. Utilizamos Ubuntu 16.04

LTS como sistema operativo.

Implementamos un algoritmo Branch and Cut utilizando las librerias del paquete
CPLEX! 12.7, con un solo thread y todos los pardmetros por defecto. El codigo se
desarroll6 en C++ con la interfaz en C de CPLEX. En el caso del modelo EXP, las
restricciones (3.8) fueron tratadas como restricciones lazy, es decir, incorporandose
al modelo bajo demanda en el caso que la solucion de la relajacion lineal asociada
a un nodo tenga coordenadas enteras. La busqueda de restricciones violadas se
realiza en forma exhaustiva. Todas las ejecuciones fueron realizadas con un tiempo

limite de 3600 segundos.

Thttps://www.ibm.com /products /ilog-cplex-optimization-studio
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20

Tipo  densidad Nombre VI |E| AG) X, Y., s, -conflictos %densidad %conflictos
be-43-1-1 43 92 8 9 305 9 25 9.73% 27.17%
be-43-2-1 43 96 9 10 331 10 25 10.15% 26.04%
baja bc-43-3-1 43 95 8 9 310 9 27 10.04 % 28.42%
: bc-43-4-1 43 146 10 11 631% 11 38 15.43% 26.03 %
be-43-5-1 43 98 9 10 354 11 25 10.36 % 25.51 %
be-43-6-1 43 109 9 10 401 10 31 11.52% 28.44 %
be-13-1-5 13 38 9 9 149 9 12 41.76 % 31.58%
be-13-2-5 13 37 8 9 148 9 9 40.66 % 24.32%
random  media be-13-3-5 13 36 6 T o129 7 19 39.56 % 52.78 %
be-13-4-5 13 21 4 5 55 5 17 23.08 % 80.95 %
be-13-5-5 13 33 6 7 115 8 25 36.26 % 75.76 %
be-13-6-5 13 34 6 7 119 7 18 37.36 % 52.94 %
be-12-1-9 12 65 11 13 398 14 45 83.33% 69.23 %
be-12-2-9 12 64 11 13 387 13 37 82.05% 57.81%
alta be-12-3-9 12 64 11 13 387 13 37 82.05 % 57.81 %
be-12-4-9 12 64 11 13 387 13 37 82.05% 57.81 %
be-12-5-9 12 63 11 12 37 13 29 80.77% 46.03 %
be-12-6-9 12 63 11 12 37 14 31 80.77% 49.21%
inst_7_5 7 16 5 7 53 7 14 57.14% 87.50 %
A2 alta inst_8_6 8§ 22 6 8 82 8 20 61.11% 90.91 %
inst_9_7 9 29 7 9 124 9 27 64.44% 93.10%
inst 10 8 10 37 8 10 176 10 35 67.27% 94.59 %
kinst-4-033-0 33 66 4 5 183 5 66 11.76 % 100.00 %
kinst-4-033-1 33 66 4 5 183 5 66 11.76 % 100.00 %
kinst-4-033-2 33 66 4 5 183 5 66 11.76 % 100.00 %
kinst-4-033-3 33 66 4 5 183 5 66 11.76 % 100.00 %
baja kinst-4-033-4 33 66 4 5 183 5 66 11.76 % 100.00 %
kinst-4-034-0 34 68 4 5 18 5 68 11.43% 100.00 %
kinst-4-034-1 34 68 4 5 18 5 68 11.43% 100.00 %
kinst-4-034-2 34 68 4 5 188 5 68 11.43% 100.00 %
kinst-4-034-3 34 68 4 5 188 5 68 11.43% 100.00 %
kinst-4-034-4 34 68 4 5 188 5 68 11.43% 100.00 %
nnl6k7il 16 56 7 8 235 9 56 41.18% 100.00 %
n16k7i2 16 56 7 8 235 9 56 41.18% 100.00 %
nl16k7i3 16 56 7 8§ 235 9 56 41.18% 100.00 %
n16k7id 16 56 7 8 235 9 56 41.18% 100.00 %
nl16k7i5 16 56 7 8 235 9 56 41.18% 100.00 %
media 1’1161{7:16 16 56 7 8 235 9 56 41.18% 100.00 %
reqular n16k8il 16 64 8 9 299 10 64 47.06 % 100.00 %
: n16k8i2 16 64 8 9 300 10 64 47.06 % 100.00 %
n16k8i3 16 64 8 9 300 10 64 47.06 % 100.00 %
n16k8i4 16 64 8 9 300 10 64 47.06 % 100.00 %
n16k8i5 16 64 8 9 300 10 64 47.06 % 100.00 %
n16k8i6 16 64 8 9 300 10 64 47.06 % 100.00 %
n12k10il 12 60 10 11 341 12 60 76.92% 100.00 %
n12k10i2 12 60 10 11 341 12 60 76.92 % 100.00 %
n12k10i3 12 60 10 11 341 12 60 76.92 % 100.00 %
n12k10i4 12 60 10 11 341 12 60 76.92 % 100.00 %
n12k10i5 12 60 10 11 341 12 60 76.92 % 100.00 %
alta n12k10i6 12 60 10 11 341 12 60 76.92 % 100.00 %
n12k9il 12 54 9 10 281 11 54 69.23% 100.00 %
n12k9i2 12 54 9 10 281 11 54 69.23 % 100.00 %
n12k9i3 12 54 9 10 281 11 54 69.23 % 100.00 %
n12k9i4 12 54 9 10 281 11 54 69.23 % 100.00 %
n12k9i5 12 54 9 10 281 11 54 69.23% 100.00 %
n12k9i6 12 54 9 10 281 11 54 69.23 % 100.00 %

Cuadro 3.1. Instancias de prueba
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Modelo POLI

Comenzamos analizando los resultados de POLI. En la tabla 3.2 mostramos para
cada instancia: el 6ptimo y la cantidad de colores usados en el 6ptimo, el tiempo
total en segundos, la cota inferior alcanzada, la mejor solucién encontrada y la
cantidad de colores usados en la solucion, el porcentaje de gap final y la cantidad

de nodos del arbol generados.

El modelo POLI presenta una muy pobre performance. De las 56 instancias, solo
pudo resolver 12 instancias (21.42 %) en el término de una hora con un promedio

de tiempo de 387.70 segundos.

En el 38.63 % de las instancias no resueltas, la mejor soluciéon encontrada coincide
con el valor 6ptimo del problema, sin embargo, al no poder mejorar la cota dual,
el algoritmo no pudo demostrar la optimalidad. En estos casos, el promedio de
gap final es de 1.53%. En el 61,37 % restante de las instancias no resueltas, la
mejor solucién encontrada tiene un valor mayor de funcién objetivo que el de la
solucion optima. En promedio, las soluciones encontradas son 2.14 % peores que el
valor 6ptimo, alcanzando valores de casi el 10 % en las instancias regulares de baja
densidad. El promedio del gap final es de 3.04 %, siendo las instancias regulares de
baja densidad las que presentan mayores gaps, alcanzando valores por encima del
5 %. Cabe mencionar que, dentro de las instancias no resueltas que no encontraron
el 6ptimo, el 40.74 % utiliza la cantidad de colores necesaria para alcanzar el 6ptimo
pero falla en la asignacion, mientras que el 59.26 % restante utiliza una cantidad
mayor de colores. En general estan utilizando un color extra, pero hay instancias
donde se utilizan hasta 3 colores por encima de los necesarios. Este tltimo caso,
mayormente concentrado en instancias random de alta densidad y regulares de
baja densidad. Notamos una correspondencia marcada entre esto y el gap final: si

utiliza mayor cantidad de colores, hay un mayor gap.

Entre las instancias no resueltas, el promedio de enumeracion total de nodos es de
220610.59. En el caso de las instancias resueltas, el promedio de nodos enumerados
es 94110.7. Estos nameros evidencian que las relajaciones se resuelven muy rapido,

no siendo un factor que influya significativamente en el total del tiempo utilizado.

Los cortes que por defecto usa CPLEX son en su mayoria de tipo zero half, Gomory

y en menor medida covers y clique. El promedio de cortes por instancia es inferior
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Tipo  densidad Nombre Opt  #ColOpt Tiempo Cotalnf MejorSolu #ColUsados GapFinal — Nodos
be-43-1-1 305 9 3028.82  305.00 305 9 0.00 554940
be-43-2-1 331 10 64.69  331.00 331 10 0.00 10294
baja be-43-3-1 310 9 3600 309.00 310 9 0.32 606290
: be-43-4-1 631 11 3600 627.00 632 12 0.63 113598
be-43-5-1 354 11 910.58  354.00 354 11 0.00 142577
be-43-6-1 401 10 3600 400.00 401 10 0.25 567138
be-13-1-5 149 9 2.29 149.00 149 9 0.00 840
be-13-2-5 148 9 3.26 148.00 148 9 0.00 2481
random. media be-13-3-5 129 7 3.89 129.00 129 7 0.00 142
be-13-4-5 55 5 2.31 55.00 55 5 0.00 1131
be-13-5-5 115 8 53.48 115.00 115 8 0.00 20298
be-13-6-5 119 7 5.16 119.00 119 7 0.00 1138.0
be-12-1-9 398 14 3600 390.88 398 14 1.79 264501.0
be-12-2-9 387 13 3600 382.00 387 13 1.29 352070
alta be-12-3-9 387 13 3600 382.50 387 15 1.16 435676
be-12-4-9 387 13 3600 381.50 387 15 1.42 400797
be-12-5-9 374 13 3600 368.13 374 13 1.57 449395
be-12-6-9 375 14 3600 372.33 375 14 0.71 471096
inst_7_5 53 7 0.42 53.00 53 7 0.00 55
A2 alta inst_8_6 82 8 185.48  82.00 82 8 0.00 185568
inst_9_7 124 9 392.06  124.00 124 9 0.00 209864
inst_10_8 176 10 3600 174.00 176 10 1.14 1488024
kinst-4-033-0 183 5 3600 174.75 189 6 4.51 15296
kinst-4-033-1 183 5 3600 174.75 190 6 4.51 15342
kinst-4-033-2 183 5 3600 173.16 201 7 5.38 9540
kinst-4-033-3 183 5 3600 174.61 187 6 4.58 60403
kinst-4-033-4 183 5 3600 174.43 183 5 4.69 43349
baja k?nst—4—034—0 188 5 3600 176.56 201 6 6.08 15692
kinst-4-034-1 188 5 3600 176.57 194 6 6.08 15868
kinst-4-034-2 188 5 3600 176.48 204 8 6.13 12638
kinst-4-034-3 188 5 3600 177.08 196 6 5.81 12228
kinst-4-034-4 188 5 3600 176.67 201 6 6.03 12816
nnl6k7il 235 9 3600 230.25 236 9 2.02 183975
nnl6k7i2 235 9 3600 230.00 236 9 2.13 181600
nnl6k7i3 235 9 3600 230.27 236 9 2.01 178201
nnl6k7id 235 9 3600 230.25 236 9 2.02 171113
nnl6k7i5 235 9 3600 229.86 235 9 2.19 163189
media nn16k7%6 235 9 3600 230.01 236 9 2.12 209600
reqular nn16k8}1 299 10 3600 292.31 305 10 2.24 13538
- nnl6k8i2 300 10 3600 293.03 302 11 2.32 61243
nnl6k8i3 300 10 3600 294.00 302 11 2.00 113900
nnl6k8id 300 10 3600 292.50 301 11 2.50 25226
nnl6k8i5 300 10 3600 293.75 300 10 2.08 101121
nnl6k8i6 300 10 3600 293.92 301 10 2.03 123332
n12k10i1 341 12 3600 335.25 344 13 1.69 218533
n12k10i2 341 12 3600 336.75 342 12 1.25 188449
n12k10i3 341 12 3600 338.13 341 12 0.84 260544
n12k10i4 341 12 3600 337.50 342 12 1.03 211869
alta n12k10i5 341 12 3600 337.00 341 12 1.17 194981
n12k10i6 341 12 3600 335.38 342 12 1.65 182983
n12k9il 281 11 3600 276.00 281 11 1.78 280001
n12k9i2 281 11 3600 276.25 282 12 1.69 273089
n12k9i3 281 11 3600 275.88 281 11 1.82 230906
n12k9id 281 11 3600 275.50 282 12 1.96 169135
n12k9i5 281 11 3600 276.00 281 11 1.78 329900
n12k9i6 281 11 3600 276.25 282 11 1.69 278681

Cuadro 3.2. Resultados Modelo POLI
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a 10 para todas las familias, salvo las tipo zero half que alcanzan un promedio de
14. En general, estos cortes son aplicados en el nodo raiz, si bien hay instancias

donde aparecen incluidos en otros nodos del arbol.

Modelo EXP

Analizamos ahora los resultados de EXP. En la tabla 3.3 mostramos, para cada
instancia: el 6ptimo y la cantidad de colores usados en el 6ptimo, el tiempo total
en segundos, la cota inferior alcanzada, la mejor solucién encontrada y la cantidad
de colores usados en la solucién, el porcentaje de gap final, la cantidad de nodos

del arbol generados y la cantidad de cortes agregados.

El modelo EXP presenta una mejor performance. De las 56 instancias, pudo resol-
ver 44 instancias (78.57 %) en el término de una hora con un promedio de tiempo
de 476.10 segundos.

En el 83.33 % de las instancias no resueltas, el valor de la funcion objetivo de la
mejor solucién encontrada coincide con el valor éptimo del problema y el gap final
promedio es de 0.64 %. Es decir, es necesario mejorar la cota dual para probar la
optimalidad de la solucién. Hay dos instancias, regular de baja densidad, donde
no se obtiene la mejor solucién y se utilizan mas colores de los necesarios y el gap

super6 el 2%. Respecto al valor 6ptimo, estan al 1% de este valor.

Entre las instancias no resueltas, el promedio de enumeracion total de nodos es de
1751986.66. En el caso de las instancias resueltas, el promedio de nodos enumera-
dos es 341581.34. Estos ntimeros evidencian que las relajaciones se resuelven muy

rapido, aun mas que las del modelo POLI.

Si bien las desigualdades (3.8) fueron tratadas como cortes, la incidencia del tiempo
de separacion asi como también del tiempo de resoluciéon de las relajaciones al ser
incorporadas, es insignificante y no tiene un impacto en el tiempo total ya que so6lo
son incorporadas a demanda en el caso de soluciéon entera. En promedio se agregan
200 cortes por instancia, observandose que a mayor densidad, mayor cantidad de

cortes.

Los cortes que por defecto usa CPLEX son en su mayoria de tipo zero half, clique y

en menor medida covers. No se evidencia que la densidad o la cantidad de conflictos
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Tipo  densidad Nombre Opt  #ColOpt Tiempo Cotalnf MejorSolu #ColUsados GapFinal Nodos  #Cortes
be-43-1-1 305 9 1041.14 305 305 9 0.00 426632 48
be-43-1-1 331 10 79.21 331 331 10 0.00 29591 61
baja be-43-3-1 310 9 298.76 310 310 9 0.00 129115 51
; be-43-4-1 631 11 3600 628.5 631 11 0.40 462900 97
be-43-5-1 354 11 132.82 354 354 11 0.00 33090 52
be-43-6-1 401 10 943.7 401 401 10 0.00 337901 5
be-13-1-5 149 9 0.68 149 149 9 0.00 554 31
be-13-2-5 148 9 0.44 148 148 9 0.00 282 23
random  media be-13-3-5 129 7 0.36 129 129 7 0.00 50 30
55 5 0.39 55 55 5 0.00 163 45
115 8 1.64 115 115 8 0.00 2763 73
119 7 119 7 0.00 366 43
398 14 398 14 0.80 2640651 257
387 13 387 13 0.71 2953372 302
alta 387 13 387 13 0.68 2757000 303
387 13 387 15 0.84 2748500 307
374 13 374 13 0.00 1108451 137
be-12-6-9 375 14 375 14 0.33 2997184 150
inst_7_5 53 7 53 7 0.00 137 32
At2 alta inst_8_6 82 8 82 8 0.00 908 47
inst_9_7 124 9 124 9 0.00 10165 94
inst_10_8 176 10 176 10 0.00 5030196 89
kinst-4-033-0 183 5 183 5 0.00 85891 239
kinst-4-033-1 183 5 183 5 0.00 85891 239
kinst-4-033-2 183 5 183 5 0.00 342496 266
kinst-4-033-3 183 5 185 6 2.11 1042087 270
kinst-4-033-4 183 5 183 5 1.50 789833 255
baja kinst-4-034-0 188 5 188 5 0.68 761838 249
kinst-4-034-1 188 5 188 5 0.63 785836 249
kinst-4-034-2 188 5 188 5 0.00 835272 258
kinst-4-034-3 188 5 188 5 0.00 233120 240
kinst-4-034-4 188 5 190 6 2.13 1040264 327
nnl6k7il 235 9 235 9 0.00 17527 248
nnl6k7i2 235 9 235 9 0.00 68712 257
nnl6k7i3 235 9 235 9 0.00 32266 220
nnl6k7id 235 9 235 9 0.00 67020 272
nnl6k7i5 235 9 235 9 0.00 65421 245
media nankT%G 235 9 235 9 0.00 ':12620 247
regular nnl6k8il 299 10 299 10 0.00 51969 495
nn16k8i2 300 10 300 10 0.00 250017 304
nn16k8i3 300 10 300 10 0.00 188431 300
nn16k8i4 300 10 300 10 0.00 164182 301
nnl6k8i5 300 10 300 10 0.00 242163 298
nnl6k8i6 300 10 836.1 300 300 10.0 0.00 441913 297
n12k10il 341 12 440.18 341 341 12 0.00 309454 398
n12k10i2 341 12 520.39 341 341 12 0.00 382699 273
n12k10i3 341 12 241.55 341 341 12 0.00 156486 318
n12k10i4 341 12 3600 337.66 341 12 0.00 2044375 340
n12k10i5 341 12 706.22 341 341 12 0.00 636354 290
alta n12k10i6 341 12 11174 341 341 12 0.00 779012 304
n12k9il 281 11 119.32 281 281 11 0.00 94281 280
n12k9i2 281 11 289.74 281 281 11 0.00 260243 331
n12k9i3 281 11 840.83 281 281 11 0.00 617860 244
n12k9id 281 11 251.31 281 281 11 0.00 190256 279
n12k9i5 281 11 580.79 281 281 11 0.00 625219 264
n12k9i6 281 11 644.12 281 281 11 0.00 652440 321

Cuadro 3.3. Resultados Modelo EXP
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sea un factor decisivo en la inclusion de estos cortes. Ademas, el promedio de cortes
por instancia es inferior a 10 para todas las familias, salvo las tipo zero half que

alcanzan un promedio de 19.

POLI vs EXP

Para concluir nuestro anélisis, en la tabla 3.4 mostramos el tiempo y gap final para

cada instancia y cada modelo.

En primer lugar, la cantidad resuelta por cada modelo evidencia la superioridad
de EXP: 12 vs 44.

En todas las instancias no resueltas por ambos modelos, el gap final alcanzado
por el modelo EXP es menor, siendo en promedio 53 % mejor. Particularmente,
en las instancias regulares de baja densidad, la diferencia se acentiia alcanzando
valores cercanos al 90 %. Ademas, las soluciones encontradas con el modelo EXP

son siempre igual o mejores que las del modelo POLI.

Todas las instancias resueltas con POLI se resolvieron con EXP. En el primer
caso, con un tiempo promedio de 387.70 segundos, y para EXP, en 105.10 segun-
dos.

El analisis y la comparacion realizados sobre los modelos nos permite suponer,
con cierta certeza, que el modelo EXP es una base mas solida para desarrollar
sobre él un algoritmo Branch and Cut. En particular, confiamos en que un estudio
poliedral nos pueda dar herramientas para mejorar las relajaciones lineales y poder

cerrar el gap mas rapidamente.
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Tipo  densidad Nombre POLI EXP
Tiempo Y%gap Tiempo %gap
bc-43-1-1 3028.82 0.00 1041.14 0.00
bc-43-2-1 64.69 0.00 79.21 0.00
bc-43-3-1 3600 0.32 298.76  0.00
bc-43-4-1 3600 0.63 3600 0.39
bc-43-5-1 910.58 0.00 132.82 0.00
bc-43-6-1 3600 0.24 943.7 0.00
be-13-1-5 2.29 0.00 0.68 0.00
bc-13-2-5 3.26 0.00 0.44 0.00
be-13-3-5 3.89 0.00 0.36 0.00
bc-13-4-5 2.31 0.00 0.39 0.00
bc-13-5-5 53.48 0.00 1.64 0.00
bc-13-6-5 5.16 0.00 0.56 0.00
be-12-1-9 3600 1.79 3600 0.79
be-12-2-9 3600 1.29 3600 0.71
be-12-3-9 3600 1.16 3600 0.67

baja

random  media

alta be-12-4-9 3600 142 3600  0.83
be-12-5-9 3600 157 1098.88 0.00
be-12-6-9 3600  0.71 3600  0.33
nst_7_5 042 0.00 0.2 0.00
inst_8_6 18548 0.00  0.38  0.00
A+2 alta inst 9 7 39206 0.00 354  0.00
inst_10 8 3600 1.13 1822.47 0.00
kinst-4-033-0 3600 450 377.8  0.00
kinst-4-033-1 3600  4.50 376.99 0.00
kinst-4-033-2 3600  5.377 1379.45 0.00
kinst-4-033-3 3600  4.584 3600  2.11
kinst-4-033-4 3600  4.68 3600  1.50
baja  NnSU-40340 3600 GOSS 3600 068
~ kinst-4-034-1 3600  6.08 3600  0.62
kinst-4-034-2 3600  6.12 340222 0.00
kinst-4-034-3 3600 580 3600  2.12
nn1GK7iL 3600 202 3506 0.00
nn16k7i2 3600 212 113.65 0.00
nn16k7i3 3600 201 5207  0.00
nn16k7id 3600 2.02 126,79  0.00
nn16k7i5 3600 218 14514  0.00
. nn16k7i6 3600 212 7473 0.00
media . _
nn16k8il 3600 223 1095  0.00
regular nn16k8i2 3600 232 469.75  0.00
nn16k8i3 3600 2 410.78  0.00
nn16ksid 3600 25 33278 0.00
nn16ks8i5 3600 208 47544  0.00
1nn16k8i6 3600 202 8361  0.00
N 121011 3600  1.68 440.18  0.00
n12k10i2 3600 124 520.39  0.00
n12k10i3 3600  0.84 24155  0.00
n12k10i4 3600 1.02 3600 097
n12k10i5 3600 117 706.22  0.00
i n12k10i6 3600 1.64 11174  0.00
n12k9il 3600 177 119.32  0.00
1n12k9i2 3600 1.69  289.74  0.00
n12k9i3 3600 1.82  840.83 0.00
n12k9i4 3600 1.95 25131 0.00
n12k9i5 3600 177 580.79  0.00
n12k9i6 3600 1.69 644.12  0.00

Cuadro 3.4. Comparacion Modelo POLI vs Modelo EXP
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4. Heuristicas

Los algoritmos heuristicos tienen un rol muy importante en el contexto de los
problemas de optimizacion. Como muchos de estos problemas pertenecen a la
clase de complejidad NP-Dificil, encontrar una soluciéon 6ptima del problema es
muy complejo y lleva mucho tiempo de computo. En contraposicion, las soluciones
encontradas por los algoritmos heuristicos no necesariamente son 6ptimas, aunque
si es esperable que sean de buena calidad, y el tiempo de computo requerido por
estos algoritmos es considerablemente menor. Aunque para muchas instancias una
heuristica puede llegar a obtener un resultado 6ptimo, no brinda garantia de ello.
En general, los algoritmos heuristicos tampoco ofrecen una medida que diga qué
tan mala o buena es la solucién encontrada con respecto a una soluciéon 6ptima.
En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de trabajos que desarrollan
una amplia variedad de algoritmos heuristicos para problemas de optimizaciéon
[26, 55].

Este capitulo esta dedicado al desarrollo de diversos algoritmos heuristicos que
encuentran soluciones del problema AVDSECP. Algunas de estas heuristicas son
sumamente rapidas, mientras que otras consumen una cantidad de tiempo consi-
derable (teniéndose en cuenta que no son procedimientos exactos). Dentro de las
heuristicas rapidas comenzaremos desarrollando una heuristica golosa. Luego estu-
diaremos dos modelos de Constraint Programming, uno de ellos enmarcado dentro
de los procedimientos rapidos y el otro dentro de los lentos. Por tltimo, también
dentro del grupo de los métodos lentos, expondremos una heuristica basada en una
formulacion de PLE con cantidad de variables exponencial, a la cual le aplicaremos

un proceso de generacion de columnas.
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4.1. Una heuristica golosa

Al primer algoritmo que presentaremos lo llamamos heuristica golosa. Los algo-
ritmos golosos son ampliamente utilizados para construir soluciones de problemas
de optimizacion combinatoria, por ser relativamente faciles de implementar y muy
rapidos en tiempo de ejecucion. Estos procedimientos construyen gradualmente
una solucion, eligiendo en cada paso la mejor alternativa posible basandose en la
informacion local con la que cuenta en ese momento. Pero no siempre una elecciéon
localmente 6ptima deriva en una eleccién globalmente 6ptima. La velocidad de
ejecucion y simplicidad de estos algoritmos se basa, principalmente, en que nunca
retroceden ni revierten una decision tomada. Esto hace que esta estrategia falle en
encontrar soluciones 6ptimas para muchos problemas de optimizacién combinato-

ria, convirtiéndose en procedimientos heuristicos para ellos.

El nombre de nuestro procedimiento corresponde a que vamos a elegir aristas
del grafo en algiin orden y a cada arista elegida le asignaremos el menor color
posible. Esto es similar a como funciona el algoritmo DSATUR [12| para coloreo
de vértices, pero aplicado en este caso a coloreo de aristas. Claramente esta decision
no asegura que, al finalizar el procedimiento, hayamos construido un coloreo propio
de aristas con vértices adyacentes distinguibles cuya suma sea lo menor posible.
Para implementar este algoritmo, debemos definir el criterio para seleccionar la
proxima arista a pintar y como elegir el menor color posible para asegurar que
el coloreo obtenido cumpla con todas las restricciones de nuestro problema. Es
decir, vamos a garantizar que nuestro procedimiento construya un coloreo propio
de aristas con vértices adyacentes distinguibles, pero no que lo haga minimizando

la suma.

Comenzamos por definir un algoritmo (Algoritmo 1) que, a partir de un colo-
reo parcial de aristas valido, construya un coloreo propio de aristas con vértices

adyacentes distinguibles.

En cada iteracion del ciclo principal del Algoritmo 1 (lineas 2 a 25), siguiendo
algin criterio, se selecciona una arista uv atn sin color asignado. En el conjunto
C se incluiran todos los colores prohibidos para pintar la arista seleccionada. En la
linea 4 se incorporan los colores ya utilizados para pintar aristas incidentes a u o a

v. Esto es para asegurar que el coloreo obtenido sea un coloreo propio de aristas.
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Algoritmo 1 Algoritmo de extension

1: Funcion ALGORITMOEXTENSION(G, f) > G es un grafo y f un coloreo
parcial valido.

7
8:
9:
10:
11:
12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

do

do

while Hay aristas sin pintar do

uv < arista sin pintar elegida con un criterio
C+—{flw): v € Nw)}U{f(v):v € N(v)}
if uv es la Gltima arista sin pintar de u then
for all ' € N(u) con d(u') = d(u) y todas sus aristas ya pintadas

if {f(vz):z€ NW)}\{f(uz):2z€ N(u)} = {c} then
C <+ CU{c}
Fin if
Fin for
Fin if
if uv es la ultima arista sin pintar de v then
for all v" € N(v) con d(v') = d(v) y todas sus aristas ya pintadas

if {f(v'2):2ze€ N(W)}\{f(vz):2€ N(v)} ={c} then
C <+ CU{c}
Fin if
Fin for
Fin if
if wv es la altima arista sin pintar de N(u) U N(v) y
{f(w)) : ' € N(u)} = {f(vV) : v/ € N(v)} then
e < arista aleatoria entre las incidentes a u o v
F(e) & maz(f) + 1
Fin if
f(uv) <= minimo color posible que no esta en C'

Fin while

26: Fin Funcion
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Los controles realizados entre las lineas 5 y 23 aseguran que el coloreo obtenido
sea con vértices adyacentes distinguibles. El condicional de la linea 5 controla si la
arista uv es la dltima arista que se colorea de las incidentes a u. Si esto es asi, se
verifica si u tiene algtin vértice adyacente con igual grado, w, cuyas aristas ya han
sido todas coloreadas. Si este es el caso y todos los colores utilizados en aristas
incidentes a u también han sido usados en aristas incidentes a w, hay un tnico
color utilizado por aristas incidentes a w que todavia no ha sido utilizado en una
arista incidente a u. Por lo tanto, se debe prohibir este color para colorear a uv
para que asi distinga a u y w, agregandolo al conjunto C' de colores prohibidos.
Lo mismo ocurre sobre el vértice v entre las lineas 12 y 18. Finalmente, entre las
lineas 20 y 23 se analiza el caso cuando los vértices u y v tienen igual grado y
todas las aristas incidentes a u y v (menos la uv) ya tienen color asignado. En este
caso, si los vértices no resultan distinguibles, a alguna arista entre las incidentes
a u o v se le asigna un nuevo color no usado hasta el momento, lo que asegura la

distinguibilidad de este par de vértices y no afecta las distinguibilidad de otros.

Veamos que el Algoritmo 1 genera un coloreo de aristas que cumple con todos
los requisitos impuestos en nuestro problema. En primer lugar, se puede verificar
facilmente que el algoritmo termina, ya que en cada paso asigna un color a una
arista sin color asignado. Falta mostrar ahora que el coloreo final obtenido cumple

todas las restricciones.

Las condiciones para ser un coloreo propio de aristas se cumplen ya que, al asignar
color a la arista uv, en la linea 4 se agregan al conjunto C' de colores prohibidos,
los colores ya asignados a aristas incidentes a u o0 a v. Esto asegura que las aristas

incidentes a un mismo vértice siempre tienen asignados colores distintos.

Nos queda analizar la distinguibilidad de vértices adyacentes. Supongamos que
esto no es asi, es decir que existen vértices u y v adyacentes del mismo grado que
tienen el mismo conjunto de colores en sus aristas incidentes. Consideremos las

siguientes situaciones que pueden haberse dado en el algoritmo:

= Entre todas las aristas incidentes a v o v, la tltima arista en asignarle color
fue la arista uv. Entonces el algoritmo hubiera entrado al condicional de la
linea 20. En ese caso a una arista incidente a u 0 a v se le asignara un color

que no se utiliz6 atn, por lo que no puede haber conflicto en el coloreo final
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entre v y v ni verse afectado otro conflicto. Por lo tanto, la dltima arista a

asignarle color entre las incidentes a v o v no puede haber sido la uwv.

= Entre todas las aristas incidentes a u o v, sin pérdida de generalidad, la ultima
arista en asignarle color fue la uu’. Entonces, el vértice v ya tenia todas sus
aristas incidentes con color asignado. Luego, el algoritmo hubiera entrado
al condicional de la linea 5 y en la linea 6 hubiese considerado al vértice v,
por ser vecino de wu, tener su mismo grado y verificar que v ya tiene todas
sus aristas incidentes con color asignado. Si todos los colores ya asignados
a aristas incidentes a u también estan utilizados en aristas incidentes a v,
solo quedaria una tnica arista incidente a v con un color no utilizado por
aristas incidentes a u, y ese color hubiese sido agregado al conjunto de colores
prohibidos C. Por lo tanto, la arista uu’ tendria un color asignado que haria

distinguible a los vértices.

En consecuencia, si se comienza el Algoritmo 1 con un coloreo parcial véalido, no
puede haber en el coloreo completo de las aristas generado dos vértices adyacentes

indistinguibles.

La complejidad del Algoritmo 1 es O(m?), asumiendo que el criterio para la eleccién
de la proxima arista a colorear es O(1). El ciclo principal se realiza la cantidad
de aristas sin asignacion de color, que es, a lo sumo, la cantidad de aristas en el
grafo. En el peor caso, recorrer los vecinos de u y v implica considerar todos los
vértices del grafo, pero cada arista del grafo se recorre a lo sumo 1 vez entre las
lineas 6-11 y 12-18. La misma situacion se presenta cuando es necesario arreglar el
caso donde u y v tienen el mismo conjunto de colores (lineas 20 a 23). Por ultimo,
elegir el minimo color que no pertenezca al conjunto C' de colores prohibidos es

recorrer los colores que son a lo sumo m.

En el proximo paso, utilizando el Algoritmo 1 que extiende un coloreo parcial,
vamos a disenar la heuristica golosa. Comenzaremos por fijar un coloreo parcial de
las aristas y luego llamaremos al algoritmo de extension. Para obtener un coloreo
parcial inicial buscamos al vértice de mayor grado y comenzamos por asignar los
colores 1, ..., A(G) a sus aristas. El esquema de este procedimiento se presenta en

el Algoritmo 2.
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Algoritmo 2 Heuristica golosa

1: Funcién HEURISTICAGOLOSA(G) > G es un grafo

2 x < Vértice de maximo grado de G

3 coloreoParcial < Cada arista a = con un color distinto entre 1,..., A(G)
4: coloreo < Algoritmo de Extension(G, coloreoParcial)
)
6:

Devolver coloreo
Fin Funcién

Como vimos que el Algoritmo 1 de extension es correcto y coloreoParcial con
que se lo invoca es un coloreo valido, ya que no viola las restricciones del pro-
blema, entonces coloreo retornado por el Algoritmo 2 es una solucion valida del

problema.

La complejidad del Algoritmo 2 estd dominada por la complejidad del Algoritmo
de extension, ya que elegir un vértice de méximo grado e inicializar el coloreo

parcial tiene complejidad O(n + m).

Finalmente, debemos analizar posibles criterios de eleccién de la proxima arista
a asignarle color en el Algoritmo 1 de extension. Como sucede en los algoritmos
secuenciales para coloreo de vértices, la decision de cual es la proxima arista a
colorear impacta fuertemente en la performance del algoritmo y en la calidad de la
solucion obtenida. En general, cuando se utilizan criterios para esta seleccion que
se adaptan de forma dinamica a medida que el procedimiento avanza, se obtienen
mejores resultados. Un ejemplo de esto, para el caso de coloreo de vértices, es el
criterio propuesto por Brelaz en el algoritmo DSATUR [12]. Siguiendo esta idea,

hemos considerado para la experimentacion los siguientes criterios:

Elegir la arista con mayor cantidad de colores prohibidos.

Elegir la arista con mayor cantidad de colores permitidos.

Elegir la arista con mayor proporcion de aristas adyacentes con color asig-

nado.

Elegir la arista con mayor proporcion de aristas adyacentes sin color asignado.

Si bien los criterios parecieran ser contradictorios, todos tienen fundamentos que
en principio los hacen prometedores. Dar prioridad a la arista con mayor cantidad

de colores prohibidos se basa en que esa arista tiene pocas posibilidades y si se
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demora su asignaciéon seguramente va a requerir un color nuevo. Por otro lado, la
eleccion de la arista con mayor cantidad de colores permitidos posibilita utilizar
los colores en un sentido secuencial, ya que es mas probable que las aristas con
un conjunto mayor puedan utilizar colores de menor valor. Si se consideran las
aristas con mayor proporcion de aristas adyacentes ya elegidas, entonces se prioriza
dindmicamente las aristas cercanas a las otras aristas ya coloreadas y el grafo se
colorea con una especie de barrida. Finalmente, el criterio de elegir las aristas con
mayor proporciéon de aristas adyacentes sin color asignado ayuda a agregar una

mayor proporciéon de restricciones.

Por tdltimo, los criterios de decisiéon no siempre identifican una tnica arista, sino
que, en general, suele haber empate, eligiendo a un conjunto candidato de aristas.
Por lo tanto, debemos también decidir como elegimos una arista de este conjunto.

En nuestro algoritmo decidimos realizar esta eleccion de forma aleatoria.

4.2. Modelos de Constraint Programming

Constraint Programming (CP), denominado programacion por restricciones en es-
panol, es un paradigma de programacion en donde las relaciones entre variables
se expresan por medio de restricciones. Se utiliza para resolver problemas de op-
timizacion, ya que se basa en explorar el conjunto de soluciones factibles de una

manera inteligente.

La dificultad, y el éxito, de resolver un problema mediante CP radica en la ela-
boracion de un modelo que permita explorar de la mejor forma posible el espacio
de soluciones factibles. La exploracion se hace de manera similar al recorrido del
arbol de los algoritmos de Branch and Cut, con la diferencia de que no existe poda
por cota. La gran desventaja que presenta esta técnica es que no permite tener
una cota dual del problema. Es decir que si el algoritmo termina, sabremos que la
soluciéon obtenida es 6ptima, pero en caso contrario, no se puede tener una medida

de la calidad de la soluciéon encontrada.

Cuando se modelan problemas NP-Dificil mediante esta técnica, obviamente es

de esperar que estos procedimientos tarden un tiempo considerable en terminar.
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La estrategia que utilizaremos es establecer un limite de tiempo maximo de eje-
cucion para determinar la mejor opcion posible, convirtiéndose de esta manera en

procedimientos heuristicos.

A continuacion presentaremos dos modelos de CP para resolver nuestro proble-

ma.

4.2.1. Modelo 1

Como mencionamos en el capitulo 2, si bien los problemas AVDECP (donde se
busca minimizar la cantidad de colores utilizados) y AVDSECP (donde se mini-
miza la suma de los colores utilizados) tienen cierta similitud, un coloreo de aristas
optimos para el AVDECP no necesariamente es 6ptimo para el AVDSECP. Sin
embargo, dado un coloreo 6ptimo para el AVDECP, si los colores se ordenan
crecientemente por costo y se utilizan los colores de menor costo, es de esperar que

la suma de los colores utilizados en el coloreo sea baja.

Con esto en mente, por simplicidad, el primer modelo que presentamos busca

minimizar la cantidad de colores utilizados, resultando en un modelo heuristico

para el AVDSECP.

El modelo propuesto tiene las siguientes variables:
= color;: Para toda arista ¢, esta variable indica el color de la arista ¢
» colorMax: Expresa el valor del maximo color utilizado.

Las restricciones son:

= Para cada vértice del grafo, todos los colores de las aristas incidentes al

vértice deben ser distintos.

= Para cada par de vértices adyacentes de igual grado, los conjuntos de colores

de las aristas incidentes a cada vértice deben ser distintos.

s La variable maxColor toma el valor maximo de los colores.
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La primera restriccion es una de las mas estudiadas dentro de CP. Se la conoce
con el nombre de alldifferent. Existe una extensa literatura [63] que trata de podar
soluciones lo mejor posible utilizando teoria de grafos mediante el Teorema de Hall
|34].

La segunda restriccion es particular del problema que estamos estudiando. No en-
contramos una restriccién especializada para resolverla como el caso anterior. Para
distinguir esta restriccion utilizamos una regla simple: si no existe una solucion fac-

tible para un coloreo parcial se poda la exploracién.

La tercera restriccion solo asigna el valor del maximo color. Esto es para guiar la
exploracion a que encuentre el minimo valor posible. La forma de hacer esto es

asignandole una cota superior a esta variable.

4.2.2. Modelo 2

La ventaja del modelo anterior es que utiliza una pequena cantidad de variables
y restricciones. Esto ayuda a que las soluciones sean més faciles de obtener (y de
forma mas rapida). La desventaja es que, si bien utilizar la minima cantidad de
colores es una buena estrategia, existen casos en donde puede convenir utilizar
més colores para minimizar la suma de los costos de los colores de las aristas.
Mas atin, dentro del conjunto de grafos que utilizan la minima cantidad de colores
puede haber una enorme cantidad de coloreos con distintos costos. Es por eso que
buscamos un modelo de CP que permita resolver el problema de forma exacta,

aunque a costo de mayor complejidad computacional.

Por eso, el segundo modelo busca minimizar la suma de los costos de los colores.
Por la herramienta que estamos utilizando, esto no se puede expresar en el modelo
anterior utilizando solo esas variables sin hacerlo muy costoso. Entonces, definimos
un segundo modelo donde la funcién objetivo sea facil de escribir. Para esto defini-
mos un arreglo auxiliar cantidad en donde la posicion ¢ tiene la cantidad de aristas
pintadas con el color ¢ y buscamos minimizar el producto escalar entre este arreglo
y los costos de cada color. De esta forma el motor de CP puede hacer inferencia

de los colores posibles que pueden tomar las aristas.

35



4. Heuristicas

4.3. Heuristica basada en generaciéon de columnas

En esta seccién presentamos una formulacion de PLE para el AVDSECP, con can-
tidad de variables exponencial. Luego, utilizando esta formulacion desarrollamos
una heuristica basada en un algoritmo de generacion de columnas. El algoritmo
iterativamente intenta mejorar las cotas superior e inferior usando la informaciéon
proveniente de la relajacion lineal del modelo, esperando obtener finalmente una
buena solucion factible del problema. La efectividad de esta técnica para abordar

problemas de optimizacién combinatoria puede verse en por ejemplo [69].

Cuando la cantidad de variables de un modelo de PLE es muy grande (podria
ser exponencial), éste no puede ser formulado explicitamente para instancias de
tamano mediano y grande. Sin embargo, en muchos casos estos modelos suelen ser
computacionalmente atractivos por tener relajaciones lineales més ajustadas que
modelos con pocas variables, afectando positivamente al comportamiento de al-
gunos algoritmos. Los algoritmos Branch and Price, introducidos por Savelsbergh
[60], han resultado ser muy eficientes resolviendo este tipo de modelos, usando ge-
neracion de columnas para resolver las relajaciones lineales asociadas a cada nodo
del arbol. En este contexto, la relajacion del modelo se llama problema maestro,
PM. La idea principal de la técnica se basa en el hecho que en la mayoria de los
modelos de PL, s6lo un subconjunto muy pequenio de las columnas (variables)
tiene valor distinto de cero en una solucion éptima, mientras que todas las de-
més columnas tienen valor nulo y por lo tanto podrian ignorarse. En un problema
de minimizacién, todas las columnas con costo reducido positivo en una solucién
o6ptima, podrian, de hecho, ser ignoradas. Estos algoritmos comienzan consideran-
do s6lo un conjunto reducido de columnas, obteniendo asi un problema maestro
restringido (PMR), y al concluir encuentran una solucién 6ptima para el PM re-
solviendo una sucesion de PMR més pequenos. Cuando se encuentra una solucién
optima de un PMR, se buscan columnas no incluidas en éste con costo reducido
negativo. A este problema se le llama problema esclavo. Si el problema esclavo no
encuentra una columna de costo reducido negativo, entonces la solucion 6ptima
actual del PMR también es solucion 6ptima del PM. Caso contrario, una o més
columnas con costos reducidos negativos se agregan al PMR y el procedimiento se

repite.

El procedimiento utilizado para resolver el problema esclavo, es decir para verificar
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la optimalidad en el PM de una soluciéon del PMR, es un factor clave para el éxito
de esta técnica. En muchas situaciones, las columnas de la matriz de restricciones
se pueden describir implicitamente como vectores caracteristicos de subconjuntos
de un conjunto particular. Por ejemplo, dado el conjunto de vértices de un grafo,
los subconjuntos de vértices que son conjuntos independientes. En este caso, el
problema esclavo se reduce a encontrar un subconjunto independiente de un grafo
de costo minimo, donde el costo representaria el costo reducido de la columna del
PM correspondiente a ese conjunto independiente. Uno de los primeros articulos
que aplica esta técnica es el de Gilmore y Gomory [30] para el problema de cutting-

stock.

Una vez que la relajacion correspondiente a cada nodo del arbol es resuelta, se
procede a realizar la ramificacion para generar nuevos nodos del arbol en el caso

que por criterios de poda el nodo actual no deba ser cerrado.

Nuestro objetivo es utilizar este enfoque para obtener buenas soluciones del AVD-
SECP, aunque no necesariamente sean soluciones 6ptimas, en tiempos de computo

acotados.

Sea M(G) el conjunto de matchings del grafo Gy {1,...,m} el conjunto de colores
disponibles. Definimos una variable binaria x g, VM € M(G),Vk € {1,...,m},
que toma valor 1 si todas las aristas de M, y sblo esas aristas, tienen asignado el
color k, y 0 en caso contrario. El siguiente PLE expresa el AVDSECP:

m

min Y, > kM|zpmp (4.1)
k=1 MEM(G)
s.t
S Y awmp=1 VijeE (4.2)
k=1 MeM(G)
ijeEM
MEM(G)
> > Tpmr > 1 Vi € E con deg(i) = deg(j) (4.4)

k=1  MEeM(G)
i€s(M) j¢s(M)

TMmE € {0, 1} Vk € {1, e ,m}, YM € M(G) (45)
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donde s(M) denota el conjunto de vértices saturados por M.

La funcion objetivo 4.1 minimiza el peso de los pares matching-color seleccionados.
Las restricciones 4.2 aseguran que cada arista recibe exactamente un color y las
4.3 que cada color sea asignado a lo sumo a un matching. Las restricciones 4.4
imponen que los conjuntos de los colores de las aristas incidentes a vértices en

conflicto difieran en por lo menos un color.

El modelo 4.1-4.5 tiene un nimero exponencial de variables, una por cada color
para cada matching del grafo. Un inconveniente encontrado en este modelo, a dife-
rencia de lo que sucede en muchos casos similares, es que se deben considerar todos
los matchings del grafo. No es valido restringirse solo a los matchings maximales y
modificar levemente la restriccion 4.2, pidiendo que toda arista tenga asignado por
lo menos un color en lugar de exactamente uno. Si asf se hiciera podria darse el ca-
so en donde, en una posible soluciéon del modelo, una arista uv tenga asignado dos
colores distintos y el modelo utilice uno de estos colores para distinguir al vértice
u de algtin vecino y el otro color para distinguirlo de otro vecino. Esto muestra que
no es posible transformar cualquier solucion del modelo modificado a una soluciéon
valida del AVDSECP. Este condicionamiento aumenta enormemente el niimero

de columnas del modelo y hace atin mas compleja su resolucion.

Para encontrar columnas con costo reducido negativo, definimos el problema escla-
vo asociado a este modelo. Recordemos que una columna esta representada por un
matching y un color. Llamamos (m;;, pi, 0;;) a los valores 6ptimos de las variables
duales asociadas a las restricciones 4.2, 4.3 y 4.4 respectivamente. Definimos las
variables binarias wy, k € {1,...,m}, que toman valor 1 si el color k es seleccio-
nado e y;;, ¢j € F/, que toman valor 1 si la arista 75 pertenece al matching elegido.
Ademés, para poder expresar el costo reducido de la columna correspondiente,
definimos las variables binarias z;;, ij € E con deg(i) = deg(j), que son forzadas a
tomar valor 1 si el matching elegido satura al vértice ¢ pero no al j, y finalmente las
variables w;j, ij € E, k € {1,...,m}, que vale 1 si son seleccionados la arista ij

y el color k. Entonces el problema esclavo queda definido de la siguiente forma:
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min Z Z kuiji, + Z PrRWy — Z TijYi; — Z 05 %ij (4.6)

k=1 ijeFE ijeR ijeE
deg(i)=deg(j)

s.t
>y < VieV (4.7)
JEN(7)
;< Z Vis Vij € E, con deg(i) = deg(j) (4.8)
SEN(7)
Zij + Z ysj <1 Vij € E, con deg(i) = deg(j) (4.9)
SEN(F)

Zwk =1 (4.10)

1+ wiji > vij + wy Vije E, ke {l,...,m} (4.11)
vy € 0,1} Vije B (4.12)
zi; €40,1} Vij € E, con deg(i) = deg(j) (4.13)
wik € {0,1} Vije Eke{l,...,m} (4.14)
wy, € {0,1} Vke{l,...,m}  (4.15)

La funciéon objetivo 4.6 expresa el valor del costo reducido de la variable que
representa el par matching-color correspondiente. Las restricciones 4.7 aseguran
que las variables y;; seleccionadas definan un matching del grafo y la 4.10 determina
su color. Las restricciones 4.8 y 4.9 fuerzan el valor correcto de las variables z,
mientras que las 4.11 el de las u, ambas utilizadas para expresar el costo reducido

de la columna correspondiente como funcién objetivo del problema esclavo.

Dada la cantidad de variables y restricciones del modelo esclavo, el tiempo reque-
rido para su resolucion lo hace ineficiente en nuestro contexto de uso. Debido a
esto, decidimos generar un problema esclavo auxiliar para cada color, dejando de
ser necesarias las variables wy, y w;;, v las restricciones que las involucran. Si bien
ahora tenemos que resolver m problemas esclavos auxiliares, al ser cada uno de

ellos mas simples, el tiempo de computo total requerido disminuye.

Entonces el problema esclavo para el color k, queda definido de la siguiente for-
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IIliIl Z (]{7 — Wij)yij — Z (5@'2’@‘ (416)
ijeE ijeE
! deg(i)=deg(j)

s.t
d y<i VieV (417)
JEN(7)
zij < Z Yis Vij € E, con deg(i) = deg(j) (4.18)
SEN(7)
235 + Z ys; <1 Vij € E, con deg(i) = deg(j) (4.19)
sEN(J)
v € {0,1} Vije B (4.20)
zi; €40,1} Vij € E con deg(i) = deg(j) (4.21)

Si el valor objetivo de la soluciéon 6ptima del problema esclavo auxiliar corres-
pondiente al color k£ es menor que —pg, la columna correspondiente tiene costo
reducido negativo y es agregada al PMR. En cambio, si no hay color donde esto

ocurra, el PM ha sido resuelto a optimalidad.

Resultados computacionales preliminares mostraron que es conveniente agregar
més de una columna con costo reducido negativo, en caso que hubiese, en cada
iteracién del algoritmo de generaciéon de columnas. Para esto, cuando encontramos
una columna candidata a ser agregada, probamos si el matching correspondiente
con otro color también genera una columna con costo reducido negativo. Ademas,
en lugar de interrumpir la bisqueda al encontrar la primera columna con costo
reducido negativo, continuamos el proceso resolviendo los problemas esclavos au-
xiliares para el resto de los colores. Al recorrer los colores en orden creciente segin
su costo, sabemos que el valor objetivo 6ptimo del problema esclavo auxiliar co-
rrespondiente ird creciendo al aumentar el color. Como las variables duales p son
mayores o iguales a 0, esto nos permite interrumpir la bisqueda inmediatamente
si para un color tenemos un optimo con funcional positivo. Ademaés, si para un
color k£ no existe matching que genere una columna con costo reducido negativo,

tampoco lo habra para un color k', si pp > pr. En base a esto podemos saltear

40



4.3. Heuristica basada en generacion de columnas

los colores que cumplan esta condicion, evitdndonos asi la resolucion del esclavo

auxiliar correspondiente.

Como mencionamos, en cada iteracion, luego de resolver optimamente un PMR,
es necesario encontrar una columna con costo reducido negativo, si existiera. Sin
embargo no se requiere encontrar la columna con menor costo reducido, alcanza
con que sea negativo. Por esta razon, para acelerar el proceso de encontrar colum-
nas con costo reducido negativo en cada iteracion del algoritmo, implementamos
una heuristica esclava. En el caso de que esta heuristica falle, aplicamos el pro-
cedimiento descripto anteriormente. La heuristica arma un matching candidato
analizando las aristas del grafo en orden decreciente segin el valor de 7 (valores
Optimos correspondientes a las variables duales asociadas a las restricciones 4.2).
Si la arista es factible de ser agregada al matching actual (sus extremos no estan
saturados), e incorporarla hace que la parte no dependiente del color de la fun-
cioén objetivo disminuya, la arista es agregada al matching. Una vez finalizado este
proceso, se verifica si para algin color el matching generado produce una columna
con costo reducido negativo. Si este es el caso, se procede a agregar las columnas
correspondientes al matching, con todos los colores, al PMR. En caso contrario, se
perturba el orden en el que fueron consideradas las aristas y se repite el procedi-
miento un nimero méaximo de veces. El esquema de este procedimiento se presenta

en el Algoritmo 3.

Como nuestro objetivo es obtener buenas soluciones factibles del AVDSECP,
desarrollamos una heuristica primal que es aplicada luego de la resolucién de cada
PMR. Esta heuristica construye una soluciéon parcial coloreando las aristas de G
teniendo en cuenta el valor de la solucion 6ptima del PMR correspondiente, z*.
Para ello se ordenan las columnas (par matching-color) de forma decreciente segin
el valor de a7,. Luego se recorren los pares matching-color, Mk, segtin ese orden
y se colorean las aristas atin no coloreadas de M con color k, siempre que no haya
otra arista incidente a alguno de sus extremos que ya haya recibido ese color. S6lo
se consideran para este procedimiento las columnas con valor z7,, mayor a cierto
umbral. Como esta construcciéon no asegura que el coloreo parcial sea con vértices
adyacentes distinguibles, si es necesario luego de finalizada se remueven aristas
para obtener un coloreo distinguible parcial. Si todas las aristas de grafo tienen
asignado un color, esta es una solucion factible del AVDSECP. En caso que no,

finalmente se completa el coloreo parcial aplicando el Algoritmo 1 de extension
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Algoritmo 3 Heuristica esclava
1: Funcién HEURISTICAESCLAVA (7, PMR) > 7 valores 6ptimos duales
2 M0
3: ordenar las aristas de G de forma decreciente segin 7
4 while no se encuentre columna candidata y no se cumpla criterio de parada

do

5: for all arista ¢j siguiendo el orden do
6 if 7 y j no estan saturados por M y el segundo término de la funcion
objetivo disminuye al agregar ¢ a M then
7 M — MU {ij}
8: Fin if
9: Fin for
10: if existe color k tal que M y k generen columna de costo reducido
negativo then
11: for all color £ do
12: agregar la columna x g a PMR
13: Fin for
14: else
15: perturbar el orden de las aristas
16: Fin if

17: Fin while
18: Fin Funcion
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sobre el mismo. El esquema completo de la heuristica primal est&a descripto en el

Algoritmo 4.

Adicionalmente, se verifica si hay algin par matching-color construido por este
procedimiento que origine una columna con costo reducido negativo. Si este es el

caso, es agregada al PMR una columna para este matching por cada color.

Algoritmo 4 Heuristica primal
1: Funciéon HEURISTICAPRIMAL(G, PM R, z*,bestUB) > z* solucion 6ptima
del PMR

2: ordenar las columnas de PM R de forma decreciente segtiin z*

3: for all columna zp; con z;, > UM BRAL siguiendo el orden do

4: for all arista e € M do

5: if e no esta coloreada y k no es usado en una arista incidente a e
then

6: f(e) < k (pintar con color k a e)

7: Fin if

8: Fin for

9: Fin for

10: if existen dos vértices adyacentes que no son distinguibles then

11: despintar aristas del grafo tal que lo hagan distinguible

12: Fin if

13: if hay aristas sin colorear then

14: ALGORITMOEXTENSION(G, f)

15: Fin if

16: fo < valor del coloreo obtenido f

17: if fo < bestUB then

18: bestUB <+ fo

19: Fin if

20: for all columna x . definida por f do

21: if x . tiene costo reducido negativo then

22: for all color £’ do

23: agregar la columna x s al PMR

24: Fin for

25: Fin if

26: Fin for

27: Devolver bestUB
28: Fin Funcion

El primer PMR del procedimiento de generacion de columnas debe ser factible,
es decir es necesario un conjunto de columnas iniciales apropiado que aseguren

su factibilidad. De lo contrario no serfa posible obtener los valores duales y no
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se podria comenzar a iterar. Para obtener este conjunto utilizamos la heuristica

golosa descripta en la seccion 4.1.

Dado el contexto de aplicacién que nos interesa, limitamos el tiempo maximo del
procedimiento de generaciéon de columnas. Ademaés, una vez que es finalizada la
generacion de columnas, ya sea porque resolvimos el PM a optimalidad o porque
se excedio el tiempo maximo impuesto, el PMR resultante, considerando como bi-
narias sus variables, es resuelto mediante un algoritmo Branch and Cut tradicional
acotando el tiempo de ejecucion. El esquema general del procedimiento completo

estd descripto en los Algoritmos 5 y 6.

Algoritmo 5 Heuristica basada en GC
1: Funcién HEURISTICAGC(G) > G es un grafo
2 bestU B <— HEURISTICAGOLOSA(G)

3 Inicializar el PM R con las columnas iniciales

4: LB, bestUB <+ NODORA1Z(G, PM R, bestU B)

5: if LB < bestUB then
6

7
8
9:

bestUB < MipP(PMR, bestU B)
Fin if
Devolver bestU B
Fin Funcién

4.4. Experimentacion y discusion de resultados

En esta seccion presentamos un andlisis de la performance de las diferentes heuris-
ticas. Comenzamos experimentando con cada una de las tres propuestas, buscando
identificar cuales son los criterios que brindan el mejor rendimiento en cada una.

Concluimos con una comparacion entre las diferentes propuestas.

Para realizar los experimentos computacionales utilizamos una computadora con
procesador Intel i7 3.5GHz con 48 GB de memoria RAM y Ubuntu 16.04 LTS como
sistema operativo. Los modelos de constraint programming se resuelven con una
libreria de IBM llamada CP Optimizer !, que permite agregar las restricciones que

necesitamos. Los cddigos se desarrollaron en C++ y, para el caso de generacion de

Thttps: //www.ibm.com /ar-es/analytics/cplex-cp-optimizer
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Algoritmo 6 Nodo raiz
1: Funcién NODORAIZ(G, PM R, bestU B)
2: while No se cumple criterio de parada do
3: Resolver el PMR 4.1 - 4.5. Sea z* la solucion 6ptima, z* su valor objetivo
y 7* sus valores duales

4: 2!l cols +— HEURISTICAPRIMAL(x*, 7*)

5: Si 1 < bestUB, bestUB + x

6: if cols = () then > la heuristica primal encontré columna con costo
reducido negativo

7: cols <~ HEURISTICAESCLAVA(7*)

8: if cols = () then © la heuristica esclava no encontré columna con
costo reducido negativo

9: cols <~ MIPESCLAVO

10: if cols = () then > 2% es el valor de la relajacion lineal

11: Devolver [2*], bestUB

12: Fin if

13: Fin if

14: Fin if

15: Fin while
16: Devolver —oo, bestU B
17: Fin Funciéon

columnas se interactué con la interfaz en C de CPLEX 12.7 ? Las instancias que

consideramos son las descriptas en la seccién 3.3.1.

Con el objetivo de limitar el tiempo, tanto en los modelos de constraint program-
ming como en los de generacion de columnas restringimos el conjunto de colores a

M={1,....AG) +2}.

4.4.1. Criterios para la heuristica golosa

La heuristica golosa tiene dos decisiones aleatorias dentro del algoritmo de exten-
sion (Algoritmo 1). Una es el criterio de desempate en la eleccion de la proxima
arista a pintar (linea 3). La otra se aplica cuando hay que reasignar un color a
una arista para evitar que los vértices extremos de la arista sean indistinguibles
(linea 21). Para prevenir que los resultados estén influenciados por el azar, realiza-

mos miltiples ejecuciones independientes del algoritmo durante un tiempo fijado,

https://www.ibm.com/products /ilog-cplex-optimization-studio
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utilizando diferentes semillas para el generador de niimeros aleatorios.

Como vimos en la seccion 4.1 tenemos varios criterios para elegir la proxima arista
a pintar en nuestra heuristica golosa. El primer anélisis que haremos es decidir
cuél de estos criterios resulta ser el mas adecuado. Para esto, vamos a ejecutar
el algoritmo goloso con cada uno de estos criterios sobre todas las instancias de

prueba con un limite de tiempo de 60 segundos.

Consideramos el valor objetivo promedio para reflejar la performance en general y

asi poder hacer una comparacion entre criterios.

Instancias Densidad | Criterio 1  Criterio 2 Criterio 3  Criterio 4 ValOptProm
alta 386.5 403.17 385.83 396.33 384.66
random media 120.17 124.67 120.17 123 119.16
baja 416.17 438.5 397 426.33 388.66
A+2 alta 109.5 111.5 109.25 109.25 108.75

alta 312 314.25 312 314.25 311

regulares media 269.58 273.58 269.58 273.58 267.41
baja 189 194.4 189 194.4 185.5
Total 257.56 265.73 254.69 262.45 252.16

Cuadro 4.1. Criterios en heuristica golosa: valor objetivo promedio en 60s.

En la tabla 4.1 se encuentran los resultados promedio de la heuristica golosa para
los diferentes criterios para cada grupo de instancias, asi como también el valor
o6ptimo promedio. Se puede ver que para las instancias random el criterio 3 obtuvo
las mejores soluciones en todos los valores de densidad, empatando en densidad
media con el criterio 1. Para las instancias A + 2 los criterios 3 y 4 obtuvieron
la mejor solucion. En las instancias regulares los criterios 1 y 3 coincidieron en
todos los valores, logrando los mejores resultados para este tipo de instancias.
En resumen, el criterio 3 nunca fue superado, llegando en el caso de las instancias
random de baja densidad a superar en un 4.6 % al criterio 1, en un 9.5 % al criterio

2y en un 6.9% al criterio 4.

Considerando el promedio general, observamos que la calidad de las soluciones
obtenidas con el criterio 3 es muy buena, quedando en promedio al 1% del valor

o6ptimo promedio. Por otro lado, en 30 de las 56 instancias logra obtener el valor
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6ptimo, resultando las instancias de baja densidad, tanto random como regulares,

las mas dificiles.

Si bien el promedio de los valores de las soluciones encontradas sirve para hacer
una primera evaluacion de la performance del algoritmo en general, en la tabla 4.2
analizamos la cantidad de instancias en las que cada criterio logra alcanzar el mejor
resultado. Este andlisis nos permite ver que los promedios son representativos y

que no estan sesgados por la presencia de instancias particulares.

Instancias Densidad | Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Criterio 4
alta 3/6 0/6 6/6 0/6
random media 5/6 1/6 4/6 1/6
baja 0/6 0/6 6/6 0/6
A+2 alta 3/4 1/4 4/4 /4
alta 12/12 1/12 12/12 1/12
regulares media 12/12 0/12 12/12 0/12
baja 10/10 0/10 10/10 0/10
Total 45 /56 3/56 54/56 6,/56

Cuadro 4.2. Criterios en heuristica golosa: cantidad de instancias sobre el total en
los que se alcanza el mejor valor.

En la tabla 4.2 se puede ver que el algoritmo utilizando el criterio 3 logra el mejor
valor en 54 de las 56 instancias evaluadas, mientras que el criterio 1 lo obtiene en
45 de ellas. En las dos instancias donde el criterio 3 no gana, pierde por menos
del 2% en uno de los casos y menos del 1% en el otro contra el criterio 1. Los
criterios 2 y 4 obtienen las mejores soluciones s6lo en 3 y 6 instancias de las 56

respectivamente.

Estos resultados son consistentes con el analisis de la tabla de promedios, por lo
que concluimos que el criterio 3 claramente es el que tiene la mejor performance,

siendo el criterio seleccionado para continuar con la experimentacion.

Analizamos ahora como impacta el limite del tiempo de ejecucion en la calidad de
la solucién obtenida por la heuristica usando el criterio 3. Es de esperar que, cuanto
més tiempo sea ejecutado el procedimiento, mejor seran las soluciones. Queremos
observar como cambia la funcion objetivo en el transcurso del tiempo para poder
evaluar la relaciéon entre tiempo de ejecucion y calidad de la solucion obtenida.

En la tabla 4.3 vemos los promedios sobre los valores objetivo de las soluciones
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encontradas cuando la heuristica es ejecutada durante 1, 5, 10, 30 y 60 segundos.
En la tabla 4.4 se muestra la cantidad de instancias en las que el mejor valor es

alcanzado en ese intervalo de tiempo.

Instancias Densidad | 1s Bs 10s 30s 60s
alta 387 386 386 386 385.83
random media 120.17 120.17 120.17 120.17 120.17
baja 398.67 397.67 397.5 397 397
A+2 alta 109.25 109.25 109.25 109.25 109.25
alta 315.75 314 312.92 312.25 312
regulares  media 272.42 271 270.58 269.75 268.58
baja 191.2 189.9 189.7 189.1 189
Total 256.35 255.99 255.15 254.78 254.69

Cuadro 4.3. Criterio 3 en heuristica golosa: valor objetivo promedio en diferentes
tiempos limites.

Instancias Densidad | 1s 5s 10s  30s 60s
alta 1/6 4/6 0/6 0/6 1/6
random media 6/6 0/6 0/6 0/6 0/6
baja 1/6 2/6 1/6  2/6 0/6
A+2 alta 4/4 0/4 0/4 0/4 0/4
alta 0/12 3/12 4/12 3/12 2/12
regulares  media 0/12 3/12 1/12 6/12 2/12
baja 0/10 4/10 0/10 5/10 1/10
Total 12/56 16/54 6/56 16/56 6/56

Cuadro 4.4. Criterio 3 en heuristica golosa: cantidad de instancias sobre el total
en que se alcanza el mejor valor en diferentes tiempos limites.

De la tabla 4.4 se puede ver que son pocas las instancias en las que se logra
encontrar soluciones de mejor valor luego de los 30 segundos. Esto muestra que a
partir de un momento, ya no se consiguen muchas mejoras. En esa franja de tiempo
observamos en la tabla 4.3 que el promedio sobre todas las instancias se redujo
aproximadamente un 0.1 %, por lo que ademas vemos que las pocas soluciones

nuevas obtenidas no son significativamente mejores.

De la tabla 4.4 se puede ver que hay dos limites de tiempo en los que aumenta
notoriamente la cantidad de instancias para las que se obtienen las mejores solucio-

nes. A los 5 segundos, ya 28 de las 56 instancias obtienen el mejor valor, mientras

48



4.4. Experimentacién y discusiéon de resultados

que a los 30 segundos se alcanz6 en 50 instancias. Se observa en la tabla 4.3 que
la diferencia de los resultados son relativamente bajos, el promedio general mejora
aproximadamente un 2 % después de los 5 segundos y, agrupando por instancias,
vemos que en el mejor de los casos la mejora es de 6.6 % para las instancias random

de alta densidad. En ese caso, alcanzaban 10 segundos para una mejora mayor a

6 %.

En conclusion, esta heuristica cumple el objetivo de alcanzar buenas soluciones en

tiempos muy reducidos.

4.4.2. Comparacion de modelos de CP

En el caso de Constraint Programming hemos planteado dos modelos. Recordemos
que el primer modelo (CP1), formula una version aproximada més simple para
el problema AVDSECP que resuelve el problema AVDECP. Para este modelo
observamos que luego de 1 segundo la solucién ya no cambia en las instancias
evaluadas. Para el modelo 2 (CP2), al ser un modelo més complejo que resuelve el
problema de forma exacta, utilizamos distintos limites de tiempo para analizar los
resultados. En la tabla 4.5 vemos los valores de las mejores soluciones encontradas
en 1 segundo para CP1 y CP2, y en 60 segundos para CP2, asi como también el

valor 6ptimo promedio.

Instancias Densidad | CP1  CP2-1s CP2-60s ValOptProm
alta 408.83 397.17  386.17 384.66
random media | 130.17 121.5 119.67 119.16
baja 431.5 505 411.33 388.66
A+2 alta 119.25 110.75  108.75 108.75

alta 325.08 321.75  314.17 311

regulares media | 286.83 281.92  271.58 267.41
baja 195.6  200.7 191.2 185.5
Total 271.04 276.97  257.55 252.16

Cuadro 4.5. Modelos de CP: valor objetivo promedio de las soluciones obtenidas.

En la tabla 4.5 se puede ver que, en promedio, el modelo CP1 tiene mejores resul-

tados que el CP2-1s pero peores que CP2-60s.
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CP1 consigue una mejora promedio de 2.14% con respecto a CP2-1s, y hasta
14.55% de mejora promedio en las instancias random de baja densidad. Sin em-
bargo, para varios grupos de instancias (random de alta y media densidad, A + 2
y regulares de media y alta densidad) es superior CP2-1s, llegando a serlo en més
de un 7.12% en las A + 2. Medido en cantidad de instancias, CP1 logra mejores
resultados en 24 instancias (42.85 %), concentradas particularmente en grafos de

baja densidad.

Por otro lado, CP2-60s obtiene el mejor resultado en 54 instancias (96.42 %), con
un promedio de mejora de més de un 5% con respecto a CP1 y alrededor de 9%

en las instancias random de media densidad y en las instancias A + 2.

Considerando el promedio general, observamos que la calidad de las soluciones
obtenidas por CP2-60s es muy buena, quedando en promedio al 2.15 % del valor
optimo promedio. Notar que, nuevamente, las instancias de baja densidad resultan

las mas dificiles.

La ventaja del modelo CP1 es que en poco tiempo consigue muy buenos resultados.
Sin embargo, como no es un modelo exacto, la calidad de su resultado se encuentra
acotada y no puede conseguir mejores soluciones aunque se permita mayor tiempo
de ejecucion. Por otro lado, el modelo CP2 es capaz de mejorar su solucién con
el trascurso del tiempo. Al aumentar el tiempo de corrida de 1 a 60 segundos, en
promedio se redujo mas del 7% el valor de la mejor solucion encontrada, alcanzando
valores de reduccion superiores al 18 % en instancias random de baja densidad. En
base a estos resultados, nos interesa analizar mas profundamente como influye el

tiempo de ejecucion en la calidad de la solucién obtenida en el modelo CP2.

Durante la ejecucion, el algoritmo guarda la mejor solucion encontrada hasta el
momento. Para los siguientes analisis, cada vez que la mejor solucion es actualizada
por haber encontrado una atin mejor, registramos el tiempo y el porcentaje de
mejora obtenido. En primer lugar, graficamos un histograma con la cantidad de

veces que el algoritmo actualiza la mejor la solucién hallada hasta el momento.

En la figura 4.1 se puede ver que la mayor cantidad de soluciones se encuentran
antes de los 10 segundos. Se observa un quiebre importante antes y después de los
10 segundos. También se aprecia que antes de 1 segundo se encuentran muchas

soluciones, mas que cualquier otro intervalo del gréfico.
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Sin embargo, se observa que existe una gran cantidad de soluciones encontradas
luego de los 60 segundos. Si bien en porcentaje son pocas, se ve que hay més de
100 soluciones encontradas en las 56 instancias. Dado que vimos que CP2-60s es
mucho mejor que CP2-1s, queremos ver si estas soluciones son las que logran la
diferencia.

Mejora en %
L = N N w w
o (6, o [6,] o [6,]
1 1 1 1 1 1

o
(S}
1

o
o
1

1 10 30 60 600
Tiempo en segundos

Figura 4.2. Mejora con respecto a la solucién anterior durante el tiempo

En la figura 4.2 se muestra el porcentaje de mejora con respecto a la solucion
encontrada anterior. Podemos ver que a medida que se aumenta el tiempo baja la
mejora incremental. Sin embargo también se puede ver que existe una gran canti-
dad de soluciones, por lo que podria ocurrir que la suma de todos estos incrementos

se obtenga una diferencia significativa.

En la figura 4.3 se muestra el porcentaje de mejora con respecto a la primera

solucion encontrada. En esta figura se puede ver como aumenta la mejora.

Algo interesante que se aprecia en la figura 4.3 es que se logra una gran mejora entre
1 segundo y 10 segundos. Si bien el tiempo se encuentra en escala logaritmica para
ver mejor todos los puntos, en caso de la escala lineal la pendiente seria mayor a lo
que se observa luego de los 10 segundos. También se puede ver que las soluciones
siguen mejorando luego de los 10 segundos, pero no se observan casos que logren

una diferencia significativamente mayor.
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Mejora en %
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Figura 4.3. Mejora de la soluciéon con respecto a la primera encontrada
4.4.3. Criterios para GC

El primer punto que evaluaremos es la generacion de las columnas iniciales para
resolver el primer PMR asociado al modelo 4.1-4.5. Para asegurar que este PMR sea
factible, consideramos los matchings generados en la solucion dada por la heuristica
golosa desarrollada en la secciéon 4.1. En base al anéalisis realizado en los resultados
computacionales obtenidos con esta heuristica, decidimos utilizar el criterio 3 con
un limite de tiempo de 5 segundos. Ademas, analizamos dos alternativas para
obtener un conjunto méas grande de columnas iniciales: para cada arista generar 1
6 10 matchings aleatorios que la contengan (no necesariamente maximales). Luego,
para cada uno de estos matching generamos una columna para cada color. La
tabla 4.6 muestra la comparacion de estas 3 alternativas, fijando en 60 segundos
el tiempo maximo invertido en el proceso de generacion de columnas. Para cada
tipo de instancia, informamos el valor objetivo promedio y el tiempo promedio de

ejecucion en segundos.

Como se puede apreciar en la tabla 4.6 no hay una diferencia notoria entre las
distintas opciones, con una sutil ventaja cuando so6lo se considera un matching

adicional por arista a los arrojados por la heuristica golosa. Por lo tanto, la opcion
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# matchigs x arista 0 1 10

Instancias Densidad | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo

alta 385.83 48 385.67 46 385.67 46

random media 119,5 5 119.5 5 119.5 5

baja 397.5 60 397.5 60 397.5 60

A+2 alta 108.75 5 108.75 5 108.75 5

alta 313.75 60 313.67 60 313.67 70

regulares media 270.66 60 270.75 60 270.75 69

baja 189.5 60 189.5 60 189.5 60

Total 255.07 43 255.05 42 255.05 48

Cuadro 4.6. GC: valor objetivo y tiempo promedios con tiempo limite 60s.

elegida para las siguientes pruebas es generar un matching aleatorio por cada arista
del grafo para agregar a las columnas dadas por la heuristica golosa para inicializar
el PMR.

En las pruebas anteriores, s6lo en el 23% de las instancias se alcanzo el 6ptimo
del PM luego de los 60 segundos establecidos como tiempo maximo al proceso de
generacion de columnas, es decir al 6ptimo de la relajacion lineal del modelo 4.1-
4.5. Esto nos motiva a analizar el comportamiento del algoritmo si se aumenta este
limite de tiempo. De esta manera se permite un mayor nimero de iteraciones de
resolucion de diferentes PMR, dandonos més oportunidades de aplicar la heuristica
primal y por lo tanto aumentar las posibilidades de obtener buenas soluciones
factibles. Entonces, el siguiente punto evaluado es la eficacia del algoritmo fijando

como limite 60, 600 y 1000 segundos para el proceso de generacion de columnas.

En la tabla 4.7 informamos el valor objetivo promedio obtenido con los diferentes

limites de tiempo y el tiempo promedio de resolucion.

Del 23 % de instancias en las que se llega al 6ptimo del PM al acotar a la etapa de

Tiempo limite GC 60 600 1000
Instancias Densidad | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo
alta 385.67 46 385.67 105 385.67 105
random media 119.5 5 119.5 5 119.5 5
baja 397.5 60 397.16 600 396 1000
A+2 alta 108.75 5 108.75 5 108.75 5
alta 313.67 60 313.58 58 313.58 836,5
regulares media 270.75 60 270.67 446 270.67 575
baja 189.5 60 188.9 302 188.9 349
Total 255.05 42 254.89 293 254.75 411

Cuadro 4.7. GC: valor objetivo y tiempo promedios con diferentes tiempos limites
para PM.
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generacion de columnas, se pasa al 64 % al aumentar ese limite a 600 y a casi el
70 % si se limita a 1000 segundos. Esto evidencia que el ntimero de iteraciones en
los que se aplica la heuristica primal aumenta considerablemente, sobre todo en los
primeros 600 segundos. Sin embargo, el valor de la mejor soluciéon factible encon-
trada no se ve reducido significativamente. Es decir, la resolucién a optimalidad

del PM no es un factor determinante para la calidad de la solucién encontrada.

Por ultimo, nos interesa evaluar el efecto adicional de resolver el modelo 4.1-4.5
restringido a las variables resultantes del proceso de generaciéon de columnas me-
diante el algoritmo Branch and Cut de CPLEX, acotando el tiempo maximo de
resolucion. Para esto comparamos en la tabla 4.8 las soluciones obtenidas y tiem-
pos de computo al finalizar la primera fase y luego de resolver el MIP resultante
con limites de 10, 60 y 600 segundos. Para estas pruebas seguimos manteniendo el
mismo conjunto de columnas iniciales y acotamos a 60 segundos el tiempo méximo

del proceso de generaciéon de columnas.

Como se puede apreciar en la tabla 4.8, los resultados de correr el MIP resultante
con el conjunto de columnas encontrado al ejecutar el proceso de generacion de
columnas por 60 segundos son nulos. Esto puede deberse a que el conjunto de
columnas obtenidos es muy restrictivo. Para entender mejor este comportamiento,
en la tabla 4.9 realizamos una tltima prueba limitando a 1000 segundos tanto el

proceso de generacion de columnas como la resolucion del MIP resultante.

Si bien en algunas instancias se consigue una mejora, ésta es muy sutil, menos del

0.13%, especialmente si se considera la diferencia de tiempo insumida, mas del
1250 %.

tiempo limite MIP 0 10 60 600
Instancias Densidad | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo
alta 385.67 46 385.67 56 385.67 93 385.67 94
random media 119.5 5 119.5 5 119.5 5 119.5 5
baja 397.5 60 397.5 63 397.5 63 397.5 63
A+2 alta 108.75 5 108.75 5 108.75 5 108.75 5
alta 313.67 60 313.67 70 313.67 101 313.67 121
regulares media 270.75 60 270.75 69 270.75 69 270.75 69
baja 189.5 60 189.5 70 189.5 80 189.5 81
Total 255.05 42 255.05 48 255.05 60 255.05 63

Cuadro 4.8. GC+MIP: valor objetivo promedio y tiempo promedio con diferentes
tiempos limites para MIP y 60s para PM.
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60-0 1000-1000
Instancias Densidad | ValObjProm Tiempo | ValObjProm Tiempo

alta 385.67 46 385.67 324

random media 119.5 5 119.5 5
baja 397.5 60 396 1021

A+2 alta 108.75 5t 108.75 5
alta 313.67 60 313.58 1587
regulares media 270.75 60 270.67 696
baja 189.5 60 189 386
Total 255.05 42 254.74 575

Cuadro 4.9. GC-+MIP: valor objetivo promedio y tiempo promedio con diferentes
tiempos limites para PM y MIP.

4.4.4. Comparaciéon entre distintos algoritmos

Finalmente, vamos a comparar los distintos enfoques abordados para el desarrollo
de heuristicas para el AVDSECP. Podemos dividir a las heuristicas en rdpidas
y lentas, y, segin el contexto de aplicacion seran tutiles unas u otras. Obviamente
es de esperar que las heuristicas que consumen maéas tiempo obtengan mejores
soluciones, y eso hace que no tenga sentido comparar heuristicas en las que solo se
invierte un par de segundos de computo con las que insumen algunos minutos de

tiempo.

En la familia de heuristicas rapidas incluimos la heuristica golosa (con criterio
3 y 1 segundo de limite de tiempo) y la basada en el modelo CP1 (con tiempo
limite 1 segundo). Dentro de las heuristicas lentas encuadramos la basada en el
modelo de Constraint Programming CP2 con tiempo méximo de 60 segundos y la

de generacion de columnas con tiempo maximo de 60 segundos.

De la tabla 4.10 podemos ver que la heuristica constructiva golosa consigue me-
jores soluciones no solo en promedio general, sino también en todos los tipos de
instancias. En promedio, las soluciones de CP1 son 5.73 % peor que las obtenidas
por la heuristica golosa, alcanzando casi un 10 % en las instancias A + 2. CP1 no
obtuvo mejores resultados en ninguna instancia. En conclusion, si de heuristicas

rapidas se trata, la heuristica golosa resulta la mejor opcion.

En el caso de las heuristicas con mayor tiempo de cémputo podemos observar que
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4.4. Experimentacién y discusiéon de resultados

Criterio 3-1s CP1-1s
Instancias Densidad | ValObjProm | ValObjProm

alta 387 408.83

random media 120.17 130.17
baja 398.67 431.5

A+2 alta 109.25 119.25
alta 315.75 325.08

regulares media 272.42 286.83
baja 191.2 195.6

Total 256.35 271.04

Cuadro 4.10. Heuristicas rapidas: valor objetivo promedio

CP2-60s GC-1-60-0

Instancias Densidad | ValObjProm | ValObjProm Tiempo
alta 386.17 385.67 46
random media 119.66 119.5 5t
baja 411.33 397.5 60
A+2 alta 108.75 108.75 5
alta 314.16 313.67 60
regulares media 271.58 270.75 60
baja 191.2 189.5 60
Total 257.55 255.05 42

Cuadro 4.11. Heuristicas lentas: valor objetivo promedio y tiempo promedio

el algoritmo de generacion de columnas consigue mejores resultados en todos los

casos. En promedio, CP2-60s es 1% peor que GC, si bien en los casos random de

baja densidad supera el 3.5 %. Respecto al tiempo, no hay una diferencia significa-

tiva si bien GC en algunos casos consigue obtener las soluciones en menor tiempo.

Como era de esperar los resultados obtenidos son mejores que los resultados de las

heuristicas rapidas, sin embargo no superan en promedio el 0.5 %.
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5. Estudio Poliedral

El objetivo de caracterizar propiedades de un poliedro asociado a un modelo de
programacion lineal entera es identificar desigualdades validas para ser usadas
como planos de corte dentro de un algoritmo Branch and Cut. En general, ajustar
la relajacion lineal mediante la incorporaciéon de planos de corte ayuda a mejorar
el rendimiento del algoritmo. Si bien no existe una relaciéon fehaciente entre la
efectividad computacional de una desigualdad y la dimensién de la cara que define,
es de esperar que las desigualdades con mayor dimensiéon aporten mas al algoritmo

que otras con menor dimension.

En este capitulo nos centraremos en estudiar el poliedro asociado al modelo EXP
para el problema de coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distingui-
bles. Nos enfocaremos en caracterizar desigualdades validas que definan caras con

dimensién alta, particularmente facetas.

Recordamos las restricciones que definen al modelo EXP:

Z Qyvk = Tyk Yu € V, ke M (51)
vEN (u)
Z Quor = 1 Vuv € E (5.2)
keM
D + wu < 2I8 1 N (5.3)
kes’
Ay € {0,1} Vuv € E,ke M
Ty € {0,1} YueV,ke M

Definimos el poliedro de la relajacion lineal del modelo EXP como

PP = {(A, X) € R"™ ™ |(A, X) satisfacen las restricciones del modelo EXP}.
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5. Estudio Poliedral

El poliedro P\ope que estudiaremos es la capsula convexa definida por los puntos

con coordenadas enteras en PP, es decir

Pjé?pgc = COTI/U{(A’X) c {0’ 1}nm+m2‘(A’X) e PeXp}.

Para simplificar la terminologia, toda asignacion f : E — {1,...,m} tal que defi-
ne un coloreo propio de aristas y cumple con las restricciones de vértices adyacentes

distinguibles define un coloreo Col que denominaremos coloreo avdec.

Existe una relacion biunivoca entre un coloreo avdec Col y un punto factible
(A, X) con coordenadas enteras en P n... Dado un coloreo avdec Col, notaremos

(A% X ) ala solucion factible de PGne. que lo representa. Es decir, dado Col,

Col

a;p vale 1 si la arista ij tiene asignado el color k en el coloreo Col y 0 en caso

contrario. Por otro lado ngl toma el valor 1 si el vértice ¢ tiene una arista incidente

que tiene asignado el color k en el coloreo C'ol y 0 en caso contrario.

Comenzaremos por identificar la dimensiéon de P55 osteriormente presenta-
AVDEC

remos desigualdades validas y analizaremos cuéndo definen facetas.

5.1. Casos especiales

Cuando comenzamos a estudiar a Po\opgc, notamos que una propiedad que dife-
rencia sustancialmente las caracteristicas del poliedro es la existencia de un coloreo
propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que requiera menos de |E|
colores. Los resultados méas generales se aplican a grafos para los cuales existe co-
loreo avdec con a lo sumo |E| — 1. Estos resultados no son vélidos para aquellos
grafos donde cualquier coloreo propio de aristas necesita de |E| colores o no existe

un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles.

Los grafos para los cuales no existe coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
distinguibles con a lo sumo |E| — 1 colores quedaran excluidos de nuestro estudio

pero, como veremos a continuacion, son casos muy particulares sin mayor interés.
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5.1. Casos especiales

Proposicion 5.1.1. Sea G = (V, E) tal que no existe un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles que utilice |E| — 1 colores. Entonces G es

alguno de los siguientes grafos:
1. G contiene a Py como componente conexa.
2. G es una estrella.
3. G es un ciclo de a lo sumo 5 vértices (Cs,Cy,Cs).

4. G es un camino con a lo sumo 4 vértices (P, Py).

Demostracion. Comenzaremos viendo que efectivamente los grafos enumerados no

tienen un coloreo que utilice a lo sumo |E| — 1 colores:

1. P, esta formado por dos vértices adyacentes de grado 1, que por la definiciéon

de distinguibilidad, nunca podran ser distinguibles.

2. En una estrella todas las aristas son incidentes a un mismo vértice por lo
tanto, en un coloreo propio de aristas, todas deben tener asignado un color

diferente y seran necesarios | F| colores.

3. En (5, cualquier coloreo propio de aristas necesita de 3 colores. Tanto en
C, como en Cf solo los pares de aristas no incidentes en los mismos vértices
podrian repetir color, pero debido a la exigencia de distinguibilidad, esto no

es posible.

4. En el caso de P; todas las aristas son adyacentes y por lo tanto deben tener
asignado distintos colores. En el caso de P,, la arista incidente al primer
vértice y la arista incidente al cuarto vértice son las tnicas que podrian
compartir color. Sin embargo, debido a la exigencia de distinguibilidad del

segundo y tercer vértice, esto no es posible.

Veamos ahora que si G no es uno de los grafos enumerados, entonces G tiene un
coloreo que utiliza |E| — 1 colores. Nos alcanza con ver que existen dos aristas a

las que se les puede asignar el mismo color.

Sea u € V un vértice de mayor grado y v € N(u) un vértice entre los vecinos de u
que tiene mayor grado. Como G no es un grafo estrella, entonces el grado de v es

mayor o igual 2.
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5. Estudio Poliedral

Consideramos dos casos:

62

» deg(u) > 3. Existen dos aristas uu; y uus incidentes a w, uy, us # v, Uy 7# s

y una arista vv; incidente a v.

Si existe un coloreo avdec tal que uuy y vv; tienen asignado el mismo color,
entonces obtenemos un coloreo avdec con |E| — 1 colores. Si no existe dicho

coloreo avdec puede ser por las siguientes razones:

e Falla que sea un coloreo propio de aristas: Las aristas son incidentes en
el mismo vértice, por lo cual debe cumplirse que u; = v;. Afirmamos que
en este caso existe un coloreo avdec que utiliza |E| — 1 colores tal que la
arista uus comparte color con la arista vv; y el resto de las aristas tiene

colores distintos. Veamos los posibles problemas que podrian surgir:

o Coloreo propio de aristas: las dos aristas con color repetido no son

incidentes en un mismo vértice pues u; # us, Ui, Us F V.
o Distinguibilidad en caso de adyacencia:

¢ para cualquier z, z # u, v, uq, us existe una arista incidente con

color tinico que lo distingue de cualquier adyacente.

o u y v son distinguibles entre si ya que la arista uwu, es tnica en

su color.

o u y v son distinguibles con respecto a cualquier otro vértice ya

que la arista uv es Gnica en su color.

© uy y ue son distinguibles ya que la arista wu; es tUnica en su

color
Por lo tanto, existe un coloreo avdec que utiliza |E| — 1 colores.

e Falla la distinguibilidad: existe un conflicto que no permite que las aris-
tas uu; y vv; tengan un mismo color. Consideramos que us # vy ya
que si fueran iguales estamos en el caso anterior donde ya probamos la
existencia de un coloreo que utiliza |E| — 1 colores. Analicemos todos

los posibles conflictos entre estos 4 vértices.



5.1. Casos especiales

@)

uy v (0 u; o) son distinguibles, ya que la arista uus es tnica en

su color.

o uy y v (0 u; 0 vy) son distinguibles, ya que la arista uuy es unica

en su color.

o vy u (0 wp) son distinguibles ya que la arista uv es tnica en su

color.
o u 'y us son distinguibles ya que la arista uv es tnica en su color.

o uy y vy son distinguibles si deg(u1) = deg(v1) > 3 ya que existe un

vértice u} # w,v; tal que la arista uju) es tnica en su color.

o wuy y v; no son distinguibles si deg(u;) = deg(v1) = 2 ya que las
aristas uuy y vvy tienen el mismo color. En este caso consideramos el
coloreo tal que las aristas uus y vv; tienen el mismo color y todas
las demés aristas del grafo tienen un color dGnico. Como us # vy
las aristas no son incidentes en los mismos vértices, por lo que es
un coloreo propio de aristas valido. Analicemos todos los posibles
conflictos entre estos 4 vértices. Recordemos que estamos bajo el

caso que N(vy) = {v,u }.
o u y v son distinguibles ya que la arista uu es tinica en su color.
© u y vy no son adyacentes ya que N(v1) = {v, u;}.
© vy ug son distinguibles ya que la arista uv es tnica en su color.
© ug y vy no son adyacentes ya que N(vq) = {v, u; }.

Por lo tanto, si no es posible que las aristas uu; y vv; tengan el mis-
mo color, entonces las aristas uus y vv; pueden tener el mismo color.

Entonces, existe un coloreo avdec con |E| — 1 colores.

» deg(u)=2. Como u es un vértice con mayor grado, entonces todos los vértices
del grafo tiene grado 0, 1 6 2. Los vértices de grado 0 pueden ser eliminados
del grafo ya que no tienen aristas incidentes que haya que colorear. Entonces,
el grafo esta conformado por componentes conexas en la que cada una puede

ser un ciclo o un camino. Si hay méas de una componente conexa y ninguna de

63



5. Estudio Poliedral

ellas es un P, sea p la cantidad méxima de aristas presentes en las diferentes
componentes conexas. Entonces, todo el grafo se puede colorear con p colores
va que en cada componente se puede asignar colores que no se repiten y entre
componentes conexas distintas es posible repetir colores. Con esta asignacion
no hay ningin conflicto violado. Si una de las componentes conexas es un

P,, entonces GG es uno de los grafos que enumeramos.

Nos queda analizar el caso en que existe una tnica componente conexa que,

tal como senalamos, es un camino o un ciclo.
Supongamos que G es un camino de por lo menos 5 vértices.

Sea V' = {v1,v2,v3,...,0,} (n > 5)y E = {v109,..., 0041, ..., Vp_1Upn}-
Construimos un coloreo tal que las aristas vivy y v,_1v, tienen el mismo
color y todas las demads tienen un color tnico. Como v3 # v,,_; entonces las
dos aristas no son incidentes en los mismos vértices y tenemos un coloreo
propio de aristas. Como deg(v,) = deg(v,) = 1, la tnica distinguibilidad que
podria no satisfacerse es entre vy v v,_1. Pero estos vértices son adyacentes
solo en el caso que n = 4. Por lo tanto si G es un camino de por lo menos 5

vértices, existe un coloreo avdec de |E| — 1 colores.
Supongamos que G es un ciclo de por lo menos 6 vértices.

Sea V= {vy,v9,v3,...,0,} (n >6)y E = {vjv,..., 0041, ...,0,01}. Cons-
truimos un coloreo tal que las aristas vyvy y v4v5 tienen el mismo color y todas
las demés tienen un color tinico. Dado que las aristas no son incidentes en
los mismos vértices, es un coloreo propio de aristas valido. Por otro lado,
dado que n > 6, no existen las aristas vivy, V1V5, V2v4 ¥ VU5 ¥ por lo tanto

la distinguibilidad entre vértices adyacentes esta asegurada.

Entonces, si u tiene grado 2 y no es del tipo de los grafos excluidos, existe

un coloreo avdec que utiliza |E| — 1 colores.

]

Dado que los grafos enumerados son casos muy particulares y donde el problema
no resulta de mayor interés, excluir estos grafos del anélisis poliedral no es signifi-

cativo. Podemos enfocarnos entonces en considerar grafos que admitan un coloreo
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. <z exp
5.2. Dimension de P ,pec

propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza a lo sumo |E|—1

colores.

5.2. Dimension de Pl pec

Como mencionamos anteriormente, comenzaremos por caracterizar la dimension

del poliedro.

Proposiciéon 5.2.1. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo avdec
que utiliza |E| — 1 colores. El sistema minimal de ecuaciones asociado al poliedro

exp .
Pavpec €s:

Z Ayvk = Tyk YVue VANkeM (54)
vEN (u)

Z Quoie = 1 Yuv € E (5.5)

keM

Demostracion. Las igualdades del sistema minimal son validas ya que estan en la
definicion del poliedro. Comenzaremos justificando el por qué de la hipotesis de
existencia de un coloreo avdec que utiliza |E|— 1 colores. Si no existiera un coloreo
avdec con |E| —1 colores, entonces todos los coloreos avdec del grafo G utilizan m

colores. Como cada color se usa exactamente una vez, entonces » Auok = 1 €8

wek
una igualdad valida para todo color k para el poliedro asociado a GG. Sin embargo,
esta igualdad no resulta valida para el poliedro asociado a grafos para los cuales

existen coloreos avdec que usan menos cantidad de colores.

Dado que estos son casos muy particulares que ya analizamos previamente, la
hipotesis de existencia de un coloreo avdec con |E|—1 colores no es muy restrictiva
y nos permite caracterizar la dimensiéon para los poliedros asociados a la mayoria

de los grafos.

Veamos ahora que el sistema es minimal. Sea la siguiente una igualdad valida para

exp

los puntos factibles de P inec:

Z Z szkauvk + Z Z Hikzuk = To.

keM uwveFE keM ueV
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Debemos ver que la igualdad se puede escribir como una combinacion lineal de las

igualdades del sistema minimal propuesto.

Sea Ay el coeficiente asociado a la igualdad (5.4) para u € V Ak € My fiy, €l
coeficiente asociado a la igualdad (5.5) para uwv € E. Entonces deberfa cumplirse

que:

H?wk = )‘Uk’ + /\Uk? + M

x

Como A, queda definida a partir de II7, podemos definir x,, utilizando un color

particular k.

_ 170
My = Huvko - )\Uko - Avko

/’L’U«U = szko + Hiko + Hik‘o

Queda ver que la definicion de ., es consistente para k # ko. Es decir que:

ke T Wage + Mg, = TG + 15, + T, Vk # ko, uv € E.
Como por hipotesis existe un coloreo avdec que utiliza |E| — 1 colores, entonces
existe un coloreo avdec C'ol; que no utiliza el color k y la arista uv tiene asignado
el color kq. Si cambiamos el color de la arista uv al color k tenemos otro coloreo
Coly. Como k no se utilizaba en C'oly, entonces Coly es un coloreo propio de aristas
va que no hay otra arista adyacente del mismo color. Ademéas como u y v son los
tnicos vértices que cambiaron su conjunto de colores, y ningin otro vértice tiene
el color k, entonces no puede existir un conflicto entre ellos y otro vértice del grafo
que se encuentre violado en el coloreo Col,. Por tltimo, u y v eran distinguibles
en Coly y no diferian en kg, por lo tanto, en Col, también difieren. Entonces Col,

es un coloreo avdec y vale:
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5.3. Desigualdad valida Conjuntos de d colores

a Coly x Coly __ a Cols z _.Cola

keM uwveE keM ueV keM uwveE keM ueV

Dado que Col; y Coly solo difieren en el color de la arista uv obtenemos:

I e + Mg, + 1, = 15 + T, + 105,

Por lo tanto la definicion de ., es consistente y toda igualdad vélida en el poliedro

es combinacion lineal de las igualdades del sistema minimal de ecuaciones.

Finalmente veamos que las igualdades son linealmente independientes. Como x
aparece en exactamente una igualdad, entonces cada igualdad de (5.4) es lineal-
mente independiente del resto. Por otro lado, cada igualdad de (5.5) solo puede ser
combinacién lineal de otras igualdades (5.5) ya que cada igualdad de (5.4) tiene
un término x,; que no hay manera de anular. Como cada igualdad (5.5) contiene
variables que solo estan relacionadas con una arista en particular entonces son

todas linealmente independientes.

En conclusion, el sistema propuesto es un sistema minimal de ecuaciones asociado

al poliedro P pec- O

5.3. Desigualdad valida Conjuntos de d colores

La desigualdad (5.3) del modelo EXP correspondiente a una arista @0 tiene la
propiedad de que, en el caso que defina una cara, los puntos que se encuentran en
la misma satisfacen que uno de los vértices debe usar los deg(a) colores. De otra
manera, no seria posible alcanzar el valor del término independiente. Concluimos
entonces que la arista ag; debe tener asignado un color del conjunto S’ y por lo

tanto se satisface que > agzs = 0.
kgs’

Esta condicién nos permite obtener un refuerzo de esta desigualdad.

Proposicion 5.3.1. Sea G = (V, E) un grafo tal que eziste un coloreo avdec que

utiliza |E| — 1 colores. Consideremos @ y 0 dos vértices adyacentes con el mismo
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grado y S C M wun conjunto de colores de tamano d = deg(u). La siguiente

desigualdad, denominada d-Color, es vdlida para los puntos del poliedro P pec:

Z(ifak + zg) + Z agsr < 2|19 —1 (5.6)

kes’ kS’
Demostracion. Para todo punto entero hay dos posibilidades:

» Si > agse = 0 entonces la desigualdad queda > (zar + zax) < 2|57 — 1,
kES' kES!
que resulta valida ya que es la desigualdad (5.3) que define al poliedro P*P.

» Si Y aasr = 1 entonces pasamos restando el término al lado derecho de la

k¢S’
desigualdad y nos queda ) (g + o) < 2|5'| — 2. Como la arista @9 no
kes
tiene un color k € S’, entonces Y xg < deg(u) — 1. El mismo argumento
kes’
vale para 0, por lo tanto ) g < deg(?)—1. Sumando las dos desigualdades
kes'

surge la validez de la desigualdad d-Color.

]

Proposicion 5.3.2. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo avdec que
utiliza |E| — 1 colores. Consideremos @ y U dos vértices adyacentes con el mismo
grado y S" C M wun conjunto de colores de tamano d = deg(w). La desigualdad

d-Color no es redundante para el poliedro PP,

Demostracion. Consideremos el caso de un grafo que tenga como subgrafo inducido
al de la figura 5.1 donde uj,us € N(4) y vi,vo € N(0) tal que uy # vy,v9 ¥

Uz 751)1&2-

Vamos a construir un punto fraccionario que pertenece a PP y no satisface la
desigualdad propuesta. En la figura 5.1 indicamos en cada arista el o los colores
asignados, es decir el valor de k£ tal que la variable a,,. > 0, caso contrario la
variable toma valor nulo. Si se indica un tnico color, a,,, toma el valor 1. Si hay

dos colores, las dos variables respectivas se definen como a,,, = 0.5. Toda otra

arista del grafo uv tiene asignado un color k" diferente del conjunto {5,...,m} y
definimos au, = 1, Ty = x, = 1. Para otros colores, estas variables toman
valor 0.
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Queremos ver que este punto satisface todas las restricciones del poliedro pero

viola una desigualdad del tipo d-Color.

El hecho de que todas las aristas que no sean aristas del subgrafo inducido ten-
gan asignado un color diferente del conjunto {5,...,m} permite afirmar que se

satisfacen toda las restricciones del modelo que involucran a estas aristas.

A continuacion detallamos las variables no nulas referidas al subgrafo inducido:

Tyl = 1 T2 = 0.5 T3 = 1 Tga = 0.5
Ty =1 Tyyo = 0.5 Tyy3 = 0.5 2or = 0.5
zy1 = 0.5 Tyo = 1 Tz =1
Agp4 — 0.5

Lygl = 0.5 T2 = 1 Lyoe3 = 0.5
Agul = 1 Agug2 = 0.5 Ague3 = 0.5
Apyal = 0.5 Apv12 = 1 Q53 — 0.5

Ajy,3 = 0.5

Es facil ver que satisfacen todas las igualdades que definen al poliedro: x,, =
> aur Y Y. auwk = 1. Nos resta verificar que satisface todas las desigualdades

vEN (u) keM

del tipo (5.3).

Debemos considerar todo subconjunto S’ de M con cardinal 3. El término inde-

pendiente de la desigualdad es 2deg(i) — 1 = 5. En el caso que a S’ pertenezca

Figura 5.1. Un coloreo parcial que viola la desigualdad d-Color
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algin color > 5, entonces Y xg es a lo sumo 2. Lo mismo ocurre con ) Zg.
kes kes’
Por lo tanto la desigualdad es valida.

Analicemos ahora los casos en los cuales S’ C {1,2,3,4}:

L S/ = {1,273}, Z ZL‘ﬂk—l-l’gk :5
kes’

L S/ = {1,274}, Z Tk —|—l’5k =4
kes’

u S/ = {1,3,4}, Z Tk + Tpe = 4.5
kes’

u S/ == {2,3,4}, Z Tk + Toe = 4.5
kes’

Entonces, la asignacion de colores cumple con todas las restricciones del poliedro

Pexp

Sin embargo, tomando el conjunto S’ = {1, 2, 3}:

Z(fﬁak + fE{,k) + Z Qask = DD >5= 2|S/| -1

kes’ k¢S’

Por lo tanto la desigualdad d-Color no es valida para todo punto del poliedro

PP es decir no es redundante. n

Veamos a continuaciéon que la desigualdad d-Color induce una cara propia de

exp
PAVD&C :

Proposicion 5.3.3. Sea G = (V, E) un grafo tal que eziste un coloreo avdec que
utiliza |E| — 1 colores, . y © dos vértices adyacentes con el mismo grado y S' C M
un conjunto de colores de tamario d = deg(@). La desigualdad d-Color no es

combinacidn lineal del sistema minimal de ecuaciones de P pec-
Demostracion. Nos alcanza con mostrar que la desigualdad d-Color no siempre

se satisface por igualdad. Definimos un coloreo C'ol tal que todas las aristas tienen

distinto color y la arista w0 tiene un color que pertenece a S’. Entonces:
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Z(l’ﬁk +ZE{,/€) + Z Aapk S |S,| + O = |S/’ < 2‘S/| — 1.
kes’ k¢S’

Esta tultima desigualdad es estricta ya que |S’| > 2 dado que, si |S’| fuera igual a
1, entonces G tendria a P, como componente conexa y por lo tanto no existirfa un

coloreo avdec que utiliza |E| — 1 colores.

]

Proposicion 5.3.4. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo avdec que
utiliza |E| — 1 colores, & y 0 dos vértices adyacentes con el mismo grado y S' C M
un conjunto de colores de tamano d = deg(u). La desigualdad d-Color induce una

cara no vacia de Pyipec.

e 3 exp .
Demostracion. Construiremos un punto que pertenece a P e v satisface la

desigualdad d-Color por igualdad. Sin pérdida de generalidad supongamos S’ =
{1,...,deg(u)}.

Consideremos la division de las vecindades de @ y v en los siguientes conjuntos de

vértices:
» Ny = {u :u € N(a) N N(0)}, es decir el conjunto de vértices que son
adyacentes a @ y a 0. Notamos Ny = {a1,...,an, |}

s Ny = {u:u € N(a)\ N(©) \ {0} tal que deg(u) = 2 y se verifica que
v € N(u) — {u} es adyacente a 0 y deg(v) = 2}.

N3y ={v:v e N(u) —{a} para algin u € Ny}.

Consideramos sin pérdida de generalidad que los conjuntos Ny y N3 estan

ordenados de forma tal que b;c; € E, b; € Ny, ¢; € Ny parai =1,...,|Ns|.
N5:{’UU€N(?~J)\(N1UN3U{€L})}

Notamos N4 = {dl, Ce 7d|N4\} y N5 = {fl, Ce ,f‘N4|}.
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Figura 5.2. Esquema de conjuntos Ny, No, N3, Ny v Njs.
Observar que |Na| = [N3| y [N4| = [N5| y deg(@) = 1+ [Ny| + [Nao| + [ Na| = [S).
Se puede ver un esquema de las vecindades en la figura 5.2.

Notamos W al conjunto de aristas que no inciden en « ni en o, es decir W =
{wiw? € E:w} ¢ {a,0} ANw? ¢ {u,0}} con |W| = |E| —2d(u) + 1

Sea un coloreo Col definido a partir de la siguiente asignacion f : E — M:

flav) =1

flaa;) =i+ 1 Vi=1...|N
f(ab;) =i+ 1+ |Ny| Vi=1...|Ny|
f(ad;) =i+ 1+ |Ny| + | N Vi=1...|Ny
f(Pa;) =i+2 Vi=1...|N|
floe) =i +2+ || Vi=1...|Ns
f(0fi) =i+ 2+ |Ny| + | Ns| Vi=1...|Ns|
f(wiw?) =i+2+ |Ni| +|No| + |No| =i+ 1+ |5 Vi=1...|W|

La cardinalidad de S’ es el grado de @, por lo tanto en @ se utilizan todos los
colores de S, y en ¥ se utilizan los colores 1,...,deg(a) + 1 excepto el 2. Todas
las demas aristas del grafo tienen color distinto ya que 3 + |Ny| + |Na| + | N4| es

mayor que el color de cualquier arista incidente a @ o v.

En primer lugar, veamos que C'ol es un coloreo propio de aristas.

72



5.3. Desigualdad valida Conjuntos de d colores

» Todas las aristas incidentes a u tienen distinto color ya que los colores se

asignan secuencialmente. Lo mismo ocurre con las aristas incidentes a v.

» Todas las aristas incidentes a un vértice a; parai = 1,...,|Ny| tienen distinto
color ya que la arista incidente a @ tiene color ¢ + 1, la arista incidente a v
tiene el color 7 + 2 y el resto de las aristas incidentes pertenecen a W y por

lo tanto tienen un color dnico.

= Para los vértices de los conjuntos No, N3, Ny v N5, existe una sola arista que
es incidente a u 6 v. Como todas las demés aristas incidentes a estos vértices
pertenecen a W y son de distinto color, entonces no hay dos aristas incidentes

a estos vértices con el mismo color.

= En el caso del resto de las aristas, éstas pertenecen al conjunto W y tienen

color tnico.

Por lo tanto no hay dos aristas incidentes a un mismo vértice con el mismo color.

Es decir, C'ol es un coloreo propio de aristas.

Ahora veamos que es un coloreo de aristas con vértices adyacentes distinguibles,
es decir que no existe un par de vértices en conflicto que no se distingan por al
menos un color. Vamos a separar en siete posibles casos, dependiendo donde se

encuentre el conflicto:

» Caso 1: Conflicto entre @ y v. Como u es incidente a una arista de color
2 y ¥ no, los vértices se distinguen por al menos ese color. Por lo tanto el

conflicto entre u y ¥ no esta violado.

» Caso 2: Conflicto entre @ y otro vértice u € N(u)\ {v}. Como la arista
u? tiene asignado el color 1y es tinica en su color, entonces @y u € N(u)\{0}

son distinguibles al menos por el color 1.

» Caso 3: Conflicto entre ¢ y otro vértice v € N(v) \ {a}. Como la arista
u? tiene asignado el color 1y es tnica en su color, entonces 0y v € N(0)\{a}

son distinguibles al menos por el color 1.

» Caso 4: Conflicto entre un vecino de % y un vecino de v. Sea v € N(a)

y v € N(0). Siuy v estan en conflicto entonces |N(u)| = |N(v)].
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e Si |N(u)| = 2 entonces u = b; y v = ¢; para algin i € {1,...,|Nsy|}.
Como f(0¢;) = f(ub;) + 1 entonces estas aristas tienen distinto color y

el conflicto no esta violado.

e Si|N(u)| > 2 entonces hay una arista incidente a u que no es incidente a
u ni a v. Si existe una arista no incidente a v, entonces pertenece a W'y
tiene asignado un color tnico. Por lo tanto, el conflicto no esta violado.
De igual manera, si existe una arista incidente a v que pertenece a W,
ésta tiene asignado un color tnico y por lo tanto el conflicto no esta

violado.

Nos queda entonces el caso en que N(u) = {v,u4,0} y N(v) = {u,a, v},
es decir que u,v € Nj. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

u=a;yv=a;coni<j

Sabemos que f(aa;)) =i+ 1 < f(0a;)) =14+2 < f(ugj) = j+1<
f(va;) = j+2 < f(uv). Por lo tanto, los vértices u,v difieren en al

menos los colores 1 +1y 7+ 2 y el conflicto entre v y v no esta violado.

» Caso 5: Conflicto entre dos vértices en N(u)\ {0} Sean uj,us € N(u),

Uy, U2 # v.

Si ui,up € Ny, sin pérdida de generalidad, supongamos u; = a; y us = a;

con 7 < j. Entonces la arista vuy los distingue.

Si w1 6 uy € Ny entonces no son adyacentes por lo cual no hay requisito de

que sean distinguibles.

Si uy,us € Ny, las aristas wu; y tug reciben distinto color y cualquier otra
arista incidente a u; o us pertenece a W y tienen color tnico. Por lo tanto

los vértices son distinguibles.

Si uy € Ny y ug € Ny entonces deg(uq) = deg(ug) > 3y por lo tanto existe

una arista zus € W con z # uy que distingue a los vértices.

Caso 6: Conflicto entre dos vértices en N(?) \ {a} El caso es anilogo

al anterior.
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= Caso 7: Conflicto entre un vértice w; que no es vecino de % ni ¥ y un
vértice ws. Para que exista un conflicto debe cumplirse que deg(w,) > 2.
Como w; ¢ N(u)U N(v), las aristas incidentes a w; no son incidentes a @ ni
a 0. Por lo tanto, en caso de conflicto, existe una arista que pertenece a W
que no es incidente en wy y tienen asignado un color tnico, lo cual implica

que no hay posibilidad de que exista un conflicto violado.

Concluimos entonces que C'ol es un coloreo propio de aristas con vértices adyacen-

tes distinguibles.

Por dltimo veamos que el coloreo cumple la desigualdad d-Color por igualdad,
es decir pertenece a la cara inducida por d-Color. Por un lado podemos afirmar

que Y wg, = deg(u) (todas las aristas incidentes a 4 toman los primeros deg(1)
kES!
colores). Por otro lado, >  xz = deg(a) — 1 porque se utilizan todos los colores
kES!
de S’ salvo el color 2 que no esta asignado a ninguna arista incidente a ©. Ademas,

la arista @0 tiene el color 1, entonces > agsr = 0. Por lo tanto > (war + zox) +
k¢S’ kes’
Z Aaok — 2|S/‘ — 1.
k¢S’
]

El coloreo Col que hemos definido tiene caracteristicas, algunas muy evidentes,

que resaltamos a continuacion.

Proposicion 5.3.5. Sea G = (V, E) un grafo, 4, v dos vértices adyacentes del
mismo grado y S" = {1,...,deg(@)}. Consideremos Col el coloreo propio de aris-
tas con vértices adyacentes distinguibles definido en la proposicion anterior. Se

satisfacen las siquientes propiedades:

Propiedad P1: Las aristas no incidentes a u ni a v utilizan colores que no per-

tenecen a S'.
Propiedad P2: La arista uv utiliza un color en S’ y es unica en su color.

Propiedad P3: FEl vértice v liene una arista incidente con un color que no perte-

nece a S" y es inica en su color.
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Propiedad P4: FEl vértice u tiene una arista incidente que es la unica con color
2.

Propiedad P5: Los colores 3,...,|S'| se repiten en aristas incidentes a @ y 0.

Propiedad P6: Si |S'| > 3, Col utiliza menos de m colores.

Demostracion. A continuacion demostramos cada una de las propiedades.

Propiedad P1: Las aristas que pertenecen a W usan colores a partir de 3+ |Ny|+

|N2| 4+ | N4| que no pertenecen a S’

Propiedad P2: La arista a0 usa el color 1 que pertenece a S’ y ademaés es la tinica

arista del grafo que tiene ese color.

Propiedad P3: Existe una arista 0z que tiene asignado el color 2+ | N5|+|Ny|+| V3|
que no pertenece a S’ y ademaés es la tnica arista del grafo que tiene ese color.

Dependiendo de la cardinalidad de los conjuntos definidos en la vecindad, z

seria f\Ns\ 0] C|N3| 0] QN |-

Propiedad P4: Si existe aq, entonces la arista @a; es la tinica que tiene asignado
el color 2. Si [Ny| =0y |N3| > 1, entonces la arista ub; es la inica que tiene
asignado el color 2. En otro caso, |N1| = |[N3| = 0 y la arista @d; es la tnica

que tiene asignado el color 2.

Propiedad P5: Las aristas incidentes a @ tienen asignados los colores 2, ..., |Ny|+
| No| +| Ny +1 (exceptuando 40 ). Las aristas incidentes a o tienen asignados
los colores 3, ..., |Ny| + |Na| + | N4| 4+ 2 (exceptuando @v). Por lo tanto, los

colores 3,...,|N1| + |N2| + | N4| + 1 se repiten en aristas incidentes a @ y 9.

Propiedad P6: Si |S’| > 3, Col utiliza dos veces el color 3. Esto implica que Col

utiliza a lo sumo |E| — 1 colores.

O

El coloreo avdec Col esta construido a partir de un ordenamiento de los vértices
de las vecindades: uy, ... Udega)—1 Y V1, - - - Vdeg(s)—1, asignando f(vv;) = f(tu;) + 1
parai=1,...,deg(u)—1, f(au;) =2y f(av) = 1. El orden de las dos vecindades

no es arbitrario: verifica que el par u;,v; tiene la propiedad que u; = v; € Ny
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6u, € Ny yv, € Ny conujv; € F 6 u; € Ny y v; € N5. Este ordenamiento y
esta asignacion son los que nos permiten demostrar que Col es un coloreo propio
de aristas con vértices adyacentes distinguibles. Cabe notar que, cualquier otro
ordenamiento de los vértices que respete que u; y v; ocupen el mismo lugar en
el orden, permite construir un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes

distinguibles que pertenece a la cara.

En la siguiente proposicion mostramos algunos coloreos que nos resultaran de

interés mas adelante.

Proposicion 5.3.6. Sea G = (V, E) un grafo, 4 y U dos vértices adyacentes del
mismo grado y S" = {1,...,deg(q)}. Se satisfacen las siguientes propiedades sobre

coloreos avdec que pertenecen a la cara F' definida por la desigualdad d-Color:

Propiedad P7: Con la misma enumeracion de vértices utilizada para construir
Col, se pueden intercambiar los colores asignados a las aristas incidentes a

u con los de v y obtener un nuevo coloreo avdec que pertenece a la cara F.

Propiedad P8: Existe un coloreo avdec que pertenece a la cara F donde la arista

uv no tiene asignado un color de S’

Propiedad P9: Dada una arista vv, existe un coloreo avdec que pertenece a la

cara F donde esta arista no tiene asignado un color de S’.

Demostracion. A continuacion demostramos cada una de las propiedades.

Propiedad P7: El rol en la asignacion de los colores a las aristas incidentes a @
y v es simétrico. Puede obtenerse un nuevo coloreo avdec intercambiando el
orden en el que se asignaron los colores: primero las aristas de v y luego las de
4. Esta asignacion verifica que f(au;) = f(0v;) + 1 para i =1,...,deg(a) —
1, f(awo) = 1y f(v,v1) = 2. Dado que los vértices de las vecindades no
cambiaron su ordenamiento, se deduce de la demostracion anterior que esta
nueva asignacion de colores define un coloreo propio de aristas con vértices

adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F.

Propiedad P8: En el coloreo avdec Col, la arista uv tiene asignado el color 1 y
ademads, existe una arista 0z que tiene asignado el color 2 + |N5| + |Ny| +

|N3| ¢ S'. Dependiendo de la composicion de la vecindad de 0, el vértice
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z es fins)y ¢y O any|. Ademds, estas dos aristas son tnicas en su color.
Si intercambiamos los colores entre estas dos aristas, obtenemos Col; que
resulta un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles
como consecuencia de la singularidad de los colores que se intercambian.
Ademas, la diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col

y Coly que estan presentes en la desigualdad d-Color son:

Col __ ,.Col _ Col __
it =ag” =1, 055 = 1, auv‘s,lJrl 0
Col1 Col1 _ Coly Coly _
O - ]" A1 0 uv\S’H—l =1

Teniendo en cuenta estos valores, podemos concluir que C'ol; también perte-

nece a la cara F'y la arista @0 no tiene asignado un color de 5.

Propiedad P9: Como mencionamos antes, si en el proceso de construccion del

coloreo, el orden de las dos vecindades de u y ¥ verifica que el par u;, v; tiene
la propiedad que u; = v; € Ny 6 u; € Noy v; € N3 con (u;,v;) € E6u; € Ny
y v; € N5 y ademas f(dv;) = f(tu;) + 1 para todo i = 1,...,deg(a) — 1,
flauy) = 2y f(av) = 1, el coloreo que se construye resulta un coloreo
propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la

cara definida por la desigualdad d-Color.

En el coloreo avdec Col, existe una arista vz que tiene asignado el color
2 + |Ns| 4+ |N1| + | N3] ¢ S’. Dependiendo de la composicion de la vecindad
de v, el vértice z es finy|, ¢ny) O ajn,|. Por lo tanto, dada la arista vv, basta
considerar un intercambio en el orden de los vértices de la vecindad de v
entre v y z. Ese mismo intercambio debe hacerse entre los vecinos de
asociados a v y z. Considerando este nuevo orden y con el mismo proceso
constructivo, la asignacién de colores define un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara definida por la

desigualdad d-Color y tiene la propiedad que f(ov) ¢ S'.

]

Ya sabemos que la desigualdad d-Color define una cara propia de PSpee. Quere-

mos determinar bajo qué condiciones esta cara tiene dimensién maxima, es decir,

cuadndo define faceta. Comenzamos analizando condiciones necesarias.
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Nuevamente, para simplificar la notacion y sin pérdida de generalidad, asumiremos
S'={1,...,deg(q)}.

Proposicion 5.3.7. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E|—1 colores. Seant € V' y
v €V dos vértices adyacentes con el mismo grado y sea ' = {1,2,...,d = deg(u)}

un conjunto de colores.
Las siguientes condiciones:
» deg(a) > 3

» si deg(a) = 3 entonces no eziste una arista uv tal que deg(u) = 3, u €
N(u) N N(9) yve N(u) N N(D).

son necesarias para que la desiqualdad valida d-Color

> (war +xar) + Y aase < 2|5 — 1

kes’ ks’

defina una faceta del poliedro Popec-

Demostracion. Sea F'la cara propia definida por la desigualdad d-Color. Tenemos

dos posibles casos en los cuales las condiciones no serian validas :

» deg(u) = 2. En este caso, S’ = {1,2} y existen u € N(u) y v € N(v) (figura
5.3).

Figura 5.3. deg(a) = 2

Afirmamos que los puntos que pertenecen a F' satisfacen la siguiente igual-
dad:

iyl + Qas1 + Qa1 = 1 (5.7)
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Para que los vértices @ y v sean distinguibles y la asignacion sea un coloreo

propio de aristas, las aristas uv, uu y vv deben tener asignado distinto color.
Si agmn = 1, la igualdad (5.7) es valida.

Si azzo = 1 entonces xz9 + 50 = 2. Para pertenecer a la cara, debe cumplirse
que xz1 + 5 = 1. Entonces ag = 1 6 az1 = 1y la igualdad (5.7) resulta

valida.

Finalmente, si agzr = 1 para algin k£ > 2, entonces xg1+%a2 < 1y Tg1+252 <
1 y para pertenecer a la cara debe cumplirse que z3, + Tgo + 51 + Ty = 2.
Como deben ser distinguibles, entonces x3; + 51 = 1 lo que implica que

Agu1 + g1 = 1y por lo tanto (5.7) es una igualdad valida.

Veamos que (5.7) es linealmente independiente de las ecuaciones del sistema
minimal y de la ecuacion que define a F. Esta condicién nos permitiria
afirmar que si deg(u) = 2, entonces la desigualdad d-Color no define una

faceta de Py lpec.

Dado que por hipétesis existe un coloreo propio de aristas con vértices ad-
yacentes distinguibles que utiliza a lo sumo |E| — 1 colores, entonces existen
coloreos en P pe- que no usan el color 1. Por lo tanto, (5.7) no puede ser
combinacion lineal de las ecuaciones (5.4) y (5.5) que definen el sistema mi-
nimal. Entonces, si (5.7) fuera linealmente dependiente deberia existir en la
combinacion lineal, un multiplicador o # 0 asociado a la ecuacion que define

la cara F'.

Como se deben anular los coeficientes correspondientes a xz v Tge para
todo k ¢ {1,2}, entonces los multiplicadores de las igualdades (5.4) quedan
determinados con valor nulo. En el caso de xg; y xg con k € {1,2}, los
multiplicadores de las correspondientes ecuaciones de (5.4) deben ser igual
a «a. Para el resto de las ecuaciones en (5.4), dada la presencia tnica de la
variable x,; con v ¢ {u,0}, k € M, se deduce que los multiplicadores deben

ser nulos.

Dado que m > 3, la presencia tnica de las variables a,,3 para uv # 40 en las

correspondientes ecuaciones (5.5) implican que los multiplicadores son nulos.
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Como conclusion, en el caso de que existiera dependencia lineal, las ecuacio-
nes con multiplicador no necesariamente nulo serian:
a1l + To1 + Tao + Tso + Y. agsr = 2|5’| — 1 con multiplicador «,

k¢S’

> aa.1 = gz con multiplicador a,
zeN (@)

> @aze = g2 con multiplicador a,
zeN (&)

> ag.1 = Ty con multiplicador «,
z€N(?)

> g2 = T2 con multiplicador a,
z€N(D)

> ags = 1 con multiplicador f.
keM

Para anular el coeficiente correspondiente a agzo, deberia cumplirse que 2o+
£ = 0. Por otro lado, para anular el coeficiente correspondiente a agz33, deberia
cumplirse que a + 8 = 0. Esto implica que a« = 0, lo cual nos lleva a una

contradiccion.

Entonces la ecuacion (5.7) es valida para los puntos que pertenecen a F'y no
depende linealmente de la otras ecuaciones que definen la cara. Por lo tanto,

deg(@) > 3 es condicién necesaria para que la cara F' resulte ser faceta.

Si deg(u) = 3 y existe una arista uv tal que deg(u) =3, u € N(@)NN (D)
y v € N(a) N N(0).

Afirmamos que la siguiente ecuacion es valida para todos los puntos que

pertenecen a F"

D e =0 (5.8)

kesS’

Supongamos que existe un punto que pertenece a I’ tal que EkeS’ Gyt = 1.
Entonces, existe un color ky € S’ que esta asignado a la arista uv. Por lo
tanto las aristas uu,0u,uv y vv no tienen el color kg ya que son incidentes a u
o v. Notar que los pares de vértices uu, vu y uv estan en conflicto. Analicemos

las diferentes configuraciones que pueden presentarse:
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Si la arista 40 tiene asignado el color kq (figura 5.4), entonces > ags =
k¢S’
0. Por lo tanto, los puntos en la cara deben cumplir que Y (zar+xs) =
kes’
5. Es decir, existe exactamente una arista, que no es uv, que debe tener

un color t ¢ S’ y existe un color k; € S’ que debe utilizarse una vez
en las aristas incidentes % y una vez en las incidentes a v. Como la
asignacion debe definir un coloreo propio de aristas, entonces existen
dos posibilidades: aguk, = Aok, = 1 0 Gaor, = Gpuk, = 1. En el primer
caso, u y v no serian distinguibles. En el segundo caso, u y @ no serian

distinguibles.

Figura 5.4. agp, = 1

Si la arista a0 tiene un color k; € S’ (figura 5.5), entonces las aristas

tu,0u, v y v no tienen el color ky ni el ky. Como > agsr = 0y solo
k¢S’
nos queda un color en S’ para usar en las aristas incidentes a o y 7,

entonces no puede existir un punto en la cara con estas caracteristicas.

Figura 5.5. agpy, =1

Si la arista @0 tiene asignado un color ¢ ¢ S’ (figura 5.6), entonces

> agsr = 1. Por lo tanto los puntos en la cara deben cumplir que
kS’
> (xar + x51) = 4. Como el color kg no se puede utilizar en aristas
kes!
incidentes a u vy v, se deben utilizar en estas aristas los colores ky y ks.

Pero en ese caso u y v resultarfan no distinguibles.



5.3. Desigualdad valida Conjuntos de d colores

Figura 5.6. ags, =t

Por lo tanto, bajo esta condiciéon, no existe un punto en la cara tal que

Z Aok — 1.

keSS’

Veamos que (5.8) es linealmente independiente de las ecuaciones del sistema mi-
nimal y de la ecuacién que define a F'. De esta manera podremos afirmar que F'

no define una faceta de Ppec-

Como se deben anular los coeficientes correspondientes x, con z ¢ {u, v}, k € M,
se deduce que los multiplicadores correspondientes a las ecuaciones (5.4) deben ser
nulos. Pero entonces, la variable a,,4 apareceria inicamente en la correspondiente
ecuacion (5.5) y por lo tanto el multiplicador tambien serfa nulo. Esta ecuacion es
la tnica que tiene las variables a,,; con k € S’. Lo cual nos lleva a concluir que
(5.8) es linealmente independiente del sistema minimal y de la ecuacion que define

ala cara F.

]

Veamos ahora que bajo las condiciones analizadas en la proposicion anterior, la

desigualdad d-Color define una faceta de PGpec.

Proposicion 5.3.8. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E| —1 colores. Sean u € V
y v € V dos vértices adyacentes con el mismo grado y sea S' = {1,2,...,d =
deg(@)} un conjunto de colores. Supongamos que se cumple alguna de las siguientes

condiciones:
» deg(u) > 3

» sideg(t) =3 y no existe una arista uv tal que deg(u) =3, u € N(a) NN (D)
yv e N(a)NN(v).
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Entonces la desigualdad vdlida d-Color

Z(ng + SL’f,k> -+ Z Agok S 2|S/‘ —1

kes’ kS’

define una faceta del poliedro P\pec-

Demostracion. Para demostrar que la desigualdad define una faceta veremos que
toda igualdad satisfecha por los puntos de la cara F' definida por la desigualdad,
es combinacion lineal del sistema minimal y de la ecuaciéon que define a F. De esta

manera, la dimension de la cara serd maxima.

Sea (11, ITy) una igualdad satisfecha por todos los puntos que pertenecen a la cara.

Es decir

Z Z IS Gk + Z Z 117, 2 = Iy para todo (A, X) € F.

wel ke M ueV keM

Como sefialamos, debemos demostrar que (II,11y) se puede escribir como combi-
nacion lineal de las ecuaciones del sistema minimal y de la ecuacién que define a

F.

Sean g, Buy v 0 multiplicadores asociados a las ecuaciones (5.4), (5.5) y a la

ecuacion que define a F', respectivamente.

Consideremos s € S’y t ¢ S'. Si (I1, I1p) es una combinacion lineal de las igualdades

deberia verificarse que:
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I = Qut + ot + Buo Vu ¢ {a,0},v ¢ {a,0} (5.9
I = Quk + ok + Buw Vu & {a,0},v ¢ {u, 0}k £t 5.10
I, = Qut + ot + Buy Vu e {a,0},v ¢ {a,0} 5.11
15 = Quk + ok + Buo Vu e {a,0},v ¢ {a,0}, k¢ S k#t (512
115 = Qb + uk + Bu Yu € {i,7},v ¢ {@,0},k € S 5.13
%5, = qas + aps + Bas 5.14
s = qar + ok + Bas Vk e S k+#s 5.15

(
(
(
(
(
(
M35 = qar + o + Bas +0 (
G, = car + o + Bas +0 Ve g S k#t (
I, = —auk Vu ¢ {a,v} (5.18
IG5, = —ov (
115, = —oa Vk ¢ Sk #t (
IG5, = —ag (
115, = —a Vk ¢ Sk #t (
I, = —ags +9 (
Gy = —aa, +0 Vke S k#s (
I, = —ags +0 (
I, = —aee +0 Vke Sk #s (

A partir de estas ecuaciones, definimos los siguientes multiplicadores:
=« a partir de (5.19): ag = —11%,

» oy a partir de (5.21): ag = —11Z,

§ a partir de (5.14)+(5.23)+(5.25)-(5.16)-(5.19)-(5.21):

§ = M2, +T0%, + 112, — 112, — 112, — II%,

uvs vt

Bas a partir de (5.16): Ba; = 211%;, + 211%, + 2117, — 1%, — I1Z  — TIZ,

uvs

ags a partir de (5.23): ags = 1%, + 1%, — 112, — T1%, — 112,

uvs uvt

85



5. Estudio Poliedral

» s a partir de (5.25): ags = Hg,  + 1IZ, — 1%, — 112, — 112,
» «,; para todo k, para todo u # 1, a partir de (5.18): ayy, = —11I7,
» ag para todo k ¢ S’k # t a partir de (5.20): ag, = —11Z,
» gy, para todo k ¢ S,k # ¢ a partir de (5.22): ag, = —1I1Z,

» oy, para todo k € ',k # s a partir de (5.24):

agp = Mg, + 105, + 107, — 118, — 107, — 113, — 117,

uvs vt

" ag para todo k € S’ k # s a partir de (5.26):

agr = Mg, + 15, + 15, — 113

uvt

x x z
- Hﬂt - Hf)t - Hf}k

» B para todo u y v que no coincidan con @ ni ¥ a partir de (5.9): B, =
I, + 115, + 115,

Buv para todou € {a,0} y v ¢ {u,0} a partir de (5.11): 5, = 1%, +11%, +117,

Con estas definiciones para los multiplicadores, deberiamos ver que las ecuaciones
(5.10), (5.12), (5.13), (5.15) y (5.17) sean consistentes.

La ecuacion (5.10) establece que (B, = I1%, , — aur — ur para todo u, v # @, 0, k # t.
Reemplazando las definiciones de ay;. v a,r obtenidas a partir de las ecuaciones
(5.18), resulta f,, = 1% . + II7, + II*, para todo k. Como [,, estd definido en

funcion del color t a partir de la ecuacion (5.9), entonces debemos mostrar que

m .+ 1, + 0, =102+ 107, + 117, Vke M,k #t u,v # u,v (Cl)

La ecuacion (5.12) establece que I1% . = auup + e + B Vu € {0, 0},v ¢ {a,0}, k ¢
S’k # t. Supongamos que u = u. El caso u = ¥ es analogo. Reemplazando
las definiciones de ok, ok ¥ Bay obtenidas a partir de (5.20), (5.18) y (5.11)

respectivamente, deberiamos demostrar que

nmg .+ 1, + 102, =115, + 112, + 112, Vk¢ S, k#t v#a,o (C2)

ut
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La ecuacion (5.13) establece que I1%, = aug + i + B Vu € {0, 0}, v ¢ {u,0}, k €
S’. Supongamos que u = u. El caso u = ¥ es anélogo. Para el caso que k # s,
reemplazando las definiciones de agg, v ¥ Baw Obtenidas a partir de (5.20), (5.18)
y (5.11) respectivamente, deberiamos demostrar que

H'la]'vt + H Ha

avk

H'zmlk - H’la/': = HC"L"t + H Hzal'ﬁs - st - Hgs

Vk:eS’,k:;és v # i, D
(C3)

Para el caso que k = s, reemplazando las definiciones de agg, s v Ba0 Obtenidas

a partir de (5.23), (5.18) y (5.11) respectivamente, deberiamos demostrar que

me,, + 02, — 12, — 1%, =02, + 12, — 0%, — 12, v#a,d (C4)

uvs uvs vs

aar + sk + Bas para todo k € S' k # s.
Reemplazando las definiciones de agy, oz v Bz obtenidas a partir de (5.24), (5.26)

La ecuacion (5.15) establece que 12, =

v (5.11) respectivamente, deberiamos demostrar que:

e, +T0%, 4+ 102, = 112, 4+ 112, + 115, Vk € S,k # s (C5)

uvs

La ecuacion (5.17) establece que I12;, = o+ g+ Bas +0 para todo k ¢ S’ k # t.
Reemplazando las definiciones de ag, aizr v Bz obtenidas a partir de (5.20), (5.22)

y (5.16) respectivamente, y de la expresion de §, deberiamos demostrar que:

e, + %, + 105, = M2, + 1%, + 1%, Vk¢ S k#t  (C6)

A continuacion demostraremos la validez de cada una de las identidades derivadas.

« CL: T, +T1%, 4+ 1012, = e, +11%, + 11, Vk € M,k # t u,v # @,

Analizaremos diferentes casos:

o kg s
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Consideremos el coloreo avdec C'ol definido en la proposicion 5.3.4. Dado
que Col utiliza a lo sumo |E|—1 colores, podemos asumir que no utiliza
el color k. Dado que u,v # u, v, la arista uv pertenece al conjunto W y
por lo tanto tiene asignado un color que no pertenece a S’ y es tnica en
su color. Sin pérdida de generalidad, asumimos que el color es t. A partir
de este coloreo, se puede obtener un nuevo coloreo Col; tal que el color
k es asignado a la arista uv y el resto de las aristas conservan su color.
Debido a la unicidad de color de la arista uv y a que k no esté siendo
usado por ninguna arista, C'ol; es un coloreo de aristas que respeta la
distinguibilidad de los vértices y pertenece a la cara F' definida por la
desigualdad d-Color.

Teniendo en cuenta que C'ol y Col; difieren sblo en el color asignado a
la arista uv, la diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas
a Coly y Coly son:

Col __ ,.Col _ Col __
T = =1,a 1

uvt T
Coly Colq

_ _ Coly __
Ty =T, =1, a 1

uvk

Como los dos coloreos pertenecen a la cara F', satisfacen
HaaCol + Hszol — HaaColl + meColl

y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

Hth + Hﬁt + qu;t = qu}k + Hik + Hik-

k € S’ y no existen conflictos entre wy @, uy 0, vy 4, vy 0:

Consideremos el coloreo avdec Col definido en la proposicion 5.3.4. La
arista uv es la tinica con color 1 y existe al menos una arista incidente a «
o ¥ que tiene asignado el color k. Ademas, como la arista uv € W, tiene
asignado un color que no pertenece a S’. Sin pérdida de generalidad,

asumimos que el color es t.

Intercambiando la asignacion del color k por la del color 1 (dos colores en

S"), obtenemos C'ol; un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
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distinguibles que pertenece a la cara. En Coly, la arista v es la tnica
con color k y la arista uv tiene asignado el color t. A partir de este
coloreo, construimos un nuevo coloreo Coly cambiando el color de la

arista uv al color k.

Coly es un coloreo propio de aristas ya que u y v no tienen una arista
incidente de color k (solo uv tiene asignado el color k). Ademés, como
todas las aristas incidentes a 4 y ¥ no cambian de color, el coloreo Col,

pertenece a la cara F'.

La tinica arista que cambio el color es uv y s6lo se repite en la arista
uv. Por lo tanto, los tinicos conflictos potencialmente violados podrian
ser entre uy 4, uy v, vy u, vy v. Pero por hipotesis estos conflictos

no existen.

Teniendo en cuenta que C'ol; y Coly difieren sélo en el color de la arista

uv, la diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly

y Coly son:
Coll _ COl1 . COll _
Lot = Tyt - ]-7 Aypt - = 1

COZQ o COlQ . COl2 —
Loy = = Ty - = ]'7 uvk T 1

Como los dos coloreos pertenecen a la cara F', satisfacen
HaaColl + HxxColl — HaaC’olg + Hxl,Colg

y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

Hth + Hit + Hgt = ngk + Hik + Hik

keS, ueN@)UN®) yv¢ N@ UN®)

Como v ¢ N(@) U N(?), entonces podemos asegurar que no existe con-

flicto entre v y w ni v y 0.

Si deg(u) = 2, entonces u no tiene conflicto con @ ni con ¥ ya que
deg(u) = deg(v) > 3. Por lo tanto, estariamos en las condiciones del

caso anterior y la identidad es verdadera.
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Si deg(u) > 3, entonces existe una arista (u, z) con z # @, 0,v. Esta
arista pertenece al conjunto W, por lo cual es tinica en su color en los
coloreos Col; y Coly definidos en el caso anterior. Entonces, no puede
haber ningtn conflicto violado en estos coloreos. Por lo tanto, estariamos

en las condiciones del caso anterior y la identidad es verdadera.

Si deg(u) = 3 y existe una arista (u, z) con z # 4, 0, v, entonces nueva-

mente se repiten las condiciones anteriores y la identidad es verdadera.

Si deg(u) = 3, N(u) = {v,a,0} y deg(a) # 3 entonces u no tiene
conflicto con @ ni con v. Por lo tanto estarfamos en las condiciones del

caso anterior y la identidad es verdadera.

Si deg(u) = 3, N(u) = {v, 4,0} y deg(t) = 3. Sean 2, € N(a) y
29 € N(v). Como v ¢ N(u)U N(?), entonces z1, 2o # v. Eventualmente
podria ocurrir que z; = z;. Observar que N(a) = {0,u,21} y N(0) =

{t,u, 2z}

Como deg(u) = 3, entonces S’ = {1, 2,3}. Consideremos los siguientes

ordenes en las vecindades de w vy 0: uy = u,us = 21 y v1 = u, v = 25.

Siguiendo el procedimiento de asignacion de colores que hemos descripto
en la proposicion 5.3.4, el coloreo que se obtiene a partir de este orden
asigna color 1 a uv, color 2 a wu, color 3 a wuy y vu y color 4 a vvs.
La arista uv € W, por lo cual tiene asignado un color que no pertenece
a S’ y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el color es
t. Si permutamos el color 2 con el 3 y el color 1 con el 4, obtenemos
Coly (figura 5.7a) un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes

distinguibles que pertenece a la cara F.

A partir de este coloreo, nos construimos un nuevo coloreo Coly (figura
5.7b) cambiando el color de la arista uwv al color 1. Como ni w ni v
tienen aristas incidentes con color 1, entonces C'oly es un coloreo propio

de aristas.

Supongamos en primer lugar que us # v9. Si v no tiene conflicto con
ninguno de ellos, si hubiera algin par de vértices en conflicto que no

fueran distinguibles deberfan ser vértices que tengan arista incidente
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(a) Coly (b) Coly

Figura 5.7. k € ", u € N(t) UN(?) y v ¢ N(a) U N(0)

con color 1: u y v. Estos vértices difieren en color 4. Entonces Col,

resulta un coloreo de aristas con vértices adyacentes distinguibles.

Si v tuviera conflicto con us y vs entonces deg(v) > 3. Por lo tanto,
deberia existir alguna arista usz y vow con z,w # u, v que tienen Gnico
color que hacen que los vértices sean distinguibles. Entonces C'ol, resulta

un coloreo de aristas con vértices adyacentes distinguibles.

Si v tuviera conflicto con us 6 v, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que v tiene conflicto con uy (si fuera vq, intercambiar en Coly
los colores de @uy y Uvg). En este caso, los vértices son distinguibles
por el color 2. Entonces Col, resulta un coloreo propio de aristas con

vértices adyacentes distinguibles.

Analicemos ahora el caso que uy = wvy. Si v tuviera conflicto con us,
entonces deg(v) > 3. Por lo tanto deberia existir alguna arista vz con
z # U,0,u,uy que tienen unico color que hace que los vértices sean
distinguibles. Entonces Col, resulta un coloreo de aristas con vértices

adyacentes distinguibles.

Dado que las aristas incidentes a @ y © no cambiaron de color podemos
afirmar que Coly pertenece a la cara F'. Teniendo en cuenta que Coly y
Col, difieren solo en el color de la arista uv, la diferencia en los valores

de las variables (X, A) asociadas a C'oly y Coly son:

Coly __ _Coly __ Col1 __
xut - ‘rvt - ]-7 auvt - ]-
Cols . Cols . Cols -
Ty1r = = Ty - 17 Ayp1” = 1
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Como los dos coloreos pertenecen a la cara, satisfacen
HaaC’oll + meCOll — HaaCOlg 4 meColg

y por la diferencia entre los valores de las variables, concluimos que:

Hth + Hit + Hgt = HZul + H$1 + Hil

La eleccién del color 1 € S’ fue arbitraria, por lo cual la identidad es

cierta para todo k € S’

I, + IO, + IO, =105, + 10, + 1015, Ve e S',t ¢ .5

e ke S, ue Nu),u¢g N(v),v¢ N(a) y ve N(D)

Consideremos el coloreo avdec Col definido en la proposicion 5.3.4 a
partir del cual definimos un coloreo Col; (figura 5.8a) intercambiando
la asignacion del color 1 con la del color k (k € S’). Claramente, C'oly
pertenece a la cara F' ya que la cantidad de aristas incidentes a u, v
con colores en S’ no cambia. A partir de este coloreo, se puede obtener
un nuevo coloreo Colsy (figura 5.8b) tal que el color k es asignado a la

arista uv y el resto de las aristas conservan su color.

@H——® OznO
@O0 © 66 6 @

(a) Coly (b> Cols

Figura 5.8. k € S’ u € N(u), u ¢ N(v),v ¢ N(a)y v € N(v)

Como las aristas v y uv no inciden en los mismos vértices, C'oly es un
coloreo propio de aristas. Si hubiera algin par de vértices en conflic-

to que no fueran distinguibles deberian ser vértices que tengan arista
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incidente con color k: @, 0, u,v. Como deg(u) = deg(v) > 3, si alguno
de ellos tuviera conflicto con u y/o v implicaria que deg(u) > 3 y/o
deg(v) > 3. Entonces, en ambos casos podemos afirmar que existe una
arista uz y/o vw con z,w # 1,0, u,v. Estas aristas son tnicas en su
color, por lo tanto Col; es un coloreo propio de aristas con vértices
adyacentes distinguibles. Dado que las aristas incidentes a @ y ¥ no
cambiaron de color podemos afirmar que Coly pertenece a la cara F.
Teniendo en cuenta que Col; y Coly difieren sélo en el color de la arista

uw, la diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a C'oly

y Coly son:

Coly . Colq . Coly J—
‘I.ut - mvt - 17 uvt T 1
Cola . Colsy _ Cols —
‘ruk - gjvk - 1’ au'uk =1

Como los dos coloreos pertenecen a la cara F', satisfacen
HaaColl 4 HxxC’oll — HaaC’olz 4 HmIColg

y por la diferencia entre los valores de las variables, concluimos que:

a
Huvt

+ 105, + Iy, = 105, + 10, + 103, VEe St ¢ S’

e ke S ue N(u),ug¢g N0),ve Na)y v¢ N(v)

Consideremos los mismos coloreos del caso anterior y analicemos si son
coloreos validos para este caso. Col; (figura 5.9a) es claramente un co-
loreo propio de aristas ya que surge del coloreo avdec Col a partir de

una permutacion de colores.
G—® G®
OanO Oan O

(a) Coly (b) Coly

Figura 5.9. k € ", u € N(a), u ¢ N(v),v € N(a)y v ¢ N(0)
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Los potenciales conflictos que podrian ocurrir en Cols (figura 5.9b) son
entre &y uwy @y v. En el primer caso, deg(u) deberia ser mayor o
igual a 3 y por lo tanto existe una arista (u,z) € W con z # @, 0,v que
al ser tinica en su color, distingue a los vértices u y u. En el segundo
caso, deg(v) deberia ser mayor o igual 3 y por lo tanto existe una arista
vz € W con z # u,0,u que al ser Unica en su color, distingue a los

vértices u y v.

Teniendo en cuenta que Col; y Coly difieren solo en el color de la arista

uv, la diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col;

y Coly son:

Col1 . Col1 . COll _
Lot = Lot - ]-7 uvt T 1
Cols . Colsy . Cols i
':Euk - kaz - 1’ a’uvk =1

Como los dos coloreos pertenecen a la cara F', satisfacen
Haac’oll + Hacholl — HaCLCOl2 + meC'olz

y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

I3, + I, + 10, = 105, + 10, + 1015, Ve e S',t ¢ S

keSS ue N(u),ue N(),ve N(a)yv¢ N((D)

Por la propiedad P8 podemos afirmar que existe Col; (figura 5.10a)
un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que
pertenece a la cara F' tal que la arista @0 tiene asignado un color ' que
no pertenece S’ y existe una arista 0z, z # 4, u, v que tiene asignado el
color 1. Como v ¢ N(?), z puede ser elegido tal que z ¢ N(@). Ambas
aristas son tnicas en su color. La arista uv € W por lo cual tiene
asignado un color que no pertenece a S’. Sin pérdida de generalidad

suponemos que tiene asignado el color .

A partir de Coly, se puede obtener un nuevo coloreo Coly (figura 5.10b)
tal que el color 1 es asignado a la arista uv y el resto de las aristas

conservan su color.
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t’/ﬁ\l@

(a) Coly (b) Coly

Figura 5.10. k € S’, u € N(a), u € N(v),v € N(a) y v ¢ N(0)

Como las aristas vz y uv no inciden en los mismos vértices, C'oly es un
coloreo propio de aristas. Si hubiera algin par de vértices en conflicto
que no fueran distinguibles, deberian ser vértices que tengan arista in-

cidente con color 1. Entonces, los potenciales conflictos son entre v y u,

ZYUyzyo.

En el caso de ¥ y u, difieren en el color que no pertenece a S’ que esté
asignado a la arista @0. En el caso de z y u, deg(z) deberia ser mayor o
igual a 4 y por lo tanto existe una arista incidente en 2z que pertenece a
W que los distinguiria. En el caso de v y z, deg(z) deberia ser mayor o
igual a 3 y por lo tanto existe una arista incidente en z que pertenece
a W que los distinguiria. Dado que las aristas incidentes a @ y © no

cambiaron de color podemos afirmar que Coly pertenece a la cara F.

Como la eleccion de k = 1 es arbitraria y dado que Coly y Col, difieren
solo en el color de la arista uv, la diferencia en los valores de las variables
(X, A) asociadas a Col; y Coly son:

Coly __ _Coly __ Coly __
‘rut - xvt - 17 auvt - 1
Colg _ COl2 _ COl2 _
‘/Euk - ka - ]‘7 uvk 1

Como los dos coloreos pertenecen a la cara [, satisfacen
HaaColl + H:vxColl — HaCLCOl2 T H(E:L_COlQ
y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

I, + I, + IO, = 105, + IO, + 115, Ve € S',t ¢ .5
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e keS ue N(u),ue N(D),ve N(u)yve N(D)

Consideremos el coloreo avdec Col (figura 5.11a) definido en la propo-
sicion 5.3.4. A partir de Col, se puede obtener un nuevo coloreo Coly
(figura 5.11b) tal que el color 1 es asignado a la arista uv y el resto de

las aristas conservan su color.

(a) Col (b) Coly

Figura 5.11. k € 8", u € N(a), u € N(v), v € N(a) y v € N(?)

Como las aristas v y uv no inciden en los mismos vértices, C'ol; es un
coloreo propio de aristas. Si hubiera algin par de vértices en conflicto
que no fueran distinguibles, deberia ser vértices que tengan arista inci-
dente con color 1. Entonces, los potenciales conflictos son entre @ y u,

VYyU,uUy v, 0y 0.

Debido a las hip6tesis que enunciamos, si hubiera conflicto deberia ocu-
rrir que los vértices involucrados tuvieran grado mayor a 3. Pero enton-
ces existirian aristas vz y/o uz con z # 4,0, u,v. Estas aristas tienen
color Ginico en ambos coloreos, por lo cual los vértices serfan distingui-

bles.

Dado que las aristas incidentes a @ y v no cambiaron de color podemos

afirmar que Col; pertenece a la cara F.

Como Col y Col; difieren so6lo en el color de la arista uv y la eleccion de
k = 1 es arbitraria, la diferencia en los valores de las variables (X, A)

asociadas a Col y Col; son:

Col __ ,.Col _ Col __
T, =ay =1, a 1

uvt T
xColl Colq

_ o Coly __
e =T =1,a 1

uvk
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Como los dos coloreos pertenecen a la cara, satisfacen
HaaColl + H:vxc’oll — HaCLCOl2 + Hxl,Colg
y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

I, + IOy, + IO, =105, + 10, +- 1015, VE € St ¢ S

= C2: M8, + 12, + TI%, =T, , + 12, +TI%, Vk ¢ S k£t v # i@,

Por las propiedades P7 y P9 podemos afirmar que existe un coloreo avdec
Coly (figura 5.12a) que pertenece a la cara F', que asigna el color ¢ a la arista

Uy y es unica en su color, y no utiliza el color k.

A partir de Coly, definimos el coloreo Coly (figura 5.12b) tal que todas las
aristas tienen el mismo color que en Col;, salvo uv que tiene asignado el
color k. Como Col; era un coloreo valido y k no se usa en ninguna otra
arista, entonces Coly es un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes

distinguibles.

t k
@ @
(a) Coly (b) Coly

Figura 5.12. Coloreos 1 y 2 para C2

Dado que la tnica arista que cambi6 de color es wv y fue entre colores que

no pertenecen a S’, podemos afirmar que Col, pertenece a la cara F.

Como todas las demads aristas tienen asignado el mismo color, la diferencia

en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col; y Coly son:

Col _ ,.Col _ Col __
Lot = Tyt = 17 Aot = 1
Coly Coly Coly __
Lak = Lok L ag, =1
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Como los dos coloreos pertenecen a la cara, satisfacen
HaaColl 4 H:pxColl — HaCLCOl2 4 Hacholg
y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

I

avt + Hgt + H’Lx}t - gvk + Hgk‘ + Hik
C3: Hgvt + Hit - Hgvk - Hﬁk: - Hik = Hg'ﬁt + H%:t - Hg'ﬁs - st - Hgs
Vk e S k#s v#u,v

Por las propiedades P7 y P9, existe un coloreo Coly (figura 5.13a) que per-
tenece a la cara que asigna el color s a uv, el color t a @v y estas aristas son

dnicas en su color.

(D—® @——®

t S
O, O,
(a) Coly (b) Coly

Figura 5.13. Coloreos 1 y 2 para C3

A partir de Coly, definimos el coloreo Coly (figura 5.13b) tal que todas las
aristas tienen el mismo color que en Coly, salvo w0 que tiene el color t y
uv tiene el color s. Como estas aristas son tinicas en su color, Coly es un
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles. Ademas, el
intercambio de colores asegura que el nuevo coloreo pertenece a la cara F'.

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Cols

Son:

Coly _ _Coly __ Coly __ Coly _ _Coly __ Coly __
Tog ' =gs =1 a5 =1, 057 =, =1, a5, =1,
Cola __ _.Coly __ Coly __ Cola _ _Coly __ Coly __
Tog =,07 =1, a5, =1, 057 =057 =1, az” = 1,

(por conveniencia dejamos a 25" y 5% si bien ambos coloreos no difieren

en los valores de estas variables)
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Considerando las variables en las que difieren Coly y Coly, y que
HaaColl 4 HxxColl — HaCLCOl2 4 H:pxColz

concluimos que:

Hgvt + Hgt + Hit —IIG,s — Hlxls - H”Lx)s =

uvs

uvs us

Si mostramos que:

me o+ + 100, =108 + 102, + 115, Vke S k+#s

uvs

entonces la identidad que debemos demostrar seria verdadera.

Al definir el coloreo avdec Col, las vecindades de @ y v se ordenaron de
determinada manera de acuerdo a los conjuntos Ny — No— N4y Ny — N3 — N5
respectivamente. En las demostraciones de la existencia de coloreos en la
cara con ciertas propiedades, hemos observado que la lista de los vecinos de
u podria reordenarse siempre que el mismo reordenamiento se refleje en los
vecinos de v y la asignacion secuencial de colores define otros posibles coloreos
propios de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenecen a la
cara. Ademaés, el coloreo definido a partir de un orden, tiene la propiedad que:
la arista wv tiene asignado el color 1 y es tinica en su color, la arista uu; tiene
asignado el color 2 y es tinica en su color, las aristas tuy y vv; tienen asignado
el color 3 y son tinicas en su color y la arista 0vgeq(3)—1 tiene asignado un color
t que no pertenece a S’ y es tnica en su color. Dados s,k y k' € S', siempre es
posible permutar los colores 1 con s, 2 con k 'y 3 con k' y seguir teniendo un
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece
a la cara. Ademas, los colores de k y t se pueden intercambiar obteniendo otro
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece

ala cara F.

A partir de todas estas observaciones, considerando un orden donde v sea

el primero de la lista en la vecindad de u, podemos afirmar que existe un
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coloreo avdec Coly (figura 5.14a) donde la arista 40 es la tnica que tiene
asignado el color s, av es la unica que tiene asignado el color ¢t ¢ S, tus y
vv; son las tnicas con color £’ y la arista 9vgeq(s)—1tiene asignado el color k
y es unica en su color. Dado que los colores s, k, k' y t no son usados en
otras aristas, es posible intercambiar estos colores en C'ols y obtener 3 nuevos
coloreos propios de aristas con vértices adyacentes distinguibles: Coly (figura
5.14b), Cols (figura 5.15a) y Colg (figura 5.15b).

k K s %

O—© -0

13 k t s
(a) Cols (b) Coly

@ @ @ W,
S s
k,/
Cﬁ — 0
t
w @ @

(a) Cols (b) Colg

A

@

Figura 5.15. Coloreos 5 y 6 para C3

Notar que en Coly, Cols v Colg, la vecindad de © usa todos los colores de S’
y la vecindad de @ usa todos salvo uno, por lo tanto, en todos los casos son

coloreos que pertenecen a la cara definida por la desigualdad d-Color.

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Cols y Cols



5.3. Desigualdad valida Conjuntos de d colores

son:
Colsg __ Cols __ Cols _ Cols .

Tgs o =1, agg =1, A P
Cols __ Cols __ Cols _ Cols _

T =L Qg = Lowy 20 =1 a5, o =1

Considerando las variables en las que difieren Cols y Cols, y que

HaaCol3 4 HszOZg — HaaCol5 4 Hxxc’olg,

concluimos que:

- Hgk/ + Hgf}k’ + HJ? + Ha

Vdeg(5)—19 {wdeg(f/)—ls

(5.28)

T a T a
Hﬁs + Hﬂ@s + Hvd a)—1K + H@vdeg(f,)_lk’

eg(

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Colg

son:
Coly __ 1 Coly __ 1 Coly . Coly
xﬂk - 5 Pavk T 'Udeg(z';)—lkl - ﬁvdeg(f))flk, -
Colg __ Colg __ Colg . Colg _
Top’ =1, agmy =1, L vgegsy—1k = 0 Wovgegoy 1k — 1

Considerando las variables en las que difieren Coly y Colg, y que
HaaCol4 + H;L’xCoh; — HaaCole + Hx:L,Cole

concluimos que:

105, + W, 1015, o) + 15 o= g + W 105, o 115

eg(v ﬂvdeg(f/)flk 6vdeg(6)71k

(5.29)

La forma en que hemos construido el coloreo avdec Col tiene otra parti-
cularidad de la que haremos uso. A partir de un orden establecido en las
vecindades, la tinica arista con la cual wu; potencialmente no deberia com-
partir color es la arista vv;. Esta situacion se da esencialmente si u;, v; € Ny
o u; € Ny y v; € N3. Podemos afirmar entonces que la arista @y y 004eq(3)—1

podrian tener asignado el mismo color. Para asegurar la distinguibilidad, otra
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arista debe tener asignado un color que no pertenezca a S’, por ejemplo vv;.
Aplicando esta propiedad, podemos definir un coloreo propio de aristas con
vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F' donde la arista
uv es la tnica con color 1, Uu; y 0Ugeg(s)—1 son las tinicas con color 2, vv; es
la tinica con color t y @usy es la tnica con color 3. Intercambiando los colores
1 con s, 2 con k 'y 3 con k', se obtiene Col; (figura 5.15a), un coloreo propio
de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F'.
A partir de Col;, intercambiando los colores s con k (ambos en S’), obtene-
mos Colg (figura 5.15b) un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes

distinguibles que pertenece a la cara F'.

@@@@

K k K s

G ) D < L D

k t S t
(a) Coly (b) Colg

Figura 5.16. Coloreos 7 y 8 para C3

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col; y Colg

son:
Coly __ Coly __ Coly __ Coly _ Coly o
Agzps = 17 Aok = 17 Lo = 17 Vdeg(s)—1k — 77 a’fwdeg(,;),lk =1
Colg __ Colg __ Colg __ Colg . Colg
Agor, = 17 Agps = 17 Lys  — 1y xvdeg(,g),ls T M0Vgeg(y)—18

Considerando las variables en las que difieren Col; v Colg, v que
HaaCol7 + H:rl,Coh — HaaColg + H:vxColg
concluimos que:

a a T x a _
H~~ + H’I]Uk? + Hvk + Hvdeg(ﬁ)—lk + H@’l)deg(g),lk -

uvs

14, + 18, + 112, + 112 + I

uvs Vdeg(5)—195 ’D’Udeg(f})—ls

(5.30)
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Si ahora combinamos las igualdades: - (5.28)+(5.29)+(5.30) se obtiene:

e, + T8, + 107, =T0%,, + 115, + 1I%,  Vke S k#s

uvs

C4: TI2,, 4+ T1%, — 2 — 1%, = TI%,, + 112, — 1% — T2 v # i@,

uvs uvs vs

En el caso anterior, obtuvimos la ecuacion (5.27) a partir de dos coloreos

validos tal que v # u, v.

H%vt + Hgt + H —IIG,s — Hlxls - H”Lx)s =

uvs

1%, + 02, + I12, — 118, — 12, — 112,

uvs us

Cancelando de ambos lados los términos 117, y —IIZ_ obtenemos:

Hm + HZ’US

+ Hzt + Huvt - Hit + H ot + Hmt + Huvs

Cs: IT¢, 4+ Iz + 112 =112, +11%, +11Z, VkE € S,k #s

uvs

Sean {uy, us} € N(@) y {v1,Vgegw)-1} € N(0) los vértices correspondientes
a un orden de las vecindades siguiendo los lineamientos de lo realizado para
construir el coloreo avdec Col en la proposicion (5.3.4). Como ya hemos
observado, el coloreo avdec Col asigna color 1 a 4o (anico), color 2 a wu,
(tinico), color 3 a wug y vy (Gnicos) y color t & S’ a DVgeg(w)—1 (finico).
Dados s, k, k' € S’, partir de este coloreo podemos construir un nuevo coloreo
Coly (figura 5.17a) intercambiando los colores 1 con s, 2 con k', 3 con k y
dejando al resto de las aristas con el mismo color. Ademas, a partir de Coly,
intercambiando los colores k y s, obtenemos un nuevo coloreo Coly (figura
5.17b). Tanto Col; como Coly son coloreos propios de aristas con vértices

adyacentes distinguibles que pertenecen a la cara F'.
La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col; y Cols
son:

Coly 1 Coly 1 xColl -1 Coly -1 Col1 1
) ’

xuzk auugk’ vk uvs vv1k -
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k t s t

G 2 D < L D

K k k' S
(a) Coly (b) Coly

Figura 5.17. Coloreos 1 y 2 para C5

Cols
V18

Cols

V1S

Coly __

Coly __
u2s u - 1

T AU s

:1701 :171’ —1,CL

Considerando las variables en las que difieren Col; v Coly, v que
HaaColl 4 H:Bl,Coll — HaCLCOl2 + Hacholg

concluimos que:

I+ 10G,p + 10 + 105, 5+ 115, = 11T+ 113

v uvs V1S Uu2 s

+I1I5,

u28

+T1¢,, 411

pors + G (5.31)
Por otro lado, tal como senalamos anteriormente, las aristas Uvgeg(v)—1 ¥
tuuy pueden compartir color. Entonces a partir de C'ol podemos construir un
coloreo donde se le asigna a la arista 0vgeg(,)—1 el color 2 y el color ¢ a la arista
uvy. El resto de las aristas conserva su color. De esta manera hay 3 aristas
que han quedado tnicas en su color: uv con color 1, uus con color t y vvy
con color 3. Intercambiando los colores 1 con s, 2 con k' y 3 con k, se obtiene
Cols (figura 5.18a) un coloreo propio de aristas con vértices distinguibles que
pertenece a la cara F. A partir de Cols, permutando convenientemente la
asignacion de estos colores, obtenemos Coly (figura 5.18b), Col; (figura 5.19a)
y Colg (figura 5.19b), coloreos propios de aristas con vértices adyacentes

distinguibles que pertenecen también a la cara F'.
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Figura 5.19. Coloreos 5 y 6 para C5

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Cols y Colg

SOon:

Colg __ Colsg __ Colg __ Cols __
xﬂs - 17 uvs 1’ xvlk - 1’ vk T 1
Colg __ Colg __ Colg __ Colg __
Top ' =1, az5° =1, 255° =1, ag,; 0 = 1

Considerando las variables en las que difieren C'ols y Colg, y que
HaaC'olg + Hacholg — HaaC’olG + Hszolﬁ

concluimos que:

1%, + UG5 + 105y, + 115, = 115, + 1G5, + 107 o + 113

uvs o1k V18 V18

(5.32)
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La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Cols

son:

ICOl4 — ]-7 COl4 — 17 COl4 — 17 CL’COl4 — 17

vs ausk usk uvs
Cols __ Cols __ Cols __ Cols __
oo =1 ag,. =1 108 =1, x5y’ =1,

Considerando las variables en las que difieren Coly v Cols, v que
HaaCol4 + Ha:xCoL; — HaaCol5 + HxxCol5

concluimos que:

T2, + 18, + 02, + 112, = T2, 4+ 112, + 112 + 11

uvs 08 Uuo s U9 s uvk

(5.33)

Si ahora combinamos las igualdades: -(5.31)4(5.32)4-(5.33) se obtiene:

M2, + T, + 16, = Mg + 17, + 112,

Uvs udk

Por lo tanto se cumple lo que queriamos probar.
= C6: II3;, + 105, + 113, = 113, + 113, + 115, Vk & S',k £ 1

Por la propiedad P8, sabemos que existe C'ol; un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara, donde la arista
u® tiene un color t que no pertenece a S’, es tnica en su color y no se utiliza
el color k en el grafo. Reemplazando el color ¢t por k, se obtiene Coly otro
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece

a la cara F.

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Coly

SOn:

C’ol1 . C’ol1 o COll _
To =Ly =1, az =1
C’ol2 _ Colz o COl2 _
Top o =Lag =1, a5 =1
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Considerando las variables en las que difieren Coly y Coly, y que
HaaColl 4 HxxColl — HaCLCOl2 4 H:pxColz

concluimos que:

g5, + 105, + 115, = g, + 15, + 15,

ut

5.4. Faceta 2 - Conjuntos de d — 1 colores

En esta seccion presentamos una nueva desigualdad que también restringe el uso
de los colores de un conjunto dado entre vértices a los cuales hay que asegurar la
distinguibilidad.

Proposicion 5.4.1. Sea un grafo G = (V, E) tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E| — 1 colores. Sean @ y
v dos vértices adyacentes con el mismo grado. Sea S’ un conjunto de colores de
tamano d—1 con d = deg(u). La siguiente desigualdad, denominada (d-1)-Color,

es vdlida para los puntos del poliedro Popec:

Z(Jiak + Tor) + Z agsr < 2|9 (5.34)

kes’ kS’
Demostracion. Separamos el anélisis en dos casos:

e Supongamos que Y agsr = 0. Si todos los colores de S’ son incidentes a @
ks’
entonces Y xgx = |S’|. Lo mismo vale para ¢. Por lo tanto se cumple la
ks’
desigualdad.

e Supongamos que » agz = 1, entonces la arista @0 tiene un color t ¢ S’
k¢S
Lo méximo que puede valer Y xg es deg(u) — 1 ya que la arista a0 tiene

kes’
el color t ¢ S'.
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o Supongamos que » zg < deg(u) — 1. Entonces, por el mismo ra-

kes’

zonamiento anterior pero aplicado a v, el méximo valor de Y xz es
kes’

deg(v) — 1y se cumple que Y (zar + o) + Y, Gase < 2|5

kes’ k¢S

Supongamos que Y, xz = deg(u)— 1. Entonces, todos los colores de S’
kes’
estdn asignados a las aristas incidentes a u salvo uv. Como los puntos

enteros son coloreos de aristas con vértices adyacentes distinguibles,
entonces ¥ no puede utilizar todos los colores de S’, ya que tendrian
el mismo conjunto de colores y no serian distinguibles. Por lo tanto

> xg < deg(v) — 2. Entonces se cumple la desigualdad.
kes/

]

Debido a la similitud entre las desigualdades d-Color y (d-1)-Color, una pregun-

ta valida que se puede hacer es: jexisten puntos en el poliedro PP que satisfacen

la restriccion impuesta por la desigualdad d-Color y no satisfacen la desigualdad

(d-1)-Color? La respuesta es si.

Proposicion 5.4.2. La desigualdad (d-1)-Color, basada en conjuntos de colores

de tamano d—1 no es redundante para el poliedro PP incluyendo las desigualdades

d-Color basadas en conjuntos de colores de tamano d.

Demostracion. Consideremos G el grafo de la figura 5.20.

Figura 5.20. Un coloreo parcial que viola la desigualdad (d-1)-Color

Nos vamos a construir un punto fraccionario que pertenece a PP, satisface todas

las desigualdades d-Color de conjuntos de colores de tamano d y no satisface
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la desigualdad (d-1)-Color. En la figura 5.20 indicamos en cada arista el o los
colores asignados, es decir el valor de k tal que la variable a,,, > 0, caso contrario
la variable toma valor nulo. En el caso de que se indica un tnico color, a,,, toma el
valor 1. Si hay dos colores, las dos variables respectivas se definen como a,,, = 0.5.
Queremos ver que este punto satisface todas las restricciones de PP incluyendo
las desigualdades d-Color de conjuntos de colores de tamano d pero viola una
desigualdad (d-1)-Color.

A continuacion detallamos las variables no nulas asociadas al coloreo:

To1 =1 Tpo = 1 zy3 = 0.5 Tga = 0.5 Tas = 0.5
i =1 Tao =1 zg3 = 0.5 z54 = 0.5 zy5 = 0.5
Qg1 = 1 apge = 1 agas = 0.5 agpa = 0.5 agss = 0.5
Tg1 = Tz = 0.5
Tep =1 g = 0.5
ajc1 = 1 asd2 = 0.5

Veamos que satisface todas las restricciones que definen a PP y todas las desigual-
dades d-Color de conjuntos de colores de tamano d. Es facil ver que se satisfacen

las ecuaciones (5.1) y (5.2).

Dado que las desigualdades (5.3) estan dominadas por las desigualdades d-Color
de conjuntos de tamano d, es suficiente ver que el coloreo satisface todas las de-
sigualdades d-Color. Como deg(u) = deg(v) = 3, debemos ver que para cualquier
subconjunto S” de colores de cardinal 3 de M = {1,2,3,4,5}, se verifica que

o Tar + D Tk + D ager < 5. A continuacién chequeamos cada una de las
keS’ kes’ kS
desigualdades de conjuntos de tamano 3:

n '={1,2,3}: DYz =2 D xm=2 Y agk =1L

kES’ kES! k¢S

. S/ = {17274} : Z Lok = 2.5 Z Lok = 2 Z Aok — 0.5.
keS' kes’ k¢S

" 5,2{17275} : E Tk = 2.5 2 Tl = 2 Zaa@k:O.E).
kES’ kES’ k¢S
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- 3/2{17374} : Z Tae = 1.5 Z Top = 2 Zaq}[;k:O.5.

keS' ks’ k¢S

- S/:{17375} : Z Tar = 1.5 Z Tk = 2 Zaaf,k:()ﬁ.
kes’ kes’ k¢S

» ' ={1,4,5}: Y za=2 Y wp=2 ) amk =0
keS' kes’ k¢S

] S/ = {27374} . Z Tk = 15 Z Tk = 15 Z Agpk = 05
kes! kes! k¢S

- 5/2{27375} : Z Tar = 1.5 E Tpk = 1.5 Zaﬁ@k:().&
kES! kES! k¢S

» ' ={2,4,5}: Y wxa=2 D xm=15 ) am=0.
keS' kes” k¢S

w S ={3,4,5}: Y za=1 > xzm=15 > azm=0.
kes’ kes’ k¢S

En conclusion, el coloreo definido pertenece a PP y ademas satisface todas las

desigualdades d-Color de conjuntos de colores de tamano 3.

Veamos ahora que existe una desigualdad (d-1)-Color que no es satisfecha por el

coloreo. Consideremos S’ = {1, 2}

keS’ keS’

Z aaok = 1

k¢S’
Zl‘ak+2$@k+zaﬂgk:4.5>4
kes! keS! kS

Por lo tanto, existen puntos fraccionarios en PP que ademas satisfacen todas las
desigualdades d-Color de conjuntos de colores de tamano 3 y no cumplen todas
las desigualdades (d-1)-Color.

]

La pregunta que nos surge ahora es si existen puntos en el poliedro PP que
satisfacen la desigualdad (d-1)-Color de conjuntos de d—1 colores y no satisfacen

la desigualdad d-Color de conjuntos de d colores. Nuevamente la respuesta es si.
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Proposiciéon 5.4.3. La desigualdad d-Color no es redundante para el poliedro

PP incluyendo las desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores de tamano

d—1.

Demostracion. Nos vamos a construir un punto fraccionario que pertenezca a PP
y ademas satisfaga todas las desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores
de tamano d — 1 y no satisfaga un desigualdad d-Color de conjuntos de colores
de tamano d. En la figura 5.21 mostramos un grafo e indicamos en cada arista el
o los colores asignados, es decir el valor de k tal que la variable a,,; > 0, caso
contrario la variable toma valor nulo. En el caso de que se indica un tnico color,
auor toma el valor 1. Si hay dos colores, las dos variables respectivas se definen
CcOmo a,,x = 0.5. Queremos ver que este punto satisface todas las restricciones de
PP incluyendo las desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores de tamano

d — 1 pero viola una desigualdad d-Color de conjuntos de colores de tamano d.

Figura 5.21. Un coloreo parcial que viola la desigualdad d-Color

A continuaciéon detallamos las variables no nulas asociadas al coloreo:

T =1 Tao = 0.5 Tyz =1 Taa = 0.5
Te1 =1 Tpo = 0.5 xp3 = 0.5 zy4 = 0.5
g1 = 0.5 Tyo =1 zg3 = 0.5 az; = 0.5
aga1 =1 Teg =1 Ty3 =1
zy1 = 0.5 agpe = 0.5 agpy = 0.5
azgr = 0.5 Apea = 1 agyz = 0.5

azgz = 0.5

111



5. Estudio Poliedral

Es facil ver que este coloreo satisface las ecuaciones (5.1) y (5.2). Veamos ahora que
cumple con todas las desigualdades (5.3). Como deg(u) = deg(v) = 3, debemos
ver que para cualquier subconjunto de colores de cardinal 3 de M = {1,2,3,4,5},

se verifica que Y war + > @ < 5. A continuacion chequeamos cada una de las
kes’ kes!
desigualdades de conjuntos de tamano 3:

n ' ={1,2,3}: > war =25 D xs =2.5.

kesS’ keSS’

w ' ={1,2,4}: D xagr =2 > wg = 2.
keS’ keS’

w " ={1,2,5}: > xa =15 > s =1.5.
keS’ keS’

w S ={1,3,4}: > zar =25 D> wep =2.
keS’ keS’

» " ={1,3,5}: D xap =2 > zzp = 1.5.
keS’ keS’

w S ={1,4,5}: Y zar =15 > wp =1
keS’ keS’

n ' =12,3,4}: D xap =2 > zs = 2.5.
keS’ keS’

n ' ={2,3,5}: D xa =15 > s =2
kes’ kes’

n S ={2,4,5}: Y xar=1 > msp =1.5.
keS’ kES’

w " ={3,4,5}: > xg =15 > s =1.5.
kes’ keS’

Concluimos entonces que este coloreo pertenece a PP, Veamos que ademés sa-
tisface todas las desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores de tamano
d — 1. Debemos ver que para cualquier subconjunto S’ de colores de cardinal 2 de

M ={1,2,3,4,5}, se verifica que > xax+ Y. Tox+ Y. aask < 4. A continuacion
kes’ kes’ k¢S
chequeamos cada una de las desigualdades de conjuntos de tamano 2:

s 5= {1,2} : E Tae = 1.5 Z Tor = 1.5 ZkgéS agok = 1.

keS’ kes’

s S = {1,3} : E Top = 2 E Tipp = 1.5 Zk%S Aok = 0.5.
keS’ kes’

s S = {1,4} : Z Tk = 1.5 E Typ = 1 Zk({S Aok = 0.5.
keS’ kes’
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u S/ = {1,5} . Z Tk = 1 Z Lok — 0.5 Zk¢5 Aok — 1.

kesS’ kesS’
kesS’ kesS’

] S’ = {274} . Z Lok = 1 Z Tk — 15 Zk‘ﬁés Agok = 05
kesS’ kesS’

u Sl = {2,5} : Z Tk = 0.5 Z Tk — 1 Zk¢5 Aok — 1.
kesS’ kesS’

u S/ = {3,4} : Z Tk = 1.5 Z Tk — 1.5 ZkgéS Aok — 0.
keS’ keS’

[ ] 5/2{3,5}: Zxﬁk‘:l Zx’f)k‘:l Zkgsa%k:ua

kes’ kes’
n ' ={3,4}: > xg =15 D awm=15 Zk¢5 agor = 0.
kes’

En conclusion, el coloreo definido pertenece a PP y ademas satisface todas las

desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores de tamafio 2.

Veamos ahora que existe una desigualdad d-Color que no es satisfecha por el colo-
reo. Consideremos S” = {1, 2,3} y calculemos la suma de las variables involucradas

en la desigualdad:

dwa =25 ) ap =25

kesS kesS

Z Aok — 0.5

k¢S

Zl’ak + Zx{)k +Za{“~,k =55>5
kesS keS k¢S

Por lo tanto, la desigualdad d-Color no esta implicada por las restricciones que
definen a PP junto con las desigualdades (d-1)-Color de conjuntos de colores
de tamano d — 1. O

A partir de lo observado, concluimos que esta nueva desigualdad valida tiene un

valor agregado en la descripcion del Ponee

Sea F' la cara inducida por la desigualdad de conjuntos de colores de tamano

d — 1. Veamos que F' es una cara propia de Py ipec. Sea F' la cara inducida por la
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desigualdad de conjuntos de colores de tamano d — 1. Veamos que F' es una cara
propia de P ¥ pec-

Comenzamos viendo que la desigualdad no estd implicada por las ecuaciones que

. .. exp
definen el sistema minimal de P,,pec-

Proposicion 5.4.4. Sean u y v dos vértices adyacentes con el mismo grado y G =
(V; E) un grafo tal que eziste un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
distinguibles que utiliza |E|—1 colores. Entonces para cualquier conjunto de colores
S" tal que |S'| = deg(u) — 1, existe un punto tal que la desigualdad (d-1)-Color

no se cumple por igualdad.

Demostracion. Si |S’| > 2, consideremos un coloreo propio de aristas con vértices
adyacentes distinguibles tal que la arista @0 tiene asignado el color 1, deg(u) — 2
aristas incidentes a @ tienen color 2...deg(u) — 1 y el resto de las aristas tnicas

en su color con colores deg(a), ..., m.

Entonces
D (war +wak) + > aaw < [S']+1 < 2/
kcs’ k¢S’

Si |S’| = 1, como existe un coloreo con |E|—1 colores, entonces G no es un camino
de 3 vértices y por lo tanto |E| > 4. Tomando un coloreo que asigna a todas las

aristas colores diferentes y a una arista no incidente a u ni a v el color 1, entonces

Z(l’gk + xﬁk) + Z Agok = 1< 2‘5”

kesS' k¢S’

Por lo tanto, la desigualdad (d-1)-Color no es una combinacion lineal del sistema

minimal de ecuaciones.

Veamos ahora que la cara F' es no vacia.
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Proposiciéon 5.4.5. Sean u y v dos vértices adyacentes con el mismo grado y
S" un conjunto de colores tal que |S’| = deg(u) — 1. La cara F inducida por la

desigualdad (d-1)-Color es una cara no vacia.

Demostracion. Construiremos un punto en el poliedro que pertenece a la cara
definida por la desigualdad (d-1)-Color . Sin pérdida de generalidad supongamos
S'={1,...,deg(u) — 1}.

Consideremos la enumeracion de los vértices de N (@) \ {0} y de N(9) \ {a} y el
coloreo avdec Col que utilizamos en la proposicion 5.3.4 considerando el conjunto
de colores 1,...,|S’| + 1. Definimos un nuevo coloreo Cool donde el color 2 (@nica
asignacion en (@,u;) se intercambia con el color |S’| + 1 (dos asignaciones en
Ulleg(a)—1 Y 6vdeg(5),2). De esta manera el coloreo tiene una tinica arista que tiene

asignado el color |S’|41 y los colores que se repiten en las vecindades son 2, . . ., |5’|.

Entonces Col es una asignacion de colores definida por la siguiente funcion f :
E — M:

flav) =1

flau) = |8 + 1

flauiq) = flav) =i+ 2 Vi=1,...,deg(u) — 3
S (Utgegay—1) = 2

S (00Vgeg()—2) = 2

f(00deg@)-1) = [S'[ + 2

fwlw?) = |S'| +2+i Vi=1...|W|

Claramente, por el tipo de permutacion entre dos colores dentro de las vecindades
de @ y v, el coloreo que se obtiene es un coloreo propio de aristas que satisface la

distinguibilidad entre vértices adyacentes del mismo grado.

Veamos que el coloreo cumple la desigualdad (d-1)-Color por igualdad. Por un

lado podemos afirmar que Y zz = |S'] (todas las aristas incidentes a @ tienen
keSs’
asignados los colores de S’ salvo duy. Por otro lado, > zs = |S’| ya que todas las
kES’
aristas incidentes a ¥ tienen asignados los colores de S’ salvo 9Vgeg(s)—1. Ademas,
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la arista @0 tiene el color 1, entonces > agsr = 0. Por lo tanto > (war + zox) +
k¢S’ kes’

Z Aok — 2’5’,‘ Il

kgS’

Debido a que Col es construido en base a Col, tiene propiedades que analizamos

para Col que resultan también validas para Col.

Proposicion 5.4.6. Sea G = (V,E), . y 0 dos vértices adyacentes con el mis-
mo grado. Consideremos Col el coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
distinguibles definido en la proposicion anterior. Se satisfacen las siquientes pro-

piedades:

Propiedad P1: Las aristas no incidentes a u ni a v utilizan colores que no per-

tenecen a S'.
Propiedad P2: La arista uv utiliza un color en S" y es unica en su color.

Propiedad P3: El vértice © tiene una arista incidente con un color que no perte-

nece a S' y es unica en su color.

Propiedad PA: El vértice @ tiene una arista incidente con un color que no per-

tenece a S’ y es unica en su color.
Propiedad P5: Los colores 2,...,|S'| se repiten en aristas incidentes a 4 y 0.

Propiedad P6: Si |S'| > 2, Col utiliza menos de |E| colores.

Demostracion. A continuacion demostramos cada una de las propiedades.

Propiedad P1: Los colores de S’ son 1,...,|S’| y son utilizados en las aristas
incidentes @ y 0. El resto de las aristas utilizan colores a partir del |S’| + 1

que no pertenecen a S’.

Propiedad P2: La arista a0 usa el color 1 que pertenece a S’ y ademas es la

tnica arista del grafo que tiene ese color.

Propiedad P3: Existe una arista 9z que tiene asignado el color S| + 2 que
no pertenece a S’ y ademaés es la unica arista del grafo que tiene ese color.

Dependiendo de la cardinalidad de los conjuntos definidos en la vecindad, z

seria, f\Ns\ 0] C|N3| 0] Q|Ny |-
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Propiedad P4: Existe una arista @z que tiene asignado el color |S’| + 1 que
no pertenece a S’ y ademés es la unica arista del grafo que tiene ese color.
Dependiendo de la cardinalidad de los conjuntos definidos en la vecindad, z

serfa ¢; 6 by 0 ay.

Propiedad P5: Las aristas incidentes a @ tienen asignados los colores 2, ..., 1S
(exceptuando a0 y uuy). Las aristas incidentes a © tienen asignados los colores
2,...,|5"] (exceptuando 40 y 0Vgeqs)—1)- Por lo tanto, los colores 2,. .., |5

se repiten en aristas incidentes a @ y v.

Propiedad P6: Si |S'| > 2, Col utiliza dos veces el color 2. Esto implica que Col

utiliza a lo sumo |E| — 1 colores.

[]

Ya hemos observado que cualquier orden que se establezca en las vecindades, siem-
pre que respete que u; tiene el mismo nimero de orden que v;, permite definir colo-
reos validos con el proceso secuencial de asignacion de colores que utilizamos para
construir Col. Esta caracteristica nos permite derivar coloreos que satisfagan la
desigualdad (d-1)-Color por igualdad con ciertas propiedades que nos resultaran

atiles méas adelante.

Proposicion 5.4.7. Sea G = (V,E) y u y v dos vértices adyacentes del mismo

grado. Se satisfacen las siguientes propiedades:

Propiedad P7: Con la misma enumeracion de vértices utilizada para construir
Col, se pueden intercambiar los colores asignados a las aristas incidentes a u

con los de v y obtener un nuevo coloreo en la cara definida por la desigualdad

(d-1)-Color.

Propiedad P8: Eriste un coloreo que pertenece a la cara definida por la desiqual-

dad (d-1)-Color donde la arista U0 no tiene asignado un color de S’

Propiedad P9: Dada una arista vv, existe un coloreo que pertenece a la cara
definida por la desigualdad (d-1)-Color donde esta arista no tiene asignado

un color de S'.

Demostracion. A continuaciéon demostramos cada una de las propiedades.
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Propiedad P7: Por la propiedad de Clol, sabemos que la asignacion de los colores
a las aristas incidentes a u y v es simétrico. Puede obtenerse un nuevo coloreo
intercambiando el orden en el que se asignaron los colores: primero las aristas
de v y luego las de u. A partir de este coloreo, intercambiando lo colores 2
con |S’| + 1, se obtiene un coloreo en la cara definida por la desigualdad

(d-1)-Color donde el rol de 4 esta intercambiado con 2.

Propiedad P8: En el coloreo Col, la arista @ tiene asignado el color 1 y ademas,
existe una arista vz que tiene asignado el color |S’|+2 ¢ S’. Dependiendo de
la composicion de la vecindad de 0, el vértice z es finy|, ¢ny| 0 a|n,|- Ademas,
estas dos aristas son dnicas en su color. Si intercambiamos los colores entre
estas dos aristas, obtenemos Col; que resulta un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles como consecuencia de la singularidad
de los colores que se intercambian. Es facil ver que Col; también pertenece

a la cara definida por la desigualdad (d-1)-Color.

Propiedad P9: Para todo v € N(?),v # 4, sabemos que existe un coloreo que
pertenece a la cara definida por la desigualdad d-Color donde f(ov) ¢ S'.
Este coloreo sigue teniendo la propiedad que 2 es el tinico color que no se
repite y |S’| + 1 se repite en dos aristas (una incidente a @ y otra incidente
a 0). El intercambio de colores entre 2 y |S’| + 1 no afecta a la arista ov y
de esta manera se obtiene un coloro que pertenece a la cara definida por la

desigualdad (d-1)-Color con la propiedad buscada.

]

Tenemos entonces que la desigualdad (d-1)-Color define una cara propia de
Pvpsc- Vamos a analizar bajo que condiciones esta cara tiene dimension ma-
xima, es decir, cuando define faceta. Comenzamos analizando el caso en el cual
deg(t) = deg(v) > 3. Nuevamente, para simplificar la notacion y sin pérdida de

generalidad, asumiremos S" = {1,...,deg(a) — 1}.

En el caso que deg(u) = deg(v) = 3, la desigualdad (d-1)-Color no siempre define

faceta. A continuacion presentamos una condicién necesaria.

Proposicion 5.4.8. Sea G = (V, E) un grafo tal que eziste un coloreo propio de

aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E|—1 colores. Seau € V' y
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v €V dos vértices adyacentes con deg(t) = deg(v) =3 y sea S' ={1,2,...,d—1}
un conjunto de colores donde d = deg(u). Para que la desigualdad (d-1)-Color
defina faceta de Pyipee es necesario que no exista una arista uv tal que deg(u) = 3,
ue N@NN(@) yve N@@nN(@D).

Demostracion. Sea F la cara definida por la desigualdad (d-1)-Color. Afirmamos
que, en el caso que exista uv tal que deg(u) = 3, u € N(a)NN(0)y v € N(a)NN(?),

los puntos que pertenecen a [ satisfacen la siguiente igualdad:

> uer =0 (5.35)

kes’

Supongamos que no se cumple y que existe un punto que pertenece a F tal que

Z Qv — 1.

kes’

Entonces existe un color ky € S’ que esta asignado en la arista uv. Por lo tanto,
las aristas wu,vu,uv y v no tienen asignado el color ky porque son adyacentes a

la arista uv.

» Si la arista @ tiene el color ky € S’, entonces Y agsr = 0. Por lo tanto los
k¢S’
puntos en la cara deben cumplir que > (zax + xs) = 4. Es decir el otro
keS’
color k1 € S debe utilizarse en una arista incidente a @ y en otra arista

incidente a v Entonces todos los vértices tienen aristas incidentes a kg y k1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que la arista wu tiene asignado un

color t ¢ S’. Entonces no son distinguibles @ y u.

» Sila arista @0 tiene el color ky € S, k1 # ko, entonces las aristas au, vu, 4v
y vv no pueden tener el color k;. Pero tampoco pueden tener el color ky. Por

lo tanto > (zar + zsx) = 2 < 2|S’| =4 y el punto no pertenece a la cara F.
kes'

» Si la arista 40 tiene un color t ¢ S’, entonces > azm = 1. Por lo tanto
k¢S’
los puntos en la cara cumplen que » (za + x5) = 3. Como el color ky no
kes'
se puede utilizar y el color k; se lo puede usar a lo sumo una vez en cada

vecindad, entonces no hay un coloreo valido que pertenezca a la cara F'.
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Por lo tanto, si existen u y v en las condiciones enunciadas, todo punto de la cara

satisface > aypr = 0.
kes’

Veamos ahora que esta ecuacion es linealmente independiente de las ecuaciones

del sistema minimal y de la ecuacion que define a F'.

Consideremos una combinacién lineal de las ecuaciones del sistema minimal y la
ecuacion que define a F'. La variable x,;, para todo k € M, esta presente Unica-
mente en la ecuacion (5.2), por lo tanto el multiplicador asociado debe ser nulo.
Eliminadas estas ecuaciones, la ecuacion (5.1) es la unica donde estan presentes las
variables a,,, para k ¢ S’, por lo tanto el multiplicador asociado deber ser nulo.
Luego, no queda ninguna ecuacion donde estén presentes las variables a,,. para
k € S’. Entonces la ecuacion (5.35) es valida para los puntos que pertenecen a F'
y es linealmente de la otras ecuaciones que definen la cara. Por lo tanto, la cara F’

no es faceta.

[]

Establecidas condiciones necesarias, veamos ahora que resultan suficientes para

que la desigualdad defina una faceta.

Proposicion 5.4.9. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E|—1 colores. Sea u € V' y
v € V dos vértices en conflicto con deg(t) = deg(v) > 3 y sea 8" = {1,2,...,d—1}
un conjunto de colores donde d = deg(u). Supongamos ademds que si deg(t) =
deg(v) = 3, no existe una arista wv tal que deg(u) = 3, u € N(a) N N(D) y
v e N(a)NN(D). Entonces, la desigualdad (d-1)-Color.

Z(Z’ﬂk + l’f;k) + Z Aok < 2’S/|

kes’ k¢S’

exp
define una faceta de P ypgc-

Demostracion. Para demostrar que la desigualdad (d-1)-Color define una faceta
veremos que toda igualdad satisfecha por los puntos que pertenecen a la cara F'
definida por la desigualdad, es combinacion lineal de las ecuaciones del sistema

minimal y de la ecuacién que define a F'.

120



5.4. Faceta 2 - Conjuntos de d — 1 colores

Sea (II,I1j) una igualdad satisfecha por todos los puntos que pertenecen a la cara

F'. Es decir,

Z Z 1%k Quvk + Z Zﬂikxuk = Il para todo (A4, X) € F

keM uwveE keM ueV

Sean auk, Buy ¥ 0 los multiplicadores de las ecuaciones (5.4), (5.5) y la ecuacion

que define a F. Consideremos s € S’y t ¢ S’. Si (I, I1y) es una combinacion lineal

de las igualdades deberia verificarse que:

1%, = ot + twr + Buw Yu ¢ {u,0},v ¢ {a,0}
Ik = Quk + ok + Buo u ¢ {u,0},v ¢ {a,0},k#t

Iy = ur + r + Buw Vu € {a,v},v ¢ {a,v}

I, = Quk + Qi + Buw we {u,v},v¢{u,v}, k¢S k#t
Ik = Quk + Qi + Buw u e {u,0},v ¢ {u,0},ke S

%55 = qas + s + Bas

G5 = aar + age + Bas Vke S k+#s

%5 = o + o + Bas + 0
MG = qar + e + Bas +0  VEE S k#t

IS, = —oug Vu ¢ {u,v}

I, = —om

I, = —aak Vk ¢ S k#t
o= —

113, = —ou Vk ¢ S k#t

II7, = —ags + 0

I3, = —aa + 0 Vk € S k#s

I, = —ags + 0

5, = —ag, + 0 Vke S k+#s

Definimos los siguientes coeficientes en orden:

5.36
5.37
5.38
5.39
5.40
5.41
5.42
5.43
5.44
5.45
5.46
0.47
0.48
5.49
5.50
5.51
5.52
2.93

TN TN TN TN TN TN TN TN TN TN TN N TN N N N N N
e v v Y e v e N e N N e N N N e T
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ag a partir de (5.46): ag = —11%,

age a partir de (5.48): ag = —11%,

d a partir de (5.41)+(5.50)+(5.52)-(5.43)-(5.46)-(5.48):

§ = 2, + 112, + I1Z, — 112,

uvs vt

x
- Hﬁt

Bas a partir de (5.43):: Bap = 211, + 211%, + 21127, —

ags a partir de (5.50): ags = 112,

uvs

ags a partir de (5.52): ags = 1%, + 112, — 14, — 1%,

uvs vt

oy a partir de (5.45): ayy = —I17,

x
- Hf)t

me,, — Iz, — 112

uvs vSs

+ U7, — Hgg — 115, — 115,

x
- Hf}t

ag para todo k ¢ S,k # ¢ a partir de (5.47):aq = —11Z,

apr para todo k ¢ S,k # t a partir de (5.49): ag = —11%,

agr para todo k € S|k # s a partir de (5.51):

Qqk = H%T)s + Hgs + Hgs - Hgf)t - Hgt -
agr para todo k € S,k # s a partir de (5.53):
g = HZ'DS + st + H%s - Haﬁf;t - Hgt -

x x
Hf}t - Hﬂk

x z
Hf}t - ]‘_‘[f}k

Buw para todo u,v ¢ {u,0} a partir de (5.36): B, = 119, + 117, + 117,

Buv para todo u € {@,0},v ¢ {u,v} a partir de (5.38): By, = 1%, + 117, + 117,

uvt

Por ultimo queda pendiente revisar que las ecuaciones (5.37), (5.39), (5.40), (5.42)

y (5.44) sean consistentes. Lo que debemos probar es que:

La ecuacion (5.37) establece que B, = I1? . — v, — aui para todo u ¢ {u, 0}, v ¢

{u,0},k # t. Reemplazando las definiciones de au,; y i obtenidas de (5.45),
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resulta que 3, = 11¢ , +1I7, +1I7 para todo k. Como [, esta definido en funcién

del color ¢ a partir de la ecuacion (5.36), debemos mostrar que:

I, + 10, + 117, = 110, + 110, + 115, Vk € M,k # t,u,v ¢ {u, v} (él)

La ecuacion (5.39) establece que By, = 1% , — aur, — qu para todo u € {4, 0}, v ¢

uvk
{a,0},k ¢ S’ k # t. Reemplazando las definiciones de a,; y a,; obtenidas de
(5.47) y (5.45), resulta que B, = 1% , + 117, + 117, para todo k ¢ S, k # t. Como
Buv esta definido en funcion del color ¢ a partir de la ecuacion (5.38), debemos

mostrar que:

LT + I, + 10, = I, + 1L, + 1L, VE & Sk # ¢t (C2)
u € {i, v}, v ¢ {i,0}

La ecuacion (5.40) establece que By, = 1% , — aur, — Qu para todo u € {4, 0}, v ¢
{a,0},k € S'. Si k # s, reemplazando las definiciones de ayx y ) obtenidas de
(5.51) y (5.45), resulta que S, = 1%, + [1%, + II*, para todo k € S’. Como Sy,
estd definido en funcién del color ¢ a partir de la ecuacion (5.38), debemos mostrar
que:

H?wt + Hit — II§

avk

- H'zmlk - Hik = H?n’it + Hgt - Hgﬁs - H'L:'I';Ls - Hgs

Vk € S k#s v#a,d
(C3)

Para el caso que k = s, reemplazando las definiciones de agg, s v Ba0 Obtenidas

a partir de (5.50), (5.45) v (5.38) respectivamente, deberiamos demostrar que

T2, + M2, — T, — 112, = %, + 102, — T8, — T2, v #4,5  (C4)

vt uvs uvs vs

La ecuacion (5.42), establece que I12;, = aur + asr + Bas para todo k € S, k # s.
Reemplazando las definiciones de g, aze v Sazobtenidas a partir de (5.51) y

(5.38) , debemos demostrar que :
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%, + 105, + 105, = g, + 117, + 113, Vke S, k#s (C5)
La ecuacion (5.44) determina a (3 + 0. Por lo tanto, para que la ecuacion (5.44)
sea consistente, reemplazando las definiciones de aqg v oz obtenidas de (5.47) y

Qg ¥ i obtenidas de (5.46) y (5.48), debemos verificar que :

Hgf;t + Hgt + Hgt = Hgf)k + Hgk + Hgk Vk ¢ S’ (66)

A continuacion demostraremos la validez de cada una de las identidades derivadas.
Notar la similitud entre las condiciones que debemos demostrar y aquellas que nos
quedaron para la desigualdad d-Color de conjunto de d colores. Debido a esto
es que el hilo conductor de esta demostracion serd analogo al anterior. En cada
caso, nos enfocaremos en mostrar que existen coloreos en la cara F' definida por
la desigualdad (d-1)-Color de conjunto de d — 1 colores que cumplen con las
propiedades que fueron usadas para probar la misma condicién en el caso de la
desigualdad d-Color de conjunto de d colores. Si fuera necesario otro tipo de

argumento, entonces nos extenderemos en méas detalle.

« C1: T8, + 112, + 112, = 12, + 112, + 112, Vk € M,k #t u,v # i, v

Analizaremos diferentes casos:
o k¢S

Consideramos Col. Cualquier arista uv € W tiene asignado un color
que no pertenece a S’ y es tnica en su color. Ademas Col utiliza a lo
sumo |E| — 1 colores. Intercambiando el color de la arista uv con el
color no usado se obtiene un nuevo coloreo Col; que pertenece a la cara
F. Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en
la demostracion anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es

valida.
e k€5 y no existen conflictos entre u, @, u, v, v,4y v,

Consideramos Col. La tnica arista que tiene asignado el color 1 es @0 y
existe una arista incidente a @ y otra a v que usan el color k. Ademas la

arista uv € W tiene asignado un color que no pertenece a S’, asumimos
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que es t. Si intercambiamos los colores 1 y k, obtenemos Col; un coloreo
propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a
la cara F' ya que permutamos colores de S’ entre aristas incidentes a 4 y
0. Ahora cambiamos el color de uv al color k y obtenemos Coly. Como
uv € W, entonces Coly es un coloreo propio de aristas. Ademads, como
las tnicas aristas con color k son 4?0 y uv y no hay conflictividad entre
w, @, u,b, v,% y v,0, entonces Coly resulta coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles. Como los colores de las aristas
incidentes a @ y © no cambiaron, entonces Coly pertenece a la cara
F. Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en
la demostracion anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es

valida.
keSS ue N(u)UN(v),vé¢ N(a)UN(D)

El analisis realizado en la demostracion anterior de la desigualdad
d-Color para los tres primeros casos sobre el deg(u) > 3 son validos
aqui también y por lo tanto, también se reducen al caso anterior y la

identidad es valida.

En el caso deg(u) = 3, N(u) = {v,q,v} y deg(a) = 3, los coloreos
Coly y Coly construidos en la demostracion anterior de la desigualdad
d-Color también pertenecen a la cara F', por lo tanto todo el desarrollo

es valido aqui también.
ke S ueN@),ug Nv),v¢g N(u) y v e N(D)

Consideremos Col a partir del cual definimos Col; intercambiando el
color 1 con el color k. Col; es un coloreo propio de aristas con vértices
adyacentes distinguibles que pertenece a F' ya que intercambiamos dos
colores de S’. A partir de este coloreo, se puede obtener un nuevo coloreo
Col, tal que el color k es asignado a la arista uv y el resto de las aristas
conservan su color. El analisis sobre que este coloreo resulta un coloreo
propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles es el que fue
realizado en la demostracion anterior. Ademas, Coly pertenece a la cara
ya que Col, pertenece a la cara y la reasignacion de color fue hecha en

una arista no incidente a @ ni a 0. Con estos dos coloreos estamos en las
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mismas condiciones que en la demostraciéon anterior de la desigualdad

d-Color y la identidad es valida.
keSS, ue N@),u¢ N(v),ve N(a)y v ¢ N()

El anélisis hecho sobre C'ol; y Coly en la demostracion de la desigualdad
d-Color es valido para Col; y Cols. Por lo tanto, con estos dos coloreos

estamos en las mismas condiciones y la identidad es valida.
keSS, ue N(u),ue N(@®),ve N@a) yvé¢N(D)

Consideremos Clol. Si intercambiamos el color 1 (@nica asignacion a la
arista @0) con el color d 4+ 1 (tinica asignacion a la arista 0Ugeg(s)—1)
obtenemos Col; un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
distinguibles. Ademas Col; pertenece a la cara F' ya que al cambiar
el color, entre las variables involucradas en la desigualdad, se anula la
variable 289 = 1y toma valor 1 la variable aggflﬂrl. Como v ¢ N(v),
entonces existe z € N(0) \ N(@) y sin pérdida de generalidad podemos
suponer que z = Uqeq(s)—1- La arista uwv € W tiene asignado un color
que no pertenece a S’, supongamos el color t. A partir de Coly, se puede
obtener un coloreo Cols tal que el color 1 es asignado a la arista uv y el
resto de las aristas conservan su color. El analisis sobre que Coly es un
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles es exac-
tamente igual al realizado en la demostracion anterior de la desigualdad
d-Color. Ademas, Cols pertenece a la cara ya que Coly pertenece a la
cara y la reasignacion de color fue hecha en una arista no incidente a @

nia?.

Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en la de-

mostraciéon anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es valida.
keSS ue N(u),ue N(@),veN@yve N()

Consideremos Col. A partir de Col se obtiene un nuevo coloreo Coly
donde el color 1 es asignado a la arista uv y el resto de las aristas
conservan su color. Debido a la hipotesis que enunciamos, Col; resulta
un coloreo propio de aristas con vértices distinguibles ya que es valido

lo desarrollado en la demostracion anterior de la desigualdad d-Color.
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Ademas, Col, pertenece a la cara ya que Col pertenece a la cara y la

reasignacion de color fue hecha en una arista no incidente a @ ni a v.

Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en la de-

mostracion anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es valida.

H?Lvt + Hfit + H:t = wak + sz + H:k: Vk ¢ Sk #t

(5.54)
u € {a,v},v ¢ {4, v}

Por las propiedades P7 y P9 podemos afirmar que existe un coloreo avdec
Coly que pertenece a la cara F' y que asigna un color que no pertenece a S’
a la arista 4v y es Gnica en su color y no utiliza el color k ¢ S’. A partir de
(joll, definimos (jol2 cambiando el color de uv a k. (jol2 resulta un coloreo
propio de aristas con vértices distinguibles que pertenece a la cara F'. Con
estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en la demostracion

anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es valida.
C'3:
H?L'ut + H:t - Hgvk - Hgk - sz = H?Lﬁt + Hgt - Hgﬁs - H’(:Z:LS - Hgs

Vk e S’ k#s v#u,v
(5.55)

Por las propiedades P7 y P9 podemos afirmar que existe un coloreo avdec
Col; que pertenece a la cara F'y que asigna el color s € S a la arista av y
el color t ¢ S” a la arista av. Ademas estas aristas son tinicas en su color.
A partir de Coly, intercambiamos los colores s y t y obtenemos Coly, un
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece
a la cara F. Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que

en la primera parte de demostraciéon anterior.

Nos faltaria poder generar los coloreos restantes que demuestren

me o+ + 100, =108 + 102, + 117, Vke S k+#s

uvs
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Ubicando a v en el primer lugar en el orden de la vecindad, sabemos que

existe un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que

pertenece a la cara, tal que f(dv) = |S’| + 1 (tnica en su color), f(uv) =1

(inica en su color), f(Utgeg@—1) = f(UVdeg(z)—2) = 2 (Ginicas en su color)

Y f(0Vgeg(zy-1) = |5’ + 2 (tinica en su color). Intercambiando s con 1y 2

con k, obtenemos Col; (figura 5.22a). A partir de Coly, permutando s con

k se obtiene Cols (figura 5.22b), un coloreo propio de aristas con vértices

adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F' ya que la permutacion

fue en aristas incidentes a @ y © y entre colores en S’.

(b) Coly

Figura 5.22. Coloreos 1 y 2 para C3

@ @ @ @
S

S k k
<~j5’| + t) <~j5’\ + <>
|S"| +1 s |57 +1 k
(a) Cols (b) Coly

Figura 5.23. Coloreos 3 y 4 para C3

A partir de Coly, se pueden permutar el color k con el color |S'| + 2 y

obtener Coly (figura 5.23a). Las aristas correspondientes son tnicas en su

color por lo que no se afecta la distinguibilidad ni que sea un coloreo propio
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S| +1 k 1S+ 1 s
OO OO
k 1S + 2 s S +2

(a) Cols (b) Cols

Figura 5.24. Coloreos 5 y 6 para C3

de aristas. Ademas, el coloreo pertenece a la cara F. A partir de Coly, se
pueden permutar el color s con el color |S’|+2 y obtener Coly (figura 5.23b).
Las aristas correspondientes son tinicas en su color por lo que no se afecta la
distinguibilidad ni que sea un coloreo propio de aristas. Ademaés, el coloreo
pertenece a la cara ['. Por otro lado, sabemos que v y 0vgeq5)—1 pueden
compartir color, entonces a partir de Col; podemos obtener Cols (figura
5.24a) intercambiando el color k de la arista 9vgey(s)—2 con el color S| + 2
de la arista 9vgeq(5)—1 ¥ €l color k de la arista @ugeqg(z)—1 con el color |S| + 1
de la arista @v. Este intercambio no afecta la distinguibilidad ni que sea
un coloreo propio de aristas. Ademas, el coloreo pertenece a la cara F'. Por
tltimo, a partir de C'ols, se puede obtener Colg (figura 5.24b) intercambiando

los colores s con k.

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Col; y Coly

son:
Coly o Coly o Coly o Colq o
Las = L, s T T Pugeggy—a]SH2 T aﬁvdeg(f,)_1|5’\+2 =1
Coly _ Coly _ C’ol4 _ Coly _
xﬁ\S’|+2 - 17 aﬂf;|5’\+2 - 1’ xvdeg(ﬁ)—ﬁ - 1’ Vdeg(5)—15 1

Considerando las variables en las que difieren Coly v Coly, v que
HaaCOh + HI$Coll — HaaC’ol4 + HxxCoh;

concluimos que:
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T a xT a _
H’ELS + Hﬁf}s + Hvdeg(5)71|5/|+2 + Hﬁvdeg(5)71\5’|+2 -

G540 + Migpsr g + 115 + 115

Vdeg(v)—195 ﬂvdeg(’ﬁ)fls

(5.56)

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Cols

son:
Cols o Cols o Cols o Cols o

Tap = L agg =1, Vdeg(sy 1187142 — L, Vovgeg(oy-1]S/1+2 = 1
Cols Cols _ Cols o Cols _

La|sil+2 = 1, Qip|S' 142 = 4 Pogegsy1k — 0 Dovgegy -1k — 1

Considerando las variables en las que difieren Coly vy Cols, v que
HaaColg + HxxC'olg — HaaColg + H:vl,Colg

concluimos que:

x a x a o
Hﬂk + Hﬁ/ﬁk’ + Hvdeg(g)_l\s’|+2 + Hﬁvdeg(ﬁ)_l\S’|+2 -

(5.57)
H’EL|S"+2 _'_ Hﬁf)|S/|+2 + Hvdeg(f))flk + Hf}’l)deg(f)),lk

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Cols y Colg

son:

C'ol5 . C‘ols o éol5 o é‘ol5 . C'olg, o
Ty ” =1, agy =1, ags® =1, Logeqy-1k — L, Tgegm)—1k 1
C'olG o C’olg . éolﬁ . éolG o C’Olg o
Lys =~ = 17 Agps = 17 Aol = 17 Vdeg(5)—15 17 VVgeg(5)—15 1

Considerando las variables en las que difieren Cols v Colg, v que
HaaCol5 + Ha:xColg) — HaaColg + HxxColg

concluimos que:
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T3, + 103G, + 115 kT 5, + H%vdeg@),lk =

Ve (s (5.58)
His + H%US + Hideq(a)—ﬁ + H%f’k + Hg”deq(ﬁ)*ls

Si ahora combinamos las igualdades (5.56)-(5.57)+(5.58), se obtiene

113 +H55+Hiszngvk+ngk+nik Vkeslak#s

uvs

C4:

e =+ 117, — 112

uvt vt uvs

—TI%, = ¢, + 112, — 12,

uvt vt uvs

—TIZ, v # @, (5.59)

En Col, la arista @0 es la tnica con color 1y @uy es la tnica con color |S’[+1.
Intercambiando s con 1, obtenemos Col; un coloreo propio de aristas con
vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F. Como las dos
aristas son tnicas en su color, se pueden intercambiar de color y obtener
Coly un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que

también pertenece a la cara.

Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en la de-
mostracion anterior de la desigualdad d-Color, de donde deducimos que la

identidad es valida.

C5:

e, 4+ I8, + 108, =102, + 11, + 112, VEE€ S, k#s  (5.60)

uvs

Con el procedimiento usado para construir C’ol, podemos construir C’oll, un
coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece
a la cara F, tal que la arista 40 tiene asignado el color k (anica en su color),
las aristas v y UUgeq(s)—1) tienen asignado el color s (anicas en su color),
la arista wus tiene asignado el color |S’| + 1 y la arista ov; el color |S'| + 2.

Intercambiando los colores k y s, ambos en S’ y asignados a aristas incidentes
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auy v, obtenemos Coly, un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes

distinguibles que pertenece a la cara F.

La diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Cols

son:
Coly Coly __ Coly _ Coly __ Coli __
Vdeg(3)—1)S 1 Aok, = 17 VVgeg(5)—1)S 17 Lys 1 Agps = 1
Coly o Coly __ Coly Col1 . Coly __
'Udeg(z'))fl)k - 17 aﬂf}s - 17 ’l}’t}deg(ﬁ),l)k’ ]' x - ]'7 uvk _ 1

Considerando las variables en las que difieren C'ols y Coly, y que
HaaC’olg + HxxColg — HaCLCOl4 + HxZ'COl4

concluimos que:

Hx +HZU9+H1wjd 9(3)— 1)S+szk‘+1—[ =

Pdeg(9)-1)° (5.61)
%, + 112, + I1° RS | Ly [

Vdeg(s)—1) Wieg()-1)F

En la segunda parte de la demostracion de C3 hemos visto que se satisfacian

las siguientes relaciones:

HZ’L}S + Hlmls + H:zfs = H?wk + Hgk + Hik (562)
wadeg({,)_l)s + Hf)s _'_ Hvdeg(f,)_ns - vadeg(v) 1)]{? + ]'_‘[’Uk + H'Ud g(%)— 1)k‘ (563)

Si ahora a la ecuacion (5.61) les restamos las ecuaciones (5.62) y (5.63)

obtenemos

e, + 5, + 102, =10, + 12, + 1%, Vke S k+#s

uvs
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» C6:
me., + 10, + 105, =115, + 112, + 117, Vk ¢ S’ (5.64)

ut ot v
Por la propiedad PS8, sabemos que existe Col; un coloreo propio de aristas
con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara F', donde la
arista 40 tiene asignado un color t ¢ S’; es tinica en su color y no se utiliza el
color k. Reemplazando el color ¢ por el color k, se obtiene Cloly otro coloreo
propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la
cara F. Con estos dos coloreos estamos en las mismas condiciones que en la

demostracion anterior de la desigualdad d-Color y la identidad es vélida.

]

Para completar la caracterizacion de la desigualdad (d-1)-Color, nos queda ana-
lizar el caso que deg(u) = 2. Sea u € V y © € V dos vértices en conflicto con
deg(u) = deg(v) = 2 y sea S = {1}. La cara F definida por la desigualdad
(d-1)-Color no siempre define una faceta. Por ejemplo, si u,v # 4,0, u € N(a),
v € N(0) N N(u) y deg(v) = 2, entonces todo punto factible que pertenezca a la
cara verifica que la arista uv no puede tener asignado el color 1. En decir, todo

punto que pertenece a I verifica que a,,; = 0.

A partir del anélisis de este caso, hemos identificado que es necesario que se cum-
plan ciertas condiciones para que la desigualdad defina una faceta. Presentamos a

continuacién condiciones necesarias.

Proposicion 5.4.10. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E| — 1 colores. Sea u € V
y 0 € V dos vértices en conflicto con deg(t) = deg(v) = 2 y sea S" = {1}. Para
que la desigualdad (d-1)-Color defina una faceta es necesario que para toda arista
wv € E, u,v # u,0, exista al menos una arista incidente a @ o v tal que ambas

aristas pueden tener asignado el mismo color.

Demostracion. Consideremos la arista uwv € E, u,v # 4,0 y supongamos que no
existe una arista incidente a u o v tal que ambas aristas pueden tener asignado el
mismo color. Para pertenecer a la cara, al menos una arista incidente a % o v debe

tener asignado el color 1. Entonces a,,; = 0 para todo punto que pertenece a la
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cara F' definida por la desigualdad (d-1)-Color. Afirmamos que esta ecuacion es
linealmente independiente de las ecuaciones del sistema minimal y de la ecuaciéon

que define a la cara F'.

Consideremos una combinacién lineal de las ecuaciones del sistema minimal y la
ecuacion que define a F. La variable x,; , para todo k € M, esta presente tnica-
mente en la ecuacion (5.2), por lo tanto el multiplicador asociado debe ser nulo.
Eliminadas estas ecuaciones, la ecuacion (5.1) es la inica donde estan presentes las
variables a,. para k ¢ S’ , por lo tanto el multiplicador asociado deber ser nulo.
Luego, no queda ninguna ecuacion donde estén presentes las variables a,,. para
k € S’ . Entonces la ecuaciéon a,,; = 0 es valida para los puntos que pertenecen a

F y es linealmente independiente de la otras ecuaciones que definen la cara.

Por lo tanto, la cara no tendria dimensién méxima en el caso que no se dieran

estas condiciones. OJ

Establecidas condiciones necesarias, veamos ahora que resultan suficientes para

que la desigualdad defina una faceta.

Proposicion 5.4.11. Sea G = (V, E) un grafo tal que existe un coloreo propio
de aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E| — 1 colores. Sea
uweV yv eV dos vértices en conflicto con deg(t) = deg(v) = 2 y sea S" = {1}.
Supongamos ademds que para toda arista uv € E, u,v # 4,0, existe al menos una
arista incidente a uw o v tal que ambas aristas pueden tener asignado el mismo
color. Entonces, la desigualdad (d-1)-Color.

Tal + To1 + Z agpr < 2
k¢S’

exp
define una faceta de P ypge-

Demostracion. Denominamos aj,as y as a las 3 aristas incidentes a w o 0 y
ag, .. .an, al resto de las aristas del grafo, con m = |E|. Sin pérdida de genera-

lidad, supongamos que a; y a,, pueden tener asignado el mismo color.

Vamos a construir m(m — 1) puntos afinmente independientes a partir de lo cual

podremos concluir que la desigualdad (d-1)-Color es faceta.
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A continuacion describimos los puntos que consideramos:

m Seani=4...m—1y k=2...m—1 tal que 7 # k. Construimos el coloreo

Col¥ tal que:

fla) =1
flai) =k
flam) =i
flag) =m

fla;) = j para j # 1,m, i,k
Total de puntos: (m — 4)(m — 3)

» Consideremos a;, i = 4,...m — 1 y definimos a! € {ai,as, a3} tal que a}
puede tener asignado el mismo color que a;. Las otras dos aristas incidentes

a @ o v las denominamos ab, a:. Construimos el coloreo Col! tal que:
2993 7

flai) = fa7) =1

f(aj) :] paraj 7& 1a2737i
Total de puntos: (m — 4)

» Sean ¢t =4...m — 1. Construimos el coloreo Coli" tal que:

flar) =1
fla;)) =m
f(am) =1

flaj) = j para j #1,m,i

Total de puntos: (m — 4)
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» Parai=4,...,m — 1. Construimos el coloreo Col} tal que:
flaz) =1
flas) =2
flam) =3
flar) =i
flai) =m

f(aj) :.7 paraj# 172737m7i

Total de puntos: (m — 4)

» Parai=4,...,m — 1. Construimos el coloreo Col} tal que:
fla) =1
flam) =2
flaz) =3
flag) =i
flai) =m

Total de puntos: (m — 4)

» Parai=1,...,m — 1. Construimos el coloreo Col} tal que:
fla) =1
flaz) =2
flam) =3
flag) =i
fla;) =m

fla;) = j para j #1,2,3,m,i
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Total de puntos: (m — 4)

» Consideremos a;, 1 = 4,...m — 1 y definimos a! € {ay,as,a3} tal que a}
puede tener asignado el mismo color que a;. Las otras dos aristas incidentes

a U o 0 las denominamos db, as. Construimos el coloreo Col™ tal que:
2,0d3 il

fla;) = j para j #1,2,3,m,i

Total de puntos: (m — 4)

Considerando todos estos coloreos, tenemos un total de (m—4)(m—3)+6(m—4) =
m(m — 1) — 12. A continuacién enumeramos 12 coloreos para llegar a la cantidad
necesaria. Estos coloreos difieren en la asignacion de los colores de las aristas

ai,az, a3 y ap. En todos los casos la asignacion de colores a las aristas a; con
j#1,2,3,mes f(a;) =j.
Dada una combinaciéon lineal:

m—1 m—1

2

m—1 m—1 m—1
afColf +> " alColl + Y al"Col™ + Y~ afiColfi+
=4 =4 =4

i=4 k=2 k#i
m—1 m—1 m—1 12
> aiColi+ > abCols + Y " akColl + Y~ a;Col; =0
i=4 i=4 1=4 =1

tal que

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 12
SO ant+ Y ar+ Y A+ > at+ Y i+ > ab+ > ab+ > a; =0,
1=4 k=2,k#i i=4 i=4 i=4 i=4 i=4 i=4 i=1

debemos probar que todos los coeficientes a son nulos.

Considerando estos coloreos en el orden dado, a continuacion detallamos la asig-

naciéon unica que los distingue respecto a los que se encuentran detrés en el orden.
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fla) =2 flar) =2 flar)=m
COll f(ag) =1 COlg f(CLQ) =1 COlg f(CLQ) =1
flaz) =3 flaz) =m flaz) =3
flam) =m flam) =3 flan) =2
fla) =3 fla) =1 flar) =1
00l4 f(ag) =1 00l5 f(ag) =3 OOlﬁ f(CLQ) =2
flag) =m flas) =2 flas) =3
flam) =2 flam) =1 flan) =1
flar) =2 fla) =2 flar) =1
Col;  flag) =1 Cols  f(ag) =3 Coly  flag) =m
flaz) =m flaz) =1 flas) =3
flam) =2 flan) =2 flan) =1
flar) =2 flar) =2 flar) =1
COllO f(ag) = 1 COlH f(ag) =m COl12 f(ag) =m
flaz) =3 flaz) =1 flaz) =3
flam) =2 flam) =2 flam) =2

Esto nos permite comprobar que el sistema es triangular y poder concluir que los

coeficientes « son nulos.

» Col¥ es el tinico que asigna a la arista a; el color k parai=4,...,m—1y
k=2,...,m—1, k+#i. Por lo tanto af = 0.

= Col! es el (inico que asigna a la arista a; el color 1 parai =4,...,m— 1. Por

lo tanto o} =0

» Col" es el nico que asigna a la arista a,, el color ¢ parai =4,...,m — 1.

Por lo tanto o]" =0

= Col} es el inico que asigna a la arista a; el color i para i =4,...,m— 1. Por

lo tanto o =0

= Col} es el inico que asigna a la arista a, el color ¢ parai =4,...,m— 1. Por

lo tanto ab = 0
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= Col} es el unico que asigna a la arista az el color ¢ parai =4,...,m— 1. Por

lo tanto o} =0

» Coll} es el tnico que asigna a la arista a; el color m para¢ =4,...,m — 1.

Por lo tanto off =0

s Coly
s Coly
s Cols
s Coly
s Cols
s Colg
= Coly

u COlg

es

es

es

es

es

es

es

es

el tinico que
el tinico que
el tinico que
el tinico que
el tinico que
el tinico que
el tinico que

el tinico que

asigna a la arista a,, el color m. Por lo tanto a; = 0.
asigna a la arista a,, el color 3. Por lo tanto as = 0.
asigna a la arista a; el color m. Por lo tanto a3 = 0.
asigna a la arista a; el color 3. Por lo tanto ay = 0.
asigna a la arista ag el color 2. Por lo tanto a5 = 0.
asigna a la arista ay el color 2. Por lo tanto ag = 0.
asigna a la arista ag el color m. Por lo tanto a; = 0.

asigna a la arista ay el color 3. Por lo tanto ag = 0.

= Coly es el inico que asigna a la arista a,, el color 1. Por lo tanto ag = 0.

= Colyy es el Gnico que asigna a la arista ay el color 1. Por lo tanto ay9 = 0.

= (Coly; es el Ginico que asigna a la arista as el color 1. Por lo tanto aq; = 0.

= Coli5 es el inico que asigna a la arista a,, el color 1. Por lo tanto a;s = 0.

]

Concluimos entonces que los puntos dados son afinmente independientes y por lo

tanto la desigualdad (d-1)-Color para d = 2 define una faceta de P\opec bajo

las hipotesis establecidas.
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5.5. Faceta Blossom

Un poliedro muy estudiado en la literatura del area es MATCHg, la capsula
convexa de {z € {0,1}"|z es un matching de G} donde la variable x; indican si la
arista ¢ es utilizada en el matching. Este poliedro representa todos los matchings
posibles en un grafo. Existe una familia de desigualdades de MATCH conocidas
con el nombre de desigualdades blossom. La importancia de estas desigualdades

radica en que son parte de la descripcion del poliedro de matching [22].

Como cada color induce un matching en el grafo debido a que dos aristas del
mismo color no pueden incidir sobre un mismo vértice, entonces se puede ver que
las desigualdades blossom son desigualdades vélidas para un color fijo en funciéon

de las variables a,,, para todo uv € E'y k € M.

En esta seccion vamos a mostrar que bajo ciertas condiciones las desigualdades

blossom definen una faceta para nuestro poliedro Pobpec.

Comenzamos viendo la validez.

Proposicion 5.5.1. Sea G = (V| E) un grafo, ko € M y S CV con |S| impar. La

siguiente familia de desigualdades es vdlida para el poliedro Pipec:

S| —1
Z kg < | |2 VS CV A|S| impar (5.65)

u’UEE[S]

Demostracion. Veamos que para todo punto Poone. la desigualdad se satisface.

Para cualquier conjunto de vértices S, la méxima cantidad de aristas que pueden
tener asignado el mismo color es L%J ya que cada arista es incidente a dos vértices

en los cuales no incide otra arista con el mismo color asignado. Si hubiera L%J +1

15

> ] +2 vértices incidentes a las aristas que resulta mayor

aristas entonces habria 2|

que |S].

Entonces, la desigualdad es valida para todos los puntos con coordenadas enteras

que pertence a P \ne ¥ por lo tanto para todo punto que pertenece a Pi\ipee. O
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El objetivo de caracterizar estas desigualdades es que existen puntos del poliedro
PP que cumplen las desigualdades presentadas anteriormente, pero no cumplen
las desigualdades blossom por lo que, agregando estas desigualdades, podriamos
reforzar la relajacion lineal de P5\0pe.. Para esto debemos ver que estas desigual-

dades no se deducen de las que ya tenemos caracterizadas.

Proposicién 5.5.2. Las desigualdades blossom no son redundantes en el poliedro

PP ain agregando las desigualdades d-Color y (d-1)-Color

Demostracion. Consideremos el grafo de la figura 5.25. Nos vamos a construir un
punto fraccionario que pertenece a PP satisface todas las desigualdades d-Color
y (d-1)-Color y viola una desigualdad blossom. En la figura 5.25 indicamos en
cada arista el o los colores asignados, es decir el valor de k£ tal que la variable
aur > 0, caso contrario la variable toma valor nulo. En el caso de que se indica un
inico color, a,,,r toma el valor 1. Si hay dos colores, las dos variables respectivas

se definen como a,,, = 0.5.
Us
1/7 Y/zl
1/4
UG ——— U2
& K
Uy — Uj

1

Figura 5.25. Solucién que satisface todas las desigualdades y facetas de conjuntos
de colores

A continuacion detallamos las variables no nulas correspondientes a la asignacion:

Lyl = 1 Lyyl = 1 Auiuszl = 0.5 Lyy2 = 1
Lugl = 1 Lusl = 1 Auouszl = 0.5 Ly2 = 1
Lyzl = 1 Ayqusl = 0.5 Augusl = 1 Auqug2 = 1
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Todo el resto de las variables no especificadas toman valor 0. Es facil ver que
la asignacion de colores satisface las ecuaciones de P“P. Debemos ver que las
desigualdades d-Color y (d-1)-Color son validas en este coloreo. Recordar que

las desigualdades d-Color dominan a las desigualdades (5.3) que definen a PP,

l‘wg =1
Tys3 = 1
Auous3 = 1

Typa =1
Tygd = 1
Tyga = 1

Ayyupa = 0.5
aulu34 =0.5

Aysuza = 0.5

Los vértices en conflicto son los pares uy, us v ug, Us.

Para el primer par, debemos ver las desigualdades d-Color, es decir, que para

todo subconjunto S’ de M de cardinal deg(u;) = deg(us) = 3, se satisface

Z Lurk +xu2k + Z Auqusk S 2‘S/| —1=5
k¢S’

keSS’

A continuacion chequeamos cada una de las desigualdades:
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S ={1,2,3}
S =1{1,2,4}
S" = {1,2,5} :
S ={1,2,6} :
S' = {1,3,4} :
S" ={1,3,5} :
S" ={1,3,6} :
S" = {1,4,5} :
S" = {1,4,6} :
S" = {1,5,6} :

Z Lok = 27

kes'

kgl Tk = 3,
k;gl Tk = 2,
k;g/ Tk = 2,
kgl Ty = 1,
kgl Ty = 1,
k;g/ Tk = 2,
kZS, Ty = 1,

€

Z Lugk = 27

kes’

kgl Tunk = 2,

k;gl Typk = 1,

kEZSI Typk = 1,

k;q, Lugk = 3,

kgl Tunk = 2,

k;gl Tygk = 2,

kZSI Typk = 2,
S

kZS, Tygk = 1,
€

Z aulqu = 05

k¢S’

Z Auqugk = 0

k¢S’

Z Ayqusk = 0.5

k¢S

Z aulwk = 05

k¢S’

Z Auiugk = 0

k¢S’

Z aulqu = 05

k¢S’

Z au1u2k = 05

k¢S’

Z Ayqusk = 0

k¢S

Z Ayqusk = 0

k¢S’

Z aulqu = 05

k¢S’
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L] S/ = {2,3,4} . Z :L‘ulk = 2,
kes’

w 8" ={2,3,5}: > xu k=1,
kesS’

w 5 =1{2,3,6}: > xyr=1,
keS’

w 8" ={2,45}: > xuk =2,
kesS’

e S =1{2,4,6): S wun =2,
kes’

w S'={2,5,6}: > wyr=1,
kes’

w 5" ={3,4,5}: > wyk =1,
kesS’

w S'={3,4,6}: > xyk=1,
keS’

n §"={3,5,6}: > w1 =0,
kesS’

w 5" ={4,5,6}: > xyur =1,
kes’

Z ZUUQk = 27

kes’

kg/ Tuok = 1,
k;q/ Tusk = 1,

k%:s*' Tupk = 1,
kg/ Tuok = 1,
S

k%/ Tusk = 1,
€

kzgq, Tupk = 1,
S

k%q' Ayyuok = 0.5
k%/ Qyyupk = 1
k%/ Quyugk = 1
k%/ Ayyupk = 0.5
k%/ Ayyunk = 0.5
k%q/ Quyugk = 1
k%" Ayyugk = 0.5
k%/ Ayyuok = 0.5
k%/ Ayyunk = 1
k%/ Ayyunk = 0.5

Nos falta ver las desigualdades (d-1)-Color, es decir, que para todo subconjunto
S" de M de cardinal deg(u;) — 1 = deg(us) — 1 = 2, se satisface

Z Lurk +xu2kz + Z Ayusk S 2|S,| =4

kes’

k¢S

A continuacion chequeamos cada una de las desigualdades:

. S ={1,2}:
" ' ={1,3}:
. ' ={1,4}:
. S ={1,5}:
. ' ={1,6}:
. S ={2,3}:

Z Lok = 2a

ks’
€

kZSI Tk = 2,
€

kZS, Tk = 1,
€
€

kZSI Ty = 1,
€

kzsl Lusk = ]-a

S

kzs/ Lok = 27
S

st/ Lyogk = 2a
S

kZS/ Lugk = ]-7
S

kz;g'/ Lok = 17
€

kzsl Lygk = ]-a
S

k;%g/ Ayyupk = 0.5
k%" Ayyunk = 0.5
k%/ Ayyunk = 0
k%/ Ayyugk = 0.5
k;?’ Ayyuok = 0.5
k;%g/ Ayyunk = 1
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Nos falta analizar el par uy, us. Debemos ver que satisface las desigualdades

d-Color, es decir, para todo subconjunto S’ de M de cardinal deg(u,) = deg(us) =

S ={2,4}
S ={2,5}
S ={2,6}:
S ={3,4}
S ={3,5} :
S' = {3,6} :
S ={4,5}
S' = {4,6}:
S' = {5,6}

. k;/ $u1k: = 2,
kEZS/ Tk = 1,
kgl Tugk = 1,
k;;s*/ Ty = 0,
kGZS/ Tugk = 0,
kZS/ Tk = 1,

€
€

: kz;g, Tuyk = 0,

€

2, debe cumplirse que:

Z Lyogk = 1a

kes’

kZS/ LTugk = 0,
€

€

kZ:S, Tugk = 2a
€

kz;s*/ Typk = 1,
€

kZS/ Tunk = 1,
c

kZS/ Tygk = 1,
€

€

kZ:S, LTugk = 07
€

Z Lugk +xusk + Z Auyusk S 2‘5/’ =4

keSS’

k¢S’

Z aulwk = 0.5
k¢S’

Z Auiugk = 1
k¢S

Z Ayqusk = 1
k¢S’

Z aulqu = 05
k¢S’

Z Auyusk = 1
k¢S

Z Auyusk = 1
kS

Z aulu2k = 05
k¢S’
Z aulqu = 05
k¢S’

Z Quyugk = 1
kS

A continuacién chequeamos cada una de las desigualdades:
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S ={1,2}
S ={1,3}:
S ={1,4} :
S ={1,5}:
S' = {1,6} :
S ={2,4} :
S ={2,5} :

: kz;ql Tugk = 2,
€
kZS/ Luyk = 17
(S
kZS/ Ly = 17
€
kZS/ Lugk = ]-7
(S
c
kz,:sl Lysk = 1a
€
kZS/ Luyk = 17
(S

Z Lusk = 1a

kes’
Z Lusk = 27
kes’
Z Lysk = 17
kes’
Z Lusk = 17
kes’
Z Lusk = 17
keS’
Z Lusk = Oa
kes’
Z Lusk = 07
kes’

Z Auyusk = 0
k¢S
Z Aygusk = 0
k¢S’
Z Ayusk = 0
k¢S’
Z Qugusk = 0
k¢S
Z Aygusk = 0
k¢S’
Z Auyusk = 1
ks

Z Auyusk = 1
k¢S
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S'={2,6}: > wuk =1,
kes’

S ={3,4}: > wuk =0,
kes’

S"={3,5}: > @y =0,
kes’

S'=1{3,6}: > wyk =0,
kes’

S'={4,5}: 3 @y =0,
kes’

S'={4,6}: > @y, =0,
kes’

S =4{5,6}: > wyk =0,
kes’

Z Lysk = Oa

kesS’

Z Lusk = ]-7

kes’

Z Lusk = 17

kesS’

Z Lusk = ]-a

kes’

Z Tusk = OJ

kes’

Z Lysk = Oa

kesS’

Z Lusk = 07

kes’

Z Ayusk = 1

kS’
k%/ au4u5k = 1
k%/ Aygusk = 1
k%/ au4u5k = 1
k%" Aygusk = 1
k;/ Quguske = 1
k%/ au4u5k = 1

Por ultimo, nos falta ver las desigualdades (d-1)-Color, es decir, que para todo

subconjunto S’ de M de cardinal deg(u;) — 1 = deg(uz) — 1 = 1, se satisface

Z Lurk +xu2k + Z Ayqusk S 2|S/| =2

kes’

k¢S

A continuacién chequeamos cada una de las desigualdades:

S = {1}
S = {2}
S = {3} :
S = {4} :
S' = {5} :
S = {6}

kg/ LTysk = L,

k;g/ Tygk = 1,

]g;S'/ Tyugk = 07

kZS’ LTugk = 07
€

kzgl LTygk = 0,
€

Z Lusk = 17

kes’
Z Lysgk = Oa
keS’
Z Lusk = 17
kes’
Z Lusk = 07
kes’
Z Lysk = 07
kes’
Z Lusk = 07
kes’

Z Auyusk = 0
k¢S
Z Aygusk = 1
k¢S’
Z Auyusk = 1
k¢S
Z Aygusk = 1
k¢S’
Z Qyusk = 1
k¢S’
Z Auyusk = 1
k¢S

En conclusion, el coloreo definido pertenece a PP y satisface todas las desigual-

dades d-Color y (d-1)-Color.

Consideremos la desigualdad blossom para S = {uy, us, us, ug,us} y k = 1:

Ayqusl + Ayiusl + Auousl + Auyusl = 2.5 >

ST -1
2

=2
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El coloreo no satisface la desigualdad blossom, es decir, las desigualdades blossom
no estan implicadas por las restricciones que definen a PP y las desigualdades
d-Color y (d-1)-Color. O

Veamos a continuacion que, bajo ciertas hipotesis, la desigualdad blossom induce

una cara propia de P{\pec.

Proposicién 5.5.3. Sea un grafo G = (V, E) tal que existe un coloreo propio de

aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza |E| — 1 colores. Considere-

mos kg € M y S un subconjunto de vértices de cardinal impar, tal que no existe

un conflicto de grado 2 entre cualquier par de vértices en S. Si existe un matching
|S]

de tamano T_l en Gg) entonces la desigualdad blossom sobre ese conjunto de

vértices induce una cara propia de Py Ppec-

Demostracion. Por hipotesis existe un matching de tamano % en Gg. Defini-
mos un coloreo C'ol donde todas las aristas del matching tienen asignado el color

ko y el resto de las aristas tienen asignado colores distintos.

El coloreo Col es un coloreo propio de aristas ya que el tinico color que se repite es
ko v no existen dos aristas con ese color que sean incidentes en un mismo vértice

va que el color fue asignado a un matching.

Veamos que en este caso todo par de vértices adyacentes resulta distinguible en el
coloreo C'ol. Analicemos en primer lugar vértices que pertenecen a S. Supongamos
que existen dos vértices u y v cuyas aristas incidentes tienen asignado el mismo
conjunto de colores. Si el grado de u es mayor o igual a 3, entonces el conjunto
de colores de u contiene por lo menos 3 colores y lo mismo para el vértice v. El
tnico color que se repite es ky y no se repite entre aristas incidentes a u ya que
es un coloreo propio de aristas. Como la cantidad de colores asignados a aristas
incidentes a u es al menos 3, entonces existe una arista que tiene asignado un
color distinto a kg y que es tnica en su color. Por lo tanto los vértices u y v son
distinguibles. Como por hipétesis no existen conflictos de grado 2 en el subgrafo,
entonces todos los vértices de S son distinguibles. Para todos los vértices que no
pertenecen a S, todas sus aristas tienen asignado un color distinto, por lo que

también resultan distinguibles.
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Por ultimo vemos que la desigualdad se cumple por igualdad, ya que hay exacta-

S—1 .
mente 2I=L aristas con el color ko:

2
3 15| -1
Auvky = 9

UUGE[S]

Dado que existe un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles
que utiliza |E| — 1 colores, entonces existe un coloreo que no utiliza el color ky. Por
lo tanto existen soluciones en P50z que no pertenecen a la cara. En consecuencia,

la desigualdad blossom define una cara propia del poliedro.

]

Corolario 5.5.0.1. Dado S C V, |S| impar y tal que no existe un conflicto de
grado 2 entre cualquier par de vértices en S. Para cualquier matching de G|g) de
tamano lS'%, existe un punto en la cara tal que las aristas del matching tienen el

mismo color y todas las demds aristas tienen asignado un color distinto.

Existen grafos para los cuales sabemos que la desigualdad induce una cara propia

que no es faceta. Por ejemplo:

Uy U2

N/
Usg
VRN

Uy Us

Figura 5.26. Grafo donde el conjunto {uy, us, us, us, us} no define faceta blossom.
Consideremos S = {uy, us, us, ug, us} y ko € M. La cara definida por la desigualdad
blossom exige que 2 aristas utilicen el color ky. A lo sumo una arista de cada

triangulo puede pertenecer al matching inducido por ky. Por lo tanto, todo punto

que pertenezca a la cara satisface las siguientes igualdades:
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aulugko + a’LL1U3k’0 + augu:;ko = 1 (566)

au3u4k0 + au3u5ko + GU4U5k0 - ]- (567)

Veamos que cada una es linealmente independiente de las ecuaciones del sistema
minimal y de la ecuacion que define a la cara. Las ecuaciones (5.1) son las tnicas
en las que aparecen las variables x,;, por lo cual el coeficiente usado para la com-
binacion lineal debe ser nulo. Las ecuaciones (5.2) son las tinicas donde aparecen
las variables a,. para k # kg, por lo cual el coeficiente usado para la combinaciéon
lineal debe ser nulo. Nos queda entonces como tnica posibilidad que sean multiplo
de la ecuacion que define a la cara. Pero esto no es posible ya que en cada caso,
faltan variables que estan presentes en la ecuacién que define la cara. Entonces la

desigualdad blossom inducida por el conjunto S no define una faceta.

Analizando la estructura del grafo, advertimos que la causa es que existe una

particion de las aristas del grafo que suman a lo sumo la cantidad que necesita el
. . Sl—1 .

matching para estar en la cara. Entonces, si en la cara hacen falta % aristas que

pertenezcan al matching y

51— 1
2

a7 € EG[S] : I/(G[T]) + I/(G[T]) =

entonces existird una ecuacién valida para todos los puntos que pertenecen a la

cara en donde Y auuk, = v(T). Por lo tanto, para que la desigualdad defina una
wveT
faceta sera necesario que, en el subgrafo inducido por S, no exista una particion

de las aristas con la mencionada propiedad.

A continuacién analizamos ciertas propiedades que se satisfacen en el caso que no
existe una particién 7' que cumpla la condicién anterior. Estas propiedades nos
resultaran utiles cuando demostremos, bajo ciertas hipdtesis, que la desigualdad

blossom define una faceta.

Proposicion 5.5.4. Sea G = (V,E) y S C V tal que |S| es impar. Supongamos

que vale:
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Sl—1
VT e EG[S] : V(G[T]) + V(G[T]) > | |2 (568)
Entonces son vdlidas las siguientes propiedades:
» Propiedad B1: G|g es conexo.
s Propiedad B2: Yv € S, existe un matching de tamano % en el subgrafo
Gls—{o))-
» Propiedad B3: Vuv € Eq g, eriste un matching de tamano ‘ST_I en el grafo

Gs) que no utiliza la arista uv.
» Propiedad B: No existe un vértice de corte en Gig

» Propiedad B5: El grado de los vértices en G|g es mayor a 1 .

= Propiedad B6: No existe un recubrimiento de vértices de V' de tamano |S| L

Demostracion. Vamos a demostrar cada propiedad:

» Propiedad Bl: Si existe méas de una componente conexa en G|g], entonces

consideramos 7' al conjunto de aristas que pertenecen a una componente
Vi Ve
conexa. Por lo tanto v(Gp) < UC;L]‘J y v(Gipp) < Wc;i]w Como uno de

ellos tiene una cantidad impar de vértices entonces v(Gz) +v(Gq) < |S‘T—1

Entonces T no cumple con la propiedad enunciada en las hipotesis.

» Propiedad B2: Consideremos 7" el conjunto de aristas incidentes al vértice v.
Sabemos que v(Gir) = 1y v(Gp) < |S|;1 Como por hipotesis se satisface

que v(Gry) + v(Gq) > & entonces I/(G[T]) — 151 ‘ . Es decir, existe un

ISI

matching de tamano en el subgrafo Gg_y)).

= Propiedad B3: Sea u el vértice de uno de los extremos de la arista uv. Por la

propiedad B2, el subgrafo inducido por S—{u} tiene un matching de tamano

S=1 Ty , . .
L Dicho matching no contiene la arlsta uv por lo que podemos afirmar

\S\

que existe un matching de tamano L al que no pertenece la arista uv.
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150

= Propiedad B4: Un vértice de corte es un vértice tal que si se saca del grafo

aumenta la cantidad de componentes conexas. Supongamos que existe un
vértice v que es un punto de corte en el grafo. Existe un conjunto de vértices
W que pertenecen a una componente conexa del subgrafo inducido por S —
{v}. Consideremos T el conjunto de las aristas del subgrafo inducido por
W u{v}.

Afirmamos que |W| no puede ser impar. Por lo visto anteriormente existe

15171 I en el subgrafo inducido por S — {v} entonces

un matching de tamano
todos los vértices estan saturados y el matching es perfecto. Si existiera una
componente conexa de tamano impar, no podria existir un matching perfecto.

Entonces |W| es par.

Como |W| es par, entonces v(Gp) < l%' y v(Gpy) < W Por lo tanto
v(Gir) +v(Gir) < ‘W‘ + 5= ‘W‘ ! |S|2_1. Esto contradice las hipotesis, por

lo tanto no existe Vertlce de Corte.

Propiedad B5: Si existiera un vértice de grado 1, entonces el vértice adya-
cente a él seria un vértice de corte. Como demostramos anteriormente, esto

no puede suceder.

Propiedad B6: Un recubrimiento de vértices, es un conjunto de vértices tal

que todas las aristas son incidentes en al menos un vértice del conjunto.

. . _ I
Supongamos que existe recubrimiento de vértices V/ C V' de tamano 15121
Consideremos un vértice cualquiera v que pertenece al recubrimiento y 7T el

conjunto de todas las aristas incidentes a v.

Entonces v(Giry) = 1y v(Gip) = 1511 I por la propiedad B2. Dado que

V' — {v} es un recubrimiento de vertlces de Gy de tamatio HTl — 1, no

.. . ~  1S|—1 .
puede existir un matching en G| de tamaino 151-1 ‘ . Concluimos entonces que

S|=1
no existe un recubrimiento de vértices de tamano 151=1 ‘



5.5. Faceta Blossom

5.5.1. Puntos que pertenecen a la cara blossom

Nuestro objetivo es demostrar que, bajo ciertas condiciones, la desigualdad blos-
som define una faceta. Para esto, tal como hemos hecho anteriormente, vamos
a suponer que existe una igualdad (II,1Iy) satisfecha por todos los puntos que
pertenecen a la cara y demostrar que es combinacion del sistema minimal y de la
ecuacion que define a la cara. En el desarrollo de la demostraciéon vamos a necesitar
generar puntos que pertenezcan a la cara y nos permitan validar las condiciones
que deben cumplir los coeficientes de la combinacion. Sabemos por el corolario
5.5.0.1 que, a partir de un matching, podemos generar un punto que pertenece a
la cara. El proposito de las siguientes definiciones y lemas es presentar resultados
sobre matchings que nos permitirdn construir puntos que pertenecen a la cara con

determinadas caracteristicas.

Comenzamos con algunas definiciones asociadas a matchings.

Definiciéon 1. Un matching de un grafo se dice cast perfecto si existe solo un

vértice del grafo que no se encuentra saturado por el matching.

Definicion 2. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que G es factor critico si para

cada vértice v € V wale que Gy_qy) tiene un matching perfecto.

Como vimos en la proposicion 5.5.4 los conjuntos de vértices que cumplen la ecua-

cion (5.68) inducen un subgrafo que es factor critico.

Definicion 3. Un ciclo alternado impar con respecto a un matching M es
un ciclo stmple impar tal que uno de los vértices del ciclo no estd saturado en el
matching M y para todos los demds vértices se cumple que hay una arista incidente

a ellos en el matching que pertenece al ciclo.

Veamos ahora como, dado un matching, la existencia de un ciclo alternado impar

nos determina la existencia de caminos alternados respecto al matching.

Lema 1. Sea G = (V, E) un grafo, M un matching, y C un ciclo alternado impar
con respecto a M. Sea u el vértice no saturado por M que pertenece a C. Existe un
camino alternado de longitud par y un camino alternado de longitud impar entre

u y cualquier vértice del ciclo.
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/Zl
z5 29
Z4—23

Figura 5.27. Ejemplo de ciclo alternado impar

Demostracion. Seau =21y C ={z1,...,2,, 21} ¥ 2z un vértice cualquiera. El ciclo
alternado impar se puede descomponer en dos caminos alternados Cy = {z1,. .., z;}
y Cy ={z;,...,21}. Como lo caminos C} y Cy contienen todas las aristas del ciclo
y deben ser una cantidad impar entonces uno debe ser de longitud par y el otro

de longitud impar. O

Dado un matching, a partir de la propiedad anterior, veamos como se puede cons-
truir un nuevo matching con determinadas caracteristicas. Tal como mencionamos
anteriormente, esta construccién nos serd de utilidad cuando necesitemos cons-
truirnos puntos factibles que pertenezcan a la cara definida por una desigualdad

blossom.

Lema 2. Sea G = (V,E) un grafo, M un matching, y C un ciclo alternado
impar con respecto a M. Para todo vértice v en el ciclo existe un matching M’ tal
que (M| = |M’|, C sigue siendo un ciclo alternado impar y el vértice v no estd

saturado.

Demostracion. Sea u el vértice perteneciente al ciclo que no esta saturado en el
matching M y v un vértice cualquiera de C. Existe un camino alternado de lon-
gitud par P’ entre u y v. Sea M’ el matching que resulta de alternar las aristas
de P" en M. Es decir, las aristas de P’ que no pertenecen a M pertenecen a M’
y las aristas de P’ que no pertenecen a M pertenecen a M’. Como la cantidad
de aristas perteneciente al matching M’ es igual al de M y v no esta saturado,
entonces el ciclo C' es un ciclo alternado impar en el matching M’ con el vértice v

no saturado. O

Hasta aqui hemos visto como, a partir de un matching, podemos generar otros. El

propoésito de lo que presentamos a continuaciéon es mostrar como, a partir de una
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caracterizacion en orejas de un grafo, podemos construir matchings con determi-

nadas propiedades.

Comenzamos con algunas definiciones.

Definiciéon 4. Sea G = (V, E) un grafo y G' = (V' E') un subgrafo de G. Se
llama oreja de G con respecto a G' a un camino de G tal que los vértices en sus
extremos pertenecen a V' y sus puntos interiores no pertenecen a V', o bien, a un

ciclo de G tal que exactamente un vértice corresponde a los vértices en V.

Definicién 5. Una oreja es abierta si sus dos extremos son vértices distintos. En

el caso que sea un ciclo, se dice que la oreja es cerrada.

Definicién 6. Una descomposicion de orejas de G comenzando en G’ es
una representacion de G de la forma G = G'UP,U---UP,. Donde Py es una oreja
de G' U Py con respecto a G' y P; es una oreja de G'U Py U---U P; con respecto a
G'UP U---UP,_; para todo 2 < i < k.

Un ejemplo de una descomposicion de orejas puede observarse en la figura 5.28.
Py
;@
/|

7 N\
\ p /

Figura 5.28. El ciclo P; es una oreja cerrada respecto a G’ y el camino P es
una oreja abierta respecto a G' U P;. El grafo de la figura se puede
descomponer como G' U P, U Ps.

El siguiente es un teorema de Lovasz y Plummer [45] que muestra la caracterizacion

de descomposiciéon en orejas.

Teorema 1. Sea G = (V, E) un grafo factor critico sin vértice de corte. G se
puede descomponer en PyUP,UP,U---UP, tal que Py = K1, P, es un ciclo impar
y cada P; es una oreja abierta con una cantidad impar de vértices. Ademds vale

que todo G; = Py U ---U P; es un grafo factor critico sin vértice de corte.
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Para cada vértice u € V', notamos O(u) al minimo i tal que P; contiene al vértice

u.

Haciendo uso de esta caracterizacion, veremos la existencia de matchings con de-

terminadas propiedades.

Lema 3. Sea G = (V, E) un grafo factor critico sin vértice de corte y una des-
composicion de G = PpbUP,UP,U---U P, tal que Py = K1, Py es un ciclo impar

y cada P; es una oreja abierta con una cantidad itmpar de vértices.

[V]-1
2

cada oreja es un camino alternado y v no estd saturado por M.

Entonces existe un matching M de G de cardinal y un vértice v € V tal que

Ademds, existe un camino alternado de longitud par entre v y cualquier vértice u

tal que el camino contiene aristas que pertenecen a Py + -+ + Po(u)-

Demostracion. Consideramos la descomposicion de orejas impares de G = Py U
PU---UP, y notamos G; = (V;, E;) = By U Py U---U P,. Definimos el vértice
v = Fy. Vamos a mostrar que existe un matching M; de cardinal % del grafo
G, tal que, para cada vértice del grafo (;, existe un camino alternado par desde

v. Usamos induccién en 1.

Caso base: Sea Gy = (Vi,FE)) = Py U P, es un ciclo impar. Sea @ el camino
de longitud impar que surge de sacar el vértice v de V;. Definimos M; como el
conjunto de las aristas en posiciones impares. Entonces, |[M;| = % Como G,
es un ciclo impar, entonces M es un matching maximo de GG; donde v no esta
saturado. Por el lema 1, podemos afirmar la existencia de los caminos alternados
de longitud par entre v y cualquier vértice u con aristas que pertenecen a Py +
-+ Pow) = Fo + P

Paso inductivo: Sea G; = G;_1 U P,. Por el teorema 1, G; y G;_1 son grafos factor
critico sin vértices de corte. Notemos P; = {pi,...,p:}. Como P; es de longitud
impar entonces t es par. Ademaés, como P, es una oreja abierta de G; con respecto
a (G;_1, entonces s6lo p; y p; son vértices del grafo GG;_;. Llamamos P al conjunto
de aristas del camino P; de la forma pogpori1- Sea M;_; el matching de G;_1 que

existe por hipoétesis inductiva. Como ninguna arista de P es incidente a py, ni a
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Py ni a ningun vértice de G;_; entonces M; = M,_1 U P es un matching de G; de

. Vi|—1
cardinal %

Falta mostrar que existe un camino par entre v y los vértices internos de P;. Para
todos los vértices de la forma po, 1 existe un camino alternado par entre p; y
Pak+1. Dicho camino puede extender al camino alternado de longitud par entre v y
p1 que existe por hipotesis inductiva. Por lo tanto estos vértices tienen un camino

alternado de longitud par en el matching M,.

Para cada vértice de la forma po;. existe un camino alternado de longitud par entre
pr v por recorriendo las aristas de la oreja. Esste camino puede extender el camino
alternado de longitud par entre v y p; que existe por hipotesis inductiva. Por lo

tanto existe el matching M; con las propiedades requeridas.
Como G = G, obtenemos que existe un matching M = M, que cumple lo pedido.

]

5.5.2. Aristas II-equivalentes

En el caso que una desigualdad blossom defina una faceta, entre las relaciones que
deben satisfacer los coeficientes de una igualdad (II,Ilj) valida para los puntos
que pertenecen a la cara definida por la desigualdad, se encuentra una relaciéon
entre pares de aristas que denominamos Il-equivalencia. Los detalles de donde
surge esta relacion en el contexto de la demostraciéon de faceta, seran explicados
més adelante. Por el momento, trabajaremos con la definicion de II-equivalencia

y demostraremos diferentes conjuntos de aristas que son Il-equivalentes.
Definicion 7. Consideremos la cara del poliedro Pi\pec inducida por una de-

sigualdad blossom sobre un conjunto de vértices S, con |S| impar, y ko € M. Sea

(I1, 1) la siguiente igualdad satisfecha por todos los puntos de la cara.

Z Z szkauvk + Z Z Hikxuk = HO

keM uwveE keM ueV
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Diremos que dos aristas uv,u'v' € E, u,v,u v € S son Ill-equivalentes si cum-

plen con la condicion:

HCL

uvkg

+ 105, + 105, — 112

uko vko uvky

IS, + 115, =

ukq vk1

]‘_‘[Z”U’k’o + Hi’ko + Hi’ko - HZ’v’kl + H,ﬁ/kl + H’L:L.)’kl Vkl E ]\47 kl ?é k()

El primer resultado que presentamos a continuaciéon caracteriza la II-equivalencia
entre aristas que pertenecen a un ciclo alternado impar de un matching méaximo

de G[S].

Lema 4. Sean G = (V, E) un grafo, S C V con |S| impar tal que ningin vértice
1|1
)
2

C un ciclo alternado impar con respecto a M. Consideremos la cara del poliedro

de S tiene un conflicto de grado 2, M un matching de Gs) de tamario

Povpec inducida por la desigualdad blossom asociada a S y ko € M. Si (II,I1y) es
una igualdad satisfecha por todos los puntos de la cara, entonces todas las aristas

de C' son Il-equivalentes.

Demostracion. Sea C' = {z,...,2,} con z; el vértice del ciclo no saturado en el
matching M.

Construimos Col; un coloreo que asigna el color kg a todas las aristas de M, la
arista z;2o tiene asignado el color k; y todos las demés aristas del grafo tienen
asignado un color distinto. Como los vértices de S no estan involucrados en un
conflicto de grado 2, por el corolario 5.5.0.1 entonces Col; es un coloreo propio de

aristas con vértices adyacentes distinguibles.

A partir de C'oly, definimos C'ol, un coloreo que resulta de intercambiar los colores
asignados a las aristas z12o y 2223 v el resto de las aristas conservan su color. Es
facil ver que esta nueva asignaciéon es un coloreo propio de aristas con vértices
adyacentes distinguibles. Ademaés, este nuevo coloreo también pertenece a la cara

yva que los matchings tienen el mismo tamano.

Como la igualdad II vale en ambos puntos se cumple que:

HaaC’oll + waCoh — HaaCOIQ + HIxCOlQ
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y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

[§CNPES VGRS | PN | LTS | LIS I

2122k 21k1 zok1 z223ko 22ko 23ko
a T T a T T
H21Z2k0 + Hz1k0 + HZQkO + HZQngEl + szkl + H23k1

Por lo tanto, las dos aristas adyacentes a 2o en el ciclo simple impar son II-

equivalentes.

Por el lema 2, podemos afirmar que para todo vértice del ciclo impar existe un
matching tal que no se encuentra saturado. Entonces, por cada vértice del ciclo,
considerando un matching en el cual no esté saturado, podemos concluir que todas

las aristas del ciclo son Il-equivalentes. O

En el préoximo lema probamos la [I-equivalencia de aristas que distinguen a dos

matchings de Gg.

Lema 5. Sea G = (V,E) un grafo. Consideremos la cara del poliedro Pyipec
inducida por la desigualdad blossom para un conjunto dado de vértices S C 'V, con
S| impar, y kg € M, Gig) el subgrafo de inducido por los vértices de S y (I, 11y)

una igualdad satisfecha por todos los puntos de la cara.

Sean My y My dos matchings de Gig) tales que |My| = |[My| = |S|T_1 , [IMin
Ms| = |[My| — 1 y existe un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes
distinguibles tal que las aristas de M tienen el mismo color. Sea uiv; € My y
UgVe € My tal que uyvy & Ma y ugvy & M. Si los grados de los vértices ug y vg

son mayores a 2, entonces las aristas uivy y ugvy son ll-equivalentes.

Demostracion. Sea Col; el coloreo que asigna el color kg a las aristas del matching
My, ki a la arista usve y todas las demas aristas un color distinto en el grafo. El
coloreo existe ya que por hipotesis existia un coloreo valido. Como |M;| = ls'%
entonces el coloreo pertenece a la cara. Sea C'oly el coloreo que resulta de alternar
los colores de ujv1 y usvs. El coloreo Coly es un coloreo propio de aristas ya que las
aristas coloreadas con kg inducen el matching Ms. Veamos que ademas los vértices

adyacentes son distinguibles. La arista u;v; tiene un color tnico en el grafo, por
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lo que no puede producirse un conflicto. La arista usvs puede tener un conflicto

entre uy v alguno de sus vecinos, o entre v, v sus vecinos.

Supongamos que uy es adyacente a uj y tienen el mismo grado. Como el grado de
us es mayor a dos existe otro vértice uj tal que el color de la arista usu} es tnico

en el grafo y distingue a uy de ). El caso para vy y sus vecinos es analogo.

Por lo tanto, C'ols es un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distin-
guibles. Ademas, pertenece a la cara ya que |My| = ‘S‘T_l y todas las aristas de

M, tienen asignado el color k.

Considerando la igualdad II, que por hipotesis se satisface para todo punto que

pertenezca a la cara, y las diferencias entre los coloreos C y Cs se obtiene:

a B B _ 770 . B —

u1v1 ko u1 ko v1ko ugvaky uzk1 vaky
a X X a xT X
HUszkg + Hugk() + vakg - Hu1v1k1 + Hu1k1 + Hv1k1
Por lo tanto, las aristas uv; y usve son Il-equivalentes. O

Siguiendo con la caracterizacion de aristas Il-equivalentes, el proximo resultado
comprueba la II-equivalencia entre aristas de subgrafos de G'g con ciertas propie-
dades.

Lema 6. Sea G = (V, E) un grafo. Consideremos la cara del poliedro Pyipec
inducida por la desigualdad blossom para un conjunto dado de vértices S, con |S)|
impar, y ko € M, Gig el subgrafo de G inducido por los vértices de S y (I1,11o)
una tqualdad satisfecha por todos los puntos que pertenecen a la cara. Asumimos

ademds que no existe conflicto de grafo 2 entre pares de vértices que pertenecen a

S.

Sea H un subgrafo de Gg) y P un camino en Gs) que cumplen:

s H es un grafo factor critico sin vértice de corte.
» Todas las aristas de H son Il-equivalentes.

= P tiene longitud impar.
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= Los extremos de P son vértices distintos y son los unicos que pertenecen a

los vértices de H.

» Emxiste un matching M casi perfecto de Gg) tal que existe un vértice v per-
teneciente a H que no estda saturado, el camino P es alternado y existe un
camino de longitud par entre v y cualquier vértice de H que no incluye a los

vértices de P.

Entonces todas las aristas de H U P son Il-equivalentes.

Demostracion. Sea pq,...,p; una enumeracion de los vértices del camino P. Como
P tiene longitud impar, entonces t es par. Primero vamos a mostrar que las aristas

de la forma por_1pox son ll-equivalentes a las aristas pogpoks1-

En el matching M existe un camino alternado par ()1 entre v y p; que no utiliza
aristas de P. Existe un camino alternado de longitud par @), entre p; y par_1 (va
que P era un camino alternado y ambos vértices estan en posiciones impares). Sea
@ el camino que surge de extender el camino ()1 por (). Si se alternan las aristas de
Q@ se obtiene un matching M; tal que el vértice por_1 no esta saturado. Sea Ms el
matching que surge de sacar la arista poppory1 de My y agregar la arista pog_1pos.
Sea C'oly el coloreo que surge de asignar el color ky a las aristas del matching, ki a
la arista por_1por y todas las demés aristas de color iinico. Como entre los vértices
de S no existen conflictos de grado 2, es valido el corolario 5.5.0.1. Entonces C'oly
es un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece

a la cara.

Usando el lema 5 con los matchings My y May, concluimos que pog_1por ¥ PorPors1

son II-equivalentes.

Veamos ahora que las aristas de la forma popori1 son Il-equivalentes a las aristas

DP2k+1P2k+2-

En el matching M existe un camino alternado par ), entre v y p; que no utiliza
aristas de P. Existe un camino alternado de longitud par @3 entre p; y pogio (ya
que P era un camino alternado y ambos vértices estan en posiciones pares). Sea
Q@ el camino que surge de extender el camino )7 por (J5. Si se alternan las aristas

de () se obtiene un matching M; tal que el vértice porio no estd saturado. Sea

159



5. Estudio Poliedral

My el matching que surge de sacar la arista pogporr1 de My y agregar la arista

P2k+1P2k+2-

Sea Col; el coloreo que surge de asignar el color kg a las aristas del matching, k; a la
arista pory1porie v todas las demaés aristas de color tinico. Como entre los vértices
de S no existen conflictos de grado 2, es valido el corolario 5.5.0.1. Entonces Coly
es un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece

a la cara.

Usando el lema 5 con los matchings My y My vale que pop_1por ¥V PorpPors1 Son

[I-equivalentes.
Por lo tanto, todas las aristas del camino P son II-equivalentes.

En el matching M existe un camino alternado par (J; entre v y p; que no utiliza
aristas de P. Existe un camino alternado de longitud par Q2 entre p; y p;—1 (ya
que P era un camino alternado y ambos vértices estan en posiciones impares). Sea
@ el camino que surge de extender el camino ()1 por (J2. Si se alternan las aristas
del camino par se obtiene un matching M tal que el vértice p,_; no esta saturado.
El vértice p; es incidente a una arista del matching ya que My es un matching casi
perfecto. Sea pyt’ dicha arista. Como p;_; es la tnica arista del camino P adyacente
a p; entonce t' ¢ P. Sea My el matching que surge de sacar la arista p;t’ de My

agregar la arista p;_1p;.

Sea Col; el coloreo que surge de asignar el color kg a las aristas del matching, ki a la
arista p;_1p; y todas las demas aristas con un color tnico. Como entre los vértices
de S no existen conflictos de grado 2, es valido el corolario 5.5.0.1. Entonces Coly
es un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distinguibles que pertenece

a la cara.

Usando el lema 5 con los matchings My y My vale que p,_1p; v pit’ son II-

equivalentes.

Por lo tanto las aristas de P y las aristas de H son Il-equivalentes.
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Para concluir con los resultados de II-equivalencia, probaremos que las aristas de
Gs) son II-equivalentes. Este es la propiedad principal que usaremos mas adelante

cuando demostremos la condiciéon de faceta de la desigualdad blossom.

Proposicion 5.5.5. Sea G = (V, E) un grafo. Consideremos la cara del poliedro
Pvpec inducida por la desigualdad blossom para un conjunto dado de vértices S,
con |S| impar, y ko € M, Gg el subgrafo de G inducido por los vértices de S y

(IT,y) una igualdad satisfecha por todos los puntos que pertenecen a la cara.
Supongamos que vale:
s No existen dos vértices en S de grado 2 que estén en conflicto.
= VT C By : v(Gipy) + v(Gpy) > 55
Entonces todas las aristas de G|s) son ll-equivalentes.
Demostracion. Por la proposicion 5.5.4 Gg es factor critico sin vértice de cor-

te. Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Lovasz y Plummer [45], existe una

descomposicién en orejas.

Sea Gig) = PhU P, +UPR, U---U P, tal que Py = K, P, es una oreja ciclo impar
y cada oreja P; es un camino impar abierto. Por el lema 3 podemos afirmar que
existen v € S'y un matching M de G|g) de cardinal m% tal que existe un camino
alternado de longitud par entre v y cualquier vértice del grafo y cada oreja es un

camino alternado.

Vamos a probar la II-equivalencia de las aristas de G[S]| por induccion en la des-

composicion del grafo.

Caso base G; = PyUP,. En este caso G; es un ciclo alternado impar en el matching

M, por el lema 4 todas las aristas son Il-equivalentes.

Paso inductivo. Supongamos que vale que todas las aristas de GG;_; son

[T-equivalentes.
Veamos que podemos aplicar el lema 6 en el grafo G;_; y el camino P,.

» G;_1 y P son subgrafos de Gg).
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» (7;_1 es un grafo factor critico sin vértice de corte por el teorema 1.
» Todas las aristas de GG;_1 son Il-equivalentes por hipotesis inductiva.
= P tiene longitud impar por el teorema 1.

= P es una oreja abierta por el teorema 1 por lo tanto los extremos de P son

vértices distintos y son los tinicos que pertenecen a los vértices de G;_1.

= Por el lema 3 existe un matching M casi perfecto de G tal que existe un
vértice v de G;_1 que no esté saturado, el camino P; es alternado y existe un
camino de longitud par entre v y cualquier vértice de GG;_; que no incluye a

los vértices de P;.
Por lo tanto, todas las aristas del grafo G; = G;_1 U P; son Il-equivalentes.

Como G[S| = PyU PLUP,U---U P, obtenemos que todas las aristas de G[S] son

[I-equivalentes.

5.5.3. Faceta blossom

Las definiciones y resultados presentados anteriormente sirven para demostrar el

resultado principal sobre la condicién de faceta de la desigualdad blossom.

Proposicién 5.5.6. Sea un grafo G = (V, E) tal que existe un coloreo propio de
aristas con vértices adyacentes distinguibles que utiliza m—1 colores. Consideremos
S C V un conjunto de vértices de cardinal impar mayor o igual a 5, kg € M y la

desigualdad blossom:
S| -1
Z Auwkg S T
wEkg)

stendo Gg) al subgrafo inducido por los vértices de S y Ejg) el conjunto de aristas

entre los vértices de S. Supongamos que:

» No existen dos vértices en S de grado 2 que estén en conflicto
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« VT C Eig) : v(Gpay) + v(Gpy) > 22

Entonces la desigualdad blossom define una faceta de Pi\opec-

Demostracion. Notemos que debido a las hipotesis, podemos afirmar que la cara

es propia y que, a partir de cualquier matching de tamano \5\7—1 podemos construir

un punto que pertenece a la cara (corolario 5.5.0.1, proposicion 5.5.4).

En primer lugar veamos que las condiciones son necesarias.

= Sean u y v dos vértices de grado 2 en conflicto que pertenecen a S. Entonces
existe v’ € N(u) y v' € N(v) tal que v’ # vy v' # u. Dado que u y v deben
ser distinguibles y las aristas adyacentes no comparten color entonces para

todo color k se satisface i + Quok + Qoo < 1.

Es decir, como la arista uv es incidente a las otras dos, entonces no puede
compartir el color k£ con ninguna de ellas. Por otro lado, las aristas uu’ y vv’

no pueden compartir el color k ya que u y v no serian distinguibles.

Afirmamos que, en el caso de coloreos que pertenezcan a la cara, se satisface

la siguiente igualdad :

Ay’ ko + Ay + Ayv'ky = 1

S1 Ay iy + Quvky + Gk, = 0 entonces vy v no son incidentes al color ky. Para
pertenecer a la cara debe existir un matching en Gs) de cardinal |S|T—1 cuyas
aristas tengan asignado el color ky. Por lo tanto a lo sumo un vértice puede
no tener una arista incidente con color k. Entonces no existe un punto en

la cara tal que la suma es 0.

Esta ecuacion es linealmente independiente de las ecuaciones del sistema

minimal y de la ecuacion que define la cara.

Las ecuaciones (5.1) son las tinicas en las que aparecen las variables x4,
por lo cual el coeficiente usado para la combinacion lineal debe ser nulo. Las
ecuaciones (5.2) son las tinicas donde aparecen las variables a,.x, para k # ko,
por lo cual el coeficiente usado para la combinacién lineal debe ser nulo. Nos

queda entonces como tnica posibilidad que sean miultiplo de la ecuaciéon que
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define a la cara. Pero esto no es posible ya que en cada caso, faltan variables
que estan presentes en la ecuacion que define la cara (|S| > 3). Entonces la

desigualdad blossom inducida por el conjunto S no define una faceta.

= Supongamos que existe una particion de aristas 7" tal que v(G) +v(G ) <
[S|=1
.

e Siv(Gi) +v(Gp) = % Todo punto en la cara cumple que el sub-
grafo inducido por las aristas de 7'y de T tiene una cantidad de aristas
asignadas con el color ky equivalente al matching maximo. Entonces

obtenemos la igualdad:

Z Auvky = V(G[T])

uveT

Esta ecuacion el linealmente independiente de las ecuaciones del sistema
minimal y de la ecuacion que define la cara (deduccion similar al caso

anterior).

e Siv(Gin) +v(Gip) < ‘S|T_1 Como v(Gry) +v(G i) > v(Gis)) entonces
resulta que v(G[9]) < m% Pero dadas las hipotesis sabemos que existe
un matching de este tamano en el grafo G|g. Por lo tanto no puede

ocurrir este caso.

Veamos ahora que estas condiciones son suficientes para demostrar que la desigual-
dad blossom define una faceta de P \ope.. Para eso, demostraremos que cualquier
igualdad valida para la cara definida por la desigualdad (5.65) es una combinacion

lineal del sistema:

Zauvk:xuk YueVANkEkeM

Zauvkzl Yuv € B
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Consideramos la siguiente igualdad vélida en la cara:

IT = Z I e Quk + Z IL = T

wekl ueV
keM keM

Sean i, Buww v 0 los multiplicadores asociados a cada una de las ecuaciones res-
pectivamente.

Si II fuera una combinacion lineal de las igualdades entonces deberia cumplirse

que:

12, = —aus VueV.Vke M (5.69)
I, = uk + Qo + Buo Siug SVoug¢gs (5.70)
IS, = ok + ke + Buo Si {u,v} C SAk £k (5.71)
I 0 = Quky + kg + Buw + 0 Si {u,v} C S (5.72)

Sean @ y © dos vértices adyacentes pertenecientes a Sy sea ky # ko. Definimos los

siguientes multiplicadores :
» u a partir (5.69): ay, = 15, Vu e V,ke M

» B a partir de (5.70) y (5.71) y k = ki1 Buy = 115, + 115, + 113,

» §apartirde (5.72) y u = @, v = 0:0 = Uy, +II5, +115, —TI1%;, +115, +115,

Para demostrar que esta definiciéon de los multiplicadores es consistente se deben

cumplir las siguientes condiciones:

1. Si u y v no pertenecen los dos a .S entonces [3,, no dependen del color k;.

uvk1 +Hwk: +IL,, = 115, + 115, + 110, Vk € M,k # k, (CBI)

2. Si{u,v} C S entonces S, no dependen del color k;.

e, +I°, 4+ 02, =12, + 1% + 102, Vk#ke ki (CB2)
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3. 0 no depende de la arista uv.

uvk:o + Huko + H'vk:o uvkl + Hukl + Hvkl =

'u.'vko + H + H'vko u'ukl + Hukl + H'vkl Vuv S E’ {U, ’U} C S

(CB3)

A continuacion demostraremos la validez de cada una de las identidades derivadas.
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e, +02%, 4102, =102 4112, +11%, Yk # ko, ki, [{u,v}NS| < 1

Supongamos u ¢ S (v ¢ S es andlogo). Analizamos diferentes casos:

o k # ki, kq. Consideramos un coloreo C'ol; que no utiliza el color £ en

el grafo y el tnico color asignado a mas de una arista es ko que se

-1
1 % . Como

repite en las aristas de un matching de Gs) de cardina
ya vimos, dadas las hipotesis, C'ol; resulta un coloreo propio de aristas

con vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara.

Suponemos que la arista uv tiene asignado el color k. A partir de Coly,
nos construimos el coloreo C'oly que cambia el color de la arista uv al
color k. Ya que u ¢ S, la arista tiene asignado un color tnico k; distinto
a kg. Como k no era utilizado en el coloreo C'ol;, no puede presentarse
ningtn conflicto por cambiar el color y es un coloreo propio de aristas.
Ademaés, como tampoco cambiamos los colores de las aristas que tienen
asignado el color ko entonces, Coly pertenece a la cara. Teniendo en
cuenta que Col; y Coly difieren sélo en el color de la arista uv, la

diferencia en los valores de las variables (X, A) asociadas a Coly y Coly

son:

Coly __ Coly __ Coly __
auvkl - 17 uky T 1’ vk T 1
COlQ _ COlQ _ COlQ _
auvk - 17 uk 17 vk T 1

Como los dos coloreos pertenecen a la cara, satisfacen

Haac’oh + meCOh — HaaCOZQ + HxxColg
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y por la diferencia de los valores entre las variables, concluimos que:

@ I I, =T, + 1%, + 115, Yk € M,k # ki, ko

uvky uk1 vkq

]{7:]{70.

Si v € S definimos Col; un coloreo basado en un matching de tamano
|S|—1
2

es el color asignado a todas las aristas del matching y el resto de las

en el subgrafo Gjg_g,)) (existe por proposicion (5.5.4)) donde kg

aristas tiene colores distintos. Sin pérdida de generalidad, suponemos
que la arista uv tiene asignado el color k;. A partir de Coly, definimos
un nuevo coloreo Coly que se obtiene al cambiar el color de la arista
uv al color ky. Como u y v no tienen una arista incidente del color kg
entonces C'oly es un coloreo propio de aristas. Los tnicos conflictos que
pueden verse afectados por este cambio son los que involucren a u o
v. Analicemos que ocurre. Si z ¢ S tiene conflicto con u o v, ninguna
arista incidente a z tiene asignado kg, y todas son tinicas en su color por
lo que los vértices resultan distinguibles. Si z € S tiene conflicto con wu,
como el grado de z en el subgrafo Gg) es mayor o igual a 2 (propiedad
B5), entonces existe una arista incidente a z tnica en su color que no
tiene asignado el color ky. Entonces z es distinguible de u por ese color.
Por tltimo si v esta en conflicto con z € S, como el grado de v es mayor
o igual a 2 en el subrafo Gg) entonces v tiene por lo menos otro vecino
z € S. Como los colores asignados a vz y vZ son tinicos y distintos a ko,

entonces v se distingue de z por el color de la arista vz.

Si v ¢ S entonces consideramos cualquier coloreo Col; que pertenezca
a la cara que asigne el color k; a la arista uv. A partir de C'ol; nos cons-
truimos el coloreo Col, donde a la arista uv le asignamos el color kg y
el resto de las aristas no cambian de color. Como u y v no pertenecen
a S, entonces ninguna arista incidente a ellos tiene asignado el color kg
en Coly, por lo cual Coly es un coloreo propio de aristas. Los tnicos
conflictos que pueden verse afectados por este cambio son los que invo-

lucren a w0 v. Si z ¢ Sy estd en conflicto con u o v, entonces no tiene
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ninguna arista incidente con color ky y por lo tanto se distinguen por
ese color. Si z € S entonces como z tiene grado mayor o igual 2 en el
subgrafo G|g), entonces tiene una arista incidente con un color distinto
a kg. Como el tnico color repetido en los coloreos es kg, entonces se

distinguen por ese color.

En conclusiéon, en todos los casos nos hemos construido dos coloreos
donde la diferencia entre ellos es el color de la arista uv. Siguiendo el
mismo razonamiento sobre la diferencia entre las variables de ambos

coloreos que hicimos para k # kg, llegamos a la ecuacion requerida.

« CB2:

u'uk1 + Hukl + H:kl = szk + Hik + ka Vk # ko, k1,u,v € S

Por la propiedad B3, existe un matching de tamano |S| !

en el subgrafo G'g
que no utiliza la arista wv. Definimos un coloreo C’ol1 tal que las aristas
del matching tienen asignado el color kg y el resto de las aristas tiene un
color tnico. Sin pérdida de generalidad, asumimos que la arista uwv tiene
asignado el color k; y no se utiliza el color k ya que al menos dos aristas
repiten el color ky. A partir de C'ol; nos construimos un coloreo donde a la
arista uv le asignamos el color k y el resto de las aristas conservan su color.
Como k, ky #, kg, la nueva asignaciéon define un coloreo propio de aristas con

vértices adyacentes distinguibles que pertenece a la cara.

En conclusién, la diferencia entre los dos coloreos es el color de la arista
uv. Siguiendo el mismo razonamiento sobre la diferencia entre las variables
de ambos coloreos que hicimos en el caso anterior, llegamos a la ecuacion

requerida.

« CB3:

uvko + H + Hvko u'uk:1 + Huk:1 + H'vkl =
u'vk:o + H + Hvkzo u'vkl + Hukl + Hvkl Vuv S E? {u? ’U} - S
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Esta condicion es la que hemos definido en la secciéon 5.5.2 como

II—equivalencia. Es decir, para cada par de aristas en (7[s) queremos mostrar
que son II-equivalentes. Por hip6tesis sabemos que se cumplen las condiciones
necesarias para la proposicién 5.5.5. Entonces todas las aristas de Gig) son

[1-equivalentes.

Por lo tanto la definicién de los multiplicadores es consistente. Entonces, toda
igualdad valida en la cara definida por la desigualdad (5.65) resulta combinacion
lineal del sistema minimal y de la ecuacién que define la cara, utilizando los mul-

tiplicadores determinados.

Bajo las hipotesis mencionadas concluimos que la desigualdad (5.65) induce una

faceta en el poliedro.

5.6. Desigualdades validas para el modelo POLI

A lo largo de este capitulo hemos caracterizado desigualdades para el modelo EXP
y mostramos que inducen facetas en el poliedro asociado bajo ciertas condiciones.
En esta seccién nos enfocaremos en el poliedro asociado al modelo POLI, el que
tiene una cantidad de restricciones de orden polinomial con respecto al tamano del

grafo.

Recordamos que el modelo POLI tiene variables binarias de tres tipos: a,, (indica
que la arista uv tiene asignado el color k), z,; (representa que una arista incidente
a u tiene asignado color k) y para vértices u, v en conflicto, wy.x (denota que los

vértices u, v difieren en el color k).

La primera observacién es que las facetas del modelo EXP también resultan de-
sigualdades validas para el modelo POLI, ya que utilizan las variables que estan
presentes en ambos modelos. Sin embargo, no hemos podido determinar si definen
facetas en el modelo POLI, pues no tenemos una descripcion del sistema minimal

de ecuaciones asociado al poliedro.

A pesar de la dificultad de poder caracterizar el sistema minimal, pudimos encon-

trar desigualdades validas y una igualdad valida bajo ciertas condiciones.
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5.6.1. Igualdad valida

Consideremos u,v € V, uv € E tal que deg(u) = deg(v) = 2. Sean v’ € N(u),
w #£vyv € N(v), v # u. La siguiente ecuacion es satisfecha por todos los puntos

del poliedro asociado al modelo POLI:

VuwveE deg(u)=deg(v)=2

Wypk = Quu'k + Quo'k w o' €E

Como los vértices tienen grado 2, entonces las aristas uu’ y vv’ deben tener asignado
colores diferentes. Por lo tanto, si los vértices difieren en el color £, entonces alguna
arista incidente a los vértices en conflicto debe tener el color k. Si los vértices no
difieren en el color k, entonces ninguna de las dos aristas uu’ y vv’ pueden tener

asignado el color k.

5.6.2. Desigualdades validas

Caracterizamos 4 familias de desigualdades validas que no estan implicadas por
las restricciones del modelo y que pueden ser utilizadas para mejorar la relajacion
lineal del modelo POLI.

= Desigualdad 1: Esta desigualdad es una version reforzada de la restriccion
(3.2):

Wyok + 20yt < Tuk + Tok Vk € M,uwv € E,deg(u) = deg(v)

Si ambas variables del lado izquierdo de la desiguldad son nulas, la desigual-
dad es trivialmente vélida. Si la arista uwv tiene el color k, entonces estos
vértices no pueden diferir en el color k y ambos lo utilizan. Si la arista uv
no tiene el color £ y los vértices difieren en el color k, entonces uno de ellos

tiene una arista incidente que tiene asignado el color k.
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» Desigualdad 2: Consideremos un subgrafo K3 con vértices uy,us y ug
tal que deg(uy) = deg(us) = deg(ug). Si una arista ujus del subgrafo tiene
asignado el color k, entonces los dos vértices incidentes, u; y ug, tienen el
color k en su conjunto de colores. Por lo tanto el tercer vértice del subgrafo,
us, difiere en el color k£ con ambos o con ninguno de ellos. La siguiente

desigualdad esta basada en esta propiedad:

sk + Woyugk < 14 Weygugk Vk € M, uug, uyus, ugus € B

deg(ur) = deg(uz) = deg(us)

= Desigualdad 3: De manera similar al caso anterior, si u; y usy difieren en
el color k, entonces ug difiere con al menos uno de ellos en ese color. Esto se

modela con la siguiente desigualdad:

Wyyugk < Wypusk + Wasusk Vk € M, ujug, ugug, ugug € E

deg(ur) = deg(uz) = deg(us)

» Desigualdad 4: Consideremos un vértice z tal que {u,v} C N(z),uv € E'y
deg(u) = deg(v). Si una de las aristas incidentes a z y a u o v tiene asignado
el color k, entonces los vértices u, v se distinguen en el color k£ o hay alguna
otra arista incidente a ellos que utiliza el color k. Esto se modela con la

siguiente desigualdad:

Qo zk + Qyzk S Wk + Z Ay v'k vk € M,Z € ‘/a {U,’U} g N(Z)7

u'v'eE
u'e{u,v}
v'#£u,v,z

wv € E, deg(u) = deg(v)

Otra manera de expresarla:
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Qauzk + 2avzk + 2auvk S Wyvk + Luk + Lok Vk S M; S ‘/7 {u7 U} g N(Z)a
w € E, deg(u) = deg(v)
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En este capitulo presentamos el algoritmo Branch and Cut desarrollado para re-
solver el problema AVDSECP.

Los algoritmos Branch and Cut consisten en la utilizacién de una técnica algo-
ritmica conocida como backtracking. El algoritmo recorre un arbol de problemas
donde cada nodo del arbol representa un subproblema del problema original. En
cada nodo se resuelve la relajacion lineal del subproblema que representa y, en

funcién de los resultados, decide si ramificar el nodo o cerrarlo.

Las cotas inferiores van a ser muy importantes para reducir el tamano del arbol,
ya que podrian indicar que no hay necesidad de explorar ciertas ramas (poda). En
nuestro contexto, la cota inferior asociada a un nodo corresponde al valor de la
funcion objetivo de la relajacion lineal del subproblema que representa. De aqui la

importancia de tener relajaciones lo mas ajustadas posibles.

En el capitulo 5 presentamos una serie de desigualdades validas para los dos mode-
los, que utilizaremos como planos de corte dentro del algoritmo Branch and Cut.
Por lo tanto, debemos contar con algoritmos de separacién para ir agregandolos
dindmicamente a la formulacion y, de esta manera, reforzar las relajaciones bajo
demanda. Si bien los cortes permiten reducir el tamano del poliedro, a veces esto
no se refleja directamente en el rendimiento del algoritmo, ya que las rutinas de
separacion requieren de un tiempo de computo adicional. En algunos casos con-
viene utilizar politicas de insercién de cortes particulares. Este delicado equilibrio

entre refuerzo vs tiempo debe ser tenido en cuenta.

Ademaés, es importante contar con cotas superiores para el problema. Estas co-
tas, en conjuntos con las cotas inferiores, nos posibilitan descartar los nodos que
no resulten prometedores. Para obtener cotas superiores, utilizaremos una de las

heuristicas presentadas en el capitulo 4. Ademés de proveer una solucion inicial,
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también nos permiten encontrar soluciones en nodos intermedios del arbol utili-

zando informacién del subproblema asociado.

En este capitulo detallamos el desarrollo propuesto para nuestro algoritmo Branch

and Cut, analizando cada una de sus componentes.

6.1. Planos de Corte

El estudio poliedral sobre el problema proporcioné un conjunto de desigualdades
que son vélidas tanto para el modelo POLI como para el modelo EXP. Ade-
més vimos que, en el caso del poliedro asociado a EXP, existen 3 familias de

desigualdades que inducen facetas.

Ahora nuestro objetivo es utilizar estas desigualdades como planos de corte dentro
de un algoritmo Branch and Cut. Al resolver la relajacion lineal en un nodo del
arbol de Branch and Cut nos interesa saber si existe una desigualdad valida que
es violada por el punto fraccionario 6ptimo de la relajacion lineal y, en caso de que
existiera alguna, agregala al modelo. Hay dos cuestiones a resolver para convertir
una desigualdad valida en un corte eficaz. Primero, se debe tener un algoritmo efi-
ciente para decidir qué desigualdades estan violadas por el 6ptimo de la relajacion
lineal. Es decir, dado un punto fraccionario se deben encontrar las desigualdades

que no se satisfacen en dicho punto.

El segundo tema a resolver es decidir el criterio para agregar estas desigualdades
como planos de cortes. Podria ocurrir que la cantidad de desigualdades violadas
en puntos fraccionarios sea muy grande. Si bien agregar desigualdades al modelo
ayuda a descartar puntos fraccionarios, a veces puede resultar contraproducente,
pues el tiempo necesario para resolver la relajacion lineal crece en funcion del

tamano del modelo (cantidad de restricciones en este caso).

A continuacion describiremos los algoritmos desarrollados para encontrar desigual-

dades violadas de cada una de las familias.
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6.1.1. Desigualdades validas para el modelo POLI

En la seccion 5.6 mostramos desigualdades validas para el modelo POLI. La can-
tidad de estas desigualdades esta acotada por el cubo de la cantidad de vértices del
grafo. Esta cota nos permite para estas familias buscar los cortes de forma exhaus-
tiva, es decir, recorrer todas las ternas posibles de vértices buscando desigualdades

violadas.

6.1.2. Desigualdades validas d-Color

En la seccion 5.3 estudiamos desigualdades basadas en un par de vértices u y v en
conflicto. Para cada conflicto se debe seleccionar un conjunto de colores de tamano

deg(u) para definir la desigualdad.

Mientras que en el modelo POLI esta familia de desigualdades nos permite reducir
el conjunto de soluciones fraccionarias, en el segundo modelo es necesaria para
modelar el conjunto de soluciones enteras factibles. Por lo tanto, EXP necesita
para ser correcto de una cantidad exponencial de desigualdades, haciendo que no
sea eficiente considerar a todas en el modelo inicialmente debido a su cantidad.
Por supuesto tampoco es conveniente recorrerlas exhaustivamente para encontrar
alguna que esté violada por el 6ptimo de la relajacion lineal. Por lo tanto, debemos
agregar las desigualdades a demanda, aun cuando el 6ptimo de la relajacion lineal

no sea un punto fraccionario, utilizando un algoritmo de separacion eficiente.

Entonces, el problema que debemos resolver es determinar de forma exacta si algu-
na desigualdad d-Color es violada. Es decir, dado un punto, si existe desigualdad
d-Color violada por el punto, el algoritmo debe retornar al menos una. Observe-

mos que estas desigualdades se pueden reescribir de la siguiente forma:

Z(%k + Tox) + Z agsr < 2deg(a) — 1.

kes’ k¢S’

Como sabemos que Y agsr = 1 — > aask, reemplazando obtenemos:
k¢S’ keS’
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Z(%k + Tor — aggr) < 2deg(a) — 2.
kes’

Desarrollamos el siguiente algoritmo basandonos en la reescritura de la desigual-
dad:

Algoritmo 7 Algoritmo de Separacion desigualdad d-Color

1: Funciéon CORTECONJUNTOSD (2*,a*)

2 for (@, v) arista conflictiva de grado d do
3 W 0

4: for k € M do

5: Agregar 7}, + 2%, —ai;. a W.

6 Fin for

7 Ordenar W de mayor a menor

8 suma <— Suma de los primeros d colores de W
9: if suma > 2d — 2 then

10: Agregar plano de corte

11: Fin if

12: Fin for

13: Fin Funcion

El algoritmo recorre todos los pares de vértices en conflicto y determina cudl es el
conjunto de colores que maximiza el lado izquierdo de la desigualdad. Para esto
analizamos todos los colores calculando cuanto aporta cada uno en la desigualdad,
y los ordenamos en forma creciente segun este valor. Al tomar los primeros deg (@)

colores, tendremos el valor méximo posible del lado izquierdo de la desigualdad.

6.1.3. Desigualdades validas (d-1)-Color

Al igual que en el caso anterior, nos interesa poder encontrar desigualdades que
no sean validas para un punto dado. Aunque estas desigualdades no son necesarias
para la correctitud del modelo, es razonable esperar que mejoren la relajacion
lineal del mismo. El algoritmo es similar al anterior: por cada conflicto se calcula
el conjunto de d — 1 colores con mayor valor utilizando la misma reescritura que

en el caso de la desigualad d-Color.
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6.1.4. Desigualdades validas blossom

Analizamos tres opciones para identificar desigualdades blossom violadas:
= Basadas en conjuntos de 3 vértices.
= Basadas en conjuntos de 5 vértices.

= Basadas en conjuntos de cualquier tamano de vértices.

Conjuntos de 3 vértices

Queremos ver si la desigualdad

Gk + Quwk + Cpwr < 1 Vk e M, {u,v,w} CV, wo,uw,vw € E

esta violada en un punto fraccionario dado.

En este caso, podemos revisar todos los conjuntos de vértices de tamano 3 exhaus-
tivamente, buscando que se viole la desigualdad blossom. De ser asi, se agrega el
corte a la formulaciéon. Lo complejidad temporal de este algoritmo es O(n3) por

cada color.

Conjuntos de 5 vértices

Los algoritmos de separaciéon deben ser rapidos para no influir significativamente en
el tiempo total de resolucion del algoritmo Branch and Cut. Teniendo en cuenta
esto, revisar todos los conjuntos de tamano cinco y todos los colores, se vuelve
computacionalmente costoso. La desigualdad blossom con cinco elementos se puede

escribir como:

d ap <2 VkeM,SCV, |S|=5

1JEEg)

Un conjunto S tendra mas potencial de generar una desigualdad violada cuanto

mayor sea la cantidad de aristas asignadas a un mismo color en Eg. En base a
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esto, dado un color, ordenamos las aristas por su valor en la relajacion en dicho
color. Luego se toma el par de aristas con mayor valor en la relajaciéon con vértices
disjuntos, de manera que ya hay 4 vértices elegidos. Finalmente se recorren los

vértices para escoger al quinto de manera tal que se maximice Y ;. Sila
ijEE[S]
desigualdad asi definida es violada, se agrega el corte.

Teniendo en cuenta que la cantidad de aristas esta acotada por O(n?), la comple-

jidad de este algoritmo es O(n3log(n)).

Conjuntos de tamano arbitrario

Por dltimo buscamos un algoritmo que pueda separar de forma exacta cualquier

desigualdad blossom violada. Recordemos la desigualdad genérica:

S| —1
Z aijk.§| |2 Vke M, SCV,|S|impar

iJEEg)

Proposicion 6.1.1. Consideremos k € M y (a*, s*) una solucidn factible fraccio-

naria. Sea s, =1— > a’,,. para todo v € V. Entonces
v'EN(v)

gl —
> ap, > HTlﬁZafjk+Zs;k<1

1JEEg) €S veS
Jgs

Demostracion. Consideremos la siguiente expresion:

2 Z a’z]k + Zawk + stk

ij€EE[s i€S veS
= Jj¢s

Utilizando la definicién de s}, reemplazamos y obtenemos:

2 Z z]k+z zgk+|S| Z Z vv’k

ij€Eg ;;g vES v'EN(v)
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Si ahora dividimos la vecindad de cada vértice entre aquellos vecinos que pertene-

cen a S 0 no, obtenemos la siguiente ecuacion:

2 Z z]k+z zgk+|S| Z Z Uv’k:+ Z vv’k |S|

ijEEg) zé,g' veS \veN(v)NS v eN(v)NS
J

Entonces, si

deducimos que

’S‘_QZ l]k_'_z z]k+z vk>‘S|_1+Z z]k+zsvk

1JEEg) €S veES €S veES
J¢s J¢s

Por lo tanto, si la desigualdad blossom esta violada, esto implica que:

1 >Za;‘jk—l—z.§:k

€S vES
jgs

Con los mismos argumentos se obtiene la implicacién inversa.

]

De esta manera cambiamos la formulacién del problema de separacion al de encon-

trar un conjunto de vértices S de cardinal impar que cumpla ) aj;,+ > s5, < 1.
;ég vES

Podemos modelar este problema como uno de corte de capacidad minima en un

grafo G = (\7, E) con capacidad en sus aristas, cap : E — R, y un vértice distin-

guido, r. Un corte en este grafo es un conjunto de vértices S C V tal quer ¢ Sy

su capacidad es > cap(e).
e=ijeEicS,jeV\S
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Para esto, definimos para cada color k el grafo Gy = (V,E) con V =V U {r} y
E={ijeE: aj, > 0y U{rv v € VAsy > 0}, y la funcion de capacidad

cap : E — R como cap(e) = s%,, si e = rv y cap(e) = ajsie=ij € k.

La capacidad de un corte S de Gy, es:

apS)= S eple)= S eapl)+ S caple) =

e=ijeb,icS,jeV\S e=ijEE €S, jEV\S e=rveEveS

Dt ) S

;;g veS
Por lo tanto, el problema de separacion para las desigualdades blossom para un
color k es equivalente a encontrar un corte S de G}, de cardinal impar, tal que
cap(S) < 1. Con este fin, buscaremos el corte de cardinal impar con capacidad
minima de este grafo. Si esta capacidad es menor a 1, habremos encontrado una

desigualdad violada por (a*, s*) para el color k.

Este problema esta estudiado en la literatura [56]. Nosotros utilizamos el arbol
Gomory-Hu, una representacion de los cortes de capacidad minima del grafo, para

encontrar los cortes impares.

Teniendo en cuenta que la cantidad de aristas esta acotada por O(n?), la com-
plejidad de esta rutina consiste en construir el arbol de Gomory-Hu en O(n?) y
luego buscar un corte de cardinal impar en O(n?). Por lo tanto, si bien este algo-
ritmo permite encontrar desigualdades blossom violadas de cualquier cardinal, es

computacionalmente mas costoso que los algoritmos anteriores.

6.2. Heuristica Inicial

El tamano del arbol de bisqueda es un factor determinante en la performance
de los algoritmos de Branch and Cut. La finalidad de proveer al algoritmo de una
heuristica inicial es contar desde el inicio con una solucion factible de buena calidad

que permita una poda eficiente del arbol. En el capitulo 4 definimos distintas
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heuristicas para el problema AVDSECP. De acuerdo al analisis que hicimos y
reportamos, decidimos utilizar la heuristica golosa (algoritmo 2 secciéon 4.1) para

obtener una soluciéon inicial.

6.3. Heuristica Primal

A medida que se van procesando las relajaciones en los nodos del arbol de biisque-
da vamos obteniendo informacion que puede ser utilizada para encontrar buenas
soluciones factibles. Este es el propoésito de la heuristica primal, es decir, obtener
una solucion factible de AVDSECP a partir de la solucién 6ptima de la relaja-
cion lineal, utilizando los valores fraccionarios de las variables como una fuente de
informacion para asignar colores a las aristas del grafo cumpliendo con todas las

restricciones de nuestro problema.

Comenzamos considerando las variables a,,; asociadas a las aristas con valor en la
solucién fraccionaria mayor o igual a 0.5 y ordenamos estas variables de menor a
mayor. Recorriendo esta lista siguiendo el orden, cuando consideramos la variable
Guok, S1 la arista wv atin no ha sido coloreada en este proceso, le asignamos el
color k, verificando antes que el color sea factible en cuanto a no violar ninguna
restriccion de coloreo propio de aristas ni de distinguibilidad de vértices adyacentes.
En caso de que no se pueda hacer esa asignacion, se ignora y se procede a analizar
la siguiente variable de la lista. Al finalizar este proceso, se tendra una asignaciéon

parcial con la cual invocar al algoritmo de extension 1 (seccion 4.1) .

Si la solucion asi obtenida tiene valor de funciéon objetivo menor que la mejor
solucion conocida hasta el momento, se reemplaza ésta por la encontrada por la

heuristica primal.

6.4. Estrategias de Branching

Entre las funcionalidades que brinda la libreria de CPLEX se encuentra la posibi-

lidad de controlar el proceso de branching mediante un orden de prioridades entre
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las variables. A cada variable se le asigna una prioridad que es usada para selec-
cionar la variable fraccionaria sobre la cual se realizara la generacion de los nuevos
nodos del arbol de busqueda. Frente a dos variables fraccionarias candidatas, se

elige la de mayor prioridad.

Aprovechando esta herramienta, hemos considerado diferentes 6rdenes de priori-
dad:

» Estrategia de branching por defecto de CPLEX.

= Bri: x; tiene mayor prioridad cuanto mayor es el k. Si hubiera empate
o ninguna de estas variables es fraccionaria, CPLEX toma el control de la

decision.

» Br2: x; tiene mayor prioridad cuanto mayor es el k£ y cuanto mayor es el
grado de 7. Si hubiera empate o ninguna de estas variables es fraccionaria,
CPLEX toma el control de la decision.

» Br3: x; tiene mayor prioridad cuanto mayor es el &, luego las variables a;j
se priorizan segtn la cantidad de conflictos en los vértices ¢ y j. Si hubiera

empate, CPLEX toma el control de la decision.

» Brj: x;, tiene mayor prioridad cuanto mayor es el k, luego las variables a;j
se priorizan segin la cantidad de conflictos en los vértices ¢ y j. Si es una
arista entre dos vértices de igual grado tiene mayor prioridad. Si hubiera

empate, CPLEX toma el control de la decision.

= Brd: x; tiene mayor prioridad cuanto mayor es el k£ y cuanto mayor es el
grado de 7. Las variables a;j; se priorizan segin la cantidad de conflictos en

los vértices ¢ y j. Si hubiera empate, CPLEX toma el control de la decision.

= Br6: x;, tiene mayor prioridad cuanto mayor es el k£ y cuanto mayor es el
grado de 7. Las variables a;j; se priorizan segin la cantidad de conflictos en
los vértices ¢ y j. Si es una arista entre dos vértices de igual grado tiene

mayor prioridad. Si hubiera empate, CPLEX toma el control de la decision.
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6.5. Discusion de resultados computacionales

6.5.1. Instancias de pruebas y entorno de ejecuciéon

Para realizar los experimentos computacionales utilizamos una computadora con
procesador Intel i7 3.5GHz con 48 GB de memoria RAM, y Ubuntu 16.04 LTS
como sistema operativo. En todos los casos, los algoritmos se implementaron en
C++ con la interfaz de C de las librerias de CPLEX 12.7.

En esta seccién se considerd el mismo conjunto de instancias que en el capitulo

3.

6.5.2. Evaluaciéon del modelo POLI y cortes

Si bien el modelo POLI no es nuestro objetivo central, hemos caracterizado al-
gunas desigualdades véalidas que podrian mejorar la performance de un algoritmo
Branch and Cut y vale la pena evaluar su efecto al ser utilizadas como planos de

corte. Evaluamos cuatro algoritmos:

= Algoritmo POLI: corresponde al Branch and Cut por defecto de CPLEX
12.7 (utilizando un solo thread y todos los parametros por defecto) sobre el
modelo POLI.

= Algoritmo POLI-DV: corresponde al modelo POLI utilizando las desigual-

dades validas de ese modelo.

= Algoritmo POLI-DV+: adicionalmente agrega las desigualdades de conjuntos

de colores.
s POLI-CC" considera solo las desigualdades de conjuntos de colores.

En la tabla 6.1, para cada uno de estos algoritmos, reportamos el tiempo pro-
medio sobre las instancias resueltas y el gap final promedio sobre las instancias
no resueltas, agrupadas por tipo de instancia. Al final de la tabla, informamos el
promedio general y la media geométrica, asi como también los valores maximos

y minimos. En el caso de la media geométrica, usamos un desplazamiento de 10
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para el caso de tiempos y de 1 para el gap. Esta es una medida estandar ! utilizada
por la comunidad cientifica del area de programacion lineal entera, para comparar
performance de algoritmos 31, 41|. En todos los casos, entre paréntesis, figura la

cantidad de instancias sobre las cuales se reporta cada valor.

En primer lugar, notamos que POLI-DV no tiene buen rendimiento. Si bien tiene
un tiempo promedio y media geométrica inferior a POLI, se resuelve una instancia
menos. En esta instancia el algoritmo POLI requiere mas de 3000 segundos, motivo
por el cual se eleva el tiempo promedio. Si nos restringimos a las instancias resueltas
por ambos algoritmos, el promedio de tiempo de POLI desciende a 147 segundos
y no existe ninguna instancia donde POLI-DV supere a POLI. Si comparamos
el gap promedio y media geométrica sobre las instancias no resueltas, no se nota
una diferencia significativa, lo que indicaria que estas desigualdades vélidas no
aportan a mejorar el gap. POLI enumera, en promedio, 193503.5 nodos, mientras
que POLI-DV enumera 98326.2 nodos. El tiempo de procesamiento por nodo en
POLI-DV es 50 % mayor que en POLI, no sblo por el tiempo involucrado en la
separacion (alrededor de 8 % del total), sino también por el tiempo invertido en la

resolucion de las relajaciones.

Este tiempo extra por nodo no resulté tutil para alcanzar la optimalidad en mayor
cantidad de instancias ni para reducir el tiempo en el procesamiento del arbol de
bisqueda. En conclusion, las desigualdades no sélo no aportan a la performance

sino, que por el contrario, la perjudican.

Respecto a POLI-DV+, se evidencia claramente que con el agregado de todas las
familias de cortes se logra un incremento significativo en la cantidad de instancias
resueltas dentro del tiempo limite. Con el algoritmo POLI, el Branch and Cut
provisto por CPLEX, se resuelven 12 instancias, mientras que con POLI-DV+
casi se triplica esta cantidad (32 instancias resueltas). El promedio de tiempo y
media geométrica del algoritmo POLI-DV+ es significativamente mayor, debido
a que existen muchas instancias resueltas por este algoritmo y no por los otros.
Si nos enfocamos en aquellas instancias que son resueltas tanto por POLI como
por POLI-DV+ (12 instancias), la version con cortes promedia 277 segundos vs
los 387 segundos de POLI. Es decir, este algoritmo no solo resuelve mas instancias

sino que ademaés, resuelve en menor tiempo las que ya eran resueltas por POLIL

Thttps: //community.fico.com /s /blog-post /a5Q2E000000Dt0JUAS /fico1421
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Respecto al promedio de gap final entre instancias no resueltas, los cortes tuvieron
un impacto que se percibe en el gap final, que tiene un valor promedio de 0.95% y
media geométrica de 0.92 %, y en los valores méaximo y minimo. Mientras que con
POLI hay instancias con gap final superior al 6 %, con POLI-DV+ los gaps son

inferiores al 2 %.

En 22 instancias no resueltas (que representa el 91 % de las no resueltas), POLI-
DV+ encontré la solucion 6ptima, fallando la certificacion de optimalidad. En el
caso de POLI, esto ocurri6 solo en el 18 % (17 instancias sobre 44). Respecto a la
cota dual, POLI tiene un gap promedio respecto al 6ptimo de 2.45 %, mientras
que el valor correspondiente a POLI-DV+ es de 0.95%. Esto demuestra que las
desigualdades aportaron tanto para mejorar la cota dual como primal. La cantidad
promedio de nodos enumerados es de 62490.1, un tercio de los nodos enumerados
por POLI, y el tiempo de separacion promedio es de 12.97% del tiempo total.
Este comportamiento es similar a POLI-DV, pero en este caso, las desigualdades

aportaron significativamente a la performance general del algoritmo.

Debido a la pobre performance de las desigualdades vélidas propias del modelo
POLI, es razonable preguntarse si con las desigualdades de conjunto de colores
no serd suficiente para alcanzar los mejores resultados. Una primera evaluacion
respecto a la cantidad de instancias resueltas es que al no incluir las desigualdades
propias se resuelven 3 instancias menos. Esto ya es un factor que inclina la balanza
a favor de POLI-DV+. Si nos concentramos en las instancias resueltas por ambos
algoritmos (29 instancias), podemos observar que en el 56 % de ellas el algoritmo
POLI-DV+ es més rapido por un 36 % , mientras que POLI-CC vemos que es mas
rapido en el 44 % de las 29 instancias con una mejora de 28 % en promedio. En
conclusion, si bien las desigualdades validas propias de POLI no contribuyen por
si solas a mejorar el algoritmo Branch and Cut y las de conjunto de colores son

efectivas, la combinacion de ambas resulta ser la mejor opcion.

Un punto a destacar es que aun con el agregado de cortes, el modelo POLI no
logra obtener resultados comparables a los del modelo EXP en su version basica.
El POLI-DV+ resuelve un total de 32 instancias frente a las 44 instancias de un
Branch and Cut de CPLEX aplicado al modelo EXP. El tiempo promedio entre las
instancias resueltas por ambos algoritmos es de 892.30 segundos para el primero y

380.98 segundos para el segundo. Se confirma asi nuestra apreciacion inicial sobre
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que el modelo POLI no es un buena formulaciéon para resolver computacionalmente

el problema.

6.5.3. Evaluaciéon de modelo EXP y cortes de conjuntos de

colores

Para el modelo EXP, nuestra primera experimentaciéon esté enfocada en evaluar
la eficacia de las desigualdades validas cuando son utilizadas como planos de corte.
Comenzamos con las desigualdades de conjuntos de colores y consideramos dife-
rentes alternativas. Por un lado, como base para comparar, tenemos en cuenta el
modelo EXP sobre el cual experimentamos con el algoritmo Branch and Cut con
todos los parametros por defecto de CPLEX (algoritmo EXP-CPX) y con una ver-
sion donde los cortes de CPLEX no estén activados (algoritmo EXP). En ambos
casos, las restricciones 3.8 fueron tratadas como cortes, incorporandose al modelo
bajo demanda en el caso que la solucién de la relajaciéon lineal asociada a un no-
do tenga coordenadas enteras. La busqueda de restricciones violadas se realiza en
forma exhaustiva como describimos en la seccion 6.1. Respecto a las desigualdades

de conjuntos de colores, experimentamos con los siguientes esquemas:

s Algoritmo EXP-C1: se utilizan las desigualdades d-Color y los cortes
CPLEX no estan activos.

= Algoritmo FXP-CPX-C1: se utilizan las desigualdades d-Color y los cortes
CPLEX estan activos.

» Algoritmo EXP-C2: se utilizan las desigualdades (d-1)-Color y los cortes
CPLEX no estan activos.
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POLI POLI-DV POLI-DV+ POLI-CC
tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja | 1334.70(3)  0.4(3) | 1241.26(2) 0.45(4) 906.28(4) 0.33(2) 213.75(2) 0.39(4)
random  media | 11.73(6) - 22.89(6) - 46.19(6) - 214.04(6) -
alta 1.32(6) 1.7(6) 1469.88(2)  0.98(4) | 1192.08(2)  0.84(4)
A+2 alta 192.65(3) 0.28(1) | 379.71(3)  0.28(1) 16.04(3) 0.14(1) 322.42(3) 0.27(1)
baja - 5.38(10) - 5.54(10) | 1556.00(10) - 1513.61(10) -
regqular media 2.14(12) 2.33(12) | 1035.17(7)  0.36(5) | 1205.60(6)  0.42(6)
alta - 1.53(12) - 2.03(12) - 0.96(12) - 0.71 (12)
Promedio 387.70(12) 2.45(44) | 341.73(11) 2.68(45) | 928.01(32) 0.95(24) | 945.95(29)  0.78(27)
Med Geom 53.84(12)  2.11(44) | 54.04(11) 2.35(45) | 300.10(32) 0.92(24) | 311.52(29) 0.76(27)
Méximo 3028.82 6.12 2420.89 6.15 2951.4 1.80 2901.09 1.80
Minimo 0.42 0.24 2 0.3 0.29 0.24 0.25 0.25

Cuadro 6.1. Resultados de la experimentacion con el modelo POLI
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» Algoritmo EXP-CPX-C2: se utilizan las desigualdades (d-1)-Color y los
cortes CPLEX estan activos.

= Algoritmo EXP-C1C2: se utilizan las desigualdades d-Color y (d-1)-Color

y los cortes CPLEX no estan activos.

» Algoritmo FXP-CPX-C1C2: se utilizan las desigualdades d-Color y
(d-1)-Color y los cortes CPLEX estan activos.

Después de una experimentacion exhaustiva donde probamos diferentes estrategias
en el manejo de los planos de corte analizando efectividad y tiempo de corrida,

hemos definido los siguientes criterios:

= Se aplican planos de corte en nodo raiz y cada 6 nodos del drbol de busqueda.
= No hay limite en la cantidad de iteraciones por nodo.

= Desigualdades d-Color: por cada llamada a la rutina de separacion, se agre-

gan todas aquellas desigualdades que se encuentren violadas.
» Desigualdades (d-1)-Color: se agrega a lo sumo una por color.

= En el caso de la combinacion de ambas desigualdades, se alterna el llamado

a cada rutina.
= El umbral utilizado para decidir si un corte se encuentra violado es de 0.9.

= Los cortes provistos por CPLEX son administrados por las estrategias por
defecto.

Comenzamos realizando un andlisis del gap (respecto al 6ptimo) alcanzado al ter-
minar de procesar el nodo raiz para todas las versiones. En la tabla 6.2 reportamos
los resultados promedio segtn tipo de instancia, asi como también el valor prome-

dio general, la media geomeétrica, el maximo y el minimo.

En primer lugar podemos decir que agregar unicamente cortes (d-1)-Color no
s6lo no contribuye a mejorar el gap sino que, en muchos casos, lo empeora. Esto
se evidencia tanto con la opcion que incluye cortes por defecto de CPLEX como
en la opcién que no los incluye. En todos los algoritmos que no incluyen los cortes

por defecto de CPLEX, el gap promedio supera el 3% y hay instancias donde
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EXP EXP-C1 EXP-C2 EXP-C1C2 EXP-CPX EXP-CPX-C1 [EXP-CPX-C2 EXP-CPX-C1C2

baja 1.34 0.99 1.40 0.99 1.20 0.71 0.96 0.75

random  media  5.01 4.08 4.97 4.08 1.70 1.94 2.11 1.95

alta 2.43 2.34 241 2.34 2.11 1.86 2.21 1.81

A+2 7.53 6.93 7.36 6.93 1.86 1.27 1.91 1.27

baja  4.38 4.36 5.29 4.36 3.65 3.57 3.53 3.57

reqular media  2.68 2.69 2.84 2.69 2.31 1.75 2.27 1.77

alta 2.52 2.50 2.59 2.50 2.10 1.72 1.97 1.84

Promedio 3.37 3.18 3.58 3.18 2.27 1.95 2.24 1.98

Med Geom 4.84 4.55 5.09 4.55 3.42 2.92 3.40 2.93

Maximo 9.43 8.87 9.90 8.87 4.12 4.26 4.62 4.26
Minimo 0.94 0.70 0.99 0.70 0.73 0 0.65 0

Cuadro 6.2. Experimentacion con los cortes de conjuntos de colores: gap nodo raiz

se alcanza casi un 10 %. Cuando estos cortes estan activos, el gap se reduce de
manera apreciable, obteniéndose en algunas instancias disminuciones por encima

del 100 %.

Ante la presencia de cortes por defecto de CPLEX, los mejores resultados se ob-
tienen con la incorporaciéon de los cortes d-Color y, con valores muy cercanos
en promedio y en media geométrica, cuando se consideran tanto d-Color como
(d-1)-Color. Se observa también que los valores maximos y minimos de gaps se

reducen ante la presencia de estos cortes.

En conclusion, el impacto en la relajacion inicial es relevante para dos de las
estrategias de incorporaciéon de cortes: EXP-CPX-C1 y EXP-CPX-C1C2

A continuacion analizaremos la performance de estos cortes cuando se utilizan en
un algoritmo Branch and Cut. En las tablas 6.3 y 6.4 reportamos los resultados de
tiempo promedio entre las instancias resueltas y gap promedio entre las instancias
no resueltas de las diferentes versiones. En todos los casos, entre paréntesis, figura

la cantidad de instancias sobre las cuales se promedia.

EXP EXP-C1 EXP-C2 EXP-C1C2
tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja 55.59(1) 0.49(5) | 690.51(3)  0.39(3) | 336.23(2) 0.40(4) | 755.13(3) 0.37(3)
random  media | 814.37(4)  1.60(2) | 607.82(5) 0.78(1) | 511.25(5) 1.16(1) | 954.51(6) -
alta - 0.72(6) | 284.76(2)  0.75(4) | 1427.00(2) 0.80(4) | 308.73(2) 0.74(4)
A+2 alta | 134.82(2)  3.26(2) 2.02(2) 1.73(2) 25.80(2) 2.98(2) 2.38(2) 1.75(2)
baja | 1573.19(9) 1.08(1) | 904.66(10) - 2293.15(9) 1.10(1) | 826.88(10) -
reqular  media | 412.34(10)  0.33(2) | 295.01(12) - 478.55(12) - 271.88(12) -
alta | 840.67(7) 0.32(5) | 552.91(12) - 573.94(12) - 626.80(12) -
Promedio 840.89(33) 0.86(23) | 541.43(46) 0.84(10) | 895.51(44) 1.08(12) | 588.67(47) 0.84(9)
Med Geom 466.58(33) 0.73(23) | 302.33(46) 0.78(10) | 464.64(44) 0.94(12) | 325.15(47) 0.77(9)
Méximo 2438.27 3.69 2660.11 1.84 3085.29 3.23 2887.16 1.89
Minimo 0.57 0.26 0.12 0.37 0.31 0.32 0.14 0.32

Cuadro 6.3. Experimentacion con los cortes de conjuntos de colores: branch and
cut sin cortes CPLEX
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EXP-CPX EXP-CPX-C1 EXP-CPX-C2 EXP-CPX-C1C2
tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja | 499.13(5) 0.40(1) | 842.19(4) 0.24(2) | 662.47(5) 0.40(1) | 915.77(4) 0.32(2)
random  media | 0.68(6) 4.29(6) - 28.34(6) - 7.29(6)
alta | 1098.88(1) 0.67(5) | 1981.26(2) 0.87(4) | 704.50(2)  0.85(4) | 206.41(2) 1.04(4)
A+2 alta | 456.63(4) - 3.70(4) - 247.48(4) - 2.20(4) -
baja | 1317.96(5) 1.41(5) | 290.36(10) - 1113.82(10) - 317.21(10)
regular ~ media | 265.15(12) - 210.04(12) - 365.79(9)  1.36(3) | 159.45(12) -
alta | 522.90(11) 0.98(1) | 343.98(11) 0.83(1) | 626.13(12) - 337.65(10) 0.99(2)
Promedio 476.10(44) 0.98(12) | 338.36(49) 0.68(7) | 579.69(48) 0.98(8) | 262.30(48) 0.84(8)
Med Geom 173.86(44) 0.90(12) | 115.19(49) 0.64(7) | 252.64(48) 0.91(8) | 106.31(48) 0.81(8)
Maximo 3402.22 2.12 3592.75 1.43 3138.79 2.26 1917.23 1.20
Minimo 0.12 0.33 0.18 0.23 0.09 0.39 0.18 0.31

Cuadro 6.4. Experimentacion con los cortes de conjuntos de colores: branch and
cut con cortes CPLEX

Analicemos en primer lugar los resultados de la tabla 6.3. La primera conclusién
que podemos expresar es que, sin duda, los cortes contribuyen a mejorar la per-
formance con cualquiera de las estrategias consideradas. Desde el punto de vista
de cantidad de instancias resueltas a optimalidad, mientras que el algoritmo base
EXP resolvio el 58 %, cualquiera de los algoritmos que incorporan las desigual-
dades de conjuntos de colores supera el 78 % de instancias resueltas. Todas las
instancias resueltas por FXP también lo fueron por el resto de los algoritmos. Si
nos concentramos en este conjunto de instancias, el tiempo promedio de EXP es
840.89 segundos, mientras que resulta 459.35 segundos en EXP-C1 (mejorado por
EXP en solo 3 instancias), 872.42 segundos en EXP-C2 (mejorado por EXP en
16 instancias) y 456.32 segundos en EXP-C1C2 (mejorado por EXP en 7 instan-
cias). Es decir, tanto EXP-C1 como EXP-C1C2, obtienen mejores resultados en
tiempo (45 % menos) y en cantidad de instancias resueltas. En el caso de EXP-C2,
resuelve mayor cantidad de instancias pero el tiempo promedio sobre las resueltas

por ambos es muy similar.

El promedio del porcentaje de tiempo utilizado en rutinas de separacion es 12.43 %,
16.93% y 13.68 % para EXP-C1, EXP-C2 y EXP-C1C2 respectivamente, resul-

tando un factor de poco peso en cuanto al tiempo global de corrida.

Respecto a las instancias no resueltas, hay 9 instancias que ninguno de los algo-
0.84 %,
1.15% v 0.84 % para EXP, EXP-C1, EXP-C2 y EXP-C1C2 respectivamente.

ritmos pudo resolver. En estos casos, el promedio de gap final es 1.30 %,

Una vez que los algoritmos terminan de procesar el nodo raiz, reportan un prome-
dio de porcentaje de gap de 49.36 %, 34.72%, 62.95% y 33.16 % respectivamente.

189



6. Algoritmo B&C

Estos valores son calculados teniendo en cuenta la cota inferior brindada por el
nodo raiz y la mejor soluciéon encontrada hasta ese momento. Se confirma nuestra
apreciacion inicial respecto a que la desigualdad d-Color juega un rol importante

en el fortalecimiento de la relajacion lineal.

En todos las opciones que incluyen planos de corte, en las instancias no resueltas,
la mejor soluciéon encontrada coincide con el 6ptimo. En el caso de EXP, hay dos

instancias donde le mejor soluciéon encontrada no es la 6ptima.

Este conjunto de indicadores que evaluamos muestran que las desigualdades
d-Color resultan fundamental para mejorar el rendimiento. Ademés, se aprecia
que las (d-1)-Color por si solas tienen un desempeno menor, pero colaboran

cuando estan combinadas con las desigualdades d-Color.

Consideremos ahora los resultados de la tabla 6.4. En este caso, como ya men-
cionamos, decidimos incluir ademas los planos de corte por defecto que incluye
CPLEX. La primera conclusion es que estos cortes impactan significativamente. Si
comparamos EXP y EXP-CPX, notamos que de un 58 % de instancias resueltas,
se mejora a 78 %, y el tiempo promedio y media geométrica se reducen sustancial-
mente. No quedan dudas que los cortes de CPLEX tienen un efecto muy relevante

en el rendimiento del algoritmo.

En cuanto a cantidad de instancias resueltas y tiempo promedio, la eficiencia de
EXP-CPX es mejor que EXP-C2, pero no supera a EXP-C1 y EXP-C1C2. Es de-
cir, las desigualdades d-Color siguen resultando un factor clave en el rendimiento
del algoritmo. De la combinacion de los cortes CPLEX con las desigualdades de
conjunto de colores (con una de ellas o con ambas) surgen las mejores versiones de
los algoritmos. En todos los casos, aument6 la cantidad de instancias resueltas y
disminuy6 notablemente el tiempo promedio y la media geométrica. El algoritmo
EXP-CPX-C1 es el que resuelve mayor cantidad de instancias (87 %). Si bien el
algoritmo EXP-CPX-C2 resuelve la misma cantidad de instancias que EXP-CPX-
C1C2, el tiempo promedio y la media geométrica son significativamente mayores,

resultando en la opcién menos favorable.

Si comparamos EXP-CPX-C1 con EXP-CPX-C1C2, el primero resuelve una ins-
tancia méas que el segundo. Coinciden en resolver 47 instancias con un promedio

de tiempo de 270.31 segundos y 239.02 segundos respectivamente. En 23 de estas
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instancias EXP-CPX-C1 es ligeramente mas rapido (306.72 segundos vs 368.68
segundos) y en otras 23 instancias, EXP-CPX-C1C2 es significativamente més
rapido (114.32 segundos vs 361.92 segundos).

Hay 3 instancias que solo resuelve EXP-CPX-C! con un tiempo promedio de
1381.77 segundos y 2 que resuelve s6lo EXP-CPX-C1C?2 con un tiempo promedio
de 797.68. Notamos ademas, que una de las instancias resueltas por EXP-CPX-C1
quedo a 8 segundos del tiempo limite y otra consumi6 més de 3000 segundos. En el
caso de EXP-CPX-C1C2, todas las instancias resueltas a optimalidad terminaron

en menos de 2000 segundos.

Entre las instancias no resueltas a optimalidad por ninguno de los dos algoritmos,
el promedio de gap final de EXP-CPX-C1 es 0.73% y de 0.89 % para EXP-CPX-
C1C2.

Respecto al gap final una vez procesado el nodo raiz, EXP-CPX tiene un valor
promedio de 52.43 %, EXP-CPX-C1 tiene un valor de 28.03 %, EXP-CPX-C2 tiene
un valor de 41.31% y EXP-CPX-C1C2 tiene un valor de 32.50 %. Estos valores
estan en linea con aquellos analizados previamente: los cortes mejoran la relajacion

lineal.

El promedio del porcentaje de tiempo utilizado en rutinas de separacion es 9.62 %,
10.25% y 10.59 % para EXP-CPX-C1, EXP-CPX-C2 y EXP-CPX-C1C2 respec-
tivamente, resultando un factor de poco peso en cuanto al tiempo global de corri-
da.

Cabe senalar que, salvo FXP en una unica instancia, en todas las instancias todos
los algoritmos encuentran como mejor solucién a la soluciéon 6ptima. En el caso de

instancias no resueltas, la dificultad proviene de no poder ajustar la cota inferior.

Estos resultados nos presentan un panorama no muy determinante respecto a cuél
de las dos versiones, EXP-CPX-C1 6 EXP-CPX-C1C?2, es la mejor opcion. Decidi-
mos priorizar la cantidad de instancias resueltas e inclinarnos por EXP-CPX-C1.

Sin embargo, en los proximos experimentos no vamos a descartar completamente

a EXP-CPX-C1C2.
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6.5.4. Evaluaciéon del modelo EXP y cortes blossom

De la experimentacion con las desigualdades de conjuntos de colores, la estrategia
implementada en EXP-CPX-C1 resulté la mas eficiente, seguida por EXP-CPX-
C102. Tomando como base estos dos algoritmos, analizaremos ahora la incorpo-

racion de las desigualdades blossom en tres versiones:

» FXP-CPX-C1-B3 y EXP-CPX-C1C2-B3: utiliza la separacion exacta de

conjuntos de 3 vértices,

s EXP-CPX-C1-B5 y EXP-CPX-C1C2-B5: utiliza la separacion heuristica pa-

ra conjuntos de 5 vértices

» FXP-CPX-C1-By EXP-CPX-C1C2-B encuentra de forma exacta conjuntos

de vértices de cualquier cardinal que violen la desigualdad blossom.

Comenzamos por analizar el impacto sobre FEXP-CPX-C1. En la tabla 6.5 repor-

tamos los resultados para las distintas estrategias (tiempo y gap promedio).

Los algoritmos EXP-CPX-C1-B3 y EXP-CPX-C1-B5 no tienen un buen rendi-
miento. Por un lado, disminuyen la cantidad de instancias resueltas respecto al
algoritmo base EXP-CPX-C1. Todas las instancias resueltas por estos algoritmos,
también las resuelve EXP-CPX-C1 con un tiempo promedio de 270.56 segundos
versus 358.28 segundos y 380.57 segundos para EXP-CPX-C1-B3 y EXP-CPX-C1-
B5, respectivamente. En conclusion, estas versiones no mejoran ni tiempo ni canti-
dad de instancias resueltas. Respecto a EXP-CPX-C1-B, es el algoritmo que mayor

cantidad de instancias resuelve. Todas las instancias resueltas por EXP-CPX-C1

EXP-CPX-C1 EXP-CPX-C1-B3 EXP-CPX-C1-B5 EXP-CPX-C1-B
tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja | 842.19(4) 0.24(2) | 853.26(4) 0.32(2) | 1103.62(4) 0.30(2) | 609.59(5) 0.40(1)
random  media | 4.29(6) - 10.54(6) - 15.30(6) - 3.24(6)
alta | 1981.26(2) 0.87(4) | 599.39(1) 0.95(5) | 824.86(1) 0.92(5) | 676.56(2) 0.93(4)
A+2 alta 3.70(4) - 5.60(4) - 1.03(4) - 5.91(4) -
baja | 290.36(10) - 297.18(10) - 300.30(10) - 338.80(10)
reqgular  media | 210.04(12) - 232.29(12) - 330.25(12) - 233.92(12) -
alta | 343.98(11) 0.83(1) | 667.29(11) 0.98(1) | 542.41(11) 1.08(1) | 645.64(11) 0.92(1)
Promedio 338.36(49) 0.68(7) | 358.28(48) 0.79(8) | 380.58(48) 0.79(8) | 354.82(50) 0.84(6)
Med Geom 115.19(49) 0.64(7) | 129.05(48) 0.76(8) | 138.16(48) 0.74(8) | 120.04(50) 0.81(6)
Méximo 3592.75 1.43 2576.63 1.42 2580.96 1.42 2754.6 1.42
Minimo 0.18 0.23 0.16 0.24 0.18 0.24 0.18 0.39

Cuadro 6.5. Experimentacion con cortes blossom sobre EXP-CPX-C'1

192



6.5. Discusion de resultados computacionales

con promedio de tiempo de 338.36, también son resueltas por EXP-CPX-C1-B con
un tiempo promedio de 359.55, levemente superior. En 16 instancias, EXP-CPX-
C1-B es mas rapido y en las 32 restantes EXP-CPX-C1 tiene mejores tiempos.
Respecto al gap final, EXP-CPX-C1 logra mejores porcentajes en todas las ins-
tancias salvo una. En conclusion, la incorporacion de las desigualdades blossom de
tamano arbitrario contribuyen a resolver mayor cantidad de instancias, aunque a

un costo temporal un poco mas elevado.

Analizamos ahora el impacto de las desigualdades blossom sobre EXP-CPX-C1C2.
En la tabla 6.6 reportamos los resultados (tiempo y gap promedios) para las dis-

tintas estrategias.

El algoritmo EXP-CPX-C1C2-B3 no tiene un buen rendimiento. Por un lado, no
consigue resolver mas instancias que el algoritmo base EXP-CPX-C1C2, si bien
el conjunto de instancias resueltas es diferente. En las 43 instancias en las que
coinciden, EXP-CPX-C1C2-B3 duplica el tiempo promedio y el promedio de gap
sobre las instancias no resueltas es ligeramente superior para EXP-CPX-C1C2-
B3 (0.85 vs 0.91). Si nos concentramos en las instancias no resueltas por ambos
(5 instancias), el gap es 0.89 y 1.02 para EXP-CPX-C1C2 y EXP-CPX-C1C2-
B3, respectivamente. En definitiva, FXP-CPX-C1C2-B3 no resulta una buena

opcion.

El algoritmo EXP-CPX-C1C2-B5 resuelve una instancia més que EXP-CPX-
C1C2. Hay 43 instancias resueltas por ambos algoritmos, con tiempo promedio
de de 232.56 segundos para EXP-CPX-C1C2 y 173.06 segundos para EXP-CPX-

C1C2-B5. Respecto a las instancias no resueltas por ambos (6 instancias), el pro-

EXP-CPX-C1C2 | EXP-CPX-C1C2-B3 | EXP-CPX-C1C2-B5 | EXP-CPX-C1C2-B
tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja | 915.77(4) 0.32(2) | 572.31(5)  0.32(1) | 1013.56(4) 0.35(2) | 334.37(4) 0.30(2)
random media | 7.29(6) - 3.22(6) - 22.77(6) - 3.90(6)
alta | 206.41(2) 1.04(4) - 1.15(5) | 641.76(2) 1.24(4) | 279.87(2) 1.04(4)
A+2 alta 2.20(4) - 3.35(4) - 1.84(4) - 2.64(4)
baja | 317.21(10) 352.93(10) - 336.06(10) - 365.71(10)
reqular media | 159.45(12) - 444.23(11)  1.22(1) | 179.05(11) 0.55(1) | 223.98(12)
alta | 337.65(10) 0.99(2) | 577.18(12) - 351.13(12) - 327.77(12) -
Promedio 262.30(48) 0.85(8) | 379.92(48) 0.91(8) | 306.64(49) 0.89(7) | 244.19(50) 0.79(6)
Media Geom 106.31(48) 0.81(8) | 117.23(48) 0.85(8) | 127.22(49) 0.83(7) | 109.94(50) 0.75(6)
Méximo 1917.23 1.20 3517.68 1.40 2183.59 1.47 974.05 1.19
Minimo 0.18 0.31 0.16 0.26 0.18 0.31 0.18 0.24

Cuadro 6.6. Experimentacion con cortes blossom sobre EXP-CPX-C1C2
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medio de gap final es 0.89 para EXP-CPX-C1C2 y 1.05 para EXP-CPX-C1C2-Bb5.
En conclusion, la incorporacion de las desigualdades blossom de tamano 5 contri-
buyen a resolver mayor cantidad de instancias, aunque a un costo temporal un

poco mas elevado (tanto en promedio como en media geométrica).

Finalmente, analizamos los resultados del algoritmo EFXP-CPX-C1C2-B. En pri-
mer lugar, es el algoritmo con mayor cantidad de instancias resueltas, tiempo
promedio menor y promedio de porcentaje de gap final menor. No hay dudas que,
bajo estos criterios, supera a EXP-CPX-C1C2. En las instancias resueltas por los
dos algoritmos (46), el tiempo promedio es 173.41 segundos y 269.51 segundos
para EXP-CPX-C1C2 y EXP-CPX-C1C2-B respectivamente. En 22 instancias el
algoritmo EXP-CPX-C1C2 es mejor (33 % en promedio) y en las restantes 24, es
mejor EXP-CPX-C1C2-B (26 % en promedio). Estos nimeros nos indican que, en
las instancias resueltas por ambos, hay una cierta ventaja para FXP-CPX-C1C2,
pero dada la diferencia en la cantidad de instancias resueltas, nos inclinamos por
la eficiencia de EXP-CPX-C1C2-B comparada con EXP-CPX-C1C2.

En resumen, tanto EXP-CPX-C1C2-B como EXP-CPX-C1-B resultan ser los al-
goritmos con mejor rendimiento en cuanto a cantidad de instancias resueltas. Sin
embargo, FXP-CPX-C1C2-B supera a EXP-CPX-C1-B tanto en promedio y me-
dia geométrica de tiempo como en promedio y media geométrica de gap final.

Ademas, los valores méximos, tanto en tiempo como en gap, son menores.

Si nos centramos en las 48 instancias resueltas por ambos, FXP-CPX-C1-B tie-
ne un tiempo promedio de 359.55 segundos, mientras que EXP-CPX-C1C2-B de
243.24 segundos.

Cabe senalar que, en todas las instancias, todos los algoritmos finalizan teniendo
como mejor solucién encontrada a la solucidén Optima. Esto muestra que, en el
caso de instancias no resueltas, la dificultad proviene de no poder ajustar la cota

inferior.

Este analisis nos confirma que EXP-CPX-C1C2-B es la mejor opcion y sobre ella

seguiremos construyendo més herramientas para eficientizar el algoritmo desarro-

llado.
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6.5.5. Evaluacion del modelo EXP con heuristicas

En el conjunto de instancias utilizadas para experimentar con el algoritmo hemos
notado que la dificultad no proviene de encontrar soluciones factibles, sino de ajus-
tar la cota inferior. Las soluciones factibles proceden de la aplicacién de heuristicas
primales por parte de CPLEX o porque resulta entera la solucion de la relajacion.
Por lo tanto, las herramientas de CPLEX parecerian ser suficientes y una heuris-
tica inicial y/o primal no cumpliria el rol de encontrar mejores soluciones para el
caso de instancias donde no se alcance el 6ptimo. Sin embargo, podria cambiar la
performance si estas soluciones se encontraran mas rapidamente en el proceso de

recorrido del arbol de biisqueda.

Con este objetivo en mente, hemos experimentado con varios criterios respecto a
heuristica inicial y/o primal, tomando como base el algoritmo EXP-CPX-C1C2-B
(que tiene los parametros de heuristicas por defecto de CPLEX).

EXP-CPX-C1C2-B-NH: sin ningtn tipo de heuristica inicial ni primal.

EXP-CPX-C1C2-B-i: con heuristica inicial, sin heuristica primal

EXP-CPX-C1C2-B-iPP: con heuristica inicial y heuristica primal propia.

EXP-CPX-C1C2-B: heuristicas por defecto de CPLEX

EXP-CPX-C1C2-B-iPC': con heuristica inicial y heuristicas de CPLEX.

De los resultados mostrados en 6.7, podemos notar que FXP-CPX-C1C2-B-NH
es la version que menor cantidad de instancias resuelve y su tiempo promedio, asi
como también la media geométrica, es mayor que en el resto de los algoritmos.

Esto comprueba la necesidad de tener algin tipo de heuristica, ya sea inicial y/o

EXP-CPX-C1C2-B-NH | EXP-CPX-C1C2-B-i | EXP-CPX-C1C2-B-iPP | EXP-CPX-C1C2-B | EXP-CPX-C1C2-B-iPC

0.66(9) | 333.43(30) 0.92(6) | 364.05(30

tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap tiempo gap
baja | 101.43(3) 0.34(3) 1219.15(4)  0.35(2) | 550.78(4) 0.36(2) 334.37(4)  0.30(2) | 796.33(4) 0.36(2)
random  media | 0.47(6) - 0.26(6) - 0.27(6) - 3.90(6) - 0.40(6) -
alta | 320.65(2) 0.80(4) 286.78(2)  1.22(4) | 784.39(2) 1.08(4) 279.87(2) 1.04(4) | 419.33(2) 1.01(4)
At2 1.89(4) - 5.28(4) - 1.10(4) - 2.64(4) - 1.03(4) -
baja | 714.96(10) - 404.89(10) - 674.80(10) - 365.71(10) - 373.74(10) -
regular ~ media | 537.06(10) 0.87(2) 222.45(12) 374.79(12) - 223.98(12) 273.69(12) -
alta | 274.37(12) 373.38(12) 263.93(12) - 327.77(12) 269.66(12) -
) ) )
) ) )

Promedio 356.77(47 0.84(6) | 244.19(50) 0.79(6) | 286.00(50)  0.79(6)
Med Geom 121.64(47)  0.64(9) | 104.86(50) 0.87(6) | 135.48(50)  0.78(6) | 109.94(50) 0.75(6) | 96.88(50)  0.74(6)
Méximo 1932.4 1.07 2489.49 1.35 2562.94 1.71 974.05 119 | 3003.46 1.67
Minimo 0.11 0.24 0.11 0.24 0.12 0.24 0.18 0.24 0.1 0.32

Cuadro 6.7. Experimentacion con heuristicas sobre EXP-CPX-C1C2-B
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primal. El resto de los algoritmos alcanza la optimalidad en la misma cantidad
de instancias. EXP-CPX-C1C2-B-iPP no muestra buenos valores de media ni de
media geométrica, al igual que FXP-CPX-C1C2-B-i.

En el caso de EXP-CPX-C1C2-B-iPC' y EXP-CPX-C1C2-B, las métricas utiliza-

das para compararlos no son del todo concluyentes.

Si consideramos el tiempo promedio, EXP-CPX-C1C2-B es el algoritmo que tiene
menor valor, seguido por EXP-CPX-C1C2-B-1PC. Sin embargo, si tenemos en
cuenta la media geométrica, es superior EXP-CPX-C1C2-B-iPC.

Restringido a las instancias que resuelven ambos algoritmos (49), la media en am-
bos se diferencia en apenas 1 segundo (230.54 EXP-CPX-C1C2-B-iPC vs 229.29
EXP-CPX-C1C2-B). Analizando con mas detalle los resultados, de estas 49 ins-
tancias, EXP-CPX-C1C2-B resuelve mas rapido 20 instancias con un promedio
de 43.79 % de mejora. En las 29 restantes, EXP-CPX-C1C2-B-iPC es un 46.86 %
maés rapido. Esta métrica, por lo tanto, favorece a EXP-CPX-C1C2-B-iPC.

El maximo tiempo de una instancia resuelta por EXP-CPX-C1C2-B es 974.05 y
3003.46 en el caso de EXP-CPX-C1C2-B-iPC. Cabe destacar que la instancia de
3003.46 segundos es la primera vez que se resuelve a optimalidad. En cuanto a
un percentil del 90 %, EXP-CPX-C1C2-B tiene un valor de 701.84, mientras que
EXP-CPX-C1C2-B-iPC tiene un valor de 643.78.

También analizamos el tiempo que tarda cada algoritmo en encontrar la solucién
optima. En promedio, EXP-CPX-C1C2-B-iPC lo hace en 25.25 segundos, mientras
que EXP-CPX-C1C2-B tiene un promedio de 48.55 segundos. La media geométrica
es de 12.74 vs 21.10, con percentil al 0.9 de 62.92 vs 80.28 y porcentaje promedio
de mayor rapidez de 67.54 % vs 41.55 %, respectivamente. En 34 instancias, EXP-
CPX-C1C2-B-iPC encuentra la mejor soluciéon més rapido que FEXP-CPX-C1C2-
B. En menos de 10 segundos, EXP-CPX-C1C2-B-iPC encuentra la mejor solucién
en 12 instancias y EXP-CPX-C1C2-B en 9. En 60 segundos, FEXP-CPX-C1C2-B-
1PC encuentra la mejor solucion en 28 instancias, en cambio EXP-CPX-C1C2-B

lo hace en 18.

En cuanto a nodos del arbol, en promedio EXP-CPX-C1C2-B recorre 6092.44
nodos para encontrar la mejor solucion, mientras que EXP-CPX-C1C2-B-iPC re-

corre 4191.03. Estos valores, si bien no son determinantes en la performance final
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del algoritmo en las instancias consideradas, nos dan una visiéon sobre que, en caso

de que se acotara el tiempo limite o el tamano del arbol, las soluciones encontradas
por EXP-CPX-C1C2-B-iPC serian de mejor calidad.

En definitiva, las diferentes métricas utilizadas no nos permiten concluir en forma

terminante acerca de la superioridad entre estos dos algoritmos.

Para tener una vision mas clara, experimentamos con un tiempo limite mayor
(6 horas) para evaluar si alguna de las estrategias lograba resolver las instancias
que en una hora quedaron sin resolver. Tenemos 7 instancias random: 3 de baja

densidad y 4 de alta densidad. En la tabla 6.8 mostramos los resultados.

Dentro de las instancias de baja densidad, notar que la instancia bc-43-1-1 es
resuelta por EXP-CPX-C1C2-B-iPC en 3557.95 segundos cuando con el tiempo
limite de 3600 no se resolvi6. De la misma manera, la instancia bc-43-6-1 se re-
solvia en 3003.46 segundos y ahora en 2976.46. Esta diferencia de pocos segundos
puede explicarse debido a alguna carga extra en el sistema operativo al momen-
to de realizar la experimentaciéon. Es decir, podriamos considerar que, dentro de
3600 segundos, EXP-CPX-C1C2-B-iPC es capaz de resolver una instancia mas
que EXP-CPX-C1C2-B. En el caso de EXP-CPX-C1C2-B, se logra resolver una

instancia mas que antes, pero requiriendo mas de 2 horas.

A partir de estos resultados, decidimos inclinarnos por incluir una heuristica inicial

junto a las heuristicas provistas por CPLEX.

EXP-CPX-C1C2-B | EXP-CPX-C1C2-B-iPC

tiempo gap tiempo gap
be-43-1-1 953.26 0.00 3557.95 0.00
bc-43-4-1 21600 0.32 21600 0.29
be-43-6-1 8384.62 0.00 2976.46 0.00
be-12-1-9 21600 0.94 21600 0.57
bc-12-2-9 21600 0.65 21600 0.54
bc-12-3-9 21600 1.16 21600 1.54
bc-12-4-9 21600 0.97 21600 0.45

Promedio | 4668.94(2) 0.81(5) | 3267.20(2)  0.68(5)
Med Geom | 2833.62(2) 0.58(5) | 3254.28(2)  0.48(5)
Maximo | 8384.62  1.16 | 3557.95 1.54
Minimo 95326 0.32 | 2976.46 0.29

Cuadro 6.8. Experimentacion con heuristica inicial sobre EXP-CPX-C1C2-B con
mayor tiempo limite
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6.5.6. Evaluacién del modelo EXP con estrategias de

branching

Como tltima herramienta para agregar a nuestro Branch and Cut, hemos conside-
rado diferentes estrategias de branching sobre el algoritmo base EXP-CPX-C1C2-
B-iPC. De acuerdo a lo descripto anteriormente, los algoritmos con los que hemos

experimentado dan prioridad a diferentes variables.

En la tabla 6.9 mostramos los resultados (tiempo y gap) para las 6 diferentes

estrategias propuestas y la estrategia por defecto de CPLEX.

En primer lugar, comparamos a Br2, Brj y Br6, que priorizan las variables x;
con mayor color k£ y mayor grado del vértice 7. Para estas estrategias, observamos
que considerar ademés prioridades en las variables a;;, no otorga ventajas, ya que
la cantidad de instancias resueltas es la misma y las métricas de tiempo y gap
no muestran diferencias significativas. En todos los casos se resuelven las mismas
instancias con muy poca diferencia en tiempos. El arbol generado coincide en varias

instancias y en otras, las diferencias entre los arboles son de muy pocos nodos.

En el caso de Bri1, Br3 y Brd, hay una leve ventaja en tiempo promedio al consi-
derar prioridades en las variables a;;,. Sin embargo, si nos enfocamos en la media
geométrica, la ventaja es de Bri. Las estrategias Br3 y Brd coinciden en las ins-
tancias que resuelven y difieren en una instancia respecto a Brl. Los arboles de
bisqueda generados por Br3 y por Brb son casi iguales, pero difieren con el de
Bri. En algunas instancias, con Brl se generan menos nodos y en otras la medida

del arbol es mayor.

Si nos centramos en aquellas resueltas por los tres algoritmos, Br! tiene un prome-
dio de 247 segundos y, tanto Br3 como Brj, tienen un promedio de 252 segundos.

Entre ellas, no evidenciamos una estrategia superadora.

En cantidad de instancias, estas estrategias tienen un rendimiento similar a la
estrategia por defecto de CPLEX. Ademas, si tenemos en cuenta las otras métricas,
observamos que no hay una evidencia clara de una estrategia superadora. Respecto
a tiempo promedio, Br5 seria la mejor, pero en media geométrica, la estrategia

por defecto muestra mejor valor.
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Considerando como representante del primer grupo a Br2 y del segundo grupo a
la estrategia por defecto, la cantidad de instancias es mayor en el caso de Br2.
Si nos restringimos a las instancias resueltas por ambos, el tiempo promedio para

Br2 es de 311 segundos y para la estrategia por defecto es 286 segundos.

Para tener una vision més clara, experimentamos con un tiempo limite mayor (6
horas) para evaluar si alguna de las estrategias lograba resolver las instancias que
en una hora quedaron sin resolver. En la tabla 6.10 mostramos los resultados. Con
la estrategia por defecto, s6lo pudo resolverse la instancia que ya resolvia Br2,

quien ademas ahora resuelve 3 nuevas instancias en menos de 3 horas.

En conclusion, haber utilizado las variables x;; con prioridad mayor cuanto mayor
es el color k y cuanto mayor es el grado del vértice 7, es la mejor estrategia de

branching.

De esta manera, de acuerdo a la experimentacion realizada, el algoritmo con me-
jor performance resulta ser EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 que considera el modelo
EXP, los cortes de conjuntos de colores (d-Color y (d-1)-Color), los cortes blos-
som, heuristica inicial y estrategia de prioridades de branching sobre las variables

Lik-
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6.5. Discusion de resultados computacionales

6.5.7. EXP-CPX vs EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2

De acuerdo a la experimentacion y analisis que hemos realizado, determinamos la
mejor manera de administrar los planos de corte, las heuristicas y la estrategia de
branching. El proceso del desarrollo fue incremental: a partir del modelo EXP y
sobre un esquema Branch and Cut, fuimos incorporando y evaluando diferentes
componentes con el objetivo de ir mejorando la performance hasta obtener una

configuracion completa.

Para concluir y mostrar la eficiencia de nuestra propuesta, realizamos una compa-
racion entre EXP-CPX y EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 para dejar clara evidencia

del contraste entre el punto de inicio y el final de nuestro trabajo.

Ademés de las 56 instancias con las que trabajamos durante el desarrollo, conside-
ramos 52 nuevas instancias con mayor cantidad de vértices, que fueron generadas
utilizando el mismo procedimiento detallado en el capitulo 3. Las caracteristicas

de estas nuevas instancias son:

» 6 grafos random de baja densidad con 48 vértices

= 6 grafos random de media densidad con 23 vértices

» 10 grafos random de alta densidad con 16-17 vértices
= 8 grafos A + 2 con 11 a 18 vértices.

» 8§ grafos 4-requlares de baja densidad con 39 vértices

» 6 grafos 10-requlares de media densidad con 21 vértices

» 8 grafos 10-regulares de alta densidad con 14 vértices

En la tabla 6.11 pueden verse los detalles de cada una de las instancias: cantidad
de vértices, cantidad de aristas, grado maximo, los diferentes indices cromaticos,

cantidad de pares de vértices en conflicto, porcentaje de densidad y de conflictos.

En la tabla 6.12 mostramos los resultados para las instancias que usamos en toda
la experimentaciéon y en la tabla 6.13 mostramos los resultados para las nuevas

instancias.

201



6. Algoritmo B&C

202

Tipo  densidad Nombre VI |El AG) X, %, s, conflictos Y%densidad %conflictos
bc-48-1-1 48 122 10 11 460 11 35 10.37% 28.69 %
bc-48-2-1 48 118 10 11 448 11 27 10.03 % 22.88 %

baja bc-48-3-1 48 115 9 10 391 10 47 9.78% 40.87%
bc-48-4-1 48 120 9 10 432 10 36 10.20 % 30.00 %

bc-48-5-1 48 215 15 15 1231% 16* 48 18.28% 22.33%

bc-48-6-1 48 138 12 12 565 12 33 11.73% 23.91%

be-23-1-5 23 113 13 14 665* 14* 28 40.94% 24.78 %

be-23-2-5 23 139 15 16 976* 16* 29 50.36 % 20.86 %

media bc-23-3-5 23 157 17 18 1222% 18* 31 56.88 % 19.75 %
bc-23-4-5 23 162 17 17 1287 17 33 58.70 % 20.37 %

random bc-23-5-5 23 161 17 18 1277% 18* 40 58.33 % 24.84 %
bc-23-6-5 23 121 13 13 741 14 36 43.84% 29.75 %

bc-16-8-9 16 108 15 16 801 17 28 79.41% 25.93 %

be-16-10-9 16 104 14 15 749 16 35 76.47 % 33.65%
be-16-17-9 16 111 15 16 840 17 40 81.62% 36.04 %
be-16-25-9 16 110 15 16 830 17 29 80.88 % 26.36 %

alta be-17-3-9 17 126 16 17 1058% 17* 56 82.35% 44.44%
’ be-17-7-9 17 118 15 16 937 17 38 77.12% 32.20%
be-17-11-9 17 123 16 17 1014 18 48 80.39 % 39.02%
be-17-13-9 17 128 16 17 1094* 18* 43 83.66 % 33.59 %
bc-17-18-9 17 119 16 16 950% 16* 34 77.78 % 28.57%
be-17-20-9 17 117 15 16 926 17 55 76.47 % 47.01%
inst_11_9 11 46 9 11 243 11 44 69.70 % 95.65 %
inst_12_10 12 56 10 12 324 12 54 71.79% 96.43 %
inst_13_11 13 67 11 13 420% 13* 65 73.63 % 97.01 %

A2 alta %nst714712 14 79 12 14.1 538 14 7 75.24% 97.47%

inst_15_13 15 92 13 15 669* 17* 90 76.67 % 97.83%
inst_16_14 16 106 14 16 830 16 104 77.94 98.11%

inst 17 15 17 121 15 17 1000* 18* 119 79.08 % 98.35%

inst_18 16 18 137 16 18 1212 18 135 80.12% 98.54 %
kinst-39-4-1 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-2 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-3 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %

baja kinst-39-4-4 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-5 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-6 39 78 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-7 39 718 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-39-4-8 39 718 4 5 216 5 78 10.00 % 100.00 %
kinst-10-021-1 21 105 10 11 610 12 105 45.45% 100.00 %
kinst-10-021-2 21 105 10 11 609 11 105 45.45% 100.00 %

. kinst-10-021-3 21 105 10 11 609 11 105 45.45% 100.00 %
regular - media 00214 21 105 10 11 609 11 105 45.45%  100.00%
kinst-10-021-5 21 105 10 11 609 11 105 45.45% 100.00 %
kinst-10-021-6 21 105 10 11 610 12 105 45.45% 100.00 %
kinst-14-10-1 14 70 10 11 399*% 13* 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-2 14 70 10 11 397 12 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-3 14 70 10 11 397 12 70 66.67 % 100.00 %

alta kinst-14-10-4 14 70 10 11 400% 12* 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-5 14 70 10 11 399*% 13* 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-6 14 70 10 11 397 12 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-7 14 70 10 11 399*% 13* 70 66.67 % 100.00 %
kinst-14-10-8 14 70 10 11 400% 12* 70 66.67 % 100.00 %

Cuadro 6.11. Nuevo conjunto de instancias de prueba
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En el caso del primer conjunto de instancias, el algoritmo EXP-CPX resuelve el
78 %, mientras que EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 logra resolver el 91 %. Tanto en
promedio como en media geométrica de tiempo y gap, los valores de EXP-CPX-
C1C2-B-1PC-Br2 son menores.

Las 44 instancias resueltas por EXP-CPX con un tiempo promedio de 476.10 se-
gundos, también son resueltas por EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 pero con un tiem-
po promedio de 202 segundos. En 30 de estas instancias, la reduccion del tiempo

es superior al 56 % y en las 14 restantes, el tiempo de EXP-CPX es 37 % mejor.

En las 5 instancias no resueltas por ambos, el promedio de gap es 0.6 vs 0.7 en
favor de EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 y en todos los casos se obtuvo la solucion

optima y fall6 mejorar la cota dual.

Las 7 instancias que no logré resolver FEXP-CPX, terminan con un promedio de

gap de 1.20% y en 2 de ellas, no se encontré la solucién 6ptima.

En el caso del segundo conjunto de instancias, al aumentar la cantidad de vértices
del grafo, se evidencia una superioridad atin mas notoria del algoritmo FXP-CPX-
C1C2-B-iPC-Br2. El algoritmo resuelve el 69% de las instancias mientras que
EXP-CPX soblo resuelve el 23 %.

Las 12 instancias resueltas por FXP-CPX, con un tiempo promedio de 786.32 se-
gundos y media geométrica de 568.49, también son resueltas por EXP-CPX-C1C2-
B-iPC-Br2 con un tiempo promedio de 965.55 segundos y media geométrica de
534.93. En 6 de estas instancias, EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 empeora los tiem-

EXP-CPX EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2
tiempo gap tiempo gap
baja | 499.13(5) 0.40(1) | 857.00(5) 0.39(1)
random  media | 0.68(6) 0.32(6) -
alta | 1098.88(1) 0.67(5) | 140.61(2) 0.60(4)
A+2 alta | 456.63(4) - 0.66 (4) -
baja | 1317.96(5) 1.41(5) | 503.10(10) -
regular  media | 265.15(12) - 263.27(12) -
alta | 522.90(11) 0.98(1) | 274.71(12) -
Promedio 476.10(44) 0.98(12) | 314.85(51) 0.56(5)
Med Geom 173.86(44) 0.90(12) | 117.37(51) 0.55(5)
Méaximo 3402.22 2,12 2877.22 0.81
Minimo 0.12 0.33 0.1 0.39

Cuadro 6.12. Cplex vs nuestro algoritmo-Primer conjunto de instancias
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pos en un 120 %, mientras que las restantes 6, EXP-CPX empeora los tiempos en
un 232 %.

Las 24 instancias no resueltas por EXP-CPX pero si por EXP-CPX-C1C2-B-1PC-
Br2, tienen un tiempo promedio de 585.15 segundos y media geométrica de 206.76
segundos, con maximo de 2226.78 y minimo de 2.62 segundos. De las 24 instancias,
17 se resuelven por debajo de los 900 segundos (menos de un cuarto del tiempo
limite). El gap promedio de EXP-CPX para estas instancias es superior al 1%,
alcanzando en algunas instancias valores mayores al 4 %. Es decir, el algoritmo no
pareceria encontrarse proximo a finalizar, si bien en la mayoria de las instancias

encontré la solucién 6ptima.

Con cualquiera de las métricas que utilizamos para evaluar la eficiencia (cantidad
de instancias a optimalidad, promedio y media geométrica de tiempo y gap), el
algoritmo EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2 es superior a EXP-CPX. Esta superiori-
dad se acentia a medida que aumentamos la cantidad de vértices del grafo. En
algunos casos, se disminuye considerablemente el tiempo necesario para alcanzar
la optimalidad. En otros casos, se logra resolver instancias que no se resuelven con
CPLEX dentro del tiempo limite planteado y por tltimo, en aquellas instancias

no resueltas por ninguno de los algoritmos, el gap final es menor

Los resultados no dejan dudas sobre que el desarrollo realizado fue exitoso. La
buena performance proviene de una buena interaccion entre los componentes del
algoritmo por sobre la accién de cada componente por separado, si bien las de-

sigualdades utilizadas como planos de corte son las que mayor impacto tienen.

EXP-CPX EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2
tiempo gap tiempo gap
baja | 239.03(3) 0.41(3) | 1187.15(5) 0.39(1)
random  media - 0.88(6) | 150.10(2) 0.37(4)
alta | 1523.16(1) 0.76(9) | 1145.26(7) 0.19(3)
A+2 alta - 1.04(8) | 64.93(5) 1.47(3)
baja | 842.02(6) 1.13(2) | 697.84(8) -
regular ~ media - 2.82(6) | 59.27(6) -
alta | 1071.78(2) 0.86(6) | 1704.90(3) 1.01(5)
Promedio 786.32(12) 1.15(40) | 711.95(36) 0.75(16)
Med Geom 568.49(12) 1.15(40) | 284.74(36) 0.74(16)
Méximo 1523.16 4.01 2940.18 1.65
Minimo 42.03 0.17 2.62 0.09

Cuadro 6.13. Cplex vs nuestro algoritmo-Segundo conjunto de instancias
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7. Coloreo de aristas con vértices

adyacentes distinguibles

En esta seccion trabajaremos con el problema de coloreo de aristas con vértices ad-
yacentes distinguibles. Recordemos que el objetivo de este problema es minimizar
la cantidad de colores necesarios en un coloreo de aristas con vértices adyacentes
distinguibles. No encontramos en la literatura algoritmos que lo resuelvan, es por
ello que vamos a analizar el comportamiento de lo desarrollado para el AVDSECP
en este problema. El objetivo es mostrar que nuestro algoritmo también resulta
eficiente para el caso de AVDECP.

7.1. Modelo EXP" para el problema AVDECP

Para adaptar el modelo EXP al caso de minimizar la cantidad de colores, vamos
a agregar variables r; binarias que indican si el color k£ esta siendo utilizado en el
coloreo. De esta manera, buscaremos minimizar la suma de estas variables. En este
problema definimos M = {1,...,min(|E|,n+ 1)} como el conjunto de colores que
pueden tomar las aristas, teniendo en cuenta que existe una cota superior teérica
de n 4+ 1.

El modelo EXPT queda definido de la siguiente manera:
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min E T

keM
sujeto a
> uok = Tuk VueV,ke M (7.1)
veN (u)
Z Qyok = 1 Yuv € FE (72)
keM
> wuk + o < 2deg(u) — 1 e A (7.3)
kes
auor € {0, 1} Yuv € B,k e M
zur € {0,1} VueV,ke M
r, € {0,1} Vke M

7.2. Modelo POLI' para el problema AVDECP

De la misma manera que hicimos en el caso anterior, para adaptar el modelo POLI
al caso de minimizar la cantidad de colores, vamos a agregar variables r; binarias

que indican si el color k esta siendo utilizado en el coloreo.

El modelo POLI" queda definido de la siguiente manera:
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7.3. Fortalecimiento de los modelos

min E Tk

keM

sujeto a

Wywk S Tuk + Lok

Wyvk S 2 - (xuk + ka)

LTuk = E Qyuvk

veN (u)

Z yor = 1

keM

Tyl < Tk
Ay € {0,1}
Ty € {0,1}
Wyer € {0,1}

Vuv € E, deg(u) = deg(v)

Vuv € E,deg(u) = deg(v),k € M
Vuv € E,deg(u) = deg(v),k € M
YueV,ke M

Yuv € B

YueV ke M
Yuv € E. k€ M
YueV,ke M

7.3. Fortalecimiento de los modelos

(7.10)

Vuv € E,deg(u) = deg(v),k € Mr, € {0,1} Vke M

Debido a ciertas particularidades de AVDECP, podemos aplicar algunos procesos

con el fin de ajustar los modelos y eliminar soluciones que no resultan 6ptimas o

que tienen alguna equivalente que permanece en el poliedro. Estos procesos son

descriptos a continuacion.

= Preprocesamiento

El objetivo es reducir la cantidad de variables de los modelos. Por un lado,

sabemos que n + 1 es una cota superior de la cantidad de colores necesarias

para obtener un coloreo propio de aristas con vértices adyacentes distingui-

bles. Esto nos permite eliminar todas las variables que tenga un indice de

color entre n 4+ 2 y m. Esto no fue posible en el caso de AVDSECP ya que,

hasta el momento, no se conoce una cota superior de la cantidad de colores

utilizados por la solucion 6ptima.
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208

Por otro lado, una diferencia importante con el problema AVDSECP, es
que una vez que se conoce una solucion valida con k colores, entonces ya no
resulta necesario explorar soluciones que tengan més de k colores. De esta
forma, utilizando la soluciéon de una heuristica inicial podemos restringir la
cantidad de colores al valor obtenido por la heuristica y conseguir asi reducir

el tamano de los modelos.

Ademas, como los colores son indistinguibles, podemos fijar el color de al-
gunas aristas en el grafo. En particular, se pueden asignar los colores de las
aristas incidentes a alguno de los vértices con mayor grado. De esta forma
los modelos no deben contar con las variables asociadas a dichas aristas, por

lo que se reduce su tamano.
Rompimiento de simetria

Tal como se mencion6 anteriormente, los colores en el problema AVDECP
son indistinguibles. Debido a esto podemos afirmar que, para todo punto
factible, cualquier permutacion de los colores también seré factible y con
igual funcion objetivo. Este problema de simetria puede hacer que el al-
goritmo Branch and Cut tenga un bajo rendimiento, ya que hay una gran
cantidad de hojas del arbol de busqueda que representan soluciones equiva-
lentes o simétricas. Siendo conscientes de ello y que este proceso ha dado
muy buen resultado en otros problemas de coloreos de grafos (|51, 46]), utili-
zamos diferentes desigualdades validas que nos permitan reducir la cantidad

de soluciones, eliminando algunas soluciones simétricas.
Analizamos distintos criterios para romper la simetria:

1. Definimos un orden de los colores, solo se puede utilizar un color si el

anterior fue utilizado.

Tk = Thktl Vke M (711)

2. Sea la funcién 0 : E — N una enumeracion de las aristas. Utilizamos

este orden para asignar colores. Una arista puede tener el color k solo



7.4. Experiencia computacional

sl existe una arista menor con el color k — 1.

Qi < Z Aypk—1 (7.12)

wek
k—1<6(uv)<0(ij)

. Dado un coloreo cualquiera de un grafo hay miltiples aristas asignadas a
un mismo color. Observando esto, el tercer criterio estudiado es ordenar
los conjuntos de aristas que tienen el mismo color de menor a mayor
cardinal y seguir ese orden para la asignacion de color. Es decir, cuanto
més grande sea el cardinal del conjunto de aristas con un mismo color,
menor serd el nimero de ese color. De esta forma incluimos el primer

criterio y, ademas, reducimos algunos casos de simetria adicionales.

Manteniendo este proposito, pero logrado mediante restricciones menos
densas, consideramos la cantidad de vértices incidentes a aristas que

tienen el mismo color, en lugar de explicitamente las aristas.

> x> g VkeM (7.13)

veV veV

Al utilizar el preprocesamiento nos encontramos que, al fijar los colores
de algunas aristas, puede ocurrir que los coloreos 6ptimos no satisfagan
esta desigualdad. Por lo tanto, en las versiones del algoritmo que tienen
activo el preprocesamiento, este rompimiento de simetria se aplica so6lo

a los colores que no fueron asignados durante dicho procedimiento.

Experiencia computacional

En primer lugar, tal como lo hicimos en el caso de AVDSECP, comparamos

computacionalmente los modelos POLI" y EXP*. Implementamos un Branch and

Cut utilizando las librerias del paquete CPLEX 12.7, con un solo thread y todos

los parametros por defecto. El codigo se desarrolldo en C++ con la interfaz en C de

CPLEX. En el caso del modelo EXP?*, las restricciones 7.3 fueron tratadas como

cortes, incorporandose al modelo bajo demanda en el caso de que la solucion de la
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relajacion lineal asociada a un nodo tenga coordenadas enteras. La busqueda de
restricciones violadas se realiza en forma exhaustiva. Todas las ejecuciones fueron
realizadas con un tiempo limite de 3600 segundos y utilizando n + 1 como cota
superior de nimero de colores. Denotamos POLI"-CPX y EXP'-CPX a dichos

algoritmos.

En la tabla 7.1 mostramos los resultados correspondientes a las 56 primeras ins-
tancias que consideremos en los experimentos anteriores. Se puede observar que, al
contrario de lo que pasaba en AVDSECP, el algoritmo POLI"-CPX es superior a
EXP"-CPX ya que logra resolver dos instancias mas (20 vs 18). Ademas, entre las
instancias resueltas por ambos, el promedio de tiempo es 656.78 para POLI"-CPX,
mientras que asciende a 788.87 para EXP"-CPX.

Algo interesante a destacar en las instancias no resueltas es cémo se comporta
el gap en este problema. Por un lado, la solucién a cualquier coloreo de aristas
tiene una cota inferior de A. Por otro lado, en el problema AVDECP existe una
conjetura que establece una cota superior a la cantidad de colores de A+ 2. En las
instancias que utilizamos no encontramos una que refute la conjetura. Entonces,
independientemente de la cantidad de vértices, aristas y conflictos en el grafo, la
diferencia entre la cota inferior y el 6ptimo es un valor entre 0 y 2. Es por eso que
para este problema decidimos reportar para las instancias no resueltas la diferencia
absoluta entre la cota inferior y la mejor solucién obtenida como la métrica que
mide cuan satisfactoria es una instancia no resuelta. Como dicha diferencia en las
instancias no resueltas tiene un minimo de 1, consideramos que es més justa para

hacer las comparaciones entre los resultados.

Respecto al gap entre las instancias no resueltas, los rendimientos son mixtos.
En algunos tipos de instancias son comparables, sin mayores diferencias entre la
mejor solucion que obtienen y en la cota inferior. En las instancias random de
alta densidad, POLI"-CPX termina con un gap menor, en cambio en instancias
regulares de baja densidad ocurre lo contrario. En el primer caso, se debe a que
POLI"-CPX tiene una cota inferior de mejor calidad, en cambio en el segundo

caso, la calidad de las mejores soluciones encontradas es inferior.

No encontramos que la diferencia entre ambos algoritmos sea tan significativa como
lo es en el caso de AVDSECP, donde hay una desigualdad muy marcada ya que

con el modelo EXP se resuelven 32 instancias més que con el modelo POLI.

210



7.4. Experiencia computacional

Para analizar si esta tendencia se ratifica en instancias de mayor tamano, experi-
mentamos con 46 de las 52 instancias del segundo conjunto que consideramos para
AVDSECP. Las 6 instancias que omitimos corresponden a instancias A + 2 con
al menos 12 vértices que no pudieron ser resueltas con ningin algoritmo, y por lo
tanto, no aportan informaciéon que no pueda ser ya obtenida de las 46 instancias

consideradas.

En la tabla 7.2 mostramos los resultados correspondientes a este segundo conjunto
de instancias. Se puede observar que la superioridad del algoritmo POLI"-CPX se
acentia, ya que logra resolver el doble de instancias (20 vs 10). Entre las instancias
resueltas por ambos, el promedio de tiempo es 559.55 segundos para POLI"-CPX y
147.10 segundos para EXP"-CPX. Respecto al gap entre las instancias no resueltas,
en general, POLI"-CPX tiene mayor valor de gap, acentuédndose la diferencia en las
instancias regulares donde hay casos con una diferencia absoluta de valor cuatro
veces mayor. Cabe destacar que el valor de la cota inferior suele ser muy similar
para ambos algoritmos, sin embargo, la diferencia mayor entre ellos es la calidad

de la mejor solucion encontrada.

Sin descartar ninguno de los algoritmos, continuamos la experimentacion agregan-

do la etapa de preprocesamiento en ambos casos.

En primer lugar, informamos en las tablas 7.3 y 7.4 los porcentajes de reduccion
en la cota superior y en el tamano del modelo que se logra con este proceso. Cabe
mencionar que en el caso del modelo EXP" no se contabilizaron las restricciones

exponenciales, si bien también el algoritmo de separacion se ve afectado por la

POLI'-CPX EXP"-CPX
tiempo gap tiempo gap
baja - 1.00(6) - 1.00(6)
random  media | 140.63 (6) - 454.89(6) -

alta | 39.49(2)  1.00(4) | 10.32(1)  1.40(5)
A+2 alta | 833.96(1) 1.00(3) | 1316.83(1) 1.42(3)

baja - 2.20(10) - 1.10(10)

reqular  media - 1.00(12) - 1.00(12)

alta | 950.34(11)  1.00(1) | 1014.33(10)  1.00(2)
Promedio 610.52 1.33 788.87 1.11
Med Geom 282.38 1.24 438.68 1.09
Méximo 2539.47 3.00 1834.28 2.00
Minimo 0.23 1.00 0.03 1.00

Cuadro 7.1. Comparacion modelo POLI" vs EXP*-Primer conjunto de instancias
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POLI-CPX EXP'-CPX
tiempo gap tiempo gap
baja | 140.67(2) 1.00(4) | 3.14(2) 1.00(4)
random media | 30.15(2) 1.00(4) | 0.59(2)  1.00(4)
alta | 1309.69(9) 1.00(1) | 288.81(6) 1.00(4)
A+2 alta - 1.00(2) - 1.70(2)
baja ; 2.50(8) ; 1.38(8)
regular media - 1.83(6) - 1.00(6)
alta | 2342.58(7) 1.00(1) ; 1.00(8)
Promedio 1426.34 1.65 174.03 1.12
Media Geom 687.12 1.48 44.73 1.09
Méaximo 2927.94 4.00 814.68 2.00
Minimo 12.03 1.00 0.58 1.00

Cuadro 7.2. Comparacion modelo POLI" vs EXP"-Segundo conjunto de instan-
cias

disminucién de la cota superior de colores. Debido a las caracteristicas de los
modelos, el porcentaje de disminuciéon en la cota se traslada en forma directa a la
cantidad de variables y en un porcentaje levemente menor a la de restricciones.
Como se puede apreciar, el impacto de esta etapa es muy significativo, logrando
una reducciéon importante en la mayoria de las instancias. Como era de esperar, a

mayor densidad menor es el impacto.

En la tabla 7.5 mostramos los resultados de resolver los modelos preprocesados
utilizando el algoritmo por defecto de CPLEX. Denotamos POLI"-CPX-Pre y
EXPr-CPX-Pre a las versiones de cada algoritmo.

En 15 instancias, la solucién inicial no es 6ptima. Ademas, en ningin caso coincide
con A, por lo cual no se puede afirmar que sea oOptima o no. Al finalizar los

algoritmos, en todas las instancias se tiene como mejor soluciéon a la 6ptima.

Cota | POLI"*-Pre | EXP"-Pre

%red | %redFilas | %redFilas
baja | 77.65 76.50 75.57
random  media | 46.43 44.76 42.82
alta 2.56 2.44 2.15
A+2 alta 10.68 10.20 9.31
baja | 85.50 84.53 83.13
reqular  media | 45.10 43.96 40.77
alta | 14.10 13.63 12.03
Promedio 42.29 41.42 39.74
Maximo 85.71 84.7 83.4
Minimo 0.00 0.00 0.00

Cuadro 7.3. Reduccion post preprocesamiento-Primer conjunto de instancias
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Cota | POLI"-Pre | EXP"-Pre

%red | %redFilas | %redFilas
baja | 75.85 74.78 73.71
random  media | 31.94 30.71 28.48
alta 7.39 7.06 6.20
A+2 alta 8.01 7.73 6.85
baja | 87.50 86.64 85.39
reqular  media | 46.26 45.37 40.91
alta | 20.00 19.41 17.23
Promedio 40.74 39.9 38.16
Maximo 87.50 86.64 85.39
Minimo 5.56 5.29 4.62

Cuadro 7.4. Reduccion post preprocesamiento-Segundo conjunto de instancias

POLI'-CPX-Pre EXPr-CPX-Pre
tiempo gap tiempo gap
baja 0.10 - 0.04 -
random media 0.01 - 0.01 -
alta 0.06(2)  1.00(4) | 0.05(2) 1.00(4)
A+2 alta | 120.83(3) 1.00(1) | 82.97(3) 1.00(1)
baja 0.07 - 6.89 -
reqular media | 894.35 - 0.35 -
alta 1010.02 - 18.14 -
Promedio 444.13 1.00 10.59 1.00
Media Geom 34.85 0.71 2.54 0.51
Maximo 3454.04 1.00 243.52 1.00
Minimo 0 1.00 0 1.00

Cuadro 7.5. Utilizando preprocesamiento - Primer conjunto de instancias
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El impacto del preprocesamiento es muy significativo, tanto en POLI"-CPX-Pre
como en EXP"-CPX-Pre. El numero de instancias resueltas a optimalidad es dos
veces y media mayor que sin preprocesamiento y entre los algoritmos, difieren en
solo una instancia a favor de EXP"-CPX-Pre. Bajo este criterio, los dos algoritmos
tienen una performance bastante pareja. Sin embargo, si consideramos las 50 ins-
tancias resueltas por los dos, el tiempo promedio de FXP"-CPX-Pre es de 10.77
segundos mientras que con POLI"-CPX-Pre el tiempo promedio es 444.12 segun-
dos. Hay tiempos muy pequenos debido a que el 45 % de las instancias se resuelven
en nodo raiz (en ambos algoritmos). Esto ocurre principalmente en instancias ran-

dom de media y baja densidad e instancias regulares de baja y media.

Para analizar si esta tendencia se ratifica en instancias de mayor tamano, en la
tabla 7.6 mostramos los resultados para el segundo conjunto de instancias. Pode-
mos observar que las diferencias entre los dos algoritmos con preprocesamiento se

acrecientan.

Con el algoritmo EXP"-CPX-Pre se resuelven 44 de las 46 instancias, mientras que
con POLI"-CPX-Pre se resuelven 39. El tiempo promedio para EXP"-CPX-Pre es
98.50 segundos y para POLI"-CPX-Pre es 416.15 segundos. Si nos concentramos
en las 39 instancias resueltas por ambos, el tiempo promedio de EXP"-CPX-Pre
es 110.45 segundos. Estos ntiimeros confirman la superioridad del algoritmo EXP"-

CPX-Pre, tanto en cantidad de instancias resueltas como en tiempo promedio.

Tomando como base EXP"-CPX-Pre, queremos evaluar ahora si vale la pena incor-

porar al algoritmo los planos de corte y estrategia de branching que utilizamos en

POLI'-CPX-Pre EXP"-CPX-Pre
tiempo gap tiempo gap
baja 1.88(6) - 0.05(6) -
random media | 0.94(6) - 0.18(6) -
alta | 0.63(10) - |ora200) -
A+2 alta - 1.00(2) - 1.00(2)
baja 0.11(8) - 79.84(8) -
regular media | 1870.07(3) 1.00(3) | 5.00(6) -
alta | 1766.00(6) 1.00(2) | 423.77(8) -
Promedio 416.16 1.00 98.51 1.00
Media Geom 22.66 5.83 8.67 1.56
Maéaximo 3372.05 1.00 3383.90 1.00
Minimo 0.00 1.00 0.00 1.00

Cuadro 7.6. Utilizando preprocesamiento - Segundo conjunto de instancias
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el caso de AVDECP. Denotamos a ese algoritmo EXP"-CPX-Pre-BC. Comenza-
mos con las 16 instancias que necesitaron al menos de 1 minuto para ser resueltas
(9) con preprocesamiento o no se resolvieron (7). Mostramos los resultados en la
tabla 7.7.

Con estas componentes extras en el algoritmo EXP"-CPX-Pre-BC, se resuelve 1
instancia mas que corresponde a una instancia A + 2 de las consideradas dificiles.
Sin embargo, lo mas significativo es la disminucion del tiempo promedio en el
caso de las 9 instancias resueltas por ambos: 519.44 segundos vs 6.79 segundos
en favor de haber incluido los planos de cortes y la estrategia de branching. El
impacto mayor se produce porque los cortes en el nodo raiz logran cerrar el gap

rapidamente.

Por 1ltimo, sobre este mismo subconjunto de instancias, experimentamos con los
3 criterios de rompimiento de simetria. Tenemos entonces tres versiones del algo-
ritmo: EXP"-CPX-Pre-BC-S1, EXP"-CPX-Pre-BC-52 y EXP"-CPX-Pre-BC-S3.

Reportamos los resultados en la tabla 7.8.

Con cualquiera de los tres criterios, se resuelve una nueva instancia (tipo A + 2).
Si nos concentramos en las 10 instancias que ya se resolvian, el tiempo promedio
es de 242.48 segundos sin incorporar rompimiento de simetria, mientras que con
los 3 criterios es de 60.59, 68.72 y 18.2 segundos, respectivamente. En aquellas
instancias donde el tiempo era menor a un segundo, no se aprecian diferencias.
El impacto mayor esta en las instancias que requerian méas tiempo. Respecto a la
nueva instancia resuelta, el tiempo es de 403.35, 357.87 y 267.69 segundos para

cada criterio.

Con estos resultados, podemos afirmar que incorporando el criterio 3 se obtienen

los mejores resultados.

Para finalizar y mostrar la eficiencia de nuestra propuesta atn para el caso de AV-
DECP, realizamos una comparacion final sobre todas las instancias. El objetivo
es mostrar como, a partir de EXP"-CPX, diferentes componentes que proponemos
mostraron un impacto muy notorio en la eficiencia del algoritmo. En particular,
queremos mostrar que, si bien el preprocesamiento es clave, las otras componentes
también influyen positivamente independientemente si se realiza o no este proce-

S0.
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EXP"-CPX-Pre | EXP"-CPX-Pre-BC
tiempo  gap tiempo gap

be-12-1-9 3600 1 3600 1
bc-12-2-9 3600 1 3600 1
bc-12-3-9 3600 1 3600 1
bc-12-4-9 3600 1 3600 1
be-17-13-9 | 271.14 0 0.32 0
inst 9 7 243.52 0 59.15 0
inst 10 8 3600 1 3600 1
inst_11_9 3600 1 2363.66 0
inst_12_10 3600 1 3600 1
n12k10i2 213.05 0 0.41 0
kinst-14-10-2 | 3383.9 0 1.08 0
kinst-39-4-2 | 83.18 0 0.04 0
kinst-39-4-5 | 65.02 0 0.05 0
kinst-39-4-6 | 101.82 0 0.04 0
kinst-39-4-7 | 252.96 0 0.04 0
kinst-39-4-8 | 60.37 0 0.04 0

Cuadro 7.7. Agregando cortes y estrategia de branching

EXP"-CPX-Pre-BC-53

bc-12-1-9
bc-12-2-9
bc-12-3-9
be-12-4-9
be-17-13-9
inst_9_7
inst_10_8
inst_11_9
inst 12 10
n12k10i2
kinst-14-10-2
kinst-39-4-2
kinst-39-4-5
kinst-39-4-6
kinst-39-4-7
kinst-39-4-8
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EXP"-CPX-Pre | EXP"-CPX-Pre-BC | EXP"-CPX-Pre-BC-S1 | EXP"-CPX-Pre-BC-52
3600 3600 3600 3600
3600 3600 3600 3600
3600 3600 3600 3600
3600 3600 3600 3600

271.14 0.32 0.23 0.36
243.52 59.15 35.75 29.96
3600 3600 403.35 357.87
3600 2363.66 568.29 652.99
3600 3600 3600 3600
213.05 0.41 0.59 1.08
3383.9 1.08 0.9 1.84
83.18 0.04 0.05 0.05
65.02 0.05 0.05 0.04
101.82 0.04 0.04 0.05
252.96 0.04 0.05 0.79
60.37 0.04 0.04 0.05

Cuadro 7.8. Agregando rompiendo de simetria

3600
3600
3600
3600
0.29
14.15
267.69
164.41
3600
0.68
1.01
0.06
0.64
0.05
0.05
0.66
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Consideramos 3 opciones ademas del algoritmo base (EXP"-CPX):
s EXP"-CPX-Pre: algoritmo que incluye preprocesamiento.

s EXP'-CPX-BC-53: algoritmo que incluye planos de cortes y el tercer criterio

de rompimiento de simetria.

s EXP'-CPX-Pre-BC-83: algoritmo que incluye preprocesamiento, planos de

cortes y el tercer criterio de rompimiento de simetria.

En las tablas 7.9 y 7.10 reportamos los tiempos de cada uno de los algoritmos, asi

como también la cantidad de instancias resueltas dentro del tiempo limite.

Se puede observar que cuando incluimos los planos de corte y el rompimiento de
simetria el nimero de instancias resueltas se triplica respecto al algoritmo base.

Es decir, sin dudas, la inclusion de estas componentes influyen positivamente.

El preprocesamiento marca un umbral tanto en cantidad de instancias resueltas
a optimalidad como en tiempo promedio y media geométrica. Sobre este umbral,
la incorporacion de los otras componentes (planos de corte y el rompimiento de

simetria) mejoran todos los criterios de evaluacion.

Aun con el algoritmo mas efectivo, han quedado instancias de alta densidad sin
resolver dentro del tiempo limite. Hemos realizado el ejercicio de ampliar el tiempo

a 12hs y no se alcanz6 la optimalidad en ningin caso.

Los resultados no dejan dudas que el desarrollo realizado para AVDSECP, su-

mado a componentes propias del problema, se adapt6é con éxito a AVDECP.

EXP"-CPX | EXP"-CPX-Pre | EXP"-CPX-BC-S3 | EXP"-CPX-Pre-BC-53

tiempo tiempo tiempo tiempo

baja - 0.04(6) 874.81(4) 0.03(6)

random media | 454.89(6) 0.01(6) 4.26(6) 0.01(6)

alta | 10.32(1) 0.05(2) 14.12(2) 0.025(2)

A2 alta | 1316.83(1) 82.97(3) 123.02(1) 70.77(4)

baja - 6.89(10) 79.74(10) 0.21(10)

regulares ~ media - 0.35(12) 933.24(11) 0.53(12)

alta | 1014.33(10) | 18.14(12) 810.06(11) 0.38(12)

Promedio 788.87(18) 10.50(51) 525.55(45) 5.70(52)
Media Geom 438.68 2.55 162.67 1.14

Maximo 1834.28 243.52 3244.14 267.69
Minimo 0.03 0.00 0.01 0.00
CantOpt 18.00 51.00 45.00 52.00

Cuadro 7.9. Comparacion final-Primer conjunto de instancias
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EXP"-CPX-BC-53

EXP"-CPX-Pre-BC-53

EXP"-CPX | EXP"-CPX-Pre

tiempo tiempo tiempo tiempo

baja 3.14(2) 0.05(6) 831.34(6) 0.09(6)

random media 0.59(2) 0.18(6) 0.98(2) 0.21(6)
alta 288.81(6) 27.42(10) 418.63(9) 0.21(10)
A42 alta - - - 164.41(1)
baja - 79.84(8) 194.36(8) 0.21(8)

regulares  media - 5.00(6) 1439.07(5) 2.52(6)
alta - 423.77(8) - 0.89(8)
Promedio 174.03(10) 98.51(44) 583.60(30) 4.27(45)

Media Geom 44.73 8.67 135.84 1.28
Maximo 814.668 3383.90 3415.74 164.41

Minim 0.58 0.01 0.13 0.01
CantOpt 10.00 44.00 30.00 45.00

Cuadro 7.10. Comparacioén final-Segundo conjunto de instancias
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8. Conclusiones y trabajo futuro

A lo largo del trabajo se realizaron distintas observaciones y conclusiones especifi-
cas de cada seccion. A continuaciéon mencionamos algunas conclusiones generales

sobre el trabajo realizado.

s Problemas

El problema de la suma de coloreo de aristas con vértices adyacentes distin-
guibles (AVDSECP) es una variante del problema de coloreo de aristas con
vértices adyacentes distinguibles (AVDECP) que es muy estudiado en la li-
teratura desde un enfoque teorico. En este trabajo presentamos un conjunto

de instancias y algoritmos para los dos problemas.

El problema de la suma de coloreo de aristas con vértices adyacentes distin-
guibles esta basado en otras variantes de suma de colores. Mientras que en
algunos de estos problemas existen cotas de la maxima cantidad de colores
necesaria en un coloreo de minima suma, encontramos instancias para las que
AVDSECP requiere mas colores que lo esperado. Por ejemplo, una instan-
cia de 12 vértices requiere a lo sumo 13 colores (alcanzando la conocida cota
superior de n+ 1) para obtener un coloreo de aristas con vértices adyacentes
distinguibles. Sin embargo, esta instancia requiere 14 colores para obtener la
suma minima. En este sentido, AVDSECP tiene una similitud mas cercana
al problema de suma de coloreos de vértices que al de suma de coloreos de

aristas.

El problema de coloreo de aristas con vértices adyacentes distinguibles cuen-
ta con una conjetura que establece que el indice cromatico tiene tres valores
posibles (A, A 4+ 1, A + 2). Durante el desarrollo de este trabajo no hemos
encontrado grafos que refuten esta conjetura. Mas alla de las instancias pre-

sentadas en esta tesis, hemos experimentado con gran cantidad de grafos
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y siempre encontramos que la conjetura se cumplia. En general vimos que
obtener una solucién factible del problema es relativamente facil, pero para
demostrar optimalidad, las instancias A+ 2 fueron particularmente desafian-

tes.
Modelos, estudio poliedral y desigualdades validas

Presentamos dos modelos distintos para tratar con la distinguibilidad de
colores. El primer modelo tiene una cantidad de variables y restricciones
polinomial. El segundo depende de la combinatoria entre los grados de los
vértices y la cantidad de colores utilizados para expresar las restricciones, si

bien la cantidad de variables es polinomial.

Para el segundo modelo hicimos un estudio del poliedro asociado al conjunto
de soluciones factibles. Caracterizamos la dimension de la capsula convexa y
obtuvimos tres familias de desigualdades validas que resultaron ser facetas.
La primera de ellas, d-Color, es una version reforzada de la desigualdad
utilizada para distinguir vértices. La segunda familia de desigualdades, (d-
1)-Color, es muy similar a la anterior, pero mostramos que efectivamente
logra reforzar el poliedro. Finalmente trabajamos con una familia de de-
sigualdades conocidas en la literatura como blossom. Si bien esta familia es
cominmente utilizada en problemas relacionados con matchings y coloreos,
no encontramos en la literatura que alguna vez se mostrara la cualidad de

faceta que éstas tienen en problemas de coloreo de aristas.

Cada una de las familias de desigualdades validas consiste de un conjunto
de cardinal grande debido a la explosién combinatoria. En el caso de las
desigualdades d-Color y (d-1)-Color, el cardinal depende de subconjuntos
de colores, y en el caso de las desigualdades blossom de subconjuntos de vér-
tices. Sin embargo implementamos rutinas de separacién exacta para todos
los planos de corte. Las desigualdades de conjuntos permiten una reescritura
tal que obtener la maxima desigualdad violada para un determinado color se
reduce a un problema de ordenamiento. Por otro lado, la desigualdad blos-
som requiri6 una reescritura y el uso de la estructura conocida como arbol de
Gomory-Hu para poder encontrar una desigualdad violada. La importancia
de este algoritmo de separacion radica en que permite encontrar desigual-

dades sobre conjuntos de vértices de tamano arbitrario haciendo que, cuan-



do comparamos esta separacion con otros algoritmos més rapidos exactos o
heuristicos pero en conjuntos de tamano fijo, los cortes blossom generales

resulten méas beneficiosos.
Heuristicas

Hicimos un estudio de distintas heuristicas para obtener soluciones de AVD-
SECP, clasificindolas en rdpidas versus lentas. Dentro de las heuristicas
rapidas encontramos que una variante de un algoritmo conocido como D-
SATUR consiguié muy buenos resultados. Agregarle un elemento no determi-
nistico y ejecutarlo miltiples veces permitié obtener soluciones de muy buena
calidad. Ademas, desarrollamos una heuristica basada en una formulacion no
compacta de programacion lineal entera. El modelo resultoé desafiante ya que
requiere de una variable para cada matching posible en el grafo y para cada
color para asegurar distinguibilidad de vértices adyacentes. A pesar de eso,
dentro de las heuristicas lentas vimos que este enfoque consiguié mejores

resultados que el modelo de Constraint Programming.
Instancias

En la literatura de coloreo de grafos, existe un conjunto de instancias (de los
desafios DIMACS por ejemplo) que suelen usarse como referentes para com-
parar rendimiento de diferentes algoritmos. En nuestro caso, vimos que estas
instancias no necesariamente cuentan con grafos particularmente interesantes
para este problema. La mayoria de las instancias cuentan con pocos vértices
adyacentes de igual grado, por lo tanto AVDSECP y AVDECP se reducen

a su version de coloreo propio de aristas.

Debido a esto, nos vimos obligados a generar nuestro propio conjunto de
instancias, buscando grafos que resultaran desafiantes para el problema. Esto
no fue un trabajo menor. Tuvimos que entender, mas alla de la existencia de
un nimero razonable de conflictos, que particularidad hacia que una instancia

resultara dificil para nuestros problemas.
CPLEX

Si bien los algoritmos de resolucion generales son muy ttiles y permiten una

rapida implementacion de un modelo de programaciéon lineal entera, vimos
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que un analisis particular del problema es clave para resolver instancias mas
desafiantes. El paquete CPLEX permiti6 el agregado de planos de cortes,

heurfsticas y criterios de branching de manera efectiva.
AVDECP

Aunque nuestro desarrollo no estuvo centrado en este problema, el algoritmo
propuesto para AVDSECP mostr6 una eficiencia destacable en AVDECP

conjugado con algunas componentes especificas.

Trabajo futuro

A continuacién se mencionan algunas lineas de trabajo futuro.

222

Cotas de cantidad de colores

El problema de coloreo de aristas con vértices adyacentes distinguibles tiene
una conjetura con respecto a la minima cantidad de colores necesarios. Una
linea tedrica de trabajo futuro es poder mejorar la cota demostrada existente

o entender por qué es dificil de demostrar la conjetura.

A pesar de ello, gracias a la cota conocida y a la naturaleza del problema,
podemos utilizar un preprocesamiento en el algoritmo que resulta ser un fac-
tor clave a la hora de resolver las instancias. En contraste, para AVDSECP
no tenemos una cota de la cantidad de colores de un coloreo 6ptimo. No solo
eso, sino que ademéas un coloreo valido no brinda una cota de la maxima
cantidad de colores necesarios, lo que no permite utilizar la informacion de
una heuristica inicial para reducir el tamano del problema (en cantidad de
colores). Seria interesante realizar un estudio tedrico para caracterizar una
cota dado que, por la experiencia del algoritmo en AVDECP, puede resultar

en una mejora significativa a nivel algoritmico para el AVDSECP.
Otras variantes

Haciendo revision de literatura encontramos otros problemas que estan re-

lacionados con el problema de coloreo de aristas con vértices adyacentes
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distinguidos. Por ejemplo: distinguibilidad de vértices de igual grado sin im-
portar la adyacencia y distinguibilidad de vértices en al menos un color sin
importar el grado. Algunas de estas variantes se pueden modelar de forma
directa con las formulaciones propuestas, por lo que podria ser interesante
ver si algtin otro problema puede utilizar las técnicas abordadas en esta tesis

y los resultados obtenidos.
Estudio poliedral

En esta tesis vimos que al agregar las desigualdades validas encontradas
como planos de corte en el algoritmo de Branch and Cut obtuvimos una
notable mejora en la resolucion de las instancias. jExistiran otras desigual-
dades validas que permitan una mejor descripcion del poliedro asociado al
modelo?, ;pueden mejorar el rendimiento del algoritmo? Una posible linea
de trabajo es continuar con el estudio poliedral realizado en busca de otras

desigualdades validas.

Ademas, muchos de los trabajos teoricos encontrados en la bibliografia se
centran en clases de grafos particulares. Lo que da lugar a plantearnos, si
nos enfocdramos en alguna de estas clases de grafos, ;surgiria alguna de-
sigualdad valida que valga la pena explotar computacionalmente? ;Se puede
sacar provecho de las propiedades teodricas sobre clases de grafos particulares

en el algoritmo?
Performance del algoritmo

Experimentamos con nuestro algoritmo Branch and Cut haciendo pruebas
bajo distintos parametros y configuraciones para las componentes que consi-
deramos més influyentes para su performance. Sin embargo, existen puntos
donde todavia podria existir lugar a mejora. ;Se puede hacer una eleccion
més efectiva de los cortes o de estrategias de branching? ;Hay otros parame-

tros de CPLEX que permitan mejorar la version final del algoritmo?
Instancias

Como mencionamos anteriormente, dado que en la literatura no existian ins-

tancias atrayentes para el problema, propusimos un conjunto de instancias

223



8. Conclusiones y trabajo futuro

con diferentes caracteristicas que las hacen de particular interés. Un inte-
rrogante adicional podria ser cuan robusto es el algoritmo con respecto a la
forma en que esta representado el grafo. ;Es robusto el algoritmo frente a
distintos ordenamientos de vértices? Y si no lo fuera, ;puede determinarse

alguna representacion favorable para la performance del algoritmo?

Ademas, ;existe una instancia que refuta la conjetura sobre la minima canti-
dad de colores para que exista un coloreo AVDECP? ; Qué tipo de instancias

maximizan la cantidad de colores necesarios en la suma de colores?
Aplicacién

Tanto para AVDECP como para AVDSECP, no hemos podido encontrar
una aplicaciéon que provenga de un problema practico que pueda ser modelado
con alguno de estos dos problemas de grafos. Seria muy interesante poder
conseguir instancias reales sobre las cuales experimentar y evaluar nuestro

algoritmo.

Con esta tesis esperamos haber contribuido a despertar el interés para trabajar en

la gran familia de problemas de etiquetado de grafos y estimular a la discusion de

las lineas de investigacion presentes y futuras.
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A.1. Definiciones y notaciéon sobre grafos

Introducimos algunos conceptos que usamos en el desarrollo de la tesis. Més de-
talles se pueden consultar en la numerosa bibliografia basica de teoria de grafos,

por ejemplo [37].

Un grafo G = (V, E) consiste en un conjunto de vértices V' y un conjunto de
aristas E que relacionan dos vértices del conjunto V. Decimos que una arista uv
es incidente a un vértice si es uno de los dos vértices que relaciona la arista, y
dos vértices son adyacentes si existe una arista que los relaciona. Dos aristas son

adyacentes si son incidentes a un mismo vértice.

La vecindad de un vértice v es el conjunto de vértices tales que existe una arista
que lo relacionan con v. Utilizamos N(v) para referirnos al conjunto de vecinos
de v. Se denomina grado de un vértice a la cantidad de aristas incidentes a
un vértice deg(v) = |N(v)|. Ademdas notamos con A(G) al maximo grado de un

vértice de Gy §(G) al grado minimo.

Sea V' C V, definimos al subgrafo inducido Gy = (V', X) con X C E tal que
toda arista de FE que relaciona dos vértices de V' pertenece a X. Andlogamente,
sea E' C E definimos Gp = (W, E') para referirnos al subgrafo inducido por

aristas donde W C V es el conjunto de vértices que estan relacionados en E'.

Dados G; = (V1, Ey) vy Gy = (Va, Es) se define la unién de grafos Gy U Gy como
el grafo G = (V,E) talque V=V, UVa y E = FE; U Fj

Un matching es un conjunto de aristas tal que ningiin par de aristas son incidentes
al mismo vértice. Se dice que un vértice estd saturado en el matching si existe

una arista del matching incidente al vértice.
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Un matching maximal es un matching tal que cumple la propiedad que para toda
arista del grafo que no pertenece al matching, alguno de sus vértices incidentes esta
saturado. Un matching maximo es un matching maximal que contiene la mayor
cantidad posible de aristas. Se denomina nimero de matching como v(G) al tamano
del matching méximo en el grafo G. Un matching perfecto es un matching tal que

todos los nodos estén saturados, por lo tanto v(G) = |V|/2.

Un camino es una secuencia de vértices tal que existe una arista que relaciona a
todo par de vértices consecutivos. La longitud de un camino es su nimero de
aristas. Un grafo se dice conezo si existe un camino entre todo par de vértices.
Una componente conexa del grafo es un subgrafo inducido conexo maximal. Un
vértice se denomina vértice de corte si al eliminarlo del grafo aumenta el ntimero

de componentes conexas del grafo.

Un czclo es un camino con al menos 3 vértices que comienza y termina en el mismo
nodo. Se define cintura de un grafo (en inglés girth) a la longitud del ciclo méas

corto.

Dado un matching M y un grafo G se define camino alternado en el grafo como
un camino tal que para todo par de aristas adyacentes en el camino exactamente
una pertence a M. Las aristas del camino alternan entre pertenecer al matching
y no. Un camino de aumento es un camino alternado que comienza y finaliza
en vértices no saturados. El lema de Berge dice que un matching es maximo si y

solo si no existe camino de aumento [9].

Un recubrimiento de vértices de un grafo es un conjunto de vértices tal que
toda arista del grafo es incidente a algiin vértice del conjunto. Un recubrimiento de
vértices minimo es un recubrimiento con la menor cantidad de vértices posible del
grafo. El matching méximo de un grafo es a lo sumo la cantidad de vértices de un
recubrimiento minimo, por lo que el tamano del matching maximo esta acotado

por ese namero.

Un corte de un grafo es una particiéon del conjunto de vértices en dos subconjuntos
disjuntos. Se dice corte minimo si minimiza alguna métrica, por ejemplo la suma
de pesos asociados a las aristas cuyos vértices incidentes pertenecen a diferentes

conjuntos.
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Un coloreo de aristas es una asignacion de colores a las aristas de un grafo. Un
coloreo de aristas propio cumple la propiedad que todo par de aristas que son
incidentes a un mismo vértice tienen distinto color. Un k-coloreo de aristas utiliza

a lo sumo £ colores. La minima cantidad de colores tal que existe un k-coloreo es

X'(G).

Un etiquetado consiste en una asignacion de etiquetas, usualmente representadas

con nimeros enteros, a los vértices de un grafo, las aristas o ambos.

A.2. Conceptos basicos de Programacion Lineal

Entera

Detallamos algunos conceptos bésicos de la PLE y generalidades de algoritmos de

resolucion. Para una ampliacion de los temas aqui introducidos, ver [67].

Un problema de PLE puede ser formulado de la siguiente manera:

n
Minimizar E CiT;
j=1
sujeto a

n

Zaijxjgbi izl,...,m

j=1
x; € Ly Vi=1,...,n
(A.1)

Es decir, una funcion lineal a optimizar sujeta a un conjunto de inecuaciones
lineales y toda coordenada debe ser un ntmero entero. Cada formulaciéon PLE
tiene asociado un poliedro P = {z € R} : Az < b} con A € R™" ybe R™y
el conjunto de soluciones factibles S = PN{z € R" :z; € ZVj € I}. A Pselo

denomina relajacion lineal de S.
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El poliedro se encuentra definido como la interseccion de las regiones definidas por

las desigualdades presentes en la formulacion.

Si llamamos conv(S) a la cdpsula convexa de S (menor poliedro que contiene a
S), entonces PLE es equivalente a resolver min{cz | x € conv(S)}. Si P = conv(S5)
o se tuviera una descripcion de conv(S) mediante una cantidad polinomial (en la
cantidad de variables) de desigualdades lineales, el problema PLE puede ser re-
suelto por cualquier algoritmo de Programacion Lineal que resulta computacional-
mente facil. Cabe aclarar que, aiin en el caso en que esta caracterizacion no fuese
polinomial, bajo ciertas circunstancias el problema podria ser resuelto en tiempo

polinomial.

La dimension de un poliedro P C R" se define como la cantidad maxima de pun-
tos afinmente independientes que pertenecen al poliedro menos 1. Una desigual-
dad Tlz < II; (inecuacion lineal) es wvdlida para un poliedro P si es satisfecha
por todos los puntos que pertenecen a P. Una cara definida por una desigualdad
valida (I, I1j) es un poliedro que resulta de la interseccion del poliedro P con el
conjunto de puntos que satisfacen Ilx = Ily. Una cara se dice propia si es no vacia
y estd contenida estrictamente en el poliedro. Un desigualdad valida define una

faceta si la cara asociada tiene una dimensiéon menos que el poliedro P.

Un sistema minimal de ecuaciones de un poliedro esta formado por un con-
junto de ecuaciones linealmente independientes de cardinal maximo que satisfacen
los puntos que pertenecen al poliedro. La dimension de un poliedro estia también
definida como la dimension del espacio menos la cantidad de ecuaciones del sistema

minimal.

El sistema minimal junto con las desigualdades validas que definan facetas son

suficientes para la descripcion completa de un poliedro.

A.2.1. Algoritmos para Problemas de Programacion Lineal

Entera

Los algoritmos més utilizados se encuadran dentro de algunos de estos esquemas

béasicos:
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» Enumeracién inteligente: algoritmos Branch and Bound.

Estos algoritmos estan asociados al concepto divide y conquista. La enu-
meracion puede representarse mediante un arbol cuya raiz corresponde al
problema original y sus ramas resultan de la division en partes del espacio
de bisqueda. Cada nodo del arbol tiene asociado un subproblema que con-
siste en buscar el 6ptimo en una parte del espacio de soluciones. Argumentos
de dominancia y factiblidad permiten descartar ramas del arbol en el proce-
so de busqueda. En este esquema hay tres puntos claves: poda (bounding),
ramificacion (branching) y recorrido. El primero refiere al célculo de cotas
del 6ptimo del problema restringido a esa parte del espacio de soluciones.
Si la cota es peor que la mejor solucion obtenida hasta el momento, no es
necesario explorar dicha parte. Respecto al branching, consiste en dividir la
region factible en dos o mas regiones. Cada nueva regiéon da origen a un nuevo
subproblema o nodo hijo, originado por la adicién de una nueva restricciéon al
problema del nodo padre que ademés elimina la soluciéon fraccionaria actual.
Es esencial que cada solucién entera factible del nodo padre pertenezca a al
menos uno de los hijos. Por tltimo, el recorrido del drbol se puede realizar
mediante diferentes estrategias: profundidad (DFS), a lo ancho (BFS), mejor
cota (BB), etc.

» Caracterizacion de conv(S) o ajuste de la relajacion lineal: algoritmos de

planos de corte.

Un algoritmo bésico de planos de corte relaja las condiciones de integralidad
sobre las variables y resuelve el programa lineal resultante. Si el programa
lineal es infactible, el programa entero también lo es. Si la solucién dptima
del programa lineal cumple las condiciones de integralidad, se ha encontrado
un 6ptimo del PLE. En caso contrario, se busca identificar desigualdades
lineales validas para conv(S) (problema de separacion) que estén violadas por
la solucion actual fraccionaria del programa lineal. Es decir, desigualdades
validas que separen el 6ptimo fraccionario de conv(S). El algoritmo continda
hasta que una solucién 6ptima entera es encontrada, el programa lineal es
infactible 6 no se pudo identificar alguna desigualdad lineal que separe al

optimo de la relajacion actual, ya sea porque no se conoce la descripcion
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completa de la cadpsula convexa o porque los algoritmos de separaciéon no son

exactos.

El éxito del algoritmo depende en gran medida de la disponibilidad y la efi-
cacia en encontrar desigualdades violadas (planos de corte). Si bien pueden
usarse planos de corte de uso general como los cortes de Gomory [30], sue-
len ser mas eficaces aquellos que provienen de una descripcion parcial/total
de la capsula convexa del conjunto de las soluciones factibles enteras. Para
estos planos de corte, es necesario el diseno de rutinas de separacion. Estas
rutinas toman como entrada una solucion y retornan restricciones violadas
por este punto, si es que existe alguna. El problema de separacion puede ser
NP-dificil o tener complejidad alta, lo que lleva en la practica a utilizar algo-
ritmos heuristicos, o sea, que es posible que no sean capaces de encontrar una
desigualdad violada aunque exista. La estrategia que se utilice para decidir

la biisqueda de planos de corte es clave para la performance del algoritmo.
Una combinacion de las dos técnicas anteriores: algoritmos Branch and Cut.

Un algoritmo Branch and Cut es un Branch and Bound en el cual se gene-
ran planos de corte a través del arbol de enumeracion. El objetivo de esto
es reducir significativamente el ntimero de nodos del arbol mejorando la for-
mulacion de los subproblemas. En un Branch and Cut, la enumeracion y
los planos de corte se benefician mutuamente. En la implementacion de un
algoritmo Branch and Cut hay que tener en cuenta las estrategias propias de
un algoritmo Branch and Bound sumadas a las de un algoritmo de planos
de corte. Ademas, se agregan nuevas decisiones como ;cuiando buscar planos

de cortes?, jcuantos cortes agregar?, etc.
Algoritmos Branch and Price.

Un algoritmo Branch and Price es un Branch and Bound en el cual las re-
lajaciones lineales asociadas a los nodos del drbol de biisqueda se resuelven
mediante la técnica de generacion de columnas. Esta técnica se utiliza cuando
la cantidad de columnas del conjunto de restricciones que define al problema
es muy grande y se van incorporando al modelo bajo demanda. Se considera
un problema restringido omitiendo columnas (problema maestro) que se re-

suelve a optimalidad. Luego, entre las columnas omitidas, se comprueba si



A.2. Conceptos basicos de Programacion Lineal Entera

hay alguna que deba ser incorporada al problema para mejorar la solucion
(problema esclavo). Si la hay, se incorpora y se reoptimiza. Si no, se obtuvo
el 6ptimo del problema lineal. El éxito de aplicar esta técnica depende de la
eficacia de resolver el problema esclavo y del impacto que tiene el criterio de

ramificaciéon en la definicién del problema esclavo.
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B. Resultados extendidos

B. Resultados extendidos

| 1 2 3 4

be-43-1-1 323.00 339.00 311.00 333.00
be-43-2-1 363.00 383.00 341.00 369.00
be-43-3-1 332.00 354.00 318.00 342.00
be-43-4-1 659.00 699.00 640.00 688.00
be-43-5-1 390.00 407.00 363.00 390.00
be-43-6-1 430.00 449.00 409.00 436.00
be-13-1-5 150.00  155.00 153.00 153.00
be-13-2-5 153.00 170.00 149.00 163.00
be-13-3-5 129.00 130.00 130.00 130.00
be-13-4-5 55.00  55.00  55.00  55.00
be-13-5-5 115.00 116.00 115.00 116.00
be-13-6-5 119.00 122.00 119.00 121.00
be-12-1-9 401.00 407.00 401.00 405.00
be-12-2-9 388.00 405.00 387.00 401.00
be-12-3-9 389.00 412.00 387.00 404.00
be-12-4-9 387.00 405.00 387.00 400.00
be-12-5-9 377.00  396.00 376.00 383.00
be-12-6-9 377.00  394.00 377.00 385.00
inst_7_5 55.00  54.00  54.00  54.00
inst_8_6 82.00 86.00  82.00  82.00
inst_9_7 |125.00 126.00 125.00 125.00
inst_10_8 | 176.00 180.00 176.00 176.00
kinst-4-033-0 | 187.00 191.00 187.00 191.00
kinst-4-033-1 | 187.00 191.00 187.00 191.00
kinst-4-033-2 | 187.00 193.00 187.00 193.00
kinst-4-033-3 | 186.00 191.00 186.00 191.00
kinst-4-033-4 | 186.00 190.00 186.00 190.00
kinst-4-034-0 | 191.00 198.00 191.00 198.00
kinst-4-034-1 | 191.00 198.00 191.00 198.00
kinst-4-034-2 | 192.00 199.00 192.00 199.00
kinst-4-034-3 | 191.00 197.00 191.00 197.00
kinst-4-034-4 | 192.00 196.00 192.00 196.00
nnl6k7il 237.00 239.00 237.00 239.00
nnl6k7i2 238.00 239.00 238.00 239.00
nnl6k7i3 236.00 239.00 236.00 239.00
nnl6k7id 237.00 241.00 237.00 241.00
nnl6k7is 237.00 242.00 237.00 242.00
nn16k7i6 236.00 241.00 236.00 241.00
nnl6k8il 302.00 308.00 302.00 308.00
nnl6k8i2 303.00 306.00 303.00 306.00
nnl6k8i3 303.00 306.00 303.00 306.00
nnl6k8id 302.00  307.00 302.00 307.00
nnl6k8is 301.00 310.00 301.00 310.00
nnl6k8i6 303.00 305.00 303.00 305.00
n12k10il 344.00 345.00 344.00 345.00
n12k10i2 343.00 345.00 343.00 345.00
n12k10i3 341.00 345.00 341.00 345.00
n12k10i4 343.00 344.00 343.00 344.00
n12k10i5 341.00 345.00 341.00 345.00
n12k10i6 343.00 344.00 343.00 344.00
n12k9il 281.00 284.00 281.00 284.00
n12k9i2 281.00 285.00 281.00 285.00
n12k9i3 282.00 283.00 282.00 283.00
n12k9i4 281.00 284.00 281.00 284.00
n12k9i5 281.00 284.00 281.00 284.00
n12k9i6 283.00 283.00 283.00 283.00

Cuadro B.1. Valor obtenido por la heuristica constructiva con distintos criterios
en 60 segundos para AVDSECP.
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1 5 10 30 60

be-43-1-1 311.00 311.00 311.00 311.00 311.00
be-43-2-1 343.00 342.00 342.00 341.00 341.00
be-43-3-1 319.00 318.00 318.00 318.00 318.00
be-43-4-1 644.00 642.00 642.00 640.00 640.00
be-43-5-1 364.00 364.00 363.00 363.00 363.00
be-43-6-1 411.00 409.00 409.00 409.00 409.00
be-13-1-5 153.00 153.00 153.00 153.00 153.00
be-13-2-5 149.00 149.00 149.00 149.00 149.00
be-13-3-5 130.00 130.00 130.00 130.00 130.00
be-13-4-5 55.00  55.00 55.00 55.00  55.00
be-13-5-5 115.00 115.00 115.00 115.00 115.00
be-13-6-5 119.00 119.00 119.00 119.00 119.00
be-12-1-9 402.00 401.00 401.00 401.00 401.00
be-12-2-9 389.00 387.00 387.00 387.00 387.00
be-12-3-9 388.00 387.00 387.00 387.00 387.00
be-12-4-9 388.00 387.00 387.00 387.00 387.00
be-12-5-9 378.00 377.00 377.00 377.00 376.00
be-12-6-9 377.00 377.00 377.00 377.00 377.00
inst_7_5 54.00 54.00 54.00 54.00 54.00
inst_8_6 82.00 82.00 82.00 82.00 82.00
inst_9_7 | 125.00 125.00 125.00 125.00 125.00
inst_10_8 | 176.00 176.00 176.00 176.00 176.00
kinst-4-033-0 | 188.00 187.00 187.00 187.00 187.00
kinst-4-033-1 | 188.00 187.00 187.00 187.00 187.00
kinst-4-033-2 | 188.00 187.00 187.00 187.00 187.00
kinst-4-033-3 | 188.00 187.00 187.00 186.00 186.00
kinst-4-033-4 | 187.00 187.00 187.00 186.00 186.00
kinst-4-034-0 | 195.00 193.00 192.00 191.00 191.00
kinst-4-034-1 | 195.00 193.00 192.00 191.00 191.00
kinst-4-034-2 | 194.00 192.00 192.00 192.00 192.00
kinst-4-034-3 | 195.00 193.00 193.00 191.00 191.00
kinst-4-034-4 | 194.00 193.00 193.00 193.00 192.00
nnl6k7il 240.00 238.00 238.00 237.00 237.00
nnl6k7i2 240.00 240.00 238.00 238.00 238.00
nnl16k7i3 241.00 239.00 238.00 236.00 236.00
nn16k7i4 239.00 237.00 237.00 237.00 237.00
nnl6k7is 240.00 238.00 238.00 237.00 237.00
nnl6k7i6 240.00 238.00 238.00 236.00 236.00
nnl6k8il 305.00 304.00 304.00 302.00 302.00
nnl16k8i2 305.00 303.00 303.00 303.00 303.00
nnl16k8i3 305.00 304.00 304.00 304.00 303.00
nn16k8i4 305.00 304.00 303.00 303.00 302.00
nn16k8i5 304.00 304.00 303.00 301.00 301.00
nnl6k8i6 305.00 303.00 303.00 303.00 303.00
n12k10il 347.00 345.00 345.00 345.00 344.00
n12k10i2 345.00 345.00 345.00 343.00 343.00
n12k10i3 347.00 346.00 341.00 341.00 341.00
n12k10i4 346.00 345.00 345.00 343.00 343.00
n12k10i5 347.00 346.00 345.00 341.00 341.00
n12k10i6 346.00 346.00 343.00 343.00 343.00
n12k9il 286.00 281.00 281.00 281.00 281.00
n12k9i2 286.00 283.00 281.00 281.00 281.00
n12k9i3 284.00 284.00 282.00 282.00 282.00
n12k9i4 286.00 281.00 281.00 281.00 281.00
n12k9id 284.00 283.00 283.00 283.00 281.00
n12k9i6 285.00 283.00 283.00 283.00 283.00

Cuadro B.2. Valor obtenido por la heuristica constructiva utilizando criterio 3 con

diferentes limites de tiempo (en segundos) para AVDSECP.
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B. Resultados extendidos

| CP1 CP2 1 segundo CP2 60segundos

be-43-1-1 | 337 359 321
be-43-2-1 | 379 444 352
be-43-3-1 | 347 386 330
be-43-4-1 | 684 842 665
be-43-5-1 | 402 467 377
be-43-6-1 | 440 532 423
be-13-1-5 | 165 153 149
be-13-2-5 | 169 155 150
be-13-3-5 | 137 130 130
be-13-4-5 | 58 55 55
be-13-5-5 | 123 116 115
be-13-6-5 | 129 120 119
be-12-1-9 | 412 416 401
be-12-2-9 | 416 397 387
be-12-3-9 | 399 398 388
be-12-4-9 | 421 398 388
be-12-5-9 | 407 389 375
be-12-6-9 | 398 385 378
inst_7_5 | 57 53 53
inst_ 8 6 | 93 82 82
inst_9_ 7 | 140 127 124

inst_10 8 | 187 181 176

kinst-4-033-0 | 191 198 189

kinst-4-033-1 | 191 198 189

kinst-4-033-2 | 196 199 189

kinst-4-033-3 | 196 197 190

kinst-4-033-4 | 193 198 188

kinst-4-034-0 | 196 203 193

kinst-4-034-1 | 196 203 193

kinst-4-034-2 | 201 202 194

kinst-4-034-3 | 197 205 193

kinst-4-034-4 | 199 204 194
nnl6k7il | 252 244 239
nn16k7i2 | 252 250 237
nn16k7i3 | 248 251 239
nnl6k7id | 257 248 239
nnl6k7i5 | 252 247 240
nnl6k7i6 | 252 249 240
nn16k8il | 323 314 304
nnl6k8i2 | 321 312 304
nnl6ksi3 | 316 318 304
nnl6k8i4 | 324 314 304
nn16ks8is | 324 320 305
nn16ksi6 | 321 316 304
n12k10il | 352 353 345
n12k10i2 | 348 353 344
n12k10i3 | 352 350 343
n12k10i4 | 348 354 345
n12k10i5 | 365 358 345
n12k10i6 | 346 353 345

n12k0il | 305 290 285
n12k9i2 | 304 292 285
n12k9i3 | 291 292 283
nl2k9i4 | 303 289 284
n12k9i5 | 292 289 283
n12k9i6 | 295 288 283

Cuadro B.3. Valor obtenido por la heuristica de Constraint Programming con di-
ferentes algoritmos para AVDSECP.
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0 matchings, 60 seg 1 matching 60 seg 10 matchings, 60 seg 1 matching, 600 seg 1 matching, 1000 seg
Valor Tiempo Valor  Tiempo | Valor Tiempo Valor Tiempo Valor Tiempo
bc-43-1-1 311 60.02 311 60.02 311 60.02 310 600.12 310 1000.02
bc-43-2-1 342 60.00 342 60.02 342 60.02 341 600.06 338 1000.30
bc-43-3-1 318 60.03 318 60.02 318 60.02 318 600.06 318 1000.09
be-43-4-1 642 60.02 642 60.05 642 60.05 642 600.56 638 1000.26
be-43-5-1 363 60.01 363 60.01 363 60.01 363 600.07 363 1000.07
be-43-6-1 409 60.04 409 60.02 409 60.02 409 600.03 409 1000.17
be-13-1-5 151 1.49 149 1.71 149 1.71 149 1.71 149 1.66
be-13-2-5 148 1.39 149 0.92 149 0.92 149 0.94 149 0.90
bc-13-3-5 129 4.96 130 4.33 130 4.33 130 4.36 130 4.44
bc-13-4-5 55 1.15 55 1.01 55 1.01 55 1.01 55 1.00
be-13-5-5 115 18.12 115 17.92 115 17.92 115 18.02 115 17.91
be-13-6-5 119 3.93 119 3.52 119 3.52 119 3.54 119 3.60
be-12-1-9 401 60.44 401 60.11 401 60.11 401 386.87 401 386.44
be-12-2-9 387 49.73 387 49.07 387 49.07 387 49.15 387 49.08
be-12-3-9 387 61.09 387 60.17 387 60.17 387 69.22 387 69.19
bc-12-4-9 387 60.03 387 61.02 387 61.02 387 82.00 387 81.84
be-12-5-9 376 30.87 375 21.90 375 21.90 375 21.87 375 21.92
be-12-6-9 377 24.54 377 23.86 377 23.86 377 23.91 377 23.84
inst_7_5 53 0.30 53 0.30 53 0.30 53 0.31 53 0.32
inst_8_6 82 1.13 82 1.11 82 1.11 82 1.13 82 1.11
inst 9 7 124 3.09 124 3.18 124 3.18 124 3.18 124 3.21
inst_10_8 176 15.21 176 14.32 176 14.32 176 14.45 176 14.33
kinst-4-033-0 | 186 60.18 186 60.10 186 60.10 186 231.64 186 238.68
kinst-4-033-1 | 186 60.11 186 60.03 186 60.03 186 231.65 186 288.50
kinst-4-033-2 | 187 60.01 187 60.12 187 60.12 187 220.38 187 221.25
kinst-4-033-3 | 187 60.01 187 60.04 187 60.04 187 600.06 187 1000.03
kinst-4-033-4 | 187 60.03 186 60.06 186 60.06 186 224.93 186 225.16
kinst-4-034-0 | 192 60.03 193 60.03 193 60.03 193 303.07 193 303.61
kinst-4-034-1 | 192 60.05 193 60.03 193 60.03 193 303.79 193 303.37
kinst-4-034-2 | 192 60.05 191 60.00 191 60.00 191 292.43 191 291.74
kinst-4-034-3 | 193 60.02 193 60.06 193 60.06 190 344.87 190 349.56
kinst-4-034-4 | 193 60.10 193 60.04 193 60.04 190 265.80 190 264.83
nnl6k7il 238 60.00 238 60.15 238 60.15 238 248.38 238 249.28
nnl6k7i2 240 60.50 239 60.11 239 60.11 239 379.61 239 380.81
nnl16k7i3 238 60.34 239 60.07 239 60.07 239 303.81 239 305.14
nnl6k7i4 236 60.50 236 60.27 236 60.27 236 241.21 236 241.53
nnl6k7is 237 60.54 238 60.89 238 60.89 238 317.70 238 318.28
nnl6k7i6 237 60.50 238 60.33 238 60.33 238 288.81 238 289.83
nnl6k8il 304 60.54 304 60.73 304 60.73 304 600.17 304 756.21
nnl6k8i2 303 60.44 303 60.42 303 60.42 303 600.06 303 1000.06
nnl16k8i3 304 60.62 304 60.39 304 60.39 304 602.37 304 1000.95
nn16k8i4 304 60.00 303 60.23 303 60.23 303 569.87 303 569.98
nnl16k8is 304 60.04 304 60.68 304 60.68 303 600.01 303 1000.10
nnl16k8i6 303 60.44 303 60.10 303 60.10 303 600.95 303 790.16
n12k10i1 345 60.29 345 60.81 345 60.81 345 602.43 345 1003.01
n12k10i2 345 60.03 345 60.60 345 60.60 345 600.87 345 1001.86
n12k10i3 345 60.27 345 60.70 345 60.70 345 600.06 345 1000.08
n12k10i4 345 60.72 345 60.20 345 60.20 345 601.07 345 1001.43
n12k10i5 346 60.02 346 61.58 346 61.58 346 601.52 346 1001.02
n12k10i6 346 60.30 345 60.33 345 60.33 345 600.64 345 1000.84
n12k9il 281 60.01 281 60.18 281 60.18 281 580.46 281 582.22
n12k9i2 281 60.57 281 60.92 281 60.92 281 507.88 281 508.50
n12k9i3 284 60.38 284 60.09 284 60.09 283 600.08 283 785.40
n12k9i4 281 60.69 281 60.35 281 60.35 281 600.06 281 1000.03
n12k9ib 283 60.22 283 60.85 283 60.85 283 571.80 283 572.03
n12k9i6 283 60.12 283 60.38 283 60.38 283 579.87 283 581.68

Cuadro B.4. Valor obtenido por la heuristica de generaciéon de columnas con dis-
tinta cantidad de matchings generados por aristas y limites de tiempo
para AVDSECP.
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B. Resultados extendidos

10 segundos 60 segundos 600 segundos 1000 segundos
Valor Tiempo ‘ Valor Tiempo ‘ Valor Tiempo ‘ Valor Tiempo

be-43-1-1 311 66.45 311 66.41 311 66.60 310  1007.20
be-43-2-1 342 67.37 342 67.40 342 67.75 338 1094.26
be-43-3-1 318 60.22 318 60.24 318 60.22 318 1000.74
be-43-4-1 642 62.00 642 62.03 642 62.39 638  1024.81
be-43-5-1 363 60.24 363 60.28 363 60.25 363 1000.95
bc-43-6-1 409 60.24 409 60.26 409 60.25 409 1000.85
be-13-1-5 149 1.65 149 1.70 149 1.70 149 1.71
be-13-2-5 149 1.09 149 1.12 149 1.09 149 1.08
be-13-3-5 130 4.60 130 4.57 130 4.56 130 4.54
be-13-4-5 95 1.03 95 1.02 55 1.01 55 1.03
be-13-5-5 115 17.91 115 17.90 115 18.04 115 17.96
be-13-6-5 119 3.53 119 3.50 119 3.55 119 3.57
be-12-1-9 401 70.18 401 95.57 401 95.53 401 1386.61
be-12-2-9 387 59.19 387 93.29 387 93.29 387 93.23
be-12-3-9 387 70.25 387 120.16 | 387  130.66 | 387  126.89
be-12-4-9 387 70.15 387 111.06 | 387  100.14 | 387  189.50
be-12-5-9 375 31.94 375 54.70 375 54.80 375 54.67
be-12-6-9 377 33.97 377 83.93 377 91.81 377 91.80
inst_7_5 53 0.31 53 0.31 53 0.31 53 0.31
inst_8_6 82 1.17 82 1.20 82 1.18 82 1.18
inst_9_7 124 3.55 124 3.53 124 3.51 124 3.55
inst_10_38 176 15.26 176 15.27 176 15.36 176 15.21
kinst-4-033-0 | 186 70.12 186 73.65 186 76.16 186 253.40
kinst-4-033-1 | 186 70.15 186 76.28 186 76.33 186 253.56
kinst-4-033-2 | 187 70.03 187 79.55 187 79.22 187 24717
kinst-4-033-3 | 187 70.23 187 78.91 187 80.06 187 1021.46
kinst-4-033-4 | 186 70.03 186 78.03 186 7771 186 254.72
kinst-4-034-0 | 193 70.02 193 83.62 193 83.54 193 363.47
kinst-4-034-1 | 193 70.04 193 83.85 193 83.56 193 363.77
kinst-4-034-2 | 191 70.02 191 76.49 191 76.55 191 343.00
kinst-4-034-3 | 193 70.65 193 86.31 193 87.99 191 437.06
kinst-4-034-4 | 193 70.34 193 86.72 193 84.26 190  317.49
nnl6k7il 238 65.67 238 65.67 238 65.73 238 260.25
nnl16k7i2 239 70.14 239 70.88 239 71.02 239 712.61
nn16k7i3 239 67.65 239 67.65 239 67.65 239 391.31
nnl6k7i4 236 64.61 236 64.64 236 64.75 236 247.75
nnl6k7id 238 66.40 238 66.27 238 65.19 238 328.14
nnl6k7i6 238 66.60 238 66.37 238 66.66 238 300.53
nnl6k8il 304 70.73 304 74.43 304 74.51 304 989.14
nnl6k8i2 303 70.39 303 70.88 303 70.94 303 1092.86
nn16k8i3 304 70.44 304 73.51 304 73.54 304 1201.70
nn16k8i4 303 69.79 303 69.82 303 69.85 303 593.54
nnl6k8i5 304 70.65 304 71.12 304 71.07 303 1229.72
nnl6k8i6 303 70.51 303 70.63 303 70.45 303 1000.32
n12k10il 345 70.80 345 94.88 345 94.92 345 2001.03
n12k10i2 345 70.60 345 97.78 345 97.81 345 2002.62
n12k10i3 345 70.80 345 120.76 | 345  157.90 | 345 1433.10
n12k10i4 345 70.20 345 120.21 | 345  181.45 | 345  2000.94
n12k10i5 346 71.72 346 121.75 | 346  155.57 | 346  1795.80
n12k10i6 345 70.38 345 12048 | 345  156.91 | 345 2001.82
n12k9il 281 63.90 281 63.84 281 63.97 281  657.94
n12k9i2 281 70.98 281 120.93 | 281 164.10 | 281  1508.31
n12k9i3 284 70.09 284  120.15 | 284  143.90 | 283 1785.93
n12k9i4 281 64.49 281 64.43 281 64.50 281  1015.60
n12k9i5 283 70.75 283 81.51 283 81.48 283  1571.84
n12k9i6 283 70.45 283 84.44 283 84.58 283 1265.22

Cuadro B.5. Valor obtenido por GC+MIP con distintos limites de tiempo de MIP
para AVDSECP.
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POLI
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 554940 3028.82 0 1.55
bc-43-2-1 331 331 10294 64.69 0 1.41
bc-43-3-1 310 309 606290 3600  0.32 3.72
bc-43-4-1 632 627 113598 3600.02 0.63  49.14
be-43-5-1 354 354 142577 910.58 0 517
bc-43-6-1 401 400 567138 3600  0.25 7.60
be-13-1-5 149 149 840 2.29 0 4.38
be-13-2-5 148 148 2481 3.26 0 3.33
be-13-3-5 129 129 142 3.89 0 10.55
be-13-4-5 55 55 1131 2.31 0 9.36
be-13-5-5 115 115 20298 53.48 0 10.49
bc-13-6-5 119 119 1138 5.16 0 4.40
be-12-1-9 398 390.88 264501 3600 1.79 5.83
be-12-2-9 387 382 352070 3600 1.29 34.69
be-12-3-9 387 382.50 435676 3600 1.16 36.46
bc-12-4-9 387 381.50 400797 3600 142 12.19
be-12-5-9 374 368.12 449395 3600 1.57  31.15
bc-12-6-9 375 372.33 471096 3600 0.71  16.57
inst_7 5 53 53 55 0.42 0 16.09
inst_8 6 82 82 185568  185.48 0 16.84
inst 9 7 124 124 209864  392.06 0 6.54
inst 10 8 176 174 1488024 3600.01 1.14 6.95
kinst-4-033-0 189 174.75 15296 3600 4.51  74.36
kinst-4-033-1 190 174.75 15342 3600 4.51  74.36
kinst-4-033-2 201 173.16 9540  3600.01 5.38  73.30
kinst-4-033-3 187 174.61 60403 3600 4.58  21.72
kinst-4-033-4 183 174.43 43349 3600 4.69 21.35
kinst-4-034-0 201 176.56 15692 3600  6.08 74
kinst-4-034-1 194 176.57 15868 3600 6.08 74
kinst-4-034-2 204 176.48 12638  3600.01 6.13 64.23
kinst-4-034-3 196 177.08 12228  3600.01 5.81  64.86
kinst-4-034-4 201 176.67 12816  3600.01 6.03  66.33
nnl6k7il 236 230.25 183975 3600 2.02 28.17
nnl6k7i2 236 230 181600 3600 213 32.46
nn16k7i3 236 230.27 178201 3600 2.01 18.66
nnl16k7i4 236 230.25 171113 3600 2.02 78.73
nnl6k7i5 235 229.86 163189 3600 2.19 62.11
nnl16k7i6 236 230.01 209600 3600 212 11.01
nnl6k8il 305 292.31 13538 3600 224  58.97
nn16k8i2 302 293.03 61243  3600.01 2.32 7.91
nn16k8i3 302 294 113900 3600.01 2 50.92
nn16k8i4 301 292.50 25226 3600 2.50  34.03
nn16k8i5 300 293.75 101121 3600 2.08 12.35
nnl6k8i6 301 293.92 123332 3600 2.03 16.14
nl12k10il 344 335.25 218533 3600 1.69 6.38
n12k10i2 342 336.75 188449 3600 1.25  29.29
n12k10i3 341 338.12 260544 3600 0.84 14.37
n12k10i4 342 337.50 211869 3600 1.03  35.06
n12k10i5 341 337 194981 3600 1.17  28.81
n12k10i6 342 335.38 182983 3600 1.65 7.19
n12k9il 281 276 280001 3600 1.78 23.91
n12k9i2 282 276.25 273089 3600 1.69 10.99
n12k9i3 281 275.88 230906 3600 1.82 6.07
n12k9i4 282 275.50 169135 3600 1.96 7.96
n12k9i5 281 276 329900 3600 1.78  40.40
n12k9i6 282 276.25 278681 3600 1.69 4.76

Cuadro B.6. Resultados de Branch and Cut de CPLEX en el modelo POLI para
AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 304.12 533186 2320.57 0.29 4.59
bc-43-2-1 331 331 18432 67.40 0 49.25
bc-43-3-1 310 309.29 360526.50 1949.38 0.23  93.09
bc-43-4-1 631.50 627.75 332275 3600.01 0.52  94.06
be-43-5-1 354 353.32 256156.50 1866.41 0.19  48.91
bc-43-6-1 401 400.25 351200.50 2271.85 0.19  93.03
be-13-1-5 149 149 2433018.50 1219.47 0 6.09
be-13-2-5 148 148 400767 198.94 0 10.63
be-13-3-5 129 127.75 2634325  1800.18 0.97 8.14
be-13-4-5 55 55 650 0.48 0 14.72
bc-13-5-5 115 115 380622 211.42 0 14.62
be-13-6-5 119 118.25 2788318.50 1800.28 0.63 8.37
be-12-1-9 398 394.76 2182775.50 3600  0.81  43.55
be-12-2-9 387 383.33 2283236 3600 0.95 8.46
be-12-3-9 387 384.22 2311000 3600 0.72 81.29
be-12-4-9 387 383.75 2320990 3600 0.84  45.35
be-12-5-9 374 373.50 2042998.50 2349.44 0.13  82.46
bc-12-6-9 375 373.50 2708757.50 3600  0.40  43.41
inst_7 5 53 53 8206.50 1.76 0 12.04
inst_8 6 82 82 676761.50  133.31 0 9.32
inst 9 7 124 122.25 3456032.50 1801.77 1.41  18.97
inst 10 8 176 172.75 4814557.50 2711.24 1.85 6.24
kinst-4-033-0 183 183 173040 1106.90 0 91.97
kinst-4-033-1 183 183 173040 1104.93 0 91.97
kinst-4-033-2 184 182.02 407648 2489.72 0.54 91.83
kinst-4-033-3 184 181.07 677697 2937.64 1.06 92.22
kinst-4-033-4 183 181.62 497726 252824 0.75  92.20
kinst-4-034-0 188 187.36 456757 2381.43 0.34  92.62
kinst-4-034-1 188 187.41 468756 2376.14 0.31 92.62
kinst-4-034-2 188 188 479466.50  2229.68 0 53.76
kinst-4-034-3 188 188 172762 1006.47 0 91.95
kinst-4-034-4 189 186 666755.50 3013.09 1.06  92.51
nnl16k7il 235 235 24264.50 71.31 0 47.96
nn16k7i2 235 235 67205.50  180.49 0 15.46
nn16k7i3 235 235 37360 96.29 0 86.53
nnl16k7i4 235 235 52291 136.56 0 85.45
nnl6k7i5 235 235 57512.50 154.55 0 47.99
nnl6k7i6 235 235 47903.50  132.87 0 46.87
nnl6k8il 299 299 47727 178.24 0 48.30
nn16k8i2 300 299.50 1356642.50 2034.88 0.17  85.95
nn16k8i3 300 300 154210.50  429.67 0 59.83
nn16k8i4 300 299.50 875188.50 1966.39 0.17  49.58
nn16k8i5 300 300 289919 892.25 0 12.84
nnl6k8i6 300 300 379293 979.12 0 56.98
nl12k10il 341 340.50 1524840.50 2020.09 0.15 28.09
n12k10i2 341 341 442547 874.43 0 46.23
n12k10i3 341 340.50 1187660.50 1920.78 0.15  43.70
n12k10i4 341 339.33 1144961  2137.96 0.49 6.92
n12k10i5 341 340.50 1410227 2153.11 0.15 47.05
n12k10i6 341 341 451736.50  721.71 0 82.72
n12k9il 281 281 173383 347.24 0 8.70
n12k9i2 281 281 309439.50  508.88 0 43.94
n12k9i3 281 280.50 1933932 222041 0.18 81.31
n12k9i4 281 280.50 1740528  1925.65 0.18  82.91
n12k9i5 281 281 428034 569.51 0 8.85
n12k9i6 281 281 722733.50  1218.50 0 46.16

Cuadro B.7. Resultados de Branch and Cut de CPLEX en el modelo EXP para
AVDSECP
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POLI-DV
solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 304 462113 3600 0.33  10.57
be-43-2-1 331 331 6726 61.64 0 2.46
be-43-3-1 310 308.78 543749 3600  0.39 4.82
be-43-4-1 632 627.12 77600 3600.01 0.61 4.15
be-43-5-1 354 354 282594 2420.89 0 3.84
be-43-6-1 401 399.12 248900 3600.01 0.47 12.86
be-13-1-5 149 149 2605 4.30 0 5.19
be-13-2-5 148 148 1684 3.91 0 4.44
be-13-3-5 129 129 140 3.87 0 1.90
be-13-4-5 55 55 761 2.56 0 7.33
be-13-5-5 115 115 24351  104.66 0 13.49
be-13-6-5 119 119 2663 18.07 0 7.47
be-12-1-9 398 389.62 88100 3600.01 2.10  34.41
bc-12-2-9 387 379.70 108000 3600 1.89 19.99
be-12-3-9 387 376.85 146397 3600.02 2.62 24.54
be-12-4-9 387 380.50 168841 3600  1.68 6.51
be-12-5-9 374 370 237100 3600  1.07 717
bc-12-6-9 375 371.75 208829 3600  0.87 6.12
inst_ 7 5 53 53 720 2 0 13.30
inst_ 8 6 82 82 449191 693.04 0 5.88
inst 9 7 124 124 112966  444.08 0 14.98
inst 10 8 176 174 475900 3600 1.14 21.27
kinst-4-033-0 197 174.60 9315  3600.01 4.59  74.36
kinst-4-033-1 196 174.59 9302  3600.01 4.60 74.36
kinst-4-033-2 197 173.35 15045 3600.01 5.27  73.30
kinst-4-033-3 197 173.34 7905 3600 5.28  81.32
kinst-4-033-4 191 173.37 10359 3600 5.26  72.19

kinst-4-034-0 190 176.42 15229 3600 6.16 74

kinst-4-034-1 190 176.42 15275  3600.01 6.16 74
kinst-4-034-2 207 176.61 10842  3600.01 6.06 76.33
kinst-4-034-3 204 176.77 10556 3600  5.97  74.85
kinst-4-034-4 218 176.62 9561  3600.01 6.05 66.33
nnl6k7il 236 229.93 104791 3600 2.16  14.36
nn16k7i2 236 229.35 89431 3600 2.41  29.97
nn16k7i3 236 229.25 113900 3600 2.45  16.27
nnl6k7i4 237 229.75 106500 3600  2.23 9.51
nnl6k7i5 236 229.07 85315 3600 2.52 44.25
nnl6k7i6 236 229.25 108459 3600 2.45  31.03
nnl6k8il 313 291.50 7823 3600 2.51  84.53
nn16k8i2 300 293.50 49800 3600  2.17 9.03
nn16k8i3 301 293.81 69500 3600.01 2.06 9.89
nn16k8i4 301 293.25 54100 3600 2.25  32.97
nnl6k8i5 301 292.75 31800 3600 2.42  72.58
nnl6k8&i6 303 293 68100 3600.01 2.33 38.49
n12k10il 342 334.47 39100 3600.01 1.91 24.65
n12k10i2 342 335 64700 3600.02 1.76 8.69
n12k10i3 345 334.25 45595 3600 1.98  32.46
n12k10i4 346 334.25 41704 3600 1.98  46.13
n12k10i5 342 334.75 54137 3600.01 1.83  12.30
n12k10i6 341 334 53200 3600.01 2.05  52.53
n12k9il 283 274.47 103500 3600  2.32  29.62
n12k9i2 282 274.75 73600 3600 2.22 9.82
n12k9i3 281 275 82246 3600 2.14 21.29
n12k9i4 282 275.25 91000 3600 2.05 10.71
n12k9i5 283 275.25 120546 3600  2.05 8.91
n12k9i6 283 275.25 84100 3600  2.05 6.72

Cuadro B.8. Resultados de Branch and Cut con planos de corte propios para el
modelo POLI para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

POLI-DV+
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 284732 295140 0 1.23
be-43-2-1 331 331 2910 33.40 0 6.13
bc-43-3-1 310 310 89752  615.01 0 3.08
be-43-4-1 631 628.36 107446  3600.01 0.42 8.89
be-43-5-1 354 354 1708 25.29 0 3.96
be-43-6-1 401 400 272345 3600  0.25 8.14
be-13-1-5 149 149 112 1.40 0 2.28
be-13-2-5 148 148 0 0.29 0 0

be-13-3-5 129 129 52 2.82 0 5.32
be-13-4-5 55 55 51 0.63 0 4.34
be-13-5-5 115 115 47 3.30 0 1.50
be-13-6-5 119 119 143500  268.72 0 4.11
be-12-1-9 398 392.53 124349 3600 1.37  10.77
bc-12-2-9 387 380 60000 3600 1.81 7.54
be-12-3-9 387 381.67 72485 3600 1.38 9.39
be-12-4-9 387 382 86695 3600 1.29  15.08
be-12-5-9 374 374 174469 1890.44 0 12.53
be-12-6-9 375 375 50784 1049.33 0 13.21
inst_7 5 53 53 6 0.53 0 1.98
inst_8_6 82 82 74 142 0 2.09
inst 9 7 124 124 2099 46.16 0 3.07
inst 10 8 176 175 494633 3600 0.57 1.69
kinst-4-033-0 183 183 14423  2417.39 0 55.08
kinst-4-033-1 183 183 14423  2411.43 0 55.08
kinst-4-033-2 183 183 25196 1585.47 0 8.48
kinst-4-033-3 183 183 12673  596.06 0 17.46
kinst-4-033-4 183 183 23039  991.85 0 11.74
kinst-4-034-0 188 188 25568  890.57 0 16.80
kinst-4-034-1 188 188 25568  898.25 0 16.80
kinst-4-034-2 188 188 25225 991.10 0 20.10
kinst-4-034-3 188 188 71770 2707.42 0 12.85
kinst-4-034-4 188 188 56561 2070.48 0 14.04
nnl6k7il 235 235 25224 810.26 0 40.33
nnl6k7i2 235 235 46843 1189.35 0 15.48
nn16k7i3 235 235 24489  722.91 0 16.07
nnl6k7i4 235 235 32061  860.50 0 31.81
nnl6k7i5H 235 235 22620  724.60 0 44.12
nnl6k7i6 235 235 31123  958.18 0 57.98
nnl6k8il 299 299 49224  1980.39 0 40.76
nnl6k8i2 300 297.31 57600 3600.01 0.90 6.70
nn16k8i3 300 297.83 67000 3600.01 0.72  31.51
nn16k8i4 300 296.04 12157 3600 1.32  41.77
nnl6k8i5 300 297.57 42400 3600.01 0.81  40.94
nnl6k8i6 300 298.12 48967 3600 0.63 39.20
n12k10il 341 338.42 30338 3600 0.76 24.72
n12k10i2 341 338.02 66616 3600 0.87  29.28
n12k10i3 341 338.08 74000 3600.01 0.86 31.21
n12k10i4 341 339.50 43900 3600  0.44 7.03
n12k10i5 341 337.15 46547  3600.02 1.13  13.84
n12k10i6 345 335.93 10000 3600 1.49 17.75
n12k9il 281 278.34 92300 3600 0.95  41.39
n12k9i2 281 278.42 78400 3600 0.92 25.01
n12k9i3 282 277 50624 3600.01 1.42  10.65
n12k9i4 281 279 94235 3600 0.71  37.80
n12k9i5 281 278.65 126683 3600.01 0.83  31.24
n12k9i6 281 277.67 63400 3600 1.18  37.78

Cuadro B.9. Resultados de Branch and Cut con més planos de corte propios y los
de conjunto de colores para el modelo POLI para AVDSECP

242



POLI-CC

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 304 299637 3600  0.33 1.23
be-43-2-1 331 331 1736 24.89 0 3.09
be-43-3-1 310 308.19 274096 3600  0.58 1.76
be-43-4-1 631 628.50 114498 3600.02 0.40 6.67
be-43-5-1 354 354 49731 402.60 0 3.17
be-43-6-1 401 400 332292 3600  0.25 8.14
be-13-1-5 149 149 50 1.36 0 1.51
be-13-2-5 148 148 0 0.25 0 0
be-13-3-5 129 129 9 2.33 0 2.65
bc-13-4-5 55 55 13 0.61 0 4.22
be-13-5-5 115 115 25 3.35 0 1.52
be-13-6-5 119 119 719801 1276.31 0 7.95
be-12-1-9 398 393.17 190668 3600  1.21 6.24
bc-12-2-9 387 382.94 278905 3600 1.05 7.70
be-12-3-9 387 383.25 230543 3600 0.97 14.59
be-12-4-9 387 380 127570 3600 1.81  26.07
bc-12-5-9 374 374 122281 1067.38 0 11.69
bc-12-6-9 375 375 78213 1316.77 0 1.58
inst_ 7 5 53 53 177 0.80 0 5.66
inst_ 8 6 82 82 1107 2.90 0 5.55
inst 9 7 124 124 232391  963.57 0 8.90
inst 10 8 176 174.11 501015 3600 1.07 11.22
kinst-4-033-0 183 183 14566 2885.62 0 55.08
kinst-4-033-1 183 183 14566  2901.09 0 55.08
kinst-4-033-2 183 183 31492 171754 0 10.77
kinst-4-033-3 183 183 6862  339.38 0 13.86
kinst-4-033-4 183 183 4006  191.56 0 16.65
kinst-4-034-0 188 188 26200 1007.73 0 14.46
kinst-4-034-1 188 188 26200 1014.08 0 14.46
kinst-4-034-2 188 188 71157  2590.67 0 16.42
kinst-4-034-3 188 188 37884 1362.66 0 14.86
kinst-4-034-4 188 188 32154 1125.72 0 15.64
nnl6k7il 235 235 23408 648 0 10.50
nn16k7i2 235 235 49854 1151.64 0O 30.79
nn16k7i3 235 235 38685 1066.09 0 14.83
nnl6k7i4 235 232.96 30159 3600 0.87  42.73
nnl6k7i5 235 235 20591  552.33 0 9.44
nnl6k7i6 235 235 40656 1484.32 0 13.91
nnl6k8il 299 299 74598 2331.19 0 50.06
nn16k8i2 300 297.40 73200 3600 0.87  30.42
nn16k8i3 300 298.19 83200 3600.01 0.60  32.46
nn16k8i4 300 297.46 57586 3600 0.85  43.23
nnl6k8i5 301 296.70 46500 3600.01 1.10  20.61
nnl6k8&i6 300 297.73 82644  3600.01 0.76 9.83
n12k10il 341 339.50 64610 3600 0.44 35.67
n12k10i2 341 339.77 139224 3600 0.36  31.59
n12k10i3 341 338.39 93631 3600  0.77 40
n12k10i4 341 338.25 33230 3600 0.81  39.50
n12k10i5 341 338.59 58300 3600 0.71  57.34
n12k10i6 341 338.04 73400 3600 0.87  33.37
n12k9il 281 278.80 135000 3600 0.78  48.93
n12k9i2 281 279.50 126105 3600 0.53 7.78
n12k9i3 281 279 150800 3600.01 0.71  11.50
n12k9i4 281 279.15 144400 3600 0.66  26.64
n12k9i5 281 277.93 96197 3600 1.09 71.61
n12k9i6 281 278.61 128906 3600 0.85  13.36

Cuadro B.10. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes de conjuntos de
colores para el modelo POLI para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-C1
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 303.75 1262271 3600  0.41 7.95
be-43-2-1 331 331 9089 34.67 0 6.14
bc-43-3-1 310 310 666447 1670.01 0 93.21
bc-43-4-1 631 628.50 334732 3600.01 0.40  94.33
be-43-5-1 354 354 133506  366.84 0 2.06
bc-43-6-1 401 399.50 697152 3600  0.37 6.09
be-13-1-5 149 149 497295  158.70 0 5.36
be-13-2-5 148 148 146105  50.76 0 5.09
be-13-3-5 129 128 7719087 3600  0.78 6.41
be-13-4-5 55 55 152 0.12 0 25.70
be-13-5-5 115 115 371089  169.40 0 16.62
be-13-6-5 119 119 5953923 2660.11 0 6.65
be-12-1-9 398 394.50 1386300 3600 0.88 17.19
be-12-2-9 387 384 1614003 3600 0.78 5.85
be-12-3-9 387 384.50 1539751 3600.03 0.65 83.05
be-12-4-9 387 384.28 1543477 3600  0.70  11.02
be-12-5-9 374 374 131490  199.54 0 3.48
bc-12-6-9 375 375 228331  369.99 0 9.25
inst_7 5 53 53 8475 1.20 0 8.88
inst_8 6 82 82 9516 2.83 0 69.57
inst 9 7 124 122 7857761 3600  1.61 9.37
inst 10 8 176 172.75 3809503 3600 1.85 20.42
kinst-4-033-0 183 183 279125 1273.97 0 92.40
kinst-4-033-1 183 183 279125 1270.32 0 92.40
kinst-4-033-2 183 183 135594  645.46 0 92.07
kinst-4-033-3 183 183 356507 1651.15 0 91.37
kinst-4-033-4 183 183 187927  830.34 0 92.62
kinst-4-034-0 188 188 195154  870.12 0 19.25
kinst-4-034-1 188 188 195154  877.31 0 19.25
kinst-4-034-2 188 188 70160 376 0 92.70
kinst-4-034-3 188 188 179949  886.98 0 91.22
kinst-4-034-4 188 188 67315  364.96 0 92.03
nnl6k7il 235 235 21069 69.36 0 11.53
nnl6k7i2 235 235 32215 88.47 0 10.88
nn16k7i3 235 235 25067 77.97 0 85.76
nnl6k7i4 235 235 41659  137.75 0 22.65
nnl6k7i5 235 235 20012 68.75 0 8.63
nnl6k7i6 235 235 25110 77.29 0 86.25
nnl6k8il 299 299 36346 141 0 11.36
nn16k8i2 300 300 282999  894.19 0 86.54
nn16k8i3 300 300 273558  773.56 0 8.29
nn16k8i4 300 300 122346  423.96 0 6.32
nn16k8i5 300 300 124769  488.70 0 84.61
nnl16k8&i6 300 300 82548 299.11 0 7.52
n12k10il 341 341 135446  404.14 0 16.53
n12k10i2 341 341 139469  388.77 0 5.40
n12k10i3 341 341 213901  473.09 0 81.71
n12k10i4 341 341 253147  544.14 0 41.03
n12k10i5 341 341 401920  877.18 0 28.74
n12k10i6 341 341 516263 1209.45 0 7.69
n12k9il 281 281 264178  491.95 0 5.10
n12k9i2 281 281 173396  425.34 0 7.01
n12k9i3 281 281 203795  397.99 0 6.62
nl12k9i4 281 281 187717  364.52 0 6.04
n12k9i5 281 281 300701  571.28 0 10.42
n12k9i6 281 281 254975  487.02 0 9.15

Cuadro B.11. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color para
el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-C2

solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz ‘
be-43-1-1 305 303.50 1207452 3600 0.49  92.77
be-43-2-1 331 331 106078  269.39 0 92.77
bc-43-3-1 310 309 1282858 3600 0.32  93.64
bc-43-4-1 631 628.38 466139 3600 0.42  93.92
be-43-5-1 354 354 149925  403.07 0 47.64
bc-43-6-1 401 399.50 782129 3600 0.37  93.41
be-13-1-5 149 149 1097248  346.60 0 82.28
be-13-2-5 148 148 125033  37.48 0 4.64
be-13-3-5 129 127.50 6855471 3600  1.16 9.51
be-13-4-5 55 55 907 0.31 0 11.40
be-13-5-5 115 115 472491 203.05 0 80.41
bc-13-6-5 119 119 4228111 1968.80 0 10
be-12-1-9 398 394.50 1913653 3600 0.88  37.96
be-12-2-9 387 383.75 2196282 3600 0.84 82.36
be-12-3-9 387 384.06 2225449 3600 0.76 12.41
be-12-4-9 387 384.25 2319773 3600 0.71  10.60
be-12-5-9 374 374 757288  831.55 0 80.60
bc-12-6-9 375 375 1829541 2022.45 0 82.76
inst_7 5 53 53 14283 1.94 0 14.29
inst_8 6 82 82 248894  49.67 0 17.20
inst 9 7 124 120.62 6166137 3600  2.72 9.77
inst 10 8 176 170.30 3546401 3600.05 3.24 8.70
kinst-4-033-0 183 183 750407 3067.87 0 92.13
kinst-4-033-1 183 183 750407 3085.29 0 92.13
kinst-4-033-2 183 181.00 784600 3600 1.10  92.25
kinst-4-033-3 183 183 591594  2375.70 0 92.19
kinst-4-033-4 183 183 738798 3009.56 0 91.94
kinst-4-034-0 188 188 381384 1592.45 0 92.41
kinst-4-034-1 188 188 381384 1595.73 0 92.41
kinst-4-034-2 188 188 420851  1850.42 0 91.86
kinst-4-034-3 188 188 741017  2861.79 0 92.73
kinst-4-034-4 188 188 289955 1199.55 0 92.87
nnl6k7il 235 235 59926  111.48 0 85.50
nnl6k7i2 235 235 102888  185.88 0 83.09
nn16k7i3 235 235 44315 81.19 0 12.64
nnl16k7i4 235 235 99949  168.27 0 86.27
nnl6k7i5 235 235 49443 86.74 0 12.64
nnl6k7i6 235 235 83821 148.87 0 86.84
nnl6k8il 299 299 116676  266.23 0 84.96
nnl16k8i2 300 300 376550  851.58 0 87.11
nn16k8i3 300 300 315473  895.78 0 84.59
nn16k8i4 300 300 800429 1943.06 0 87.38
nn16k8i5 300 300 262116 648 0 87.49
nnl6k8i6 300 300 154042  355.47 0 17.05
nl12k10il 341 341 493798  824.88 0 82.34
n12k10i2 341 341 645274  1064.23 0 82.61
n12k10i3 341 341 366655  570.34 0 82.57
n12k10i4 341 341 481461  764.59 0 6.20
n12k10i5 341 341 247404 439.75 0 83.64
n12k10i6 341 341 360462  645.07 0 11.67
n12k9il 281 281 285737 437.07 0 81.98
n12k9i2 281 281 284331  392.81 0 81.75
n12k9i3 281 281 296887  381.25 0 81.24
nl12k9i4 281 281 273514 375.81 0 81.31
n12k9i5 281 281 434979  566.70 0 38.24
n12k9i6 281 281 337532  424.83 0 4.55

Cuadro B.12. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes (d-1)-Color
para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-C1C2
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 304 1277133 3600  0.33 7.95
be-43-2-1 331 331 9089 34.57 0 6.14
bc-43-3-1 310 310 712919 1840.11 0 5.72
bc-43-4-1 631 628.50 389946 3600 0.40 94.33
be-43-5-1 354 354 135545 390.71 0 2.06
bc-43-6-1 401 399.50 694521 3600  0.37 6.09
be-13-1-5 149 149 713389  238.52 0 5.36
be-13-2-5 148 148 106715 39.48 0 5.09
be-13-3-5 129 129 6690155 2887.16 0 6.41
be-13-4-5 55 55 204 0.14 0 25.70
be-13-5-5 115 115 318153  144.08 0 16.62
be-13-6-5 119 119 5316960 2417.70 0 6.65
be-12-1-9 398 394.50 1336664 3600 0.88 17.19
be-12-2-9 387 384.25 1659745 3600 0.71 5.85
be-12-3-9 387 384.25 1506240 3600 0.71 83.05
bc-12-4-9 387 384.38 1586367 3600  0.68  11.02
be-12-5-9 374 374 130613  194.92 0 3.48
bc-12-6-9 375 375 239752  422.54 0 9.25
inst_7 5 53 53 9870 1.51 0 8.88
inst_8 6 82 82 11040 3.24 0 69.57
inst 9 7 124 122 7458847 3600  1.61 9.37
inst 10 8 176 172.67 3692425 3600 1.89 20.42
kinst-4-033-0 183 183 237321 1163.86 0 92.40
kinst-4-033-1 183 183 237321 1193.48 0 92.40
kinst-4-033-2 183 183 168001  774.49 0 92.07
kinst-4-033-3 183 183 262262 1232.24 0 91.37
kinst-4-033-4 183 183 140208  640.54 0 92.62
kinst-4-034-0 188 188 175525  810.73 0 19.25
kinst-4-034-1 188 188 175525  809.81 0 19.25
kinst-4-034-2 188 188 65677 337.18 0 92.70
kinst-4-034-3 188 188 203402 1000.34 0 91.22
kinst-4-034-4 188 188 59987  306.18 0 92.03
nnl6k7il 235 235 20419 74.02 0 11.53
nnl6k7i2 235 235 31089 98.65 0 10.88
nn16k7i3 235 235 24338 79.98 0 85.76
nnl6k7i4 235 235 56812  168.19 0 22.65
nnl6k7i5 235 235 17621 62.05 0 8.63
nnl6k7i6 235 235 29011 103.84 0 86.25
nnl6k8il 299 299 48159  196.53 0 11.36
nn16k8i2 300 300 173004  605.78 0 86.54
nn16k8i3 300 300 212511  608.31 0 8.29
nn16k8i4 300 300 158075  497.88 0 6.32
nn16k8i5 300 300 121009  469.02 0 84.61
nnl16k8&i6 300 300 78301 298.27 0 7.52
n12k10il 341 341 135654  394.16 0 16.53
n12k10i2 341 341 138037  391.92 0 5.40
n12k10i3 341 341 193831  440.11 0 81.71
n12k10i4 341 341 408643  891.79 0 41.03
n12k10i5 341 341 390843  875.64 0 28.74
n12k10i6 341 341 562601 1362.11 0 7.69
n12k9il 281 281 285079  582.76 0 5.10
n12k9i2 281 281 203649  413.81 0 7.01
n12k9i3 281 281 232692  487.52 0 6.62
n12k9i4 281 281 201573 380.06 0 6.04
n12k9i5 281 281 321632  621.42 0 10.42
n12k9i6 281 281 362544  680.30 0 9.15

Cuadro B.13. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes
1)-Color para el modelo EXP para AVDSECP
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d-Color y (d-



EXP-CPX-C1

solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz
bc-43-1-1 305 305 1036680 3136.77 0 5.33
bc-43-2-1 331 331 2193 12.20 0 24.77
bc-43-3-1 310 310 36050  110.99 0 4.69
bc-43-4-1 631 629.50 344676 3600 0.24 7.46
be-43-5-1 354 354 25176  108.79 0 7.45
be-43-6-1 401 400 737583 3600  0.25 5.52
be-13-1-5 149 149 106 0.34 0 2.15
be-13-2-5 148 148 52 0.29 0 1.67
be-13-3-5 129 129 68 0.40 0 1.15
be-13-4-5 55 55 33 0.66 0 4.85
be-13-5-5 115 115 19947 9.63 0 3.60
bc-13-6-5 119 119 26858 14.40 0 11.36
be-12-1-9 398 395.25 1305900 3600 0.69  6.63
be-12-2-9 387 384.50 1486209 3600 0.65 7.27
be-12-3-9 387 381.46 1669079 3600 1.43 12.93
bc-12-4-9 387 384.31 1481900 3600  0.69  10.43
bc-12-5-9 374 374 215724 369.76 0 10.24
bc-12-6-9 375 375 1914893 3592.75 0 7.73
inst_7_5 53 53 0 0.18 0 0
inst_8_6 82 82 29812 6.50 0 1.83
inst 9 7 124 124 350 0.68 0 4.33
inst 10 8 176 176 14322 7.44 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 10215 69.48 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 10215 67.80 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 24334 122.90 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 17493  116.16 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 10363 65.13 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 101767  523.24 0 12.09
kinst-4-034-1 188 188 101767  519.11 0 12.09
kinst-4-034-2 188 188 50258 270.51 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 137972 749.36 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 79168  399.94 0 93.27
nnl6k7il 235 235 21337 73.11 0 85.57
nnl16k7i2 235 235 19408 72.47 0 84.79
nn16k7i3 235 235 14015 58.90 0 13.81
nnl6k7id 235 235 17273 62.06 0 10.70
nnl6k7i5 235 235 12248 41.82 0 8.30
nnl16k7i6 235 235 7537 39.76 0 8.71
nnl6k8il 299 299 10822 70.10 0 5.86
nn16k8i2 300 300 133262 47857 0 14.24
nnl16k8i3 300 300 60097  252.60 0 87.21
nn16k8i4 300 300 141709  526.41 0 17.60
nnl6k8i5 300 300 74035  321.06 0 12.77
nn16k8i6 300 300 136029  523.58 0 13.56
n12k10il 341 338.17 1052800 3600 0.83 7.32
n12k10i2 341 341 69756  188.34 0 7.63
n12k10i3 341 341 40594  128.69 0 9.80
n12k10i4 341 341 39270 116.63 0 10.12
n12k10i5 341 341 243756 637.01 0 12.60
n12k10i6 341 341 172461  521.52 0 34.71
n12k9il 281 281 102529  376.17 0 81.81
n12k9i2 281 281 47305 154.11 0 13.11
n12k9i3 281 281 98968  244.06 0 11.58
n12k9i4 281 281 71039 312.36 0 82.26
n12k9i5 281 281 401357  820.20 0 13.48
n12k9i6 281 281 82050  284.71 0 16.66

Cuadro B.14. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color y cortes
CPLEX para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C2
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz

be-43-1-1 305 305 263377  939.31 0 10.03
bc-43-2-1 331 331 1535 8.84 0 92.41
bc-43-3-1 310 310 95723  295.38 0 5.62
bc-43-4-1 631 628.50 333195 3600 0.40  93.66
be-43-5-1 354 354 480504 1667.63 0 92.37
bc-43-6-1 401 401 109915  401.18 0 93.66
be-13-1-5 149 149 515 0.59 0 5.45
be-13-2-5 148 148 92 0.33 0 2.01
be-13-3-5 129 129 140 0.49 0 12.10
be-13-4-5 55 55 35 0.84 0 5.41
be-13-5-5 115 115 19618 9.30 0 11.11
be-13-6-5 119 119 322073  158.48 0 11.13
be-12-1-9 398 394.50 1277818 3600  0.88 9.25
be-12-2-9 387 384.25 1490520 3600 0.71 13.02
be-12-3-9 387 383.50 1474284  3600.03 0.90 22.70
be-12-4-9 387 383.50 1439624 3600  0.90 9.13
be-12-5-9 374 374 527021  739.29 0 5.64
bc-12-6-9 375 375 335976  669.71 0 10.06
inst_7 5 53 53 211 0.09 0 7.14
inst_8 6 82 82 1527 0.50 0 6.98
inst 9 7 124 124 1441 1.30 0 12.59
inst 10 8 176 176 1272178  988.05 0 4.92
kinst-4-033-0 183 183 79729 490 0 91.37
kinst-4-033-1 183 183 79729  489.48 0 91.37
kinst-4-033-2 183 183 99370  654.29 0 91.04
kinst-4-033-3 183 183 76409  424.96 0 91.28
kinst-4-033-4 183 183 614317 313879 0 92.70
kinst-4-034-0 188 188 223892 1347.46 0 91.99
kinst-4-034-1 188 188 223892  1346.21 0 91.99
kinst-4-034-2 188 188 117090  719.21 0 92.90
kinst-4-034-3 188 188 125120  674.61 0 91.53
kinst-4-034-4 188 188 317864 1853.19 0 92.99
nnl6k7il 235 235 19442 63.85 0 4.96
nnl6k7i2 235 235 37500  119.74 0 84.29
nn16k7i3 235 235 52620  204.69 0 15.60
nnl6k7i4 235 229.67 1073185 3600  2.27  10.55
nnl6k7i5 235 231.72 973800 3600 1.40 11.58
nnl6k7i6 235 235 61215  175.07 0 86.19
nnl6k8il 299 299 77792 316.12 0 11.56
nn16k8i2 300 300 150164  610.19 0 86.69
nn16k8i3 300 300 192618  846.52 0 86.60
nn16k8i4 300 300 74604  309.56 0 12.50
nn16k8i5 300 298.77 772139 3600 0.41  30.33
nnl16k8&i6 300 300 160045  646.38 0 85.20
n12k10il 341 341 494513  1303.64 0 83.03
n12k10i2 341 341 122570  395.61 0 81.09
n12k10i3 341 341 37472 119.63 0 9.79
n12k10i4 341 341 660647 1659.39 0 8.26
n12k10i5 341 341 54340 212.14 0 12.19
n12k10i6 341 341 114026 331.72 0 9.59
n12k9il 281 281 242347  564.85 0 17.12
n12k9i2 281 281 297771 585.21 0 6.45
n12k9i3 281 281 158950  425.03 0 75.84
n12k9i4 281 281 152577 365.75 0 8.55
n12k9i5 281 281 224332 521.13 0 9.62
n12k9i6 281 281 518940 1029.50 0 10.78

Cuadro B.15. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes (d-1)-Color y
cortes CPLEX para el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-CPX-C1C2

solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 304 1167926 3600  0.33  12.51
be-43-2-1 331 331 3034 15.37 0 24.77
bc-43-3-1 310 310 685143 1917.23 0 8.99
bc-43-4-1 631 629 317969 3600  0.32 3.87
be-43-5-1 354 354 68738  288.34 0 1.48
bc-43-6-1 401 401 375648 1442.13 0 15.25
be-13-1-5 149 149 81 0.33 0 1.99
be-13-2-5 148 148 70 0.34 0 5.45
be-13-3-5 129 129 105 0.47 0 2.71
be-13-4-5 55 55 29 0.56 0 6.55
be-13-5-5 115 115 78127 40.57 0 3.60
bc-13-6-5 119 119 1730 1.44 0 9.13
be-12-1-9 398 393.25 1243900 3600 1.19  11.39
be-12-2-9 387 383.67 1393606 3600 0.86 11.53
be-12-3-9 387 383.50 1479083 3600 0.90 11.24
be-12-4-9 387 382.33 1497460 3600 1.21 2.56
bc-12-5-9 374 374 124141  232.38 0 13.82
bc-12-6-9 375 375 86946  180.44 0 8.02
inst_7 5 53 53 0 0.18 0 0
inst_8 6 82 82 20573 4.71 0 1.83
inst 9 7 124 124 350 0.69 0 4.33
inst 10 8 176 176 5591 3.20 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 10588 61.68 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 10588 61.52 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 45911 266.40 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 15917  103.07 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 9806 61.94 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 105387 558 0 92.65
kinst-4-034-1 188 188 105387  559.68 0 92.65
kinst-4-034-2 188 188 46917 284.29 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 142415 749.09 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 93400  466.47 0 93.27
nnl6k7il 235 235 7200 28.84 0 9.55
nnl6k7i2 235 235 17831 65.88 0 84.70
nn16k7i3 235 235 6595 25.53 0 13.79
nnl16k7i4 235 235 18316 64.31 0 19.76
nnl6k7i5 235 235 70651 219.64 0 11
nnl6k7i6 235 235 6835 31.57 0 12.17
nnl6k8il 299 299 13318 113.58 0 85.85
nn16k8i2 300 300 169619  620.86 0 8.67
nn16k8i3 300 300 70685  302.85 0 12.24
nn16k8i4 300 300 41567  161.38 0 87.22
nn16k8i5 300 300 37890  137.31 0 5.59
nnl6k8i6 300 300 33279 141.70 0 87.01
nl12k10il 341 341 51193 153.23 0 9.84
n12k10i2 341 337.50 1103556 3600  1.03  12.37
n12k10i3 341 341 23115 85.19 0 22.16
n12k10i4 341 341 320814  875.60 0 5.74
n12k10i5 341 341 46181 164.58 0 21.53
n12k10i6 341 341 66856  212.89 0 81.89
n12k9il 281 281 149470  632.04 0 81.81
n12k9i2 281 281 94663 329.15 0 14.93
n12k9i3 281 281 93505  248.17 0 11.58
n12k9i4 281 281 95753  340.38 0 5.88
n12k9i5 281 278.34 1597570 3600  0.95 12.10
n12k9i6 281 281 103861  335.24 0 16.66

Cuadro B.16. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color y cortes CPLEX para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C1-B3
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap gap raiz

be-43-1-1 305 305 483915 197592 0 1.60
bc-43-2-1 331 331 812 6.71 0 24.77
bc-43-3-1 310 310 329162 1073.66 0 4.40
bc-43-4-1 631 628.50 235311 3600  0.40 7.46
be-43-5-1 354 354 88099  356.75 0 7.45
bc-43-6-1 401 400 598077 3600  0.25 4.32
be-13-1-5 149 149 205 0.42 0 2.15
be-13-2-5 148 148 52 0.29 0 1.67
be-13-3-5 129 129 60 0.39 0 2.65
be-13-4-5 55 55 33 0.66 0 4.85
be-13-5-5 115 115 52492 31.63 0 10.68
be-13-6-5 119 119 59503 29.85 0 11.36
be-12-1-9 398 394.75 597602 3600  0.82 6.63
be-12-2-9 387 383.95 638026 3600 0.79 7.27
be-12-3-9 387 381.50 1007611 3600.02 1.42 12.93
be-12-4-9 387 383.50 621120 3600 090 10.43
be-12-5-9 374 374 185197  599.39 0 10.24
bc-12-6-9 375 372 853554 3600  0.80 8.74

inst_7 5 53 53 0 0.16 0 0
inst_8 6 82 82 15393 3.68 0 1.83
inst 9 7 124 124 913 0.98 0 3.85
inst 10 8 176 176 30220 17.59 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 8765 53.93 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 8765 58.90 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 24598  135.08 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 14974  101.98 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 10407 71.13 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 93694  482.46 0 12.09
kinst-4-034-1 188 188 93694 497.43 0 12.09
kinst-4-034-2 188 188 59259 357.31 0 14.79
kinst-4-034-3 188 188 131096  707.98 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 90929  505.64 0 93.27
nnl6k7il 235 235 27971 119.04 0 86.85
nnl6k7i2 235 235 16875 82.29 0 7.06
nn16k7i3 235 235 10801 43.91 0 13.81
nnl6k7i4 235 235 14298 54.73 0 10.70
nnl6k7i5 235 235 11750 53.81 0 8.30
nnl6k7i6 235 235 6646 29.41 0 85.22
nnl6k8il 299 299 7606 65.32 0 4.72
nn16k8i2 300 300 153393  867.88 0 5.06
nn16k8i3 300 300 22796  106.31 0 85.32
nn16k8i4 300 300 35169  197.18 0 86.01
nn16k8i5 300 300 55377  305.97 0 12.72
nnl16k8&i6 300 300 144216  861.63 0 13.56
n12k10il 341 337.65 569700 3600 0.98 7.32
n12k10i2 341 341 139774 656.46 0 7.63
n12k10i3 341 341 444978  2576.63 0 82.06
n12k10i4 341 341 85172 359.04 0 10.12
n12k10i5 341 341 360746 1688.80 0 12.60
n12k10i6 341 341 52898  205.78 0 80.64
n12k9il 281 281 86391  308.96 0 12.98
n12k9i2 281 281 51047 176.11 0 9.55
n12k9i3 281 281 131027  524.66 0 17.81
n12k9i4 281 281 57516  219.25 0 9.37
n12k9i5 281 281 45128 136.11 0 13.17
n12k9i6 281 281 85345  488.34 0 82.10

Cuadro B.17. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, cortes
CPLEX y blossom tamano 3 para el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-CPX-C1-B5
solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 305 145860 1179.86 0 4.78
be-43-2-1 331 331 732 6.61 0 1.37
bc-43-3-1 310 310 535149 2580.96 0 4.69
be-43-4-1 631 628.79 124244 3600  0.35 7.46
be-43-5-1 354 354 100323  647.05 0 7.45
be-43-6-1 401 400 323000 3600  0.25 5.52
be-13-1-5 149 149 106 0.34 0 2.15
be-13-2-5 148 148 52 0.29 0 1.67
be-13-3-5 129 129 30 0.45 0 5.51
be-13-4-5 55 55 33 0.67 0 4.85
be-13-5-5 115 115 33236 24.06 0 3.60
be-13-6-5 119 119 100763  66.01 0 11.36
be-12-1-9 398 394.50 478102 3600  0.88 6.63
be-12-2-9 387 383.83 492121 3600 0.82 7.27
bc-12-3-9 387 381.50 768379 3600 1.42 12.93
be-12-4-9 387 383.25 501800 3600  0.97  10.43
be-12-5-9 374 374 196258  824.86 0 10.24
be-12-6-9 375 373 556133 3600  0.53 7.73

inst_7_5 53 53 0 0.18 0 0
inst_8_6 82 82 3897 0.91 0 1.83
inst 9 7 124 124 412 0.70 0 4.33
inst 10 8 176 176 3215 2.34 0 1.55
kinst-4-033-0 183 183 10215 63.55 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 10215 65.31 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 24334 12657 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 14548 100.61 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 10720  72.76 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 101164  521.55 0 12.09
kinst-4-034-1 188 188 101164  514.11 0 12.09
kinst-4-034-2 188 188 49518  275.37 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 141689 817.06 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 80811  446.09 0 93.27
nnl6k7il 235 235 21467  74.84 0 85.57
nnl16k7i2 235 235 19859  79.07 0 84.79
nn16k7i3 235 235 22406  99.37 0 13.81
nnl6k7i4 235 235 14942 53.01 0 10.70
nnl6k7i5 235 235 14264 50.95 0 8.30
nnl6k7i6 235 235 9210 48.16 0 8.71
nnl6k8il 299 299 19627 17427 0 15.90
nnl6k8i2 300 300 213683 118597 0 14.24
nnl6k8i3 300 300 35405  162.02 0 87.21
nn16k8i4 300 300 156072  788.43 0 17.60
nnl6k8i5 300 300 79249  366.54 0 9.56
nnl6k8i6 300 300 156476  880.40 0 13.56
n12k10il 341 337.33 444837 3600 1.08 7.32
n12k10i2 341 341 145051  761.72 0 7.63
n12k10i3 341 341 32560  118.43 0 9.80
n12k10i4 341 341 48771 143.69 0 10.12
n12k10i5 341 341 372727 2070.51 0 12.60
n12k10i6 341 341 206349  825.78 0 34.71
n12k9il 281 281 96294  487.49 0 81.81
n12k9i2 281 281 77516 247.92 0 13.11
n12k9i3 281 281 63017 20857 0 80.14
n12k9i4 281 281 66729  260.03 0 38.40
n12k9i5 281 281 96519  256.75 0 16.21
n12k9i6 281 281 121918 585.64 0 16.66

Cuadro B.18. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, cortes
CPLEX y blossom tamano 5 para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C1-B
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 172413 2754.60 0 5.33
bc-43-2-1 331 331 1402 10.69 0 1.79
bc-43-3-1 310 310 20111 12537 0 4.69
bc-43-4-1 631 628.50 68157 3600  0.40 7.46
be-43-5-1 354 354 3838 34.44 0 7.50
bc-43-6-1 401 401 14101 122.85 0 3.50
be-13-1-5 149 149 153 0.37 0 1.99
be-13-2-5 148 148 40 0.25 0 3.59
be-13-3-5 129 129 69 0.46 0 1.15
be-13-4-5 55 55 33 0.67 0 4.85
be-13-5-5 115 115 25837  16.01 0 7.58
be-13-6-5 119 119 2812 1.70 0 11.36
be-12-1-9 398 394.90 466261 3600 0.78  6.63
be-12-2-9 387 384.10 666497 3600.02 0.75 7.27
be-12-3-9 387 381.50 899899 3600 1.42 12.93
be-12-4-9 387 384 660337 3600 0.78  10.43
be-12-5-9 374 374 152703  375.60 0 10.24
bc-12-6-9 375 375 360456  977.52 0 7.73
inst_7_5 53 53 0 0.18 0 0

inst_8_6 82 82 28636 6.52 0 1.83
inst 9 7 124 124 1391 1.38 0 5.81
inst 10 8 176 176 30568 15.58 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 7338 51.66 0 91.24
kinst-4-033-1 183 183 7338 51.72 0 91.24
kinst-4-033-2 183 183 11822  72.61 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 16707  122.20 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 11236 69.84 0 92.63
kinst-4-034-0 188 188 103974  611.18 0 12.09
kinst-4-034-1 188 188 103974  613.89 0 12.09
kinst-4-034-2 188 188 44553 326.44 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 137962 887.84 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 97331  580.61 0 93.27
nnl6k7il 235 235 24256 90.62 0 85.57
nnl16k7i2 235 235 15663  59.15 0 84.79
nn16k7i3 235 235 22811  86.18 0 13.81
nnl6k7i4 235 235 12438 47.82 0 5.84
nnl6k7i5 235 235 15163 52.71 0 8.30
nnl6k7i6 235 235 23842 98.67 0 21.53
nnl6k8il 299 299 38930  214.09 0 86.08
nnl6k8i2 300 300 173023  876.03 0 14.24
nnl6k8i3 300 300 45613  214.86 0 87.21
nn16k8i4 300 300 117976  588.46 0 17.60
nnl6k8i5 300 300 66041  330.96 0 12.77
nnl6k8i6 300 300 29754 147.50 0 11.49
n12k10il 341 337.85 525454  3600.01 0.92 7.32
n12k10i2 341 341 53273  211.93 0 7.63
n12k10i3 341 341 42549  132.32 0 9.80
n12k10i4 341 341 23073  75.66 0 10.12
n12k10i5 341 341 442467 1916.65 0 12.60
n12k10i6 341 341 202872 779.65 0 34.71
n12k9il 281 281 98089  497.75 0 81.81
n12k9i2 281 281 46749  161.14 0 13.11
n12k9i3 281 281 69410  213.03 0 11.58
n12k9i4 281 281 75882  319.31 0 82.26
n12k9i5 281 281 597293 2519.27 0 13.48
n12k9i6 281 281 66554  275.31 0 16.66

Cuadro B.19. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, cortes
CPLEX y blossom general para el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-CPX-C1C2-B3

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz ‘
be-43-1-1 305 305 363868 1336.56 0 7.70
bc-43-2-1 331 331 2042 11.72 0 24.77
be-43-3-1 310 310 70964  179.94 0 8.99
be-43-4-1 631 629 246061 3600.01 0.32 9.73
be-43-5-1 354 354 2681 20.07 0 1.48
be-43-6-1 401 401 268887 131327 0 3.16
be-13-1-5 149 149 81 0.33 0 1.99
be-13-2-5 148 148 72 0.35 0 5.45
be-13-3-5 129 129 60 0.39 0 2.65
be-13-4-5 55 55 29 0.56 0 6.55
be-13-5-5 115 115 6042 3.79 0 10.68
be-13-6-5 119 119 23439  13.88 0 9.21
be-12-1-9 398 392.41 519640 3600 1.41  11.39
bc-12-2-9 387 382.75 596311 3600.01 1.10 10.91
be-12-3-9 387 383 662613 3600 1.03 11.24
be-12-4-9 387 382 882513 3600  1.29 6.85
be-12-5-9 374 373 790366 3600 0.27  13.79
bc-12-6-9 375 372.64 726970 3600  0.63 4.76
inst_ 7 5 53 53 0 0.16 0 0
inst_ 8 6 82 82 15029 3.77 0 1.83
inst 9 7 124 124 957 1.01 0 3.85
inst 10 8 176 176 14830 8.47 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 9717 61.17 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 9717 61.51 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 26152 144.09 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 16947  111.25 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 10163 58.80 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 130753  673.16 0 92.65
kinst-4-034-1 188 188 130753  672.90 0 92.65
kinst-4-034-2 188 188 128133  604.85 0 14.79
kinst-4-034-3 188 188 106524  601.79 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 110008  539.79 0 93.27
nnl6k7il 235 235 10016 40.71 0 15.48
nn16k7i2 235 235 12019  49.85 0 84.70
nn16k7i3 235 235 6126 21.18 0 6.14
nnl6k7i4 235 235 57008  215.50 0 84.44
nnl6k7i5 235 235 30392 140.62 0 11
nnl6k7i6 235 235 10411 45.76 0 17.21
nnl6k8il 299 299 6986 58.46 0 4.72
nn16k8i2 300 300 590667 3070.03 0 3.43
nn16k8i3 300 300 51685  296.33 0 85.35
nn16k8i4 300 300 64113 330.85 0 83.25
nnl6k8i5 300 300 91543  617.28 0 85.66
nnl6k8&i6 300 296.34 498792 3600 1.22 86.40
n12k10il 341 341 50141  203.02 0 9.84
n12k10i2 341 341 21839  87.67 0 24.78
n12k10i3 341 341 574045 3517.68 0 82.06
n12k10i4 341 341 167101  751.19 0 81.43
n12k10i5 341 341 46484  218.11 0 21.53
n12k10i6 341 341 114643  493.91 0 82.77
n12k9il 281 281 80835  265.48 0 9.73
n12k9i2 281 281 77297  289.44 0 51.04
n12k9i3 281 281 82867 318.74 0 17.82
n12k9i4 281 281 64734  200.15 0 15.06
n12k9i5 281 281 58127  169.06 0 10.34
n12k9i6 281 281 73050  411.70 0 82.10

Cuadro B.20. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom tamafio 3 para el modelo EXP

para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C1C2-B5
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 305 190364 1631.59 0 4.78
be-43-2-1 331 331 4732 25.40 0 5.04
bc-43-3-1 310 310 432908 2183.59 0 8.99
be-43-4-1 631 629 139900 3600  0.32 3.87
be-43-5-1 354 354 26953  213.65 0 1.48
be-43-6-1 401 399.50 268153 3600.01 0.37  15.25
be-13-1-5 149 149 189 0.47 0 1.99
be-13-2-5 148 148 70 0.34 0 5.45
be-13-3-5 129 129 80 0.42 0 2.75
be-13-4-5 55 55 29 0.56 0 6.55
be-13-5-5 115 115 74464  56.15 0 3.60
be-13-6-5 119 119 120437  78.65 0 9.13
be-12-1-9 398 392.12 352014 3600 1.48  11.39
bc-12-2-9 387 382.50 447100 3600 1.16 11.53
be-12-3-9 387 383 459115 3600 1.03 11.24
be-12-4-9 387 382 771365 3600  1.29 2.81
be-12-5-9 374 374 215671 1025.66 0 2.42
be-12-6-9 375 375 72070  257.86 0 8.02

inst_7 5 53 53 0 0.18 0 0
inst_ 8 6 82 82 7722 1.67 0 1.83
inst 9 7 124 124 515 0.80 0 4.33
inst 10 8 176 176 6822 4.71 0 1.55
kinst-4-033-0 183 183 10891  69.61 0 91.27
kinst-4-033-1 183 183 10891  69.58 0 91.27
kinst-4-033-2 183 183 34327  198.57 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 13682  90.54 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 9806 62.54 0 91.44
kinst-4-034-0 188 188 110672  611.09 0 92.65
kinst-4-034-1 188 188 110672  614.68 0 92.65
kinst-4-034-2 188 188 46747  291.73 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 118490 718.95 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 120412  633.33 0 93.27
nnl6k7il 235 235 6895 29.16 0 9.55
nnl6k7i2 235 235 21792 87.79 0 84.70
nn16k7i3 235 235 52412 215.95 0 13.81
nnl6k7i4 235 235 18409  69.57 0 19.76

nnl6k7i5H 235 235 39769  186.98 0 11
nnl6k7i6 235 235 13325  60.47 0 10.47
nnl6k8il 299 299 11395  63.37 0 84.99
nnl6k8i2 300 300 113927  655.93 0 10.49
nn16k8i3 300 208.34 204055 3600 0.55  85.15
nn16k8i4 300 300 50234  244.09 0 87.22
nnl6k8i5 300 300 35578  176.52 0 86.54
nnl6k8i6 300 300 34401 179.70 0 87.01
n12k10il 341 341 38119  148.80 0 9.84
n12k10i2 341 341 16230  53.39 0 10.61
n12k10i3 341 341 147766 924.27 0 29.85
n12k10i4 341 341 31579  109.16 0 8.83
n12k10i5 341 341 48146  345.95 0 21.53
n12k10i6 341 341 74054  347.96 0 12.57
n12k9il 281 281 110100 722.24 0 81.81
n12k9i2 281 281 96051  385.93 0 14.93
n12k9i3 281 281 47177 130.38 0 21.19
n12k9i4 281 281 62358  214.27 0 20.09
n12k9i5 281 281 129992  458.15 0 11.59
n12k9i6 281 281 78228  373.08 0 10.42

Cuadro B.21. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom tamano 5 para el modelo EXP
para AVDSECP
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EXP-CPX-C1C2-B

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 118937 974.05 0 5.08
bc-43-2-1 331 331 1486 12.04 0 1.79
bc-43-3-1 310 310 63470 31043 0 4.36
be-43-4-1 631 628.78 77600 3600 0.35 13.02
be-43-5-1 354 354 5482 40.95 0 1.48
be-43-6-1 401 400 204000 3600 0.25 15.25
be-13-1-5 149 149 83 0.30 0 2.63
be-13-2-5 148 148 86 0.32 0 1.71
be-13-3-5 129 129 120 0.50 0 2.71
be-13-4-5 55 55 29 0.57 0 6.55
be-13-5-5 115 115 20066  12.54 0 7.58
bc-13-6-5 119 119 17133 9.15 0 9.13
be-12-1-9 398 393.44 446074 3600 1.14  11.39
be-12-2-9 387 383.50 675073 3600  0.90 11.53
be-12-3-9 387 383.50 658769 3600  0.90 11.24
bc-12-4-9 387 382.38 864964 3600 1.20 2.56
be-12-5-9 374 374 126231 312.77 0 13.82
bc-12-6-9 375 375 88538 24696 0 8.02
inst_7_5 53 53 0 0.18 0 0
inst_8_6 82 82 28297  6.61 0 1.83
inst 9 7 124 124 1047 1.37 0 8.33
inst 10 8 176 176 3604 2.40 0 3.19
kinst-4-033-0 183 183 7199 49.85 0 91.24
kinst-4-033-1 183 183 7199 49.70 0 91.24
kinst-4-033-2 183 183 14040  99.44 0 91.86
kinst-4-033-3 183 183 13383  94.96 0 92.54
kinst-4-033-4 183 183 11236 70.96 0 92.63
kinst-4-034-0 188 188 119091 795.14 0 92.65
kinst-4-034-1 188 188 119091  797.60 0 92.65
kinst-4-034-2 188 188 40110  275.75 0 91.82
kinst-4-034-3 188 188 104849 699.35 0 93.27
kinst-4-034-4 188 188 109702 72434 0 93.27
nnl6k7il 235 235 9676 39.51 0 9.55
nnl16k7i2 235 235 15895  63.74 0 4.08
nn16k7i3 235 235 5669 24.12 0 13.79
nnl6k7i4 235 235 17257 71.05 0 19.76
nnl6k7i5 235 235 76897  374.50 0 11
nnl6k7i6 235 235 12473 57.09 0 11.35
nnl6k8il 299 299 8571 58.42 0 88.16
nnl16k8i2 300 300 99943 517.65 0 8.67
nn16k8i3 300 300 40149  211.23 0 12.24
nn16k8i4 300 300 111487 64823 0 84.72
nnl6k8i5 300 300 62972 351.06 0 6.65
nnl6k8i6 300 300 51829  271.15 0 87.01
n12k10il 341 341 64646  290.51 0 8.86
n12k10i2 341 341 74842  268.06 0 9.54
n12k10i3 341 341 18938  80.92 0 80.83
n12k10i4 341 341 83443  360.56 0 12.14
n12k10i5 341 341 42345 184.16 0 21.53
n12k10i6 341 341 74128 299.20 O 81.89
n12k9il 281 281 96136 473.58 0 81.81
n12k9i2 281 281 64377  376.97 0 14.93
n12k9i3 281 281 69493  228.64 0 11.58
n12k9i4 281 281 50923  264.16 0 14.51
n12k9i5 281 281 227646  771.96 0 11.25
n12k9i6 281 281 90668 334.57 0 16.66

Cuadro B.22. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general para el modelo EXP

para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C1C2-B-NH
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz

be-43-1-1 305 304 402032 3600  0.33 -
be-43-2-1 331 331 213 4.37 0 -
bc-43-3-1 310 310 2770 23 0 -
be-43-4-1 631 628.25 135343 3600  0.44 -
be-43-5-1 354 354 44821  276.93 0 -
be-43-6-1 401 400 227611 3600  0.25 -
be-13-1-5 149 149 213 0.36 0 -
be-13-2-5 148 148 31 0.23 0 -
be-13-3-5 129 129 102 0.38 0 -
be-13-4-5 55 55 65 0.93 0 -
be-13-5-5 115 115 285 0.58 0 -
be-13-6-5 119 119 36 0.33 0 -
be-12-1-9 398 395 507830 3600  0.75 -
bc-12-2-9 387 383.50 664335 3600 0.90 -
be-12-3-9 387 384 656715 3600 0.78 -
be-12-4-9 387 384 591107 3600  0.78 -
be-12-5-9 374 374 111736 290.83 0 -
be-12-6-9 375 375 135511 350.46 0 -
inst_7 5 53 53 13 0.11 0 -
inst_ 8 6 82 82 2108 1.53 0 -
inst 9 7 124 124 3339 2.74 0 -
inst 10 8 176 176 4261 3.18 0 -
kinst-4-033-0 183 183 25007  133.59 0 -
kinst-4-033-1 183 183 25007  133.58 0 -
kinst-4-033-2 183 183 37520  215.46 0 -
kinst-4-033-3 183 183 31344  170.95 0 -
kinst-4-033-4 183 183 27913 145.58 0 -
kinst-4-034-0 188 188 270163 1563.01 0 -
kinst-4-034-1 188 188 270163 1571.77 0 -
kinst-4-034-2 188 188 137128  830.93 0 -
kinst-4-034-3 188 188 177202 1000.33 0 -
kinst-4-034-4 188 188 217312 138436 0 -
nnl6k7il 235 235 12985  63.84 0 -
nnl6k7i2 235 235 33315  117.49 0 -
nn16k7i3 235 235 10775 50.26 0 -
nnl6k7i4 235 235 256486 1680.46 0 -
nnl6k7i5H 235 232.46 429815 3600 1.08 -
nnl6k7i6 235 235 18260  90.47 0 -
nnl6k8il 299 299 14561  87.30 0 -
nnl6k8i2 300 300 48690  281.75 0 -
nn16k8i3 300 208 688984 3600.02 0.67 -
nn16k8i4 300 300 108819  939.93 0 -
nnl6k8i5 300 300 25594 126.73 0 -
nnl6k8i6 300 300 307618 1932.40 0 -
n12k10il 341 341 118848  452.50 0 -
n12k10i2 341 341 60375  250.23 0 -
n12k10i3 341 341 39747 175.03 0 -
n12k10i4 341 341 43559  176.96 0 -
n12k10i5 341 341 34019  137.01 0 -
n12k10i6 341 341 32737 122.06 0 -
n12k9il 281 281 122607  492.56 0 -
n12k9i2 281 281 63784  202.26 0 -
n12k9i3 281 281 119890 473.65 0 -
n12k9i4 281 281 19401 55.04 0 -
n12k9i5 281 281 68615  344.52 0 -
n12k9i6 281 281 132761 410.64 0 -

Cuadro B.23. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, sin heuristica inicial ni
primal para el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-CPX-C1C2-B-i

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz

be-43-1-1 305 305 282369 231439 0 2.84
be-43-2-1 331 331 1435 11.91 0 3.75
be-43-3-1 310 310 499639 2489.49 0 3.58
be-43-4-1 635 628.11 63602 3600.01 0.46 2.38
be-43-5-1 354 354 8476 60.80 0 3.06
be-43-6-1 401 400 161771 3600  0.25 2.40
be-13-1-5 149 149 106 0.31 0 3.27
be-13-2-5 148 148 33 0.24 0 1.07
be-13-3-5 129 129 46 0.33 0 0.88
bc-13-4-5 55 55 74 0.14 0 4.91
be-13-5-5 115 115 119 0.26 0 1.84
be-13-6-5 119 119 48 0.30 0 1.96
be-12-1-9 398 393.04 448108 3600  1.25 2.35
bc-12-2-9 387 382.81 737749 3600 1.08 1.80
be-12-3-9 387 381.75 708821 3600 1.36 1.81
be-12-4-9 387 382.41 559593 3600  1.19 2.20
be-12-5-9 374 374 175949  403.88 0 1.87
bc-12-6-9 375 375 79871  169.68 0 1.53
inst_ 7 5 53 53 122 0.11 0 3.70
inst_ 8 6 82 82 110 0.67 0 1.96
inst 9 7 124 124 328 0.54 0 2.64
inst 10 8 176 176 33974 19.79 0 0.85
kinst-4-033-0 183 183 15637  87.17 0 4.97
kinst-4-033-1 183 183 15637  87.20 0 4.97
kinst-4-033-2 183 183 29453  156.56 0 4.96
kinst-4-033-3 183 183 15537  88.10 0 4.98
kinst-4-033-4 183 183 18737  110.16 0 4.95
kinst-4-034-0 188 188 106022  598.22 0 6.22
kinst-4-034-1 188 188 106022  598.88 0 6.22
kinst-4-034-2 188 188 119076  717.24 0 6.24
kinst-4-034-3 188 188 161103  975.97 0 6.73
kinst-4-034-4 188 188 102850  629.40 0 6.40
nnl6k7il 235 235 6247 29.30 0 2.73
nn16k7i2 235 235 8327 33.71 0 3.15
nn16k7i3 235 235 7388 23.46 0 2.94
nnl6k7i4 235 235 10350  45.84 0 3.25
nnl6k7i5 235 235 4601 19.75 0 3.34
nnl6k7i6 235 235 7730 32.84 0 3.36
nnl6k8il 299 299 5427 31.89 0 2.93
nnl16k8i2 300 300 71603  672.38 0 3.22
nn16k8i3 300 300 72575 390.79 0 2.39
nn16k8i4 300 300 66957  449.80 0 3.20
nnl6k8i5 300 300 109075  648.76 0 2.56
nnl6k8&i6 300 300 47945  290.96 0 2.81
n12k10il 341 341 26089 92.11 0 2.40
n12k10i2 341 341 29686  88.55 0 2.33
n12k10i3 341 341 21922 76.01 0 1.48
n12k10i4 341 341 96193  364.09 0 2.82
n12k10i5 341 341 335454  1461.58 0 2.61
n12k10i6 341 341 56792  221.50 0 2.44
n12k9il 281 281 71875 242.12 0 1.78
n12k9i2 281 281 54931 199.89 0 2.39
n12k9i3 281 281 59720  190.25 0 2.77
n12k9i4 281 281 34585  80.26 0 1.78
n12k9i5 281 281 274058 1261.17 0 2.22
n12k9i6 281 281 58639  203.11 0 2.58

Cuadro B.24. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX-C1C2-B-iPP
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz ‘

be-43-1-1 305 305 149687 1603.55 0 2.78
be-43-2-1 331 331 1310 16.21 0 3.93

bc-43-3-1 310 310 45700  491.45 0 2
be-43-4-1 632 628 62019 3600 0.48 2.41
be-43-5-1 354 354 7875 91.91 0 3.21
be-43-6-1 401 400 122406 3600  0.25 2.44
be-13-1-5 149 149 135 0.34 0 3.27

be-13-2-5 148 148 0 0.12 0 0
be-13-3-5 129 129 228 0.41 0 0.96

be-13-4-5 55 55 173 0.17 0 5
be-13-5-5 115 115 67 0.29 0 1.83
be-13-6-5 119 119 49 0.29 0 1.96
be-12-1-9 398 393.67 417775 3600  1.09 2.44
bc-12-2-9 387 384 602722 3600 0.78 2.26
be-12-3-9 387 380.36 657075 3600 1.72 1.81
be-12-4-9 387 384.07 711761 3600  0.76 2.16
be-12-5-9 374 374 398041 1187.22 0 1.87
be-12-6-9 375 375 166479  381.55 0 1.60
inst_7 5 53 53 99 0.15 0 3.70
inst_ 8 6 82 82 101 0.53 0 1.94
inst 9 7 124 124 498 0.74 0 2.64
inst 10 8 176 176 22701 14.97 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 22209  125.77 0 4.97
kinst-4-033-1 183 183 22209  125.46 0 4.97
kinst-4-033-2 183 183 41934  252.67 0 4.96
kinst-4-033-3 183 183 27018  163.29 0 4.98
kinst-4-033-4 183 183 46645  267.74 0 4.95
kinst-4-034-0 188 188 149859  905.06 0 6.22
kinst-4-034-1 188 188 121083  699.55 0 6.22
kinst-4-034-2 188 188 223186 1364.57 0 6.24
kinst-4-034-3 188 188 257093 1569.78 0 6.74
kinst-4-034-4 188 188 204888 1274.09 0 6.63
nnl6k7il 235 235 15678  88.33 0 3.70
nnl6k7i2 235 235 16282  104.30 0 3.57
nn16k7i3 235 235 12648  67.98 0 3.44
nnl6k7i4 235 235 21841  117.49 0 3.18
nnl6k7i5H 235 235 12142 55.30 0 3.60
nnl6k7i6 235 235 19044  102.14 0 3.70
nnl6k8il 299 299 24513 179.31 0 3.53
nnl6k8i2 300 300 55697  324.43 0 2.98
nn16k8i3 300 300 389142 2562.94 0 2.31
nn16k8i4 300 300 47346 223.86 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 53665  356.99 0 2.97
nnl6k8i6 300 300 45735  314.48 0 3.22
n12k10il 341 341 68744  271.24 0 2.82
n12k10i2 341 341 50392  164.13 0 2.76
n12k10i3 341 341 24524 79.67 0 1.47
nl12k10i4 341 341 72664  248.07 0 2.33
n12k10i5 341 341 83559  290.54 0 2.98
n12k10i6 341 341 23168  88.01 0 1.90
n12k9il 281 281 55984  162.96 0 2.12
n12k9i2 281 281 105842  298.20 0 2.15
n12k9i3 281 281 55754  166.37 0 2.15
n12k9i4 281 281 169032  762.65 0 2.41
n12k9i5 281 281 74174 327.66 0 2.68
n12k9i6 281 281 90361  307.70 0 2.43

Cuadro B.25. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial y
primal propia para el modelo EXP para AVDSECP
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EXP-CPX-C1C2-B-iPC

solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 304 378486 3600  0.33 2.11
be-43-2-1 331 331 455 6.87 0 3.85
be-43-3-1 310 310 23213 162.52 0 3.46
be-43-4-1 631 628.50 118981 3600  0.40 2.41
bc-43-5-1 354 354 1391 12.45 0 1.81
be-43-6-1 401 401 237213 3003.46 0 2.44
be-13-1-5 149 149 196 0.41 0 3.27
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 12 0.30 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 59 0.29 0 1.74
be-13-6-5 119 119 73 0.39 0 1.71
be-12-1-9 398 394.75 457687 3600  0.82 2.44
bc-12-2-9 387 384 662552 3600 0.78 2.10
be-12-3-9 387 380.50 821113 3600 1.68 1.81
be-12-4-9 387 384 695349 3600  0.78 2.13
be-12-5-9 374 374 165108  383.64 0 1.87
bc-12-6-9 375 375 201368  455.02 0 1.60
inst_ 7 5 53 53 30 0.36 0 3.29
inst_ 8 6 82 82 10496 2.60 0 1.83
inst 9 7 124 124 2756 2.21 0 4.40
inst 10 8 176 176 18524 10.96 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 18661  104.73 0 5.27
kinst-4-033-1 183 183 18661 104.51 0 5.27
kinst-4-033-2 183 183 14071 93.60 0 5.38
kinst-4-033-3 183 183 11778  79.01 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12974 80.79 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 103477  644.14 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 103477  643.75 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 95064  534.36 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 161211  952.33 0 6
kinst-4-034-4 188 188 83176  500.22 0 6.91
nnl6k7il 235 235 34114 11491 0 3.36
nn16k7i2 235 235 11899  43.85 0 3.05
nn16k7i3 235 235 9071 43.37 0 3.44
nnl6k7i4 235 235 6756 30.02 0 2.63
nnl6k7i5 235 235 5959 24.84 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 13388  74.49 0 3.57
nnl6k8il 299 299 7383 53.27 0 3.34
nn16k8i2 300 300 45610  277.99 0 2.98
nn16k8i3 300 300 236389 1595.11 0 2.31
nn16k8i4 300 300 34986  155.22 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 38722  344.54 0 2.97
nnl6k8&i6 300 300 64541  526.72 0 3.22
n12k10il 341 341 71831  262.64 0 2.59
nl12k10i2 341 341 44588  144.65 0 2.58
n12k10i3 341 341 93771  294.35 0 1.55
n12k10i4 341 341 105126 417.42 0 2.33
n12k10i5 341 341 51817  179.29 0 2.77
n12k10i6 341 341 11019 37.60 0 1.82
n12k9il 281 281 66960 167.24 0 2.12
n12k9i2 281 281 61766  157.57 0 2.07
n12k9i3 281 281 22641 58.22 0 1.77
n12k9i4 281 281 53433  175.99 0 2.16
n12k9i5 281 281 317860 1181.63 0 2.84
n12k9i6 281 281 47869  159.39 0 2.47

Cuadro B.26. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial
propia y primal de CPLEX para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

Bri
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz

be-43-1-1 305 305 49050 578.38 0 2.11
be-43-2-1 331 331 2745 20.13 0 3.85
bc-43-3-1 310 309 310400 3600  0.32 3.53
be-43-4-1 631 628.50 109810 3600  0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 24833  165.53 0 1.81
bc-43-6-1 401 401 311243 339249 0 2.44
be-13-1-5 149 149 128 0.37 0 3.43

be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 29 0.28 0 1.03

be-13-4-5 55 55 0 0.92 0 0
be-13-5-5 115 115 65 0.26 0 1.74
be-13-6-5 119 119 60 0.25 0 1.71
be-12-1-9 398 395 658158 3600  0.75 2.44
bc-12-2-9 387 384.75 872369 3600 0.58 2.10
be-12-3-9 387 384.50 745600 3600 0.65 1.81
be-12-4-9 387 384.50 855330 3600  0.65 2.13
be-12-5-9 374 374 97631  226.33 0 1.87
be-12-6-9 375 375 51892  116.64 0 1.60
inst_7 5 53 53 4 0.33 0 3.29
inst_ 8 6 82 82 334 0.29 0 1.83
inst 9 7 124 124 5331 3.88 0 4.40
inst 10 8 176 176 3395 3.23 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 16546  123.50 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 16546  119.34 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 34562  243.82 0 5.38
kinst-4-033-3 183 183 16654  107.21 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 13860  101.80 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 124223  868.58 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 124223  863.77 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 238192 1535.85 0 6.36

kinst-4-034-3 188 188 221488 1541.15 0 6
kinst-4-034-4 188 188 224146 1552.70 0 6.91
nnl6k7il 235 235 15135  48.68 0 3.36
nnl6k7i2 235 235 18872  73.38 0 3.05
nn16k7i3 235 235 9042 46.79 0 3.44
nnl6k7i4 235 235 13791 63.74 0 2.63
nnl6k7i5H 235 235 14635 61.15 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22158  117.90 0 3.57
nnl6k8il 299 299 18340  172.43 0 3.34
nnl6k8i2 300 300 65798  428.68 0 2.98
nn16k8i3 300 300 22523 126.21 0 2.31
nn16k8i4 300 300 23360  136.57 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 33470  220.94 0 2.97
nnl6k8i6 300 300 68435  558.52 0 3.22
n12k10il 341 341 43627  154.80 0 2.59
n12k10i2 341 341 58633  182.63 0 2.58
nl12k10i3 341 341 21684 64.02 0 1.55
nl12k10i4 341 341 43789  150.94 0 2.33
n12k10i5 341 341 35416 117.26 0 2.77
n12k10i6 341 341 9215 31.48 0 1.82
n12k9il 281 281 47909  137.25 0 2.12
n12k9i2 281 281 44399  126.64 0 2.07
n12k9i3 281 281 18909 49.41 0 1.77
n12k9i4 281 281 54442 169.22 0 2.16
n12k9i5 281 281 117235  351.29 0 2.84
n12k9i6 281 281 66752  248.71 0 2.47

Cuadro B.27. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 1
para el modelo EXP para AVDSECP
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Br2
solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 50847  500.83 0 2.11
be-43-2-1 331 331 970 10.89 0 3.85
be-43-3-1 310 310 130733  886.23 0 3.53
be-43-4-1 631 628.50 93318 3600  0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 1103 9.87 0 1.81
bc-43-6-1 401 401 344052 2877.22 0 2.44
be-13-1-5 149 149 75 0.33 0 3.43
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 10 0.20 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 60 0.20 0 1.75
be-13-6-5 119 119 41 0.22 0 1.75
be-12-1-9 398 394.75 635178 3600  0.82 2.44
bc-12-2-9 387 385 867954 3600 0.52 2.10
be-12-3-9 387 384.83 866041 3600 0.56 1.81
be-12-4-9 387 384.92 888793 3600  0.54 2.13
be-12-5-9 374 374 63795  135.37 0 1.87
bc-12-6-9 375 375 65338  145.86 0 1.60
inst_ 7 5 53 53 4 0.33 0 3.29
inst_ 8 6 82 82 122 0.23 0 1.83
inst 9 7 124 124 1401 1.45 0 4.40
inst 10 8 176 176 303 0.64 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 11301 63.51 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 11301 63.51 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 15677  86.05 0 5.37
kinst-4-033-3 183 183 12821 72.51 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12592  65.89 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 104519  574.97 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 104519  576.12 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 80491  441.17 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 163557  922.45 0 6
kinst-4-034-4 188 188 399732 2164.86 0 6.91
nnl6k7il 235 235 25113 102.85 0 3.47
nn16k7i2 235 235 26907  125.51 0 3.15
nn16k7i3 235 235 13417  68.77 0 3.45
nnl6k7i4 235 235 20358  104.93 0 2.63
nnl6k7i5 235 235 17071 82.09 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22024  97.55 0 3.57
nnl6k8il 299 299 17644  130.65 0 3.34
nn16k8i2 300 300 65392  414.63 0 2.98
nn16k8i3 300 300 57349  431.06 0 2.31
nn16k8i4 300 300 74602  499.54 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 64995  452.59 0 3
nnl6k8&i6 300 300 86882  649.16 0 3.22
n12k10il 341 341 70442  378.44 0 2.59
n12k10i2 341 341 64888  336.44 0 2.58
n12k10i3 341 341 54343  253.58 0 1.56
n12k10i4 341 341 57540  264.47 0 2.33
n12k10i5 341 341 70785 283.42 0 2.80
n12k10i6 341 341 49832  162.10 0 1.82
n12k9il 281 281 76116  247.82 0 2.13
n12k9i2 281 281 73298  231.09 0 2.07
n12k9i3 281 281 61559  201.33 0 1.77
n12k9i4 281 281 85314  393.45 0 2.18
n12k9i5 281 281 87826  248.57 0 2.84
n12k9i6 281 281 73333 295.86 0 2.47

Cuadro B.28. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 2
para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

Brs
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 46567  389.21 0 2.11
be-43-2-1 331 331 841 8.62 0 3.85
bc-43-3-1 310 310 102289  754.67 0 3.53
be-43-4-1 631 628.50 101100 3600  0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 20363  122.30 0 1.81
bc-43-6-1 401 400 402587 3600  0.25 2.44
be-13-1-5 149 149 138 0.36 0 3.43
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 28 0.30 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 53 0.18 0 1.75
be-13-6-5 119 119 48 0.21 0 1.75
be-12-1-9 398 394.79 640192 3600  0.81 2.44
bc-12-2-9 387 384.75 861282 3600 0.58 2.10
be-12-3-9 387 384.75 853354 3600 0.58 1.81
be-12-4-9 387 384.92 890308 3600  0.54 2.13
be-12-5-9 374 374 64895  134.52 0 1.87
be-12-6-9 375 375 66994  154.54 0 1.60
inst_7 5 53 53 4 0.32 0 3.29
inst_8_6 82 82 122 023 0 1.83
inst 9 7 124 124 1469 1.59 0 4.40
inst 10 8 176 176 303 0.64 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 11301 64.19 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 11301 63.75 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 15677  86.30 0 5.37
kinst-4-033-3 183 183 12821 74.07 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12592 65.80 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 104519  578.93 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 104519  577.37 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 80491  448.19 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 163557  921.50 0 6
kinst-4-034-4 188 188 399732 2169.85 0 6.91
nnl6k7il 235 235 25113 103.69 0 347
nnl6k7i2 235 235 26907  126.51 0 3.15
nn16k7i3 235 235 13417  70.75 0 3.45
nnl6k7i4 235 235 20358  105.56 0 2.63
nnl6k7i5H 235 235 17071 82.50 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22024  97.62 0 3.57
nnl6k8il 299 299 17644  130.80 0 3.34
nnl6k8i2 300 300 65392  416.54 0 2.98
nn16k8i3 300 300 57349 43291 0 2.31
nn16k8i4 300 300 74602  500.30 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 64995  454.17 0 3
nnl6k8i6 300 300 86882  657.78 0 3.22
n12k10il 341 341 70442  380.71 0 2.59
n12k10i2 341 341 64888  337.33 0 2.58
nl12k10i3 341 341 54343  261.68 0 1.56
n12k10i4 341 341 57540  265.33 0 2.33
n12k10i5 341 341 70785  284.13 0 2.80
n12k10i6 341 341 49832  162.59 0 1.82
n12k9il 281 281 76116  248.92 0 2.13
n12k9i2 281 281 73298  232.08 0 2.07
n12k9i3 281 281 61559  201.48 0 1.77
n12k9i4 281 281 85314  398.19 0 2.18
n12k9i5 281 281 87826  251.62 0 2.84
n12k9i6 281 281 73333 294.75 0 2.47

Cuadro B.29. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 3
para el modelo EXP para AVDSECP
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Brj
solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 46567  388.88 0 2.11
be-43-2-1 331 331 841 8.59 0 3.85
be-43-3-1 310 310 102289  754.55 0 3.53
be-43-4-1 631 628.50 101100 3600  0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 20363  120.74 0 1.81
bc-43-6-1 401 400 402007 3600  0.25 2.44
be-13-1-5 149 149 138 0.37 0 3.43
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 28 0.30 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 53 0.18 0 1.75
be-13-6-5 119 119 48 0.21 0 1.75
be-12-1-9 398 394.79 640800 3600  0.81 2.44
bc-12-2-9 387 384.75 860551 3600 0.58 2.10
be-12-3-9 387 384.75 847950 3600 0.58 1.81
be-12-4-9 387 384.92 889659 3600  0.54 2.13
be-12-5-9 374 374 64895  134.69 0 1.87
bc-12-6-9 375 375 66994  154.91 0 1.60
inst_ 7 5 53 53 4 0.32 0 3.29
inst_ 8 6 82 82 122 0.23 0 1.83
inst 9 7 124 124 1469 1.59 0 4.40
inst 10 8 176 176 303 0.64 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 11301  63.65 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 11301 63.79 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 15677  86.45 0 5.37
kinst-4-033-3 183 183 12821  72.85 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12592 65.90 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 104519  578.72 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 104519  577.30 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 80491 442 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 163557  923.42 0 6
kinst-4-034-4 188 188 399732 216247 0 6.91
nnl6k7il 235 235 25113 103.62 0 3.47
nn16k7i2 235 235 26907  125.87 0 3.15
nn16k7i3 235 235 13417  69.04 0 3.45
nnl6k7i4 235 235 20358  105.34 0 2.63
nnl6k7i5 235 235 17071 82.16 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22024  98.06 0 3.57
nnl16k8il 299 299 17644  131.82 0 3.34
nn16k8i2 300 300 65392  416.54 0 2.98
nn16k8i3 300 300 57349  429.21 0 2.31
nn16k8i4 300 300 74602  499.47 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 64995  450.82 0 3
nnl6k8&i6 300 300 86882  647.02 0 3.22
n12k10il 341 341 70442  380.25 0 2.59
n12k10i2 341 341 64888  337.65 0 2.58
n12k10i3 341 341 54343  253.92 0 1.56
n12k10i4 341 341 57540  266.32 0 2.33
n12k10i5 341 341 70785 283.92 0 2.80
n12k10i6 341 341 49832  163.01 0 1.82
n12k9il 281 281 76116  252.36 0 2.13
n12k9i2 281 281 73298  232.80 0 2.07
n12k9i3 281 281 61559  201.53 0 1.77
n12k9i4 281 281 85314  394.23 0 2.18
n12k9i5 281 281 87826  249.17 0 2.84
n12k9i6 281 281 73333 295.09 0 2.47

Cuadro B.30. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 4
para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

Brb
solucion cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 46567  385.19 0 2.11
be-43-2-1 331 331 841 8.57 0 3.85
bc-43-3-1 310 310 102289  748.01 0 3.53
be-43-4-1 631 628.50 101233 3600  0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 20363  120.11 0 1.81
bc-43-6-1 401 400 403900 3600  0.25 2.44
be-13-1-5 149 149 138 0.37 0 3.43
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 28 0.30 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 53 0.18 0 1.75
be-13-6-5 119 119 48 0.21 0 1.75
be-12-1-9 398 394.79 640764 3600  0.81 2.44
bc-12-2-9 387 384.75 863123 3600 0.58 2.10
be-12-3-9 387 384.75 855100 3600 0.58 1.81
be-12-4-9 387 384.93 891432 3600 0.53 2.13
be-12-5-9 374 374 64895  135.86 0 1.87
be-12-6-9 375 375 66994  157.36 0 1.60
inst_7 5 53 53 4 0.33 0 3.29
inst_8_6 82 82 122 023 0 1.83
inst 9 7 124 124 1469 1.59 0 4.40
inst 10 8 176 176 303 0.64 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 11301 63.49 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 11301 63.69 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 15677  86.10 0 5.37
kinst-4-033-3 183 183 12821 72.75 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12592 65.93 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 104519  572.59 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 104519  574.98 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 80491  440.94 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 163557 918.84 0 6
kinst-4-034-4 188 188 399732 2148.09 0 6.91
nnl6k7il 235 235 25113  104.07 0 3.47
nnl6k7i2 235 235 26907  126.27 0 3.15
nn16k7i3 235 235 13417  69.22 0 3.45
nnl6k7i4 235 235 20358  105.58 0 2.63
nnl6k7i5H 235 235 17071 82.93 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22024  97.67 0 3.57
nnl6k8il 299 299 17644  131.83 0 3.34
nnl6k8i2 300 300 65392  416.61 0 2.98
nn16k8i3 300 300 57349  433.12 0 2.31
nn16k8i4 300 300 74602 501 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 64995  454.57 0 3
nnl6k8i6 300 300 86882  648.89 0 3.22
n12k10il 341 341 70442  384.30 0 2.59
n12k10i2 341 341 64888  339.33 0 2.58
nl12k10i3 341 341 54343  256.41 0 1.56
nl12k10i4 341 341 57540  264.74 0 2.33
n12k10i5 341 341 70785  283.36 0 2.80
n12k10i6 341 341 49832  163.48 0 1.82
n12k9il 281 281 76116  251.21 0 2.13
n12k9i2 281 281 73298  233.02 0 2.07
n12k9i3 281 281 61559  201.52 0 1.77
n12k9i4 281 281 85314  395.83 0 2.18
n12k9i5 281 281 87826  248.22 0 2.84
n12k9i6 281 281 73333 296.63 0 2.47

Cuadro B.31. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 5
para el modelo EXP para AVDSECP
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Br6
solucion  cota inferior nodos tiempo gap gap raiz
be-43-1-1 305 305 50847  499.54 0 2.11
be-43-2-1 331 331 970 10.90 0 3.85
be-43-3-1 310 310 130733  887.96 0 3.53
be-43-4-1 631 628.50 93600 3600.01 0.40 2.45
be-43-5-1 354 354 1103 9.88 0 1.81
bc-43-6-1 401 401 344052 2884.37 0 2.44
be-13-1-5 149 149 75 0.33 0 3.43
be-13-2-5 148 148 0 0.10 0 0
be-13-3-5 129 129 10 0.20 0 1.03
be-13-4-5 55 55 0 0.91 0 0
be-13-5-5 115 115 60 0.20 0 1.75
be-13-6-5 119 119 41 0.22 0 1.75
be-12-1-9 398 394.75 633643 3600  0.82 2.44
bc-12-2-9 387 385 869100 3600 0.52 2.10
be-12-3-9 387 384.83 868475 3600 0.56 1.81
be-12-4-9 387 384.92 890200 3600  0.54 2.13
be-12-5-9 374 374 63795 135.03 0 1.87
bc-12-6-9 375 375 65338  148.57 0 1.60
inst_ 7 5 53 53 4 0.33 0 3.29
inst_ 8 6 82 82 122 0.23 0 1.83
inst 9 7 124 124 1401 1.45 0 4.40
inst 10 8 176 176 303 0.65 0 0.99
kinst-4-033-0 183 183 11301 63.50 0 5.30
kinst-4-033-1 183 183 11301 63.51 0 5.30
kinst-4-033-2 183 183 15677  85.91 0 5.37
kinst-4-033-3 183 183 12821 72.27 0 5.30
kinst-4-033-4 183 183 12592 66.80 0 5.32
kinst-4-034-0 188 188 104519  574.70 0 6.81
kinst-4-034-1 188 188 104519  575.28 0 6.81
kinst-4-034-2 188 188 80491  449.38 0 6.36
kinst-4-034-3 188 188 163557  924.58 0 6
kinst-4-034-4 188 188 399732 2167.10 O 6.91
nnl6k7il 235 235 25113 103.75 0 3.47
nn16k7i2 235 235 26907  125.84 0 3.15
nn16k7i3 235 235 13417  69.24 0 3.45
nnl6k7i4 235 235 20358  106.02 0 2.63
nnl6k7i5 235 235 17071 82.72 0 3.17
nnl6k7i6 235 235 22024  97.72 0 3.57
nnl16k8il 299 299 17644  132.39 0 3.34
nn16k8i2 300 300 65392  414.60 0 2.98
nn16k8i3 300 300 57349  429.81 0 2.31
nn16k8i4 300 300 74602  507.26 0 2.86
nnl6k8i5 300 300 64995  457.40 0 3
nnl6k8&i6 300 300 86882  645.15 0 3.22
n12k10il 341 341 70442  381.25 0 2.59
n12k10i2 341 341 64888  337.46 0 2.58
n12k10i3 341 341 54343 25491 0 1.56
n12k10i4 341 341 57540  272.47 0 2.33
n12k10i5 341 341 70785  282.45 0 2.80
n12k10i6 341 341 49832  164.90 0 1.82
n12k9il 281 281 76116  247.48 0 2.13
n12k9i2 281 281 73298  231.23 0 2.07
n12k9i3 281 281 61559  201.69 0 1.77
n12k9i4 281 281 85314 394.42 0 2.18
n12k9i5 281 281 87826  247.87 0 2.84
n12k9i6 281 281 73333 295.16 0 2.47

Cuadro B.32. Resultados de Branch and Cut con planos de cortes d-Color, (d-
1)-Color, cortes CPLEX y blossom general, con heuristica inicial

propia, primal de CPLEX y estrategia de branching con criterio 6
para el modelo EXP para AVDSECP
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B. Resultados extendidos

EXP-CPX EXP-CPX-C1C2-B-iPC-Br2
solucion  cota inferior  nodos  tiempo gap ‘ solucion  cota inferior nodos tiempo gap
inst_ 13 11 420 412.78 1360495 3600  0.02 420 415 155700 3600  0.01
inst_ 14 12 538 536 2056916 3600  0.00 538 538 1144 9.86 0
inst_15_ 13 668 654.01 462864 3600  0.02 669 657.96 107600 3600  0.02
inst_16_14 830 828 2097148 3600  0.00 830 830 2450 38.09 0
inst_17_15 999 972.38 425752 3600  0.03 | 1000 084.28 66767 3600  0.02
inst_ 18 16 1212 1210 1558759 3600  0.00 | 1212 1212 3511 97.65 0
be-16-10-9 749 744.25 1572600 3600 0.01 749 749 192377 1451.83 0
be-16-17-9 840 840 402136  1523.16 0 840 840 72581  746.66 0
be-16-25-9 830 826.75 1075598 3600  0.00 830 830 205740 135723 0
be-16-8-9 801 798.50 1044887 3600  0.00 801 801 120348 873.95 0
be-17-11-9 1014 1006.25 466664 3600  0.01 1014 1014 201922 2226.78 0
be-17-13-9 1099 1074.01 529258 3600  0.02 | 1094 1093 664015 3600  0.00
be-17-18-9 950 944.75 981896 3600  0.01 950 949 438800 3600  0.00
bc-17-20-9 926 924.25 211300 3600 0.00 926 926 64013  1289.92 0
be-17-3-9 1058 1044 788747 3600 0.01 1058 1054 225800 3600 0.00
be-17-7-9 937 933 869052 3600  0.00 937 937 4638 70.44 0
be-23-1-5 665 651.25 1141878 3600  0.02 665 664 227900 3600  0.00
bc-23-2-5 975 971.95 428801 3600  0.00 976 972.50 198401 3600  0.00
bc-23-3-5 1223 1210.75 510106 3600  0.01 1222 1213.50 151250 3600  0.01
be-23-4-5 1288 1277.62 278056 3600  0.01 1287 1287 12172 224.04 0
be-23-5-5 1277 1266.50 331716 3600  0.01 1277 1273.50 64000 3600  0.00
bc-23-6-5 741 738.91 299300 3600 0.00 741 741 5080 76.16 0
be-48-1-1 460 460 15199 85.27 0 460 460 360 8.75 0
bc-48-2-1 448 446.50 778766 3600  0.00 448 448 41570  918.80 0
be-48-3-1 391 391 3914 42.03 0 391 391 2978 73.86 0
bc-48-4-1 432 432 132280  589.79 0 432 432 140315 2940.18 0
bc-48-5-1 1233 1224 146013 3600  0.01 1231 1226.25 40129 3600  0.00
bc-48-6-1 565 564 646834 3600  0.00 565 565 90758 1994.15 0
inst 11 9 243 242 2509047 3600 0.00 243 243 58192  176.41 0
inst 12 10 324 322 5235689 3600 0.01 324 324 719 2.62 0
kinst-10-021-1 616 592.42 573117 3600  0.04 610 610 5765  129.21 0
kinst-10-021-2 615 590.33 396245 3600  0.04 609 609 4040 61.56 0
kinst-10-021-3 612 603.75 824102 3600  0.01 609 609 990 22.26 0
kinst-10-021-4 609 603.35 700277 3600  0.01 609 609 1393 27.63 0
kinst-10-021-5 615 596.50 482819 3600  0.03 609 609 687 20.96 0
kinst-10-021-6 616 592.69 563094 3600  0.04 610 610 3606 94 0
kinst-14-10-1 399 395.79 1721616 3600 0.01 399 395.42 315189 3600 0.01
kinst-14-10-2 397 394.50 1403300 3600  0.01 397 397 139423 1389.70 0
kinst-14-10-3 397 397 426006  751.68 0 397 397 158301 122854 0
kinst-14-10-4 400 395.80 1620683 3600  0.01 400 395.60 374800 3600  0.01
kinst-14-10-5 399 396 1529800 3600  0.01 399 395.15 267126 3600  0.01
kinst-14-10-6 397 397 747583  1391.87 0 397 397 185756 2496.46 0
kinst-14-10-7 399 395.50 1843032 3600  0.01 399 395.33 323196 3600  0.01
kinst-14-10-8 400 395.75 1607100 3600 0.01 400 395.25 322346 3600 0.01
kinst-39-4-1 216 216 91772 719.04 0 216 216 128941 1040.66 0
kinst-39-4-2 216 216 225099 1513.21 0 216 216 50286  407.57 0
kinst-39-4-3 216 213.47 418300 3600  0.01 216 216 94476  684.31 0
kinst-39-4-4 216 216 73045  727.72 0 216 216 60699  492.35 0
kinst-39-4-5 216 216 83319  748.12 0 216 216 57887  409.08 0
kinst-39-4-6 216 216 82885  651.07 0 216 216 78932  562.49 0
kinst-39-4-7 216 216 72922  692.96 0 216 216 125405 1180.10 0
kinst-39-4-8 216 213.65 391600 3600 0.01 216 216 94216  806.17 0
Cuadro B.33. Resultados de Branch and Cut de CPLEX y Branch and Cut con
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planos de cortes d-Color, (d-1)-Color, cortes CPLEX y blossom
general, con heuristica inicial propia, primal de CPLEX y estrategia
de branching con criterio 2 para el modelo EXP para AVDSECP
en el segundo conjunto de instancias



POLI EXPr
solucion tiempo cota inferior nodos  gap | solucion tiempo cota inferior nodos  gap

be-43-1-1 9 3600 8 26132 1 9 3600 8 127904 1
be-43-2-1 10 3600 9 13435 1 10 3600 9 143088 1
be-43-3-1 9 3600 8 81500 1 9 3600 8 118075 1
be-43-4-1 11 3600 10 10019 1 11 3600 10 43349 1
be-43-5-1 10 3600 9 16236 1 10 3600 9 116941 1
be-43-6-1 10 3600 9 29526 1 10 3600 9 108168 1
be-13-1-5 9 0.23 9 0 0 9 0.03 9 0 0
be-13-2-5 9 22.87 9 6289 0 9 374.01 9 142970 0
be-13-3-5 7 517.41 7 43854 0 7 850.22 7 198074 0
be-13-4-5 5 50.06 5 9680 0 5 32.96 5 23670 0
be-13-5-5 7 120.01 7 7110 0 7 910.78 7 202938 0
be-13-6-5 7 133.18 7 15768 0 7 561.32 7 142708 0
be-12-1-9 13 3600 12 1403889 1 13 3600 11.50 899623  1.50
be-12-2-9 13 3600 12 1285704 1 13 3600 11.50 918453  1.50
be-12-3-9 13 3600 12 1691845 1 13 3600 11.50 908300 1.50
be-12-4-9 13 3600 12 1580184 1 13 3600 11.50 870400  1.50
be-12-5-9 12 39.89 12 4248 0 12 10.32 12 9700 0
be-12-6-9 12 39.08 12 2020 0 12 3600 11 3565429 1
inst_7_5 7 833.96 7 2762710 0 7 1316.83 7 3362764 0
inst_8_6 8 3600 7 9350509 1 8 3600 7 3641370 1
inst 9 7 9 3600 8 4723007 1 9 3600 7.50 1628417 1.50
inst 10 8 10 3600 9 1378607 1 10 3600 8.25 769300 1.75
kinst-4-033-0 6 3600 4 6500 2 5 3600 4 46032 1
kinst-4-033-1 6 3600 4 6490 2 5 3600 4 46220 1
kinst-4-033-2 6 3600 4 6211 2 5 3600 4 53426 1
kinst-4-033-3 6 3600 4 5633 2 5 3600 4 76500 1
kinst-4-033-4 6 3600 4 7718 2 5 3600 4 32382 1
kinst-4-034-0 7 3600 4 5483 3 5 3600 4 39565 1
kinst-4-034-1 7 3600 4 5477 3 5 3600 4 39901 1
kinst-4-034-2 6 3600 4 5585 2 6 3600 4 94099 2
kinst-4-034-3 6 3600 4 4823 2 5 3600 4 86775 1
kinst-4-034-4 6 3600 4 5826 2 5 3600 4 48000 1
nn16k7il 8 3600 7 18940 1 8 3600 7 214412 1
nn16k7i2 8 3600 7 19565 1 8 3600 7 211801 1
nn16k7i3 8 3600 7 22579 1 8 3600 7 298335 1
nn16k7i4 8 3600 7 29230 1 8 3600 7 386577 1
nn16k7i5 8 3600 7 23667 1 8 3600 7 284175 1
nn16k7i6 8 3600 7 27390 1 8 3600 7 223759 1
nn16k8il 9 3600 8 17116 1 9 3600 8 347591 1
nn16k8i2 9 3600 8 16384 1 9 3600 8 277634 1
nn16k8i3 9 3600 8 22045 1 9 3600 8 343463 1
nn16k8i4 9 3600 8 9998 1 9 3600 8 199244 1
nn16k8i5 9 3600 8 18812 1 9 3600 8 368512 1
nn16k8i6 9 3600 8 23566 1 9 3600 8 213126 1
n12k10i1 11 783.65 11 71810 0 11 1427.79 11 221720 0
n12k10i2 12 3600 11 695424 1 11 3600 10 405306 1
n12k10i3 11 103347 11 68790 0 11 405.08 11 98495 0
n12k10i4 11 396.60 11 33830 0 11 1680.78 11 244816 0
n12k10i5 11 713.28 11 37520 0 11 868.07 11 246162 0
n12k10i6 11 1977.73 11 213600 0 11 375.67 11 109009 0
n12k9il 10 1009.35 10 95070 0 10 935.78 10 144071 0
n12k9i2 10 791.36 10 49560 0 10 1834.28 10 199860 0
n12k9i3 10 199.68 10 4003 0 10 571.60 10 119655 0
n12k9id 10 659.87 10 50933 0 10 1559.97 10 287366 0
n12k9i5 10 349.33 10 12500 0 10 3600 9 756854 1
n12k9i6 10 2539.47 10 48032 0 10 484.24 10 154537 0
Cuadro B.34. Resultados de Branch and Cut de CPLEX para los modelos POLI"

y EXPT para el problema AVDECRP en el primer conjunto de ins-
tancias
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B. Resultados extendidos

POLI EXP"

solucion tiempo cota inferior nodos  gap | solucion tiempo cota inferior nodos  gap
be-16-10-9 15 2115.10 15 62701 0 15 3600 14 504409 1
be-16-17-9 16 795.33 16 34010 0 16 814.68 16 276538 0
be-16-25-9 16 546.66 16 61608 0 16 144.90 16 35684 0
bc-16-8-9 16 640.70 16 102689 0 16 49.12 16 14358 0
be-17-11-9 17 2699.59 17 172205 0 17 305.40 17 115631 0
bc-17-13-9 17 1881.04 17 34515 0 17 3600 16 1655624 1
bc-17-18-9 16 12.03 16 150 0 16 2.35 16 110 0
be-17-20-9 16 1029.81 16 8685 0 16 3600 15 800299 1
be-17-3-9 17 3600 16 240441 1 17 416.43 17 64348 0
be-17-7-9 16 2066.92 16 49981 0 16 3600 15 842900 1
be-23-1-5 14 3600 13 133786 1 14 3600.01 13 116234 1
bc-23-2-5 16 3600 15 68200 1 16 3600 15 132484 1
bc-23-3-5 18 3600 17 51100 1 18 3600 17 150885 1
bc-23-4-5 17 33.83 17 130 0 17 0.58 17 0 0
bc-23-5-5 18 3600 17 61957 1 18 3600 17 157074 1
bc-23-6-5 13 26.46 13 236 0 13 0.60 13 0 0
bc-48-1-1 11 3600 10 12568 1 11 3600 10 67245 1
bc-48-2-1 11 3600 10 28700 1 11 3600.01 10 54934 1
bc-48-3-1 10 3600 9 16334 1 10 3600.02 9 93950 1
bc-48-4-1 10 3600 9 9815 1 10 3600.01 9 33252 1
bc-48-5-1 15 254.39 15 86 0 15 4.22 15 0 0
bc-48-6-1 12 26.94 12 0 0 12 2.05 12 0 0

inst_11_9 11 3600 10 1205388 1 11 3600 9.50 662153  1.50

inst_12_10 12 3600 11 649850 1 12 3600.01 10.10 666000 1.90
kinst-10-021-1 12 3600 10 9314 2 11 3600 10 282176 1
kinst-10-021-2 11 3600 10 5082 1 11 3600 10 894546 1
kinst-10-021-3 13 3600 10 4953 3 11 3600 10 579400 1
kinst-10-021-4 11 3600 10 11372 1 11 3600 10 240081 1
kinst-10-021-5 12 3600 10 6208 2 11 3600 10 269441 1
kinst-10-021-6 12 3600 10 14670 2 11 3600 10 902646 1
kinst-14-10-1 11 3600 10 67824 1 11 3600.02 10 99075 1
kinst-14-10-2 11 1314.88 11 13261 0 11 3600 10 136911 1
kinst-14-10-3 11 2735.31 11 36172 0 11 3600.01 10 115569 1
kinst-14-10-4 11 1817.85 11 14241 0 11 3600.02 10 75008 1
kinst-14-10-5 11 2653.20 11 23667 0 11 3600.03 10 79153 1
kinst-14-10-6 11 2927.94 11 76353 0 11 3600.03 10 52015 1
kinst-14-10-7 11 2902.68 11 43192 0 11 3600.02 10 62497 1
kinst-14-10-8 11 2046.19 11 38019 0 11 3600 10 48533 1
kinst-39-4-1 6 3600.34 4 2870 2 6 3600 4 35332 2
kinst-39-4-2 7 3600 4 2125 3 5 3600 4 31473 1
kinst-39-4-3 8 3600 4 2065 4 5 3600 4 45765 1
kinst-39-4-4 6 3600.01 4 1980 2 6 3600.01 4 40525 2
kinst-39-4-5 7 3600.01 4 2077 3 6 3600.02 4 39077 2
kinst-39-4-6 6 3600.01 4 2079 2 5 3600 4 37032 1
kinst-39-4-7 6 3600.01 4 2205 2 5 3600 4 37752 1
kinst-39-4-8 6 3600 4 2948 2 5 3600 4 38059 1

Cuadro B.35. Resultados de Branch and Cut de CPLEX para los modelos POLI"
y EXPT para el problema AVDECP en el segundo conjunto de
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instancias.




POLI-Pre EXP"-Pre
solucion tiempo cota inferior nodos  gap | solucion tiempo cota inferior  nodos  gap

be-43-1-1 9 0.04 9 0 0 9 0.02 9 0 0
be-43-2-1 10 0.06 10 0 0 10 0.02 10 0 0
bc-43-3-1 9 0.05 9 0 0 9 0.01 9 0 0
bc-43-4-1 11 0.26 11 0 0 11 0.13 11 0 0
be-43-5-1 10 0.04 10 0 0 10 0.01 10 0 0
be-43-6-1 10 0.13 10 0 0 10 0.04 10 0 0
be-13-1-5 9 0.01 9 0 0 9 0 9 0 0
be-13-2-5 9 0.01 9 0 0 9 0.02 9 0 0
be-13-3-5 7 0.01 7 0 0 7 0.04 7 0 0
be-13-4-5 5 0 5 0 0 5 0.01 5 0 0
be-13-5-5 7 0.02 7 0 0 7 0.01 7 0 0
be-13-6-5 7 0.01 7 0 0 7 0 7 0 0
be-12-1-9 13 3600 12 4066764 1 13 3600 12 8650991 1
be-12-2-9 13 3600 12 1279354 1 13 3600 12 12981653 1
bc-12-3-9 13 3600 12 4603400 1 13 3600 12 9954900 1
be-12-4-9 13 3600 12 4630064 1 13 3600 12 10873004 1
be-12-5-9 12 0.06 12 0 0 12 0.07 12 0 0
be-12-6-9 12 0.06 12 0 0 12 0.03 12 0 0
inst_7_5 7 0.33 7 817 0 7 0.07 7 688 0
inst_8_6 8 18.93 8 37191 0 8 5.31 8 26678 0
inst 9 7 9 343.24 9 707987 0 9 243.52 9 1258614 0
inst 10 8 10 3600 9 5339177 1 10 3600 9 10765568 1
kinst-4-033-0 5 0.07 5 0 0 5 3.01 5 5202 0
kinst-4-033-1 5 0.07 5 0 0 5 3.08 5 5202 0
kinst-4-033-2 5 0.09 5 0 0 5 15.14 5 60872 0
kinst-4-033-3 5 0.06 5 0 0 5 24.72 5 93171 0
kinst-4-033-4 5 0.09 5 0 0 5 22.78 5 97621 0
kinst-4-034-0 5 0.07 5 0 0 5 0.04 5 0 0
kinst-4-034-1 b) 0.07 b) 0 0 ) 0.04 b) 0 0
kinst-4-034-2 b) 0.08 b) 0 0 ) 0.03 b) 0 0
kinst-4-034-3 5 0.07 5 0 0 5 0.01 5 0 0
kinst-4-034-4 5 0.07 5 0 0 5 0.02 5 0 0
nnl6k7il 8 0.09 8 0 0 8 0.03 8 0 0
nnl16k7i2 8 626.61 8 584696 0 8 0.29 8 140 0
nn16k7i3 8 191.60 8 152625 0 8 0.31 8 69 0
nnl6k7i4 8 831.03 8 846923 0 8 0.47 8 79 0
nnl6k7i5 8 3246.54 8 3916200 0 8 0.35 8 113 0
nnl6k7i6 8 0.09 8 0 0 8 0.02 8 0 0
nnl6k8il 9 299.92 9 151940 0 9 0.58 9 103 0
nnl16k8i2 9 432.75 9 350540 0 9 0.50 9 119 0
nn16k8i3 9 3454.04 9 3014200 0 9 0.36 9 58 0
nn16k8i4 9 1605.94 9 1595000 0 9 0.33 9 10 0
nnl16k8is 9 32.81 9 19859 0 9 0.36 9 70 0
nnl6k8i6 9 10.72 9 3800 0 9 0.62 9 255 0
n12k10il 11 0.17 11 0 0 11 0.04 11 0 0
n12k10i2 11 1163.96 11 730590 0 11 213.05 11 869870 0
n12k10i3 11 148.19 11 78490 0 11 0.82 11 1677 0
n12k10i4 12 3600 11 2767831 1 11 1.16 11 1643 0
n12k10i5 11 2198.24 11 1535840 0 11 0.47 11 231 0
n12k10i6 11 405.69 11 204710 0 11 0.68 11 286 0
n12k9il 10 0.11 10 0 0 10 0.03 10 0 0
n12k9i2 10 662.31 10 335077 0 10 0.40 10 60 0
n12k9i3 10 0.09 10 0 0 10 0.01 10 0 0
n12k9i4 10 3262.66 10 3281900 0 10 0.29 10 116 0
n12k9i5 10 0.14 10 0 0 10 0.03 10 0 0
n12k9i6 10 3268.65 10 3204600 0 10 0.64 10 988 0

Cuadro B.36. Resultados del preprocesamiento en los modelos POLI® y EXP*
para el problema AVDECP en el primer conjunto de instancias.
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B. Resultados extendidos

POLI"-Pre EXP"-Pre
solucion tiempo cota inferior nodos  gap | solucion tiempo cota inferior  nodos  gap

be-16-10-9 15 0.16 15 0 0 15 0.15 15 0 0
be-16-17-9 16 0.38 16 0 0 16 0.21 16 0 0
be-16-25-9 16 0.16 16 0 0 16 1.25 16 143 0
bc-16-8-9 16 0.19 16 0 0 16 0.18 16 0 0
be-17-11-9 17 0.52 17 0 0 17 0.36 17 0 0
be-17-13-9 17 0.36 17 0 0 17 271.14 17 437067 0
be-17-18-9 16 3.33 16 40 0 16 0.19 16 0 0
be-17-20-9 16 0.35 16 0 0 16 0.24 16 0 0
be-17-3-9 17 0.59 17 0 0 17 0.21 17 0 0
be-17-7-9 16 0.21 16 0 0 16 0.26 16 0 0
be-23-1-5 14 0.18 14 0 0 14 0.13 14 0 0
bc-23-2-5 16 0.30 16 0 0 16 0.28 16 0 0
bc-23-3-5 18 0.42 18 0 0 18 0.26 18 0 0
be-23-4-5 17 3.93 17 0 0 17 0.27 17 0 0
be-23-5-5 18 0.65 18 0 0 18 0.08 18 0 0
be-23-6-5 13 0.13 13 0 0 13 0.03 13 0 0
bc-48-1-1 11 0.14 11 0 0 11 0.02 11 0 0
bc-48-2-1 11 0.10 11 0 0 11 0.02 11 0 0
bc-48-3-1 10 0.25 10 0 0 10 0.02 10 0 0
bc-48-4-1 10 0.09 10 0 0 10 0.03 10 0 0
bc-48-5-1 15 10.69 15 10 0 15 0.19 15 0 0
bc-48-6-1 12 0.02 12 0 0 12 0.01 12 0 0
inst_11_9 11 3600 10 5069247 1 11 3600 10 10291998 1
inst 12 10 12 3600 11 3137771 1 12 3600 11 6862600 1
kinst-10-021-1 11 3289.95 11 752600 0 11 1.72 11 356 0
kinst-10-021-2 11 795.16 11 151784 0 11 1.31 11 241 0
kinst-10-021-3 12 3600 11 798731 1 11 1.46 11 346 0
kinst-10-021-4 12 3600 11 1348200 1 11 22.01 11 7870 0
kinst-10-021-5 12 3600 11 534235 1 11 2.03 11 497 0
kinst-10-021-6 11 1525.09 11 290386 0 11 1.45 11 489 0
kinst-14-10-1 11 494.91 11 288559 0 11 0.58 11 149 0
kinst-14-10-2 11 1731.13 11 1128648 0 11 3383.90 11 7501000 0
kinst-14-10-3 12 3600 11 2720929 1 11 0.64 11 130 0
kinst-14-10-4 12 3600 11 2704063 1 11 0.65 11 217 0
kinst-14-10-5 11 260 11 77422 0 11 0.95 11 1066 0
kinst-14-10-6 11 3250.43 11 2218500 0 11 0.56 11 410 0
kinst-14-10-7 11 1487.46 11 906542 0 11 1.04 11 965 0
kinst-14-10-8 11 3372.05 11 2273600 0 11 1.83 11 3113 0
kinst-39-4-1 5 0.10 5 0 0 5 39 5 100626 0
kinst-39-4-2 5 0.10 5 0 0 5 83.18 5 193347 0
kinst-39-4-3 5 0.12 5 0 0 5 29.18 5 64643 0
kinst-39-4-4 5 0.12 5 0 0 5 7.18 5 11085 0
kinst-39-4-5 5 0.09 5 0 0 5 65.02 5 199690 0
kinst-39-4-6 5 0.11 5 0 0 5 101.82 5 383173 0
kinst-39-4-7 5 0.12 5 0 0 5 252.96 5 897730 0
kinst-39-4-8 5 0.12 5 0 0 5 60.37 5 196172 0

Cuadro B.37. Resultados del preprocesamiento en los modelos POLI® y EXP*
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para el problema AVDECP en el segundo conjunto de instancias.




EXPr-Solo Cortes
solucion

cota inferior

nodos

EXP"-Cortes-Pre

nodos

tiempo gap ‘ solucion tiempo cota inferior gap
be-43-1-1 9 2010.86 9 22021 0 9 0.02 9 0 0
be-43-2-1 10 642.19 10 3167 0 10 0.01 10 0 0
be-43-3-1 9 143.11 9 1496 0 9 0.02 9 0 0
be-43-4-1 11 3600.01 10 11090 1 11 0.11 11 0 0
be-43-5-1 10 3600 9 10610 1 10 0.01 10 0 0
be-43-6-1 10 703.08 10 3266 0 10 0.03 10 0 0
be-13-1-5 9 0.01 9 0 0 9 0 9 0 0
be-13-2-5 9 9.29 9 2173 0 9 0 9 0 0
be-13-3-5 7 3.55 7 329 0 7 0.01 7 0 0
be-13-4-5 5 0.84 5 53 0 5 0.01 5 0 0
be-13-5-5 7 7.82 7 700 0 7 0.01 7 0 0
be-13-6-5 7 4.04 7 449 0 7 0.02 7 0 0
be-12-1-9 13 3600 11.03 255892 1.97 | 13 3600 12 1453371 1
be-12-2-9 13 3600 11.50 254876 1.50 | 13 3600 12 3252556 1
be-12-3-9 13 3600 11.47 225400 1.53 | 13 3600 12 1536239 1
be-12-4-9 13 3600.01 11.50 185923 1.50 | 13 3600 12 3609618 1
be-12-5-9 12 18.44 12 170 0 12 0.01 12 0 0
be-12-6-9 12 9.79 12 811 0 12 0.04 12 0 0
inst_7_5 7 123.02 7 326625 0 7 0.05 7 205 0
inst_8_6 8 3600 7 2796187 1 8 118 8 5732 0
inst_9_7 9 3600 8 736700 1 9 14.15 9 36408 0
inst_10_8 10 3600 8.46 568706 1.54 | 10 267.69 10 475858 0
kinst-4-033-0 | 5 71.56 5 729 0 5 0.46 5 80 0
kinst-4-033-1 | 5 71.69 5 729 0 5 0.46 5 80 0
kinst-4-033-2 | 5 34.92 5 467 0 5 0.53 5 71 0
kinst-4-033-3 | 5 27.48 5 45 0 5 0.04 5 0 0
kinst-4-033-4 | 5 42.46 5 133 0 5 0.02 5 0 0
kinst-4-034-0 | 5 50.60 5 79 0 5 0.01 5 0 0
kinst-4-034-1 | 5 50.69 5 79 0 5 0.01 5 0 0
kinst-4-034-2 | 5 341.22 5 462 0 5 0.48 5 93 0
kinst-4-034-3 | 5 64.17 5 91 0 5 0.04 5 0 0
kinst-4-034-4 | 5 42,57 5 111 0 5 0.01 5 0 0
nn16k7il 8 113.81 8 2122 0 8 0.04 8 0 0
nn16k7i2 8 609.27 8 10014 0 8 0.38 8 42 0
nn16k7i3 8 502.71 8 13680 0 8 0.56 8 49 0
nn16k7id 8 735.91 8 14683 0 8 0.40 8 38 0
nn16k7i5 8 473.70 8 11833 0 8 0.54 8 59 0
nn16k7i6 8 56.94 8 653 0 8 0.02 8 0 0
nn16k8il 9 1010.92 9 12106 0 9 0.79 9 97 0
nn16k8i2 9 904.43 9 11521 0 9 0.58 9 102 0
nn16k8i3 9 3244.14 9 30722 0 9 0.77 9 141 0
nn16k8i4 9 3600.01 8 1mor2 1 9 0.66 9 76 0
nn16k8i5 9 799.36 9 10801 0 9 0.90 9 134 0
nn16k8i6 9 181443 9 10201 0 9 0.73 9 160 0
n12k10il 11 37947 11 10092 0 11 0.02 11 0 0
n12k10i2 11 3600 10 42076 1 11 0.68 11 167 0
n12k10i3 11 2746.71 11 67613 0 11 0.76 11 414 0
n12k10i4 11 196.84 11 15883 0 11 0.49 11 70 0
n12k10i5 11 41453 11 25866 0 11 0.47 11 75 0
n12k10i6 11 129.05 11 5174 0 11 0.38 11 38 0
n12k9il 10 113.59 10 1476 0 10 0.02 10 0 0
n12k9i2 10 1909.98 10 35508 0 10 0.40 10 215 0
n12k9i3 10 113.60 10 1516 0 10 0.01 10 0 0
n12k9id 10 2173.23 10 25002 0 10 0.58 10 222 0
n12k9i5 10 77.66 10 1429 0 10 0.02 10 0 0
1n12k9i6 10 655.95 10 24342 0 10 0.67 10 751 0
Cuadro B.38. Resultados de Branch and Cut con cortes, con y sin preprocesamien-

to para el modelo EXP* para el problema AVDECP en el primer
conjunto de instancias.
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B. Resultados extendidos

EXPr-Solo Cortes

EXPr-Cortes-Pre

solucion tiempo cota inferior nodos  gap ‘ solucion tiempo cota inferior nodos  gap

be-16-10-9 15 1700.84 15 8923 0 15 0.16 15 0 0
be-16-17-9 16 29.35 16 1527 0 16 0.18 16 0 0
be-16-25-9 16 56.10 16 4239 0 16 0.19 16 0 0
bc-16-8-9 16 18.61 16 1585 0 16 0.13 16 0 0
be-17-11-9 17 52.64 17 4428 0 17 0.17 17 0 0
bc-17-13-9 17 122.31 17 2274 0 17 0.29 17 167 0
bc-17-18-9 16 1.92 16 80 0 16 0.32 16 0 0
be-17-20-9 16 3600.01 15 6039 1 16 0.26 16 0 0
be-17-3-9 17 76.36 17 5117 0 17 0.24 17 0 0
be-17-7-9 16 1709.55 16 8409 0 16 0.26 16 0 0
be-23-1-5 14 3600 13 73244 1 14 0.20 14 0 0
bc-23-2-5 16 3600.01 15 29285 1 16 0.09 16 0 0
bc-23-3-5 18 3600 17 115743 1 18 0.27 18 0 0
bc-23-4-5 17 1.83 17 0 0 17 0.27 17 0 0
bc-23-5-5 18 3600 17 35633 1 18 0.30 18 0 0
bc-23-6-5 13 0.13 13 0 0 13 0.31 13 0 0
bc-48-1-1 11 913.47 11 7354 0 11 0.03 11 0 0
bc-48-2-1 11 1181.78 11 5793 0 11 0.03 11 0 0
bc-48-3-1 10 782.03 10 3620 0 10 0.01 10 0 0
bc-48-4-1 10 2096.62 10 8276 0 10 0.02 10 0 0
bc-48-5-1 15 13.52 15 0 0 15 0.05 15 0 0
bc-48-6-1 12 0.61 12 0 0 12 0.38 12 0 0
inst_11_9 11 3600 9.55 183514 1.45 11 0.02 11 177995 0
inst_12_10 12 3600 10.36 313766 1.64 12 164.41 11 3647490 1
kinst-10-021-1 11 3415.74 11 32458 0 11 3600 11 188 0
kinst-10-021-2 12 3600.01 10.50 48308  1.50 11 1.77 11 508 0
kinst-10-021-3 11 39.53 11 1107 0 11 3.13 11 342 0
kinst-10-021-4 11 2916.73 11 92491 0 11 2.15 11 501 0
kinst-10-021-5 11 31.72 11 3002 0 11 3.50 11 726 0
kinst-10-021-6 11 791.65 11 23942 0 11 2.76 11 185 0
kinst-14-10-1 11 3600.01 10 25280 1 11 1.79 11 112 0
kinst-14-10-2 11 3600.01 10 21144 1 11 0.85 11 390 0
kinst-14-10-3 11 3600.01 10 17928 1 11 1.01 11 685 0
kinst-14-10-4 11 3600 10 16670 1 11 1.27 11 62 0
kinst-14-10-5 11 3600.01 10 48486 1 11 0.62 11 509 0
kinst-14-10-6 11 3600.01 10 15840 1 11 0.96 11 273 0
kinst-14-10-7 11 3600.01 10 20654 1 11 0.75 11 200 0
kinst-14-10-8 11 3600.01 10 45724 1 11 0.86 11 125 0
kinst-39-4-1 5 394.52 5 2675 0 5 0.76 5 0 0
kinst-39-4-2 5 32.52 5 67 0 5 0.13 5 0 0
kinst-39-4-3 5 38.06 5 64 0 5 0.06 5 0 0
kinst-39-4-4 5 105.28 5 144 0 5 0.05 5 0 0
kinst-39-4-5 5 86.27 5 1853 0 5 0.07 5 60 0
kinst-39-4-6 5 79.44 5 100 0 5 0.64 5 0 0
kinst-39-4-7 5 67.51 5 66 0 5 0.05 5 0 0
kinst-39-4-8 5 751.25 5 6988 0 5 0.05 5 94 0

Cuadro B.39. Resultados de Branch and Cut con cortes, con y sin preprocesamien-
to para el modelo EXP" para el problema AVDECP en el segundo
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EXP-CPX-Pre-BC-S1 EXP-CPX-Pre-BC-S2
solucion tiempo cota inferior nodos  gap ‘ solucion tiempo cota inferior nodos  gap
be-12-1-9 13 3600 12 1230837 1 13 3600 12 1627039 1
be-12-2-9 13 3600 12 3309174 1 13 3600 12 3457054 1
be-12-3-9 13 3600 12 3122104 1 13 3600 12 2871200 1
be-12-4-9 13 3600 12 4134000 1 13 3600 12 3274661 1
inst_9_7 9 35.75 9 87970 0 9 29.96 9 73510 0
inst_10_8 10 403.35 10 839003 0 10 357.87 10 631566 0
n12k10i2 11 0.59 11 199 0 11 1.08 11 380 0
be-17-13-9 17 0.23 17 0 0 17 0.36 17 0 0
inst_ 11 9 11 568.29 11 486136 0 11 652.99 11 422335 0
inst_12 10 12 3600 11 4323872 1 12 3600 11 3336831 1
kinst-14-10-2 11 0.90 11 274 0 11 1.84 11 512 0
kinst-39-4-2 5 0.05 5 0 0 5 0.05 b) 0 0
kinst-39-4-5 5 0.05 5 0 0 5 0.04 5 0 0
kinst-39-4-6 5 0.04 5 0 0 5 0.05 5 0 0
kinst-39-4-7 5 0.05 5 0 0 5 0.79 5 98 0
kinst-39-4-8 5 0.04 5 0 0 5 0.05 5 0 0

Cuadro B.40. Resultados de Branch and Cut con cortes, con preprocesamiento
para el modelo EXP" para el problema AVDECP utilizando los
criterios 1 y 2 de rompimiento de simetria.

EXP-CPX-Pre-BC-S3
solucion tiempo cota inferior nodos  gap
be-12-1-9 13 3600 12 1453371 1
be-12-2-9 13 3600 12 3252556 1
be-12-3-9 13 3600 12 1536239 1
be-12-4-9 13 3600 12 3609618 1
inst 9 7 9 14.15 9 36408 0
inst 10 8 10 267.69 10 475858 0
n12k10i2 11 0.68 11 167 0
be-17-13-9 17 0.29 17 0 0
inst_11_9 11 164.41 11 177995 0
inst 12 10 12 3600 11 3647490 1
kinst-14-10-2 11 1.01 11 390 0
kinst-39-4-2 5 0.06 5 0 0
kinst-39-4-5 5 0.64 5 60 0
kinst-39-4-6 5 0.05 5 0 0
kinst-39-4-7 5 0.05 5 0 0
kinst-39-4-8 5 0.66 5 94 0

Cuadro B.41. Resultados de Branch and Cut con cortes, con preprocesamiento
para el modelo EXPT para el problema AVDECP utilizando el
criterio 3 de rompimiento de simetria.
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