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Resumen:

En esta tesis se calcula y analiza la autofuerza sobre part́ıculas puntuales asociadas
a campos escalares masivos y no masivos acoplados a geometŕıas cónicas con simetŕıa
ciĺındrica. Se trabaja con topoloǵıas triviales y no triviales generadas matemáticamente
mediante el pegado de dos subvariedades aplicando el formalismo de thin-shells. En las
primeras dos secciones se explican algunos conceptos generales como la noción de auto-
fuerza, las caracteŕısticas de las geometŕıas cónicas con simetŕıa ciĺındrica, las cuerdas
cósmicas y el entorno teórico en el que surgen. En las secciones 3 y 4 se analiza espećıfi-
camente la autofuerza sobre campos escalares no masivos y masivos respectivamente. En
cada caso se definen zonas de estabilidad donde se eviten divergencias en las soluciones,
se renormaliza el campo y se analizan gráficamente los resultados. Las conclusiones se
presentan en la seccion 5. Se incluyen dos apéndices donde se sintetiza el formalismo
de thin-shells y se aplica al cálculo de estabilidad de cáscaras en agujeros de gusano en
teoŕıas de gravedad más allá de la Relatividad General.

Abstract:

Scalar fields and self-forces in cylindrical space-times associated with thin
shells

This thesis evaluates the self-force on point particles associated with massive and
non-massive scalar fields in conical space-times with cylindrical symmetry. The space-
time geometry is generated by pasting two submanifolds using the thin shell formalism.
The field equations present two sources: one located in the position of the charge and
another in the shell that joins the two submanifolds. The first of the sources corresponds
to the point charge and its associated field is regularized by applying the Detweiler
and Whiting method consisting of subtracting the singular part. The second source
contains the singular Ricci scalar at the position of the shell and is treated as a boundary
condition. Stability zones are defined for each case within which the choice of the coupling
constant does not produce divergences in the solutions. Analysis indicates that the sign
of the self-force is reversed if the coupling constant is ξ = 1/4. Comparisons are made
with the electromagnetic case, finding different results under equal conditions. In the
massive case the intensity is attenuated by a factor ∼ e−mr.
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escalar masivo: forma integral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.5.2. Funciones de Green regular y singular para la cuerda cósmica . . 84
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Caṕıtulo 1

1. Introducción.

En esta tesis se calcula y analiza la autofuerza sobre part́ıculas de prueba puntuales
en espacio-tiempos con topoloǵıas triviales y no triviales. Espećıficamente, se analiza la
autofuerza asociada con campos escalares masivos y no masivos acoplados a geometŕıas
cónicas con simetŕıa ciĺındrica generadas matemáticamente mediante el pegado de dos
sub-variedades aplicando el formalismo de thin-shells.

Se denomina autofuerza a la fuerza que experimenta una part́ıcula de prueba co-
locada en un espacio-tiempo que no es globalmente plano. Una geometŕıa que no es
globalmente plana actúa sobre el campo de la part́ıcula modificándolo. Como conse-
cuencia de esta acción, la trayectoria de la part́ıcula se verá modificada de tal manera
que ya no se moverá como una part́ıcula libre sobre una geodésica del espacio-tiempo
de fondo. El análisis de autofuerzas permite distinguir el tipo de objeto central que ge-
nera una determinada geometŕıa ya que diferencia entre geometŕıas que son localmente
idénticas pero globalmente distintas [23]. También se ha aplicado para investigar la com-
posición y la estructura interna de objetos astrof́ısicos [47]. Asimismo, podŕıa aplicarse
al cálculo de las fuerzas que operan sobre objetos compactos orbitando alrededor de
agujeros negros, lo que a su vez ayudaŕıa a elaborar modelos para la forma de las ondas
gravitacionales emitidas por este tipo de sistemas [14] [15].

El presente trabajo se refiere a autofuerzas sobre part́ıculas que generan campos
escalares. Los campos escalares son de sumo interés en cosmoloǵıa ya que varios mode-
los propuestos hasta el momento se basan en la Relatividad General (o sus extensiones)
como teoŕıa del espacio-tiempo, y suponen que el Universo sufrió un proceso de expan-
sión acelerada o inflación. En estos modelos la enerǵıa que impulsa la inflación surge de
ciertas transiciones de fase que sufriŕıa la materia primordial [40] [57] [58] [2] [59] [63]. Si
la enerǵıa de vaćıo que da origen a la inflación surge de una transición de fase, ésta debe
involucrar part́ıculas de spin cero de modo que no haya una dirección privilegiada en el
espacio. Clásicamente estas part́ıculas están representadas por campos escalares [8] [13]
[18] [37] [46] [91].

El ejemplo más importante de campo escalar en el marco de la cosmoloǵıa y de la
teoŕıa de part́ıculas es el campo de Higgs. Es costumbre describir su evolución a partir
de un potencial suave con un mı́nimo profundo como muestra la figura 1. En la sección
2 haremos una breve reseña de los principales conceptos relacionados con este tema.

Si bien no hay pruebas directas que permitan afirmar que el Universo efectivamente
atravesó un peŕıodo inflacionario, las anisotroṕıas en la temperatura del fondo de mi-
croondas descubiertas por el satélite COBE y posteriormente analizadas por WMAP y
PLANCK apoyan la hipótesis de la formación de estructuras primordiales en términos
de las fluctuaciones de un campo escalar, tal como predicen los modelos inflacionarios.
Este hecho constituye un motivo suficiente para estudiar el comportamiento del campo
escalar en diferentes situaciones y acoplado con diversas geometŕıas.
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Existen varios trabajos en los cuales se analiza la autofuerza sobre part́ıculas asocia-
das a campos escalares en geometŕıas con simetŕıa esférica [9] [53] [83] [108]. En esta tesis
analizaremos la autofuerza sobre part́ıculas escalares en espacio-tiempos con geometŕıa
cónica y con simetŕıa ciĺındrica. Una variedad cónica se caracteriza por su defecto
de ángulo que se define mediante la cantidad δ = 2π(1–ω) con 0 < ω < 1. Esta cantidad
denota la diferencia entre el valor 2πr de la circunferencia en un espacio tiempo plano en
el que vale la geometŕıa de Euclides, y el valor (2π− δ)r = 2πωr de la circunferencia en
un espacio tiempo cónico. Es decir que el defecto de ángulo es la diferencia entre el valor
del ángulo completo en el espacio-tiempo de Minkowski y el valor del ángulo completo
en la variedad cónica.

En este trabajo la geometŕıa del espacio-tiempo en el que se aloja la carga de prueba
se construye pegando dos sub-variedades cónicas mediante el formalismo de thin-shells.
Este formalismo considera la thin-shell (cáscara de materia infińıtamente delgada) co-
mo una sub-variedad inmersa en un espacio-tiempo de mayor número de dimensiones
y relaciona su tensor enerǵıa-momento superficial con la discontinuidad en la curva-
tura extŕınseca. Históricamente, el desarrollo de este formalismo se inició con Lanczos
[54][55] y Sen [102] y culminó con los trabajos de Israel [48], Taub [107], Barrabès [4] y
Barrabès e Israel [5]. Los conceptos principales del formalismo se encuentran resumidos
en el Apéndice I de la tesis (sección 6). En el presente trabajo las dos sub-variedades
que se pegan en la thin-shell pueden tener igual o diferente defecto de ángulo y se
unen de tal forma que dan por resultado un espacio-tiempo con una o con dos regiones
exteriores asintóticamente planas (localmente). Como veremos un poco más adelante,
en el último caso el espacio-tiempo resultante es un agujero de gusano del tipo thin-shell.

Las geometŕıas cónicas se asocian a ciertos objetos como las cuerdas cósmicas o los
agujeros de gusano ciĺındricos. En la década del ´70 T. Kibble [49] propuso que en
las etapas iniciales de formación del Universo, durante su expansión y enfriamiento,
podŕıan haberse formado defectos lineales en el fluido primordial. Parte de la enerǵıa
del campo de Higgs podŕıa haber quedado atrapada en estos finos tubos, a los que se
denominó cuerdas cósmicas. La trama del espacio-tiempo en el entorno de una cuerda
cósmica adoptaŕıa una forma cónica similar a la que adquiere la superficie de un flui-
do en torno a un vórtice. Posteriormente, en los ´80, Y. Zel´dovich [128] y A. Vilenkin
[116] mostraron de forma independiente que las perturbaciones en la densidad generadas
por tales cuerdas en el medio protogaláctico podŕıan haber sido suficientemente grandes
como para explicar la formación de galaxias. Si bien actualmente se cree que, en caso
de existir, las cuerdas cósmicas seŕıan reponsables, a lo sumo, del 10 por ciento de las
fluctuaciones [21] [76], su estudio es interesante puesto que se trata de posibles inho-
mogeneidades en el Universo primordial [43] [115] [122]; además, podŕıan actuar como
lentes gravitacionales cuyos efectos observables seŕıan muy diferentes a los generados
por agujeros negros [117] [119]. En este trabajo nos referiremos exclusivamente a cuer-
das cósmicas “locales” o “de gauge”.1 Como veremos más adelante, el espesor de estas
cuerdas es del orden de 10−31 cm [3]. Dado que esta distancia es muy inferior a cualquier
dimensión de interés cosmológico o astrof́ısico, normalmente se considera que su espesor
es nulo. En la sección 2 se incluye una breve descripción de las cuerdas locales y del

1En este contexto el término “local” se refiere al tipo de simetŕıa cuya ruptura da origen a la cuerda.
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marco teórico en el que éstas surgen.

La métrica de una cuerda cósmica “local” es localmente idéntica a la métrica de
un agujero de gusano ciĺındrico que conecta dos geometŕıas cónicas. Un agujero de
gusano es una anomaĺıa, una deformación o un pliegue en la trama del espacio-tiempo
que podŕıa conectar dos regiones que estuviesen muy alejadas espacial y/o temporal-
mente entre śı. Se los denomina lorentzianos si residen en una variedad lorentziana o
pseudo-riemanniana caracterizada por la signatura (−,+,+,+). El lugar del agujero de
gusano en el que se conectan las dos partes del espacio-tiempo se denomina garganta.
Hasta el momento no existen evidencias concretas de la existencia de tales objetos. Sin
embargo, se cree que podŕıan haberse formado en zonas donde hubiesen existido cam-
pos gravitacionales muy intensos, capaces de curvar el espacio-tiempo de tal manera de
generar topoloǵıas no triviales. En la literatura cient́ıfica estos objetos fueron mencio-
nados por primera vez en un paper publicado en el año 1935 por Einstein y Rosen [24].
Los autores centraron su discusión en ciertos puentes, hoy conocidos como Puentes de
Einstein-Rosen, que comunicaban dos hojas del espacio-tiempo. Posteriormente el tema
fue abandonado durante un par de décadas hasta que fue abordado nuevamente por
Wheeler quien, hacia 1955, se interesó por los aspectos topológicos de la Teoŕıa de la
Relatividad General [125]. En el año 1962 Misner y Wheeler [67] se concentraron en el
estudio de ciertas topoloǵıas no triviales y dieron a estos objetos, por primera vez, el
nombre de agujeros de gusano. El interés en este tema se renovó a partir del estudio
realizado por Morris y Thorne en el año 1988 [70], según el cual seŕıa posible la existencia
de agujeros de gusano atravesables; esto es, agujeros de gusano tales que un ser humano
podŕıa viajar a través de ellos de forma segura.2 Hasta el momento no hay evidencia
que pueda probar de manera concluyente la existencia de los agujeros de gusano, pero
su estudio podŕıa aportar datos sumamente interesantes en otras áreas de la f́ısica.

Dado que, como ya hemos dicho, la métrica de una cuerda cósmica “local” es lo-
calmente indistinguible de la métrica de un wormhole ciĺındrico que conecta dos sub-
variedades cónicas, en esta tesis analizaremos también la autofuerza sobre part́ıculas
escalares en el espacio-tiempo de estos objetos. Pero trabajaremos con un tipo parti-
cular de agujeros de gusano, matemáticamente diseñados: los agujeros de gusano
del tipo thin-shell .3 En (3 + 1) dimensiones, un agujero de gusano de thin-shell se
construye uniendo dos regiones del espacio-tiempo por medio de una hipersuperficie tri-
dimensional. El espacio-tiempo resultante es una variedad bien comportada, es decir,
geodésicamente completa. La hipersuperficie de juntura en la cual se identifican las dos

2Para que un agujero de gusano pueda ser atravesado debe carecer de horizonte y no debe tener
ningún tipo de singularidad en la curvatura. Estas condiciones se cumplen si la distribución de enerǵıa
en las proximidades de la garganta responde a ciertas caracteŕısticas peculiares, muy diferentes de las
que presenta la materia conocida. En pocas palabras, la materia en el entorno de la garganta debe tener
densidad de enerǵıa negativa, por lo que se la ha denominado materia exótica.

3En el caso de wormholes del tipo thin-shell la posibilidad de que sean “efectivamente atravesables
para un viajero” se relaciona con las tensiones o presiones (fuerzas de marea) que puedan aparecer al
atravesar la garganta: el wormhole seŕıa atravesable si la aceleración relativa entre dos puntos de un
objeto, situados uno a cada lado de la garganta, es “tolerable” para el objeto. Si el wormhole conecta
dos sub-variedades cónicas, como éstas son localmente planas en cada una de ellas no hay aceleración
y, en consecuencia, la aceleración relativa entre dos puntos es nula y no existen las fuerzas de marea,
de modo que este tipo de agujero de gusano śı seŕıa atravesable.
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regiones originales es la garganta del agujero de gusano. En virtud de su construcción, el
espacio-tiempo resultante puede ser vaćıo en todas partes salvo en la garganta. En otras
palabras, el tensor-enerǵıa momento de la materia que genera tal geometŕıa se encuentra
concentrado en la garganta del wormhole, donde existe una singularidad tipo delta de
Dirac.

Una de las aplicaciones importantes del formalismo de thin-shells es el análisis de
estabilidad en agujeros de gusano dinámicos. En un agujero de gusano dinámico la gar-
ganta puede dilatarse o comprimirse de modo que el radio a de la misma es una función
a(τ), donde τ es el tiempo propio medido por un observador comoviente ubicado en la
garganta. En el Apéndice II de la tesis (sección 7) se desarrolla un ejemplo de análisis
de estabilidad para un agujero de gusano dilatónico con simetŕıa esférica en (3 + 1)
dimensiones y para un agujero de gusano, también esférico, en la gravedad de Einstein-
Gauss-Bonnet en (4 + 1) dimensiones. Dicho análisis fue realizado como parte de esta
tesis con la finalidad de adquirir las herramientas necesarias para el manejo del formalis-
mo de thin-shells y de sus aplicaciones. Los resultados fueron publicados en [96]. Dado
que el tema de este análisis se aparta de la estructura central de la tesis, se lo ha incluido
como un Apéndice.

En esta tesis hemos analizado la autofuerza sobre cargas puntuales. Si la carga de
prueba es un cuerpo puntual, el campo es divergente sobre su ĺınea de universo. En ese
caso se debe obtener alguna expresión para el campo que sea regular sobre la ĺınea de
universo de la part́ıcula. El proceso que conduce a la obtención del campo regular se
denomina renormalización y debe ser tal que no afecte la autofuerza. Para renor-
malizar debemos restarle al campo total su parte singular. Puede demostrarse que si se
realiza esta operación se obtiene un campo regular sin que la autofuerza se modifique,
ya que la parte regular es la única responsable de la autofuerza mientras que la parte
singular sólo contribuye a la inercia de la part́ıcula [22] [77]. Existen varios métodos de
regularización. En este trabajo nos valdremos de los resultados de B. Linet [61] para re-
normalizar el campo en el caso de una carga asociada a un campo escalar sin masa, y de
las deducciones de M. Guimarães y B. Linet [39] para el caso del campo escalar masivo.
En [61] B. Linet halló la expresión cerrada para el campo renormalizado de la cuerda
cósmica y calculó la autofuerza sobre una carga eléctrica en esa configuración. Como se
verá más adelante, la autofuerza sobre una part́ıcula asociada a un campo escalar sin
masa en una variedad cónica coincide localmente con la autofuerza que experimenta una
carga eléctrica en el espacio-tiempo de una cuerda cósmica, de manera que los resultados
encontrados por B. Linet son aplicables a los casos que se analizan en la sección 3 de
la presente tesis. Por otra parte, en [39] se calcula la función de Green regular para un
campo escalar masivo interactuando con el flujo magnético que circula a través de una
singularidad lineal en una variedad cónica. Estos desarrollos serán también de utilidad
haciendo los cambios pertinentes para ajustarlos al caso que se aborda en la sección 4.

***

La tesis se estructura como sigue: en la sección 2 se describen brevemente la geometŕıa
y las propiedades de las cuerdas cósmicas locales y se explica el marco teórico en el que
se originan. En la sección 3 se analiza la autofuerza sobre cargas asociadas a un campo
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escalar sin masa y en la sección 4 se hace lo propio para el caso de un campo escalar
masivo; los resultados de estas dos investigaciones fueron publicados respectivamente en
[112] y [113]. Al final de la sección 3 se incluye una comparación con los resultados obte-
nidos en el análisis de autofuerzas en geometŕıas cónicas, pero aplicado al caso de campos
electromagnéticos [92]. La comparación resulta de gran interés ya que el campo escalar
y el campo electromagnético se acoplan de diferente manera a la curvatura. Finalmen-
te, en la sección 5 se presenta un breve resumen de los desarrollos y algunos comentarios.

La tesis consta, además, de dos apéndices; en el primero (sección 6) se describe conci-
samente el formalismo de thin-shells y en el segundo (sección 7) se aplica este formalismo
al análisis de estabilidad de agujeros de gusano en teoŕıas de gravedad más allá de la
Relatividad General. Este último análisis constituye una contribución original publicada
en [96]. La sección 7.6 incluye la bibliograf́ıa consultada.

En las secciones 3 y 4 se utiliza el sistema de unidades geometrizadas donde c = G = 1
y la signatura (−,+,+,+). Trabajaremos en todo momento dentro del marco de la Re-
latividad clásica, sin involucrar efectos cuánticos.

***
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Caṕıtulo 2

2. Cuerdas cósmicas.

En esta sección reseñaremos algunos conceptos vinculados a las cuerdas cósmicas y
al entorno teórico en el que estos objetos surgen [3] [21] [74] [75] [119] [120] [122].

Como veremos enseguida, las cuerdas son defectos topológicos que podŕıan formarse
como consecuencia de las transiciones de fase en el Universo temprano. 4 5 En esta tesis
nos referiremos exclusivamente a cuerdas locales, las cuales son extremadamente del-
gadas pero pueden ser muy masivas. T́ıpicamente una cuerda de este tipo generada en
una transición GUT tendŕıa una densidad lineal de masa ∼ 1021 kg/m, de modo que si
su longitud fuese igual al diámetro del Sol (∼ 109m) seŕıa aproximadamente tan masiva
como el mismo Sol (∼ 1030kg).

Los defectos topológicos son una consecuencia inevitable de la ruptura de simetŕıas
dentro de las teoŕıas de unificación [128] [117]. De entre todos los defectos topológicos,
las cuerdas cósmicas son los más interesantes en cuanto a la formación de estructuras.
Efectivamente, los modelos cosmológicos que involucran otros defectos, como paredes de
dominio y monopolos, contradicen todas las observaciones del Universo mientras que las
cuerdas se consideran actualmente como “semillas” secundarias en el proceso de forma-
ción de las estructuras a gran escala observadas hoy en d́ıa.

Uno de los problemas fundamentales de la cosmoloǵıa actual es comprender la for-
mación de grandes estructuras en el Universo. Se supone que las galaxias y clusters de
galaxias han evolucionado por inestabilidad gravitacional a partir de pequeñas fluctua-
ciones en la densidad. Sin embargo se desconoce el origen de estas fluctuaciones. Como
veremos más adelante, las cuerdas cósmicas pueden transportar enormes cantidades de
enerǵıa. Cuando estos objetos evolucionan desde pequeñas escalas a escalas mayores co-
mo consecuencia de la expansión del Universo, generan perturbaciones en la densidad
de materia-enerǵıa que podŕıan dar lugar a la formación de estructuras.

Los efectos gravitacionales de una cuerda están gobernados por el parámetro adi-
mensional Gϑ/c4 donde G es la constante de Newton, c es la velocidad de la luz y ϑ es
la enerǵıa por unidad de longitud de la cuerda. En particular, las cuerdas en el Universo
primordial generaŕıan perturbaciones tales que las fluctuaciones en la densidad seŕıan
del orden

δρ

ρ
∼ Gϑ

c4

Para una cuerda GUT este valor corresponde aproximadamente a 10−6 − 10−7. Éste
es justamente el orden de magnitud necesario para la formación de galaxias. Por este

4En este contexto la palabra “topológico” se refiere a la configuración del campo y no a la geometŕıa
del espacio-tiempo.

5Este tipo de defecto se produce también en algunos sistemas de materia condensada que sufren
transiciones de fase a bajas temperaturas. Por ejemplo, se forman vórtices en He superflúıdo, tubos de
flujo magnético en algunos superconductores y defectos lineales en ciertos tipos de cristales ĺıquidos.
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motivo en la década del ´80 las cuerdas cósmicas fueron seriamente consideradas como
posible origen de las inhomogeneidades en la densidad a partir de las cuales se formaron
las galaxias. Sin embargo, esta hipótesis no pudo ser comprobada en las simulaciones.
Por otra parte el escenario de cuerdas cósmicas no puede explicar los picos acústicos
observados por COBE y WMAP en el Fondo Cósmico de Radiación de Microondas. Por
esa razón, actualmente las cuerdas han sido relegadas a un segundo plano en cuanto a la
generación de las galaxias y seŕıan responsables, a lo sumo, de no más del 10 por ciento
de las perturbaciones [21] [76].

No obstante, la investigación en torno a los potenciales efectos cosmológicos de las
cuerdas continúa ya que se trata de fuentes localizadas de masa y enerǵıa en el Universo
primordial que, de otro modo, seŕıa completamente homogéneo. Por otra parte, estos
objetos podŕıan producir efectos observables sumamente interesantes como la formación
de imágenes dobles de galaxias o quasars [38] [69] [100] [101] [117] [119] [118]. La ob-
servación de tales fenómenos ayudará a confirmar o a rechazar el modelo de cuerdas
cósmicas. Cabe mencionar que recientemente se ha renovado el interés en estos defectos
dentro del marco de la teoŕıa de supercuerdas y de la teoŕıa M [36] [97].

2.1. Entorno teórico.

El Modelo Cosmológico Standard supone que el Universo comienza en un estado de
equilibrio térmico local a muy altas temperaturas y que posteriormente se enfŕıa en el
transcurso de la expansión. También se asume que el Universo es isotrópico, homogéneo
y muy aproximadamente plano, de modo que es adecuadamente descripto por la métrica
de Robertson-Walker:

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + dz2)

El Modelo Standard presenta varias dificultades como el problema del horizonte, la cha-
tura y la edad del Universo, el problema de la singularidad primordial, etc. Una solución
muy atractiva para muchos de estos problemas es el escenario inflacionario propuesto
por Guth en 1981 [40] y por Linde en 1982 [57]. Según este modelo, en las etapas iniciales
de su evolución el Universo habŕıa experimentado una expansión exponencial (inflación)
en el transcurso de la cual su temperatura habŕıa descendido. La expansión solucionaŕıa,
entre otros, el problema de la edad y de la chatura del Universo al reducir su curvatura
o el problema del horizonte ya que expandiŕıa regiones del espacio que podŕıan haber
estado causalmente conectadas en un pasado remoto.

El escenario inflacionario aparece naturalmente en una amplia gama de teoŕıas de
part́ıculas. Las Teoŕıas de Gran Unificación predicen que en el proceso de enfriamiento
experimentado durante la inflación un campo escalar clásico φ, que inicialmente se
encontraba en un estado inestable, sufre una transición de fase que lo lleva a un
nuevo estado estable. El estado inicial del campo escalar es un estado de gran densidad
de enerǵıa conocido como “falso vaćıo”. El estado final suele denominarse “vaćıo ver-
dadero”. Durante la transición la enerǵıa del “falso vaćıo” se transforma en calor, de
modo que una vez culminado el proceso inflacionario, durante el cual la temperatura
de Universo desciende, éste se recalienta (termalización) y su entroṕıa aumenta consi-
derablemente. A partir de entonces su evolución es similar a la descripta en el Modelo
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Cosmológico Standard.

Existen varias transiciones de fase de potencial importancia para la cosmoloǵıa, las
cuales pudieron haber dejado rastros observables hoy en d́ıa. En orden decreciente de
enerǵıa estas transiciones son las siguientes:

Transición GUT, ∼ 1015 GeV . Por debajo de esta temperatura la interacción
fuerte se separaŕıa de la electrodébil.

Tansición electrodébil, ∼ 102 − 103 GeV . A estas enerǵıas las fuerzas electro-
magnética y nuclear débil se separan.

Transición quark-hadron, ∼ 0,2 GeV . Por debajo de esta temperatura los quarks
no pueden existir de forma aislada sino que se encuentran “encerrados” dentro de los
nucleones.

Según el Modelo Standard de Part́ıculas, los cambios de fase ocurridos en el Universo
primordial se asocian a la ruptura de alguna simetŕıa : a muy altas temperaturas
y enerǵıas el campo escalar φ se encontraŕıa en el estado simétrico de “falso vaćıo” y
durante el proceso de enfriamiento asociado a la inflación transitaŕıa hacia el estado no
simétrico de “vaćıo verdadero”. El pasaje del estado simétrico al estado de simetŕıa
rota ocurriŕıa a cierta temperatura cŕıtica caracteŕıstica de cada transición. La ruptura
de simetŕıas podŕıa dejar rastros o “reliquias”, algunas de las cuales podŕıan ser semillas
para la formación de galaxias.

La figura 1 corresponde al potencial caracteŕıstico de este tipo de fenómenos. Este
potencial se conoce como “sombrero mejicano” y su expresión anaĺıtica se formulará más
adelante. Inicialmente el campo φ se encuentra en el centro del diagrama, su estado es
〈|φ|〉 = 0 y el “sistema” presenta simetŕıa por rotaciones en torno al eje vertical. Sin
embargo, el sistema se encontrará en un estado inestable de modo que al descender la
temperatura buscará una configuracion más estable rodando hacia el mı́nimo absoluto
y asentándose en algún lugar del anillo de radio |φ| = η. Cuando el campo pasa del
estado simétrico de falso vaćıo 〈|φ|〉 = 0 a un nuevo estado 〈|φ|〉 = η eiθ, la fase θ queda
determinada en un único valor; en el gráfico de la figura 1 esta transición equivale a que
el campo “caiga” en un punto determinado del ćırculo de radio |φ| = η, de modo que la
simetŕıa original del sistema se rompe.

Cuando un sistema extenso sufre este tipo de transición de fase cada parte del mismo
puede “caer” hacia un estado fundamental diferente; en otras palabras, cada parte del
sistema puede adoptar una fase θ distinta. Como resultado, la fase θ no será la misma en
todas partes. La fase angular tenderá a uniformarse a medida que el sistema se enfŕıa,
pero este proceso podŕıa no completarse de modo que, finalmente, habŕıa partes del sis-
tema con fases diferentes. Esta no uniformidad conduciŕıa a la formación de defectos
topológicos en los ĺımites entre regiones que presentan diferentes fases angulares. El
fenómeno es análogo al que se verifica en los materiales ferromagnéticos: por encima de
la temperatura de Curie el material se encuentra en estado de simetŕıa restaurada con
los dipolos alineados al azar, pero al descender la temperatura la simetŕıa se rompe y
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Figura 1: Una bola colocada en el centro del “sombrero mejicano”se encontrará en un estado inestable

y rodará hacia el mı́nimo absoluto asentándose en algún lugar del anillo. Pero la rodadura ocurrirá en

cualquier dirección al azar. El “radio” |φ| = η en el cual cae la bola puede predecirse, pero no aśı el

ángulo azimutal. Esto implica una pérdida de simetŕıa: la posición final de la bola luego de caer viola la

simetŕıa rotacional que presentaba el sistema originalmente, cuando el estado del campo era 〈|φ|〉 = 0.

los dipolos se alinean formando “dominios”.

Los defectos topológicos que pueden originarse en las transiciones de fase se clasifican
según sus dimensiones en paredes de dominio, cuerdas, monopolos y texturas. Las pare-
des de dominio son defectos bidimensionales que se forman cuando el campo tiene sólo
una componente; las cuerdas son defectos unidimensionales correspondientes a campos
con dos componentes y los monopolos son defectos puntuales asociados a campos con
tres componentes (figura 2). Las texturas son defectos topológicos no localizados que se
generan cuando se rompen grupos más grandes y complicados de simetŕıas y se asocian
a campos con cuatro componentes. La primera clasificación de los defectos topológicos
y la primera descripción de su evolución fue dada por Kibble en 1976 [49].

Mientras que las paredes de dominio y los monopolos resultan ser desastrosos para los
modelos cosmológicos, las cuerdas cósmicas son los defectos topológicos de mayor interés
en cosmoloǵıa ya que podŕıan dar lugar a efectos sumamente interesantes. En particu-
lar, como se ha adelantado, podŕıan generar fluctuaciones en la densidad de enerǵıa
suficientes como para explicar la formación de galaxias y grandes estructuras [49] [51]
[104] [114] [117] [121] [128] [129] y podŕıan producir ciertos fenómenos observables como
la formación de imágenes dobles de objetos celestes [38] [69] [99] [100] [101] [117] [119]
[118] (figura 3).

Las cuerdas cósmicas son de dos tipos, dependiendo de la naturaleza de la simetŕıa
que se rompa: locales (también llamadas cuerdas de gauge) y globales. El modelo más
simple corresponde a las cuerdas locales. En este caso el lagrangiano es 6 [21] [73]

6Se utilizan las siguientes convenciones y unidades: Masa de Planck: mp = 2,2×10−5gr = 1,2×1019

GeV; Tiempo de Planck: tp = 5,3× 10−44seg ; Sistema de unidades } = c = 1 ⇒ tp = mp y G = m−2p

13



Figura 2: Defectos topológicos. La figura superior corresponde a la formación de defectos asociados a

campos con una sola componente cuyas posibilidades de orientación son sólo dos; el espacio se divide

en dos regiones, cada una asociada a un estado diferente del campo; entre ambas regiones se forma

un defecto bidimensional o pared de dominio. La figura central muestra la formación de defectos

asociados con campos de dos componentes o campos complejos, los cuales pueden completar una vuelta

completa en el plano; en ese caso se forma un defecto lineal o cuerda cósmica. La figura inferior ilustra

la formación de defectos cuando el campo tiene tres componentes; estos campos pueden orientarse en dos

direcciones y también completar una vuelta completa en el plano; los defectos resultantes son puntuales

y se denominan monopolos. Extráıdo de [74].

Figura 3: Simulación numérica de la imagen de una única galaxia tal como se veŕıa si estuviese

modificada por la presencia de una cuerda cósmica que actuase como lente gravitacional. Adaptado de

[99].

[116]

L = Dµφ
+Dµφ− 1

4
FµνF

µν − 1

2
λ
(
|φ|2 − η2

)2
(1)
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donde
Dµ = ∂µ + ihAµ; Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

y donde Aµ es el campo de gauge, h es el acoplamiento con el campo de gauge y η es una
constante. Una de las posibles posibles soluciones de las ecuaciones de campo asociadas
con el lagrangiano (1) corresponde a una configuración en la cual la enerǵıa queda
encerrada dentro de un radio determinado por las siguientes distancias caracteŕısticas

δφ ≈
1

η
√
λ

(2)

δA =
1

hη
(3)

La expresión (2) mide la distancia necesaria para que el campo φ alcance su valor en
el estado de vaćıo verdadero 〈|φ|〉 = η; y la expresión (3) mide la región en la cual el
factor H ∝ d

dr
(r|A|) es apreciablemente distinto de cero. Si las distancias δφ y δA son del

mismo orden, entonces la cuerda está bien definida y su extensión radial es δφ ≈ δA.

La presencia del término Fµν en el lagrangiano es crucial para que la densidad de
enerǵıa tenga una distribución finita. Si el campo de gauge Aµ se encuentra presente,
entonces su contribución ∝ H2 a la enerǵıa compensa el crecimiento de |φ| de modo
que éste se hace constante rápidamente. Como resultado, la densidad de enerǵıa, que
es proporcional a la derivada de |φ|, se anula de inmediato dando por resultado una
configuración en la cual la densidad de enerǵıa queda confinada dentro del radio de la
cuerda (figura 4).

Figura 4: En la gráfica se muestra el comportamiento de las contribuciones a la enerǵıa del campo de

gauge Aµ (representada en la curva |H|) y del campo |φ|. La presencia del campo de gauge compensa el

crecimiento de |φ|, el cual se hace rápidamente constante de modo que la densidad de enerǵıa se anula

fuera del radio de la cuerda. Adaptado de [73].

El lagrangiano de una cuerda global se escribe

L = ∂µφ
+∂µφ− 1

2
λ
(
|φ|2 − η2

)2
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En este lagrangiano el termino de gauge está ausente. Por lo tanto el crecimiento de
|φ| no se encuentra compensado. Como resultado, la enerǵıa no decae sino que se ex-
tiende indefinidamente. Desde el punto de vista de la gravedad las cuerdas locales y las
globales son muy diferentes. En las cuerdas locales la enerǵıa se encuentra concentrada
en un pequeño radio; por lo tanto, como veremos enseguida, la geometŕıa fuera de la
cuerda es una solución de vaćıo con defecto de ángulo. En cambio, en las cuerdas glo-
bales la geometŕıa es mucho más complicada porque el tensor Tµν no esta localizado [17].

El potencial

V =
1

2
λ
(
|φ|2 − η2

)2

es la expresión anaĺıtica del denominado “potencial del sombrero” que se muestra en
la figura 1. Como hemos visto, el estado fundamental no se encuentra en 〈|φ|〉 = 0
sino que abarca el ćırculo completo cuyo radio en el plano complejo es igual a |φ| = η
y el mı́nimo de enerǵıa es un estado degenerado 〈|φ|〉 = ηeiθ que ocupa todo este “anillo”.

Las cuerdas cósmicas son defectos lineales alrededor de los cuales la fase angular
puede variar en 2π o en un múltiplo de 2π (figura 5):

∆θ = 2πn

donde n es un número entero. Tal configuración contiene un tubo a lo largo del cual la
fase es indefinida, ya que de otro modo el camino podŕıa ser encogido constantemente
hacia un punto sobre el cual el cambio de fase es cero, lo que resulta imposible puesto
que la fase no puede cambiar de manera continua desde 0 a 2π. A lo largo del tubo la
fase sólo puede ser indefinida si φ = 0, es decir que esta configuración contiene tubos
de “falso vaćıo”. En otras palabras, en el interior de la cuerda queda retenido el “falso
vaćıo”, con su correspondiente enerǵıa potencial. Por lo tanto las cuerdas representan
enormes densidades de enerǵıa atrapadas. El centro de la cuerda puede ser entendido,
entonces, como una reliquia de las primeras etapas a muy altas temperaturas del Uni-
verso ya que la densidad de enerǵıa en el interior de las cuerdas es similar a la que exist́ıa
en el Universo primordial antes de las transiciones de fase.

Figura 5: Cuerda cósmica. Las direcciones de las flechas indican los valores que puede adoptar la fase

θ. El campo φ se anula en el interior de la cuerda.

Las cuerdas de mayor interés cosmológico son las cuerdas locales. El espesor de una
cuerda local GUT se estima en ∼ 10−29 cm [3]. Como esta distancia es muy inferior a las
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distancias de interés en astrof́ısica y cosmoloǵıa, usualmente se considera que las cuerdas
locales tienen espesor nulo. En ese caso el tensor enerǵıa-momento se escribe [119]

T̄ µν = −ϑ diag(1, 0, 0, 1)δ(x)δ(y) (4)

donde ϑ es la masa por unidad de longitud de la cuerda. La tensión a lo largo de la
cuerda es igual a su densidad de enerǵıa T ∼ ϑ. 7

En las cuerdas la curvatura del espacio-tiempo se encuentra confinada dentro del
núcleo mientras que el espacio subtendido a su alrededor es localmente plano. Esta
propiedad puede verse de inmediato analizando la métrica de la cuerda [117]. La solución
de las ecuaciones de Einstein para el tensor de materia (4) conduce a la siguiente métrica
para el espacio-tiempo alrededor de una cuerda alineada con el eje z y fuera de ella:

ds2 = −dt2 + dz2 + dr2 + (1− 4Gϑ)2r2dφ2 (5)

donde r y φ son las coordenadas polares en el plano xy, ϑ es la tensión en la cuerda y
el parámetro Gϑ es pequeño. Un cambio de coordenadas

φ′ = (1− 4πGϑ)φ

transforma la métrica (5) en una métrica localmente minkowskiana:

ds2 = −dt2 + dz2 + dr2 + r2dφ′2

donde ahora el ángulo φ′ vaŕıa en el rango

0 ≤ φ′ ≤ (1− 4πGϑ)2π

La métrica (5) describe un “espacio cónico”; es decir, un espacio plano con una “cuña”
de apertura angular igual a 8πGϑ tal que ambos lados de la cuña se identifican, como
muestra la figura 6.

Para concluir esta sección, consideraremos algunos datos numéricos [3]. Una cuer-
da generada en una transicion GUT tendŕıa una masa por unidad de longitud ϑ ∼
1019− 1021 kg/m; su espesor se estima 10−32− 10−31 m. Una cuerda GUT cuya longitud
fuese aproximadamene igual al diámetro de la Vı́a Láctea (∼ 1021−1023 m) tendŕıa apro-
ximadamente su masa (∼ 1040−1042 kg, o en unidades de masa solar ∼ 1010−1012 M�).
Una cuerda producida durante una transición electrodébil tendŕıa una masa por unidad
de longitud ϑ ∼ 10−7 kg/m y un espesor 10−18 m, que es tres órdenes de magnitud in-
ferior al radio de un electrón. De lo anterior se desprende que los efectos gravitacionales
de una cuerda GUT debeŕıan ser suficientemente importantes como para tener conse-
cuencias a nivel cosmológico. Por el contrario, los efectos gavitacionales de una cuerda
electrodébil no seŕıan importantes a este nivel.

***

7La tensión de la cuerda puede entenderse como el trabajo realizado por unidad de aumento en su
longitud. Dado que ϑ es la enerǵıa por unidad de longitud de la cuerda, la tensión resulta ser T = ϑ.
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Figura 6: La métrica (5) describe un espacio plano con una cuña de apertura angular igual a 8πGϑ

tal que ambos lados de la cuña se identifican. En otros términos, el espacio tiempo de una cuerda puede

obtenerse a partir de un plano, cortando una cuña de amplitud angular 8πGϑ y uniendo sus lados.

Adaptado de [74].

Caṕıtulo 3

3. Estudio de autofuerzas sobre una part́ıcula aco-

plada a un campo escalar no masivo.

En esta sección analizaremos la autofuerza sobre una part́ıcula que actúa como fuente
de un campo escalar sin masa, acoplado a su vez a geometŕıas cónicas con una o dos
regiones asintóticas generadas pegando dos métricas mediante el formalismo de thin-
shells. Analizaremos casos en los que las dos métricas tienen igual o diferente defecto de
ángulo. Resolveremos las ecuaciones para un caso estático y para una métrica ciĺındrica
diagonal general. Por tratarse de resultados generales, algunas de estas ecuaciones nos
serán útiles tanto en la presente sección como en la sección 4, donde haremos los cambios
correspondientes para tratar el caso de campos escalares masivos. En adelante usaremos
el sistema de unidades geometrizadas: c = G = 1.

3.1. Consideraciones geométricas.

El elemento de ĺınea que describe un espacio-tiempo cónico es

ds2 = −dt2 + dr2 + ρ2(r) dφ2 + dz2 (6)

En la expresión anterior la coordenada z se encuentra comprendida en −∞ < z < ∞,
la coordenada radial r vaŕıa en el rango 0 < r <∞, y la coordenada angular φ lo hace
en 0 < φ < 2π. El factor ρ = ρ(r) = ωr se denomina función perfil. El parámetro ω
vaŕıa en el intervalo 0 < ω ≤ 1 y es el que define el defecto de ángulo δ = 2π(1–ω)
de la variedad cónica.8

8El peŕımetro de la circunferencia se define como 2πωr. Para una variedad plana es ω = 1 de modo
que el peŕımetro de la circunferencia mide 2πr. Para cualquier otra variedad cónica es 0 < ω < 1 de
modo que el peŕımetro es menor que 2πr.
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En este trabajo abordaremos el caso de campos escalares no masivos acoplados a dos
geometŕıas diferentes. Llamaremos geometŕıa Tipo I a la generada mediante el pegado
de dos soluciones, una interior y otra exterior, con diferente defecto de ángulo ωi y ωe
respectivamente. Esta geometŕıa se representa esquemáticamente en las figuras 7 y 8.
La geometŕıa Tipo II se obtiene pegando dos soluciones exteriores con defecto de ángulo
ω− y ω+; se representa en la figura 9.

Figura 7: Dos soluciones cónicas, una interior y otra exterior tales que ωi > ωe, se pegan en una

hipersuperficie o thin shell. En este diagrama y en los siguientes no aparecen representadas la coordenada

temporal t ni la coordenada espacial z, de modo que el espacio-tiempo de 4 dimensiones se representa

como una superficie cónica de 2 dimensiones y la shell, que tiene una dimensión menos, se representa

como un anillo circular. En tres dimensiones la shell es un cilindro infinitamente largo.

Figura 8: Dos soluciones cónicas, una interior y otra exterior tales que ωi < ωe, se pegan en una

hipersuperficie o thin shell.

La función perfil ρ adopta diferentes valores según el problema a resolver. La geo-
metŕıa Tipo I se caracteriza por una función perfil

ρ(r) =

{
ωi r en M1 = {0 < r ≤ ri}
ωe r en M2 = {re ≤ r <∞}

(7)
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Figura 9: Dos soluciones exteriores con diferente defecto de ángulo que se pegan en una hipersuperficie,

la cual forma la garganta de un agujero de gusano del tipo thin-shell.

En esta geometŕıa la coordenada radial r es única y recorre ambas sub-variedades ini-
ciándose en el vértice de la métrica interior. Las sub-variedades correspondientes a la
región interior M1, con defecto de ángulo 2π(1 − ωi), y a la región exterior M2, cuyo
defecto de ángulo es 2π(1 − ωe), se unen en la hipersuperficie ubicada en r = ri. Sobre
esta hipersuperficie no se cumple la segunda condición de juntura , de modo que las
dos sub-variedades se pegan en una thin-shell. 9 En la sub-variedad interior la thin-shell
se localiza en r = ri mientras que en la región exterior se ubica en r = re. Estos dos
radios se encuentran relacionados por medio de la primera condición de juntura
aplicada sobre la hipersuperficie donde se pegan las soluciones:

ρ(ri) = riωi = reωe (8)

Para la geometŕıa Tipo II la función perfil adopta la forma

ρ(r) =

{
(r− − r) ω− en M− = {−∞ < r ≤ 0}
(r+ + r) ω+ en M+ = {0 ≤ r < +∞}

(9)

En la última expresión las dos regiones asintóticas M− y M+ están caracterizadas,
respectivamente, por los parámetros ω− y ω+ que definen el defecto de ángulo. Estas dos
regiones se pegan en la hipersuperficie de una garganta infinitamente delgada mediante
la condición

ρ(0) = r−ω− = r+ω+ (10)

que se deriva de la primera condición de juntura . Del mismo modo que en el caso
anterior, la segunda condición de juntura no se cumple de modo que la hipersuperficie
de pegado forma la delgada garganta de un agujero de gusano del tipo thin-shell.

La geometŕıa Tipo I es localmente plana en todas partes excepto en r = 0 y en
la hipersuperficie de la cáscara mientras que la geometŕıa Tipo II es localmente plana

9Para las siguientes deducciones véase el Apéndice I, sección 6.
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siempre salvo en la thin-shell. 10 Por lo tanto en ambos casos el escalar de Ricci es no
nulo en la cáscara donde se cumple

R(r) = −2κ δ(r − rs) (11)

donde rs es la posición radial de la cáscara y κ es la traza en el salto del tensor de
curvatura extŕınseca K±ab sobre la thin-shell :

κab = 〈Kab〉 = K+
ab

∣∣∣
r=rs
− K−ab

∣∣∣
r=rs

Para el caso particular de la métrica (6) la traza adopta los valores

κ =


ωe − ωi
ρ(rs)

; rs = ri para las geometŕıas Tipo I

ω+ + ω−
ρ(rs)

; rs = 0 para las geometŕıas Tipo II

(12)

Los tensores enerǵıa-momento superficial para las geometŕıas Tipo I y Tipo II son
respectivamente

S
(I)
ab =


−(ωe − ωi)(ωere) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ωe − ωi)(ωere) 0
0 0 0 0

 (13)

S
(II)
ab =


−(ω+ + ω−)(ω+r+) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ω+ + ω−)(ω+r+) 0
0 0 0 0

 (14)

3.2. La ecuación de campo para una part́ıcula acoplada a un
campo escalar estático no masivo.

Supongamos una part́ıcula puntual con carga q que se mueve a lo largo de una ĺınea
de universo γ en un espacio-tiempo curvo caracterizado por una métrica gµν . La part́ıcula
genera un campo escalar Φ cuyo gradiente Φ,µ = ∇µΦ determina la fuerza. La dinámica
del sistema se rige por la acción S = SΦ + Sm0 + Sq donde SΦ es la acción del campo
escalar libre sin masa, Sm0 es la acción de la part́ıcula libre y Sq es la acción que tiene
en cuenta la interacción entre la carga q y su campo.

10 En las geometŕıas Tipo I el origen de coordenadas se encuentra sobre el eje de simetŕıa tal como
muestran las figuras 7 y 8. En estos casos, dado que existe también una singularidad en r = 0, el escalar
de Ricci es nulo en todas partes salvo en la cáscara y en el origen; en este último punto adopta la
forma R(r) ∼ δ(r)/r. En las geometŕıas Tipo II el origen de coordenadas no se encuentra sobre el eje
de simetŕıa sino que coincide con la ubicación de la cáscara, como se ve en la figura 9. En estas últimas
geometŕıas el eje de simetŕıa es inaccesible.
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La acción del campo escalar libre y sin masa se escribe: 11

SΦ = − 1

8π

∫
(gµνΦ,µΦ,ν + ξRΦ2)

√
−g d4x (15)

En esta expresión la integral se extiende a todo el espacio-tiempo caracterizado por la
métrica gµν cuyo determinante es g, y ξ es el acoplamiento arbitrario entre el campo y
el escalar de curvatura R.

La acción de la part́ıcula es 12 13

Sm0 = −m0

∫
γ

dτ (16)

donde γ es la ĺınea de universo de la part́ıcula escalar, m0 es su “masa desnuda” y
dτ =

√
−gµν ẋµẋν dt es el diferencial de tiempo propio a lo largo de la ĺınea de universo.

El punto indica derivación respecto de un parámetro que, en este caso, es el tiempo t.

El término de interacción es

Sq = q

∫
γ

Φ
(
y(τ)

)
dτ = q

∫ √
−g d4x

∫
γ

Φ(x)δ(4)
(
x, y(τ)

)
dτ (17)

donde y(τ) son las coordeandas de la ĺınea de universo. Solicitando que la acción total
sea estacionaria ante una variación δΦ(x) del campo se obtiene la siguiente ecuación de
campo para la carga q en reposo:

(�− ξR)Φ = −4πq
δ(3)
(
~x− (~x)′

)√
g(3)

(18)

11 Observamos que definiendo M2 = ξR la acción es formalmente idéntica a la de un campo escalar
de masa M en el espacio-tiempo plano

Scampo = − 1

8π

∫
(gµνΦ,µΦ,ν +M2Φ2)

√
−g d4x

donde gµν = diag(−1, 1, 1, 1). Para que este sistema tenga sentido f́ısico debe ser M2 ≥ 0 pues de lo
contrario admitiŕıamos una masa imaginaria. La analoǵıa formal sugeriŕıa que nuestro problema sólo
tiene sentido f́ısico si se cumple la condición

ξR ≥ 0

lo que, de acuerdo a la ecuación (11), implica a su vez que debe cumplirse la condición ξκ ≤ 0. Como
veremos más adelante (secciones 3.4 y 4.4) en el caso de campos escalares en variedades cónicas asociadas
a cáscaras de materia esta condición se reflejará en las restricciones que debe cumpir la constante de
acoplamiento para evitar que aparezcan divergencias en los coeficientes de los desarrollos en serie.

12Los parámetros que aparecen en el Lagrangiano, tales como la masa, la carga o las diferentes
constantes de acoplamiento, carecen de sentido f́ısico y no son experimentalmente medibles. En Teoŕıa
de Campos estos parámetros se denominan “parámetros desnudos”. En general difieren de las cantidades
f́ısicamente medidas a partir de alguna interacción.

13La masa m0 no debe ser confundida con la masa del campo m; por ejemplo, la masa del campo
puede ser nula si se considera, como en el caso presente, un campo escalar sin masa, mientras que la
masa m0 de una part́ıcula puntual es siempre diferente de cero.
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donde � es el D´Alembertiano, −→x = (xj) ; j = 1, 2, 3 ; (−→x )′ es la localización espacial

de la carga y
√
g(3) =

√
det gij es la ráız del determinante de la parte espacial de la

métrica. Definiendo la densidad de carga µ(~x) como

µ(~x) = q
δ(3)
(−→x − (−→x )′

)√
g(3)

(19)

podemos escribir la ecuación de campo (18) como

(�− ξR)Φ = −4πµ(~x) (20)

Como veremos más adelante, la ecuación de Poisson para un campo escalar acoplado
a la curvatura introduce fuentes adicionales. Esta situación no ocurre en el caso elec-
trostático [92] [93] [94] ya que las derivadas covariantes producen singularidades a ambos
lados de la ecuación que se compensan mutuamente. En el caso de campos escalares,
las derivadas covariantes se reducen a derivadas ordinarias. En consecuencia se generan
singularidades que no son compensadas y que operan como una fuente adicional que se
suma a la carga en la ecuación de campo. En la sección 3.8 discutiremos este tema y
estableceremos comparaciones con el caso electrostático.

Considerando una métrica diagonal general en coordenadas ciĺındricas

ds2 = −gtt dt2 + grr dr
2 + gφφ dφ

2 + gzz dz
2

el D´Alembertiano para el caso estático es

1√
−g

{
∂r (
√
−g grr ∂r) + ∂φ (

√
−g gφφ ∂φ) + ∂z (

√
−g gzz ∂z)

}
Φ (21)

Combinando la última expresión con la ecuación (18), y teniendo en cuenta que√
−g =

√
−gtt

√
g(3), obtenemos:

{
∂r(
√
−ggrr∂r)+∂φ(

√
−ggφφ∂φ)+∂z(

√
−ggzz∂z)

}
Φ = −4πq δ

(−→x−(−→x )′
)√
−gtt+ξRΦ

√
−g

(22)
La última expresión es una ecuación diferencial con dos fuentes:

−4πq δ
(−→x − (−→x )′

) √
−gtt ; ξRΦ

√
−g

Las dos expresiones anteriores contienen singularidades tipo delta de Dirac. La prime-
ra corresponde a la singularidad generada por la presencia de la carga puntual. En la
segunda expresión la delta de Dirac está contenida en el escalar de curvatura (11) y
corresponde a una singularidad en la posición de la thin shell.

Desarrollamos la solución de la ecuación (22) en funciones ciĺındricas ortonormales:

Φ = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χn(k, r) (23)
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donde χn(k, r) es la parte radial de la solución para el modo n con autovalor k, y donde
an engloba todas las constantes. Del mismo modo, desarrollamos también la δ(−→x −(−→x )′)
en funciones ciĺındricas ortonormales:

δ
(−→x − (−→x )′

)
= δ(r − r′) 1

π

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] 1

π

∞∑
0

bn cos
[
n(φ− φ′)

]
(24)

En las expresiones anteriores x′ = (r′, φ′, z′) es la posición de la carga y

bn =


1

2
si n = 0

1 si n 6= 0
(25)

Introduciendo estos desarrollos en la ecuación (22) obtenemos

an =

{
2/π si n = 0

4/π si n 6= 0
(26)

lo que nos permite escribir (23) como

Φ = q
4

π

+∞∑
n=0

cos
[
n(φ− φ′)

]
(1 + δ0,n)

∫ +∞

0

dk χn(k, r) cos
[
k(z − z′)

]
(27)

donde la Delta de Kronecker δ0,n tiene en cuenta el factor de normalización 1/2 para el
modo cero respecto de las otras funciones de la base en la coordenada angular φ. Final-
mente, haciendo algunas simplificaciones, encontramos que la ecuación para el campo
escalar se reduce a su parte radial

{[
∂r(
√
−ggrr∂r)

]
−
√
−g
[
gφφn2+gzzk2

]}
χn(k, r) = −

√
−gttδ(r−r′)+(ξR

√
−g)χn(k, r)

(28)
donde r′ es la posición de la carga. La última expresión es la parte radial de la ecuación de
campo para un campo escalar sin masa acoplado a un espacio-tiempo caracterizado por
una métrica ciĺındrica estática y diagonal general. Para el caso particular de la métrica
(6) la ecuación radial se escribe{

∂

∂r

[
ρ(r)

∂

∂r

]
− ρ(r)

[(
n

ρ(r)

)2

+ k2

]}
χn(k, r) = −δ(r − r′) + ρ(r) ξR(r)χn(k, r)

(29)
La última es una ecuación homogénea en todas partes salvo en la posición de la carga
r = r′ y en la posición de la thin-shell r = rs.

3.3. Condiciones de contorno sobre la función χn(k, r)

A continuación expresaremos las dos singularidades (fuentes) del lado derecho de
la ecuación diferencial (28) como condiciones de contorno en la posición de la carga y
de la shell. En la seccion 3.3.1 lo haremos de manera general y en la seccion 3.3.2 lo
aplicaremos al caso particular de la métrica (6).
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3.3.1. Condiciones de contorno sobre la derivada normal de la función χn(k, r)
en la posición de la carga y en la cáscara.

En primer lugar, llamaremos r0 al valor de la coordenada radial en el que se encuen-
tra la singularidad (figuras 10 y 11); esto es:

- r0 = rs es la posición de la shell donde se pegan ambas sub-variedades en las geometŕıa
Tipo I o la posición de la garganta del wormhole para la geometŕıa Tipo II.
- r0 = r′ es la posición de la carga en las geometŕıas Tipo I o II.

Figura 10: Ubicación de la carga y de la thin shell donde se pegan las dos sub-variedades en la

geometŕıa Tipo I.

Figura 11: Ubicación de la carga y de la garganta en la geometŕıa Tipo II. Si se considera un worm-

hole simétrico respecto de la cáscara la carga puede ubicarse en la sub-variedad superior o inferior

indistintamente sin que se afecten los resultados del problema.

Integramos m.a.m. la expresión (28) sobre una intervalo infinitesimal en torno a la
ubicación de la singularidad. Para el lado izquierdo tenemos:∫ r0+ε

r0−ε

[
∂r(
√
−g grr∂r)

]
χn(k, r) dr −

∫ r0+ε

r0−ε

√
−g
[
gφφn2 + gzzk2

]
χn(k, r) dr (30)
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Evaluando la primera de las integrales para ε→ 0 obtenemos:∫ r0+ε

r0−ε

[
∂r(
√
−g grr∂r)

]
χn(k, r) dr

=
√
−g(r+

0 ) grr(r+
0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r=r+0

−
√
−g(r−0 ) grr(r−0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r=r−0

(31)

Para evaluar la segunda integral de (30) tenemos en cuenta que las componentes gφφ y
gzz son ambas funciones continuas de r en todas partes, incluso sobre la thin shell.14 El
determinante de la métrica

√
−g es también continuo. Las cantidades n y k son cons-

tantes, y χ debe ser una función continua en todas partes. En conclusión, cuando ε→ 0
el segundo término de la ecuación (30) es la integral de una función continua en r sobre
un intervalo nulo; por lo tanto vale cero. Finalmente, la integral del lado izquierdo de
(28) se reduce a la expresión (31).

Integramos ahora el lado derecho de la ecuación (28):

−
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr + ξ

∫ r0+ε

r0−ε
R
√
−g χn(k, r) dr (32)

Para el primer término tenemos

−
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr =

{
0 si r0 6= r′

−
√
−gtt si r0 = r′

(33)

Este término es no nulo únicamente en la posición de la carga r′. El segundo término con-
tiene al escalar de curvatura R que, como se ha visto en la expresión (11), introduce una
singularidad tipo Delta de Dirac en la thin shell donde se pegan las dos sub-variedades.
Como consecuencia, el segundo término de (32) es diferente de cero únicamente en el
lugar donde se pegan las dos soluciones (esto es, en r0 = rs) de modo que el segundo
miembro de la expresión (28) se anula en todas partes salvo en la posición de la carga o
en la thin shell.

Combinando estos resultados obtenemos√
−g(r+

0 ) grr(r+
0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r=r+0

−
√
−g(r−0 ) grr(r−0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r=r−0

= −
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr + ξ

∫ r0+ε

r0−ε
R
√
−g χn(k, r) dr (34)

- Al evaluar la expresión (34) en la posición de la carga r0 = r′ sólo sobrevive el primer
término de (32) y vale −

√
gtt(r′). Suponiendo que tanto

√
−g(r) como grr son conti-

nuas en ese punto se obtiene la siguiente condición de contorno general para la
derivada normal de la función radial en la posición de la carga :

14 La continuidad de la métrica al atravesar la thin shell implica que g+αβ |r=rs = g−αβ |r=rs . Es decir
que las primeras formas fundamentales son idénticas a ambos lados de la thin shell. Para el caso
particular de la métrica (6) esta condición se reduce a las expresiones (8) y (10). Ver Apéndice I.
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∂χn(k, r)

∂r

∣∣∣r=r′+
r=r′−

= −
√
gtt(r′)√

−g(r′) grr(r′)
(35)

- Al evaluar la expresión (34) en la cáscara donde se pegan ambas soluciones r0 = rs
sólo sobrevive el segundo término de (32). La expresión (34) se reduce a[√

−g(r) grr(r)
∂χn(k, r)

∂r

]
r=r+s

−
[√
−g(r) grr(r)

∂χn(k, r)

∂r

]
r=r−s

= −2ξ

∫ rs+ε

rs−ε
κ(r)δ(r − rs)

√
−g(r) χn(k, r) dr (36)

donde hemos tenido en cuenta el valor del escalar de curvatura (11). El término κ(r)
en la integral es continuo sobre la cáscara; por lo tanto no ofrece problemas. La función
χn(k, r) y el término

√
−g(r) tampoco presentan problemas siempre que sean continuos

sobre la cáscara. Teniendo en cuenta estas suposiciones y simplificando términos seme-
jantes obtenemos finalmente la siguiente condición de contorno general para la
derivada normal de la función radial en la posición de la cáscara :

∂χn(k, r)

∂r

∣∣∣r=r+s
r=r−s

=
−2 ξ κ(rs)

grr(rs)
χn(k, r)

∣∣∣
r=rs

(37)

donde hemos considerado la continuidad de χn(k, r) en r = rs.

3.3.2. Condiciones de contorno sobre la derivada normal de la función radial
en la posición de la carga y en la cáscara para el caso particular de
las métricas Tipo I y II.

Aplicaremos los resultados obtenidos en la sección anterior al caso particular de la
métrica (6). Para esta métrica la ecuación (35) se reduce a[

∂χn(k, r)

∂r

]r=r′+
r=r′−

= − 1

ρ(r′)
(38)

donde r′ es la coordenada radial de la carga, mientras que la condición (37) se expresa[
∂χn,k(k, r)

∂r

]r=r+s
r=r−s

= −2 ξ κ χn(k, r)
∣∣∣
r=rs

(39)

siendo rs la coordenada radial de la shell. Estas expresiones son válidas para las geo-
metŕıas Tipo I y II, teniendo en cuenta los valores de ρ y de κ dados en (7), (9) y (12).
La carga puede encontrarse en cualquiera de las posiciones indicadas en las figuras 10 y
11.
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3.3.3. Otras condiciones de contorno sobre la función radial

Además de las condiciones (38) y (39) solicitamos también la continuidad del
campo escalar sobre la thin shell :

χn(k, rs) =


χ

(i)
n (k, ri) = χ

(e)
n (k, re) para las geometŕıas Tipo I

χ
(−)
n (k, r−) = χ

(+)
n (k, r+) para las geometŕıas Tipo II

(40)

donde χ
(i)
n (k, r) y χ

(e)
n (k, r) son, respectivamente, las soluciones radiales para las sub-

variedades M1 y M2 en las geometŕıas Tipo I, y χ
(+)
n (k, r) y χ

(−)
n (k, r) son las corres-

pondientes soluciones para las sub-variedadesM+ yM− en las geometŕıas Tipo II (ver
figuras 7 y 9).

En cuanto a la continuidad del campo escalar en la posición de la carga,
se presentan cuatro posibilidades que serán analizadas más adelante:

1. - Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior M1

2. - Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior M2

3. - Geometŕıas Tipo II con la carga en la región superior M+

4. - Geometŕıas Tipo II con la carga en la región inferior M−

En el caso de agujeros de gusano simétricos respecto de la thin shell las dos últimas
posibilidades se reducen a una sola.

Solicitamos también la no divergencia del campo en ±∞ y, en el caso de las
geometŕıas Tipo I, también en r = 0. 15 Estas condiciones se reducen a condiciones de
no divergencia sobre la función radial χn(k, r). Para analizar este punto observamos que
la ecuación (29) en una variedad cónica sin shell se reduce a la ecuación inhomogénea
de Bessel de orden n: [

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− (k2 +

v2

r2
)

]
χω = −δ(r − r

′)

ωr
(41)

donde v = n/ω para cada n y k. Estudiamos entonces el comportamiento de las funcio-
nes modificadas de Bessel para grandes y pequeños argumentos [1].

Para grandes argumentos estas funciones toman las formas ĺımite

Iv(x) −→ 1√
2πx

ex
[
1 +O(

1

x
)

]
para x� 1

15Véase nota 10. En el caso de wormholes el origen de coordenadas r = 0 coincide con la ubicación
de la cáscara; por ese motivo no se solicita la no divergencia en ese punto para estas geometŕıas.
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Kv(x) −→
√

π

2x
e−x

[
1 +O(

1

x
)

]
para x� 1

Se observa que la función Kv(x) es finita si x→∞ mientras que la función Iv(x) es
divergente y debe ser descartada si se solicita la no divergencia en el infinito.

Para pequeños argumentos las funciones modificadas de Bessel tienen la forma

Iv(x) −→ 1

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν
; x� 1

Kv(x) −→ −
[
ln
(x

2

)
+ 0,5772...

]
; x� 1 ; ν = 0

Kv(x) −→ Γ(ν)

2

(
2

x

)ν
; x� 1 ; ν 6= 0

donde

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt = kz
∫ ∞

0

tz−1e−ktdt

1

Γ(z)
=

i

2π

∫
C

(−t)−ze−tdt

Para x → 0 la función Iv(x) no diverge, pero la función Kv(x) diverge para cualquier
valor de v. Por lo tanto si se solicita la no divergencia de la función radial en el origen
debe descartarse la función Kv.

En conclusión, al imponer las condiciones de no divergencia la función radial χω

adoptará diferentes formas en distintas regiones del espacio tiempo. En general, podemos
decir que la solución radial será una combinación de las funciones modificadas de Bessel
de orden v = n/ω, n ∈ N0

Kv(kr>) y Iv(kr<)

las cuales son dos soluciones independientes de la versión homogénea de (41), y donde
r< = mı́n{r; r′} y r> = máx{r; r′}.

3.3.4. Aplicación de las condiciones de contorno y cálculo de los coeficientes

En esta sección aplicaremos las condiciones desarrolladas en las secciones anteriores,
con la finalidad de hallar los coeficientes que multiplican a las funciones Kv(kr) y Iv(kr)
en la solución radial. Analizamos caso por caso.

- Geometŕıas Tipo I:

Comenzamos por definir una coordenada radial r1 para la sub-variedad interiorM1:

r1 = r; 0 < r < ri
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y una coordenada radial r2 para la sub-variedad exterior M2:16

r2 = r − ri + re; ri < r <∞

de tal manera que la solución radial se expresará como

χn(k, r) =


χi(r1) para M1

χe(r2) para M2

(42)

La ecuación (41) correspondiente a cada sub-variedad es

[ ∂2

∂r2
1

+
1

r1

∂

∂r1

−
(
k2 +

λ2

r2
1

)]
χi =


− δ(r1−r′1)

ωir1
si x′ se encuentra en M1

0 si x′ se encuentra en M2

(43)

[ ∂2

∂r2
2

+
1

r2

∂

∂r2

−
(
k2 +

ν2

r2
2

)]
χe =


0 si x′ se encuentra en M1

− δ(r2−r′2)

ωere
si x′ se encuentra en M2

(44)

donde
λ =

n

ωi
; ν =

n

ωe
; (45)

3.3.5. Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior.

Dividimos el espacio tiempo en tres regiones como indica la figura 12, y en cada caso
solicitamos que la solución sea finita en r →∞ y en r → 0:

ĺım
r1→0

χi 6=∞; ĺım
r2→+∞

χe = 0; (46)

- En la región exterior, entre la thin shell y el infinito, descartamos la función Iν(x)
por ser divergente en el infinito, de modo que

χe ∼ Kν(k r2); ν =
n

ωe

- En la región interior intermedia, entre la thin shell y la carga, ninguna de las dos
funciones de Bessel diverge, por lo tanto

χωi ∼ Kλ(k r1>) Iλ(k r1<); λ =
n

ωi
(47)

r1< = mı́n{r1; r′1}; r1> = máx{r1; r′1}

- En la región interior, entre el origen y la carga, descartamos la función Kν(x) por
ser divergente en el origen; en consecuencia

16 Esta expresión se obtiene solicitando que las coordenadas r2(r) y r satisfagan una relación lineal:
r2(r) = r+ b. Además se debe cumplir que cuando r = r1 = ri debe ser r2 = re. Por lo tanto b = re− ri
y r2(r) = r + re − ri.
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Figura 12: Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior; comportamiento de la función radial

en cada región.

χi ∼ Iλ(k r1); λ =
n

ωi

Expĺıcitamente, la función radial en las tres regiones es

χin(k, r1) =


Bn(k)

ωi
Iλ(k r1) si 0 ≤ r1 < r′1

An(k)

ωi
Iλ(k r1) +

Dn(k)

ωi
Kλ(k r1) si r′1 < r1 < ri

(48)

χen(k, r2) =
1

ωi
Cn(k)Kν(k r2); re < r2 (49)

Los cuatro coeficientes An(k), Bn(k), Cn(k) y Dn(k) se determinan imponiendo cuatro
condiciones: la condición (40) de continuidad de la función radial en la shell, la condi-
ción de continuidad de la función radial en la posición de la carga, la condición (39) de
discontinuidad de su derivada normal en la shell y la condición (38) de discontinuidad
de su derivada normal en la posición de la carga.

La continuidad de la función radial en la thin shell

χin(k, ri) = χen(k, re)

implica
An(k) Iλ(k ri) +Dn(k)Kλ(k ri) = Cn(k)Kν(k re) (50)

La continuidad de la función radial en la posición de la carga

χin(k, r′1
−

) = χin(k, r′1
+

)
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conduce a
Bn(k) Iλ(k r

′
1) = An(k) Iλ(k r

′
1) +Dn(k)Kλ(k r

′
1) (51)

La discontinuidad en la derivada normal de la función radial en la shell

∂χen(k, r2)

∂r2

∣∣∣
r2=re
−∂χ

i
n(k, r1)

∂r1

∣∣∣
r1=ri

= −2 ξ κ χn(k, rs)

se expresa como

∂
[
Cn(k)Kν(k r2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=re
−
∂
[
An(k) Iλ(k r1) +Dn(k)Kλ(k r1)

]
∂r1

∣∣∣
r1=ri

= −2 ξ κ χn(k, rs)

(52)
donde χn(k, rs) = χin(k, ri) = χen(k, re) por continuidad de la función en la thin shell.
Finalmente, la discontinuidad de la derivada normal de la función radial en la posición
de la carga

∂χin(k, r1)

∂r1

∣∣∣
r′1

+
−∂χ

i
n(k, r1)

∂r1

∣∣∣
r′1
−

= − 1

ωi r′1
se escribe como

∂
[
An(k) Iλ(k r1) +Dn(k)Kλ(k r1)

]
∂r1

∣∣∣
r1=r′1

−
∂
[
Bn(k) Iλ(k r1)

]
∂r1

∣∣∣
r1=r′1

= − 1

ωi r′1
(53)

De las expresiones (50), (51), (52) y (53) obtenemos los siguientes valores para los
cuatro coeficientes:

An(k) = −Iλ(k r′1) ×
{
Kλ(k ri)K

′
ν(k re) −Kν(k re)K

′
λ(k ri) + 2 ξ κ Kλ(k ri)Kν(k re)

}{
Iλ(k ri)K ′ν(k re)−Kν(k re) I ′λ(k ri) + 2 ξ κ Iλ(k ri)Kν(k re)

}
(54)

Bn(k) = Kλ(kr
′
1)− Iλ(k r′1)

×
{
Kλ(k ri)K

′
ν(k re) −Kν(k re)K

′
λ(k ri) + 2 ξ κ Kλ(k ri)Kν(k re)

}{
Iλ(k ri)K ′ν(k re)−Kν(k re) I ′λ(k ri) + 2 ξ κ Iλ(k ri)Kν(k re)

} (55)

Cn(k) =
Iλ(k r

′
1)

Kν(k re)

×

{
−Iλ(kri)

[
Kλ(kri)K

′
ν(kre)−Kν(kre)K

′
λ(kri) + 2ξκKλ(kri)Kν(kre)

][
Iλ(kri)K ′ν(kre)−Kν(kre)I ′λ(kri) + 2ξκIλ(kri)Kν(kre)

] +Kλ(kri)

}
(56)

Dn(k) = Iλ(k r
′
1) (57)

En las expresiones anteriores r′1 hace referencia a la posición de la carga, mientras
que I ′ o K ′ indica la derivada de estas funciones repecto de la coordenada radial.
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3.3.6. Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior.

Dividimos el espacio tiempo en tres regiones como indica la figura 13. Como antes,
solicitamos que la solución sea finita en r → 0 y en r →∞ (ec. (46)). La funcion radial
adoptara la siguiente forma en las tres regiones:

- entre la thin shell y el origen

χi ∼ Iλ(k r1); λ =
n

ωi

- entre la thin-shell y la carga

χωe ∼ Kν(k r2>)Iν(k r2<); ν =
n

ωe
(58)

donde
r2< = mı́n{r2, r

′
2}; r2> = máx{r2, r

′
2}

- entre entre la carga y el infinito

χe ∼ Kν(k r2); ν =
n

ωe

Expĺıcitamente:

Figura 13: Geometŕıa Tipo I con la carga en la región exterior; comportamiento de la función radial

en cada región.

χen(k, r2) =


A∗n(k)

ωe
Iν(k r2) +

B∗n(k)

ωe
Kν(k r2) si re < r2 < r′2

C∗n(k)

ωe
Kν(k r2) si r2 > r′2

(59)

χin(k, r1) =
D∗n(k)

ωe
Iλ(k r1); 0 < r1 < ri (60)

Las condiciones de continuidad de la función radial y de discontinuidad de su derivada
normal
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χin(k, ri) = χen(k, re); χen(k, r′2
−) = χen(k, r′2

+)

∂χen(k, r2)

∂r2

∣∣∣
r2=re
−∂χ

i
n(k, r1)

∂r1

∣∣∣
r1=ri

= −2 ξ κ χn(k, rs)

∂χen(k, r2)

∂r2

∣∣∣
r′2

+
−∂χ

e
n(k, r2)

∂r2

∣∣∣
r′2
−

= − 1

ωe r′2

en este caso se escriben respectivamente como

D∗n(k) Iλ(k ri) = A∗n(k) Iν(k re) +B∗n(k)Kν(k re) (61)

C∗n(k)Kν(k r
′
2) = A∗n(k) Iν(k r

′
2) +B∗n(k)Kν(k r

′
2) (62)

∂
[
A∗n(k) Iν(kr2) +B∗n(k)Kν(kr2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=re
−
∂
[
D∗n(k) Iλ(kr1)

]
∂r1

∣∣∣
r1=ri

= −2 ξκχn(k, rs) (63)

donde χn(k, rs) = χin(k, ri) = χen(k, re) por continuidad de la función en la thin shell, y

∂
[
C∗n(k)Kν(k r2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=r′2

−
∂
[
A∗n(k) Iν(k r2) +B∗n(k)Kν(k r2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=r′2

= − 1

ωe r′2
(64)

Estas relaciones conducen a las siguientes expresiones para los coeficientes:

A∗n(k) = Kν(k r
′
2) (65)

B∗n = −Kν(k r
′
2) ×

{
Iλ(kri) I

′
ν(kre)− Iν(kre) I ′λ(kri) + 2ξκ Iν(kre) Iλ(kri)

Iλ(kri) K ′ν(kre)−Kν(kre) I ′λ(kri) + 2ξκ Kν(kre) Iλ(kri)

}
(66)

C∗n = Iν(kr
′
2)−Kν(kr

′
2) ×

{
Iλ(kri)

[
I ′ν(kre) + 2ξκ Iν(kre)

]
− Iν(kre) I ′λ(kri)

Iλ(kri)
[
K ′ν(kre) + 2ξκ Kν(kre)

]
−Kν(kre) I ′λ(kri)

}
(67)

D∗n(k) = −Kν(kr
′
2) ×

{
I ′ν(kre)Kν(kre)− Iν(kre)K ′ν(kre)

Iλ(kri)K ′ν(kre) + 2ξκ Iλ(kri)Kν(kre)−Kν(kre) I ′λ(kri)

}
(68)

⇒ D∗n(k) =
Iν(kre)Kν(kr

′
2) +B∗n(k)Kν(kre)

Iλ(kri)
(69)

Como ya hemos señalado, r′2 hace referencia a la posición de la carga mientras que I ′ o
K ′ indica la derivada de estas funciones respecto de la coordenada radial.
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3.3.7. Geometŕıas Tipo II: agujeros de gusano del tipo thin-shell.

Estas geometŕıas corresponden a agujeros de gusano con dos regiones asintóticas.
Para encontrar la solución definimos las coordenadas radiales 17

r1(r) = r− − r; r < 0; para la región M− con parámetro ω−

r2(r) = r + r+; r > 0; para la región M+ con parámetro ω+

En función de estas coordenadas la solución radial se expresa

χn(k, r) =


χ−(r1) para M−

χ+(r2) para M+

(70)

Consideramos el caso de una carga ubicada en la región M+ tal que r′2 > r+. La
correspondiente ecuación (41) es[

∂2

∂r2
1

+
1

r1

∂

∂r1

−
(
k2 +

λ2

r2
1

)]
χ− = 0 (71)

[
∂2

∂r2
2

+
1

r2

∂

∂r2

−
(
k2 +

ν2

r2
2

)]
χ+ = −δ(r2 − r′2)

ω+r+

(72)

donde
λ =

n

ω−
; ν =

n

ω+

; (73)

Dividimos el espacio tiempo en tres regiones como indica la figura 14.

Figura 14: Geometŕıas Tipo II con la carga en la regiónM+; comportamiento de la función radial en

cada región.

- En la región M− descartamos la función Iλ(x) por ser divergente en el infinito, de
modo que

17 Las coordenadas r1 y r2 se definen tal como se explicó en la nota 16 pero teniendo en cuenta que
en este caso el origen de coordenadas se ubica en r = 0. Solicitamos entonces que r2(r) = r+ b; además
cuando r = 0 debe ser r2 = r+ de modo que b = r+ y r2 = r + r+. Del mismo modo pedimos que
la coordenada negativa r1 cumpla con −r1(r) = r + a; cuando r = 0 debe ser r1 = r− de modo que
a = −r− y −r1(r) = r − r− ⇒ r1 = r− − r.

35



χ− ∼ Kλ(k r1); λ =
n

ω−

- En la región M+, entre la thin shell y la carga, ninguna de las dos funciones de
Bessel diverge, por lo tanto

χω+ ∼ Kν(kr2>)Iν(kr2<) (74)

r2< = mı́n{r2, r
′
2}; r2> = máx{r2, r

′
2}; ν =

n

ω+

;

- En la región M+, entre la carga y el infinito, descartamos la función Iν(x) por ser
divergente en el infinito; en consecuencia

χ+ ∼ Kν(k r2); ν =
n

ω+

Expĺıcitamente

χ+
n (k, r2) =


Hn(k)

ω+
Kν(k r2) si r2 > r′2

Pn(k)

ω+
Iν(k r2) +

Wn(k)

ω+
Kν(k r2) si r+ < r2 < r′2

(75)

χ−n (k, r1) =
En(k)

ω+
Kλ(k r1); r− < r1 (76)

Seguimos el procedimiento habitual para despejar los cuatro coeficientes:

- Continuidad del campo en la thin shell :

χ+
n (k, r2)

∣∣∣
r2=r+

= χ−n (k, r1)
∣∣∣
r1=r−

⇒ Pn(k) Iν(k r+) +Wn(k)Kν(k r+) = En(k)Kλ(k r−) (77)

- Continuidad del campo en la posición de la carga:

χ+
n (kr2)

∣∣∣
r′+2

= χ+
n (kr2)

∣∣∣
r′−2

⇒ Hn(k)Kν(k r
′
2) = Pn(k) Iν(k r

′
2) +Wn(k)Kν(k r

′
2) (78)

- Discontinuidad en la derivada normal de la función radial en la thin shell :

∂χ+
n (kr2)

∂r2

∣∣∣
r2=r+

−
[
−∂χ

−
n (kr1)

∂r1

]
r1=r−

= −2 ξ κ χn(krs)

⇒
∂
[
Pn(k) Iν(kr2) +Wn(k)Kν(kr2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=r+

+
∂
[
En(k)Kλ(kr1)

]
∂r1

∣∣∣
r1=r−

= 2ξκ χn,k(k, rs)

(79)

siendo χn(k, rs) = χ+
n (k, r2)

∣∣∣
r2=r+

= χ−n (k, r1)
∣∣∣
r1=r−

por continuidad del campo en la

thin shell.

- Discontinuidad en la derivada normal de la función radial en la posición de la carga:
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∂χ+
n (k, r2)

∂r2

∣∣∣
r′+2

− ∂χ+
n (k, r2)

∂r2

∣∣∣
r′−2

= − 1

ω+ r′2

⇒
∂
[
Hn(k)Kν(kr2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=r′2

−
∂
[
Pn(k) Iν(kr2) +Wn(k)Kν(kr2)

]
∂r2

∣∣∣
r2=r′2

= − 1

ω+ r′2
(80)

Se obtienen los siguientes valores para los coeficientes:

Pn(k) = Kν(k r
′
2) (81)

Hn(k) = Iν(kr
′
2)−Kν(kr

′
2)

×
{

Iν(kr+)K ′λ(kr−) + I ′ν(kr+)Kλ(kr−) + 2ξκ Iν(kr+)Kλ(kr−)

K ′ν(kr+)Kλ(kr−) +Kν(kr+)K ′λ(kr−) + 2ξκKν(kr+)Kλ(kr−)

}
(82)

Wn(k) = −Kν(kr
′
2) ×

{
Iν(kr+)K ′λ(kr−) + I ′ν(kr+)Kλ(kr−) + 2ξκ Iν(kr+)Kλ(kr−)

K ′ν(kr+)Kλ(kr−) +Kν(kr+)K ′λ(kr−) + 2ξκ Kν(kr+)Kλ(kr−)

}
(83)

En(k) = Kν(kr
′
2)

×

{
Iν(kr+)

Kλ(kr−)
− Kν(kr+)

Kλ(kr−)

{
I ′ν(kr+)Kλ(kr−) + Iν(kr+)

[
K ′λ(kr−) + 2ξκKλ(kr−)

]}{
K ′ν(kr+)Kλ(kr−) +Kν(kr+)

[
K ′λ(kr−) + 2ξκKλ(kr−)

]}}

⇒ En(k) =
Iν(kr+)Kν(kr

′
2) +Wn(k)Kν(kr+)

Kλ(kr−)
(84)

Como ya hemos señalado, r′2 hace referencia a la posición de la carga mientras que
I ′ o K ′ indica la derivada de estas funciones repecto de la coordenada radial. Debido a
la simetŕıa del problema, los resultados anteriores son válidos también para el caso de
una carga colocada en la región M− haciendo los siguientes cambios:

ν → λ; λ→ ν; r′2 → r′1; r+ → r−; r− → r+;

***

3.4. Configuraciones de resonancia

Los denominadores de los coeficientes hallados en la sección anterior podŕıan anu-
larse para ciertos valores de la constante de acoplamiento ξ. Si eso ocurriese, el campo
(27) se haŕıa divergente para esos valores particulares de ξ a los que llamaremos valores
cŕıticos ξc.
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Para que los denominadores no se anulen el producto κξ debe ser negativo. En el
caso de los coeficientes (54) a (69) correspondientes a las Geometŕıas Tipo I, esto se
cumple siempre que κ sea negativa y ξ positiva o, inversamente, si κ es positiva y ξ
es negativa. Para los coeficientes (81) a (84) correspondientes a las Geometŕıas Tipo
II el valor de κ es siempre positivo, por lo que un valor ξ < 0 garantiza que no se
anule el denominador. Para cualquiera de las dos geometŕıas, si el producto κξ es posi-
tivo, existe la posibilidad de encontrar valores de k = kp para los cuales el campo diverge.

Si el integrando de alguno de los modos presenta un polo en kp > 0 esta divergencia
puede ser evitada cortando la integral en (kp±ε) con ε→ 0 ya que se cancelan las contri-
buciones a ambos lados de este ĺımite. Sin embargo, si el denominador en el coeficiente
se hace cero para k = 0 entonces, inevitablemente, tenemos un modo divergente. Para
encontrar estas últimas divergencias podemos examinar directamente el integrando para
cada modo en el ĺımite k → 0+. Por ejemplo, para las Geometŕıas Tipo I con la part́ıcula
en un punto r1 = r′1 de la región interior (figura 12) tenemos una solución interior y otra
exterior dadas por las ecuaciones (48) y (49). De estas expresiones podemos ver que

χin(k, r1)
∣∣∣
k→0+

−→ 1

2n

[(
r1<

r1>

)n/ωi
− ξ

(ξ − ξc)

(
r1r
′
1

r2
i

)n/ωi]

=
1

2n

[
1− ξ

(ξ − ξc)

(
r1>

ri

)2n/ωi
](

r1<

r1>

)n/ωi
para la solución interior y

χen(k, r2)
∣∣∣
k→0+

−→ − 1

2(ξ − ξc)(ωe − ωi)

(
r′1
ri

)n/ωi (re
r2

)n/ωe
para la solución exterior, donde el valor cŕıtico de la constante de acoplamiento para las
Geometŕıas Tipo I con carga en la región interior viene dado por la expresión

ξc =
n

κωiri
=

n

ρ(ri)κ
=

n

ωe − ωi
; n ∈ N (85)

Del mismo modo, para las Geometŕıas Tipo I pero con la part́ıcula en un punto
r2 = r′2 de la región exterior (figura 13) tenemos las soluciones (59) y (60). De estas
soluciones vemos que en el ĺımite para k → 0+ se verifica

χen(k, r2)
∣∣∣
k→0+

−→ 1

2n

[(
r2<

r2>

)n/ωe
− ξ

(ξ − ξc)

(
r2r
′
2

r2
e

)−n/ωe]

=
1

2n

[
1− ξ

(ξ − ξc)

(
re
r2<

)2n/ωe
](

r2<

r2>

)n/ωe
para la solución exterior y

χin

∣∣∣
k→0+

−→ − 1

2(ξ − ξc)(ωe − ωi)

(
r1

ri

)n/ωi (re
r′2

)n/ωe
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para la interior. Estos ĺımites muestran que existe una divergencia insoslayable para los
modos n ≥ 1 si la constante de acoplamiento adopta el valor

ξ = ξc =
n

ωe − ωi
; n ∈ N (86)

De (85) y (86) obtenemos el valor de la constante de acoplamiento que corresponde
a una configuración de resonancia para el modo n del campo escalar en las Geometŕıas
Tipo I. Para el modo n = 0 no existen valores de resonancia para la constante de aco-
plamiento ξ ya que el denominador de los coeficientes no se anula para k = 0.

En términos de la traza de la curvatura extŕınseca, para κ < 0 (cáscara de materia
ordinaria) se evitan los modos resonantes si la constante de acoplamiento toma valores

ξ > ξ
(n=1)
c = 1/(κωiri). Por ejemplo, supongamos un interior de Minkowski (ωi = 1) y

un exterior conico (ωe = 0, 5); de (12) y (7) obtenemos

ξ(n=1)
c =

1

κωiri
=

ρ(ri)

ωe − ωi
=

1

ωe − ωi
= −2 ⇒ ξ > −2 (87)

Si κ > 0 (cáscara de materia exótica) los acoplamientos ξ < ξ
(n=1)
c = 1/(κωiri)

aseguran que no se produzca un modo resonante. Por ejemplo, si ωi = 0, 5 y ωe = 1 se
obtiene

ξ(n=1)
c =

1

κωiri
=

1

ωe − ωi
= 2 ⇒ ξ < 2 (88)

Para el caso de un wormhole del tipo thin shell obteńıamos las soluciones radiales
(75) y (76). Tomando el ĺımite para k → 0+ en estas expresiones encontramos

χ+
n (k, r2)

∣∣∣
k→0+

−→ 1

2n

[(
r2<

r2>

)n/ω+

− ξ

(ξ − ξc)

(
r2r
′
2

(r+)2

)−n/ω+
]

=
1

2n

[
1− ξ

(ξ − ξc)

(
r+

r2<

)2n/ω+
](

r2<

r2>

)n/ω+

χ−n (k, r1)
∣∣∣
k→0+
−→ − 1

2(ξ − ξc)(ω+ + ω−)

(
r−
r1

)n/ω− (r+

r′2

)n/ω+

donde
ξc =

n

κω+r+

=
n

ρ(0)κ
=

n

ω+ + ω−
; n ∈ N (89)

Entonces hallamos modos resonantes para n ≥ 1 si la constante de acoplamiento adopta
los valores (89). Para evitar las divergencias la constante de acoplamiento debe tomar

valores ξ < ξ
(n=1)
c = 1/κω+r+. Por ejemplo, de (12) y (10), si ω+ = ω− = 1

ξ(n=1)
c =

1

κω+r+

=
1

ω+ + ω−
= 0,5 ⇒ ξ < 0,5 (90)

***
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3.5. Renormalización

Por simplicidad supondremos que el cuerpo de prueba es una part́ıcula puntual. Es-
ta suposición implica una complicación adicional ya que una carga puntual produce un
campo que diverge -es singular- sobre la ĺınea de universo de la part́ıcula. Se hace nece-
sario entonces encontrar una expresión para el campo que sea regular en la posición de
la carga pero que no modifique las condiciones f́ısicas sobre la misma.

Existen varios métodos de regularización. El que ha recibido la mejor justificación
f́ısica y matemática, y el más frecuentemente utilizado, es el presentado por Detweiler y
Whiting [22]. Consiste en descomponer el campo real Φ en sus partes regular y singular,
y sustraer la parte singular ΦS en el ĺımite de coincidencia en el que x tiende a x′:

ΦR = ĺım
x→x′

(Φ− ΦS)

El campo regular satisface la ecuación de campo homogénea y es continuo y diferenciable
en la posición de la part́ıcula. Una geometŕıa que no es globalmente plana actúa sobre
la parte regular del campo de la part́ıcula modificándola. Esta parte regular modificada
por la geometŕıa es la que da origen a la autofuerza. Dicho de otro modo, la autofuerza es
generada exclusivamente por la parte regular del campo, mientras que el único efecto de
la parte singular es contribuir a la inercia de la part́ıcula. La autofuerza renormalizada
se obtiene a partir del campo regular como [16] [77]

fα = q ĺımx→x′ ∇α(Φ− ΦS)

Antes de efectuar los cálculos que nos conducen a la expresión del campo renorma-
lizado explicaré brevemente el procedimiento a seguir. En primer lugar observamos que
la parte del campo que tiene en cuenta el acoplamiento con el escalar de curvatura, a
la que denominaremos Φξ, es regular en la posición de la carga ya que la singularidad
de R está concentrada en la cáscara. Por otro lado, dado que el escalar de curvatura
(11) es nulo en todas partes salvo sobre la thin-shell, 18 la ecuación de campo (18) en la
localización de la part́ıcula de prueba se reduce a

�Φ = −4πq
δ
(
~x− (~x)′

)√
g(3)

(91)

Esta ecuación debe resolverse para la métrica (6). Pero localmente esta métrica es
idéntica a la métrica de una cuerda cósmica recta infinitamente delgada. Por lo tanto,
localmente la solución que buscamos es idéntica a la solución de la ec. (91) en la métri-
ca de la cuerda cósmica (dejando por el momento de lado la parte de la solución Φξ que
corresponde a la shell). Esta solución, en su forma cerrada, ha sido formulada por S. A.
Fulling et al. [32] y la llamaremos Φω.

Como el campo escalar Φω es irregular en la posición de la carga, debemos renor-
malizarlo. Para eso recordamos que en el entorno de la carga siempre es posible escribir
el campo como la suma del campo irregular más un segundo término que es la solución

18Ver nota 10
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de la ecuación de campo homogénea. En particular, en el caso que estamos tratando
podemos escribir:

Φω = ΦIR
ω + ΦH

ω

donde, por ser solución de una ecuación homogénea, ΦH
ω es regular en la posición de la

carga. De modo que para hallar una solución -sin incluir la thin-shell por ahora- que sea
regular en la posición x′ de la carga basta con hacer la siguiente cuenta:

ΦH
ω

∣∣∣
x→x′

= ĺım
x→x′

[
Φω − ΦIR

ω

]
donde la operación se realiza en el ĺımite de coincidencia en el que x → x′ a lo largo
de la geodésica más corta que une ambos puntos. Como la métrica (6) es localmente
plana, salvo sobre la thin-shell, ΦIR

ω en la localización de la carga es el campo singular
en el espacio-tiempo de Minkowski, al que llamaremos ΦMink [3] [61]. Entonces podemos
escribir la última expresión como

ΦH
ω

∣∣∣
x→x′

= ĺım
x→x′

[
Φω − ΦMink

]
Esta solución fue hallada por Linet [61]:

Φren
ω = ĺım

x→x′

[
Φω − ΦMink

]
= ΦLinet

ω (92)

La expresión (92) nos da el campo renormalizado en la posición de la carga pero sin
tener en cuenta aún los efectos de la thin-shell.19 Finalmente, para construir el campo
regular total en la posición de la carga debemos agregar la solución Φξ que tiene en
cuenta estos efectos.

***

Como hemos adelantado, la solución de la ecuación (91) en la variedad cónica de una
cuerda recta infinitamente delgada, sin thin-shell, fue formulada por Fulling et al. [32] y
puede escribirse en forma cerrada como

Φω = 4πq G(m=0)
ω

donde G
(m=0)
ω es la función de Green para un campo escalar sin masa (m = 0) en la

variedad de una cuerda cósmica infinitamente delgada 20

G(m=0)
ω =

1

4π2
√

2rr′
×
∫ +∞

u

sinh(ζ/ω)ω−1dζ[
cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)

]
(cosh ζ − coshu)1/2

(93)

de modo que

Φω =
q

π
√

2rr′

∫ +∞

u

sinh(ζ/ω)ω−1dζ[
cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)

]
(cosh ζ − coshu)1/2

(94)

19Veremos más adelante que podemos obtener la solución de Minkowski ΦMink haciendo ω = 1 en
Φω ya que si hacemos ω = 1 en la métrica de la cuerda cósmica obtenemos la métrica de Minkowski.

20Señalamos la función de Green en el caso del campo escalar sin masa con el supeŕındice m = 0
para diferenciarla de la correspondiente función de Green para el campo escalar masivo, ec. (176), que
se verá en la segunda parte de la tesis.
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donde

coshu =
r2 + r′2 + (z − z′)2

2rr′
; u ≥ 0 (95)

Para hallar la solución regular en la localización de la carga debemos restarle el
campo singular. Para una part́ıcula estática en un espacio-tiempo estático este campo
se construye con la función de Green singular de Detweiler-Whiting en tres dimensiones
y en un entorno normal convexo de x′ [22]: 21

ΦS = 4πq GDW (x, x′)

que puede ser evaluada como [16] [77]

GDW (x, x′) =
1

4π

{
4√
2σ

+
1

2

∫ τadv

τret

V
(
x, x′(τ)

)
dτ

}
En la expresión anterior σ(x, x′) es la función del Universo de Synge, que es igual a la
mitad del cuadrado de la distancia geodésica entre x y x′ medida, en este caso, sobre una
geodésica tipo espacio. V (x, x′) es una función de dos puntos y τ es el tiempo propio,
siendo {τadv, τret} los tiempos propios dentro del entorno normal convexo de x que se
unen a x mediante rayos de luz. La integral es∫ τadv

τret

V
(
x, x′(τ)

)
dτ =

√
2σ

(
ξ − 1

6

)
R +O(σ)

El término 4 es el determinante de Van-Vleck Morette y puede desarrollarse como

41/2 = 1 +
1

12
Rαβσ

;ασ;β +O(σ3/2)

En las expresiones anteriores los términos O(σ)
√

2σ ∼ O(σ3/2) son irrelevantes para la
renormalización ya que se anulan en el ĺımite de coincidencia. Finalmente, a orden

√
σ

se obtiene la siguiente expresión para la función de Green singular en tres dimensiones

GS
3 (x, x′) =

1

4π

1

s

(
1 +

1

2
σα′a

α′ +O(s2)

)
siendo aα la tetra-aceleración y s la distancia geodésica tal que s2 = 2σ(x, x′). En función
de la métrica

GS
3 (x, x′) =

1

4π

1√
2σ

(
1 +

1

4

gt′t′,j′

gt′t′
+O(s2)

)
; j = 1, 2, 3

donde gt′t′,j′ = ∂gt′t′/∂x
j′ y j hace referencia a las componentes espaciales. Para la

métrica de Minkowski, la cuerda cósmica o el wormhole ciĺındrico, esta función “local”
se reduce a

GS
3 (x, x′) =

1

4π

1√
2σ(x, x′)

21El entorno normal convexo de x′ es el conjunto de puntos que se relacionan con x′ por medio de
una única geodésica [77].
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que en coordenadas ciĺındricas coincide con la función de Green singular del electromag-
netismo:

GS
3 (x, x′) =

1

4π

1

|r − r′|
de modo que el campo singular se expresa

ΦS = 4πq GS
3 (x, x′) =

q√
2σ

La forma cerrada de esta función se obtiene inmediatamente teniendo en cuenta que si
hacemos ω = 1 en la métrica de la cuerda cósmica obtenemos la métrica de Minkowski.
Por lo tanto la forma cerrada del campo singular puede obtenerse haciendo ω = 1 en la
expresión (94):

ΦS ≡ ΦMink = Φω=1 =
q

π
√

2rr′

∫ +∞

u

sinh(ζ) dζ[
cosh(ζ)− cos(θ − θ′)

]
(cosh ζ − coshu)1/2

(96)

Para restar el campo singular en el ĺımite de coincidencia calculamos el ĺımite para
x→ x′ en las expresiones (94), (95) y (96) y obtenemos:

ĺımx→x′ coshu = 1

⇒ ĺım
x→x′

Φω =
q

πr′
√

2

∫ +∞

u

sinh(ζ/ω)dζ

ω
[
cosh(ζ/ω)− 1

]
(cosh ζ − 1)1/2

(97)

y también

ĺım
x→x′

ΦMink =
q

πr′
√

2

∫ +∞

u

sinh(ζ) dζ[
cosh(ζ)− 1

]
(cosh ζ − 1)1/2

(98)

Introduciendo (97) y (98) en (92) obtenemos la expresión del campo renormalizado sin
thin-shell hallada por Linet [61]:

ΦLinet
ω (x′) =

q

2πr′

∫ +∞

u

{
sinh(ζ/ω)

ω
[
cosh(ζ/ω)− 1

] sinh ζ[
cosh ζ − 1

]} dζ(
sinh(ζ/2)

) (99)

Llamando

Lω =

∫ ∞
0

[
sinh(ζ/ω)

ω
[
cosh(ζ/ω)− 1

] − sinh ζ

cosh ζ − 1

]
dζ

sinh(ζ/2)
(100)

podemos escribir el campo renormalizado como:

Φren
ω = ΦLinet

ω =
q

2π

Lω
r′

(101)

Observamos que la autoenerǵıa U = q
2
Φren
ω para una part́ıcula escalar en una variedad

cónica coincide con la de la carga eléctrica [92] [94].

A continuación calcularemos el campo de la cáscara Φξ para cada uno de los casos
que hemos distinguido arriba. Más adelante lo sumaremos al campo renormalizado de
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Linet para encontrar el campo regular completo en la posición de la carga.

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior Mi (figura 12):

Para la región interior 0 < r1 < ri donde se encuentra la carga, la expresión (23) se
escribe

Φi(r1) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χin(k, r1)

donde an viene dado por la expresión (26) y donde, de (48), (54), (55) y (57), obtenemos

χin(k, r1) =


An(k)

ωi
Iλ(k r1) +

1

ωi
Iλ(k r1)Kλ(k r

′
1) si 0 < r1 < r′1

An(k)

ωi
Iλ(k r1) +

1

ωi
Iλ(k r

′
1)Kλ(k r1) si r′1 < r1 < ri

(102)

En la región donde se encuentra la carga separamos la solución en sus partes corres-
pondientes a la cuerda cósmica y a la cáscara:

χi = χωi + χξ

Como el acoplamiento con la curvatura en la cáscara está contenida en los coeficientes
que hemos calculado en las secciones 3.3.5 a 3.3.7, el término que contiene los efectos de
la thin-shell es [

χξn(k, r1)
]

(I)
=
An(k)

ωi
Iλ(k r1); 0 < r1 < ri (103)

y la parte del campo que corresponde a la thin-shell es entonces

Φξ
I(r1) =

4q

πωi

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
An(k) Iλ(k r1) (104)

que es regular en la posición de la carga x = x′. La parte correspondiente a la cuerda
cósmica es la que se caracteriza por la relación

χωi =
1

ωi
Iλ(k r1<)Kλ(k r1>); λ =

n

ωi

siendo r< (r>) el menor (mayor) entre r1 y r′1.

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior Me (figura 13):

En la región exterior re < r2 < ∞ donde se encuentra la carga, la expresión (23) se
escribe

Φe(r2) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χen(k, r2)

De (59), (65), (66) y (67) obtenemos

χ(e)
n (k, r2) =


1

ωe

[
Iν(k r2)Kν(k r

′
2) +B∗n Kν(k r2)

]
si re < r2 < r′2

1

ωe

[
Iν(k r

′
2)Kν(k r2) +B∗n Kν(k r2)

]
si r′2 < r2 <∞

(105)
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Por lo tanto la parte que contiene los efectos de la thin-shell es[
χξn(k, r2)

]
(I)

=
1

ωe
B∗n Kν(k r2); re < r2 <∞ (106)

de modo que

Φξ
I(r2) =

4q

πωe

∞∑
0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
B∗n(k)Kν(k r2) (107)

que es regular en la posición de la carga.

- Geometŕıas Tipo II con la carga en la región M+ (figura 14):

En la región r+ < r2 < +∞ donde se encuentra la carga, de (23) tenemos

Φ+(r2) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χ+
n (k, r2)

donde de (75), (81), (82) y (83) encontramos

χ+
n (k, r2) =


1

ω+

[
Iν(k r2)Kν(k r

′
2) +Wn(k)Kν(k r2)

]
si r+ < r2 < r′2

1

ω+

[
Iν(k r

′
2)Kν(k r2) +Wn(k)Kν(k r2)

]
si r′2 < r2 <∞

(108)

La parte que contiene los efectos de la thin-shell es[
χξn(k, r2)

]
(II)

=
1

ω+

Wn(k)Kν(k r2); 0 < r2 <∞ (109)

y el campo correspondiente queda

Φξ
II(r2) =

4q

πω+

∞∑
0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
Wn(k)Kν(k r2) (110)

***

3.6. Cálculo de la autofuerza

Una part́ıcula de prueba que se mueve libremente en un espacio-tiempo curvo sigue
una trayectoria geodésica. Sin embargo, si la part́ıcula transporta carga (escalar o eléctri-
ca), una geometŕıa que no sea globalmente plana actuará sobre su campo produciendo
una deformación de sus ĺıneas de fuerza. Dicho de otro modo, la curvatura modificará las
ĺıneas de fuerza del cuerpo cargado de tal manera que éstas ya no se distribuirán simétri-
camente a su alrededor. Como consecuencia el cuerpo experimentará una fuerza neta que
modificará su trayectoria: ya no se moverá como una part́ıcula libre sobre una geodésica
del espacio-tiempo de fondo. Este efecto se denomina autofuerza ya que las modifica-
ciones en la trayectoria del cuerpo son resultado de la “deformación” experimentada por
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el propio campo al situarse en un entorno que no es globalmente plano. 22 23

La autoenerǵıa es

Uself =
q

2
ΦR
∣∣∣
r=r′

donde
ΦR = ΦR

ω + Φξ

es el campo regular completo, Φξ es la parte del campo que tiene en cuenta el acoplamien-
to entre el campo y la curvatura y ΦR

ω es el campo regularizado de la carga en el espacio
tiempo de una cuerda cósmica infinitamente delgada. Como ya hemos adelantado, la
autofuerza radial se obtiene al derivar ΦR en la posición r′ de la carga:

f = q(∂rΦ
R)
∣∣∣
r′

De las expresiones (101), (104), (107) y (110) obtenemos las siguientes expresiones para
el campo regular completo y para la autofuerza:

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior Mi

ΦR
(I,i)(r, r

′) =
q

4π

Lωi
r′

(
2− ln r

r′

)
+

4q

πωi

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk An(k) Iλ(k r); r′ < ri (111)

f(I,i) = − q
2

4π

Lωi
r′2

+
4q2

πωi

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk An(k) I ′λ(k r
′); r′ < ri (112)

donde r = r1(r) y donde I ′ denota la derivada radial de la función I mientras que r′ es
la posición de la carga de prueba.

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior Me

ΦR
(I,e)(r2, r

′
2) =

q

4π

Lωe
r′2

(
2− lnr2(r)

r′2

)
+

4q

πωe

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk B∗n(k)Kν

(
k r2(r)

)
; r′ > ri

(113)

22El efecto es análogo a lo que ocurre cuando una carga eléctrica es colocada en las proximidades de
una placa metálica plana infinita y descargada. Las ĺıneas de fuerza de la carga original se modifican
por acción de la placa de tal manera que la carga experimenta una fuerza electrostática similar a la que
causaŕıa una carga gemela ubicada simétricamente respecto de la placa. Este fenómeno es la base del
método de las imágenes utilizado para calcular la carga inducida sobre una placa en electromagnetismo
y la fuerza sobre una carga colocada frente a la misma. Esta analoǵıa puede ir aún más lejos, lo que
nos ayudará a comprender el procedimiento aplicado en la sección 3.5. Si se aplica el método de las
imágenes para determinar la fuerza sobre una carga colocada frente a una placa descargada, plana e
infinita, dicha fuerza se obtiene multiplicando únicamente el campo de la carga imagen por la carga real.
En otras palabras, del campo total en la posición de la carga sólo se considera lo que resta al excluir el
campo de la propia carga, el cual es divergente en ese punto. Este procedimiento es similar al utilizado
en este trabajo donde hemos excluido el campo singular en la posición de la carga.

23En nuestro caso, por tratarse de una métrica cónica que es localmente plana, una carga de prueba
inicialmente en reposo no experimentará aceleración debida al campo gravitatorio, de modo que este
posible efecto no interfiere en los cálculos.
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f(I,e) = − q
2

4π

Lωe[
r2(r′)

]2 +
4q2

πωe

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk B∗n(k)K ′ν
(
k r2(r′)

)
; r′ > ri (114)

donde r2(r) = r − ri + re y donde K ′ denota la derivada radial de la función K. 24

- Geometŕıas Tipo II con la carga en la región M+

ΦR
(II)(r, r

′) =
q

4π

Lω+

r′2

(
2− lnr2(r)

r′2

)
+

4q

πω+

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk Wn(k)Kν

(
k r2(r)

)
(115)

f(II) = − q
2

4π

Lω+[
r′ + r+

]2 +
4q2

πω+

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

dk Wn(k)K ′ν
(
k (r′ + r+)

)
(116)

donde r2(r) = r + r+ y r′2 = r′ + r+. 25

***

3.7. Análisis de los resultados.

Se utilizó el programa MATHEMATICA para graficar la autofuerza sobre la part́ıcula
de prueba. Se analizaron tanto casos en los que la constante de acoplamiento ξ es posi-
tiva como negativa, ya que ambas situaciones presentan interés en el estudio de modelos
cosmológicos inflacionarios y también en modelos que intentan explicar la expansión
acelerada del Universo en teoŕıas de gravedad más allá de la Relatividad General [10]
[30] [45]. Los valores elegidos para la constante de acoplamiento se ajustan a las con-
clusiones de la sección 3.4. Algunos de los resultados expuestos en esta sección fueron
publicados en [112]. En la sección 3.8 compararemos los ejemplos analizados aqúı con el
caso electrostático y con los resultados obtenidos en otros trabajos.

GEOMETRÍAS TIPO I.

La autofuerza sobre la part́ıcula de prueba se graficó como
πr2i
4q2
f versus la posición

adimensional de la carga r/ri, para diferentes valores de la constante de acoplamiento
ξ. En todos los casos el valor r/ri = 1 corresponde a la ubicación de la thin-shell y el
centro de la sub-variedad interior se encuentra en r = 0. Se graficó la autofuerza para
thin-shells de materia ordinaria (κ < 0) y de materia exótica (κ > 0). El lado izquierdo
del gráfico (r/ri < 1) muestra la autofuerza sobre una carga de prueba ubicada en la
región interiorMi, mientras que el lado derecho (r/ri > 1) corresponde a una part́ıcula
ubicada en la región exterior Me. Sobre el lado derecho (izquierdo) del gráfico los valo-
res positivos (negativos) de las curvas próximas a la shell representan autofuerzas que
tienden a alejar a la part́ıcula de la cáscara mientras que valores negativos (positivos)

24Para la definición de las coordenadas ver nota 16.
25Para la definición de las coordenadas ver nota 17. En este caso trabajamos con agujeros de gusano

simétricos, de modo que sólo tenemos en cuenta una de las dos regiones exteriores asintóticamente
planas.
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corresponden a autofuerzas que tienden a acercarla.26 Sobre el lado izquierdo las curvas
negativas próximas a r = 0 indican una autofuerza que acerca la part́ıcula hacia el origen.

Acoplamiento mı́nimo ξ = 0.

Para comprobar que el programa arroja el resultado correcto en ausencia de agen-
tes que generen autofuerza se graficó el caso correspondiente al espacio-tiempo plano
(ωi = ωe = 1) sin acoplamiento (ξ = 0). Como era de esperar, el gráfico correspondiente
no indicó autofuerza alguna en ninguna de las dos sub-variedades ya que estamos frente
a una geometŕıa que es globalmente plana (figura 15). La comparación de este ejemplo
con cualquiera de los analizados más adelante, en los cuales las geometŕıas son local-
mente planas pero no lo son globalmente ya que una o ambas sub-variedades presentan
defecto de ángulo, ilustra la capacidad de la autofuerza de distinguir entre geometŕıas
que son localmente idénticas pero globalmente diferentes.

Figura 15: Geometŕıas tipo I, interior y exterior de Minkowski (ωi = ωe = 1) y acoplamiento mı́nimo

ξ = 0. En una geometŕıa que es globalmente plana no se registra autofuerza alguna ni en la región

interior ni en la exterior.

A continuación se analizaron casos en los que la sub-variedad interior Mi es plana
(ωi = 1) y la exterior Me es cónica (ωe < 1). Estos casos corresponden a una shell de
materia ordinaria caracterizada por un valor κ < 0 (figura 16 y figura 17, izquier-
da). En todos los casos se observa que la autofuerza se anula cuando r → 0 como era
de esperar dada la simetŕıa de la geometŕıa. Desde el punto de vista de las ecuaciones,
la anulación de la autofuerza se debe a que en una variedad minkowskiana el término
(100) se anula; por lo tanto el primer término en las expresiones (112) o (114) es cero.
Además, la autofuerza resulta ser atractiva hacia la shell localizada en r/ri = 1, tanto
si la carga de prueba se ubica en la sub-variedad interior como en la exterior. La auto-
fuerza atractiva es causada por el efecto de la “conicidad” de la sub-variedad exterior

26 En adelante llamaremos repulsivas a las autofuerzas que tienden a alejar a la part́ıcula de la shell
o de la singularidad en el origen, y atractivas a las autofuerzas que tienen el efecto contrario, aunque el
movimiento de la carga no es el resultado de fuerzas originadas en esos puntos.
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sobre el campo y se intensifica a medida que aumenta el defecto de ángulo (disminuye
ωe), como puede apreciarse a partir del cambio de escala. En la sub-variedad exterior
y en las proximidades de la shell la autofuerza es también divergente y atractiva. Es
interesante observar que una carga de prueba colocada en la región interior plana ex-
perimentará igualmente una autofuerza que crecerá desde cero en r = 0 hasta hacerse
divergente y atractiva cuando r → r−i ; es decir que la carga ubicada en la región interior
plana experimentará los efectos de la “conicidad” de la región exterior y sus ĺıneas de
fuerza se deformarán al cambiar el defecto de ángulo entre las dos sub-variedades. Estos
hechos ilustran la posibilidad de discernir las propiedades globales de la geometŕıa a
partir de la autofuerza que experimenta la part́ıcula de prueba.

Figura 16: Geometŕıa Tipo I correspondiente a un interior de Minkowski (ωi = 1) y un exterior cónico

(ωe = 0,9). La conicidad de la sub-variedad exterior se ha exagerado.

La figura 17, derecha, muestra gráficos correspondientes a una cáscara de mate-
ria ordinaria donde ambas sub-variedades son cónicas (ωi = 0, 9; ωe < 1; ωi >
ωe; κ < 0). En el interior se observa atracción tanto hacia la cáscara como hacia el
origen r = 0. Este último efecto es producido por la conicidad de la sub-variedad Mi.
A medida que aumenta el defecto de ángulo exterior manteniendo constante el interior
se observa que el punto de equilibrio entre la atracción hacia la cáscara y hacia el origen
se desplaza hacia r = 0; esto indica que el efecto atractivo hacia la cáscara aumenta
debido al incremento en el defecto de ángulo exterior. En la sub-variedad exterior la
autofuerza presenta cualitativamente el mismo comportamiento que en el caso anterior,
pero aumenta la intensidad cerca de la shell debido al efecto combinado de los defectos
de ángulo exterior e interior.

Invirtiendo los valores de ω, se analizaron casos en los que el exterior es plano (ωe = 1)
mientras que el interior es cónico (ωi < 1) correspondientes a una cáscara de materia
exótica (κ > 0) (figura 18 y figura 19 izquierda). Tanto en la sub-variedad interior
como en la exterior se aprecia una autofuerza repulsiva y divergente desde la cáscara.
En la sub-variedad interior la autofuerza es negativa en toda la la región indicando una
atracción hacia la singularidad localizada en el eje del cono r = 0. Según se aprecia en
el cambio de la escala, la intensidad de la autofuerza aumenta a medida que aumenta
el defecto de ángulo en la sub-variedad interior. En las situaciones correspondientes a
cáscaras de materia exótica en las que ambas sub-variedades presentan defecto de ángulo
(figura 19, derecha) los resultados observados son muy parecidos, aunque la autofuerza
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Figura 17: Geometŕıas tipo I con acoplamiento mı́nimo ξ = 0 correspondientes a una cáscara de

materia ordinaria caracterizada por κ < 0. Izquierda: Sub-variedad interiorMi minkowskiana (ωi = 1)

y sub-variedad exterior Me cónica (ωe < 1); tanto en el interior como en el exterior la autofuerza

es atractiva hacia la shell localizada en r/ri = 1 y se intensifica a medida que aumenta el defecto

de ángulo, como puede apreciarse a partir del cambio de escala. Derecha: Sub-variedades interior y

exterior cónicas; el valor de ωi = 0, 9 se mantiene constante mientras que ωe se hace decreciente; en la

sub-variedad interior se observa atracción tanto hacia la shell como hacia el origen (r = 0); a medida

que aumenta el defecto de ángulo en la región exterior el punto de equilibrio entre la atracción hacia

la cáscara y hacia el origen se desplaza hacia r = 0, señalando que el “alcance” de la fuerza atractiva

hacia la shell es mayor.

es ligeramente más intensa.

En conclusión cuando ξ = 0 el término de acoplamiento ξRΦ en el lagrangiano (15)
es nulo; por lo tanto el campo no se acopla a la curvatura localizada en la shell. En este
caso la autofuerza se debe exclusivamente a la acción de la conicidad de la geometŕıa
sobre el campo. Cuando ambas sub-variedades tienen diferente defecto de ángulo la co-
nicidad cambia a la altura de la shell, y este cambio introduce una deformacion adicional
en las ĺıneas de fuerza. En el caso de una cáscara de materia ordinaria se genera una
autofuerza “atractiva” que se hace divergente cuando r → ri, mientras que en el caso de
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Figura 18: Geometŕıa Tipo I correspondiente a un interior cónico (ωe = 0,9) y un exterior de Minkowski

(ωi = 1). La conicidad de la sub-variedad interior se ha exagerado.

Figura 19: Geometŕıas tipo I con acoplamiento mı́nimo ξ = 0 y cáscara de materia exótica κ >

0. Izquierda: sub-variedad interior cónica (ωi < 1) y exterior minkowskiano (ωe = 1); tanto en el

interior como en el exterior se observa una autofuerza repulsiva y divergente desde la cáscara; en la

sub-variedad interior la autofuerza es negativa en toda la región indicando una atracción hacia la

singularidad localizada en r = 0; según se aprecia en el cambio de escala, la intensidad de la autofuerza

aumenta al aumentar el defecto de ángulo interior. Derecha: sub-variedades exterior e interior cónicas;

el valor de ωe = 0,9 se mantiene constante; los resultados son similares al caso graficado a la izquierda,

aunque la autofuerza es ligeramente más intensa.
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una thin-shell de materia exótica se genera una autofuerza también divergente pero “re-
pulsiva” desde la shell. Cuando el interior es cónico se observa además una “atracción”
hacia la singularidad en r = 0. En todos los casos la autofuerza se hace más intensa a
medida que aumenta el valor del defecto de ángulo.

Acoplamiento no mı́nimo ξ 6= 0

En todos los casos los valores de la constante de acoplamiento fueron elegidos dentro
del dominio de estabilidad (ver sección 3.4). Como antes, para comprobar que el pro-
grama arroja el resultado correcto en ausencia de agentes que generen autofuerza, se lo
corrió para el caso ωi = ωe = 1 obteniéndose una autofuerza nula para cualquier valor
de ξ. 27

En la figura 20 se presentan ejemplos en los que que el interior es minkowskiano
(ωi = 1) y el exterior es cónico (ωe = 0, 5), correspondientes a una cáscara de mate-
ria ordinaria (κ < 0). Para este caso las constantes de acoplamiento elegidas satisfacen

la condicion ξ > ξ
(n=1)
c = −2 (ver ecuación (87)). Como ya hemos visto, dado que el

término (100) es nulo en una variedad minkowskiana, entonces la autofuerza se anula
para r → 0 en todos los casos. En las proximidades de la shell, tanto en el interior como
en el exterior, la autofuerza es siempre divergente, siendo atractiva o repulsiva según
cuál sea el valor de la constante de acoplamiento: la fuerza inicialmente atractiva hacia
la cáscara disminuye a medida que ξ crece; cuando ξ = 1/4 el signo de la autofuerza se
invierte, haciéndose repulsiva desde la cáscara. Este efecto se verifica tanto en el inte-
rior como en el exterior y la fuerza repulsiva se hace más intensa al aumentar ξ. En el
exterior (figura inferior) la autofuerza es asintóticamente atractiva para cualquier valor
de la constante de acoplamiento, debido al término dominante ∼ Lωer

−2 en la ecuación
(114).

Cuando la cáscara es de materia ordinaria (κ < 0) pero tanto el interior como
el exterior presentan defecto de ángulo (ωi < 1;ωe < 1) aparece en el interior una au-
tofuerza atractiva hacia la singularidad ubicada en r = 0. Para cualquier valor de la
constante de acoplamiento ξ < 1/4, incluyendo valores negativos, se verifica además una
autofuerza atractiva hacia la cáscara en el interior y en el exterior, que se transforma en
repulsiva cuando ξ ≥ 1/4. La intensidad de la autofuerza repulsiva crece al aumentar el
valor de la constante de acoplamiento. En el exterior y a grandes distancias de la cáscara
la autofuerza es atractiva. (Figura 21). 28

La figura 22 muestra los gráficos obtenidos para una sub-variedad exterior minkows-
kiana (ωe = 1) y una interior con defecto de ángulo ωi = 0, 5 correspondiente a una
cáscara de materia exótica (κ > 0 ). Los valores de la constante de acoplamien-

to se encuentran dentro de la zona de establidad ξ < ξ
(n=1)
c = 2 (ver ecuación (88)).

En la región interior, para r → 0, la autofuerza es divergente y atractiva hacia la sin-
gularidad. En las proximidades de la shell la autofuerza es siempre divergente, pero su
comportamiento depende del valor de la constante de acoplamiento. Para valores ξ < 1/4

27En este caso si bien ξ 6= 0 el escalar de Ricci es nulo ya que κ = 0.
28Los valores de la constante de acoplamiento de la figura 21 se ajustan a lo estipulado en la sección

3.4: ξ > ξ
(n=1)
c = 1/(κωiri) = 1/(ωe − ωi)⇒ ξ > −2, 5.
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Figura 20: Geometŕıas tipo I; interior de Minkowski ωi = 1; exterior con defecto de ángulo ωe = 1/2;

cáscara de materia ordinaria κ < 0. Figura superior: en todos los casos la autofuerza se anula cuando

r → 0; en las proximidades de la shell la autofuerza es divergente e invierte su signo cuando ξ = 1/4.

Figura inferior: el comportamiento asintótico de la autofuerza es siempre atractivo independientemente

del valor de la constante de acoplamiento.

y suficientemente cerca de la shell la autofuerza es repulsiva y divergente tanto en la
región interior como en la exterior. Para ξ > 1/4 y en las cercańıas de la cáscara la
autofuerza es atractiva. En la región exterior minkowskiana la expresión (100) se anula;
suficientemente lejos de la shell la autofuerza se hace repulsiva para cualquier valor de
ξ (figura 22 inferior). Para una cáscara de materia exótica y en el caso en el que am-
bas sub-variedades son cónicas los resultados son muy parecidos con la salvedad de que
asintóticamente la autofuerza es atractiva en el exterior (figura 23). 29

Según se desprende de los ejemplos que acabamos de analizar, la constante de aco-
plamiento actúa cambiando el signo de la autofuerza en las proximidades de la cáscara
ubicada en r/ri = 1, pero no afecta el signo de la autofuerza desde la singularidad

29Los valores de la constante de acoplamiento de la figura 23 se ajustan a lo estipulado en la sección

3.4: ξ < ξ
(n=1)
c = 1/(κωiri) = 1/(ωe − ωi)⇒ ξ < 5.
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Figura 21: Geometŕıas tipo I; interior y exterior con defecto de ángulo: ωi = 9/10;ωe = 1/2; cáscara

de materia ordinaria κ < 0. En la región interior la autofuerza es siempre atractiva hacia la singularidad

ubicada en r = 0; para valores de la constante de acoplamiento ξ < 1/4 se verifica además una autofuerza

atractiva hacia la cáscara en el interior y en el exterior, que se transforma en repulsiva cuando ξ ≥ 1/4.

El comportamiento asintótico de la autofuerza en la región exterior es atractivo; no se muestra en los

gráficos.

ubicada en r = 0. La cantidad ξ = 1/4 puede entenderse entonces como el valor de la
constante de acoplamiento que cancela el efecto atractivo (repulsivo) de la thin-shell de
materia ordinaria (exótica). En cuanto al comportamiento asintótico de la autofuerza,
resulta ser independiente del valor que adopta ξ dependiendo exclusivamente de la co-
nicidad de las sub-variedades interior y exterior: en las sub-variedades minkowskianas
la fuerza es asitóticamente repulsiva mientras que en las sub-variedades con defecto de
ángulo es asintóticamente atractiva.

GEOMETRÍAS TIPO II.

La autofuerza sobre la part́ıcula de prueba se graficó como
πr20
4q2
f versus la posición

adimensional de la carga r/r0. En todos los casos el valor r = 0 corresponde al origen de
coordenadas donde se ubica la garganta infinitamente delgada de radio r0 = r+ = r−,
como indican las figuras 9 y 14. El lado izquierdo del gráfico (r/r0 < 0) muestra la
autofuerza sobre una carga de prueba ubicada en la región M−, mientras que el lado
derecho (r/r0 > 0) corresponde a una part́ıcula ubicada en la región M+. Sobre el lado
derecho (izquierdo) del gráfico los valores positivos (negativos) de las curvas representan
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Figura 22: Geometŕıas tipo I; interior con defecto de ángulo ωe = 1/2 y exterior de Minkowski ωi = 1;

cáscara de materia exótica κ > 0. Figura superior: para r → 0 la autofuerza es divergente y atractiva

hacia la singularidad; para valores ξ < 1/4 y suficientemente cerca de la shell la autofuerza es repulsiva

y divergente mientras que para ξ > 1/4 y en las cercańıas de la cáscara es atractiva. La figura inferior

muestra el comportamiento asintótico de la autofuerza; ésta es siempre repulsiva independientemente

del valor de ξ.

autofuerzas repulsivas mientras que valores negativos (positivos) corresponden a auto-
fuerzas atractivas. En el caso de wormholes simétricos respecto de la garganta sólo se
graficó la región r/r0 > 0 correspondiente a una part́ıcula ubicada en la región M+.

Acoplamiento mı́nimo ξ = 0.

En primer lugar se analizó la autofuerza para una geometŕıa Tipo II sin defecto de
ángulo (ω+ = ω− = 1). Este ejemplo corresponde a un agujero de gusano simétrico tal
que en la garganta se unen dos sub-variedades minkowskianas. Para este tipo de geo-
metŕıa la expresión (100) se anula de modo que el primer término en (116) es cero. Como
consecuencia, aparecerá una fuerza repulsiva desde la garganta de materia exótica para
cualquier valor de la constante de acoplamiento ξ. 30

30 En toda geometŕıa de agujero de gusano la shell es de materia exótica. En particular en este
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Figura 23: Geometŕıas Tipo I, cáscara de materia exótica κ > 0. Exterior e interior con defecto de

ángulo: ωe = 9/10;ωi = 7/10. Para valores ξ < 1/4 y suficientemente cerca de la shell la autofuerza

es repulsiva y divergente mientras que para ξ > 1/4 es atractiva. Independientemente del valor de ξ

asintóticamente la autofuerza es siempre atractiva en la región exterior.

En particular, el caso ξ = 0 es un ejemplo interesante ya que permite comprender los
efectos que genera la presencia de la garganta sobre la carga de prueba. Como se observa

caso el wormhole conecta dos espacio-tiempos de Minkowski, de modo que la traza del salto del tensor
K±αβ sobre la shell es positiva: κ > 0; esto corresponde a una cáscara de materia exótica con densidad
superficial σ < 0.
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en la figura 24, en las proximidades de la garganta la autofuerza es repulsiva, y diverge
cuando r → 0 en ambas regiones. Es decir que la topoloǵıa no trivial del espacio tiempo
genera una autofuerza sobre la carga aunque no exista ningún otro agente. 31 Resulta
instructivo compararlo con el caso análogo para las geometŕıas tipo I (figura 15) donde,
al no haber una garganta, la carga no experimenta autofuerza alguna.

Figura 24: Geometŕıas tipo II, espacio tiempo de Minkowski a ambos lados de la garganta: ω− = ω+ =

1. Acoplamiento mı́nimo ξ = 0. Comparar con el caso análogo para las geometŕıas tipo I presentado en

la figura 15.

A continuación se estudiaron casos en los que no hay acoplamiento (ξ = 0) y una de
las dos variedades es minkowskiana mientras que se aumenta el defecto de ángulo en la
otra. En este caso la autofuerza es producto de dos efectos combinados de la geometŕıa
sobre el campo: por un lado el efecto de la topoloǵıa no trivial de la garganta, que causa
repulsión desde la misma; y por el otro, la acción de la “conicidad” (defecto de ángulo)
en una de las dos variedades, lo que genera una autofuerza asintóticamente atractiva.
En la figura 25 el lado izquierdo corresponde a una sub-variedad minkowskiana mientras
que el lado derecho se refiere a una sub-variedad en la que se aumenta progresivamente
el defecto de ángulo. En las proximidades de la garganta la fuerza es siempre repulsiva y
diverge cuando r → 0. En la sub-variedad de la derecha y suficientemente lejos de la gar-
ganta prevalece el efecto de la “conicidad” de modo que la autofuerza se hace atractiva.
Como era de esperar, el punto de equilibrio entre la atracción asintótica y la repulsión
desde la garganta se desplaza hacia r=0 al aumentar el defecto de ángulo, indicando
que la atracción se hace más intensa y, por lo tanto, neutraliza la repulsión más cerca
de la garganta. La sub-variedad de la izquierda, aún siendo un espacio-tiempo plano,
recibe la influencia de la regiónM+; la autofuerza es repulsiva en todo el espacio-tiempo
pero al aumentar el defecto de ángulo en M+ la repulsión disminuye progresivamente
su alcance de modo que la curva tiende a cero más rápidamente.

La situación correspondiente a un agujero de gusano asimétrico formado por dos

31Este fenómeno se puede entender a partir de la configuración geométrica de las ĺıneas de fuerza que
parten de la carga. Si el espacio-tiempo es globalmente plano las ĺıneas de fuerza tienen una distribución
simétrica en torno a la carga. Pero si el espacio-tiempo es localmente plano pero no lo es globalmente,
como en el caso presente, entonces las ĺıneas de fuerza no tienen una distribución simétrica ya que
algunas de ellas son ˝tragadas˝ por la garganta del wormhole. El efecto es mucho más notable cerca de
la garganta que lejos de ella, puesto que en las proximidades de la garganta es mayor la cantidad de
ĺıneas que se ven afectadas.
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Figura 25: Geometŕıas Tipo II, acoplamiento mı́nimo ξ = 0. En los tres gráficos a la izquierda de la

garganta se representa una sub-variedad minkowskiana ω− = 1. En la sub-variedad a la derecha de la

garganta el defecto de ángulo aumenta progesivamente. En las proximidades de la garganta la fuerza

es siempre repulsiva y diverge cuando r → 0. En la sub-variedad de la derecha y suficientemente lejos

de la garganta prevalece el efecto de la “conicidad” de modo que la autofuerza se hace atractiva. El

punto de equilibrio entre la atracción asintótica y la repulsión desde la garganta se desplaza hacia r=0

al aumentar el defecto de ángulo, lo que indica que el efecto repulsivo es neutralizado más cerca de la

garganta.

regiones con diferente defecto de ángulo se analiza en la figura 26. En el ejemplo se
mantuvo constante el valor del defecto de ángulo en la sub-variedad a la derecha de la
garganta, mientras que se fue aumentando en la sub-variedad a la izquierda. Como resul-
tado, en la región a la derecha la autofuerza atractiva aumenta su rango de acción de tal
manera que el punto de equilibrio entre la fuerza asintóticamente atractiva y la fuerza
repulsiva se va acercando progresivamente a la garganta. La autofuerza asintóticamente
atractiva es más marcada en la sub-variedad que presenta mayor defecto de ángulo.
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Figura 26: Geometŕıas Tipo II, acoplamiento mı́nimo ξ = 0. En la sub-variedad a la derecha de la

garganta el defecto de ángulo se mantiene constante ( ω+ = 0, 03125) mientras que aumenta progresi-

vamente en la sub-variedad a la izquierda de la garganta. En la sub-variedad a la derecha la autofuerza

atractiva aumenta su rango de acción de tal manera que el punto de equilibrio entre la fuerza asintóti-

camente atractiva y la fuerza repulsiva se va acercando progresivamente a la garganta.

Acoplamiento no mı́nimo ξ 6= 0.

En la figura 27 se muestra el comportamiento de la autofuerza en el caso de un agu-
jero de gusano ciĺındrico simétrico de Minkowski (ω+ = ω− = 1) para diferentes valores
de la constante de acoplamiento. Para esta geometŕıa el primer término de la expresión
(116) es cero. Por lo tanto la autofuerza en ambas sub-variedades se debe a dos efectos
combinados: la acción de la topoloǵıa no trivial de la garganta sobre el campo y el aco-
plamiento con el escalar de curvatura.

Como hemos visto en la sección 3.4, en el caso de un agujero de gusano ciĺındrico y
simétrico de Minkowski aparecen configuraciones cŕıticas cuando el acoplamiento adopta
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los valores ξc
(n) = n/(ω+ + ω−) = n/2, n ∈ N. En particular, para el modo n = 1 la

autofuerza se hace divergente si ξc
(n) = 1/2. Dentro del dominio de estabilidad ξ < 1/2

(ecuación (90)), la autofuerza vaŕıa suavemente salvo para el valor ξ = 1/4 donde se
produce un cambio cualitativo. Las inestabilidades se repiten para ξc

(n) = n/2, mientras
que dentro de los intervalos sucesivos n/2 < ξ < (n+1)/2 el comportamiento cualitativo
de la autofuerza es similar al que presenta cuando ξ cae en el rango 1/4 < ξ < 1/2. El
gráfico inferior de la figura 27 muestra los resultados para acoplamientos dentro de este
rango y también para el siguiente intervalo, 1/2 < ξ < 1.

Según se observa en el gráfico superior, para ξ < 0 el comportamiento es similar al
observado en ausencia de acoplamiento (figura 24) y la repulsión aumenta con valores
decrecientes de ξ. Para acoplamientos en el rango 0 < ξ < 1/4 la autofuerza es repulsiva
en las proximidades de la garganta; luego se hace atractiva dentro de una rango finito
de distancias, pero se hace nuevamente repulsiva a grandes distancias.

Inversamente, para acoplamientos ξ > 1/4 el comportamiento en las proximidades
de la garganta se invierte de modo que la part́ıcula es atráıda hacia la shell haciéndose
divergente en el ĺımite r → 0, como se observa en la gráfica inferior de la figura 27.
Más allá del comportamiento diferente cerca de la garganta, para ξ > 1/4 la autofuerza
es asintóticamente repulsiva. Esta repulsión está asociada al salto positivo κ > 0 en el
tensor de curvatura extŕınseca y a la topoloǵıa no trivial en este espacio-tiempo.

En las figuras 28 y 29 se analizan los tres efectos combinados: la acción que la topo-
loǵıa no trivial de la garganta y las sub-variedades con defecto de ángulo ejercen sobre
el campo a lo que se suma el acoplamiento con el escalar de Ricci. Como hemos visto,
el efecto de la topoloǵıa es una repulsión pura desde la garganta del wormhole mientras
que el acoplamiento no nulo causa una autofuerza atractiva en sus proximidades. El
efecto de la “conicidad” es una autofuerza atractiva que opera a grandes distancias de la
garganta pero se manifiesta cada vez más cerca de ella al aumentar el defecto de ángulo.
La autofuerza resultante cambia de signo en las proximidades de la shell para el valor
ξ = 1/4 de la constante de acoplamiento.

La figura 28 corresponde a un wormhole simétrico con defecto de ángulo ω+ = ω− =
2/3. Se grafica la autofuerza únicamente para valores de la constante de acoplamiento
inferiores a ξ = 1/4. En todos los casos en las proximidades de la shell predomina la
repulsión desde la garganta, pero un poco más lejos es apantallada por efecto del aco-
plamiento, tornándose atractiva. Asintóticamente la autofuerza es siempre atractiva.

En la figura 29 se grafica la autofuerza para un agujero de gusano no simétrico en
el que la sub-variedad de la izquierda (parte inferior en cada gráfico) es siempre una
espacio-tiempo de Minkowski (ω− = 1) mientras que el defecto de ángulo en la sub-
variedad a la derecha (parte superior de cada gráfico) vaŕıa. Los valores de la constante
de acoplamiento se ajustan a las conclusiones de la sección 3.4. Tal como puede apre-
ciarse a partir del cambio de escala, para un valor dado de la constante de acoplamiento
el aumento progresivo del defecto de ángulo incrementa la intensidad de la autofuerza
sobre la variedad minkowskiana, cualquiera sea su signo. Para un valor determinado de
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Figura 27: Autofuerza en geometŕıas Tipo II con acoplamiento no nulo correspondientes a un wormhole

simétrico de Minkowski. Gráfico superior: acoplamientos ξ < 1/4; para ξ < 0 el comportamiento es

similar al de la figura 24; para 0 < ξ < 1/4 la autofuerza es repulsiva en las proximidades de la garganta,

luego se hace atractiva y a grandes distancias es nuevamente repulsiva. Gráfico inferior: acoplamientos

en los intervalos 1/4 < ξ < 1/2 y 1/2 < ξ < 1; para ξ > 1/4 la part́ıcula es atráıda hacia la shell en sus

proximidades, pero la autofuerza es asintóticamente repulsiva. Observar que la autofuerza es siempre

asintóticamente repulsiva independientemente del valor de ξ.

ω+ y para valores ξ < 1/4 el incremento en la constante de acoplamiento apantalla la
repulsión desde la garganta generando una fuerza atractiva a cortas distancias. El apan-
tallamiento se verifica cada vez más cerca de la garganta a medida que aumenta el valor
de ξ. En torno al valor ξ = 1/4 y cerca de la garganta la autofuerza invierte su signo
en ambas sub-variedades. En la sub-variedad de la derecha la autofuerza es atractiva
cerca de la cáscara, se torna repulsiva en la región intermedia, y se hace asintóticamen-
te atractiva debido al defecto de ángulo de esta sub-variedad; efecto que, como era de
esperar, se hace más notable al aumentar el valor de ω.

CONCLUSIONES DE LOS GRÁFICOS

En cualquiera de los ejemplos estudiados se observan cambios suaves en los gráficos
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Figura 28: Gráficos de autofuerza para geometŕıas Tipo II, con acoplamiento no nulo, correspondientes

a un agujero de gusano simétrico tal que ω+ = ω− = 2/3. El gráfico superior corresponde a valores de

la constante de acoplamiento ξ ≤ 0; el inferior, a constantes de acoplamiento en el rango 0 < ξ < 1/4.

Asintóticamente la autofuerza es atractiva.

de autofuerza siempre que la constante de acoplamiento adopte valores dentro del co-
rrespondiente dominio de estabilidad, con excepción del cambio observado para ξ = 1/4.

En las geometŕıas Tipo I, si el interior es minkowskiano no se manifiesta fuerza
alguna hacia el origen r → 0. Esto puede entenderse desde la ecuaciones como debido a
la ausencia del término (100) en (112) o (114). Desde un punto de vista más intuitivo,
puede entenderse como la ausencia de una “punta de cono” (singularidad en r = 0) que
distorsione las ĺıneas de fuerza en la variedad interior. Pero si el interior presenta defecto
de ángulo entonces siempre aparece una fuerza atractiva hacia el origen.
Según se trate de una cáscara de materia ordinaria o exótica, la part́ıcula experimen-
tará una autofuerza que, respectivamente, la acercará o la alejará de la shell. Pero la
constante de acoplamiento actuará invirtiendo el signo de esta autofuerza en las proxi-
midades de la shell cuando ξ = 1/4.
Si bien la constante de acoplamiento actúa invirtiendo el signo de la autofuerza desde o
hacia la shell, no afecta el signo de la autofuerza hacia r = 0 que es siempre atractiva
cuando la variedad interior es cónica. Tampoco afecta el comportamiento asintótico de
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Figura 29: Gráficos de autofuerza para geometŕıas Tipo II con acoplamiento no nulo. En cada gráfico

la sub-variedad de la izquierda (parte inferior de cada gráfico) es minkowskiana (ω− = 1) y la sub-

variedad de la derecha (parte superior de cada grafico) tiene defecto de ángulo. El defecto de ángulo

y la escala crecen hacia la derecha de la figura mientras que el valor de la constante de acoplamiento

crece hacia la parte superior. Para ξ = 1/4 la autofuerza se anula y cambia de signo.
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la autofuerza en la región exterior, el cual depende exclusivamente de la “conicidad” de
esta sub-variedad: si se trata de una sub-variedad cónica la autofuerza es asintóticamen-
te atractiva mientras que si la región exterior es minkowskiana la autofuerza a grandes
distancias es repulsiva.
Cualquiera sea su signo, la intensidad de la autofuerza aumenta cuando aumenta el de-
fecto de ángulo y cuando aumenta el valor de la constante de acoplamiento.

En las geometŕıas Tipo II , si ambas variedades son minkowskianas y el acopla-
miento es mı́nimo encontramos que la topoloǵıa no trivial de la geometŕıa global induce
una autofuerza en una part́ıcula ubicada en una región localmente plana. Esta auto-
fuerza tiende a alejar a la part́ıcula de la garganta, actuando como una fuerza repulsiva
desde r = 0. Podemos entender esta autofuerza como consecuencia de la deformación de
las ĺıneas de fuerza que atraviesan la garganta del wormhole.
En el caso de sub-variedades no minkowskianas, el efecto de la “conicidad” se suma al
de la topoloǵıa no trivial generando una autofuerza atractiva que se manifiesta cada vez
más cerca de la garganta a medida que aumenta el defecto de ángulo.
Del mismo modo que ocurre en las geometŕıas Tipo I, la constante de acoplamiento actúa
invirtiendo el signo de la autofuerza en las cercańıas de la garganta cuando ξ = 1/4 mien-
tras que el comportamiento asintótico depende de la conicidad y es independiente del
valor que adopte ξ. La intensidad de la autofuerza aumenta cuando aumenta el defecto
de ángulo y cuando aumenta el valor de ξ.

3.8. Conclusión de la primera parte y comentarios.

Hemos analizado la autofuerza que aparece cuando un campo escalar sin masa ge-
nerado por una part́ıcula puntual es modificado por la geometŕıa del espacio-tiempo en
el que la part́ıcula se localiza. Hemos trabajado con dos tipos diferentes de geometŕıa,
ambas construidas uniendo dos sub-variedades cónicas mediante el formalismo de thin-
shells. Una de estas geometŕıas, a la que hemos llamado Tipo I, posee una sola región
asintótica y un interior centrado en una singularidad. La otra geometŕıa, denominada
aqúı como Tipo II, posee dos regiones asintóticas y corresponde a un agujero de gusano
de thin-shell. Para hallar la autofuerza hemos resuelto la ecuación de campo en ambas
geometŕıas para el caso de un campo estático y tratando a la singularidad que conec-
ta las dos sub-variedades como una condición de contorno en el sitio de unión. Hemos
considerado diferentes ubicaciones posibles de la part́ıcula respecto de esta singularidad.
Solicitando la continuidad del campo en la posición de la cáscara y de la part́ıcula y su
no divergencia en el origen y en el infinito se han impuesto, además, ciertas restricciones
sobre las funciones de Bessel. El procedimiento nos ha conducido a la obtención de una
serie de coeficientes dentro de los cuales se encuentra contenido el acoplamiento entre el
campo y la curvatura. Para estos coeficientes hemos hallado modos de resonancia, lo que
nos ha llevado a determinar zonas de estabilidad dentro de las cuales estos coeficientes
no producen divergencias. Por tratarse de una carga puntual, hemos debido renormalizar
el campo para extraer su parte singular aplicando el método de Detweiler y Whiting.
Finalmente hemos graficado los resultados para poder estudiar el comportamiento de la
autofuerza.
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Antes de cerrar esta primera parte incluiremos algunos comentarios y algunas com-
paraciones con otros trabajos.

Los resultados obtenidos para el caso de un campo escalar sin masa son diferentes
a los que se han encontrado en el caso de cargas eléctricas ubicadas en estas mismas
geometŕıas [92] [93] [94]. En la figura 30 se comparan los gráficos de autofuerza para un
campo escalar con acoplamiento mı́nimo (izquierda) y un campo electrostático (derecha)
en el caso de geometŕıas Tipo I y para los mismos valores de ωi y ωe. En todos los casos la
autofuerza para el campo escalar presenta exactamente el signo contrario de la autofuerza
para el campo electrostático. En la figura 31 se establece la misma comparación en el caso
de las geometŕıas Tipo II. Para agujeros de gusano simétricos con ω = 0, 5, en el caso
del campo escalar la autofuerza es repulsiva cerca de la cáscara y se torna atractiva un
poco más lejos mientras que en el caso electrostático la autofuerza que es atractiva en las
proximidades de la garganta se hace repulsiva a cierta distancia de ésta. Para ω = 0, 75
se observa un comportamiento similar al anterior en el caso del campo electrostático
pero la autofuerza es siempre repulsiva en el caso del campo escalar. Para agujeros de
gusano planos la autofuerza es siempre repulsiva en el caso escalar y siempre atractiva en
el caso electrostático. Por otra parte, el término ξR opera como una “fuente adicional”
en la ecuación de Poisson:

(�− ξR)Φ = −4πµ ⇒ �Φ = −4πµ+ ξRΦ

Estas “fuentes adicionales” que aparecen en el caso del campo escalar están ausentes en
el caso electrostático, de modo que no se verifica el efecto de inversión del signo de las
fuerzas atractivas o repulsivas hacia o desde la cáscara que aparece en el caso del campo
escalar.

Otro aspecto a tener en cuenta es el hecho de que aparecen ciertos valores de la cons-
tante de acoplamiento para los cuales la solución se hace divergente. Algunos autores que
han estudiado el comportamiento de la autofuerza para campos escalares no masivos han
encontrado resultados parecidos. Por ejemplo Bezerra y Khusnutdinov [9] hallaron que
la autofuerza diverge para ciertos valores cŕıticos ξ = n/4 para n ∈ N de la constante de
acoplamiento en el caso de agujeros de gusano de thin-shell de garganta infinitamente
corta con simetŕıa esférica. Del mismo modo, Taylor [108] halló que las soluciones de
la ecuación de campo escalar producidas por una carga puntual eran inestables en el
agujero de gusano de Ellis para un conjunto discreto de acoplamientos ξ = n2/2. Este
comportamiento anómalo de la solución fue removido restringiendo las constantes de
acoplamiento a un dominio de estabilidad donde no se encontraron polos [109] [110].
En el presente trabajo nos hemos enfrentado a problemas similares pero para el caso de
agujeros de gusano con simetŕıa ciĺındrica (geometŕıas Tipo II) y hemos extendido el
análisis al caso de topoloǵıas triviales (geometŕıas Tipo I).

También hemos hallado diferencias en el valor de la constante de acoplamiento que
invierte el signo de la autofuerza desde o hacia la garganta del wormhole. En el caso de
agujeros de gusano de thin-sell con simetŕıa esférica y para campos escalares no masivos
la autofuerza cambia su signo cuando ξ = 1/8 [9]. Este valor corresponde a la constante
de acoplamiento conformemente plana en tres dimensiones, ya que la variedad estudiada
en [9] es la sección a t = cte del espacio-tiempo del wormhole. En el caso de las geometŕıas
que hemos analizado en el presente trabajo el signo de la autofuerza se invierte para
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Figura 30: Gráficos comparativos de la autofuerza sobre una carga asociada a un campo escalar

(izquierda) y sobre una carga electrostática (derecha) para geometŕıas Tipo I y para los mismos valores

de ωi y ωe. En el caso del campo escalar sólo se han considerado casos donde el acoplamiento es mı́nimo.

El rango de las escalas es diferente en algunos de los gráficos ya que la comparación es meramente

cualitativa. Los gráficos de la derecha han sido extráıdos de [94].

ξ = 1/4 pero el comportamiento asintótico de la autofuerza depende de que exista o no
un defecto de ángulo en las sub-variedades involucradas. Si las regiones asintóticas son
cónicas, entonces aparece una fuerza atractiva a grandes distancias (figura 28) mientras
que si se trata de sub-variedades minkowskianas la autofuerza a grandes distancias es
repulsiva (figura 27). En ambos casos el comportamiento asintótico es independiente del
valor de ξ. Similares resultados se han observado para las geometŕıas Tipo I (figuras 20
y 22).

***
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Figura 31: Gráficos comparativos de la autofuerza sobre una carga asociada a un campo escalar

(izquierda) y sobre una carga electrostática (derecha) para geometŕıas Tipo II para el caso de un

wormhole simétrico y para los mismos valores de ω. En el caso del campo escalar sólo se han considerado

casos donde el acoplamiento es mı́nimo. El rango de las escalas es diferente en algunos de los gráficos ya

que la comparación es meramente cualitativa. Para el campo escalar y para ω = 0, 5 la curva que indica

repulsión corre muy próxima a la garganta y muy empinada; por ese motivo no se visualiza claramente

en la figura. Los gráficos de la derecha han sido extráıdos de [94].

Caṕıtulo 4

4. Estudio de autofuerzas sobre una part́ıcula aco-

plada a un campo escalar masivo.

En esta sección analizaremos la autofuerza sobre un campo escalar masivo acoplado
a las mismas geometŕıas que hemos considerado en la primera parte: geometŕıas Tipo I
(figuras 7 y 8) y geometŕıas Tipo II (figura 9).

Por tratarse de las mismas geometŕıas el elemento de ĺınea, la función perfil, el
escalar de Ricci, la traza del salto en el tensor de curvatura y el tensor enerǵıa-momento
superficial responden a las mismas expresiones (6) a (14) enumeradas al inicio de la
sección 3. Por comodidad, las repetimos a continuación:

Métrica: ds2 = −dt2 + dr2 + ρ2(r) dφ2 + dz2
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Función perfil para las geometŕıas Tipo I:

ρ(r) =

{
ωi r en M1 = {0 < r ≤ ri}
ωe r en M2 = {re ≤ r <∞}

Primera forma fundamental, geometŕıas Tipo I: ρ(ri) = riωi = reωe

Función perfil para las geometŕıas Tipo II:

ρ(r) =

{
(r− − r) ω− en M− = {−∞ < r ≤ 0}
(r+ + r) ω+ en M+ = {0 ≤ r < +∞}

Primera forma fundamental, geometŕıas Tipo II: ρ(0) = r−ω− = r+ω+

Escalar de curvatura: R(r) = −2κ δ(r − rs)

Salto en la traza del tensor de curvatura:

κ =


ωe − ωi
ρ(rs)

; rs = ri para las geometŕıas Tipo I

ω+ + ω−
ρ(rs)

; rs = 0 para las geometŕıas Tipo II

Tensor enerǵıa-momento superficial para las geometŕıas Tipo I:

S
(I)
ab =


−(ωe − ωi)(ωere) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ωe − ωi)(ωere) 0
0 0 0 0



Tensor enerǵıa-momento superficial para las geometŕıas Tipo II:

S
(II)
ab =


−(ω+ + ω−)(ω+r+) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ω+ + ω−)(ω+r+) 0
0 0 0 0


4.1. Ecuación de campo para el campo escalar masivo acoplado

a la curvatura:

Del mismo modo que hemos hecho en el caso del campo escalar sin masa, obtendremos
la ecuación de campo escalar a partir de un principio variacional [77]. Como antes,
supondremos una part́ıcula puntual que transporta una carga q moviéndose a lo largo
de una ĺınea de universo γ descripta por la relación xµ(t) donde t es un parámetro. La
part́ıcula genera un campo escalar Φ(x) cuyo gradiente Φ,α(x) = ∇α(x) determina la
fuerza. La dinámica del sistema es gobernada por la acción
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S = Scampo + Spart + Sint

En esta expresión Spart es la acción de una part́ıcula libre moviéndose a lo largo de la
ĺınea de universo γ en la métrica gαβ:

Spart = −m0

∫
γ

dτ

donde la integral se extiende a la ĺınea de universo γ de la part́ıcula, m0 es la masa
desnuda de la part́ıcula, dτ =

√
−gµν ẋµ ẋν dt es el diferencial de tiempo propio a lo

largo de la ĺınea de universo y el punto indica derivación respecto del tiempo.

El término de interacción Sint entre la part́ıcula y el campo es:

Sint = q

∫
γ

Φ(z) dτ = q

∫
Φ(x) δ4(x, z)

√
−g d4x dτ

En este caso en lugar de la acción del campo (15) tenemos una acción Scampo que
incluye un término que tiene en cuenta su masa m: 32

Scampo = − 1

8π

∫ (
gµνΦ,µΦ,ν + ξRΦ2 +m2Φ2

)√
−g d4x (117)

donde la integral se extiende a todo el espacio, el campo se acopla a la curvatura (esca-
lar de Ricci) mediante un parámetro constante arbitrario ξ y, por tratarse de un campo
escalar, Φ,µ es la derivada (ordinaria) del campo Φ respecto de la coordenada xµ.

Para hallar la ecuación de campo solicitamos que la acción total sea estacionaria por
variaciones δΦ(x) del campo. Obtenemos la siguiente ecuación para el campo escalar
masivo acoplado a la curvatura:{

�− ξR−m2
}

Φ = −4πµ(x) (118)

donde ξ es la constante de acoplamiento entre el campo escalar Φ y la curvatura del
espacio tiempo R, m es la masa del campo escalar, y donde

µ(x) = q
δ3
(
~x− (~x)′

)√
g(3)

∫
δ(t− t′)
√
gtt

dτ

siendo δ3
(
~x−(~x)′

)
la distribución espacial de Dirac y x′ la posición de la carga de prueba.

Para el caso estático la ecuación de campo (118) se reduce a

{
�− ξR−m2

}
Φ = −4πq

δ3
(
~x− (~x)′

)
ẋ0
√
g(3)

(119)

donde ẋ0 = dt/dτ . El D´Alembertiano � para una métrica diagonal y estática general
en coordenadas ciĺındricas ya ha sido evaluado en la sección 3.2 donde obtuvimos la
expresión (21) que repetimos a continuación:

�Φ =
1√
−g

{
∂r
(√
−ggrr∂r

)
+ ∂φ

(√
−ggφφ∂φ

)
+ ∂z

(√
−ggzz∂z

)}
Φ

32Ver nota 11. Un argumento análogo conduciŕıa a la condición ξR+m2 ≥ 0.
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Introduciendo esta última expresión en (119) obtenemos:

1√
−g

{
∂r
(√
−g grr∂r

)
+ ∂φ

(√
−g gφφ∂φ

)
+ ∂z

(√
−g gzz∂z

)}
Φ

= −4πq
δ
(
~x− (~x)′

)√
g(3)

+ (ξR +m2)Φ

Desarrollando el campo Φ y la función δ(~x− ~x′) en funciones ciĺındricas ortonormales
obtenemos para el lado derecho de la ecuación:

− q
√
−gtt δ(r − r′)

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]

+ (ξR +m2) q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χn(k, r)

√
−g

En la última expresión el valor de an viene dado por la expresión (26):

an =

{
2/π if n = 0

4/π if n 6= 0

Simplificando términos semejantes encontramos que la ecuación de campo se reduce a
su parte radial:{[

∂r(
√
−g grr∂r)

]
−
√
−g
[
gφφn2 + gzzk2

]}
χn,(k, r)

= −
√
−gtt δ(r − r′) +

[
(ξR +m2)

√
−g
]
χn(k, r) (120)

donde r′ es la posición radial de la carga. La última es una ecuación general para cualquier
métrica ciĺındrica, estática y diagonal. Para el caso particular de la métrica (6) se escribe:{
∂

∂r

[
ρ(r)

∂

∂r

]
− ρ(r)

[(
n

ρ(r)

)2

+ k2 +m2

]}
χn(k, r) = −δ(r−r′)+ρ(r) ξ R(r)χn(k, r)

(121)
o bien{

∂

∂r

[
ρ(r)

∂

∂r

]
− ρ(r)

[(
n

ρ(r)

)2

+ η2

]}
χn(η, r) = − δ(r − r′) + ρ(r) ξ R(r)χn(η, r)

(122)

donde
η =
√
k2 +m2 (123)

La ecuación (122) es idéntica a la ecuación (29) de la primera parte, con la salvedad de
que el término η contiene a la masa del campo escalar y las funciones χ dependen de
η. Se trata de una ecuación homogénea en todas partes salvo en la posición de la carga
r = r′ y en la posición de la shell r = rs.

33

33En el caso de las geometŕıas Tipo I existe también una singularidad en r = 0. Ver nota 10.
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4.2. Condiciones de contorno sobre la función radial en la po-
sición de la carga y en la cáscara.

Procedemos como hemos hecho para el caso del campo escalar no masivo (ver sección
3.3):

- Integramos m.a.m. la expresión (120) en un entorno r0 ± ε con ε → 0 para un punto
genérico r0 que puede ser

- r0 = rs: la posición de la thin shell donde se pegan las dos soluciones (que en el
caso de un wormhole coincide con la posición de su garganta)

- r0 = r′: la posición de la carga.

- Para evaluar el segundo término del lado izquierdo tenemos en cuenta que las compo-
nentes gφφ y gzz son funciones continuas de r en todas partes, incluso sobre la thin shell.
Esta propiedad se deriva de la primera condición de juntura de Israel que nos garantiza
la continuidad de la métrica inducida sobre la cáscara a ambos lados de la misma.34 Por
lo tanto el segundo término del lado izquierdo de (120) es la integral de una función
continua en un intervalo nulo y vale cero.

- El primer término del lado izquierdo de (120) es idéntico al obtenido en la ecuación
(28) para el caso no masivo, de manera que podemos usar los resultados obtenidos en la
sección 3.3.

- Con estas simplificaciones la integral del lado izquierdo de (120) se reduce a la siguiente
expresión:√

−g(r+
0 ) grr(r+

0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r+0

−
√
−g(r−0 ) grr(r−0 )

[
∂χn(k, r)

∂r

]
r−0

(124)

El lado derecho de (120) va a cambiar respecto de su análogo (28) para el campo no
masivo debido a la presencia de la masa m del campo. Integramos m.a.m.:

−
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr + ξ

∫ r0+ε

r0−ε
R
√
−g χn(k, r) dr +m2

∫ r0+ε

r0−ε

√
−g χn(k, r) dr

Tal como en el caso del campo escalar sin masa, el primer término es

−
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr =

{
0 si r0 6= r′

−
√
−gtt si r0 = r′

que es nulo en todas partes salvo en la posición de la carga r′. El segundo término con-
tiene al escalar de curvatura (11). En virtud de la función δ este segundo término se
anula en todas partes salvo en la posición de la cáscara. En el caso presente hay además
un tercer término que contiene a la masa m del campo escalar. En este término la masa
m es constante. Suponiendo que el determinante de la métrica

√
−g es continuo y que

34Ver nota 14 y Apéndice I.
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la función χ es también continua en todas partes, entonces este último término es nue-
vamente la integral de una función continua sobre un intervalo nulo y vale cero.

Finalmente, combinando estos resultados obtenemos una expresión análoga a la ecua-
ción (34) obtenida para el acoplamiento con un campo escalar no masivo:√
−g(r+

0 ) grr(r+
0 )

[
∂χn(η, r)

∂r

]
r+0

−
√
−g(r−0 ) grr(r−0 )

[
∂χn(η, r)

∂r

]
r−0

= −
√
−gtt

∫ r0+ε

r0−ε
δ(r − r′) dr + ξ

∫ r0+ε

r0−ε
R
√
−g χn(η, r) dr (125)

donde recordamos que η =
√
k2 +m2. Evaluando la ecuación en la posición de la carga

y en la posición de la cáscara se obtienen nuevamente las condiciones de discontinuidad
de la derivada radial en estos puntos:

- en la posición de la carga r0 = r′

∂χn(η, r)

∂r

∣∣∣r′+
r′−

= −
√
gtt(r′)√

−g(r′) grr(r′)
(126)

- en la posición de la cáscara r0 = rs

∂χn(η, r)

∂r

∣∣∣r+s
r−s

=
−2 ξ κ(rs)

grr(rs)
χn(η, r)

∣∣∣
r=rs

(127)

Para el caso particular de la métrica (6) estas últimas expresiones se reducen a condi-
ciones análogas a las ecuaciones (38) y (39) que ya hemos hallado en la primera parte:

- en la posición de la carga r0 = r′[
∂χn(η, r)

∂r

]r=r′+
r=r′−

= − 1

ρ(r′)
(128)

- en la posición de la cáscara r0 = rs[
∂χn(η, r)

∂r

]r=r+s
r=r−s

= −2 ξ κ χn(η, r)
∣∣∣
r=rs

(129)

Solicitamos también la continuidad de la solución en la posición de la shell :

χn(η, rs) =


χ

(i)
n (η, ri) = χ

(e)
n (η, re) para las geometŕıas Tipo I

χ
(−)
n (η, r−) = χ

(+)
n (η, r+) para las geometŕıas Tipo II

(130)

Como antes, χ
(i)
n (η, r) y χ

(e)
n (η, r) son, respectivamente, las soluciones radiales para el

campo escalar masivo en las sub-variedades M1 y M2 de las geometŕıas Tipo I; y
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χ
(+)
n (η, r) y χ

(−)
n (η, r) son, respectivamente, las soluciones radiales para las sub-variedades

M+ y M− de las geometŕıas Tipo II. Las condiciones de continuidad para la solución
radial en la posición de la carga se verán más adelante.

Se solicita también la no divergencia asintótica y en el origen de la solución. Como
resultado de esta restricción, la solución radial será una combinación de las funciones
modificadas de Bessel de orden v = n/ω, n ∈ N0,

Kv(η r>) y Iv(η r<); donde r> = máx{r; r′}; r< = mı́n{r; r′}

4.3. Aplicación de las condiciones de contorno y cálculo de los
coeficientes.

Para las geometŕıas Tipo I definimos las funciones interior y exterior como

χn(η, r) =


χi(r1) para M1

χe(r2) para M2

(131)

donde

r =


r1; 0 < r < ri para M1

r2 + ri − re; ri < r <∞ para M2

(132)

4.3.1. Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior.

La ubicación de la carga corresponde a la figura 12 y las funciones radiales son:

χ(i)
n (η, r1) =


Dn(η)

ωi
Iλ(η r1) si 0 ≤ r1 < r′1

An(η)

ωi
Iλ(η r1) +

Bn(η)

ωi
Kλ(η r1) si r′1 < r1 < ri

(133)

χ(e)
n (η, r2) =

Cn(η)

ωi
Kν(η r2); re < r2 (134)

donde
λ =

n

ωi
; ν =

n

ωe
; η =

√
k2 +m2; (135)

Imponiendo las condiciones (128) a (130) se obtienen los siguientes coeficientes:

An(η) = −Iλ(η r′1)

×
{
Kλ(η ri)K

′
ν(η re) −Kν(η re)K

′
λ(η ri) + 2 ξ κ Kν(η re)Kλ(η ri)

}{
Iλ(η ri)K ′ν(η re)−Kν(η re) I ′λ(η ri) + 2 ξ κ Kν(η re)Iλ(η ri)

} (136)

Bn(η) = Iλ(η r
′
1) (137)
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Cn(η) =
Iλ(ηri)An(η) + Iλ(ηr

′
1)Kλ(ηri)

Kν(ηre)
(138)

Dn(η) =
An(η) Iλ(η r

′
1) +Bn(η)Kλ(η r

′
1)

Iλ(η r′1)
(139)

En las expresiones anteriores r′ es la posición de la carga; y K ′ y I ′ son las derivadas de
las funciones de Bessel K, I respecto de su argumento.

4.3.2. Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior.

En este caso la carga se ubica como indica la figura 13. Las correspondientes funciones
radiales son:

χ(i)
n (η, r1) =

D∗n(η)

ωe
Iλ(η r1); 0 < r1 < ri (140)

χ(e)
n (η, r2) =


A∗n(η)

ωe
Iν(η r2) +

B∗n(η)

ωe
Kν(η r2) si re < r2 < r′2

C∗n(η)

ωe
Kν(η r2) si r2 > r′2

(141)

donde λ, ν y η se enumeran en (135) y r′2 = r′ − ri + re. Imponiendo las condiciones
(128) a (130) se obtienen los siguientes coeficientes:

A∗n(η) = Kν(η r
′
2) (142)

B∗n(η) = −Kν(ηr
′
2)×

{
Iλ(η ri)[I

′
ν(η re) + 2 ξ κ(rs) Iν(η re)]− Iν(η re) I ′λ(η ri)

}{
Iλ(η ri)[K ′ν(η re) + 2 ξ κ(rs)Kν(η re)]−Kν(η re) I ′λ(η ri)

} (143)

C∗n(η) =
A∗n(η) Iν(η r

′
2) +B∗n(η)Kν(η r

′
2)

Kν(η r′2)
(144)

D∗n(η) =
Kν(η r

′
2) Iν(η re) +B∗n(η)Kν(η re)

Iλ(η ri)
(145)

Como antes, r′ es la posición de la carga y K ′ y I ′ son las derivadas de las funciones de
Bessel K, I respecto de su argumento.

4.3.3. Geometŕıas Tipo II: agujeros de gusano de tipo thin-shell.

Por simplicidad consideraremos únicamente agujeros de gusano simétricos respecto
de la garganta. La ubicación de la carga y de la garganta se indican en la figura 14.
Definimos las funciones como

χn(η, r) =


χ−(r1) para M−

χ+(r2) para M+

(146)
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donde

r =


r− − r1 para M− con parámetro ω−

r2 − r+ para M+ con parámetro ω+

(147)

Las funciones radiales para este caso son

χ(−)
n (η, r1) =

En(η)

ω+

Kλ(η r1); r− < r1 (148)

χ(+)
n (η, r2) =


Hn(η)

ω+

Kν(η r2) si r2 > r′2

Pn(η)

ω+

Iν(η r2) +
Wn(η)

ω+

Kν(η r2) si r+ < r2 < r′2

(149)

donde
λ =

n

ω−
; ν =

n

ω+

; η =
√
k2 +m2 (150)

Imponiendo las condiciones de continuidad en la posición de la carga y en la shell, y
el salto en la derivada normal se obtienen los siguientes coeficientes:

En(η) =
Iν(η r+)Kν(η r

′
2) +Wn(η)Kν(η r+)

Kλ(η r−)
(151)

Hn(η) =
Pn(η) Iν(η r

′
2) +Wn(η)Kν(η r

′
2)

Kν(η r′2)
(152)

Pn(η) = Kν(η r
′
2) (153)

Wn(η) = −Kν(η r
′
2)

×
{

I ′ν(η r+)Kλ(η r−) + Iν(η r+)K ′λ(η r−) + 2 ξ κ Iν(η r+)Kλ(η r−)

K ′ν(η r+)Kλ(η r−) +Kν(η r+)K ′λ(η r−) + 2 ξ κ Kν(η r+)Kλ(η r−)

}
(154)

En las expresiones anteriores r′ denota la posición de la carga; r+ es la posición de la
shell para la sub-variedad M+; r− es la posición de la shell para la sub-variedad M−;
K ′ e I ′ indican las derivadas de las funciones de Bessel respecto de su argumento.

***
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4.4. Regiones de estabilidad y configuraciones de resonancia

Como hemos visto en la sección 3.4, las soluciones de la ecuación de campo pueden
volverse inestables si se incluye un campo escalar acoplado a la gravedad con una cons-
tante de acoplamiento distinta de cero. Por esa razón se hace necesario encontrar las
divergencias y definir zonas de estabilidad para la solución. Según veremos enseguida,
debido a la presencia de la masa las regiones de estabilidad son diferentes a las halladas
en el caso no masivo.

La ecuación de campo (118) para la función de Green estática y escalar en tres
dimensiones se escribe

(�− ξR−m2)G = −
δ3
(
~x− (~x)′

)
√
−g

(155)

donde 35

G =
1

π2

+∞∑
n=0

cos
[
n(θ − θ′)

]
1 + δ0,n

∫ +∞

0

dk cos
[
k(z − z′)

]
χn(η, r) (156)

y donde la dependencia respecto del autovalor k aparece en η =
√
k2 +m2. La solución

radial χn(η, r) se encuentra expresada en términos de los coeficientes (136) - (139), (142)
- (145) y (151) - (154) que hemos hallado en la sección anterior. Para algunos valores

espećıficos ξ
(n)
p de la constante de acoplamiento estos coeficientes pueden hacerse diver-

gentes en el autovalor k = kp. En ese caso la integral (156) presentará un polo en k = kp
para el modo n-ésimo.

Para hallar ξ
(n)
p en las geometŕıas Tipo I igualamos a cero el denominador de las

expresiones (136) y (143) obteniendo en ambos casos el siguiente resultado:

ξ(n)
p =

Kν(η re) I
′
λ(η ri)− Iλ(η ri)K ′ν(η re)

2 κ Kν(η re) Iλ(η ri)

∣∣∣
k=kp

(157)

Para las geometrias Tipo II, el valor de ξ
(n)
p se obtiene de (154):

ξ(n)
p = −K

′
ν(η r+)Kλ(η r−) +Kν(η r+)K ′λ(η r−)

2 κ(rs)Kν(η r+)Kλ(η r−)

∣∣∣
k=kp

(158)

Del mismo modo que en el caso no masivo, existen dos posibilidades. Si el polo se pre-
senta para k = kp > 0 la integral puede resolverse cortándola en k ± ε con ε → 0 y
cancelando las contribuciones a ambos lados de este ĺımite. Pero también puede apare-
cer un modo resonante si existe algún valor de la constante de acoplamiento tal que el
n-ésimo coeficiente se hace divergente para k = 0. El acoplamiento cŕıtico ξ

(n)
c = ξ

(n)
p |k=0

que genera un modo n-ésimo resonante se obtiene haciendo k = 0 en (157) y (158):

- para las geometŕıas Tipo I:

ξ(n)
c =

Kν(m re) I
′
λ(m ri)− Iλ(m ri)K

′
ν(m re)

2 κ Kν(m re) Iλ(m ri)
(159)

35La delta de Kronecker δ0,n tiene en cuenta el factor de normalización 1/2 del modo cero respecto a
las otras funciones en la coordenada angular θ.
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- para las geometŕıas Tipo II:

ξ(n)
c = −K

′
ν(m r+)Kλ(m r−) +Kν(m r+)K ′λ(m r−)

2 κ(rs)Kν(m r+)Kλ(m r−)
(160)

Para estudiar la autofuerza del campo escalar resulta conveniente trabajar con so-
luciones que no presenten polos ni configuraciones resonantes. Para eso debemos hallar
los rangos de ξ para los cuales no surgen estos problemas.

Las figuras 32 y 33 muestran gráfico de ξ
(n)
p versus riη para geometŕıas Tipo I. Cada

punto en una curva ξ
(n)
p representa una divergencia en el n-ésimo coeficiente para los

correspondientes valores de ξ y riη y para un determinado autovalor k. Para analizar
una configuración particular debemos fijar el producto mri. La intersección de las curvas
con la ĺınea vertical riη|k=0 = mri representa los valores cŕıticos (159) de la constante de
acoplamiento. A la derecha de esta ĺınea las curvas representan valores de la constante
de acoplamiento (157) para los cuales aparecen polos para algún valor de k > 0.

La figura 32 corresponde a una geometŕıa Tipo I caracterizada por ωi = 1, ωe = 0,9
(κ < 0) y mri = 1. Para esta configuración el valor ξ

(0)
c |mri=1 ' −9,2 es el mayor aco-

plamiento cŕıtico para el cual se producen divergencias; por lo tanto aquellos valores
de la constante de acoplamiento tales que ξ > ξ

(0)
c |mri=1 no generan configuraciones de

resonancia. Esto permite definir una zona de seguridad, que en el gráfico se ha coloreado
de gris. No existen curvas ξ

(n)
p que intersecten con el área gris lo que garantiza que al

aumentar el autovalor k manteniendo fijo el producto mri = 1 no aparecerán polos para
ningún coeficiente n en la región de seguridad. La figura 33 muestra, también en gris,
el dominio de seguridad para una geometŕıa Tipo I tal que ωi = 0,9, ωe = 1 (κ > 0) y

mri = 1. En este caso ξ
(0)
c |mri=1 ' 8,6 es el valor cŕıtico más pequeño de la constante

de acoplamiento, de modo que los valores ξ < ξ
(0)
c |mri=1 caen dentro de la región estable

para estas configuraciones.

Análogamente, para geometŕıas Tipo II con parámetros ω± y radio de garganta r0

se grafica ξ
(n)
p versus r0η. En la figura 34 se representan dos casos, correspondientes

a un wormhole simétrico de Minkowski (ω± = 1) y a un wormhole simétrico cónico
(ω± = 0,9), siendo r0 = (r− + r+)/2 = r∓. El dominio seguro, sombreado en gris, es
válido para ambas configuraciones y para mr0 = 1. Los valores de la constante de aco-
plamiento ξ < ξ

(0)
c |mr0=1 ' 0,7 no generan configuraciones inestables.

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, el valor ξ
(0)
c es siempre el menor (ma-

yor) acoplamiento cŕıtico para κ < 0 (κ > 0). En consecuencia, determina el ĺımite de
estabilidad de las soluciones. Por otra parte, para los casos κ < 0 no existe un ĺımite
superior para los valores de ξ mientras que para los casos κ > 0 no hay un ĺımite infe-
rior. Esto implica que al imponer la restricción ξ > ξ

(0)
c para geometŕıas con cáscaras

de materia ordinaria, o el ĺımite ξ < ξ
(0)
c para las de materia exótica, las respectivas

configuraciones son estables. Por otra parte, tanto para las geometŕıas Tipo I como para
las Tipo II el rango de estabilidad para ξ aumenta a medida que el producto mri o mr0

crece. Esto último puede apreciarse en las figuras 32, 33 y 34. Por ejemplo, si en la figura
32 elegimos un valor mri = 2, el ĺımite inferior de la zona de estabilidad se desplaza
hacia abajo de modo que todos aquellos valores de la constante de acoplamiento tales
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Figura 32: Valores de la constante de acoplamiento ξ para geometŕıas Tipo I correspondientes a una

shell de materia ordinaria (ωi = 1; ωe = 0,9; κ < 0). La elección de una constante de acoplamiento

dentro del dominio seguro garantiza que no aparecerán polos en los coeficientes.

Figura 33: Valores de la constante de acoplamiento ξ para geometŕıas Tipo I correspondientes a una

shell de materia exótica (ωi = 0,9; ωe = 1; κ > 0). La elección de una constante de acoplamiento dentro

del dominio seguro garantiza que no aparecerán polos en los coeficientes.
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Figura 34: Valores de la constante de acoplamiento ξ para geometŕıas Tipo II correspondientes a

agujeros de gusano simétricos para mr0 = 1. La elección de una constante de acoplamiento dentro del

dominio seguro garantiza que no aparecerán polos en los coeficientes.

que ξ > ξ
(0)
c |mri=2 permiten obtener configuraciones estables (figura 35).

Figura 35: Valores de la constante de acoplamiento ξ para geometŕıas Tipo I caracterizadas por los

parámetros ωi = 1 y ωe = 0,9 (κ < 0). Al aumentar el valor de mri el limite inferior de la zona de

estabilidad se desplaza hacia abajo ampliando las posibilidades de elegir valores de ξ que no generen

configuraciones inestables.
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Los siguientes desarrollos

ξ
(n)
p '

ωi
ωe − ωi

ηri +O
(

1

ηri

)
≈ η

κ
; η � r−1

i ; Tipo I

ξ
(n)
p ∼

2ω− ω+

(ω+ + ω−)2
ηr0 +

1

4
+O

(
1

ηr0

)
≈ η

κ
; η � r−1

0 ; Tipo II

también permiten apreciar que el rango de estabilidad de la constante de acoplamiento
aumenta al aumentar el producto mri o mr0, ya que si se mentienen fijos los parámetros
ωi,e, ω± y ri,0 el valor absoluto |ξ(n)

p | crece al incrementarse la masa del campo escalar.
Inversamente, el rango de los acoplamientos que producen configuraciones estables de-
crece si la masa del campo escalar es pequeña en comparación con el rećıproco del radio
de la cáscara:

ξ
(n)
c ≈

n

κρ(rs)
; m� r−1

i ó m� r−1
0 .

Observamos que para η << 1:

ξ
(n)
p ∼

n

ω2 ± ω1

+O(η).

Haciendo η → 0 en la última expresión se recupera el acoplamiento cŕıtico ξ
(n)
c = n/(ω2±

ω1) para el caso de un campo escalar sin masa acoplado a una variedad cónica de thin
shell, ecuaciones (85) a (89).

***

4.5. Renormalizacion

En este caso, para renormalizar la solución correspondiente al campo escalar masi-
vo, aplicaremos los resultados de M. E. X. Guimaraes y B. Linet [39]. A continuación
explicaremos el procedimiento a seguir.

En el entorno de la carga, la solución puede escribirse como

Φ
∣∣
r′

= Φω

∣∣
r′

+ Φξ (161)

donde r′ es la posición radial de la carga. En la expresión anterior Φξ tiene en cuenta el
acoplamiento entre el campo y el escalar de curvatura y es regular en x′ = (r′, θ′, z′). El
otro término, Φω, es el campo escalar; contiene una parte que es singular y otra que es
regular:

Φω

∣∣
r′

= ΦSing
ω

∣∣
r′

+ Φreg
ω

∣∣
r′

(162)

Introduciendo (162) en (161) podemos escribir el campo como

Φ
∣∣
r′

= ΦSing
ω

∣∣
r′

+ Φreg
ω

∣∣
r′

+ Φξ (163)

donde la parte singular del campo es ΦSing
ω

∣∣
r′

y la parte regular es:

Φreg
∣∣
r′

= Φreg
ω

∣∣
r′

+ Φξ (164)

Podemos reescribir esta ultima expresión usando la ecuación (162):
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Φreg
∣∣
r′

=
(
Φω

∣∣
r′

+ Φξ

)
− ΦSing

ω

∣∣
r′

de modo que para obtener la solución regular debemos restar la parte singular del campo
de la carga. Esta operación debe hacerse en el ĺımite de coincidencia que aproxima la
coordenada del punto x a la posición de la carga x′ a lo largo de la geodésica más corta
que conecta ambos puntos:

Φreg
∣∣
x→x′ = ĺım

x→x′

[
Φω − ΦSing

ω + Φξ

]
= ĺım

x→x′

[
Φreg
ω + Φξ

]
(165)

Escribimos la parte regular del campo de la carga en términos de la función de Green
regular:

Φreg
ω

∣∣
x→x′ = 4πq Greg

ω

∣∣
x→x′ (166)

donde
Greg
ω

∣∣
x→x′ = ĺım

x→x′

[
Gω −GSing

]
(167)

En la última expresión Gω es la función de Green correspondiente a la cuerda cósmica
infinitamente delgada en tres dimensiones espaciales para el caso de un campo escalar
masivo y GSing es la correspondiente función de Green para el campo singular. Como
localmente la métrica de la cuerda cósmica es idéntica a la métrica con la que estamos
trabajando, podemos utilizar Greg

ω

∣∣
x→x′ para renormalizar el campo en la posición de la

carga. Reemplazando estos resultados en la ecuación (165) obtenemos la expresión para
el campo regular en la posición de la carga:

Φreg
∣∣
x=x′

=
{

Φreg
ω

∣∣
x=x′

}
+ Φξ =

{
4πq Greg

ω

∣∣
x→x′

}
+ Φξ (168)

Teniendo en cuenta estas cuestiones el proceso a seguir para la renormalizacion será el
siguiente:

- a) En primer lugar necesitamos la función de Green de la cuerda cósmica
Gω para el caso de un campo escalar masivo. Esta función ya ha sido calculada
por Guimaraes y Linet [39]. Comprobaremos que estos resultados pueden aplicarse a
nuestro análisis verificando que cuando m = 0 los resultados hallados en [39] se reducen
a nuestra ecuación (93), que es la función de Green de la cuerda cósmica para el caso no
masivo. Esta comprobación la haremos en la sección 4.5.1.

- b) Una vez hallada la función de Green de la cuerda cósmica Gω debeŕıamos restarle
la función de Green singular GSing en el ĺımite de coincidencia para obtener la función
de Green regular Greg

ω , tal como se indica en la ecuación (167). Sin embargo, como
esta operación también se encuentra resuelta en [39], podŕıamos aplicar estos resulta-
dos a nuestro trabajo. Para eso debemos demostrar que la función de Green singular
evaluada en [39] corresponde, efectivamente, al caso que estamos analizando. Haremos
esta verificación en la seccion 4.5.2. Una vez hecho esto estaremos habilitados para uti-
lizar la función de Green regular Greg

ω derivada en [39] y calcular Φreg
ω de acuerdo a (166).

- c) Finalmente, en la sección 4.5.3, calcularemos el campo Φξ de la thin shell en la
posición de la carga para cada uno de los casos analizados y se lo sumaremos al resultado
obtenido en el punto b).

81



4.5.1. La función de Green de la cuerda cósmica para el caso de un campo
escalar masivo: forma integral.

Como hemos adelantado, usaremos los conceptos de Guimaraes y Linet [39]. En este
trabajo se deriva una expresión integral para la función de Green de la cuerda cósmica
correspondiente al caso de un campo escalar masivo en una variedad cónica. Analizare-
mos si es posible utilizar esta función en nuestro caso. 36

La expresión integral y cerrada de la función de Green que es solución de la ecuación
covariante de Laplace para un campo escalar masivo en el espacio tiempo de una cuerda
cósmica y en tres dimensiones es la siguiente:

G(3)
γ =

1

4π2B(2ρρ0)1/2
×
∫ ∞
ς3

cos
[
m(2ρρ0)1/2(cosh y − cosh ς3)1/2

]
(cosh y − cosh ς3)1/2

g(2)
γ (y, ϕ− ϕ0)dy

(169)
La constante B viene dada por la relación

B = 1− 4G

c2
ϑ

donde ϑ es la densidad lineal de masa de la cuerda cósmica. En unidades naturales
G = c = 1 queda

B = 1− 4ϑ = ω

siendo ω el defecto de ángulo. Debe tenerse en cuenta que los resultados de [39] son
válidos siempre que B > 1/2 ⇒ ω > 1/2. La cantidad ς3 en (169) se define por la
relación

cosh ς3 =
ρ2 + ρ2

0 + (x1 − x1
0)2

2ρρ0

(170)

y el término g
(2)
γ (y, ψ) es

g(2)
γ (y, ψ) =

eiψγ sinh
[
y(1− γ)/B

]
+ e−iψ(1−γ) sinh

[
yγ/B

]
cosh(y/B)− cosψ

(171)

Haciendo los siguientes cambios en las ecuaciones anteriores:

y → ζ; ρ→ r; ρ0 → r′; x1 → z; x1
0 → z′;

B → ω; ς3 → u; ϕ→ θ; ϕ0 → θ′;

(172)

obtenemos

G(3)
γ =

1

4π2ω(2rr′)1/2
×
∫ ∞
u

cos
[
m(2rr′)1/2(cosh ζ − coshu)1/2

]
(cosh ζ − coshu)1/2

g(2)
γ (ζ, θ − θ′)dζ (173)

36En rigor, en [39] se trabaja con una singularidad lineal de tipo cónico que transporta un flujo
magnético; es decir que se trata de un campo escalar masivo interactuando con un flujo magnético Ψ.
En nuestro caso no hay flujo magnético de modo que Ψ = 0. Como los resultados de [39] siguen siendo
válidos para Ψ = 0, podemos aplicarlos a nuestro ejemplo.
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coshu =
r2 + r′2 + (z − z′)2

2rr′
(174)

g(2)
γ (ζ, ψ) =

eiψγ sinh
[
ζ(1− γ)/ω

]
+ e−iψ(1−γ) sinh

[
ζγ/ω

]
cosh(ζ/ω)− cosψ

(175)

El valor de γ se define como γ = Ψ/Ψ0 donde Ψ es el flujo magnético. En nuestro
caso no hay flujo magnético de modo que γ = 0. Introduciendo este valor y haciendo
ψ → (θ − θ′) en la última expresión obtenemos

g
(2)
0 (ζ, θ − θ′) =

sinh
[
ζ/ω

]
cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)

Reemplazando en (173) encontramos la forma integral de la función de Green
para la cuerda cósmica en tres dimensiones espaciales, a la que llamaremos
Gω:

Gω =
1

4π2ω(2rr′)1/2

×
∫ ∞
u

cos
[
m(2rr′)1/2(cosh ζ − coshu)1/2

]
(cosh ζ − coshu)1/2

sinh
[
ζ/ω

]
cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)

dζ (176)

Haciendo m = 0 la última expresión se reduce a:

G
(m=0)
ω =

1

4π2(2rr′)1/2

∫∞
u

sinh
[
ζ/ω

]
dζ

ω
[
cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)

]
(cosh ζ − coshu)1/2

Esta ecuación coincide con la expresión (93) hallada en la primera parte de la tesis, que
es la función de Green para un campo escalar sin masa en la variedad cónica de una
cuerda cósmica recta infińıtamente delgada.

Los pasos anteriores indican que los resultados de [39] son aplicables al ejemplo que
estamos tratando. Por lo tanto escribimos el campo de una carga en la variedad de una
cuerda cósmica infińıtamente delgada para el caso de un campo escalar masivo como:

Φω(r) = 4πq Gω

⇒ Φω(r) =
q

π
√

2rr′
×
∫ ∞
u

cos
[
m(2rr′)1/2(cosh ζ − coshu)1/2

]
sinh(ζ/ω)/ω dζ[

cosh(ζ/ω)− cos(θ − θ′)
]

(cosh ζ − coshu)1/2
(177)

donde Gω y coshu vienen dados respectivamente por (176) y (174).
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4.5.2. Funciones de Green regular y singular para la cuerda cósmica

Como hemos visto, para encontrar la función de Green regular debemos restarle a
Gω la función de Green singular GSing. Esta última puede deducirse de la siguiente
expresión para la función de Green singular correspondiente a una carga puntual en
reposo asociada a un campo escalar en una métrica estática [82]:

GS =
1

8π

{ 2√
2σ
− 2m+

1

m

[
−
(
ξ − 1

6

)
R(x0)

]

+ m2
√

2σ +

[
−
(
ξ − 1

6
)R(x0

)]√
2σ +

(
Rij(x0)

6

)
σiσj√

2σ

+ O

(
1

m2L3

)
+O

( √
σ

mL3

)
+O

( σ
L3

)
+O

(
mσ3/2

L3

)}
donde σ(x, x′) es la función del Universo de Synge, que es igual a la mitad del cuadrado
de la distancia geodésica entre x y x′ medida, en este caso, sobre una geodésica tipo
espacio. Su valor para una métrica ciĺındrica y estática es

σ =
1

s
(∆s)2 =

1

2
d2

donde
d =

√
r2 + (r′)2 − 2rr′cos(θ − θ′) + (z − z′)2 (178)

es la distancia eucĺıdea y donde se han tenido en cuenta los cambios enumerados en (172).

En el ĺımite de coincidencia, donde z → z′ y θ → θ′, los términos de orden O(d) y
superior tienden a cero, σiσj = (d)2 y el escalar de curvatura se anula, de modo que GS

se reduce a

GS =
1

4π

(1

d
−m

)
+O(d) (179)

A continuación compararemos esta expresión para la función de Green singular con
la obtenida en Guimaraes y Linet [39] a fin de poder utilizar directamente la expresión
de la función de Green regular que se deriva en ese trabajo.

La forma local de la función de Green en n dimensiones hallada en [39] es

G(n)
γ =

1

(2π)n/2
mn/2−1

r
n/2−1
n

Kn/2−1(mrn)

+
mn/2−1

(2π)n/2+1B

∫ ∞
0

Kn/2−1[mRn(y)]

[Rn(y)]n/2−1
F

(γ)
B (y, ϕ− ϕ0) dy

donde Kη es la función modificada de Bessel de segundo orden,

Rn(y) =
√

(x1 − x1
0)2 + ....+ ρ2 + ρ2

0 + 2ρρ0 cosh y
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y para γ = 0 es

F
(γ=0)
B (y, ψ) = − sin(ψ + π/B)

cosh(y/B)− cos(ψ + π/B)
+

sin(ψ − π/B)

cosh(y/B)− cos(ψ − π/B)

Por último rn es la distancia eucĺıdea en n dimensiones entre los puntos x y x′:

rn =
√
%2 + %2

0 − 2%%0cos(θ − θ0) + (x1 − x1
0)2 + ....+ (xn−2 − xn−2

0 )2

que en tres dimensiones y teniendo en cuenta los cambios indicados en (172) se reduce a
la expresión (178). Con estos mismos cambios la función de Green local para la cuerda
cósmica en tres dimensiones se escribe:

Gω =
1

(2π)3/2

(m
d

)1/2

K1/2(md) +
m1/2

(2π)5/2ω

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fω(ζ, θ − θ′) dζ (180)

donde

D(ζ) =
√

(z − z′)2 + r2 + r′2 + 2rr′ cosh ζ (181)

Fω(ζ, ψ) = − sin(ψ + π/ω)

cosh(ζ/ω)− cos(ψ + π/ω)
+

sin(ψ − π/ω)

cosh(ζ/ω)− cos(ψ − π/ω)
(182)

La expresión (180) puede escribirse como

Gω = GSing +Greg
ω

donde

Greg
ω =

√
m

(2π)5/2ω

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fω(ζ, θ − θ′) dζ (183)

y donde la función de Green singular es

GSing =
1

(2π)3/2

√
m

d
K1/2(md) (184)

Compararemos esta expresión con la que hemos calculado en (179). Para eso usaremos
la siguiente identidad [1]:

√
1

2

π

z
K1/2(z) =

1

2

π

z
e−z (185)

Desarrollando en serie de Taylor el termino e−z para z = md obtenemos

1

(2π)3/2

√
m

d
K1/2(md) =

1

4πd
− m

4π
+O[(d)]
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Reemplazando en (184) obtenemos

⇒ GSing =
1

4πd
− m

4π
+O[(d)] (186)

que coincide con (179) hasta orden d. Por lo tanto la expresión para la función de Green
singular derivada en [39] es efectivamente la función de Green singular que corresponde
al caso que estamos analizando.

En consecuencia, podemos usar la expresión (183) para la función de Green regular,
lo que nos permite escribir el campo regular de la cuerda cósmica en la posición de la
carga como

Φreg
ω

∣∣∣
x→x′

= ĺım
x→x′

4πq

√
m

(2π)5/2ω

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fω(ζ, θ − θ′) dζ (187)

4.5.3. Cálculo del campo en la posición de la carga para las geometŕıas Tipo
I y II.

A continuación, calcularemos el campo Φξ de la thin shell en la posicion de la carga
para cada caso y se lo sumaremos al resultado obtenido en la sección anterior para en-
contrar la expresión del campo adecuada a cada tipo de geometŕıa analizada.

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior Mi (figura 12):

En la región interior 0 < r1 < ri donde se aloja la carga el campo de la shell puede
escribirse como:

Φ
(i)
ξ (r1) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χ(ξ)
n (η, r1) (188)

donde χ
(ξ)
n (η, r1) es la parte de la solución radial que contiene los efectos de la cáscara.

De las expresiones (133 ), (137) y (139) obtenemos:

χ
(i)
n (η, r1) =


1
ωi
{An(η) Iλ(η r1) +Kλ(ηr

′
1)Iλ(η r1)} if 0 ≤ r1 < r′1

1
ωi
{An(η) Iλ(η r1) + Iλ(ηr

′
1)Kλ(η r1)} if r′1 < r1 < ri

La parte

χωi(η, r1) =
1

ωi
Iλ(ηr<)Kλ(ηr>); r< = mı́n{r, r′} ; r> = máx{r, r′}

es la que contiene la inhomogeneidad en la región interior, mientras que

χ
(ξ)
n (η, r1) =

1

ωi
An(η) Iλ(η r1); 0 < r1 < ri
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es la parte de la solución radial que tiene en cuenta los efectos de la shell. Reemplazando
en (188) y teniendo en cuenta el valor de la constante an obtenemos la expresión para
el campo de la shell en la región interior:

Φ
(i)
ξ (r1) =

4q

πωi

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
An(η) Iλ(ηr1) (189)

- Geometŕıas Tipo I con la carga en la región exterior Me (figura 13):

En la region exterior re < r2 <∞ encontramos

Φ
(e)
ξ (r2) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χ(ξ)
n (η, r2) (190)

siendo χ
(ξ)
n (η, r2) la parte de la solución radial que contiene los efectos de la shell. De

(141), (142), (143) y (144) obtenemos:

χ
(e)
n (η, r2) =


Kν(η r

′
2)Iν(η r2)

ωe
+
B∗n(η)

ωe
Kν(η r2) if re < r2 < r′2

Kν(η r2)Iν(η r
′
2)

ωe
+
B∗n(η)

ωe
Kν(η r2) if r2 > r′2

donde la inhomogeneidad está contenida en

χωe(η, r2) =
1

ωe
Iλ(ηr<)Kλ(ηr>); r< = mı́n{r, r′} ; r> = máx{r, r′}

de manera que la parte de la solución radial correspondiente a la shell es

χ
(ξ)
n (η, r2) =

1

ωe
B∗n(η)Kν(ηr2) ; re < r2 <∞

Reemplazando en (190) encontramos la parte del campo que contiene los efectos de
la cáscara en la región exterior (re < r2 <∞):

Φ
(e)
ξ (r2) =

4q

πωe

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
B∗n(η)Kν(ηr2) (191)

- Geometŕıas Tipo II con la carga en la región M+ (figura 14):

En la región r+ < r2 < +∞ encontramos

Φ
(+)
ξ (r2) = q

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

] ∞∑
0

an cos
[
n(φ− φ′)

]
χ(ξ,+)
n (η, r2) (192)

De (149), (152) y (153):
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χ
(+)
n (η, r2) =


1

ω+

{
Kν(η r2)Iν(η r

′
2) +Wn(η)Kν(η r2)

}
if r2 > r′2

1

ω+

{
Kν(η r

′
2) Iν(η r2) +Wn(η)Kν(η r2)

}
if r+ < r2 < r′2

donde

λ =
n

ω−
; ν =

n

ω+

;

Como antes, identificamos la parte de la solución que contiene la inhomogeneidad:

χω+(η, r2) =
1

ω+

Iν(k
′r<)Kν(k

′r>); r> = máx{r, r′}

de modo que los efectos de la shell se encuentran contenidos en

χ
(ξ,+)
n (η, r2) =

1

ω+

Wn(η)Kν(η r2); r+ < r2 <∞

Reemplazando en (192):

Φ
(+)
ξ (r2) =

4q

πω+

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
Wn(η)Kν(η r2) (193)

***

Habiendo obtenido las expresiones para el campo que contiene los efectos del acopla-
miento con la curvatura en la posición de la cáscara estamos en condiciones de escribir
la forma completa (168) del campo para cada uno de los tres casos estudiados:

- Para las geometŕıas Tipo I con la carga en la región interior, de (187) y
(189):

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
4πq

√
m

(2π)5/2ωi

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fωi(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πωi

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
An(η) Iλ(ηr1)

}
x→x′

(194)

o bien, teniendo en cuenta la identidad (185):

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
q

16π4ωi

∫ ∞
0

e−mD(ζ)

D(ζ)
Fωi(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πωi

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
An(η) Iλ(ηr1)

}
x→x′

(195)
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- Para las geometrias Tipo I con la carga en la región exterior, de (187) y
(191):

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
4πq

√
m

(2π)5/2ωe

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fωe(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πωe

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
B∗n(η)Kν(ηr2)

}
x→x′

(196)

o bien

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
q

16π4ωe

∫ ∞
0

e−mD(ζ)

D(ζ)
Fωe(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πωe

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
B∗n(η)Kν(ηr2)

}
x→x′

(197)

- Para las geometrias Tipo II con la carga en la región superior (187) y
(193):

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
4πq

√
m

(2π)5/2ω+

∫ ∞
0

K1/2

[
mD(ζ)

][
D(ζ)

]1/2 Fω+(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πω+

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
Wn(η)Kν(η r2)

}
x→x′

(198)

o bien

Φreg
∣∣∣
x→x′

=

{
q

16π4ω+

∫ ∞
0

e−mD(ζ)

D(ζ)
Fω+(ζ, θ − θ′) dζ

}
x→x′

+

{
4q

πω+

+∞∑
n=0

∫ ∞
0

dk cos
[
k(z − z′)

]
cos
[
n(φ− φ′)

]
Wn(η)Kν(η r2)

}
x→x′

(199)

Los coeficientes An(η), B∗n(η) y Wn(η) están dados respectivamente por las expresio-
nes (136), (143) y (154).

***

4.6. Cálculo de la autofuerza.

En todos los casos la autofuerza radial f se obtiene derivando el campo regular en la
posición de la carga:
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f = fω + fξ

donde

fω = q
∂Φreg

ω

∂r

∣∣∣
x′

= 4πq2 ∂G
reg
ω

∂r

∣∣∣
x′

(200)

fξ = q
∂Φξ

∂r

∣∣∣
x′

(201)

Comenzaremos por calcular la derivada de la función de Green regular en el ĺımite de
coincidencia a partir de la ecuación (183), que escribimos de la siguiente manera usando
la identidad (185):

Greg
ω =

1

23π2ω

∫ ∞
0

e−mD[
D(ζ)

] Fω(ζ, θ − θ′) dζ (202)

⇒ ∂

∂r
Greg
ω

∣∣∣
x=x′

=
1

23π2ω

∫ ∞
0

∂

∂r

{
e−mD[
D(ζ)

]} Fω(ζ, θ − θ′) dζ
∣∣∣
x=x′

(203)

Derivamos el factor que depende de r usando la expresión (181):

∂

∂r

{
e−mD[
D(ζ)

]} = −e
−mD

2D3

[
mD + 1

]
(2r + 2r′ cosh ζ) (204)

Calculando el valor de D(ζ) en el ĺımite de coincidencia r → r′ y usando las relaciones
trigonométricas entre funciones hiperbólicas obtenemos:

ĺımx→x′ D(ζ) = 2r′ cosh(ζ/2)

⇒ ∂

∂r

{
e−mD[
D(ζ)

]}
r=r′

= − e−2mr′ cosh(ζ/2)

4(r′)2
(
cosh(ζ/2)

) [1 + 2mr′ cosh(ζ/2)]

Evaluamos el factor Fω(ζ, θ − θ′) en el ĺımite de coincidencia (ver ec.(182)):

ĺımx→x′ Fω(ζ, θ − θ′) = −2
sin(π/ω)

cosh(ζ/ω)− cos(π/ω)

Reemplazando estos resultados en (203)

∂

∂r
Greg
ω

∣∣∣
x=x′

=
1

24π2r′2ω

×
∫ ∞

0

e−2mr′ cosh(ζ/2)

cosh(ζ/2)

[
1 + 2mr′ cosh(ζ/2)

] sin(π/ω)

cosh(ζ/ω)− cos(π/ω)
dζ (205)

Llamamos

α(ζ) = 2m
ρ(r′)

ω
cosh

ζ

2
(206)
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donde ρ(r′) = ωr′ es la función perfil (ec. (7) y (9)); entonces escribimos

∂

∂r
Greg
ω

∣∣∣
x=x′

=
1

24π2r′2ω

∫ ∞
0

e−α(ζ)

cosh(ζ/2)

[
1 + α(ζ)

] sin(π/ω)

cosh(ζ/ω)− cos(π/ω)
dζ (207)

Finalmente para la parte fω de la autofuerza obtenemos la siguiente expresión:

fω = 4πq2 ∂

∂r
Greg
ω

∣∣∣
x=x′

=
q2 sin(π/ω)

4πr′2ω

∫ ∞
0

e−α(ζ)

cosh(ζ/2)

[
1 + α(ζ)

]
cosh(ζ/ω)− cos(π/ω)

dζ (208)

donde

ω =



ωe para Tipo I con carga en Me

ωi para Tipo I con carga en Mi

ω+ para Tipo II con carga en M+

La parte fξ = q
∂Φξ
∂r

∣∣∣
x′

correspondiente a cada caso es 37

- Geometŕıas tipo I con la carga en la región interior Mi:
38

fξ =
4q2

πωi

+∞∑
n=0

1

1 + δn,0

∫ ∞
0

dk I ′λ(η r
′
1)An(η); r′1 = r′ < ri (209)

donde la Delta de Kronecker δn,0 tiene en cuenta el factor de normalización para el modo
cero respecto a las otras funciones de la base en la coordenada angular θ.

- Geometŕıas tipo I con la carga en la región exterior Me:

fξ =
4q2

πωe

+∞∑
n=0

1

1 + δn,0

∫ ∞
0

dkK ′ν(η r
′
2)B∗n(η); r′2 = r′ + re − ri; r′ > ri (210)

- Geometŕıas tipo II con la carga en la región M+ : 39

fξ =
4q2

πω+

+∞∑
n=0

1

1 + δn,0

∫ ∞
0

dkWn(η)K ′ν( r
′
2); r′2 = r′ + r+; (211)

***

37Recordamos que los coeficientes An(η), B∗n(η) y Wn(η) están dados respectivamente por las expre-
siones (136), (143) y (154)

38Ver ecuación (132).
39Ver ecuación (147).
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4.7. Análisis de los resultados

La autofuerza sobre la part́ıcula de prueba se graficó para diferentes situaciones con
ayuda del programa MATHEMATICA. Los valores de la constante de acoplamiento fue-
ron elegidos de acuerdo a los resultados de la sección 4.4. Los resultados de la presente
sección fueron publicados en [113].

Geometŕıas Tipo I

En primer lugar se estudiaron casos en los cuales la sub-variedad interior es plana
(ωi = 1) y la sub-variedad exterior es cónica (ωe = 0,9). Esta situación corresponde a
una cáscara de materia ordinaria (κ < 0) y se encuentra representada en la figura 36.

Figura 36: Geometŕıa Tipo I correspondiente a un interior de Minkowski (ωi = 1) y un exterior cónico

(ωe = 0,9). La conicidad de la sub-variedad exterior se ha exagerado.

En la figura 37 se grafica la autofuerza adimensionalizada fπr2
i /4q

2 versus la distancia
a la thin shell donde se pegan ambas sub-variedades. La distancia también está adimen-
sionalizada como r/ri, de manera que el valor r/ri = 1 corresponde a la ubicación de la
thin shell. Los valores de la constante de acoplamiento ξ y de mri se han elegido dentro
del rango de estabilidad de acuerdo a los datos de la figura 32. Del lado derecho del
gráfico las curvas positivas indican una autofuerza repulsiva desde la shell mientras que
las curvas negativas representan autofuerzas atractivas. Del lado izquierdo la relación se
invierte; por lo tanto las curvas positivas indican atracción hacia la shell y viceversa.

En todos los casos la autofuerza se hace tanto más divergente cuanto más nos aproxi-
mamos a la thin shell (es decir cuando r → ri) y, en virtud de la simetŕıa de la geometŕıa,
tiende a cero cuando r → 0. En ausencia de acoplamiento (ξ = 0) la autofuerza genera-
da corresponde exclusivamente a los efectos de la conicidad de la sub-variedad exterior
y es atractiva hacia la shell. Para valores negativos de ξ la atracción hacia la cáscara
aumenta. Cuando 0 < ξ < 1/4 la fuerza atractiva se debilita progresivamente. A partir
de ξ > 1/4 la fuerza dominante es de carácter netamente repulsivo. Como hemos visto
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en la sección 3.7, este último valor ha sido identificado como el acoplamiento que cancela
el efecto atractivo de la shell de materia ordinaria. A partir de este valor la intensidad
de la autofuerza aumenta a medida que aumenta ξ.

Figura 37: Gráfico de la autofuerza para las geometŕıas Tipo I con un interior minkowskiano (ωi = 1)

y un exterior cónico (ωe = 0, 9), que corresponde a una shell de materia ordinaria (κ < 0). La distancia

está adimensionalizada como r/ri; el valor r/ri = 1 corresponde a la ubicación de la thin shell. En todos

los casos la autofuerza tiende a cero si r → 0 como consecuencia de la simetŕıa de la geometŕıa. En

ausencia de acoplamiento la autofuerza es atractiva hacia la cáscara y es provocada por la acción de la

conicidad de la variedad exterior sobre el campo. Para ξ < 0 la atracción es mayor lo que se manifiesta

en un mayor “alcance”, pero a medida que ξ crece la atracción se debilita progresivamente. Para valores

ξ > 1/4 la autofuerza es netamente repulsiva.

En las figuras 38 y 39 se grafica la dependencia de la autofuerza respecto de la masa,
para diferentes valores del producto rim. El valor de la distancia ri se mantiene constante
pero aumenta progresivamente el valor de la masa m del campo escalar. Los dos valores
elegidos para la constante de acoplamiento se encuentran comprendidos en el rango de
la figura 32. Para ξ = 0 (figura 38) la autofuerza es atractiva mientras que para ξ = 0,3
(figura 39) es repulsiva. En ambos casos disminuye la intensidad a medida que aumenta
la masa del campo escalar. Esta atenuación es causada por el factor de decaimiento ex-
ponencial e−mr/r que aparece en las expresiones (195), (197) y (199). Debemos tener en
cuenta que si bien el término singular (184) - (185) se resta durante la regularización, se
encuentran trazas de la dependencia respecto del factor e−mr/r en la función de Green
regular, tal como puede apreciarse en (202).

En la figura 41 se grafica la autofuerza adimensionalizada en función de la distancia
adimensionalizada para una geometŕıa Tipo I correspondiente a una cáscara de materia
exótica (κ > 0) tal que la sub-variedad interior es cónica (ωi = 0,9) y la exterior es pla-
na (ωe = 1). La correspondiente configuración se representa en la figura 40. Los valores
de la constante de acoplamiento han sido elegidos dentro del rango de estabilidad (ver
figura 33). En la región interior la part́ıcula es atráıda hacia la singularidad en el origen
r = 0. Para valores de la constante de acoplamiento ξ < 1/4, incluyendo el acoplamiento
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Figura 38: El gráfico muestra la dependencia de la autofuerza respecto de la masa del campo escalar

para ξ = 0. A medida que la masa aumenta la intensidad de la autofuerza disminuye.

Figura 39: El gráfico muestra la dependencia de la autofuerza respecto de la masa del campo escalar

para una constante de acoplamiento ξ = 0,3. A medida que la masa aumenta la intensidad de la

autofuerza disminuye.

mı́nimo, la autofuerza es repulsiva desde la shell tanto en el interior como en el exterior.
El comportamento se revierte en ξ = 1/4. Este valor de la constante de acoplamiento
cancela el efecto repulsivo de la cáscara de materia exótica de modo que por encima de

94



este valor la autofuerza se vuelve atractiva.

Figura 40: Geometŕıa Tipo I correspondiente a un interior cónico (ωe = 0,9) y un exterior de Minkowski

(ωi = 1). La conicidad de la sub-variedad interior se ha exagerado.

Figura 41: Gráfico de la autofuerza para las geometŕıas Tipo I con un interior cónico (ωi = 0,9) y un

exterior minkowskiano (ωe = 1), correspondiente a una shell de materia exótica (κ > 0). En la región

interior (izquierda) la part́ıcula de prueba es atráıda hacia la singularidad ubicada en r = 0. Para valores

ξ < 1/4 la autofuerza es repulsiva desde la shell mientras que para valores ξ > 1/4 es atractiva.

También en este caso se verifica una disminución de la intensidad de la autofuerza
con el aumento de la masa del campo escalar. En la hilera de la izquierda de la figura
42 se ha graficado la autofuerza para ξ < 1/4 y para valores crecientes de la masa del
campo escalar. De arriba hacia abajo la disminución en la escala indica que la autofuerza
se debilita a medida que la masa se incrementa. El mismo resultado se observa en la
hilera de la derecha donde el valor de la constante de acoplamiento es ξ > 1/4.

Geometŕıas Tipo II
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Figura 42: Gráfico de la autofuerza para una geometŕıa Tipo I con parámetros ωi = 0,9 y ωe = 1

(cáscara de materia exótica, κ > 0). En la hilera de la izquierda es ξ = 0,1 y en la derecha es ξ = 0,3. De

arriba hacia abajo: rm = 1, rm = 3 y rm = 5 (el valor de r se ha mantenido constante). La disminución

de la escala hacia abajo indica una disminución en la intensidad de la autofuerza a medida que aumenta

la masa.

Por simplicidad en esta sección consideraremos agujeros de gusano simétricos respec-
to de la garganta, tales que ω− = ω+ = ω y para los cuales el radio de la garganta es
r0 = r− = r+.

En la figura 43 se grafica la autofuerza adimensional (πr2
0/4q

2)f en función de la
distancia adimensional a la garganta r/r0. Los valores de la constante de acoplamien-
to fueron seleccionados dentro de la región de estabilidad (ver figura 34). Se presentan
ejemplos correspondientes a un agujero de gusano plano donde r0m = 1. Del mismo mo-
do que en el caso no masivo, la acción de la topoloǵıa no trivial sobre el campo induce
una autofuerza repulsiva desde la garganta de materia exótica κ > 0 aún en ausencia de
acoplamiento ξ = 0. 40 También se verifica el cambio de signo en la autofuerza cuando
ξ = 1/4 de tal modo que para valores de la constante de acoplamiento ξ < 1/4 es repul-

40Como en toda geometŕıa de agujero de gusano la shell es de materia exótica. Ver nota 30.
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siva en el entorno de la garganta mientras que para ξ > 1/4 es atractiva.

Figura 43: Gráfico de la autofuerza sobre una part́ıcula asociada a un campo escalar masivo para

diferentes valores de la constante de acoplamiento ξ y para r0m = 1, en el caso de un wormhole simétrico

plano caracterizado por el parámetro ω+ = ω− = 1. La autofuerza es repulsiva desde la garganta si

ξ < 1/4 y es atractiva si ξ > 1/4. En ausencia de acoplamiento existe igualmente una autofuerza

repulsiva desde la garganta, causada por la acción de la topoloǵıa no trivial del espacio-tiempo sobre el

campo.

La figura 44 muestra el comportamiento de la autofuerza para diferentes valores del
parámetro ω, donde r0m = 0, 1 y ξ = 0, 1 son valores fijos. En todos los casos la auto-
fuerza es repulsiva en las proximidades de la garganta, pero a medida que ω disminuye
los efectos asintóticamente atractivos aumentan al aumentar la conicidad (hacerse más
cerrados los conos) de las sub-variedades a ambos lados de la garganta.

En las figuras 45 y 46 se grafica la autofuerza para dos diferentes valores de la cons-
tante de acoplamiento, elegidos de acuerdo a los datos de la figura 34. Se ha fijado el
valor de la distancia r0 pero se aumenta progresivamente el valor de la masa m del cam-
po escalar. Para ξ = 0 la autofuerza es repulsiva desde la garganta mientras que para
ξ = 0,3 es atractiva. Pero para ambos valores de la constante acoplamiento la intensidad
de la autofuerza disminuye a medida que la masa del campo escalar aumenta, tal como
ocurre para las geometŕıas Tipo I.

4.8. Conclusiones de los gráficos para el caso del campo escalar
masivo y comparación entre los casos masivo y no masivo.

El análisis de los gráficos arroja resultados similares a los hallados para el caso no
masivo con la salvedad de que el factor e−mr/r actúa atenuando la autofuerza, cualquie-
ra sea su signo. En las geometŕıas Tipo I, para el caso minkowskiano y en ausencia
de acoplamiento no hay autofuerza mientras que en las geometŕıas Tipo II , y para un
wormhole simétrico minkowskiano, la acción de la topologia no trivial de la garganta
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Figura 44: Gráfico de la autofuerza sobre sobre una part́ıcula asociada a un campo escalar masivo

para el caso de agujeros de gusano simétricos caracterizados por diferentes valores del parámetro ω. El

valor de la constante de acoplamiento se mantiene fijo en ξ = 0,1 y r0m = 1. En las proximidades de la

garganta ubicada en r = 0 la autofuerza es repulsiva pero se hace asintóticamente atractiva para ω < 1

aumentando la intensidad a medida que disminuye ω.

Figura 45: Gráfico de la autofuerza para diferentes valores de la masa. El valor de la constante de

acoplamiento es ξ = 0. La intensidad de la autofuerza disminuye a medida que aumenta el valor de la

masa.

sobre el campo induce una autofuerza repulsiva desde la shell de materia exótica. Para
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Figura 46: Gráfico de la autofuerza para diferentes valores de la masa. El valor de la constante de

acoplamiento es ξ = 0,3. La intensidad de la autofuerza disminuye a medida que aumenta el valor de la

masa.

valores de la constante de acoplamiento dentro del dominio de estabilidad los cambios
en la autofuerza son suaves y progresivos y para el valor ξ = 1/4 la autofuerza cambia
de signo.

Como hemos dicho, al aumentar la masa del campo escalar disminuye la intensidad
de la autofuerza, cualquiera que sea su signo. En otras palabras, para idénticos valores
del defecto de ángulo y de la constante de acoplamiento la autofuerza será más intensa
en el caso del campo escalar sin masa. Los gráficos comparativos de las figuras 47 a
49 corroboran esta afirmación. En todos los casos se contrasta la autofuerza del campo
escalar no masivo con la correspondiente para un campo tal que mr = 5. Resultados
análogos se han observado en el caso de autofuerzas sobre part́ıculas escalares en reposo
en el espacio tiempo de agujeros de gusano esféricamente simétricos [9].

***
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Figura 47: Gráficos comparativos, geometŕıas Tipo I, ωi = 1, ωe = 0, 9, κ < 0. Los graficos de la

izquierda corresponden al caso del campo escalar sin masa y los de la derecha al caso del campo escalar

masivo. La disminución de la escala en los gráficos de la derecha respecto de los de la izquierda indica

que la autofuerza es más débil en el caso del campo escalar masivo.

Caṕıtulo 5

5. Conclusiones y comentarios.

En esta tesis hemos evaluado y estudiado la autofuerza sobre part́ıculas puntuales aso-
ciadas a campos escalares masivos y no masivos en espacio-tiempos cónicos con simetŕıa
ciĺındrica. Esta simetŕıa se asocia a cuerdas cósmicas y a agujeros de gusano ciĺındricos.
La geometŕıa del espacio-tiempo ha sido generada pegando dos sub-variedades mediante
el formalismo de thin shells. La presencia de campos escalares ha dado origen a ecuacio-
nes de campo con dos fuentes: una de ellas localizada en la posición de la carga puntual
y la otra en la cáscara que une a las dos sub-variedades. La segunda de estas fuentes con-
tiene el acoplamiento con la curvatura dada por el escalar de Ricci no nulo (singular) en
la posición de la cáscara. Esta última singularidad ha sido tratada como una condición
de contorno en ese punto. La primera de las fuentes corresponde a la carga puntual y por
ese motivo requiere de la renormalización del campo. Si bien para regularizar el campo

100



Figura 48: Gráficos comparativos, geometŕıas Tipo I, ωi = 0,9, ωe = 1, κ > 0. Los gráficos a la

izquierda corresponden al caso del campo escalar sin masa. La disminución de la escala en los gráficos

de la derecha indica que la autofuerza es más débil en el caso del campo escalar masivo.

hemos seguido el método de Detweiler y Whiting, consistente en restar la parte singular,
hemos tenido que aplicar diferentes procedimientos en el caso masivo y en el caso no
masivo. En el trascurso del trabajo nos hemos encontrado, además, con divergencias en
los coeficientes de los desarrollos, lo que condujo a la necesidad de definir zonas dentro
de las cuales la elección de la constante de acoplamiento no produjese inestabilidades en
las soluciones de la ecuación de campo. Estas zonas fueron definidas tanto para cáscaras
de materia ordinaria como de materia exótica y para diferentes valores de los defectos de
ángulo de las sub-variedades en juego. Obviamente las regiones de estabilidad halladas
fueron diferentes en el caso masivo y en el caso no masivo.

Una vez solucionadas estas dificultades hemos procedido a evaluar y analizar la auto-
fuerza. Hemos hallado que el signo de la autofuerza se invierte para determinados valores
de la constante de acoplamiento tanto en el caso de campos escalares masivos como no
masivos. En los casos estudiados ese valor es ξ = 1/4. En el caso del campo escalar
sin masa hemos establecido comparaciones con los resultados obtenidos, en igualdad de
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Figura 49: Gráficos comparativos, geometŕıas Tipo II, ω+ = ω− = 1. Los gráficos a la izquierda

corresponden al caso del campo escalar sin masa. La disminución de la escala en los gráficos de la

derecha indica que la autofuerza es más débil en el caso del campo escalar masivo.

condiciones, para el campo electromagnético. Hemos observado que si el acoplamiento
es mı́nimo, la autofuerza presenta exactamente el signo contrario, mientras que si el
acoplamiento no es mı́nimo aparece un efecto de inversión del signo de la autofuerza
que está ausente en el caso electromagnético. También hemos encontrado que en el caso
masivo la intensidad se ve atenuada por un factor ∼ e−mr.

Antes de concluir agregaremos un par de comentarios que pueden ayudar a com-
prender mejor la fenomenoloǵıa de las situaciones analizadas. Como hemos visto, en
todos los casos estudiados se observa que el efecto de la constante de acoplamiento es
atenuar, anular y finalmente contrarrestar la intensidad de la autofuerza. Este efecto
puede interpretarse de la siguiente manera: en la ecuación de campo la constante de
acoplamiento está multiplicada por el escalar de Ricci; como este escalar es nulo en to-
das partes menos sobre la cáscara, entonces la constante de acoplamiento puede actuar
únicamente si existe una cáscara. El término ξRΦ en las ecuaciones de campo (18) y
(118) podŕıa entenderse, por lo tanto, como una “densidad superficial de carga inducida
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sobre la cáscara”; es decir, como una fuente localizada en la cáscara. Basándonos en esta
interpretación podŕıamos suponer que la fuerza sobre la carga de prueba surge como
consecuencia de dos contribuciones: la contribución de la geometŕıa en la cual ésta se
encuentra situada y la contribución de la “carga superficial” inducida sobre la cáscara.
Como ya hemos visto, la parte de la autofuerza asociada a la geometŕıa puede entender-
se, a su vez, como consecuencia de la deformación que experimentan las ĺıneas de fuerza
del campo en una geometŕıa cónica ya que en tal geometŕıa estas ĺıneas no se distribuyen
simétricamente alrededor de la carga. Por consiguiente, en una variedad cónica siempre
debeŕıa haber autofuerza, haya o no cáscara y haya o no constante de acoplamiento.
Esta última afirmación ha sido comprobada en el cuerpo de la tesis, al analizar los casos
en los que ξ = 0. Además, en este último caso la autofuerza debeŕıa coincidir con la
autofuerza en el caso electromagnético, salvo la diferencia de signo, lo que también se ha
comprobado para el caso no masivo en la sección 3.8. Cuando al efecto de la geometŕıa
se le se suma el efecto de la “carga superficial inducida”, esta última contribución actúa
compensando a la anterior hasta que finalmente, por encima de ξ = 1/4, pasa a ser el
factor dominante revirtiendo el signo de la fuerza debida a la geometŕıa.

***
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Apéndices

6. Apéndice I: El formalismo de thin-shells.

6.1. Introducción

En esta sección consideraremos un espacio-tiempo de 4 dimensiones dividido en dos
regiones por una hipersuperficie tridimensional y supondremos que cada región tiene
una métrica diferente. El formalismo de thin-shells es un desarrollo destinado a obtener
soluciones válidas de las ecuaciones de Einstein cuando se hace necesario unir ambas
métricas [72] [79] [124]. Fue desarrollado por Lanczos [54] [55], Darmois [19] e Israel
[48]. En este apéndice resumiremos algunos conceptos del formalismo y los aplicaremos
al cálculo de las cantidades (8),(10) y (12). Usaremos sub́ındices griegos para indicar
cantidades en el espacio de 4 dimensiones, y sub́ındices latinos para las cantidades sobre
la hipersuperficie Σ. La notación “ ; ” indica la derivada covariante.

Figura 50: La hipersuperficie Σ divide el espacio-tiempo en dos regiones M+ y M− con diferentes

métricas.

Supongamos el espacio-tiempo de cuatro dimensiones dividido en dos regionesM+ y
M− mediante una hipersuperficie Σ. Cada una de estas regiones tiene diferente métrica
g+
αβ y g−αβ y diferentes coordenadas xα+ y xα− como indica la figura 50. La hipersuperficie

Σ puede definirse a partir de un conjunto de ecuaciones paramétricas xα = xα(ya) donde
α = 1, 2, 3, 4; a = 1, 2, 3 y donde ya son las coordenadas sobre la hipersuperficie Σ.
Definimos un vector normal a la hipersuperficie Σ tal que

nαnα = ε =

{
−1 si Σ es tipo espacio

1 si Σ es tipo tiempo
(212)

Los vectores

eαa =
∂xα

∂ya
(213)

104



son tangentes a las curvas subtendidas sobre la hipersuperfice Σ. Por lo tanto, para una
hipersuperficie no nula se cumple eαa nα = 0. En el caso de una cáscara móvil el vector
normal debe ser, además, ortogonal a la tetravelocidad Uα:

nαU
α = 0

Haciendo uso de las expresiones (213) podemos escribir el elemento de ĺınea ds2
Σ =

gαβ dx
α dxβ sobre Σ como

ds2
Σ = hab dy

a dyb

donde
hab = gαβ e

α
a e

β
b (214)

es la métrica tridimensional inducida sobre la hipersuperficie Σ o primera forma
fundamental de la hipersuperficie Σ. El 3-tensor

Kab = nα;β e
α
a e

β
b (215)

se denomina curvatura extŕınseca de la hipersuperficie Σ o segunda forma funda-
mental. Se trata de un 3-tensor simétrico (Kab = Kba) que cumple con la relación

K = habKab = nα;α (216)

Esta última relación implica que la hipersuperficie es convexa si K > 0 y cóncava si
K < 0. La cantidad hab se relaciona con caracteŕısticas puramente intŕınsecas de la hi-
persuperficie mientras que Kab lo hace con aspectos extŕınsecos; es decir que considera
a la hipersuperficie Σ como inmersa en el espacio-tiempo de 4 dimensiones.

Buscamos las condiciones de juntura que deben satisfacerse para que la unión de las
métricas g+

αβ y g−αβ sea una solución válida de las ecuaciones de Einstein. La primera de
estas condiciones nos dice que la métrica inducida sobre la hipersuperficie Σ debe ser
idéntica a ambos lados de la hipersuperficie. De no ser aśı, la hipersuperficie no tendŕıa
una métrica intŕınseca bien definida. Esta primera condición de juntura se expresa

〈hab〉 = 0 (217)

donde 〈A〉 = A(M+)|Σ − A(M−)|Σ denota el “salto” de cualquier cantidad A a través
de la hipersuperficie Σ.

El escalar de Ricci se escribe

R = −2κδ(η) + Θ(η)R+ + Θ(−η)R− (218)

donde R± se refiere al escalar de Ricci en las sub-variedades M±, η denota la distancia
propia a lo largo de las geodésicas que intersectan normalmente a la shell , δ(η) es la
distribución de Dirac y Θ(η) es la distribución de Heaviside. La función δ en (218) re-
presenta una singularidad sobre la hipersuperficie Σ.

Para que la transición sea “suave” debe cumplirse además la segunda condición
de juntura que solicita que la curvatura extŕınseca sea la misma a ambos lados de la
hipersuperficie:

κab = 〈Kab〉 = 0 (219)
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Si la condición (219) no se cumple, la singularidad que presenta el escalar de Ricci (218)
sobre la hipersuperfice Σ no se elimina, de modo que el espacio-tiempo es singular en
la hipersuperficie. En ese caso la funcion δ(η) se asocia a una distribucion de materia
infinitamente delgada o thin-shell en la hipersuperficie, cuyo tensor superficial de enerǵıa-
momento es

Sab = − ε

8π
(〈Kab〉 − 〈K〉hab) = − ε

8π
〈Kab −Khab〉 (220)

A partir de las expresiones diagonalizadas 41

Sab =


σ 0 0 0
0 −ϑ1 0 0
0 0 −ϑ2 0
0 0 0 0

 (221)

κab =


κ00 0 0 0
0 κ11 0 0
0 0 κ22 0
0 0 0 0

 (222)

donde σ es la densidad superficial de enerǵıa y ϑ1 y ϑ2 son las tensiones superficiales,
podemos calcular la densidad superficial de enerǵıa

σ = − 1

8πG
{κ11 + κ22} (223)

y la presión

p1 = −ϑ1 =
1

8πG
{κ22 − κ00} (224)

p2 = −ϑ2 =
1

8πG
{κ11 − κ00} (225)

6.2. Cálculo de la Primera Condición de Juntura y del salto en
la curvatura extŕınseca para las geometŕıas Tipo I y Tipo
II

Tanto para las geometŕıas Tipo I como para las geometŕıas Tipo II se trabaja con
thin shells de tres dimensiones (t, φ, z) en un espacio tiempo de cuatro dimensiones con
simetŕıa ciĺındrica (t, r, φ, z) (figuras 51, 52 y 53). Por lo tanto las coordenadas en el
espacio-tiempo de 4 dimensiones son xα = (t, r, φ, z), las coordenadas sobre la hiper-
superficie son ya = (t, φ, z) y supondremos que las coordenadas xα son continuas en el
entorno de la hipersuperficie. En el caso de las geometŕıas Tipo I el espacio tiempo es
dividido por la hipersuperficie en dos regiones M1 y M2. En el caso de las geometŕıas
Tipo II, las dos regiones son M+ y M−.

Definimos el vector normal nα a la hipersuperficie Σ. Como la hipersuperficie está de-
finida en (t, φ, z) el vector normal apunta en dirección r. Teniendo en cuenta la relación
(212) obtenemos

n+
α = nIα = (0, 1, 0, 0); y n−α = (0,−1, 0, 0) (226)

41En (221) y (222) las coordenadas espaciales sobre la superficie son la 1 y la 2 (respectivamente φ
y z en geometŕıas con simetŕıa ciĺındrica) mientras que la coordenada 3 corresponde a la coordenada
radial r; dado que la cáscara tiene espesor nulo, la tensión en r es nula.
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Figura 51: El gráfico muestra la ubicación de la thin-shell para las geometŕıas Tipo II. Observar que

en los diagramas el espacio-tiempo de 4 dimensiones se representa como una superficie cónica de dos

dimensiones; por lo tanto la thin-shell, que tiene una dimensión menos, se representa como una ĺınea que

une las dos superficies cónicas. En estos diagramas no se han representado ni la coordenada temporal t

ni la coordenada espacial z.

Figura 52: El gráfico muestra la ubicación de la thin-shell para las geometŕıas Tipo I correspondientes

a una cáscara de materia ordinaria (κ < 0).

Figura 53: El gráfico muestra la ubicación de la thin-shell para las geometŕıas Tipo I correspondientes

a una cáscara de materia exótica κ > 0.

donde n+
α y n−α son los vectores normales correspondientes a las regiones M+ y M−
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respectivamente en las geometŕıas Tipo II, y nIα es el vector normal correspondiente a
cualquiera de las dos regiones en las geometŕıas Tipo I. En el caso de las geometŕıas
Tipo II uno de los dos vectores normales debe llevar signo negativo ya que las coorde-
nadas arrancan en la garganta r = 0 y crecen hacia ±∞; por convención elegimos como
positivo el vector que apunta hacia arriba en las figuras 9 o 51 de modo que la normal
en la parte inferior de la garganta del wormhole es negativa. Para las geometŕıas Tipo I
este problema no se presenta ya que las coordenadas nacen en el vértice del cono interior
y crecen en el mismo sentido tanto en la métrica interior como en la exterior.

Los vectores eαa no nulos son

ett =
∂t

∂t
= 1; eφφ =

∂φ

∂φ
= 1; ezz =

∂z

∂z
= 1

Calculamos la derivada covariante del vector normal nα;β. Dado que en cualquier
caso es nα,β = 0, la derivada covariante del vector normal se reduce a

n±α;β = −Γγαβ n
±
γ

para las geometŕıas Tipo II y
nIα;β = −Γγαβ n

I
γ

para las geometŕıas Tipo I, donde los Γ corresponden al espacio-tiempo de cuatro dimen-
siones y se evalúan en las regiones M+, M−, M1 o M2, según corresponda. Teniendo
en cuenta los vectores (226) las expresiones anteriores se simplifican a

n+
α;β = −Γrαβ(1); n−α;β = −Γrαβ(−1); nIα;β = −Γrαβ (1)

La métrica es
ds2 = −dt2 + dr2 + ρ2(r) dφ2 + dz2 (227)

donde, en el caso de las geometŕıas tipo I la función perfil es

ρ(r) =

{
r1 ωi en M1 = {0 < r1 ≤ ri}
r2 ωe en M2 = {re ≤ r2 <∞}

(228)

y en el caso de las geometŕıas tipo II es

ρ(r) =

{
rm ω− en M− = {−∞ < rm ≤ 0}
rp ω+ en M+ = {0 ≤ rp < +∞}

(229)

donde, por comodidad, hemos denominado r1 y r2 a las coordenadas radiales en las
sub-variedadesM1 yM2, y rm y rp a las correspondientes coordenadas radiales para las
sub-variedadesM− yM+ (figuras 51 a 53). Para estas métricas hay un único coeficiente
Γαβγ no nulo que es Γrφφ = −(ω∗)

2 r∗ donde

(ω∗)
2 r∗ =


(ωi)

2 r1 para las geometŕıas Tipo I en M1

(ωe)
2 r2 para las geometŕıas Tipo I en M2

(ω+)2 rp para las geometŕıas Tipo II en M+

(ω−)2 rm para las geometŕıas Tipo II en M−
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En estas condiciones los nα;β se reducen a los nφ;φ:

nI,1φ;φ = ω2
i r1 ; nI,2φ;φ = ω2

e r2

para las geometŕıas Tipo I, y

n−φ;φ = −(ω−)2 rm ; n+
φ;φ = (ω+)2 rp

para las geometŕıas Tipo II.

Evaluamos la segunda forma fundamental a partir de la ec. (215) para los casos
que estamos analizando. Las únicas componentes no nulas de este 3-tensor son:

K
(1)
φφ = (ωi)

2 r1; K
(2)
φφ = (ωe)

2 r2

para las geometŕıas Tipo I, y

K+
φφ = (ω+)2 rp; K−φφ = −(ω−)2 rm

para las geometŕıas Tipo II.

Calculamos ahora la discontinuidad o salto en la curvatura extŕınseca. Para las
geometŕıas Tipo I las cantidades:

κIab = 〈Kab〉 = K
(2)
ab −K

(1)
ab

se reducen también a una única componente

κ
(I)
φφ = K

(2)
φφ −K

(1)
φφ = (ωe)

2 r2 − (ωi)
2 r1 (230)

o bien escrito en la forma (222):

κ
(I)
ab =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 κ
(I)
φφ 0

0 0 0 0

 (231)

Del mismo modo, para las geometŕıas Tipo II calculamos

κ
(II)
ab = K+

ab −K
−
ab

que se reducen también a una única componente:

κ
(II)
φφ = K+

φφ −K
−
φφ = (ω+)2 rp + (ω−)2 rm (232)

⇒ κ
(II)
ab =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 κ
(II)
φφ 0

0 0 0 0

 (233)

A continuación evaluamos la traza del salto en la curvatura extŕınseca κ = κaa. Para
las geometŕıas Tipo I:

κ(I) = κ(I)φ
φ = hφφ(I) κ

(I)
φφ
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donde hφφ(I) es la componente {φφ} de la métrica inducida sobre la thin shell para las
geometŕıas Tipo I, cuyo elemento de ĺınea es

ds2
Σ,I = −dt2 + h

(I)
φφ dφ

2 + dz2 =

{
−dt2 + (ωi)

2 r2
1 dφ

2 + dz2 en M1

−dt2 + (ωe)
2 r2

2 dφ
2 + dz2 en M2

Por lo tanto tenemos que

h
(I)
φφ =

{
(ωi)

2 r2
1 en M1

(ωe)
2 r2

2 en M2

Además, la primera condicion de juntura, ecuación (217), implica que

h
(I,1)
φφ |Σ = h

(I,2)
φφ |Σ ⇒ ωe r2|re = ωi r1|ri ⇒ ωe re = ωi ri

que coincide con la expresión (8), de modo que la traza es

κ(I) =
1

ω2
e r

2
e

(ω2
e re − ω2

i ri) =
(ωe − ωi)
ωe re

que concuerda con la relación (12).

Del mismo modo, el elemento de ĺınea para las geometŕıas tipo II es

ds2
Σ,II = −dt2 + h

(II)
φφ dφ2 + dz2 =

{
−dt2 + (ω+)2 r2

p dφ
2 + dz2 en M+

−dt2 + (ω−)2 r2
m dφ

2 + dz2 en M−

⇒ h
(II)
φφ =

{
(ω+)2 r2

p en M+

(ω−)2 r2
m en M−

La primera condicion de juntura conduce a

h
(II,+)
φφ |Σ = h

(II,−)
φφ |Σ ⇒ ω+ rp|r+ = ω− rm|r− ⇒ ω+ r+ = ω− r−

que es la ecuación (10). Por lo tanto, el salto en la curvatura extŕınseca es

κ(II) =
(ω+ + ω−)

ω+ r+

que coincide también con la relación (12).

Dado que las geometŕıas Tipo I y II son localmente planas en todas partes salvo en
la shell, entonces es R+ = R− = 0 en la ecuación (218) de modo que el escalar de Ricci
para estas configuraciones se reduce a

R(r) = −2κδ(r − rs)

donde r = rs es la localización de la thin-shell en cualquiera de las dos geometŕıas.
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Usando las expresiones (221) a (225), (230) y (232) evaluamos el tensor enerǵıa-
momento superficial para las geometŕıas Tipo I y Tipo II:

S
(I)
ab =


−κ(I)

φφ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 κ
(I)
φφ 0

0 0 0 0

 (234)

S
(II)
ab =


−κ(II)

φφ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 κ
(II)
φφ 0

0 0 0 0

 (235)

Usando la primera condición de juntura podemos escribir estas últimas expresiones
como:

S
(I)
ab =


−(ωe − ωi)(ωere) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ωe − ωi)(ωere) 0
0 0 0 0

 (236)

S
(II)
ab =


−(ω+ + ω−)(ω+r+) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 (ω+ + ω−)(ω+r+) 0
0 0 0 0

 (237)

Observar que al pegar geometŕıas cónicas se obtienen tensores de enerǵıa-momento
superficiales con el mismo tipo de ecuación de estado de las cuerdas cósmicas locales
[29]; es decir que tenemos pr = pφ = 0 y pz = −σ.

***
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7. Apéndice II: Análisis de estabilidad de agujeros

de gusano en teoŕıas de gravedad más allá de la

Relatividad General.

Como parte del aprendizaje del formalismo de thin-shells, y dentro del marco del
plan de tesis se realizó el análisis de estabilidad de cáscaras en teoŕıas de gravedad más
allá de la Relatividad General. Los resultados fueron publicados en [96] y se resumen en
el presente apéndice.

7.1. Introducción

Los análisis usuales de estabilidad de agujeros de gusano del tipo thin-shell suponen
cáscaras con ecuaciones de estado aproximadas por una relación lineal entre la presión
y la densidad de enerǵıa. Vease por ejemplo [12, 80] o estudios más recientes en [89,
28, 29] y las referencias alĺı citadas. A diferencia de este punto de vista, en una serie
de art́ıculos que continúan el enfoque presentado en [25], se estudia la dinámica de
cáscaras asumiendo que la ecuación de estado válida para una shell estática vale también
para la evolución que experimenta la cáscara luego de una perturbación suave [6, 90,
27]. Los resultados obtenidos dentro de esta aproximación difieren significativamente de
los obtenidos dentro del tratamiento linearizado. En el presente trabajo se extiende el
análisis introducido en [25] y discutido en profundidad en [95] a teoŕıas de gravedad
más allá de la Relatividad General; en particular se analiza la estabilidad de cáscaras
en agujeros de gusano de thin-shell dentro del marco de la gravedad dilatónica y de la
gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet. Usaremos unidades naturales, esto es c = Gn = 1,
donde Gn es la constante gravitacional en n dimensiones.

7.2. Agujeros de gusano dilatónicos en 3+1 dimensiones

En la teoŕıa de cuerdas bosónicas cerradas [81] con adición de un campo electro-
magnético, la acción S para D = 4 escrita en el marco relativista tiene la forma [33]

S =

∫
d4x
√
−g
(
−R + 2(∇φ)2 + e−2bφF 2

)
(238)

donde R es el escalar de Ricci para la métrica gµν , φ es el campo del dilatón, F µν es
el campo electromagnético y b (0 ≤ b ≤ 1) determina el acoplamiento entre estos dos
campos. El principio variacional δS = 0 conduce a

∇µ(e−2bφF µν) = 0 (239)

∇2φ+
b

2
e−2bφF 2 = 0 (240)

Rµν = 2∇µφ∇νφ+ 2e−2bφ(FµαF
α
ν −

1

4
gµνF

2). (241)

Las expresiones (239) y (240) son las ecuaciones para el campo del dilatón y el campo
electromagnético; y (241) corresponde a las ecuaciones de Einstein con estos campos
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como fuente. Estas últimas admiten soluciones esféricamente simétricas con una métrica
de la forma [34, 44, 35]

ds2
± = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + h(r)(dθ2 + sin2 θdϕ2) (242)

donde

f(r) =

(
1− A

r

)(
1− B

r

)(1−b2)/(1+b2)

h(r) = r2

(
1− B

r

)2b2/(1+b2)

Las constantes A y B corresponden a los horizontes interior y exterior en la geometŕıa
del agujero negro, y se relacionan con la masa M y con la carga electromagnética Q
mediante las expresiones

A = M +
√
M2 − (1− b2)Q2, B =

(1 + b2)Q2

M +
√
M2 − (1− b2)Q2

Consideraremos una cáscara ubicada en un radio a fuera del horizonte exterior. La
cáscara se define mediante el formalismo de thin-shells presentado en el Apéndice I,
pegando dos copias idénticas de la parte exterior (esto es, más allá del radio del horizonte
exterior) de la geometŕıa (242). La geometŕıa completa resultante es la de un agujero de
gusano simétrico respecto de la garganta, la cual es una superficie de área mı́nima. La
materia de la shell se relaciona con la geometŕıa a cada lado mediante las ecuaciones de
Lanczos (220) [102, 55, 19, 72]

〈Kij −K hij〉 = −8πSij (243)

donde Sij es el tensor enerǵıa-momento superficial, K±ij es la curvatura extŕınseca a cada
lado de la cáscara, dada por la expresion (215)

Kab = nα;β e
α
a e

β
b (244)

K es la correspondiente traza y 〈·〉 es el salto de una cierta cantidad a través de la
superficie r = a; n±α son las componentes de las normales unitarias a cada lado de la
cáscara, definidas en (212). Tal como se indicó en el Apéndice I, los ı́ndices griegos co-
rresponden a las coordenadas de la geometŕıa (242) y los ı́ndices latinos corresponden a
las coordenadas sobre la superficie r = a. La densidad de enerǵıa y la presión resultantes
se obtienen aplicando las expresiones (223) a (225) del Apéndice I:

σ = − 1

4π

h′(a)

h(a)

√
f(a) + ȧ2 (245)

p =
1

8π

√
f(a) + ȧ2

[
2ä+ f ′(a)

f(a) + ȧ2
+
h′(a)

h(a)

]
(246)

donde el punto indica la derivada respecto del tiempo propio sobre la cáscara, y la prima
denota la derivada respecto de la coordenada radial r. Para una configuración estática
las dos expresiones anteriores se reducen a

σ0 = −
√
f(a0)

4π

h′(a0)

h(a0)
(247)
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p0 =

√
f(a0)

8π

[
f ′(a0)

f(a0)
+
h′(a0)

h(a0)

]
(248)

Partiendo de estos resultados, se han encontrado soluciones estáticas estables pa-
ra una ecuación de estado linearizada [26] y también para una ecuación de estado de
Chaplygin generalizada [7]. En este trabajo se sigue un camino alternativo introducido
en [25] y recientemente analizado en [95]. A partir de las ecuaciones (245) y (246) ha-
llamos la relación existente entre la densidad superficial de enerǵıa y la presión para el
caso de una shell que evoluciona en el tiempo:

p = Y σ, Y = −1

2

[
1 +

(
2ä+ f ′(a)

f(a) + ȧ2

)
h(a)

h′(a)

]
(249)

y la relación analoga para una shell estática:

p0 = X0σ0, X0 = −1

2

[
1 +

f ′(a0)h(a0)

f(a0)h′(a0)

]
(250)

Siguiendo el tratamiento perturbativo introducido en [25], solicitamos que la forma de
la ecuación de estado válida para la configuración estática siga siendo válida para una
shell que experimenta una evolución suave imponiendo la condición

Y = X, X = −1

2

[
1 +

f ′(a)h(a)

f(a)h′(a)

]
(251)

A partir de esta condición se obtiene la siguiente ecuación de movimiento para el radio
de la cáscara:

2äf(a) = ȧ2f ′(a) (252)

que tiene por solución

ȧ(τ) = ȧ0

√
f(a(τ))

f(a0)
(253)

Este tipo de solución excluye cualquier movimiento oscilatorio ya que el signo de
la velocidad de la shell queda determinado por las condiciones iniciales. Por lo tanto
sólo es posible un movimiento monótono. En general, dado que dentro del rango 0 ≤
b ≤ 1 la función f(r) crece con r, tendŕıamos una expansión acelerada después de una
perturbacion hacia afuera, y una contracción desacelerada luego de una perturbación
hacia adentro.

7.3. Agujeros de gusano de Einstein–Gauss–Bonnet en 4+1 di-
mensiones

La teoŕıa de gravedad más general que conduce a ecuaciones de movimiento de se-
gundo orden es la gravedad en cinco dimensiones asociada a la acción de Einstein más
los términos de Gauss–Bonnet [62]. La geometŕıa del agujero negro en este marco teórico
fue hallada por Boulware y Deser [11] y posteriormente ampliada al caso electrodinámico
por Wiltshire [126, 127]. La acción de la teoŕıa, incluyendo un campo electromagnético
y una constante cosmológica no nula Λ, es [11, 126, 127]

S =

∫
d5x
√
−g [R− 2Λ− 1

4
FµνF

µν + α(RαβγδR
αβγδ − 4RαβR

αβ +R2)] (254)
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donde α es una constante con dimensiones (longitud)2. El valor de esta constante de-
termina cuánto se aparta esta teoŕıa de la Relatividad pura, la que corresponde al valor
α = 0. En este trabajo supondremos α > 0 que es lo que se requiere para que, en ausencia
del término de Einstein, el signo relativo entre la acción gravitatoria y la electomagnética
sea el correcto.

El principio variacional aplicado a la acción (254) conduce a ecuaciones de campo que
admiten una solución esféricamente simétrica y estática que corresponde a la geometŕıa
del agujero negro

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdχ2 + sin2 θ sin2 χdϕ2) (255)

donde la función métrica f(r) admite dos ramas:

f(r) = 1 +
r2

4α
∓ r2

4α

√
1 +

16αM

πr4
+

8αQ2

3r6
+

4αΛ

3
(256)

La rama asociada al signo menos es la rama estándard que presenta horizontes, mien-
tras que la rama ligada al signo más es una “rama exótica” que incluye una singularidad
desnuda. Sin embargo, tanto la singularidad como los horizontes son removidos al cons-
truir matemáticamente un agujero de gusano mediante el procedimiento presentado en
el Apéndice I, siempre que se coloque la garganta del wormhole en un radio mayor que
el radio del horizonte más grande. Entonces, no hay necesidad de excluir la rama exótica
dentro de este marco. Esta rama tiene la virtud de permitir configuraciones simples de
agujeros de gusano sostenidos por materia ordinaria (esto es, materia que satisface las
condiciones de enerǵıa) aún si algunos parámetros se anulan.

7.4. Los términos de Gauss–Bonnet como un Tµν efectivo.

El principio variacional δS = 0 conduce a ecuaciones de campo que pueden ser enten-
didas de dos maneras. En la primera, la contribución de Gauss–Bonnet se considera como
parte de un tensor enerǵıa-momento efectivo, de modo que recuperamos las ecuaciones
de Einstein con una fuente adicional:

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν =

1

2
[TEMµν + TGBµν ] (257)

donde

TEMµν = FµαF
α
ν −

1

4
gµνFαβF

αβ,

y
TGBµν = α [8RαβR

α
µ
β
ν − 4RµαβγR

αβγ
ν

+ 8RµαR
α
ν − 4RRµν + gµν (RαβγδR

αβγδ − 4RαβR
αβ +R2)]

En este caso las condiciones de juntura sobre la superficie de unión de las dos métricas
son justamente las de la Relatividad General

〈Kij −K hij〉 = −8πSij

donde ahora el tensor enerǵıa-momento superficial incluye la contribución de Gauss-
Bonnet. Si la superficie une dos copias idénticas de la parte exterior de una geometŕıa

115



esféricamente simétrica y estática, la geometŕıa completa resultante es la de un agujero
de gusano cuyo radio de garganta es a. La densidad de enerǵıa y la presión de la materia
que constituye la cáscara vienen dadas por

σ = − 3

4πa

√
f(a) + ȧ2 (258)

p = −2

3
σ +

1

8π

2ä+ f ′(a)√
f(a) + ȧ2

(259)

El signo menos en la ecuación (259) indica que, si los términos de Gauss–Bonnet se
interpretan como formando parte del tensor enerǵıa-momento efectivo, no puede evitarse
la materia exótica en la construcción del agujero de gusano de thin-shell. Para una
configuración estática (a = a0) tenemos

σ0 = −
3
√
f(a0)

4πa0

(260)

p0 = −2

3
σ0 +

1

8π

f ′(a0)√
f(a0)

(261)

A partir de estos resultados, en [111] se encontraron configuraciones estáticas estables
bajo perturbaciones que preserven la simetŕıa siguiendo la aproximación linearizada. En
su lugar, en el presente análisis seguiremos el procedimiento de la sección precedente.
La relación entre la densidad de enerǵıa estática y la presión es

p0 = X0σ0, X0 = −1

3

(
2 +

a0f
′(a0)

2f(a0)

)
(262)

Por otra parte, para el caso general de una shell en movimiento tenemos

p = Y σ, Y = −1

3

[
2 +

2aä+ af ′(a)

2f(a) + 2ȧ2

]
. (263)

Si solicitamos que la forma de la ecuación de estado para el caso estático sea preservada
durante una evolución suave de la shell, imponemos la siguiente aproximación

p = Xσ, X = −1

3

[
2 +

af ′(a)

2f(a)

]
. (264)

A partir de (263) y (264) inmediatamente obtenemos la condición

f ′(a)ȧ2 = 2f(a)ä (265)

que es la ecuación de movimiento para la shell situada en la garganta del wormhole.
Como antes, la solución de esta ecuación adquiere la forma

ȧ(τ) = ȧ0

√
f(a(τ))

f(a0)
(266)

lo que implica, nuevamente, una evolución monótona: una expansión si la velocidad
inicial apunta hacia afuera, y una contracción si apunta hacia adentro. El carácter acele-
rado o desacelerado del movimiento será determinado, en cada caso, por la dependencia
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de la función métrica f(r) respecto de la coordenada radial. Por ejemplo, consideremos
un caso simple en el que la carga y la constante cosmológicas son nulas, y suponga-
mos un pequeño apartamiento α� a2 respecto de la Relatividad General. En ese caso,
de (256) tendŕıamos f(r) ' 1 − 2M/(πr2) para la rama estándard de la métrica, y
f(r) ' 1 + 2M/(πr2) + r2/(2α) para la rama exótica. En el primer caso la shell su-
friŕıa una expansión acelerada con aceleración decreciente luego de una perturbación
hacia afuera, y una contracción desacelerada luego de una perturbación hacia adentro.
En el segundo caso, en cambio, aparece una suerte de constante cosmológica efectiva
ΛEff ∼ α−1 que promoveŕıa una expansión hacia afuera con aceleración creciente. Es-
to último acabaŕıa por invalidar el tratamiento perturbativo, el cual descansa sobre la
hipótesis de un movimiento suave de la shell.

7.5. Los términos de Gauss–Bonnet como objeto geométrico

Los términos de Gauss–Bonnet en las ecuaciones de la teoŕıa pueden asociarse a
la geometŕıa en lugar de hacerlo al tensor enerǵıa-momento efectivo. Además de otras
ventajas, este punto de vista permite una comprensión más satisfactoria del carácter
de la materia que compone la shell que une ambas sub-variedades. En este enfoque las
condiciones de juntura se generalizan para incluir la contribución de Gauss–Bonnet, y
esto tiene dos consecuencias positivas:

- en primer lugar, para determinados valores de los parámetros, los agujeros de gu-
sano de thin-shell pueden ser sustentados por materia que satisface las condiciones de
enerǵıa [88, 64, 41, 105]; más aún, cuando se asocian a la rama exótica de la solución de
Wiltshire, los wormholes son sustentados por materia normal, incluso en el caso de una
constante de Gauss–Bonnet relativamente pequeña y positiva, y para una carga y una
constante cosmológica nulas [105].

- en segundo lugar, como este enfoque cambia sustancialmente la forma de la den-
sidad de enerǵıa superficial y de la presión sobre la shell, podŕıa permitir, en principio,
algún tipo diferente de movimiento.

Para este tratamiento de los términos de Gauss–Bonnet las ecuaciones de movimiento
son

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν + 2αHµν = 8π Tµν , (267)

donde
Hµν = RRµν − 2RµαR

α
ν − 2RαβRµανβ

+ Rαβγ
µ Rναβγ −

1

4
gµν(R

2 − 4RαβRαβ +RαβγδRαβγδ).

Las condiciones de juntura que relacionan la métrica a ambos lados de la superfice
con el carácter de la materia sobre esta superficie vienen dadas por las condiciones de
Darmois–Israel (217) y (219) generalizadas a la gravedad de Einstein–Gauss–Bonnet.
Estas condiciones fueron obtenidas en [20] (véase también [65]), y se escriben

〈Kij −Khij〉+ 2α〈3Jij − Jhij + 2PikljK
kl〉 = −8πSij (268)
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donde los ı́ndices latinos señalan las coordenadas sobre la superficie de juntura. En la
última expresión Pijkl denota la parte del tensor de Riemann libre de singularidades
sobre la superficie:

Pijkl = Rijkl + (Rjkhli −Rjlhki)− (Rikhlj −Rilhkj) +
1

2
R(hikhlj − hilhkj),

mientras que el tensor Jij se define como

Jij =
1

3
[2KKikK

k
j +KklK

klKij − 2KikK
klKlj −K2Kij].

En [41, 52] se estudió la posibilidad de construir agujeros de gusano de thin-shell
estables que conecten dos geometŕıas de la forma (255) dentro de esta interpretación
de los términos de Gauss–Bonnet y para valores adecuados de los parámetros, pero
con una aproximación de estabilidad linearizada. En su lugar, nosotros seguiremos el
procedimiento de las secciones precedentes para llevar a cabo el análisis perturbativo. A
partir de las condiciones de juntura (268) encontramos las expresiones para la densidad
de enerǵıa y la presión sobre la shell que conecta las dos geometŕıas exteriores:

σ = − 1

8π

{
6∆

a
− 2α

a3

[
4∆3 − 12∆(1 + ȧ2)

]}
(269)

p =
1

8π

{
4∆

a
+ 2

`

∆
− 8α

a2
[`∆− `

∆
(1 + ȧ2)− 2∆ä]

}
(270)

donde hemos introducido

∆ =
√
f(a) + ȧ2, ` =

f ′(a)

2
+ ä.

Las correspondientes expresiones para el caso estático son

σ0 = −
√
f(a0)

8πa0

{
6− 4α

a2
0

[2f(a0)− 6]

}
(271)

p0 =

√
f(a0)

8πa0

{
4 +

a0f
′(a0)

f(a0)
− 4α

f ′(a0)

a0

[
f(a0)− 1

f(a0)

]}
(272)

de modo que vale la siguiente ecuación de estado que relaciona la densidad de enerǵıa y
la presión:

p0 = X0σ0, X0 =
a0{4a0f(a0) + a2

0f
′(a0)− 4αf ′(a0)[f(a0)− 1]}

f(a0){8α[f(a0)− 3]− 6a2
0}

(273)

En el caso de una cáscara móvil la correspondiente relación es

p = Y σ, Y =
2∆a+ `a2∆−1 − 4α{`∆− `∆−1(1 + ȧ2)− 2∆ä}

−3∆a+ αa−1[4∆3 − 12(1 + ȧ2)∆]
(274)

Si suponemos que la forma de la ecuación de estado para la configuración estática es
una buena aproximación para la shell móvil, entonces

Y = X, X =
a{4af(a) + a2f ′(a)− 4αf ′(a)[f(a)− 1]}

f(a)[8α(f(a)− 3)− 6a2]
(275)
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A diferencia de los casos estudiados antes, esta condición no conduce de modo directo
a una ecuación de movimiento simple para la shell. Sin embargo, si estamos interesados
en una evolución oscilatoria, la cual puede asociarse a cierto tipo de equilibrio estable,
podemos buscar puntos de retorno; es decir, valores del radio de la cáscara para los
cuales se verifique ȧ = 0 y ä 6= 0. En estas posiciones de la shell, y bajo la aproximación
adoptada, debeŕıa cumplirse que X(a) = Y (a, ȧ = 0, ä). Un cálculo directo conduce a la
siguiente condición:

ä [a2 + 4α(1 + f(a))] = 0 (276)

Dado que el radio de la garganta del wormhole es mayor que el radio del horizonte
exterior en la geometria original el agujero negro, entonces f(a) > 0; para α > 0 esta
condición puede ser satisfecha solamente si

ä = 0,

lo cual contradice la existencia de un punto de retorno. Por lo tanto, más allá de la
complejidad considerablemente mayor que encontramos en las ecuaciones de movimiento
asociando la contribución de Gauss–Bonnet a la geometŕıa, la conclusión es análoga a la
que se obtiene mediante la aproximación más sencilla de la sección 7.4: bajo las hipótesis
adoptadas no puede tener lugar una evolución de tipo oscilatorio.

7.6. Resumen

En esta parte de la tesis hemos extendido la aproximación adoptada en [25] y ana-
lizada en detalle en [95], a dos ejemplos diferentes asociados a teoŕıas de gravedad más
allá de la Relatividad General: la gravedad dilatónica y dos diferentes enfoques dentro de
la gravedad de Einstein–Gauss–Bonnet. Los resultados difieren de los obtenidos usando
el procedimiento de estabilidad linearizada. En efecto, suponer que la ecuación de estado
para una shell estática sigue siendo válida para la misma shell cuando experimenta una
perturbación simétrica suave podŕıa significar una fuerte restricción a la evolución de
la cáscara, excluyendo la posibilidad de movimientos oscilatorios y limitándola a una
evolución monótona.

***
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