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Ĺımite fluido para la fase de agrupación del
proceso zero-range con condensación

Resumen

El proceso zero range (ZRP) es un modelo clásico de sistemas de part́ıculas, en el
cual las part́ıculas saltan entre los sitios de un conjunto V con tasas que sólo dependen
del número de part́ıculas en el sitio de salida y de las tasas de un paseo aleatorio. Este
modelo, introducido en [19], ha generado gran interés en la comunidad tanto matemática
como f́ısica, debido a que permite modelar variados procesos en las ciencias aplicadas,
tales como sistemas granulares, crecimientos de interfase, dinámica de poĺımeros y pro-
cesos de transporte.

En esta tesis abordamos el problema de encontrar el ĺımite fluido al proceso zero
range con condensación cuando el número de sitios permanece fijo, el tiempo es escalado
en forma lineal respecto al número de part́ıculas N , y a tiempo inicial todos los sitios
se encuentran macroscópicamente ocupados.

Estudiando un problema de martingala probamos que cuando N tiende a infinito,
existe el proceso ĺımite (ζt)t≥0, el cual resulta determińıstico y sólo depende del ĺımite
de las distribuciones a tiempo inicial de las part́ıculas y de las tasas del paseo aleatorio.

Utilizando procesos traza, caracterizamos expĺıcitamente a toda la trayectoria (ζt)t≥0.
Mostramos que a nivel macroscópico, cada vez que un sitio se vaćıa, no vuelve a re-
cuperar masa, y que existe un tiempo T0 > 0 tal que a partir de ese momento la
trayectoria ĺımite permanece constante. Además, mostramos que los sitios que per-
manecen macroscópicamente ocupados a partir de T0 son exactamente los sitios cuya
distribución invariante asociada al paseo aleatorio es maximal.

Por otro lado, partiendo de que un sistema de colas conocido como Jackson net-
work cerrada coincide con el proceso zero range para una elección espećıfica de tasas de
salto, hemos extendido nuestros resultados, obteniendo un ĺımite fluido para las Jackson
networks generalizadas (cerradas y abiertas), en donde la tasa a la que trabaja cada
servidor puede depender del número de tareas que tiene ese servidor. Si bien dicho
ĺımite se conoćıa para el caso de la Jackson network con tasas constantes (es decir,
que no dependen del número de tareas en cada servidor), ningún resultado hab́ıa sido
probado para el caso en el que hay dependencia.
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Los resultados sobre el proceso zero range abordados en esta tesis forman parte de
un trabajo en proceso, en colaboración con Inés Armendáriz, Johel Beltrán y Milton
Jara. Y los resultados sobre la Jackson network forman parte de otro trabajo en pro-
ceso, en colaboración con Inés Armendáriz y Matthieu Jonckheere.

Palabras clave: Sistemas de Part́ıculas, Proceso Zero Range, Ĺımite Fluido, Pro-
blema de Martingala, Proceso Traza, Jackson Network.
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Fluid limit for the coarsening phase of
the condensing zero-range process

Abstract

The zero range process (ZRP) is a classical model in particle systems. In this model,
the particles jump between the sites of a set V with rates that depend only on the
number of particles in the departure site and the rates of a random walk. This model,
introduced in [19], has generated huge interest among mathematicians and physicists.
This is because it allows modeling a lot of processes in applied sciences such as granular
systems, vehicular traffic, interface growing and polymer dynamics.

This thesis analyses the problem of finding the fluid limit for the condensing zero
range process when the number of sites is fixed, the time is linearly scaled with respect
to the total number of particles N , and at initial time all the sites are macroscopically
occupied.

On the one hand, studying a martingale problem, we prove that when N tends to
infinity, there exists the limit process (ζt)t≥0. This limit process is deterministic. Fur-
thermore it only depends on the limit of the initial distributions of particles at initial
time and the rates of the random walk.

Using trace processes, we characterize all the trajectory (ζt)t≥0 explicitly. We show
that at macroscopically level, when a site empties out in the limit process, it remains
empty forever, and there exists a time T0 > 0 such that after this time the limit process
remains constant. We also show that the sites which remain macroscopically occupied
after time T0 are exactly the sites whose invariant distribution associated to the random
walk is maximal.

On the other hand, since a queueing system called closed Jackson network coin-
cides with the zero range process for a specific choice of rates, we have extended our
results. Indeed, we obtain a fluid limit for generalized Jackson networks (closed and
open) where the rate at which a server works can depend on the number of jobs that
the server has. Although this limit was knowing for the Jackson network with constant
rates (this means, rates such that they do not depend on the number of jobs at each
server), there were no results for the case where there is dependency.
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The results of this thesis about the zero range process are part of a work in progress,
in collaboration with Inés Armendáriz, Johel Beltrán and Milton Jara. And the results
about the Jackson networks are part of another work in progress, in collaboration with
Inés Armendáriz and Matthieu Jonckheere.

Keywords: Particle Systems, Zero Range Process, Fluid Limit, Martingale Pro-
blem, Trace Process, Jackson Network.
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amistad. Y al colegio Jacarandá, particularmente a Alicia, Cristina y Jorge.

A todas mis amigas y amigos, por su afecto. Por todos los momentos y experiencias
compartidas. Por los aprendizajes, las charlas, las reuniones y las videollamadas. Por
abrirme la puerta de sus hogares. Por las palabras de aliento y los consejos.

A toda mi familia, por su cariño, apoyo y confianza. Sobre todo a mi mamá y mi papá,
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8 Sitios vaćıos a tiempo inicial para tasas de salto constantes 87
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Caṕıtulo 1

Introducción

El proceso zero range (ZRP) es un modelo clásico de sistemas de part́ıculas, en el
cual las part́ıculas saltan de un sitio a otro con tasas que sólo dependen del número de
part́ıculas en el sitio de salida, y que siguen las tasas de un paseo aleatorio.

Para definir el modelo consideremos un conjunto finito de sitios V y un paseo aleato-
rio irreducible en dicho espacio, con tasas de salto {r(i, j); i, j ∈ V }. Sea g : N0 → R la
función dada por

g(0) = 0 y g(n) = 1 +
α

n
∀n ∈ N, con α ≥ 0. (1.1)

En el ZRP, una part́ıcula salta del sitio i ∈ V al sitio j ∈ V con tasa

g(η(i))r(i, j),

siendo η(i) el número de part́ıculas que hay en el sitio i.

Notemos que esta dinámica es “atractiva”, en el sentido de que las part́ıculas que se
encuentran en sitios muy ocupados salen de ellos con una tasa menor que las part́ıculas
que se encuentran en sitios casi vaćıos.

Ha sido probado que el ZRP tiene una familia de medidas estacionarias (indexadas
por un parámetro ρ) que son medidas producto ([1]), y que en el estado estacionario,
cuando N tiende a infinito, todas las part́ıculas salvo un número finito se acumulan en
un único sitio, el cual se llama condensado ([13]). Este fenónemo es una de las razones
por las cuales el modelo ha generado gran interés.

Se han probado resultados para la situación en la que el número de sitios y el número
de part́ıculas N convergen a infinito ([2],[3]). En esta tesis nos concentramos en el caso
en que el número de sitios permanece fijo, mientras que el número de part́ıculas N
tiende a infinito.
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En [5] los autores analizan cómo el condensado se va formando. Consideran el
proceso

ξNt (j) =
ηtN2(j)

N
, j ∈ V,

donde ηtN2(j) representa la cantidad de part́ıculas en el sitio j a tiempo tN2, y exa-
minan cómo las part́ıculas se acumulan en un único sitio, el cual satisface la siguien-
te propiedad: si µ es la (única) distribución invariante del paseo aleatorio con tasas
{r(i, j) : i, j ∈ V }, el sitio que concentra al condensado pertenece a

M = {i ∈ V : µ(i) = max
j∈V

µ(j)}. (1.2)

Este escalamiento se conoce como “etapa de nucleación del ZRP”.

En [7] prueban que si α > 1, al reescalar el tiempo por Nα+1 y considerar el proceso

ψNt (j) =
ηtNα+1(j)

N
, j ∈ V,

el condensado va saltando entre los sitios deM, siguiendo las tasas de un nuevo paseo
aleatorio. Esta etapa se conoce como “etapa de metaestabilidad del ZRP”.

En esta tesis abordamos la dinámica del ZRP con condensación en una nueva escala,
la escala lineal, que es conocida como “etapa de agrupación del ZRP”. Más precisa-
mente, estudiamos el ĺımite cuando N tiende a infinito de

ζNt (j) =
ηtN(j)

N
, j ∈ V.

Como hipótesis, asumimos que el ĺımite a tiempo inicial t = 0 existe y es positivo para
cada sitio, es decir,

ζ0(i) = lim
N→∞

ζN0 (i) > 0 ∀i ∈ V.

La demostración, que se basa en un problema de martingala, es la misma tanto para
la función g dada en (1.1) como para cualquier g tal que

g(0) = 0 y lim
n→∞

g(n) = 1,

y más aún, es análogo a pensar que tenemos una función gi para cada sitio i ∈ V , con

gi(0) = 0, lim
n→∞

gi(n) = ci y ci > 0 ∀i ∈ V.

Mostramos que cuando N tiende a infinito, existe el proceso ĺımite

ζt(i) = lim
N→∞

ζNt (i) ∀i ∈ V, ∀t ≥ 0,
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el cual resulta determińıstico y sólo depende de la distribución inicial ζ0 y de las tasas
{r(i, j); i, j ∈ V } del paseo aleatorio. Además, usando el proceso traza, probamos que
cada vez que un sitio se vaćıa en el proceso ĺımite, el mismo va a quedar vaćıo por
siempre, y que existe un T0 > 0 tal que a partir de ese momento, el proceso ĺımite
permanece constante (i.e., ζt(i) = ζT0(i) para todo t ≥ T0 y para todo i ∈ V ).

También caracterizamos a los sitios que en el proceso ĺımite permanecen con una
proporción positiva de part́ıculas. Estos sitios son exactamente los sitios de M, el
conjunto de los sitios con distribución invariante maximal definido en (1.2).

Por otro lado, hemos extendido los resultados probados para el ZRP para un sistema
de colas conocido como Jackson network.

La Jackson network (Markoviana) es un proceso formado por un conjunto finito de
servidores V en el cual:

• Los clientes (también llamados tareas o trabajos) ingresan desde afuera del sistema
al servidor i siguiendo un proceso de Poisson con una cierta tasa µi;

• Cada servidor tiene un servicio exponencial de parámetro λi;

• Una vez que un cliente es atendido en el servidor i, este cliente salta a otro servidor
j con probabilidad p(i, j), o se va del sistema con probabilidad 1−

∑
j∈V

p(i, j);

• Tanto los tiempos de servicio como los procesos de llegada de los clientes son
independientes.

Llamamos a este modelo Jackson network tradicional (o Jackson network con tasas
tradicionales o constantes).

Notemos que si el sistema es cerrado, es decir, no ingresan ni salen tareas del sistema,
el proceso coincide con el proceso zero range cuando la función g vale g(0) = 0 y
g(n) = 1 ∀n ∈ N.

En esta tesis, además de estudiar un ĺımite fluido para el caso de la Jackson network
tradicional tanto cerrada como abierta, lo haremos para un caso más general: la Jackson
network generalizada. En este sistema, las tasas de servicio pueden depender, de forma
apropiada, del número de clientes que hay en el servidor al momento del servicio.

En el caso de la Jackson network abierta (la cerrada coincide exactamente con el
proceso zero range), ya no será siempre cierto que los servidores maximales son los que
permanecen macroscópicamente ocupados. Podŕıa ocurrir que a nivel macroscópico el
sistema se vaćıe; que a partir de un momento el sistema quede constante; o que el
sistema crezca indefinidamente.
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Organización de la tesis:

• En el Caṕıtulo 2 introducimos brevemente definiciones y resultados generales de
probabilidad que utilizaremos a lo largo de la tesis, tales como procesos de Markov,
martingalas, sistemas de colas, etc.

• En el Caṕıtulo 3 presentamos la descripción del problema que estudiamos, junto
con los resultados principales que obtuvimos.

• En el Caṕıtulo 4 damos la demostración de dos proposiciones enunciadas en el
caṕıtulo anterior, y presentamos algunos cálculos auxiliares.

• En los Caṕıtulos 5 y 6 probamos que en el proceso ĺımite, los sitios que se vaćıan
quedarán vaćıos; y que los sitios que permanecerán ocupados indefinidamente son
exactamente los sitios cuya distribución invariante asociada al paseo aleatorio es
maximal.

• En el Caṕıtulo 7 extendemos los resultados probados en los caṕıtulos anteriores
al modelo de Jackson network generalizado.

• En el Caṕıtulo 8 analizamos el ĺımite fluido para el escalamiento lineal del proceso
zero range y de la Jackson network cuando a tiempo inicial tenemos algunos
sitios (servidores) macroscópicamente vaćıos y las tasas de salto (de servicio) son
constantes.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo introducimos algunas definiciones y resultados clásicos que uti-
lizaremos a lo largo del presente trabajo.

2.1 Cadenas de Markov a tiempo discreto

Toda esta sección se basa en el libro Markov Chains de Norris [17].

Comencemos dando la definición de una cadena de Markov. Asumiremos que es-
tamos en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), siendo F una sigma álgebra de Ω y
P una medida de probabilidad, y que el espacio de estados E es finito o numerable.
Denotaremos con N0 a N ∪ {0}.

Definición 2.1.1. Dada una matriz estocástica P en [0,∞)E×E (es decir, una matriz
con entradas no negativas tal que los valores de cada fila suman 1) y una distribución λ
en E, decimos que (Xn)n∈N0 es una cadena de Markov a tiempo discreto con distribución
inicial λ y matriz de transición P si se cumplen las siguientes condiciones:

• X0 tiene distribución λ, es decir:

P(X0 = i) = λ(i) ∀i ∈ E;

• Para todo n ∈ N0, condicionado a Xn = i, la variable aleatoria Xn+1 tiene
distribución (Pij : j ∈ E) y es independiente de X0, . . . , Xn, es decir:

P(Xn+1 = in+1|Xn = in, . . . , X0 = i0) = Pinin+1 ∀n ∈ N0, ∀i0, . . . , in+1 ∈ E.

Observación 2.1.2. Notemos que de la Definición 2.1.1 se deduce que (Xn)n∈N0 es
una cadena de Markov con distribución inicial λ y matriz de transición P si y sólo si

P(Xn = in, . . . , X0 = i0) = λ(i0)Pi0i1Pi1i2 . . . Pin−1in ∀n ∈ N0, ∀i0, . . . , in ∈ E.
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Una frase caracteŕıstica de los procesos de Markov es la siguiente:

“Dado el presente, el pasado y el futuro son independientes”.

Esto se debe a los siguientes resultados, llamados Propiedad de Markov y Propiedad de
Markov Fuerte.

Teorema 2.1.3. (Propiedad de Markov, Teorema 1.1.2 en [17])
Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P , y sean m ∈ N, i ∈ E.
Condicionado a Xm = i, (Xm+n)n∈N0 resulta una cadena de Markov con matriz de
transición P y distribución inicial δi (delta de Dirac concentrada en {i}), independiente
de X0, . . . , Xm.

Veamos ahora cómo generalizar el resultado anterior cuando reemplazamos el tiempo
determińıstico m ∈ N por un tiempo aleatorio T . Para eso, necesitamos introducir la
definición de tiempo de parada.

Definición 2.1.4. Dado (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (Xn)n∈N0 una sucesión
de variables aleatorias, decimos que T : Ω → N0 ∪ {∞} es un tiempo de parada de
(Xn)n∈N0 si

{T ≤ n} ∈ σ(X0, . . . , Xn) ∀n ∈ N0.

Dos ejemplos t́ıpicos de tiempos de parada son los llamados “hitting time” y “return
time”. Dado A un boreliano de R, definimos el hitting time al conjunto A como

TA = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A},

y el return time a A como

T+
A = inf{n > 0 : Xn ∈ A}.

Teorema 2.1.5. (Propiedad de Markov Fuerte, Teorema 1.4.2 en [17])
Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P y sea T un tiempo
de parada de (Xn)n∈N0 . Entonces, condicionado a T < ∞ y XT = i con i ∈ E,
(XT+n)n∈N0 es una cadena de Markov con matriz de transición P y distribución inicial
δi, independiente de X0, . . . , XT .

Veamos ahora algunas definiciones y propiedades.

Definición 2.1.6. Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P .
Decimos que la cadena (o que la matriz) es irreducible si para todo par de estados
i, j ∈ E,

P(Xn = j|X0 = i) > 0 para algún n ∈ N0.
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Observación 2.1.7. Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov. Condicionado a X0 = i, la
distribución de Xn viene dada por ((P n)ij : j ∈ E), siendo P n la matriz P elevada a
la n (ver Teorema 1.1.3 en [17]). Por lo tanto, que P sea irreducible es equivalente a
que, para todo par de estados i, j, exista n ∈ N tal que (P n)ij > 0.

Definición 2.1.8. Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P y
sea µ una distribución. Decimos que µ es una distribución invariante si µ = µP , lo
que es equivalente a pedir que∑

j∈E

µ(i)Pij =
∑
j∈E

µ(j)Pji ∀i ∈ E.

Observación 2.1.9. Notemos que si (Xn)n∈N0 es una cadena de Markov con matriz
de transición P y distribución inicial µ, con µ invariante, entonces para todo m ∈ N0

(Xm+n)n∈N0 resulta una cadena de Markov con matriz de transición P y distribución
inicial µ.

El siguiente resultado nos será de gran utilidad.

Lema 2.1.10. (Corolario del Teorema 1.7.7 en [17])
Si E es finito y la cadena de Markov (Xn)n∈N0 es irreducible, entonces existe una única
distribución invariante.

Veamos ahora dos resultados relacionados con el comportamiento asintótico de una
cadena de Markov. Necesitamos primero la definición de aperiodicidad.

Definición 2.1.11. Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P .
Decimos que la cadena (o que la matriz) es aperiódica si para cada i ∈ E, existe n0 ∈ N0

tal que
(P n)ii = P(Xn = i|X0 = i) > 0 para todo n ≥ n0.

Observación 2.1.12. Que una matriz sea aperiódica equivale a que para todo i ∈ E,
el máximo común divisor del conjunto

{n ∈ N : (P n)ii > 0}

es igual 1.

Teorema 2.1.13. (Convergencia al equilibrio, Teorema 1.8.3 en [17])
Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P , irreducible y aperiódica,
con distribución invariante µ. Entonces

lim
n→∞

P(Xn = i) = µ(i) ∀i ∈ N,

sin importar la distribución inicial de la cadena.
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Teorema 2.1.14. (Teorema Ergódico, Teorema 1.10.2 en [17])
Sea (Xn)n∈N0 una cadena de Markov con matriz de transición P irreducible, y para
cada estado i ∈ E sea

Vi(n) =
n−1∑
k=0

1{Xk=i}

el número de visitas a i antes de tiempo n. Entonces

P
(

lim
n→∞

Vi(n)

n
=

1

mi

)
= 1,

con mi = E(T+
i ) el tiempo medio de retorno al estado i.

2.2 Procesos de Markov a tiempo continuo

En esta sección nos basaremos en [8] y en [17]. Asumiremos que el espacio de estados
E es finito o numerable.

Definición 2.2.1. Un proceso (Xt)t≥0 que toma valores en E es un proceso de Markov
a tiempo continuo si para todos i1, . . . , in ∈ E y 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn vale que

P
(
Xtn = in|Xtn−1 = in−1, . . . , Xt1 = i1

)
= P

(
Xtn = in|Xtn−1 = in−1

)
.

Definición 2.2.2. Si para todos i, j ∈ E y s, t ≥ 0 se verifica que

P
(
Xt+s = j|Xs = i

)
= P

(
Xt = j|X0 = i

)
,

decimos que el proceso es homogéneo en el tiempo. En ese caso, escribimos

pij(t) = P
(
Xt = j|X0 = i

)
= Pi

(
Xt = j).

La familia (Pt)t≥0 definida como P (t) = (pij(t))i,j∈E, llamadas probabilidades de tran-
sición, forman un semigrupo, que satisface

• P (0) = I;

• P (t) es una matriz estocástica para todo t ≥ 0;

• (Ecuaciones Chapman-Kolmogorov) P (t+ s) = P (t)P (s) para todos s, t ≥ 0:

pij(t+ s) =
∑
k∈E

pik(t)pkj(s).
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2.2.1 Construcción en base a una cadena discreta

Comencemos dando la definición de Q-matriz.

Definición 2.2.3. Una Q-matriz en E es una matriz en RE×E tal que

• 0 ≤ −Qii <∞ ∀i ∈ E;

• Qij ≥ 0 ∀i 6= j ∈ E;

•
∑
j∈E

Qij = 0 ∀i ∈ E.

Observación 2.2.4. Dada una Q-matriz Q en E, denotemos

Q(i) = −Qii ∀i ∈ E

y consideremos P la matriz de salto asociada definida del siguiente modo:

Si Q(i) 6= 0, se define

Pij =
Qij

Q(i)
, j ∈ E \ {i},

Pii = 0.

Si Q(i) = 0, se define
Pij = 0, j ∈ E \ {i},
Pii = 1.

La matriz P resulta estocástica.

Veamos ahora cómo construir un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz
Q y distribución inicial λ a partir de la matriz de salto P y de los tiempos de espera
en cada estado. Nos basaremos en la Sección 2.6 de [17].

Sea (Yn)n∈N0 una cadena de Markov a tiempo discreto con matriz de transición P y
distribución inicial λ, y sea (Tn)n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes
con distribución exponencial de parámetro 1, independientes de (Yn)n≥0. Para cada
n ∈ N, sea

Sn =
Tn

Q(Yn−1)
,

que tiene distribución exponencial de parámetro Q(Yn−1); sea Jn =
n∑
i=1

Si y J0 = 0.

Para cada t ≥ 0 definimos Xt del siguiente modo:

Xt =

{
Yn si Jn ≤ t < Jn+1 para algún n ∈ N0,
∞ en otro caso.
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Entonces el proceso (Xt)t≥0 resulta un proceso de Markov a tiempo continuo.

Una forma de reinterpretar la construcción anterior seŕıa la siguiente. Cada estado
i ∈ E tiene asignado un reloj que suena con distribución exponencial de parámetro Q(i),
todos independientes entre śı (asumimos, sin pérdida de generalidad, que Q(i) > 0 para
todo i ∈ E). A tiempo inicial el proceso se distribuye bajo la medida λ. Cada vez que
el proceso está en un estado i ∈ E, espera que el reloj asociado a ese estado suene, y
en el momento en que el reloj suena, el proceso elige un estado j ∈ E \ {i} siguiendo

las probabilidades
Qij
Q(i)

para cada j ∈ E \ {i}, y salta a ese estado.

Análogamente, podŕıamos pensar que cada vez que el proceso se encuentra en el
estado i, relojes exponenciales independientes de parámetros Qij, con j ∈ E \ {i},
comienzan a competir. En el momento en que suena alguno de esos relojes, el pro-
ceso pasa del estado i a j, donde j es el estado asociado al reloj que sonó. Ambas
interpretaciones son equivalentes debido al siguiente resultado.

Lema 2.2.5. (Teorema 2.3.3 en [17])
Sea (Wi)i∈N una sucesión de variables aleatorias independientes, donde Wi tiene dis-
tribución exponencial de parámetro λi para todo i ∈ N, y λ =

∑
i∈N

λi <∞. Entonces,

Y = min
i∈N

Wi

tiene distribución exponencial de parámetro λ. Además, argmin
i∈N

Wi es independiente

de Y .

Observemos que si Q es la Q-matriz asociada a un proceso de Markov a tiempo
continuo, para todo par de estados i 6= j ∈ E, Qij nos indica la tasa de salto del sitio i
al sitio j, mientras que Q(i) = −Qii nos indica la tasa de salida de un estado i. Por lo
tanto, también llamaremos tasas o tasas de salto a {Qij; i, j ∈ E}.

Consideremos una Q-matriz Q en E. Sea RE el conjunto de funciones F : E → R
y sea L : RE → RE el operador definido por

(L F )(i) =
∑
j∈E

Qij(F (j)− F (i)), i ∈ E. (2.1)

A este operador lo llamaremos el generador del proceso de Markov con tasas
{Qij; i, j ∈ E}.

2.2.2 Propiedades

Para las propiedades que siguen asumiremos que la Q-matriz Q satisface que

sup
i∈E

Q(i) <∞,
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que es lo que cumplen todos los procesos de Markov involucrados en esta tesis. Pedi-
remos esa hipótesis para que el proceso no sea explosivo. (Ver Teorema 2.7.1 en [17]).
Esencialmente, que un proceso de Markov sea explosivo significa que en un peŕıodo finito
de tiempo ocurren infinitos saltos: si llamamos Jn al instante en el que se produce el
n-ésimo salto, que el proceso sea explosivo equivale a que

Pi
(

sup
n∈N

Jn <∞
)
> 0

para algún i ∈ E.

Teorema 2.2.6. (Propiedad de Markov, Corolario del Teorema 2.8.1 en [17])
Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz Q y distribución
inicial λ, y sea s > 0. Entonces, condicional a Xs, el proceso (Xt+s)t≥0 resulta un
proceso de Markov con Q-matriz Q, independiente de (Xu)u≤s.

Definición 2.2.7. Dado (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (Xt)t≥0 un proceso a
tiempo continuo, decimos que T : Ω→ [0,∞] es un tiempo de parada de (Xt)t≥0 si

{T ≤ t} ∈ σ(Xs : s ≤ t) ∀t ≥ 0.

Teorema 2.2.8. (Propiedad de Markov Fuerte, Teorema 2.8.1 en [17])
Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz Q y distribución
inicial λ, y sea T un tiempo de parada de (Xt)t≥0. Entonces, condicional a T <∞ y a
XT , el proceso (XT+t)t≥0 resulta un proceso de Markov con Q-matriz Q, independiente
de (Xu)u≤T .

Veamos ahora las definiciones de distribución invariante para el caso continuo.

Definición 2.2.9. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz
Q y sea λ una distribución en E. Decimos que λ es invariante si

λQ = 0.

Observación 2.2.10. Notemos que, como

Qii = −
∑

j∈V \{i}

Qij, i ∈ V,

que una medida λ sea invariante para el proceso de Markov con matriz de tasas Q es
equivalente a pedir que ∑

j∈V \{i}

λ(i)Qij =
∑

j∈V \{i}

λ(j)Qji ∀i ∈ E,

o que ∑
j∈V

λ(i)Qij =
∑
j∈V

λ(j)Qji ∀i ∈ E.

11



Lema 2.2.11. (Teorema 3.5.1 en [17])
Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz Q y matriz de salto
P . Son equivalentes:

• λ es una distribución invariante para el proceso (Xt)t≥0 (λQ = 0);

• µ definida por µi = λiQ(i) es una distribución invariante para la cadena de Markov
a tiempo discreto con matriz de transición P (µP = µ).

Definición 2.2.12. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo. Decimos que
(Xt)t≥0 es irreducible si para todo par de estados i, j ∈ E, existe t ≥ 0 tal que

P (Xt = j|X0 = i) > 0.

Observación 2.2.13. Que un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz Q
sea irreducible es equivalente a que la cadena de Markov a tiempo discreto con matriz
de salto P sea irreducible.

En particular, la observación anterior junto con los Lemas 2.1.10 y 2.2.11 implican
que si el proceso de Markov (Xt)t≥0 es irreducible, entonces existe una única distribución
invariante.

Veamos ahora la definición de reversibilidad y balance detallado.

Definición 2.2.14. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con matriz
de tasas Q y sea λ una distribución. Decimos que Q y λ están en balance detallado si

µ(i)Qij = µ(j)Qji ∀i, j ∈ E.

Observación 2.2.15. Notemos que si Q y λ están en balance detallado, entonces λ es
una distribución invariante.

Definición 2.2.16. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo con dis-
tribución inicial λ y matriz de tasas Q. Decimos que el proceso es reversible si para
todo T > 0, (XT−t)0≤t≤T también es un proceso de Markov con distribución inicial λ y
matriz de tasas Q.

El siguiente lema establece una biyección entre los procesos reversibles y las medidas
que cumplen balance detallado. Es por eso que si una distribución cumple la condición
de balance detallado con la matriz Q, también la llamaremos reversible.

Lema 2.2.17. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Markov con espacio de estado finito E, irre-
ducible, con distribución inicial λ y matriz de tasas Q. Son equivalentes:

• (Xt)t≥0 es reversible;

• Q y λ están en balance detallado.
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2.2.3 Proceso traza

Esta sección está basada en [6] y en la Sección 2.2 de [16].

Consideremos un proceso de Markov (Xt)t≥0 con espacio de estados E y sea A un
subconjunto no vaćıo de E. Denotemos con r(i, j), i 6= j ∈ E, a las tasas de salto, y
sea γ(i) =

∑
j∈E

r(i, j) la tasa a la cual el proceso sale del estado i.

Denotamos con D([0,∞), E) el espacio de trayectorias ω : [0,∞) → E continuas
a derecha con ĺımite por izquierda (trayectorias càdlàg) con la topoloǵıa de Skorohod
(en la Sección 2.4.2 detallamos expĺıcitamente esta topoloǵıa). Denotamos con Pi a
la medida de probabilidad en D([0,∞), E) inducida por el proceso de Markov (Xt)t≥0

comenzado en {i}. La esperanza respecto a la medida Pi será denotada con Ei.
Sea T A(t) el tiempo total que el proceso pasa en A en el intervalo de tiempo [0, t]:

T A(t) =

∫ t

0

1A(Xs)ds,

donde 1A es la función indicadora del conjunto A. Denotamos por SA(t) a la inversa
generalizada de T A(t):

SA(t) = sup{s ≥ 0 : T A(s) ≤ t}.

Notemos que
SA(t) <∞ ∀t ≥ 0 si y sólo si lim

t→∞
T A(t) =∞.

En particular, si E es finito y el proceso es irreducible, entonces SA(t) <∞ para todo
t ≥ 0. Nos concentraremos en este caso.

El proceso traza asociada al proceso (Xt)t≥0 y al conjunto A se define como

Y At = XSA(t), t ≥ 0.

Ha sido probado en [6] que (Y At )t≥0 es un proceso de Markov a tiempo continuo, con
espacio de estados A, irreducible, cuyas tasas de transición vienen dadas por

rA(i, j) = γ(i)Pi(T+
A = Tj), i, j ∈ A, i 6= j,

siendo Tj el hitting time a {j} y T+
A el return time a A.

Además, si µ es la distribución invariante del proceso (Xt)t≥0, entonces la dis-
tribución invariante del proceso (Y At )t≥0 viene dada por

µA(i) =
µ(i)∑

j∈A
µ(j)

, i ∈ A.

Y en el caso en el que µ sea reversible, µA también resulta reversible.
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2.2.4 Paseo aleatorio irreducible y proceso traza asociado

Dado que en la tesis trabajaremos con el proceso traza asociado a un paseo aleatorio
irreducible a tiempo continuo en un espacio de estados finitos, veamos cómo son las tasas
en este caso espećıfico.

Consideremos un conjunto finito de sitios V y sean

r = {r(i, j); i, j ∈ V }

las tasas de un paseo aleatorio a tiempo continuo en V . Sin pérdida de generalidad
asumimos r(i, i) = 0 para todo i ∈ V . La dinámica del proceso la podemos interpretar
del siguiente modo. Tenemos una part́ıcula que va saltando entre los sitios de V . La
variable aleatoria Xt representa la posición a tiempo t. Cada vez que la part́ıcula llega
a un sitio i, espera que un reloj con distribución exponencial de parámetro

γ(i) =
∑
k∈V

r(i, k)

suene. Una vez que suena, elige saltar al sitio j con probabilidad r(i,j)
γ(i)

.

Debido al Lema 2.2.5, seŕıa equivalente pensar que cada vez que la part́ıcula llega
al sitio i, relojes exponenciales de tasas r(i, j) comienzan a competir. En el momento
en que suena alguno de esos relojes, la part́ıcula salta del sitio i al sitio j, donde j es el
sitio asociado al reloj que sonó.

El generador de este paseo aleatorio viene dado por

LRWf(i) =
∑
j∈V

r(i, j)
(
f(j)− f(i)

)
, (2.2)

con f : V → R.

Fijemos A un subconjunto no vaćıo de V . Para cada i ∈ A, sea hAi : V → [0, 1] la
solución de 

LRWh(j) = 0 si j /∈ A,
h(j) = 0 si j ∈ A \ {i},
h(i) = 1.

(2.3)

Este sistema tiene una única solución hAi (j) = PRWj (TA = Ti), donde TA y Ti son los
hitting times en A y en {i} respectivamente para el paseo aleatorio con generador LRW ,
y PRWj se refiere a la medida de probabilidad en el espacio D([0,∞), V ) comenzado en
{j}.

El proceso traza asociado al paseo aleatorio con generador LRW y al subconjunto A
es un proceso de Markov a tiempo continuo en A con tasas de transición

rA = {rA(i, j); i, j ∈ A}
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dadas por

rA(i, j) =

{ ∑
k∈V

r(i, k)hAj (k) if i 6= j, i, j ∈ A,

0 if i = j, i, j ∈ A.
(2.4)

Este proceso tiene una única distribución invariante µA = {µA(i); i ∈ A},

µA(i) =
µ(i)∑

j∈A
µ(j)

, i ∈ A.

Notemos que para todo i, j ∈ A, i 6= j,

rA(i, j) = PRWi (Tj = T+
A )
∑
k∈V

r(i, k),

donde T+
A es el return time al conjunto A. Además, para todo i, j ∈ A, i 6= j, también

vale que las tasas del proceso traza se pueden reescribir como

rA(i, j) = LRWhAj (i).

2.3 Martingalas

En esta sección presentamos la definición de martingalas a tiempo continuo y mostramos
una martingala que nos será de gran utilidad: la martingala de Dynkin.

Definición 2.3.1. (Martingala a tiempo continuo)
Consideremos (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad con (Ft)t≥0 una filtración contenida
en F , es decir, Fs ⊆ Ft ⊆ F para todo s < t. Sea (Xt)t≥0 una colección de variables
aleatorias (proceso aleatorio). Decimos que (Xt)t≥0 es una martingala respecto de
(Ft)t≥0 si valen las siguientes condiciones:

• Xt ∈ Ft ∀t ≥ 0 (el proceso es adaptado a la filtración);

• E(|Xt|) <∞ ∀t ≥ 0 (Xt está en L1(Ω,P));

• E(Xt|Fs) = Xs ∀0 ≤ s ≤ t.

Observación 2.3.2. Dado (Xt)t≥0 un proceso aleatorio, para cada t ≥ 0 podemos
definir Ft = σ(Xs : s ≤ t), obteniendo una filtración que verifica que el proceso (Xt)t≥0

es (Ft)t≥0-adaptado. A esta filtración se la llama “filtración natural”.
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Definición 2.3.3. Dado (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (Ft)t≥0 una filtración,
decimos que la variable aleatoria T : Ω→ [0,∞] es un tiempo de parada si vale que

{T ≤ t} ∈ Ft ∀t ≥ 0.

En particular, si tenemos una sucesión de variables aleatorias (Xt)t≥0 y consideramos
la filtración natural, recuperamos la definición de tiempo de parada dada en Definición
2.2.7

El siguiente resultado nos será de gran utilidad.

Teorema 2.3.4. (Martingala de Dynkin, Teorema 17.21 en [14])
Consideremos (Xt)t≥0 un proceso de Markov a tiempo continuo que toma valores en E,
con matriz de tasas Q. Sea L su generador definido en (2.1) y sea f : E → R una
función. Para cada t ≥ 0 definimos

M f
t = f(Xt)− f(X0)−

∫ t

0

L f(Xs)ds.

Entonces el proceso (M f
t )t≥0 resulta una martingala con respecto a la filtración natural.

2.4 Convergencia débil

Esta sección está basada en [9] y en [15]. Denotemos con S a un espacio métrico y
con S a la sigma álgebra de Borel en S. Además, dada Pn una probabilidad en (S,S),
En refiere a la esperanza respecto de la medida Pn.

Comencemos con la definición de convergencia de una sucesión de medidas.

Definición 2.4.1. Consideremos en (S,S) una sucesión de medidas de probabilidad
(Pn)n∈N y una medida de probabilidad P. Decimos que (Pn)n∈N converge débilmente a
P si para toda función f : S → R continua y acotada vale que

lim
n→∞

En[f ] = E[f ].

El siguiente resultado muestra definiciones equivalentes a la de convergencia débil.

Teorema 2.4.2. (Teorema de Portmanteau, Teorema 2.1 en [9])
Consideremos (Pn)n∈N y P medidas en (S,S). Son equivalentes:

• (Pn)n∈N converge débilmente a P;

• lim
n→∞

En[f ] = E[f ] para toda función acotada y uniformemente continua;
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• lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P(F ) para todo F cerrado;

• lim sup
n→∞

Pn(G) ≥ P(G) para todo G abierto;

• lim
n→∞

Pn(A) = P(A) para todo A tal que P (∂A) = 0.

Extendamos ahora la noción de convergencia débil a elementos aleatorios.

Definición 2.4.3. Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), llamamos elementos
aleatorio en (S,S) a las funciones X : (Ω,F)→ (S,S).

Definición 2.4.4. Sea (Xn)n∈N una sucesión de elementos aleatorios en (S,S) que
pueden estar definidos en distintos espacios de probabilidad (Ωn,Fn,Pn), y sea X otro
elemento aleatorio en (S,S) definido en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Decimos
que (Xn)n∈N converge débilmente a X si la sucesión de distribuciones de (Xn)n∈N con-
verge débilmente a la distribución de X, es decir, si (Pn ◦Xn)n∈N converge débilmente
a P◦X. Equivalentemente, si para toda función f : S → R continua y acotada vale que

lim
n→∞

En[f(Xn)] = E[f(X)].

2.4.1 Teorema de Prohorov

Definición 2.4.5. Decimos que una familia de medidas (Pα)α∈A en (S,S) es ŕıgida
(tight) si vale que para cada ε > 0, existe un compacto K ⊆ S tal que

Pα(K) > 1− ε ∀α ∈ A.

Definición 2.4.6. Decimos que una familia de medidas (Pα)α∈A en (S,S) es relati-
vamente compacta si para cada sucesión de medidas (Pn)n∈N en la familia existe una
subsucesión (Pnk)k∈N y una medida de probabilidad P en (S,S) tal que (Pnk)k∈N converge
débilmente a P.

Teorema 2.4.7. (Teorema de Prohorov, Teoremas 5.1 y 5.2 en [9])
Sea (Pα)α∈A una familia de medidas de probabilidad en (Ω,F ,P). Vale lo siguiente:

1. Si (Pα)α∈A es ŕıgida, entonces es relativamente compacta.

2. Si además S es un espacio métrico completo y separable (conocido como espacio
polaco), entonces (Pα)α∈A es relativamente compacta si y sólo si es ŕıgida.
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2.4.2 Espacios càdlàg y topoloǵıa de Skorohod

Consideremos E un espacio métrico completo y separable con métrica δ(·, ·) y sea
(Pn)n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en D([0, T ], E), el espacio de trayecto-
rias ω : [0, T ]→ E continuas a derecha con ĺımite por izquierda (càdlàg). Consideremos
Λ al conjunto de funciones λ de [0, T ] a [0, T ] que son continuas y estrictamente cre-
cientes. Definimos

‖λ‖ = sup
s 6=t

∣∣∣log (λ(t)− λ(s)

t− s

)∣∣∣
y para cada par µ, ν ∈ D([0, T ], E) definimos

d(µ, ν) = inf
λ∈Λ

max
{
‖λ‖, sup

0≤t≤T
δ(µt, νλ(t))

}
. (2.5)

Proposición 2.4.8. (Proposición 1.1 en [15])
El espacio D([0, T ], E) dotado con la métrica d definida en (2.5) es un espacio métrico
completo y separable. A esta métrica la llamamos topoloǵıa de Skorohod.

Veamos ahora un resultado muy útil para probar que una sucesión de medidas es
precompacta. Para eso, necesitamos introducir el llamado módulo uniforme de con-
tinuidad:

ω′µ(γ) = inf
{ti}0≤i≤r

max
0≤i<r

sup
ti≤s<t<ti+1

δ(µs, µt),

donde el primer ı́nfimo es tomado sobre todas las particiones {ti, 0 ≤ i ≤ r} del
intervalo [0, T ] tal que {

0 = t0 < t1 < · · · < tr = T
ti − ti−1 > γ i = 1, . . . , r.

Teorema 2.4.9. (Teorema 1.3 en [15])
Sea (Pn)n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en D([0, T ], E). La sucesión es
relativamente compacta si y sólo si

1. Para todo t ∈ [0, T ] y todo ε > 0, existe un compacto K(t, ε) contenido en E tal
que

sup
n∈N

Pn[µt /∈ K(t, ε)] ≤ ε.

2. Para todo ε > 0,
lim
γ→0

lim sup
n→∞

Pn[µ : ω′µ(γ) > ε] = 0.

Observación 2.4.10. (Observaciones 1.4 y 1.5 en [15])
Definiendo

ωµ(γ) = sup
|t−s|≤γ

δ(µs, µt),
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la condición 2 del resultado anterior se puede reemplazar por la siguiente:

lim
γ→0

lim sup
n→∞

Pn[µ : ωµ(γ) > ε] = 0 ∀ε > 0. (2.6)

Además, vale que todos los puntos ĺımites de una sucesión de medidas (Pn)n∈N que
satisface (2.6) están concentrados en trayectorias continuas.

Observación 2.4.11. (Ver Sección 12 en [9])
Sea E un espacio métrico completo y separable. Sea D([0,∞), E) el espacio de trayec-
torias ω : [0,∞) → E continuas a derecha con ĺımite por izquierda, y sea C([0,∞), E)
el subespacio de trayectorias ω : [0,∞) → E continuas. La topoloǵıa de Skorohod
relativizada a C([0,∞), E) coincide con la topoloǵıa uniforme.

2.5 Sistemas de colas

Los sistemas de colas constituyen una familia muy grande de modelos. Esencial-
mente podemos pensar en un proceso en donde tenemos “servidores” que atienden
“clientes”, y en los servidores se van formando “colas” de clientes que esperan ser aten-
didos. Una vez que un cliente es atendido, puede dirigirse a otro servidor o puede irse
del sistema.

Diferentes “poĺıticas de atendimiento” pueden ser implementadas, tales como “primer
cliente en llegar, primero en ser atendido” (conocido como FIFO); “primer cliente en
llegar, último en ser atendido” (conocido como LIFO); etc. Tanto la dinámica de lle-
gada de los clientes como los tiempos de servicios pueden variar de sistema a sistema
([10]).

Una pregunta de gran interés en estos modelos es si el sistema es estable o no. Si el
proceso asociado fuese un proceso de Markov irreducible con espacio de estados finito
o numerable, ser estable es equivalente a ser recurrente positivo. Entonces, el hecho
de que una red sea estable, esencialmente, se refiere a que el sistema “no colapse”. El
estudio de ĺımites fluidos puede brindar herramientas para probar la estabilidad o no
de la red.

En la tesis trabajaremos con un sistema de colas llamado Jackson network. Este
sistema se vincula directamente con el proceso zero range, ya que es un caso espećıfico
del mismo.

Antes de introducir la Jackson network, recordemos la definición de un proceso de
Poisson, y presentemos a uno de los sistemas de colas más sencillos, la “M/M/1”.

2.5.1 Procesos de Poisson

Definición 2.5.1. Un proceso de Poisson (Xt)t≥0 es un proceso de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados N0 = N ∪ {0}, distribución inicial δ0 y Q-matriz dada
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por

Qij =


λ si j = i+ 1, i ∈ N0,
−λ si j = i, i ∈ N0,
0 en otro caso.

Una forma de construir un proceso de Poisson es la siguiente. Consideremos (Sj)j∈N0

una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribución exponencial de parámetro λ. Sea J0 = 0 y para cada n ∈ N sea

Jn =
n∑
j=1

Sj.

Para cada t ≥ 0 definimos

Xt = n si Jn ≤ t < Jn+1.

Entonces (Xt)t≥0 resulta un proceso de Poisson de tasa λ.

El siguiente resultado nos da definiciones alternativas de un proceso de Poisson.

Teorema 2.5.2. (Teorema 2.4.3 en [17])
Sea (Xt)t≥0 un proceso no decreciente, continuo a derecha con ĺımite por izquierda, con
valores en N0. Son equivalentes:

• Si consideramos la sucesión de tiempos (Sj)j∈N definida recursivamente por

S1 = inf{t > 0 : Xt 6= X0},
Sj+1 = inf{t > Sj : Xt 6= XSj} − Sj,

(Sj)j∈N son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribución exponencial de parámetro λ y además, XSn = n ∀n ∈ N.

• (Xt)t≥0 tiene incrementos independientes y estacionarios, y para todo t > 0, Xt

tiene distribución Poisson de parámetro λt.

• (Xt)t≥0 tiene incrementos independientes y además,

P (Xt+h −Xt = 0) = 1− λh+ o(h),

P (Xt+h −Xt = 1) = λh+ o(h),

con o(h) una función que converge a 0 cuando h tiende a 0.
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2.5.2 M/M/1

Uno de los sistemas de colas más simples es el llamado M/M/1. En este modelo hay
un único servidor, los clientes llegan al sistema siguiendo un proceso de Poisson de tasa
λ, y los tiempos de servicio (independientes entre śı e independientes a los tiempos de
arribos) tienen distribución exponencial de parámetro µ.

Denotamos con Xt al número de clientes que hay en el servidor a tiempo t. Entonces
(Xt)t≥ es un proceso de Markov a tiempo continuo con Q-matriz dada por

Qij =


λ si j = i+ 1, i ∈ N0,
µ si j = i− 1, i ∈ N,

−(λ+ µ) si j = i, i ∈ N,
−λ si j = i = 0,

0 en otro caso.

El nombre M/M/1 se debe a que hay un único servidor, y que tanto los tiempos
entre arribos consecutivos de clientes como los tiempos de servicio tienen distribución
exponencial, la cual tiene la propiedad de falta de memoria (“memoryless”).

2.5.3 Jackson networks

Esta sección está basada en [18] y en [12].

Comencemos describiendo la Jackson network abierta, en donde los clientes pueden
ingresar y también salir del sistema. Llamaremos a este modelo Jackson network tradi-
cional (o con tasas constantes).

La Jackson network se puede pensar como una extensión de la M/M/1. En vez de
tener un único servidor, tenemos un conjunto finito de servidores V . Para cada servidor
i ∈ V , los clientes llegan a i siguiendo un proceso de Poisson de tasa λi, y los tiempos
de servicio de i son distribuciones exponenciales de parámetro µi. Todos los tiempos
tanto de arribos como de servicios son independientes entre śı. Una vez que un cliente
es atendido en el servidor i, este cliente salta a otro servidor j con probabilidad p(i, j),
o se va del sistema con probabilidad 1−

∑
j∈V

p(i, j).

Si consideramos Xt = {Xt(i) : i ∈ V } a la cantidad de clientes en cada servidor,
(Xt)t≥0 resulta un proceso de Markov con espacio de estados NV

0 . Denotando (ei)i∈V a
los vectores canónicos, m a un vector en NV

0 y

p(i, ∗) = 1−
∑
j∈V

p(i, j),
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tenemos que las tasas de transición de un estado a otro vienen dadas por:

Qm,m−ei+ej = µip(i, j) si mi > 0, i 6= j ∈ V ;

Qm,m−ei = µip(i, ∗) si mi > 0, i ∈ V ;

Qm,m+ei = λi, si i ∈ V.

En el caso en el que no se permita el ingreso ni la salida de clientes del sistema
(lo que ocurre cuando la matriz de probabilidades de transición P es estocástica), el
número total de clientes permanece constante. Llamaremos a este modelo Jackson
network cerrada.

También existe el modelo de Jackson network semi abierto, que es una combinación
entre el modelo cerrado y el abierto. En éste la dinámica es análoga a las descriptas
anteriormente, con la diferencia de que la suma total de clientes en todos los servidores
no puede superar un número prefijado K, que representa la capacidad del sistema. Si
el sistema alcanza dicho ĺımite, se cierra temporalmente, no permitiendo el ingreso de
nuevos clientes. Permanece cerrado hasta que alguno de los clientes que ya estaban se
retira y libera espacio, permitiendo que el sistema reabra y acepte nuevos clientes. Este
modelo también se puede interpretar como un caso particular del modelo cerrado (ver
Sección 2.3 de [12]).

Notemos que la Jackson network cerrada coincide con el proceso zero range cuando
la función g vale g(0) = 0 y g(n) = 1 ∀n ∈ N.

Un modelo más general de Jackson network se da cuando los tiempos de servicios
no sólo dependen del servidor, sino también del estado en el que se encuentra el proceso
(es decir, del número de clientes en cada servidor).

En esta tesis, además de estudiar un ĺımite fluido para el proceso zero range (y por
ende, para la Jackson network cerrada), lo haremos también para la Jackson network
abierta. Tanto para el caso de tasas constantes como para un caso más general, en
donde las tasas de servicio pueden depender, de una forma apropiada, del número de
clientes que hay en el servidor al momento del servicio.

2.5.4 Problema de Skorohod

Un método que ha sido utilizado para probar la existencia y la unicidad de ĺımites
fluidos para ciertos sistemas de colas es el llamado Problema de Skorohod. En particu-
lar, este resultado se aplica para probar la existencia y la unicidad del ĺımite fluido para
la Jackson network tradicional, aunque no se muestre expĺıcitamente toda la trayectoria
ĺımite. (Ver Sección 9.4.2 en [18] y Caṕıtulo 7 en [12]).

Usaremos el Problema de Skorohod junto a otros resultados probados en la tesis en
la Sección 8.2. Cabe destacar que no es posible aplicar directamente el Problema de
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Skorohod al modelo de la Jackson network cuando las tasas dependen del número de
trabajos en cada servidor.

Teorema 2.5.3. (Problema de Skorohod, Teorema D.3 en [18] y Teorema 7.30 en [12])
Sea (Y (t))t≥0 un proceso a tiempo continuo a valores en Rd, con trayectorias càdlàg,
con Yi(0) ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ d. Sea P =

(
pij
)
∈ Rd×d, pij ≥ 0 una matriz

subestocástica. Denotamos con P ′ a la matriz transpuesta de P . Entonces existe un
único par de procesos (X(t), R(t))t≥0, ambos con trayectorias càdlàg a valores en Rd,
que verifican:

• X(t) = Y (t) + (I − P ′)R(t) ∀t ≥ 0,

• Xi(t) ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ d, ∀t ≥ 0,

• Ri(0) = 0, Ri es no decreciente y∫ ∞
0

Xi(t)dRi(s) = 0

para todo 1 ≤ i ≤ d.

Además, si consideramos Ψ,Φ : D([0,+∞),Rd) → D([0,+∞),Rd) las aplicaciones
definidas por

Ψ[(Y (t))t≥0] = (X(t))t≥0, Φ[(Y (t))t≥0] = (R(t))t≥0,

ambas resultan funciones continuas.
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Caṕıtulo 3

El proceso zero range - resultados
principales

3.1 Descripción del modelo

Comencemos este caṕıtulo con la descripción del proceso zero range.

Sea V un conjunto finito. Haciendo abuso de notación, denotamos también con V
al cardinal de dicho conjunto. Sea r = {r(i, j); i, j ∈ V } las tasas de transición de un
paseo aleatorio irreducible en V , con r(i, i) = 0 ∀i ∈ V . Sea µ = {µ(i); i ∈ V } la única
distribución invariante de este paseo aleatorio, la cual satisface que para todo i ∈ V ,
µ(i) > 0 y ∑

j∈V

µ(i)r(i, j) =
∑
j∈V

µ(j)r(j, i).

Sea N0 = N ∪ {0} y R+ = [0,∞). Para cada par i, j ∈ V, i 6= j y η ∈ NV
0 tal que

η(i) > 0, denotemos por ηi,j ∈ NV
0 a la configuración obtenida de η luego de mover una

part́ıcula desde i a j:

ηi,j(l) =


η(i)− 1 si l = i,
η(j) + 1 si l = j,
η(l) si l 6= i, j.

Consideremos una función g : N0 → R+ tal que g(0) = 0 y

lim
n→∞

g(n) ∈ (0,∞).

Sin pérdida de generalidad asumimos lim
n→∞

g(n) = 1.

Para cada f : NV
0 → R y η ∈ NV

0 definimos Lf : NV
0 → R como

Lf(η) =
∑
i,j∈V

r(i, j)g(η(i))[f(ηi,j)− f(η)].
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El operador L es el generador de un proceso de Markov {ηt : t ≥ 0} con espacio de
estados NV

0 llamado proceso zero range (con tasas de transición r y tasa de interacción
g). En este proceso, una part́ıcula salta del sitio i al sitio j con tasa g(η(i))r(i, j).
Notar que si el sitio i está vaćıo, la tasa de salida desde i es igual a 0.

Sea {ηtN : t ≥ 0} el proceso acelerado con configuración inicial η0, con
∑
i∈V

η0(i) = N .

Consideremos el conjunto

Σ = {ζ ∈ [0, 1]V :
∑
i∈V

ζ(i) = 1},

y definamos el proceso {ζNt : t ≥ 0} como

ζNt (i) =
ηtN(i)

N
, i ∈ V.

Debido a que en el sistema el número total de part́ıculas se conserva y el proceso
{ηtN : t ≥ 0} comienza con exactamente N part́ıculas, el proceso {ζNt : t ≥ 0} es
Markoviano con valores en

ΣN = {ζ ∈ Σ : Nζ(i) ∈ N0 ∀i ∈ V }.

Su generador LN actúa sobre funciones F : ΣN → R como

(LNF )(ζ) = N
∑
i,j∈V

r(i, j)g(Nζ(i))[F (ζ +
ej − ei
N

)− F (ζ)], ζ ∈ ΣN ,

con (ek)k∈V los vectores canónicos en RV .

Denotamos con D(R+,ΣN) al espacio de trayectorias con valores en ΣN que son
continuas por derecha con ĺımite por izquierda, con la topoloǵıa de Skorohod. Y con
PNζ , ζ ∈ ΣN , denotamos a la medida de probabilidad en el espacio D(R+,ΣN) inducido
por LN que comienza en ζ.

Nuestro objetivo es obtener un ĺımite de escala para la sucesión de procesos

{ζNt : t ≥ 0}N∈N

cuando N tiene a infinito, y como condición inicial, es necesario que las configuraciones
a tiempo 0 converjan. Por lo tanto, de ahora en adelante, asumiremos que la sucesión de
medidas de probabilidad (PNζN )N∈N satisface que las configuraciones iniciales (ζN)N∈N,
con ζN ∈ ΣN ∀N ∈ N, convergen a algún ζ0 ∈ Σ.

Como hipótesis adicional, pediremos que en el ĺımite todos los sitios estén ocupados,
es decir, pediremos que las configuraciones iniciales (ζN)N∈N converjan a algún ζ0 ∈ Σ̇,
donde

Σ̇ = {ζ ∈ Σ : ζ(i) > 0 ∀i ∈ V } = {ζ ∈ (0, 1)V :
∑
i∈V

ζ(i) = 1}.
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3.2 Primera descripción del proceso ĺımite

En esta sección construimos un operador junto con su dominio, que nos permitirán
caracterizar al proceso ĺımite.

Consideremos LRW el generador del paseo aleatorio en V con tasas

r = {r(i, j); i, j ∈ V }

definido en (2.2) como

LRWf(i) =
∑
j∈V

r(i, j)
(
f(j)− f(i)

)
, (3.1)

con f : V → R. Sin pérdida de generalidad asumimos r(i, i) = 0, i ∈ V .

Para todo i ∈ V definimos

λ(i) =
∑
j∈V

[r(i, j)− r(j, i)],

y sea λ ∈ RV el vector tal que λ(i) = λ(i) ∀i ∈ V.
Además consideremos los siguientes vectores en RV :

vi =
∑
j∈V

r(i, j)(ej − ei) ∀i ∈ V. (3.2)

Notemos que λ = −
∑
i∈V
vi y

∑
i∈V

λ(i) = 0.

Comencemos construyendo el conjunto de funciones en el cual actuará el operador.
Para cada j ∈ V denotamos con ∂jF a la derivada parcial de la función F respecto de
ζj, es decir, ∂jF = ∂ζjF . Sea

Di = {F ∈ C2(Σ) : 1{ζ(i)=0}〈vi,∇F (ζ)〉 = 0},

y para cada subconjunto A de V sea

DA =
⋂
i∈A

Di,

siendo D∅ = C2(Σ).

Ahora śı definamos L . El operador L es un operador que actúa en funciones de
DV del siguiente modo:

(L F )(ζ) = −〈λ,∇F (ζ)〉 = −
∑
j∈V

λ(j)∂jF (ζ), ζ ∈ Σ.
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Notar que

(L F )(ζ) =
∑
i∈V

〈vi,∇F (ζ)〉

Denotamos con C(R+,Σ) al espacio de trayectorias continuas ω : R+ → Σ con la
topoloǵıa uniforme en intervalos acotados, y con ζt : C(R+,Σ)→ Σ, t ≥ 0, la aplicación
coordenadas.

Definición 3.2.1. Decimos que una medida P en C(R+,Σ) es solución del (L ,DV )-
problema de martingala si para toda F ∈ DV ,

F (ζt)− F (ζ0)−
∫ t

0

(L F )(ζs)ds

es una P-martingala con respecto a la filtración natural Ft = σ(ζs : s ≤ t), t ≥ 0.

Los primeros dos resultados de la tesis, cuyas demostraciones daremos en el Caṕıtulo
4, son sobre la rigidez de la sucesión (PNζN )N∈N y sobre la relación entre los puntos ĺımites
de (PNζN )N∈N y el (L ,DV )-problema de martingala.

Proposición 3.2.2. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ. La sucesión de
medidas (PNζN )N∈N es ŕıgida (tight). Más aún, todo punto ĺımite está concentrado en
trayectorias continuas.

Proposición 3.2.3. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ y sea P un punto
ĺımite de (PNζN )N∈N. Entonces la medida P es una solución del (L ,DV )-problema de
martingala.

3.3 Operador asociado al proceso traza

Comencemos recordando la definición del proceso traza presentada en 2.2.3 e in-
troduzcamos algunas configuraciones especiales relacionadas con dicho proceso, que
nos serán de gran utilidad. Estas configuraciones son análogas a las proyecciones ΥB

presentadas en la Sección 3.4 en [5].

Consideremos nuevamente el generador LRW del paseo aleatorio en V con tasas

r = {r(i, j); i, j ∈ V }

definido en (2.2) y sea A un subconjunto no vaćıo de V . Para cada i ∈ A, sea
hAi : V → [0, 1] la solución de

LRWh(j) = 0 si j /∈ A,
h(j) = 0 si j ∈ A \ {i}
h(i) = 1.

(3.3)
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Como hemos mencionado en la Sección 2.2.4, este sistema tiene una única solución
hAi (j) = PRWj (TA = Ti), donde TA y Ti son los tiempos de parada en A y en {i}
respectivamente para el paseo aleatorio con generador LRW , y PRWj se refiere a la
medida de probabilidad en el espacio D(R+, V ) comenzado en {j}.

Sea

ΣA = {ζ ∈ [0, 1]A :
∑
j∈A

ζ(j) = 1}.

Definimos la configuración ζA ∈ ΣA como

ζA(i) =
∑
j∈V

ζ(j)hAi (j), i ∈ A. (3.4)

Para el proceso con generador LRW y para cada subconjunto no vaćıo A de V
consideremos el proceso traza en A dado por (2.4), es decir, el proceso de Markov a
tiempo continuo en A con tasas de transición rA = {rA(i, j); i, j ∈ A}, siendo

rA(i, j) =

{ ∑
k∈V

r(i, k)hAj (k) if i 6= j, i, j ∈ A,

0 if i = j, i, j ∈ A.
(3.5)

Además definimos las constantes

λA(i) =
∑
j∈A

rA(i, j)−
∑
j∈A

rA(j, i), i ∈ A, (3.6)

y el vector λA = (λA(i))i∈A ∈ RA. Notar que λV (i) = λ(i) ∀i ∈ V . Estas constantes
serán claves para la descripción del proceso ĺımite.

Usando las tasas de transición del proceso traza definimos el operador LA sobre las
funciones f ∈ C2(ΣA) como

(LAf)(ζ) = −〈λA,∇f(ζ)〉 = −
∑
j∈A

λA(j)∂jf(ζ), ζ ∈ ΣA.

3.4 Resultados

En las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 hemos visto que si la sucesión de configuraciones
iniciales converge a algún ζ0 ∈ Σ, entonces la sucesión de medidas (PNζN )N∈N es ŕıgida y
todo punto ĺımite P es una solución del (L ,DV )-problema de martingala. Luego, por
el Teorema de Prohorov (ver Sección 2.4.1), para probar la convergencia del proceso
{ζNt : t ≥ 0}N∈N cuando las configuraciones iniciales convergen a un ζ0 ∈ Σ̇ (es decir,
cuando todos los sitios están macroscópicamente ocupados), alcanzará con probar que
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hay una única solución al (L ,DV )-problema de martingala empezado en ζ0 ∈ Σ̇. Esto
es lo que se presenta en el Teorema 3.4.2.

La demostración de dicho resultado se basa en la siguiente propiedad crucial. Si
Pζ0 es una solución del (L ,DV )-problema de martingala con ζ0 ∈ Σ̇, entonces Pζ0 es
una medida delta de Dirac que satisface que bajo esta medida, cuando un sitio de V se
vaćıa, todos los sitios quedan vaćıos. A este tipo de medidas las llamaremos “medidas
absorbentes”.

En lo que sigue del trabajo, abreviaremos con “c.s.” a “casi seguramente”.

Definición 3.4.1. Decimos que una distribución P en C(R+,Σ) es absorbente si vale
que para todo 0 ≤ s < t,

{i ∈ V : ζs(i) = 0} ⊆ {i ∈ V : ζt(i) = 0} P-c.s.

Si P es una medida de Dirac concentrada en la trayectoria ζ·, decimos que P es ab-
sorbente si la trayectoria ζ· satisface que para todo 0 ≤ s < t y para todo i ∈ V ,
ζs(i) = 0 implica ζt(i) = 0.

Teorema 3.4.2. Para cada ζ0 ∈ Σ̇, existe una única medida de probabilidad Pζ0 en
C(R+,Σ) la cual es solución del (L ,DV )-problema de martingala y comienza en ζ0.
Además, Pζ0 es una medida absorbente de Dirac.

Por lo explicado al comienzo de esta sección, de las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 y
del Teorema 3.4.2 obtenemos que, si las configuraciones iniciales (ζN)N∈N convergen a
algún ζ0 ∈ Σ̇, entonces la sucesión de medidas (PNζN )N∈N converge débilmente a la única
solución Pζ0 del (L ,DV )-problema de martingala comenzado en ζ0. Además, por el
Teorema 3.4.2 sabemos que esta solución es una medida absorbente de Dirac, de lo cual,
como primera observación, se deduce que el ĺımite del proceso {ζNt : t ≥ 0}N∈N cuando
las configuraciones iniciales convergen a un ζ0 ∈ Σ̇, es determińıstico. Para explicar
el comportamiento de Pζ0 , presentaremos a continuación una descripción precisa de la
trayectoria asociada.

Al inicio, comenzamos con cada sitio i ∈ V ocupado por una masa positiva ζ0(i).
La masa total del sistema (que suma 1, ya que es conservativo), se distribuye entre
todos los sitios de acuerdo al vector λ hasta que alguno de los sitios se vaćıa. Con esto
queremos decir que la masa que hay en cada sitio i ∈ V se mueve linealmente con un
drift igual a λ(i) hasta el tiempo

T1 = min
i∈V :λ(i)>0

ζ0(i)

λ(i)

= inf{t > 0 : ζ0(i)− λ(i)t = 0 para algún i ∈ V }
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si λ 6= 0. En el caso λ = 0, todos los sitios permanecen ocupados por siempre y la
trayectoria es constantemente igual a ζ0.

Ahora asumimos T1 <∞, y llamamos

A1 = {i ∈ V : ζT1(i) > 0}.

La masa de todo el sistema se distribuye entre los sitios de A1, mientras los sitios en
V \ A1 permanecerán vaćıos por siempre. Más espećıficamente, consideremos el vector
λA1 definido por (3.6), el cual está asociado al proceso traza del paseo aleatorio con
tasas r en el conjunto A1. Después de T1, la masa en cada sitio i ∈ A1 vaŕıa linealmente
de acuerdo al drift λA1(i), hasta la primera vez que algún sitio de A1 se vaćıa. Este
tiempo es

T2 = T1 + min
i∈A1:λA1 (i)>0

ζT1(i)

λA1(i)

= inf{t > T1 : ζT1(i)− λA1(i)(t− T1) = 0 para algún i ∈ A1}

si λA1 6= 0. Pero si λA1 = 0, la trayectoria después de T1 permanece constantemente
igual a ζT1 .

Este comportamiento, de ser absorbido en la frontera y moverse acorde al vector
λA con A los sitios ocupados a cada momento, se repite hasta la primera vez que el
conjunto A satisface λA = 0. Después de este tiempo, denotado por T , la trayectoria
permanece constantemente igual a ζT . Además, este conjunto final A de los sitios que
permanecen ocupados coincide con el conjunto

Mµ = {i ∈ V : µ(i) = max
j∈V

µ(j)}, (3.7)

lo cual implica que el sistema llega al equilibrio cuando todos los sitios que no tienen
medida invariante maximal se vaćıan.

Procedemos ahora a construir de forma recursiva la trayectoria descripta, la cual es
determińıstica.

Sea ζ0 ∈ Σ̇. Sean T0 = 0, A0 = V , y dados Tn, An, definimos

Tn+1 =

{
Tn + min

i∈An:λAn (i)>0

ζTn (i)

λAn (i)
si λAn 6= 0

∞ si λAn = 0,

si Tn<∞ y Tn≤t<Tn+1, ζt(i) =


ζTn(i)− λAn(i)(t− Tn) si i ∈ An, Tn+1 <∞,

ζTn(i) si i ∈ An, Tn+1 =∞,
0 si i /∈ An,

An+1 =

{
{i ∈ An : ζTn+1(i) > 0} si Tn+1 <∞,

An si Tn+1 =∞.

(3.8)
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Además definimos

n0 = max{n ∈ N0 : Tn <∞} y T̄ = Tn0 .

Denotaremos con ζ̄· a la trayectoria continua definida en (3.8). Notemos que esta
trayectoria sólo depende de r y ζ0, y satisface que si ζ̄s(i) = 0 para algún i ∈ V y s ≥ 0,
entonces ζ̄t(i) = 0 para todo t ≥ s. Además, 0 ≤ n0 ≤ V − 1 y para todo t ≥ T̄ ,

ζ̄t(j) = ζ̄T̄ (j) ∀j ∈ V, {j ∈ V : ζ̄t(j) > 0} = An0 y λAn0 = 0. (3.9)

El siguiente teorema es uno de los resultados más importantes de esta tesis; formaliza
lo que hemos presentado en esta sección. Esencialmente nos dice que la sucesión de
procesos zero range reescalada de forma lineal converge (débilmente) a la trayectoria
determińıstica dada en (3.8).

Teorema 3.4.3. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a algún ζ0 ∈ Σ̇. Entonces,
la sucesión de medidas (PNζN )N∈N converge débilmente a la medida absorbente de Dirac

concentrada en la trayectoria determińıstica ζ̄· dada en (3.8).

Para concluir este apartado presentamos el siguiente resultado, que dice que existe
un tiempo a partir del cual la evolución del sistema se detiene. Además, da una carac-
terización del conjunto de sitios que concentra toda la masa del sistema a partir de ese
momento.

Proposición 3.4.4. Sea ζ0 ∈ Σ̇ y sea ζ̄· la trayectoria definida en (3.8). Entonces,
existe un tiempo T̄ ≥ 0 que sólo depende de r y ζ0 tal que

ζt(i) = ζT̄ (i) ∀i ∈ V, ∀t ≥ T̄ .

Además,
{i ∈ V : ζT̄ (i) > 0} =Mµ,

donde Mµ es el conjunto de los sitios con distribución invariante maximal definido en
(3.7).

Los resultados enunciados en esta sección serán demostrados en el Caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 4

Convergencia, rigidez y propiedades
de soluciones

En este caṕıtulo presentamos las demostraciones de la Proposición 3.2.2 y de la
Proposición 3.2.3. Recordemos sus enunciados.

Proposición 3.2.2. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ. La sucesión
de medidas (PNζN )N∈N es ŕıgida (tight). Más aún, todo punto ĺımite está concentrado en
trayectorias continuas.

Proposición 3.2.3. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ y sea P un
punto ĺımite de (PζN )N∈N. Entonces la medida P es una solución del (L ,DV )-problema
de martingala.

4.1 Rigidez - demostración de la Proposición 3.2.2.

Demostración de la Proposición 3.2.2. Por el Teorema 1.3 y la Observación 1.5 en
[15] (que los hemos enunciamos en la Sección 2.4.2), como Σ es compacto y ΣN es un
subconjunto de Σ para todo N ∈ N, para probar que la sucesión (PNζN )N∈N es ŕıgida y
que todo punto ĺımite está concentrado en trayectorias continuas, basta ver que para
todo ε > 0 y T > 0,

lim
δ→0

lim sup
N→∞

PNζN
[

sup
s,t<T,
|s−t|<δ

‖ζt − ζs‖ > ε
]

= 0. (4.1)

Por la fórmula de Dynkin aplicada al generador LN y a la función F (ζ) = ζ(j) con
j ∈ V ,

ζNt (j) = ζN(j) +

∫ t

0

LN(ζr(j))dr +MN
t (j) ∀t > 0, j ∈ V,
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con (MN
t (j))t≥0 una martingala. Entonces, la probabilidad que aparece en (4.1) está

acotada superiormente por∑
j∈V

PNζN
[

sup
s,t<T,
|s−t|<δ

∣∣ ∫ t

s

LN(ζr(j))dr
∣∣ ≥ ε

2
√
V

]
+
∑
j∈V

PNζN
[

sup
0≤r≤T

|MN
r (j)| ≥ ε

4
√
V

]
. (4.2)

Por un lado, como |t− s| ≤ δ y

LN(ζ(j)) = N
∑
i∈V

[g(Nζ(i))r(i, j)
1

N
− g(Nζ(j))r(j, i)

1

N
] ≤ C

para alguna constante positiva C, el primer término en (4.2) converge a 0 cuando δ → 0.
Por otro lado, por las desigualdades de Markov y Doob, el segundo término de (4.2)
está acotado superiormente por

16V

ε2
ENζN

[
(MN

T (j))2
]
,

lo cual, usando variación cuadrática, coincide con

16V

ε2
ENζN

[ ∫ T

0

[LN(ζr(j))
2 − 2ζr(j)LN(ζr(j))]dr

]
.

Como

[LN(ζ(j))2 − 2ζ(j)LN(ζ(j))] ≤ C1

N
∀ζ ∈ ΣN ,

con C1 otra constante positiva, el segundo término en (4.2) también converge a 0 cuando
N →∞, lo que concluye la demostración.

4.2 Convergencia - demostración de la Proposición

3.2.3

Para simplificar notación definimos g̃ : N0 → [0,∞) como

g̃(0) = 0 y g̃(k) = g(k)− 1 ∀k ∈ N.

En particular, si

g(k) =
(
1 +

α

k

)
1{k>0}, k ∈ N0,

para algún α ≥ 0, entonces

g̃(k) =
α

k
1{k>0}, k ∈ N0.

Además, para cada j ∈ V , denotaremos con vj a los vectores vj definidos en (3.2).

El siguiente lema es análogo al Lema 7.1 in [5].
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Lema 4.2.1. Si F ∈ DV ,

lim
N→∞

max
ζ∈ΣN

∣∣(LNF )(ζ)− (L F )(ζ)−
∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈vj,∇F (ζ)〉
∣∣ = 0.

Demostración. Sea F ∈ DV . Por la fórmula de Taylor tenemos que

(LNF )(ζ) = N
∑
j,k∈V

g(Nζ(j))r(j, k)
[〈
∇F (ζ),

ek − ej
N

〉
+RN

j,k

]
=
∑
j∈V

g(Nζ(j))
〈∑
k∈V

r(j, k)(ek − ej)︸ ︷︷ ︸
vj

,∇F (ζ)
〉

+ R̃N

=
∑
j∈V

〈g(Nζ(j))vj,∇F (ζ)〉+ R̃N , (4.3)

donde R̃N = N
∑
j,k∈V

g(Nζ(j))r(j, k)RN
j,k es el error de Taylor.

Por definición de DV ,

1{ζ(j)=0}〈vj,∇F (ζ)〉 = 0.

Entonces

〈1{ζ(j)>0}vj,∇F (ζ)〉 = 〈vj,∇F (ζ)〉. (4.4)

De (4.3) y (4.4) se sigue que

(LNF )(ζ) =
∑
j∈V

〈
[1 + g̃(Nζ(j))]1{ζ(j)>0}vj,∇F (ζ)

〉
+ R̃N

=
〈∑
j∈V

vj︸ ︷︷ ︸
−λ

,∇F (ζ)
〉

+
∑
j∈V

〈g̃(Nζ(j))1{ζ(j)>0}vj,∇F (ζ)〉+ R̃N

= L F (ζ) +
∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈vj,∇F (ζ)〉+ R̃N .

Como ΣN ⊆ Σ ∀N ∈ N con Σ compacto y F ∈ C2 para toda F ∈ DV , entonces
lim
N→∞

max
ζ∈ΣN

R̃N = 0, lo que concluye la demostración.

Lema 4.2.2. Si F ∈ DV ,

lim
N→∞

max
ζ∈ΣN

∣∣∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈vj,∇F (ζ)〉
∣∣ = 0. (4.5)
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Demostración. Fijemos F ∈ DV y j ∈ V . Como ΣN ⊆ Σ ∀N ∈ N, Σ es compacto y
ζ → 〈vj,∇F (ζ)〉 es continua, la función es uniformemente continua y está acotada por
una constante que no depende de N .

Por un lado, por la continuidad uniforme de ζ → 〈vj,∇F (ζ)〉 y el hecho que
〈vj,∇F (ζ)〉 = 0 si ζ(j) = 0, se sigue que dado ε > 0 existe δ > 0 (que no depende de
N) tal que

|〈vj,∇F (ζ)〉| < ε si ζ(j) < δ.

Por otro lado, como lim
n→∞

g̃(n) = 0 sabemos que dado ε > 0 y δ > 0, existe N0 tal

que |g̃(Nκ)| < ε para todo N ≥ N0, para todo κ ≥ δ. Además g̃ es acotada por una
constante C3 ≥ 0.

Por lo tanto para todo N ≥ N0,∣∣g̃(Nζ(j))〈vj,∇F (ζ)〉1{ζ(j)≥δ}
∣∣ ≤ εC2

y ∣∣g̃(Nζ(j))〈vj,∇F (ζ)〉1{0<ζ(j)<δ}
∣∣ ≤ εC3,

para todo ζ ∈ ΣN . Como ε > 0 es arbitrario y las constantes C2 y C3 no dependen de
N , obtenemos (4.5).

Corolario 4.2.3. Si F ∈ DV ,

lim
N→∞

max
ζ∈ΣN

∣∣(LNF )(ζ)− (L F )(ζ)
∣∣ = 0.

Demostración. Se sigue de los Lemas 4.2.1 y 4.2.2.

Veamos cómo demostrar la Proposición 3.2.3.

Demostración de la Proposición 3.2.3. Fijemos F ∈ DV . Consideremos M ∈ N,
G : ΣM → R una función continua y acotada, y sean 0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sM ≤ t1, t2.

Definimos

G(ζ) = G(ζs1 , . . . , ζsM ) y Ψt1,t2 = F (ζt2)− F (ζt1)−
∫ t2

t1

(L F )(ζr)dr.

Como es usual, denotamos por ENζN y E las esperanzas con respecto a PNζN y P respec-

tivamente. Queremos probar que E
[
G(ζ)Ψt1,t2

]
= 0.

Sin pérdida de generalidad asumimos que (PNζN )N∈N converge to P. Entonces

lim
N→∞

ENζN
[
G(ζ)Ψt1,t2

]
= E

[
G(ζ)Ψt1,t2

]
. (4.6)
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Para cada N ∈ N, como G(ζ) es Ft1-medible y F (ζt) −
∫ t

0
(LNF )(ζr)dr es una

PNζN -martingala por la fórmula de Dynkin (ver Teorema 2.3.4), tenemos

ENζN
[
G(ζ)

{
F (ζt2)− F (ζt1)−

∫ t2

t1

(LNF )(ζr)dr
}]

= 0,

de donde se sigue que

ENζN
[
G(ζ)Ψt1,t2

]
+ ENζN

[
G(ζ)

{∫ t2

t1

[(L F )(ζr)− (LNF )(ζr)]dr
}]

= 0. (4.7)

Como G es acotada, por el corolario 4.2.3, el segundo término en (4.7) converge a 0
cuando N →∞. Por lo tanto, por (4.6) y (4.7) concluimos que

E
[
G(ζ)Ψt1,t2

]
= 0,

como queŕıamos probar.

4.3 Cálculos auxiliares

4.3.1 Algunas propiedades de λA

En esta sección probaremos algunas propiedades de las constantes λA definidas en
(3.6), que nos serán muy útiles para demostrar algunos resultados de la tesis. Recorde-
mos la definición de la función hAi : V → [0, 1], i ∈ A, definida en (2.3).

Lema 4.3.1. Sea i ∈ A ⊆ V . Entonces

λA(i) =
∑
k∈V

λ(k)hAi (k) = λ(i) +
∑
k/∈A

λ(k)PRWk (TA = Ti).

Demostración. Fijemos i ∈ A. De (3.5) tenemos

rA(i, j) =
∑
k∈V

r(i, k)hAj (k), i, j ∈ A, i 6= j.

Además, ∑
j∈A

hAj (k) =
∑
j∈A

PRWk (TA = Tj) = 1.

Entonces

λA(i) =
∑
j∈A

[
rA(i, j)− rA(j, i)

]
=

∑
j∈A,k∈V

[
r(i, k)hAj (k)− r(j, k)hAi (k)

]
=
∑
k∈V

r(i, k) −
∑
j,k∈V

r(j, k)hAi (k) +
∑

j /∈A,k∈V

r(j, k)hAi (k)

=
∑
k∈V

r(i, k) −
∑
j,k∈V

r(j, k)hAi (k) +
∑

j /∈A,k∈V

r(j, k)hAi (j), (4.8)
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donde en la última ĺınea usamos LRW (hAi )(j) = 0, j /∈ A.

Como hAi (j) = 0 para cada j ∈ A \ {i} y hAi (i) = 1, tenemos∑
j∈A,k∈V

r(j, k)hAi (j) =
∑
k∈V

r(i, k). (4.9)

De (4.8) y (4.9) obtenemos

λA(i) =
∑

j∈A,k∈V

r(j, k)hAi (j) −
∑
j,k∈V

r(j, k)hAi (k) +
∑

j /∈A,k∈V

r(j, k)hAi (j)

=
∑

j∈V,k∈V

r(j, k)hAi (j) −
∑
j,k∈V

r(j, k)hAi (k)

=
∑
k∈V

λ(k)hAi (k),

como queŕıamos probar.

Lema 4.3.2. Sea i ∈ A ⊆ Ã ⊆ V y sean λA(i) y λÃ(i) definidas como (3.6). Entonces

λA(i) =
∑
j∈Ã

λÃ(j)hAi (j) = λÃ(i) +
∑
j∈Ã\A

λÃ(j)PRWj (TA = Ti).

Demostración. Fijemos i ∈ A. Por el Lema 4.3.1, es suficiente mostrar que∑
k∈V

λ(k)hAi (k) =
∑
j∈Ã

λÃ(j)hAi (j). (4.10)

Del Lema 4.3.1 tenemos que

λÃ(j) =
∑
k∈V

λ(k)hÃj (k) ∀j ∈ Ã. (4.11)

Y por la Propiedad de Markov sabemos que para todo k ∈ V ,

PRWk (TA = Ti) =
∑
j∈Ã

PRWk (TÃ = Tj)PRWj (TA = Ti),

lo cual es equivalente a

hAi (k) =
∑
j∈Ã

hÃj (k)hAi (j). (4.12)

De (4.11) y (4.12) se sigue (4.10), lo que concluye la demostración.
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Proposición 4.3.3. Sea A un subconjunto no vaćıo de V tal que

λ(j) > 0 ∀j /∈ A. (4.13)

Entonces λA∪{j}(j) > 0 ∀j /∈ A.

Demostración. Sea j /∈ A. Del Lema 4.3.1 sabemos que

λA∪{j}(j) = λ(j) +
∑
k/∈A

λ(k)h
A∪{j}
j (k), j ∈ A.

Usando que
λ(k) > 0 ∀k /∈ A

y que
h
A∪{j}
j (k) ≥ 0 ∀j ∈ A, ∀k /∈ A,

se sigue el resultado.

Proposición 4.3.4. Sea ∅ 6= A ( Ã ( V tal que

λÃ∪{l}(l) > 0 ∀l /∈ Ã y λÃ(l) > 0 ∀l ∈ Ã \ A. (4.14)

Entonces λA∪{j}(j) > 0 ∀j /∈ A.

Demostración. Sea j ∈ Ã \ A. Como j ∈ A ∪ {j} ⊆ Ã ⊆ V , por el Lema 4.3.2
tenemos

λA∪{j}(j) = λÃ(j) +
∑

l∈Ã\(A∪{j})

λÃ(l)h
A∪{j}
j (l),

con
h
A∪{j}
j (l) ≥ 0 ∀l ∈ Ã \ (A ∪ {j}).

El argumento se sigue de que λÃ(l) > 0 ∀l ∈ Ã \ A.

Asumamos ahora j /∈ Ã. Usando el Lema 4.3.2 con j ∈ A ∪ {j} ⊆ Ã ∪ {j} ⊆ V ,
tenemos

λA∪{j}(j) = λÃ∪{j}(j) +
∑
l∈Ã\A

λÃ∪{j}(l)h
A∪{j}
j (l). (4.15)

Además, para todo l ∈ Ã\A, usando nuevamente el Lema 4.3.2 con l ∈ Ã ⊆ Ã∪{j} ⊆ V ,

λÃ(l) = λÃ∪{j}(l) + λÃ∪{j}(j)hÃl (j). (4.16)
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De (4.15) y (4.16) se sigue que

λA∪{j}(j) = λÃ∪{j}(j)
[
1−

∑
l∈Ã\A

h
A∪{j}
j (l)hÃl (j)

︸ ︷︷ ︸
(I)

]
+
∑
l∈Ã\A

λÃ(l)h
A∪{j}
j (l). (4.17)

Notar que

(I) ≤
∑
l∈Ã\A

hÃl (j) ≤
∑
l∈Ã

hÃl (j) = 1. (4.18)

De (4.14), (4.17) y (4.18) obtenemos que

λA∪{j}(j) ≥ 0 ∀j /∈ Ã. (4.19)

Además, observemos que

λA∪{j}(j) = 0 si y sólo si (I) = 1 y h
A∪{j}
j (l) = 0 ∀l ∈ Ã \ A. (4.20)

Como h
A∪{j}
j (l) = 0 ∀l ∈ Ã \ A implica que (I) = 0, de (4.19) y (4.20) concluimos

que

λA∪{j}(j) > 0 ∀j /∈ Ã,

como queŕıamos demostrar.

4.3.2 Funciones armónicas y martingalas

Denotamos con A a un subconjunto no vaćıo de V . Para presentar los siguientes
resultados recordemos que

ΣA = {ζ ∈ [0, 1]A :
∑
j∈A

ζ(j) = 1}

y ζA ∈ ΣA es la configuración definida en (3.4) como

ζA(i) =
∑
j∈V

ζ(j)hAi (j) ∀i ∈ A,

con hAi (j) = PRWj (TA = Ti). Además denotamos con ζA la proyección de ζ ∈ Σ en ΣA,
es decir,

ζA(i) = ζ(i) ∀i ∈ A,
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y definimos
˙ΣA,0 = {ζ ∈ Σ : ζ(i) > 0 ∀i ∈ A, ζ(j) = 0 ∀j /∈ A}.

En particular,

ζV (i) = ζ(i), λV (i) = λ(i) ∀i ∈ V y ˙ΣV,0 = Σ̇.

El siguiente Lema es consecuencia del Lema 6.7 en [4].

Lema 4.3.5. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala y sea F ∈ DV .
Entonces

F (ζt)− F (ζ0)−
∫ t

0

(L F )(ζs)ds = 0, t ≥ 0, P-c.s.

Demostración. Sea

MF
t = F (ζt)− F (ζ0)−

∫ t

0

(L F )(ζs)ds, t ≥ 0.

Por la definición de DV sabemos que si F ∈ DV , entonces F 2 ∈ DV . Por lo tanto, si
consideramos el carré du champ

Γ(F ) = L (F 2)− 2FL (F ),

por el Lema 6.7 de [4] se sigue que

(MF
t )2 −

∫ t

0

Γ(F )(ζs)ds (4.21)

es una P-martingala.

Además, como para todo F ∈ DV , ζ ∈ Σ,

(L F )(ζ) = −〈λ,∇F (ζ)〉

y

∇(F 2)(ζ) = 2F (ζ)∇F (ζ),

resulta

Γ(F ) = 0 ∀F ∈ DV . (4.22)

De (4.21) y (4.22) obtenemos que {(MF
t )2 : t ≥ 0} es una martingala. Como (MF

t )2

es una variable aleatoria no negativa con (MF
0 )2 = 0, concluimos que MF

t = 0 ∀t ≥ 0,
como queŕıamos ver.

El siguiente resultado, que es análogo al Lema 3.1 en [5], nos será de gran utilidad.
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Lema 4.3.6. Sea A un subconjunto no vaćıo de V . Dada f ∈ C2(ΣA), sea F : Σ→ R
definida como F (ζ) = f(ζA). Entonces F ∈ DB con B = V \ A y L F (ζ) = LAf(ζA).

Demostración. Sea j ∈ B. Tenemos que

〈vj,∇F (ζ)〉 =
∑
k∈V

r(j, k)
[∑
i∈A

hAi (k)∂if(ζA)−
∑
i∈A

hAi (j)∂if(ζA)
]

=
∑
i∈A

∂if(ζA)
∑
k∈V

r(j, k)
[
hAi (k)− hAi (j)

]
=
∑
i∈A

∂if(ζA)LRW (hAi )(j)

= 0,

donde en la última igualdad usamos LRW (hAi )(j) = 0 ∀j /∈ A. Por lo tanto F ∈ DB.

Veamos ahora que L F (ζ) = LAf(ζA). Por el Lema 4.3.1, λA(i) =
∑
j∈V

λ(j)hAi (j)

para todo i ∈ A. Entonces,

L F (ζ) = −
∑
j∈V

λ(j)∂jF (ζ) = −
∑
j∈V

λ(j)
∑
i∈A

∂if(ζA)hAi (j)

= −
∑
i∈A

∂if(ζA)
∑
j∈V

λ(j)hAi (j) = −
∑
i∈A

∂if(ζA)λA(i)

= LAf(ζA),

lo que concluye la prueba.

4.3.3 Funciones en DV

El siguiente lema, el cual es análogo al Lema 4.4 en [5], muestra cómo extender las
funciones en DB, con ∅ ⊆ B ( V , a funciones en DV conservando algunas propiedades
que necesitamos.

Para cada subconjunto no vaćıo A de V y para cada ε > 0, definimos

Λε(A) = {ζ ∈ Σ : min
i∈A

ζ(i) ≥ ε}.

Lema 4.3.7. Sea A un subconjunto no vaćıo de V , B = V \A, y sea F ∈ DB. Entonces,
para cada ε > 0, existe una función Hε ∈ DV tal que

F (ζ) = Hε(ζ) y (L F )(ζ) = (LHε)(ζ) ∀ζ ∈ Λε(A).

La demostración del Lema 4.3.7 sigue el mismo argumento usado en la demostración
del Lema 4.4 en [5]. Necesitamos el siguiente resultado, el cual es una consecuencia
inmediata del Lema 4.1 de [5].
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Lema 4.3.8. Sea A un subconjunto propio de V . Existe una función no negativa, suave
IA : Σ→ R en DA, y constantes 0 < c1 < C1 <∞ tales que para todo ζ ∈ Σ,

c2
1‖ζ‖2

A ≤ IA(ζ) ≤ C2
1‖ζ‖2

A, (4.23)

donde ‖ζ‖2
A =

∑
j∈A

ζ(j)2.

Demostración del Lema 4.3.7. En primer lugar, consideremos una función
Φ : R→ [0, 1] suave (en C∞) tal que

Φ(r) = 0 para r ≤ 0 y Φ(r) = 1 para r ≥ 3,

y sea α = c1
4C1

, con c1, C1 las constantes dadas en (4.23).

Fijemos ε > 0 y para cada k ∈ A, consideremos la función

Gk =
∏
∅⊆D⊆B

φk,D(ζ),

donde

φk,D(ζ) = Φ
(9α2|D|ID∪{k}(ζ)

ε2
− 1
)
, para cada ∅ ⊆ D ⊆ B.

Sea
G =

∏
k∈A

Gk.

Probemos que H = FG pertenece a DV y satisface que

F (ζ) = H(ζ) y (L F )(ζ) = (LH)(ζ) ∀ζ ∈ Λε′(A), (4.24)

con ε′ = 2ε
c1α|B|

.

Sea ζ ∈ Σ tal que ζ(k) > ε′

2
= ε

c1α|B|
∀k ∈ A. Del Lema 4.3.8 se sigue que

ID∪{k}(ζ) >
ε2

α2|B| para cada ∅ ⊆ D ⊆ B, k ∈ A.

Usando que α < 1 y Φ(r) = 1 para r ≥ 3 deducimos que G(ζ) = 1, lo cual implica
(4.24).

Fijemos k ∈ A. Notemos que si ζ(k) < ε
3C1

, por el Lema 4.3.8 y el hecho de que
Φ(r) = 0 para r ≤ 0 se sigue que φk,∅(ζ) = 0 y por lo tanto ∇φk,∅(ζ) = 0. Como〈

vk,∇H(ζ)
〉

= φk,∅(ζ)
〈
vk,∇

( H

φk,∅

)
(ζ)
〉

+
( H

φk,∅

)
(ζ)
〈
vk,∇φk,∅(ζ)

〉
,

se sigue que
〈vk,∇H(ζ)

〉
= 0 si ζ(k) = 0.
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Por lo tanto, H ∈ DA.

Probemos ahora que H ∈ DB. Fijemos j ∈ B y reescribamos a G como el producto
de las funciones G1 y G2, donde

G1 =
∏
k∈A

∏
∅⊆D⊆B:j∈D

φk,D(ζ)

G2 =
∏
k∈A

∏
∅⊆D⊆B:j /∈D

φk,D(ζ).

Es claro que si F1 y F2 pertenecen a Dj y Ξ : R→ R es una función suave, entonces
F1F2 y Ξ(F1) pertenecen a Dj. Por lo tanto, como F e IC pertenecen a Dj si el conjunto
C contiene a j, para ver que H está en Dj es necesario probar que

(FG1)(ζ)
〈
vj,∇G2(ζ)

〉
= 0 si ζ(j) = 0. (4.25)

Y para esto es suficiente mostrar que para cada k ∈ A y ∅ ⊆ D ⊆ B tal que j /∈ D,

φk,D∪{j}(ζ)
〈
vj,∇φk,D(ζ)

〉
= 0 si ζ(j) = 0. (4.26)

Fijemos k ∈ A y ∅ ⊆ D ⊆ B tal que j /∈ D. Usando nuevamente el Lema 4.3.8 y
las propiedades de la función Φ deducimos que

φk,D∪{j}(ζ) = 0 si ‖ζ‖D∪{k,j} <
ε

3C1α|D|+1
,

φk,D(ζ) = 1 si ‖ζ‖D∪{k} >
ε

c1α|D|
.

(4.27)

Como α = c1
4C1

y

‖ζ‖D∪{k,j}(ζ) = ‖ζ‖D∪{k}(ζ) ∀ζ ∈ Σ tal que ζ(j) = 0,

de (4.27) se sigue (4.26), como queŕıamos probar.

4.3.4 Propiedades de soluciones del (L ,DV )-p.m.

Ahora que ya hemos probado el Lema 4.3.7, que nos permite reemplazar una función
por otra que se encuentre en el dominio del operador L respetando ciertas propiedades,
veamos los siguientes dos lemas, que son sobre el comportamiento de las soluciones del
(L ,DV )-problema de martingala cuando todos los sitios están ocupados.

Tengamos presente (por la Proposición 3.2.2), que si P es un punto ĺımite de
(PN)N∈N, entonces P está concentrado en trayectorias continuas.
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Lema 4.3.9. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala. Sea A un
subconjunto no vaćıo de V y sean 0 ≤ t1 < t2 tales que

ζt(i) > 0 ∀i ∈ A, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Entonces
ζAt (i) = ζAt1(i)− λ

A(i)(t− t1) ∀i ∈ A, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Demostración. Sea
ε = min

i∈A
min
t∈[t1,t2]

ζt(i).

Como [t1, t2] es compacto y t→ ζt(ω) es continua para cada trayectoria ω ∈ C(R+,Σ),
entonces ε (que es una variable aleatoria) está bien definida y es estrictamente positiva.
Además, por cómo definimos ε tenemos que

ζt ∈ Λε(A) ∀t ∈ [t1, t2]. (4.28)

Fijemos i ∈ A y consideremos la función F : Σ→ R dada por F (ζ) = ζA(i). Por el
Lema 4.3.6,

F ∈ DB y (L F )(ζ) = −λA(i),

con B = V \ A. (Recordemos que λV (i) = λ(i) y D∅ = C2(Σ)).

Por el Lema 4.3.7, existe una función Hε ∈ DV tal que

Hε(ζ) = ζA(i) y (LHε)(ζ) = −λA(i) ∀ζ ∈ Λε(A). (4.29)

Como Hε ∈ DV , del Lema 4.3.5 se sigue que

Hε(ζt)−Hε(ζt1)−
∫ t

t1

(LHε)(ζs)ds = 0, t ∈ [t1, t2].

De la ecuación de arriba junto con (4.28) y (4.29) concluimos que

ζAt (i) = ζAt1(i)− λ
A(i)(t− t1) ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.,

como queŕıamos probar.

Corolario 4.3.10. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala. Sea A un
subconjunto no vaćıo de V y sea 0 ≤ t1 ≤ t2 tal que

ζt ∈ ˙ΣA,0 ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Entonces
ζt(i) = ζt1(i)− λA(i)(t− t1) ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Demostración. Se sigue directamente del Lema 4.3.9 y del hecho de que

ζA(i) = ζ(i) ∀i ∈ A, ∀ζ ∈ ˙ΣA,0.
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Caṕıtulo 5

Absorción en las fronteras

Como ya hemos comentado, uno de los resultados más importantes probados en esta
tesis es el Teorema 3.4.2, que establece la unicidad del (L ,DV )-problema de martingala
cuando a tiempo inicial todos los sitios se encuentran macroscópicamente ocupados. Es
decir, cuando el ĺımite de las configuraciones iniciales, denotado por ζ0, pertenece al
conjunto

Σ̇ = {ζ ∈ Σ : ζ(j) > 0 ∀j ∈ V }.
En esta sección probamos dicho teorema. Un resultado que necesitamos será el

Teorema 5.0.1. Esencialmente, este resultado dice que si un sitio se vaćıa, éste per-
manecerá vaćıo hasta la primera vez que alguno de los sitios ocupados se vaćıe. Antes
de enunciarlo, introduzcamos las siguientes definiciones.

Consideremos P una solución del (L ,DV )-problema de martingala y sea t ≥ 0.
Usando la notación inf ∅ =∞, definimos

At = {i ∈ V : ζt(i) > 0},
Bt = V \ At,

τt = inf{s ≥ t :
∏
i∈At

ζs(i) = 0}.

Teorema 5.0.1. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala. Supon-
gamos que existe t1 ≥ 0 tal que At1 es un subconjunto propio de V y

λAt1∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ Bt1 .

Entonces,
ζs(i) = 0 ∀i ∈ Bt1 , ∀s ∈ [t1, τt1) P-c.s.

Daremos dos demostraciones de el Teorema 5.0.1. Una basada en encontrar una
función del tipo Lyapunov, que sólo sirve para el caso en que el paseo aleatorio con
tasas r es reversible, y otra que sirve para el caso general. Dividiremos lo que sigue del
caṕıtulo en dos secciones, una para cada demostración.
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5.1 Demostración del Teorema 5.0.1, caso general

Comencemos con algo de notación y con dos lemas preliminares.

Consideremos A un subconjunto propio de V y sea B = V \A. Además denotamos
con B al cardinal del conjunto B y con R+ = [0,∞).

Para cada i ∈ B sea
c(i) =

∑
j∈B

h
A∪{i}
i (j), (5.1)

y sea c ∈ RB×1
+ el vector tal que c(i) = c(i) ∀i ∈ B. Notemos que, como

h
A∪{i}
i (i) = 1 ∀i ∈ B,

tenemos que
c(i) ≥ 1 ∀i ∈ B.

Además denotemos por 1, ζt y ζĀt a los vectores en RB×1
+ dados por

1(i) = 1, ζt(i) = ζt(i) y ζĀt (i) = ζ
A∪{i}
t (i) ∀i ∈ B.

Definamos las matrices H y R en RB×B como sigue. Para i, j ∈ B sea

Hij = h
A∪{i}
i (j)

y

Rij =

{
γ(j) si i = j,
−r(j, i) si i 6= j,

con γ(j) =
∑
k∈V

r(j, k).

De (3.4) y (5.1),

ζA∪{i}(i) =
∑
j∈B

Hijζ(j) y c(i) =
∑
j∈B

Hij ∀i ∈ B. (5.2)

Usando notación matricial en la ecuación de arriba tenemos que

ζĀ = Hζ y c = H1. (5.3)

Por otro lado, como h
A∪{i}
i (k) = 0 ∀k ∈ A y r(j, j) = 0 ∀j ∈ B, resulta

(HR)ij = −LRW
(
h
A∪{i}
i

)
(j) ∀i, j ∈ B. (5.4)

Notemos que, debido a (5.4) y a la irreducibilidad de las tasas r,

(HR)ij = 0 si i 6= j y (HR)ii > 0 ∀i ∈ B.
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Luego, si definimos L ∈ RB×B como

Lij =

{ [
− LRW

(
h
A∪{i}
i

)
(i)
]−1

si i = j,
0 si i 6= j,

resulta que la matriz H es inversible, con inversa H−1 = RL. Por lo tanto, de (5.3)
tenemos que

ζ = H−1ζĀ y 1 = H−1c. (5.5)

Lema 5.1.1. Sea P una solución al (L ,DV )-problema de martingala. Sea A un sub-
conjunto propio de V y B = V \ A tal que

λA∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ B y ζt(j) > 0 ∀j ∈ A, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Supongamos que existen i0 ∈ B y [s0, s1] ⊆ [t1, t2] tales que ζt(i0) > 0 ∀t ∈ [s0, s1] P-c.s.
Entonces

ζA∪{i0}s1
(i0) ≤ ζA∪{i0}s0

(i0) P-c.s.

Demostración. Del Lema 4.3.9 tenemos que

ζ
A∪{i0}
t (i0) = ζA∪{i0}s0

(i0)− λA∪{i0}(i0)(t− s0) ∀i ∈ A, ∀t ∈ [s0, s1] P-c.s.

El resultado se sigue de que λA∪{i0}(i0) ≥ 0.

Lema 5.1.2. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala y sea A un
subconjunto propio de V y B = V \ A. Supongamos que existen i0 ∈ B y t ≥ 0 tales
que para algún δ > 0

ζ
A∪{i0}
t (i0) ≥ δc(i0) y ζ

A∪{i}
t (i) ≤ δc(i) ∀i ∈ B \ i0 P-c.s.,

siendo (c(i))i∈B las constantes definidas en (5.1). Entonces

ζt(i0) ≥ δ P-c.s. (5.6)

Demostración. De (5.5) y el hecho de que H−1 = RL con L una matriz diagonal
con entradas no negativas y Rii > 0 ∀i ∈ B tenemos que

ζt(i0) =
∑
j∈B

(RL)i0jζ
A∪{j}
t (j) =

∑
j∈B

Ri0jLjjζ
A∪{j}
t (j)

= Ri0i0Li0i0ζ
A∪{i0}
t (i0)−

∑
j∈B\{i0}

r(j, i0)Ljjζ
A∪{j}
t (j)

≥ Ri0i0Li0i0δc(i0)−
∑

j∈B\{i0}

r(j, i0)Ljjδc(j)

=
∑
j∈B

(RL)i0jδc(j) = δ(H−1c)(i0)

= δ,

lo cual implica (5.6).
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Ya estamos en condiciones de probar el Teorema 5.0.1.

Demostración del Teorema 5.0.1. Para simplificar notación denotamos con A y B
los conjuntos At1 y Bt1 respectivamente. Fijemos t2 ∈ (t1, τt1). Como

ζA∪{i}(i) ≥ ζ(i) ∀i ∈ B,

es suficiente mostrar que

ζ
A∪{i}
t (i) = 0 ∀i ∈ B, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s. (5.7)

Se sigue por contradicción. Supongamos que (5.7) es falso. Entonces, como c(i) > 0
para todo i ∈ B, existe δ > 0 tal que

{t ∈ [t1, t2] : ζ
A∪{i}
t (i) ≥ c(i)δ para algún i ∈ B} 6= ∅. (5.8)

Fijemos δ > 0 como en (5.8) y sea

s1 = inf{t > t1 : ζ
A∪{i}
t (i) ≥ c(i)δ para algún i ∈ B}.

Como
ζ
A∪{i}
t1 (i) = 0 ∀i ∈ B, (5.9)

de (5.8) y de la continuidad de t→ ζt tenemos que s1 ∈ (t1, t2).

Llamemos i0 a un sitio en B tal que

ζA∪{i0}s1
(i0) ≥ c(i0)δ. (5.10)

De la definición de s1 y de (5.9) obtenemos

ζA∪{i0}s1
(i0) ≥ c(i0)δ y ζA∪{i}s1

(i) ≤ c(i)δ ∀i ∈ B \ {i0} (5.11)

y
ζ
A∪{i0}
t (i0) < c(i0)δ ∀t ∈ [t1, s1). (5.12)

De (5.11) y del Lema 5.1.2 se sigue que ζs1(i0) > δ > 0. Luego, usando la continuidad
de la función t→ ζt deducimos que existe s0 con t1 < s0 < s1 tal que

ζt(i0) > 0 ∀t ∈ [s0, s1].

Del Lema 5.1.1 se sigue
ζA∪{i0}s1

(i0) ≤ ζA∪{i0}s0
(i0),

pero esta desigualdad junto con (5.10) contradice (5.12), lo que concluye la demostración.
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5.2 Demostración alternativa del Teorema 5.0.1, caso

reversible

En esta sección presentamos una demostración alternativa para el Teorema 5.0.1
que usa una función del tipo Lyapunov. Para esta demostración asumiremos que el
paseo aleatorio con tasas r es reversible.

Sea A un subconjunto propio de V y sea B = V \ A. Recordemos que para cada
par i, j ∈ B,

h
A∪{i}
i (j) = PRWj [TA∪{i} = Ti] = PRWj [Ti < TA].

Para simplificar notación, h
A∪{i}
i (j) será denotado con hi(j).

Lema 5.2.1. Sean (ai)i∈B números no negativos tales que

aihi(j) = ajhj(i) ∀i, j ∈ B. (5.13)

Supongamos que λA∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ B. Entonces la función F : Σ→ R definida por

F (ζ) =
∑
i,j∈B

aihi(j)ζ(i)ζ(j)

está bien definida y satisface que

F (ζ) ≥ 0 ∀ζ ∈ Σ, F ∈ DB y L F (ζ) ≤ 0 ∀ζ ∈ Σ.

Demostración. De (5.13) se sigue que F está bien definida. Como ai, hi(j) y ζ(i)
son no negativos para todo i, j ∈ B, entonces F (ζ) ≥ 0 ∀ζ ∈ Σ. Además F ∈ C2(Σ).

Para probar las últimas dos afirmaciones, comencemos calculando ∇F (ζ). Si j ∈ A,
∂jF (ζ) = 0. Si j ∈ B, de (5.13) tenemos que

∂jF (ζ) =
∑
i∈B

2aihi(j)ζ(i). (5.14)

Por hipótesis, λA∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ B, y del Lema 4.3.1,

λA∪{i}(i) =
∑
j∈B

λ(j)hi(j) ∀i ∈ B.

Por lo tanto

L F (ζ) = −〈λ,∇F (ζ)〉 = −
∑
i∈B

2aiζ(i)
∑
j∈B

λ(j)hi(j) = −
∑
i∈B

2aiζ(i)λA∪{i}(i) ≤ 0.
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Probemos ahora que F ∈ DB. Fijemos j ∈ B y asumamos ζ(j) = 0. Debemos
probar que 〈vj,∇F (ζ)〉 = 0. De (5.14) y del hecho que ∂kF (ζ) = 0 y hi(k) = 0 para
todo k ∈ A tenemos

〈vj,∇F (ζ)〉 =
∑
k∈B

r(j, k)∂kF (ζ)−
∑
k∈V

r(j, k)∂jF (ζ)

=
∑
i∈B

2aiζ(i)
[∑
k∈B

r(j, k)hi(k)−
∑
k∈V

r(j, k)hi(j)
]

=
∑
i∈B

2aiζ(i)
∑
k∈V

r(j, k)[hi(k)− hi(j)]

=
∑

i∈B\{j}

2aiζ(i)LRW (hi)(j)

= 0,

donde en las últimas dos igualdades usamos que ζ(j) = 0 y que

LRW (hi)(j) = 0 ∀i, j ∈ B, i 6= j

respectivamente.

Veamos cómo construir una sucesión de números (ai)i∈B que cumpla la propiedad
(5.13).

Consideremos la relación ∼ definida en el conjunto B del siguiente modo:

i ∼ j si y sólo si hi(j) > 0. (5.15)

Observemos que si el paseo aleatorio en V con tasas r es reversible, entonces ∼ es una
relación de equivalencia.

Lema 5.2.2. Asumamos que el paseo aleatorio en V con tasas r es reversible. Sea
B̂ ⊆ B una clase de equivalencia ∼ definida por (5.15) y fijemos j0 ∈ B̂. Para todo
i ∈ B definimos

aB̂i =

{
hj0 (i)

hi(j0)
si i ∈ B̂,

0 si i /∈ B̂.

Entonces la sucesión (aB̂i )i∈B está bien definida y satisface la propiedad (5.13).

Demostración. Si i y j0 están en la misma clase de equivalencia, hi(j0) > 0. Por lo

tanto, la sucesión (aB̂i )i∈B está bien definida. Veamos ahora que la propiedad (5.13) se
cumple.
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Fijemos i, j ∈ B, queremos probar que

aB̂i hi(j) = aB̂j hj(i). (5.16)

Si i o j no están en B̂, ambos miembros de (5.16) son iguales a cero. Por lo tanto,
asumimos que i, j ∈ B̂. Para este caso es suficiente mostrar que

hi(j)hj(j0)hj0(i) = hj(i)hj0(j)hi(j0). (5.17)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i, j y j0 son diferentes sitios de
B (de lo contrario, (5.17) se satisface directamente). Consideremos el proceso traza

definido por (3.5) en el conjunto Ã = A ∪ {i, j, j0} con tasas rÃ. Denotamos por P̃RWj
la medida de probabilidad en el espacio D(R+, Ã) inducida por el proceso comenzado
en j, por T̃A y T̃i los hitting times a los conjuntos A e {i} respectivamente y por

pÃ(i, j) =
1∑

l∈Ã
rÃ(i, l)

rÃ(i, j)

a la probabilidad de salto del sitio i al sitio j en el proceso traza.

De la Sección 6.1 de [6],

PRWj [Ti < TA] = P̃RWj [T̃i < T̃A]. (5.18)

Condicionando al primer salto y usando la propiedad de Markov

P̃RWj [T̃i < T̃A] =
pÃ(j, i) + pÃ(j, j0)pÃ(j0, i)

1− pÃ(j, j0)pÃ(j0, j)
. (5.19)

De (5.18) y (5.19),

hi(j) =
pÃ(j, i) + pÃ(j, j0)pÃ(j0, i)

1− pÃ(j, j0)pÃ(j0, j)
.

Análogamente podemos calcular cada término de (5.17), obteniendo que (5.17) vale si
y sólo si[
pÃ(j, i) + pÃ(j, j0)pÃ(j0, i)

][
pÃ(j0, j) + pÃ(j0, i)p

Ã(i, j)
][
pÃ(i, j0) + pÃ(i, j)pÃ(j, j0)

]
=
[
pÃ(i, j) + pÃ(i, j0)pÃ(j0, j)

][
pÃ(j, j0) + pÃ(j, i)pÃ(i, j0)

][
pÃ(j0, i) + pÃ(j0, j)p

Ã(j, i)
]
.

Y esta igualdad se sigue del hecho de que el paseo aleatorio en V con tasas r es reversible,
y por ende, su proceso traza en Ã con tasas rÃ también es reversible.
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Estamos listos para probar el Teorema 5.0.1 para el caso r reversible.

Demostración del Teorema 5.0.1. Denotamos con A y B a los conjuntos At1 y Bt1

respectivamente. Fijemos t2 ∈ (t1, τt1). Probemos que ζt2(i) = 0 ∀i ∈ B P-c.s.

Consideremos la relación de equivalencia en el conjunto B dada por (5.15), y denote-

mos con CB al conjunto de clases de equivalencia. Para cada B̂ ∈ CB sea F B̂ : Σ→ R
la función definida por

F B̂(ζ) =
∑
i,j∈B

aB̂i hi(j)ζ(i)ζ(j),

donde (aB̂i )i∈B es una sucesión construida como en el Lema 5.2.2.

Del Lema 5.2.1 se sigue que

F B̂ ∈ DB, F B̂(ζ) ≥ 0 y L F B̂(ζ) ≤ 0 ∀ζ ∈ Σ, ∀B̂ ∈ CB.

Por lo tanto, la función F : Σ→ R definida por

F (ζ) =
∑
B̂∈CB

F B̂(ζ)

también satisface que

F ∈ DB, F (ζ) ≥ 0 y L F (ζ) ≤ 0 ∀ζ ∈ Σ.

Por hipótesis, ∏
i∈A

ζs(i) > 0 ∀s ∈ [t1, t2].

Por lo tanto, si consideramos

ε = min
i∈A

min
t∈[t1,t2]

ζt(i),

que es estrictamente positivo, tenemos que

ζt ∈ Λε(A) ∀t ∈ [t1, t2]. (5.20)

De los Lemas 4.3.5 y 4.3.7 se sigue que existe una función Hε ∈ DV tal que

F (ζ) = Hε(ζ) y (L F )(ζ) = (LHε)(ζ) ∀ζ ∈ Λε(A) (5.21)

y

Hε(ζt2)−Hε(ζt1)−
∫ t2

t1

(LHε)(ζs)ds = 0 P-c.s. (5.22)
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De (5.20), (5.21) y (5.22) junto con el hecho de que

F (ζt1) = 0 y L F (ζ) ≤ 0 ∀ζ ∈ Σ

se sigue que

F (ζt2) =

∫ t2

t1

(L F )(ζs)ds ≤ 0 P-c.s.

Como
F (ζ) ≥

∑
i∈B

biζ(i)2 con bi =
∑
B̂∈CB

aB̂i > 0 ∀i ∈ B

obtenemos ζt2(i) = 0 ∀i ∈ B P-c.s., como queŕıamos probar.

Observación 5.2.3. Notemos que, aunque el paseo aleatorio en V con tasas r es
reversible (respecto a la distribución µ) y por ende

µ(i)r(i, j) = µ(j)r(j, i) ∀i, j ∈ V,

esto no implica que
µ(i)hj(i) = µ(j)hi(j) ∀i, j ∈ V. (5.23)

Si ω ∈ C(R+,Σ) es una trayectoria que comienza en j tal que los hitting times a los
conjuntos A ∪ {i} e {i} satisfacen

TA∪{i}(ω) = Ti(ω) = t0,

no necesariamente vale que la trayectoria reversa ω′t = ωt0−t que comienza en i satisface
que

TA∪{j}(ω
′) = Tj(ω

′) = t0.

Mostremos un contraejemplo de (5.23). Supongamos que |V \ A| = 3, digamos

V \ A = {i, j, k},

y que γ(s) =
∑
l∈V

r(s, l) = 1 ∀s ∈ V , con lo cual, para cada par i 6= j, la tasa de salto

r(i, j) coincide con la probablidad de salto de i a j.

En este caso concreto, como h
A∪{i}
i (j) = hi(j) = Pj(Ti < TA), condicionando al

primer salto y usando la Propiedad de Markov tenemos que

hi(j) = r(j, i) + r(j, k)hi(k) = r(j, i) + r(j, k)[r(k, i) + r(k, j)hi(j)].

Despejando queda

hi(j) =
r(j, i) + r(j, k)r(k, i)

1− r(j, k)r(k, j)
,
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donde el denominador es no nulo ya que el paseo aleatorio con tasas r es irreducible.

Análogamente,

hj(i) =
r(i, j) + r(i, k)r(k, j)

1− r(i, k)r(k, i)
.

Entonces, eligiendo ai = 1
µ(i)

, la condición (5.13) es equivalente a

µ(j)[r(j, i) + r(j, k)r(k, i)]

1− r(j, k)r(k, j)
=
µ(i)[r(i, j) + r(i, k)r(k, j)]

1− r(i, k)r(k, i)

Si bien, por la propiedad de reversibilidad, los numeradores en ambos miembros son
iguales, los denominadores no lo son.
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Caṕıtulo 6

Proceso ĺımite

6.1 Demostraciones de los Teoremas 3.4.2 y 3.4.3

Definamos recursivamente una sucesión de variables aleatorias (An, τn)n≥0 como
sigue, en donde también usamos la convención inf ∅ =∞.

Sea ζ0 ∈ Σ̇. Sean τ0 = 0, A0 = V , y dados τn, An, definimos

τn+1 = inf{t ≥ τn :
∏
i∈An

ζt(i) = 0},

An+1 =

{
{i ∈ V : ζτn+1(i) > 0} si τn+1 <∞,

An si τn+1 =∞.

(6.1)

Probaremos que para toda solución P del (L ,DV )-problema de martingala comen-
zado en ζ0 ∈ Σ̇,

An = An, τn = Tn ∀n ≥ 0 P-c.s.

y
ζt = ζ̄t ∀t ≥ 0 P-c.s.,

con ζ̄·, (An)n≥0 y (Tn)n≥0 definidas en (3.8).

Comencemos con la siguiente observación, la cual nos será de utilidad.

Observación 6.1.1. De la definición de la trayectoria ζ̄· dada en (3.8) se sigue que
que

An \ An+1 ⊆ {i ∈ An : λAn(i) > 0} ∀n ≥ 0.

Lema 6.1.2. La trayectoria ζ̄· dada por (3.8) satisface que

λAn∪{i}(i) > 0 ∀i /∈ An, ∀n ≥ 1.
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Demostración. Haremos inducción en n.

El caso n = 1 se sigue de la Observación 6.1.1 y de la Proposición 4.3.3, ya que las
mismas implican que

λ(i) > 0 ∀i /∈ A1,

y
λA1∪{i}(i) > 0 ∀i /∈ A1

respectivamente.

Veamos el paso inductivo. Asumimos

λAn−1∪{i}(i) > 0 ∀i /∈ An−1, (6.2)

con n ≥ 2. De la Observación 6.1.1,

λAn−1(i) > 0 ∀i ∈ An−1 \ An. (6.3)

De (6.2), (6.3) y de la Proposición 4.3.4 se sigue que

λAn∪{i}(i) > 0 ∀i /∈ An,

como queŕıamos probar.

Proposición 6.1.3. Sea P una solución al (L ,DV )-problema de martingala comenzado
en ζ0 ∈ Σ̇ y sean ζ̄·, A1, T1 definidos en (3.8). Entonces

τ1 = T1, A1 = A1 y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, T1) P-c.s. (6.4)

Demostración. Fijemos s1 ∈ [0, τ1). Aplicando el Lema 4.3.9 para A = V , como
λV (i) = λ(i) ∀i ∈ V , tenemos que

ζt(i) = ζ0(i)− λ(i)t ∀i ∈ V, ∀t ∈ [0, s1], P-c.s. (6.5)

Como vale para todo s1 < τ1, de la definición de τ1 dada en (6.1) se sigue que

τ1 = inf
{
t ≥ 0 :

∏
i∈V

[
ζ0(i)− λ(i)t

]
= 0
}
P-c.s., (6.6)

la cual coincide con T1. De (6.5) y (6.6) se sigue (6.4), como queŕıamos probar.

Proposición 6.1.4. Sea P una solución del (L ,DV )-problema de martingala comen-
zado en ζ0 ∈ Σ̇ y sean ζ̄·, Ak, Tk, k ≥ 0 definidos en (3.8). Sea n ∈ N y supongamos
que para todo 1 ≤ k ≤ n,

τk = Tk, Ak = Ak y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, Tk) P-c.s. (6.7)

Entonces
τn+1 = Tn+1, An+1 = An+1 y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, Tn+1) P-c.s. (6.8)

58



Demostración. Comencemos observando que si τn =∞ el enunciado se sigue directo.
Por lo tanto, asumimos τn < ∞. En este caso, de (6.7) y el hecho de que la medida P
está concentrada en trayectorias continuas tenemos que

ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, Tn] P-c.s.

Fijemos sn ∈ [Tn, τn+1). Como

An = An = {i ∈ V : ζTn(i) > 0},

ζt(i) > 0 ∀i ∈ An, ∀t ∈ [Tn, sn] P-c.s.,

y del Lema 6.1.2,
λAn∪{i}(i) > 0 ∀i /∈ An,

usando el Teorema 5.0.1 obtenemos

ζt ∈ ˙ΣAn,0 ∀t ∈ [Tn, sn] P-c.s. (6.9)

De (6.9) y del Corolario 4.3.10 deducimos que

ζt(i) = ζTn(i)− λAn(i)(t− Tn) ∀t ∈ [Tn, sn] P-c.s. (6.10)

Como esto vale para todo sn ∈ [Tn, τn+1), de la definición de τn+1 en (6.1) se sigue que

τn+1 = inf{t ≥ Tn :
∏
i∈An

[
ζTn(i)− λAn(i)(t− Tn)

]
= 0} P-c.s., (6.11)

la cual coincide con Tn+1. De (6.10) y (6.11) se sigue (6.8), como queŕıamos probar.

Ahora śı, veamos cómo demostrar el Teorema 3.4.2 y el Teorema 3.4.3.

Demostración del Teorema 3.4.2. Sea P una solución al (L ,DV )-problema de mar-
tingala comenzado en ζ0 ∈ Σ̇ y sea ζ̄· la trayectoria definida en (3.8), la cual satisface
que si ζ̄s(i) = 0 para algún i ∈ V y s ≥ 0, entonces ζ̄t(i) = 0 para todo t ≥ s.

Es suficiente probar que
ζt = ζ̄t ∀t ≥ 0 P-c.s.,

lo que se sigue directamente de la Proposición 6.1.3 y la Proposición 6.1.4 por un
argumento inductivo.

Demostración del Teorema 3.4.3. De las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 sabemos que
la sucesión de medidas (PNζN )N∈N es ŕıgida y todos los puntos ĺımites son soluciones del
(L ,DV )-problema de martingala, y por el Teorema de Prohorov (ver Teorema 2.4.7),
(PNζN )N∈N es relativamente compacta. Y de la demostración del Teorema 3.4.2 sabemos

que el (L ,DV )-problema de martingala comenzado en ζ0 ∈ Σ̇ tiene una única solución,
la cual es una medida delta de Dirac absorbente concentrada en la trayectoria definida
en (3.8). Esto concluye la demostración.
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6.2 Caracterización de los sitios macroscópicamente

llenos

En esta sección probamos la Proposición 3.4.4.

Recordemos que µ y µA son las distribuciones invariantes de los paseos aleatorios
con tasas r y rA respectivamente, con

µA(i) =
µ(i)∑

j∈A
µ(j)

∀i ∈ A. (6.12)

También recordemos la definición del subconjunto Mµ de V dado en (3.7) por

Mµ = {i ∈ V : µ(i) = max
j∈V

µ(j)}. (6.13)

Observación 6.2.1. Como µA es la distribución invariante para el proceso con tasas
rA, se sigue que para todo i ∈ A,∑

j∈A

µ(j)

µ(i)
rA(j, i) =

∑
j∈A

µA(j)

µA(i)
rA(j, i) =

∑
j∈A

rA(i, j). (6.14)

Luego, de (6.14) junto con (3.6) tenemos

λA(i) =
∑
j∈A

rA(i, j)−
∑
j∈A

rA(j, i) =
∑
j∈A

[µ(j)

µ(i)
− 1
]
rA(j, i). (6.15)

Lema 6.2.2. Sea i ∈ Mµ y sea A ⊆ V tal que i ∈ A. Entonces λA(i) ≤ 0. En
particular λ(i) ≤ 0 ∀i ∈Mµ.

Demostración. Sea i ∈Mµ y A ⊆ V con i ∈ A. Por (6.15) y dado que

µ(j)

µ(i)
≤ 1 ∀j ∈ A,

obtenemos

λA(i) =
∑
j∈A

[µ(j)

µ(i)
− 1
]
rA(j, i) ≤ 0.

El caso λ(i) ≤ 0 ∀i ∈Mµ se sigue de elegir A = V .

Lema 6.2.3. Sea ∅ 6= A ⊆ V tal que λA(i) = 0 ∀i ∈ A. Entonces

µ(i) = µ(j) ∀i, j ∈ A.
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Demostración. Sea D el subconjunto de A definido por

D = {j ∈ A : µ(j) < max
k∈A

µ(k)}.

Es suficiente mostrar que D = ∅.
Sea i ∈ A \D. De (6.15) tenemos

0 = λA(i) =
∑
j∈A

[µ(j)

µ(i)
− 1
]
rA(j, i). (6.16)

Dado que
µ(k) = µ(i) ∀k ∈ A \D y µ(j) < µ(i) ∀j ∈ D,

de (6.16) deducimos que
rA(j, i) = 0 ∀j ∈ D. (6.17)

Como (6.17) vale para todo i ∈ A\D y el proceso con tasas rA es irreducible, concluimos
que D = ∅, como querúıamos probar.

Observación 6.2.4. Notemos que, como
∑
i∈A

λA(i) = 0, la condición

λA(i) = 0 ∀i ∈ A

del Lema 6.2.3 puede ser reemplazada por

λA(i) ≤ 0 ∀i ∈ A.

Demostración de la Proposición 3.4.4. La primera afirmación del teorema se sigue
de (3.9). Veamos la segunda afirmación. Por la observación 6.1.1 tenemos que

{i ∈ V : ζT̄ (i) = 0} ⊆
⋃

0≤n<n0

{i ∈ V : λAn(i) > 0}.

Por lo tanto, el conjunto An0 = {i ∈ V : ζT̄ (i) > 0} satisface que

{i ∈ V : λA(i) ≤ 0 ∀A ⊆ V, i ∈ A} ⊆ An0 . (6.18)

De (6.18) y el Lema 6.2.2 se sigue que

Mµ ⊆ An0 . (6.19)

Y por el hecho de que λAn0 = 0, del Lema 6.2.3 junto con (6.19) obtenemos

Mµ = An0 ,

como queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 7

Jackson network generalizada

Es conocido que el ZRP con α = 0 coincide con la Jackson network cerrada. En
este caṕıtulo abordamos el problema de encontrar un ĺımite fluido para el escalamiento
lineal de la Jackson network abierta, tanto para el caso de las tasas de servicio tradi-
cionales, como para una generalización de la misma, en donde las tasas de servicio
pueden depender del número de trabajos que hay en dicho servidor en el momento del
servicio. Para este último caso, que llamaremos Jackson network con tasas generales,
asumiremos que a tiempo inicial todos los servidores se encuentran macroscópicamente
ocupados. Para el caso de las tasas tradicionales, esta hipótesis no será necesaria.

Adaptaremos los resultados que obtuvimos sobre el ZRP para probar los resultados
sobre la Jackson network. Analizaremos sólo el caso de la Jackson network abierta,
ya que el sistema cerrado coincide exactamente con el ZRP con α = 0, y como hemos
explicado en la Sección 2.5.3, el sistema semi-abierto es un caso particular del sistema
cerrado.

Como primera observación, notemos que en el caso en que el sistema sea abierto, el
número total de tareas deja de ser constante. Por lo tanto, la masa total del sistema
no se conserva. Debido a este hecho, a diferencia de lo que ocurŕıa para el ZRP, ya
no será siempre cierto que los servidores que permanecen macroscópicamente ocupados
son exactamente aquellos que tienen distribución invariante maximal. Podŕıa ocurrir
alguna de las siguientes tres situaciones: que a nivel macroscópico (es decir, pensando
en el proceso ĺımite), el sistema se vaćıe; que a partir de un momento el sistema quede
constante; o que el sistema crezca indefinidamente. Veremos bajo qué condiciones
ocurre cada situación.

La demostración, que en gran medida es una adaptación de lo que hemos hecho
para el ZRP, está basada en el problema de martingala, y para el caso en que todos
los servidores se encuentren macroscópicamente ocupados, no usaremos el Problema
de Skorohod (ver Sección 2.5.4). Recordemos que este resultado es el que se usa para
estudiar el ĺımite fluido para el escalamiento lineal de la Jackson network tradicional
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(ver [11], [12], [18]), pero que, en principio, no puede ser adaptado para el caso de tasas
generales que dependan del número de tareas. Cabe destacar que no hemos encontrado
en la literatura relacionada ningún resultado sobre ĺımite fluido para el escalamiento
lineal para el caso de la Jackson network con tasas que dependen del número de tareas.

Notemos que en el ZRP, el espacio de configuraciones

Σ = {ζ ∈ [0, 1]V :
∑
i∈V

ζ(i) = 1}

era compacto. En el caso de la Jackson network abierta, al permitir que al sistema
ingrese cualquier cantidad de tareas, perdemos la compacidad. El nuevo espacio de
configuraciones (del proceso ĺımte) pasará a ser [0,∞)V , que no es acotado, lo que va a
generar algunas dificultades técnicas adicionales.

Excepto que se indique lo contrario, con Jackson network nos referiremos a Jackson
network abierta con tasas generales.

7.1 Definiciones básicas de la Jackson network

Comencemos por presentar toda la notación y los resultados que hemos probado
para el caso de la Jackson network.

Sea V un conjunto finito (y también sea V el cardinal de dicho conjunto). Para
definir el proceso, vamos a considerar el conjunto V junto con un elemento más, que
denotaremos por ∗. Mientras que V representa el conjunto de servidores en nuestro
sistema, ∗ representa el “exterior”.

Denotamos V ∗ = V ∪{∗}. Sean {r(i, j); i, j ∈ V ∗} las tasas de transición de un paseo
aleatorio continuo e irreducible en V ∗ con r(i, i) = 0 ∀i ∈ V ∗. Y sea µ = {µ(i); i ∈ V ∗}
la única distribución invariante, que satisface que para todo i ∈ V ∗, µ(i) > 0 y∑

j∈V ∗
µ(i)r(i, j) =

∑
j∈V ∗

µ(j)r(j, i).

Podemos pensar que la Jackson network es un conjunto de V colas que trabajan del
siguiente modo: para cada i ∈ V , la i-ésima cola tiene un servicio exponencial de tasa

γ(i) =
∑
l∈V ∗

r(i, l),

y el proceso de llegada de los clientes del exterior a la cola i sigue un proceso de Poisson
con parámetro r(∗, i) (todos independientes entre śı, e independientes a los tiempos
de servicios). Después de ser atendido por la cola i, un cliente va a la cola j con
probabilidad

p(i, j) =
r(i, j)

γ(i)
,
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y se va del sistema con probabilidad

p(i, ∗) =
r(i, ∗)
γ(i)

.

Equivalentemente, si el servidor i está ocupado, un trabajo va del servidor i al j con
tasa r(i, j) (con r(i, i) = 0), y se va del sistema con tasa r(i, ∗). Si el servidor i está
vaćıo, la tasa de salida es 0.

En esta tesis, además de estudiar este proceso, que es la Jackson network con tasas
tradicionales, analizaremos un caso más general. Permitiremos que las tasas de servicios
dependan del número de clientes que hay en el servidor en el momento del servicio.

Denotamos por

η = (η(i))i∈V ∈ NV
0

el número de clientes en cada servidor. Para cada par i, j ∈ V , i 6= j, y η ∈ NV
0 tal que

η(i) > 0, denotamos ηi,j ∈ NV
0 a la configuración obtenida de η cuando un cliente se

mueve del servidor i al servidor j:

ηi,j(l) =


η(i)− 1 si l = i,
η(j) + 1 si l = j,

η(l) si l ∈ V \ {i, j}.

Además denotamos por ηi,+ y ηi,−, i ∈ V , a las configuraciones en NV
0 que se obtienen

a partir de η cuando un cliente entra al sistema por el servidor i, y cuando sale del
sistema desde el servidor i respectivamente:

ηi,+(l) =

{
η(i) + 1 si l = i,

η(l) si l ∈ V \ {i}, ηi,−(l) =

{
η(i)− 1 si l = i,

η(l) si l ∈ V \ {i}.

Consideremos una función g : N0 → [0,∞) tal que g(0) = 0 y

lim
n→∞

g(n) ∈ (0,∞).

Sin pérdida de generalidad asumimos que lim
n→∞

g(n) = 1. (En el caso g(n) = 1 ∀n ∈ N
recuperamos la Jackson network tradicional). Al igual que para el ZRP, la demostración
es análoga si en vez de haber una única función g, cada sitio tiene asociada una función
gi con

gi(0) = 0, lim
n→∞

gi(n) = ci y ci > 0 ∀i ∈ V.
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Para toda f : NV
0 → R y η ∈ NV

0 definimos Lf : NV
0 → R como

Lf(η) =
∑
i,j∈V

r(i, j)g(η(i))[f(ηi,j)− f(η)]

+
∑
i∈V

r(i, ∗)g(η(i))[f(ηi,−)− f(η)]

+
∑
i∈V

r(∗, i)[f(ηi,+)− f(η)].

El operador L es el generador del proceso {ηt; t ≥ 0} con espacio de estados NV
0 ,

Sea {ηtN ; t ≥ 0} el proceso acelerado con configuración inicial η0,
∑
i∈V

η0(i) = N .

Al igual que antes, denotamos R+ = [0,∞), pero ahora, como el espacio de configu-
raciones cambió, llamaremos Σ∗ a RV

+.

Definimos el proceso {ζNt ; t ≥ 0} como

ζNt (i) =
ηtN(i)

N
, i ∈ V.

Este proceso es Markoviano, con espacio de estados

Σ∗N = {ζ ∈ RV
+ : Nζ(j) ∈ N0 ∀j ∈ V },

y su generador L ∗
N actúa en funciones F : Σ∗N → R del siguiente modo:

(L ∗
NF )(ζ) = N

∑
i,j∈V

r(i, j)g(Nζ(i))[F (ζ +
ej − ei
N

)− F (ζ)] (7.1)

+N
∑
i∈V

r(i, ∗)g(Nζ(i))[F (ζ − ei
N

)− F (ζ)] (7.2)

+N
∑
i∈V

r(∗, i)[F (ζ +
ei
N

)− F (ζ)], (7.3)

para todo ζ ∈ Σ∗N , con (ek)k∈V los vectores canónicos.

Sea D(R+,Σ
∗
N) = {ω : R+ → Σ∗N trayectorias càdlàg} con la topoloǵıa de Skoro-

hod, y sea PNζ la medida de probabilidad en el espacio D(R+,Σ
∗
N) inducido por L ∗

N

comenzado en ζ ∈ Σ∗N .

Al igual que para el ZRP, queremos encontrar el ĺımite de {ζNt ; t ≥ 0}N∈N cuando N
tiende a∞. Asumiremos que la sucesión de configuraciones a tiempo inicial converge a
una configuración ζ0 ∈ Σ̇∗ = (0,∞)V . Es decir, asumiremos que a nivel macroscópico,
todos los servidores se encuentran ocupados a tiempo inicial.

Observemos que en el ZRP, el número total de part́ıculas se mantiene constante.
Por lo tanto, si pensamos que N es el número total de part́ıculas, ζN(i) representa la
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proporción de part́ıculas en el sitio i, o sea que la sucesión de procesos {ζNt ; t ≥ 0}N∈N
indexada por N representa cómo evoluciona, bajo el escalamiento lineal, la proporción
de part́ıculas que hay en cada sitio. En el caso de la Jackson network abierta, donde el
número total de trabajos no se mantiene constante, ζN(i) ya no representa la proporción
de trabajos que hay en el servidor i. De todos modos, tomaremos como N a la cantidad
inicial de trabajos que hay en el sistema. Por lo tanto, la configuración ĺımite a tiempo
inicial ζ0 pertenece a

Σ̇ = {ζ ∈ (0,∞)V :
∑
i∈V

ζ(i) = 1}.

7.2 Construcción del operador del proceso ĺımite

Comencemos esta sección reescribiendo para la Jackson network las definiciones que
hemos dado en el caso del ZRP.

Sea LRW∗ el generador del paseo aleatorio irreducible en V ∗ con tasas

{r(i, j); i, j ∈ V ∗}

definido por

LRW∗f(i) =
∑
j∈V ∗

r(i, j)
(
f(j)− f(i)

)
(7.4)

para toda f : V ∗ → R, con r(i, i) = 0 ∀i ∈ V ∗. Para todo i ∈ V ∗ sea

λ(i) =
∑
j∈V ∗

[r(i, j)− r(j, i)]. (7.5)

Consideremos los siguientes vectores en RV :

v∗i =
∑
j∈V

r(i, j)ej −
∑
j∈V ∗

r(i, j)ei ∀i ∈ V y λ = (λ(i))i∈V .

Notar que en la definición de v∗i , la primer sumatoria es sobre el conjunto V , mientras
que la segunda es sobre V ∗. (Recordemos que

∑
j∈V ∗

r(i, j) representa la tasa con la que

una tarea sale del servidor i). Observemos también que
∑
i∈V ∗

λ(i) = 0.

Al igual que antes, sea ∂iF la derivada parcial de F respecto a ζi, y sea

Di = {F ∈ C2(Σ∗) : 1{ζ(i)=0}〈v∗i ,∇F (ζ)〉 = 0}.

Para cada subconjunto A de V denotamos

DA =
⋂
i∈A

Di,

67



con D∅ = C2(Σ∗).

Como ahora el dominio no es compacto, nos restringiremos al conjunto de funciones
que tienen soporte compacto. Es por eso que definimos

D∗A = {F ∈ DA : F tiene soporte compacto}, A ⊆ V.

Luego, el dominio de funciones en el que actuará el operador L ∗ será D∗V . El operador
L ∗ lo definimos del siguiente modo:

(L ∗F )(ζ) = −〈λ,∇F (ζ)〉 = −
∑
j∈V

λ(j)∂jF (ζ), ζ ∈ Σ∗.

Definición 7.2.1. Decimos que una medida P en C(R+,Σ
∗) es solución del (L ∗,D∗V )-

problema de martingala si para toda F ∈ D∗V ,

F (ζt)− F (ζ0)−
∫ t

0

(L ∗F )(ζs)ds

es una P-martingala con respecto a la filtración natural Ft = σ(ζs : s ≤ t), t ≥ 0.

Definición 7.2.2. Decimos que una distribución P en C(R+,Σ
∗) es absorbente si vale

que para todo 0 ≤ s < t,

{i ∈ V : ζs(i) = 0} ⊆ {i ∈ V : ζt(i) = 0} P-c.s.

Si P es una medida de Dirac concentrada en la trayectoria ζ·, decimos que P es ab-
sorbente si la trayectoria ζ· satisface que para todo 0 ≤ s < t y para todo i ∈ V ,
ζs(i) = 0 implica ζt(i) = 0.

7.3 Proceso traza

Al igual que para el ZRP, el proceso traza será clave en la descripción del proceso
ĺımite. De ahora en adelante denotamos con A un subconjunto no vaćıo de V .

Para cada A, vamos a considerar el proceso traza asociado al paseo aleatorio en V ∗

con tasas {r(i, j); i, j ∈ V ∗} sobre el conjunto A∗ = A ∪ {∗}. Las tasas de este nuevo
proceso son las siguientes:

rA
∗
(i, j) =

{ ∑
k∈V ∗

r(i, k)hA
∗

j (k) si i 6= j, i, j ∈ A∗,

0 si i = j, i, j ∈ A∗,
(7.6)

donde, al igual que antes, para cada i ∈ A∗ y j ∈ V ∗,

hA
∗

i (j) = PRW∗j (TA∗ = Ti). (7.7)
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En (7.7), TA∗ y Ti son los hitting times en A∗ y en {i} respectivamente para el paseo
aleatorio con generador LRW∗ definido en (7.4), y PRW∗j se refiere a la medida de proba-
bilidad en el espacio D(R+, V

∗) comenzado en {j}.

Para cada i ∈ A consideramos

λA
∗
(i) =

∑
j∈A∗

rA
∗
(i, j)−

∑
j∈A∗

rA
∗
(j, i) (7.8)

y λA
∗

= (λA
∗
(i))i∈A. Notar que λV

∗
(i) = λ(i) ∀i ∈ V .

Para cada A subconjunto no vaćıo de V , sea Σ∗A = RA
+ y sea ζA ∈ Σ∗A definida por

ζA(i) =
∑
j∈V

ζ(j)hA
∗

i (j) = ζ(i) +
∑
j∈V \A

ζ(j)hA
∗

i (j), i ∈ A. (7.9)

Usando al proceso traza definimos los operadores L ∗
A sobre las funciones f ∈ C2(Σ∗A)

como
(L ∗

Af)(ζ) = −〈λA∗
,∇f(ζ)〉 = −

∑
j∈A

λA
∗
(j)∂jf(ζ), ζ ∈ Σ∗A.

7.4 Resultados obtenidos para la Jackson network

Al igual que lo hemos hecho para el ZRP, probaremos que el ĺımite de la Jackson
network reescalada de forma lineal es determińıstico. Veremos a continuación una
descripción precisa de esa trayectoria.

Notemos que si bien los servidores en V interactúan con el exterior ∗, ya que pueden
ingresan o salir tareas, queremos estudiar lo que ocurre dentro del sistema, es decir, en
V . Es por eso que daremos una descripción del proceso ĺımite (ζt(i))t≥0 para cada i ∈ V .
Ahora los “drifts” que van a determinar la evolución de la trayectoria ĺımite son los
λA
∗
, que son las constantes asociadas al proceso traza sobre los conjuntos A∗ = A∪{∗},

con A ⊆ V . (Recordemos que λ(i) = λV
∗
(i), y que

∑
i∈V

λ(i) = −λ(∗)).

Al inicio comenzamos con ζ0(i) > 0 ∀i ∈ V . Es decir, a tiempo inicial todos los
servidores se encuentran macroscópicamente ocupados. Luego, ζt se empieza a mover
linealmente de acuerdo al vector λ hasta que alguno de los servidores se vaćıa; es decir,
para cualquier servidor i ∈ V tendremos que

ζt(i) = ζ0(i)− λ(i)t

hasta el tiempo

T1 = min
i∈V :λ(i)>0

ζ0(i)

λ(i)

= inf{t > 0 : ζ0(i)− λ(i)t = 0 para algún i ∈ V }
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si λ(i) > 0 para algún i ∈ V .

En el caso en que no haya ningún i ∈ V con λ(i) > 0, a T1 lo definimos como ∞
(recordemos que estamos usando que inf ∅ = ∞), y tendremos que para todo i ∈ V y
para todo t ≥ 0,

ζt(i) = ζ0(i)− λ(i)t.

Notemos que cuando T1 =∞ hay dos comportamientos diferentes. Si λ(i) = 0 ∀ i ∈ V ,
entonces la trayectoria quedará constantemente igual a ζ0, con lo cual podemos pensar
que el sistema entra en equilibrio. Y si λ(i) < 0 para algún i ∈ V , tendremos por lo
menos un servidor que crecerá indefinidamente (de forma lineal).

Ahora asumimos T1 <∞ y llamamos

A1 = {i ∈ V : ζT1(i) > 0}.

A partir de T1, en los servidores de A1 el sistema evoluciona de forma lineal siguiendo
las tasas λA

∗
1(i) con i ∈ A1, hasta la primera vez que alguno de los servidores en A1

se vaćıa; mientras que los servidores en V \ A1 permanecerán vaćıos por siempre. Más
espećıficamente, la trayectoria a partir de T1 será igual a 0 en V \A1, y en A1 será igual
a

ζt(i) = ζT1(i)− λA
∗
1(i)(t− T1)

hasta el tiempo

T2 = T1 + min
i∈A1:λA

∗
1 (i)>0

ζT1(i)

λA
∗
1(i)

= inf{t > T1 : ζT1(i)− λA
∗
1(i)(t− T1) = 0 para algún i ∈ A1}.

el cual lo definimos como ∞ si λA
∗
1(i) ≤ 0 ∀i ∈ A1.

Notemos que, al igual que lo que ocurŕıa con T1, si T2 =∞ hay dos comportamientos
posibles: que el sistema se “detenga” y quede constantemente igual a ζT1(i), o que crezca
indefinidamente, de forma lineal, en alguno de los sitios de A1.

Este comportamiento, de ser absorbido en la frontera y moverse acorde al vector
λA

∗
con A los servidores ocupados a cada momento, se repite hasta la primera vez que

el conjunto A satisface λA
∗
(i) ≤ 0 ∀i ∈ A (o hasta que el conjunto de los servidores

ocupados sea el conjunto vaćıo). Después de este tiempo, denotado por T , la trayectoria
será igual a

ζt(i) = ζT (i)− λA∗(i)(t− T )

en los servidores i ∈ A y será 0 en los servidores i ∈ V \ A.

En particular, a partir del tiempo T1 la trayectoria permanecerá constante en el caso
en que λA

∗
(i) = 0 ∀i ∈ A o en el que A = ∅, mientras que crecerá indefinidamente en

al menos un sitio de A si es que λA
∗
(i) < 0 para algún i ∈ A.
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Procedemos ahora a construir de forma recursiva la trayectoria descripta, la cual es
determińıstica.

Sea ζ0 ∈ Σ̇∗. Sean T0 = 0, A0 = V , y dados Tn, An, definimos

Tn+1 =

{
Tn + min

i∈An:λA
∗
n (i)>0

ζTn (i)

λA
∗
n (i)

si λA
∗
n(i) > 0 para algún i ∈ An,

∞ si λA
∗
n(i) ≤ 0 ∀i ∈ An o An = ∅,

si Tn<∞ y Tn≤t<Tn+1, ζt(i) =

{
ζTn(i)− λA∗n(i)(t− Tn) si i ∈ An,

0 si i ∈ V \ An,
(7.10)

An+1 =

{
{i ∈ An : ζTn+1(i) > 0} si Tn+1 <∞,

An si Tn+1 =∞.

Además definimos

n0 = max{n ∈ N0 : Tn <∞} y T = Tn0 .

Denotamos ζ̄· a la trayectoria definida en (7.10). Notemos que esta trayectoria es
continua, sólo depende de r y ζ0, y satisface que si ζ̄s(i) = 0 para algún i ∈ V y s ≥ 0,
entonces ζ̄t(i) = 0 para todo t ≥ s. Además, 0 ≤ n0 ≤ V .

Presentamos, a continuación, un resultado análogo al Teorema 3.4.3.

Teorema 7.4.1. Sea (ζN)N∈N (con ζN ∈ Σ∗N ∀N ∈ N), una sucesión convergente a
algún ζ0 ∈ Σ̇. Entonces, la sucesión de medidas (PNζN )N∈N converge débilmente a la

medida de Dirac absorbente concentrada en la trayectoria determińıstica ζ̄· definida en
(7.10).

En otras palabras, el teorema anterior nos dice que el ĺımite fluido de la Jackson
network reescalada de forma lineal converge débilmente a la trayectoria continua ζ̄·
descripta en (7.10), la cual es determińıstica.

Notemos que, a diferencia del ZRP en donde la trayectoria ĺımite a partir de un mo-
mento se volv́ıa constante, ahora tenemos diferentes alternativas. Existe algún tiempo
T (determińısico) tal que a partir de ese tiempo:

• el sistema se vaćıa;

• el sistema llega a un equilibrio, permaneciendo constante;

• el sistema crece indefinidamente.

La siguiente proposición especifica en qué caso ocurre cada comportamiento.
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Proposición 7.4.2. Asumimos ζ0 ∈ Σ̇∗, y seaMµ el conjunto de los sitios en V ∗ tales
que la distribución invariante asociada al paseo aleatorio con tasas {r(i, j) : i, j ∈ V ∗},
es maximal, es decir,

Mµ = {j ∈ V ∗ : µ(j) = max
i∈V ∗

µ(i)}.

Entonces existe un tiempo determińıstico T ≥ 0, el cual sólo depende de la configuración
inicial ζ0 y de las tasas {r(i, j) : i, j ∈ V ∗}, tal que:

i. si {∗} =Mµ, entonces ζt(i) = 0 ∀i ∈ V, ∀t ≥ T (el sistema se vaćıa);

ii. si {∗} (Mµ, entonces ζt(i) = ζT (i) ∀i ∈ V, ∀t ≥ T (el sistema llega al equilibrio);

iii. si ∗ /∈Mµ, entonces existe i ∈ V y existe C < 0 tal que

ζt(i) = ζT (i)− C(t− T ) ∀t ≥ T

(el sistema crece indefinidamente).

7.5 Convergencia y rigidez - Jackson network

En esta sección presentamos los resultados análogos a las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3
para el caso de la Jackson network (abierta).

Proposición 7.5.1. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ∗. La sucesión de
medidas (PNζN )N∈N es ŕıgida (tight). Más aún, todo punto ĺımite está concentrado en
trayectorias continuas.

Proposición 7.5.2. Sea (ζN)N∈N una sucesión convergente a ζ0 ∈ Σ∗ y sea P un punto
ĺımite de (PζN )N∈N. Entonces la medida P es una solución del (L ∗,D∗V )-problema de
martingala.

Demostración de 7.5.1. Por el Teorema 1.3 y la Observación 1.5 en [15] (que hemos
enunciado en la Seccion 2.4.2), como Σ∗N ⊆ Σ∗ ∀N ∈ N, para probar que la sucesión
(PNζN )N∈N es ŕıgida y todo punto ĺımite está concentrado en trayectorias continuas basta
ver que para todo ε > 0, T > 0 y t ∈ [0, T ],

lim
δ→0

lim sup
N→∞

PNζN
[

sup
s,t<T,
|s−t|<δ

‖ζt − ζs‖ > ε
]

= 0 (7.11)

y

sup
N∈N

PNζN [ζt(j) > Cε,t para algún j ∈ V ] < ε (7.12)
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para alguna constante positiva Cε,t. Notemos que en el ZRP, la condición (7.12) no
haćıa falta analizarla, ya que en ese caso el espacio de configuraciones estaba contenido
dentro del compacto [0, 1]V .

Comencemos probando (7.11). Por la fórmula de Dynkin aplicada al generador L ∗
N ,

ζNt (j) = ζN0 (j) +

∫ t

0

L ∗
N(ζr(j))dr +MN

t (j) ∀t > 0, j ∈ V, (7.13)

con (MN
t (j))t≥0 una martingala. Luego, la probabilidad que aparece en (7.11) está

acotada superiormente por

∑
j∈V

PNζN
[

sup
s,t<T,
|s−t|<δ

∣∣∣ ∫ t

s

L ∗
N(ζr(j))dr

∣∣ ≥ ε

2
√
|V |

]
+
∑
j∈V

PNζN
[

sup
0≤r≤T

|MN
r (j)| ≥ ε

4
√
|V |

]
.

(7.14)

Por un lado, como

L ∗
N(ζ(j)) =

∑
i∈V

[
g(Nζ(i))r(i, j)− g(Nζ(j))r(j, i)

]
+ [r(∗, j)− g(Nζ(i))r(j, ∗)]
≤C

(7.15)

para alguna C > 0 y |t− s| ≤ δ, el primer término en (7.14) converge a 0 si δ → 0.

Por otro lado, por las desigualdades de Doob y Markov, el segundo término está
acotado por

16|V |
ε2

ENζN
[
(MN

T (j))2
]

=
16|V |
ε2

ENζN
[ ∫ T

0

[L ∗
N(k)(ζr(j))

2− 2ζr(j)L
∗
N(k)(ζr(j))]dr

]
. (7.16)

Para este nuevo generador L ∗
N , al igual que para LN en el caso del ZRP, sigue valiendo

que

[L ∗
N(ζ(j))2 − 2ζ(j)L ∗

N(ζ(j))] ≤ C1

N
∀ζ ∈ Σ∗N , (7.17)

para alguna constante positiva C1. Por lo tanto, el segundo término en (7.14) converge
a 0 cuando N →∞, lo que implica (7.11).

Ahora probemos (7.12). Por la desigualdad de Markov, para N ∈ N,

PNζN [ζt(j) > Cε,t para algún j ∈ V ] ≤ 1

Cε,t

∑
j∈V

ENζN [ζt(j)]. (7.18)
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Como ENζN [MN
t (j)] = 0 por ser (MN

t (j))t≥0 una martingala con MN
0 (j) = 0, de

(7.13), (7.15) y del hecho de que ∑
j∈V

ζN0 (j) = 1

tenemos que ∑
j∈V

ENζN [ζt(j)] ≤ 1 + t|V |C. (7.19)

Eligiendo

Cε,t =
1 + t|V |C

ε
,

de (7.18) y (7.19) se sigue (7.12), lo que concluye la demostración.

Pasemos ahora a la demostración de la Proposición 7.5.2.

Al igual que antes, sea g̃ : N0 → [0,∞) la función definida como g̃(0) = 0 y
g̃(k) = g(k)− 1 ∀k ∈ N.

Lema 7.5.3. Si F ∈ D∗V ,

lim
N→∞

max
ζ∈Σ∗N

∣∣(L ∗
NF )(ζ)− (L ∗F )(ζ)−

∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈v∗j ,∇F (ζ)〉
∣∣ = 0.

Demostración. Sea F ∈ D∗V . Por el Teorema de Taylor tenemos que

(L ∗
NF )(ζ) '

∑
j,k∈V

g(Nζ(j))r(j, k)〈∇F (ζ), ek − ej〉

+
∑
j∈V

[r(∗, j)− g(Nζ(j))r(j, ∗)]〈∇F (ζ), ej〉

=
∑
j∈V

g(Nζ(j))
〈∑
k∈V

r(j, k)ek −
∑
k∈V ∗

r(j, k)ej︸ ︷︷ ︸
v∗j

,∇F (ζ)
〉

+
∑
j∈V

r(∗, j)∂jF (ζ)

=
∑
j∈V

〈g(Nζ(j))v∗j ,∇F (ζ)〉+
∑
j∈V

r(∗, j)∂jF (ζ) (7.20)

más un término R̃N(ζ) que es el error de Taylor.

Por definición de D∗V ,
1{ζ(j)=0}〈v∗j ,∇F (ζ)〉 = 0.

Por lo tanto
〈1{ζ(j)>0}v

∗
j ,∇F (ζ)〉 = 〈v∗j ,∇F (ζ)〉. (7.21)
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De (7.20) y (7.21) se sigue

(L ∗
NF )(ζ) =

∑
j∈V

〈(1 + g̃(Nζ(j))1{ζ(j)>0}v
∗
j ,∇F (ζ)〉+

∑
j∈V

r(∗, j)∂jF (ζ) + R̃N

= 〈
∑
j∈V

v∗j ,∇F (ζ)〉+
∑
j∈V

〈g̃(Nζ(j))1{ζ(j)>0}v
∗
j ,∇F (ζ)〉

+
∑
j∈V

r(∗, j)∂jF (ζ) + R̃N

= L ∗F (ζ) +
∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈v∗j ,∇F (ζ)〉+ R̃N ,

donde en la última igualdad usamos

L ∗F (ζ) = 〈
∑
j∈V

v∗j ,∇F (ζ)〉+
∑
j∈V

r(∗, j)∂jF (ζ).

La afirmación se sigue del hecho de que lim
N→∞

max
ζ∈Σ∗N

R̃N = 0.

Lema 7.5.4. Si F ∈ D∗V ,

lim
N→∞

max
ζ∈Σ∗N

∣∣∑
j∈V

g̃(Nζ(j))〈v∗j ,∇F (ζ)〉
∣∣ = 0. (7.22)

Demostración. Sea F ∈ D∗V y j ∈ V . Como Σ∗N ⊆ Σ∗ ∀ N ∈ N y ∇F es de soporte
compacto (ya que F lo es), de la continuidad uniforme de ζ ∈ Σ∗ → 〈v∗j ,∇F (ζ)〉 y de
que

〈v∗j ,∇F (ζ)〉 = 0 si ζ(j) = 0,

se sigue que dado ε > 0 existe δ > 0 (que no depende de N) tal que

|〈v∗j ,∇F (ζ)〉| < ε si ζ(j) < δ.

Por otro lado, usando que lim
n→∞

g̃(n) = 0, dado ε > 0 y δ > 0, existe N0 tal que para

todo κ ≥ δ.
|g̃(Nκ)| < ε ∀N ≥ N0.

Además g̃ es acotada por una constante C3 ≥ 0, y usando nuevamente que ∇F es de
soporte compacto, la función ζ ∈ Σ∗ → 〈v∗j ,∇F (ζ)〉 es acotada por alguna constante
positiva C2, la cual no depende de N .

Por lo tanto, para todo N ≥ N0,∣∣g̃(Nζ(j))〈v∗j ,∇F (ζ)〉1{ζ(j)>δ}
∣∣ ≤ εC2
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y ∣∣g̃(Nζ(j))〈v∗j ,∇F (ζ)〉1{0<ζ(j)<δ}
∣∣ ≤ εC3.

Como ε > 0 es arbitrario y las cotas C2 y C3 no dependen de N , obtenemos (7.22).

Corolario 7.5.5. Si F ∈ D∗V ,

lim
N→∞

max
ζ∈Σ∗N

∣∣(L ∗
NF )(ζ)− (L ∗F )(ζ)

∣∣ = 0.

Demostración. Se sigue del Lema 7.5.3 y Lema 7.5.4.

Demostración de la Proposición 7.5.2. La demostración es análoga a la demostración
de la Proposición 3.2.3, reemplazando el resultado probado en el Corolario 4.2.3 por el
del Corolario 7.5.5.

7.6 Cálculos auxiliares - Jackson network

7.6.1 Algunas propiedades de λA∗

Extendamos los resultados probados en los Lemas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 y 4.3.4 a las
constantes λA

∗
. Las demostraciones son completamente análogas, reemplazando los

conjuntos A, Ã y V por A∗, Ã∗ y V ∗ respectivamente, y usando que

hA
∗

i (∗) = 0 ∀i ∈ A ⊆ V.

Recordemos que

λA
∗
(i) =

∑
j∈A∗

rA
∗
(i, j)−

∑
j∈A∗

rA
∗
(j, i), i ∈ A ⊆ V

y en particular,
λV
∗
(i) = λ(i), i ∈ V.

Lema 7.6.1. Sea i ∈ A ⊆ V . Entonces

λA
∗
(i) =

∑
k∈V

λ(k)hA
∗

i (k) = λ(i) +
∑
k∈V \A

PRW∗k (TA∗ = Ti)λ(k).

Lema 7.6.2. Sea i ∈ A ⊆ Ã ⊆ V . Entonces

λA
∗
(i) =

∑
k∈Ã

λÃ
∗
(k)hA

∗

i (k) = λÃ
∗
(i) +

∑
k∈Ã\A

PRW∗k (TA∗ = Ti)λ
Ã∗(k). (7.23)
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Proposición 7.6.3. Sea A ⊆ V tal que

λ(j) > 0 ∀j ∈ V \ A. (7.24)

Entonces λA
∗∪{j}(j) > 0 ∀j ∈ V \ A.

Lema 7.6.4. Sea A ( Ã ( V tal que

λÃ
∗∪{l}(l) > 0 ∀l ∈ V \ Ã y λÃ

∗
(l) > 0 ∀l ∈ Ã \ A. (7.25)

Entonces λA
∗∪{j}(j) > 0 ∀j ∈ V \ A.

7.6.2 Funciones armónicas y martingalas

Presentemos ahora los resultados análogos a los Lemas 4.3.5 y 4.3.6. Al igual que
en la sección anterior, denotemos con A a un subconjunto no vaćıo de V . Recordemos
que ζA ∈ Σ∗A es la configuración definida en (7.9) por

ζA(i) =
∑
j∈V

ζ(j)hA
∗

i (j) ∀i ∈ A,

con hA
∗

i (j) = PRW∗j (TA∗ = Ti). Denotemos por ζA la proyección de ζ ∈ Σ∗ en Σ∗A, es decir

ζA(i) = ζ(i) ∀i ∈ A, y definimos Σ̇∗A,0 = {ζ ∈ RV
+ : ζ(j) > 0 ∀j ∈ A, ζ(j) = 0 ∀j /∈ A}.

Lema 7.6.5. Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala y sea F ∈ D∗V .
Entonces

F (ζt)− F (ζ0)−
∫ t

0

(L ∗F )(ζs)ds = 0, t ≥ 0, P-c.s.

Demostración. Dado que, si F ∈ D∗V entonces F 2 ∈ D∗V , y el carré du champ

Γ(F ) = L ∗(F 2)− 2FL ∗(F )

sigue siendo igual a 0, la demostración es igual a la del Lema 4.3.5.

Lema 7.6.6. Dada f ∈ C2(Σ∗A), sea F : Σ∗ → R definida por F (ζ) = f(ζA). Entonces
F ∈ DB con B = V \ A y L ∗F (ζ) = L ∗

Af(ζA), donde

L ∗F (ζ) = −
∑
j∈V

λ(j)∂jF (ζ) y L ∗
Af(ζA) = −

∑
i∈A

λA
∗
(i)∂if(ζA).
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Demostración. Fijemos j ∈ B. Tenemos que

〈v∗j ,∇F (ζ)〉 =
∑
k∈V

r(j, k)
∑
i∈A

hA
∗

i (k)∂if(ζA)−
∑
k∈V ∗

r(j, k)
∑
i∈A

hA
∗

i (j)∂if(ζA)

=
∑
i∈A

∂if(ζA)
[∑
k∈V

r(j, k)hA
∗

i (k)−
∑
k∈V ∗

r(j, k)hA
∗

i (j)
]

=
∑
i∈A

∂if(ζA)
∑
k∈V ∗

r(j, k)
[
hA
∗

i (k)− hA∗i (j)
]

=
∑
i∈A

∂if(ζA)LRW∗(hA
∗

i )(j)

= 0,

donde en los dos últimos pasos usamos que hA
∗

i (∗) = 0 ∀i ∈ A y que

LRW∗(hA
∗

i )(j) = 0 ∀i ∈ A, ∀j /∈ A∗

respectivamente. Por lo tanto, F ∈ DB.

Mostremos que L ∗F (ζ) = L ∗
Af(ζA). Por el Lema 7.6.1,

λA
∗
(i) =

∑
j∈V

λ(j)hA
∗

i (j).

Entonces,

L ∗F (ζ) = −
∑
j∈V

λ(j)∂jF (ζ) = −
∑
j∈V

λ(j)
∑
i∈A

∂if(ζA)hA
∗

i (j)

= −
∑
i∈A

∂if(ζA)
∑
j∈V

λ(j)hA
∗

i (j) = −
∑
i∈A

∂if(ζA)λA
∗
(i)

= L ∗
Af(ζA),

como queŕıamos probar.

7.6.3 Extensión de funciones al dominio apropiado

En esta sección nuestro objetivo es, dada una función en DB con B ( V , tratar de
encontrar otra función que esté en D∗V que respete ciertas propiedades. Al no ser Σ∗

compacto, no es posible aplicar la misma demostración que usamos en el Lema 4.3.7
en el caso del ZRP (la cual se basaba fuertemente en la demostración del Lema 4.4 en
[5]). Necesitamos encontrar funciones en D∗V , y no sólo en DV .

Por otro lado, la técnica de transformar directamente a una función en una de
soporte compacto usando “mollifiers” por śı sola no nos va a servir, ya que si bien eso
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solucionaŕıa el problema de la compacidad del soporte, generaŕıa un nuevo problema,
que es que la función deja de estar en DB.

Recordemos que, para cada i ∈ A ⊆ V ,

Di = {F ∈ C2(Σ∗) : 1{ζ(i)=0}〈v∗i ,∇F (ζ)〉 = 0}, DA =
⋂
i∈A

Di.

y D∗A = {F ∈ DA : F tiene soporte compacto}.

Además, para cada M > ε > 0, consideramos los siguientes conjuntos de configura-
ciones:

Λε(A) = {ζ ∈ Σ∗ : min
i∈A

ζ(i) ≥ ε};

ΛM = {ζ ∈ Σ∗ : max
i∈V

ζ(i) ≤M};

ΛM
ε (A) = Λε(A) ∩ ΛM .

Tenemos la siguiente proposición.

Proposición 7.6.7. Sea A un subconjunto no vaćıo de V , B = V \ A. Sea F ∈ DB.
Entonces, para todo M > ε > 0, existe una función H ∈ D∗V tal que

F (ζ) = H(ζ) y (L ∗F )(ζ) = (L ∗H)(ζ) ∀ζ ∈ ΛM
ε (A).

La demostración de la Proposición 7.6.7 se seguirá de argumentos similares a los
utilizados en el Lema 4.4 in [5]. Necesitamos los siguientes resultados.

Lema 7.6.8. Sea A un subconjunto no vaćıo de V . Existe una función no negativa,
suave, IA : Σ∗ → R en DA, y constantes 0 < c1 < C1 <∞ tales que para todo ζ ∈ Σ∗,

c2
1‖ζ‖2

A ≤ IA(ζ) ≤ C2
1‖ζ‖2

A, (7.26)

donde ‖ζ‖2
A =

∑
j∈A

ζ(j)2.

Lema 7.6.9. Dado un subconjunto ∅ ( A ⊆ V , B = V \A y ε > 0, existe una función
G ∈ DV tal que

G(ζ) = 1 ∀ζ ∈ Λε(A)

y tal que para todo F ∈ C2(Σ∗), la función FG pertenece a DA.

Demostración. La función G que cumple todas las condiciones del enunciado es la
función G construida en la demostración del Lema 4.3.7.

Lema 7.6.10. Dado un subconjunto ∅ ( A ⊆ V , B = V \ A y M > 0, existe una
función T ∈ D∗B tal que

T (ζ) = 1 ∀ζ ∈ ΛM . (7.27)
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Demostración. Primero, consideremos una función Φ : R → [0, 1] tal que Φ(r) = 0
para r ≤ 0, y Φ(r) = 1 con r ≥ 3, y sea β = 4C1

c1
, con c1, C1 las constantes dadas en

(7.26). Sea

T =
∏
k∈A

∏
∅⊆D⊆B

φ̃k,D(ζ), (7.28)

donde

φ̃k,D(ζ) = 1− Φ
(4β2|D|ID∪{k}

M2
− 1
)
. (7.29)

Sea ζ ∈ Σ∗ tal que ζ(k) ≤ M

2C1β|B|
√
|V |
∀k ∈ V . Por el Lema 7.6.8 se sigue que

ID∪{k}(ζ) ≤ C2
1‖ζ‖2

D∪{k} ≤ C2
1‖ζ‖2

V ≤
M2

4β2|B| para todo ∅ ⊆ D ⊆ B, k ∈ A.

Usando que β > 1 y Φ(r) = 0 para r ≤ 0 deducimos que φ̃k,D(ζ) = 1 para todo
∅ ⊆ D ⊆ B, k ∈ A, lo cual implica T = 1 ∀ζ ∈ Σ∗ tal que max

i∈V
ζ(i) ≤ M

2C1β|B|
√
|V |
.

Como M es arbitrario obtenemos (7.27).

Veamos ahora que T tiene soporte compacto. Sea ζ ∈ Σ∗ tal que ζ(k) > M
c1

para
algún k ∈ A. Por el Lema 7.6.8 y el hecho de que Φ(r) = 1 para r ≥ 3 se sigue
φ̃k,∅(ζ) = 0, lo cual implica T = 0.

Análogamente, sea ζ ∈ Σ∗ tal que ζ(j) > M
c1

para algún j ∈ B. Fijemos k ∈ A. Por
el Lema 7.6.8 y el hecho de que β > 1 tenemos

I{k}∪{j}(ζ)2 > c2
1‖ζ‖2

{k,j} ≥ c2
1ζ(j)2 > M2.

Como β > 1 y Φ(r) = 1 para r ≥ 3 se sigue que φ̃k,{j}(ζ) = 0, lo que implica T = 0.
Por lo tanto concluimos que T tiene soporte compacto.

Probemos ahora que T ∈ DB. Sea j ∈ B y reescribamos a T como el producto de
las funciones T1 y T2, donde

T1 =
∏
k∈A

∏
∅⊆D⊆B:j∈D

φ̃k,D(ζ)

T2 =
∏
k∈A

∏
∅⊆D⊆B:j /∈D

φ̃k,D(ζ).

Es claro que si F1 y F2 pertenecen a Dj y Ξ : R→ R es una función suave, entonces
F1 + F2, F1F2 y Ξ(F1) pertenece a Dj. Además, si C es un subconjunto de V que
contiene a j, del Lema 7.6.8 se sigue que IC pertence a Dj, de donde se deduce que
T1 ∈ Dj. Por lo tanto, para probar que T pertenece a Dj es necesario probar que

T1(ζ)
〈
v∗j ,∇T2(ζ)

〉
= 0 si ζ(j) = 0. (7.30)
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Y para demostrar (7.30) es suficiente ver que para todo k ∈ A y todo ∅ ⊆ D ⊆ B tal
que j /∈ D, vale que

φ̃k,D∪{j}(ζ)
〈
v∗j ,∇φ̃k,D(ζ)

〉
= 0 si ζ(j) = 0. (7.31)

Fijemos k ∈ A y ∅ ⊆ D ⊆ B tal que j /∈ D. Usando nuevamente el Lema 7.6.8
deducimos que

φ̃k,D∪{j}(ζ) = 0 si ‖ζ‖D∪{k,j} >
M

c1β|D|+1
,

φ̃k,D(ζ) = 1 si ‖ζ‖D∪{k} <
M

2C1β|D|
.

(7.32)

Como β = 4C1

c1
y

‖ζ‖D∪{k,j}(ζ) = ‖ζ‖D∪{k}(ζ) ∀ζ ∈ Σ∗ con ζ(j) = 0,

toda configuración ζ ∈ Σ∗ tal que ζ(j) = 0 debe satisfacer alguna de las dos desigual-
dades de (7.32). De aqúı se sigue que si ζ ∈ Σ∗ con ζ(j) = 0, entonces

φ̃k,D∪{j}(ζ) = 0 o ∇φ̃k,D(ζ) si ζ(j) = 0,

lo que implica (7.31), como queŕıamos probar.

Demostración de la Proposición 7.6.7. Dada una función F ∈ DB, consideramos la
función H = FGT , donde G y T son las funciones construidas en el Lema 7.6.9 eligiendo
ε
2

y en el Lema 7.6.10 eligiendo 2M respectivamente. Mostremos que H satisface todas
las propiedades requeridas.

• La función T tiene soporte compacto, entonces H también lo tiene.

• La función G satisface que para todo L ∈ C2(Σ∗), la función GL ∈ DA. Por lo
tanto, H ∈ DA.

• Dado que F , G y T pertenecen a DB, la función H pertenece a DB.

• Como
G(ζ) = 1 ∀ζ ∈ Λ ε

2
(A)

y
T (ζ) = 1 ∀ζ ∈ Λ2M ,

se sigue que
H(ζ) = F (ζ) ∀ζ ∈ Λ2M

ε
2

(A),

y por lo tanto

F (ζ) = H(ζ) y (L ∗F )(ζ) = (L ∗H)(ζ) ∀ζ ∈ ΛM
ε (A),

como queŕıamos probar.
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7.6.4 Propiedades de soluciones del (L ∗,D∗V )-p.m.

Veamos ahora cómo adaptar el Lema 4.3.9 y el Corolario 4.3.10 para el caso de la
Jackson network.

Lema 7.6.11. Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala. Sea A un
subconjunto no vaćıo de V y sean 0 ≤ t1 < t2 tales que

ζt(i) > 0 ∀i ∈ A, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Entonces

ζAt (i) = ζAt1(i)− λ
A∗(i)(t− t1) ∀i ∈ A, ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Demostración. Sea
ε = min

i∈A
min
t∈[t1,t2]

ζt(i)

y M = max
i∈V

max
t∈[t1,t2]

ζt(i).
(7.33)

Como [t1, t2] es compacto y t→ ζt(ω) es continua para toda trayectoria ω ∈ C(R+,Σ
∗),

entonces ε y M son variables aleatorias bien definidas, con M > ε > 0 (si M = ε elijo
M = 2ε). Además, por cómo definimos ε y M tenemos que

ζt ∈ ΛM
ε (A) ∀t ∈ [t1, t2]. (7.34)

Fijemos i ∈ A y consideremos la función F : Σ∗ → R dada por F (ζ) = ζA(i). Por
el Lema 7.6.6,

F ∈ DB y (L ∗F )(ζ) = −λA∗(i),

con B = V \ A. Y por el Lema 7.6.7, existe una función Hε,M ∈ DV tal que

Hε,M(ζ) = ζA(i) y (L ∗Hε,M)(ζ) = −λA∗(i) ∀ζ ∈ ΛM
ε (A). (7.35)

Como Hε,M ∈ D∗V , del Lema 7.6.5 se sigue que

Hε,M(ζt)−Hε,M(ζt1)−
∫ t

t1

(L ∗Hε,M)(ζs)ds = 0, t ∈ [t1, t2].

De la ecuación de arriba junto con (7.34) y (7.35) concluimos que

ζAt (i) = ζAt1(i)− λ
A∗(i)(t− t1) ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.,

como queŕıamos probar.
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Corolario 7.6.12. Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala. Sea A
un subconjunto no vaćıo de V y sean 0 ≤ t1 ≤ t2 tales que ∀t ∈ [t1, t2],

ζt ∈ Σ̇∗A,0 = {ζ ∈ Σ∗ : ζ(i) > 0 ∀i ∈ A, ζ(j) = 0 ∀j ∈ V \ A} P-c.s.

Entonces
ζt(i) = ζt1(i)− λA

∗
(i)(t− t1) ∀t ∈ [t1, t2] P-c.s.

Demostración. Se sigue directamente del Lema 7.6.11 y del hecho de que

ζA(i) = ζ(i) ∀i ∈ A, ∀ζ ∈ Σ̇∗A,0.

7.7 Absorción - Jackson network

En esta sección enunciaremos los resultados para la Jackson network que son análogos
a los resultados del ZRP establecidos en los Caṕıtulos 5 y 6. Dado que las demostra-
ciones son análogas, no las incluiremos en esta sección.

El siguiente resultado es el que establece la unicidad de solución del (L ∗,D∗V )-
problema de martingala cuando a tiempo inicial todos los servidores se encuentran
macroscópicamente ocupados. Es decir, cuando la configuración inicial ζ0 satisface que
ζ0(i) > 0 ∀i ∈ V .

Teorema 7.7.1. Para cada ζ0 ∈ Σ̇∗, existe una única medida de probabilidad Pζ0 en
C(R+,Σ

∗) la cual es solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala y comienza en ζ0.
Además, Pζ0 es una medida absorbente de Dirac.

La demostración del teorema anterior es análoga a la del Teorema 3.4.2, reem-
plazando el resultado obtenido en el Teorema 5.0.1 por el del Teorema 7.7.2, que pre-
sentamos a continuación.

Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala y sea t ≥ 0. Usando la
notación inf ∅ =∞, definimos

At = {i ∈ V : ζt(i) > 0},
Bt = V \ At,

τt = inf{s ≥ t :
∏
i∈At

ζs(i) = 0}.

Teorema 7.7.2. Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala. Supon-
gamos que existe t1 ≥ 0 tal que At1 es un subconjunto de V con At1 6= V y

λA
∗
t1
∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ Bt1 .

Entonces,
ζs(i) = 0 ∀i ∈ Bt1 , ∀s ∈ [t1, τt1) P-c.s.
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Recordemos la definición de la trayectoria ζ̄· y la sucesión (An, Tn)n≥0 construida en
(7.10).

Definamos recursivamente una sucesión de variables aleatorias (An, τn)n≥0 como
sigue.

Fijemos ζ0 ∈ Σ̇. Sea τ0 = 0, A0 = V , y dados τn, An, sean

τn+1 = inf{t ≥ τn :
∏
i∈An

ζt(i) = 0},

An+1 =

{
{i ∈ V : ζτn+1(i) > 0} si τn+1 <∞,

An si τn+1 =∞.

(7.36)

Tendremos que para toda solución P del (L ∗,D∗V )-problema de martingala comen-
zado en ζ0 ∈ Σ̇∗,

An = An, τn = Tn ∀n ≥ 0 P-c.s.

y
ζt = ζ̄t ∀t ≥ 0 P-c.s.

Observación 7.7.3. De la definición de la trayectoria ζ̄· dada en (7.10) es claro que

An \ An+1 ⊆ {i ∈ An : λA
∗
n(i) > 0} ∀n ≥ 0.

Lema 7.7.4. La trayectoria ζ̄· dada por (7.10) satisface que

λA
∗
n∪{i}(i) > 0 ∀i ∈ V \ An, ∀n ≥ 1.

Proposición 7.7.5. Sea P una solución al (L ∗,D∗V )-problema de martingala comen-
zado en ζ0 ∈ Σ̇∗ y sea ζ̄·, A1, T1 definida en (7.10). Entonces

τ1 = T1, A1 = A1 y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, T1) P-c.s. (7.37)

Proposición 7.7.6. Sea P una solución del (L ∗,D∗V )-problema de martingala comen-
zado en ζ0 ∈ Σ̇∗ y sea ζ̄·, Ak, Tk, k ≥ 0 definida por (7.10). Sea n ∈ N y supongamos
que para todo 1 ≤ k ≤ n,

τk = Tk, Ak = Ak y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, Tk) P-c.s. (7.38)

Entonces
τn+1 = Tn+1, An+1 = An+1 y ζt = ζ̄t ∀t ∈ [0, Tn+1) P-c.s. (7.39)
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7.8 Demostración de la Proposición 7.4.2

En esta sección probaremos la Proposición 7.4.2. Al igual que para el caso del ZRP,
nos serán de utilidad los siguientes dos resultados, que relacionan las constantes λA

∗

con el conjunto de servidores cuya distribución invariante es maximal:

Mµ = {j ∈ V ∗ : µ(j) = max
i∈V ∗

µ(i)},

y que son análogos (tanto los enunciados como las demostraciones) a los Lemas 6.2.2 y
6.2.3.

Lema 7.8.1. Sea A un subconjunto no vaćıo de V y sea i ∈ Mµ ∩ A. Entonces
λA
∗
(i) ≤ 0. En particular λ(i) ≤ 0 ∀i ∈Mµ ∩ V .

Lema 7.8.2. Sea A un subconjunto no vaćıo de V tal que λA
∗
(i) = 0 ∀i ∈ A∗. Entonces

µ es constante en A∗.

Demostración de la Proposición 7.4.2. Por el Teorema 7.4.1 sabemos que existe un
subconjunto determińıstico An0 ⊆ V y un tiempo determińıstico T = τn0 tal que para
todo t ≥ T ,

An0 = {j ∈ V : ζt(j) > 0},
ζt(j) = ζT (j)− λA∗n0 (j)(t− T ) ∀j ∈ An0 (7.40)

y
λA
∗
n0 (j) ≤ 0 ∀j ∈ An0 . (7.41)

Además, el Lema 7.8.1 implica que

Mµ ∩ V ⊆ An0 , (7.42)

y por definición de las constantes λA
∗

asociadas al proceso traza sabemos que∑
j∈A∗n0

λA
∗
n0 (j) = 0. (7.43)

Comencemos asumiendo que ∗ ∈ Mµ. Por el Lema 7.8.1, λA
∗
n0 (∗) ≤ 0. Esta ecuación

junto con (7.41) y (7.43) implican λA
∗
n0 (j) = 0 para todo j ∈ A∗n0

. Por el Lema 7.8.2
y (7.42) obtenemos Mµ = A∗n0

. Por lo tanto, {∗} = Mµ si y sólo si An0 = ∅, lo que
demuestra las afirmaciones i y ii.

Veamos ahora iii. Como ∗ /∈ Mµ, por (7.42) tenemos que Mµ ⊆ An0 , lo que en
particular implica que An0 no es el conjunto vaćıo. Veamos que existe i ∈ An0 tal que
λA
∗
n0 (i) < 0. Supongamos que no. Entonces, por (7.41),

λA
∗
n0 (j) = 0 ∀j ∈ An0 ,
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y por (7.43) tenemos que
λA
∗
n0 (j) = 0 ∀j ∈ A∗n0

. (7.44)

De (7.44) junto con el Lema 7.8.2 obtenemos que µ es constante en A∗n0
, y como

Mµ ⊆ A∗n0
, se sigue que Mµ = A∗n0

, lo que resulta una contradicción, ya que ∗ /∈ Mµ.

Por lo tanto, existe i ∈ An0 tal que λA
∗
n0 (i) < 0, lo que concluye la demostración.
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Caṕıtulo 8

Sitios vaćıos a tiempo inicial para
tasas de salto constantes

En este último caṕıtulo analizaremos el caso de la Jackson network tradicional,
es decir, el sistema de colas Markoviano con tasas constantes descripto en la sección
2.5.3, cuando a tiempo inicial tenemos algunos servidores macroscópicamente vaćıos.
Lo haremos tanto para el caso de la Jackson network abierta como cerrada (que seŕıa
el proceso de zero range) cuando las tasas sólo dependen de si el servidor de salida se
encuentra vaćıo u ocupado. Es decir, la función g : N0 → R+ que aparece en las tasas
de salto es igual a

g(n) = 1{n>0}.

Notemos que, a diferencia de lo que hemos hecho en los caṕıtulos anteriores, ahora
permitiremos comenzar con sitios macroscópicamente vaćıos.

Como hemos mencionado en el Caṕıtulo 1, ya ha sido probado por Chen y Mandel-
baum en [11] que para la Jackson network tradicional existe el ĺımite fluido cuando el
escalamiento es lineal (ver Teorema 7.4 en [12]), aunque no han sido probados resultados
para el caso de tasas generales, que puedan depender del número de tareas.

En ese teorema se prueba que la trayectoria ĺımite satisface que existe un tiempo
determińıstico T tal que a partir de este tiempo algunos servidores quedan macroscó-
picamente vaćıos (a estos servidores los llaman “non-bottlenecks”), y otros permanecen
constantes o crecen linealmente siguiendo unas velocidades espećıficas (los “bottle-
necks”). Para encontrar estos conjuntos, plantean un algoritmo; y para encontrar las
velocidades con las cuales los bottlenecks crecen, plantean un sistema de ecuaciones
(ver [11] o Sección 7.3 en [12]).

Con lo que hemos obtenido en los caṕıtulos anteriores junto con el Problema de
Skorohod, mostraremos expĺıcitamente cuál es la trayectoria ĺımite. Esto, en particular,
implica el resultado que mencionamos en el párrafo anterior (para el caso donde el
proceso es Markoviano), probado en [11] por Chen y Mandelbaum.
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8.1 Trayectoria ĺımite

Nos concentraremos en el caso de la Jackson network cerrada (es decir, en el proceso
zero range), ya que si el sistema fuese abierto, las cuentas seŕıan análogas a las que
haremos a continuación.

Sea (ζN)N una sucesión de configuraciones iniciales, con ζN ∈ ΣN , que converge a
ζ0, con

ζ0 ∈ Σ \ Σ̇ = {ζ ∈ Σ : ζ0(i) = 0 para algún i ∈ V }.
Queremos encontrar el ĺımite de la sucesión de medidas (PζN )N. La idea será usar
que ya conocemos la trayectoria ĺımite cuando a tiempo inicial todos los sitios están
macroscópicamente ocupados, junto con la existencia, unicidad y continuidad que nos
da el Problema de Skorohod (ver Sección 2.5.4).

Sea ζ0 ∈ Σ \ Σ̇. Sean

A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V,

B = {i ∈ V : ζ0(i) = 0} = V \ A 6= ∅.

Como ζ0 es ĺımite de una sucesión de configuraciones iniciales, entonces A y B represen-
tan el conjunto de los sitios macroscópicamente ocupados y macroscópicamente vaćıos
respectivamente.

Cuando comenzamos con algunos sitios macroscópicamente vaćıos (es decir, B 6= ∅),
podŕıa ocurrir que en el instante siguiente, algunos sitios de B comiencen a crecer, y
otros queden vaćıos. Lo que haremos a continuación será caracterizar a ese conjunto de
sitios.

Observemos que no será siempre cierto que los sitios que crecen instantáneamente
luego del tiempo 0 son los que cumplen que λ(i) < 0. Supongamos que esto ocurre.
Entonces, en el instante ε con ε suficientemente chico, para ver cómo son los drifts
ahora tendremos que ver el conjunto de los sitios que se encuentran llenos a tiempo
ε. Y podŕıa ocurrir que algunos de los sitios que teńıan λ(i) negativo, es decir, que
crećıan a tiempo inicial, ahora tengan el λA(i) positivo a tiempo ε, siendo A el conjunto
de sitios llenos en ese instante. Lo cual diŕıa que a tiempo inicial hay sitios que están
intentando crecer, y a tiempo ε, con ε suficientemente chico, están intentando decrecer.

8.2 Sitios vaćıos que crecen instantáneamente

Al igual que en la sección anterior, sea ζ0 ∈ Σ \ Σ̇ y sean A y B los conjuntos

A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V,

B = {i ∈ V : ζ0(i) = 0} = V \ A 6= ∅.
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Supongamos que existe un conjunto C contenido en V \ A tal que si definimos Ã
como A ∪ C, entonces se satisfacen las siguientes dos condiciones:

λÃ(i) < 0 ∀i ∈ C

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã.
(8.1)

(Si el sistema fuese abierto entonces λÃ(i) representa λÃ
∗
(i)).

Veremos que C coincide con el conjunto de sitios inicialmente vaćıos que crecen
instantáneamente. Si C fuese el conjunto vaćıo, lo que en (8.1) equivale a que

λA∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ A,

entonces a tiempo inicial ningún sitio crecerá.

Por la unicidad que nos da el Problema de Skorohod, tendremos que existe un único
conjunto C ⊆ V \ A que satisface (8.1).

Para cada δ > 0 tal que

δ <
ζ0(i)

λÃ(i)
∀i ∈ A con λÃ(i) > 0, (8.2)

definamos ζδ0(i) como

ζδ0(i) =

{
ζ0(i)− λÃ(i)δ si i ∈ Ã,

0 si i ∈ V \ Ã.
(8.3)

Notemos que si el sistema es cerrado, como
∑
i∈Ã

λÃ(i) = 0, entonces

∑
i∈V

ζδ0(i) =
∑
i∈V

ζ0(i) = 1,

y si el sistema es abierto (recordar que en ese caso denotamos con λÃ(i) a λÃ
∗
(i)),

entonces ∑
i∈V

ζδ0(i) =
∑
i∈V

ζ0(i)− δ
∑
i∈Ã

λÃ
∗
(i) = 1 + δλÃ

∗
(∗).

Además, de (8.2) y de que

ζ0(i) > 0 ∀i ∈ A y λÃ(i) < 0 ∀i ∈ C,

se sigue que ζδ0 satisface

ζδ0(i) > 0 ∀i ∈ Ã y ζδ0(i) = 0 ∀i ∈ V \ Ã. (8.4)
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En el Teorema 3.2.3 probamos que si (ζN)N∈N es una sucesión de configuraciones que
converge a algún ζ0 ∈ Σ y Pζ0 es un punto ĺımite de la sucesión (PNζN )N∈N, entonces Pζ0
es solución del (L ,DV )-problema de martingala, y por el Lema 4.3.5 sabemos que las
martingalas asociadas son siempre iguales a 0. Además, por el Teorema 5.0.1 sabemos
que bajo la medida Pζ0 , si t0 ≥ 0 y Ã es un subconjunto de V que satisface

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã,

ζt0(i) > 0 ∀i ∈ Ã y ζt0(i) = 0 ∀i ∈ V \ Ã,
entonces,

ζs(i) = 0 ∀i ∈ V \ Ã, ∀t0 ≤ s < τ1 = inf{t > t0 : ζt(i) = 0 para algún i ∈ Ã}.

En particular, aplicando esto a la configuración inicial ζδ0 (que cumple, por (8.4), las
condiciones requeridas), bajo Pζδ0 tenemos que hasta tiempo

τ δ1 = inf{t > 0 : ζδt (i) = 0 para algún i ∈ Ã},

los sitios que comienzan vaćıos (V \ Ã) quedan vaćıos, y los que comienzan llenos (Ã)

cambian siguiendo el drift λÃ(i). O sea,

ζδt (i) =

{
ζδ0(i)− λÃ(i)t si i ∈ Ã,

0 si i ∈ V \ Ã

=

{
ζ0(i)− λÃ(i)(t+ δ) si i ∈ Ã,

0 si i ∈ V \ Ã.

(8.5)

Por otro lado, si definimos

T̃1 = min
i∈Ã:λÃ(i)>0

{ ζ0(i)

λÃ(i)

}
,

con la convención de que el mı́nimo sobre un conjunto vaćıo es ∞, entonces a τ δ1 lo
podemos reescribir como

τ δ1 =

 min
i∈Ã:λÃ(i)>0

{ ζ0(i)

λÃ(i)

}
− δ si λÃ(i) > 0 para algún i ∈ Ã,

∞ si λÃ(i) ≤ 0 ∀i ∈ Ã.

= T̃1 − δ.

(8.6)

Notemos también que si τ δ1 < ∞, lo que vale si y sólo si T̃1 < ∞, para todo i ∈ Ã
se tiene que

ζδτδ1
(i) = ζδ0(i)− λÃ(i)τ δ1

= [ζ0(i)− λÃ(i)δ]− λÃ(i)[T̃1 − δ]

= ζ0(i)− λÃ(i)T̃1,

(8.7)
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mientras que ζδ
τδ1

(i) = 0 para todo i ∈ V \ Ã.
La ecuación (8.7) implica que ζδ

τδ1
(i) no depende de δ. Este hecho junto con (8.5)

y (8.6) motivan el Lema 8.2.1, que nos dice cómo es la trayectoria ĺımite. Antes de
enunciar dicho lema, daremos primero la construcción de la trayectoria.

Sea ζ0 ∈ Σ con
A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V.

Supongamos que existe un conjunto C contenido en V \A tal que si Ã = A∪C, entonces
se satisfacen las condiciones de (8.1).

Definimos ζ̃0 = ζ0, T̃0 = 0, Ã0 = Ã, y dados T̃n, Ãn, (ζ̃t)t≤T̃n , definimos

T̃n+1 =

 T̃n + min
i∈Ãn:λÃn (i)>0

ζ̃T̃n (i)

λÃn (i)
si ∃i ∈ Ãn : λÃn(i) > 0,

∞ si λÃn(i) ≤ 0 ∀i ∈ Ãn,

si T̃n<∞ y T̃n≤t<T̃n+1, ζ̃t(i) =

{
ζ̃T̃n(i)− λÃn(i)(t− T̃n) si i ∈ Ãn

0 si i /∈ Ãn,

Ãn+1 =

{
{i ∈ Ãn : ζ̃T̃n+1

(i) > 0} si T̃n+1 <∞,
Ãn si T̃n+1 =∞.

(8.8)

Denotamos con ζ̃. a la trayectoria construida de forma recursiva en (8.8).

Lema 8.2.1. Sea ζ0 ∈ Σ \ Σ̇. Sean

A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V,

B = {i ∈ V : ζ0(i) = 0} = V \ A 6= ∅.

Supongamos que existe un conjunto C contenido en V \A tal que si definimos Ã como
A ∪ C, se satisfacen las siguientes dos condiciones:

λÃ(i) < 0 ∀i ∈ C

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã.
(8.9)

Entonces, la trayectoria asociada al proceso ĺımite con configuración inicial ζ0 es la
trayectoria ζ̃. descripta en (8.8).

Demostración. Dada ζ0 con

A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V,

consideremos un conjunto C que cumple las condiciones de (8.9). Sin pérdida de gene-
ralidad podemos asumir que C 6= ∅, ya que el caso C = ∅ coincide con lo ya analizado
en los caṕıtulos anteriores.
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Consideremos la configuración ζδ0 definida en (8.3). De (8.7) se sigue que la evolución
a partir del tiempo τ δ1 de la trayectoria empezada en ζδ0 será igual a la evolución a partir
de T̃1 de la trayectoria empezada en ζ0 construida en (8.8). Es decir,

ζδt+τδ1
= ζ̃t+T̃1 ∀t ≥ 0. (8.10)

Y como por (8.6) tenemos que para δ suficientemente chico,

τ δ1 = T̃1 − δ,

resulta

ζδt+τδ1
= ζ̃t+δ+τδ1 ∀t ≥ 0. (8.11)

Además, de (8.5) sabemos que

ζδt (i) = ζδ0(i)− λÃ(i)t = ζ0 − λÃ(i)(t+ δ) = ζ̃t+δ(i) ∀t < τ δ1 , ∀i ∈ V. (8.12)

Por lo tanto, de (8.11) y (8.12) se sigue que

ζδt = ζ̃t+δ ∀t ≥ 0. (8.13)

Y esto vale para todo δ < T̃1 (es decir, para todo δ que satisface (8.2)).

Fijemos 0 < δ < T̃1. A la trayectoria (ζδt )t≥0 la conocemos completa, ya que la
configuración inicial ζδ0 satisface que

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã,

con Ã = {i ∈ V : ζδ0(i) > 0}. Denotamos Zδ a esta configuración, y a la trayectoria
definida en (8.8) que hab́ıamos llamado ζ̃. la denotamos con Z̃.

Sea ‖‖ la norma en la topoloǵıa uniforme en el espacio C(Σ,R+). Para cada T > 0,

‖Zδ − Z̃‖T = sup
0≤t≤T

‖Zδt − Z̃t‖ = sup
0≤t≤T

‖Z̃t+δ − Z̃t‖ ≤ sup
0≤t<∞

‖Z̃t+δ − Z̃t‖. (8.14)

Como t→ Z̃t en cada coordenada es lineal a trozos (con finitos cambios), esta función
es Lipschitz, donde la constante sólo depende de las tasas {r(i, j); i, j ∈ V } (más pre-
cisamente, depende de las constantes λA para diversos subconjuntos A de V ). Por lo
tanto, existe una constante θ > 0 tal que

‖Z̃t1 − Z̃t2‖ ≤ θ|t1 − t2|,

con lo cual

‖Z̃t+δ − Z̃t‖ < δθ ∀t ≥ 0.
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De esto se deduce que dado ε > 0, existe δ0 > 0 tal que

‖Zδ − Z̃‖T < ε ∀δ < δ0, ∀T > 0. (8.15)

Notemos que Zδ es la primer coordenada de la solución del problema de Skorohod
asociado a X δ y a la matriz (I − P t), donde X δ está definido como

X δ(i) = ζδ0(i)− λ(i)t ∀i ∈ V.

Para ver eso, fijado δ, consideramos una sucesión (ζN,δ0 )N∈N convergente a ζδ0 . (Por
ejemplo, en el sitio i ∈ V a tiempo inicial colocamos Nζδ0(i) part́ıculas, haciendo que
ζN,δ0 = ζδ0 para todo N ∈ N). Como (ζN,δ0 )N∈N converge a ζδ0 , que es una configuración
que satisface que si Ã = {i ∈ V : ζδ0(i) > 0} entonces

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã,

por una demostración análoga a la del Teorema 7.4.1 sabemos que el proceso
{ζN,δt ; t ≥ 0}N∈N converge débilmente a la trayectoria Zδ.

Además, si denotamos Ψ(ι) a la primer coordenada del Problema de Skorohod aso-
ciado a la trayectoria ι y a la matriz (I − P t), por la Proposición 9.5 de [18], tenemos
que

(ζN,δt )t≥0 = Ψ(ζN,δ0 − λt+MN,δ
t )t≥0 ∀N ∈ N,

donde (MN,δ
t )t≥0 es una martingala que converge a 0. Y como la trayectoria

(ζN,δ0 − λt+MN,δ
t )t≥0 (8.16)

converge a
(ζδ0 − λt)t≥0 = X δ

cuando N tiende a ∞, por la continuidad del Problema de Skorohod tenemos que
(ζN,δt )t≥0 converge a Ψ(X δ) cuando N tiende a ∞. De la unicidad del Problema de
Skorohod y de la unicidad de los ĺımites se deduce que

Zδ = Ψ(X δ). (8.17)

Consideremos, por último, una sucesión de trayectorias (Z 1
m )m∈N, la cual se obtiene

de reemplazar a δ por 1
m

. De (8.15) sabemos que (Z 1
m )m∈N converge a Z̃, y de (8.17)

tenemos que Z 1
m = Ψ(X 1

m ) para todo m ∈ N. Como (X 1
m )m∈N converge a la trayectoria

(ζ0 − λt)t≥0 cuando m tiende a ∞, de la continuidad de la función Ψ concluimos que

Z̃ = Ψ((ζ0 − λt)t≥0). (8.18)

De (8.18) se sigue que la trayectoria asociada al proceso ĺımite con configuración inicial
ζ0 es la trayectoria Z̃ = ζ̃. descripta en (8.8), como queŕıamos probar.
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8.3 Determinación del conjunto C que satisface (8.9)

Hemos detallado cómo seŕıa la trayectoria ĺımite bajo la suposición de que existe un
conjunto C que satisface (8.9). Debemos probar su existencia.

Usaremos los siguientes dos resultados, cuyas demostraciones se siguen directamente
de las demostraciones de las Proposiciones 4.3.3 y 4.3.4.

Proposición 8.3.1. Sea A un subconjunto no vaćıo de V tal que

λ(j) ≥ 0 ∀j ∈ V \ A. (8.19)

Entonces λA∪{j}(j) ≥ 0 ∀j ∈ V \ A.

Proposición 8.3.2. Sea ∅ 6= A ( Ã ( V tal que

λÃ∪{l}(l) ≥ 0 ∀l ∈ V \ Ã y λÃ(l) ≥ 0 ∀l ∈ Ã \ A.

Entonces λA∪{j}(j) ≥ 0 ∀j ∈ V \ A.

Mostremos la existencia del conjunto C. Sea

A = {i ∈ V : ζ0(i) > 0} 6= V.

Definimos recursivamente los conjuntos Cn y Bn del siguiente modo: sea

C0 = V \ A,

y para cada n ∈ N, sean

Bn = {i ∈ Cn−1 : λA∪Cn−1(i) ≥ 0},
Cn = Cn−1 \Bn.

(8.20)

Como V es finito, existe

n0 = min{n ∈ N0 : Cn = Cn+1}.

Llamamos

C = Cn0 (8.21)

(el cual podŕıa ser el conjunto vaćıo). Veamos que este conjunto C satisface las dos
condiciones de (8.9).
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Proposición 8.3.3. El conjunto C definido en (8.21) satisface que si Ã = A ∪ C,
entonces

λÃ(i) < 0 ∀i ∈ C

λÃ∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ Ã.
(8.22)

Demostración. Por definición de n0 y de Bn0+1 tenemos que Bn0+1 = ∅, lo cual
implica que

λA∪C(i) < 0 ∀i ∈ C

si C 6= ∅. (En el caso en que C = ∅ sólo debemos probar la segunda condición de
(8.22)).

Veamos por inducción en n que

λA∪Cn∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ (A ∪ Cn)

para todo n ∈ N, lo cual implica que C = Cn0 satisface la segunda de (8.22).

Notemos que si B1 = ∅, entonces C = V \ A y no debemos probar la segunda
condición de (8.22). Por lo tanto, asumamos B1 6= ∅.

Caso n = 1: Como

B1 = {i ∈ V \ A : λ(i) ≥ 0} y C1 = V \ (A ∪B1),

de la Proposición 8.3.1 se sigue que

λA∪C1∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ (A ∪ C1).

Paso inductivo: Supongamos que

λA∪Cn∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ (A ∪ Cn)

con n ∈ N. Como

Bn+1 = {i ∈ Cn : λA∪Cn(i) ≥ 0} y Cn+1 = Cn \Bn,

de la Proposición 8.3.2 se sigue que

λA∪Cn+1∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ V \ (A ∪ Cn+1),

lo que concluye la demostración.
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Apéndice A

“Bottlenecks” y “effective inflow
rate”

En este apéndice reescribiremos en términos del proceso traza y de la distribución
invariante del paseo aleatorio algunos resultados sobre la Jackson network abierta (con
tasas constantes) probados por Chen y Mandelbaum en [11]. Al igual que en el Caṕıtulo
8, asumiremos que la función g : N0 → R+ que aparece en las tasas de salto es

g(n) = 1{n>0}.

Comencemos considerando las definiciones de la página 171 de [12]. Ah́ı se denota
con P a la matriz de transición entre los servidores. La tasa a la cual el servidor j
trabaja es denotada con µj, pero para evitar confusiones de notación, la denotaremos
con γj. La tasa con la que ingresan tareas desde el exterior al servidor j es αj. Además,
a y b denotan subconjuntos de V , t́ıpicamente a = V \ b. Con Pb se denota a la
submatriz Pbb y P ′ es la matriz transpuesta de P .

Para cada i, j ∈ V ∗, i 6= j, definimos

r(i, j) = γiPij si i, j ∈ V,
r(∗, j) = αj si j ∈ V,

r(i, ∗) = γi
(
1−

∑
j∈V

Pij
)

si i ∈ V.

Luego, {r(i, j); i, j ∈ V ∗} denotan las tasas de un paseo aleatorio en V ∗. Sin pérdida de
generalidad asumimos que es irreducible, con r(i, i) = 0 ∀i ∈ V ∗. Sea µ = {µi; i ∈ V ∗}
su distribución invariante.

Como hemos comentado al comienzo del Caṕıtulo 8, para el caso de la Jackson
network abierta, en el Teorema 7.4 de [12] se establece que el ĺımite fluido para el
escalamiento lineal es determińıstico y que existe un vector λ ∈ RV , un conjunto b
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(“bottlenecks”) y un tiempo τ tal que a partir de τ , la trayectoria ĺımite (ζt)t≥0 satisface
que para todo t ≥ τ ,

ζt(j) = 0 ∀j /∈ b,
ζt(j) = ζτ (j)− (λj − γj)(t− τ) ∀j ∈ b,

donde γj es la tasa de servicio del servidor j.

El vector λ, llamado “effective inflow rate”, se define como la única solución de

λ = α + P ′(λ ∧ γ), (A.1)

es decir, del sistema de ecuaciones

λj = αj +
∑
i∈V

(λi ∧ γi)Pij ∀j ∈ V,

con a ∧ b = min{a, b}. Al conjunto de los servidores bottlenecks se lo define como

{i ∈ V : λi ≥ γi} = {i ∈ V : λi ∧ γi = γi}. (A.2)

En el Teorema 7.3 de [12] prueban que la solución de (A.1) es única, y la reescriben
del siguiente modo:{

λb = αb + P ′ab(I − P ′a)−1αa + [Pb + Pba(I − Pa)−1Pab]
′γb,

λa = αa + P ′aλa + P ′baγb,
(A.3)

donde b es el conjunto de bottlenecks, a = V \ b, y λa y λb denotan subvectores de λ,
aunque no dan expĺıcitamente la solución. Veremos en el Lema A.0.3 cómo expresar
a la effective inflow rate λ en términos de las tasas del proceso traza. En el caso en
el que el exterior “∗” sea maximal respecto de la distribución invariante µ, el vector λ
también podrá ser descripto en términos de esa distribución.

Lema A.0.1. Consideremos las siguiente definiciones de la página 171 de [12]:
α̂b = αb + P ′ab(I − P ′a)−1αa,

P̂ ′b = Pb + Pba(I − P ′a)−1Pab
θ̂b = α̂b − (I − P̂ ′b)γb.

(A.4)

Entonces, vale que 
α̂b(i) = rB

∗
(∗, i) ∀i ∈ b,

P̂b(i, j) = 1
γi
rb
∗
(i, j) ∀i, j ∈ b, i 6= j,

θ̂b(i) = −λb∗(i) ∀i ∈ b,
(A.5)

donde {rb∗(i, j); i, j ∈ b∗} denotan las tasas del proceso traza asociado al paseo aleatorio
irreducible {r(i, j); i, j ∈ V ∗} sobre el conjunto b∗, y

λb
∗

=
∑
j∈b∗

rb
∗
(i, j)−

∑
j∈b∗

rb
∗
(j, i).
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Antes de dar la demostración, veamos la siguiente observación.

Observación A.0.2. Sean H la matriz en Ra×a definida por

Hij = h
b∗∪{i}
i (j) ∀i, j ∈ a.

Notemos que la matriz H(I − P ′a) es una matriz diagonal, con

Hii = − 1

γi
LRW (h

b∗∪{i}
i )(i) ∀i ∈ a.

Luego, si definimos L ∈ Ra×a como la matriz diagonal con

Lii =
−γi

LRW (h
b∗∪{i}
i )(i)

∀i ∈ a, (A.6)

(el denominador en (A.6) es no nulo), obtenemos que

(I − P ′a)−1 = LH y (I − Pa)−1 = H ′L. (A.7)

Por otro lado, si consideramos la matriz S ∈ Ra×b definida por

Sij = hb
∗

j (i) ∀i ∈ a, j ∈ b

resulta
Pab = (I − Pa)S,

de donde se sigue que

(I − Pa)−1Pab = S y P ′ab(I − P ′a)−1 = S ′.

Demostración del Lema A.0.1. Comencemos viendo la primera igualdad de (A.5).
De (A.4) y de que α(i) = r(∗, i) ∀i ∈ V se sigue que

α̂b(i) = αb(i) + (S ′αa)(i) = αb(i) +
∑
j∈a

Sjiαa(j)

= r(∗, i) +
∑
j∈a

hb
∗

i (j)r(∗, j) =
∑
j∈V ∗

r(∗, j)hb∗i (j)

= rb
∗
(∗, j).

Pasemos a la segunda igualdad de (A.5). Sean i, j ∈ b, con i 6= j.

(P̂b)ij = (Pb)ij + (PbaS)ij = Pij +
∑
k∈a

PikSkj

= Pij +
∑
k∈a

Pikh
b∗

j (k) =
∑
l∈V ∗

Pilh
b∗

j (l) = PRWi [T+
b∗ = Tj]

=
1

γi
rb
∗
(i, j).
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Además, para todo i ∈ b se tiene que

(P̂b)ii = (Pb)ii + (PbaS)ij = Pii +
∑
k∈a

Pikh
b∗

i (k) =
1

γi

∑
k∈a

r(i, k)hb
∗

i (k)

=
1

γi

∑
k∈V ∗

r(i, k)[hb
∗

i (k)− hb∗i (i)] +
∑
k∈V ∗

Pik

=
1

γi
[LRW (hb

∗

i )(i)] + 1.

Veamos por último la tercera igualdad de (A.5). Usaremos que∑
j∈b∗\{i}

rb
∗
(i, j) = −LRW (hb

∗

i )(i) ∀i ∈ b,

lo que se sigue de las siguientes igualdades:∑
j∈b∗\{i}

rb
∗
(i, j) =

∑
j∈b∗\{i}

∑
k∈V ∗

r(i, k)hb
∗

j (k)

=
∑
k∈V ∗

r(i, k)
∑

j∈b∗\{i}

hb
∗

j (k)

= −
∑
k∈V ∗

r(i, k)[hb
∗

i (k)− hb∗i (i)]

= −LRW (hb
∗

i )(i).

(A.8)

Sea i ∈ b. Debemos probar que θ̂b(i) = −λb∗(i). Tenemos que

θ̂b(i) = α̂b(i)−
∑
j∈b

(I − P̂ ′b)ijγb(j)

= r(∗, i) +
[ ∑
j∈b\{i}

(P̂ ′b)ijγj
]
− [1− (P̂ ′b)ii]γi

= r(∗, i) +
∑

j∈b\{i}

[rb
∗
(j, i)]− γi + (P̂ ′b)iiγi

=
∑

j∈b∗\{i}

[rb
∗
(j, i)] + LRW (hb

∗

i )(i)

= −
[∑
j∈b∗

rb
∗
(i, j)−

∑
j∈b∗

rb
∗
(j, i)

]
= −λb∗(i),

lo que concluye la demostración.
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Lema A.0.3. Sea b el conjunto de los servidores bottlenecks definido en (A.2). En-
tonces, la effective inflow rate λ = (λb, λa) definida en (A.1) coincide con

λb(i) = −λb∗(i) + γi ∀i ∈ b

λa(i) = γi

∑
k∈b∗

rb
∗

(k,i)∑
k∈b∗

rb∗ (i,k)
.

(A.9)

Demostración. Por definición de α̂b, P̂
′
b y θ̂b dadas en (A.4) y por (A.3) tenemos que

λb = α̂b + P̂ ′bγb = α̂b − (I − P̂ ′b)γb = θ̂b + γb.

Luego, por la tercera igualdad de (A.5) se sigue que para todo i ∈ b,

λb(i) = −λb∗(i) + γi. (A.10)

Veamos ahora la segunda igualdad de (A.9). Como

λa = αa + P ′aλa + P ′baγb

y, por (A.7),
(I − P ′a)−1 = LH,

deducimos
λa = (I − P ′a)−1[αa + P ′baγb] = LH[αa + P ′baγb].

Luego, de la ecuación anterior junto con (A.6) y (A.8) se sigue que para todo i ∈ a,

λa(i) =
∑
j∈a

LiiHij[αa(j) + (P ′baγb)j] =
∑
j∈a

LiiHij[r(∗, j) +
∑
k∈b

r(k, j)]

= Lii
∑
j∈a

Hij

∑
k∈b∗

r(k, j) = Lii
∑
k∈b∗

∑
j∈a

r(k, j)h
b∗∪{i}
i (j)

= Lii
∑
k∈b∗

rb
∗∪{i}(k, i) =

−γi
LRW (h

b∗∪{i}
i )(i)

∑
k∈b∗

rb
∗∪{i}(k, i)

=
γi∑

j∈b∗
rb∗∪{i}(i, j)

∑
k∈b∗

rb
∗∪{i}(k, i) = γi

∑
k∈b∗

rb
∗∪{i}(k, i)∑

k∈b∗
rb∗∪{i}(i, k)

,

lo que concluye la demostración.

Observación A.0.4. Supongamos que ∗ es maximal respecto de la distribución inva-
riante µ, es decir,

∗ ∈ {i ∈ V ∗ : µi = max
j∈V ∗

µj}.
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Entonces la effective inflow rate viene dada por

λ(i) =
µi
µ∗
γi ∀i ∈ V.

Esto se debe a que, por la propiedad de la distribución invariante,

µiγi = µi
∑
j∈V ∗

r(i, j) =
∑
j∈V ∗

µjr(j, i) = µ∗r(∗, i) +
∑
j∈V

µjr(j, i) = µ∗αi +
∑
j∈V

µjγjPji.

Dividiendo por µ∗ se obtiene

µi
µ∗
γi = αi +

∑
j∈V

µj
µ∗
γjPji ∀i ∈ V.

Por lo tanto, llamando λ̃(i) a µi
µ∗
γi para cada i ∈ V , se sigue que

λ̃(i) = αi +
∑
j∈V

λ̃(j)Pji ∀i ∈ V.

Como ∗ es maximal, λ̃(i) ≤ γi ∀i ∈ V . Por lo tanto tenemos que

λ̃(i) = αi +
∑
j∈V

(λ̃(j) ∧ γj)Pji ∀i ∈ V

o equivalentemente,
λ̃ = α + P ′(λ̃ ∧ γ). (A.11)

De (A.11) se sigue que λ̃ es solución de la ecuación (A.1), y por la unicidad, es la única
solución. En particular, esto implica que el conjunto b de servidores llamados bottle-
necks coincide con el conjunto de los servidores de V que tienen distribución invariante
maximal, pues

b = {i ∈ V : λ(i) ≥ γi} = {i ∈ V : µi ≥ µ∗} = {i ∈ V : µi = µ∗} =M∩ V.

Por lo tanto, junto con el Teorema 7.4 de [12] o de lo que hemos probado en el Caṕıtulo
8, obtenemos que si ∗ es el único sitio que tiene distribución invariante maximal, en-
tonces existe un tiempo determińıstico τ a partir del cual el sistema se vaćıa. Mientras
que, si además de ∗ hay otros servidores maximales, se tiene que a partir de τ la trayec-
toria queda constante. Esto se debe a que los servidores no maximales se vaćıan, y los
servidores maximales satisfacen que

λ(i)− γi =
µi
µ∗
γi − γi = 0 ∀i ∈M,

con lo cual
ζt(i) = ζτ (i) + (λ(i)− γi)(t− τ) = ζτ (i) ∀t ≥ τ.
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Observación A.0.5. En el caso en el que la red sea cerrada, la effective inflow rate se
la define como la solución maximal del sistema de ecuaciones dado por

λ = P ′(λ ∧ γ). (A.12)

Si nuevamente denotamos con µ a la distribución invariante, tenemos que

λ̃(i) = µiγi ∀j ∈ V

es solución de (A.12) pues:

µiγi = µi
∑
j∈V

r(i, j) =
∑
j∈V

µjr(j, i) =
∑
j∈V

µjγjPji,

con lo cual,

λ̃(i) =
∑
j∈V

Pjiλ̃(j).

Como µ es una distribución, µj ≤ 1 para todo j ∈ V y por lo tanto λ̃∧γ = λ̃, de donde
se sigue que λ̃ es solución de (A.12). De hecho, multiplicando a λ̃ por una constante c,
con 0 < c ≤ 1

max
i∈V

µi
, se obtienen infinitas soluciones de (A.7).

Observación A.0.6. Si bien en [12] al conjunto de los bottlenecks se lo define por
(A.2), en la página 171 plantean un algoritmo para encontrar a ese conjunto. Debido
al Lema A.0.1 que probamos, ese algoritmo se puede reescribir en términos del proceso
traza. Y por las Proposiciones 4.3.3 y 4.3.4 se deduce que si el sistema es abierto, el
conjunto b de los servidores bottlenecks satiface que

λb
∗
(i) ≤ 0 ∀i ∈ b, y λb

∗∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ a.

Luego, como λb
∗
(i) ≤ 0 para todo i ∈ b, de (A.10) se sigue que

λ(i) ∧ γi = γi ∀i ∈ b.

Y como
λb
∗∪{i}(i) ≥ 0 ∀i ∈ a

y

λb
∗∪{i}(i) =

∑
k∈b∗

rb
∗∪{i}(i, k)−

∑
k∈bb∗∪{i}

rb
∗
(k, i),

de (A.9) se sigue que
λ(i) ∧ γi = λ(i) ∀i ∈ a.
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