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Semántica dinámica de cálculos de
sustituciones explı́citas a distancia

Los cálculos de sustituciones explı́citas son variantes del cálculo-λ en los que la opera-

ción de sustitución no se de�ne a nivel del metalenguaje, sino con reglas de reescritura que

la implementan. Nuestro principal objeto de estudio es un cálculo de sustituciones explı́citas

particular, el Linear Substitution Calculus (LSC), de�nido por Acca�oli y Kesner en 2010. Se

caracteriza por el hecho de que las reglas de reescritura operan no localmente (a distancia).

En esta tesis, en primer lugar, de�nimos máquinas abstractas que implementan estrategias

de evaluación en el LSC: call-by-name para evaluación débil y fuerte, call-by-value y call-by-

need. Demostramos que dichas máquinas son correctas y preservan la complejidad temporal.

En segundo lugar, de�nimos una extensión de la estrategia de evaluación call-by-need en el

LSC para evaluación fuerte. Demostramos que la estrategia es completa con respecto a call-by-

name, usando un sistema de tipos intersección no idempotente, y mostramos cómo extenderla

para lidiar con pa�ern matching y recursión. Por último, estudiamos la teorı́a de residuos y

familias de radicales en el LSC. Para ello de�nimos una variante del LSC con etiquetas de

Lévy, lo que nos permite demostrar que cumple con la propiedad de Finite Family Develop-

ments. Aplicamos esta propiedad para obtener resultados de optimalidad, estandarización y

normalización de estrategias en el LSC, y generalizamos algunos de estos resultados al marco

axiomático de Deterministic Family Structures.

Palabras clave: semántica de lenguajes de programación, cálculo-λ, sustituciones explı́citas,

estrategias de evaluación, evaluación lazy, máquinas abstractas, sistemas de tipos, teorı́a de

residuos.



Dynamic Semantics of Calculi with

Explicit Substitutions at a Distance

Explicit substitution calculi are variants of the λ-calculus in which the operation of substi-

tution is not de�ned at the metalanguage level, but rather implemented by means of rewriting

rules. Our main object of study is a particular explicit substitution calculus, the Linear Substi-

tution Calculus (LSC), introduced by Acca�oli and Kesner in 2010. Its distinguishing feature is

that rewriting rules operate non-locally (at a distance). In this thesis, �rst, we de�ne abstract

machines to implement evaluation strategies in the LSC: call-by-name for weak and strong

evaluation, call-by-value, and call-by-need. We prove that these machines are correct and that

they preserve computational time complexity. Second, we de�ne an extension of the call-by-

need evaluation strategy in the LSC for strong reduction. We show that the strong call-by-need

strategy is complete with respect to call-by-name, using a non-idempotent intersection type

system, and we show how to extend the strategy to deal with pa�ern matching and recursion.

Finally, we study the theory of residuals and redex families in the LSC. To this aim, we de�ne

a variant of the LSC endowed with Lévy labels, which allows us to prove that it enjoys the

Finite Family Developments property. We apply this property to obtain results on optimality,

standardization, and normalization for the LSC, and we generalize some of this results to the

axiomatic framework of Deterministic Family Structures.

Keywords: programming language semantics, λ-calculus, explicit substitutions, evaluation

strategies, lazy evaluation, abstract machines, type systems, residual theory.
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Capı́tulo 1

Introducción

La computación se basa en resolver problemas manipulando representaciones abstractas

de la realidad. Por ejemplo, usamos los dedos para contar objetos, usando cada dedo para deno-

tar un objeto. Esta representación es abstracta en el sentido de que descarta las caracterı́sticas

que resultan irrelevantes, tales como el tamaño o el color de los objetos, y preserva sólo sus

aspectos relevantes: en este caso, la cantidad.

La computación no está ligada inseparablemente a las computadoras digitales modernas.

Si bien estas son herramientas invaluables para implementar procesos computacionales, la

computación como disciplina estudia primordialmente los principios subyacentes que gobier-

nan la manipulación mecánica de representaciones, independientemente de su potencial im-

plementación. Los babilonios, por ejemplo, desarrollaron algoritmos para resolver ecuaciones

casi 4000 años antes del advenimiento de las computadoras digitales [25].

Pero, lejos de ser una empresa meramente teórica, la computación tiene grandes conse-

cuencias prácticas. En nuestros tiempos, el so�ware está presente en todos los aspectos de

nuestras sociedades, e impacta no sólo en asuntos personales como el entretenimiento y la

comunicación, sino también en asuntos públicos como la transmisión de noticias, transaccio-

nes monetarias y predicción del clima, en sistemas de naturaleza crı́tica como equipamiento

médico, reactores nucleares y sistemas de aviación, y en tecnologı́as emergentes sensibles

tales como vehı́culos autónomos y monedas digitales.

En contraste con la visión tradicional de los algoritmos como meras relaciones funciona-

les entre datos de entrada y datos de salida, los procesos computacionales exhiben compor-

tamientos complejos y generalmente muchas de sus propiedades, y no sólo la salida, tienen

importancia práctica. Por ejemplo, ¿cómo se puede asegurar que un proceso computacional

no consumirá demasiados recursos para poder llevar a cabo su trabajo? ¿Cómo se puede evi-

tar que un tercero interactúe con un sistema y consiga que se comporte de manera maliciosa?

¿Es posible diseñar lenguajes de programación en los cuales los programas se parezcan más

a especi�caciones declarativas de los problemas y menos a algoritmos concretos, pero de tal

modo que la ejecución sea e�ciente?

Desarrollar métodos para responder estas preguntas satisfactoriamente y asistir ası́ al desa-

rrollo de programas correctos tiene una gran importancia, si se considera el papel crı́tico que

desempeña el so�ware. En las últimas décadas, se ha desarrollado un vasto repertorio de méto-
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dos formales, incluyendo lenguajes de especi�cación formal, demostradores automáticos de

teoremas, analizadores y sintetizadores de programas y técnicas de veri�cación como el análi-

sis de �ujo de datos o la interpretación abstracta, entre muchos otros. En esta tesis, nos enfo-

camos en los fundamentos teóricos en los cuales se basan las implementaciones correctas y

e�cientes de lenguajes de programación y asistentes de demostración. Estos fundamentos abar-

can un amplio espectro de temas dentro de las áreas de la teorı́a de reescritura, teorı́a de tipos

y semántica formal.

La observación que guı́a esta tesis es la de que, en general, puede haber muchas maneras

diferentes de llevar a cabo un mismo cómputo. Por ejemplo, en la expresión 21234˚0, podrı́amos

empezar por calcular la potencia 21234
, o podrı́amos observar que el resultado será 0 indepen-

dientemente de cuál sea el valor que tenga 21234
. Las maneras en que los cómputos se llevan

a cabo se conocen como estrategias de evaluación. Esta tesis trata sobre las estrategias de eva-

luación en un marco muy especı́�co: un lenguaje conocido como el Cálculo de Sustituciones

Lineales o Linear Substitution Calculus (LSC).

En las siguientes secciones presentamos un resumen de las contribuciones y describimos

la estructura del documento.

1.0.1. Destilación de máquinas abstractas

El Capı́tulo 2 (Destilación de máquinas abstractas) es fruto del trabajo conjunto con Be-

niamino Acca�oli y Damiano Mazza. En este capı́tulo, se presenta al Cálculo de Sustituciones

Lineales como una “máquina abstracta abstracta”.

Con este objetivo, estudiamos estrategias de reducción en el LSC y mostramos que desti-

lan la esencia de varias máquinas abstractas. Para ello, de�nimos formalmente la noción de

destilerı́a. En términos generales, una estrategia de reducción en el LSC destila una máquina

abstracta si:

Cada estado S de la máquina se decodi�ca a un término rrSss del LSC.

Hay una relación binaria p”q de equivalencia estructural entre términos, que además es

una bisimulación fuerte.

Las transiciones de la máquina abstracta se pueden clasi�car en dos tipos: transiciones de

búsqueda, que cambian el foco de evaluación pero son computacionalmente irrelevantes

y transiciones principales, que efectúan el cómputo, de tal modo que:

• Si S ù S 1 es una transición de búsqueda, entonces rrSss ” rrS 1ss.

• Si S ù S 1 es una transición principal, entonces rrSss Ñ” rrS 1ss.

Luego mostramos que varias estrategias de reducción en el LSC destilan varias máquinas abs-

tractas conocidas:
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Estrategia de reducción Máquina abstracta
call-by-name máquina abstracta de Krivine [27]

call-by-value de izquierda a derecha máquina CEK [17]

call-by-value de derecha a izquierda máquina ZINC [29],

call-by-need máquina de Sesto�’s [35],

call-by-name fuerte máquina de Crégut’s [12],

Además, proponemos nuevas máquinas abstractas, sugeridas por el proceso de destila-

ción, que se basan en entornos globales (sin anidamiento) en lugar de en entornos locales (con

anidamiento). En todos estos casos, el proceso de destilación asegura que la máquina abstracta

implementa correctamente la estrategia de reducción dada.

Además, en cada caso, mostramos que la simulación de n pasos de reducción requiere

Opc ¨ nq transiciones de la máquina, donde c es un factor proporcional al tamaño del término

inicial. Esto justi�ca que el LSC—con cualquiera de las estrategias de reducción estudiadas—

constituye un modelo razonable de cómputo, en el sentido de que la ejecución de un programa

se puede simular en el modelo RAM (random access machine) con un overhead a lo sumo

polinomial en términos de complejidad temporal.

1.0.2. Fundamentos de call-by-need fuerte

El Capı́tulo 3 (Fundamentos de call-by-need fuerte) es fruto del trabajo en colaboración

con �ibaut Balabonski, Eduardo Bonelli y Delia Kesner. En este capı́tulo, enfocamos nuestra

atención en una extensión de la estrategia call-by-need para reducción fuerte.

La propia de�nición de una estrategia call-by-need fuerte es compleja. El motivo principal

es que la evaluación call-by-need en el caso fuerte es altamente dependiente del contexto.

Por ejemplo, en un término como λx.yryzxts, de acuerdo con la estrategia call-by-need fuerte

corresponderı́a evaluar el término t:

λx.yryzxts Ñ λx.yryzxt1s

puesto que la reducción es fuerte y buscamos obtener la forma normal completa del término.

En contraste, en un término como zrzzλx.yryzxtsss la estrategia call-by-need fuerte deberı́a

efectuar el siguiente paso de sustitución:

zrzzλx.yryzxtsssÑ pλx.yryzxtsqrzzλx.yryzxtsss

para ser �el a su naturaleza “por necesidad”. En este capı́tulo:

Teorı́a de sharing. De�nimos una teorı́a de reducción fuerte, la teorı́a de sharing (Def. 3.1).

La teorı́a de sharing es un cálculo no determinı́stico cuyas reglas de reducción inducen

una teorı́a ecuacional que caracteriza la equivalencia operacional de programas con sus-

tituciones explı́citas, forzando que se comparta la evaluación de subtérminos (sharing).

Estrategia call-by-need fuerte. De�nimos una estrategia para evaluación call-by-

need fuerte (Def. 3.10), incluyendo varias nociones relacionadas, tales como formas

normales y contextos de evaluación. La reducción call-by-need fuerte es una estrate-

gia determinı́stica incluida en la teorı́a de sharing.
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La de�nición de esta estrategia se basa en la noción de contexto de evaluación. Los con-

textos de evaluación están parametrizados por un conjunto ϑ de variables que están

“congeladas”, es decir, son simbólicas, y por un �ag binario que indica si el contexto de

evaluación se puede componer con un contexto aplicativo de tal modo que el resultado

siga siendo un contexto de evaluación.

Propiedades básicas de la estrategia call-by-need fuerte. Probamos cuatro princi-

pios básicos que posee nuestra estrategia call-by-need fuerte, a saber, que las formas

normales de la estrategia son β-formas normales, salvo aplicación de todas las sustitu-

ciones (Prop. 3.13), que la estrategia es determinı́stica (Prop. 3.15), que es una extensión

conservativa de formulaciones previas de call-by-need (Teo. 3.20), y que es correcta con

respecto a la β-reducción (Prop. 3.22), es decir que si estrategia encuentra una forma

normal, entonces el término tiene una β-forma normal.

Completitud de la estrategia call-by-need fuerte. Estudiamos la completitud de la

estrategia call-by-need fuerte con respecto a la β-reducción, es decir, si un λ-término

tiene a β-forma normal, entonces la estrategia call-by-need fuerte también alcanza una

forma normal. Establecemos una relación precisa entre la forma normal en el cálculo-λ

y la forma normal en nuestro cálculo con sustituciones explı́citas (desenrollando todas

las sustituciones explı́citas). La demostración de normalización combina un argumento

lógico con un argumento sintáctico, extendiendo una técnica de Kesner [22]. Especı́�ca-

mente:

• Tipabilidad vs. normalización. Proponemos un sistema de tipos intersección

no idempotente para la teorı́a de sharing (Def. 3.24). Es una adaptación sencilla

de sistemas existentes, siguiendo la lı́nea de trabajo propuesta propuesta por Kes-

ner [24]. Demostramos también que la tipabilidad en este sistema implica norma-

lización en la teorı́a de sharing (Teo. 3.40).

• Completitud de la teorı́a. Usamos el sistema de tipos para demostrar que la

teorı́a de sharing es completa con respecto a la β-reducción (Prop. 3.42), es de-

cir, que los términos que tienen β-forma normal también tienen forma normal en

la teorı́a de sharing.

• Completitud de la estrategia. Usando un resutado de factorización abstracta de

Acca�oli [1], demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es completa con

respecto a la teorı́a de sharing (Prop. 3.51). La demostración de este hecho se basa

en un análisis de casos exhaustivo de diagramas de permutación.

1.0.3. Call-by-need fuerte para patrones y recursión

El Capı́tulo 4 (Call-by-need fuerte para patrones y recursión) es fruto del trabajo en

conjunto con Eduardo Bonelli y Kareem Mohamed. En este capı́tulo, extendemos los resulta-

dos del capı́tulo anterior para incorporar pa�ern matching y recursión: los términos se extien-

den con constructores, una construcción case y un operador de punto �jo). Especı́�camente:
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Teorı́a de sharing extendida. Nuestro punto de partida es el cálculo-λ extendido de

Grégoire y Leroy (que repasamos en Def. 4.2). Generalizamos la teorı́a de sharing para el

cálculo-λ extendido (Def. 4.6) y proveemos una caracterización sintáctica de sus formas

normales (Def. 4.6).

Sistema de tipos extendido. Proponemos un sistema de tipos intersección no idempo-

tente para la teorı́a de sharing extendida. (Def. 4.9). Demostramos que los términos débil-

mente normalizantes son tipables (Teo. 4.12) y que los términos tipables son débilmente

normalizantes (Teo. 4.13). Esto requiere de�nir una propiedad sutil sobre los juicios de

tipado (Def. 4.11).

Estrategia call-by-need fuerte extendida. Proponemos una estrategia call-by-need

fuerte extendida para la teorı́a de sharing extendida (Def. 4.16), y demostramos que la

estrategia posee buenas propiedades, tal como en el capı́tulo anterior, a saber: la estrate-

gia es determinı́stica (Prop. 4.20), extiende conservativamente la estrategia call-by-need

fuerte del capı́tulo anterior (Prop. 4.20), y es correcta (Prop. 4.21) y completa (Teo. 4.22)

con respecto a la reducción en el cálculo-λ extendido.

1.0.4. Etiquetas de Lévy para el LSC

El capı́tulo 5 (Etiquetas de Lévy para el LSC) es fruto del trabajo conjunto con Eduardo

Bonelli. En este capı́tulo, desarrollamos una variante del LSC en la que los términos están

decorados con etiquetas, siguiendo el plan trazado por Lévy [31] en su estudio de la reducción

optimal en el cálculo-λ.

A continuación estudiamos la metateorı́a del LSC etiquetado, probando que tiene la ma-

yorı́a de las buenas propiedades esperables para un cálculo con etiquetas de Lévy. Más preci-

samente:

Un LSC etiquetado. Motivamos algunas decisiones de diseño y de�nimos una variante

del LSC con etiquetas de Lévy, el LLSC (Def. 5.6). Cada paso de reducción en el cálcu-

lo etiquetado tiene un nombre. Probamos algunas propiedades sintácticas básicas que

posee el LLSC.

Residuos y ortogonalidad. Probamos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomáti-

co ortogonal (Prop. 5.32).

Normalización débil de reducción acotada. Demostramos que el LLSC es débilmente

normalizante si se restringe la reducción a contraer pasos cuyos nombres son etiquetas

de altura acotada (Prop. 5.43).

Normalización fuerte de reducción acotada. Fortalecemos el resultado anterior, de-

mostrando que el LLSC es fuertemente normalizante si la reducción se restringe a con-

traer pasos cuyos nombres son etiquetas de altura acotada (Teo. 5.49). Esto implica que

el LSC cumple con una versión fuerte del teorema de Finite Developments, conocida

como Finite Family Developments (FFD).

Con�uencia. Damos dos demostraciones diferentes de que el LLSC es con�uente (Teo. 5.51).
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1.0.5. Aplicaciones del LSC etiquetado

El Capı́tulo 6 (Aplicaciones del LSC etiquetado) es una continuación del Capı́tulo 5, y

también fruto del trabajo en conjunto con Eduardo Bonelli.

En este capı́tulo, aplicamos el LSC etiquetado para obtener más resultados sobre el LSC (sin

etiquetas). La herramienta clave es el teorema de Finite Family Developments, demostrado en

el capı́tulo anterior:

Estabilidad. Demostramos que el LSC sin la regla gc posee la propiedad de estabilidad

de radicales de Lévy (Prop. 6.1).

Deterministic Family Structure. Una Deterministic Family Structure (DFS) es un sis-

tema de reescritura abstracto que veri�ca un conjunto de axiomas en particular. Demos-

tramos que el LSC sin la regla gc forma una DFS (Teo. 6.13).

Reducción optimal. Obtenemos un resultado de reducción optimal para el LSC, como

consecuencia inmediata del hecho de que el LSC sin gc forma una DFS, usando un

resultado de Glauert y Khasidashvili (que recapitulamos en Teo. 6.24).

Estandarización. La estandarización, hablando en general, se re�ere a un mecanismo

que convierte una secuencia de pasos de reducción en una forma estándar, de tal modo

que dos secuencias de reducción son equivalentes por permutación si y sólo si tienen la

misma forma estándar.

Proponemos un procedimiento de estandarización para Deterministic Family Structu-

res (Prop. 6.39), inspirado por un resultado de estandardización de Klop. Como corolario,

obtenemos un resultado de estandarización para el LSC sin gc (Coro. 6.43).

Normalización. Demostramos un resultado de normalización para Deterministic Fa-

mily Structures (Prop. 6.54), proveyendo condiciones su�cientes bajo la scuales una es-

trategia de reducción es normalizante. Como corolario, concluimos que, en el LSC sin gc

la estrategia call-by-name (Coro. 6.56) y una variante de la estrategia call-by-need (Co-

ro. 6.59) son ambas normalizantes.

1.0.6. Publicaciones y trabajo no incluido en esta tesis

Las siguientes publicaciones corresponden a resultados de esta tesis:

B. Acca�oli, P. Barenbaum, D. Mazza. Distilling Abstract Machines. Proceedings of

the International Conference on Functional Programming (ICFP), ACM SIGPLAN Notices

49(9):363–376, 2014.

B. Acca�oli, P. Barenbaum, D. Mazza. A Strong Distillery. Asian Symposium on Pro-

gramming Languages and Systems (APLAS), LNCS 9458:1–20, 2015.

P. Barenbaum, E. Bonelli. Optimality and the Linear Substitution Calculus. Formal

Structures for Computation and Deduction (FSCD), 9:1–9:16, 2017.
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T. Balabonski, P. Barenbaum, E. Bonelli, D. Kesner. Foundations of Strong Call by
Need. Proceedings of the International Conference on Functional Programming (ICFP),

ACM SIGPLAN Notices 20:1–20:29, 2017.

P. Barenbaum, E. Bonelli, K. Mohamed. Pattern Matching and Fixed Points: Re-
source Types and Strong Call-By-Need. Principles and Practice of Declarative Pro-

gramming (PPDP), 6:1–6:12, 2018.

Hay además otro trabajo en el que estuve involucrado durante mi doctorado que no se

incluye en este documento. Junto con Gonzalo Ciruelos, usamos un cálculo con�uente basado

en un sistema de tipos intersección no idempotente para estudiar espacios de derivación en

el cálculo-λ puro (sin tipos). Este fue el tema de la Tesis de Licenciatura de Gonzalo y resultó

también en una publicación:

P. Barenbaum, G. Ciruelos. Factoring Derivation Spaces via Intersection Types.
Asian Symposium on Programming Languages and Systems (APLAS), 24–44, 2018.



Capı́tulo 2

Destilación de máquinas abstractas

2.1. Introducción
Este capı́tulo es fruto de la colaboración con Beniamino Acca�oli y Damiano Mazza y se

estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

En la Sección 2.2 presentamos cinco estrategias de reducción (Def. 2.2) usando susti-

tuciones explı́citas a distancia. Especı́�camente, las cinco estrategias de reducción son:

(1) call-by-name, (2) call-by-value, con evaluación de izquierda a derecha, (3) call-by-

value, con evaluación de derecha a izquierda, (4) call-by-need, (5) call-by-name fuerte.

Las primeras cuatro estrategias son sencillas de de�nir, a través de una noción adecuada

de contexto de evaluación. Estas estrategias son conocidas en la literatura desde hace

décadas y no reclamamos originalidad alguna por su de�nición, aunque cabe destacar

que esta es la primera presentación que utiliza sustituciones explı́citas a distancia. En

particular, la estrategia call-by-need débil es simple en comparación con formulaciones

previas [5, 33, 6, 11]—tiene dos reglas de reducción y la gramática de los contextos de

evaluación consta únicamente de cuatro producciones.

La estrategia call-by-name fuerte requiere más cuidado. Nuestra presentación sigue el

trabajo de Acca�oli y Dal Lago [4]. En la Sección 2.2.1 demostramos que el call-by-

name fuerte, de�nido usando contextos de evaluación, se corresponde con la reducción

linear le�most-outermost en el LSC [2, 4]—es decir, es simultáneamente un re�namiento

de la β-reducción le�most-outermost y una extensión de la reduccı́on linear head para

evaluación a forma normal.

Además, demostramos que todas estas estrategias son determinı́sticas (Prop. 2.10).

En la Sección 2.3 de�nimos una noción de equivalencia estructural ”S para cada

estrategia de reducción S de�nida en la Sección 2.2. El principal resultado técnico es

que, para cada estrategia S, resulta que la relación de equivalencia estructural ”S

es una bisimulación fuerte con respecto a la estrategia S (Prop. 2.13).

En la Sección 2.4 introducimos la noción de destilerı́a, una estructura abstracta usa-

da para relacionar las estrategias de reducción y las máquinas abstractas que las imple-

14
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mentan.

En la Sección 2.5 de�nimos máquinas abstractas que implementan cada una de las es-

trategias, y demostramos que todas las máquinas abstractas de�nidas constituyen
destilerı́as para las estrategias de reducción correspondientes:

Strategy Abstract Machine
call-by-name KAM Sección 2.5.1

MAM Sección 2.5.2

call-by-value CEK Sección 2.5.3

CEK dividida Sección 2.5.4

LAM Sección 2.5.5

call-by-need MAD Sección 2.5.6

MAD fusionada Sección 2.5.7

MAD con punteros Sección 2.5.8

call-by-name fuerte MAM fuerte Sección 2.5.9

Por último, en la Sección 2.6 mostramos que, para cada una de las máquinas abstractas

de�nidas en Sección 2.5, la longitud de una ejecución en la máquina está bilinealmente
relacionada con la longitud de la secuencia de reducción que comienza en el mismo

término inicial, en la estrategia de reducción correspondiente.

2.2. Estrategias de reducción
En esta sección de�nimos cinco estrategias de reducción determinı́sticas: call-by-name

(name), dos variantes de call-by-value (valueLR, valueRL), call-by-need (need), y call-by-name

fuerte (nameS). Además, en Sección 2.2.2 demostramos que todas estas estrategias son deter-

minı́sticas.

De�nición 2.1 (Reglas de reescritura en la raı́z). El conjunto de términos está dado por la

gramática t ::“ x | λx.t | ts | trxzss. Los valores están dados por v ::“ λx.t, y los contextos

de sustitución están dados por L ::“ l | Lrxzts. Un término de la forma vL se denomina una

respuesta.

Dada una familia �ja de contextos de evaluación (E, E1, . . .), de�nimos las cuatro siguientes

reglas de reescritura en la raı́z—dos reglas tipo db y dos reglas tipo ls:

pλx.tqL s ÞÑdb trxzssL

pλx.tqL vL1 ÞÑdbv trxzvL1sL

Exxxyyrxzss ÞÑls Exsyrxzss

ExxxyyrxzvLs ÞÑlsv ExvyrxzvsL

Observar que en las reglas terminadas en “v”, se espera que el argumento de la aplicación o

ustitución sea una respuesta. Además, usamos las notaciones
E
ÞÑls y

E
ÞÑlsv para especi�car la

familia de contextos que utilizan las reglas, donde E es la meta-variable utilizada para designar

contextos de esa familia.
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Una estrategia de reducción se especi�ca por medio de una elección de reglas de reduc-
ción en la raı́z, elección que consta siempre de una regla multiplicativa (db or dbv) una regla

exponencial (ls or lsv), y una familia de contextos de evaluación. La regla multiplicativa

(resp. exponencial) elegida se nota, genéricamente, ÞÑm (resp. ÞÑe). Si E toma valores sobre una

familia �ja de contextos de evaluación, las clausuras contextuales de las reglas de reescritura

en la raı́z se notan Ñm
def
“ ExÞÑmy y Ñe

def
“ ExÞÑey. La relación de reescritura que de�ne la

estrategia de reducción es la uniónÑ
def
“ Ñm Y Ñe.

De�nición 2.2 (Estrategias de reducción name, valueLR, valueRL, need, nameS). Las estra-

tegias de reducción call-by-name (name), call-by-value de izquierda a derecha (valueLR), call-

by-value de derecha a izquierda (valueRL), call-by-need (need), y call-by-name fuerte (nameS),

se especi�can por las siguientes elecciones de reglas de reducción en la raı́z y familias de

contextos de evaluación:

Estrategia Contextos de evaluación ÞÑm ÞÑe Ñm Ñe

name H ::“ l | H t | Hrxzts ÞÑdb
H
ÞÑls HxÞÑdby Hx

H
ÞÑlsy

valueLR V ::“ l | V t | vL V | Vrxzts ÞÑdbv
V
ÞÑlsv VxÞÑdbvy Vx

V
ÞÑlsvy

valueRL R ::“ l | R vL | t R | Rrxzts ÞÑdbv
R
ÞÑlsv RxÞÑdbvy Rx

R
ÞÑlsvy

need N ::“ l | N t | Nrxzts | N1xxyrxzNs ÞÑdb
N
ÞÑlsv NxÞÑdby Nx

N
ÞÑlsvy

nameS S ::“ (contextos S , ver Def. 2.3) ÞÑdb
S
ÞÑls SxÞÑdby Sx

S
ÞÑlsy

2.2.1. Call-by-name fuerte

La estrategia call-by-name fuerte es la única estrategia de reducción fuerte que estudiamos

en este capı́tulo. Para completar la de�nición de la estrategia call-by-name fuerte, debemos

dar una de�nición para la correspondiente familia de contextos de evaluación (S, S1, . . .):

De�nición 2.3 (Contextos de evaluación call-by-name fuerte). Un término es neutral si es

ÑdbYls-normal en el LSC y no es de la forma pλx.tqL. Un contexto C es un contexto de eva-

luación call-by-name fuerte si el juicio “C P S” es derivable a partir de las siguientes reglas de

inferencia inductivas:

(ax-S)

l P S
C P S C ‰ pλx.C1qL

(@l-S)

C t P S

C P S
(λ-S)

λx.C P S

t es neutral C P S
(@r-S)

t C P S

C P S x R lfvpCq
(ES-S)

Crxzts P S

Caracterización alternativa de la estrategia call-by-name fuerte

La estrategia call-by-name fuerte se puede caracterizar exactamente como la reducción

le�most-outermost linealÑ
LO

. Para de�nirÑ
LO

necesitamos algunas de�niciones previas:
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De�nición 2.4 (Orden LO). Escribimos C ăp t si hay un término s tal que Cxsy “ t. La

llamamos relación de pre�jo.

El orden de adentro hacia afuera C ăO C1 entre contextos arbitrarios C, C1 se de�ne por

medio de las siguientes reglas:

1. Root: l ăO C para todo contexto C ‰ l.

2. Clausura contextual: si C ăO C1 entonces C2xCy ăO C2xC1y para cualquier contexto C2.

Observar que ăO se puede ver como la relación de pre�jo ăp sobre contextos. El orden de

izquierda a derecha C ăL C1 se de�ne por:

1. Aplicación: si C ăp t y C1 ăp s entonces C s ăL t C
1
.

2. Sustitución: si C ăp t y C1 ăp s entonces Crxzss ăL trxzC
1s.

3. Clausura contextual: si C ăL C1 entonces C2xCy ăL C2xC1y para cualquier contexto C2.

Por último, el orden de izquierda a derecha, de afuera hacia adentro se de�ne ası́: C ăLO C1 si

C ăO C1 o C ăL C1.

Lema 2.5 (Totalidad de ăLO). Si C ăp t y C1 ăp t entonces o bien C ăLO C1, o bien C1 ăLO C, o

bien C “ C1.

Identi�camos los redexes con el contexto que se enfoca en su ancla. Recordar que el ancla

de un paso db es la aplicación que se contrae, y el ancla de un paso ls es la variable que se

contrae.

De�nición 2.6 (Reducción LO linealÑ
LO

). Sea t un término. Un redex C es el redex le�most-

outermost (LO) de t si C ăLO C1 para cualquier otro redex C1 de t. Escribimos t Ñ
LO
s para un

paso que contrae el redex le�most-outermost.

A continuación de�nimos los contextos LO y demostramos que la posición de un paso LO

lineal es siempre un contexto LO. Necesitamos la noción de variable libre a izquierda de un

contexto, es decir, la de una variable que ocurre libre a la izquierda del agujero.

De�nición 2.7 (Variables libres a izquierda). El conjunto lfvpCq de variables libres a izquierda

de C se de�ne por:

lfvplq
def
“ ∅ lfvptCq

def
“ fvptq Y lfvpCq

lfvpλx.Cq
def
“ lfvpCqztxu lfvpCrxztsq

def
“ lfvpCqztxu

lfvpCtq
def
“ lfvpCq lfvptrxzCsq

def
“ pfvptqztxuq Y lfvpCq

Por último, podemos de�nir los contextos LO:

De�nición 2.8 (Contextos LO). Un contexto C es LO si:

1. Aplicación a derecha: cada vez que C “ C1xt C2y se tiene que t es neutral.
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2. Aplicación a izquierda: cada vez que C “ C1xC2ty se tiene que C2 ‰ Lxλx.C3y.

3. Sustitución: cada vez que C “ C1xC2rxzssy se tiene que x R lfvpC2q.

Lema 2.9 (Caracterización de contextos LO).

1. Sea C un contexto. Entonces C P S si y sólo si C es LO.

2. Sea tÑ s contrayendo un redex bajo un contexto C. Entonces C es un pasoÑ
LO

si y sólo si

C es LO.

2.2.2. Determinismo

Todas las estrategias de reducción estudiadas en este capı́tulo son determinı́sticas:

Proposición 2.10 (Determinismo). Las cinco estrategias de Def. 2.2 son determinı́sticas. En cada

caso, si E1, E2 son contextos de evaluación, r1, r2 son anclas, y E1xr1y “ E2xr2y, entonces E1 “ E2

y r1 “ r2. Ası́, hay a lo sumo una manera de reducir un término de acuerdo con cualquiera de

dichas estrategias.

2.3. Equivalencia estructural
Cada una de las cinco estrategias de reducción S P tname, valueLR, valueRL, need, nameSu

presentadas hasta el momento viene equipada con una noción correspondiente de equiva-

lencia estructural, escrita ”S. La equivalencia estructural permite manipular las sustituciones

explı́citas, “moviéndolas” de forma computacionalmente irrelevante. Técnicamente, esto se ex-

presa con la propiedad de que la equivalencia estructural es una bisimulación fuerte.

Cada noción de equivalencia estructural está dada eligiendo algunos de los siguientes axio-

mas:

De�nición 2.11 (Axiomas para equivalencia estructural).

pλx.tqryzss ”λ λx.tryzss if x R fvpsq

pt uqrxzss ”@ trxzssurxzss

pt uqrxzss ”@l trxzssu if x R fvpuq

pt uqrxzss ”@r t urxzss if x R fvptq

trxzssryzus ”com tryzusrxzss if y R fvpsq and x R fvpuq

trxzssryzus ”r¨s trxzsryzuss if y R fvptq

trxzss ”gc t if x R fvptq

trxzss ”dup trysxrxzssryzss

En la regla ”dup, trysx denota un término obtenido a partir de t renombrando algunas (posi-

blemente ninguna) de las ocurrencias de x como y.
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De�nición 2.12 (Equivalencias estructurales). Para cada estrategia S, elegimos un subcon-

junto de los axiomas de equivalencia estructural, y una familia de contextos, del siguiente

modo:

Estrategia Axiomas de equivalencia estructural Familia de contextos

name ”@,”com,”r¨s,”gc,”dup H

valueLR ”@,”com,”r¨s,”gc,”dup V

valueRL ”@,”com,”r¨s,”gc,”dup R

need ”@l,”com,”r¨s N

nameS ”λ,”@l,”@r,”com,”r¨s,”gc,”dup C (contextos arbitrarios)

La equivalencia estructural”S correspondiente se de�ne como la clausura re�exiva, simétrica,

transitiva y contextual de los axiomas, bajo la familia de contextos especi�cada.

Observar que las equivalencias estructurales para call-by-name y call-by-value usan los

mismos axiomas, pero cerrados bajo sus respectivas nociones de contexto de evaluación. La

equivalencia estructural para call-by-name fuerte está cerrada bajo contextos arbitrarios. Por

ejemplo:

ppλx.xqyqrxzx1sryzy1s ”valueLR ppλx.xqyqryzy1srxzx1s (by ”com)

”valueLR ppλx.xqryzy1s yryzy1sqrxzx1s (by ”@)

”valueLR ppλx.xq yryzy1sqrxzx1s (by ”gc)

y:

pλx.y yqryzzs ”nameS λx.py yqryzzs (by ”λ)

”nameS λx.py1 y2qry1zzsry2zzs (by ”dup)

”nameS λx.py1ry1zzs y2qry2zzs (by ”@l)

”nameS λx.y1ry1zzs y2ry2zzs (by ”@r)

El resultado clave es el siguiente:

Proposición 2.13 (La equivalencia estructural es una bisimulación fuerte). Sea x P tm, eu. Si

t ”S t
1 Ñx s entonces existe s1 tal que tÑx s

1 ”S s.

Una propiedad esencial de las bisimulaciones fuertes es que pueden posponerse. En efecto,

es inmediato probar el siguiente resultado para cualquiera de las cinco estrategias de Def. 2.2:

Lema 2.14 (Postposición de la equivalencia estructural). Sea t pÑm Y Ñe Y ”q
˚ s. Entonces

t pÑm Y Ñeq
˚ ” s y el número de pasos multiplicativos y exponenciales en las dos secuencias

de reducción es exactamente el mismo.

En los teoremas de simulación para máquinas con entornos globales usaremos también la

siguiente propiedad de conmutación entre sustituciones y contextos de evaluación:

Lema 2.15 (Las sustituciones explı́citas conmutan con los contextos de evaluación, salvo ”).
Sea E un contexto de evaluación para una estrategia S. Si x R fvpEq y E no liga ninguna de las

variables libres de s, entonces Extyrxzss ”S Extrxzssy.
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2.4. Destilerı́as
En esta sección se presenta una visión abstracta, de alto nivel, de la relación entre máquinas

abstractas y cálculos de sustituciones explı́citas, a través de la siguiente noción:

De�nición 2.16 (Destilerı́a). Una destilerı́a D “ pM,S,”, rr ¨ ssq está dada por:

1. Una máquina abstracta M, dada por:

1.1 Una relación de reducción determinı́stica ùM sobre un conjunto de estados State “

tS1, S2, . . .u.

1.2 Una clase distinguida de estados llamados estados iniciales, en biyección con λ-

términos cerrados y de la cual se obtienen los estados alcanzables aplicando ùM
˚
.

1.3 Una partición de las transiciones que de�nen la relación ùM:

1.3.1 Transiciones de búsqueda, notadas ùs.

1.3.2 Transiciones principales, que a su vez se particionan en:

1.3.2.1 Transiciones multiplicativas, notadas ùm.

1.3.2.2 Transiciones exponenciales, notadas ùe.

2. Una estrategia de reducción determinı́stica S dada por un par pÑm,Ñeq de relaciones de

reescritura sobre términos con sustituciones explı́citas.

3. Una relación de equivalencia estructural ” sobre términos con sustituciones explı́citas,

tal que ” es una bisimulación fuerte con respecto aÑm yÑe.

4. Una destilación rr ¨ ss, es decir, una función de decodi�cación de estados a términos, tal

que, sobre los estados alcanzables se tiene:

4.1 Búsqueda: S ùs S
1
implica rrSss ” rrS 1ss.

4.2 Multiplicativa: S ùm S
1
implica rrSss Ñm” rrS

1ss.

4.3 Exponencial: S ùe S
1
implica rrSss Ñe” rrS

1ss.

Dada una destilerı́a, el siguiente resultado de simulation se veri�ca de forma abstracta.

Escribamos |ρ| (resp. |π|), |ρ|m (resp. |π|m), |ρ|e (resp. |π|e), y |ρ|p para notar el número de pasos

no especi�cados, multiplicativos, exponenciales y principales en una ejecución ρ : S ùM
˚ S 1

de la máquina (resp. en una derivación π : tÑ˚
S t
1
de la estrategia). Entonces:

Proposición 2.17 (Simulación). SeaD una destilerı́a. Entonces para cada ejecución ρ : S ùM
˚

S 1 hay una derivación π : rrSss Ñ˚” rrS 1ss tal que |ρ|m “ |π|m, |ρ|e “ |π|e, y |ρ|p “ |π|.

2.4.1. Destilerı́as re�ectivas

Dada una destilerı́a, uno esperarı́a que la reducción en la estrategia se re�eje en la máquina.

Este resultado requiere dos propiedades abstractas adicionales:
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De�nición 2.18 (Destilerı́a re�ectiva). Una destilerı́a es re�ectiva cuando:

1. Terminación: las transiciones de búsqueda ùs terminan comenzando desde estados al-

canzables. Ası́, por determinismo, todo estadoS tiene una única forma normal de búsque-

da nfspSq.

2. Progreso: si S es alcanzable, nfspSq “ S y rrSss Ñx t con x P tm, eu, entonces existe un

estado S 1 tal que S ùx S
1
.

Ası́ podemos demostrar el siguiente resultado de re�exión abstracto:

Lema 2.19 (Re�exión). Sea D una destilerı́a re�ectiva. Sea S un estado alcanzable, y sea x P

tm, eu. Entonces rrSss Ñx t implica que existe un estado S 1 tal que nfspSq ùx S
1
y rrS 1ss ” t.

El lema precedente se puede extender fácilmente a un resultado de simulación reversa:

Proposición 2.20 (Simulación reversa). Sea D una destilerı́a re�exiva y sea S un estado inicial.

Dada una derivación π : rrSss Ñ˚ t hay una ejecución ρ : S ùM
˚ S 1 tal que t ” rrS 1ss y

|ρ|m “ |π|m, |ρ|e “ |π|e, y |ρ|p “ |π|.

2.5. Máquinas abstractas
En esta sección introducimos máquinas abstractas y sus destilaciones, y demostramos que

forman destilerı́as re�ectivas con respecto a las estrategias de Sección 2.2.

2.5.1. Call-by-name: la KAM

La máquina abstracta de Krivine (KAM), de�nida originalmente por Jean-Louis Krivi-

ne [27], es la primera máquina que estudiamos en este capı́tulo.

De�nición 2.21 (Máquina abstracta de Krivine). Un estado de la KAM (S, S1, S2, . . .) es un

par pc, πq, donde c es una clausura y π es una pila de clausuras. Las clausuras se de�nen

mutuamente recursivamente con los entornos locales e:

c ::“ pt, eq e ::“ ε | rxzcs :: e

π ::“ ε | c :: π S ::“ pc, πq

Por legibilidad, notamos t | e | π para un estado pc, πq donde c “ pt, eq. Las transiciones de la

KAM son:

ts | e | π ùs t | e | ps, eq :: π

λx.t | e | c :: π ùm t | rxzcs :: e | π

x | e | π ùe t | e1 | π

donde ùe aplica sólo si e “ e1 :: rxzpt, e1qs :: e2.

Un aspecto crucial de nuestra metodologı́a es que los entornos y pilas pueden ser enten-

didos como contextos, a través de la siguiente decodi�cación, que veri�ca las propiedades

enunciadas en el siguiente lema:
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De�nición 2.22 (Decodi�cación de la KAM).

rrεss
def
“ l rrrxzcs :: ess

def
“ rressxlrxzrrcsssy

rrpt, eqss
def
“ rressxty rrc :: πss

def
“ rrπssxlrrcssy

rrt | e | πss
def
“ rrπssxrressxtyy

Lema 2.23 (Decodi�cación contextual). Sean e un entorno y π una pila de la KAM. Entonces

rress es un contexto de sustitución, y tanto rrπss como rrπssxrressy son contextos de evaluación call-

by-name.

A continuación enunciamos los invariantes dinámicos de la máquina:

Lema 2.24 (Invariantes de la KAM). Sea S “ s | e | π un estado alcanzable de la KAM cuyo

código inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas.

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t.

3. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres

de t (i.e. supppcq Ď fvptq).

4. Tamaño del entorno: la longitud de cualquier entorno en S está acotada por |t|.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. El invariante de nombre es la

propiedad abstracta que permite evitar tanto la α-equivalencia como la generación de nom-

bres en las ejecuciones de la KAM. Debe tenerse en cuenta que, por de�nición de clausura

consistente en nombres, no puede haber repeticiones en el soporte de un entorno. Por lo tan-

to la longitud de cualquier entorno en cualquier estado alcanzable está limitada por el número

de nombres distintos en el código inicial t, es decir con |t|. Este hecho es importante, ya que

el lı́mite estático en el tamaño de los entornos garantiza que ùe y ùs—las transiciones

que hacen búsqueda y copias de entornos—pueden implementarse (independientemente de la

representación concreta elegida) en peor caso en tiempo lineal en |t|, para que una ejecución ρ

se pueda implementar en Op|ρ| ¨ |t|q. Lo mismo se aplicará a todas las máquinas con entornos

locales. De hecho, esta observación puede entenderse como una de�nición: diremos que una

máquina abstracta es razonable si su implementación posee la cota bilineal anterior. Ası́ la

duración de una ejecución de una máquina razonable proporciona una estimación precisa de

su costo de implementación.

Por último, tenemos:

Teorema 2.25 (Destilación de la KAM). pKAM, name,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva.
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2.5.2. Call-by-name con entorno global: la MAM

El LSC sugiere el diseño de una versión más simple de la KAM, que llamamos la máquina

abstrcta de Milner (MAM), que no usa la noción de clausura. A nivel del lenguaje, la idea

es que aplicando repetidametne los axiomas ”dup y ”@ de la equivalencia estructural, todas

las sustituciones explı́citas pueden llevarse hacia afuera. A nivel de la máquina, los entornos

locales en las clausuras se reemplazan por un único entorno global que liga todas las variables

libres del código y la pila, ası́ como las variables libres presentes en el entorno global mismo.

Pasar naı̈vemente a un entorno global rompe el invariante de consistencia de nombres de

la máquina. Este punto se resuelve utilizando un α-renombre, generando un nombre fresco, en

la transición asociada a la variable (exponencial), es decir, cuando se efectúa una sustitución.

De�nición 2.26 (Máquina abstracta de Milner). La MAM emplea entornos globales E ::“ ε |

rxzts :: E. Las pilas son listas de códigos, es decir, π ::“ ε | t :: π. Un estado es una tripla

S “ pt, π, Eq. Las transiciones de la MAM son:

ts | π |E ùs t | s :: π | E

λx.t | s :: π |E ùm t | π | rxzss :: E

x | π |E ùe t
α
| π | E

donde la transición ùe aplica sólo si E “ E2xE 1rxztsy y t
α

es un código consistente en

nombres, α-equivalente a t y tal que cualquier nombre ligado en t
α

es fresco con respecto a

aquellos en π y E.

De�nición 2.27 (Decodi�cación de la MAM). La decodi�cación de un estado de la MAM

t | π | E es similar a la decodi�cación de un estado de la KAM, pero los contextos de la pila y

el entornoe aplican en orden inverso:

rrεss
def
“ l rrrxzts :: Ess

def
“ rrEssxlrxztsy

rrt :: πss
def
“ rrπssxlty rrt | π | Ess

def
“ rrEssxrrπssxtyy

A cada estado t | π | E de la MAM le asociamos un par prrπssxty, Eq, al que llamamos la

clausura global del estado. Observar que rrπssxty ahora es un código, es decir, no contiene

sustituciones explı́citas.

Lema 2.28 (Decodi�cación contextual). Sea E un entorno global y sea π una pila de la MAM.

Entonces rrEss es un contexto de sustitución, y tanto rrπss como rrπssxrrEssy son contextos de eva-

luación.

Para los invariantes dinámicos, necesitamos una noción diferente de clausura cerrada.

De�nición 2.29. Dado un entorno global E y un código t, de�nimos por inducción mutua

dos predicados E es cerrado y pt, Eq es cerrado del siguiente modo:

ε es cerrado

pt, Eq es cerrado ùñ rxzts :: E es cerrado

fvptq Ď supppEq ^ E es cerrado ùñ pt, Eq es cerrado
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Los invariantes dinámicos son:

Lema 2.30 (Invariantes de la MAM). Sea S “ s | π | E un estado de la MAM alcanzado por

una ejecución ρ de un código inicial t consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura global: la clausura global prrπssxty, Eq de S es cerrada;

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

3. Nombres: la clausura global de S es consistente en nombres;

4. Tamaño del entorno: la longitud del entorno global en S está acotada por |ρ|m.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. Observar la nueva versión del

invariante de tamaño del entorno. La cota depende ahora del tamaño de la ejecución ρ, y no del

tamaño del término inicial t. Si uno implementa ùe buscando la variable x en el entorno E

secuencialmente, cada transición ùe tiene costo Op|ρ|mq, y se ve fácilmente que el costo de

implementar ρ resulta cuadrático en |ρ|. Por consiguiente—a primera vista—la MAM no serı́a

una máquina abstracta razonable. No obstante, la intención es que la MAM se implemente

utilizando una representación de códigos en los que las variables son punteros, de tal modo

que buscar el valor asociado a la variable x enE tome tiempo constante. Ası́, el entorno global,

a pesar de que se formalice como una lista, deberı́a ser entendido como una memoria.

El invariante de nombres es el que garantiza que las variables se pueden implementar como

punteros, puesto que no hay colisiones. Observar que el costo de una transición ùe no es

constante, pues la operación de renombre hace que el costo de ùe sea lineal en el tamaño |t|

(como resultado del invariante del subtérmino). Ası́, asumiendo una representación basada en

punteros, ρ se puede implementar en tiempoOp|ρ| ¨ |t|q, al igual que ocurre con máquinas con

entorno local (como la KAM). En otras palabras, la MAM es una máquina abstracta razonable.

Teorema 2.31 (Destilación de la MAM). pMAM, name,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva. En

particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda: si S ùs S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

2. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm” rrS

1ss;

3. Exponential: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe“α rrS

1ss.

2.5.3. Call-by-value de izquierda a derecha: la CEK

En esta sección presentamos una adaptación de la KAM para call-by-value, correspondien-

te a la máquina CEK de Felleisen y Friedman [16] (excluyendo operadores de control). Esta

máquina implementa call-by-value de izquierda a derecha.

Los estados de la CEK tienen la misma forma que los estados de la KAM, es decir, están da-

dos por una clausura y una pila. La diferencia es que usan pilas call-by-value, cuyos elementos

están etiquetados o bien como argumentos o bien como funciones, de tal modo que la máquina

pueda determinar si el código actualmente evaluado es una función que debe ser aplicada al

argumento (aún no evaluado) que se encuentra en el tope de la pila, o el argumento para la

función (ya evaluada) que se encuentra en el tope de la pila.
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De�nición 2.32 (Máquina CEK). Las pilas se de�nen como sigue:

π ::“ ε | fpcq :: π | apcq :: π

Un estado es una tripla S “ pt, e, πq. Las transiciones de la CEK son:

ts | e | π ùs1 t | e | aps, eq :: π

v | e | aps, e1q :: π ùs2 s | e1 | fpv, eq :: π

v | e | fpλx.t, e1q :: π ùm t | rxzpv, eqs :: e1 | π

x | e | π ùe t | e1 | π

donde la transición ùe aplica sólo si e “ e2 :: rxzpt, e1qs :: e3.

De�nición 2.33 (Decodi�cación de la CEK). Las pilas se decodi�can como sigue:

rrεss
def
“ l

rrfpcq :: πss
def
“ rrπssxrrcssly

rrapcq :: πss
def
“ rrπssxlrrcssy

Los estados de la máquina se decodi�can exactamente igual que en el caso de la KAM, es decir

rrt | e | πss
def
“ rrπssxrressxtyy.

Es posible demostrar que los entornos decodi�can a contextos de sustitución, pero para

demostrar que rrπss y rrπssxrressy son contextos de evaluación, es preciso establecer primero los

invariantes dinámicos de la máquina.

Lema 2.34 (Invariantes de la CEK). Sea S “ s | e | π un estado alcanzable de la CEK cuyo

código inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

3. Valor: cualquier código en e es un valor y, para cada elemento de π de la forma fps, e1q, s

es un valor;

4. Decodi�cación contextual: rrπss y rrπssxrressy son contextos de evaluación call-by-value de

izquierda a derecha;

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres

de t (i.e. supppcq Ď fvptq);

6. Tamaño del entorno: la longitud de cualquier entorno en S está acotada por |t|.

Teorema 2.35 (Destilación de la CEK). pCEK, valueLR,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva. En

particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda 1: si S ùs1 S
1
entonces rrSss ” rrS 1ss;

2. Búsqueda 2: si S ùs2 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss.

3. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm rrS

1ss;

4. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe” rrS

1ss;
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2.5.4. Call-by-value de izquierda a derecha: la CEK dividida

Para la máquina CEK demostramos que la pila, que contiene tanto argumentos como fun-

ciones, se decodi�ca a un contexto de evaluación (Lem. 2.34.4). En esta sección estudiamos

otra máquina para evaluación call-by-value de izquierda a derecha, llamada la CEK dividida

(SCEK), que tiene dos pilas: una para argumentos y otra para funciones. Ambas decodi�can a

contextos de evaluación.

De�nición 2.36 (Máquina SCEK). Las pilas se de�nen como en el caso de la KAM. La sintaxis

de los dumps está dada por:

D ::“ ε | pc, πq :: D

Los estados son 4-uplas pt, e, π,Dq. Las transiciones de la SCEK son:

ts | e | π | D ùs1 t | e | ps, eq :: π | D

v | e | pt, e1q :: π | D ùs2 t | e1 | ε | ppv, eq, πq :: D

v | e | ε | ppλx.t, e1q, πq :: D ùm t | rxzpv, eqs :: e1 | π | D

x | e :: rxzpv, e1qs :: e2 | π | D ùe v | e1 | π | D

De�nición 2.37 (Decodi�cación de la SCEK). La decodi�cación de términos, entornos, clau-

suras y pilas es igual que para la KAM. Un dump se decodi�ca a un contexto, de acuerdo

con:

rrεss
def
“ l rrppv, eq, πq :: Dss

def
“ rrDssxrrπssxrressxvlyyy

La decodi�cación de estados se de�ne por: rrt | e | π | Dss
def
“ rrDssxrrπssxrressxtyyy.

La máquina SCEK está ı́ntimamente relacionada con la máquina SECD de Landin [28], que

también incorpora la noción de dump. En [14], Danvy estudia la máquina SECD y demuestra

que la SECD implementa call-by-value de derecha a izquierda (y no call-by-value de izquierda

a derecha como la SCEK). El punto en esta sección es ilustrar que “dividir la pila” en una pila

de argumentos y un dump es una transformación general.

Lema 2.38 (Invariantes de la SCEK). Sea S “ s | e | π | D un estado alcanzable de la SCEK

cuyo código inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

3. Valor: el código de cualquier clausura en el dump o en cualquier entorno de S es un valor;

4. Decodi�cación contextual: rrDss, rrDssxrrπssy y rrDssxrrπssxrressyy son contextos de evalua-

ción call-by-value de izquierda a derecha.

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres

de t (i.e. supppcq Ď fvptq).

6. Tamaño del entorno: la longitud de cualquier entorno en S está acotada por |t|.
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Teorema 2.39 (Destilación de la SCEK). pSCEK, valueLR,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva.

En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda 1: si S ùs1 S
1
entonces rrSss ” rrS 1ss;

2. Búsqueda 2: si S ùs2 S
1
entonces rrSss ” rrS 1ss;

3. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm rrS

1ss;

4. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe” rrS

1ss.

2.5.5. Call-by-value de derecha a izquierda: la LAM

En esta sección presentamos otra adaptación a call-by-value de la KAM, una máquina que

llamamos Leroy Abstract Machine (LAM) e implementa call-by-value de derecha a izquierda.

La LAM debe su nombre a la máquina ZINC de Leroy [29], que implementa evaluación call-by-

value de derecha a izquierda. Le otorgamos un nuevo nombre porque la ZINC es una máquina

bastante más so�sticada que la LAM: posee un conjunto de instrucciones separado al que

los términos se compilan, manipula expresiones aritméticas y evita la creación de clausuras

innecesarias usando técnicas que no están capturadas por la LAM. La LAM se puede entender

como una variación menor de la CEK; la presentamos sobre todo para enfatizar la modularidad

de nuestra metodologı́a basada en contextos.

De�nición 2.40 (Máquina abstracta de Leroy). Las pilas y estados son los mismos que los de

la CEK. Las transiciones de la LAM son:

ts | e | π ùs1 s | e | fpt, eq :: π

v | e | fpt, e1q :: π ùs2 t | e1 | apv, eq :: π

λx.t | e | apcq :: π ùm t | rxzcs :: e | π

x | e | π ùe t | e1 | π

donde ùe aplica sólo si e “ e2 :: rxzpt, e1qs :: e3.

Lema 2.41 (Invariantes de la LAM). Sea S “ s | e | π un estado alcanzable de la LAM cuyo

código inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

3. Valor: cualquier código en e es un valor y, para cada elemento de π de la forma aps, e1q, s

es un valor;

4. Decodi�cación de contextos: rrπss y rrπssxrressy son contextos de evaluación call-by-value

de derecha a izquierda;

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres

de t (i.e. supppcq Ď fvptq);
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6. Tamaño del entorno: la longitud de cualquier entorno en S está acotada por |t|.

Teorema 2.42 (Destilación de la LAM). pLAM, valueRL,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva.

En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda 1: si S ùs1 S
1
entonces rrSss ” rrS 1ss;

2. Búsqueda 2: si S ùs2 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss.

3. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm rrS

1ss;

4. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe” rrS

1ss;

2.5.6. Call-by-need: la MAD

En esta sección de�nimos una nueva máquina abstracta para evaluación call-by-need, lla-

mada la máquina abstracta de Milner by-need (MAD). La MAD surge naturalmente como una

reformulación de la estrategia need (Def. 2.2) en el marco de las destilerı́as.

La MAD utiliza entornos globales como la MAM para implementar memoization, y utiliza

dumps como la SCEK para evaluar dentro de sustituciones explı́citas.

De�nición 2.43 (Máquina abstracta de Milner by-need). Los términos, entornos y pilas se

de�nen igual que para la KAM. Los dumps (D) se de�nen por:

D ::“ ε | pE, x, πq :: D

Las transiciones están dadas por:

ts | π | D | E ùs1 t | s :: π | D | E

λx.t | s :: π | D | E ùm t | π | D | rxzss :: E

x | π | D |E1 :: rxzts :: E2 ùs2 t | ε | pE1, x, πq :: D | E2

v | ε | pE1, x, πq :: D | E2 ùe vα | π | D |E1 :: rxzvs :: E2

De�nición 2.44 (Decodi�cación de la MAD). La decodi�cación de términos, entornos y pilas

se de�ne igual que para la KAM. La decodi�cación de dumps está dada por:

rrεss
def
“ l rrpE, x, πq :: Dss

def
“ rrEssxrrDssxrrπssxxyyyrxzls

La decodi�cación de estados se de�ne ası́: rrt | π | D | Ess :“ rrEssxrrDssxrrπssxtyyy.

Observar que cuando el código es una variable, se debe ejecutar una transición de búsque-

da. La idea es que cuando el código es una variable x y el entorno es de la formE1 :: rxzts :: E2,

la máquina deberı́a “saltar” para evaluar t, guardando el pre�jo del entorno E1, la variable x

sobre la cual se sustituirá el resultado de evaluar t, y la pila π. De hecho esto corresponde la

a evaluación weak head hereditaria.

Lema 2.45 (Decodi�cación contextual). Sean D, π, y E respectivamente un dump, una pila

y un entorno global de la MAD. Entonces rrDss, rrDssxrrπssy, rrEssxrrDssy y rrEssxrrDssxrrπssyy son

contextos de evaluación call-by-need.
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La noción de clausura cerrada se de�ne exactamente igual que para la KAM. Dado un

estado S “ t | π | D | E0 con D “ pE1, x1, π1q :: . . . :: pEn, xn, πnq, sus clausuras son

prrπssxty, E0q y, para cada i P t1, . . . , nu:

prrπissxxiy, Ei :: rxizrrπi´1ssxxi´1ys :: . . . :: rx1zrrπssxtys :: E0q

Los invariantes dinámicos son:

Lema 2.46 (Invariantes de la MAD). Sea S “ t | π | D | E0 un estado alcanzable de la MAD

cuyo código inicial t es consistente en nombres, y tal que D “ pE1, x1, π1q :: . . . :: pEn, xn, πnq.

Entonces:

1. Clausura global: las clausuras de S son cerradas;

2. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

3. Nombres: las clausuras de S son consistentes en nombres.

Teorema 2.47 (Destilación de la MAD). pMAD, need,”Need, rr ¨ ssq es una destilerı́a re�ectiva.

En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda 1: si S ùs1 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

2. Búsqueda 2: si S ùs2 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

3. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm”Need rrS

1ss;

4. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe“α rrS

1ss.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. Considerar la transición ùs2 .

Observar que almacenar el pre�jo E1 en el dump fuerza a implementar E en forma de lista,

y por lo tanto a recorrer E de manera secuencial. Este hecho va en contra de la intuición de

que E es una memoria (más que una lista) y hace que la MAD sea una máquina abstracta no

razonable (comparar con las consideraciones análogoas para la KAM y la MAM). Para resolver

este problema, en las secciones siguientes presentamos la MAD con punteros, una variante

de la MAD (similar a la máquina de Sesto� para call-by-need [?]) que evita el mecanismo de

guardar E1 en una entrada del dump. Esto permite volver a entender el entorno global como

una memoria. El rodeo se justi�ca del siguiente modo:

1. la MAD con punteros es más compleja que la MAD;

2. para el análisis de complejidad de la destilación, es más sencillo razonar acerca de la

MAD;

Obesrvar que el asunto sobre las implementaciones concretas es ortogonal al análisis de com-

plejidad del proceso de destilación.
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2.5.7. Call-by-need: la MAD fusionada

Al dividir la pila de la CEK en dos, obtuvimos una variante simple de la máquina SECD.

En esta sección aplicamos la transformación inversa a la MAD. El resultado es una máquina

que llamamod, MAD fusionada, que tiene una única pila y se puede entender como una ver-

sión sencilla de la KAM lazy de Crégut [12] (aunque nuestra de�nición está inspirada por la

presentación de Danvy y Zerny en [15]).

Para diferenciar los dos tipos de objetos en la pila, utilizamos un marcados, al igual que

para la CEK y la LAM. Formalmente:

De�nición 2.48 (MAD fusionada). Los términos y entornos se de�nen igual que para la

MAM. La sintaxis de las pilas es:

π ::“ ε | aptq :: π | hpE, xq :: π

donde aptq representa un término que se va a utilizar como argumento (igual que en el caso

de la CEK) y hpE, x, πq es similar a una entrada del dump de la MAD, aunque en este caso no

hay necesidad de guardar la pila. Las transiciones son:

ts | π | E ùs1 t | apsq :: π | E

λx.t | apsq :: π | E ùm t | π | rxzss :: E

x | π |E1 :: rxzts :: E2 ùs2 t |hpE1, xq :: π | E2

v |hpE1, xq :: π | E2 ùe vα | π |E1 :: rxzvs :: E2

De�nición 2.49 (Decodi�cación de la MAD fusionada). La decodi�cación se de�ne como

sigue:

rrεss
def
“ l

rrrxzts :: Ess
def
“ rrEssxlrxztsy

rrhpE, xq :: πss
def
“ rrEssxrrπssxxyyrxzls

rraptq :: πss
def
“ rrπssxlty

rrt | π | Ess
def
“ rrEssxrrπssxtyy

Lema 2.50 (Decodi�cación contextual). Sean π y E respectivamente una pila y un entorno

global de la MAD fusionada. Entonces rrπss y rrEssxrrπssy son contextos de evaluación call-by-

need.

Los invariantes dinámicos de la MAD fusionada son exactamente los mismos que los de la

MAD, con respecto a un conjunto de clausuras asociado un estado de�nido de manera análoga

al de la MAD(se omite la de�nición exacta).

Teorema 2.51 (Destilación de la MAD fusionada). pMAD fusionada, need,”Need, rr ¨ ssq es una

destilerı́a re�ectiva. En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda 1: si S ùs1 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

2. Búsqueda 2: si S ùs2 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

3. Multiplicativa: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñm”Need rrS

1ss;

4. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe“α rrS

1ss.
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2.5.8. Call-by-need: la MAD con punteros

En la MAD, el entorno global se divide entre el entorno de la máquina y las entradas del

dump. Esta elección hace que la decodi�cación sea muy natural. Pero uno querrı́a tener el

entorno global en un único lugar, para validar la intuición de que es una memoria más que

una lista, de tal modo que el dump sólo contenga variables y pilas. Esto es lo que hacemos en

esta sección, aprovechándonos del hecho de que los nombres de variables pueden entenderse

como punteros (ver las consideraciones abstractas en la Sec. 2.5.2 y la Sec. 2.5.6).

Esta nueva máquina se puede entender como una versión más simple de la máquina abs-

tracta Sesto� [?] (SAM). La nueva máquina utiliza una constante simbólica l para las sustitu-

ciones que ligan una variable que se encuentra en el dump.

De�nición 2.52 (La MAD con punteros). Los dumps y entornos se de�nen de la siguiente

manera:

D ::“ ε | px, πq :: D

E ::“ ε | rxzts :: E | rxzls :: E

Las transiciones están dadas por:

ts | π | D | E ùs1 t | s :: π | D | E

λx.t | s :: π | ε | E ùm1 t | π | ε | rxzss :: E

λx.t | s :: π | py, π1q :: D |E1 :: ryzls :: E2 ùm2 t | π | py, π1q :: D |E1 :: ryzls :: rxzss :: E2

x | π | D | E1 :: rxzts :: E2 ùs2 t | ε | px, πq :: D | E1 :: rxzls :: E2

v | ε | px, πq :: D |E1 :: rxzls :: E2 ùe vα | π | D | E1 :: rxzvs :: E2

Observar que hay dos transiciones multiplicativas. Ambas se simulan con pasos multiplica-

tivos, dependiendo de cuál sea el contenido del dump. Una sustitución de la forma rxzls se

llama pendiente, y en tal caso decimos que la variable x está pendiente.

Observar también que las variables en las entradas del dumpD aparecen en orden inverso

con respecto a las correspondientes sustituciones en el entorno E. Demostramos que esto en

efecto es un invariante, llamado compatibilidad.

De�nición 2.53 (Compatibilidad E9D). La relación de compatibilidad E9D entre entornos

y dumps se de�ne por:

1. ε9ε;

2. E :: rxzts9D si E9D;

3. E :: rxzls9px, πq :: D si E9D.

Observar que en un par compatible el entorno siempre es al menos tan largo como el dump.

De�nición 2.54 (Decodi�cación de la MAD con punteros). Un par compatible E9D se de-

codi�ca a un contexto como sigue:

rrpE, εqss
def
“ rrEss

rrpE :: rxzls, px, πq :: Dqss
def
“ rrpE,Dqssxrrπssxxyyrxzls

rrpE :: rxzts, py, πq :: Dqss
def
“ rrpE, py, πq :: Dqssrxzts
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La decodi�cación de un estado se de�ne ası́: rrt | π | D | Ess :“ rrpE,Dqssxrrπssxtyy bajo la

hipótesis de que E y D son compatibles.

El análisis de la MAD con punteros se basa en un invariante complejo que involucra la

relación de compatibilidad, además de una generalización del invariante de clausura global.

Necesitamos una de�nición auxiliar:

De�nición 2.55 (Sección de un entorno). Dado un entorno E, de�nimos su sección E ä como

la secuencia de sustituciones después de la sustitución pendiente más a la derecha. Formal-

mente:

εä :“ ε

pE :: rxztsqä :“ E ä:: rxzts

pE :: rxzlsqä :“ ε

Además, si un entornoE es de la formaE1 :: rxzls :: E2, de�nimosE äx:“ E1 ä:: rxzls :: E2.

La noción de clausura cerrada con entorno global (Sec. 2.5.2) se extiende a constantes

simbólicas l de la manera esperada.

Lema 2.56 (Invariantes de la MAD con punteros). Sea S “ t | E | π | D un estado alcanzable

de la Pointing MAD cuyo código inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Subtérmino: cualquier código en S es un subtérmino de t;

2. Nombres: la clausura global de S es consistente en nombres;

3. Compatibilidad dump-entorno:

3.1 prrπssxty, E äq es cerrado;

3.2 para cada par px, π1q en D, prrπ1ssxxy, E äxq es cerrado;

3.3 se veri�ca que E9D.

4. Decodi�cación contextual: rrpE,Dqss es un contexto de evaluación call-by-need.

Teorema 2.57 (Destilación de la MAD con punteros). pMAD con punteros, need,”Need, rr ¨ ssq

es una destilerı́a re�ectiva. En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Búsqueda: si S ùs1 S
1
o S ùs2 S

1
entonces rrSss “ rrS 1ss;

2. Multiplicativa: si S ùm1 S
1
o S ùm2 S

1
entonces rrSss Ñm”Need rrS

1ss;

3. Exponencial: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñe“α rrS

1ss;
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2.5.9. Call-by-name fuerte: la MAM fuerte

La máquina que de�nimos en esta sección implementa call-by-name fuerte, y se puede

entender como una versión fuerte de la MAM.

De�nición 2.58 (La MAM fuerte). Los conjuntos de pilas, entornos, frames y fases se de�nen

como sigue:

Frames F ::“ ε | pt, πq :: F | x :: F Pilas π ::“ ε | t :: π

Entornos E ::“ ε | rxzts :: E | Źx :: E | xŸ :: E Fases ϕ ::“ ó | ò

Los estados de la máquina son 5-uplas pF, t, π, E, ϕq. Las transiciones están dadas por:

F | ts | π |E | ó  ós1 F | t | s :: π | E | ó

F |λx.t | s :: π |E | ó ùm F | t | π | rxzss :: E | ó

F |λx.t | ε |E | ó  ós2 x :: F | t | ε | Źx :: E | ó

F | x | π |E | ó ùe F | t
α
| π | E | ó

if Epxq “ t

F | x | π |E | ó  ós3 F | x | π | E | ò

if Epxq “ Ź

x :: F | t | ε |E | ò  òs4 F |λx.t | ε | xŸ :: E | ò

pt, πq :: F | s | ε |E | ò  òs5 F | ts | π | E | ò

F | t | s :: π |E | ò  òs6 pt, πq :: F | s | ε | E | ó

Para el análisis de la máquina, utilizamos las siguientes nociones de frames ordinarios

(F ), frames débiles (Fw), y frames principales (Ft), y las siguientes nociones de entornos bien

formados (E), entornos débiles (Ew), y entornos principales (Et):

De�nición 2.59 (Nociones auxiliares de frames y entornos).

Frames ordinarios, débiles y principales

F ::“ Fw | Ft | Fw :: Ft

Fw ::“ ε | pt, πq :: F

Ft ::“ ε | x :: F

Entornos bien formados, débiles y principales

E ::“ Ew | Et | Ew :: Et

Ew ::“ ε | rxzts :: Ew | xŸ :: Ew :: Źx :: E 1w
Et ::“ ε | Źx :: E

Frames débiles y principales. Un frame F se descompone de manera única como F “ Fw ::

Ft, donde Fw “ pt1, π1q :: ¨ ¨ ¨ :: ptn, πnq (con n ě 0) es un frame débil y Ft es un frame

principal.

Entornos débiles y principales. Los entornos bien formados tienen una estructura débil/prin-

cipal. Se verá que los entornos de estados alcanzables son siempre bien formados como parte

del invariante de la máquina.

Acceso a entornos y garbage collection. Dentro de un entorno, los fragmentos de la forma

xŸ :: Ew :: Źx serán esencialmente ignorados—esta es una forma de garbage collection encap-

sulada en la decodi�cación. En particular, dado un entorno bien formado E de�nimos Epxq
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ası́:

εpxq :“ K pyŸ :: Ew :: Źy :: Eqpxq :“ Epxq

prxzts :: Eqpxq :“ t pŹx :: Eqpxq :“ Ź

pryzts :: Eqpxq :“ Epxq pŹy :: Eqpxq :“ Epxq

Escribimos ΛpEq para denotar el conjunto de variables ligadas a Ź en el entorno E, es decir,

aquellas variables cuyo alcance no está cerrado por Ÿ.

Lema 2.60 (Los entornos débiles tienen sólo scopes cerrados). Si Ew es un entorno débil, en-

tonces ΛpEwq “ ∅.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. La intención es que las varia-

bles se implementen como punteros a ubicaciones de memoria, de tal modo que el entorno sea

una memoria y el acceso tome tiempo constante en el modelo RAM. En particular, la estructura

de lista de los entornos y los delimitadores de scope se utilizan para de�nir la decodi�cación,

pero no se espera que formen parte de la implementación.

Compatibilidad. En la MAM fuerte, el frame y el entorno guardan información sobre las

abstracciones bajo las cuales se está efectuando actualmente la evaluación. Dicha información

debe ser coherente—de lo contrario la decodi�cación de un estado serı́a imposible. El siguiente

predicado de compatibilidad describe la correlación que debe existir entre la estructura del

frame y la del entorno.

De�nición 2.61 (Compatibilidad F9E). La relación de compatibilidad F9E entre frames y

entornos se de�ne a través de las siguientes reglas inductivas:

1. Base: ε9ε.

2. Extensión débil: pFw :: Ftq9pEw :: Etq si Ft9Et.

3. Abstracción: px :: F q9pŹx :: Eq si F9E.

Lema 2.62 (Propiedades de la compatibilidad).

1. Entornos bien formados: si F yE son compatibles entoncesE es un entorno bien formado.

2. Factorización: todo par compatible F9E se puede escribir como pFw :: Ftq9pEw :: Etq de

tal modo que Ft es de la forma Ft “ x :: F 1 si y sólo si Et es de la forma Et “ Źx :: E 1.

3. Los scopes abiertos coinciden: ΛpF q “ ΛpEq.

4. La compatibilidad conmuta con estructuras débiles: para todoFw yEw, se tiene queF9E

si y sólo si pFw :: F q9pEw :: Eq.

Al igual que en las máquinas abstractas anteriores, enunciamos los siguientes invariantes

dinámicos de la máquina, que se veri�can en todos los estados alcanzables:

Lema 2.63 (Invariantes de la MAM fuerte). Sea S “ ϕ | F | s | π | E un estado alcanzable

desde un estado correspondiente a un término inicial t0. Entonces:
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1. Compatibilidad: F y E son compatibles, es decir F9E.

2. Forma normal:

2.1 Código en fase de retroceso: si ϕ “ ò, entonces s es normal, y si π es no vacı́a,

entonces s es neutral.

2.2 Frame: si F “ F 1 :: pu, π1q :: F 2, entonces u es neutral.

3. Variables libres en fase de retroceso:

3.1 Código en fase de retroceso: si ϕ “ ò entonces fvpsq Ď ΛpF q.

3.2 Pares en el Frame: si F “ F 1 :: pu, π1q :: F 2 entonces fvpuq Ď ΛpF 2q.

4. Nombre:

4.1 Sustituciones: si E “ E 1 :: rxzts :: E2 entonces x es fresca con respecto a t y E2.

4.2 Delimitadores: si E “ E 1 :: Źx :: E2 y F “ F 1 :: x :: F 2 entonces x es fresca con

respecto a E2 y F 2, y E 1pyq “ K para toda variable y en F 2.

4.3 Abstracciones: si axt es un subtérmino de F , s, π, o E entonces x puede ocurrir sólo

en t y en el subentorno cerrado xŸ :: Ew :: Źx de E, si existe.

5. Clausura:

5.1 Entorno: si E “ E 1 :: rxzts :: E2 entonces E2pyq ‰ K para toda y P fvptq.

5.2 Código, pila y frame: Epxq ‰ K para toda variable libre x que ocurra dentro de s y

dentro de cualquier código de π y F .

La de�nición de la decodi�cación se basa en la noción de par compatible:

De�nición 2.64 (Decodi�cación de la MAM fuerte). Sea S “ pF, t, π, E, ϕq un estado tal que

F9E es un par compatible. Entonces S decodi�ca a un contexto CS y un término rrSss de la

siguiente manera:

Entornos débiles:

rrεss
def
“ l

rrrxzss :: Ewss
def
“ rrEwssxlrxzssy

rrxŸ :: Ew :: Źx :: E 1wss
def
“ rrE 1wss

Pares compatibles:

rrpε, εqss
def
“ l

rrppFw :: Ftq, pEw :: Etqqss
def
“ rrpFt, EtqssxrrEwssxrrFwssyy

rrppx :: F q, pŹx :: Eqqss
def
“ rrpF,Eqssxλx.ly
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Frames débiles:

rrεss
def
“ l

rrps, πq :: Fwss
def
“ rrFwssxrrπssxslyy

Pilas:

rrεss
def
“ l

rrs :: πss
def
“ rrπssxlsy

Estados:

CS
def
“ rrpF,Eqssxrrπssy

rrSss
def
“ CSxty

Los siguientes lemas resumen las propiedades de la decodi�cación:

Lema 2.65 (Los scopes cerrados se borran). Sea F9E un par compatible. Entonces rrpF, pxŸ ::

Ew :: Źx :: Eqqss “ rrpF,Eqss.

Lema 2.66 (Invariante de decodi�cación LO). Sea S “ xϕ | F | s | π | Ey un estado

alcanzable. Entonces rrpF,Eqss y CS son contextos LO.

Lema 2.67 (Decodi�cación y equivalencia estructural ”).

1. Las pilas y sustituciones conmutan: si x no ocurre libre en π entonces rrπssxtrxzssy ”

rrπssxtyrxzss;

2. Los pares compatibles absorben sustituciones: si x no ocurre libre en F entonces

rrpF,Eqssxtrxzssy ” rrpF, prxzss :: Eqqssxty.

Teorema 2.68 (Destilación de la MAM fuerte). pMAM fuerte,Ñ
LO
,”, rr ¨ ssq es una destilerı́a

re�ectiva. En particular:

1. Búsqueda 1, 2, 3, 5, 6: si S  s1,2,3,5,6 S
1
entonces rrSss “ rrS 1ss.

2. Búsqueda 4: si S  s4 S
1
entonces rrSss ”gc rrS

1ss;

3. Multiplicative: si S ùm S
1
entonces rrSss Ñdb”nameS rrS

1ss;

4. Exponential: si S ùe S
1
entonces rrSss Ñls rrS

1ss, duplicando el mismo subtérmino.

2.6. Análisis de complejidad
En esta sección, demostramos que la longitud de una ejecución ρ : S ùM

˚ S 1 en cada

una de las máquinas abstractas se puede acotar linealmente por la longitud de la derivación

destilada rrSss�S” rrS
1ss, salvo un factor |t| proporcional al tamaño del código inicial t.

Recordar que las transiciones principales (es decir, multiplicativas y exponenciales) se de-

codi�can como exactamnte un paso en la estrategia de reducción, en tanto que las transiciones

no principales (es decir, las de búsqueda) se decodi�can como cero pasos en la estrategia. Por

lo tanto, para obtener una cota para la longitud de la derivación destilada, alcanza con acotar

el número de pasos de búsqueda |ρ|s en una ejecución ρ en función de:
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1. el número de pasos principales |ρ| s,

2. el tamaño |t| del código inicial t.

El análisis sólo concierne a las máquinas, pero a través de los teoremas de destilación, permite

expresar también la longitud de ejecuciones en la máquina como una función lineal en la

longitud de las derivaciones destiladas en la estrategia. Para cada destilerı́a, demostramos que

la relación es lineal en los dos parámetros; más concretamente se veri�ca que |ρ|s P Opp|t| `

1q ¨ |ρ| sq.

De�nición 2.69. Sea M una máquina abstracta destilada y sea ρ : S ùM
˚ S 1 una ejecución

partiendo de un código inicial t. La máquina M se dice:

1. Localmente lineal si cada vez que S 1 ùk
s S

2
se tiene que k P Op|t|q.

2. Globalmente bilineal si |ρ|s P Opp|t| ` 1q ¨ |ρ| sq.

El siguiente resultado asegura que la linealidad local es una condición su�ciente para la

bilinealidad global.

Proposición 2.70 (Localmente linealñ globalmente bilineal). Sea M una máquina abstracta

destilada localmente lineal y sea ρ una ejecución partiendo de un código inicial t. Entonces M es

globalmente bilineal.

2.6.1. Call-by-name and call-by-value

Es fácil ver que las máquinas call-by-name y call-by-value machines son localmente linea-

les y por lo tanto globalmente bilineales.

Teorema 2.71 (Bilinealidad para call-by-name y call-by-value). Las destilerı́as para la KAM,

MAM, CEK, SCEK y LAM son localmente lineales, y ası́ también globalmente bilineales.

2.6.2. Call-by-need

Las máquinas call-by-need no son localmente lineales, porque una secuencia de transicio-

nes ùs2 puede ser tan larga como el entorno globalE, es decir, puede no estar acotada por |t|

sino por el número |ρ| s de transiciones principales precedentes (como en el caso de la MAM).

Adaptar el razonamiento anterior a esta cota mostrarı́a sólo que |ρ|s es cuadrática en |ρ| s, no

lineal. Sin embargo, la linealidad local no es condición necesaria para la bilinealidad global.

En efecto, las máquinas call-by-need son globalmente bilineales. La observación clave es que

|ρ|s2 está acotado por |ρ|p no sólo localmente sino también globalmente, como demuestra el

siguiente lema.

Hacemos el análisis para la MAD. El razonamiento para la MAD fusionada y la MAD con

punteros es análogo. De�nimos |ε| :“ 0 y |pE, x, πq :: D| :“ 1` |D|.

Lema 2.72. Sea S “ t | π | D | E un estado de la MAD alcanzado por la ejecución ρ. Se tiene

entonces:
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1. |ρ|s2 “ |ρ|e ` |D|

2. |E| ` |D| ď |ρ|m

3. |ρ|s2 ď |ρ|e ` |ρ|m “ |ρ|p

Teorema 2.73 (Bilinealidad para call-by-need). La destilerı́a para la MAD es globalmente bili-

neal.

2.6.3. Call-by-name fuerte

El análisis de complejidad de la MAM fuerte requiere formular un invariante adicional,

que acota el tamaño de los subtérminos que se duplican. En esta subsección, decimos que s

es un subtérmino de t si lo es salvo nombres de variables, tanto ligadas como libres. Más pre-

cisamente: de�nimos t´ como el resultado de reemplazar, en el término t, todas las variables

(incluyendo ligadores) por un sı́mbolo �jo ˚. Decimos entonces que s es un subtérmino de t

si s´ es subtérmino de t´ en el sentido usual. La propiedad clave que asegura esta de�nición

es que el tamaño |s| de s está acotado por |t|.

Lema 2.74 (Invariante del subtérmino). Sea ρ una ejecución partiendo de un código inicial t.

Entonces todos los códigos duplicados a lo largo de ρ usando ùe son subtérminos de t.

Lema 2.75 (Propiedad del subtérmino para Ñ
LO

). Sea π una derivación Ñ
LO

desde un término

inicial t. Todo término duplicado a lo largo de π usandoÑls es un subtérmino de t.

Por último, el siguiente teorema establece que la MAM fuerte es globalmente bilineal.

Teorema 2.76 (Bilinealidad para call-by-name fuerte). La destilerı́a para la MAM fuerte es

globalmente bilineal. Más precisamente, dada una ejecución ρ : S ùM
˚ S 1 desde un estado

inicial con código t se tiene:

1. Los pasos de búsqueda son bilineales: |ρ|ós ď p1` |ρ|eq ¨ |t|.

2. La búsqueda acota el retroceso: |ρ|òs ď 2 ¨ |ρ|ós.

3. Los pasos conmutativos son bilineales: |ρ|s ď 3 ¨ p1` |ρ|eq ¨ |t|.



Capı́tulo 3

Fundamentos de call-by-need fuerte

3.1. Introducción
Este capı́tulo es fruto de la colaboración con �ibaut Balabonski, Eduardo Bonelli y Delia

Kesner, y se estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contri-

buciones:

En la Sección 3.2 de�nimos la estrategia call-by-need fuerte. Más especı́�camente:

• En la Sección 3.2.1, de�nimos una teorı́a de reducción fuerte, la teorı́a de sha-

ring (Def. 3.1).

• En la Sección 3.2.2, motivamos la de�nición del call-by-need fuerte, y de�nimos
una estrategia para reducción call-by-need fuerte (Def. 3.1), lo que involucra

varias nociones relacionadas, tales como formas normales y contextos de evalua-

ción.

• En la Sección 3.2.3 demostramos cuatro principios básicos que veri�ca nuestra

estrategia call-by-need fuerte, a saber: alcanza formas normales (Prop. 3.13),

es determinı́stica (Prop. 3.15), es una extensión conservativa de la noción de

call-by-need débil de Ariola et al. (Teo. 3.20), y es correcta con respecto a la β-

reducción (Prop. 3.22).

En la Sección 3.3 demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es completa con

respecto a la β-reducción (Teo. 3.52). En otras palabras, si un λ-término tiene β-forma

normal, entonces la estrategia call-by-need fuerte siempre la alcanza—salvo desenrolla-

do de sustituciones explı́citas. La demostración de completitud combina un argumento

lógico y un argumento sintáctico. El argumento lógico se basa en un sistema de tipos

auxiliar con tipos intersección no idempotente, y demuestra que la teorı́a de sharing

es completa con respecto a la β-reducción. El argumento sintáctico demuestra que la

estrategia call-by-need fuerte es completa con respecto a la teorı́a de sharing. Más es-

pecı́�camente:

• En la Sección 3.3.1, proponemos un sistema de tipos intersección no idempo-
tente llamado HW , para la teorı́a de sharing (Def. 3.24). Es una adaptación simple

39



40

de sistemas existentes, continuando la lı́nea de trabajo propuesta por Kesner [24].

Demostramos también que tipabilidad implica normalización (Teo. 3.40), es

decir que los términos tipables en HW son débilmente normalizantes en la teorı́a

de sharing.

• En la Sección 3.3.2, utilizamos el sistema HW para demostrar que la teorı́a de
sharing es completa (Prop. 3.42) con respecto a la β-reducción, es decir, que los

términos β-normalizantes son normalizantes también en la teorı́a de sharing.

• En Sección 3.3.3, recordamos un resultado de factorización abstracta de Acca�o-

li [1]. Utilizando este resultado abstracto, demostramos que la estrategia call-
by-need fuerte es completa (Prop. 3.51) con respecto a la teorı́a de sharing. Para

hacer esto, mostramos que cualquier secuencia de reducción en la teorı́a de sharing

se puede factorizar como un pre�jo en la estrategia call-by-need fuerte, seguido por

un su�jo cuyos pasos son basura, es decir, pasos dentro de sustituciones explı́citas

inalcanzables. El corazón de la demostración es un análisis de casos exhaustivo (y

delicado) de diagramas de permutación.

3.2. Call-by-need fuerte
En esta sección de�nimos la estrategia call-by-need fuerte. En la Sección 3.2.1 empeza-

mos de�niendo un cálculo que denominamos la teorı́a de sharing. Por “cálculo” nos referimos,

formalmente hablando, a un sistema de reescritura. Los objetos de la teorı́a de sharing están

dados por el conjunto usual de términos del LSC (variables, abstracciones, aplicaciones y sus-

tituciones explı́citas). Los pasos de reescritura de la teorı́a de sharing están dados por una

relación de reescritura no determinı́stica Ñsh cuya clausura re�exiva, simétrica y transitiva

da lugar a una teorı́a ecuacional (la relación de equivalencia “sh).

En la Sección 3.2.2 de�nimos la estrategia call-by-need fuerte. La estrategia se parametriza

por un conjunto de variables ϑ, que se consideran congeladas. Más precisamente, para cada

conjunto ϑ, de�nimos una relación de reescritura determinı́stica
ϑ

ù que es un subconjunto de

Ñsh. La estrategia call-by-need fuerte corresponde al caso en que el conjunto ϑ está vacı́o, es

decir,
S

ù
def
“

∅
ù. En la Sección 3.2.3 estudiamos algunas de sus propiedades básicas, a saber,

los principios de reducción fuerte, determinismo, conservatividad y correctitud.

3.2.1. La teorı́a de sharing

La estrategia call-by-need fuerte
S

ù se puede enmarcar en un panorama más amplio, el de

la teorı́a de sharing, dada por la relación de reescrituraÑsh que de�nimos en esta subsección.

De�nición 3.1. La teorı́a de sharing λsh está dada por el conjunto de términos Tsh del LSC y

la relación de reducciónÑsh
def
“ ÑdbYÑlsvYÑgc, donde para cada R P tdb, lsv, gcu,ÑR

es la clausura por contextos arbitarios de las correspondientes reglas de reescritura de�nidas
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abajo, es decirÑR
def
“ CxÞÑRy.

pλx.tqL s ÞÑdb trxzssL

CxxxyyrxzvLs ÞÑlsv CxvyrxzvsL

trxzss ÞÑgc t if x R fvptq

Ejemplo 3.2. La siguiente es una reducción en la teorı́a de sharing:

pλx.zxxqppλy.yqpλw.wqq Ñsh pλx.zxxqpyryzλw.wsq

Ñsh pzxxqrxzyryzλw.wss

Ñsh pzxxqrxzpλw.wqryzλw.wss

Ñsh pzxpλw.wqqrxzλw.wsryzλw.ws

Ñsh pzxpλw.wqqrxzλw.ws

Ñsh pzpλw.wqpλw.wqqrxzλw.ws

Ñsh zpλw.wqpλw.wq

El siguiente lema caracteriza las formas normales de la teorı́a de sharing. Escribimos NFpÑsh

q para el conjunto deÑsh-formas normales, y SNFpÑshq para el conjunto deÑsh-formas nor-

males que no son respuestas, es decir, t P SNFpÑshq si t P NFpÑshq y t no es de la forma

vL.

De�nición 3.3 (Formas normales de la teorı́a de sharing). El conjunto de sh-estructuras (S) y

el conjunto de sh-formas normales (N) se de�nen mutuamente inductivamente como sigue:

x P S

t P S u P N

tu P S

t P S

t P N

t P N

λx.t P N

t P X u P S x P fvptq

trxzus P X
En la última regla, el sı́mbolo X representa o bien S o bien N.

Lema 3.4 (Caracterización de formas normales fuertes). Se veri�can las siguientes igualdades:

NFpÑshq “ N

SNFpÑshq “ S

3.2.2. La estrategia call-by-need fuerte

En esta subsección de�nimos una relación de reescritura determinı́stica
S

ù que representa

la estrategia call-by-need fuerte. En las siguientes subsecciones de�nimos las relaciones
ϑ

ù y

la noción correspondiente de forma normal bajo el conjunto de variables congeladas ϑ. Antes

de proseguir, necesitamos algunas de�niciones auxiliares, y en particular la noción de variable

no basura.

De�nición 3.5 (Operación de garbage collection). La operación de garbage collection Ógc ptq

se de�ne como sigue:

Ógc pxq :“ x

Ógc pλx.tq :“ λx.Ógc ptq

Ógc ptsq :“ Ógc ptqÓgc psq

Ógc ptrxzssq :“

"

Ógc ptqrxzÓgc psqs si x P fvpÓgc ptqq

Ógc ptq en caso contrario
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De�nición 3.6 (Variables no basura). El conjunto de variables no basura de un término t se

de�ne como ngvptq
def
“ fvpÓgc ptqq. Informalmente, ngvptq es el conjunto de variables libres

de t que no elimina el proceso de recolección de basura. Una variable libre es una variable

basura si no es no basura.

Lema 3.7 (Caracterización inductiva de variables no basura). El conjunto ngvptq de variables

no basura se puede caracterizar a través de las siguientes ecuaciones inductivas:

ngvpxq “ txu

ngvpλx.tq “ ngvptqztxu

ngvptsq “ ngvptq Y ngvpsq

ngvptrxzssq “ pngvptqztxuq Y

#

ngvpsq si x P ngvptq

∅ en caso contrario

Formas normales y estructuras

La de�nición del conjunto de formas normales de la estrategia
ϑ

ù depende de la noción

clave de estructura.

De�nición 3.8. El conjunto de formas normales bajo el conjunto de variables congeladasϑ, tam-

bién llamadas ϑ-formas normales (Nϑ), y el conjunto de estructuras bajo el conjunto de variables

congeladas ϑ, también llamadas ϑ-estructuras (Sϑ) se de�nen mutuamente inductivamente a

través de las siguientes reglas:

x P ϑ
n-var

x P Sϑ

t P Sϑ s P Nϑ
n-app

ts P Sϑ

t P Sϑ
nfStruct

t P Nϑ

t P NϑYtxu
nfLam

λx.t P Nϑ

t P XϑYtxu s P Sϑ x P ngvptq
nfSub

trxzss P Xϑ

t P Xϑ x R ngvptq
nfSubG

trxzss P Xϑ

En las dos últimas reglas, el sı́mbolo X representa o bien S o bien N.

Contextos de evaluación

La estrategia call-by-need fuerte
ϑ

ù está dada por dos reglas de reducción, que son, res-

pectivamente, instancias de las reglas Ñdb y Ñlsv de la teorı́a de sharing. Estas reglas se

aplican poniendo el foco de evaluación en ubicaciones especı́�cas de un término, lo que se

especi�ca utilizando contextos de evaluación.

De�nición 3.9. Los conjuntos de contextos de evaluación bajo el conjunto de variables conge-

ladas ϑ, también llamados ϑ-contextos de evaluación (Eϑ) y de contextos de evaluación inertes

bajo el conjunto de variables congeladas ϑ, también llamados ϑ-contextos de evaluación inertes

(E˝ϑ) se de�nen mutuamente inductivamente a través de las siguientes reglas:

EBox

l P E˝ϑ

C P E˝ϑ
EAppL

C t P E˝ϑ

t P Sϑ C P Eϑ
EAppRStr

t C P E˝ϑ
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C P E˝ϑ
e-incl

C P Eϑ

C P EϑYtxu
ELam

λx.C P Eϑ

C P Xϑ t R Sϑ x R ϑ
ESubLNonStr

Crxzts P Xϑ

C P XϑYtxu t P Sϑ
ESubLStr

Crxzts P Xϑ

C1 P Xϑ C2 P E
˝
ϑ

ESubsR

C1xxxyyrxzC2s P Xϑ

En las últimas tres reglas, el sı́mbolo X representa o bien E o bien E˝.

Reducción

Estamos en condiciones de de�nir la estrategia call-by-need fuerte como una relación bi-

naria
ϑ

ù.

De�nición 3.10 (Reducción call-by-need fuerte). La estrategia call-by-need fuerte
ϑ

ù está

dada por la unión de las reglas de reducción
ϑ

ùdb y
ϑ

ùlsv de�nidas abajo:

Cxpλx.tqL sy
ϑ

ùdb CxtrxzssLy si C P Eϑ

C1xC2xxxyyrxzvLsy
ϑ

ùlsv C1xC2xvyrxzvsLy si C1xC2xlyrxzvLsy P Eϑ

Ejemplo 3.11. La siguiente es una reducción en call-by-need fuerte. En cada paso subrayamos

el foco de evaluación:

pλx.xxqpλy.zpIzqyq
tzu

ù pxxqrxzλy.zpIzqys
tzu

ù ppλy1.zpIzqy1qxqrxzλy.zpIzqys
tzu

ù pzpIzqy1qry1zxsrxzλy.zpIzqys
tzu

ù pzpwrwzzsqy1qry1zxsrxzλy.zpIzqys
tzu

ù pzpwrwzzsqy1qry1zλy.zpIzqysrxzλy.zpIzqys
tzu

ù pzpwrwzzsqpλy2.zpIzqy2qqry1zλy.zpIzqysrxzλy.zpIzqys
tzu

ù pzpwrwzzsqpλy2.zpwrwzzsqy2qqry1zλy.zpIzqysrxzλy.zpIzqys

3.2.3. Propiedades básicas del call-by-need fuerte

En cada una de las subsecciones de esta sección, demostramos cuatro principios básicos

con los que cumple la estrategia call-by-need fuerte: reducción fuerte (Prop. 3.13), determi-
nismo (Prop. 3.15), conservatividad (Teo. 3.20) y correctitud (Prop. 3.22). El quinto prin-

cipio que buscamos, completitud, es mucho más complejo y postergamos su enunciado y

demostración hasta la próxima sección.

Reducción fuerte

El siguiente lema auxiliar caracteriza el conjunto de formas normales de la estrategia
ϑ

ù.

Lema 3.12 (Caracterización de ϑ-formas normales). Los siguientes conjuntos son iguales:

El conjunto de ϑ-formas normales Nϑ (cf. Def. 3.8).
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El conjunto de formas normales de la estrategia call-by-need fuerte
ϑ

ù.

La estrategia call-by-need fuerte alcanza formas normales, salvo el desenrollado de susti-

tuciones explı́citas:

Proposición 3.13 (Reducción fuerte). Si t es un término en
ϑ

ù-forma normal, entonces el

término desenrollado t˛ es un λ-término en β-forma normal.

Determinismo

El siguiente lema auxiliar a�rma que hay un único foco de evaluación:

Lema 3.14 (Descomposición única). Si Cxry es un término, decimos que r es un ancla si es un

db-redex o una variable ligada a una respuesta. Sea t un término que se puede escribir como

C1xr1y y también como C2xr2y, donde C1, C2 P Eϑ son contextos de evaluación y r1, r2 son anclas.

Entonces C1 “ C2 y r1 “ r2.

La estrategia call-by-need fuerte es determinı́stica:

Proposición 3.15 (Determinismo). Si t
ϑ

ù s y t
ϑ

ù u entonces s “ u.

Conservatividad

En esta subsección demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es conservativa sobre

el call-by-need débil. Para ello, relacionamos la estrategia call-by-need fuerte con la estrategia

call-by-need débil
W

ù, como ası́ también con la noción original de reducción call-by-need

débil de [6, 5].

De�nición 3.16 (La estrategia call-by-need débil de Ariola et al.). La sintaxis del sistema

de [6, 5] está dada por los siguientes conjuntos de términos (t), valores (v), respuestas (a) y

contextos de evaluación call-by-need débil (E):

t ::“ x | λx.t | t t | trxzts

v ::“ λx.t

a ::“ v | arxzts

E ::“ l | E t | E t | ExxxyyrxzEs

El sistema cuenta con cuatro reglas de reescritura:

pλx.tq s
r

ÞÑI trxzss

Exxxyyrxzvs
r

ÞÑV Exvyrxzvs

arxzts s
r

ÞÑC pa sqrxzts if x R fvpsq

Exxxyyrxzaryztss
r

ÞÑA Exxxyyrxzasryzts if y R fvpExxxyyq

La reducción se de�ne por: ÞÑneed
def
“ ÞÑI Y ÞÑV Y ÞÑC Y ÞÑA, donde ÞÑX es la clausura por

contextos de evaluación de
r

ÞÑX, es decir ÞÑX
def
“ Ex

r

ÞÑXy para cada X P tI,V,C,Au.

La relación ÞÑneed resulta ser determinı́stica:
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Proposición 3.17 (Determinismo de ÞÑneed). Si t ÞÑneed s entonces hay un único contexto E tal

que t “ Ext1y, s “ Exs1y y t1 ÞÑ s1, donde ÞÑ
def
“

r

ÞÑI Y
r

ÞÑV Y
r

ÞÑC Y
r

ÞÑA.

Demostración. Ver [6, Lemma 4.2].

Usando esta propiedad, se puede observar que toda reducción en ÞÑneed se organiza en

fragmentos de la forma ÞÑ˚
C ÞÑI o de la forma ÞÑ˚

A ÞÑV:

Lema 3.18 (Organización de reducciones ÞÑneed).

ÞÑ
˚
need “ ppÞÑ

˚
C ÞÑIq Y pÞÑ

˚
A ÞÑVqq

˚
pÞÑ

˚
C Y ÞÑ

˚
Aq

Por otra parte, la estrategia de evaluación call-by-need débil
W

ù tiene la misma sintaxis

que el sistema de Ariola et al. pero utiliza otras reglas de reescritura. Y la estrategia call-by-

need débil
W

ù está dada por las siguientes reglas de reescritura, cerradas bajo contextos de

evaluación call-by-need débil:

pλx.tqL s
W

ùdb trxzssL

ExxxyyrxzvLs
W

ùlsv ExxvyyrxzvsL

El conjunto de términos dado por la gramática Nw
ϑ ::“ vL | Exxxyy for x P ϑ caracteriza el

conjunto de formas normales con respecto a la estrategia de evaluación débil.

Es inmediato concluir que la relación
W

ù está incluida en ÞÑneed, en particular, un paso

db (resp. lsv) se traduce a un fragmento ÞÑ˚
C ÞÑI (resp. ÞÑ˚

A ÞÑV). De hecho, estos fragmentos

caracterizan
W

ù:

Lema 3.19 (Descomposición de
W

ù).
W

ù “ pÞÑ
˚
C ÞÑIq Y pÞÑ

˚
A ÞÑVq

El principio de conservatividad a�rma que nuestra estrategia call-by-need fuerte es con-

servativa con respecto a
W

ù, es decir, que t
W

ù s implica t
S

ù s. Más precisamente, si

escribimos

ϑzW
ù para denotar

ϑ
ù z

W
ù, tenemos:

Teorema 3.20 (Conservatividad). Si t0
ϑ

ù t1
ϑ

ù . . . tn´1
ϑ

ù tn existe un 1 ď i ď n tal que

se veri�can las tres condiciones siguientes:

1. t0
W

ùt1
W

ù . . . tn´1
W

ùti

2. ti
ϑzW
ù ti`1

ϑzW
ù . . . tn´1

ϑzW
ù tn

3. Si i ă n, entonces tj P N
w
ϑ para todo i ď j ď n.

Como corolario de Teo. 3.20 y Lem. 3.19, podemos deducir que nuestra estrategia
ϑ

ù tiene

como pre�jo a la noción de reducción call-by-need débil de Ariola et al..

Corolario 3.21. Si t p
ϑ

ùq˚ s entonces hay un término u tal que

t ppÞÑ˚
C ÞÑIq Y pÞÑ

˚
A ÞÑVqq

˚ u p
ϑzW
ùq

˚ s

Más aún, si s P Nϑ, entonces u es una forma normal para ÞÑneed salvo un número �nito de pasos

ÞÑC Y ÞÑA.
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Correctitud

Para �nalizar esta sección, observamos que la estrategia call-by-need fuerte
ϑ

ù es correcta

con respecto a la β-reducción:

Proposición 3.22 (Correctitud). Si t
ϑ

ù s entonces t˛ “β s
˛
.

3.3. Completitud del call-by-need fuerte
En esta sección nos dedicamos a demostrar el principio de completitud para nuestra es-

trategia call-by-need fuerte. Por completitud nos referimos a completitud con respecto a la β-

reducción, en el sentido de que si un término t admite una β-forma normal s en el cálculo-λ,

entonces la estrategia
S

ù computa una forma normal u, y que además dichas formas normales

tienen una relación precisa, más especı́�camente u˛ “ s.

Adoptamos las ideas de Kesner [23] usadas para call-by-need débil para dar una prueba de

completitud de call-by-need fuerte.

Supongamos que t “β s son términos interconvertibles en el cálculo-λ, y supongamos

que s es una β-forma normal. Por con�uencia del cálculo-λ hay una reducción t�β s. La

completitud de la estrategia call-by-need fuerte consistirı́a en ver que en tal caso siempre existe

un término u tal que t
ϑ

ù˚ u y u˛ “ s. Descomponemos la demostración de completitud en

dos partes:

1. Completitud de la teorı́a de sharing. En primer lugar, demostramos que la teorı́a de

sharing Ñsh es completa con respecto a la β-reducción. De este hecho se desprende que

hay un término r tal que t�sh r y r˛ “ s.

2. Factorización de la teorı́a de sharing. En segundo lugar, demostramos que cualquier

reducción en la teorı́a de sharing Ñsh se puede factorizar como un pre�jo de pasos

externos (es decir, una secuencia de pasos en la estrategia
ϑ

ù) seguido por un su�jo de

pasos internos que preservan el desenrollado de sustituciones explı́citas. De este hecho

se desprende que hay un término u tal que t
ϑ

ù˚ u y tal que u˛ “ r˛ “ s.

La descomposición se representa grá�camente en Figura 3.1.

Las subsecciones que siguen se estructuran de la siguiente manera:

En la Sección 3.3.1, recordamos el sistema de tipos intersección no idempotente HW
de [24]. Además, damos un resultado que relaciona la normalización débil en la teorı́a

de sharing con tipabilidad en el sistema HW .

En la Sección 3.3.2, demostramos la completitud de la teorı́a de sharing, como se muestra

en la Figura 3.1(b). La demostración utiliza la tipabilidad en el sistemaHW como un paso

intermedio.

En la Sección 3.3.2, demostramos un resultado de factorización para la teorı́a de sharing,

como se muestra en Figura 3.1(c). Escribiendo
 ϑ
ÝÝÑsh para denotar la relaciónÑsh z

ϑ
ù,

la demostración se basa en intercambiar repetidamente pares de pasos t
 ϑ
ÝÝÑsh

ϑ
ù s

para escribirlos como t
ϑ

ù�sh s.
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(a) t

ϑ
����

β // // nfβ

nfϑ ˛

NN
Completitud de call-by-need fuerte
Si t�β s P NFpÑβq entonces existe un término

u tal que t
ϑ

ù˚ u P Nϑ y u˛ “ s, donde ϑ “

fvptq. (Ver Teo. 3.52).

(b) t

sh     

β // // nfβ

nfsh

˛

OO
Completitud de la teorı́a de sharing
Si t�β s P NFpÑβq entonces existe un término

u tal que t �sh u P NFpÑshq y u˛ “ s. (Ver

Prop. 3.42).

(c) t

ϑ
����

sh

## ##
nfϑ ˛

nfsh

Factorización de la teorı́a de sharing
Si t �sh s P NFpÑshq entonces existe un

término u tal que t
ϑ

ù˚ u P Nϑ y u˛ “ s˛,

donde ϑ “ fvptq. (Ver Prop. 3.51).

Figura 3.1: Descomposición de la demostración de completitud: (b) y (c) implican (a)

3.3.1. El sistema de tipos intersección no idempotente HW
De�nición 3.23 (Sintaxis del sistema HW). Dado un conjunto in�nito numerable B de ti-

pos básicos α, β, γ, . . ., el conjunto de tipos y multiconjuntos de tipos se de�nen mutuamente

inductivamente con la siguiente gramática:

Tipos τ, σ, ρ ::“ α |MÑ τ

Multiconjuntos de tipos M ::“ rτisiPI donde I es un conjunto �nito

Una asignación de tipos o contexto de tipado, escrita Γ,∆, etc., es una función que a cada

variable le asigna un multiconjunto de tipos. El dominio de Γ se de�ne por dompΓq :“ tx |

Γpxq ‰ r su. Suponemos que los contextos de tipado tienen dominio �nito.

La unión de contextos de tipado, escrita Γ `∆, es el contexto de tipado de�nida por pΓ `

∆qpxq :“ Γpxq ` ∆pxq, donde el sı́mbolo ` denota la unión (aditiva) de multiconjuntos.

Observar que dompΓ ` ∆q “ dompΓq Y domp∆q. Escribimos Γ ‘ ∆ para denotar Γ ` ∆

cuando dompΓq y domp∆q son disjuntos. Escribimos Γ`iPI ∆i para abreviar Γ`
ř

iPI ∆i. La

inclusión entre contextos de tipado, escrita Γ Ď ∆, se veri�ca si para cada variable x se tiene

que Γpxq Ď ∆pxq.

Por ejemplo px : rσs, y : rτ sq ` px : rσs, z : rσsq “ x : rσ, σs, y : rτ s, z : rσs, y x : rσs Ď x :

rσ, σs, y : ρ.

De�nición 3.24 (El sistema HW , [24]). Los juicios de tipado son de la forma Γ $ t : τ , donde

Γ es un contexto de tipado, t es un término y τ es un tipo. El sistema de tipos HW está dado
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por las siguientes reglas:

t-var

x:rτ s $ x : τ

Γ $ t : rσisiPI Ñ τ p∆i $ s : σiqiPI
t-app

Γ`iPI ∆i $ t s : τ

Γ‘ px : Mq $ t : τ
t-lam

Γ $ λx.t : MÑ τ

Γ‘ px : rσisiPIq $ t : τ p∆i $ s : σiqiPI
t-sub

Γ`iPI ∆i $ trxzss : τ

Si se restringe el sistema HW únicamente a λ-términos, de tal modo que sólo se utilicen

las reglas pt-varq, pt-lamq y pt-appq, se obtiene el sistema presentado en [18, 10], que aquı́

llamamos sistema-λ. A continuación recordamos la de�nición usual de derivación de tipos:

De�nición 3.25 (Derivaciones). Una derivación (de tipos) es un árbol �nito que se obtiene

aplicando las reglas inductivas del sistema de tipos. Escribimos Φ B Γ $ t : τ si Φ termina

en el juicio Γ $ t : τ . En tal caso decimos que Φ le da tipo a t. Escribimos Φ Bλ Γ $ t : τ si,

además, Φ es una derivación válida en el sistema-λ. Una derivación Φ1 es una subderivación

inmediata de Φ si Φ1 es uno de los hijos de Φ. Un término t es tipable si hay una derivación

que le da tipo a t. El tamaño de una derivación de tipos Φ es un número natural sizepΦq que

denota la cantidad de nodos del árbol Φ.

El siguientes es un ejemplo de derivación de tipos en el sistema HW .

Ejemplo 3.26 (Una derivación de tipos en HW). Sea Ω el término pλz.zzqpλz.zzq. Sea además

τ “ rσs Ñ σ, donde σ es un tipo arbitrario. Sea π la siguiente derivación:

x : rτ s $ x : rσs Ñ σ
t-var

x : rσs $ x : σ
t-var

x : rτ, σs $ xx : σ
t-app

x : rτ, σs $ λy.xx : r s Ñ σ
t-lam

x : rτ, σs $ pλy.xxqΩ : σ
t-app

Entonces se tiene que:

.

.

.

π z : rτ s $ z : τ
t-var

z : rσs $ z : σ
t-var

z : rτ, σs $ ppλy.xxqΩqrxzzs : σ
t-sub

El sistema HW tiene la siguiente propiedad:

Lema 3.27 (Relevancia). Si hay una derivación ΦB Γ $ t : σ entonces dompΓq Ď fvptq.

Para caracterizar la β-normalización a través de la tipabilidad, necesitamos restringir los

tipos y contextos de tipado a aquellos que no tienen ocurrencias positivas de la constante r s.

Para ello damos la siguiente noción de ocurrencias positivas y negativas de un tipo.

De�nición 3.28 (Ocurrencias positivas y negativas de tipos). El conjunto de tipos que ocurren

con signo b P t`,´u en un tipo σ (resp. en un multiconjunto de tipos M, en un contexto Γ,
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y en un par contexto/tipo pΓ, σq) se escribe Obpσq (resp. ObpMq, ObpΓq y ObpΓ $ σq). El

conjunto O`pXq es el conjunto de tipos que ocurren positivamente en X y O´pXq es el

conjunto de tipos que ocurren negativamente en X . Escribimos O˘pXq para denotar o bien

O`pXq o bien O´pXq y O¯p...q para el conjunto opuesto en una regla dada. Todos estos

conjuntos se de�nen mutuamente inductivamente por las siguientes condiciones, donde T

denota o bien un tipo o bien un multiconjunto de tipos:

σ P O`
pσq M P O`

pMq

T P O˘
pσiq I ‰ ∅

T P O˘
prσisiPIq

T P O¯
pMq

T P O˘
pMÑ τq

T P O˘
pτq

T P O˘
pMÑ τq

y P dompΓq T P O¯
pΓpyqq

T P O˘
pΓq

T P O˘
pΓq

T P O˘
pΓ $ τq

T P O˘
pτq

T P O˘
pΓ $ τq

Ejemplo 3.29 (Ocurrencias positivas y negativas). Valen los siguientes hechos:

r s P O`pr sq

r s P O´pr s Ñ σq

r s P O`px : rr s Ñ σsq

r s P O`px : rr s Ñ σs $ σq

Se sabe que el sistema HW se puede utilizar para caracterizar los términos débilmente

normalizantes en el cálculo-λ:

Teorema 3.30 (Caracterización de términos débilmente normalizantes en el cálculo-λ). Sea t

un λ-término. Son equivalentes:

1. El término es débilmente normalizante, es decir t P WNpÑβq.

2. El juicio Γ $ t : τ es derivable en HW y r s R O`pΓ $ τq

Demostración. Ver [9]. Resulta de una adaptación de [26] al caso no idempotente.

Extensión de la noción de tipado a contextos

Si L es un contexto, escribimos dompLq para las variables ligadas por L, y fvpLq para las

variables libres de L, tomando fvplq “ ∅. Usamos además la siguiente noción de altura:

De�nición 3.31. La altura de un contexto de sustitución se de�ne por:

heightplq
def
“ 1 heightpLrxztsq

def
“ heightpLq ` 1
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De�nición 3.32 (Extensión del sistema HW a contextos de sustitución). El sistema de tipos

HW se extiende con juicios de tipado de la forma Γ , LB∆, donde Γ y ∆ son contextos de

tipado y L es un contexto de sustitución, con las dos reglas siguientes:

∅ , lB∅
Γ‘ x : rσisiPI , LB∆ x R dom∆ pΣk $ t : σkqkPIZJ

Γ`kPIZJ Σk , LrxztsB∆‘ x : rσjsjPJ

En la segunda regla, los conjuntos de ı́ndices I y J se suponen disjuntos.

Ejemplo 3.33. Sea π la derivación de tipado para rxzyzs:

∅ , lB∅

.

.

.

y : rrγ1, γ2s Ñ αs, z : rγ1, γ2s $ yz : α

y : rrγ1, γ2s Ñ αs, z : rγ1, γ2s , rxzyzsB x : rαs

Entonces la siguiente es una derivación de tipado para rxzyzsryzzs:

.

.

.

π z : rrγ1, γ2s Ñ αs $ z : rγ1, γ2s Ñ α z : rβs $ z : β

z : rrγ1, γ2s Ñ α, β, γ1, γ2s , rxzyzsryzzsB x : rαs, y : rβs

El siguiente lema enuncia algunas propiedades que se pueden demostrar fácilmente por

inducción en L.

Lema 3.34 (Propiedades de derivaciones de contextos de sustitución).

1. Si Γ , LB∆ entonces dompΓq Ď fvpLq y domp∆q Ď dompLq.

2. Hay una derivación ΦtL B Λ $ tL : σ si y sólo si existen contextos Γ,∆,Π tales que

Λ “ Γ ` Π, y hay derivaciones ΦL B Γ , L B ∆ y Φt B ∆; Π $ t : σ. Además,

sizepΦLrtsq “ sizepΦLq ` sizepΦtq ´ 1.

3. Si pΦj
L B Γj , LB∆jqjPJ , entonces ΦL B `jPJΓj , LB `jPJ∆j . Además, sizepΦLq “

`jPJsizepΦ
j
Lq ´ pheightpLq ¨ p|J | ´ 1qq.

Tipabilidad implica normalización

Nuestro objetivo es ahora demostrar que los términos tipables en el sistemaHW son débil-

mente normalizantes en la teorı́a de sharing. El resultado técnico clave es la propiedad de

reducción pesada del sujeto. Recordar que en sistemas de tipos usuales la propiedad de reduc-

ción del sujeto establece que la reducción preserva el tipado. Más precisamente, si hay una

derivación de tipos Φ B Γ $ t : τ y un paso de reducción t Ñ t1 entonces también hay

una derivación de tipos Φ1 B Γ $ t1 : τ . La propiedad de reducción pesada del sujeto esta-

blece que, bajo condiciones apropiadas sobre el paso t Ñ t1, también se puede asegurar que

sizepΦq ą sizepΦ1q.
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En nuestro caso, podremos asegurar que el tamaño de la derivación decrece en tanto se-

leccionemos un paso tÑ t1 que contrae un redex tipado. Intuitivamente, un redex es tipado si

se encuentra dentro de un subtérmino que se debe utilizar en algún momento de la evaluación

de t. Más rigurosamente, de�nimos la siguiente noción de ocurrencias tipadas de un término

(T-ocurrencias). Para ello recordamos primero la de�nición de posición:

De�nición 3.35 (Posiciones de un término). El conjunto de posiciones de un término t, escrito

posptq, es el conjunto de palabras �nitias sobre el alfabeto t0, 1u, de�nido inductivamente

como sigue:

ε P posptq

p P posptq

0p P pospλx.tq

p P posptq

0p P posptsq

p P posptq

1p P pospstq

p P posptq

0p P posptrxzssq

p P posptq

1p P pospsrxztsq

El conjunto de posiciones de un contexto C se de�ne de forma similar. El subtérmino de t (resp.

C) en la posición p se escribe t|p (resp. C|p) y se de�ne de la manera esperada.

De�nición 3.36 (T-occurrencia). Supongamos dada una derivación Φ B Γ $ t : τ . Una

posición p P posptq es una T-occurrencia de t en Φ si o bien p “ ε, o bien p “ ip1 pi “ 0, 1q

y p1 P pospt|iq es una T-occurrencia de t|i en alguna de las subderivaciones inmediatas de Φ.

Una ocurrencia de un redex de t que es una T-occurrencia de t en Φ se dice una T-occurrencia

del redex de t en Φ.

El siguiente lema estudia la relación entre derivaciones de tipo y la sustitución de una única

ocurrencia de una variable, es decir, una derivación de tipos para Cxxtyy se puede construir

combinando una derivación de tipos para Cxxxyy y varias derivaciones de tipos para t.

Lema 3.37 (Sustitución parcial). Si ΦCxxxyy B x:rσisiPI ; Γ $ Cxxxyy : τ y pΦi
u B∆i $ u : σiqiPI

entonces ΦCxxuyyBx:rσisiPIzK ; Γ`kPK ∆k $ Cxxuyy : τ , para algúnK Ď I donde sizepΦCxxuyyq “

sizepΦCxxxyyq `kPK sizepΦk
uq ´ |K|. Además, si p P pospCq es la ocurrencia del agujero en C y

p es una T-occurrencia de Cxxxyy en ΦCxxxyy, entonces K ‰ ∅.

Con esta herramienta estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado clave:

Lema 3.38 (Reducción pesada del sujeto para sh). Sea Φ B Γ $ t : τ . Si t Ñsh t
1

reduce una

T-occurrencia de un sh-redex de t en Φ, entonces existe una derivación Φ1 tal que Φ1BΓ $ t1 : τ

y sizepΦq ą sizepΦ1q.

Ahora podemos relacionar las nociones de T-occurrencia y sh-forma normal, antes de

concluir con el resultado principal de esta subsección:

Lema 3.39. Sea ΦBΓ $ t : τ tal que r s R O`pΓ $ τq. Entonces Apt,Φq implica t P NFpÑshq.

Teorema 3.40 (Tipabilidad implica sh-normalización). Sea ΦBΓ $ t : τ tal que r s R O`pΓ $

τq. Entonces t es débilmente normalizante en la teorı́a de sharing.
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3.3.2. Completitud de la teorı́a de sharing

En esta sección demostramos el resultado de Fig. 3.1(b), es decir, la completitud de la teorı́a

de sharing con respecto a la β-reducción en el cálculo-λ. Antes de proceder, es preciso enunciar

algunas propiedades básicas del desenrollado de sustituciones.

Lema 3.41. Sean t, s P T términos, posiblemente con sustituciones explı́citas. Entonces:

1. Si tÑsh s, entonces t˛ �β s
˛
.

2. Si t P NFpÑshq, entonces t˛ P NFpÑβq.

Recordar que NFpÑq denota el conjunto deÑ-formas normales.

En efecto, para ilustrar el primer punto tenemos t “ yryzpλz.zzqpIIqs Ñdb yryzpzzqrzzIIss “

u y t˛ “ pλz.zzqpIIq Ñβ pIIq pIIq “ u˛, y para ilustrar el segundo tenemos t “ xryzIrw1zIssrzzIs P

NFpÑshq y t˛ “ x P NFpÑβq.

Concluimos con el resultado de completitud para el cálculo sh, cf. Fig. 3.1(b):

Proposición 3.42 (Completitud de la teorı́a de sharing). Si t �β s P NFpÑβq entonces existe

un término u tal que t�sh u P NFpshq y u˛ “ s.

3.3.3. Factorización de la teorı́a de sharing

En esta sección demostramos el resultado de Fig. 3.1(c), es decir, la factorización de la

teorı́a de sharing. Para ello, demostramos que los pasos de reducción Ñsh que no son pasos

de la estrategia
ϑ

ù siempre pueden postponerse después de los pasos de la estrategia
ϑ

ù.

Demostramos también que este proceso de postposición siempre termina y que, en última

instancia, todos los pasos remanentes—no en la estrategia
ϑ

ù—se pueden eliminar con la

regla gc (y por lo tanto también son eliminados por la operación de desenrollado
˛
). Más

precisamente procedemos en tres etapas:

t

ϑ

����

shzgc

�� ��

sh

$$ $$
nfϑ

 ϑ // //

gc

:: ::
s

gc // // nfsh

Figura 3.2: Descomposición de la Fig. 3.1(c)
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1. Como paso preliminar, eliminamos los pasos gc: cualquier reducciónÑsh se puede fac-

torizar como una reducciónÑsh sin pasos gc, que llamamos estricta y escribimosÑshzgc,

seguida por una secuencia de pasos gc (cf. ).

2. A continuación demostramos un resultado de conmutación más complejo: las reduccio-

nesÑsh sin pasos gc se pueden factorizar en dos partes (cf. Prop. 3.48):

2.1 una secuencia de pasosÑsh externos, que corresponden a la estrategia
ϑ

ù

2.2 una secuencia de pasos Ñsh internos, que no están en la estrategia
ϑ

ù, escritos

 ϑ
ÝÝÑsh.

La demostración se basa en un resultado de factorización abstracta de Acca�oli [1].

Escribimos
 ϑ
ÝÝÑsh en vez deÑsh para los pasos internos. Dos ejemplos de pasos internos

son pxxqrxzIs
 ϑ
ÝÝÑsh px IqrxzIs y pI xqrxzI Is

 ϑ
ÝÝÑsh pI xqrxzzrzzIss.

3. Por último, demostramos que los pasos internos que quedan después de haber alcanzado

la
ϑ

ù-forma normal sólo tienen lugar dentro de sustituciones basura, que se eliminan

por la operación de desenrollado
˛

(cf. Lem. 3.50).

Postposición de gc

El siguiente resultado a�rma que los pasos de garbage collection siempre pueden postpo-

nerse hacia el �nal de una secuencia de pasos de reducción.

Lema 3.43 (Postposición de gc). Si t �sh s, entonces existe un término u tal que t �shzgc

u �gc s.

Factorización de la reducción estricta

En esta subsección, mostramos que una secuencia de pasos de reducción estricta Ñshzgc

siempre puede factorizarse como una secuencia de pasos en la estrategia (
ϑ

ù) seguida de pa-

sos que no están en la estrategia (
 ϑ
ÝÝÑsh). Más precisamente, decimos que t1 reduce a t2 a través

de un paso ϑ-interno, y lo escribimos t1
 ϑ
ÝÝÑsh t2, si y sólo si hay un paso estricto en la teorı́a de

sharing que no es un paso en la estrategia call-by-need fuerte, es decir, t1 pÑshzgcz
ϑ

ùq t2. A

veces llamamos simplemente pasos internos a los pasos ϑ-internos, si el conjunto ϑ se deduce

del contexto. Los pasos en la estrategia
ϑ

ù se llaman pasos ϑ-externos (o simplemente pasos

externos).

La demostración del resultado de factorización es larga y técnica. Comenzamos recordando

la de�nición de sistema de factorización cuadrado y un resultado de factorización abstracta,

propuestos por Acca�oli [1]:

De�nición 3.44 (Sistema de factorización cuadrado). Un sistema de factorización cuadrado

está dado por un conjuntoX y cuatro relaciones de reducción pù‚,ù˝, ÞÑ‚, ÞÑ˝q tales que:

1. Terminación: ù˝ y ÞÑ˝ son fuertemente normalizantes.
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2. Intercambio de �las 1: pù‚ ù˝q Ď pù
`
˝ ù˚

‚q.

3. Intercambio de �las 2: pÞÑ‚ ÞÑ˝q Ď pÞÑ
`
˝ ÞÑ

˚
‚q.

4. Intercambio diagonal 1: pÞÑ‚ ù˝q Ď pù˝ ÞÑ
˚q.

5. Intercambio diagonal 2: pù‚ ÞÑ˝q Ď pÞÑ˝ù
˚q.

con la siguiente notación:

ù
def
“ pù‚ Y ù˝q ÞÑ

def
“ pÞÑ‚ Y ÞÑ˝q

Ñ‚
def
“ pù‚ Y ÞÑ‚q Ñ˝

def
“ pù˝ Y ÞÑ˝q

Ñ
def
“ pÑ‚ Y Ñ˝q

Teorema 3.45 (Factorización abstracta, Acca�oli 2012). Sea pù‚,ù˝, ÞÑ‚, ÞÑ˝q un sistema

de factorización cuadrado. EntoncesÑ˚Ď pÑ˚
˝Ñ

˚
‚q.

Demostración. Ver [1, �eorem 5.2].

Abajo enunciamos los dos lemas principales, Estabilidad hacia atrás por pasos internos y

Postposición de pasos internos. El siguiente lema establece que varias nociones centrales en

la de�nición de la estrategia call-by-need fuerte, tales como respuestas, formas normales y

contextos de evaluación, se preservan por expansión a través de pasos internos:

Lema 3.46 (Estabilidad hacia atrás por pasos internos). Sea t0
 ϑ
ÝÝÑsh t un paso ϑ-interno.

Entonces:

1. Si t es una respuesta (resp. un redex db) entonces t0 también es una respuesta (resp. un

redex db).

2. Si t es una ϑ-forma normal (resp. ϑ-estructura) entonces t0 también es una ϑ-forma normal

(resp. ϑ-estructura).

3. Si t “ Cxxxyy, donde C es un ϑ-contexto de evaluación (resp. ϑ-contexto de evaluación

inerte), entonces t0 también es de la forma C0xxxyy, donde C0 es un ϑ-contexto de evaluación

(resp. ϑ-contexto de evaluación inerte).

El siguiente lema a�rma que un paso externo se puede conmutar antes de un paso interno.

En particular, un paso interno no puede crear un paso externo (ni creando un redex en una

posición externa, ni convirtiendo una posición interna en externa).

Lema 3.47 (Postposición de pasos internos). Sea fvpt0q Ď ϑ. Si t0
 ϑ
ÝÝÑsh t1

ϑ
ù t3, entonces

existe un término t2 tal que t0
ϑ

ù˚ t2 � ϑ
sh t3, donde la reducción de t0 a t2 tiene al menos un

paso y la reducción de t2 a t3 tiene al menos dos pasos.

El siguiente resultado es consecuencia de Teo. 3.45 y Lem. 3.47:

Proposición 3.48 (Factorización externa–interna). Sea fvptq Ď ϑ. Si t�shzgc r entonces hay

un término u tal que t
ϑ

ù˚ u� ϑ
sh r.
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Eliminación de pasos internos �nales

Las dos subsecciones anteriores aseguran que cualquier reducción Ñsh se puede factori-

zar en un pre�jo de pasos externos
ϑ

ù seguido por pasos internos o gc. En esta subsección

re�namos el resultado, mostrando que si la reducción Ñsh alcanza una Ñsh-forma normal,

entonces todos los pasos internos que se postponen por la Prop. 3.48 se pueden eliminar con

pasos gc.

Lema 3.49 (Inclusión de formas normales). Sean ϑ y t tales que fvptq Ď ϑ. Si t P NFpÑshq

entonces t P NFp
ϑ

ùq.

Lema 3.50 (Formas normales módulo pasos internos y gc). Sean ϑ y t tales que fvptq Ď ϑ.

1. Si tÑgc nfϑ con nfϑ P NFp
ϑ

ùq entonces t P NFp
ϑ

ùq.

2. Si t
 ϑ
ÝÝÑsh nfϑ con nfϑ P NFp

ϑ
ùq entonces t P NFp

ϑ
ùq y existe un término u tal que

t�gc u y nfϑ�gc u.

Los resultados de esta sección se pueden combinar para completar el argumento esbozado

en la Fig. 3.2 para demostrar Fig. 3.1(c):

Proposición 3.51 (Factorización de la teorı́a de sharing). Sea ϑ “ fvptq. Si t�sh s P NFpÑshq,

entonces existe un término u P NFp
ϑ

ùq tal que t
ϑ

ù˚ u y u˛ “ s˛. (Más precisamente, u�gc s).

Por último, obtenemos el teorema de completitud de la Fig. 3.1(a):

Teorema 3.52 (Completitud de
ϑ

ù con respecto a la β-reducción). Sea ϑ “ fvptq. Si t�β s P

NFpÑβq entonces existe un término u P NFp
ϑ

ùq tal que t
ϑ

ù˚ u y u˛ “ s.



Capı́tulo 4

Call-by-need fuerte para patrones y
recursión

4.1. Introducción
Este capı́tulo es fruto de la colaboración con Eduardo Bonelli y Kareem Mohamed, y se

estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

En la Sección 4.2, recordamos la de�nición del cálculo-λ extendido de Grégoire y Leroy

(Def. 4.2), generalizamos la teorı́a de sharing al cálculo-λ extendido (Def. 4.6), y damos

una caracterización sintáctica de las formas normales (Def. 4.6).

En la Sección 4.3, proponemos un sistema de tipos intersección no idempotente
HWe para λe (Def. 4.9), y probamos que los términos débilmente normalizantes
en λe son tipables (Teo. 4.12) y que los términos tipables son débilmente norma-
lizantes en λesh (Teo. 4.13). Más precisamente, ambos teoremas requieren no sólo que el

término sea tipable, sino también que el correspondiente juicio de tipado sea “bueno” en

un sentido preciso (cf. Def. 4.11). La noción de “bondad” generaliza la condición usual

de que no haya ocurrencias positivas del multiconjunto vacı́o rs.

En la Sección 4.4, proponemos una estrategia call-by-need fuerte ùe paraλe (Def. 4.16),

y demostramos que goza de buenas propiedades. Concretamente, es determinı́stica (Prop. 4.20),

extiende conservativamente a la estrategia call-by-need fuerte del capı́tulo anterior (Prop. 4.20),

es correcta (Prop. 4.21) y completa con respecto a la reducción en el cálculo-λ ex-
tendido (Teo. 4.22).

4.2. Extensión de la teorı́a de sharing
En esta sección extendemos la teorı́a de sharing (cf. Def. 3.1) al cálculo-λ extendido. En la

Sección 4.2.1, comenzamos repasando la de�nición del cálculo-λ extendido de Grégoire and

Leroy [20]. En la Sección 4.2.2 damos la de�nición de la teorı́a de sharing extendida λesh.

56
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4.2.1. El cálculo-λ extendido

De�nición 4.1 (Sintaxis del cálculo-λ extendido, cf. [20]). Asumimos dado un conjunto in�-

nito numerable de variables x, y, z, . . . y constantes c, c1, c2, . . .. El conjunto de términos T e

del cálculo-λ extendido se de�nen como sigue, mutuamente inductivamente con el conjunto

de ramas (que corresponden a las ramas de una construcción case):

Términos t, s, u, . . . ::“ x |λx.t | t s | c | fixpx.tq | case t of b̄

Ramas b ::“ cx̄ñ t

Los contextos se de�nen de la manera esperada.

De�nición 4.2 (El cálculo-λ extendido, cf. [20]). El cálculo-λe está dado por las siguientes re-

glas de reducción sobre T e
, cerradas por contextos arbitrarios. EscribimosÑe

para la relación

de reducción resultante.

pλx.tqs ÞÑdb ttx :“ su pβq

fixpx.tq ÞÑfix ttx :“ fixpx.tqu pfixq

case cj t̄ of pcix̄i ñ siqiPI ÞÑcase sjtx̄j :“ t̄u pcaseq

si j P I y |t̄| “ |x̄j|

La sustitución simultánea, sin captura, de una lista de variables x̄ por una lista de términos

s̄ de la misma longitud en un término t se escribe ttx̄ :“ s̄u. Un término t encaja con una

rama cx̄ñ s si t “ cs̄ con |s̄| “ |x̄|. Un término t encaja con una lista de ramas si encaja con

al menos una rama. Dada la condición sintáctica de formación sobre las expresiones case, un

término encaja con a lo sumo una rama. Observar que la reducción se puede bloquear si la

guarda de un case no encaja con ninguna de las ramas (y nunca lo hace a pesar de que se

reduzca la guarda). Las formas normales de λe se caracterizan como sigue:

Lema 4.3 (Formas normales). Las formas normales de λe están caracterizadas por la gramática:

N ::“ λx̄.xN̄ |λx̄.cN̄ |λx̄.pcase N0 of pcix̄i ñ NiqiPIqN̄

donde N0 no encaja con pcix̄i ñ NiqiPI . Observar que las listas x̄ y N̄ pueden estar vacı́as.

4.2.2. La teorı́a de sharing extendida

De�nición 4.4 (Sintaxis de la teorı́a de sharing extendida). Los términos de la teorı́a de sharing

extendida T e
sh se de�nen como sigue, extendiendo la sintaxis de λe con sustituciones explı́citas:

t, s, u, . . . ::“ x |λx.t | t s | fixpx.tq | c | case t of b̄ | trxzss

Recordar que los términos sin sustituciones explı́citas se denominan términos puros. Un

término puro t˛ se obtiene de un término t P T e
sh desenrollando las sustituciones explı́citas, ej.

ppcase z of cñ zqrzzddsq˛ “ case dd of cñ dd.

Para describir la reducción en la teorı́a de sharing extendida λesh, necesitamos introducir

categorı́as sintácticas adicionales que generalizan las nociones de respuesta y valor en presen-

cia de constructores:
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Respuestas a ::“ vL

Valores v ::“ λx.t | Axcy

Contextos aplicativos A ::“ l | AL t

Contextos de sustitución L ::“ l | Lrxzts

Una respuesta de la forma pλx.tqL es una respuesta abstracción y una de la forma AxcyL es una

respuesta aplicativa. Un ejemplo de esta última es ppcxqrxzysdqryzss.

De�nición 4.5 (La teorı́a de sharing extendida). La teorı́a de sharing extendida λesh consta de

las reglas de reducción sobre T e
sh dadas abajo, cerradas por contextos arbitrarios. Escribimos

Ñe
sh para la relación de reducción.

pλx.tqL s ÞÑdb trxzssL

CxxxyyrxzvLs ÞÑlsv CxvyrxzvsL

trxzss ÞÑgc t if x R fvptq

fixpx.tq ÞÑfix trxzfixpx.tqs

case AxcjyL of pcix̄i ñ siqiPI ÞÑcase sjrx̄jzAsL if |Axly| “ |x̄j| and j P I

La siguiente de�nición proporciona una caracterización inductiva de lasÑe
sh-formas nor-

males.

De�nición 4.6 (Formas normales de λesh). Un término t habilita una lista de ramas pcix̄i ñ

siqiPI , escrito t ą pcix̄i ñ siqiPI , si el término es de la forma t “ AxcjyL, para ciertos A, L,

y j P I tales que |A| “ |x̄j|. El juicio judgment que de�ne el conjunto de formas normales

(t P N) se de�ne simultáneamente con otros cuatro juicios, a saber constantes normales (t P K),

estructuras normales (t P S), formas normales de error (t P E), y abstracciones normales (t P L).

cNfCons

c P K

t P K s P N
cNfApp

t s P K

sNfVar

x P S

t P S s P N
sNfApp

t s P S

t P K Y L Y S t č pcix̄i ñ siqiPI psi P NqiPI
eNfStrt

case t of pcix̄i ñ siqiPI P E

t P E s P N
eNfApp

t s P E

t P E psi P NqiPI
eNfCase

case t of pcix̄i ñ siqiPI P E

t P N
lNfLam

λx.t P L

t P X s P S Y E x P fvptq
nfSub

trxzss P X

t P K
nfCons

t P N

t P S
nfStruct

t P N

t P E
nfError

t P N

t P L
nfLam

t P N

Lema 4.7 (Caracterización de formas normales en λesh). Son equivalentes:
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1. t P N

2. t está enÑe
sh-forma normal.

4.3. Extensión del sistema de tipos
En esta sección presentamos el sistema HWe

, un sistema de tipos intersección no idempo-

tente para la teorı́a de sharing extendida λesh, y demostramos que caracteriza normalización.

4.3.1. El sistema de tipos intersección no idempotente extendido

Asumimos que α, β, γ, . . . varı́an sobre un conjunto de variables de tipo. El conjunto de

tipos se denota con las letras τ, σ, ρ, . . ., y los multiconjuntos �nitos de tipos con las letras

M,N ,P , . . .. El multiconjunto vacı́o se escribe rs, y rτ1, . . . , τns representa el multiconjunto

que contiene a cada uno de los tipos τi con sus multiplicidades correspondientes. Además,

M`N denota la unión (aditiva) de multiconjuntos. Por ejemplo ra,bs`rb, cs “ ra,b,b, cs.

De�nición 4.8 (Sintaxis de los tipos). El conjunto de tipos de HWe
está dado por la siguiente

gramática, mutuamente recursivamente con los conjuntos de tipos de datos, tipos de pre-error,

tipos de error y tipos de rama:

Tipos τ ::“ α |MÑ τ | D | E

Tipos de datos D ::“ c | DM
Tipos de pre-error G ::“ E τ B̄ | Gτ
Tipos de error E ::“ xGy | E τ

Tipos de rama B ::“ M̄ñ τ

Un tipo τ encaja con una rama cx̄ ñ s si es de la forma τ “ cM̄ con |M̄| “ |x̄|. Un tipo

encaja con una lista de remas si encaja con al menos una rama.

De�nición 4.9 (El sistema de tipos HWe
). El sistema de tipos HWe

está de�nido por medio

de las siguientes reglas de tipado inductivas. Estas reglas de�nen la derivabilidad para cuatro

formas de juicios de tipado, con las siguientes interpretaciones informales:

1. Tipado (Γ; Σ $ t : τ ) — El término t tiene tipo τ bajo el contexto Γ y el registro de

errores Σ.

2. Multi-tipado (Γ; Σ $ t : M) — El término t tiene los tipos de M bajo el contexto Γ y

el registro de errores Σ.

3. Aplicación (τ @ M ñ σ) — Un término de tipo τ se puede aplicar a un argumento

que tiene todos los tipos en M, resultando en un término de tipo σ.

4. Matching (τ xb̄y Γ; Σ, σ) — El tipo τ puede usarse como la guarda de un case con

ramas b̄, lo que puede tener éxito y resultar en un término de tipo σ, asumiendo ciertas

hipótesis Γ y registros de errores Σ, o en caso contrario fallar.
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Las reglas del sistema HWe
son:

tVar

x : rτ s; Σ $ x : τ
tCons

∅; Σ $ c : c

Γ, x : M; Σ $ t : τ
tAbs

Γ; Σ $ λx.t : MÑ τ

Γ; Σ $ t : τ τ @ Mñ σ ∆; Σ $ s : M
tApp

Γ`∆; Σ $ ts : σ

Γ, x : M; Σ $ t : τ ∆; Σ $ fixpx.tq : M
tFix

Γ`∆; Σ $ fixpx.tq : τ

Γ; Σ $ t : τ τ xb̄y ∆; Σ, σ
tCase

Γ`∆; Σ $ case t of b̄ : σ

Γ, x : M; Σ $ t : τ ∆; Σ $ s : M
tES

Γ`∆; Σ $ trxzss : τ

pΓi; Σ $ t : τiq1ďiďn pn ě 0q
tMulti

n
ÿ

i“1

Γi; Σ $ t :
n
ÿ

i“1

rτis

tAppFun

MÑ τ @ Mñ τ
tAppData

D @ Mñ DM

pn ě 1q
tAppErr

xGy τ1 . . . τn @ rτ1s ñ xGτ1y τ2 . . . τn

cjM̄ matches pcix̄i ñ siqiPI Γ, x̄j : M̄; Σ $ sj : σj
tCMatch

cjM̄ xpcix̄i ñ siqiPIy Γ; Σ, σj

τ does not match pcix̄i ñ siqiPI
`

Γi, x̄i : M̄i; Σ $ si : σi
˘

iPI
tCMismatch

τ xpcix̄i ñ siqiPIy p
ÿ

iPI

Γiq; ΣY txE τ pM̄i ñ σiqiPIy ρ̄u, xE τ pM̄i ñ σiqiPIy ρ̄

Escribimos π, ξ, . . . para las derivaciones de tipos y πpΓ; Σ $ t : τq si π es una derivación

de tipos del juicio Γ; Σ $ t : τ . Las reglas son lineales con respecto al contexto de tipos

en el sentido de que cada hipótesis se usa exactamente una vez. Las reglas son, en cambio,

cartesianas con respecto al registro de errores, en el sentido de que cada hipótesis se puede

usar cero, una o más veces.

4.3.2. Caracterización de términos débilmente normalizantes

En esta subsección, relacionamos tipabilidad en el sistema HWe
con la propiedad de nor-

malización débil en el cálculo-λ extendido, y con la propiedad de normalización débil en la

teorı́a de sharing extendida. Comenzamos de�niendo una noción apropiada de juicio “bueno”

para HWe
(Def. 4.11). En lı́neas generales, un juicio es bueno si no tiene ocurrencias positivas

de rs ni ocurrencias negativas de constructores. La razón para rechazar ocurrencias negativas

de constructores se puede ilustrar en un término como case x of pc ñ dq ¨ pe ñ Ωq. Di-

cho término es tipable con tipo d si uno asume que x : rcs. Sin embargo, no es débilmente

normalizante en λesh. Observar que una variable libre de tipo c corresponde a una ocurrencia

negativa del constructor c (en el juicio de tipado).

Sin embargo, prohibir las ocurrencias positivas de rs y negativas de constructores no al-

canza. La razón es la presencia de expresiones case bloqueadas. Considerar por ejemplo el
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término pcase c of pd ñ dqqΩ. Este término es tipable; por ejemplo, se le puede asignar

el tipo xE c prds ñ dqrsy. Notar que el tipo del case bloqueado incluye los tipos de los ar-

gumentos a los que se aplica—en este caso el multiconjunto de tipos vacı́o. Además, este tipo

queda registrado en el registro de errores. Esto nos permite extender la restricción de que rs no

ocurra positivamente y de que los constructores no ocurran negativamente a las expresiones

case bloqueadas.

Como nota adicional, observar que un término como case x of pc ñ dq ¨ pe ñ dq está

en forma normal, y por ende deberı́a ser tipable. En efecto, se lo puede tipar asignándole a x

un tipo de error apropiado.

De�nición 4.10 (Ocurrencias positivas y negativas de tipos). El conjunto de ocurrencias po-

sitivas (resp. negativas) de tipos en τ , se escribe Ppτq (resp. N pτq), y se de�ne como sigue:

Ppαq def
“ tαu

PpMÑ τq
def
“ N pMq Y Ppτq Y tMÑ τu

Ppcq def
“ tcu

PpDMq
def
“ PpDq Y PpMq Y tDMu

PpE τq def
“ PpEq Y Ppτq Y tE τu

PpxGyq def
“ PpGq Y tGu

PpGτq def
“ PpGq Y Ppτq Y tGτu

PpE τ B̄q def
“ Ppτq Y PpB̄q Y tE τ B̄u

PpM1, . . . ,Mn ñ τq
def
“

Ť

iP1..nN pMiq Y Ppτq Y tM̄ñ τu

PpMq
def
“

Ť

τPM Ppτq Y tMu

PpΓ; Σ $ τq
def
“ N pΓq Y PpΣq Y Ppτq

PpΓq def
“

Ť

pxPdomΓqPpΓpxqq

N pαq def
“ ∅

N pMÑ τq
def
“ PpMq YN pτq

N pcq def
“ ∅

N pDMq
def
“ N pDq YN pMq

N pE τq def
“ N pEq YN pτq

N pxGyq def
“ N pGq

N pGτq def
“ N pGq YN pτq

N pE τ B̄q def
“ N pτq YN pB̄q

N pM1, . . . ,Mn ñ τq
def
“

Ť

iP1..nPpMiq YN pτq
N pMq

def
“

Ť

τPM N pτq
N pΓ; Σ $ τq

def
“ PpΓq YN pΣq YN pτq

N pΓq def
“

Ť

pxPdomΓqN pΓpxqq

Sea además X un tipo (resp. tipo de datos, tipo de pre-error, tipo de error, tipo de rama, contexto

de tipado). Decimos entonces que X está cubierto por un registro de errores Σ, y lo escribimos

coveredΣpXq, si para cada tipo de error E tal que E es subfórmula de X, es decir, ocurre en

cualquier lugar del árbol sintáctico de X, se tiene que E P Σ.

De�nición 4.11 (Tipos y juicios de tipado buenos). Un tipo τ es bueno si c R Ppτq y rs R N pτq.
Decimos que M es bueno si cada τ P M es bueno. Un contexto de tipado Γ es bueno si se

puede escribir como Γ “ ΓgΓe de tal forma que Γgpxq es bueno para todo x P domΓg, y Γepxq

es un tipo de error para todo x P domΓe. Un juicio de tipado Γ; Σ $ t : τ es bueno si se

cumplen todas las condiciones siguientes:

1. Γ es bueno;

2. rs R PpΣq y rs R Ppτq;

3. c R N pΣq y c R N pτq para todo constructor c;

4. coveredΣpΓq y coveredΣpτq.

Abajo enunciamos los dos resultados principales de esta sección, que relacionan tipabilidad

y normalización. Observar que:
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El Teo. 4.12 relaciona las formas normals en λe con la tipabilidad en HWe
, extendiendo

el Teo. 3.30 del capı́tulo anterior (que relaciona las formas normales en el cálculo-λ con

la tipabilidad en HW).

El Teo. 4.13 relaciona las formas normales enλesh con la tipabilidad enHWe
, extendiendo

el Teo. 3.40 del capı́tulo anterior (que relaciona las formas normales en la teorı́a de

sharing con la tipabilidad en HW).

Teorema 4.12 (Los términos débilmente normalizantes en λe son tipables). Sea t débilmente

normalizante en λe. Entonces existen un contexto Γ, un registro de errores Σ y un tipo τ tales que

Γ; Σ $ t : τ es derivable y bueno.

Teorema 4.13 (Los términos tipables son débilmente normalizantes en λesh). Si Γ; Σ $ t : τ

es derivable y bueno, entonces t es débilmente normalizante en λesh.

4.4. Extensión de la estrategia call-by-need fuerte

En esta sección extendemos la estrategia call-by-need fuerte
S

ù para la teorı́a de sharing,

presentada en el Capı́tulo 3, a la estrategia call-by-need fuerte ùe
para la teorı́a de sharing

extendida. Además, demostramos que la estrategia es completa con respecto al cálculo-λ ex-

tendido λe.

4.4.1. La estrategia call-by-need fuerte extendida

Al igual que en el capı́tulo anterior, la estrategia call-by-need fuerte
ϑ

ùe
es una relación

binaria sobre el conjunto de términos extendidos T e
sh, y está parametrizada por un conjunto

ϑ de variables congeladas. Las reglas de reducción son instancias de las reglas de reescritura

de la teorı́a de sharing extendida (Def. 4.5), con dos diferencias: (1) no hay regla de garba-

ge collection, (2) la reducción no está cerrada bajo contextos arbitrarios, sino bajo contextos

de evaluación. Tal como en la Sección 3.2.2, para poder de�nir el conjunto de contextos de

evaluación, comenzamos de�niendo (sintácticamente) el conjunto de formas normales de la

estrategia y a continuación describimos los contextos de evaluación.

De�nición 4.14 (Formas normales de la estrategia call-by-need fuerte). El conjunto de va-

riables no basura de un término t se escribe ngvptq y se de�ne como fvpÓgc ptqq, donde Ógc ptq

es la gc-forma normal de t.

Para cada conjunto de variables ϑ, los conjuntos de constantes normales (Kϑ), estructuras

normales (Sϑ), formas normales de error (Eϑ), abstracciones normales (Lϑ) y formas normales a

secas (Nϑ) se de�nen mutuamente inductivamente por medio de los siguientes juicios. En las

reglas para sustituciones explı́citas, escribimos Xϑ para representar cualquiera de los conjun-

tos Kϑ, Sϑ, Eϑ o Lϑ:

cNfCons

c P Kϑ

t P Kϑ s P Nϑ
cNfApp

t s P Kϑ

x P ϑ
sNfVar

x P Sϑ

t P Sϑ s P Nϑ
sNfApp

t s P Sϑ



63

t P Kϑ Y Lϑ Y Sϑ t č pcix̄i ñ siqiPI psi P NϑYx̄iqiPI
eNfStrt

case t of pcix̄i ñ siqiPI P Eϑ

t P Eϑ s P Nϑ
eNfApp

t s P Eϑ

t P Eϑ psi P NϑYx̄iqiPI
eNfCase

case t of pcix̄i ñ siqiPI P Eϑ

t P NϑYtxu
lNfLam

λx.t P Lϑ

t P XϑYtxu s P Sϑ Y Eϑ x P ngvptq
nfSubNG

trxzss P Xϑ

t P Xϑ x R ngvptq
nfSubG

trxzss P Xϑ

t P Kϑ
nfCons

t P Nϑ

t P Sϑ
nfStruct

t P Nϑ

t P Lϑ
nfLam

t P Nϑ

t P Eϑ
nfError

t P Nϑ

La de�nición sintáctica de formas normales dada arriba es similar a la caracterización

sintáctica de Ñe
sh-formas normales dada en Def. 4.6, salvo que: (1) el conjunto de variables

congeladas se registra explı́citamente, (2) la regla nfSub se re�na en la regla nfSubNG y (3)

en una nueva regla nfSubG que se agrega debido a la ausencia de gc en
ϑ

ùe
.

De�nición 4.15 (Contextos de evaluación extendidos). Los juicios que de�nen los conjuntos

de contextos de evaluación son de la forma C P Ehϑ donde C es un contexto arbitrario, ϑ es

un conjunto de variables y h es un sı́mbolo llamado discriminador del contexto. Este sı́mbolo

puede tomar uno de los siguientes valores: ‘˝’, ‘λ’ o cualquier constructor c,d, . . . y su función

es discriminar el constructor en la cabeza del contexto. Observar que las reglas de formación

de contextos de evaluación imponen restricciones sobre los discriminadores. Un contexto de

evaluación es un contexto C tal que el juicio C P Ehϑ es derivable para algún conjunto de

variables ϑ y algún discriminador h, usando las siguientes reglas de inferencia:

eBox

l P E˝ϑ

C P Ehϑ h ‰ λ
eAppL

C t P Ehϑ

t P Sϑ Y Eϑ C P Ehϑ
eAppRStruct

t C P E˝ϑ

t P Kϑ C P Ehϑ
eAppRCons

t C P E
hcptq
ϑ

C P Ehϑ t R Sϑ Y Eϑ x R ϑ
eSubsLNonStruct

Crxzts P Ehϑ

C P EhϑYtxu t P Sϑ Y Eϑ
eSubsLStruct

Crxzts P Ehϑ

C1 P E
h
ϑ C2 P E

˝
ϑ

eSubsR

C1xxxyyrxzC2s P E
h
ϑ

C P EhϑYtxu
eLam

λx.C P Eλϑ

C P Ehϑ h R tciuiPI ó h “ cj P tciuiPI y |Cxyy| ‰ |x̄j |
eCase1

case C of pcix̄i ñ siqiPI P E
˝
ϑ

t P Nϑ t č pcix̄i ñ siqiPI tk P NϑYx̄k para todo k ă j C P EhϑYx̄i
eCase2

case t of pc1x̄1 ñ t1q . . . pcj x̄j ñ Cq . . . pcnx̄n ñ tnq P E
˝
ϑ
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La función hcp´q usada en la regla eAppRCons se de�ne como sigue, por inducción en la

derivación de t P Kϑ:

hcpcq
def
“ c hcpt sq

def
“ hcptq hcptrxzssq

def
“ hcptq

Notar en particular que hcpAxcyLq “ c. La notación |Cxyy| usada en la regla eCase1 cuenta el

número de argumentos en la columna vertebral del término Cxyy, más precisamente:

|x|
def
“ 0

|c|
def
“ 0

|λx.t|
def
“ 0

|t s|
def
“ 1` |t|

|fixpx.tq|
def
“ 0

|trxzss|
def
“ |t|

|case t of b̄|
def
“ 0

De�nición 4.16 (Estrategia call-by-need fuerte extendida). La estrategia
ϑ

ùe
se de�ne por

las siguientes reglas:

pdbq Cxpλx.tqL sy
ϑ

ùe CxtrxzssLy if C P Ehϑ

plsvq C1xC2xxxyyrxzvLsy
ϑ

ùe C1xC2xvyrxzvsLy if C1xC2xlyrxzvLsy P E
h
ϑ

pfixq Cxfixpx.tqy
ϑ

ùe Cxtrxzfixpx.tqsy if C P Ehϑ

pcaseq Cxcase AxcjyL of pcix̄i ñ siqiPIy
ϑ

ùe Cxsjrx̄jzAsLy

if C P Ehϑ con j P I and |Axly| “ |x̄j |

Observar que el discriminador h en las condiciones de todas las reglas está cuanti�cado exis-

tencialmente.

Propiedades de la estrategia call-by-need fuerte extendida

La estrategia call-by-need fuerte extendida tiene las siguientes propiedades. Contrastarlas

con las propiedades estudiadas en el capı́tulo anterior (Sección 3.2.3, Sección 3.3).

Lema 4.17 (Caracterización de formas normales). Sea t un término arbitrario. Son equivalentes:

1. t está en
ϑ

ùe
-forma normal.

2. t P Nϑ.

Proposición 4.18 (Reducción fuerte). Si t está en
ϑ

ùe
-forma normal, entonces su desenrollado

t˛ está enÑe
-forma normal.

Proposición 4.19 (Determinismo). Si t
ϑ

ùe s y t
ϑ

ùe u entonces s “ u.

Proposición 4.20 (Conservatividad). La estrategia call-by-need fuerte extendida es conserva-

tiva con respecto a la estrategia call-by-need fuerte del Capı́tulo 3, es decir, si t
ϑ

ù s entonces

t
ϑ

ùe s.

Proposición 4.21 (Correctitud). Si t
ϑ

ù s entonces t˛ �e s˛.

Teorema 4.22 (Completitud). Sea ϑ “ fvptq. Si t �e s P NFpÑeq, entonces existe un término

u P NFp
ϑ

ùeq tal que t p
ϑ

ùeq˚ u y u˛ “ s.



Capı́tulo 5

Etiquetas de Lévy para el LSC

5.1. Introducción
Este capı́tulo es fruto de la colaboración con Eduardo Bonelli, y se estructura de la siguiente

manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

En la Sección 5.2, motivamos algunas decisiones de diseño detrás de un cálculo con

etiquetas de Lévy, y de�nimos una variante del LSC con etiquetas de Lévy, el

LLSC (Def. 5.6).

En la Sección 5.3, estudiamos las prpoiedades del LLSC. En particular:

1. En la Sección 5.3.1 estudiamos sus propiedades sintácticas básicas.

2. En la Sección 5.3.2 mostramos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomáti-
co ortogonal (Prop. 5.32).

3. En la Sección 5.3.3 demostramos que el LLSC es débilmente normalizante para

reducción acotada (Prop. 5.43), es decir, cuando la reducción se restringe a etiquetas

de altura acotada.

4. En Sección 5.3.4 fortalecemos este resultado, y demostramos que el LLSC es fuer-
temente normalizante para reducción acotada (Teo. 5.49).

5. En la Sección 5.3.5 damos dos demostraciones de que el LLSC es con�uente, usando

los resultados anteriores.

5.2. El LSC con etiquetas de Lévy
Nuestro objetivo es de�nir una variante del LSC con etiquetas de Lévy. Para ello comenza-

mos.
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5.2.1. Teorı́a de residuos para el LSC

Recordemos que el LSC se de�ne como la relación de reescrituraÑLSC que se obtiene como

la unión de las tres siguientes reglas de reescritura, cerradas por contextos arbitrarios.

Beta a distancia pλx.tqL s ÞÑdb trxzssL

Sustitución lineal Cxxxyyrxzts ÞÑls Cxxtyyrxzts

Garbage collection trxzss ÞÑgc t if x R fvptq

Como punto de partida en nuestra misión de de�nir una variante del LSC con etiquetas de

Lévy, recordemos las propiedades fundamentales a las que aspiramos. �errı́amos que el

cálculo etiquetado le atribuya un nombre a cada redex, de tal manera que:

Si un redex R1 es un residuo de un redex R, entonces R y R1 tienen el mismo nombre.

Si un redex R crea un redex S, entonces el nombre de R es un “subnombre” del nombre

de S.

Estas a�rmaciones presuponen la existencia de una teorı́a de residuos a priori. Afortunada-

mente, en [2], Acca�oli, Bonelli, Kesner y Lombardi dan una de�nición de residuos para el

LSC, y demuestran que da lugar a una teorı́a de residuos con buenas propiedades. En esta

subsección repasamos las de�niciones y resultados que son relevantes para nuestro trabajo.

De�nición 5.1 (El LSC marcado). Suponemos dado un conjunto in�nito numerable de marcas

a, b, c, . . .. El conjunto de términos marcados está dado por la siguiente gramática:

t, s, u, . . . ::“ x variable

| xa variable marcada

| λx.t abstracción

| λxa.t abstracción marcada

| ts applicación

| trxzss sustitución

| trxazss sustitución marcada

Las notaciones L para contextos de sustitución y C para contextos arbitrarios se extienden

para permitir la presencia de marcas. Lo mismo para las nociones de variables libres y α-

conversión. La reducción marcada
a
ÝÑ sobre términos marcados se de�ne como la clausura por

contextos arbitrarios de las siguientes reglas de reescritura:

pλxa.tqL s
a
ÞÑdb trxzssL

Cxxxayyrxzts
a
ÞÑls Cxtyrxzts

trxazss
a
ÞÑgc t if x R fvptq

Un redex marcado es un redexR cuyo patrón es de alguna de las formas pλxa.tqL s, Cxxxayyrxzts,

ó trxazss, y a se llama la marca del redexR. La reducción no marcadaÑ sobre términos marca-

dos se de�ne como la clausura por contextos arbitrarios de las reglas db, ls y gc usuales—en

este caso, el redex no está marcado pero se permiten marcas en otros lugares del término. El
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ancla de un redex (marcado o no) es la variable que posiblemente lleva la marca. Si t es un

término marcado, t˝ es el término que resulta de eliminar todas las marcas de t. Si t˝ “ s,

decimos que t es una variante de s. En tal caso, identi�camos los redexes de t y los redexes de

s a través de la biyección obvia.

De�nición 5.2 (Residuos en el LSC). Sean R, S pasos coiniciales en el LSC:

R : tÑ s S : tÑ u

Considerar una variante marcada t1 de t con exactamente una marca a sobre el ancla de S.

Sea R1 : t1 Ñ s1 el paso correspondiente a R a través de la biyección obvia. El conjunto de

residuos de S después de R, escrito S{R, es el conjunto de pasos de la forma S 1 : s Ñ r para

algún término r, tal que S 1 está marcado con a en la variante marcada s1 de s.

Por ejemplo, el siguiente es el grafo de reducción para una variante marcada del término

xrxzysryzzs en el LSC marcado—escribimos Rpaq para enfatizar que a es la marca de R:

xarxzybsryzzs
Rpaq //

Spbq

��

ybrxzybsryzzs
S1pbq

uu
S2pbq

))
zrxzybsryzzs

S1
2pbq

))

ybrxzzsryzzs

S1
1pbq

uu
xarxzzsryzzs

R1paq
// zrxzzsryzzs

Además, de acuerdo con la de�nición de residuo, tenemos:

R{S “ tR1u S{R “ tS1, S2u S1{S2 “ tS
1
1u S2{S1 “ tS

1
1u R{R “ ∅

Enunciamos dos resultados conocidos de [2]:

Proposición 5.3. El LSC forma un sistema de reescritura axiomático ortogonal, en el sentido de

Melliès [34].

Proposición 5.4 (Creación de redexes en el LSC). Sean t1
R
ÝÑ t2

S
ÝÑ t3 dos pasos consecutivos

en el LSC tales que R crea S. Entonces S se crea en exactamente una de siete maneras posibles.

Damos ejemplos paradigmáticos de cada una de las siete maneras, el enunciado completo se puede

encontrar en [2]:

1. db crea db. Por ejemplo: pλx.pλy.tqsquÑ pλy.tqrxzssuÑ tryzusrxzss.

2. db crea ls. Por ejemplo: pλx.xxqtÑ pxxqrxzts Ñ pxtqrxzts.

3. db crea gc. Por ejemplo: pλx.yqtÑ yrxzts Ñ y.

4. ls crea db hacia arriba. Por ejemplo: xrxzλy.tssÑ pλy.tqrxzλy.tssÑ tryzssrxzλy.ts.

5. ls crea dbhacia abajo. Por ejemplo: pxtqrxzλy.ss Ñ ppλy.sqtqrxzλy.ss Ñ sryztsrxzλy.ss.

6. ls crea gc. Por ejemplo: pyxqrxzys Ñ pyyqrxzys Ñ yy.

7. gc crea gc. Por ejemplo: yrxzzsrzzts Ñ yrzzts Ñ y.
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5.2.2. De�nición del LSC etiquetado sin gc

Comenzamos dando una de�nición de una variante del LSC con etiquetas de Lévy sin la

regla gc. Más adelante discutimos cómo extender esta de�nición para incorporar la regla gc.

De�nición 5.5 (El LSC con etiquetas de Lévy sin gc, LLSC
I
). Suponemos dado un conjunto

in�nito numerable de etiquetas iniciales I “ ta, b, c, . . .u. Asumimos la existencia de una

etiqueta inicial distinguida ‚ P I . El conjunto de etiquetas LI está dado por la siguiente

gramática:

α, β, γ, . . . ::“ a | αβ | rαs | tαu | dbpαq

Las etiquetas se consideran módulo asociatividad de la operación de yuxtaposición, es decir,

dadas etiquetas α, β, γ P L cualesquiera, declaramos que se veri�ca pαβqγ “ αpβγq. Las

etiquetas que no son de la forma αβ se llaman atómicas. El conjunto de términos etiquetados

T `I
está de�nido por la siguiente gramática:

t, s, . . . ::“ xα | λαx.t | @αpt, sq | trxzss

La etiqueta atómica exterior de una etiqueta α se escribe Ò pαq y se de�ne como sigue, por

inducción en el número de yuxtaposiciones que se usan para construir la etiqueta α:

Ò pαq
def
“

#

Ò pα1q si α “ α1α2

α si α es atómica

Por ejemplo Ò prabsacq “ rabs. Análogamente, la etiqueta atómica interior de una etiqueta α,

se escribe Ó pαq y se de�ne como sigue:

Ó pαq
def
“

#

Ó pα2q si α “ α1α2

α si α es atómica

La etiqueta externa de un término t se escribe `ptq y se de�ne como la etiqueta que decora su

nodo más externo, salteando sustituciones:

`pxαq “ α `pλαx.tq “ α `p@αpt, sqq “ α `ptrxzssq “ `ptq

La etiqueta atómica exterior de un término t se escribe Ò ptq y se de�ne como Ò p`ptqq. Por

ejemplo:

`ppλabcx.xd
qryzyd

sq “ abc y Ò ppλabcx.xd
qryzyd

sq “ a

La sintaxis de los contextos se extiende para permitir términos con etiquetas:

C ::“ l | λαx.C | @αpC, tq | @αpt, Cq | Crxzts | trxzCs

y lo mismo para contextos de sustitución. Se de�ne una operación para agregar una etiqueta

a un término, que se escribe α : t y se de�ne por inducción en t, salteando sustituciones:

α : xβ
def
“ xαβ α : λβx.t

def
“ λαβx.t

α : @βpt, sq
def
“ @αβpt, sq α : ptrxzssq

def
“ pα : tqrxzss
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El LSC con etiquetas de Lévy sin gc, LLSC
I
, es el sistema de reescritura cuyos términos son

los términos etiquetados T `I
y con la relación de reescritura Ñ`I dada por la unión de las

siguientes reglas, cerradas por contextos arbitrarios:

@αppλβx.tqL, sq ÞÑdb αrdbpβqs : trxztdbpβqu : ssL

Cxxxαyyrxzts ÞÑls Cxxα ‚ : tyyrxzts

Ñ`Idb
def
“ CxÞÑdby Ñ`Ils

def
“ CxÞÑlsy Ñ`I

def
“ Ñ`Idb YÑ`Ils

Con respecto a los nombres de los pasos, el nombre de un paso db como el de la regla ÞÑdb es

dbpβq, mientras que el nombre de un paso ls como el de la regla ÞÑls es Ó pαq ‚ Ò ptq. A veces

escribimos t
α
ÝÑ`I s cuando tÑ`I s y el nombre del redex que se contrae es α.

5.2.3. De�nición del LSC etiquetado – extensión con gc

De�nición 5.6 (El LSC etiquetado con gc, LLSC). Tal como en Def. 5.5, suponemos dado un

conjunto de etiquetas iniciales I “ ta, b, c, . . .u, y asumimos la existencia de dos etiquetas

distinguidas ‚ P I y b P I . El conjunto de etiquetas L se de�ne por la siguiente gramática:

α, β, γ, . . . ::“ a | αβ | rαs | tαu | dbpαq

Las metavariables Ω,Θ,Ψ, . . . varı́an sobre conjuntos �nitos de etiquetas iniciales. El conjunto

de términos etiquetados T `
se de�ne mediante la siguiente gramática:

t, s, . . . ::“ xα | λαΩx.t | @αpt, sq | trxzssΩ

Las nociones de etiqueta atómica exterior Ò pαq de una etiqueta α, etiqueta atómica interior

Ó pαq de una etiqueta α, etiqueta externa `ptq de un término etiquetado t, la operación para

agregar una etiqueta a un término α : t, y las nociones de contexto y contexto de sustitución se

de�nen de manera análoga a la de Def. 5.5.

El LSC con etiquetas de Lévy con gc, LLSC, es el sistema de reescritura cuyos objetos son

los términos T `
y con la relación de reescrituraÑ` dada por la unión de las siguientes reglas,

cerradas por contextos arbitrarios.

@αppλβΩx.tqL, sq ÞÑdb αrdbpβqs : trxztdbpβqu : ssΩL

CxxxαyyrxztsΩ ÞÑls Cxxα ‚ : tyyrxztsΩ
trxzssΩ ÞÑgc t si x R fvptq

Ñ` db
def
“ CxÞÑdby Ñ` ls

def
“ CxÞÑlsy Ñ` gc

def
“ CxÞÑgcy Ñ`

def
“ Ñ` db Y Ñ` ls Y Ñ` gc

Con respecto a los nombres de los pasos, el nombre de un paso db como el de la regla ÞÑdb es

dbpβq, el nombre de un paso ls como el de la regla ÞÑls es Ó pαq ‚ Ò ptq, y el nombre de un

paso gc como el de la regla ÞÑgc es el conjunto de etiquetas ta ‚ Ò psq | a P Ωu. Tal como antes,

escribimos t
α
ÝÑ` s cuando tÑ` s y el nombre del redex que se contrae es α.
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Observar que los nombres de redexes µ, ν, ξ, . . . tienen tres formas posibles, dadas por la

gramática de abajo, donde α representa una etiqueta arbitraria en L, y ω, ω1 representan eti-

quetas atómicas:

µ ::“ dbpαq
l jh n

nombre de un paso db

| ω ‚ ω1
l jh n

nombre de un paso ls

| tω1 ‚ ω
1
1, . . . , ωn ‚ ω

1
nu

l jh n

nombre de un paso gc, n ě 1

En general consideramos a los nombres de redexes como elementos de su propio género (sort),

pero de manera ocasional identi�camos los nombres de pasos db y ls con la etiqueta subya-

cente correspondiente—por ejemplo el nombre de redex dbpaq se puede entender como la

etiqueta dbpaq.

El LSC con gc no es estable

La estabilidad es una propiedad abstracta de los sistemas de reescritura con residuos, que

a�rma que los pasos de cómputo se crean de manera esencialmente única: si dos pasos tienen

un residuo común, deben tener también un ancestro común. Esto signi�ca que la presencia

de un paso de cómputo se puede reducir a una única causa. La propiedad de estabilidad fue

originalmente estudiada por Jean-Jacques Lévy [30, 32], e inpirada por la noción de estabilidad

de Gérard Berry en el ámbito de la semántica denotacional [8].

De�nición 5.7 (Estabilidad). Un sistema de reescritura axiomático ortogonal veri�ca la pro-

piedad de estabilidad si dados pasosR, S, T1, T2, T3 tales que T3 P T1{pS{Rq y T3 P T2{pR{Sq,

entonces existe un paso T0 tal que T1 P T0{R y T2 P T0{S. Grá�camente:

T0

OO

R

��
S

��T1oo

S{R �� �� R{S����

T2 //

T3 ��

No es difı́cil ver que la propiedad de estabilidad falla en el LSC ante la presencia de la regla

gc.

Observación 5.8 (El LSC no es estable). Considerar el diagrama:

xryzzsrzzws
R

vv

S

&&
xryzwsrzzws

T
�� S{R ((

xrzzws

∅ T 1

��
xryzws xrzzws

T 1

��

x

x

Observar que T y T 1 no tienen un ancestro común, por cuanto el LSC con gc no veri�ca la

propiedad de estabilidad.
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5.3. Propiedades del LSC con etiquetas de Lévy
En esta sección se establecen varias propiedades del LLSC:

1. En la Sección 5.3.1 demostramos propiedades básicas de la reducción etiquetada, inclu-

yendo el invariante de términos correctamente etiquetados.

2. En la Sección 5.3.2 estudiamos diagramas de permutación en el LLSC. En particular de-

mostramos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomático orthogonal (Prop. 5.32).

3. En la Sección 5.3.3 demostramos que el LLSC es débilmente normalizante si la altura de

los nombres de los redexes que se contraen está acotada (Prop. 5.43).

4. En la Sección 5.3.4 fortalecemos el resultado anterior, mostrando que el LLSC es fuer-

temente normalizante si la altura de los nombres de los redexes que se contraen está

acotada (Teo. 5.49).

5. En la Sección 5.3.5 obtenemos como corolario que el LLSC es con�uente (Teo. 5.51).

5.3.1. Propiedades básicas

Comenzamos demostrando algunas propiedades básicas del cálculo etiquetado LLSC de�-

nido en Def. 5.6, incluyendo el invariante de términos correctamente etiquetados.

Etiquetas y contextos

Lema 5.9 (Propiedades de las etiquetas y contextos).

1. α : pβ : tq “ pαβq : t

2. Si L es un contexto de sustitución, entonces α : ptLq “ pα : tqL.

3. Si C no es un contexto de sustitución, entonces α : Cxty “ pα : Cqxty.

4. Ò pα : tq “ Ò pαq

5. Ò pCxxxαyyq “ Ò pCxα ‚ : tyq

6. α : Cxxxβyy es de la forma C1xxxβ
1

yy, donde Ó pβq “ Ó pβ1q y α : Cxβ ‚ : ty “ C1xβ1 ‚ : ty.

Lema 5.10 (El agregado de etiquetas es funtorial). Si t
µ
ÝÑ` s entonces pα : tq

µ
ÝÑ` pα : sq.

Lema 5.11 (La reducción preserva la etiqueta exterior). Si tÑ` s entonces Ò ptq “ Ò psq.
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Términos inicialmente y correctamente etiquetados

En esta subsección damos una de�nición precisa de términos inicialmente etiquetados, y

de�nimos un invariante para términos correctamente etiquetados, de tal modo que todos los

términos inicialmente etiquetados están correctamente etiquetados y la relación de reescritura

pÑLSCq preserva el etiquetado correcto.

De�nición 5.12 (Etiquetas hoja). Sea t P T `
. El multiconjunto de etiquetas hoja de t se escribe

vlxptq y se de�ne como el multiconjunto de etiquetas atómicas de la forma Ó pαq para cada

ocurrencia de xα en t. Formalmente:

vlxpxαq
def
“ tÓ pαqu

vlxpyαq
def
“ ∅ si x ‰ y

vlxpλαΩy.tq
def
“ vlxptq si x ‰ y

vlxp@αpt, sqq
def
“ vlxptq Z vlxpsq

vlxptryzssΩq
def
“ vlxptq Z vlxpsq si x ‰ y

Extendemos esta operación a contextos de�niendo vlxplq
def
“ ∅. Observar que vlxpCxtyq “

vlxpCq Z vlxptq si C no liga x. De manera ocasional, tratamos a estos multiconjuntos como

conjuntos, cuando la multiplicidad es irrelevante.

Lema 5.13 (Propiedades de las etiquetas hoja).

1. vlxpα : tq “ vlxptq

2. Si tÑ` s entonces vlxptq Ě vlxpsq para toda variable x (donde “Ě” denota la inclusión de

conjuntos).

De�nición 5.14 (Términos inicialmente etiquetados). Un término t P T `
está inicialmente

etiquetado, lo que se escribe initptq, si:

1. Para cada subtérmino s, la etiqueta externa `psq es inicial y `psq R t ‚ ,bu.

2. Para cada par de subtérminos s1, s2 en posiciones diferentes, se tiene que `ps1q ‰ `ps2q.

3. Para cada subtérmino de t que es un ligador, es decir, de la forma pλa
Ωx.sq, o de la forma

srxzusΩ, se tiene que Ω “

#

tbu si vlxpsq “ ∅
vlxpsq en caso contrario

Observación 5.15. Dado un término sin etiquetas t, siempre existe una variante inicialmente

etiquetada t` de t.

Ejemplo 5.16 (Términos inicialmente etiquetados). El término etiquetado pλa
tcux.@

bpxc, ydqqryzzesteu

es una variante inicialmente etiquetada de pλx.xyqryzzs.

Los términos etiquetados λa
tc,dux.@

bpxc, xdq y yarxzzbstbu están inicialmente etiquetados.

Los términos etiquetados x ‚ y xb no están inicialmente etiquetados porque las etiquetas

iniciales distinguidas ‚ y b no pueden decorar subtérminos.
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Los términos etiquetados @apxb, xbq y @apxb, xaq no están inicialmente etiquetados porque

diferentes subtérminos deben tener diferentes etiquetas.

Los términos etiquetados λa
tb,cux.x

b
y yarxzzbstbu no están inicialmente etiquetados porque

los conjuntos de etiquetas sobre los ligadores deberı́an coincidir con el conjunto de etiquetas hoja

de la variable ligada.

El siguiente lema sencillo (Lem. 5.18) a�rma que los nombres de los pasos que salen de un

término inicialmente etiquetado tienen una forma particular.

De�nición 5.17 (Nombres de redexes iniciales). Un nombre de redex µ se dice inicial de

acuerdo con la siguiente de�nición por casos:

1. Un nombre de redex db es inicial si es de la forma dbpaq con a P I .

2. Un nombre de redex ls es inicial si es de la forma a ‚ b con a, b P I .

3. Un nombre de redex gc es inicial si es de la forma tb ‚ au.

Lema 5.18 (Los nombres de redexes de un término inicialmente etiquetado son iniciales). Sea

t P T `
un término inicialmente etiquetado. Sea µ el nombre de un redex de t. Entonces µ es inicial.

Lema 5.19 (Propiedad Inicial). Sea t P T `
un término inicialmente etiquetado. Si R : t

µ
ÝÑ` s

y S : t
ν
ÝÑ` u son diferentes pasos, entonces µ ‰ ν.

A continuación de�nimos la noción de término correctamente etiquetado, invariante que

veri�can los términos inicialmente etiquetados después de aplicar pasos de reducción etique-

tada.

De�nición 5.20 (Términos correctamente etiquetados). Una etiqueta α P L es buena, lo que

escribimosXpαq, de acuerdo con la siguiente de�nición inductiva:

a R t ‚ ,bu ùñ Xpaq
Xpαq ^Xpβq ùñ Xpαβq
Xpαq ^Xpβq ùñ Xpα ‚ βq

Xpαq ùñ Xprαsq

Xpαq ùñ Xptαuq

Xpαq ùñ Xpdbpαqq

Un conjunto de variables iniciales Ω es bueno, lo que escribimos XpΩq, si es no vacı́o, no

contiene ocurrencias de ‚ , y no contiene ocurrencias de b a menos que sea precisamente

tbu. Formalmente:

XpΩq
def
ðñ pΩ ‰ ∅q ^ p ‚ R Ωq ^ pb R Ω_ Ω “ tbuq

Un término t P T `
es bueno, lo que escribimos Xptq, si todas las etiquetas y conjuntos de

etiquetas son buenos. Más precisamente:

Xpαq ùñ Xpxαq
Xpαq ^XpΩq ^Xptq ùñ XpλαΩx.tq
Xpαq ^Xptq ^Xpsq ùñ Xp@αpt, sqq

Xptq ^Xpsq ^XpΩq ùñ XptrxzssΩq
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También extendemos la noción de bueno a contextos, declarando que vale Xplq. Observar

queXpCxtyq se veri�ca si y sólo si tantoXpCq como Xptq se veri�can.

Un término t P T `
se dice correctamente etiquetado si y sólo si veri�ca todas las condiciones

siguientes:

1. Bueno: se veri�ca Xptq.

2. Abstracciones correctas: para cualquier subtérmino λαΩx.t
1
se tiene que vlxpt1q Ď Ω.

3. Sustituciones correctas: para cualquier subtérmino t1rxzs1sΩ se tiene que vlxpt1q Ď Ω.

Para los ı́tems 2 y 3, observar que las inclusiones son entre conjuntos, es decir, sólo nos interesa

el conjunto subyacente al multiconjunto vlxptq.

Ejemplo 5.21 (Términos correctamente etiquetados). El término etiquetadoλa ‚ b
trdbpdqs,tdbpequux.x

crdbpdqs

es una variante correctamente etiquetada de λx.x.

Los términos etiquetados xa ‚
y yabb

no están correctamente etiquetados porque a ‚ y a b b
no son etiquetas buenas.

El término etiquetado λa
tbu
x.xbcd

no está correctamente etiquetado porque tdu no es subcon-

junto de tbu.

La de�nición de términos inicialmente y correctamente etiquetados se extiende también

a derivaciones. Una derivación ρ : t �` s se dice inicialmente (resp. correctamente) eti-

quetada si t está inicialmente (resp. correctamente) etiqueada. Por Rem. 5.15, toda derivación

ρ : t�LSC s en el LSC sin etiquetas tiene una variante etiquetada ρ1 : t1 �` s
1
.

A continuación demostramos que la noción de término correctamente etiquetado es inva-

riante por la relación de reescritura pÑ`q.

Observación 5.22. Todos los términos inicialmente etiquetados también están correctamente

etiquetados.

Lema 5.23 (La reducción preserva el correcto etiquetado). Sea t P T `
un término correctamente

etiquetado y tÑ` s. Entonces s está correctamente etiquetado.

De�nición 5.24 (Términos inicialmente alcanzables). Un término t se dice inicialmente al-

canzable si hay un término inicialmente etiquetado t0 tal que t0 �` t.

Observación 5.25 (Los términos inicialmente etiquetados están correctamente etiquetados).

Consecuencia inmediata de Lem. 5.23.

Mor�smos de etiquetado

A veces resulta útil o necesario renombrar etiquetas. Por ejemplo, la siguiente derivación

en el LLSC:

pxa xb
qrxzzc

sta,bu
a ‚ c
ÝÝÑ` pz

a ‚ c xb
qrxzzc

sta,bu
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Se puede renombrar, mandando la etiqueta a a d ‚ e, la etiqueta b a d ‚ e y la etiqueta c a

f ‚ g, obteniendo:

pxd ‚ e xd ‚ e
qrxzzf ‚ g

stdu
e ‚ f
ÝÝÑ` pz

d ‚ e ‚ f ‚ g xd ‚ e
qrxzzf ‚ g

stdu

Este mecanismo se formaliza con la siguiente noción de mor�smo:

De�nición 5.26 (Mor�smo de etiquetado). Un mor�smo de etiquetado φ es una función φ :

LÑ L homomór�ca en todos los constructores de etiquetas, salvo por las etiquetas iniciales:

φp ‚ q “ ‚ φp b q “ b φpdbpαqq “ dbpφpαqq

φprαsq “ rφpαqs φptαuq “ tφpαqu φpαβq “ φpαqφpβq

Si Ω es un conjunto de etiquetas, escribimos φpΩq para denotar tÓ pφpΩqq | α P Ωu. El dominio

de los mor�smos de etiquetado se extiende de tal modo que se puedan aplicar a términos, como

sigue:

φpxαq “ xφpαq φpλαΩx.tq “ λ
φpαq
φpΩqx.φptq

φp@αpt, sqq “ @φpαqpφptq, φpsqq φptrxzssΩq “ φptqrxzφpsqsφpΩq

Los mor�smos de etiquetado se pueden aplicar también a contextos, declarando que φplq “

l, y sobre nombres de redexes, como sigue:

φpdbpαqq “ dbpφpαqq

φpα ‚ βq “ Ó pφpαqq ‚ Ò pφpβqq

φpta ‚ β | a P Ωuq “ ta ‚ Ò pφpβqq | a P φpΩqu

Observación 5.27. Un mor�smo de etiquetado queda unı́vocamente determinado por su valor

en el conjunto de etiquetas iniciales I .

Lema 5.28. Si φ es un mor�smo de etiquetado, valen las siguientes propiedades para cualquier

etiqueta α P L y cualquier término t P T `
:

1. Ó pφpαqq “ Ó pφpÓ pαqqq

2. Ò pφpαqq “ Ò pφpÒ pαqqq

3. Ò pφptqq “ Ò pφpÒ ptqqq

Proposición 5.29 (Los mor�smos de etiquetado son funtoriales). Sea φ un mor�smo de eti-

quetado. Entonces para cada paso R : t
µ
ÝÑ` s hay un paso φpRq : φptq

φpµq
ÝÝÑ` φpsq.

Como consecuencia, se pueden aplicar mor�smos de etiquetado a derivaciones, de�niendo

φpR1 . . . Rnq “ φpR1q . . . φpRnq.
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5.3.2. Ortogonalidad

En esta sección demostramos que el LLSC es con�uente. A decir verdad, demostramos una

propiedad más fuerte, la de que el LLSC forma un sistema de reescritura axiomático ortogonal

en el sentido de Melliès.

Comenzamos demostrando que el LLSC es débilmente Church–Rosser, es decir, que todo

diagramaÐÑ formado por dos pasos se puede cerrar con cero o más pasos��. En el cálculo

etiquetado vale el siguiente resultado más fuerte, porque a�rma que el diagrama se cierra con

pasos del mismo nombre:

Proposición 5.30 (Permutación fuerte). Sean R : t
µ
ÝÑ` s y S : t

ν
ÝÑ` u pasos en el LLSC.

Entonces existen un término r y dos derivaciones σ : s
ν
ÝÑÝÑ` r y ρ : u

µ
ÝÑÝÑ` r. Grá�camente:

t
µ //

ν

��

s

ν
����

u
µ // // r

Además, la demostración es constructiva y:

1. Si R es un paso db, σ consta de exactamente un paso.

2. Si R es un paso ls, σ puede constar de uno o dos pasos.

3. Si R es un paso gc, σ puede constar de cero o un pasos.

Y simétricamente para S y ρ.

Recordar que el LSC con su relación de residuo usual forma un sistema de reescritura

axiomático ortogonal (Prop. 5.3). Dotamos al LLSC de una relación de residuo usando la rela-

ción de residuo del LSC, como se indica a continuación.

De�nición 5.31 (Residuos para el LLSC). Si t P T `
es un término etiquetado, notamos |t| P T

para el término sin etiquetas que resulta de eliminar todas las etiquetas de t. Análogamente,

si R : t Ñ` s es un paso etiquetado en el LLSC, escribimos |R| : |t| ÑLSC |s| para el corres-

pondiente paso en el LSC, a través de la biyección obvia.

Sea R : tÑ` s un paso etiquetado y sean S1 : tÑ` u y S2 : sÑ` r dos pasos etiquetados.

Declaramos que se veri�ca la relación de residuos S1 xRy S2 en el LLSC si y sólo si la relación

de residuos usual |S1| x|R|y |S2| se veri�ca en el LSC.

Proposición 5.32 (Ortogonalidad). Con la noción de residuo dada arriba, el LLSC forma un

sistema de reescritura axiomático ortogonal.

Un corolario importante del resutlado de ortogonalidad es que el etiquetado es consistente

con la equivalencia por permutación.

Proposición 5.33 (Las derivaciones equivalentes por permutación dan lugar a las mismas

etiquetas). Sean ρ1 y ρ2 derivaciones equivalentes por permutación, es decir, ρ1 ” ρ2. Sean

ρ`1 y ρ`2 variantes etiquetadas de ρ1 y ρ2 respectivamente tales que srcpρ`1q “ srcpρ`2q, es decir,

comienzan en el mismo término etiquetado. Entonces tgtpρ`1q “ tgtpρ`2q, es decir, terminan en el

mismo término etiquetado.
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5.3.3. Normalización débil de la reducción acotada

En esta sección demostramos que si la relación de reescritura del LLSC se restringe de

tal forma que la altura de los nombres de los pasos esté acotada, la relación de reescritura

obtenida resulta ser débilmente normalizante.

Debajo introducimos los cálculos auxiliares LLSC
P

y LLSC
PI

, que sólo permiten contraer

un paso R si el nombre de R veri�ca un predicado P . Introducimos también la noción de

predicado acotado.

De�nición 5.34 (El LLSCP -restringido). Sea P un predicado sobre los nombres de los rede-

xes. De�nimos dos cálculos, LLSC
P

y LLSC
PI

. El conjunto de términos es T `
en ambos casos.

La relación de reducciónÝÑ` P se de�ne tal como en el LLSC, restringida a contraer sólo pasos

cuyos nombres veri�can el predicado P . La relación Ñ` PI se de�ne de manera similar, pero

se restringe a contraer pasos db y ls:

t
µ
ÝÑ` P s

def
ðñ se veri�ca t

µ
ÝÑ` s ^ P pµq

t
µ
ÝÑ` PI s

def
ðñ se veri�ca pt

µ
ÝÑ` db s _ t

µ
ÝÑ` ls sq ^ P pµq

Observar que, dado que no hay pasos gc, el nombre de un paso en el cálculo LLSC
PI

se puede

entender siempre como una etiqueta. Escribimos t ÝÑ` P s si hay un paso t
µ
ÝÑ` P s para algún

nombre de redex µ, y análogamente para ÝÑ` PI .

De�nición 5.35 (Altura de etiquetas y nombres de redexes). De�nimos la altura de una eti-

queta como sigue:

hpaq def
“ 1

hprαsq “ hptαuq “ hpdbpαqq
def
“ 1` hpαq

hpαβq
def
“ máxthpαq, hpβqu

De manera similar, de�nimos la altura de un nombre de redex como sigue:

Redex db: hpdbpαqq
def
“ 1` hpαq

Redex ls: hpα ‚ βq
def
“ máxthpαq, hpβqu donde α, β son atómicas

Redex gc: hpta ‚ β | a P Ωuq
def
“ máxthpa ‚ βq | a P Ωu donde β es atómica

Observar que en el caso de redexes db y ls, la altura del nombre del redex coincide con su

altura si se lo entiende como una etiqueta.

De�nición 5.36 (Predicado acotado). Un predicado P sobre nombres de redexes se dice aco-

tado si y sólo si existe una cota H P N tal que para todo nombre de redex µ, si vale P pµq

entonces hpµq ă H .

Por el momento ignoramos los pasos gc y trabajamos únicamente con el cálculo LLSC
PI

.

Nuestro objetivo es demostrar que la relación de reescritura
µ
ÝÑ` PI es débilmente normalizante

si P es acotado. Este es el contenido de la Prop. 5.43 de abajo. Esbozamos la estructura de la

demostración:
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1. En Prop. 5.39, demostramos que el LLSC sin gc veri�ca el principio de creación, es

decir, si un redex R crea a otro redex S, el nombre de R es un “subnombre” de S.

2. En Lem. 5.41, demostramos que entre los pasos LLSC
PI

que salen de un término dado,

hay al menos un paso no duplicante.

3. En Lem. 5.42, demostramos que contraer un paso a no duplicante tiene el siguiente

efecto:

3.1 Preserva a todos los pasos existentes (es decir, tienen exactamente un residuo).

3.2 Los redexes creados tienen nombres más altos que el redex que se contrajo, es decir,

la altura de la etiqueta se incrementa.

Con estos resultados es posible de�nir una medida sobre los términos que siempre decrece

cuando se elige contraer un redex no duplicante.

Principio de creación

La siguiente relación de contribución entre nombres corresponde a la idea informal de que

el nombre de un redex es un “subnombre”, o sea, está contenido, en el nombre de otro redex.

De�nición 5.37 (Contribución de nombres). Se dice que un nombre de redex µ contribuye

directamente a un nombre de redex ν, y se escribe µ
Name
ãÑ1 ν, si se da alguno de los tres casos

siguientes:

dbpβq
Name
ãÑ1 dbpα rdbpβqs γq

dbpβq
Name
ãÑ1 α ‚ tdbpβqu donde α es cualquier etiqueta atómica

Ó pαq ‚ Ò pβq
Name
ãÑ1 dbpα ‚ βq

Se dice que un nombre de redex µ contribuye (indirectamente) a un nombre de redex ν, y se

escribe µ
Name
ãÑ ν, si µp

Name
ãÑ1 q

˚ν.

Observación 5.38. Si µ
Name
ãÑ1 ν entonces hpµq ă hpνq.

Proposición 5.39 (Propiedad de Creación para el LLSC sin gc). Sean t
µ
ÝÑ` s

ν
ÝÑ` u dos pasos

consecutivos, cada uno de los cuales puede ser un paso db o ls, pero no gc. Si el primer paso crea

al segundo, entonces µ
Name
ãÑ1 ν.

Pasos no duplicantes

De�nición 5.40 (Paso no duplicante). Dado un sistema de reescritura axiomático con una

noción de residuo, un paso R : t Ñ s se dice no duplicante si todo paso coinicial S : t Ñ u

tiene a lo sumo un residuo después de R, es decir, #pS{Rq ď 1.

Lema 5.41 (Existencia de pasos Ñ` PI no duplicantes). Sea t P T `
un término tal que no está

enÑ` PI -forma normal. Entonces t tiene al menos un redexÑ` PI no duplicante.
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Lema 5.42 (Efecto de contraer un paso no duplicante). Sea namesPIptq el multiconjunto de

nombres de pasos Ñ` PI que salen de t. Sea R : t
α
ÝÑ` PI s un paso no duplicante. Entonces

existen multiconjuntos de etiquetas m y n tales que:

namesPIptq “ m Z tαu

namesPIpsq “ m Z n

y además hpαq ă hpβq para toda etiqueta β P n. Observar que α es el nombre del paso que se

contrae y n son los nombres de los pasos que se crean.

Normalización débil para reducción acotada sin gc

El siguiente es el resultado principal de esta sección:

Proposición 5.43 (La reducción acotada es débilmente normalizante). Si P es un predicado

acotado, entoncesÑ` PI es WN.

5.3.4. Normalización fuerte de la reducción acotada

En esta sección fortalecemos el resultado de normalización de Prop. 5.43, probando que

el LLSC en su totalidad (incluyendo la regla gc) es fuertemente normalizante, en tanto que

se restrinja la reducción a redexes cuyo nombre tenga altura acotada. La estructura de la

demostración es la siguiente:

1. Primero demostramos que Ñ` PI es increasing (Lem. 5.46). Recordar que una relación

de reescrituraÑĎ X2
se dice increasing si existe una función f : X Ñ N tal que xÑ y

implica fpxq ă fpyq.

2. Usando la propiedad anterior, concluimos en Lem. 5.47 que Ñ` PI es fuertemente nor-

malizante si P es un predicado acotado.

3. Por último, usando un lema técnico que permite postponer los pasos gc (Lem. 5.48),

obtenemos el resultado principal (Teo. 5.49), que a�rma que la relación de reducción

para el LLSC es SN, para nombres redexes de altura acotada.

Normalización fuerte para reducción acotada sin gc

De�nición 5.44 (Medida de un término etiquetado). De�nimos el tamaño de una etiqueta de

la siguiente manera:

}a} def
“ 1

}rαs} “ }tαu} “ }dbpαq}
def
“ 1` }α}

}αβ}
def
“ }α} ` }β}
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Dado un término etiquetado, su medida }t} se de�ne como la suma de los tamaños de todas

sus etiquetas:

}xα}
def
“ }α}

}λαΩx.t}
def
“ }α} ` }t}

}@αpt, sq}
def
“ }α} ` }t} ` }s}

}trxzssΩ}
def
“ }t} ` }s}

La medida de un contexto }C} se de�ne de manera similar, declarando }l}
def
“ 0.

Lema 5.45 (Propiedades de la medida de un término).

1. }Cxty} “ }C} ` }t}

2. }α : t} “ }α} ` }t}

Lema 5.46 (La reducción etiquetada sin gc es increasing). Si t ÝÑ` PI s entonces }t} ă }s}.

La demostración del siguiente lema se basa en el lema de Klop-Nederpelt, que a�rma que

WCR^WN^ Inc ùñ SN:

Lema 5.47 (La reducción acotada en el cálculo sin gc es fuertemente normalizante). Sea P

un predicado acotado. Entonces ÝÑ` PI es SN.

Normalización fuerte para reducción acotada con gc

Para extender el resultado de normalización fuerte a todo el cálculo, incluyendo la regla

gc, necesitamos el siguiente lema ténico que permite postponer pasos gc.

Lema 5.48 (Postposición de gc en el cálculo LLSC). Sea ρ : t �` s una reducción. Entonces

existen un término u y una reducción σ : t �` dbY ls u �` gc s. Además, escribimos #µpρq para

denotar el número de redexes con nombre µ que se contraen a lo largo de una reducción ρ. Con

esta notación, tenemos que:

1. El número de pasos db y ls se preserva:

#µpρq “ #µpσq si µ es un nombre de redex db o ls

2. El número de pasos gc puede aumentar:

#µpρq ď #µpσq si µ es un nombre de redex gc

3. La reducción σ contrae los mismos nombres que ρ:

#µpσq ą 0 ùñ #µpρq ą 0 para cualquier nombre de redex µ

El siguiente es el resultado principal de esta sección:

Teorema 5.49 (La reducción acotada en el cálculo LLSC
P

es fuertemente normalizante). Sea

P un predicado acotado. Entonces ÝÑ` P es SN.
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5.3.5. Con�uencia

En esta sección damos dos demostraciones de que el LLSC es con�uente. Las dos demostra-

ciones son consecuencia de hechos ya previamente establecidos. La primera demostración se

basa en métodos puramente sintácticos, en tanto que la segunda se basa en teorı́a de residuos.

Lema 5.50 (La reducción acotada en LLSC
P

es con�uente). Sea P un predicado acotado. En-

tonces la relación de reescritura ÝÑ` P es Church–Rosser.

Teorema 5.51 (El LLSC es con�uente). La relación de reescrituraÑ` es Church–Rosser.

Demostración.

Primera demostración. Si ρ : t �` s y σ : t �` u, de�nimos P pµq de tal manera que

valga si µ es el nombre de un redex que se contrae en ρ o σ. Como el número de etiquetas es

�nito, P es acotado y por el resultado anterior (Lem. 5.50) concluı́mos.

Segunda demostración. Ya hemos demostrado que el LLSC es un sistema de reescritura

axiomático ortogonal (Prop. 5.32). Además, los sistemas de reescritura axiomáticos ortogona-

les tienen la propiedad de con�uencia algebraica, que a su vez implica con�uencia.



Capı́tulo 6

Aplicaciones del LSC etiquetado

6.1. Introducción
Este capı́tulo es fruto de la colaboración con Eduardo Bonelli, y se estructura de la siguiente

manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

1. En el capı́tulo anterior (Rem. 5.8), vimos que el LSC con la regla gc no cumple con la pro-

piedad conocida como estabilidad. En la Sección 6.2, usando el LLSC como herramienta,

demostramos que, en cambio, el LSC sin la regla gc cumple con la propiedad de
estabilidad (Prop. 6.1).

2. En la Sección 6.3 recordamos la noción de Deterministic Family Structure (DFS) de

Glauert y Khasidashvili. A continuación, usando el LLSC como herramienta, demos-

tramos que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure (Teo. 6.13).

En particular, la propiedad de normalización fuerte para reducción acotada del LLSC

corresponde a la propiedad conocida como Finite Family Developments para el LSC sin

gc.

3. En la Sección 6.4 recordamos el resultado de optimalidad de Lévy para el cálculo-λ-

calculus (Teo. 6.17), repasamos el resultado de optimalidad abstracta de Glauert y Kha-

sidashvili (Teo. 6.24), y, como corolario, obtenemos un resultado de optimalidad para el

LSC sin gc.

4. En la Sección 6.5 recordamos en qué consiste el problema de estandarización, y propo-

nemos un procedimiento de estandarización para Deterministic Family Structu-
res (Prop. 6.39), inspirado en un resultado de estandarización de Klop. Como corolario,

obtenemos un resultado de estandarización para el LSC sin gc (Coro. 6.43).

5. En la Sección 6.6 recordamos la noción de normalización, y demostramos un resultado
de normalización para Deterministic Family Structures (Prop. 6.54): damos con-

diciones su�cientes bajo las cuales una estrategia de reducción es normalizante. Como

corolario, concluimos que, en el LSC sin gc, la estrategia call-by-name (Coro. 6.56) y una

variante de la estrategia call-by-need (Coro. 6.59) son normalizantes.
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6.2. Estabilidad
Recordar que, dado un sistema de reescritura axiomático ortogonal, se dice que veri�ca la

propiedad de estabilidad (Def. 5.7) si dos pasos que tienen un residuo común siempre tienen

también un ancestro común. Grá�camente:

T0

OO

R

��
S

��T1oo

S{R �� �� R{S����

T2 //

T3 ��

En Rem. 5.8 observamos que el LSC con la regla gc no cumple con la propiedad de estabilidad.

Por otra parte:

Proposición 6.1. El LLSC sin gc cumple con la propiedad de estabilidad.

6.3. Familias de redexes
En esta sección estudiamos familias de redexes en el LSC sin gc. Comenzamos recordando

notación y algunas de�niciones:

Un sistema de reescritura axiomático tiene la propiedad de ancestro único (UA) si un

paso tiene a lo sumo un ancestro, es decir, cada vez que R1 xSy R y R2 xSy R se tiene

que R1 “ R2.

Un sistema de reescritura axiomático tiene la propiedad de aciclicidad si dos pasos no

pueden borrarse mutuamente, es decir, cada vez que R ‰ S y R{S “ ∅ se tiene que

S{R ‰ ∅.

En un sistema de reescritura, un redex con historia o hredex es una derivación no vacı́a.

Generalmente nos interesa el último paso del hredex, de modo que los hredexes tı́pica-

mente se escriben como de la forma ρR donde ρ es una derivación posiblemente vacı́a

y R es un paso componible. El conjunto de hredexes cuyo origen es un objeto x se nota

Histpxq.

En un sistema de reescritura axiomático ortogonal escribimos ρ ” σ si ρ y σ son deri-

vaciones equivalentes por permutación.

Damos también una de�nición formal de copia:

De�nición 6.2 (Relación de copia). Sean ρR y σS hredexes coiniciales en un sistema de

reescritura axiomático ortogonal arbitrario. Decimos que σS es una copia de ρR, y escribimos

ρR ď σS, si existe una derivación τ tal que ρτ ” σ y R xτy S. Grá�camente:

ρ

����
σ
�� ��

R

��
τ
// //

S

��
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De�nición 6.3 (Deterministic Family Structure). Una Deterministic Residual Structure (DRS)

es un sistema de reescritura axiomático ortogonal que veri�ca además las propiedades de

ancestro único (UA) y aciclicidad.

Una Deterministic Family Structure (DFS) es una tripla xA,», ãÑy, donde A es una Deter-

ministic Residual Structure,» es una relación de equivalencia entre hredexes coiniciales cuyas

clases de equivalencia se llaman familias, y ãÑ es una relación binaria de contribución entre

familias coiniciales. Dos familias se dicen coiniciales si sus representantes lo son. La familia

de un hredex ρR se escribe Fam»pρRq. Además, se deben veri�car los siguientes axiomas:

1. Inicial. Si R, S son pasos coiniciales distintos, entonces Fam»pRq ‰ Fam»pSq.

2. Copia. Se veri�ca la inclusión pďq Ď p»q.

3. Finite Family Developments (FFD). Cualquier derivación que contrae hredexes de un

número �nito de familias es �nita. Más precisamente, no puede existir una derivación

in�nita R1R2 . . . Rn . . . tal que el conjunto tFam»pR1 . . . Rnq | n P Nu es �nito.

4. Creación. Si ρR es un hredex y R crea S, entonces Fam»pρRq ãÑ Fam»pρRSq.

5. Contribución. Dadas dos familias coiniciales φ1, φ2 P Histptq{ », la relación φ1 ãÑ φ2

se veri�ca si y sólo si para todo hredex σS P φ2, existe un hredex ρR P φ1 tal que ρR

es un pre�jo de σ (es decir, σ “ ρRσ1).

En términos prácticos, una vez que se cuenta con un etiquetado de Lévy para un cálculo, la

demostración de que el cálculo veri�ca los axiomas Inicial, Copia y Creación en la de�nición

de DFS deberı́a ser una demostración técnica pero directa. En contraste, los axiomas Finite

Family Developments y Contribution tienen una demostración tı́picamente no trivial.

El LSC con gc no forma una Deterministic Family Structure

Hemos visto en Rem. 5.8 que el LSC (con gc) no cumple con la propiedad de estabilidad.

Una consecuencia de este hecho es que el LSC con gc no forma tampoco una Deterministic

Family Structure. Para ver esto, alcanza con demostrar la siguiente proposición, que se puede

encontrar en el trabajo de Glauert y Khasidashvili [19, Lemma 4.1].

Proposición 6.4. Si xA,», ãÑy es una DFS, entonces A tiene la propiedad de estabilidad.

El LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure

Esta sección se aboca a la demostración de que el LSC sin gc forma una Deterministic Fa-

mily Structure. Por de�nición, una DFS es una tripla xA,», ãÑy donde A es una Deterministic

Residual Structure. En efecto se tiene:

Proposición 6.5. El LSC sin gc forma una Deterministic Residual Structure.

Para demostrar que el LSC sin gc forma una DFS, necesitamos algunos lemas preliminares.

Recordemos que p
Name
ãÑ q representa la relación de contribución de nombres de�nida en Def. 5.37.
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Lema 6.6. Seaφ un mor�smo de etiquetado y seanµ y ν dos nombres de redexes (no gc). Entonces

µ
Name
ãÑ ν implica φpµq

Name
ãÑ φpνq.

Veremos que el LSC sin gc forma una DFS con las siguientes nociones de familia de redexes

y contribución:

De�nición 6.7 (Familias de redexes en el LSC sin gc). Sean ρR y σS hredexes coiniciales en

el LSC sin gc. Sean ρ`R`
y σ`S` dos variantes inicialmente etiquetadas de ρR y σS respecti-

vamente, comenzando a partir del mismo término inicialmente etiquetado. Sea µ el nombre

de R`
y sea ν el nombre de S`. Entonces:

Relación de famila. Declaramos que vale ρR
Fam
» σS si y sólo si µ “ ν.

Relación de contribution. Declaramos que vale ρR
Fam
ãÑ σS si y sólo si µ

Name
ãÑ ν.

Ejemplo 6.8 (Familias de redexes y contribución). En el siguiente diagrama:

ppλx.xq yqryzzs R //

T1
��

xrxzysryzzs S //

T2
��

yrxzysryzzs

ppλx.xq zqryzzs xrxzzsryzzs

tenemos que T1
Fam
» RT2 y queR

Fam
ãÑ RS. Esto se puede justi�car comenzando desde una variante

inicialmente etiquetada del término ppλx.xq yqryzzs y observando que los nombres de T1 y RT2

son ambos d ‚ e, y que el nombre de R contribuye al nombre de RS, es decir, dbpbq Name
ãÑ c ‚

tdbpbqu:

@apλbx.xc, ydqryzzes
dbpbq //

d ‚ e
��

xardbpbqscrxzytdbpbqudsryzzes
c ‚ tdbpbqu //

d ‚ e
��

yardbpbqsc ‚ tdbpbqudrxzytdbpbqudsryzzes

@apλbx.xc, zd ‚ eqryzzes xardbpbqscrxzztdbpbqud ‚ esryzzes

Proposición 6.9 (Las familias de redexes están bien de�nidas). Las relaciones p
Fam
» q y p

Fam
ãÑq

están bien de�nidas, en el sentido de que no dependen de la elección del etiquetado inicial.

Es inmediato comprobar que la relación de familia p
Fam
» q es una relación de equivalencia.

Esto se reduce al hecho de que la igualdad de nombres de redexes es a su vez una relación de

equivalencia. Tal como en la de�nición abstracta de DFS, las clases de equivalencia de

Fam
» se

llaman familias, y Fam»pρRq representa la familia del hredex ρR.

De�nición 6.10 (Relación de contribución entre familias). Dadas dos familias coiniciales

φ1, φ2, decimos que φ1 contribuye a φ2, y escribimos φ1
Fam
ãÑ φ2, si y sólo si dados ρR P φ1

y σS P φ2 se veri�ca la condición ρR
Fam
ãÑ σS.

Observar que, por abuso de notación, escribimos
Fam
ãÑ tanto para la relación de contribución

entre hredexes y para la relación de contribución entre familias.
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Proposición 6.11 (La contribución está bien de�nida). La relación de contribución
Fam
ãÑ entre

familias está bien de�nida, en el sentido de que no depende de la elección de los representantes.

En la siguiente proposición enunciamos y demostramos el axioma de Contribución para

el LSC sin gc. La demostración se basa en varios lemas técnicos que se omiten:

Proposición 6.12 (Contribution axiom for the LSC without gc). Sean φ1, φ2 P Histptq{
Fam
»

familias coiniciales en el LSC sin gc. Entonces las siguientes propiedades son lógicamente equi-

valentes:

1. Contribución sintáctica. φ1
Fam
ãÑ φ2.

2. Contribución semántica. Para cada hredex σS P φ2, existe un hredex ρR P φ1 tal que

ρR es un pre�jo de σ.

Por último, estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta sección:

Teorema 6.13 (El LSC sin gc forma una DFS). La tripla pA, Fam» , FamãÑq forma una Deterministic

Family Structure, donde A es el DRS construido en Prop. 6.5,

Fam
» es la relación de familia ente

hredexes coiniciales (Def. 6.7) y
Fam
ãÑ es la relación de contribución entre familias (Def. 6.10).

6.4. Reducción optimal
En las secciones anteriores, dotamos al LSC de una noción de etiquetas de Lévy (Def. 5.6) y

usamos esta noción de etiquetado para de�nir una noción de familia de redexes para el LSC sin

gc (Def. 6.7): dos redexes están en la misma familia si el esquema de etiquetado les atribuye

el mismo nombre. Vimos también que esta noción de familia tiene buenas propiedades, en el

sentido de que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure (Teo. 6.13).

En esta sección, enunciamos el resultado de optimalidad de Lévy en el marco del cálculo-

λ. Esto no es estrictamente necesario pero sirve para clari�car el resto de la exposición. En

segundo lugar, enunciamos una generalización, debida a Glauert and Khasidashvili, del teo-

rema de optimalidad de Lévy para una Deterministic Family Structure arbitraria. Por último,

usando el hecho de que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure, obtenemos

un teorema de optimalidad para el LSC sin gc, lo que signi�ca que ciertos tipos de reducciones

son optimales. Para ello estudiamos la noción de forma normal salvo aplicación de la regla gc.

Optimalidad en el cálculo-λ

Para enunciar más precisamente el resultado de optimalidad de Lévy, necesitamos dar pri-

mero algunas de�niciones. Recordar que si M es un multipaso, escribimos M para referirnos

a su development completo canónico, que existe y es único módulo equivalencia por permu-

tación. Las de�niciones y resultados en esta subsección se remontan al trabajo de Lévy y se

pueden encontrar claramente presentadas en el libro de Asperti y Guerrini [7].
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De�nición 6.14 (Reducción por familias). Sea pA,», ãÑq una DFS. Una reducción por familias

es una multiderivación M1 . . .Mn en A tal que para cada i P t1, . . . , nu todos los pasos en

Mi pertenecen a la misma familia. Más precisamente, para todo i P t1, . . . , nu y para dos

pasos R, S P Mi cualesquiera se tiene que M1 . . .Mi´1R » M1 . . .Mi´1S. Además, una

reducción por familias es completa si cada Mi es un conjunto maximal de pasos que tienen al

objeto srcpMiq como origen y pertenecen a la misma familia.

La motivación detrás de la de�nición de Lévy de reducción por familias completa es la

idea de que una implementación optimal nunca deberı́a duplicar el trabajo computacional. En

cambio, deberı́a compartir el trabajo de contraer todas las copias de un mismo redex. Ejecutar

un paso de cómputo en una implementación optimal deberı́a corresponder a contraer todos y

solamente los redexes de una misma familia.

Ejemplo 6.15 (Reducciones por familias). Considerar el siguiente diagrama en el LSC sin gc:

pxxqrxzysryzzs
R //

S
��

pyxqrxzysryzzs

S1

��

pzyqrxzysryzzs

pxyqrxzysryzzs R1
// pyyqrxzysryzzs

T1
66

T2 //

T3

((

pyzqrxzysryzzs

pyyqrxzzsryzzs

La multiderivación tR, Su (que consta de una secuencia de exactamente un multipaso) no es una

reducción por familias, porque R y S no están en la misma familia, en tanto que tRutS 1u y

tSutR1u son ambas reducciones por familia completas. La multiderivación tRutS 1utT1, T2u es

una reducción por familias, pero no es completa porque el conjunto tT1, T2u no es un conjunto

maximal de pasos coiniciales en la misma familia. La multiderivación tRutS 1utT1, T2, T3u es

una reducción por familias completa.

Comenzando desde un término t, noes interesa encontrar la reducción optimal, es decir, la

más corta.

De�nición 6.16 (Reducción optimal). Sea x P A un objeto en una DFS. Una reducción por fa-

milias que tiene como origen al objeto x y como destino a la forma normal de x de dice optimal

si su longitud es mı́nima entre todas las reducciones por familias con dichas caracterı́sticas.

Al requerir que una multiderivación sea una reducción por familias completa, aseguramos

que nunca se duplica el trabajo computacional. A pesar de ello, una reducción por familias

completa podrı́a no ser optimal, porque podrı́a efectuar trabajo computacional innecesario.

Por ejemplo, en el cálculo-λ, dado el diagrama:

pλx.yq pIzq

S1

��

R // pλx.yq z

S2ww
y
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la multiderivación tRutS2u es una reducción por familias completa que alcanza la forma nor-

mal. Sin embargo, no es optimal, dado que tS1u es una reducción por familias más corta que

también alcanza la forma normal.

Para de�nir formalmente qué signi�ca que una multiderivación efectúe solamente trabajo

computacional necesario, Lévy trabaja con la siguiente de�nición: un paso R : tÑ s es nece-

sario si toda derivación coinicial σ : t� u que alcanza la forma normal de t contrae al menos

un residuo de R. Una reducción por familias M1 . . .Mn se dice necesaria si todo multipaso

Mi contiene al menos un paso necesario. El resultado de optimalidad de Lévy a�rma entonces

lo siguiente:

Teorema 6.17 (Optimalidad — Lévy, 1978). En el cálculo-λ, cualquier reducción por familias

completa y necesaria que alcanza una forma normal es optimal.

Optimalidad en Deterministic Family Structures

En [19], Glauert y Khasidashvili proponen una generalización del resultado de optimalidad

de Lévy. Este resultado generaliza Teo. 6.17 en dos dimensiones. En primer lugar, el resultado

no sólo aplica al cálculo-λ, sino en general a cualquier Deterministic Family Structure, de

las que el cálculo-λ es un caso particular. En segundo lugar, el resultado no sólo aplica a

reducciones que alcanzan una forma normal, sino más en general a reducciones que alcanzan

una respuesta, donde la noción de respuesta es un parámetro adicional para el teorema de

optimalidad generalizado. La noción de respuesta se especi�ca a través de un conjunto de

términos que pueden variar en distintos contextos. Por ejemplo, en el cálculo-λ cualquiera de

los siguientes conjuntos de formas normales (f.n.’s) se puede considerar como un conjunto de

respuestas:

tt P T | Es P T . tÑ su (f.n.’s)

tλx.t | x P V, t P T u (abstracciones)

tλx1 . . . xn.y t1 . . . tm | n,m ě 0, x1, . . . , xn, y P V, t1, . . . , tm P T u (f.n.’s a la cabeza)

tλx.t | x P V, t P T u Y txt1 . . . tn | n ě 0, x P V, t1, . . . , tn P T u (f.n.’s a la cabeza débiles)

donde V es el conjunto de variables y T el conjunto de todos los términos. El conjunto de

respuestas se escribeX . Las de�niciones y resultados de esta subsección se remontan al trabajo

de Lévy y corresponden a la generalización hecha por Glauert y Khasidashvili para DFSs

arbitrarias [19, 7].

De�nición 6.18 (X -necesario). SeaA un sistema de reescritura axiomático ortogonal y seaX
un conjnuto de objetos. Un paso R : x Ñ y es X -necesario si toda derivación σ : x� z P X
contrae al menos un residuo de R. Un multipaso M es X -necesario si contiene al menos

un paso X -necesario. Una multiderivación M1 . . .Mn es X -necesaria si el multipaso Mi es

X -necesario para todo i P 1..n.

Por motivos técnicos, el conjunto de respuestas no puede ser un conjunto arbitrario de

objetos. Debe ser un conjunto estable:

De�nición 6.19 (Conjunto estable). Un conjunto X de objetos es estable si:
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1. X es cerrado por parallel moves, es decir, para todo x R X , para todo ρ : x� y P X , y

para toda reducción σ : x� z que no contiene objetos en X , el destino de ρ{σ está en

X .

2. X es cerrado bajo expansión no necesaria, es decir, para todo R : xÑ y tal que x R X
y y P X , el paso R es X -necesario.

Ejemplo 6.20. Es fácil veri�car que, en el cálculo-λ, el conjunto de abstracciones tλx.t | t P T u
es estable.

De�nición 6.21 (Reducción X -optimal). Sea x P A un objeto en un DFS y sea X un conjunto

estable enA. Una reducción por familiasD : x� y P X esX -optimal si su longitud es mı́nima

entre todas las reducciones por familias de la forma x� y P X (donde x está �jo y y varı́a).

Notemos FAMpDq para el conjunto de familias de una multiderivación. Más precisamente:

FAMpM1 . . .Mnq
def
“ tFam»pM1 . . .Mi´1Rq | 1 ď i ď n, R PMiu

Entonces podemos demostrar el siguiente resultado auxiliar.

Lema 6.22. Sea X un conjunto estable de términos en una DFS. Si D : x � y P X es una

reducción por familias, entonces #FAMpDq ď |D|.

Lema 6.23. Sea X un conjunto estable de términos en una DFS. Si D : x � y P X es una

reducción por familias completa y X -necesaria, entonces |D| “ #FAMpDq.

Teorema 6.24 (Optimalidad generaliza — Glauert y Khasidashvili, 1996). Sea X un conjunto

estable de términos en un DFS. Entonces cualquier reducción por familias completa y X -necesaria

D : x� y P X es X -optimal.

Ejemplo 6.25 (Reducción optimal en el cálculo-λ). Sea ∆ un término cualquiera tal que ∆ Ñ

∆1
, y considerar el siguiente diagrama:

pλx.xxq ppλx.yq∆q T //
R

ss
S

))

pλx.xxq ppλx.yq∆1q

pλx.yq∆ ppλx.yq∆q
S1

tt
S2

++

pλx.xxq y

R1mm

y ppλx.yq∆q
S1
2

**

pλx.yq∆ y
S1
1

ssy y

Entonces las reducciones por familias tRutS1, S2u y tSutR1u son ambas reducciones optimales

a forma normal. Las reducciones por familias tRutS1utS
1
2u y tRutS2utS

1
1u no son completas.

Cualquier reducción por familias que comience con el multipaso tT u no puede ser necesaria,

porque el paso T no es necesario para alcanzar la forma normal.
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Optimalidad en el LSC sin gc

Combinando el hecho de que el LSC sin gc es una Deterministic Family Structure (Teo. 6.13)

con el resultado de optimalidad generalizado para DFSs (Teo. 6.24), se obtiene un resultado de

optimalidad para el LSC. Sin embargo, el resultado de optimalidad generalizado depende de

la elección de un conjunto estable X que capture la noción de respuesta buscada.

Uno podrı́a estar interesado en el conjunto de respuestas dado por las formas normales del

LSC sin gc, es decir, en el conjunto:

NFdb,ls
def
“ tt P T | Es P T . tÑdb,ls su

es fácil comprobar que NFdb,ls es un conjunto estable. Sin embargo, la noción de NFdb,ls-

optimalidad que uno obtiene en este caso no es muy interesante, por dos razones. Un mo-

tivo es que en el LSC sin gc no hay borrado, lo que implica que todos los pasos son siempre

NFdb,ls-necesarios. Otro motivo es que en el LSC sin gc uno no busca obtener realmente la

forma normal de un término. Por ejemplo, sea Ω “ pλx.xxqλx.xx y considerar la siguiente

derivación:

pλx.λy.xq zΩ Ñ db pλy.xqrxzzsΩ

Ñ db xryzΩsrxzzs

Ñ ls zryzΩsrxzzs

Ñ db zryzpxxqrxzλx.xxssrxzzs

Ñ . . .

en este ejemplo, la reducción sigue inde�nidamente sin alcanzar nunca una forma normal,

prosiguiendo con la evaluación del término dentro de la sustitución ryz...s, a pesar de que esta

sustitución no se utiliza. La noción interesante es la de formas normales salvo aplicación de la

regla de garbage collection que elimina las sustituciones que no se utilizan. Esta es la noción

de forma normal alcanzable que se de�ne a continuación.

De�nición 6.26 (Forma normal alcanzable). Notemos nfgcptq a la gc-forma normal de un

término t dado. El conjunto RNF de formas normales alcanzables es el conjunto de términos:

RNF def
“ tt P T | nfgcptq P NFdb,lsu

La siguiente proposición justi�ca que el Teo. 6.24 se puede aplicar a la noción de reducción

RNF-optimal.

Proposición 6.27 (El conjunto RNF es estable).

Ejemplo 6.28 (Optimal RNF-reduction in the LSC without gc). Sea ∆ un término arbitrario

tal que ∆ Ñ ∆1
y considerar el siguiente diagrama, en el cual los términos en RNF se encuentran
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subrayados:

xrxzpλy.zq∆s
R

ss
S

**

T // xrxzpλy.zq∆1s

ppλy.zq∆qrxzpλy.zq∆s
S1

tt
S2

++

xrxzyrzz∆ss

R1ll

yrzz∆srxzpλy.zq∆s

S1
2

**

ppλy.zq∆qrxzzryz∆ss

S1
1

tt
yrzz∆srxzyrzz∆ss

Entonces las reducciones por familias tRutS1, S2u y tSutR1u son RNF-optimales por Teo. 6.24.

Cualquier reducción por familias que comience con el multipaso tT u . . . no es RNF-necesaria,

porque T no es no es necesario para alcanzar un término en RNF.

Observar que la reducción por familias tRutS1u alcanza un término en RNF en el menor

número posible de multipasos, pero no es completa porque tS1u no es maximal, de modo que el

Teo. 6.24 no asegura que sea RNF-optimal.

6.5. Estandarización
El problema de estandardización consiste, en general, en hallar, para cada derivación ρ :

x� y una derivación ρ1 : x1 � y1 estándar y equivalente a ρ.

En principio uno podrı́a estar interesado en varias nociones distintas de equivalencia entre

derivaciones. En la literatura, la palabra estandarización se re�ere comúnmente a la estanda-

rización con respecto a la relación de equivalencia por permutación.

Dada una noción de equivalencia �ja „ entre derivaciones, a veces es posible demostrar

un resultado de estandarización, que involucra a la clase de derivaciones S, cuyos elementos

se denominan derivaciones estándar. Un resultado de estandarización a�rma que siempre es

posible hallar, para cada derivación ρ, una derivación estándar equivalente ρ1 P S. Un resulta-

do de estandarización más fuerte asegurarı́a además que para cada derivación ρ hay una única

derivación equivalente ρ1 P S, es decir, que el conjunto de clases de equivalencia módulo „

está en correspondencia 1–1 con el conjunto S. Además, el resultado de estandarización se

demuestra constructivamente, dando un procedimiento que otorga, para cada derivación ρ el

representante estándar ρ1 de su clase de „-equivalencia.

En esta sección de�nimos un procedimiento de estandarización para Deterministic Family

Structures, requiriendo algunos axiomas adicionales. La demostración de que el procedimiento

de estandarización termina se apoya en la propiedad de Finite Family Developments. Como

corolario, obtenemos un teorema de estandarización para el LSC sin gc.

Se han formulado muchos teoremas de estandarización abstracta. El resultado que presen-

tamos en esta sección es una adaptación del teorema de estandarización en paralelo de Klop

([37, Proposition 8.5.19]) al marco de las Deterministic Family Structures.

Observar que en [3, �eorem 3, �eorem 4], Acca�oli, Bonelli, Lombardi y Kesner ya han
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propuesto un procedimiento de estandarización para el LSC. Nuestro procedimiento di�ere

de aquél en los siguientes aspectos:

1. Nuestro procedimiento se basa en el teorema de Finite Family Developments, mientras

que [3] se basa en el hecho de que el LSC cumple con una serie de axiomas propuestos

por Melliès en [34, Chapter 4].

2. Nuestro procedimiento de estandarización está inspirado por el de Klop [37, Section 8.5.2],

y se basa en un procedimiento de selection, que remite al algoritmo de ordenamiento por

selección, mientras que [3] se basa en un procedimiento de permutación de pares anti–

standard, que remite al algoritmo de ordenamiento por burbujeo.

3. Nuestro procedimiento no trata la regla gc, mientras [3] sı́ la trata.

4. Nuestro procedimiento impone un orden �jo entre los redexes de modo tal que la reduc-

ción estándar es sintácticamente única, en tanto que [3] considera las formas estándar

módulo permutación de redexes disjuntos, de modo tal que la reducción estándar es

única salvo equivalencia por permutación de cuadrados.

Estandarización en Deterministic Family Structures

En esta subsección demostramos un resultado de estandarización para Deterministic Fa-

mily Structures que veri�can algunas restricciones adicionales. El resultado principal de esta

sección es el resultado de estandarización para DFSs (Prop. 6.39). Empezamos demostrando

un resultado técnico sencillo.

Proposición 6.29 (La proyección no crea familias). Sea A una DFS, sea φ : t � t1 una

derivación en A, y sean ρ y σ derivaciones coiniciales en A comenzando desde un término t1.

Entonces el conjunto de familias de redexes que se contraen a lo largo de ρ{σ está incluido en

el conjunto de familias que se contraen a lo largo de ρ, relativos a la historia φ. Más precisa-

mente, si ρ{σ se escribe como τ1Tτ2 entonces ρ se puede escribir como υ1Uυ2 de tal modo que

Fam»pφυ1Uq “ Fam»pφστ1T q.

Para demostrar el resultado de estandarización, enunciamos algunas de�niciones auxilia-

res, incluyendo la noción clave de estrategia de multi-selección uniforme. Recordar que en un

sistema de reescritura axiomático ortogonal las letrasM,N , . . . denotan multipasos,D,E, . . .

denotan multiderivaciones y Multistep denota el conjunto de todos los multipasos.

De�nición 6.30 (Pertenencia). En un sistema de reescritura axiomático ortogonal A, un paso

R pertenece a una derivación ρ, lo que se escribe R Ÿ ρ, si y sólo si ρ se puede escribir como

de la forma ρ “ ρ1R
1ρ2 donde R1 P R{ρ1. Un multipaso M pertenece a una derivación ρ, lo

que se escribe M Ÿ ρ, si y sólo si R Ÿ ρ para cada R PM.

De�nición 6.31 (Estrategia de multi-selección). En un sistema de reescritura axiomático or-

togonal A, una estrategia de multi-selección es una función M que le asocia, a cada derivación

ρ no vacı́a, un multipaso M P Multistep coinicial tal que M Ÿ ρ y M{ρ “ ∅.
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De�nición 6.32 (Estrategia de multi-selección uniforme). Una estrategia de multi-selección

M se dice uniforme si ρ ” σ implica Mpρq “ Mpσq para derivaciones ρ, σ no vacı́as cuales-

quiera.

Ejemplo 6.33. En el cálculo-λ, considerar la estrategia de multi-selección trivial MTriv que siem-

pre elige el primer paso de una derivación dada. Más precisamente, sea MTrivpRρq
def
“ tRu.

Entonces MTriv es una estrategia de multi-selección porque para toda derivación Rρ no vacı́a se

tiene que R Ÿ Rρ y que R{Rρ “ ∅.

Sin embargo, MTriv no es uniforme. Por ejemplo, si RS 1 ” SR1, tal como en el siguiente

diagrama, se tiene que MTrivpRS
1q “ tRu ‰ tSu “MTrivpSR

1q.

pλx.pλy.zqx xq t R //

S ��

pλy.zq t t

S1

��
pλx.z xq t R1

// z t

En lo que resta de esta subsección, demostramos que cualquier estrategia de multi-selección

M induce, para una derivación ρ dada, una derivación ρ˚ equivalente por permutación. Esto

da lugar a un resultado de estandarización, paramétrico en la estrategia M. El conjunto de

derivaciones estándar es el conjunto tρ˚ | ρ es una derivaciónu. Además, demostramos que la

derivación ρ˚ inducida es única, salvo equivalencia por permutación.

De�nición 6.34 (Multiderivación inducida). En un sistema de reescritura axiomático orto-

gonal, sea M una estrategia de multi-selección y sea ρ una derivación arbitraria. La secuencia

inducida por M sobre ρ se escribe M‹pρq y es una secuencia posiblemente in�nita de multipa-

sos, de�nida por las siguientes ecuaciones recursivas:

M‹
pρq

def
“

#

ε si ρ “ ε

Mpρq ¨M‹pρ{Mpρqq en caso contrario

Si la recursión termina, la secuencia es �nita y la llamamos la multiderivación inducida por M
sobre ρ.

En un sistema de reescritura arbitrario, esta de�nición recursiva podrı́a no terminar. El

siguiente lema provee condiciones su�cientes para que M‹pρq quede bien de�nida. Concre-

tamente, en una Deterministic Family Structure la de�nición recursiva de M‹pρq está bien

fundada, como consecuencia de la propiedad de Finite Family Developments.

Lema 6.35. Sea M una estrategia de multi-selección en una DFS. Si ρ es cualquier derivación

(�nita), entonces M‹pρq es �nita.

Por de�nición, una estrategia de multi-selección M, cuando recibe dos derivaciones equi-

valentes por permutación, siempre elige el mismo multpaso. Y, de hecho, da lugar a la misma

multiderivación.

Lema 6.36. Sea M una estrategia de multi-selección uniforme en una DFS, y sean ρ, σ deriva-

ciones �nitas. Si ρ ” σ entonces M‹pρq “M‹pσq.
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Lema 6.37. Sea M una estrategia de multi-selección en una DFS, y sea ρ una derivación �nita.

Entonces ρ ” BM‹pρq, donde BD denota el development completo canónico de D.

De�nición 6.38 (Multiderivación estándar). Una multiderivación D se dice M-estándar si

M‹pBDq “ D.

Proposición 6.39 (Estandarización para DFSs). Sea M una estrategia de multi-selección uni-

forme en una DFS. Para cualquier derivación �nita ρ, existe una única multiderivaciónD tal que

ρ ” BD y D es M-estándar. Concretamente, D “M‹pρq.

Ejemplo 6.40 (Estandarización en el cálculo-λ). En el cálculo-λ, sea MLe�pρq :“ tRu donde R

es el paso más a la izquierda entre aquellos pasos tales que R{ρ “ ∅. Sea además MParpρq :“

tR |R{ρ “ ∅u. Se puede veri�car que MLe� y MPar son estrategias de multi-selección uniformes.

Además, sea ∆ Ñ ∆1
y sea ρ la derivación:

ρ : pλx.yxxq ppλx.zq∆q Ñ pλx.yxxq ppλx.zq∆1
q Ñ pλx.yxxq z Ñ yzz

Entonces la forma estándar (más a la izquierda) de ρ es:

M‹
Le�pρq : pλx.yxxq ppλx.zq∆q Ñ yppλx.zq∆qppλx.zq∆q Ñ yzppλx.zq∆q Ñ yzz

La forma estándar paralela de ρ consta de un único multipaso:

M‹
Parpρq : pλx.yxxq ppλx.zq∆q ñ yzz

Estandarización en el LSC sin gc

En esta subsección aplicamos el resultado de estandarización anterior (Prop. 6.39) al LSC

sin gc.

De�nición 6.41 (Selector arbitrario). Sea Outptq el conjunto de pasos con origen en un

término t del LSC sin gc, y sea ăt un orden parcial estricto sobre Outptq. Escribimos ă para

la función tal que, dado un término t P T , otorga un orden parcial ăt Ď Outptq ˆ Outptq.

El selector arbitrario sobreă se escribeMă y se de�ne como la siguiente función, que recibe

una derivación no vacı́a y devuelve un conjunto �nito de pasos coiniciales:

Măpρq
def
“ tR | R{ρ “ ∅ y R es minimalu

Por minimal nos referimos a que no existe un paso R1 tal que R1{ρ “ ∅ y R1 ăsrcpρq R.

Observar que Măpρq es un conjunto �nito no vacı́o. Para ver esto, notar que el conjunto

X “ tR | R{ρ “ ∅u es no vacı́o, pues R{ρ “ ∅ si R es el primer paso de la derivación

ρ. Además, el conjunto X es �nito, porque el LSC es �nitely branching. Por lo tanto X debe

contener al menos un elemento minimal. Además:

Lema 6.42. Mă es una estrategia de multi-selección uniforme.
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Corolario 6.43 (Estandarización por selección arbitraria para el LSC sin gc). Sea Mă el se-

lector arbitrario sobreă. Para cada secuencia �nita ρ en el LSC sin gc, hay una única multideri-

vación D tal que ρ ” BD y D es Mă-estándar. Además, si la función ă es computable, entonces

D es computable a partir ρ, a saber: D “M‹
ăpρq.

Ejemplo 6.44 (Estandarización en el LSC sin gc). En el LSC sin gc, sea ρ : xrxzts Ñ xrxzt1s Ñ

t1rxzt1s Ñ t2rxzt1s, donde tÑ t1 Ñ t2.

1. Siă1
es el orden parcial trivial en el que todo par de pasos es incomparable, es decir,R ă1

t S

nunca se veri�ca, entonces: M‹
ă1pρq : xrxzts ñ t1rxzt1s Ñ t2rxzt1s. El primer paso es un

multipaso propiamente dicho.

2. Sea ă2
el orden total de izquierda a derecha, de�nido de tal modo que R ă2

t S se veri�ca

cuando R está a la izquierda de S. Entonces: M‹
ă2pρq : xrxzts Ñ trxzts Ñ t1rxzts Ñ

t1rxzt1s Ñ t2rxzt1s.

3. Seaă3
es el orden total de derecha a izquierda, de�nido de tal modo queR ă3

t S se veri�ca

si R está a la derecha de S. Entonces: M‹
ă3pρq “ ρ : xrxzts Ñ xrxzt1s Ñ t1rxzt1s Ñ

t2rxzt1s.

6.6. Normalización de estrategias
Una estrategia de reducción es, informalmente, una restricción sobre los pasos de cómputo

que se pueden ejecutar en un sistema de reescritura. Por ejemplo, en el cálculo-λ, la reducción

a la cabeza es la restricción de la regla de β-reducción que solamente permite contraer redexes

a la cabeza, esto es, redexes que están bajo un contexto de la forma λx1 . . . xn.lu1 . . . um. Más

precisamente, la reducción a la cabeza se de�ne por medio de la siguiente regla de reescritura:

λx1 . . . xn.pλy.tqs u1 . . . um Ñhead λx1 . . . xn.tty :“ suu1 . . . um

Por ejemplo, la siguiente es una secuencia de pasos de reducción a la cabeza. Subrayamos el

redex que se contrae:

λx.pλy.yqppλy.xqΩq Ñhead λx.pλy.xqΩ Ñhead λx.x

en tanto que la siguiente no es una secuencia de pasos de reducción a la cabeza, porque el

primer paso no contrae un redex a la cabeza:

λx.pλy.yqppλy.xqΩq Ñ λx.pλy.yqxÑhead λx.x

Se puede demostrar que un término tiene a lo sumo un redex a la cabeza. Un término sin

redex a la cabeza es una forma normal a la cabeza. Es un hecho conocido el de que, al contraer

sucesivamente el redex a la cabeza, se alcanza la forma normal a la cabeza, de ser posible. Más

precisamente, se tiene el siguiente resultado—ver por ejemplo [36, Corollary 1.5.12 (i)] para

su demostración:
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Proposición 6.45 (La reducción a la cabeza es normalizante a la cabeza en el cálculo-λ). Sea

t un término que tiene forma normal a la cabeza, es decir, existe una forma normal a la cabeza

s tal que tØ˚
β s. Entonces no existe una reducción a la cabeza in�nita tÑhead t1 Ñhead t2 . . ..

Observar que un término, tal como Ω “ pλx.xxqpλx.xxq, podrı́a no tener una forma nor-

mal a la cabeza, en cuyo caso es imposible que una estrategia alcance una forma normal a la

cabeza.

El resultado de Prop. 6.45 se conoce como el hecho de que la reducción a la cabeza es

normalizante a la cabeza. En general, si X es un conjunto de respuestas, una estrategia se

dice X -normalizante si contraer sucesivamente un término de acuerdo con lo indicado por la

estrategia lleva a un término en el conjunto X , siempre que sea posible.

En esta sección damos condiciones su�cientes bajo las cuales ciertas estrategias de reduc-

ción son X -normalizantes en Deterministic Family Structures. La demostración de normali-

zación se basa fuertemente en la propiedad de Finite Family Developments. Como conse-

cuencia, tenemos que dos estrategias especı́�cas, call-by-name y call-by-need lineal, son nor-

malizantes en el LSC sin gc.

Se han estudiado muchos resultados de normalización. En particular, mencionamos que

Glauert y Khasidashvili demuestran un resultado de normalización relativa [19, �eorem 4.1]

para Deterministic Family Structures, que asegura que contraer pasosX -necesarios (cf. Def. 6.18)

alcanza un término en X de esr posible. El resultado de normalización para DFSs que enun-

ciamos y demostramos es un caso particular, es decir, es más débil que el resultado de norma-

lización relativa de Glauert y Khasidashvili. La ventaja es que nuestro resultado sólo requiere

veri�car un número de condiciones sintácticas locales sobre diagramas de reescritura para

poder asegurar que una estrategia es X -normalizante.

Normalización en Deterministic Family Structures

En esta subsección demostramos un resultado de normalización para Deterministic Family

Structures. El resultado principal de esta subsección es Prop. 6.54, en el que damos condicio-

nes su�cientes para que una estrategia sea X -normalizante. Comenzamos dando de�niciones

formales de todas las nociones asociadas.

De�nición 6.46 (Sub-ARS). Un sub-ARS de un ARS A “ pObj, Stp, src, tgtq es un ARS B “
pObj1, Stp1, src1, tgt1q tal que Obj1 Ď Obj, Stp1 Ď Stp, y además las funciones src1, tgt1 son las

restricciones de src, tgt a Stp1. Un sub-ARS B es cerrado si el conjunto NFpBq es cerrado por

reducción, es decir si xÑA y y x P NFpBq entonces y P NFpBq.

De�nición 6.47 (Estrategia). Una estrategia en un ARS A “ pObj, Stp, src, tgtq es un sub-

ARS B “ pObj1, Stp1, src1, tgt1q que cuenta con los mismos objetos, es decir, Obj “ Obj1, y el

mismo conjunto de formas normales, es decir, NFpAq “ NFpBq.

Observación 6.48. Cualquier sub-ARS B se puede extender a una estrategia SB agregando los

pasos que salen de las formas normales, es decir, declarando StppSBq :“ StppBq Y tR P

StppAq | srcpRq P NFpBqu. Observar en particular que si B es una estrategia entonces SB “ B.
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Ejemplo 6.49. En el cálculo-λ, la noción de reducción a la cabeza Ñhead no es una estrategia

estrictamente hablando, porque el conjunto de β-formas normales no coincide con el conjunto de

formas normales a la cabeza.

La reducción a la cabeza se puede extender a una estrategia Shead de tal modo que un paso β

arbitrario R : tÑβ s esté en la estrategia Shead si R contrae un redex a la cabeza o, alternativa-

mente, t es una forma normal a la cabeza.

De�nición 6.50 (Estrategia X -normalizante). Sea X un superconjunto de las formas nor-

males de A. Una estrategia S se dice X -normalizante si para todo objeto x tal que existe una

reducción x�A y P X , toda reducción maximal desde x en la estrategia S contiene un objeto

en X .

La siguiente noción de invarianza por residuos es la noción clave para dar una condición

su�ciente para que una estrategia sea X -normalizante.

De�nición 6.51 (Invarianza por residuos). Sea A un sistema de reescritura axiomático. Un

sub-ARS B de A es invariante por residuos si dados pasos R y S tales que R P B y S ‰ R,

existe un paso R1 P S tal que R1 P R{S.

Ejemplo 6.52. En el cálculo-λ, la estrategia le�most outermost SLO es la estrategia que sólo

permite contraer el paso le�most outermost, es decir, el paso que contrae el redex cuya λ está

más a la izquierda. Es fácil veri�car que SLO es invariante por residuos, porque el residuo de un

paso le�most outermost es también le�most outermost.

El siguiente es un lema sencillo sobre la noción de invarianza por residuos:

Lema 6.53 (Los pasos de un sub-ARS invariante por residuos se preservan en DFSs). Sea

F “ pA,», ãÑq una DFS y sea B un sub-ARS invariante por residuos de A. Sea ρR un redex con

historia tal que R está en B, y sea σ cualquier reducción �nita coinicial al paso R. Supongamos

también que σ no contrae redexes en la familia de ρR. Más precisamente, supongamos que cada

vez que σ se puede escribir como σ1Sσ2 se tiene que ρR ­» ρσ1S. Entonces R tiene un residuo

R1 P R{σ en B.

Pasamos al resultado principal de esta subsección:

Proposición 6.54 (Normalización para DFSs). Sea B un sub-ARS cerrado e invariante por re-

siduos en una Deterministic Family Structure. Entonces la estrategia SB es NFpBq-normalizante.

Normalización en el LSC sin gc

En las subsecciones que signe, de�nimos dos estrategias en el LSC sin gc y demostramos

que son normalizantes.

En primer lugar, estudiamos la noción de reducción lineal a la cabeza, que corresponde a

la reducción call-by-name en el LSC sin gc. Como vimos en el Capı́tulo 2, esta estrategia se

corresponde ı́ntimamente con la evaluación de λ-términos en la máquina abstracta de Krivine.

Además, esta estrategia se corresponde también con la noción de reducción lineal a la cabeza

de Vincent Danos y Laurent Regnier en el cálculo-λ [13].
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En segundo lugar, de�nimos una nueva estrategia que denominamos reducción call-by-

need lineal. La reducción call-by-need lineal es similar a la estrategia call-by-need (débil) que

estudiamos en los Capı́tulos 2 y 3, con la diferencia ligera diferencia de que la regla de susti-

tución lineal que estudiamos tiene la forma (6.1) en lugar de la forma (6.2).

CxxyrxzvLs Ñ CxvLyrxzvLs (6.1)

CxxyrxzvLs Ñ CxvyrxzvsL (6.2)

La ventaja de la estrategia call-by-need débil, dada por (6.2), es que sólo copia el subtérmino v,

y comparte el contexto de sustitución L. Además, (6.2) se corresponde con la noción de call-by-

need de Ariola et al. [5, 33]. Desafortunadamente, la estrategia call-by-need no es un sub-ARS

del LSC, de modo que no serı́a posible aplicar nuestros resultados directamente a la variante de

call-by-need débil dada por (6.2) sin antes rehacer parte del trabajo que hemos realizado en las

secciones precedentes. Por ejemplo, habrı́a que demostrar que una variante del LSC adaptada

con la nueva regla de sustitución lineal también forma una Deterministic Family Structure.

Dejamos esto pendiente como trabajo futuro y restringimos nuestra atención solamente a la

variante de call-by-need dada por (6.1).

Normalización de la reducción lineal a la cabeza

En esta subsección, recordamos la de�nición de la reducción lineal a la cabeza (call-by-

name) y demostramos que es normalizante.

De�nición 6.55 (Reducción lineal a la cabeza y formas normales lineales a la cabeza). La

reducción lineal a la cabeza es el sub-ARS HL del LSC sin gc que selecciona el (único) paso

db o ls cuya ancla se encuentre bajo un contexto a la cabeza débil. Los contextos a la cabeza

débiles están de�nidos por la gramática:

H ::“ l | H t | Hrxzts

El conjunto de formas normales lineales a la cabeza HLNF se de�ne como el conjunto de

términos generados por la gramática:

A ::“ pλx.tqL

| Hxxxyy donde H no liga x

Los términos de la forma pλx.tqL se llaman respuestas, en tanto que los términos de la forma

Hxxxyy se llaman estructuras. La variable x se llama la the variable a la cabeza de una estructura

Hxxxyy.

Corolario 6.56 (La reducción lineal a la cabeza es HLNF-normalizante). La estrategia SHL
asociada al sub-ARS HL es HLNF-normalizante.
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Ejemplo 6.57. La siguiente es una reducción lineal a la cabeza que alcanza un término enHLNF.

pλx.xxqppλy.yqpλz.zqq Ñ pxxqrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ ppλy.yqpλz.zqxqrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ pyryzλz.zsxqrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ ppλz.zqryzλz.zsxqrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ zrzzxsryzλz.zsrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ xrzzxsryzλz.zsrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ ppλy.yqpλz.zqqrzzxsryzλz.zsrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ yryzλz.zsrzzxsryzλz.zsrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ pλz.zqryzλz.zsrzzxsryzλz.zsrxzpλy.yqpλz.zqs

Normalización de la reducción call-by-need lineal

En esta subsección, de�nimos una variante de call-by-need que denominamos reducción

call-by-need lineal y demostramos que es normalizante.

De�nición 6.58 (Reducción call-by-need lineal y formas normales call-by-need lineales). La

reducción call-by-need lineal es el sub-ARS NL del LSC sin gc de�nido como sigue. Los con-

textos de evaluación call-by-need lineales están dados por la gramática:

N ::“ l | N t | Nrxzts | NxxxyyrxzNs

La regla de reducciónÑNL es una unión de la regla db usual y la regla lsnl:

NxxxyyrxzvLs ÞÑ lsnl NxvLyrxzvLs

las dos reglas se clausuran por contextos call-by-need lineales.

El conjunto de formas normales call-by-need lineales NLNF está de�nida por la gramática

A ::“ pλx.tqL | Nxxxyy. Los términos de la forma pλx.tqL se llaman respuestas y los términos

de la forma Nxxxyy se llaman estructuras. En las estructuras, N no liga x, dicha variable se llama

la variable necesaria.

Corolario 6.59 (La reducción call-by-need lineal es NLNF-normalizante). La estrategia SNL

asociada al sub-ARS NL es NLNF-normalizante.

Ejemplo 6.60. La siguiente es una reducción call-by-need lineal que alcanza un término en

NLNF.

pλx.xxqppλy.yqpλz.zqq Ñ pxxqrxzpλy.yqpλz.zqs

Ñ pxxqrxzyryzλz.zss

Ñ pxxqrxzpλz.zqryzλz.zss

Ñ ppλz.zqxqrxzλz.zsryzλz.zs

Ñ zrzzxsrxzλz.zsryzλz.zs

Ñ zrzzλz.zsrxzλz.zsryzλz.zs

Ñ pλz.zqrzzλz.zsrxzλz.zsryzλz.zs



Capı́tulo 7

Conclusión

En esta tesis hemos usado cálculos con sustituciones explı́citas a distancia, y en particu-

lar el Cálculo de Sustituciones Lineales, para estudiar estrategias de evaluación. Los temas

principales que se abordaron son tres:

1. Demostramos que algunas de estas estrategias de evaluación—call-by-name, call-by-

value, call-by-need y call-by-name fuerte—destilan el comportamiento de máquinas abs-

tractas y que son razonables en términos de complejidad temporal. Esta metodologı́a nos

permitió revisitar algunas máquinas abstractas conocidas de la literatura (tales como la

máquina abstracta de Krivine o la máquina ZINC de Leroy), como ası́ también concebir

nuevas máquinas abstractas.

2. Extendimos la estrategia de evaluación call-by-need al marco de la evaluación fuerte.

Nuestro resultado principal es la completitud del call-by-need fuerte, que se basa en una

técnica reciente de Kesner, utilizando sistemas de tipos intersección no idempotente

para caracterizar la normalización débil.

3. Estudiamos la teorı́a de familias de redexes en el LSC. Para ello, propusimos una va-

riante del LSC con etiquetas, siguiendo el trabajo de Lévy sobre el cálculo-λ. Esta teorı́a

proporciona resultados sobre la estrategia de evaluación optimal, y otorga nuevas de-

mostraciones de estandarización en el LSC y normalización de la estrategia call-by-need.

En las secciones siguientes se describen posibles lı́neas de trabajo futuro.

7.1. Una máquina abstracta para reducción call-by-need
fuerte

En esta sección, proponemos una máquina abstracta para reducción call-by-need fuerte.

De�nición 7.1. Los estados de la máquina son 4-uplas x π | ϕ t | E y comprendidas por:

una pila π, una fase ϕ, un término t, y un entorno E. Los términos son los usuales del LSC. La

fase es un valor lógico que puede tomar dos valores: ò o ó. La pila representa el contexto de

100
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evaluación actual, de manera similar a las estructuras conocidas como zippers [21]. Las fases,

pilas y entornos se de�nen por medio de la siguiente gramática:

ϕ ::“ ò Fase de retroceso

| ó Fase de evaluación

π ::“ ε Pila vacı́a (foco en la raı́z)

| aptq : π Argumento (foco a la izquierda de una aplicación)

| dptq : π Estructura (foco a la derecha de una aplicación)

| hpE1, xq : π Heap (foco a la derecha de una sustitución)

| λpxq : π Lambda (foco bajo una abstracción)

E ::“ ε Entorno vacı́o

| E : rx ÞÑ ts Asociación

| E : rrx ÞÑ tss Asociación congelada

| E : λpxq Delimitador de alcance

Las reglas de transición de la máquina abstracta se dan a continuación:

π | ó trxzss | E ù π | ó t | rx ÞÑ ssE D-Migración

π | ó ts | E ù πapsq | ó t | E D-Aplicación

πapsq | ó λx.t | E ù π | ó t | rx ÞÑ ssE Beta

π | ó λx.t | E ù πλpxq | ó t | λpxqE D-Lambda

si π no termina con ap.q o hp., .q

π | ó x | E1rx ÞÑ ssE2 ù πhpE1, xq | ó s | E2 Búsqueda

π | ó x | E1rrx ÞÑ sssE2 ù π | ò x | E1rrx ÞÑ sssE2 Búsqueda congelada

πhpE1, xq | ó v | E2 ù π | ó v1 | E1rx ÞÑ vsE2 LSV

π | ó y | E ù π | ò y | E Retroceso

si y no tiene un valor asociado en E

πapsq | ò t | E ù πdptq | ó s | E U-Argumento

πhpE1, xq | ò t | E2 ù π | ò x | E1rrx ÞÑ tssE2 U-Update

πdptq | ò s | E ù π | ò ts | E U-Aplicación

πλpxq | ò t | ry ÞÑ ssE ù πλpxq | ò tryzss | E U-Migración

πλpxq | ò t | λpxqE ù π | ò λx.t | E U-Lambda

Ejemplo 7.2. �e following is an execution in the strong call-by-need abstract machine. In each

step we underline the focus of evaluation, i.e. the pa�ern of the db redex or the variable contracted
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by the ls redex:

ε |ó pλx.xxqpλy.zpIzqyq | ε

D-Aplicación ù apλy.zpIzqyq |ó λx.xx | ε

Beta ù ε |ó xx | rx ÞÑ λy.zpIzqys

D-Aplicación ù apxq |ó x | rx ÞÑ λy.zpIzqys

Búsqueda ù hpε, xq |ó λy.zpIzqy | ε

LSV ù ε |ó λy.zpIzqy | rx ÞÑ λy.zpIzqys

D-Lambda ù λpyq |ó zpIzqy | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

D-Aplicación ù λpyq apyq |ó zpIzq | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

D-Aplicación ù λpyq apyq apIzq |ó z | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

Retroceso ù λpyq apyq apIzq |ò z | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Argumento ù λpyq apyq dpzq |ó Iz | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

D-Aplicación ù λpyq apyq dpzq apzq |ó I | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

Beta ù λpyq apyq dpzq |ó w | rw ÞÑ zs λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

Búsqueda ù λpyq apyq dpzq hpε, wq|ó z | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

Retroceso ù λpyq apyq dpzq hpε, wq|ò z | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Update ù λpyq apyq dpzq |ò w | rrw ÞÑ zss λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Aplicación ù λpyq apyq |ò zw | rrw ÞÑ zss λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Argumento ù λpyq dpzwq |ó y | rrw ÞÑ zss λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

Retroceso ù λpyq dpzwq |ò y | rrw ÞÑ zss λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Aplicación ù λpyq |ò zwy | rrw ÞÑ zss λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Migración ù λpyq |ò pzwyqrwzzs | λpyqrx ÞÑ λy.zpIzqys

U-Lambda ù ε |ò λy.pzwyqrwzzs | rx ÞÑ λy.zpIzqys

Se omite la propuesta para la decodi�cación de los estados de la máquina como términos.

Formular una noción adecuada de bisimulación fuerte ” entre términos para demostrar que

esta máquina simula la estrategia call-by-need fuerte queda pendiente como trabajo futuro.

Al momento de escribir esta tesis, la pregunta de si la estrategia call-by-need fuerte se puede

implementar de forma razonable se encuentra abierta.

7.2. De�nición de un procedimiento de extracción
En esta sección describimos un problema, actualmente no resuelto, que hallamos al tratar

de caracterizar las familias de radicales en el LSC. En particular, proponemos un procedimiento

de extracción, pero dejamos abierta la pregunta sobre si dicho procedimiento cuenta con todas

las propiedades deseadas.

De�nición 7.3 (No duplicación). Escribimos ρ # S si ρ no duplica S, es decir, #pS{ρq “ 1.

Decimos que ρ no duplica σ, y escribimos ρ # σ, de acuerdo con la siguiente de�nición

inductiva:

ρ # ε

ρ # S ρ{S # σ

ρ # Sσ

Observación 7.4. Si ρ # σ entonces σ{ρ tiene la misma longitud que σ.

De�nición 7.5 (Derivación interna). Decimos que un paso R es interno a un contexto C, y

escribimos C ă R, siempre que el origen de R es de la forma Cxty y, además:
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Si R es un radical db, la posición del agujero de C es un pre�jo de la posición del patrón

del radical db.

Si R es un radical ls, la posición del agujero de C es un pre�jo de la posición de la

variable contraı́da por el radical ls.

Además, una derivación ρ es interna a un contexto C, de acuerdo con la siguiente de�nición

inductiva:

C ă ε

C ă R C ă ρ

C ă Rρ

Si R es un radical ls y σ es una derivación componible, es decir, tgtpRq “ srcpσq, decimos

que la derivación σ es interna al sujeto (respectivamente, al argumento) de R, y escribimos

R ăsbj σ (respectivamente, R ăarg σ) cuando el radical R es de la forma C1xC2xxxyyrxztsy Ñ

C1xC2xtyrxztsy y C1xC2xlyrxztsy ă σ (respectivamente, C1xC2xtyrxzlsy ă σ).

Ejemplo 7.6 (Derivaciones internas). Por ejemplo, considerar el siguiente diagrama:

pzyqrxzyysryzzs
T1 // pzzqrxzyysryzzs

pyyqrxzyysryzzs

S1
44

S2

**
pyyqrxzzysryzzs

T2 // pyyqrxzzzsryzzs

xrxzzysryzzs
T

**
xrxzyysryzzs

R

OO

S
44

T 1

**

xrxzzzsryzzs

xrxzyzsryzzs

S1 44

Entonces se tiene que lrxzyysryzzs ă S1T1, por lo tanto R ăsbj S1T1, y pyyqrxzlsryzzs ă

S2T2 de modo que R ăarg S2T2.

Observar que si R ăi Si para i P tsbj, argu, entonces Si tiene un ancestro S0, es decir

Si P S0{R. Además, S0{R consta de exactamente dos radicales, Ssbj y Sarg, tales que Si es

interno a i. Observar además que S0 no duplica el radical R. Esto se puede justi�car con el

siguiente diagrama:

C1xC2xxxyyrxztsy
R //

S0

��

C1xC2xtyrxztsy

Ssbj

��

Sarg

��

De�nición 7.7 (Retracción). Si R ăi Si para i P tsbj, argu, escribimos Si � R para el

(único) ancestro de Si, correspondiente a S0 en el diagrama de arriba. Llamamos a pSi� Rq

el retracto de Si antes de R.

La noción de retracto se extiende a derivaciones. Si R ăi σ para i P tsbj, argu, el retracto

de σ antes R se escribe σ� R y se de�ne inductivamente como sigue:

ε� R
def
“ ε

Sσ� R
def
“ S0 pσ{pS0{RSq� R{S0q donde S0 “ S � R
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La operación de retracción está bien de�nida porque R{S0 es un conjunto que consta de

un solo radical, dado que, como ya se mencionó, S0 no duplica a R. Para ver que la de�nición

inductiva está efectivamente bien de�nida, se puede veri�car que R{S0 ăi σ{pS0{RSq y,

además, que la longitud de σ{pS0{RSq coincide con la longitud de σ, de tal modo que las

ecuaciones recursivas están bien fundadas. El diagrama siguiente ilustra la situación:

R //

S0

��

S

��
S0{R
����

R{S0

//

σ{pS0{RSq

����

S0{RS
oo

σ

����

Ejemplo 7.8 (Retracción). En la situación de Ej. 7.6, tenemos que pS1T1 � Rq “ pS2T2 �
Rq “ ST .

Por último, podemos dar la de�nición principal de esta sección:

De�nición 7.9 (Procedimiento de extracción). El procedimiento de extracción se formula co-

mo un sistema de reescritura cuyos objetos son radicales con historia. Los pasos de reescritura

están dados por las dos reglas siguientes:

ρRpσ{Rq Ź ρσ si σ ‰ ε y R # σ

ρRσ Ź ρpσ� Rq si σ ‰ ε y R ăi σ para algún i P tsbj, argu

Ejemplo 7.10. En la situación de Ej. 7.6, tenemos que RS1 Ź S, RS2 Ź S, RS1T1 Ź ST Ź T 1

y RS2T2 Ź ST Ź T 1.

No es difı́cil demostrar queŹ es fuertemente normalizante. En efecto, se puede probar que

si ρ Ź σ, entonces la longitud de σ es estrictamente más chica que la longitud de ρ. Además,

se puede de�nir una relación de equivalencia de familias por extracción, declarando que la

relación ρR »E σS se veri�ca si y sólo si ρR pŹ Y Ź´1q˚ σS. Con esta de�nición, se puede

además ver que pρS »E σSq ùñ pρS »Z σSq.

Por otra parte, los dos problemas siguientes parecen ser no triviales, y los dejamos expre-

sados en forma de conjeturas:

Conjetura 7.11. El procedimiento de extracción Ź es con�uente.

Conjetura 7.12. El procedimiento de extracción Ź caracteriza las familias de radicales. Más

precisamente, se veri�ca la implicación pρS »L σSq ùñ pρS »E σSq, cerrando el cı́rculo de

implicaciones:

ρR »Z σS

��
ρR »E σS

.6

ρR »L σS

?

go
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