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Semantica dinamica de calculos de

sustituciones explicitas a distancia

Los calculos de sustituciones explicitas son variantes del calculo-\ en los que la opera-
cion de sustitucion no se define a nivel del metalenguaje, sino con reglas de reescritura que
la implementan. Nuestro principal objeto de estudio es un calculo de sustituciones explicitas
particular, el Linear Substitution Calculus (LSC), definido por Accattoli y Kesner en 2010. Se
caracteriza por el hecho de que las reglas de reescritura operan no localmente (a distancia).
En esta tesis, en primer lugar, definimos maquinas abstractas que implementan estrategias
de evaluacion en el LSC: call-by-name para evaluacion débil y fuerte, call-by-value y call-by-
need. Demostramos que dichas maquinas son correctas y preservan la complejidad temporal.
En segundo lugar, definimos una extension de la estrategia de evaluacion call-by-need en el
LSC para evaluacion fuerte. Demostramos que la estrategia es completa con respecto a call-by-
name, usando un sistema de tipos interseccion no idempotente, y mostramos como extenderla
para lidiar con pattern matching y recursion. Por ltimo, estudiamos la teoria de residuos y
familias de radicales en el LSC. Para ello definimos una variante del LSC con etiquetas de
Lévy, lo que nos permite demostrar que cumple con la propiedad de Finite Family Develop-
ments. Aplicamos esta propiedad para obtener resultados de optimalidad, estandarizacion y
normalizacion de estrategias en el LSC, y generalizamos algunos de estos resultados al marco
axiomatico de Deterministic Family Structures.

Palabras clave: semantica de lenguajes de programacion, calculo-), sustituciones explicitas,
estrategias de evaluacion, evaluacion lazy, maquinas abstractas, sistemas de tipos, teoria de
residuos.



Dynamic Semantics of Calculi with

Explicit Substitutions at a Distance

Explicit substitution calculi are variants of the A-calculus in which the operation of substi-
tution is not defined at the metalanguage level, but rather implemented by means of rewriting
rules. Our main object of study is a particular explicit substitution calculus, the Linear Substi-
tution Calculus (LSC), introduced by Accattoli and Kesner in 2010. Its distinguishing feature is
that rewriting rules operate non-locally (at a distance). In this thesis, first, we define abstract
machines to implement evaluation strategies in the LSC: call-by-name for weak and strong
evaluation, call-by-value, and call-by-need. We prove that these machines are correct and that
they preserve computational time complexity. Second, we define an extension of the call-by-
need evaluation strategy in the LSC for strong reduction. We show that the strong call-by-need
strategy is complete with respect to call-by-name, using a non-idempotent intersection type
system, and we show how to extend the strategy to deal with pattern matching and recursion.
Finally, we study the theory of residuals and redex families in the LSC. To this aim, we define
a variant of the LSC endowed with Lévy labels, which allows us to prove that it enjoys the
Finite Family Developments property. We apply this property to obtain results on optimality,
standardization, and normalization for the LSC, and we generalize some of this results to the
axiomatic framework of Deterministic Family Structures.

Keywords: programming language semantics, A-calculus, explicit substitutions, evaluation
strategies, lazy evaluation, abstract machines, type systems, residual theory.
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Capitulo 1

Introduccion

La computacion se basa en resolver problemas manipulando representaciones abstractas
de la realidad. Por ejemplo, usamos los dedos para contar objetos, usando cada dedo para deno-
tar un objeto. Esta representacion es abstracta en el sentido de que descarta las caracteristicas
que resultan irrelevantes, tales como el tamano o el color de los objetos, y preserva solo sus
aspectos relevantes: en este caso, la cantidad.

La computacion no esta ligada inseparablemente a las computadoras digitales modernas.
Si bien estas son herramientas invaluables para implementar procesos computacionales, la
computacion como disciplina estudia primordialmente los principios subyacentes que gobier-
nan la manipulacion mecanica de representaciones, independientemente de su potencial im-
plementacion. Los babilonios, por ejemplo, desarrollaron algoritmos para resolver ecuaciones
casi 4000 anos antes del advenimiento de las computadoras digitales [25].

Pero, lejos de ser una empresa meramente teorica, la computacion tiene grandes conse-
cuencias practicas. En nuestros tiempos, el software esta presente en todos los aspectos de
nuestras sociedades, e impacta no solo en asuntos personales como el entretenimiento y la
comunicacion, sino también en asuntos publicos como la transmision de noticias, transaccio-
nes monetarias y prediccion del clima, en sistemas de naturaleza critica como equipamiento
meédico, reactores nucleares y sistemas de aviacion, y en tecnologias emergentes sensibles
tales como vehiculos autonomos y monedas digitales.

En contraste con la vision tradicional de los algoritmos como meras relaciones funciona-
les entre datos de entrada y datos de salida, los procesos computacionales exhiben compor-
tamientos complejos y generalmente muchas de sus propiedades, y no solo la salida, tienen
importancia practica. Por ejemplo, ;como se puede asegurar que un proceso computacional
no consumira demasiados recursos para poder llevar a cabo su trabajo? ;Como se puede evi-
tar que un tercero interacttie con un sistema y consiga que se comporte de manera maliciosa?
(Es posible disenar lenguajes de programacion en los cuales los programas se parezcan mas
a especificaciones declarativas de los problemas y menos a algoritmos concretos, pero de tal
modo que la ejecucion sea eficiente?

Desarrollar métodos para responder estas preguntas satisfactoriamente y asistir asi al desa-
rrollo de programas correctos tiene una gran importancia, si se considera el papel critico que
desempena el software. En las Gltimas décadas, se ha desarrollado un vasto repertorio de méto-



dos formales, incluyendo lenguajes de especificacion formal, demostradores automaticos de
teoremas, analizadores y sintetizadores de programas y técnicas de verificacion como el anali-
sis de flujo de datos o la interpretacion abstracta, entre muchos otros. En esta tesis, nos enfo-
camos en los fundamentos teoricos en los cuales se basan las implementaciones correctas y
eficientes de lenguajes de programacion y asistentes de demostracion. Estos fundamentos abar-
can un amplio espectro de temas dentro de las areas de la teoria de reescritura, teoria de tipos
y semantica formal.

La observacion que guia esta tesis es la de que, en general, puede haber muchas maneras

21234

diferentes de llevar a cabo un mismo computo. Por ejemplo, en la expresion (0, podriamos

empezar por calcular la potencia 2?34, 0 podriamos observar que el resultado sera 0 indepen-
dientemente de cual sea el valor que tenga 21234, Las maneras en que los computos se llevan
a cabo se conocen como estrategias de evaluacion. Esta tesis trata sobre las estrategias de eva-
luacion en un marco muy especifico: un lenguaje conocido como el Calculo de Sustituciones
Lineales o Linear Substitution Calculus (LSC).

En las siguientes secciones presentamos un resumen de las contribuciones y describimos

la estructura del documento.

1.0.1. Destilacion de maquinas abstractas

El Capitulo[2](Destilacion de maquinas abstractas) es fruto del trabajo conjunto con Be-
niamino Accattoli y Damiano Mazza. En este capitulo, se presenta al Calculo de Sustituciones
Lineales como una “maquina abstracta abstracta”.

Con este objetivo, estudiamos estrategias de reduccion en el LSC y mostramos que desti-
lan la esencia de varias maquinas abstractas. Para ello, definimos formalmente la nocion de
destileria. En términos generales, una estrategia de reduccion en el LSC destila una maquina
abstracta si:

» Cada estado S de la maquina se decodifica a un término [[S]| del LSC.

» Hay una relacion binaria (=) de equivalencia estructural entre términos, que ademas es
una bisimulacion fuerte.

» Las transiciones de la maquina abstracta se pueden clasificar en dos tipos: transiciones de
busqueda, que cambian el foco de evaluacion pero son computacionalmente irrelevantes
y transiciones principales, que efectuan el computo, de tal modo que:
« Si § v S’ es una transicion de busqueda, entonces [S] = [S'].
« Si § v S’ es una transicion principal, entonces [[S] —= [5].

Luego mostramos que varias estrategias de reduccion en el LSC destilan varias maquinas abs-
tractas conocidas:



Estrategia de reduccion Maquina abstracta

call-by-name maquina abstracta de Krivine [27]]
call-by-value de izquierda a derecha | maquina CEK [[17]]

call-by-value de derecha a izquierda | maquina ZINC [29],

call-by-need maquina de Sestoft’s [35],

call-by-name fuerte maquina de Crégut’s [12],

Ademas, proponemos nuevas maquinas abstractas, sugeridas por el proceso de destila-
cion, que se basan en entornos globales (sin anidamiento) en lugar de en entornos locales (con
anidamiento). En todos estos casos, el proceso de destilacion asegura que la maquina abstracta
implementa correctamente la estrategia de reduccion dada.

Ademas, en cada caso, mostramos que la simulacion de n pasos de reduccion requiere
O(c - n) transiciones de la maquina, donde ¢ es un factor proporcional al tamafio del término
inicial. Esto justifica que el LSC—con cualquiera de las estrategias de reduccion estudiadas—
constituye un modelo razonable de computo, en el sentido de que la ejecucion de un programa
se puede simular en el modelo RAM (random access machine) con un overhead a lo sumo
polinomial en términos de complejidad temporal.

1.0.2. Fundamentos de call-by-need fuerte

El Capitulo[3|(Fundamentos de call-by-need fuerte) es fruto del trabajo en colaboracion
con Thibaut Balabonski, Eduardo Bonelli y Delia Kesner. En este capitulo, enfocamos nuestra
atencion en una extension de la estrategia call-by-need para reduccion fuerte.

La propia definicion de una estrategia call-by-need fuerte es compleja. El motivo principal
es que la evaluacion call-by-need en el caso fuerte es altamente dependiente del contexto.
Por ejemplo, en un término como Az.y[y\xt], de acuerdo con la estrategia call-by-need fuerte
corresponderia evaluar el término ¢:

Azyly\at] — Az.y[y\at']

puesto que la reduccion es fuerte y buscamos obtener la forma normal completa del término.
En contraste, en un término como z[z\\z.y[y\zt]]s la estrategia call-by-need fuerte deberia
efectuar el siguiente paso de sustitucion:

z[A\Azy[y\at]]s — Az.yly\ot]) [\ z.y[y\=t]]s

para ser fiel a su naturaleza “por necesidad”. En este capitulo:

» Teoria de sharing. Definimos una teoria de reduccion fuerte, la teoria de sharing (Def.[3.1).
La teoria de sharing es un calculo no deterministico cuyas reglas de reduccion inducen
una teoria ecuacional que caracteriza la equivalencia operacional de programas con sus-
tituciones explicitas, forzando que se comparta la evaluacion de subtérminos (sharing).

» Estrategia call-by-need fuerte. Definimos una estrategia para evaluacion call-by-
need fuerte (Def. , incluyendo varias nociones relacionadas, tales como formas
normales y contextos de evaluacion. La reduccion call-by-need fuerte es una estrate-
gia deterministica incluida en la teoria de sharing.
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La definicion de esta estrategia se basa en la nocion de contexto de evaluacion. Los con-
textos de evaluacion estan parametrizados por un conjunto ) de variables que estan
“congeladas”, es decir, son simbolicas, y por un flag binario que indica si el contexto de
evaluacion se puede componer con un contexto aplicativo de tal modo que el resultado
siga siendo un contexto de evaluacion.

» Propiedades basicas de la estrategia call-by-need fuerte. Probamos cuatro princi-
pios basicos que posee nuestra estrategia call-by-need fuerte, a saber, que las formas
normales de la estrategia son -formas normales, salvo aplicacion de todas las sustitu-
ciones (Prop.[3.13), que la estrategia es deterministica (Prop.[3.15), que es una extension
conservativa de formulaciones previas de call-by-need (Teo.[3.20), y que es correcta con
respecto a la -reduccion (Prop. [3.22), es decir que si estrategia encuentra una forma
normal, entonces el término tiene una [-forma normal.

= Completitud de la estrategia call-by-need fuerte. Estudiamos la completitud de la
estrategia call-by-need fuerte con respecto a la $-reduccion, es decir, si un A\-término
tiene a $-forma normal, entonces la estrategia call-by-need fuerte también alcanza una
forma normal. Establecemos una relacion precisa entre la forma normal en el calculo-\
y la forma normal en nuestro calculo con sustituciones explicitas (desenrollando todas
las sustituciones explicitas). La demostracion de normalizacion combina un argumento
logico con un argumento sintactico, extendiendo una técnica de Kesner [22]]. Especifica-
mente:

« Tipabilidad vs. normalizacion. Proponemos un sistema de tipos interseccion
no idempotente para la teoria de sharing (Def. [3.24). Es una adaptacion sencilla
de sistemas existentes, siguiendo la linea de trabajo propuesta propuesta por Kes-
ner [24]]. Demostramos también que la tipabilidad en este sistema implica norma-
lizacion en la teoria de sharing (Teo. [3.40).

« Completitud de la teoria. Usamos el sistema de tipos para demostrar que la
teoria de sharing es completa con respecto a la -reduccion (Prop. [3.42), es de-
cir, que los términos que tienen [-forma normal también tienen forma normal en
la teoria de sharing.

« Completitud de la estrategia. Usando un resutado de factorizacion abstracta de
Accattoli [1]], demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es completa con
respecto a la teoria de sharing (Prop.[3.51). La demostracion de este hecho se basa
en un analisis de casos exhaustivo de diagramas de permutacion.

1.0.3. Call-by-need fuerte para patrones y recursion

El Capitulo 4] (Call-by-need fuerte para patrones y recursion) es fruto del trabajo en
conjunto con Eduardo Bonelli y Kareem Mohamed. En este capitulo, extendemos los resulta-
dos del capitulo anterior para incorporar pattern matching y recursion: los términos se extien-
den con constructores, una construccion case y un operador de punto fijo). Especificamente:
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» Teoria de sharing extendida. Nuestro punto de partida es el calculo-\ extendido de
Grégoire y Leroy (que repasamos en Def.[4.2). Generalizamos la teoria de sharing para el
calculo-\ extendido (Def. y proveemos una caracterizacion sintactica de sus formas
normales (Def. [4.6).

» Sistema de tipos extendido. Proponemos un sistema de tipos interseccion no idempo-
tente para la teoria de sharing extendida. (Def.[4.9). Demostramos que los términos débil-
mente normalizantes son tipables (Teo. y que los términos tipables son débilmente
normalizantes (Teo. [4.13). Esto requiere definir una propiedad sutil sobre los juicios de

tipado (Def. [4.11).

= Estrategia call-by-need fuerte extendida. Proponemos una estrategia call-by-need
fuerte extendida para la teoria de sharing extendida (Def. [4.16), y demostramos que la
estrategia posee buenas propiedades, tal como en el capitulo anterior, a saber: la estrate-
gia es deterministica (Prop.[4.20), extiende conservativamente la estrategia call-by-need

fuerte del capitulo anterior (Prop.[4.20), y es correcta (Prop. 4.21) y completa (Teo. [4.22)
con respecto a la reduccion en el calculo-\ extendido.

1.0.4. Etiquetas de Lévy para el LSC

El capitulo [5|(Etiquetas de Lévy para el LSC) es fruto del trabajo conjunto con Eduardo
Bonelli. En este capitulo, desarrollamos una variante del LSC en la que los términos estan
decorados con etiquetas, siguiendo el plan trazado por Lévy [31]] en su estudio de la reduccion
optimal en el calculo-\.

A continuacion estudiamos la metateoria del LSC etiquetado, probando que tiene la ma-
yoria de las buenas propiedades esperables para un calculo con etiquetas de Lévy. Mas preci-
samente:

= Un LSC etiquetado. Motivamos algunas decisiones de diseno y definimos una variante
del LSC con etiquetas de Lévy, el LLSC (Def. [5.6). Cada paso de reduccion en el calcu-
lo etiquetado tiene un nombre. Probamos algunas propiedades sintacticas basicas que
posee el LLSC.

= Residuos y ortogonalidad. Probamos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomati-

co ortogonal (Prop.|5.32).

= Normalizacion débil de reduccion acotada. Demostramos que el LLSC es débilmente
normalizante si se restringe la reduccion a contraer pasos cuyos nombres son etiquetas

de altura acotada (Prop. [5.43).

= Normalizacion fuerte de reduccion acotada. Fortalecemos el resultado anterior, de-
mostrando que el LLSC es fuertemente normalizante si la reduccion se restringe a con-
traer pasos cuyos nombres son etiquetas de altura acotada (Teo.[5.49). Esto implica que
el LSC cumple con una version fuerte del teorema de Finite Developments, conocida
como Finite Family Developments (FFD).

» Confluencia. Damos dos demostraciones diferentes de que el LLSC es confluente (Teo.[5.51).
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1.0.5. Aplicaciones del LSC etiquetado

El Capitulo [6] (Aplicaciones del LSC etiquetado) es una continuacion del Capitulo[5] y
tambieén fruto del trabajo en conjunto con Eduardo Bonelli.

En este capitulo, aplicamos el LSC etiquetado para obtener mas resultados sobre el LSC (sin
etiquetas). La herramienta clave es el teorema de Finite Family Developments, demostrado en
el capitulo anterior:

Estabilidad. Demostramos que el LSC sin la regla gc posee la propiedad de estabilidad
de radicales de Lévy (Prop.[6.1).

Deterministic Family Structure. Una Deterministic Family Structure (DFS) es un sis-
tema de reescritura abstracto que verifica un conjunto de axiomas en particular. Demos-
tramos que el LSC sin la regla gc forma una DFS (Teo.[6.13).

Reduccion optimal. Obtenemos un resultado de reduccion optimal para el LSC, como
consecuencia inmediata del hecho de que el LSC sin gc forma una DFS, usando un
resultado de Glauert y Khasidashvili (que recapitulamos en Teo. [6.24).

Estandarizacion. La estandarizacion, hablando en general, se refiere a un mecanismo
que convierte una secuencia de pasos de reduccion en una forma estandar, de tal modo
que dos secuencias de reduccion son equivalentes por permutacion si y solo si tienen la
misma forma estandar.

Proponemos un procedimiento de estandarizacion para Deterministic Family Structu-
res (Prop.|6.39), inspirado por un resultado de estandardizacion de Klop. Como corolario,
obtenemos un resultado de estandarizacion para el LSC sin gc (Coro. [6.43).

= Normalizaciéon. Demostramos un resultado de normalizacion para Deterministic Fa-
mily Structures (Prop.[6.54), proveyendo condiciones suficientes bajo la scuales una es-
trategia de reduccion es normalizante. Como corolario, concluimos que, en el LSC sin gc
la estrategia call-by-name (Coro. y una variante de la estrategia call-by-need (Co-
ro. son ambas normalizantes.

1.0.6. Publicaciones y trabajo no incluido en esta tesis

Las siguientes publicaciones corresponden a resultados de esta tesis:

= B. Accattoli, P. Barenbaum, D. Mazza. Distilling Abstract Machines. Proceedings of
the International Conference on Functional Programming (ICFP), ACM SIGPLAN Notices
49(9):363-376, 2014.

= B. Accattoli, P. Barenbaum, D. Mazza. A Strong Distillery. Asian Symposium on Pro-
gramming Languages and Systems (APLAS), LNCS 9458:1-20, 2015.

= P.Barenbaum, E. Bonelli. Optimality and the Linear Substitution Calculus. Formal
Structures for Computation and Deduction (FSCD), 9:1-9:16, 2017.
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» T. Balabonski, P. Barenbaum, E. Bonelli, D. Kesner. Foundations of Strong Call by
Need. Proceedings of the International Conference on Functional Programming (ICFP),
ACM SIGPLAN Notices 20:1-20:29, 2017.

» P. Barenbaum, E. Bonelli, K. Mohamed. Pattern Matching and Fixed Points: Re-
source Types and Strong Call-By-Need. Principles and Practice of Declarative Pro-
gramming (PPDP), 6:1-6:12, 2018.

Hay ademas otro trabajo en el que estuve involucrado durante mi doctorado que no se
incluye en este documento. Junto con Gonzalo Ciruelos, usamos un calculo confluente basado
en un sistema de tipos interseccion no idempotente para estudiar espacios de derivacion en
el calculo-) puro (sin tipos). Este fue el tema de la Tesis de Licenciatura de Gonzalo y resulto
también en una publicacion:

» P. Barenbaum, G. Ciruelos. Factoring Derivation Spaces via Intersection Types.
Asian Symposium on Programming Languages and Systems (APLAS), 24-44, 2018.



Capitulo 2

Destilacion de maquinas abstractas

2.1. Introduccion

Este capitulo es fruto de la colaboracion con Beniamino Accattoli y Damiano Mazza y se
estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

» EnlaSeccion[2.2]presentamos cinco estrategias de reduccion (Def.[2.2) usando susti-
tuciones explicitas a distancia. Especificamente, las cinco estrategias de reduccion son:
(1) call-by-name, (2) call-by-value, con evaluacion de izquierda a derecha, (3) call-by-
value, con evaluacion de derecha a izquierda, (4) call-by-need, (5) call-by-name fuerte.

Las primeras cuatro estrategias son sencillas de definir, a través de una nocioén adecuada
de contexto de evaluacion. Estas estrategias son conocidas en la literatura desde hace
décadas y no reclamamos originalidad alguna por su definicion, aunque cabe destacar
que esta es la primera presentacion que utiliza sustituciones explicitas a distancia. En
particular, la estrategia call-by-need débil es simple en comparacion con formulaciones
previas [5} 33 6] 11| —tiene dos reglas de reduccion y la gramatica de los contextos de
evaluacion consta Unicamente de cuatro producciones.

La estrategia call-by-name fuerte requiere mas cuidado. Nuestra presentacion sigue el
trabajo de Accattoli y Dal Lago [4]. En la Seccion demostramos que el call-by-
name fuerte, definido usando contextos de evaluacion, se corresponde con la reduccion
linear leftmost-outermost en el LSC [2|[4] —es decir, es simultaneamente un refinamiento
de la S-reduccion leftmost-outermost y una extension de la reduccion linear head para
evaluacion a forma normal.

Ademas, demostramos que todas estas estrategias son deterministicas (Prop.2.10).
= En la Seccion definimos una nocion de equivalencia estructural =g para cada
estrategia de reduccion S definida en la Seccion El principal resultado técnico es

que, para cada estrategia S, resulta que la relacion de equivalencia estructural =g
es una bisimulacion fuerte con respecto a la estrategia S (Prop. [2.13).

= Enla Seccion|2.4/introducimos la nocion de destileria, una estructura abstracta usa-
da para relacionar las estrategias de reduccion y las maquinas abstractas que las imple-

14



15

mentan.

= En la Seccion [2.5| definimos maquinas abstractas que implementan cada una de las es-
trategias, y demostramos que todas las maquinas abstractas definidas constituyen
destilerias para las estrategias de reduccion correspondientes:

Strategy Abstract Machine

call-by-name KAM Seccion |2.5.1
MAM Seccion |2.5.2

call-by-value CEK Seccion |2.5.3
CEK dividida Seccion|2.5.4
LAM Seccion|2.5.5

call-by-need MAD Seccion(2.5.6
MAD fusionada Seccion 2.5.7
MAD con punteros | Seccion [2.5.8

call-by-name fuerte | MAM fuerte Seccion|2.5.9

= Por ultimo, en la Seccion 2.6 mostramos que, para cada una de las maquinas abstractas
definidas en Seccion[2.5] la longitud de una ejecucion en la maquina esta bilinealmente
relacionada con la longitud de la secuencia de reduccion que comienza en el mismo
término inicial, en la estrategia de reduccion correspondiente.

2.2. Estrategias de reduccion

En esta seccion definimos cinco estrategias de reduccion deterministicas: call-by-name
(name), dos variantes de call-by-value (value™, value®™), call-by-need (need), y call-by-name
fuerte (name®). Ademas, en Seccion demostramos que todas estas estrategias son deter-
ministicas.

Definicion 2.1 (Reglas de reescritura en la raiz). El conjunto de términos esta dado por la

gramatica t ::= x | Ax.t | ts | t[x\s]. Los valores estan dados por v ::= Ax.t, y los contextos
de sustitucion estan dados por L ::= [] | L[z\t]. Un término de la forma vL se denomina una
respuesta.

Dada una familia fija de contextos de evaluacion (E,E', .. .), definimos las cuatro siguientes
reglas de reescritura en la raiz—dos reglas tipo db y dos reglas tipo 1s:

(Az.t)Ls +—q t[z\s]L
(Ax.t)Lvl gy t[x\vL']L
EQzpla\s] —1s E(s)[z\s]

EQep[r\vL] —1s E(u)[z\v]L

Observar que en las reglas terminadas en “v”, se espera que el argumento de la aplicacion o
ustitucion sea una respuesta. Ademas, usamos las notaciones ol Y o1y para especificar la
familia de contextos que utilizan las reglas, donde E es la meta-variable utilizada para designar
contextos de esa familia.
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Una estrategia de reduccion se especifica por medio de una eleccion de reglas de reduc-
cion en la raiz, eleccion que consta siempre de una regla multiplicativa (db or dbv) una regla
exponencial (Ls or 1sv), y una familia de contextos de evaluacion. La regla multiplicativa
(resp. exponencial) elegida se nota, genéricamente, —, (resp. —). Si E toma valores sobre una
familia fija de contextos de evaluacion, las clausuras contextuales de las reglas de reescritura
en la raiz se notan —, = E(—pn) ¥ —e o E(+,). La relacion de reescritura que define la

. ., ., def
estrategia de reduccion es la union — = —; U —..

Definicion 2.2 (Estrategias de reduccion name, value'®, value™, need, name®). Las estra-
tegias de reduccion call-by-name (name), call-by-value de izquierda a derecha (value'®), call-
by-value de derecha a izquierda (value™), call-by-need (need), y call-by-name fuerte (name®),
se especifican por las siguientes elecciones de reglas de reduccion en la raiz y familias de
contextos de evaluacion:

Estrategia | Contextos de evaluacion —n | e | e

name H:= ]| Ht | H[2\{] oy | Po1s | Hloap) | HGpg)
value!® | Vu=[]| Ve |vLV | V[z\t] by | o1sy | Vg | V(o1
value®™ | R:u=[J|RvL|¢R|R[z\{] vy | o1er | B{oane) | RGP 160)
need N = NE | N2\ | N[2\N] | —ap | ier | Moa) | NGD10)
name® S ::= (contextos S, ver Def.[2.3 e | s | SCoay | S(>1e)

2.2.1. Call-by-name fuerte

La estrategia call-by-name fuerte es la Ginica estrategia de reduccion fuerte que estudiamos
en este capitulo. Para completar la definicion de la estrategia call-by-name fuerte, debemos
dar una definicion para la correspondiente familia de contextos de evaluacion (S, ', .. .):

Definicién 2.3 (Contextos de evaluacion call-by-name fuerte). Un término es neutral si es
—apu1s-normal en el LSC y no es de la forma (Az.t)L. Un contexto C es un contexto de eva-
luacion call-by-name fuerte si el juicio “C € S” es derivable a partir de las siguientes reglas de
inferencia inductivas:

(AX-S) Ce S C # ()\(I)C/)L

@L-S
Hes CteS (@r-5)

-S) tesneutral Ce S ( s)
- _ @R-
Ax.CeS tceS

CeS z¢lfv(C)
Clz\t] € S

(ES-S)

Caracterizacion alternativa de la estrategia call-by-name fuerte

La estrategia call-by-name fuerte se puede caracterizar exactamente como la reduccion
leftmost-outermost lineal —,. Para definir —,, necesitamos algunas definiciones previas:
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Definicion 2.4 (Orden LO). Escribimos C <, ¢ si hay un término s tal que C(s) = ¢. La
llamamos relacion de prefijo.

El orden de adentro hacia afuera C <o C’ entre contextos arbitrarios C,C’ se define por
medio de las siguientes reglas:

1. Root:[] <o C para todo contexto C # [].
2. Clausura contextual: si C <o C’ entonces C"(C) <o C"(C") para cualquier contexto C".

Observar que < se puede ver como la relacion de prefijo <, sobre contextos. El orden de
izquierda a derecha C <, C' se define por:

1. Aplicacion: siC <, t y C' <, s entonces Cs <, tC'.
2. Sustitucion: si C <, ty C' <, s entonces C[z\s] <, t[z\C].
3. Clausura contextual: si C <, C' entonces C"(C) < C"(C’) para cualquier contexto C".

Por ultimo, el orden de izquierda a derecha, de afuera hacia adentro se define asi: C < o C si
C <o C/OC<L o

Lema 2.5 (Totalidad de < o). SiC <, t yC' <, t entonces o bien C <o C’, 0 bien C' <0 C, 0
bienC = C'.

Identificamos los redexes con el contexto que se enfoca en su ancla. Recordar que el ancla
de un paso db es la aplicacion que se contrae, y el ancla de un paso 1s es la variable que se
contrae.

Definicion 2.6 (Reduccion LO lineal —,). Sea t un término. Un redex C es el redex leftmost-
outermost (LO) de t si C <o C' para cualquier otro redex C’ de t. Escribimos ¢ —, s para un
paso que contrae el redex leftmost-outermost.

A continuacion definimos los contextos LO y demostramos que la posicion de un paso LO
lineal es siempre un contexto LO. Necesitamos la nocion de variable libre a izquierda de un
contexto, es decir, la de una variable que ocurre libre a la izquierda del agujero.

Definicién 2.7 (Variables libres a izquierda). El conjunto 1£v(C) de variables libres a izquierda
de C se define por:

1fv([) = @ 1fv(tC) = fv(t) u 1fv(C)
1fv(Az.C) € 1£v(C)\{z} 1Ev(Clz\t]) & 1£v(C)\{x}
1fv(ct) < 1£v(C) 1v(t2\C]) ¥ (£v(0)\{z}) U 1fv(C)

Por ultimo, podemos definir los contextos LO:
Definicion 2.8 (Contextos LO). Un contexto C es LO si:

1. Aplicacion a derecha: cada vez que C = C'(tC") se tiene que t es neutral.
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2. Aplicacion a izquierda: cada vez que C = C'(C"t) se tiene que C” # L{\z.C").
3. Sustitucion: cada vez que C = C'{C"[z\s]) se tiene que x ¢ 1fv(C").

Lema 2.9 (Caracterizacion de contextos LO).
1. Sea C un contexto. Entonces C € S si y solo si C es LO.

2. Seat — s contrayendo un redex bajo un contexto C. Entonces C es un paso —, si y solo si

CesLO.

2.2.2. Determinismo

Todas las estrategias de reduccion estudiadas en este capitulo son deterministicas:

Proposicion 2.10 (Determinismo). Las cinco estrategias de Def.|2.2 son deterministicas. En cada
caso, si E1, Ey son contextos de evaluacion, 1,5 son anclas, yE;(r;) = Ey(rq), entoncesE; = Ey
yri = ro. Asi, hay a lo sumo una manera de reducir un término de acuerdo con cualquiera de
dichas estrategias.

2.3. Equivalencia estructural

Cada una de las cinco estrategias de reduccion S € {name, value'® value™ need, name®}
presentadas hasta el momento viene equipada con una nocion correspondiente de equiva-
lencia estructural, escrita =g. La equivalencia estructural permite manipular las sustituciones
explicitas, “moviéndolas” de forma computacionalmente irrelevante. Técnicamente, esto se ex-
presa con la propiedad de que la equivalencia estructural es una bisimulacion fuerte.

Cada nocion de equivalencia estructural esta dada eligiendo algunos de los siguientes axio-
mas:

Definicion 2.11 (Axiomas para equivalencia estructural).

| =\ Axt[y\s] ifz ¢ fv(s)
] =0 do\Juln\s]
| =@ t[x\s]u if z ¢ fv(u)
2\s] =ar tul[z\s] ifz ¢ fv(t)
| =con t[y\u][z\s] ify ¢ fv(s) and = ¢ fv(u)
I = tlz\sly\u]]l  ify ¢ fu(t)
| =pe if x ¢ £v(t)
I =aw tp.lo\s]ly\s]

En la regla =4p, ?[y), denota un término obtenido a partir de ¢ renombrando algunas (posi-
blemente ninguna) de las ocurrencias de z como y.
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Definicion 2.12 (Equivalencias estructurales). Para cada estrategia S, elegimos un subcon-

junto de los axiomas de equivalencia estructural, y una familia de contextos, del siguiente
modo:

Estrategia | Axiomas de equivalencia estructural | Familia de contextos
name =@, =com) =[]y =gcs =dup H

valuet® =@, =com) =[-]» =gc, =dup v

valuef®t =@, =coms =[]s =gcs =dup R

need =a@1, =com) =[] N

name® =), =a1, =ar; =coms =[] =gcs =dup C (contextos arbitrarios)

La equivalencia estructural =g correspondiente se define como la clausura reflexiva, simétrica,
transitiva y contextual de los axiomas, bajo la familia de contextos especificada.

Observar que las equivalencias estructurales para call-by-name y call-by-value usan los
mismos axiomas, pero cerrados bajo sus respectivas nociones de contexto de evaluacion. La
equivalencia estructural para call-by-name fuerte esta cerrada bajo contextos arbitrarios. Por
ejemplo:

(Az.2)y)[2\2'][Y\Y'] =varwen  ((Az.2)y)[y\y'][2\2] (by =con)
=varer  ((Az.2)[1\y']y[y\y'])[2\2'] (by =a)
=valuel® (()\II‘) y[y\y/]) [‘r\‘rl] (by EgC)

Az yy)[y\2] =names A7.(yy)[y\2] (by =»)
=names AT -(yl y2) [yl\z] [3/2\2] (by Edup)
=nanes  AT-(1[y1\2] 92)[y2\z] (by =an)

=names )‘x'yl [yl\z] Y2 [y2\z] (by E@r)

El resultado clave es el siguiente:

Proposicion 2.13 (La equivalencia estructural es una bisimulacion fuerte). Sea x € {m, e}. Si
t =s t' —4 s entonces existe s’ tal quet —, s’ =g s.

Una propiedad esencial de las bisimulaciones fuertes es que pueden posponerse. En efecto,
es inmediato probar el siguiente resultado para cualquiera de las cinco estrategias de Def.

Lema 2.14 (Postposicion de la equivalencia estructural). Seat (—, U —¢ U =)* s. Entonces

t (—n U —¢)* = s y el numero de pasos multiplicativos y exponenciales en las dos secuencias

de reduccion es exactamente el mismo.

En los teoremas de simulacion para maquinas con entornos globales usaremos también la
siguiente propiedad de conmutacion entre sustituciones y contextos de evaluacion:

Lema 2.15 (Las sustituciones explicitas conmutan con los contextos de evaluacion, salvo =).
Sea E un contexto de evaluacion para una estrategia S. Si x ¢ £v(E) y E no liga ninguna de las
variables libres de s, entonces E(t)[z\s] =s E(t[x\s]).
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2.4. Destilerias

En esta seccion se presenta una vision abstracta, de alto nivel, de la relacion entre maquinas
abstractas y calculos de sustituciones explicitas, a través de la siguiente nocion:

Definicién 2.16 (Destileria). Una destilerialD = (M, S, =, - ||) esta dada por:
1. Una magquina abstracta M, dada por:

1.1 Unarelacion de reduccion deterministica v~»); sobre un conjunto de estados State =

{51, Ss, ...}

1.2 Una clase distinguida de estados llamados estados iniciales, en biyeccion con -
términos cerrados y de la cual se obtienen los estados alcanzables aplicando v~y *.
1.3 Una particion de las transiciones que definen la relacion vp:
1.3.1 Transiciones de busqueda, notadas v~>g.
1.3.2 Transiciones principales, que a su vez se particionan en:
1.3.2.1 Transiciones multiplicativas, notadas v~»,.

1.3.2.2 Transiciones exponenciales, notadas v».

2. Una estrategia de reduccion deterministica S dada por un par (—,, —.) de relaciones de
reescritura sobre términos con sustituciones explicitas.

3. Una relacion de equivalencia estructural = sobre términos con sustituciones explicitas,
tal que = es una bisimulacion fuerte con respecto a —, y —.

4. Una destilacion || - |, es decir, una funcion de decodificacion de estados a términos, tal
que, sobre los estados alcanzables se tiene:

4.1 Busqueda: S v~ S" implica [[S] = [S7]-
4.2 Multiplicativa: S v~y S’ implica [[S] —n= [5]-
4.3 Exponencial: S v, S’ implica [[S] —.= [5]-

Dada una destileria, el siguiente resultado de simulation se verifica de forma abstracta.

Escribamos |p| (resp. |7|), |p|m (resp. |7 |m), |ple (resp. |7|c), ¥ |p|, para notar el nimero de pasos
no especificados, multiplicativos, exponenciales y principales en una ejecucion p : S vy * S’
de la maquina (resp. en una derivacion 7 : t —§ t' de la estrategia). Entonces:

Proposicion 2.17 (Simulacion). SealD una destileria. Entonces para cada ejecucion p : .S o™
S’ hay una derivacion 7 : [[S] —*= [[S’]| tal que |p|m = |7|m, |ple = |7le, ¥ |plp = |7].

2.4.1. Destilerias reflectivas

Dada una destileria, uno esperaria que la reduccion en la estrategia se refleje en la maquina.
Este resultado requiere dos propiedades abstractas adicionales:
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Definicion 2.18 (Destileria reflectiva). Una destileria es reflectiva cuando:

1. Terminacion: las transiciones de busqueda v~ terminan comenzando desde estados al-
canzables. Asi, por determinismo, todo estado S tiene una Unica forma normal de biisque-

danfy(S).

2. Progreso: si S es alcanzable, nf4(S) = Sy [[S]] —x t con x € {m, e}, entonces existe un
estado S’ tal que S v, 5.

Asi podemos demostrar el siguiente resultado de reflexion abstracto:

Lema 2.19 (Reflexion). Sea D una destileria reflectiva. Sea S un estado alcanzable, y sea x €
{m, e}. Entonces [ S]| —x t implica que existe un estado S’ tal que nf;(S) ~-, S" y[S'] = .

El lema precedente se puede extender facilmente a un resultado de simulacion reversa:

Proposicion 2.20 (Simulacion reversa). Sea D una destileria reflexiva y sea S un estado inicial.
Dada una derivacion = : [|S]| —* t hay una ejecucion p : S ~oy* S tal quet = [[S'] ¥
ol = [Tl [ple = I7le, v |plp = .

2.5. Maquinas abstractas

En esta seccion introducimos maquinas abstractas y sus destilaciones, y demostramos que
forman destilerias reflectivas con respecto a las estrategias de Seccion

2.5.1. Call-by-name: la KAM

La maquina abstracta de Krivine (KAM), definida originalmente por Jean-Louis Krivi-
ne [27]], es la primera maquina que estudiamos en este capitulo.

Definicion 2.21 (Maquina abstracta de Krivine). Un estado de la KAM (S,5’,5”,...) es un
par (c,m), donde ¢ es una clausura y 7 es una pila de clausuras. Las clausuras se definen
mutuamente recursivamente con los entornos locales e:

c == (t,e) e == €]|[x\c]:e

T ou= €lcum S = (¢m)
Por legibilidad, notamos ¢ | e | 7 para un estado (¢, ) donde ¢ = (¢, ). Las transiciones de la
KAM son:

ts | e | wog | e | (5,e)um
et | e | com owen ] [x\e]ie | m
x | e | «m o t | e/ | T

e
donde v, aplica solo sie = e :: [2\(L,€')] :: es.
Un aspecto crucial de nuestra metodologia es que los entornos y pilas pueden ser enten-

didos como contextos, a traves de la siguiente decodificacion, que verifica las propiedades
enunciadas en el siguiente lema:
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Definicion 2.22 (Decodificacion de la KAM).

[l < O [\l = e] = [e]O=\[c])
[Ee] < [e]@® [e:=n] =[]l
[Eleln] < [xI<[el@)

Lema 2.23 (Decodificacion contextual). Sean e un entorno y m una pila de la KAM. Entonces
[[e]l es un contexto de sustitucion, y tanto [[7]| como [[w]|{[[e]]) son contextos de evaluacion call-
by-name.

A continuacion enunciamos los invariantes dinamicos de la maquina:

Lema 2.24 (Invariantes de la KAM). Sea S = S | e | 7 un estado alcanzable de la KAM cuyo
codigo inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas.
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de .

3. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres
det (i.e. supp(c) < £v(t)).

4. Tamano del entorno: la longitud de cualquier entorno en S esta acotada por |t|.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. El invariante de nombre es la
propiedad abstracta que permite evitar tanto la a-equivalencia como la generacion de nom-
bres en las ejecuciones de la KAM. Debe tenerse en cuenta que, por definicion de clausura
consistente en nombres, no puede haber repeticiones en el soporte de un entorno. Por lo tan-
to la longitud de cualquier entorno en cualquier estado alcanzable esta limitada por el nimero
de nombres distintos en el codigo inicial 7, es decir con |¢|. Este hecho es importante, ya que
el limite estatico en el tamano de los entornos garantiza que v, y v —las transiciones
que hacen busqueda y copias de entornos—pueden implementarse (independientemente de la

representacion concreta elegida) en peor caso en tiempo lineal en |¢|, para que una ejecucion p
se pueda implementar en O(|p| - |¢|). Lo mismo se aplicara a todas las maquinas con entornos
locales. De hecho, esta observacion puede entenderse como una definicion: diremos que una
maquina abstracta es razonable si su implementacion posee la cota bilineal anterior. Asi la
duracion de una ejecucion de una maquina razonable proporciona una estimacion precisa de

su costo de implementacion.

Por ultimo, tenemos:

Teorema 2.25 (Destilacion de la KAM). (KAM, name, =, || - ||) es una destileria reflectiva.
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2.5.2. Call-by-name con entorno global: la MAM

El LSC sugiere el disefio de una version mas simple de la KAM, que llamamos la maquina
abstrcta de Milner (MAM), que no usa la nocion de clausura. A nivel del lenguaje, la idea
es que aplicando repetidametne los axiomas =4., y =@ de la equivalencia estructural, todas
las sustituciones explicitas pueden llevarse hacia afuera. A nivel de la maquina, los entornos
locales en las clausuras se reemplazan por un unico entorno global que liga todas las variables
libres del codigo y la pila, asi como las variables libres presentes en el entorno global mismo.

Pasar naivemente a un entorno global rompe el invariante de consistencia de nombres de
la maquina. Este punto se resuelve utilizando un a-renombre, generando un nombre fresco, en
la transicion asociada a la variable (exponencial), es decir, cuando se efectiia una sustitucion.

Definicidon 2.26 (Maquina abstracta de Milner). La MAM emplea entornos globales £ ::= ¢ |
[2\t] :: E. Las pilas son listas de codigos, es decir, 7 ::= € | ¢ :: 7. Un estado es una tripla
S = (t, 7, E). Las transiciones de la MAM son:

S| m |E wos t|suw| E
Aet|sum|E woy t| 7w |[2\s]: E
v | m |E v, £ 7| FE

donde la transicion w~», aplica solo si E = E"(E'[z\t]) y " es un codigo consistente en
nombres, a-equivalente a  y tal que cualquier nombre ligado en 7 es fresco con respecto a
aquellosen Ty E.

Definicion 2.27 (Decodificacion de la MAM). La decodificacion de un estado de la MAM
t | 7| E es similar a la decodificacion de un estado de la KAM, pero los contextos de la pila 'y
el entornoe aplican en orden inverso:

] < O [z\f] = E] < [E]Q[2\E])
[Eoa] < [« [E|x|E] < [EK]E)

A cada estado ¢ | 7 | E de la MAM le asociamos un par ([7]|{¢), ), al que llamamos la
clausura global del estado. Observar que [[7](¢) ahora es un cddigo, es decir, no contiene
sustituciones explicitas.

Lema 2.28 (Decodificacion contextual). Sea E un entorno global y sea 7 una pila de la MAM.
Entonces | E]| es un contexto de sustitucion, y tanto [7]| como [[7[[{[[E]) son contextos de eva-
luacion.

Para los invariantes dinamicos, necesitamos una nocion diferente de clausura cerrada.

Definicion 2.29. Dado un entorno global E y un cddigo ¢, definimos por induccion mutua
dos predicados F es cerradoy (¢, F) es cerrado del siguiente modo:

€ es cerrado
(t, E) es cerrado == [z\t] :: F es cerrado
fv(t) S supp(E) A E escerrado = (i, F) es cerrado
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Los invariantes dinamicos son:

Lema 2.30 (Invariantes de la MAM). Sea S = 5 | 7 | E un estado de la MAM alcanzado por
una ejecucion p de un codigo inicial t consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura global: la clausura global ([7]|{t), E)) de S es cerrada;
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;
3. Nombres: la clausura global de S' es consistente en nombres;

4. Tamafio del entorno: la longitud del entorno global en S esta acotada por |p),,.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. Observar la nueva version del
invariante de tamano del entorno. La cota depende ahora del tamano de la ejecucion p, y no del
tamarnio del término inicial . Si uno implementa >, buscando la variable z en el entorno £
secuencialmente, cada transicion v tiene costo O(|p|,,), y se ve facilmente que el costo de
implementar p resulta cuadratico en |p|. Por consiguiente—a primera vista—la MAM no seria
una maquina abstracta razonable. No obstante, la intencion es que la MAM se implemente
utilizando una representacion de codigos en los que las variables son punteros, de tal modo
que buscar el valor asociado a la variable x en E tome tiempo constante. Asi, el entorno global,
a pesar de que se formalice como una lista, deberia ser entendido como una memoria.

Elinvariante de nombres es el que garantiza que las variables se pueden implementar como
punteros, puesto que no hay colisiones. Observar que el costo de una transicion v, no es
constante, pues la operacion de renombre hace que el costo de v, sea lineal en el tamafio ||
(como resultado del invariante del subtérmino). Asi, asumiendo una representacion basada en
punteros, p se puede implementar en tiempo O(|p| - |¢]), al igual que ocurre con maquinas con
entorno local (como la KAM). En otras palabras, la MAM es una maquina abstracta razonable.

Teorema 2.31 (Destilacion de la MAM). (MAM, name, =, [ - [|) es una destileria reflectiva. En
particular, si S' es un estado alcanzable tenemos que:

1. Busqueda: si S v S’ entonces [S] = [S'];
2. Multiplicativa: si S v, S’ entonces [S] —n= [S']];

3. Exponential: si S v, S’ entonces [S] —e=a [S']-

2.5.3. Call-by-value de izquierda a derecha: la CEK

En esta seccion presentamos una adaptacion de la KAM para call-by-value, correspondien-
te a la maquina CEK de Felleisen y Friedman [16] (excluyendo operadores de control). Esta
maquina implementa call-by-value de izquierda a derecha.

Los estados de la CEK tienen la misma forma que los estados de la KAM, es decir, estan da-
dos por una clausura y una pila. La diferencia es que usan pilas call-by-value, cuyos elementos
estan etiquetados o bien como argumentos o bien como funciones, de tal modo que la maquina
pueda determinar si el codigo actualmente evaluado es una funcion que debe ser aplicada al
argumento (atn no evaluado) que se encuentra en el tope de la pila, o el argumento para la
funcion (ya evaluada) que se encuentra en el tope de la pila.
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Definicion 2.32 (Maquina CEK). Las pilas se definen como sigue:
7 = el|f(c)m|ale) =m

Un estado es una tripla S = (¢, e, ). Las transiciones de la CEK son:

Sle| m oot e la(s,e) =
Vel a(s,€e)m wog, § e | f(v,e) =m
Vilelf(Axt,e) m wop t][2\(¥,e)] €] T
xle| m g 1 e ] 7r

donde la transicion v~ aplica solo si e = e” :: [z\(¢,¢')] :: €”.

Definicion 2.33 (Decodificacion de la CEK). Las pilas se decodifican como sigue:
[ = O
[f(c) = m] = [
[a(c) = 7] = [rIO0eD)
Los estados de la maquina se decodifican exactamente igual que en el caso de la KAM, es decir
[Fleln] < [<el®).
Es posible demostrar que los entornos decodifican a contextos de sustitucion, pero para

demostrar que [7] y [7][{[[e]]) son contextos de evaluacion, es preciso establecer primero los
invariantes dinamicos de la maquina.

Lema 2.34 (Invariantes de la CEK). Sea S = 5 | e | m un estado alcanzable de la CEK cuyo
codigo inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;

3. Valor: cualquier codigo en e es un valor y, para cada elemento de w de la forma f(s,¢'), s
es un valor;

4. Decodificacion contextual: [7]| y [7]|{[e]]) son contextos de evaluacion call-by-value de
izquierda a derecha;

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres
det (i.e. supp(c) < £v(t));

6. Tamano del entorno: la longitud de cualquier entorno en S esta acotada por |t|.

Teorema 2.35 (Destilacion de la CEK). (CEK, value™® = [ -]|) es una destileria reflectiva. En
particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Busqueda 1: si S v, S entonces [S] = [S']);
2. Blsqueda 2: si S v, S entonces [S] = [9']
3. Multiplicativa: si S v, S’ entonces [[S] —n [S']);

4. Exponencial: si S v, S’ entonces [|S] —o= [5']);
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2.5.4. Call-by-value de izquierda a derecha: la CEK dividida

Para la maquina CEK demostramos que la pila, que contiene tanto argumentos como fun-
ciones, se decodifica a un contexto de evaluacion (Lem. [2.34[4). En esta seccion estudiamos
otra maquina para evaluacion call-by-value de izquierda a derecha, llamada la CEK dividida
(SCEK), que tiene dos pilas: una para argumentos y otra para funciones. Ambas decodifican a
contextos de evaluacion.

Definicion 2.36 (Maquina SCEK). Las pilas se definen como en el caso de la KAM. La sintaxis
de los dumps esta dada por:
D:=¢l|(¢,m) D

Los estados son 4-uplas (¢, e, 7, D). Las transiciones de la SCEK son:

5| e | 7 D wog T e | (5,e) =] D
v e | (t,€e) :m| D s, 4 | € | ((v,e),m) = D
7| € \ € [ (Azd,e),m) s D oy t][2\(V,e)] €| 7 | D
z e [2\F,e)] =" 7w | D oo T 4 | 7 D

Definicion 2.37 (Decodificacion de la SCEK). La decodificacion de términos, entornos, clau-
suras y pilas es igual que para la KAM. Un dump se decodifica a un contexto, de acuerdo
con:

[ < O [(@e.m)=D] < DKl
La decodificacion de estados se define por: [Z | ¢ | 7 | D] < [DI[x]{[e]E))).

La maquina SCEK esta intimamente relacionada con la maquina SECD de Landin [28], que
también incorpora la nocion de dump. En [14], Danvy estudia la maquina SECD y demuestra
que la SECD implementa call-by-value de derecha a izquierda (y no call-by-value de izquierda
a derecha como la SCEK). El punto en esta seccion es ilustrar que “dividir la pila” en una pila
de argumentos y un dump es una transformacion general.

Lema 2.38 (Invariantes de la SCEK). Sea S =5 | e | m | D un estado alcanzable de la SCEK
cuyo codigo inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;

3. Valor: el codigo de cualquier clausura en el dump o en cualquier entorno de S es un valor;

4. Decodificacion contextual: [ D], [ DI<{[[=]}> ¥y [PI<{[[=[{[e]>) son contextos de evalua-
cion call-by-value de izquierda a derecha.

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres
det (i.e. supp(c) < £v(t)).

6. Tamano del entorno: la longitud de cualquier entorno en S esta acotada por |t|.
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Teorema 2.39 (Destilacion de la SCEK). (SCEK, value® =, [ -||) es una destileria reflectiva.
En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Busqueda 1: si S v, S entonces [S] = [S']);
2. Busqueda 2: si S v, S’ entonces [|[S] = [[97];
3. Multiplicativa: si S vy, S’ entonces [[S] —n [59]);

4. Exponencial: si S v, S’ entonces [ S]] —<= [9]-

2.5.5. Call-by-value de derecha a izquierda: la LAM

En esta seccion presentamos otra adaptacion a call-by-value de la KAM, una maquina que
llamamos Leroy Abstract Machine (LAM) e implementa call-by-value de derecha a izquierda.
La LAM debe su nombre ala maquina ZINC de Leroy [29], que implementa evaluacion call-by-
value de derecha a izquierda. Le otorgamos un nuevo nombre porque la ZINC es una maquina
bastante mas sofisticada que la LAM: posee un conjunto de instrucciones separado al que
los términos se compilan, manipula expresiones aritméticas y evita la creacion de clausuras
innecesarias usando técnicas que no estan capturadas por la LAM. La LAM se puede entender
como una variacion menor de la CEK; la presentamos sobre todo para enfatizar la modularidad
de nuestra metodologia basada en contextos.

Definicion 2.40 (Maquina abstracta de Leroy). Las pilas y estados son los mismos que los de
la CEK. Las transiciones de la LAM son:

ts |e| 7r oo S| e | f(te)
Vv ole|f(t,e)m wog, t| € |a(v,e):uw
Artle| a(c)m  won t][2\c] €] T
r el T oot e | T

donde v~ aplica solo sie = ¢” :: [2\(L,€')] :: €”.

Lema 2.41 (Invariantes de la LAM). Sea S = 5 | e | m un estado alcanzable de la LAM cuyo
codigo inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Clausura: todas las clausuras de S son cerradas;
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;

3. Valor: cualquier codigo en e es un valor y, para cada elemento de 7 de la forma a(s,¢’),s
es un valor;

4. Decodificacion de contextos: [[7] y [7[[{[[e]]) son contextos de evaluacion call-by-value
de derecha a izquierda;

5. Nombre: cualquier clausura c en S es consistente en nombres y sus nombres son nombres
det (i.e. supp(c) < £v(1));
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6. Tamarnio del entorno: la longitud de cualquier entorno en S esta acotada por |t|.

Teorema 2.42 (Destilacion de la LAM). (LAM, value®: = [ - ||) es una destileria reflectiva.
En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Blsqueda 1: si S v, S entonces [ S] = [S']);
2. Busqueda 2: si S v, S’ entonces [S] = [[9']
3. Multiplicativa: si S v, S’ entonces [ S| —u [S];

4. Exponencial: si S v, S’ entonces [[S] —.= [S']);

2.5.6. Call-by-need: la MAD

En esta seccion definimos una nueva maquina abstracta para evaluacion call-by-need, lla-
mada la maquina abstracta de Milner by-need (MAD). La MAD surge naturalmente como una
reformulacion de la estrategia need (Def. en el marco de las destilerias.

La MAD utiliza entornos globales como la MAM para implementar memoization, y utiliza
dumps como la SCEK para evaluar dentro de sustituciones explicitas.

Definicion 2.43 (Maquina abstracta de Milner by-need). Los términos, entornos y pilas se
definen igual que para la KAM. Los dumps (D) se definen por:

D:=e¢|(E,z,m):D

Las transiciones estan dadas por:

s | o7 | D | E gt |SuT D ] E
Ax.t|s | D | E wop U omo | D | [z\5] = E

x | 7w | D | By [a\t] s By wos, ] € |(By,z,m) DY E,

v | € |(Ei,z,m) D] E, woe VY| | D | By i [2\V] :: B

Definicion 2.44 (Decodificacion de la MAD). La decodificacion de términos, entornos y pilas
se define igual que para la KAM. La decodificacion de dumps esta dada por:

[1 = O [Ewmn:D] = EKPKFKE)]
La decodificacion de estados se define ast: [t | 7 | D | E := [E[DI[#][)))-

Observar que cuando el codigo es una variable, se debe ejecutar una transicion de busque-
da.Laidea es que cuando el codigo es una variable x y el entorno es de la form F; :: [2\{] :: Es,
la maquina deberia “saltar” para evaluar ¢, guardando el prefijo del entorno F', la variable
sobre la cual se sustituira el resultado de evaluar ¢, y la pila 7. De hecho esto corresponde la
a evaluacion weak head hereditaria.

Lema 2.45 (Decodificacion contextual). Sean D, m, y E respectivamente un dump, una pila

y un entorno global de la MAD. Entonces [ D], [DI<[= ), [EIIL]) y [EIKIPIL[=])) son
contextos de evaluacion call-by-need.
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La nocion de clausura cerrada se define exactamente igual que para la KAM. Dado un
estado S =t | 7| D| Eycon D = (Ey,zy,m) = ... (E,, Ty, T,), sus clausuras son
([=<t), Eo) y, paracadai € {1,...,n}:

([, Ei = [z \[mica[{zim1)] oo [ \[7 <] =2 Eo)

Los invariantes dinamicos son:

Lema 2.46 (Invariantes de la MAD). Sea S =t | 7 | D | Ey un estado alcanzable de la MAD
cuyo codigo inicial t es consistente en nombres, y tal que D = (Ey, x1,m1) = ... 2 (Ep, 2y, T).
Entonces:

1. Clausura global: las clausuras de S son cerradas;
2. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;
3. Nombres: las clausuras de S son consistentes en nombres.

Teorema 2.47 (Destilacion de la MAD). (MAD, need, =yceq, [| - ||) es una destileria reflectiva.
En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Blsqueda 1: si S v, S entonces [S] = [S']);

2. Busqueda 2: si S v, S’ entonces [S] = [9'];

3. Multiplicativa: si S v~ S’ entonces [[S]| =n=neea [5];
4. Exponencial: si S v, S’ entonces [[S] —e=a [9]-

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. Considerar la transicion v, .
Observar que almacenar el prefijo F; en el dump fuerza a implementar E en forma de lista,
y por lo tanto a recorrer F de manera secuencial. Este hecho va en contra de la intuicion de
que E es una memoria (mas que una lista) y hace que la MAD sea una maquina abstracta no
razonable (comparar con las consideraciones analogoas para la KAM y la MAM). Para resolver
este problema, en las secciones siguientes presentamos la MAD con punteros, una variante
de la MAD (similar a la maquina de Sestoft para call-by-need [?]) que evita el mecanismo de
guardar I/; en una entrada del dump. Esto permite volver a entender el entorno global como

una memoria. El rodeo se justifica del siguiente modo:
1. la MAD con punteros es mas compleja que la MAD;

2. para el analisis de complejidad de la destilacion, es mas sencillo razonar acerca de la
MAD;

Obesrvar que el asunto sobre las implementaciones concretas es ortogonal al analisis de com-
plejidad del proceso de destilacion.
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2.5.7. Call-by-need: la MAD fusionada

Al dividir la pila de la CEK en dos, obtuvimos una variante simple de la maquina SECD.
En esta seccion aplicamos la transformacion inversa a la MAD. El resultado es una maquina
que llamamod, MAD fusionada, que tiene una tnica pila y se puede entender como una ver-
sion sencilla de la KAM lazy de Crégut [12] (aunque nuestra definicion esta inspirada por la
presentacion de Danvy y Zerny en [15]]).

Para diferenciar los dos tipos de objetos en la pila, utilizamos un marcados, al igual que
para la CEK y la LAM. Formalmente:

Definicion 2.48 (MAD fusionada). Los términos y entornos se definen igual que para la
MAM. La sintaxis de las pilas es:

mu=clat) x| h(Ex) 7

donde a(t) representa un término que se va a utilizar como argumento (igual que en el caso
de la CEK) y h(FE, x, ) es similar a una entrada del dump de la MAD, aunque en este caso no
hay necesidad de guardar la pila. Las transiciones son:

ts | T | E oot a@) T | E
Av.t| a(s):m | E won | T | [2\5] = E

T | T | By o [2\t] s By vy, ¢ |h(Ep ) 7| Es

Vv |h(Ey,z) 7] Es o VY T | By = [2\V] 0 By

Definicion 2.49 (Decodificacion de la MAD fusionada). La decodificacion se define como
sigue:
[ = O
[l2\] = £] < [EKOED)
[h(E,2):n] < [ENa]) 0]

[a(®) =« = [«]<CH

1= E] = [EKI=E)
Lema 2.50 (Decodificacion contextual). Sean 7 y E respectivamente una pila y un entorno

global de la MAD fusionada. Entonces 7] y [E]{[[7]) son contextos de evaluacion call-by-
need.

Los invariantes dinamicos de la MAD fusionada son exactamente los mismos que los de la
MAD, con respecto a un conjunto de clausuras asociado un estado definido de manera analoga
al de la MAD(se omite la definicion exacta).

Teorema 2.51 (Destilacion de la MAD fusionada). (MAD fusionada, need, =yeeq, [ - ]|) s una
destileria reflectiva. En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Busqueda 1:si S v, S entonces [S] = [S']);
2. Busqueda 2: si S v, S’ entonces [[S] = [[57];
3. Multiplicativa: si S vy, S’ entonces [[S]| —n=neea [5’];

4. Exponencial: si S v, S entonces [ S]] —e=a [9]-
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2.5.8. Call-by-need: la MAD con punteros

En la MAD, el entorno global se divide entre el entorno de la maquina y las entradas del
dump. Esta eleccion hace que la decodificacion sea muy natural. Pero uno querria tener el
entorno global en un Unico lugar, para validar la intuicion de que es una memoria mas que
una lista, de tal modo que el dump so6lo contenga variables y pilas. Esto es lo que hacemos en
esta seccion, aprovechandonos del hecho de que los nombres de variables pueden entenderse
como punteros (ver las consideraciones abstractas en la Sec. y la Sec.[2.5.6).

Esta nueva maquina se puede entender como una version mas simple de la maquina abs-
tracta Sestoft [?] (SAM). La nueva maquina utiliza una constante simbolica [ ] para las sustitu-
ciones que ligan una variable que se encuentra en el dump.

Definicion 2.52 (La MAD con punteros). Los dumps y entornos se definen de la siguiente
manera:

D := ¢€|(zv,m):D
E == el[z\t]: F|[2\OJ] :: F

Las transiciones estan dadas por:

ts | 7 | D | E T A D | E
Ax.t|5 | € | E ot ]om | € | [2\3] :: B
Aet|sam|(y, 7)== D|Ey [\ =By von, €] 7 |(y,7) = D|Ey:: [y\O] i [2\5] 2 Eo
x | 7w | D | By i [a\t] : Ba wog, t] € |(x,7m) D] Ey :: [2\OJ] :: Eo
V| e |(x,m)uD|Ey:[a\O: By woe V¢ 7 | D | Ey i [2\V] :: Es

Observar que hay dos transiciones multiplicativas. Ambas se simulan con pasos multiplica-
tivos, dependiendo de cual sea el contenido del dump. Una sustitucion de la forma [z\[]] se
llama pendiente, y en tal caso decimos que la variable x esta pendiente.

Observar también que las variables en las entradas del dump D aparecen en orden inverso
con respecto a las correspondientes sustituciones en el entorno F. Demostramos que esto en
efecto es un invariante, llamado compatibilidad.

Definicion 2.53 (Compatibilidad Foc D). La relacion de compatibilidad Eoc D entre entornos
y dumps se define por:

1. exCe;

2. E::[x\t]ocD si ExcD;

3. E : [z\O]ec(x, ) :: D si EcD.

Observar que en un par compatible el entorno siempre es al menos tan largo como el dump.

Definicion 2.54 (Decodificacion de la MAD con punteros). Un par compatible FocD se de-
codifica a un contexto como sigue:

[(E.o] < [E]
[(E = [2\Ol, (w,7) = D) < [(B, D)[([x]<x))[2\O]
[(E = [2\8), (y,m) = D) < [(E,(y,7) = D)][2\F]
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La decodificacion de un estado se define asi: [[¢ | 7 | D | E] := [(E, D)|{[x][{t)) bajo la
hipotesis de que £ y D son compatibles.

El analisis de la MAD con punteros se basa en un invariante complejo que involucra la
relacion de compatibilidad, ademas de una generalizacion del invariante de clausura global.
Necesitamos una definicion auxiliar:

Definicion 2.55 (Seccion de un entorno). Dado un entorno F, definimos su seccion E'| como
la secuencia de sustituciones después de la sustitucion pendiente mas a la derecha. Formal-

mente:
€l €
(B = [2\t)1 = E1:[2\f]
(£ = [2\O)]) 1 €

Ademas, siun entorno F es delaforma F; :: [z\[]] :: Es, definimos E'1,:= E; 1:: [z\[(]] :: Es.

La nocion de clausura cerrada con entorno global (Sec. 2.5.2)) se extiende a constantes
simbolicas [] de la manera esperada.

Lema 2.56 (Invariantes de la MAD con punteros). Sea S =t | E' | 7 | D un estado alcanzable
de la Pointing MAD cuyo codigo inicial t es consistente en nombres. Entonces:

1. Subtérmino: cualquier codigo en S es un subtérmino de t;
2. Nombres: la clausura global de S es consistente en nombres;
3. Compatibilidad dump-entorno:

3.1 ([x]|<t), E1) es cerrado;
3.2 para cada par (x,7') en D, ([[7']|{x), E1.) es cerrado;
3.3 se verifica que EocD.

4. Decodificacion contextual: [[(E, D)]| es un contexto de evaluacion call-by-need.

Teorema 2.57 (Destilacion de la MAD con punteros). (MAD con punteros, need, =yeeq, || - )
es una destileria reflectiva. En particular, si S es un estado alcanzable tenemos que:

1. Blsqueda: si S vwog, S" 05 vy, S entonces [[S] = [S];
2. Multiplicativa: si S vy, S 0 S vy, S entonces [ S]] —n=yeea [S];

3. Exponencial: si S v, S’ entonces || S]] —e=a [S']);
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2.5.9. Call-by-name fuerte: la MAM fuerte

La maquina que definimos en esta seccion implementa call-by-name fuerte, y se puede
entender como una version fuerte de la MAM.

Definicion 2.58 (La MAM fuerte). Los conjuntos de pilas, entornos, framesy fases se definen

como sigue:
Frames  F e|(t,m)Flax:F Pilas 7 == e|tum
Entornos E == e|[2\{]=FE |z FEla<: E Fases ¢ == | |1

Los estados de la maquina son 5-uplas (F ¢, 7, F, ¢). Las transiciones estan dadas por:

Foolt| m [Ell ~e F [t |5zx] E |}
F o dzt|sam|El] v F |t ] 7 |[2\s]:FE||
F o |xt| € |E|) ~ys, xoF |t | € |mxaE |
Foof x| m [E[l v Foje ] E ||
if E(z) =

Fola| n|BlY v F lolal B |f
if B(z) = >

zoF |t | € |E|ll ~pa F | dxt] e | 2=z FE ||
Gm)sFl 5| ¢ |E[f w F |G| x| E |1
F ool t |saum|Elf ~yps Em)aF| 5| ¢ | E ||

Para el analisis de la maquina, utilizamos las siguientes nociones de frames ordinarios
(F), frames débiles (Fy), y frames principales (F}), y las siguientes nociones de entornos bien
formados (E), entornos débiles (FY,), y entornos principales (F}):

Definicion 2.59 (Nociones auxiliares de frames y entornos).

Frames ordinarios, débiles y principales Entornos bien formados, débiles y principales
F == F,|FR|Fy:F E == E,|E| Ey: E;
Fy == ¢€|(t,m) = F Ey == e€l|[z\t] : By |2<:: By w B,

F, == €|z F E. == €|z FE

Frames débiles y principales. Un frame F' se descompone de manera inica como F' = Fy, ::
Fi, donde F,, = (t1,m1) = --+ = (ty,7) (con n > 0) es un frame débil y F; es un frame
principal.

Entornos débiles y principales. Los entornos bien formados tienen una estructura débil/prin-
cipal. Se vera que los entornos de estados alcanzables son siempre bien formados como parte
del invariante de la maquina.

Acceso a entornos y garbage collection. Dentro de un entorno, los fragmentos de la forma
x<1:: By i oo seran esencialmente ignorados—esta es una forma de garbage collection encap-
sulada en la decodificacion. En particular, dado un entorno bien formado E definimos F'(x)



34

o e(x) = f_ (y< :: By iy E)(z) = E(x)
([2\E] = E)(z) = 1 (cx : E)(z) = >
(] = E)(z) = E(x) (>y : E)(z) = E(x)

Escribimos A(F) para denotar el conjunto de variables ligadas a = en el entorno FE, es decir,
aquellas variables cuyo alcance no esta cerrado por <.

Lema 2.60 (Los entornos débiles tienen solo scopes cerrados). Si Ey, es un entorno débil, en-
tonces A(Ey,) = @.

Consideraciones abstractas sobre implementaciones concretas. La intencion es que las varia-
bles se implementen como punteros a ubicaciones de memoria, de tal modo que el entorno sea
una memoria y el acceso tome tiempo constante en el modelo RAM. En particular, la estructura
de lista de los entornos y los delimitadores de scope se utilizan para definir la decodificacion,
pero no se espera que formen parte de la implementacion.

Compatibilidad. En la MAM fuerte, el frame y el entorno guardan informacion sobre las
abstracciones bajo las cuales se esta efectuando actualmente la evaluacion. Dicha informacion
debe ser coherente—de lo contrario la decodificacion de un estado seria imposible. El siguiente
predicado de compatibilidad describe la correlacion que debe existir entre la estructura del
frame y la del entorno.

Definicion 2.61 (Compatibilidad F'ocE). La relacion de compatibilidad F'oc E entre frames y
entornos se define a traveés de las siguientes reglas inductivas:

1. Base: ecce.
2. Extension debil: (F,, :: Fy)oc(Ey, :: Fy) si FyocE;.
3. Abstraccion: (x :: F)oc(>z :: E) si FocE.
Lema 2.62 (Propiedades de la compatibilidad).
1. Entornos bien formados: si F' y E son compatibles entonces E es un entorno bien formado.

2. Factorizacion: todo par compatible Foc E' se puede escribir como (Fy, :: Fy)oc(Ey, =2 Ey) de
tal modo que F; es de la forma Iy, = x :: ' si y solo si E es de la forma Fy = =x :: F'.

3. Los scopes abiertos coinciden: A(F) = A(E).

4. La compatibilidad conmuta con estructuras débiles: para todo F, y F,, se tiene que Foc )
si y solo si (Fy, :: F)oc(Ey, 2 E).

Al igual que en las maquinas abstractas anteriores, enunciamos los siguientes invariantes
dinamicos de la maquina, que se verifican en todos los estados alcanzables:

Lema 2.63 (Invariantes de la MAM fuerte). Sea S = ¢ | F' | 5| m | E un estado alcanzable
desde un estado correspondiente a un término inicial ty. Entonces:
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1. Compatibilidad: ' y E/ son compatibles, es decir FocE.
2. Forma normal:

2.1 Codigo en fase de retroceso: si ¢ = {|, entonces s es normal, y si T es no vacia,
entoncess es neutral.

2.2 Frame:si F' = F' :: (u, ') :: F”, entonces u es neutrall.
3. Variables libres en fase de retroceso:

3.1 Codigo en fase de retroceso: si p = {} entonces fv(s) < A(F).

3.2 Pares en el Frame: si F' = F’ :: (u,n’) :: F" entonces fv(u) < A(F").
4. Nombre:

4.1 Sustituciones: si E = E’ :: [x\t] :: E” entonces x es fresca con respecto at y E”.

4.2 Delimitadores: si E = E' :: =x :: E” y F = F' :: x :: F” entonces x es fresca con
respectoa E" y F", y E'(y) = L para toda variable y en F".

4.3 Abstracciones: si axt es un subtérmino de I, 5, 77, o E entonces x puede ocurrir solo
ent y en el subentorno cerrado 1< :: E,, :: >z de E, si existe.

5. Clausura:

5.1 Entorno: si E = E’ :: [2\t] :: E” entonces E"(y) # L paratoday € £v(t).
5.2 Codigo, pilay frame: E(z) # L para toda variable libre x que ocurra dentro de’s y
dentro de cualquier codigo dem y F'.

La definicion de la decodificacion se basa en la nocion de par compatible:

Definicion 2.64 (Decodificacion de la MAM fuerte). Sea S = (F, ¢, 7, E, ¢) un estado tal que
FocE es un par compatible. Entonces S decodifica a un contexto Cg y un término [[.S]| de la
siguiente manera:

» Entornos debiles:

[1 = O
[[2\s] = B.] < [EJO[2\s])
[z< :: By iz EL = [E]

» Pares compatibles:

[(e.0] € O
[(Fy = ), (Bw = E)] € [(F, BB ED
[(z:F),(=z = E)] ¥ [(FE)]OzD)
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» Frames débiles:

[1 * o
[G.7) = P € [FIIG0)
= Pilas:
[1 * o
[5:x] < [=]Ts)
= Estados:

cs < [(FEKID
[ST = cs®

Los siguientes lemas resumen las propiedades de la decodificacion:

Lema 2.65 (Los scopes cerrados se borran). Sea F'oc E un par compatible. Entonces [[(F, (x< ::
Ey oz E)] = [[(F, E)].

Lema 2.66 (Invariante de decodificacion LO). Sea S = (¢ | F | 5 | m | E) un estado
alcanzable. Entonces [[(F, E')]| y Cs son contextos LO.

Lema 2.67 (Decodificacion y equivalencia estructural =).

1. Las pilas y sustituciones conmutan: si x no ocurre libre en 7 entonces [7[[{t[zx\s]) =
(=<1 \s];
2. Los pares compatibles absorben sustituciones: si x no ocurre libre en F entonces
[, E)IICt[2\s]) = [[(F, ([2\s] = E))]I<E)-
Teorema 2.68 (Destilacion de la MAM fuerte). (MAM fuerte, —,,, =, [ - ||) es una destileria
reflectiva. En particular:
1. Bisqueda 1, 2,3,5,6:5i S ~g ,, . S entonces [S] = [S'].
2. Busqueda 4: si S ~»g, S’ entonces [ S] =g [5'];
3. Multiplicative: si S vy S” entonces [[S]| —ab =names [S']];

4. Exponential: si S v, S’ entonces [[S]| —1s [S'], duplicando el mismo subtérmino.

2.6. Analisis de complejidad

En esta seccion, demostramos que la longitud de una ejecucion p : S vy * S en cada
una de las maquinas abstractas se puede acotar linealmente por la longitud de la derivacion
destilada [[S]| —s= [[5"]], salvo un factor |¢| proporcional al tamario del codigo inicial ¢.

Recordar que las transiciones principales (es decir, multiplicativas y exponenciales) se de-
codifican como exactamnte un paso en la estrategia de reduccion, en tanto que las transiciones
no principales (es decir, las de biisqueda) se decodifican como cero pasos en la estrategia. Por
lo tanto, para obtener una cota para la longitud de la derivacion destilada, alcanza con acotar
el namero de pasos de busqueda |p|s en una ejecucion p en funcion de:
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1. el nimero de pasos principales |p|—s,
2. el tamanio |¢| del codigo inicial 7.

El analisis solo concierne a las maquinas, pero a traveés de los teoremas de destilacion, permite
expresar también la longitud de ejecuciones en la maquina como una funcion lineal en la
longitud de las derivaciones destiladas en la estrategia. Para cada destileria, demostramos que
la relacion es lineal en los dos parametros; mas concretamente se verifica que |p|s € O(([t| +

1) ’ ’p‘ﬁs)

Definicion 2.69. Sea M una maquina abstracta destilada y sea p : S v * S’ una ejecucion
partiendo de un codigo inicial . La maquina M se dice:

1. Localmente lineal si cada vez que S’ v~k S” se tiene que k € O([{]).
2. Globalmente bilineal si |p|s € O((Jt| + 1) - |p|-s)-

El siguiente resultado asegura que la linealidad local es una condicion suficiente para la

bilinealidad global.

Proposicion 2.70 (Localmente lineal = globalmente bilineal). Sea Ml una maquina abstracta
destilada localmente lineal y sea p una ejecucion partiendo de un cédigo inicial t. Entonces M es
globalmente bilineal.

2.6.1. Call-by-name and call-by-value

Es facil ver que las maquinas call-by-name y call-by-value machines son localmente linea-
les y por lo tanto globalmente bilineales.

Teorema 2.71 (Bilinealidad para call-by-name y call-by-value). Las destilerias para la KAM,
MAM, CEK, SCEK y LAM son localmente lineales, y asi también globalmente bilineales.

2.6.2. Call-by-need

Las maquinas call-by-need no son localmente lineales, porque una secuencia de transicio-
nes v, puede ser tan larga como el entorno global F, es decir, puede no estar acotada por |{|
sino por el nimero |p|_g de transiciones principales precedentes (como en el caso de la MAM).
Adaptar el razonamiento anterior a esta cota mostraria solo que |p|s es cuadratica en |p|_g, no
lineal. Sin embargo, la linealidad local no es condicion necesaria para la bilinealidad global.
En efecto, las maquinas call-by-need son globalmente bilineales. La observacion clave es que
|p|s, esta acotado por |p|, no solo localmente sino también globalmente, como demuestra el
siguiente lema.

Hacemos el analisis para la MAD. El razonamiento para la MAD fusionada y la MAD con
punteros es analogo. Definimos |¢| := 0y |(E,z,7) :: D| := 1+ |D|.

Lema 2.72. Sea S =t | w | D | E un estado de la MAD alcanzado por la ejecucion p. Se tiene
entonces:
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1. |pls, = |ple + | D]
2. |E| + |D| < |plm
3. pls, < 1ple + 1plm = |plp

Teorema 2.73 (Bilinealidad para call-by-need). La destileria para la MAD es globalmente bili-
neal.

2.6.3. Call-by-name fuerte

El analisis de complejidad de la MAM fuerte requiere formular un invariante adicional,
que acota el tamano de los subtérminos que se duplican. En esta subseccion, decimos que s
es un subtérmino de t si lo es salvo nombres de variables, tanto ligadas como libres. Mas pre-
cisamente: definimos ¢~ como el resultado de reemplazar, en el término ¢, todas las variables
(incluyendo ligadores) por un simbolo fijo *. Decimos entonces que s es un subtérmino de ¢
si s~ es subtérmino de ¢~ en el sentido usual. La propiedad clave que asegura esta definicion
es que el tamano [3| de 5 esta acotado por [¢|.

Lema 2.74 (Invariante del subtérmino). Sea p una ejecucion partiendo de un codigo inicial t.
Entonces todos los codigos duplicados a lo largo de p usando -~~~ son subtérminos de't.

Lema 2.75 (Propiedad del subtérmino para —,,). Sea m una derivacion —, desde un término
inicial t. Todo téermino duplicado a lo largo de m usando —15 es un subtérmino de t.

Por ultimo, el siguiente teorema establece que la MAM fuerte es globalmente bilineal.

Teorema 2.76 (Bilinealidad para call-by-name fuerte). La destileria para la MAM fuerte es
globalmente bilineal. Mas precisamente, dada una ejecucion p : S ~y* S" desde un estado
inicial con codigo t se tiene:

1. Los pasos de busqueda son bilineales: |p|ys < (1 + [ple) - [t].
2. La busqueda acota el retroceso: |p|ys < 2 - |p|ys.

3. Los pasos conmutativos son bilineales: |p|s < 3 - (1 + |ple) - [¢].



Capitulo 3

Fundamentos de call-by-need fuerte

3.1. Introduccion

Este capitulo es fruto de la colaboracion con Thibaut Balabonski, Eduardo Bonelli y Delia
Kesner, y se estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contri-
buciones:

= En la Seccion [3.2{definimos la estrategia call-by-need fuerte. Mas especificamente:

« En la Seccion definimos una teoria de reduccion fuerte, la teoria de sha-
ring (Def. 3.1).

« En la Seccion motivamos la definicion del call-by-need fuerte, y definimos
una estrategia para reduccion call-by-need fuerte (Def.[3.1), lo que involucra
varias nociones relacionadas, tales como formas normales y contextos de evalua-
cion.

« En la Seccion demostramos cuatro principios basicos que verifica nuestra
estrategia call-by-need fuerte, a saber: alcanza formas normales (Prop. ,
es deterministica (Prop. , es una extension conservativa de la nocion de
call-by-need débil de Ariola et al. (Teo.[3.20), y es correcta con respecto a la -

reduccion (Prop. [3.22).

= En la Seccion demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es completa con
respecto a la S-reduccion (Teo.[3.52). En otras palabras, si un A-término tiene -forma
normal, entonces la estrategia call-by-need fuerte siempre la alcanza—salvo desenrolla-
do de sustituciones explicitas. La demostracion de completitud combina un argumento
logico y un argumento sintactico. El argumento logico se basa en un sistema de tipos
auxiliar con tipos interseccion no idempotente, y demuestra que la teoria de sharing
es completa con respecto a la S-reduccion. El argumento sintactico demuestra que la
estrategia call-by-need fuerte es completa con respecto a la teoria de sharing. Mas es-
pecificamente:

« En la Seccion [3.3.1] proponemos un sistema de tipos interseccion no idempo-
tente llamado H )W, para la teoria de sharing (Def.[3.24). Es una adaptacion simple

39



40

de sistemas existentes, continuando la linea de trabajo propuesta por Kesner [24]].
Demostramos también que tipabilidad implica normalizacioén (Teo. [3.40), es
decir que los términos tipables en 7V son débilmente normalizantes en la teoria
de sharing.

+ En la Seccion [3.3.2 utilizamos el sistema H )V para demostrar que la teoria de
sharing es completa (Prop.[3.42) con respecto a la 3-reduccion, es decir, que los
términos S-normalizantes son normalizantes también en la teoria de sharing.

« En Seccion [3.3.3] recordamos un resultado de factorizacion abstracta de Accatto-
li [1]). Utilizando este resultado abstracto, demostramos que la estrategia call-
by-need fuerte es completa (Prop. con respecto a la teoria de sharing. Para
hacer esto, mostramos que cualquier secuencia de reduccion en la teoria de sharing
se puede factorizar como un prefijo en la estrategia call-by-need fuerte, seguido por
un sufijo cuyos pasos son basura, es decir, pasos dentro de sustituciones explicitas
inalcanzables. El corazon de la demostracion es un analisis de casos exhaustivo (y
delicado) de diagramas de permutacion.

3.2. Call-by-need fuerte

En esta seccion definimos la estrategia call-by-need fuerte. En la Seccion empeza-
mos definiendo un calculo que denominamos la teoria de sharing. Por “calculo” nos referimos,
formalmente hablando, a un sistema de reescritura. Los objetos de la teoria de sharing estan
dados por el conjunto usual de términos del LSC (variables, abstracciones, aplicaciones y sus-
tituciones explicitas). Los pasos de reescritura de la teoria de sharing estan dados por una
relacion de reescritura no deterministica —, cuya clausura reflexiva, simétrica y transitiva
da lugar a una teoria ecuacional (la relacion de equivalencia =gy).

En la Seccion[3.2.2|definimos la estrategia call-by-need fuerte. La estrategia se parametriza
por un conjunto de variables 1}, que se consideran congeladas. Mas precisamente, para cada
conjunto ¢, definimos una relacion de reescritura deterministica s que es un subconjunto de
—qn. La estrategia call-by-need fuerte corresponde al caso en que el conjunto ¥ esta vacio, es
decir, 2o 2, Enla Secci(')n estudiamos algunas de sus propiedades basicas, a saber,
los principios de reduccion fuerte, determinismo, conservatividad y correctitud.

3.2.1. Lateoria de sharing

. S , .
La estrategia call-by-need fuerte \~» se puede enmarcar en un panorama mas amplio, el de
la teoria de sharing, dada por la relacion de reescritura —, que definimos en esta subseccion.

Definicion 3.1. La teoria de sharing )\, esta dada por el conjunto de términos 7, del LSC y
la relacion de reduccion —, def —ab U =15y U —4, donde para cada R € {db, 1sv,gc}, —x
es la clausura por contextos arbitarios de las correspondientes reglas de reescritura definidas
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abajo, es decir > = C{—R).

(Ax.t)Ls g tlz\s]|L
Claplr\vl] —aey Cv)[z\v]L
tlz\s] —g t if v ¢ fv(t)

Ejemplo 3.2. La siguiente es una reduccion en la teoria de sharing:

(Az.zzx)(Ay.y) Awaw)) —ag (Az.zzz)(y[y\ \w.w])

zax)[z\y[y\\w.w]]
zax)[z\(Aw.w)[y\ \w.w]]

(
(
—a  (zz(Aw.w))[z\ w.w][y\\w.w]
(
(

—sh

—sh

—an  (zz(Aw.w))[z\\w.w]
z(Aw.w)(Aw.w))[z\A\w.w]

- 2(Aw.w)(Aw.w)

—sh

Elsiguiente lema caracteriza las formas normales de la teoria de sharing. Escribimos NF(—gy,
) para el conjunto de —,-formas normales, y SNF(—gy,) para el conjunto de —,-formas nor-
males que no son respuestas, es decir, t € SNF(—gy) sit € NF(—g,) y t no es de la forma
vL.

Definicion 3.3 (Formas normales de la teoria de sharing). El conjunto de sh-estructuras (S)y
el conjunto de sh-formas normales (N) se definen mutuamente inductivamente como sigue:

teS ueN tes teN teX weS zefv(t)

reS tues telN Ax.teN tlx\u] € X
En la Gltima regla, el simbolo X representa o bien S o bien N.
Lema 3.4 (Caracterizacion de formas normales fuertes). Se verifican las siguientes igualdades:

» NF(—>g) =N

» SNF(—g) =S

3.2.2. La estrategia call-by-need fuerte

En esta subseccién definimos una relacion de reescritura deterministica «-» que representa
la estrategia call-by-need fuerte. En las siguientes subsecciones definimos las relaciones W y
la nocion correspondiente de forma normal bajo el conjunto de variables congeladas ©). Antes
de proseguir, necesitamos algunas definiciones auxiliares, y en particular la nocion de variable
no basura.

Definicion 3.5 (Operacion de garbage collection). La operacion de garbage collection |4 (%)
se define como sigue:

lge(x) = =
lge(Azt) 1= Az.lge(t)
lgc (ts) := lgc (t)lgc (s) '
betiral) o= { e
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Definicion 3.6 (Variables no basura). El conjunto de variables no basura de un término ¢ se
define como ngv(t) L fv(lgc (t)). Informalmente, ngv(t) es el conjunto de variables libres
de ¢ que no elimina el proceso de recoleccion de basura. Una variable libre es una variable

basura si no es no basura.

Lema 3.7 (Caracterizacion inductiva de variables no basura). El conjunto ngv(t) de variables
no basura se puede caracterizar a traveés de las siguientes ecuaciones inductivas:

ngv(z) = {z}
ngv(Ax.t) = ngv(t)\{z}
ngv(ts) = ngv(t) ungv(s)

ng(tle\s]) = <ngv<t>\{x}>u{;gv(s> si € ngv()

en caso contrario

Formas normales y estructuras

. : .0 .,
La definicion del conjunto de formas normales de la estrategia > depende de la nocion
clave de estructura.

Definicion 3.8. El conjunto de formas normales bajo el conjunto de variables congeladas 1, tam-
bién llamadas v}-formas normales (Ny), y el conjunto de estructuras bajo el conjunto de variables
congeladas v, también llamadas -estructuras (Sy) se definen mutuamente inductivamente a
traves de las siguientes reglas:

r eV teSy seNy teSy t € Ny
N-VAR N-APP NFSTRUCT ——— NFLAM
T €Sy ts €Sy t € Ny Az.t € Ny

te X seSy xengv(l) teX? x¢ngv(t)
NFSUB 5 NFSUBG
t[x\s] e X? t[x\s] € X

En las dos ultimas reglas, el simbolo X representa o bien S o bien N.

Contextos de evaluacion

La estrategia call-by-need fuerte > esta dada por dos reglas de reduccion, que son, res-
pectivamente, instancias de las reglas —g4, y —15, de la teoria de sharing. Estas reglas se
aplican poniendo el foco de evaluacion en ubicaciones especificas de un término, lo que se
especifica utilizando contextos de evaluacion.

Definicién 3.9. Los conjuntos de contextos de evaluacion bajo el conjunto de variables conge-
ladas 1), también llamados ©-contextos de evaluacion (Ey) y de contextos de evaluacion inertes
bajo el conjunto de variables congeladas 1), también llamados 1J-contextos de evaluacion inertes
(Ey) se definen mutuamente inductivamente a traves de las siguientes reglas:

CekEy teSy CekEy

EBox — EApPL EAPPRSTR
(e Ey CtekEy tCekEy
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CeEj C e Epofn CeX? t¢Sy x¢d
E-INcL ———— ELAM 5 ESuBLNONSTR
Ceky Ax.Ce Ey Clz\t] e X

ce X} tes, C,eX” CyeE
5 ESuBLSTR 5 ESuBsR
Clz\t] e X Cilxylr\Co] e X

En las Ultimas tres reglas, el simbolo X representa o bien E o bien E°.

Reduccion
Estamos en condiciones de definir la estrategia call-by-need fuerte como una relacion bi-

. 9
naria v,

Definicion 3.10 (Reduccion call-by-need fuerte). La estrategia call-by-need fuerte s esta

dada por la union de las reglas de reduccion widb y wﬁls‘, definidas abajo:

C(Azt)Ls) wda  C\s]L) si C e Ey
Cr{Col@P[E\VL]) wray Cr{Co(W)[w\VIL) si C1{Co(0D[x\vL]) € By

Ejemplo 3.11. La siguiente es una reduccion en call-by-need fuerte. En cada paso subrayamos
el foco de evaluacion:

{z}

Az.zx)(Ay.z(Iz)y) o> (zx)[x\\y.z(12)y]
§51A (AN z(I2)y)z) |2\ y.2(12)y]
B L2yl [e\ My (T2)y)

(
(
(
L
(
(
(

e

2(wlw\=])y) [y \z] [\ Ny 2(12)y]

L Glw\)y) [y \\-2(12)y][2\My.2(T2)y]

LL o Gwlw\a) " 2(L2)y") [y \ N2 (T2)y] [\ Ny-2(12)y]
[w\2])

Ay z(w[w\z])y") [y \ y.2(12)y][z\\y.z(12)y]

3.2.3. Propiedades basicas del call-by-need fuerte

En cada una de las subsecciones de esta seccion, demostramos cuatro principios basicos
con los que cumple la estrategia call-by-need fuerte: reduccion fuerte (Prop.[3.13), determi-
nismo (Prop. 3.15), conservatividad (Teo. y correctitud (Prop. 3.22). El quinto prin-
cipio que buscamos, completitud, es mucho mas complejo y postergamos su enunciado y
demostracion hasta la proxima seccion.

Reduccion fuerte

o . . . W
El siguiente lema auxiliar caracteriza el conjunto de formas normales de la estrategia \~».
Lema 3.12 (Caracterizacion de 1-formas normales). Los siguientes conjuntos son iguales:

= El conjunto de U-formas normales Ny (cf. Def-[3.8).
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» El conjunto de formas normales de la estrategia call-by-need fuerte e

La estrategia call-by-need fuerte alcanza formas normales, salvo el desenrollado de susti-
tuciones explicitas:

.. . . o 9
Proposicion 3.13 (Reduccion fuerte). Sit es un término en v~~»-forma normal, entonces el
término desenrollado t° es un \-término en [3-forma normal.

Determinismo
El siguiente lema auxiliar afirma que hay un tnico foco de evaluacion:

Lema 3.14 (Descomposicion tnica). Si C(r) es un término, decimos que r es un ancla si es un
db-redex o una variable ligada a una respuesta. Sea t un término que se puede escribir como
C1(r1) y también como Co{r3), donde C1, Co € Ey son contextos de evaluacion y 1,14 son anclas.
EntoncesC; = Cy yr1 = 19,

La estrategia call-by-need fuerte es deterministica:

.. . ., 0
Proposicion 3.15 (Determinismo). Sit v s yt s u entonces s = u.

Conservatividad

En esta subseccion demostramos que la estrategia call-by-need fuerte es conservativa sobre
el call-by-need débil. Para ello, relacionamos la estrategia call-by-need fuerte con la estrategia

call-by-need debil %, como asi también con la nocién original de reduccion call-by-need

débil de [6}15].

Definicion 3.16 (La estrategia call-by-need débil de Ariola et al)). La sintaxis del sistema
de [l6, 5] esta dada por los siguientes conjuntos de términos (t), valores (v), respuestas (a) y
contextos de evaluacion call-by-need débil (E):

n= x| Axt | tt | t[z\t]

n= At

n= v |alz\t]

= O|Et|Et | EG)la\E)

m Q < ~
|

El sistema cuenta con cuatro reglas de reescritura:

(Az.t)s o1 t[x\s]
ECrplz\v] —v EW[z\v]
a[z\t]s ¢ (as)[z\t] ifx ¢ fv(s)
ECop[z\a[y\t]] —a ECx)l2\ally\t] ify ¢ £v(ECx))

<

>

s def
La reduccion se define por: g = 1 U —y U ¢ U —4, donde —y es la clausura por

contextos de evaluacién de 5y, es decir >y < E(+>¢) para cada X € {I,V,C, A}.

La relacion > ..q resulta ser deterministica:
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Proposicion 3.17 (Determinismo de > eeq). Sit > peeq S €ntonces hay un unico contexto E tal

quet = E(t"), s = E(s') yt' — &, donde — OBy e U,

Demostracion. Ver [6, Lemma 4.2]. O]

Usando esta propiedad, se puede observar que toda reduccion en ~.q Se organiza en
fragmentos de la forma —{ 1 o de la forma —7} —

Lema 3.18 (Organizacion de reducciones —ecq)-
e = ((2e=D) U (2hv) (20 v ed)
Por otra parte, la estrategia de evaluacion call-by-need débil % tiene la misma sintaxis
que el sistema de Ariola et al. pero utiliza otras reglas de reescritura. Y la estrategia call-by-

need débil > esta dada por las siguientes reglas de reescritura, cerradas bajo contextos de
evaluacion call-by-need débil:

(Az.t)Ls og  t[z\s]L
E¢ap[a\L] Wore EQv)[\vIL

El conjunto de términos dado por la gramatica N} ::= vL | E{z)) for x € ¥ caracteriza el
conjunto de formas normales con respecto a la estrategia de evaluacion debil.

Es inmediato concluir que la relacion v~ esta incluida en .4, en particular, un paso
db (resp. 1sv) se traduce a un fragmento —¢+—1 (resp. —3%—v). De hecho, estos fragmentos

w
caracterizan v~:

L w
Lema 3.19 (Descomposicion de v~).
W _ * #
v = (2 v (2hey)
El principio de conservatividad afirma que nuestra estrategia call-by-need fuerte es con-
. w . WL s , . .
servativa con respecto a v, es decir, que t v~ s implica t v~ s. Mas precisamente, si
s \W 9 W
escribimos v para denotar v~ \ v, tenemos:
o ., 0 9 9 : .
Teorema 3.20 (Conservatividad). Sity vty v .t v, existeun 1 < @ < n tal que
se verifican las tres condiciones siguientes:

1 tptot s Lt ot

D\W P\W P\W

2.t v~ i v Lt e ity

3. Sii < n, entoncest; € N para todoi < j < n.

Como corolario de Teo.[3.20|y Lem.|3.19, podemos deducir que nuestra estrategia > tiene

como prefijo a la nocion de reduccion call-by-need débil de Ariola et al..

. . 9 L.
Corolario 3.21. Sit (v~)* s entonces hay un término u tal que
D\W
* * * *
t (=) v (2av) u ()" s
Mas aun, si s € Ny, entonces u es una forma normal para — yceq salvo un numero finito de pasos
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Correctitud

. . . 9
Para finalizar esta seccion, observamos que la estrategia call-by-need fuerte v~ es correcta
con respecto a la J-reduccion:

Proposicion 3.22 (Correctitud). Sit s s entonces t° =3 s°.

3.3. Completitud del call-by-need fuerte

En esta seccion nos dedicamos a demostrar el principio de completitud para nuestra es-
trategia call-by-need fuerte. Por completitud nos referimos a completitud con respecto a la -
reduccion, en el sentido de que si un término ¢ admite una /-forma normal s en el calculo-),
entonces la estrategia WH computa una forma normal u, y que ademas dichas formas normales
tienen una relacion precisa, mas especificamente u° = s.

Adoptamos las ideas de Kesner [23]] usadas para call-by-need débil para dar una prueba de
completitud de call-by-need fuerte.

Supongamos que ¢t =g s son términos interconvertibles en el calculo-), y supongamos
que s es una (-forma normal. Por confluencia del calculo-\ hay una reduccion ¢t -4 s. La
completitud de la estrategia call-by-need fuerte consistiria en ver que en tal caso siempre existe
un término u tal que ¢ oty y u° = s. Descomponemos la demostracion de completitud en
dos partes:

1. Completitud de la teoria de sharing. En primer lugar, demostramos que la teoria de
sharing —, es completa con respecto a la 5-reduccion. De este hecho se desprende que
hay un término r tal que t g, 7y r° = s.

2. Factorizacion de la teoria de sharing. En segundo lugar, demostramos que cualquier

reduccion en la teoria de sharing —, se puede factorizar como un prefijo de pasos
: . .0 . :
externos (es decir, una secuencia de pasos en la estrategia ) seguido por un sufijo de
pasos internos que preservan el desenrollado de sustituciones explicitas. De este hecho
. 9
se desprende que hay un término u tal que ¢t v~»* u y tal que u® = r° = s.
La descomposicion se representa graficamente en Figura[3.1]
Las subsecciones que siguen se estructuran de la siguiente manera:
» En la Seccion [3.3.1] recordamos el sistema de tipos interseccion no idempotente HW

de [24]. Ademas, damos un resultado que relaciona la normalizacion débil en la teoria
de sharing con tipabilidad en el sistema HWV.

» EnlaSeccion|3.3.2] demostramos la completitud de la teoria de sharing, como se muestra
en la Figura[3.1(b). La demostracion utiliza la tipabilidad en el sistema )}V como un paso
intermedio.

» Enla Seccion[3.3.2) demostramos un resultado de factorizacion para la teoria de sharing,
. 0 —0 ., U
como se muestra en Figura c). Escribiendo —>¢, para denotar la relacion —g, \ v,
. . . . 9 9
la demostracion se basa en intercambiar repetidamente pares de pasos t — g s

o 9
para escribirlos como ¢ v —» gy s.
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(a) t— P g 3 Completitud de call-by-need fuerte
ﬁg ! Sit—»4s € NF(—p) entonces existe un término
' utalquetv\%*ueNﬁyuozs,dondeﬁz

fv(t). (Ver Teo.[3.52).

(b) t P nf 3 Completitud de la teoria de sharing
Sit—p3s € NF(—p) entonces existe un término

u tal que t —g, u € NF(—g,) y u® = s. (Ver

Prop. [3.42).

Factorizacion de la teoria de sharing

t
ﬂé\ Sit —»g s € NF(—g,) entonces existe un
UA % L

f

término u tal que ¢t ~»* u € Ny y u® = s°,

donde ¥ = fv(t). (Ver Prop.[3.51).

Figura 3.1: Descomposicion de la demostracion de completitud: (b) y (c) implican (a)

3.3.1. El sistema de tipos interseccion no idempotente )V

Definicion 3.23 (Sintaxis del sistema #)V). Dado un conjunto infinito numerable B de ti-
pos basicos «, 3,7, . . ., el conjunto de tipos'y multiconjuntos de tipos se definen mutuamente
inductivamente con la siguiente gramatica:

Tipos T,0,p = a|M—>T
Multiconjuntos de tipos M = 7lier donde I es un conjunto finito

Una asignacion de tipos o contexto de tipado, escrita I', A, etc., es una funcion que a cada
variable le asigna un multiconjunto de tipos. El dominio de I" se define por dom(T") := {x |
['(x) # [ ]}. Suponemos que los contextos de tipado tienen dominio finito.

La union de contextos de tipado, escrita I' + A, es el contexto de tipado definida por (I +
A)(z) := I'(z) + A(z), donde el simbolo + denota la union (aditiva) de multiconjuntos.
Observar que dom(I" + A) = dom(I') U dom(A). Escribimos I' @ A para denotar I' + A
cuando dom(I") y dom(A) son disjuntos. Escribimos I' +,c; A; para abreviar I' + > ._; A;. La
inclusion entre contextos de tipado, escrita I' = A, se verifica si para cada variable z se tiene

que ['(z) & A(x).
Por ejemplo (z: [o],y : [7]) + (z: [o],z: [0]) =2 : [o,0],y: [7],z: [o],yz:[o] C x:
[o,0],y: p.

Definicion 3.24 (El sistema HW, [24]). Los juicios de tipado son de la forma ' - ¢ : 7, donde
" es un contexto de tipado, t es un término y 7 es un tipo. El sistema de tipos H)V esta dado
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por las siguientes reglas:

Li=t:[oilier =7 (A 5:03)er

T-VAR
vlr]aT D+ AjHts:T AT
Frex - M)-t:7 T®(x:|oiier) Ft:T (AiF S:0:)ier
T-LAM T-SUB
'-Xet: M—r [ 4ier Ay - t[a\s] : 7

Si se restringe el sistema )V Gnicamente a A\-términos, de tal modo que solo se utilicen
las reglas (T-VAR), (T-LAM) y (T-APP), se obtiene el sistema presentado en [[18] [10]], que aqui
llamamos sistema-\. A continuacion recordamos la definicion usual de derivacion de tipos:

Definicion 3.25 (Derivaciones). Una derivacion (de tipos) es un arbol finito que se obtiene
aplicando las reglas inductivas del sistema de tipos. Escribimos ® > I' - ¢ : 7 si ® termina
en el juicio I' - ¢ : 7. En tal caso decimos que ® le da tipo a t. Escribimos ® >, I' - ¢ : 7 si,
ademas, ® es una derivacion valida en el sistema-). Una derivacion ®' es una subderivacion
inmediata de ® si ®’ es uno de los hijos de ®. Un término ¢ es tipable si hay una derivacion
que le da tipo a t. El tamarnio de una derivacion de tipos ¢ es un numero natural size(®) que
denota la cantidad de nodos del arbol ®.

El siguientes es un ejemplo de derivacion de tipos en el sistema HW.

Ejemplo 3.26 (Una derivacion de tipos en HW). Sea 2 el término (Az.22)(Az.22). Sea ademas
T = o] — o, donde o es un tipo arbitrario. Sea 7 la siguiente derivacion:

T-VAR ————T-VAR
z:r]Fa:fo] >0 z:lolkx:o
T-APP
z:|r,0lax:0o
T-LAM
x:[rolF X yxx:[|] >0
T-APP
x:[rol - (Ayazx)Q:o
Entonces se tiene que:
— —————T-VAR —————T-VAR
T zi|rlFz:7 z:|lolFz:0
T-SUB

z: o] = (Ay.zz)Q)[z\z] : o
El sistema H)V tiene la siguiente propiedad:
Lema 3.27 (Relevancia). Si hay una derivacion ® > I" -t : o entonces dom(I") < fv(t).

Para caracterizar la S-normalizacion a traveés de la tipabilidad, necesitamos restringir los
tipos y contextos de tipado a aquellos que no tienen ocurrencias positivas de la constante [ |.
Para ello damos la siguiente nocion de ocurrencias positivas y negativas de un tipo.

Definicion 3.28 (Ocurrencias positivas y negativas de tipos). El conjunto de tipos que ocurren
con signo b € {+, —} en un tipo o (resp. en un multiconjunto de tipos M, en un contexto I,
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y en un par contexto/tipo (I', 7)) se escribe O°(o) (resp. O*(M), O°(T') y O°(T' + o)). El
conjunto O (X) es el conjunto de tipos que ocurren positivamente en X y O~ (X) es el
conjunto de tipos que ocurren negativamente en X. Escribimos OF (X)) para denotar o bien
O*(X) o bien O~ (X) y O7(...) para el conjunto opuesto en una regla dada. Todos estos
conjuntos se definen mutuamente inductivamente por las siguientes condiciones, donde T
denota o bien un tipo o bien un multiconjunto de tipos:

ce0 (o) MeO"(M)

Te O o) [+ Te OF (M) Te OF(r)
T e OF([0i)ier) Te O (M —71) TeOF (M —r1)
yedom() Te OF([(y)) Te OF(I) T e OF(7)
Te OT) TeO*T+7) TeOFT+ 1)

Ejemplo 3.29 (Ocurrencias positivas y negativas). Valen los siguientes hechos:

= [1eO([])

Se sabe que el sistema H)V se puede utilizar para caracterizar los términos débilmente
normalizantes en el calculo-\:

Teorema 3.30 (Caracterizacion de términos débilmente normalizantes en el calculo-)\). Seat
un \-término. Son equivalentes:

1. El término es débilmente normalizante, es decirt € WN(—g).
2. Eljuiciol' -t : 7 es derivableen HW y[ | ¢ OT(T' + 1)

Demostracion. Ver [9]. Resulta de una adaptacion de [26] al caso no idempotente. O]

Extension de la nocion de tipado a contextos

Si L es un contexto, escribimos dom(L) para las variables ligadas por L, y fv(L) para las
variables libres de L, tomando fv([]) = &. Usamos ademas la siguiente nocion de altura:

Definicién 3.31. La altura de un contexto de sustitucion se define por:

height((]) % 1 height(L[z\t]) & height(L)+ 1
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Definicion 3.32 (Extension del sistema )V a contextos de sustitucion). El sistema de tipos
HWV se extiende con juicios de tipado de la forma I' |- L > A, donde I" y A son contextos de
tipado y L es un contexto de sustitucion, con las dos reglas siguientes:

F'®x:[o]ier FL>A w¢domA (S =1:0k)ieroy
SIFO> o I +heros 2k - L2\t > AD 2 [0)]jes

En la segunda regla, los conjuntos de indices / y J se suponen disjuntos.

Ejemplo 3.33. Sea 7 la derivacion de tipado para [z\yz]:

GgIFO>2 y:lly,el—alzi[ynnlFyz:a
y:[[vv2] = al,z: [yl - [z\yz] > (o]

Entonces la siguiente es una derivacion de tipado para [x\yz|[y\z]:

™ z:[[rloakzine]loa 2Bz 8
2t [[y1:72] = @ B,m, 2] IF [2\yz][y\e] >z s o]y« [B]

El siguiente lema enuncia algunas propiedades que se pueden demostrar facilmente por
induccion en L.

Lema 3.34 (Propiedades de derivaciones de contextos de sustitucion).
1. SiT" |- L > A entonces dom(I') < £v(L) y dom(A) < dom(L).

2. Hay una derivacion ®,;, > A — tL : o si y solo si existen contextos I', A, II tales que
A = T + 11, y hay derivaciones ¢ > T' |- L> A y &, > A;II + ¢ : 0. Ademas,
size(Pypy) = size(Py) + size(Py) — 1.

3. Si (CD{ > T IFL> Aj)jes, entonces P > +jeL; - L > +jesAj. Ademas, size(Py) =
+jessize(®]) — (height(L) - (|J| —1)).

Tipabilidad implica normalizaciéon

Nuestro objetivo es ahora demostrar que los términos tipables en el sistema )V son débil-
mente normalizantes en la teoria de sharing. El resultado técnico clave es la propiedad de
reduccion pesada del sujeto. Recordar que en sistemas de tipos usuales la propiedad de reduc-
cion del sujeto establece que la reduccion preserva el tipado. Mas precisamente, si hay una
derivacion de tipos ® > I' - ¢t : 7 y un paso de reduccion ¢ — ¢’ entonces también hay
una derivacion de tipos &' > I' - ¢’ : 7. La propiedad de reduccion pesada del sujeto esta-
blece que, bajo condiciones apropiadas sobre el paso ¢t — t/, también se puede asegurar que
size(P) > size(P').
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En nuestro caso, podremos asegurar que el tamano de la derivacion decrece en tanto se-
leccionemos un paso t — t’ que contrae un redex tipado. Intuitivamente, un redex es tipado si
se encuentra dentro de un subtérmino que se debe utilizar en algin momento de la evaluacion
de t. Mas rigurosamente, definimos la siguiente nocion de ocurrencias tipadas de un término
(T-ocurrencias). Para ello recordamos primero la definicion de posicion:

Definicion 3.35 (Posiciones de un término). El conjunto de posiciones de un término ¢, escrito
pos(t), es el conjunto de palabras finitias sobre el alfabeto {0, 1}, definido inductivamente
como sigue:

pepos(t)  pepos(t) pepost)  pepos(t) p € pos(t)

e€pos(t) Opepos(Ar.t) Opepos(ts) 1pepos(st) Opepos(tz\s]) 1pe pos(s[z\t])

El conjunto de posiciones de un contexto C se define de forma similar. El subtérmino de ¢ (resp.
C) en la posicion p se escribe t|, (resp. C|,) y se define de la manera esperada.

Definicion 3.36 (T-occurrencia). Supongamos dada una derivacion ® > I' - ¢ : 7. Una
posicion p € pos(t) es una T-occurrencia de t en ® si o bien p = €, o bien p = ip’ (i = 0,1)
y p’ € pos(t|;) es una T-occurrencia de t|; en alguna de las subderivaciones inmediatas de .
Una ocurrencia de un redex de ¢ que es una T-occurrencia de ¢ en P se dice una T-occurrencia
del redex de t en P.

El siguiente lema estudia la relacion entre derivaciones de tipo y la sustitucion de una tnica
ocurrencia de una variable, es decir, una derivacion de tipos para C{t)> se puede construir
combinando una derivacion de tipos para C{x)) y varias derivaciones de tipos para t.

Lema 3.37 (Sustitucion parcial). Si $eyypy > 2:[05]ier; T CLx) 7y (L, > Ay - w: 03)ier
entonces ey > (05 lien 3 U +rer Ak = CLw) : 7, para algin K < I donde size(Pcyyy) =
size(®Peyyy) +rer size(Pk) — |K|. Ademas, sip € pos(C) es la ocurrencia del agujero en C y
p es una T-occurrencia de C{x)) en Py, entonces K # Q.

Con esta herramienta estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado clave:

Lema 3.38 (Reduccion pesada del sujeto para sh). Sea ® > '+t : 7. Sit —¢, t' reduce una
T-occurrencia de un sh-redex det en ®, entonces existe una derivacion ' tal que @' >T -t : 7
ysize(P) > size(d’).

Ahora podemos relacionar las nociones de T-occurrencia y sh-forma normal, antes de
concluir con el resultado principal de esta subseccion:

Lema 3.39. Sea®>T'+ ¢ : 7 talque| ]| ¢ O (I' - 7). Entonces A(t, ®) implicat € NF(—p).

Teorema 3.40 (Tipabilidad implica sh-normalizacion). Sea ®>T" ¢ : 7 tal que| | ¢ O (T
7). Entonces t es débilmente normalizante en la teoria de sharing.
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3.3.2. Completitud de la teoria de sharing

En esta seccion demostramos el resultado de Fig.[3.1(b), es decir, la completitud de la teoria
de sharing con respecto ala S-reduccion en el calculo-\. Antes de proceder, es preciso enunciar
algunas propiedades basicas del desenrollado de sustituciones.

Lema 3.41. Seant,s € T términos, posiblemente con sustituciones explicitas. Entonces:
1. Sit — s, entoncest® —»g s°.
2. Sit € NF(—gy), entonces t® € NF(—p).

Recordar que NF(—) denota el conjunto de —-formas normales.

En efecto, para ilustrar el primer punto tenemos t = y[y\(Az.22)(I])] —a y[y\(22)[2\II]] =
uyt® = (Az.22)(II) —p5 (II) (II) = u®,y parailustrar el segundo tenemost = x[y\I[w'\I]][2\] €
NF(—q) y t° = x € NF(—p).

Concluimos con el resultado de completitud para el calculo sh, cf. Fig.[3.1(b):

Proposicion 3.42 (Completitud de la teoria de sharing). Sit —3 s € NF(—p) entonces existe
un término u tal quet —, u € NF(sh) yu® = s.

3.3.3. Factorizacion de la teoria de sharing

En esta seccion demostramos el resultado de Fig. c), es decir, la factorizacion de la
teoria de sharing. Para ello, demostramos que los pasos de reduccion —, que no son pasos
de la estrategia s siempre pueden postponerse después de los pasos de la estrategia W
Demostramos también que este proceso de postposicion siempre termina y que, en ultima
instancia, todos los pasos remanentes—no en la estrategia o —se pueden eliminar con la
regla gc (y por lo tanto también son eliminados por la operacion de desenrollado _°). Mas
precisamente procedemos en tres etapas:

~+~

sh\gc

- gc

Figura 3.2: Descomposicion de la Fig. [3.1{c)
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1. Como paso preliminar, eliminamos los pasos gc: cualquier reduccion —, se puede fac-
torizar como una reduccion —y, sin pasos gc, que llamamos estrictay escribimos — gy gc,
seguida por una secuencia de pasos gc (cf. ).

2. A continuacion demostramos un resultado de conmutaciéon mas complejo: las reduccio-
nes — gy, sin pasos gc se pueden factorizar en dos partes (cf. Prop. [3.48):

. .90
2.1 una secuencia de pasos —, externos, que corresponden a la estrategia v~

. ; , .Y .
2.2 una secuencia de pasos —g, internos, que no estan en la estrategia v, escritos

-
>sh-

La demostracion se basa en un resultado de factorizacion abstracta de Accattoli [].
o -9 . . .
Escribimos — ), en vez de —, para los pasos internos. Dos ejemplos de pasos internos

son (z2)[2\I] —%a (x I)[2\[] y (I 2)[2\] I] ~>an (I z)[2\2[2\]].

3. Por ultimo, demostramos que los pasos internos que quedan después de haber alcanzado

9 e o i
la \~»>-forma normal so6lo tienen lugar dentro de sustituciones basura, que se eliminan
por la operacion de desenrollado _© (c¢f. Lem. 3.50).

Postposicion de gc

El siguiente resultado afirma que los pasos de garbage collection siempre pueden postpo-
nerse hacia el final de una secuencia de pasos de reduccion.

Lema 3.43 (Postposicion de gc). Sit —»g, s, entonces existe un término u tal quet —»gp\gc

u — S.

gc

Factorizacion de la reduccidon estricta

En esta subseccion, mostramos que una secuencia de pasos de reduccion estricta —sh\ge
siempre puede factorizarse como una secuencia de pasos en la estrategia (\AIZ») seguida de pa-
sos que no estan en la estrategia (ﬁ—§>sh). Mas precisamente, decimos que ¢ reduce a ¢, a través
de un paso ¥-interno, y lo escribimos ¢, ;ﬁ»sh to, siy solo si hay un paso estricto en la teoria de
sharing que no es un paso en la estrategia call-by-need fuerte, es decir, ¢, (—gn\gc\ vf?w) to. A
veces llamamos simplemente pasos internos a los pasos J-internos, si el conjunto ¢ se deduce
del contexto. Los pasos en la estrategia s se llaman pasos v-externos (o simplemente pasos
externos).

La demostracion del resultado de factorizacion es larga y técnica. Comenzamos recordando
la definicion de sistema de factorizacion cuadrado y un resultado de factorizacion abstracta,
propuestos por Accattoli [1]]:

Definicion 3.44 (Sistema de factorizacion cuadrado). Un sistema de factorizacion cuadrado
esta dado por un conjunto X y cuatro relaciones de reduccion (v, v, >, ) tales que:

1. Terminacion: v, y —, son fuertemente normalizantes.
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2. Intercambio de filas 1: (v o) © (ot o ¥),

3. Intercambio de filas 2: (—,—,) € (—F —¥).

—~

IN

4. Intercambio diagonal 1: (-, v) © (o o—™).

5. Intercambio diagonal 2: (o, ) © (oo ™).

con la siguiente notacion:

def def
A — (vvv). U WO) — = (l—). ) !—)O)
def def
—>e = (vvv). ) 0—).) —y = (vvv)o U l—)o)
S (S Uy

Teorema 3.45 (Factorizacion abstracta, Accattoli 2012). Sea (v>,, oo, 4, ) un sistema
de factorizacion cuadrado. Entonces —*C (—7F —7).

Demostracion. Ver [1, Theorem 5.2]. O]

Abajo enunciamos los dos lemas principales, Estabilidad hacia atras por pasos internos y
Postposicion de pasos internos. El siguiente lema establece que varias nociones centrales en
la definicion de la estrategia call-by-need fuerte, tales como respuestas, formas normales y
contextos de evaluacion, se preservan por expansion a través de pasos internos:

Lema 3.46 (Estabilidad hacia atras por pasos internos). Sea t ish t un paso V-interno.
Entonces:

1. Sit es una respuesta (resp. un redex db) entonces t, también es una respuesta (resp. un
redex db).

2. Sit es una¥-forma normal (resp. V-estructura) entoncesty también es una J-forma normal
(resp. V-estructura).

3. Sit = C{x), donde C es un J-contexto de evaluacion (resp. V-contexto de evaluacion
inerte), entonces to también es de la forma Cy{x)), donde Cy es un 1)-contexto de evaluacion
(resp. ¥-contexto de evaluacion inerte).

El siguiente lema afirma que un paso externo se puede conmutar antes de un paso interno.
En particular, un paso interno no puede crear un paso externo (ni creando un redex en una
posicion externa, ni convirtiendo una posicion interna en externa).

Lema 3.47 (Postposicion de pasos internos). Sea fv(ty) < 0. Sit ;ﬁ>sh t Yo i3, entonces

. L 9 - 9 :
existe un termino toy tal que ty " ty —»shﬁ ts, donde la reduccion de ty a t, tiene al menos un
paso y la reduccion de to ats tiene al menos dos pasos.

El siguiente resultado es consecuencia de Teo. y Lem. [3.47}

Proposicion 3.48 (Factorizacion externa-interna). Sea fv(t) < ¥. Sit —gp\gc T entonces hay

Lo U -
un término u tal quet v~ u — 37 7.
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Eliminacion de pasos internos finales

Las dos subsecciones anteriores aseguran que cualquier reduccion —, se puede factori-
zar en un prefijo de pasos externos s seguido por pasos internos o gc. En esta subseccion
refinamos el resultado, mostrando que si la reduccion —, alcanza una —g,-forma normal,
entonces todos los pasos internos que se postponen por la Prop. se pueden eliminar con
pasos gc.

Lema 3.49 (Inclusion de formas normales). Sean ¥ y t tales que fv(t) < v. Sit € NF(—g)

entoncest € NF(mﬁ»).

Lema 3.50 (Formas normales modulo pasos internos y gc). Sean v y t tales que £v(t) < o).
1. Sit —4.nfy connfy € NF(\A?\») entoncest € NF(vﬁ»).

2. Sit ish nfy connfy € NF(vﬁ») entonces t € NF(WI?\») y existe un término u tal que

l —gc u ynfy —rgc u.

Los resultados de esta seccion se pueden combinar para completar el argumento esbozado

en la Fig.[3.2) para demostrar Fig. [3.1(c):

Proposicion 3.51 (Factorizacion de la teoria de sharing). Seat) = fv(t). Sit —g, s € NF(—g),

entonces existe un terminou € NF(\A?\») tal quet WY yu® = s°. (Mas precisamente, 1 — g S).
Por ultimo, obtenemos el teorema de completitud de la Fig. [3.1(a):

Teorema 3.52 (Completitud de s con respecto a la f-reduccion). Sea ) = fv(t). Sit—zs €

NF(—3) entonces existe un término u € NF(va») tal que t WY yu® =s.



Capitulo 4

Call-by-need fuerte para patrones y
recursion

4.1. Introduccion

Este capitulo es fruto de la colaboracion con Eduardo Bonelli y Kareem Mohamed, y se
estructura de la siguiente manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

» En la Seccion 4.2] recordamos la definicion del calculo-\ extendido de Grégoire y Leroy
(Def. [4.2), generalizamos la teoria de sharing al calculo-\ extendido (Def. [4.6), y damos
una caracterizacion sintactica de las formas normales (Def. [4.6).

» En la Seccion proponemos un sistema de tipos intersecciéon no idempotente
HW* para \° (Def. [4.9), y probamos que los términos débilmente normalizantes
en \° son tipables (Teo. y que los términos tipables son débilmente norma-
lizantes en \%, (Teo.[4.13). Mas precisamente, ambos teoremas requieren no solo que el
término sea tipable, sino también que el correspondiente juicio de tipado sea “bueno” en
un sentido preciso (cf: Def. [4.11). La nocidén de “bondad” generaliza la condicion usual
de que no haya ocurrencias positivas del multiconjunto vacio [].

» EnlaSeccion[4.4] proponemos una estrategia call-by-need fuerte \~° para A* (Def.[4.16),
y demostramos que goza de buenas propiedades. Concretamente, es deterministica (Prop.[4.20),
extiende conservativamente a la estrategia call-by-need fuerte del capitulo anterior (Prop.[4.20),
es correcta (Prop. y completa con respecto a la reduccion en el calculo-)\ ex-

tendido (Teo. [4.22).
4.2. Extension de la teoria de sharing

En esta seccion extendemos la teoria de sharing (cf. Def. al calculo-\ extendido. En la
Seccion [4.2.1) comenzamos repasando la definicion del calculo-\ extendido de Grégoire and
Leroy [20]. En la Seccion damos la definicion de la teoria de sharing extendida \g,.

56
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4.2.1. El calculo-)\ extendido

Definicion 4.1 (Sintaxis del calculo-\ extendido, cf. [20]). Asumimos dado un conjunto infi-
nito numerable de variables x, y, z, . .. y constantes ¢, c’,c”, .. .. El conjunto de términos T°
del calculo-\ extendido se definen como sigue, mutuamente inductivamente con el conjunto
de ramas (que corresponden a las ramas de una construccion case):

Términos t,s,u,... == x|Ax.t|ts|c|fix(x.t)|caset of b
Ramas biu=cr=1

Los contextos se definen de la manera esperada.

Definicion 4.2 (El calculo-\ extendido, cf. [20]]). El calculo-\® esta dado por las siguientes re-
glas de reduccion sobre 7 °, cerradas por contextos arbitrarios. Escribimos —© para la relacion
de reduccion resultante.

(Ax.t)s —q tHr:=s} (B)
fix(z.t) i tHx = fix(x.t)} (fix)
case ¢;t of (C;T; = Si)iel case Sj{T; =1} (case)

sijelylt] = |z

La sustitucion simultanea, sin captura, de una lista de variables  por una lista de términos
§ de la misma longitud en un término ¢ se escribe ¢{Z := 5}. Un término ¢ encaja con una
rama cT = s sit = ¢§ con |5| = |Z|. Un término ¢ encaja con una lista de ramas si encaja con
al menos una rama. Dada la condicion sintactica de formacion sobre las expresiones case, un
término encaja con a lo sumo una rama. Observar que la reduccion se puede bloquear si la
guarda de un case no encaja con ninguna de las ramas (y nunca lo hace a pesar de que se
reduzca la guarda). Las formas normales de \°® se caracterizan como sigue:

Lema 4.3 (Formas normales). Las formas normales de \° estan caracterizadas por la gramatica:
N = M.zN|A\Z.cN|\z.(case Ny of (c;iZ; = N)icr) N

donde Ny no encaja con (c;T; = N,);c;. Observar que las listas T y N pueden estar vacias.

4.2.2. Lateoria de sharing extendida

Definicion 4.4 (Sintaxis de la teoria de sharing extendida). Los términos de la teoria de sharing
extendida T3 se definen como sigue, extendiendo la sintaxis de A\°® con sustituciones explicitas:

t,s,u,... n= x| vt|ts|fix(x.t)|c|casetof b|t[r\s]

Recordar que los términos sin sustituciones explicitas se denominan téerminos puros. Un
término puro ¢° se obtiene de un término ¢ € 73 desenrollando las sustituciones explicitas, ej.
((case z of ¢ = 2)[2\dd])® = casedd of c = d d.

Para describir la reduccion en la teoria de sharing extendida A&, necesitamos introducir
categorias sintacticas adicionales que generalizan las nociones de respuesta y valor en presen-
cia de constructores:
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Respuestas a == vL

Valores v = Ax.t|Alc)
Contextos aplicativos A = [ ] ALt
Contextos de sustitucion L = [J]|L[z\t]

Una respuesta de la forma (Az.t)L es una respuesta abstraccion y una de la forma A{c)L es una
respuesta aplicativa. Un ejemplo de esta tltima es ((c x)[z\y] d)[y\s].

Definicion 4.5 (La teoria de sharing extendida). La teoria de sharing extendida \S, consta de
las reglas de reduccion sobre 7 dadas abajo, cerradas por contextos arbitrarios. Escribimos
—*¢, para la relacion de reduccion.

(Ax.t)Ls —q tlz\s]|L

Clapla\VL] s C(v)[2\V]L

tlz\s] g t if z ¢ fv(t)
fix(z.t) e tlz\fix(z.t)]
case A(c;)L of (C;Z; = S;)iel —case S;[Z;\A|L if |A())| = |z;|and j € [

La siguiente definicion proporciona una caracterizacion inductiva de las —¢, -formas nor-
males.

Definicion 4.6 (Formas normales de A\Z,). Un término ¢ habilita una lista de ramas (c;z; =

Si)ier, escrito t > (¢;T; = S;)ier, si el término es de la forma ¢t = A{c;)L, para ciertos A, L,

y j € I tales que |A| = |z;|. El juicio judgment que define el conjunto de formas normales

(t € N)se define simultaneamente con otros cuatro juicios, a saber constantes normales (t € K),

estructuras normales (t € S), formas normales de error (t € £), y abstracciones normales (t € L).
tekK seN

cNFCoNSs —— cNFrApPpP
cek tse

teS seN
SNFVAR —— sNFAPpP
zedS tseS

teKULUS tF (¢ = Si)ier (85 € Nier

caset of (¢;T; = S;)ic1 € E

ENFSTRT

tef seN te (si€Ner
——  eNFApPP ENFCASE
tse& caset of (¢;T; = S;)ier € E

te N teX seSuf& xefu(t)
—  LNFLAM NFSUB
Axte Ll t[x\s] € X

telC teS teé& tel
NFCONS NFSTRUCT NFERROR
te N te N te N teN

NFLAM

Lema 4.7 (Caracterizacion de formas normales en \S,). Son equivalentes:
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1.teN

2. t esta en —¢, -forma normal.

4.3. Extension del sistema de tipos

En esta seccion presentamos el sistema )V, un sistema de tipos interseccion no idempo-

e

tente para la teoria de sharing extendida A, , y demostramos que caracteriza normalizacion.

4.3.1. El sistema de tipos interseccion no idempotente extendido

Asumimos que «, 3,7, ... varian sobre un conjunto de variables de tipo. El conjunto de
tipos se denota con las letras 7,0, p, ..., y los multiconjuntos finitos de tipos con las letras
M, N, P, ... El multiconjunto vacio se escribe [|, y [, ..., 7,] representa el multiconjunto
que contiene a cada uno de los tipos 7; con sus multiplicidades correspondientes. Ademas,
M + N denota la union (aditiva) de multiconjuntos. Por ejemplo [a, b] + [b, c] = [a, b, b, c].

Definicion 4.8 (Sintaxis de los tipos). El conjunto de tipos de HWW® esta dado por la siguiente
gramatica, mutuamente recursivamente con los conjuntos de tipos de datos, tipos de pre-error,
tipos de errory tipos de rama:

Tipos T = a|M—->71|D|E
Tipos de datos D = c|DM
Tipos de pre-error G = E7B|GT
Tipos de error E = (G)|ET
Tipos de rama B = M=r
Un tipo T encaja con una rama cZ = s si es de la forma 7 = ¢M con |M| = |z|. Un tipo

encaja con una lista de remas si encaja con al menos una rama.

Definicion 4.9 (El sistema de tipos HWW?). El sistema de tipos HWV* esta definido por medio
de las siguientes reglas de tipado inductivas. Estas reglas definen la derivabilidad para cuatro
formas de juicios de tipado, con las siguientes interpretaciones informales:

1. Tipado (I'; ¥ ~ t : 7) — El término ¢ tiene tipo 7 bajo el contexto I' y el registro de
errores X..

2. Multi-tipado (I'; X — ¢ : M) — El término ¢ tiene los tipos de M bajo el contexto I" y
el registro de errores X..

3. Aplicacion (1 @ M = ¢) — Un término de tipo 7 se puede aplicar a un argumento
que tiene todos los tipos en M, resultando en un término de tipo o.

4. Matching (7 (b) I';%,0) — El tipo 7 puede usarse como la guarda de un case con
ramas b, lo que puede tener éxito y resultar en un término de tipo o, asumiendo ciertas
hipotesis I" y registros de errores ¥, o en caso contrario fallar.
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Las reglas del sistema H)V*® son:

TVAR —— 1CoONSs
A N ;¥ kc:c
e M;¥X+t:7 YXHt:7 tTQM=0 A;X}+s: M
TABS TAPP
Y- Xt M- N+ A;¥+ts:o
Fz: M;XHt:7 A;YF fix(zt) : M ;S -t 7)AY o
TFIX — TCASE
L+ A2 - fix(et) : 7 '+ A;X Fcasetofb:o
IyXHt:im) < n=0
z: M;XHt:7 AXEs: M (L hisisn )TMULTI
TES " i
L+ A Y tz\s]: 7 ZFi;EI—t:Z[Ti]
i=1 i=1
TAPPFUN TAPPDATA
M-o>T7QM=r71 DAM= DM
(n>=1)

TAPPERR

Gym ...t Q1] ={(Gr)ym...T
ch matches (¢;Z; = s;)ier I', 75 : MY+ 5j:0;

;M (¢ = 8i)ier) T3 2, 05

TCMATCH

7 does not match (¢;T; = $;)ier (Fi, i MY s Ui)iel

— — TCMISMATCH
T {(eii = si)iery O, Ti); T U LKET (M; = 03)icr) p}, BT (Mi = 02)icr) p
iel
Escribimos 7, &, . . . para las derivaciones de tipos y 7(I'; ¥ - ¢ : 7) si 7 es una derivaciéon

de tipos del juicio I'; X ¢ : 7. Las reglas son lineales con respecto al contexto de tipos
en el sentido de que cada hipotesis se usa exactamente una vez. Las reglas son, en cambio,
cartesianas con respecto al registro de errores, en el sentido de que cada hipotesis se puede
usar cero, una o mas veces.

4.3.2. Caracterizacion de términos débilmente normalizantes

En esta subseccion, relacionamos tipabilidad en el sistema H)V*® con la propiedad de nor-
malizacion debil en el calculo-\ extendido, y con la propiedad de normalizacion débil en la
teoria de sharing extendida. Comenzamos definiendo una nocion apropiada de juicio “bueno”
para HW?® (Def.[4.11). En lineas generales, un juicio es bueno si no tiene ocurrencias positivas
de [] ni ocurrencias negativas de constructores. La razon para rechazar ocurrencias negativas
de constructores se puede ilustrar en un término como case = of (¢ = d) - (e = ). Di-
cho término es tipable con tipo d si uno asume que z : [c]. Sin embargo, no es débilmente
normalizante en \S, . Observar que una variable libre de tipo c corresponde a una ocurrencia
negativa del constructor c (en el juicio de tipado).

Sin embargo, prohibir las ocurrencias positivas de || y negativas de constructores no al-
canza. La razon es la presencia de expresiones case bloqueadas. Considerar por ejemplo el
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téermino (case ¢ of (d = d)) (). Este término es tipable; por ejemplo, se le puede asignar
el tipo (Ec ([d] = d)[]). Notar que el tipo del case bloqueado incluye los tipos de los ar-
gumentos a los que se aplica—en este caso el multiconjunto de tipos vacio. Ademas, este tipo
queda registrado en el registro de errores. Esto nos permite extender la restriccion de que [] no
ocurra positivamente y de que los constructores no ocurran negativamente a las expresiones
case bloqueadas.

Como nota adicional, observar que un término como case x of (¢ = d) - (e = d) esta
en forma normal, y por ende deberia ser tipable. En efecto, se lo puede tipar asignandole a x
un tipo de error apropiado.

Definicion 4.10 (Ocurrencias positivas y negativas de tipos). El conjunto de ocurrencias po-
sitivas (resp. negativas) de tipos en 7, se escribe P(7) (resp. N'(7)), y se define como sigue:

Pla) < {a} N@) < o
PM—71) ¥ NM)UPF) UM — 1} NM=7) ¥ pM)uN(r)
Ple) < {c} Ne) € o
P(DM) ¥ PD)LPM)U{DM)} NDM) ¥ N(D)UNM)
PET) ¥ PE)LPH) U{ET) NE®D) ¥ NE)ON(T)
PUG) = P(G)u{G) NG = N(@G)
P(GT) = P(G)UP(r)U{GT} NG NG uN(7)
( rB) ¥ P(r)uP(B)U{ETB} NETB) ¥ N(r) UN(B)
PMi, o My=7) E U fWNM) PO UM =) N(My, o My =7) 2 Ui, PIM) UN(7)
PM) = Uep P(r) v (M} NM) = U N ()
PO 7)) ¥ NT)UPE)UP(H) NO:EE7) ¥ PO uNE) UN(T)
PI) = Uesomn) P(L(@) NI = Upegomn N (['())

Sea ademas X un tipo (resp. tipo de datos, tipo de pre-error, tipo de error, tipo de rama, contexto
de tipado). Decimos entonces que X esta cubierto por un registro de errores X, y lo escribimos
coveredy(X), si para cada tipo de error F tal que E es subformula de X, es decir, ocurre en
cualquier lugar del arbol sintactico de X, se tiene que E € .

Definicion 4.11 (Tipos y juicios de tipado buenos). Un tipo 7 es buenosic ¢ P(7)y[] ¢ N (7).
Decimos que M es bueno si cada 7 € M es bueno. Un contexto de tipado I" es bueno si se
puede escribir como I' = I',T". de tal forma que I'y(x) es bueno para todo = € domI'y, y I ()
es un tipo de error para todo x € domI'.. Un juicio de tipado I';¥ ¢ : 7 es bueno si se
cumplen todas las condiciones siguientes:

1. I" es bueno;

2. [1¢PE)yll¢P(r);

3. ¢c¢ N(X)yc¢ N(7)para todo constructor c;
4. coveredy(I") y covereds (7).

Abajo enunciamos los dos resultados principales de esta seccion, que relacionan tipabilidad
y normalizacion. Observar que:
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n El Teo. relaciona las formas normals en A°® con la tipabilidad en H)WV*®, extendiendo
el Teo. del capitulo anterior (que relaciona las formas normales en el calculo-\ con
la tipabilidad en HW).

= ElTeo. relaciona las formas normales en \¢, con la tipabilidad en H)V®, extendiendo
el Teo. del capitulo anterior (que relaciona las formas normales en la teoria de
sharing con la tipabilidad en HWV).

Teorema 4.12 (Los términos débilmente normalizantes en \°® son tipables). Sea t débilmente
normalizante en \°. Entonces existen un contexto L', un registro de errores >. y un tipo T tales que
I'; ¥ =t : 7 es derivable y bueno.

Teorema 4.13 (Los términos tipables son débilmente normalizantes en A\g,). Sil; X ¢ : 7
es derivable y bueno, entonces t es debilmente normalizante en XS, .

4.4. Extension de la estrategia call-by-need fuerte

En esta seccion extendemos la estrategia call-by-need fuerte W para la teoria de sharing,
presentada en el Capitulo [3| a la estrategia call-by-need fuerte v~»° para la teoria de sharing
extendida. Ademas, demostramos que la estrategia es completa con respecto al calculo-\ ex-

tendido \°.

4.4.1. La estrategia call-by-need fuerte extendida

Al igual que en el capitulo anterior, la estrategia call-by-need fuerte ¢ es una relacion
binaria sobre el conjunto de términos extendidos 7, y esta parametrizada por un conjunto
¥ de variables congeladas. Las reglas de reduccion son instancias de las reglas de reescritura
de la teoria de sharing extendida (Def. [4.5), con dos diferencias: (1) no hay regla de garba-
ge collection, (2) la reduccion no esta cerrada bajo contextos arbitrarios, sino bajo contextos
de evaluacion. Tal como en la Seccion para poder definir el conjunto de contextos de
evaluacion, comenzamos definiendo (sintacticamente) el conjunto de formas normales de la
estrategia y a continuacion describimos los contextos de evaluacion.

Definicion 4.14 (Formas normales de la estrategia call-by-need fuerte). El conjunto de va-
riables no basura de un término ¢ se escribe ngv(t) y se define como fv(|g (¢)), donde |4 (%)
es la gc-forma normal de ¢.

Para cada conjunto de variables ¥, los conjuntos de constantes normales (Ky), estructuras
normales (Sy), formas normales de error (€y), abstracciones normales (Ly) y formas normales a
secas (NVy) se definen mutuamente inductivamente por medio de los siguientes juicios. En las

reglas para sustituciones explicitas, escribimos Xy para representar cualquiera de los conjun-
tos ICy, Sy, E9 0 Ly:

teKy selNy z €V teSy seNy
cNrCoNs cNFAPP SNFVAR —— sNFAPP
CE/Cg tSE’Cﬁ $€Sﬂ tSESﬁ
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telyuLyuSy t3 (ciTi = si)ier (si€ Nyug,)ier

ENFSTRT
case t of (¢;T; = S;)ier € Ey
te&y se ./\/’19 te &y (Si € Nﬁufi)ief te Ngu{x}
— ENFAPP ENFCASE ——  LNFLAM
tse &y case t of (¢;T; = $;)ier € &y Ar.te Ly
teXyom s€SyuU& wengy(t) teXy x¢ngv(t)
NFSUBNG NFSUBG
t[x\s] € Xy t[x\s] € Xy
te Ky te Sy te Ly te &y
NFCONS NFSTRUCT NFLAM NFERROR
te Ny te Ny te Ny te Ny

La definicion sintactica de formas normales dada arriba es similar a la caracterizacion
sintactica de —¢, -formas normales dada en Def. salvo que: (1) el conjunto de variables
congeladas se registra explicitamente, (2) la regla NFSUB se refina en la regla NFSUBNG vy (3)

. : 9
en una nueva regla NFSUBG que se agrega debido a la ausencia de gc en v°.

Definicion 4.15 (Contextos de evaluacion extendidos). Los juicios que definen los conjuntos
de contextos de evaluacion son de la forma C € Ef; donde C es un contexto arbitrario, 9 es
un conjunto de variables y h es un simbolo llamado discriminador del contexto. Este simbolo
puede tomar uno de los siguientes valores: ‘o’, ‘A’ o cualquier constructor ¢, d, . . . y su funcion
es discriminar el constructor en la cabeza del contexto. Observar que las reglas de formacion
de contextos de evaluacion imponen restricciones sobre los discriminadores. Un contexto de
evaluacion es un contexto C tal que el juicio C € E/ es derivable para algin conjunto de
variables ) y algin discriminador %, usando las siguientes reglas de inferencia:

EBox
(e Ey
CeEl h#A teSyué&y CeEl tekKy CekE}
— rApPL EAPPRSTRUCT e EAPPRCONS
CteE} tCeEy tCeEy
CeEl t¢Syué&y x¢d CeBf i tE€SyUE
ESUBSLNONSTRUCT ESUBSLSTRUCT
clz\t] € Ef Cclz\t] € Ef
CieEl cyeE; Ce Egu{x}
ESUBSR ELAM
Ci{xy[x\Co] € ER A\z.C e E)
CeEl né¢{cilicroh=cje{cilicry|C)| # |7l
ECASE1
case C of (¢;T; = s;)er € Ey
teNy t3 (c;T = si)ier tk € Nyog, paratodok <j Ce Egux’i
ECASE2

caset of (c1#1 = t1)...(cjz; = C)...(cpzy = t,) € Ey
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La funcion hc(—) usada en la regla EAPPRCONS se define como sigue, por induccién en la
derivacion de t € KCy:

he(e) € ¢ he(ts) € he(t)  he(t[z\s]) & he(t)

Notar en particular que hc(A{c)L) = c. La notacion |C(y)| usada en la regla ECASE1 cuenta el
numero de argumentos en la columna vertebral del término C{y), mas precisamente:

lz| = 0 . def
o g |fix(z.t)] = 0
- def
g el
|t‘ | at g " |case t of b “
s =

Definicion 4.16 (Estrategia call-by-need fuerte extendida). La estrategia e se define por
las siguientes reglas:

(db) C((Azt)Ls) oo Clt[z\s]L) if C ¢ En

(1sv) Cr(CalaPa\vL]) o Co(Cowy[a\VIL)  if Co(Co(TD[w\VL]) € El
(£ix) Clfix(at)y oo o(t[z\fix(z.t)]) ifCeEh

(case) C{case A{c;)L of (¢;T; = $;)icI) e C(sjz;\A]L)

if C € Eff con j € I and |A(C))| = |4

Observar que el discriminador h en las condiciones de todas las reglas esta cuantificado exis-
tencialmente.

Propiedades de la estrategia call-by-need fuerte extendida

La estrategia call-by-need fuerte extendida tiene las siguientes propiedades. Contrastarlas
con las propiedades estudiadas en el capitulo anterior (Seccion [3.2.3] Seccion [3.3).

Lema 4.17 (Caracterizacion de formas normales). Seat un término arbitrario. Son equivalentes:
, 9 o
1. t esta en v~~»>*-forma normal.

2. tENﬁ.

.. ., . , 9
Proposicion 4.18 (Reduccion fuerte). Sit esta en «~~>°-forma normal, entonces su desenrollado
t° esta en —°-forma normal.

Proposicion 4.19 (Determinismo). Sit SWICH yt ey entonces s = u.

Proposicion 4.20 (Conservatividad). La estrategia call-by-needafuerte extendida es conserva-

. : , o, 0
tiva con respecto a la estrategia call-by-need fuerte del Capitulo|3, es decir, sit ~~ s entonces

0)

t ~® s,
Proposicion 4.21 (Correctitud). Sit s s entonces t° —»° 5°.

Teorema 4.22 (Completitud). Sea v = fv(t). Sit —° s € NF(—*®), entonces existe un término

u e NF(vf?we) tal quet (vf?we)* uyu® =s.



Capitulo 5

Etiquetas de Lévy para el LSC

5.1. Introduccion

Este capitulo es fruto de la colaboracion con Eduardo Bonelli, y se estructura de la siguiente
manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

= En la Seccion motivamos algunas decisiones de diseno detras de un calculo con
etiquetas de Lévy, y definimos una variante del LSC con etiquetas de Lévy, el

LLSC (Def.[5.6).

» En la Seccion[5.3] estudiamos las prpoiedades del LLSC. En particular:

1. En la Seccion estudiamos sus propiedades sintacticas basicas.

2. EnlaSeccion mostramos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomati-

co ortogonal (Prop.[5.32).

3. En la Seccion demostramos que el LLSC es débilmente normalizante para
reduccion acotada (Prop.|5.43), es decir, cuando la reduccion se restringe a etiquetas
de altura acotada.

4. En Seccion fortalecemos este resultado, y demostramos que el LLSC es fuer-
temente normalizante para reduccion acotada (Teo. [5.49).

5. Enla Seccion damos dos demostraciones de que el LLSC es confluente, usando
los resultados anteriores.

5.2. ElLSC con etiquetas de Lévy

Nuestro objetivo es definir una variante del LSC con etiquetas de Lévy. Para ello comenza-
mos.

65
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5.2.1. Teoria de residuos para el LSC

Recordemos que el LSC se define como la relacion de reescritura —| sc que se obtiene como
la union de las tres siguientes reglas de reescritura, cerradas por contextos arbitrarios.

Beta a distancia (Az.t)Ls g t[z\s]|L
Sustitucion lineal C{axp[x\t] 1 CLEp[x\t]
Garbage collection tlz\s] g t if z ¢ fv(t)

Como punto de partida en nuestra mision de definir una variante del LSC con etiquetas de
Leévy, recordemos las propiedades fundamentales a las que aspiramos. Querriamos que el
calculo etiquetado le atribuya un nombre a cada redex, de tal manera que:

» Siunredex R’ es un residuo de un redex R, entonces Ry R’ tienen el mismo nombre.

= Siunredex R crea un redex S, entonces el nombre de R es un “subnombre” del nombre

de S.

Estas afirmaciones presuponen la existencia de una teoria de residuos a priori. Afortunada-
mente, en [2]], Accattoli, Bonelli, Kesner y Lombardi dan una definicion de residuos para el
LSC, y demuestran que da lugar a una teoria de residuos con buenas propiedades. En esta
subseccion repasamos las definiciones y resultados que son relevantes para nuestro trabajo.

Definicion 5.1 (E1 LSC marcado). Suponemos dado un conjunto infinito numerable de marcas

a, b, c,.... El conjunto de términos marcados esta dado por la siguiente gramatica:
t,s,u,... x variable
x® variable marcada
Ax.t abstraccion

|
|
| Az®.t  abstraccion marcada
| ts applicacion
| t[z\s] sustitucion
|

t[x®\s] sustitucion marcada

Las notaciones L para contextos de sustitucion y C para contextos arbitrarios se extienden
para permitir la presencia de marcas. Lo mismo para las nociones de variables libres y a-
conversion. La reduccion marcada > sobre términos marcados se define como la clausura por
contextos arbitrarios de las siguientes reglas de reescritura:

(A% t)Ls +Se t[a\s]L

Cla*D[a\t] 1 CH[2\E]
tfz®\s] g t if z ¢ fv(t)

Un redex marcado es un redex R cuyo patron es de alguna de las formas (Az°.t)L s, C{a® )|z \t],
0 t[x*\s], y a se llama la marca del redex R. La reduccion no marcada — sobre términos marca-
dos se define como la clausura por contextos arbitrarios de las reglas db, 1s y gc usuales—en
este caso, el redex no esta marcado pero se permiten marcas en otros lugares del término. El
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ancla de un redex (marcado o no) es la variable que posiblemente lleva la marca. Si ¢ es un
término marcado, t° es el término que resulta de eliminar todas las marcas de t. Si t° = s,
decimos que t es una variante de s. En tal caso, identificamos los redexes de ¢ y los redexes de
s a traves de la biyeccion obvia.

Definicion 5.2 (Residuos en el LSC). Sean R, S pasos coiniciales en el LSC:
R:t—s S:t—u

Considerar una variante marcada ¢’ de ¢ con exactamente una marca a sobre el ancla de S.
Sea R’ : t' — s’ el paso correspondiente a R a través de la biyeccion obvia. El conjunto de
residuos de S después de R, escrito S/R, es el conjunto de pasos de la forma S” : s — r para
algin término 7, tal que S” esta marcado con a en la variante marcada s’ de s.

Por ejemplo, el siguiente es el grafo de reduccion para una variante marcada del término
z[x\y][y\z] en el LSC marcado—escribimos R(a) para enfatizar que a es la marca de R:

2 [2\y"][y\7]

S(b) 2[2\y*][y\2] y'[2\z][y\2]

[ B LS [
Ademas, de acuerdo con la definicion de residuo, tenemos:
R/S ={R'} S/R={S51,5} S1/Sy={S1} S3/S1={S1} R/R=92
Enunciamos dos resultados conocidos de [2]):

Proposicion 5.3. EI LSC forma un sistema de reescritura axiomatico ortogonal, en el sentido de
Mellies [34].

Proposicion 5.4 (Creacion de redexes en el LSC). Sean t; KRN ts dos pasos consecutivos
en el LSC tales que R crea S. Entonces S se crea en exactamente una de siete maneras posibles.
Damos ejemplos paradigmaticos de cada una de las siete maneras, el enunciado completo se puede
encontrar en [2]:

1. db crea db. Por ejemplo: (Az.(Ay.t)s)u — (Ay.t)[z\s]u — t[y\u][z\s].

2. db crea 1s. Por ejemplo: (A\x.xx)t — (zz)[z\t] — (xt)[x\t].

w0

db crea gc. Por ejemplo: (A\z.y)t — y[z\t] — ¥.

b

1s crea db hacia arriba. Por ejemplo: x[x\\y.t]s — (Ay.t)[z\\y.t]s — t[y\s][z\\y.t].

Sd

1s crea db hacia abajo. Por ejemplo: (xt)[x\\y.s] — ((Ay.s)t)[z\\y.s] — s[y\t][z\A\y.s].

S

1s crea gc. Por ejemplo: (yx)[x\y] — (yy)[z\y] — vy.

7. gc crea gc. Por ejemplo: y[x\z][2\t] — y[2\t] — ¥.
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5.2.2. Definicion del LSC etiquetado sin gc

Comenzamos dando una definicion de una variante del LSC con etiquetas de Lévy sin la
regla gc. Mas adelante discutimos como extender esta definicion para incorporar la regla gc.

Definicion 5.5 (E1 LSC con etiquetas de Lévy sin gc, LLSC’). Suponemos dado un conjunto
infinito numerable de etiquetas iniciales T = {a,b,c,...}. Asumimos la existencia de una
etiqueta inicial distinguida e € Z. El conjunto de etiquetas L' estad dado por la siguiente
gramatica:

a,fB,v,...:=a | af | [a] | |of | db(«a)

Las etiquetas se consideran modulo asociatividad de la operacion de yuxtaposicion, es decir,
dadas etiquetas «, 5,7 € L cualesquiera, declaramos que se verifica (a)y = «(f7). Las
etiquetas que no son de la forma a3 se llaman atomicas. El conjunto de términos etiquetados
T esta definido por la siguiente gramatica:

t,8,... n= x% | Nt | Q(t,8) | t[x\s]

La etiqueta atomica exterior de una etiqueta « se escribe T («) y se define como sigue, por
induccion en el nimero de yuxtaposiciones que se usan para construir la etiqueta a:

{T () sia=ajan

«Q si « es atomica

Por ejemplo 1 ([ab]ac) = [ab|. Analogamente, la etiqueta atomica interior de una etiqueta «,
se escribe | (a) y se define como sigue:

| (a) def {l (@2) sl = o

« si o es atomica

La etiqueta externa de un término ¢ se escribe /(t) y se define como la etiqueta que decora su
nodo mas externo, salteando sustituciones:

l(z%) =a L(A\xt)=a Q% s))=a L(tx\s])=L(t)

La etiqueta atomica exterior de un término ¢ se escribe 1 (t) y se define como 1 (¢(t)). Por
ejemplo:

((Nz.af)[y\y']) = abe y 1 (A2 [y\y']) = a

La sintaxis de los contextos se extiende para permitir términos con etiquetas:
C == [ | AaC | @*(C,t) | @*(t,C) | Clz\t] | t[=\C]

y lo mismo para contextos de sustitucion. Se define una operacion para agregar una etiqueta
a un término, que se escribe « : t y se define por induccion en ¢, salteando sustituciones:
a:xf = g9 a: Nzt & Ny
a:@(ts) @t s) a:(tr\s]) € (a:t)[z\s]
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El LSC con etiquetas de Lévy sin gc, LLSC’, es el sistema de reescritura cuyos términos son
los términos etiquetados 7% y con la relacion de reescritura —; dada por la unién de las
siguientes reglas, cerradas por contextos arbitrarios:

@ ((Mzt)L,s) —a aldb(B)]: t[z\[db(B)] : s]L
ClaDla\t] —1s Clae - )[\l]

def def def
—uaw = Cl=aw) —is = C(=1s) —u = —ra Y —is

Con respecto a los nombres de los pasos, el nombre de un paso db como el de la regla +— 4, es
db(/3), mientras que el nombre de un paso 1s como el de laregla s es | () o 1 (). A veces
escribimos t —,; s cuando t —; $ y el nombre del redex que se contrae es a.

5.2.3. Definicion del LSC etiquetado — extension con gc

Definicion 5.6 (E1 LSC etiquetado con gc, LLSC). Tal como en Def. suponemos dado un
conjunto de etiquetas iniciales Z = {a,b,c,...}, y asumimos la existencia de dos etiquetas
distinguidas e € 7y ® € 7. El conjunto de etiquetas L se define por la siguiente gramatica:

a,f,7,...:=a|af||a]]||a] | db(a)

Las metavariables €2, ©, U, . .. varian sobre conjuntos finitos de etiquetas iniciales. El conjunto
de términos etiquetados T* se define mediante la siguiente gramatica:

t,ys,... n= x% | Azt | Q*t,s) | t[r\s]a

Las nociones de etiqueta atomica exterior 1 («) de una etiqueta «, etiqueta atomica interior
| () de una etiqueta «, etiqueta externa ((t) de un término etiquetado ¢, la operacion para
agregar una etiqueta a un término « : t, y las nociones de contextoy contexto de sustitucion se
definen de manera analoga a la de Def.

El LSC con etiquetas de Lévy con gc, LLSC, es el sistema de reescritura cuyos objetos son
los términos 7 y con la relacion de reescritura —, dada por la unién de las siguientes reglas,
cerradas por contextos arbitrarios.

@ (A22.t)L,s) e afdb(B)] : tz\[db(B)] : s]aL
ClaD[z\tla 15 Clae :t)[x\t]o
t

tlz\slo g six ¢ fu(t)

f f f f
—{db = C<'—’db> —/l1s = C<'—’15> —lgc = C<’—’gc> —’édé —¢ab Y 7r1s Y lge

Con respecto a los nombres de los pasos, el nombre de un paso db como el de la regla +— 4, es
db(/3), el nombre de un paso 1s como el de la regla —15 es | (a) o 1 (¢), y el nombre de un
paso gc como el de la regla — es el conjunto de etiquetas {a ® 1 (s) | a € (2}. Tal como antes,
escribimos t %>, s cuando t —; s y el nombre del redex que se contrae es a.
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Observar que los nombres de redexes 1, v, &, . . . tienen tres formas posibles, dadas por la
gramatica de abajo, donde « representa una etiqueta arbitraria en £, y w, w’ representan eti-
quetas atomicas:

o= db(a) | wed | {w1 @ Wi,...,w, ® w}

- - —
N~~~ N .

~~ -

nombre de un paso 1s

nombre de un paso db nombre de un paso gc, n > 1

En general consideramos a los nombres de redexes como elementos de su propio género (sort),
pero de manera ocasional identificamos los nombres de pasos db y 1s con la etiqueta subya-
cente correspondiente—por ejemplo el nombre de redex db(a) se puede entender como la
etiqueta db(a).

El LSC con gc no es estable

La estabilidad es una propiedad abstracta de los sistemas de reescritura con residuos, que
afirma que los pasos de computo se crean de manera esencialmente Unica: si dos pasos tienen
un residuo comun, deben tener también un ancestro comun. Esto significa que la presencia
de un paso de computo se puede reducir a una tnica causa. La propiedad de estabilidad fue
originalmente estudiada por Jean-Jacques Lévy [30,32], e inpirada por la nocion de estabilidad
de Gérard Berry en el ambito de la semantica denotacional [8].

Definicion 5.7 (Estabilidad). Un sistema de reescritura axiomatico ortogonal verifica la pro-
piedad de estabilidad si dados pasos R, S, T1, Ty, T3 tales que T3 € T1/(S/R) y T3 € Tz /(R/S),
entonces existe un paso Ty tal que T} € Ty/R y Ty € Ty/S. Graficamente:

A

To
2/ Nn
S/R /R/S
|
No es dificil ver que la propiedad de estabilidad falla en el LSC ante la presencia de la regla

gc.
Observacion 5.8 (E1 LSC no es estable). Considerar el diagrama:

z[y\z][z\w]

/

rly\w][2\w]

/

[2\w]
Tl S/R
[y\w] w[2\w] T

]

X

A

Observar que 7'y T’ no tienen un ancestro comun, por cuanto el LSC con gc no verifica la
propiedad de estabilidad.
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5.3. Propiedades del LSC con etiquetas de Lévy

En esta seccion se establecen varias propiedades del LLSC:

1. En la Seccion demostramos propiedades basicas de la reduccion etiquetada, inclu-
yendo el invariante de términos correctamente etiquetados.

2. Enla Seccion estudiamos diagramas de permutacion en el LLSC. En particular de-
mostramos que el LLSC es un sistema de reescritura axiomatico orthogonal (Prop.[5.32).

3. En la Seccion demostramos que el LLSC es débilmente normalizante si la altura de
los nombres de los redexes que se contraen esta acotada (Prop. [5.43).

4. En la Seccion fortalecemos el resultado anterior, mostrando que el LLSC es fuer-
temente normalizante si la altura de los nombres de los redexes que se contraen esta

acotada (Teo.[5.49).

5. En la Seccion obtenemos como corolario que el LLSC es confluente (Teo.|5.51).

5.3.1. Propiedades basicas

Comenzamos demostrando algunas propiedades basicas del calculo etiquetado LLSC defi-
nido en Def. incluyendo el invariante de términos correctamente etiquetados.

Etiquetas y contextos

Lema 5.9 (Propiedades de las etiquetas y contextos).

La:(B:t)= (Bt

2. SiL es un contexto de sustitucion, entonces « : (tL) = (« : t)L.

3. SiC no es un contexto de sustitucion, entonces o : C{t) = (a : C){t).

4 1 (a:t)=1(a)

5.1 (Ca*Y) = 1 (Cave 1)

6. a: C{aP)) es de la forma C'¢a™), donde | (B) = | (') ya: C(Be 1) =C(f'e : 1),
Lema 5.10 (El agregado de etiquetas es funtorial). Sit £, s entonces (a : t) 5, (o : s).

Lema 5.11 (La reduccion preserva la etiqueta exterior). Sit —; s entonces | (t) = 1 (s).
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Términos inicialmente y correctamente etiquetados

En esta subseccion damos una definicion precisa de términos inicialmente etiquetados, y
definimos un invariante para términos correctamente etiquetados, de tal modo que todos los
términos inicialmente etiquetados estan correctamente etiquetados y la relacion de reescritura
(—Lsc) preserva el etiquetado correcto.

Definicion 5.12 (Etiquetas hoja). Seat € 7*. El multiconjunto de etiquetas hoja de t se escribe
vl,(t) y se define como el multiconjunto de etiquetas atomicas de la forma | («) para cada
ocurrencia de ® en t. Formalmente:

Vie(2®) = (L ()}
vl (y®) o siz #y
vi(A%yt) () siz #y
V(@ (t,s) vl (t) w vly(s)
vl (t[y\s]a) o vl (t) wvl(s) siz#y
Extendemos esta operacion a contextos definiendo vl ([]) ' 5. Observar que vl (C{t)) =

vl (C) w vl,(t) si C no liga x. De manera ocasional, tratamos a estos multiconjuntos como
conjuntos, cuando la multiplicidad es irrelevante.

Lema 5.13 (Propiedades de las etiquetas hoja).
L vl (a: t) = vl (t)

2. Sit —y s entonces vl (t) 2 vl,(s) para toda variable x (donde “2” denota la inclusion de
conjuntos).

Definicion 5.14 (Términos inicialmente etiquetados). Un término ¢ € T esta inicialmente
etiquetado, lo que se escribe INIT(?), si:

1. Para cada subtérmino s, la etiqueta externa /(s) es inicial y £(s) ¢ { e, ®}.
2. Para cada par de subtérminos sy, so en posiciones diferentes, se tiene que /(s1) # £(s2).

3. Para cada subtérmino de ¢ que es un ligador, es decir, de la forma (A\3x.s), o de la forma
{® sivl(s) =@

vl,(s) en caso contrario

s[x\u]q, se tiene que Q) = {

Observacion 5.15. Dado un término sin etiquetas ¢, siempre existe una variante inicialmente
etiquetada t* de ¢.

Ejemplo 5.16 (Términos inicialmente etiquetados). El término etiquetado ( *{‘c}x.@b(:cc, Yy [Y\2%] e}
es una variante inicialmente etiquetada de (A\x.zy)[y\z].

Los términos etiquetados X{‘c’d}x.@b(mc, 24) y y*[2\z"]g) estan inicialmente etiquetados.

Los términos etiquetados x* y 1® no estan inicialmente etiquetados porque las etiquetas
iniciales distinguidas e y ® no pueden decorar subtérminos.
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Los términos etiquetados @*(x®, 2) y @*(2® 2*) no estan inicialmente etiquetados porque
diferentes subtérminos deben tener diferentes etiquetas.

Los terminos etiquetados )\?b,c}x.xb y y*[2\2P](g} no estan inicialmente etiquetados porque
los conjuntos de etiquetas sobre los ligadores deberian coincidir con el conjunto de etiquetas hoja
de la variable ligada.

El siguiente lema sencillo (Lem. [5.18) afirma que los nombres de los pasos que salen de un
término inicialmente etiquetado tienen una forma particular.

Definicion 5.17 (Nombres de redexes iniciales). Un nombre de redex p se dice inicial de
acuerdo con la siguiente definicion por casos:

1. Un nombre de redex db es inicial si es de la forma db(a) con a € Z.
2. Un nombre de redex 1s es inicial si es de la formaa e bcona,b e 7.

3. Un nombre de redex gc es inicial si es de la forma {® e a}.

Lema 5.18 (Los nombres de redexes de un término inicialmente etiquetado son iniciales). Sea
t € T un término inicialmente etiquetado. Sea i el nombre de un redex det. Entonces ju es inicial.

Lema 5.19 (Propiedad Inicial). Seat € T un término inicialmente etiquetado. Si R : t *5; s
y S : t S u son diferentes pasos, entonces i # V.

A continuacion definimos la nocion de término correctamente etiquetado, invariante que
verifican los términos inicialmente etiquetados después de aplicar pasos de reduccion etique-
tada.

Definicion 5.20 (Términos correctamente etiquetados). Una etiqueta o € L es buena, lo que
escribimos v'(«), de acuerdo con la siguiente definicion inductiva:

a¢{e,® = V(a)
Vi) av(B) = V(aB)
Vi) avi(B) = V(a e f)

Vo) = V([a])
Vie) = V(la])
V(o) = V(db(a))

Un conjunto de variables iniciales (2 es bueno, lo que escribimos v'(£2), si es no vacio, no
contiene ocurrencias de e, y no contiene ocurrencias de & a menos que sea precisamente
{®}. Formalmente:

V() S Qo)A (e ¢ A @EQYQ=(R®))

Un término ¢ € T* es bueno, lo que escribimos v (¢), si todas las etiquetas y conjuntos de
etiquetas son buenos. Mas precisamente:

V(@) = v (z%)
V(@ AV(Q) AV(E) = v (\dzx.t)
V) AV () Avi(s) = v(Q*t,s))
V) AV () AV(Q) = V(t[z\s]a)
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También extendemos la nocion de bueno a contextos, declarando que vale v'([]). Observar
que v (C(t)) se verifica si y s6lo si tanto v (C) como v/ (t) se verifican.

Un término ¢ € T se dice correctamente etiquetado si'y sélo si verifica todas las condiciones
siguientes:

1. Bueno: se verifica v/ (t).
2. Abstracciones correctas: para cualquier subtérmino \3x.t’" se tiene que vl (') < Q.
3. Sustituciones correctas: para cualquier subtérmino t'[x\s'], se tiene que vl (') < Q.

Paralos itemsy observar que las inclusiones son entre conjuntos, es decir, solo nos interesa
el conjunto subyacente al multiconjunto vl,.(%).

Ejemplo 5.21 (Términos correctamente etiquetados). El término etiquetado )\"{‘[:1‘;( a)],[db(e) J}x.xc[db(d)]

es una variante correctamente etiquetada de \x.x.
Los términos etiquetados x*° y y*®® no estan correctamente etiquetados porqueae ya®b
no son etiquetas buenas.

bed

El término etiquetado Agy&-2" no esta correctamente etiquetado porque {d} no es subcon-

junto de {®}.

La definicion de términos inicialmente y correctamente etiquetados se extiende también
a derivaciones. Una derivacion p : t —; s se dice inicialmente (resp. correctamente) eti-
quetada si ¢ esta inicialmente (resp. correctamente) etiqueada. Por Rem. toda derivacion
p:t —sc s en el LSC sin etiquetas tiene una variante etiquetada p' : ' —, s'.

A continuacion demostramos que la nocion de término correctamente etiquetado es inva-
riante por la relacion de reescritura (—).

Observacion 5.22. Todos los términos inicialmente etiquetados también estan correctamente

etiquetados.

Lema 5.23 (La reduccion preserva el correcto etiquetado). Seat € T* un término correctamente
etiquetado yt —y s. Entonces s esta correctamente etiquetado.

Definicion 5.24 (Términos inicialmente alcanzables). Un término ¢ se dice inicialmente al-
canzable si hay un término inicialmente etiquetado ¢, tal que ¢ty — t.

Observacion 5.25 (Los términos inicialmente etiquetados estan correctamente etiquetados).
Consecuencia inmediata de Lem.

Morfismos de etiquetado

A veces resulta util o necesario renombrar etiquetas. Por ejemplo, la siguiente derivacion
en el LLSC:

(2 ) [2\2Tqapy =0 (22 2) [2)\ 2T qap)
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Se puede renombrar, mandando la etiquetaaa d e e, la etiquetabad e e yla etiquetaca
f e g, obteniendo:

dee dee feg eef deeefog dee feg
(@9 2% ®)[2\2" "B lray —¢ (2 2 ) [2\2" "By
Este mecanismo se formaliza con la siguiente nocion de morfismo:

Definicion 5.26 (Morfismo de etiquetado). Un morfismo de etiquetado ¢ es una funcion ¢ :
L — L homomorfica en todos los constructores de etiquetas, salvo por las etiquetas iniciales:

¢p(e) = o H(®) = ® ¢(db(a)) = db(¢(a))
¢lal) = fe(@)] ola]) = [o(a)]  olaB) = oa)e(b)

Si €2 es un conjunto de etiquetas, escribimos ¢({2) para denotar {| (¢(2)) | a € 2}. El dominio

de los morfismos de etiquetado se extiende de tal modo que se puedan aplicar a términos, como
sigue:

oa®) = 2 oAgzt) = A

$(Q(t,s)) = @), 4(s)) o(t[z\s]a) = ¢

Los morfismos de etiquetado se pueden aplicar también a contextos, declarando que ¢([]) =
[, y sobre nombres de redexes, como sigue:

¢(db(a)) = db(¢(a))
dla e f) = | (o) o1 (0(5))
o({aeplacQ}) = {ae1(0(0))[acd(Q)}

Observacion 5.27. Un morfismo de etiquetado queda univocamente determinado por su valor
en el conjunto de etiquetas iniciales Z.

Lema 5.28. Si ¢ es un morfismo de etiquetado, valen las siguientes propiedades para cualquier
etiqueta o € L y cualquier términot € T*:

L | (¢(a)) =1 (o(l (0)))
2.1 (¢(@) =1 (o1 (@)))

Proposicion 5.29 (Los morfismos de etiquetado son funtoriales). Sea ¢ un morfismo de eti-

quetado. Entonces para cada paso R : t ©>; s hay un paso ¢(R) : ¢(t) M@ o(s).

Como consecuencia, se pueden aplicar morfismos de etiquetado a derivaciones, definiendo

O(Ry ... R) = 6(Ry) ... 6(Ry).
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5.3.2. Ortogonalidad

En esta seccion demostramos que el LLSC es confluente. A decir verdad, demostramos una
propiedad mas fuerte, la de que el LLSC forma un sistema de reescritura axiomatico ortogonal
en el sentido de Mellies.

Comenzamos demostrando que el LLSC es débilmente Church-Rosser, es decir, que todo
diagrama «<—— formado por dos pasos se puede cerrar con cero o mas pasos —»«—. En el calculo
etiquetado vale el siguiente resultado mas fuerte, porque afirma que el diagrama se cierra con
pasos del mismo nombre:

Proposicién 5.30 (Permutacion fuerte). Sean R : t %, s y S : t %, u pasos en el LLSC.
Entonces existen un término r y dos derivaciones o : s Doy 1 yp:u Losp . Graficamente:

Ademas, la demostracion es constructiva y:

1. Si R es un paso db, o consta de exactamente un paso.
2. Si R es un paso 1s, o puede constar de uno o dos pasos.

3. Si R es un paso gc, o puede constar de cero o un pasos.
Y simétricamente para S y p.

Recordar que el LSC con su relacion de residuo usual forma un sistema de reescritura
axiomatico ortogonal (Prop.[5.3). Dotamos al LLSC de una relacion de residuo usando la rela-
cion de residuo del LSC, como se indica a continuacion.

Definicion 5.31 (Residuos para el LLSC). Sit € T* es un término etiquetado, notamos |t| € T
para el término sin etiquetas que resulta de eliminar todas las etiquetas de ¢. Analogamente,
si R : t —; s es un paso etiquetado en el LLSC, escribimos |R| : |t| —sc |s| para el corres-
pondiente paso en el LSC, a través de la biyeccion obvia.

Sea R : t —; s un paso etiquetado y sean S} : t —, uy S : s —, r dos pasos etiquetados.
Declaramos que se verifica la relacion de residuos S; (R) S; en el LLSC si y solo si la relacion
de residuos usual |S;| {|R|) |S2| se verifica en el LSC.

Proposicion 5.32 (Ortogonalidad). Con la nocion de residuo dada arriba, el LLSC forma un
sistema de reescritura axiomatico ortogonal.

Un corolario importante del resutlado de ortogonalidad es que el etiquetado es consistente
con la equivalencia por permutacion.

Proposicion 5.33 (Las derivaciones equivalentes por permutacion dan lugar a las mismas
etiquetas). Sean p; y py derivaciones equivalentes por permutacion, es decir, py = py. Sean
0l y pb variantes etiquetadas de p, y po respectivamente tales que src(p}) = src(p), es decir,
comienzan en el mismo término etiquetado. Entonces tgt(p{) = tgt(p5), es decir, terminan en el
mismo término etiquetado.
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5.3.3. Normalizacion débil de la reduccion acotada

En esta seccion demostramos que si la relacion de reescritura del LLSC se restringe de
tal forma que la altura de los nombres de los pasos esté acotada, la relacion de reescritura
obtenida resulta ser débilmente normalizante.

Debajo introducimos los calculos auxiliares LLSC” y LLSC”/, que s6lo permiten contraer
un paso R si el nombre de R verifica un predicado P. Introducimos también la nocion de
predicado acotado.

Definicion 5.34 (El LLSC P-restringido). Sea P un predicado sobre los nombres de los rede-
xes. Definimos dos calculos, LLSC” y LLSC"Z. El conjunto de términos es 7 en ambos casos.
La relacion de reduccion —; p se define tal como en el LLSC, restringida a contraer solo pasos
cuyos nombres verifican el predicado P. La relacion —; p; se define de manera similar, pero
se restringe a contraer pasos db y 1s:

def .
t5ips < severificat 5,5 A P(u)

def .
tLoprs < severifica (t Byqps v t Dy1ss) A P(p)

Observar que, dado que no hay pasos gc, el nombre de un paso en el calculo LLSC*/ se puede
entender siempre como una etiqueta. Escribimos ¢ — p s si hay un paso t %>, p s para algin
nombre de redex (i, y analogamente para — p; .

Definicion 5.35 (Altura de etiquetas y nombres de redexes). Definimos la altura de una eti-
queta como sigue:

ha) ¥ 1
h([a]) = h(la]) = h(db(a)) < 1+ h(a)
h(aB) = max{h(a), h(8)}

De manera similar, definimos la altura de un nombre de redex como sigue:

Redex db: h(db(«)) oy h(a)

Redex 1s: h(a o ) 4 méax{h(a), h(5)} donde «, § son atomicas
Redex gc: h({a e §|ac Q}) 4 méx{h(a e )| acQ} donde [ esatomica

Observar que en el caso de redexes db y 1s, la altura del nombre del redex coincide con su
altura si se lo entiende como una etiqueta.

Definicion 5.36 (Predicado acotado). Un predicado P sobre nombres de redexes se dice aco-
tado si y solo si existe una cota H € N tal que para todo nombre de redex p, si vale P(pu)
entonces h(p) < H.

Por el momento ignoramos los pasos gc y trabajamos tinicamente con el calculo LLSC?/,
Nuestro objetivo es demostrar que la relacion de reescritura L, p; esdébilmente normalizante
si P es acotado. Este es el contenido de la Prop. de abajo. Esbozamos la estructura de la
demostracion:
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1. En Prop. |5.39, demostramos que el LLSC sin gc verifica el principio de creacion, es
decir, si un redex R crea a otro redex S, el nombre de R es un “subnombre” de S.

2. En Lem. [5.41, demostramos que entre los pasos LLSC”/ que salen de un término dado,
hay al menos un paso no duplicante.

3. En Lem. [5.42] demostramos que contraer un paso a no duplicante tiene el siguiente
efecto:

3.1 Preserva a todos los pasos existentes (es decir, tienen exactamente un residuo).

3.2 Losredexes creados tienen nombres mas altos que el redex que se contrajo, es decir,
la altura de la etiqueta se incrementa.

Con estos resultados es posible definir una medida sobre los términos que siempre decrece
cuando se elige contraer un redex no duplicante.

Principio de creacion

La siguiente relacion de contribucion entre nombres corresponde a la idea informal de que
el nombre de un redex es un “subnombre”, o sea, esta contenido, en el nombre de otro redex.

Definicién 5.37 (Contribucion de nombres). Se dice que un nombre de redex j contribuye
. . Name .

directamente a un nombre de redex v, y se escribe ;1 <=7 v, si se da alguno de los tres casos

siguientes:

db(8) 5T db(a[db(8)]7)
db(3) Y a e [db(B)] donde « es cualquier etiqueta atomica

L (a) e 1(8) =57 db(as p)

Se dice que un nombre de redex p contribuye (indirectamente) a un nombre de redex v, y se

. Name . Name
escribe 1 = v, si u(=7)*v.

Observacién 5.38. Si 1 5 v entonces h(y) < h(v).

Proposicién 5.39 (Propiedad de Creacién para el LLSC sin gc). Seant £, s %, u dos pasos
consecutivos, cada uno de los cuales puede ser un paso db o 1s, pero no gc. Si el primer paso crea
al segundo, entonces [ Mﬂf V.

Pasos no duplicantes

Definicién 5.40 (Paso no duplicante). Dado un sistema de reescritura axiomatico con una
nocion de residuo, un paso R : t — s se dice no duplicante si todo paso coinicial S : ¢t — u
tiene a lo sumo un residuo después de R, es decir, #(S/R) < 1.

Lema 5.41 (Existencia de pasos —; p; no duplicantes). Seat € T* un término tal que no esta
en — pr -forma normal. Entonces t tiene al menos un redex —; p; no duplicante.
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Lema 5.42 (Efecto de contraer un paso no duplicante). Sea namesp;(t) el multiconjunto de
nombres de pasos —; p; que salen det. Sea R : %0 pr S un paso no duplicante. Entonces
existen multiconjuntos de etiquetas m yn tales que:

namespr(t) = m w {a}
namesp;(s) = mwn

y ademas h(«) < h(3) para toda etiqueta 3 € n. Observar que « es el nombre del paso que se
contrae y n son los nombres de los pasos que se crean.

Normalizacion débil para reduccion acotada sin gc

El siguiente es el resultado principal de esta seccion:

Proposicion 5.43 (La reduccion acotada es débilmente normalizante). Si P es un predicado

acotado, entonces —, p;r es WN.

5.3.4. Normalizacion fuerte de la reduccion acotada

En esta seccion fortalecemos el resultado de normalizacion de Prop. probando que
el LLSC en su totalidad (incluyendo la regla gc) es fuertemente normalizante, en tanto que
se restrinja la reduccion a redexes cuyo nombre tenga altura acotada. La estructura de la
demostracion es la siguiente:

1. Primero demostramos que —; p; es increasing (Lem. |5.46). Recordar que una relacion
de reescritura —< X? se dice increasing si existe una funcién f : X — Ntalque z — y

implica f(z) < f(y).

2. Usando la propiedad anterior, concluimos en Lem. que — p; es fuertemente nor-
malizante si P es un predicado acotado.

3. Por ultimo, usando un lema técnico que permite postponer los pasos gc (Lem. [5.48),
obtenemos el resultado principal (Teo. [5.49), que afirma que la relacion de reduccion
para el LLSC es SN, para nombres redexes de altura acotada.

Normalizacion fuerte para reduccion acotada sin gc

Definicion 5.44 (Medida de un término etiquetado). Definimos el tamarno de una etiqueta de

la siguiente manera:

la] = 1
Il = el = |db(@)] < 1+ ]a]
lag] = ol + 18]
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Dado un término etiquetado, su medida ||t| se define como la suma de los tamanos de todas

sus etiquetas:

o H def

Jz= =l

def
Mz t] = ol + [

[@t )l = ol + It + sl
ltl\slal %] + 5]
La medida de un contexto |C| se define de manera similar, declarando ||| .
Lema 5.45 (Propiedades de la medida de un término).
L el = el + ]
2. o=t = fef + [t

Lema 5.46 (La reduccion etiquetada sin gc es increasing). Sit —, p; s entonces |t|| < ||s].

La demostracion del siguiente lema se basa en el lema de Klop-Nederpelt, que afirma que
WCR A WN A Inc = SN:

Lema 5.47 (La reduccion acotada en el calculo sin gc es fuertemente normalizante). Sea P
un predicado acotado. Entonces —; p; es SN.
Normalizacion fuerte para reduccion acotada con gc

Para extender el resultado de normalizacion fuerte a todo el calculo, incluyendo la regla
gc, necesitamos el siguiente lema ténico que permite postponer pasos gc.

Lema 5.48 (Postposicion de gc en el calculo LLSC). Sea p : t —; s una reduccion. Entonces
existen un término w y una reduccion o : t —»;ap 15 U —>¢ gc S. Ademas, escribimos #,(p) para
denotar el numero de redexes con nombre |1 que se contraen a lo largo de una reduccion p. Con
esta notacion, tenemos que:

1. El numero de pasos db y 1s se preserva:

#,(p) = #,(0) si u es un nombre de redex db o 1s

2. El numero de pasos gc puede aumentar:

#,(p) < #,(0) sip es un nombre de redex gc

3. La reduccion o contrae los mismos nombres que p:

#,(0) >0 = #,(p) > 0 para cualquier nombre de redex

El siguiente es el resultado principal de esta seccion:

Teorema 5.49 (La reduccion acotada en el calculo LLSC? es fuertemente normalizante). Sea
P un predicado acotado. Entonces —y p es SN.
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5.3.5. Confluencia

En esta seccion damos dos demostraciones de que el LLSC es confluente. Las dos demostra-
ciones son consecuencia de hechos ya previamente establecidos. La primera demostracion se
basa en métodos puramente sintacticos, en tanto que la segunda se basa en teoria de residuos.

Lema 5.50 (La reduccion acotada en LLSC” es confluente). Sea P un predicado acotado. En-
tonces la relacion de reescritura —, p es Church—Rosser.

Teorema 5.51 (E1 LLSC es confluente). La relacion de reescritura —, es Church—Rosser.

Demostracion.

Primera demostracion. Sip : t -, sy o : t —, u, definimos P(u) de tal manera que
valga si i es el nombre de un redex que se contrae en p o 0. Como el nimero de etiquetas es
finito, P es acotado y por el resultado anterior (Lem. concluimos.

Segunda demostracion. Ya hemos demostrado que el LLSC es un sistema de reescritura
axiomatico ortogonal (Prop.[5.32). Ademas, los sistemas de reescritura axiomaticos ortogona-
les tienen la propiedad de confluencia algebraica, que a su vez implica confluencia. [



Capitulo 6

Aplicaciones del LSC etiquetado

6.1.

Introduccion

Este capitulo es fruto de la colaboracion con Eduardo Bonelli, y se estructura de la siguiente

manera. Destacamos en negrita las principales contribuciones:

1.

En el capitulo anterior (Rem.[5.8), vimos que el LSC con la regla gc no cumple con la pro-
piedad conocida como estabilidad. En la Seccic')n usando el LLSC como herramienta,

demostramos que, en cambio, el LSC sin la regla gc cumple con la propiedad de
estabilidad (Prop.[6.1).

En la Seccion recordamos la nocion de Deterministic Family Structure (DFS) de
Glauert y Khasidashvili. A continuacion, usando el LLSC como herramienta, demos-
tramos que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure (Teo. [6.13).
En particular, la propiedad de normalizacion fuerte para reduccion acotada del LLSC
corresponde a la propiedad conocida como Finite Family Developments para el LSC sin

gc.

En la Seccion recordamos el resultado de optimalidad de Lévy para el calculo-\-
calculus (Teo.[6.17), repasamos el resultado de optimalidad abstracta de Glauert y Kha-
sidashvili (Teo.[6.24), y, como corolario, obtenemos un resultado de optimalidad para el
LSC sin gc.

En la Seccion [6.5 recordamos en qué consiste el problema de estandarizacion, y propo-
nemos un procedimiento de estandarizacion para Deterministic Family Structu-
res (Prop.[6.39), inspirado en un resultado de estandarizacion de Klop. Como corolario,
obtenemos un resultado de estandarizacién para el LSC sin gc (Coro. [6.43).

. Enla Seccion 6.6/ recordamos la nocion de normalizacion, y demostramos un resultado

de normalizaciéon para Deterministic Family Structures (Prop. [6.54): damos con-
diciones suficientes bajo las cuales una estrategia de reduccion es normalizante. Como
corolario, concluimos que, en el LSC sin gc, la estrategia call-by-name (Coro. y una
variante de la estrategia call-by-need (Coro. son normalizantes.

82
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6.2.

Estabilidad

Recordar que, dado un sistema de reescritura axiomatico ortogonal, se dice que verifica la

propiedad de estabilidad (Def. si dos pasos que tienen un residuo comun siempre tienen

también un ancestro comun. Graficamente:

A

To
LN
S/R »‘/R/s

)

En Rem.|5.8{observamos que el LSC con la regla gc no cumple con la propiedad de estabilidad.

Por otra parte:

Proposicion 6.1. El LLSC sin gc cumple con la propiedad de estabilidad.

6.3.

Familias de redexes

En esta seccion estudiamos familias de redexes en el LSC sin gc. Comenzamos recordando
notacion y algunas definiciones:

Un sistema de reescritura axiomatico tiene la propiedad de ancestro unico (UA) si un
paso tiene a lo sumo un ancestro, es decir, cada vez que R; (S) Ry Ry (S) R se tiene
que Ry = Rs.

Un sistema de reescritura axiomatico tiene la propiedad de aciclicidad si dos pasos no
pueden borrarse mutuamente, es decir, cada vez que R # Sy R/S = & se tiene que

S/R #+ @.

En un sistema de reescritura, un redex con historia o hredex es una derivacion no vacia.
Generalmente nos interesa el ultimo paso del hredex, de modo que los hredexes tipica-
mente se escriben como de la forma pR donde p es una derivacion posiblemente vacia

y R es un paso componible. El conjunto de hredexes cuyo origen es un objeto x se nota
Hist(x).

En un sistema de reescritura axiomatico ortogonal escribimos p = o si p y o son deri-
vaciones equivalentes por permutacion.

Damos también una definicion formal de copia:

Definicion 6.2 (Relacion de copia). Sean pR y oS hredexes coiniciales en un sistema de

reescritura axiomatico ortogonal arbitrario. Decimos que oS es una copia de pR, y escribimos

pR <

05, si existe una derivacion 7 tal que p7 = oy R (1) S. Graficamente:

/O

.............. S

SN
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Definicion 6.3 (Deterministic Family Structure). Una Deterministic Residual Structure (DRS)
es un sistema de reescritura axiomatico ortogonal que verifica ademas las propiedades de
ancestro unico (UA) y aciclicidad.

Una Deterministic Family Structure (DFS) es una tripla (A4, ~, <), donde A es una Deter-
ministic Residual Structure, ~ es una relacion de equivalencia entre hredexes coiniciales cuyas
clases de equivalencia se llaman familias, y < es una relacion binaria de contribucion entre
familias coiniciales. Dos familias se dicen coiniciales si sus representantes lo son. La familia
de un hredex pR se escribe Fam. (pR). Ademas, se deben verificar los siguientes axiomas:

1. INICIAL. Si R, S son pasos coiniciales distintos, entonces Fam.(R) # Fam.(.5).
2. Coria. Se verifica la inclusion (<) < ().

3. Fin1TE FAMILY DEVELOPMENTS (FFD). Cualquier derivacion que contrae hredexes de un
numero finito de familias es finita. Mas precisamente, no puede existir una derivacion
infinita R1 Ry ... R,, ... tal que el conjunto {Fam-(R; ... R,) | n € N} es finito.

4. CREACION. Si pR es un hredex y R crea S, entonces Fam.(pR) — Fam.(pRS).

5. CONTRIBUCION. Dadas dos familias coiniciales ¢1, ¢o € Hist(t)/ ~, la relacion ¢; < ¢,
se verifica si y solo si para todo hredex oS € ¢9, existe un hredex pR € ¢; tal que pR
es un prefijo de o (es decir, 0 = pRo’).

En términos practicos, una vez que se cuenta con un etiquetado de Lévy para un calculo, la
demostracion de que el calculo verifica los axiomas INIC1IAL, COPIA y CREACION en la definicion
de DFS deberia ser una demostracion técnica pero directa. En contraste, los axiomas FINITE
FaMILY DEVELOPMENTS y CONTRIBUTION tienen una demostracion tipicamente no trivial.

El LSC con gc no forma una Deterministic Family Structure

Hemos visto en Rem. 5.8/ que el LSC (con gc) no cumple con la propiedad de estabilidad.
Una consecuencia de este hecho es que el LSC con gc no forma tampoco una Deterministic
Family Structure. Para ver esto, alcanza con demostrar la siguiente proposicion, que se puede
encontrar en el trabajo de Glauert y Khasidashvili [19, Lemma 4.1].

Proposicion 6.4. Si (A, ~ <) es una DFS, entonces A tiene la propiedad de estabilidad.

El1 LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure

Esta seccion se aboca a la demostracion de que el LSC sin gc forma una Deterministic Fa-
mily Structure. Por definicion, una DFS es una tripla (A, ~, <) donde A es una Deterministic
Residual Structure. En efecto se tiene:

Proposicion 6.5. El LSC sin gc forma una Deterministic Residual Structure.

Para demostrar que el LSC sin gc forma una DFS, necesitamos algunos lemas preliminares.

Recordemos que (Nﬂe) representa la relacion de contribucion de nombres definida en Def.
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Lema 6.6. Sea ¢ un morfismo de etiquetado y sean 1 y v dos nombres de redexes (no gc). Entonces
S5 v implica §(1) = 6(v).

Veremos que el LSC sin gc forma una DFS con las siguientes nociones de familia de redexes
y contribucion:

Definicion 6.7 (Familias de redexes en el LSC sin gc). Sean pR y oS hredexes coiniciales en
el LSC sin gc. Sean p’R’ y 0.S* dos variantes inicialmente etiquetadas de pR y oS respecti-
vamente, comenzando a partir del mismo término inicialmente etiquetado. Sea ;. el nombre
de R’y sea v el nombre de S*. Entonces:

., . F C
» Relacion de famila. Declaramos que vale pR = ¢S siy solo si p = v.
. s . . Fam . , . Name
» Relacion de contribution. Declaramos que vale pR < oS siy solosi p <= v.

Ejemplo 6.8 (Familias de redexes y contribucion). En el siguiente diagrama:

(A\r.z) y)[y\2] == z[\y][y\z] == yl2\y][y\?]

Tlt TZL
((Az.z) 2)[y\2] zla\z][y\z]

Fam

tenemos que'l} ~ RT, yqueR 2% RS. Esto se puede justificar comenzando desde una variante
inicialmente etiquetada del término ((A\z.x) y)[y\z] y observando que los nombres de Ty y RT5

son ambos d e e, y que el nombre de R contribuye al nombre de RS, es decir, db(b) RSP

|db(b)]:

@ (AP, ) [y 2] — s paldb(B)le ) o ab(b)1d] ) -]

@a(/\bx.xc, Lde €) [y\ze] xa[db(b)]c[l,\zldb(b)Jd * e] [y\ze]

c e |db(b)] ya[db(b)]c o |db(b)|d [x\y[db(b)jd] [y\2¢]

Proposicion 6.9 (Las familias de redexes estan bien definidas). Las relaciones (Fa:m) y ()

estan bien definidas, en el sentido de que no dependen de la eleccion del etiquetado inicial.

. . y .1, (Fam ./ . .
Es inmediato comprobar que la relacion de familia ( ~') es una relacion de equivalencia.

Esto se reduce al hecho de que la igualdad de nombres de redexes es a su vez una relacion de

. . . .s . . F
equivalencia. Tal como en la definicion abstracta de DFS, las clases de equivalencia de ~ se

llaman familias, y Fam.(pR) representa la familia del hredex pR.

Definicion 6.10 (Relacion de contribucion entre familias). Dadas dos familias coiniciales

@1, o, decimos que ¢y contribuye a ¢, y escribimos ¢, e ¢9, si y solo si dados pR € ¢
. .. Fam

y 05 € ¢4 se verifica la condicion pR < o5S.

. . Fam . . .
Observar que, por abuso de notacion, escribimos <= tanto para la relacion de contribucion
entre hredexes y para la relacion de contribucion entre familias.
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Proposicion 6.11 (La contribucion esta bien definida). La relacion de contribucion 20 entre
familias esta bien definida, en el sentido de que no depende de la eleccion de los representantes.

En la siguiente proposicion enunciamos y demostramos el axioma de CONTRIBUCION para
el LSC sin gc. La demostracion se basa en varios lemas técnicos que se omiten:

. ez . . . Fam
Proposicion 6.12 (CONTRIBUTION axiom for the LSC without gc). Sean ¢, ¢, € Hist(t)/ =
familias coiniciales en el LSC sin gc. Entonces las siguientes propiedades son logicamente equi-
valentes:

. . . ;g Fam
1. Contribucion sintactica. ¢; <~ ¢».

2. Contribucion semantica. Para cada hredex 0.S € ¢, existe un hredex pR € ¢, tal que
pR es un prefijo de .

Por ultimo, estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccion:

Fam

Family Structure, donde A es el DRS construido en Prop. ~ es la relacion de familia ente

Teorema 6.13 (El LSC sin gc forma una DFS). La triplaﬁ, Fa:m, Eﬂ?) forma una Deterministic
L Fam .. . ., L7.
hredexes coiniciales (Def. y < es la relacion de contribucion entre familias (Def.|6.10).

6.4. Reduccion optimal

En las secciones anteriores, dotamos al LSC de una nocion de etiquetas de Lévy (Def. y
usamos esta nocion de etiquetado para definir una nocion de familia de redexes para el LSC sin
gc (Def.[6.7): dos redexes estan en la misma familia si el esquema de etiquetado les atribuye
el mismo nombre. Vimos también que esta nocion de familia tiene buenas propiedades, en el
sentido de que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure (Teo. [6.13).

En esta seccion, enunciamos el resultado de optimalidad de Lévy en el marco del calculo-
A. Esto no es estrictamente necesario pero sirve para clarificar el resto de la exposicion. En
segundo lugar, enunciamos una generalizacion, debida a Glauert and Khasidashvili, del teo-
rema de optimalidad de Lévy para una Deterministic Family Structure arbitraria. Por ultimo,
usando el hecho de que el LSC sin gc forma una Deterministic Family Structure, obtenemos
un teorema de optimalidad para el LSC sin gc, lo que significa que ciertos tipos de reducciones
son optimales. Para ello estudiamos la nocion de forma normal salvo aplicacion de la regla gc.

Optimalidad en el calculo-)\

Para enunciar mas precisamente el resultado de optimalidad de Lévy, necesitamos dar pri-
mero algunas definiciones. Recordar que si M es un multipaso, escribimos M para referirnos
a su development completo canonico, que existe y es inico modulo equivalencia por permu-
tacion. Las definiciones y resultados en esta subseccion se remontan al trabajo de Lévy y se
pueden encontrar claramente presentadas en el libro de Asperti y Guerrini [7].
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Definicion 6.14 (Reduccion por familias). Sea (A, ~, <) una DFS. Una reduccion por familias
es una multiderivacion M, ... M,, en A tal que para cada i € {1,...,n} todos los pasos en
M, pertenecen a la misma familia. Mas precisamente, para todo i € {1,...,n} y para dos
pasos R, S € M, cualesquiera se tiene que My ... M, 1R ~ M;... M;_1S. Ademas, una
reduccion por familias es completa si cada M; es un conjunto maximal de pasos que tienen al
objeto src(M;) como origen y pertenecen a la misma familia.

La motivacion detras de la definicion de Lévy de reduccion por familias completa es la
idea de que una implementacion optimal nunca deberia duplicar el trabajo computacional. En
cambio, deberia compartir el trabajo de contraer todas las copias de un mismo redex. Ejecutar
un paso de computo en una implementacion optimal deberia corresponder a contraer todos y
solamente los redexes de una misma familia.

Ejemplo 6.15 (Reducciones por familias). Considerar el siguiente diagrama en el LSC sin gc:

(z2)[2\y][y\2] —= (y2)[2\y][y\2] (zy)[\y][v\z]
T R
(zy)[2\y][y\z] — (yy)[z\y] [yQ) [2\y][y\z]

(yy)[2\z][y\z]

La multiderivacion { R, S} (que consta de una secuencia de exactamente un multipaso) no es una
reduccion por familias, porque R y S no estan en la misma familia, en tanto que {R}{S'} y
{SHR'} son ambas reducciones por familia completas. La multiderivacion { R}{S'}{11,T>} es
una reduccion por familias, pero no es completa porque el conjunto {1}, Ty} no es un conjunto
maximal de pasos coiniciales en la misma familia. La multiderivacion { R}{S"}{T1, T, T3} es
una reduccion por familias completa.

Comenzando desde un término ¢, noes interesa encontrar la reduccion optimal, es decir, la
mas corta.

Definicion 6.16 (Reduccion optimal). Sea x € A un objeto en una DFS. Una reduccion por fa-
milias que tiene como origen al objeto x y como destino a la forma normal de = de dice optimal
si su longitud es minima entre todas las reducciones por familias con dichas caracteristicas.

Al requerir que una multiderivacion sea una reduccion por familias completa, aseguramos
que nunca se duplica el trabajo computacional. A pesar de ello, una reduccion por familias
completa podria no ser optimal, porque podria efectuar trabajo computacional innecesario.
Por ejemplo, en el calculo-), dado el diagrama:

(Az.y) (Iz) —E> (\z.y) 2
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la multiderivacién { R}{S>} es una reduccion por familias completa que alcanza la forma nor-
mal. Sin embargo, no es optimal, dado que {5} es una reduccion por familias mas corta que
tambieén alcanza la forma normal.

Para definir formalmente queé significa que una multiderivacion efectie solamente trabajo
computacional necesario, Lévy trabaja con la siguiente definicion: un paso R : ¢t — s es nece-
sario si toda derivacion coinicial o : ¢ — u que alcanza la forma normal de ¢ contrae al menos
un residuo de 1. Una reduccion por familias M, ... M,, se dice necesaria si todo multipaso
M, contiene al menos un paso necesario. El resultado de optimalidad de Lévy afirma entonces
lo siguiente:

Teorema 6.17 (Optimalidad — Lévy, 1978). En el calculo-\, cualquier reduccion por familias
completa y necesaria que alcanza una forma normal es optimal.

Optimalidad en Deterministic Family Structures

En [19], Glauert y Khasidashvili proponen una generalizacion del resultado de optimalidad
de Leévy. Este resultado generaliza Teo. en dos dimensiones. En primer lugar, el resultado
no solo aplica al calculo-), sino en general a cualquier Deterministic Family Structure, de
las que el calculo-\ es un caso particular. En segundo lugar, el resultado no solo aplica a
reducciones que alcanzan una forma normal, sino mas en general a reducciones que alcanzan
una respuesta, donde la nocion de respuesta es un parametro adicional para el teorema de
optimalidad generalizado. La nocion de respuesta se especifica a través de un conjunto de
términos que pueden variar en distintos contextos. Por ejemplo, en el calculo-)\ cualquiera de
los siguientes conjuntos de formas normales (f.n.’s) se puede considerar como un conjunto de
respuestas:

{teT|#seT.t—s} (fn)s)
{Az.t|xzeV, teT} (abstracciones)
Ay .. xpyty. by [ n,m =0, z1,...,xn,yEV, t1,...,t; € T} (fn’s ala cabeza)
{Aet|zeViteTu{ati...ty|n=0, €V, t1,...,t, € T} (fn’sala cabeza débiles)

donde V es el conjunto de variables y 7 el conjunto de todos los términos. El conjunto de
respuestas se escribe X'. Las definiciones y resultados de esta subseccion se remontan al trabajo
de Lévy y corresponden a la generalizacion hecha por Glauert y Khasidashvili para DFSs
arbitrarias [[19,[7]).

Definicion 6.18 (X' -necesario). Sea .4 un sistema de reescritura axiomatico ortogonal y sea X’
un conjnuto de objetos. Un paso R : © — y es X -necesario si toda derivaciono : v — z € X
contrae al menos un residuo de R. Un multipaso M es X'-necesario si contiene al menos
un paso X'-necesario. Una multiderivacion M ... M,, es X'-necesaria si el multipaso M; es
X -necesario para todo i € 1..n.

Por motivos técnicos, el conjunto de respuestas no puede ser un conjunto arbitrario de
objetos. Debe ser un conjunto estable:

Definicion 6.19 (Conjunto estable). Un conjunto X’ de objetos es estable si:
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1. X es cerrado por parallel moves, es decir, para todo z ¢ X, paratodop:z »ye X,y

para toda reduccién o : x — z que no contiene objetos en X, el destino de p/o esta en
X.

2. X es cerrado bajo expansion no necesaria, es decir, para todo R :  — y tal que v ¢ X
yy € X, el paso R es X-necesario.

Ejemplo 6.20. Es facil verificar que, en el calculo-), el conjunto de abstracciones {\x.t |t € T}
es estable.

Definicion 6.21 (Reduccion X-optimal). Sea = € A un objeto en un DFS y sea X’ un conjunto
estable en A. Una reduccion por familias D : x — y € X’ es X-optimalsi sulongitud es minima
entre todas las reducciones por familias de la forma x — y € X (donde x esta fijo y y varia).

Notemos FAM(D) para el conjunto de familias de una multiderivaciéon. Mas precisamente:
FAM(M; ... M,) < {Famo(M;...M;_1R) |1 <i<n, Re M}
Entonces podemos demostrar el siguiente resultado auxiliar.

Lema 6.22. Sea X' un conjunto estable de términos en una DFS. Si D : ©* — y € X es una
reduccion por familias, entonces #FAM(D) < |D|.

Lema 6.23. Sea X' un conjunto estable de términos en una DFS. Si D : © — y € X es una
reduccion por familias completa y X -necesaria, entonces |D| = #FAM(D).

Teorema 6.24 (Optimalidad generaliza — Glauert y Khasidashvili, 1996). Sea X’ un conjunto
estable de terminos en un DFS. Entonces cualquier reduccion por familias completa y X -necesaria
D:z—ye X es X-optimal.

Ejemplo 6.25 (Reduccion optimal en el calculo-)). Sea A un termino cualquiera tal que A —
A, y considerar el siguiente diagrama:

(\z.zz) (Az.y) A) T (Az.zz) (Az.y) A)

L

Entonces las reducciones por familias { R}{S1, Sa} y {S}{R'} son ambas reducciones optimales
a forma normal. Las reducciones por familias { R}{S1}{5%} y {R}{S2}{S} no son completas.
Cualquier reduccion por familias que comience con el multipaso {T'} no puede ser necesaria,
porque el paso T’ no es necesario para alcanzar la forma normal.
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Optimalidad en el LSC sin gc

Combinando el hecho de que el LSC sin gc es una Deterministic Family Structure (Teo.[6.13)
con el resultado de optimalidad generalizado para DFSs (Teo.[6.24), se obtiene un resultado de
optimalidad para el LSC. Sin embargo, el resultado de optimalidad generalizado depende de
la eleccion de un conjunto estable X que capture la nocion de respuesta buscada.

Uno podria estar interesado en el conjunto de respuestas dado por las formas normales del
LSC sin gc, es decir, en el conjunto:

NFapis < {teT |BseT .t >aas s}
es facil comprobar que NFg4,15 es un conjunto estable. Sin embargo, la nocion de NFg, 15-
optimalidad que uno obtiene en este caso no es muy interesante, por dos razones. Un mo-
tivo es que en el LSC sin gc no hay borrado, lo que implica que todos los pasos son siempre
NF 45 15-necesarios. Otro motivo es que en el LSC sin gc uno no busca obtener realmente la
forma normal de un término. Por ejemplo, sea 2 = (Az.zx) Ax.zz y considerar la siguiente
derivacion:

Az Ayr) 2Q —a  (Ayz)[r\2]Q
—a  2[y\Q][z\z]
—1. 2[y\Q[\z]
—a  2y\(zr)[r\\rax]][2\z]

—

en este ejemplo, la reduccion sigue indefinidamente sin alcanzar nunca una forma normal,
prosiguiendo con la evaluacion del término dentro de la sustitucion [y\...], a pesar de que esta
sustitucion no se utiliza. La nocion interesante es la de formas normales salvo aplicacion de la
regla de garbage collection que elimina las sustituciones que no se utilizan. Esta es la nocion
de forma normal alcanzable que se define a continuacion.

Definicion 6.26 (Forma normal alcanzable). Notemos nf,.(¢) a la gc-forma normal de un
término ¢ dado. El conjunto RNF de formas normales alcanzables es el conjunto de términos:

RNE %f {teT | nfy(t) € NFap1s}

La siguiente proposicion justifica que el Teo. se puede aplicar a la nocion de reduccion
RNF-optimal.

Proposicion 6.27 (El conjunto RNF es estable).

Ejemplo 6.28 (Optimal RNF-reduction in the LSC without gc). Sea A un término arbitrario
tal que A — A’ y considerar el siguiente diagrama, en el cual los términos en RNF se encuentran
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subrayados:
. z[z\(\y.2) Al L; z[z\(\y.z) A']
5, (Qg:2)4) [x\(Ay-;{ \?v[x\y[z\A]]
y[2\A] [w\(Ay-zfA]/ m-@ A)[2\z[\A]]

k/ﬁ

y[2\A][z\y[2\A]]

Entonces las reducciones por familias { R}{S1, S2} y {S}{ R’} son RNF-optimales por Teo.
Cualquier reduccion por familias que comience con el multipaso {T'} ... no es RNF-necesaria,
porque T' no es no es necesario para alcanzar un término en RNF.

Observar que la reduccion por familias { R}{S} alcanza un término en RNF en el menor

numero posible de multipasos, pero no es completa porque {S1} no es maximal, de modo que el
Teo. no asegura que sea RNF-optimal.

6.5. Estandarizacion

El problema de estandardizacion consiste, en general, en hallar, para cada derivacion p :
x — y una derivacion p’ : &' — v’ estandary equivalente a p.

En principio uno podria estar interesado en varias nociones distintas de equivalencia entre
derivaciones. En la literatura, la palabra estandarizacion se refiere cominmente a la estanda-
rizacion con respecto a la relacion de equivalencia por permutacion.

Dada una nocion de equivalencia fija ~ entre derivaciones, a veces es posible demostrar
un resultado de estandarizacion, que involucra a la clase de derivaciones S, cuyos elementos
se denominan derivaciones estandar. Un resultado de estandarizacion afirma que siempre es
posible hallar, para cada derivacion p, una derivacion estandar equivalente p’ € S. Un resulta-
do de estandarizacion mas fuerte aseguraria ademas que para cada derivacion p hay una dnica
derivacion equivalente p’ € S, es decir, que el conjunto de clases de equivalencia modulo ~
esta en correspondencia 1-1 con el conjunto S. Ademas, el resultado de estandarizacion se
demuestra constructivamente, dando un procedimiento que otorga, para cada derivacion p el
representante estandar p’ de su clase de ~-equivalencia.

En esta seccion definimos un procedimiento de estandarizacion para Deterministic Family
Structures, requiriendo algunos axiomas adicionales. La demostracion de que el procedimiento
de estandarizacion termina se apoya en la propiedad de FINITE FAMILY DEVELOPMENTS. Como
corolario, obtenemos un teorema de estandarizacion para el LSC sin gc.

Se han formulado muchos teoremas de estandarizacion abstracta. El resultado que presen-
tamos en esta seccion es una adaptacion del teorema de estandarizacion en paralelo de Klop
([37, Proposition 8.5.19]) al marco de las Deterministic Family Structures.

Observar que en [3, Theorem 3, Theorem 4], Accattoli, Bonelli, Lombardi y Kesner ya han
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propuesto un procedimiento de estandarizacion para el LSC. Nuestro procedimiento difiere
de aquél en los siguientes aspectos:

1. Nuestro procedimiento se basa en el teorema de Finite Family Developments, mientras
que [3] se basa en el hecho de que el LSC cumple con una serie de axiomas propuestos
por Mellies en [34, Chapter 4].

2. Nuestro procedimiento de estandarizacion esta inspirado por el de Klop [37, Section 8.5.2],
y se basa en un procedimiento de selection, que remite al algoritmo de ordenamiento por
seleccion, mientras que [3] se basa en un procedimiento de permutacion de pares anti—
standard, que remite al algoritmo de ordenamiento por burbujeo.

3. Nuestro procedimiento no trata la regla gc, mientras [3]] si la trata.

4. Nuestro procedimiento impone un orden fijo entre los redexes de modo tal que la reduc-
cion estandar es sintacticamente Unica, en tanto que [3] considera las formas estandar
modulo permutacion de redexes disjuntos, de modo tal que la reduccion estandar es
unica salvo equivalencia por permutacion de cuadrados.

Estandarizacion en Deterministic Family Structures

En esta subseccion demostramos un resultado de estandarizacion para Deterministic Fa-
mily Structures que verifican algunas restricciones adicionales. El resultado principal de esta
seccion es el resultado de estandarizacion para DFSs (Prop. [6.39). Empezamos demostrando
un resultado técnico sencillo.

Proposicion 6.29 (La proyeccion no crea familias). Sea A una DFS, sea ¢ : t — t' una
derivacion en A, y sean p y o derivaciones coiniciales en A comenzando desde un término t'.
Entonces el conjunto de familias de redexes que se contraen a lo largo de p/o esta incluido en
el conjunto de familias que se contraen a lo largo de p, relativos a la historia ¢. Mas precisa-
mente, si p/o se escribe como 1T T, entonces p se puede escribir como v1Uvy de tal modo que
Fam-(¢puv,U) = Fam~(¢pomT).

Para demostrar el resultado de estandarizacion, enunciamos algunas definiciones auxilia-
res, incluyendo la nocion clave de estrategia de multi-seleccion uniforme. Recordar que en un
sistema de reescritura axiomatico ortogonal las letras M, \V, . . . denotan multipasos, D, E, . . .
denotan multiderivaciones y Multistep denota el conjunto de todos los multipasos.

Definicion 6.30 (Pertenencia). En un sistema de reescritura axiomatico ortogonal .4, un paso
R pertenece a una derivacion p, lo que se escribe R <1 p, si y solo si p se puede escribir como
de la forma p = p; R'ps donde R’ € R/p;. Un multipaso M pertenece a una derivacion p, lo
que se escribe M <1 p, siy solo si R < p para cada R € M.

Definicion 6.31 (Estrategia de multi-seleccion). En un sistema de reescritura axiomatico or-
togonal A, una estrategia de multi-seleccion es una funcion M que le asocia, a cada derivacion
p no vacia, un multipaso M € Multistep coinicial tal que M < py M/p = @.
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Definicion 6.32 (Estrategia de multi-seleccion uniforme). Una estrategia de multi-seleccion
M se dice uniforme si p = o implica M(p) = M(o) para derivaciones p, o no vacias cuales-
quiera.

Ejemplo 6.33. En el calculo-)\, considerar la estrategia de multi-seleccion trivial My, que siem-
pre elige el primer paso de una derivacion dada. Mas precisamente, sea Mry;, (Rp) o {R}.
Entonces My, es una estrategia de multi-seleccion porque para toda derivacion Rp no vacia se
tiene que R < Rp y que R/Rp = @.

Sin embargo, My, no es uniforme. Por ejemplo, si RS" = SR/, tal como en el siguiente

diagrama, se tiene que M1, (RS’) = {R} # {S} = M (SR').

(Az.(\y.2) zz)t 2 (My.z) tt

Si S'i

/

(Av.za)t—E—s 2t

Enlo que resta de esta subseccion, demostramos que cualquier estrategia de multi-seleccion
M induce, para una derivacion p dada, una derivacion p* equivalente por permutacion. Esto
da lugar a un resultado de estandarizacion, parameétrico en la estrategia M. El conjunto de
derivaciones estandar es el conjunto {p* | p es una derivacion}. Ademas, demostramos que la
derivacion p* inducida es unica, salvo equivalencia por permutacion.

Definicion 6.34 (Multiderivacion inducida). En un sistema de reescritura axiomatico orto-
gonal, sea M una estrategia de multi-seleccion y sea p una derivacion arbitraria. La secuencia
inducida por M sobre p se escribe M*(p) y es una secuencia posiblemente infinita de multipa-
sos, definida por las siguientes ecuaciones recursivas:

def )€ sip=e
M(p) - M*(p/M(p)) en caso contrario

Si la recursion termina, la secuencia es finita y la llamamos la multiderivacion inducida por M
sobre p.

En un sistema de reescritura arbitrario, esta definicion recursiva podria no terminar. El
siguiente lema provee condiciones suficientes para que M*(p) quede bien definida. Concre-
tamente, en una Deterministic Family Structure la definiciéon recursiva de M*(p) esta bien
fundada, como consecuencia de la propiedad de FINITE FAMILY DEVELOPMENTS.

Lema 6.35. Sea M una estrategia de multi-seleccion en una DFS. Si p es cualquier derivacion
(finita), entonces M*(p) es finita.

Por definicion, una estrategia de multi-seleccion M, cuando recibe dos derivaciones equi-
valentes por permutacion, siempre elige el mismo multpaso. Y, de hecho, da lugar a la misma
multiderivacion.

Lema 6.36. Sea M una estrategia de multi-seleccion uniforme en una DFS, y sean p, o deriva-
ciones finitas. Si p = o entonces M*(p) = M*(o).
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Lema 6.37. Sea M una estrategia de multi-seleccion en una DFS, y sea p una derivacion finita.
Entonces p = 0M*(p), donde 0D denota el development completo canonico de D.

Definicion 6.38 (Multiderivacion estandar). Una multiderivacion D se dice M-estandar si

M*(0D) = D.

Proposicion 6.39 (Estandarizacion para DFSs). Sea M una estrategia de multi-seleccion uni-
forme en una DFS. Para cualquier derivacion finita p, existe una unica multiderivacion D tal que
p = 0D y D es M-estandar. Concretamente, D = M*(p).

Ejemplo 6.40 (Estandarizacion en el calculo-)\). En el calculo-), sea Ml eq(p) := {R} donde R
es el paso mas a la izquierda entre aquellos pasos tales que R/p = &. Sea ademas Mp,(p) :=
{R| R/p = @}. Se puede verificar que M| cr, y Mlp,, son estrategias de multi-seleccion uniformes.
Ademas, sea A — A’ y sea p la derivacion:

p: Aryxz) (Ar.2)A) - Azyzz) (Ar.2)A") - (Ar.yzz) z — yzz
Entonces la forma estandar (mas a la izquierda) de p es:
Lei(p) + (Aryaz) (Ar.2)A) = y((Ar.2) A)(Az.2)A) = yz((Ar.2)A) — yzz
La forma estandar paralela de p consta de un unico multipaso:

*
MPar

(p) : (A\z.yzx) (A\r.2)A) = yzz

Estandarizacion en el LSC sin gc

En esta subseccion aplicamos el resultado de estandarizacion anterior (Prop. [6.39) al LSC
sin gc.

Definicién 6.41 (Selector arbitrario). Sea Out(t) el conjunto de pasos con origen en un
término ¢ del LSC sin gc, y sea <; un orden parcial estricto sobre Out(t). Escribimos < para
la funcion tal que, dado un término ¢ € T, otorga un orden parcial <; & Out(t) x Out(t).

El selector arbitrario sobre < se escribe Ml y se define como la siguiente funcion, que recibe
una derivacion no vacia y devuelve un conjunto finito de pasos coiniciales:

def

M.(p) = {R|R/p =2y R es minimal}

Por minimal nos referimos a que no existe un paso R' tal que R'/p = @y R’ <q(,) R.

Observar que M_(p) es un conjunto finito no vacio. Para ver esto, notar que el conjunto
X = {R| R/p = &} es no vaclo, pues R/p = & si R es el primer paso de la derivacion
p. Ademas, el conjunto X es finito, porque el LSC es finitely branching. Por lo tanto X debe
contener al menos un elemento minimal. Ademas:

Lema 6.42. M_ es una estrategia de multi-seleccion uniforme.
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Corolario 6.43 (Estandarizacion por seleccion arbitraria para el LSC sin gc). Sea M_ el se-
lector arbitrario sobre <. Para cada secuencia finita p en el LSC sin gc, hay una unica multideri-
vacion D tal que p = 0D y D es M _-estandar. Ademas, si la funcion < es computable, entonces
D es computable a partir p, a saber: D = M* (p).

Ejemplo 6.44 (Estandarizacion en el LSC sin gc). En el LSC singc, sea p : x[x\t] — x[z\t'] —
t'[z\t'] — t"[x\t'], dondet — t' — t".

1. Si<! eselorden parcial trivial en el que todo par de pasos es incomparable, es decir, R <} S
nunca se verifica, entonces: M*., (p) : z[2\t] = t'[x\t'] — t"[2\t']. El primer paso es un
multipaso propiamente dicho.

2. Sea <2 el orden total de izquierda a derecha, definido de tal modo que R <? S se verifica
cuando R esta a la izquierda de S. Entonces: M, (p) : z[2\t] — t[z\t] — t'[2\t] —
t'[z\t'] — t"[x\t'].

3. Sea <3 es el orden total de derecha a izquierda, definido de tal modo que R <} S se verifica
si R esta a la derecha de S. Entonces: M*3(p) = p : z[z\t] — z[2\t'] — t'[2\t'] —

#[2\t'].

6.6. Normalizacion de estrategias

Una estrategia de reduccion es, informalmente, una restriccion sobre los pasos de computo
que se pueden ejecutar en un sistema de reescritura. Por ejemplo, en el calculo- A, la reduccion
a la cabeza es la restriccion de la regla de S-reduccion que solamente permite contraer redexes
a la cabeza, esto es, redexes que estan bajo un contexto de la forma Ax; ... x,.[Ju; ... u,. Mas
precisamente, la reduccion a la cabeza se define por medio de la siguiente regla de reescritura:

ATy T (AY ) S UL L Uy —head AT .. Ty t{Yy = SYuy L Uy,

Por ejemplo, la siguiente es una secuencia de pasos de reduccion a la cabeza. Subrayamos el
redex que se contrae:

Az Ay y) (Ay.x)Q) —head AT (AY.2)Q —head AT

en tanto que la siguiente no es una secuencia de pasos de reduccion a la cabeza, porque el
primer paso no contrae un redex a la cabeza:

Az.(Ay.y)(Ay.x)Q) = Az.(A\y.y)T —head AT.T

Se puede demostrar que un término tiene a lo sumo un redex a la cabeza. Un término sin
redex a la cabeza es una forma normal a la cabeza. Es un hecho conocido el de que, al contraer
sucesivamente el redex a la cabeza, se alcanza la forma normal a la cabeza, de ser posible. Mas
precisamente, se tiene el siguiente resultado—ver por ejemplo [36, Corollary 1.5.12 (i)] para
su demostracion:
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Proposicion 6.45 (La reduccion a la cabeza es normalizante a la cabeza en el calculo-)\). Sea
t un término que tiene forma normal a la cabeza, es decir, existe una forma normal a la cabeza
s tal quet <7 s. Entonces no existe una reduccion a la cabeza infinitat —heaq t1 —head 2 - - -

Observar que un término, tal como 2 = (A\zx.zz)(Az.xx), podria no tener una forma nor-
mal a la cabeza, en cuyo caso es imposible que una estrategia alcance una forma normal a la
cabeza.

El resultado de Prop. se conoce como el hecho de que la reduccion a la cabeza es
normalizante a la cabeza. En general, si X es un conjunto de respuestas, una estrategia se
dice X'-normalizante si contraer sucesivamente un término de acuerdo con lo indicado por la
estrategia lleva a un término en el conjunto X, siempre que sea posible.

En esta seccion damos condiciones suficientes bajo las cuales ciertas estrategias de reduc-
cion son X'-normalizantes en Deterministic Family Structures. La demostracion de normali-
zacion se basa fuertemente en la propiedad de FINITE FAMILY DEVELOPMENTS. Como conse-
cuencia, tenemos que dos estrategias especificas, call-by-name y call-by-need lineal, son nor-
malizantes en el LSC sin gc.

Se han estudiado muchos resultados de normalizacion. En particular, mencionamos que
Glauert y Khasidashvili demuestran un resultado de normalizacion relativa [[19, Theorem 4.1]
para Deterministic Family Structures, que asegura que contraer pasos X' -necesarios (cf. Def.[6.18)
alcanza un término en A" de esr posible. El resultado de normalizacion para DFSs que enun-
ciamos y demostramos es un caso particular, es decir, es mas débil que el resultado de norma-
lizacion relativa de Glauert y Khasidashvili. La ventaja es que nuestro resultado solo requiere
verificar un numero de condiciones sintacticas locales sobre diagramas de reescritura para
poder asegurar que una estrategia es X'-normalizante.

Normalizaciéon en Deterministic Family Structures

En esta subseccion demostramos un resultado de normalizacion para Deterministic Family
Structures. El resultado principal de esta subseccion es Prop. en el que damos condicio-
nes suficientes para que una estrategia sea X'-normalizante. Comenzamos dando definiciones
formales de todas las nociones asociadas.

Definicion 6.46 (Sub-ARS). Un sub-ARS de un ARS A = (Obj, Stp, src,tgt) es un ARS B =
(Obj’, Stp’, src’, tgt’) tal que Obj’ = Obj, Stp’ < Stp, y ademas las funciones src’, tgt’ son las
restricciones de src, tgt a Stp’. Un sub-ARS B es cerrado si el conjunto NF(B) es cerrado por
reduccion, es decir si z — 4 y y « € NF(B) entonces y € NF(B5).

Definicidén 6.47 (Estrategia). Una estrategia en un ARS A = (Obj, Stp, src, tgt) es un sub-
ARS B = (Obj’, Stp', src/, tgt’) que cuenta con los mismos objetos, es decir, Obj = Obj', y el
mismo conjunto de formas normales, es decir, NF(.A) = NF(B).

Observacion 6.48. Cualquier sub-ARS B se puede extender a una estrategia Sg agregando los
pasos que salen de las formas normales, es decir, declarando Stp(Sg) := Stp(B) U {R €
Stp(A) | src(R) € NF(B)}. Observar en particular que si B es una estrategia entonces Sg = B.
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Ejemplo 6.49. En el calculo-), la nocion de reduccion a la cabeza —neaq no es una estrategia
estrictamente hablando, porque el conjunto de 3-formas normales no coincide con el conjunto de
formas normales a la cabeza.

La reduccion a la cabeza se puede extender a una estrategia Syeaq de tal modo que un paso (3
arbitrario R : t —3 s esté en la estrategia Sheaq Si R contrae un redex a la cabeza o, alternativa-
mente, t es una forma normal a la cabeza.

Definicion 6.50 (Estrategia A'-normalizante). Sea X un superconjunto de las formas nor-
males de A. Una estrategia S se dice X'-normalizante si para todo objeto z tal que existe una
reduccion x — 4 y € X, toda reduccion maximal desde x en la estrategia S contiene un objeto
en X.

La siguiente nocion de invarianza por residuos es la nocion clave para dar una condicion
suficiente para que una estrategia sea /'-normalizante.

Definicion 6.51 (Invarianza por residuos). Sea A un sistema de reescritura axiomatico. Un
sub-ARS B de A es invariante por residuos si dados pasos Ry S tales que R € By S # R,
existe un paso R’ € Stal que R’ € R/S.

Ejemplo 6.52. En el calculo-), la estrategia leftmost outermost S\ o es la estrategia que solo
permite contraer el paso leftmost outermost, es decir, el paso que contrae el redex cuya \ esta
mas a la izquierda. Es facil verificar que S\ o es invariante por residuos, porque el residuo de un
paso leftmost outermost es también leftmost outermost.

El siguiente es un lema sencillo sobre la nocion de invarianza por residuos:

Lema 6.53 (Los pasos de un sub-ARS invariante por residuos se preservan en DFSs). Sea
F = (A, ~, <) una DFS y sea B un sub-ARS invariante por residuos de A. Sea pR un redex con
historia tal que R esta en BB, y sea o cualquier reduccion finita coinicial al paso R. Supongamos
también que o no contrae redexes en la familia de pR. Mas precisamente, supongamos que cada

vez que o se puede escribir como 0150 se tiene que pR ¥ po,S. Entonces R tiene un residuo
R e R/oenB.

Pasamos al resultado principal de esta subseccion:

Proposicion 6.54 (Normalizacion para DFSs). Sea B un sub-ARS cerrado e invariante por re-
siduos en una Deterministic Family Structure. Entonces la estrategia Sp es NF(3)-normalizante.

Normalizacion en el LSC sin gc

En las subsecciones que signe, definimos dos estrategias en el LSC sin gc y demostramos
que son normalizantes.

En primer lugar, estudiamos la nocion de reduccion lineal a la cabeza, que corresponde a
la reduccion call-by-name en el LSC sin gc. Como vimos en el Capitulo [2| esta estrategia se
corresponde intimamente con la evaluacion de A-términos en la maquina abstracta de Krivine.
Ademas, esta estrategia se corresponde también con la nocion de reduccion lineal a la cabeza
de Vincent Danos y Laurent Regnier en el calculo-\ [13]).
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En segundo lugar, definimos una nueva estrategia que denominamos reduccion call-by-
need lineal. La reduccion call-by-need lineal es similar a la estrategia call-by-need (débil) que
estudiamos en los Capitulos|2| y 3| con la diferencia ligera diferencia de que la regla de susti-
tucion lineal que estudiamos tiene la forma en lugar de la forma (6.2).

C(ad[2\vL] — C(VL)[z\vL] (6.1)

Clad[2\vL] — C(vd[a\v]L (6.2)

La ventaja de la estrategia call-by-need débil, dada por (6.2), es que solo copia el subtérmino v,
y comparte el contexto de sustitucion L. Ademas, se corresponde con la nocion de call-by-
need de Ariola et al. [5,33]. Desafortunadamente, la estrategia call-by-need no es un sub-ARS
del LSC, de modo que no seria posible aplicar nuestros resultados directamente a la variante de
call-by-need débil dada por sin antes rehacer parte del trabajo que hemos realizado en las
secciones precedentes. Por ejemplo, habria que demostrar que una variante del LSC adaptada
con la nueva regla de sustitucion lineal también forma una Deterministic Family Structure.
Dejamos esto pendiente como trabajo futuro y restringimos nuestra atencion solamente a la
variante de call-by-need dada por (6.1).

Normalizacion de la reduccion lineal a la cabeza

En esta subseccion, recordamos la definicion de la reduccion lineal a la cabeza (call-by-
name) y demostramos que es normalizante.

Definicion 6.55 (Reduccion lineal a la cabeza y formas normales lineales a la cabeza). La
reduccion lineal a la cabeza es el sub-ARS HIL del LSC sin gc que selecciona el (inico) paso
db o 1s cuya ancla se encuentre bajo un contexto a la cabeza débil. Los contextos a la cabeza
débiles estan definidos por la gramatica:

H:=[|Ht| H[z\t]

El conjunto de formas normales lineales a la cabeza HLNF se define como el conjunto de
términos generados por la gramatica:

A = (Azt)L
| H{x) donde H no liga z

Los términos de la forma (Az.t)L se llaman respuestas, en tanto que los términos de la forma
H{x) sellaman estructuras. La variable x se llama la the variable a la cabeza de una estructura

H{x).

Corolario 6.56 (La reduccion lineal a la cabeza es HLNF-normalizante). La estrategia Sy,
asociada al sub-ARS HIL. es HLNF-normalizante.
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Ejemplo 6.57. La siguiente es una reduccion lineal a la cabeza que alcanza un término en HLNF.

(Az.z2)((Ay.y)(rz.2)) (zz)[2\(Ay.y) (Az.2)]
((Ay-y)(Az.2)z)[2\(Ay.y) (Az.2)]
(yly\Nz.2]2) [\ (Ay.y) (Az.2)]
((Az2)[y\\z.2]) [\ (Ay-y) (Az.2)]
2l2\e][y\Az ][\ (Ay.y) (Az.2)]
w[2\e][y\Nz.2][2\(Ay.y) (Az.2)]
((Ay.y)(Az.2))[2\z][y\Az.2][2\(Ay -y) (Az.2)]
yly\Az z][2\e][y\ Nz 2][2\(Ay.y) (Az.2)]
(Az2)[y\\z2][2\x][y\ Nz 2] [0\ (Ay ) (Az.2) ]

A A A

Normalizacion de la reduccion call-by-need lineal

En esta subseccion, definimos una variante de call-by-need que denominamos reduccion
call-by-need lineal y demostramos que es normalizante.

Definicion 6.58 (Reduccion call-by-need lineal y formas normales call-by-need lineales). La
reduccion call-by-need lineal es el sub-ARS NIL del LSC sin gc definido como sigue. Los con-
textos de evaluacion call-by-need lineales estan dados por la gramatica:

N =0 WE [ N2\ | Nz )l \N]

La regla de reduccion — g, es una union de la regla db usual y la regla 1snl:

N )[#\VL] = 16m NVL)[2\VL]

las dos reglas se clausuran por contextos call-by-need lineales.

El conjunto de formas normales call-by-need lineales NLNF esta definida por la gramatica
A = (Az.t)L | N{z). Los términos de la forma (Az.t)L se llaman respuestas y los términos
de la forma N{x)) se llaman estructuras. En las estructuras, N no liga x, dicha variable se llama
la variable necesaria.

Corolario 6.59 (La reduccion call-by-need lineal es NLNF-normalizante). La estrategia Sy,
asociada al sub-ARS NIL. es NLNF-normalizante.

Ejemplo 6.60. La siguiente es una reduccion call-by-need lineal que alcanza un término en

NLNF.

(Az.zz)((Ay.y)(Az.2)) (zz)[2\(Ay-y)(Az.2)]
(zz)[2\y[y\Az.2]]
(xx)[x\(Az.2)[y\\z.2]]
(Az.2)x)[x\Nz.2][y\\z.2]

[2\x][z\\z.2][y\Az.2]
z[2\Az.z][2\Az.2][y\Az.2]
(Az.2)[2\Az.z][2\\z.2][y\\z.2]

z

L Ll



Capitulo 7

Conclusion

En esta tesis hemos usado calculos con sustituciones explicitas a distancia, y en particu-
lar el Calculo de Sustituciones Lineales, para estudiar estrategias de evaluacion. Los temas
principales que se abordaron son tres:

1. Demostramos que algunas de estas estrategias de evaluacion—call-by-name, call-by-
value, call-by-need y call-by-name fuerte—destilan el comportamiento de maquinas abs-
tractas y que son razonables en términos de complejidad temporal. Esta metodologia nos
permitio revisitar algunas maquinas abstractas conocidas de la literatura (tales como la
maquina abstracta de Krivine o la maquina ZINC de Leroy), como asi también concebir
nuevas maquinas abstractas.

2. Extendimos la estrategia de evaluacion call-by-need al marco de la evaluacion fuerte.
Nuestro resultado principal es la completitud del call-by-need fuerte, que se basa en una
técnica reciente de Kesner, utilizando sistemas de tipos interseccion no idempotente
para caracterizar la normalizacion débil.

3. Estudiamos la teoria de familias de redexes en el LSC. Para ello, propusimos una va-
riante del LSC con etiquetas, siguiendo el trabajo de Lévy sobre el calculo-\. Esta teoria
proporciona resultados sobre la estrategia de evaluacion optimal, y otorga nuevas de-
mostraciones de estandarizacion en el LSC y normalizacion de la estrategia call-by-need.

En las secciones siguientes se describen posibles lineas de trabajo futuro.

7.1. Una maquina abstracta para reduccion call-by-need
fuerte
En esta seccion, proponemos una maquina abstracta para reduccion call-by-need fuerte.

Definicioén 7.1. Los estados de la maquina son 4-uplas { 7 | ¢ t | E' ) comprendidas por:
una pila 7, una fase @, un término t, y un entorno E. Los términos son los usuales del LSC. La
fase es un valor 1ogico que puede tomar dos valores: {} o ||. La pila representa el contexto de

100



101

evaluacion actual, de manera similar a las estructuras conocidas como zippers [21]]. Las fases,
pilas y entornos se definen por medio de la siguiente gramatica:

e = 1 Fase de retroceso
|l Fase de evaluacion
T o= € Pila vacia (foco en la raiz)
| a(t):w« Argumento (foco a la izquierda de una aplicacion)
| d(t):7 Estructura (foco a la derecha de una aplicacion)
| h(Ey, z):7 Heap (foco a la derecha de una sustitucion)
| Ax):m Lambda (foco bajo una abstraccion)
E = ¢ Entorno vacio
| E:|z—t] Asociacion
| E:zr—t] Asociacion congelada
| E:A(x) Delimitador de alcance

7w || t[z\s] | E v m|l t |[z—s]E D-Migracion
|l ts |E v ma(s)| | ¢t |FE D-Aplicacién
ma(s) || Azt | E > || ¢t |[z—s]E Beta
|| Azt | E v aAz) |l t |A@x)E D-Lambda
si no termina cona(.) oh(., .)

7|l =z |Eir—s]Ey v 7wh(Enz) |l s | Es Busqueda

7|l =z |Eifz—s]|Ey o 7|1 =z |EifJlx— s|E2 Buasqueda congelada
mh(Ey, ) || v | Es v || o |Ei[zr—v]Ey LSV

|| vy |FE v |t y |E Retroceso

si y no tiene un valor asociado en E

ra(s) | t |FE v md(t) || s |FE U-Argumento
mh(Ey, ) |t | B9 v 7| =z |Eifx— t]E2 U-Update
md@®) | s |E v | ts | E U-Aplicacion
aA(z) |t t |[y—s]E v A (z) | 1 t{y\s] | E U-Migracién
axz) | t | A@)E v | At | E U-Lambda

Ejemplo 7.2. The following is an execution in the strong call-by-need abstract machine. In each
step we underline the focus of evaluation, i.e. the pattern of the db redex or the variable contracted
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by the 1s redex:

€ I (Az.zz)(A\y.z(I2)y) | €
D-Aplicacion > a(Ay.z(Iz)y) | Ar.xx | €
Beta > € [ xx | [z — Ay.z(I2)y]
D-Aplicacion > a(x) [ x | [ — Ay.z(I2)y]
Busqueda h(e, x) [ Ay.z(1z)y | €
LSV v € [ Ay.z(I2)y | [z — Ay.z(I2)y]
D-Lambda ~~~ Ay) [ z(Iz)y | K(y)[z — Ay.z(12)y]
D-Aplicacion > Ay) a(y) [ 2(1z) | K(y)[x — Ay.z(1z)y]
D-Aplicacion > Ay)a(y)a(lz) || z | K(y) [z — Ay.z(I2)y]
Retroceso v~ Ay)a(y)a(lz) |1 z | Ky) [z — Ay.z(I2)y]
U-Argumento > Ay)a(y)d(z) U Iz | K(y)[z — Ay.z(12)y]
D-Aplicacion ~~  Ay)a(y)d(z)a(z) || I | Ky)[z — \y.2(12)y]
Beta o Ap)a)dz) |l w | [ 2K ()l — Ay2(12)y]
Bisqueda o A(y)a(y) d(2) he, )]} . A Age(I2)y)
Retroceso ~~  A(y)a(y)d(z) h(e, w)|1 z | Ay) [z — Ay.z(I2)y]
U-Update > Ay)a(y)d(z) If w | [w = 2]Ay)[z — Ay.z(12)y]
U-Aplicacion Ay) a(y) Kl zZw | [w — z]A(y)[x — Ay.z(12)y]
U-Argumento > Ay) d(zw) [ Yy | [w — z]A(y)[x — Ay.z(12)y]
Retroceso v~ Ay) d(zw) Kl Y | [w — z]A(y)[x — Ay.z(1z)y]
U-Aplicacion v~ Ay) K zwy [ [w — z][A(y)[x — Ay.z(12)y]
U-Migracion > Ay) Kl (zwy)[w\z] | K(y)[z — Ay.z(12)y]
U-Lambda ~~~ € I Ay.(zwy)[w\z] | [z — Ay.z(I2)y]

Se omite la propuesta para la decodificacion de los estados de la maquina como términos.
Formular una nocion adecuada de bisimulacion fuerte = entre términos para demostrar que
esta maquina simula la estrategia call-by-need fuerte queda pendiente como trabajo futuro.
Al momento de escribir esta tesis, la pregunta de si la estrategia call-by-need fuerte se puede
implementar de forma razonable se encuentra abierta.

7.2. Definicion de un procedimiento de extraccion

En esta seccion describimos un problema, actualmente no resuelto, que hallamos al tratar
de caracterizar las familias de radicales en el LSC. En particular, proponemos un procedimiento
de extraccion, pero dejamos abierta la pregunta sobre si dicho procedimiento cuenta con todas
las propiedades deseadas.

Definicion 7.3 (No duplicacion). Escribimos p # S si p no duplica S, es decir, #(S/p) = 1.
Decimos que p no duplica o, y escribimos p # o, de acuerdo con la siguiente definicion

p#S p/SH# o
p#e p# So

inductiva:

Observacion 7.4. Si p # o entonces o/p tiene la misma longitud que o.

Definicion 7.5 (Derivacion interna). Decimos que un paso R es interno a un contexto C, y
escribimos C < R, siempre que el origen de R es de la forma C(¢) y, ademas:
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» Si R es un radical db, la posicion del agujero de C es un prefijo de la posicion del patron
del radical db.

» Si R es un radical 1s, la posicion del agujero de C es un prefijo de la posicion de la
variable contraida por el radical 1s.

Ademas, una derivacion p es interna a un contexto C, de acuerdo con la siguiente definicion

inductiva:
C<R C<p

C<e C< Rp
Si R es un radical 1s y o es una derivaciéon componible, es decir, tgt(R) = src(o), decimos

que la derivacion o es interna al sujeto (respectivamente, al argumento) de R, y escribimos
R <gp; 0 (respectivamente, R <., 0) cuando el radical R es de la forma C,{(Colz)[z\t]) —

C1{ColtH[x\t]) y C1{Co{[DH[x\t]) < 0 (respectivamente, C;{Colt)[x\[]) < 0).

Ejemplo 7.6 (Derivaciones internas). Por ejemplo, considerar el siguiente diagrama:

S/<iy> [2\yyl[y\2] > (22)[2\yy][y)\2]
(yy)[z\yy] [y\Z]&;

() [2\=y][y\2] = () [2\22][y\2]

R
%j‘ [7\2y] [y\ZJ\T)
z[z\yy] [y\Z]\T> yg[w\w] [y\z]
z[r\yz][y\z]

Entonces se tiene que [[x\yy][y\z] < SiT1, por lo tanto R <g5 S111, y (yy)[2\O][y\z] <
SoTs de modo que R <arg SoT5.

Observar que si R <; S; parai € {sbj,arg}, entonces S; tiene un ancestro Sy, es decir
Si € So/R. Ademas, Sy/R consta de exactamente dos radicales, Sgpj ¥ Sarg, tales que S; es
interno a i. Observar ademas que Sy no duplica el radical R. Esto se puede justificar con el
siguiente diagrama:

CrlCallaP[2\t]) = Ci(Ca(Dl\t])

Sol/ Ssbj L Sargl

Definicién 7.7 (Retraccion). Si R <; S; para i € {sbj,arg}, escribimos S; «< R para el
(Gnico) ancestro de S;, correspondiente a S; en el diagrama de arriba. Llamamos a (S; < R)
el retracto de S; antes de R.

La nocion de retracto se extiende a derivaciones. Si R <; o parai € {sbj, arg}, el retracto
de o antes R se escribe 0 «+~ Ry se define inductivamente como sigue:

def
e—~ R =

So—R ¥ 5,(c/(So/RS) —~ R/S,) donde Sy =S — R
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La operacion de retraccion esta bien definida porque R/Sj es un conjunto que consta de
un solo radical, dado que, como ya se menciono, Sy no duplica a R. Para ver que la definicion
inductiva esta efectivamente bien definida, se puede verificar que R/Sy <; 0/(Sy/RS) vy,
ademas, que la longitud de o/(Sy/RS) coincide con la longitud de o, de tal modo que las
ecuaciones recursivas estan bien fundadas. El diagrama siguiente ilustra la situacion:

R

. S
S %S/R
K| v—o\

........... S e

R/S() S()/RS
o/(So/RS) |0
¥

Ejemplo 7.8 (Retraccion). En la situacion de Ej. tenemos que (51T — R) = (SoTy
R) = ST.

Por ultimo, podemos dar la definicion principal de esta seccion:

Definicion 7.9 (Procedimiento de extraccion). El procedimiento de extraccion se formula co-
mo un sistema de reescritura cuyos objetos son radicales con historia. Los pasos de reescritura
estan dados por las dos reglas siguientes:

pR(c/R) = po sioc#eyR#o0
pRo > p(o = R) sioc # ey R <; o paraalguni € {sbj, arg}

Ejemplo 7.10. En la situacion de Ej. tenemos que RS, > S, RSy = S, RS\ T} = ST =T"
y R52T2 > ST > T/.

No es dificil demostrar que = es fuertemente normalizante. En efecto, se puede probar que
si p = o, entonces la longitud de o es estrictamente mas chica que la longitud de p. Ademas,
se puede definir una relacion de equivalencia de familias por extraccion, declarando que la
relacion pR ~g oS se verifica si y solo si pR (> U ="1)* ¢S. Con esta definicion, se puede
ademas ver que (pS ~g 05) = (pS ~z 09).

Por otra parte, los dos problemas siguientes parecen ser no triviales, y los dejamos expre-
sados en forma de conjeturas:

Conjetura 7.11. El procedimiento de extraccion = es confluente.

Conjetura 7.12. El procedimiento de extraccion = caracteriza las familias de radicales. Mas
precisamente, se verifica la implicacion (pS ~_ 0S) = (pS ~g 0S), cerrando el circulo de

implicaciones:
/ pR ~z 0§ \

pR ~g oS pR ~ oS
_—

?
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