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Desempeno asintético de algoritmos secuenciales
en grafos aleatorios

Resumen

En esta tesis estudiamos la evolucién, convergencia y optimalidad de algoritmos de bis-
queda en grafos aleatorios a través de ejemplos y aplicamos estos resultados al estudio de
cotas de desempefio para protocolos de comunicacién en redes inaldmbricas. En particular,
estudiamos los siguientes problemas:

» La determinacion de la optimalidad asintética del algoritmo grado-egoista en una amplia
clase de Modelos de Configuraciones y el computo de sus respectivos cocientes de inde-
pendencia. Aunque el problema de hallar conjuntos independientes de tamano maximo
es en el caso general una tarea NP-dificil, mostramos que en cierta clase de grafos alea-
torios el algoritmo grado egoista construye conjuntos independientes asintéticamente
méaximos en tiempo polinomial. Ademaés, utilizamos estos resultados para caracterizar el
cociente de independencia de grafos de Erdos-Rényi (de grado medio menor a e) y para
encontrar procedimientos numéricos que permitan calcular cotas superiores en Modelos
de Configuraciones generales.

= La evaluacion del desempenio de variantes locales del algoritmo egoista aplicados al
problema de aproximar la capacidad de redes WiFi y su posible impacto en la justicia
de la distribucién de conexiones. Por otro lado, aplicamos estos resultados al estudio de
una red de comunicacion empirica: el sistema de antenas de celulares de Montevideo.

= El célculo de los tiempos de convergencia para algoritmos de respuesta 6ptima en proble-
mas de optimizacion distribuida donde las acciones se estructuran como grafos aleatorios
ralos. Usando estos resultados probamos, por medio de un lema de optimalidad, cotas
inferiores generales para los tiempos de corrida de algoritmos locales de btsqueda.

La mayoria de nuestros resultados son aplicados tanto a grafos de Erdds-Rényi como a
Modelos de Configuraciones y se centran en el régimen asintético de grafos grandes. Para
establecerlos utilizamos y extendemos teoremas existentes sobre los tamanos asintéticos de
ciertos sub-grafos en modelos de grafos aleatorios, junto con limites de escala y concentraciones
de variables aleatorios para estudiar las dinamicas en ellos.

Los problemas estudiados en esta tesis resultaron en los siguientes tres trabajos:
[BJLS19][JS19b][JS19a]. De los cuales el dltimo se encuentra atin en preparacion.

Palabras calve: Grafos Aleatorios, Optimizacién, Procesos Estocdsticos, Limites de Escala.



Asymptotic performance of sequential algorithms
on random graphs

Abstract

In this thesis we study the evolution, convergence and optimality of search algorithms
on random graphs through several examples and we use this analysis to give performance
bounds of communication protocols for wireless networks. In particular, we study the following
problems:

= The determination of the asymptotic optimality of the degree-greedy algorithm in a
broad class of Configuration Model graphs, and the computation of their independence
ratios. Although the problem of finding maximum size independent sets is an NP-hard
task, we show that on this class of random graphs the degree-greedy algorithm can cons-
truct asymptotically maximum independent sets taking just a polynomial time. We also
use these results to characterise the independence ratio of certain Erdos-Rényi graphs
and to give numerical procedures to compute upper bounds for general Configuration
Model graphs.

= The evaluation of the performance of variations of local greedy algorithms for appro-
ximating the capacity of WiFi networks and their possible impact on the fairness of
the connection assignments. We use these results to study a real-world communication
network: Montevideo’s cellphone antennas.

= The computation of convergence times of best response algorithms for random distri-
buted optimisation problems with actions structured as sparse random graphs. Using
these results we prove, by means of an optimility lemma, general lower bounds for the
running times of local search algorithms.

Most of our results are set either on sparse Erdds-Rényi random graphs, Configuration
Models or both, while the questions we deal with correspond to the asymptotic regime of large
graph size. To analyse them, we use and extend existing results on the asymptotic sizes of
various sub-graphs on random graph models; together with scaling limits and concentrations
of random variables, to study the dynamics on them.

The problems studied on this thesis resulted on three papers: [BJLS19][JS19b][JS19a].
The last of these still under preparation.

Keywords: Random Graphs, Configuration Model, Stochastic Processes, Scaling Limits.
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Capitulo 1

Introduccion

Una red es un sistema compuesto por objetos discretos y una relacién entre algunos pares
de ellos. Son herramientas de modelado ubicuas en muchos campos de investigaciéon. Algu-
nos ejemplos comunes incluyen redes sociales, neuronales, de proteinas y de comunicacién.
Recientes desarrollos en el poder de computo disponible han hecho que el estudio de redes y
herramientas para analizarlas sean temas en alza dentro de la comunidad académica.

Esta tesis se centrara en el estudio de dindmicas asociadas a algoritmos en grafos aleatorios.
En los problemas estudiados habra dos fuentes de estocasticidad: por un lado, la aleatoriedad
debida a la topologia/conectividad del grafo; y por otro, la originada en la evolucién del proceso
estocastico que tiene lugar en el mismo. Es por ello que nuestros resultados requeriran algunas
herramientas destinadas al estudio de estructuras dentro de los grafos y otras que aborden los
procesos estocasticos en ellos.

1.1. Modelos de grafos aleatorios

Los grafos aleatorios son construcciones probabilisticas que permiten definir realizaciones
aleatorias de grafos (ver [BolO1, VDHI6]). Aunque primero fueron propuestos para el estudio
de problemas combinatorios [ER59) [Erd59], fueron rapidamente adoptados como herramien-
tas de modelado. Esto se debe a que, por su naturaleza probabilistica, generan topologias
complicadas similares a las observadas en redes complejas.

De hecho, se han estudiado muchas propiedades observadas en redes empiricas por medio
de grafos aleatorios. Por ejemplo, incluso modelos simples como los grafos de Erdds-Rényi
ralos presentan lo que se conoce como propiedad de mundo pequenio [VDHI16]. Esto significa
que las distancias tipicas entre vértices en estos grafos son relativamente pequenas en compa-
racién con el tamano del grafo completo, propiedad observada en muchas redes sociales y de
comunicacién.

Ademaés, los grafos aleatorios pueden ser utilizados para estudiar escenarios promedio de
algoritmos en grafos [FM97]. A diferencia del estudio de peores casos posibles, cuando se
analizan escenarios promedio se trata de determinar cémo funcionara un algoritmo en una
instancia promedio del problema que resuelve. En otras palabras, si uno estudiara el rendi-
miento de cierto algoritmo para calcular alguna cantidad en un grafo, uno podria estimar su
comportamiento promedio describiendo como funciona en ciertos modelos de grafos aleatorios.
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Esto puede ser mucho mas informativo para algunas aplicaciones (por ejemplo, en redes de
comunicaciones) que un anélisis de peores casos posibles.

En esta tesis, nos centraremos en la mayoria de nuestras discusiones en grafos aleatorios
con sucesiones de grado fijas (es decir, grafos del Modelo de Configuraciones). Una de las
razones para hacer especial hincapié en este modelo es que es matematicamente manejable,
es util en muchas aplicaciones y sirve como primer paso para comprender varias propiedades
observadas en redes complejas. Ademéds, muchos de los teoremas probados en este modelo
pueden usarse para probar resultados analogos para grafos de Erdés-Rényi ralos.

1.2. Problemas de optimizacion dificiles

La optimizacién combinatoria (ver [ACGT12, [MMO09]) es una familia de importantes pro-
blemas en informética y matemé&ticas que tienen muchas implicaciones practicas. La idea
detras de ellos es encontrar la solucién 6ptima entre todas las soluciones posibles de un pro-
blema combinatorio dado. Por ejemplo, el conocido problema del viajante, en el que se trata
de encontrar una manera de visitar cada sitio en una coleccién de ubicaciones recorriendo
la menor distancia posible. Estos son problemas de especial interés porque estan presentes
en muchos modelos de ingenieria (incluida la programacién de tareas [Bur91], el encamina-
miento [TV02], el disefio de redes [KNO5], etc.). La dificultad de ellos proviene del hecho de
que el nimero de posibles soluciones suele crecer muy rapidamente con el tamano del sistema
analizado.

Dentro de los problemas de optimizacién combinatoria, estan los conocidos como proble-
mas de optimizacion dificiles. Estos son aquellos para los cuales todos los algoritmos existentes
que los resuelven tienen tiempos de ejecucién que crecen mas rapido que polinomialmente con
el tamano del problema. De hecho, se ha demostrado que muchos de ellos pertenecen a las
clases de complejidad NP-dificil o NP-completo. Algunos ejemplos de problemas de optimi-
zacién dificiles en grafos incluyen la bisqueda de arboles de expansién minimos y conjuntos
independientes maximos [FM97]. Estos problemas tienen muchas consecuencias practicas; por
ejemplo, las aproximaciones a &rboles de expansién minimos [GHS85|] son relevantes para el
diseno de redes telefénicas, disefio de circuitos y modelos de taxonomia. Los conjuntos inde-
pendientes maximos son importantes en aplicaciones que van desde la biologia y la fisica hasta
la ingenieria (por ejemplo, en redes de comunicaciones [BJLM14]). En muchos casos, esto se
debe a la cercana relacién que guardan con la adsorcién secuencial [CAPO7, [Eva93] (modelos
en los que particulas llegan una a la vez en un espacio limitado y ocupan un cierto volumen
donde no se pueden colocar mas particulas).

1.3. Algoritmos secuenciales

Una estrategia para resolver (o aproximar) problemas de optimizacién combinatoria en
grafos es por medio de algoritmos secuenciales. Estos son algoritmos que construyen la es-
tructura que resuelve el problema de a pasos, al mismo tiempo que van reduciendo el tamaio
del grafo en el que trabajan. Su importancia radica en el hecho de que son ficiles de pro-
gramar, analizar matematicamente y, por lo general, tienen complejidad polindémica. Aunque,
por otro lado, no suelen ser 6ptimos para casos generales de los problemas que resuelven.
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Uno de los objetivos centrales de esta tesis sera responder la siguiente pregunta: jse puede
demostrar que ciertos algoritmos secuenciales se comportan de manera éptima para alguna
clase de modelos de grafos aleatorios? Esto es importante porque, cuando la respuesta sea
‘si’, estaremos demostrando que el problema se puede resolver en tiempo polinémico usando
este algoritmo secuencial. Esto es especialmente relevante para problemas de optimizacién
dificiles, ya que sus algoritmos de propdsito general son prohibitivamente mas lentos.

1.3.1. Rendimiento de algoritmos

Con el fin de estudiar el rendimiento de algoritmos secuenciales en grafos aleatorios, pro-
baremos resultados que caractericen los limites de grafo grande de sus dindmicas asociadas.
Estos resultados describiran los diferentes érdenes de crecimiento de los tamanos de las estruc-
turas encontradas por los algoritmos y sus tiempos de ejecucién, expresados como funciones
del tamano del grafo. Una parte importante de este andlisis consistird en determinar los di-
ferentes regimenes de la dindmica para los cuales estas cantidades tienen comportamientos
asintéticos cualitativamente distintos, junto con las transiciones de fase que tienen lugar entre
ellos.

Una herramienta importante que utilizaremos para estudiar el comportamiento asintético
de las dindmicas de algoritmos secuenciales seran los limites de escala [Dar02, DNOS|, [Wor95].
Estos son resultados andlogos a la ley de grandes niimeros pero para procesos estocasticos. Es
decir, prueban la convergencia de procesos a funciones deterministicas cuando algtin parametro
se hace grande (en nuestro caso, el tamano del grafo).

1.4. Contribuciones de la tesis

1.4.1. Proporcién de independencia en grafos aleatorios con grados fijos

Como ya sefialamos, encontrar conjuntos independientes de tamafio maximo es un proble-
ma de optimizacién dificil el cual se ha demostrado que es NP-dificil en el caso general [FM97].
Por otro lado, los conjuntos independientes maximos y sus tamanos son cantidades impor-
tantes en muchos modelos fisicos y de comunicacién. Sin embargo, hay muy pocos resultados
exactos que den sus tamafios (asintéticos) o formas eficientes de calcularlos. En particular, no
hay caracterizaciones de las proporciones de independencia para grafos del Modelo de Configu-
raciones e incluso en el caso de los grafos de Erdés-Rényi ralos, sélo existe una caracterizacion
parcial de su proporcién de independencia asintdtica [KS81]. Una pregunta natural consiste en
si, para grafos aleatorios, el problema de encontrar conjuntos independientes maximos sigue
siendo NP-dificil; y si se pueden encontrar caracterizaciones (asintdticas) de sus proporciones
de independencia.

Por medio de limites de escala, caracterizamos el comportamiento asintético de la explora-
cién grado-egoista, un algoritmo secuencial. También proporcionamos condiciones suficientes
para que este algoritmo encuentre conjuntos independientes de tamano asintéticamente éptimo
en grafos grandes del Modelo de Configuraciones. En estas condiciones, el algoritmo grado-
egoista construye en tiempo polinémico un conjunto independiente cuasi maximo. Utilizamos
este hecho para derivar una caracterizaciéon de los tamanos de los conjuntos independientes
maximos de esta clase de grafos. Ademas, al aplicar estos resultados a grafos de Erdds-Rényi
ralos, damos una prueba simple del “fenémeno e” identificado para apareamientos por Karp
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y Sipser [KS81], y damos una nueva caracterizacién de la proporcién asintética de vértices en
sus conjuntos independientes maximos.

1.4.2. Capacidad de redes de comunicaciéon WiFi

La capacidad de las redes WiFi se ha modelado tedricamente como el tamanio de los
conjuntos independientes méaximos de sus grafos de interferencia [BJLMI14l, [BJLMI16]. Estos
son grafos donde cada vértice representa un dispositivo y las aristas entre ellos representan
interferencia. Es decir, dos dispositivos no pueden transmitir informaciéon simultdneamente
si sus vértices correspondientes estdn unidos por una arista. La capacidad [LCZW10] de las
redes es una cantidad importante, ya que permite la evaluacion de diferentes protocolos al
describir el rendimiento maximo que pueden lograr.

Inspirados en los resultados de optimalidad para el algoritmo grado-egoista, presentamos
y estudiamos dos variantes de algoritmos de exploracién secuencial egoistas: exploraciones
grado-conscientes estaticas y dindmicas. Derivamos limites de escala para ambas familias, lo
que a su vez nos permite calcular el tamafio de los conjuntos independientes construidos por
ellos. Mientras que el primero tiene una dindmica limite mas simple, el segundo puede usarse
para aproximar arbitrariamente el algoritmo grado-egoista. Ambas son dindmicas locales;
es decir, algoritmos en los que las decisiones de los vértices de conectarse o no se toman
utilizando sélo la informacién disponible de sus vecindarios (y no la informacién global de
todo el grafo). Mostramos que los limites de escala correspondientes constituyen un método
eficiente para calcular o aproximar la capacidad de una gran clase de grafos aleatorios ralos.
Como aplicacién, mostramos cémo puede usarse nuestro método para estimar la capacidad de
una red inaldmbrica grande en la que se implementa el protocolo 802.11. Finalmente, también
consideramos otros indicadores del rendimiento de estos algoritmos, como la equidad de la
configuracién resultante, y mostramos cémo se puede lograr un equilibrio entre la equidad y
la capacidad de la red.

1.4.3. Optimizacion distribuida en grafos aleatorios

El objetivo de la optimizacién distribuida es estudiar dindmicas para las cuales el com-
portamiento de agentes individuales, cada uno de los cuales puede modificar algunas de las
variables, lleva al estado del sistema a maximizar (o minimizar) cierta funcién de costo. Es un
campo que encuentra muchas aplicaciones en ingenieria [AHKO7, [(CMOP10, YZH14, IMS15],
entre las cuales se incluyen problemas de encaminamiento y diseno de redes eléctricas. Estos
modelos estan estrechamente relacionados con los juegos potenciales [DG16], para los cuales
el algoritmo de mejor respuesta se ha mostrado que es 6ptimo, bajo ciertas condiciones, para
la busqueda de equilibrios de Nash.

En este contexto, estudiamos el algoritmo de mejor respuesta para problemas de optimi-
zacién distribuida aleatoria donde las acciones que cada agente puede tomar se estructuran
como grafos del Modelo de Configuraciones. De esta forma, damos una caracterizacion pro-
babilistica del algoritmo en términos de procesos de Poisson inhomogéneos, la cual utilizamos
para estudiar la transicién de fase de complejidad que tiene lugar a medida que crece el nime-
ro de agentes. También extendemos pruebas existentes sobre la optimalidad de este algoritmo
dentro del conjunto de algoritmos de busqueda locales.

4
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1.5. Estructura de la tesis

La estructura del resto de la tesis serd la siguiente. En el Capitulo [2| proporcionaremos
una breve introduccién a los grafos en general y a los grafos aleatorios en particular. Haremos
especial hincapié en los dos modelos de grafos aleatorios que seran los mas relevantes a lo
largo de la tesis: los grafos de Erdés-Rényi y el Modelo de Configuraciones. Mientras que en
el Capitulo [3] presentamos algunos resultados referentes a limites de escala que luego seran
utilizados para estudiar y caracterizar el comportamiento asintético de dindmicas en grafos
aleatorios. En el Capitulo [4 analizaremos nuestro primer problema dindmico: la optimalidad
asintética del algoritmo grado-egoista para construir conjuntos independientes en grafos del
Modelo de Configuraciones. Inspirados en estos resultados, en el Capitulo [5] estudiamos varia-
ciones del algoritmo egoista para determinar la capacidad de las redes de comunicaciéon WiFi
(es decir, el nimero maximo de personas capaces de transmitir informacién simultdneamente).
Finalmente, en el Capitulo [6] analizaremos un algoritmo para encontrar soluciones de proble-
mas de optimizacion distribuida aleatoria donde las acciones que los agentes pueden tomar se
estructuran como grafos del Modelo de Configuraciones.

Los Apéndices[A] [B]y [C] pueden usarse como referencia sobre los resultados utilizados en la
tesis sobre procesos de ramificaciéon, medidas aleatorias de Poisson y convergencia de procesos
estocasticos.

Se agradecen los ttiles comentarios de les jurades (Dra. Inés Armendariz, Dr. Bernardo
Nunes Borges de Lima y Dr. Remco van der Hofstad) que llevaron a esta versiéon revisada.
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Capitulo 2

Modelos de grafos aleatorios

En este capitulo damos una breve introduccién a los grafos en general y a los grafos
aleatorios en particular. Se hace especial hincapié en los grafos de Erdos-Rényi y del Modelo
de Configuraciones, ya que son los modelos mas discutidos a lo largo de la tesis.

En la Seccién damos las definiciones basicas de grafos y describimos algunos de los
tipos comunes de sub-grafos que trataremos. Luego, en la Seccion discutimos las construc-
ciones que dan lugar a los grafos de Erdos-Rényi y los Modelos de Configuraciones. También
incluimos algunos resultados relevantes con respecto a la transicién de fase de los tamanos
de sus componentes conexas mas grandes y sobre percolacién de sitios. Al final de la seccién
incluimos una descripcién concisa de otros modelos de grafos aleatorios comunes.

2.1. Grafos generales

Los grafos son un modelo natural para las redes.

Definiciéon 2.1.1. Un grafo finito no—dz’m’gidﬂ G = (V, E) se compone de dos conjuntos: un
conjunto finito V' llamado conjunto de vértices y una coleccion E de pares de elementos no
ordenados de V' llamado conjunto de aristas.

El conjunto de vértices representara los objetos que componen la red mientras que las
aristas a las relaciones entre ellos. Aunque el conjunto de vértices puede en principio ser
cualquier conjunto finito, a partir de ahora asumiremos por simplicidad que estd dado por
V = [n] :={1,...,n} (donde n € N). El tamarno de un grafo serd el nimero de vértices en el

mismo y se denotard con |V| := n.

Definicién 2.1.2. Dado un grafo G = (V, E), un sub-grafo es un nuevo grafo G’ formado por
subconjuntos V! C V' y E’ C F tales que si (u,v) € E' entonces u,v € V'.

Esto es, un sub-grafo es un grafo formado a partir de restringirnos a un subconjunto de
vértices y un subconjunto de aristas entre ellos.
Dos ejemplos triviales de grafos son:

» El grafo vacio, donde E = (). O sea, el grafo donde todos los vértices se encuentran
aislados.

!Generalmente omitiremos el finito y no-dirigido, ya que todos los graficos en este trabajo serdn de este
tipo.
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» El grafo completo, donde para todo par u,v € V, (u,v) € E. O sea, el grafo donde toda
arista posible esta presente. Notar que todo grafo finito es sub-grafo del grafo completo
del mismo tamafo.

O O
O
O
(a) (b)

Figura 2.1: (a) Ejemplo de grafo vacio con 5 vértices. (b) Ejemplo de grafo completo con 5
vértices.

Dados dos vértices u,v € V, diremos que u es un vecino de v si (u,v) € E. Como los grafos
que consideraremos no son dirigidos, la relacién de vecindad seréd simétrica. Del mismo modo,
llamaremos vecindario de v al conjunto de vértices que son sus vecinos, y lo denotaremos como
N (v). Ademés, nos referiremos al niimero de vecinos que tiene un vértice v como grado de v,
que se simbolizara con d,,.

Dado un grafo GG, definiremos una variable aleatoria asociada D que da el grado de un
vértice elegido uniformemente. Esta variable puede ser aleatoria incluso si el grafo es fijo.
La distribucién de la variable de grado se llamara distribucion de grados y se denotard con

(Pk)k>0 (0 (p,(gn))po, si deseamos enfatizar la dependencia con el tamano del grafo). Es facil

ver que, para k > 0, el nimero Ny, de vértices de grado k estara dado por pj veces el tamaifio
del grafo n.

Figura 2.2: Ejemplo de una grafo de tamano 8. Aqui la vecindad del vértice 1 es el conjunto
N (1) ={2,3,4,5}, y por lo tanto su grado es 4. La distribucién de grados para este grafo estd

dada por po=1/8, p1 =1/4, po =1/4, p3=1/4 yps = 1/8.

Tres tipos de estructuras dentro de los grafos seran relevantes en este trabajo: caminos,
ciclos y componentes conexas.

Definiciéon 2.1.3. Dado un par de vértices u,v € V, diremos que una sucesién finita de
vértices distintos (v;);c) es un camino entre u y v si v1 = u, vy = v y para todo i € [l — 1]
tenemos que (v;, vi41) € E.

8
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En palabras, un camino es una secuencia de vértices vecinos que conecta un par de vértices
fijos. La longitud de un camino estara dada por el ntimero de aristas en la sucesién de vértices

que lo compone.

Definicién 2.1.4. Un ciclo se define como un camino libre de intersecciones que conecta un

vértice con sigo mismo.

Definiciéon 2.1.5. La componente conexa de un vértice v € V es el conjunto de vértices
formado por todos aquellos w € V tales que existe un camino que conecta v con w. Se la
simbolizar como C(v).

El tamano |C(v)| de un componente conexa serd el nimero de vértices dentro de ella.
Las componentes conexas seran relevantes para nuestro trabajo, ya que en la mayoria de
las dindmicas consideradas la evolucién en el tiempo se podra factorizar en las diferentes
componentes conexas del grafo, lo que nos permitird analizar los diferentes componentes por
separado.

Ademés, se dice que un grafo es conectado si s6lo hay un componente conexa en él. Un
drbol puede entonces definirse como un grafo conectado sin ciclos.

Figura 2.3: Ejemplo de un grafo de tamano 10. Hay tres componentes conexas diferentes en
este grafo, cada una representada por un color diferente: rojo, azul y verde. Los vértices 2 y 6
pertenecen a la misma componente conexa y, por lo tanto, existe al menos una camino entre
ellos; por ejemplo, el camino (2,4,1,5,6) cuya longitud es 5. Ademds, (1,4,2,3,1) es un ciclo
dentro del grafo.

Finalmente, definimos otra estructura que serd de importancia en los Capitulos [ y 5

Definicién 2.1.6. Dado un grafo GG, se dice que un subconjunto de vértices I C V es un
conjunto independiente si, para todo u,v € I, (u,v) € E.

Es decir, un conjunto independiente es un subconjunto de vértices donde ningin par de
ellos son vecinos entre si. Esto significa que si un subconjunto I es un conjunto independiente,
el inico sub-grafo que contiene sus vértices es el grafo vacio.

Definiciéon 2.1.7. Un conjunto independiente se dice que es mazimal si no hay uno mas
grande que lo contenga como un subconjunto y mdximo si no hay otro conjunto independiente

de mayor tamano.

El tamaiio de los (posiblemente muchos) conjuntos independientes méximos de un grafo
G se denominard nidmero de independencia y se simbolizard con «(G). De manera similar,
a la proporciéon de vértices en un conjunto independiente maximo se la llama proporcion de

9
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independencia del grafo. Como se discutié en el Capitulo [T tanto la construccién de con-
juntos independientes maximos como el cilculo de nimeros de independencia son problemas
notoriamente dificiles, los cuales se sabe son NP-dificiles [FM97].

(a) (b)

Figura 2.4: (a) En violeta, un ejemplo de un conjunto independiente mdaximo. (b) Ejemplo
de un conjunto independiente que es maximal (no se le puede agregar mds vértices) pero no
mazximo (el conjunto independiente que se muestra en (a) es mds grande).

Definicion 2.1.8. Una determinada propiedad A de grafos es mondtona creciente si por cada
par de grafos del mismo tamafio G y H tales que cada arista en G estd presente también en
H, si G tiene la propiedad A luego H también la tiene.

Se puede ver facilmente que, por cada k > 0, la propiedad {a(G) < k} es mondtona en
este sentido. Llamando C,,q, a la mayor componente conexa de un grafo, también se puede
demostrar que la propiedad {|Cpaz| > k} también es mondtona (donde [Cpuez| denota el
tamano de la mayor componente conexa).

2.2. Grafos aleatorios

El primer modelo de grafos aleatorios fue introducidos por P. Erdés en 1959 como una
herramienta para aplicar el método probabilistico para probar una relacién asintotica entre
la cintura y el nimero cromético de grafos generales [Erd59]. Mas tarde, junto con A. Rényi,
continué el estudio de este modelo [ER59, [ER60]. Este es uno de los dos modelos conocidos
hoy en dia como modelos de Erdés-Rényi. Consiste en la construccion de grafos finitos con un
nimero fijo de aristas distribuidas uniformemente a lo largo del conjunto de pares de vértices;
mientras que el segundo modelo que comparte el mismo nombre, se debe a E. Gilbert [Gil59], y
consiste en grafos finitos obtenidos al establecer, independientemente y con la misma probabi-
lidad, una arista entre cada par de vértices. A partir de ahi, se desarrollaron muchos modelos
de grafos aleatorios diferentes. Estos probaron ser no sblo construcciones interesantes, sino
también muy tutiles en aplicaciones: como herramientas para estudiar escenarios promedio en
redes complejas y como una forma de explorar posibles mecanismos que dan lugar a muchas
de las caracteristicas distintivas de las redes observadas en el mundo real. Por ejemplo, incluso
un modelo tan simple como el de Erdés-Rényi exhibe la propiedad del mundo pequeno (preva-
lencia de distancias relativamente cortas entre la mayoria de los pares de vértices) observada
en muchas redes sociales y de comunicacién.

En esta seccion, nos centraremos principalmente en dos modelos de grafos aleatorios: grafos
de Erdos-Rényi y grafos aleatorios con sucesiones de grados fijas (también conocidos como

10
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grafos del Modelo de Configuraciones). Esta presentacion sera breve y sélo pretende dar una
idea de las construcciones involucradas y los resultados necesarios para nuestro analisis. Para
una discusién mas exhaustiva sobre grafos aleatorios, el lector puede consultar [VDH16, Bol01),
Mul68].

A lo largo de la tesis lidiaremos principalmente con propiedades asintéticas de grafos
aleatorios en el limite de grafo grande. Para ello utilizaremos las notaciones habituales O(-)
y o(+) para describir el comportamiento asintético de las funciones del tamafio de grafo n.
También utilizaremos la notacién probabilistica Op(-) y op(+) en el siguiente sentido:

» Una sucesién de variables aleatorias X, serd Op(f,,) (para alguna funcién f,, : N — R+)
si para todo € > 0 existen M > 0y N € N tales que P(|X,,/f.| > M) < e para todo
n>N.

. . . . . . P
» De la misma forma, una sucesién de variables aleatorias X,, serd op(fy) si X,/fn — 0
cuando n — oo.

Ademas, diremos que un evento sucede con alta probabilidad (c.a.p.) siempre que su pro-
babilidad sea alguna funcién 1+ o(1) del tamaio del grafo.

2.2.1. Modelo de Erdos-Rényi

Como se mencioné anteriormente, hay dos modelos de grafos aleatorios distintos (pero
estrechamente relacionados) que se conocen como modelo de Erdiés-Rényi. Ambos dan como
resultado un grafo aleatorio de tamano n. En uno, se selecciona un grafo uniformemente del
conjunto de grafos con n vértices y m aristas entre ellos. En el otro, cada arista de un grafo de
tamaifio n estd presente con una probabilidad p € (0, 1) e independientemente de las demas.
Aqui, cuando nos referimos a un grafo de Erdés-Rényi, estaremos hablando de este tdltimo.
Usaremos la notaciéon ER,,(p) para representar la distribucion de un grafo aleatorio generado
de acuerdo con esta construccién.

La construccién que da lugar al modelo Erdés-Rényi puede verse como una percolacién
de aristas con probabilidad p en el grafo completo de tamafio n. Suele ser 1util cuando se
comparan dos grafos G ~ ER,(p) y H ~ ER,,(p’) (con p < p’) tener en cuenta que ambos
pueden ser acopladosﬂ para que cualquier arista e esté presente en (G si y sélo si también esta
presente en H.

Casi todos los resultados discutidos en esta tesis seran resultados asintéticos en el tamano
del grafo n. En este limite, discutiremos principalmente el caso de grafo ralo donde el grado
de un vértice elegido uniformemente es una funcién acotada del tamano del grafo. En el caso
de los grafos de Erdos-Rényi, prestaremos especial atencion al caso en el que p(n) = \/n (con
A > 0) que se corresponde con los grafos ralos no-triviales.

Un hecho importante con respecto a los grafos de Erdos-Rényi ralos es que el tamaifio de la
mayor componente conexa sufre una transiciéon de fase al aumentar su grado medio. Existen
muchos resultados que caracterizan esta transicion. La prueba de la version presentada aqui
puede hallarse, por ejemplo, en [VDHI6]|.

2Esto es asf pues a cada arista en G se le puede asociar una variable independiente de Bernoulli de pardmetro
p que indica si la arista estd presente en el grafo o no. Lo mismo se puede hacer con H y variables Bernoulli
de pardmetro p’. Luego, el acoplamiento entre ambos grafos se realiza por medio del acoplamiento usual de
variables Bernoulli independientes.

11
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Teorema 2.2.1 (Transicién de fase del modelo de Erdés-Rényi ralo). Sea (G™),>1 una
sucesion de grafos aleatorios distribuidos de acuerdo a ERp(A\/n). Si A <1 entonces |C,(ﬁgz| =
op(n). Mientras que, si A > 1 entonces |C7(7?3$| = xn + op(n), para algin x > 0 que depende
de A.

' Subcritical regime ), = ] Supercritical regime

Figura 2.5: Visualizacion del resultado que se enuncia en el Teorema . Cuando el grado
medio del grafo es menor o igual a 1, todos las componentes conexas son de un tamario
pequerio; pero cuando es mayor que 1, surge un componente gigante. (Grificos creados en:
www. networkpages. nl)

Lo que muestra este teorema es que, asintéticamente en probabilidad, hay una componen-
te gigante (un componente conexa que contiene asintéticamente una proporcién positiva de
vértices) si y s6lo si A > 1. En cualquier otro caso, cada componente conexa serd de tamaio

op(n).

2.2.2. Modelo de Configuraciones

Un vértice elegido uniformemente en un grafo distribuido de acuerdo con ER,,(\/n) tendra
un grado que se distribuird asintéticamente como una variable de Poisson de media A. Muchas
aplicaciones requieren grafos con otras distribuciones de grados. Hay varias formas de generali-
zar el modelo de Erdés-Rényi para permitir distintas distribuciones de grados [Bol01, [ VDHI6],
una de las mas utilizadas es hacerlo por medio del Modelo de Configuraciones. Esta construc-
cién dard como resultado un grafo donde cada vértice v € V' tendra un grado fijo d, € Ny. La
sucesién d™ e N§ que describe los grados en un grafo se llamara sucesion de gmdo

Aqui describiremos la construccién que da origen al Modelo de Configuraciones. Dada una
sucesién de grados d™ Ng, formaremos un multz’gmf de tamano n con dicha sucesién de
grados de la siguiente manera:

» asigne a cada vértice v € {1,...,n} un ntmero d, de medias aristas.
= aparee uniformemente cada media arista con otra que no tenga pareja ain.

= repita hasta que no haya més medias aristas libresﬂ Luego, establezca una arista entre
cada par de medias aristas apareadas.

3Una construccién alternativa para el Modelo de Configuraciones consiste en tomar los grados como variables
aleatorias i.i.d. en lugar de asumirlos fijos. Para simplificar, siempre trabajaremos con la variante de grado fijo,
pero la mayoria de los resultados de la tesis se pueden extender con poco trabajo al caso i.i.d.

4Es decir, un grafo en donde hay posiblemente aristas entre un vértice y si mismo (autoaristas) y aristas
multiples entre un par de vértices (multiaristas).

5Si el niimero inicial de aristas era impar, deseche la restante. Esto dificilmente hara alguna diferencia
cuando el tamafio del grafo sea grande.

12
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La distribucién de multigrafos aleatorios generados de acuerdo con este procedimiento se sim-
bolizard con CM,,(d™). Debido a que todos los apareamientos se hacen de manera uniforme,
el multigrafo resultante se distribuye de igual forma sin importar en qué orden se elijan los me-
dias aristas. Este hecho permite, al analizar una dindmica en algiin grafo, que el apareamiento
se incorpore en la evolucion temporal en cuestién.

uniform
matching

Figura 2.6: Ejemplo de la construccion de un grafo aleatorio uniforme con sucesion de grados

d = (1,2,2,3) a través del apareamiento uniforme de las medias aristas de cada uno de sus

vértices.

Una caracteristica importante del Modelo de Configuraciones es que se puede utilizar
como un marco unificado para probar resultados en muchos tipos de grafos: grafos aleatorios
regulares, redes libres de escala, grafos de Erdés-Rényi, etc. Por ejemplo, los resultados en
[Kim07] implican que si la distribucién de grado asintética de una sucesion de grafos del
Modelo de Configuraciones es Poisson de parametro A > 0 y se muestra que una propiedad
vale c.a.p. en esta sucesion, esta propiedad vale también c.a.p. para grafos de Erdos-Rényi
ralos con grado medio asintdtico A.

Comportamiento asintético del Modelo de Configuraciones

A lo largo de este trabajo nos centraremos en resultados asintOticos en el tamano del
grafo n. Para ello asumiremos, cuando se trate de Modelos de Configuraciones, la siguiente
condicion de convergenciaﬂ

Condiciéon de convergencia (CC): cuando tratemos con sucesiones de grafos (G(n))nZI
con G ~ CM,(d™), vamos a asumir que D™ 5D y E(DM™?) 222 | (D?).

Donde D™ es la variable aleatoria que da el grado de un vértice elegido uniformemente en
G™ y D es una variable aleatoria con segundo momento finito. También usaremos (plgn)) k>0
para referirnos a la distribucién de D™ y (pk)k>0 para la de la variable aleatoria de grado
asintético D. Cuando no haya ambigiiedad, omitiremos el superindice en G,

Aunque esta construccién da como resultado un multigrafo en lugar de un grafo simpl(ﬂ
como muestra el siguiente teorema, esto no es un problema ya que bajo la (CC) existe una

probabilidad asintética positiva de obtener un grafo simple.

5Para algunas aplicaciones, se pueden suponer condiciones mas débiles. No discutiremos este asunto en
detalle para evitar que la presentacion se vuelva técnica. Puede encontrarse mas informaciéon sobre esto en
[VDH1d].

"Uno sin auto ni multiaristas.
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Teorema 2.2.2 (Probabilidad de simplicidad [Jan09b]). Dada una sucesion de grafos G ~
CM,,(d™) que satisface la (CC) hacia una variable limite D, definimos v := E(D(D —
1))/E(D). Entonces, la probabilidad de que G sea simple vendrd dada por e*/2~*/* 1 o(1).

Esto significa que cualquier evento que se haya demostrado que vale c.a.p. para G ~
CM,,(d™), también vale c.a.p. para la construccién condicionada a dar como resultado un
grafo simple. Ademaés, condicionada a dar como resultado un grafo simple, el grafo obtenido
se sigue distribuyendo uniformemente entre los grafos con la sucesién de grados d™.

Transicién de fases del tamano de la mayor componente conexa

Otra caracteristica importante del modelo es que su mayor componente conexa contiene
asintéticamente una proporcién positiva de los vértices del grafo sii v > 1 (por lo tanto,
esta cantidad se denominard pardmetro de criticidad del grafo). De manera similar al caso
de Galton-Watson, cuando se cumple esta condicién, diremos que el grafo es supercritico; y
cuando no lo hace, es subcritico. Esto se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (Transicién de fase en el MC [MR9IS8, [JL09]). Sea G ~ CM,(d™) tal que
satisface la (CC). Si v < 1, entonces |C,(722x] = op(n). Por otro lado, si v > 1, existe x > 0
que depende de d tal que ]Cy(,?gﬂ = xn + op(n).

La aparicién de v en este teorema no es una mera coincidencia. Los grafos del Modelo de
Configuraciones se ven localmente como érboles de Galton-Watson| con una distribucién de
grados conocida como distribucion sesgada por tamarno [VDHI6] cuya media es precisamente
v. En este sentido, lo que muestra este teorema es que hay un componente gigante si y sélo si
el arbol de Galton-Watson que aproxima al grafo localmente es supercritico.

También utilizando la idea de que los Modelos de Configuraciones se parecen localmente
a arboles de Galton-Watson, si la cola de la distribucién de grados de un grafo subcritico esté
acotada por una ley de potencias, entonces el tamano de la componente mas grande se puede
acotar:

Teorema 2.2.4 (Tamaiio de la mayor componente subcritica [Jan08]). Sea G ~ CM,,(d™) tal
que satisface la (CC') con pardmetro de criticalidad v < 1 y distribucion de grado limite py, =
O(e=%), para algiin v > 0. Entonces existe A > 0 tal que \Cﬂle < AnY 0= 4 op(nt/ 01,

En [Jan08|, se presentan también versiones mas fuertes de este resultado.

Percolacién de sitios en el Modelo de Configuraciones

Dado un grafo G, existen dos tipos de percolaciéon que se pueden estudiar en él: percolacién
de sitios y percolacién de enlaces. El primero consiste en eliminar una muestra aleatoria de
vértices; mientras que en el segundo se eliminan, en su lugar, aristas. Aqui discutiremos sélo
la percolacion de sitios, pero la mayoria de los resultados y construcciones se pueden extender
facilmente al caso de la percolaciéon de enlaces.

La percolacién se propuso en principio como un modelo para medios aleatorios [Gri99]:
la presencia de caminos dentro del grafo percolado se interpretaba como posibles trayectorias

8Lo que significa que el limite local débil del grafo es un arbol de Galton-Watson. Para més detalles sobre
este tipo de convergencia, consulte el Capitulo 3 de [Borl6].
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de un elemento de fluido a través de un material poroso. El primer modelo estudiado fue Z2,
por Broadbent y Hammersley en 1957. En el contexto de grafos aleatorios, la percolaciéon se
puede usar para describir la capacidad de una red para seguir funcionando correctamente en
una situacion adversa. Por ejemplo, en comunicaciones, la percolacién de sitios se puede usar
para modelar el apagado de nodos dentro de una red como resultado de un ataque o falla.
En [Jan09a], Janson estudia la percolacién en grafos del Modelo de Configuraciones. Su

enfoque consiste en partir la remocion de vértices en dos pasos:

(1) Primero, antes del apareo de las medias aristas de la construccion del Modelo de Con-
figuraciones, cada vértice es seleccionado independientemente para ser eliminado con
probabilidad p > 0. En lugar de simplemente eliminar los vértices y las aristas que estan
unidos a ellosﬂ los vértices se eliminan pero en el lugar de sus medias aristas se agrega
un ndmero igual de vértices de grado 1 de un tipo especial (a los que llamaremos, vértices
verdes).

(11) Después de esto, el apareo de las medias aristas se realiza de la forma habitual (incluidas
las que pertenecen a los vértices verdes). De esta manera, se forma un grafo donde todos
las aristas que provienen de vértices eliminados tienen al menos un vértice verde en uno
de sus extremos. Luego, el grafo percolado se obtiene al eliminar los vértices verdes (o
un nimero equivalente de vértices de grado 1) junto con sus aristas.

a4

O—@ O

Figura 2.7: Construccion utilizada por Janson en [Jan09d] para describir la percolacion de
sitios en un Modelo de Configuraciones. Primero, los vértices a eliminar se seleccionan al
azar; en este ejemplo, los rosas. Luego, se eliminan los vértices seleccionados y se agregan
vértices de grado 1 en el lugar de cada una de sus aristas; en el ejemplo, estos nuevos vértices
son los verdes. Finalmente, se eliminan todos los vértices de grado 1 agregados y se obtiene
el grafo percolado.

En principio, esto puede parecer que no simplifica mucho el problema, sino que agrega
un paso adicional innecesario. La utilidad de dividir la percolacién en dos pasos proviene de
la siguiente observacién. Dado un Modelo de Configuraciones G con p; > 0, definimos el
grafo G como el grafo obtenido al eliminar una cierta proporcién de los vértices de grado 1
de G. Es facil ver que el grafo G tiene una componente gigante si y sélo si G también tiene
una. Esto es asi porque la eliminacién de cada uno de los vértices de grado 1 no divide la
componente conexa mas grande en otras més pequeﬁaﬂ como podria suceder con vértices
de mayor grado.

9Tenga en cuenta que no sélo tenemos que eliminar las medias aristas que pertenecen al vértice, sino también
las que estan unidas a ellos en el grafo.
10Para hacer este argumento un poco més riguroso, uno necesitarfa saber cuél es la distribucién de grados de
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Esto significa que, para responder a la pregunta de si hay un componente gigante o no en
el grafo percolado, es suficiente analizar el grafo antes de eliminar los vértices verdes. De esta
manera, la pregunta es equivalente a determinar si el grafo del Modelo de Configuraciones
con los vértices verdes es supercritico o no. Es decir, se reduce a estudiar un nuevo Modelo
de Configuraciones con una distribucién de grados modificada.

2.2.3. Otros modelos de grafos aleatorios

Aqui incluimos una breve descripcion de otros modelos de grafos aleatorios que aparecen
en la literatura. La lista no es exhaustiva y sélo trata de reflejar la diversidad de modelos
existentes.

» Grafos aleatorios generalizados: es un modelo que generaliza los grafos de Erdos-Rényi.
En él, las aristas también estan presentes independientemente una de las otras, pero
se permite que sus probabilidades dependan, de una manera especifica, de los pares de
vértices que conectan. Esto da como resultado grafos aleatorios con muchas de las pro-
piedades buenas de Erdos-Rényi pero que tienen distribuciones de grados mas diversas.

= Adhesion preferencial: es un modelo dindmico que se utiliza para estudiar el crecimiento
de redes complejas. A cada tiempo se define un grafo de la siguiente manera: en un
principio, el grafo consiste en un solo vértice; y més adelante en cada paso se agrega un
vértice con un nimero fijo de aristas m € N al grafo, con sus aristas unidas a vértices ya
presentes con una probabilidad que depende de sus grados. Una propiedad importante
del modelo es que, en condiciones robustas, el grafo resultante después de un nimero
suficientemente grande de pasos es cercano a uno con una distribucién de grados que
sigue una ley de potencias. Estas distribuciones estdn presentes en muchas redes del
mundo real.

= Modelo de Configuraciones jerdrquico: el Modelo de Configuraciones tiene un coeficiente
de agrupamiento bajo (no presenta grupos de vértices con una mayor tendencia a co-
nectarse entre ellos). Esto puede ser un inconveniente para modelar muchas redes del
mundo real donde la agrupacién suele ser alta. Para superar esto, se puede utilizar el
siguiente modelo. Construya un grafo del Modelo de Configuraciones y luego reemplace
cada vértice por un grafo pequeno y altamente conectado. Después de eso, conecte cada
uno de las aristas originales a uno de los miembros del nuevo grafo que reemplaza el
vértice.

= Grafos aleatorios geométricos: estos grafos se construyen a partir de procesos puntuales
en una caja en el plano. Por ejemplo, un proceso puntual de Poisson (ver Apéndice .
El grafo se obtiene a partir del proceso puntual estableciendo una arista entre cada par
de puntos que estén mas cerca el uno del otro que una cierta distancia fija. Los grafos
resultantes comparten muchas de las propiedades que se ven en una amplia gama de
redes complejas, pero son generalmente dificiles de estudiar analiticamente.

los vértices en la componente conexa mas grande. Esta distribucién es descrita por los resultados del Teorema
2.3 de [JLO9]. Con esto, se puede demostrar que la componente gigante (si estd presente) tiene una proporcién
positiva de vértices de grado mayor que 1 que permanecen conectados después de la eliminacién de los de grado
1.
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Capitulo 3

Limites de escala de procesos
markovianos

En casi todos los cursos introductorios de probabilidad, uno de los primeros resultados
que se discuten es la ley de los grandes nimeros: cuando analizamos el promedio (X, :=
>4 Xi/n) de un ntimero creciente de realizaciones de copias independientes de una variable
aleatoria de media y < 0o, este converge a la media de las variables aleatorias (X, LmiaN
). Intuitivamente, lo que esto nos dice es que el factor 1/n en el promedio gana sobre las
fluctuaciones aleatorias y hace que converja a un limite deterministico. El problema de los
limites de escala de procesos estocasticos es completamente andlogo, pero con respecto a
trayectorias en lugar de nimeros. Al reescalar el espacio de estados y el pardmetro de tiempo
de un proceso estocéastico, mostraremos (si es este el caso) que este converge a un limite
deterministico no trivial. En este sentido, pueden interpretarse como versiones funcionales de

la ley de los grandes ntmeros.

En el Capitulo [2] dimos una introduccién a los grafos aleatorios. Alli, presentamos sus
definiciones y resultados basicos mientras que intentamos construir cierta intuicién alrededor
de ellos. Aunque este capitulo también es introductorio, su tono y contenido son de naturaleza
diferente. Aqui no intentaremos dar una presentacién amplia sobre la convergencia de procesos
estocasticos a soluciones de ecuaciones diferenciales, sino que nos centraremos en definir y
probar resultados pertinentes para los siguientes capitulos. Por ejemplo, los lemas presentes
en la Seccion seran utilizados para el andlisis de la dindmica estudiada en el Capitulo [4]
Para una presentaciéon més completa del tema, el lector puede consultar [Dar02l [DNOS].

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la proxima seccién damos
algunas definiciones y resultados matematicos que serdan luego utilizados para derivar limites de
escala. En la Seccion [3.2] probamos un teorema simple que permite establecer limites de escala
en procesos de saltos markovianos de dimensién finita, junto con un ejemplo. Finalmente, en la
Seccion [3.3] demostramos un resultado de limite de escala para procesos de saltos markovianos
de dimension numerable siguiendo la estrategia de Prohorov y presentamos también algunos
lemas de tiempos de parada.
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3.1. Resultados previos

Aqui damos algunas de las definiciones y resultados que se utilizardn en las secciones pos-
teriores para establecer y analizar limites de escala. Aqui y en el resto del capitulo asumiremos
que los procesos estocasticos en cuestién son procesos de saltos markovianos reales en algin
espacio de estados contable F.

Desigualdad de Gronwall

El siguiente lema serda fundamental para probar limites de escala. Su prueba se puede
encontrar en muchos libros de ecuaciones diferenciales ordinarias (por ejemplo, [Chi06]).

Lema 3.1.1. Sea I = [a,b) C R un intervalo y o, B,u : I — R funciones continuas, con «
no-decreciente y 3 no-negativa. Si para todo t € I u(t) < af(t) + f; B(s)u(s)ds, entonces

u(t) < a(t)effj Bl)ds  para todo t € 1.

Este lema puede usarse para transformar desigualdades integrales en desigualdades expli-
citas. Nos serd 1til ya que el punto de partida para los limites de escala que presentaremos
aqui serd una representacion integral del proceso estocdastico en cuestion.

Martingalas aditivas

Dado un proceso de saltos markoviano (X;);>o en la base (2, F, {F;}+>0,P), tomando va-
lores en E'y con generador L(-) (de dominio D(L)), vamos a definir una familia de martingalas
que comparten una propiedad aditiva entre ellas.

Definicién 3.1.1. Sea (X;);>0 como arriba, y f : E — R una funcién en D(L) tal que f(X})
es integrable. Entonces, para todo ¢ > u (donde u > 0 estd fijo), al proceso

t
M) = F0X) - £06) - [ Li(Xods
se lo llama martingala aditiva de X;.

Su nombre deriva del hecho de que, para todo 0 > u > v > t, M'(f) + M (f) es igual
a M{(f). De ahora en més, generalmente omitiremos el supraindice y asumiremos que la
martingala tiene como tiempo de inicio a 0. Ademads, si omitimos la funcién f, consideraremos
que esta es la identidad (f(z) = x). En este caso, llamaremos a la martingala resultante como
martingala de Dynkin. El siguiente lema [SW95] demuestra que son efectivamente martingalas.

Lema 3.1.2. Sean X; y f como antes, entonces M(f) es una martingala.

Demostracion. Por hipétesis, f(X;) es integrable y F;-adaptada. Tenemos que demostrar
que, para todo 0 < s < ¢, E(Ms(f)|Fs) = Ms. Por el comentario anterior, Mgy(f) =
M;(f)+M;(f). Entonces es suficiente mostrar que E(M(f)|Fs) = 0. Para ver esto, denotamos
con L al generador de X; y con P(t) al elemento de su semi-grupo de transicion correspondiente
al tiempo ¢, entonces la derivada de E;(f(X;)) se puede escribir como

d _d N P+u)f(i) — P(t)f(7)
@Ei(f(Xt)) = @P(t)f(i) = thlg%) "
. P(u)f(i) — f(i) :
= P(1) lim : — PUO)LL).
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Por lo tanto, tenemos que para todo t > 0 (si Xo = 1)

E(£(X0) — £(i) = / P(s)Lf(i)ds. (3.1)

Usando esto, la propiedad de Markov y el hecho de que P(t) y L conmutan, obtenemos que
E(M;(f)|Fs) = 0. De lo cual se sigue el lema. O

Definicién 3.1.2. Dado un proceso estocéastico X; con generador infinitesimal L(-), definire-
mos la deriva del proceso como la funcién 6 : E — R resultante de aplicar el generador a la
funcién identidad f(x) = z.

Luego, dado un proceso Xy, su martingala de Dynkin estara dada por X; — X —fg 0(Xs)ds.
La deriva representara entonces la parte “predecible” del proceso estocéstico, ya que determina
su cambio de estado infinitesimal esperado; mientras que su martingala de Dynkin contendra
la informacién del ruido de su evolucién temporal.

Es facil ver que para un proceso de saltos markoviano de tasas de transicién g;;, la deriva
vendra dada por (para i € E)

8() = > a(f(h) — f@) (3-2)

j#ieE
Martingalas multiplicativas

De manera similar al caso de las martingalas aditivas, se puede definir una familia de

martingalas asociadas a un proceso de Markov que comparten una propiedad de multiplicati-
vidad.

Definicién 3.1.3. Sea f : E — Ry en D(L) tal que f(X;) es integrable. Entonces, para
todo t > u (donde u > 0 esta fijo), el proceso

R{(f) = ]‘7:((;’1))6— JELF(Xs)/F(Xs)ds

serd denominado martingala multiplicativa de X;.

Su nombre deriva del hecho de que, para todo 0 > u > v > t, RY(f)R}(f) es igual a
Ry (f). Al igual que con las martingalas aditivas, generalmente omitiremos el superindice y
asumiremos que la martingala tiene como tiempo de inicio a 0. El siguiente lema [SW95]
demuestra que efectivamente son martingalas.

Lema 3.1.3. Sea X; y f como antes, entonces Ri(f) es una martingala.

Demostracion. Que Ry(f) sea integrable y Fi-adaptada estdn nuevamente garantizados por
hipétesis. Nos queda mostrar que para todo 0 < s < t, E(R(f)|Fs) = Rs(f). Ahora, por
la propiedad de multiplicatividad tenemos que E(R:(f)|Fs) = Rs(f)E(R;(f)|Fs). Debido a
la propiedad de Markov, sélo necesitamos mostrar que para t > 0 E(Ry(f)) = 1. Para esto,

definimos un operador lineal (para ¢ > 0) P(t) de acuerdo a
P@)f(i) =, ( F(Xp)e o Lf(Xs)/f(Xs)ds) .
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Es fécil verificar que los operadores P(t) son continuos y forman un semi-grupo de transi-
cién. Se puede ver que el generador infinitesimal asociado a este semi-grupo L(-) es nulo (es
decir, L = 0). Luego, por (3.1)) tendremos que (para todo i € E y t > 0)

£(0) = Ei (f(Xp)e™ o BIXD/1(Xds ) (3.3)
como queriamos probar. O

Estas martingalas son utiles para derivar desigualdades de grandes desvios, ya que pue-
den usarse para definir cambios de medida que preserven la propiedad de Markov. Ademaés,
como veremos méas adelante, también se pueden usar para estimar momentos exponenciales
de los procesos y, de ese modo, derivar cotas exponenciales para las fluctuaciones del proceso
alrededor de su limite de escala.

3.2. Convergencia de procesos de dimensioén finita

En esta seccion demostraremos un teorema que servira para probar limites de escala para
procesos de saltos markovianos de dimension finita. Aunque las pruebas son casi idénticas en
dimensiones méas grandes, nos centraremos por simplicidad en el caso unidimensional. Como
antes, asumiremos que los procesos en cuestion son reales y tienen un espacio de estados conta-
ble. Sélo probaremos el teorema para sucesiones de procesos que cumplan una condicién global
de Lipschitz. Si bien en la mayoria de las situaciones practicas esta es una condicién dema-
siado restrictiva, la prueba del teorema ayuda a la comprensién de los principios subyacentes
y serd suficiente para el presente trabajo.

3.2.1. Deriva globalmente Lipschitz

En esta seccién vamos a determinar condiciones suficientes para que una sucesién de

. n . ’ . .« s, .
procesos de saltos markovianos (Xt( ))tzo converja a un limite deterministico. Denotaremos

por qu) a la matriz de transicién del n-ésimo proceso estocastico y por 6(”)(~) a su deriva

correspondiente. Ademads, asumiremos (por simplicidad) que todos los procesos de la sucesion
tienen como espacio de estados a N.

[tn]
_ n
dientes como 6(™(-) (donde las extendemos continuamente a R). Ademds, supongamos que

Definimos procesos de Markov reescalados como )_(t(n) = y sus derivas correspon-
las derivas son tales que 6™ — § (donde § es alguna funcién localmente Lipschitz). Por su-
puesto, en muchas situaciones practicas, el escalamiento correcto de los procesos para el cual
se obtiene un limite de escala no trivial puede no ser lineal en el tiempo y el espacio; pero
aqui nos limitaremos a las situaciones en las que esta es la escala correcta.

En este caso, queremos probar que Xt(n) converge en algin sentido a y(t). Donde y(t) es
la solucién a la ecuacion diferencial

v =0(y),
(n)

con condicion inicial y(0) = xp; donde zg es tal que X; ' — zo. Para esto definiremos la
distancia uniforme esperada como

En(t):=E ( sup | X" — y(s)y> .

0<s<t

20
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En la siguiente proposicion daremos condiciones suficientes para que haya convergencia en
este sentido.

Proposicion 3.2.1. Sea Xt(n) una sucesion de procesos de Markov como la descripta arriba
tal que también cumple que:

1) para algun xg € R, XM xg.
(1) g 0

(1) para todo n > 1, u,v € R, la siguiente condicion global de Lipschitz |6 (u) — §(v)| <
K|u—v|+mny, se cumple para alguna constante K > 0 y una sucesion (n,),~, que tiende

a0,

(i11) para todo i € F, nQE ( Z]EE ng()m 17— Xg")|2ds> < €, para alguna otra sucesion
s

(€n),,>1 que también tiende a 0.
Entonces tendremos que E,(t) < (|Xén) —y(0)| + 1t +2y/€n)et; y por lo tanto, Xt(n) KON
y(t), uniformemente en conjuntos compactos.

Demostracion. Si definimos Mt(n) como la martingala de Dynkin asociada a Xt(n), podemos
escribir

- - M(") t 7
{7 = x4 by / 5 (XM ds. (3.4)
0

Usando Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Doob obtenemos que

E

0<s<t 0<s<t

2
1 n 4 n
<sup \MMSJ/m) ] < B ( sup (M[ngj)2> < SE ((M(7))?) < e
Donde usamos que

1 (n) 1 .
—E ((Mtntj> ) = ]E(MWJ (/ qu(n> — X! ))2ds> < €n,

JjEE

con <Mt(n)) la variacién cuadratica de Mt(n). Por otro lado, la funcién y(t) es tal que

+ /0 5(y(s))ds. (3.5)

Si hacemos (3.4)) menos (3.5]), tomamos valor absoluto y luego supremo sobre [0, ¢] y valor
medio, llegamos a que

En(t) < |1X5 — y(0)] + 2¢/en + / 67X (M) = 8(y(s))|ds,

<X~ y(0)] + 206+t + K /O XM — y(s)|ds.

Y entonces
t
Ba(t) < X7 = yO)| + 2+ mat + K | Bn(o)ds
0
Finalmente, terminamos la prueba por medio de la desigualdad de Gronwall. O
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Notar que en la prueba la condicién global de Lipschitz puede ser reemplazada facilmente
por el requisito de que se cumpla s6lo en un intervalo cerrado y que la sucesién de procesos
c.s. no se escape de este antes del tiempo t. Ademads, la escala correcta del espacio y el tiempo
puede no ser lineal en n, pero en ese caso la prueba seria completamente analoga.

3.2.2. Ejemplo de limite de escala

Ahora consideraremos una aplicacién facil de la Proposicion Sean (Nt(n))tzo y
( ~t(n))t20 dos sucesiones de procesos de Poisson homogéneos independientes y de intensi-
dades A\, y un , de modo tal que A, LmiN v ln nzee, u. Ahora, definamos una sucesién

de procesos dada por la diferencia de ellos como Xt(n) = Nt(n) — Nt(n).

) X (")
= % Necesitamos

calcular las derivas 5(”)(~) de estos procesos. Para ello, vamos a tener en cuenta que las

transiciones de las dos sucesiones de procesos de Poisson son qg) = )\ndj(i Yy cjg-l) = ,unéj(l-ﬂ),

. ;. v (n
Como antes, consideraremos los procesos reescalados segin Xt(

y por lo tanto sus derivas son constantes y estan dadas por 60 (i) = A\, y 60" (i) = —p,,. Esto
implica que 6™ (1) = A\, — ftn, —= X — p1, que son (obviamente) globalmente Lipschitz.

Debido a que convergen a A — i, satisfacen trivialmente la condicién (i7) de la Proposicién
[3:2.1] Ademas, las variaciones cuadréticas de sus martingalas de Dynkin escaladas estardn
dadas por

E </0n (>\n - /'Ln)ds> = ()‘n - ,un)nt,

lo que implica que la condicién (iii) también se cumple. Luego, si las condiciones iniciales
. v — - s .
de los procesos se fijan de manera que Xén) 272, 20, se cumplen todas las hipétesis de la

Proposicién y entonces (para todo T > 0)
_ 1
XM 55 y(t)

en [0,7]. Donde y(t) = (A — )t + zo; o sea, es la solucién de la ecuacién § = A\ — u con
condicién inicial y(0) = xg.

3.3. Convergencia de procesos de dimensién numerable

En esta seccién presentamos los resultados que usaremos en el Capitulo [4] para mostrar la
convergencia de procesos y tiempos de parada hacia limites deterministicos. Como en el resto
del capitulo, estos resultados no se presentan necesariamente de manera general, sino en la
forma maés conveniente para el resto del trabajo.

Aunque, en principio, un resultado similar al de la Proposicién [3.2.1] puede derivarse para
procesos de dimensién numerable siguiendo un razonamiento analogo, en muchas situaciones
practicas no es posible darle una norma al espacio de estados para la cual las derivas involu-
cradas sean globalmente Lipschitz. En lugar de hacer esto, un enfoque alternativo es seguir
la metodologia de Prohorov. La idea es demostrar que cada subsucesién de la sucesion de
procesos tiene una subsubsucesion convergente, y que todas ellas tienden al mismo limite.
Para lograr esto, primero se prueba que la sucesién es apretada, estableciendo asi para cada
subsucesién una subsubsucesién convergente.
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CAPITULO 3. LIMITES DE ESCALA DE PROCESOS MARKOVIANOS

Este enfoque clasico se sigue, por ejemplo, en la prueba de los limites en el teorema
principal de [BJL16]. El siguiente lema es una adaptacién de estos resultados.

Lema 3.3.1. Sea (Xt(n)(l),Xt(n)(Q),...) € D[0,00)N una sucesion numerable de procesos de
saltos markovianos donde (para todo k € N) Xt(n)(k:) tiene deriva 5k[Xt(n)(l),Xt(n)(2), ). St
(para todo k € N):

1) s [x (1), XM (2),..] = Xk, ai(k) XM (i), donde i, € N y a;(k) € R,
(11) 5k[Xt(n)(1),Xt(”)(2), ...]/n es uniformemente acotada,
(111) Xén)(k)/n 222 wo(k) (para alguna constante yo(k)),

(1v) y las martingalas de Dynkin asociadas Mt(n)(k) tienen variacion cuadrdtica de orden
op(n?)

entonces, si ademds el sistema de ecuaciones integrales definido por
t
(1) = s0(1) + [ 61(0:(1)3:(2), . )ds
0

%m:w@+[@@m%mwws

tiene soluciéon tnica, los procesos Xt(n)(l), Xt(n)(2),... convergen en probabilidad hacia las
funciones continuas y¢(1), y:(2),... que son solucion de este sistema.

Demostracion. Dividiendo la férmula de Dynkin por n obtenemos que

X" () %Wn+f%WﬂWm M@, MU
0

= ds +
n n n
ﬁ%m:x@m+/WWM@m7&m»4®+Mﬁm
n n 0 n

Como estas martingalas de Dynkin tienen variacién cuadritica de orden op(n?), por la
desigualdad de Doob obtenemos que, para todo k € N, sup,, ]Mt(n)|/ n converge débilmente
en D[0,00) a 0. Y como 5,(<:n)()/n son uniformemente acotadas, para todo k € Ny T' > 0,
la sucesién de procesos (Xt(n)(k) - Mt(n)) /n es uniformemente de Lipschitz y uniformemente
acotada en [0, T']. Por lo tanto, por el Teorema de Arzela-Ascoli, para todo T' > 0 estas familias

de procesos son apretadas en C[0,T]. Esto implica que para toda subsucesién (ny),~, existe
una subsubsucesién (ng,),~, tal que

XM 1y - m™ 1)
ng

= yt(l)

1

(

XM (2) — a2

Nk

1

23



MANUEL SAENZ

en conjuntos compactos, para algunas funciones continuas y;(1), y¢(2), etc. Como los procesos
son contables, podemos tomar una subsubsucesién comtin donde se den todas estas conver-
gencias simultdneamente. Ademés, segiin el Teorema de representacién de Skorohod (Teorema
, existe un espacio de probabilidad tal que todos estos limites y la convergencia (para
todo k € N) de sup, ]Mt(n)(k)| /m hacia 0 se dan casi seguramente en conjuntos compactos.
Entonces, para esta subsubsucesién

o yt(l)
E yt(z)

Y por hipdtesis (5,&”) [Xs(n)(l),Xs(n)@), ] n= szz ai(/@)Xt(n)(k:)/n, entonces

lim 3¢ [Xf"kl)(l),xf"kl)(z), } Iy = S(ye(1), 1 (2), ).

Y debido a que todas las derivas sobre n estidn acotadas de manera uniforme, acotando esta
subsubsucesién y usando que Xt(n)(k) /n — yo(k) y convergencia dominada

%mzmm+f&%m%mwws

M@Z%@+A5MMM%QWMS

La convergencia hacia la solucion de este sistema de ecuaciones integrales esta bien definida
ya que, por hipétesis, tiene solucion ﬁnicaﬂ Ahora tenemos que mostrar que esta convergencia
no es sélo en esta subsubsucesion sino més bien en toda la sucesién original. Para esto, vamos
a tener en cuenta que debido a que cada subsucesién tiene una subsubsucesion que converge
al mismo limite (porque por hipédtesis el sistema tiene solucién unica), la sucesién original
converge débilmente a ella. Ademads, como el limite es deterministico, la convergencia se puede
considerar equivalentemente en probabilidad. O

3.3.1. Convergencia de tiempos de parada y valores terminales

En nuestras aplicaciones serd importante poder, no sélo determinar la convergencia de los
procesos, sino que en muchas situaciones tendremos que establecer la convergencia de ciertos
tiempos de parada y de los procesos detenidos de acuerdo a ellos.

En el siguiente lema, estableceremos criterios de convergencia para los tiempos de parada
de sucesiones de procesos decrecientes que convergen a un limite de escala.

Lema 3.3.2. Sea (Xt(n)(l), Xt(n)(2), ...) € D[0,00)N una sucesién de procesos de saltos marko-

vianos donde Xt(n)(l) es decreciente y tiene tasas de transicion qi@ y definamos el tiempo de

parada T™) = inf{t >0 : Xt(n)(l) = 0} y el tiempo deterministico T := inf{s > 0 : ys(1) = 0}.
Bajo las mismas hipotesis del lema anterior y asumiendo también que:

!Observemos que, en general, esto no es una declaracién trivial para un sistema de dimensién infinita y
tiene que ser probado por separado.
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n—o0

(1) para todot < T y (si Xt(n)( )=i>0),>« qzj (X(n)(Q), L) > CWp con 0 2%
C >0,

(1) la funcion y(1) es continuamente diferenciable con (1) < —C' (para algin C" > 0 y
t<T),

entonces T B T.

Demostracion. Dado 6 > 0, queremos probar que la probabilidad del evento {|T"—T™| > §}
tiende a 0. Para ello, supongamos que 7' > T (") Ahora, supongamos también que el evento
{sup;<r ]Xt(n)(l)/n — y(1)] < 6C"} vale. Entonces, ypm)(1) vale a lo sumo §C”. Por hip6tesis
tenemos que para todo ¢t < T' la derivada de (1) es menor a —C’, entonces ypm) (1) <
Yo (1) — C'8 < 0. Por lo tanto, {T'— T™ > §} C {sups<r |Xt(n)(1)/n —y(1)] > dC'} Y
porque Xt(n)(l) /n 5 y+(1), la probabilidad de este tltimo evento tiende a 0.

Por otro lado, ahora supongamos que T > T'. Si el evento {supi<r \Xt(n)(l)/n —y(1)] <
C§/4} vale, el valor de Xén) /n serd a lo sumo C§/4. Por hipétesis Xt(n)(l) es decreciente
y tiene transiciones a estados menores con tasa mayor a nC™ = nC + o(n). Si definimos
(Zt)e>T como un proceso de muerte puro con valor inicial Zr = nCd/4 y tasa de muerte
nC/2, podemos acoplar (para n mayor a cierto ng > 0) el proceso Xt(n) para que sea menor
a Z; para todo t > T. Entonces, para n > ng, {T™ —T > §} C {Z,s > 0}. Pero definiendo
Y ~ Pois(nC§/2), la probabilidad de este tltimo evento es igual a P(Y < nC§/4) y por la
desigualdad de Chebychev obtenemos que

P(Y <nCd/4) =P(nCs/2-Y >nCd/4) <P(|Y —nCd/2| > nCd/4)
nCs/2 8

= n2C252/16  nC6
En resumen,
P|T™ —T|>6) =P(T—-TM > 5)

+P(supy<r |Xt <1>/n — (1) < C6/4, T — T > 6)
+P(supyer |X (1) /n— ()] > C6/4,T0) — T > 6)

< P(supy<r [ X (1) /0 — yu(1)] > 6C7)
+P(sup<r | X "><1>/n — (1) £ C6/4,T™ — T > §)
+P(supy<r |Xt ><1>/n — (1) > C6/4)

< P(supy<r | X" (1)/n — (1) > 6C") + P(Y < nC3/4)
+P(supy<p | X (1) /n — ye(1)] = C6/4) "= 0

donde el tltimo término P(sup;<y \Xt(n)(l)/n—yt(l)\ > (C0/4) tiende a 0 porque estamos bajo
las hipétesis del lema anterior. ]

También necesitaremos establecer la convergencia de las coordenadas de los procesos de
saltos en algunos tiempos de parada especificos hacia los valores correspondientes de sus limites
de escala. Para esto, utilizaremos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1. Sea (th)( 1), Xt(n)(Q) .)€ D[O o0)N como en el lema anterior. Entonces,
para todo k € N vamos a tener que X;W( )/n L3N yr(k).
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Demostracion. Tenemos que

X5 (k) /= yr ()| < | XS0 () /1 — g | + [yzen — yr (k)]

T(n)

donde el primer término del lado derecho tiende c.a.p. a 0 ya que por el Lema (3.3.1
Xt(”)(k) /n LN y;(k) uniformemente en conjuntos compactos (y como T 5 T, los T
son c.a.p. acotados). Para el segundo término alcanza con notar que tenemos que T 51
por el Lema y que y¢(k) es continua. O
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Capitulo 4

Conjuntos independientes maximos
en grafos aleatorios

Los conjuntos independientes son relevantes en el estudio de diversos modelos fisicos y de
comunicacién. Por ejemplo, en fisica, donde dindmicas que generan conjuntos independien-
tes se utilizan para estudiar la deposicién de particulas en superficies [CAPOT, [Eva93|, asi
como para modelar el nimero de excitaciones en gases ultrafrios [SJK15]. Como discutire-
mos con mas detalle en el siguiente capitulo, también se usan procesos estocédsticos similares
[BJLM14, [DvLM16] para modelar teéricamente el posible ntimero de transmisiones simulté-
neas de informacién dentro de una red WiFi.

Encontrar conjuntos independientes de tamano maximo en grafos fijos es un problema de
optimizacién dificil que se ha demostrado es NP-dificil [FM97]. Tanto la caracterizacién de
nimeros de independencia como de algoritmos que construyen conjuntos independientes en
tiempos polinémicos en grafos aleatorios ralos han recibido mucha atencién recientemente,
pero son aun problemas abiertos para la mayoria de los casos. Unas de las pocas excepciones
son las caracterizaciones de los ntimeros de independencia de los grafos regulares de grado
grande [DSS16] y la optimalidad del algoritmo grado-egoista para grafos de Erdos-Rényi ralos
con grado medio A < e [KSSl]ﬂ

Aqui abordamos la pregunta de si existe alguna clase de grafos aleatorios ralos para los
que la tarea, a pesar de la complejidad del problema general, se puede realizar en tiempo
polinémico. Usando limites de escala en exploraciones secuenciales que seleccionan sélo vértices
de grado 1, descomponemos la exploracién en diferentes pasos y mostramos que estos pasos
pueden describirse como una combinacion de dos mapas que actdan sobre la distribucién
de grados del grafo. Utilizando estos resultados, mostramos que para cierta clase de grafos
aleatorios ralos, la exploracién grado-egoista es asintéticamente 6ptima. Primero damos una
condicion suficiente, que se puede verificar ficilmente en la practica, para que esta exploracién
sea Optima en un solo paso. Luego mostramos cémo generalizar esta condicién suficiente
caracterizando el grafo restante después de varios pasos. Finalmente, estudiamos el caso de las
distribuciones de Poisson (que son asintéticamente equivalentes a los grafos de Erdos-Rényi)
y mostramos, de manera alternativa, que cuando el grado medio es menor que e la exploracién

'De hecho, en este trabajo, los autores no abordan directamente la optimalidad de este algoritmo para la
construccién de conjuntos independientes maximos. En cambio, lo prueban para apareos, pero el resultado para
conjuntos independientes méximos se puede derivar de él.
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es asintoticamente 6ptima. Utilizamos este hecho para dar una nueva caracterizaciéon de su
nimero de independencia en estas circunstancias.

El capitulo estd estructurado de la siguiente manera. En la Seccién presentamos la
bibliografia existente sobre el problema de conjuntos independientes maximos en especial la
concerniente a grafos aleatorios. Luego, en la Seccion presentamos los principales resulta-
dos del capitulo junto con algunas aplicaciones de los mismos. Las pruebas de estos resultados
se pueden encontrar en la Seccién mientras que en la Seccién [4.4] proponemos algunas
extensiones posibles a los resultados del capitulo.

4.1. Conjuntos independientes y algoritmos secuenciales

Principalmente se han seguido dos tipos de enfoques para obtener conjuntos independien-
tes maximos en grafos aleatorios: por un lado, utilizando dinamicas estocéasticas reversibles
(generalmente la dindmica de Glauber, discutida con cierto detalle en el Capitulo ; y por
otro lado, usando algoritmos secuenciales. Aqui limitaremos nuestra discusion a este segundo
tipo.

4.1.1. Algoritmos secuenciales

El nombre de estos algoritmos proviene del hecho de que exploran los grafos secuencial-
mente (y por lo tanto terminan la exploracién en menos de n pasos). Para esto, en cada paso
k > 0 el conjunto de vértices se dividird en tres conjuntos: el de los vértices inexplorados
Uy, el de los vértices activos Ay v el de los wvértices blogueados By. Un algoritmo secuencial
tipico funciona de la siguiente manera. Inicialmente, establece Uy = V, A9 = 0 v By = 0.
Para explorar el grafo, en el paso k + 1 selecciona un vértice vy € Uy (teniendo posible-
mente en cuenta su grado actual o pasado hacia otros vértices inexplorados) y cambia su
estado a activo. Después de esto, toma todos sus vecinos inexplorados, es decir, el conjunto
N (vgs1) = {w € Ug|(vgs1,w) € E}, y cambia sus estados a bloqueado. Esto significa que, si
en el paso k41 se selecciona el vértice vg1, €l conjunto resultante de vértices estara dado por
U1 = U \{vgs1 UN (vp11) }, Akrr = AgU{vkr1} y Beyr = B UN (vk41). Notar que en cada
paso, el conjunto de vértices activos define un conjunto independiente. El algoritmo sigue este
procedimiento hasta el paso k) en el que todos los vértices estdn activos o bloqueados (o de
manera equivalente Uy: = ). El conjunto de vértices activos en el paso kj; define luego un
conjunto independiente maximal (aunque, en general, no maximo).

En el algoritmo egoista, durante el paso k se selecciona el vértice a ser activado vy uni-
formemente del sub-grafo de los vértices restantes Gy, (es decir, el sub-grafo formado por los
vértices inexplorados). Si G es un grafo, llamaremos o, (G) al tamano del conjunto indepen-
diente obtenido por el algoritmo egoista ejecutado en G. Este algoritmo ha sido ampliamente
estudiado, especialmente en el contexto de los grafos de Erdos-Rényi. Hay muchas maneras de
abordar el problema de determinar el valor asintdtico del conjunto independiente obtenido por
el algoritmo egoista en un grafo de Erdés-Rényi ralo. Por ejemplo, por medio de un anélisis
combinatorio [GM75l [Kar76] del problema. Més parecido al enfoque del resto del capitulo, en
[BJS17] se demuestra un limite de escala para un proceso de Markov unidimensional asociado
al algoritmo. Sin embargo, la descripcion de este proceso de exploracién en un Modelo de
Configuraciones no puede describirse por medio de un proceso de Markov unidimensional,
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ya que los vértices inexplorados tienen grados (hacia otros vértices inexplorados) que no son
intercambiables y que dependen de manera complicada de la evolucion del proceso. Esto hace
que el analisis sea mucho més complicado que en el caso de un grafo Erdés-Rényi. Ha habido
dos trabajos en la literatura que describen un limite de escala para este proceso. En [BJM17],
se obtiene un limite de escala para la distribucién en grados del grafo restante. Mientras que
en [BJL16], se muestra un limite de escala similar pero con una dindmica modificada que per-
mite una simplificacion de las ecuaciones diferenciales limites. A través de estos resultados, se
determina el tamafio del conjunto independiente obtenido.

El algoritmo grado-egoista es una variacién del algoritmo egoista que tiene en cuenta el
grado de los vértices en el grafo restante. Durante el paso k se selecciona un vértice inexplora-
do vy, uniformemente de entre los vértices de grado minimo (hacia otros vértices inexplorados)
dentro del sub-grafo restante Gj. Si G es un grafo, denotaremos por opg(G) al tamano
(posiblemente aleatorio) de vértices en el conjunto independiente obtenido por el algoritmo
grado-egoista corrido en G. Aunque este algoritmo se ha estudiado en profundidad en la co-
munidad informatica (por ejemplo, en [HR97]), hay pocos resultados matematicos exactos que
caractericen o acoten los conjuntos independientes encontrados por él. Una notable excepcién
es [KS81, [AFP98| donde, aunque se considera un problema completamente diferente (a saber,
el de apareos méaximos), los resultados implican que el algoritmo grado-egoista es asintética-
mente 6ptimo para grafos de Erdés-Rényi cuando el grado medio es A < e. A este resultado se
lo conoce como fendmeno e. Los resultados de Wormald [Wor95] también describen un limite
de escala para el proceso generado por el algoritmo grado-egoista cuando se lo corre en un
grafo d-regular pero no discuten la optimalidad asintética.

Algoritmo egoista en grafos de Erdos-Rényi ralos

Sea G ~ ER,(A/n). El andlisis de estos grafos es bastante simple debido a la simetria
e independencia de las conexiones entre sus vértices. De hecho, el proceso que describe la
dindmica del algoritmo egoista se puede modelar como un proceso unidimensional de Markov,
esto es asi porque después del paso k del algoritmo, si el niimero de vértices inexplorados
es Z,gn), entonces el sub-grafo inexplorado sigue siendo un grafo de Erdos-Rényi ralo Gy ~
FER Zm (A/n). Ademas, en un grafo de Erdos-Rényi, el grado de los vértices es intercambiable

(cada vértice tiene, en distribucion, el mismo niimero de vecinos) y s6lo depende del parametro
Ay el tamafio del grafo.

Entonces se puede probar por medio de limites de escala (ver [BJS17]) que:

E | sup Zling —z2()| | E==0,
tejo, )| ™
donde z(t) es la solucién de la ecuacion diferencial 2 = —A\(1 — z) — 1 con condicién inicial

z(0) = 1.

Luego, se puede demostrar que en este caso oG, (G™) converge en L' a 7* (definido como
la solucién méas pequeiia de z(7*) = 0), y por lo tanto el niimero de estancamiento de grafos de
Erdos-Rényi ralos esta arbitrariamente cerca de 7% = w. En [BJS17] también se prueba
un teorema central del limite para esta convergencia.
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Exploracion egoista en Modelos de Configuraciones

Los procesos de exploraciéon de grafos del Modelo de Configuraciones no pueden describirse
simplemente por el nimero de vértices en el sub-grafo inexplorado. Sin embargo, como se
muestra en [BJM17], las propiedades del Modelo de Configuraciones permiten la descripcion de
la evolucion del algoritmo egoista por medio de un proceso markoviano sin seguir exactamente
la evolucién de toda la estructura del grafo, sino sélo de la distribucién de grados de los vértices
inexplorados hacia otros inexplorados. Esto se hace construyendo simultdneamente el grafo
aleatorio y el proceso de exploracién asociado. Como veremos, esto hace posible el cdlculo de
la constante de estancamiento resultante.

En contraste con la discusién anterior, ahora serd conveniente describir el algoritmo como
un proceso a tiempo continuo en lugar de uno discreto. Para esto, le asociaremos a cada
vértice inexplorado un reloj exponencial aleatorio de tasa 1. Cada vértice inexplorado se
activard cuando suene su reloj, en cuyo momento sus medias aristas son apareadas y sus
vecinos inexplorados son bloqueados.

Denotando por ugn)(i) (i =1,...,n) el nimero de vértices inexplorados de grado i hacia

otros vértices inexplorados (cuyo valor inicial u(()n) (1) es simplemente cuantos elementos en d(")
son iguales a i), la evolucién temporal de esta medida empirica es suficiente para caracterizar
el proceso de exploracién en grafos del Modelo de Configuraciones [BJMI17]. Para ello, el

proceso de saltos de Markov asociado debe escalarse de acuerdo a

JE PN S () P
(i) = (i), £ > 0,

paratodot>0yi=1,...,n.
Luego, bajo el supuesto de que la distribucién de grados inicial satisface la (CC), y llevando
n al infinito, se puede probar un limite de escala para la evolucién de esta distribucién de
grados [BJMI17]. En este trabajo también se muestra que el limite es tinico y que viene dado
por la solucién de un sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales de dimensién numerable.
Para expresar estas ecuaciones en forma concisa, llamaremos

N u(d)

(1) == 72510 i) (4.1)
N (i)

Pili) = s ") 4.2)

para todo ¢ > 0 y i > 1. Las medidas de probabilidad «a;(-) y B:(-) tienen interpretaciones
intuitivas: la primera describe la distribucion de grados de un vértice inexplorado elegido al
azar (y uniformemente) en el tiempo ¢; mientras que la segunda da la distribucién sesgada
por tamano asociada a ay(-) y representa la distribucién de grados de un vecino de un vértice
elegido al azar. Esta interpretacién serd tutil al generalizar estos resultados en el siguiente
capitulo.

Luego, el sistema de EDO que describe la evolucién del nimero de vértices inexplorados
con grado igual a ¢ hacia otros inexplorados puede escribirse como

D i) = =3 ) i) + B (4.3)
=0
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donde Fy(7) := > pog kaw(k) (Be(i + 1) + (Be(i) — Be(i 4+ 1)) Y120 15:(1)). Estas ecuaciones tam-
bién tienen una interpretacién simple. La primera suma en el lado derecho es la tasa de tran-
sicién total del proceso de Markov. El primer término entre corchetes representa la activacién
de un vértice de grado 7 en el momento ¢, en cuyo caso el nimero de vértices inexplorados con
grado igual a i disminuye en uno. Mientras que el término F(i) se corresponde con el bloqueo
de vecinos del vértice seleccionado y la eliminacién de sus aristas del sub-grafo inexplorado.
Observar que el vértice activado tiene una distribucién de grados ay(+), mientras que los ve-
cinos bloqueados y sus vecinos tienen una distribucién de grados [3:(-). Esta representacion
serd util para analizar los algoritmos grado-conscientes presentados en el Capitulo

La principal consecuencia de este limite es la caracterizacién de la proporcién asintética
de vértices en el conjunto independiente obtenido por el algoritmo egoista corrido en grafos
del Modelo de Configuraciones [BJM17]:

Teorema 4.1.1. Para todo n > 1, sea G ~ CM,(d™). Bajo ciertas condiciones sobre los
momentos (ver Teorema 3.1 en [BJM17]), se cumple la siguiente convergencia:

E(jocr (G™) = epl) ——= 0,

n—oo

donde
i=0

En un trabajo posterior [BJL16] se muestra un resultado més explicito para la constante de
atascamiento por medio de una dindmica modificada que permite la simplificacion del sistema
de ecuaciones diferenciales limites. En este trabajo, los autores estudiaron un limite de escala
diferente que da como resultado ecuaciones mas simples que pueden integrarse directamente:

Teorema 4.1.2. Bajo la (CC), y llamando Ts al dnico valor en (0,00] tal que

Too 672h
_dh—1,
/0 2o ifto(i)e= "

entonces

0 .
. e—2h %ﬁO(i)e_m
1=

dh. (4.5)

n—oo

JGT(G(n)) - /
0

S .
> ifig(i)e~h
1=0

Algoritmo grado-egoista en grafos regulares

El resultado principal en esta direccién es mostrado por Wormald en [Wor95]. En este
trabajo, se muestra un limite de escala para el proceso generado por el algoritmo grado-
egoista corrido en un grafo d-regular (un grafo construido por el Modelo de Configuraciones
donde cada vértice tiene el mismo grado d > 1) . También se proporcionan estimaciones
numéricas basadas en este limite de escala para diferentes valores de d en [Wor95].
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4.1.2. Caracterizacion de conjuntos independientes maximos

En el caso de los grafos de Erdos-Rényi, sus niimeros de independencia se entienden mejor

en el caso de probabilidades de conexién grandes que en el caso ralo. En este caso, un argu-
_ 2lognp

logg
En este mismo contexto, también se sabe que la relacion entre el nimero de independencia

mento de segundo momento [Bol01] muestra su convergencia en probabilidad hacia

y el tamatio asint6tico del conjunto independiente obtenido por el algoritmo egoista es 1/2.
En el caso de grafos de Erdds-Rényi ralos, como consecuencia de los resultados probados en
[BETG, [Fri90], se pueden mostrar resultados similares (pero més débiles). Estos muestran que
el algoritmo egoista tiene, para G' un grafo de Erdos-Rényi ralo de grado medio A, una relacién
de rendimiento o, (G)/a(G) que es asintéticamente 1/2 para n y A grandes. Como se men-
cion6 anteriormente, de [KS81)[AFP9I8| se desprende que el algoritmo grado-egoista encuentra
asintéticamente c.s. conjuntos independientes maximos en grafos de Erdos-Rényi de grado me-
dio menor que e. En los mismos trabajos, también caracterizan el niimero de independencia
asintética de estos grafos como la combinacién de las raices de ciertas funciones.

La prueba de la existencia de una proporcién de independencia limite para grafos alea-
torios d-regulares se da en [BGT10]. En [LW07], Wormald muestra un limite inferior para el
nimero de independencia de un grafo d-regular. En el mismo trabajo, Wormald (y Gamar-
nik y Goldberg independientemente en [GGI10]) muestran que la proporcién de vértices en el
conjunto independiente encontrado por un algoritmo egoista en un grafo d-regular es (para
d > 3), asintéticamente (en probabilidad) y para valores de cinturaE] g — oo, dada por una
cierta funcién de d. Ademds, este limite también es demostrado en [Bol81, IMcKS87] y otras
cotas inferiores son probadas en [F1.92]. Finalmente, en un trabajo reciente [DSS16], se carac-
teriza el limite del nimero de independencia de grafos d-regulares por medio de la solucién
de una ecuacién polinémica.

4.2. Resultados y aplicaciones

En esta seccién, primero establecemos un lema de optimalidad para grafos deterministas.
Luego, enunciamos resultados equivalentes para grafos aleatorios, para los casos en que una
exploracién secuencial sélo selecciona vértices de grado 1. Por medio de este resultado, mos-
tramos que esta propiedad es satisfecha por una amplia clase de grafos aleatorios (incluidos
todos los grafos estrictamente subcriticos). Finalmente, obtenemos una caracterizacién de esta
clase de grafos.

4.2.1. Primera caracterizacion de la optimalidad del algoritmo grado-
egoista

Criterio para grafos generales

En el Lema [4.2.1| presentado a continuacién, mostramos que cualquier algoritmo secuencial
que solamente selecciona vértices de grado 1 (o 0) es éptimo en el sentido de que encuentra
un conjunto independiente maximo. Una versién andloga de este lema para el problema de
apareos se presenta en [KS8I].

Para enunciar esto de forma maés precisa, necesitamos introducir una serie de definiciones.

?Longitud del ciclo més corto.
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Definicién 4.2.1. Dado un grafo G = (V, E), llamaremos secuencia de seleccion a toda
secuencia finita de vértices distintos W = {w;,wa,...,wn} (con m < n) tal que ningin
vértice en W es vecino de otro y todo vértice en V estd o bien en W o es vecino de un vértice

en W.

Notar que las condiciones en esta definicién aseguran que los vértices en W definen un
conjunto independiente maximal. Entonces, por definicién, los algoritmos secuenciales definen

secuencias de seleccion aleatorias.

Definicién 4.2.2. Sea W = {wy,...,w,} una secuencia de seleccién. Entonces, para todo
1 < ¢ < m, vamos a llamar i-ésimo grafo restante al sub-grafo formado por los vértices que
no estdn en {wi, ..., w;} ni son vecinos de algin vértice que lo estd. A este lo simbolizaremos
como G, y definimos Gg := G.

Cuando no hay ambigiiedad sobre a qué valor de i corresponde el grafo restante, simple-
mente lo llamamos grafo restante. Al analizar el algoritmo grado-egoista, los grafos restantes
se referiran a los grafos restantes con respecto a la secuencia de seleccion definida por el al-
goritmo. Por supuesto, como una secuencia de selecciéon W = {wy, ..., w,, } siempre determina
un conjunto independiente maximal, G,,, = 0.

Un algoritmo grado-egoista corrido en un grafo finito G puede considerarse como una
secuencia de seleccién aleatoria Wpg, construida inductivamente de la siguiente manera: dado
{w1,...,wi} (los primeros k > 1 vértices de Wpg), wis1 es un vértice elegido uniformemente
entre los vértices de menor grado de Gg.

Definicién 4.2.3. Sea W una secuencia de seleccién. Decimos que W tiene la propiedad T
si por cada 1 < i < m el grado de w; en G;_1 es igual o menor que 1.

Luego, una secuencia de selecciéon tiene la propiedad T3 si en cada paso selecciona un
vértice que tiene grado 0 o 1 en el grafo restante correspondiente.
Ahora podemos enunciar el lema de optimalidad.

Lema 4.2.1. Sea G un grafo finito y W una secuencia de seleccion de G. Entonces, si W
tiene la propiedad Ty, |W| = o(G).

Por medio de este lema podemos establecer una condicién suficiente para que el algoritmo
grado-egoista encuentre c.a.p. un conjunto independiente que contenga asintéticamente la
misma proporcién de vértices que uno maximo:

Proposicién 4.2.1 (Condicién de optimalidad asintética en el MC). Sea G ~ CM,,(d™) una
sucesion de grafos que satisfagan la (CC) hacia una distribucion limite (py)ken. St el algoritmo
grado-egoista define c.a.p. una secuencia de seleccion que elige solo vértices de grado 1 o 0
hasta que el grafo restante sea subcritico y tenga una distribucion de grados que sea O(e™ )
(para algin v > 0), luego (para todo o > 0) opa(G) = a(G) + Op(n®) .

Esto es asi porque un grafo subcritico se parece (hasta una diferencia lo suficientemente
pequenia) a una colecciéon de arboles. Luego podemos acoplar el algoritmo que se ejecuta en
el grafo subcritico con uno que se ejecuta en la colecciéon de arboles de expansion de sus
componentes. Este acoplamiento sélo diferird en las componentes que no sean arboles las
cuales, como se muestra en la Proposicién contienen (para todo a > 0) Op(n®) vértices

33



MANUEL SAENZ

si la distribucion del grado limite tiene una cola exponencialmente delgada. Por lo tanto, ambos
algoritmos encuentran un conjunto independiente de aproximadamente el mismo tamano.
En lo que sigue presentaremos criterios explicitos para mostrar que una distribucién limite
dada cumple con las hipétesis de la Proposicién [£.2.1} Primero estableceremos un criterio que
puede ser facilmente aplicado en la practica. Luego refinaremos este criterio y daremos una
forma general de caracterizar las distribuciones de grados para las cuales aplica la proposicién.

4.2.2. Criterio de una aplicacion

Para caracterizar cuando el algoritmo grado-egoista sélo selecciona vértices de grado 1
o 0 hasta que el sub-grafo restante sea subcritico, serd tutil dividir la evolucién del proceso
en intervalos de tiempo discretos para los cuales sabemos con certeza que los tinicos vértices
seleccionados tienen estos grados.

La observacién clave es que si el grafo inicialmente tiene npgn) + o(n) vértices de grado
entonces el grado-egoista seleccionaréd vértices de grado 1 al menos hasta que haya explorado
un numero equivalente de vértices de grado 1. Luego definimos el mapa Ml(n) : R§O — RI§0

como el mapa que, cuando se evaliia en una distribucién de grados (p,gn))kzo de un grafo

de tamafio n, da la medida de grados normalizada resultante después de que npgn) vértices

de grado 1 se hayan activado o bloqueado (y sus vecinos bloqueado). Este es en principio un

mapa estocastico pero, como demostraremos, la exploracién grado-egoista converge a un limite
(n)

deterministico lo cual implica que M, (-) también converge a un mapa limite deterministico
M ().

En esta seccién, determinamos cudndo la distribuciéon de grados obtenida después de una
aplicacién del mapa Ml(”) es c.a.p. subcritica, y por lo tanto se cumple la hipétesis de la
Proposicién [£.2.1] Nuestro principal resultado aqui es el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. Dado G ~ CMn(CZ(")) que cumple la (CC) hacia una distribucidn limite
(pr)k>0 de media A > 0. Si

v:=GhHQ)/ <1 (4.6)

donde @ := (1—p1/A) y Gp(z) es la funcion generadora de probabilidad de la variable aleatoria
limite D; entonces, (para todo o > 0) opa(G) = a(G) + Op(n®).

4.2.3. Criterio general

El Teorema establece una condicion asintética para que el grafo restante obtenido
después de una aplicacién del mapa Ml(n)() sea subcritico, y por lo tanto para que el grado-
egoista sea asintOticamente éptimo. Aqui calculamos la distribucién de grados asintética del
grafo restante después de una aplicacién de Ml(n)() y al hacerlo permitimos el estudio de
sucesivas aplicaciones de Ml(n)() Esto se puede utilizar para establecer condiciones méas ge-
nerales que determinen la optimalidad asintdtica del algoritmo grado-egoista. Para lograr esto,
determinamos un limite de escala para la segunda fase de Ml(n) (1) vy resolvemos las ecuaciones

obtenidas.

3Por simplicidad, los vértices de grado 0 se omitiran del analisis porque, cuando se seleccionan, no bloquean
vértices y entonces no modifican el nimero de vértices inexplorados de otros grados. Podemos pensar que el
algoritmo los selecciona inmediatamente después de que se generan.
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Teorema 4.2.2. Definimos (para todo i,j > 1) 1;(i) == (=1)7(})Li<; . Luego, bajo los mis-
mos supuestos del Teorema y si llamamos (a;)jen a las componentes de la distribucion
(Qkpk]l{kzz})keN en la base {n;(-)}jen, tenemos que el grafo restante después de una aplicacion
del mapa es un grafo del Modelo de Configuraciones con una medida de grado normalizada
dada por

My (pl(cn)> () & My (py) (i) = aj(~1)7 QY (‘Z) fori>1

Jj>i
donde Q := Y ;55 1Q'pi/ Q*\.

Como se mencioné anteriormente, este resultado permite generalizar la condicién de opti-
malidad dada en el Teorema [£.2.1}

Criterio general de optimalidad asintética (CG): dada una distribucion de grados li-
mite, si después de un nimero finito de aplicaciones del mapa My (-) la distribucién de grados
obtenida es subcritica, entonces el algoritmo grado-egoista es asintéticamente optimo para un
grafo del Modelo de Configuraciones con esa distribucion limite.

La prueba de este criterio es una consecuencia directa de la Proposicion [£.2.1] Entonces, el
Teorema [£.2.2] puede usarse para verificarlo. En la siguiente seccién, presentamos los célculos
de algunas distribuciones que cumplen con este criterio.

4.2.4. Aplicacién a grafos de Erdos-Rényi

Aqui analizamos el caso especial de grafos con distribuciones asintéticas de grados de
Poisson. Son de particular importancia porque, por [Kim07], los resultados asintéticos pa-
ra ellos pueden extenderse directamente a los grafos aleatorios de Erdos-Rényi. Aqui damos
una prueba alternativa y més simple del llamado “fenémeno e”, identificado para apareos en
[KS81, [AFP9g]. También damos una caracterizacién més explicita del nimero de indepen-
dencia asintética que la presente en estos trabajos: demostramos que ambas constantes en la
expresion obtenida en [AFP98|] son de hecho iguales y las caracterizamos en términos de la
funcién de Lambert.

Proposicion 4.2.2. Sea G ~ ER,(\). Si A < e, entonces opa(G) = o(G) + op(n); de lo
contrario, la secuencia de seleccion resultante no tiene la propiedad Ty. Ademds, en el caso
en que X < e,

a(G)=n (z()\) + ;z()\)2> + op(n),

donde z(\) :== eV con W(x) la funcién de Lambert.

La prueba de esta proposicion se presenta en la Seccién y se deduce de la aplicacién
del Teoremal[d.2.2]y la Proposicién [.2.3] junto con la manipulacién de algunos mapas iterativos
obtenidos a partir de ellos.

35



MANUEL SAENZ

4.2.5. Mas aplicaciones

Ahora aplicamos nuestros resultados a las distribuciones de leyes de potencias, que dan
lugar a redes libres de escala. Ademas, explicamos cémo calcular niimeros de independencia
utilizando nuestros resultados y probamos cotas superiores generales para ellos.

Distribuciones libres de escala

Aqui estudiaremos el caso en que la distribucién de grados corresponde a una ley de
potencias de parametro o > 3. Como la funcién generadora de una distribucién de ley de
potencias pr, = Cok™® viene dada por CyLis(z) (donde Liy(2) es el polilogaritmo de orden
a):

5y — (Colia®)"low) _ Lia—a(1 = ¢la=1)7Y) = Lias (1 = ¢la = 1))
D is1 1Ca1™ ((a—1) '

Donde ((z) es la funcién zeta de Riemann y en la tiltima linea usamos ese Q(a) = 1—((a—1)"1
y que Liy(z) = Lia—1(2)/z. Se puede ver que esta tltima expresién es menor que 1 para todo
a > 3; lo que significa que para toda distribucion de ley de potencias con segundo momento
finito, el algoritmo grado-egoista es asintéticamente éptimo. En particular, siempre que tenga
segundo momento finito y (o —2) > 2¢(a— 1) (0 3 < a < 3,478), esta distribucién serd
supercritica y, sin embargo, el grado-egoista serd asintéticamente 6ptimo.

Calculo de nimeros de independencia

Como consecuencia del Teorema [£.2.2] cada vez que una sucesién de grafos cumple el
(CG), el ntmero de independencia asintético puede ser obtenido calculando el nimero de
vértices en el conjunto independiente construido por el algoritmo grado-egoista.

Proposicién 4.2.3. Dados G ~ CM,(d™) que satisfacen la (CC) hacia una distribucion de
grados limite (pr)k>0. Entonces, si vale el (CG), tendremos que

> (@) —0; 0 L
a(@)=n (1= =L 5 ) | + op(m). (4.7
=1 =2

Donde ™ (7) es el nimero restante de vértices de grado j dividido por n y Q; es el pardmetro
correspondiente definido en el Teorema después de i aplicaciones del mapa M;(-) sobre
la distribucion de grados limite de la sucesion de grafos.

Demostracion. Durante la i-ésima aplicacién del mapa M;(+), el nimero de vértices de grado
j (donde j > 2) que se bloquea e (1— Qg),u(i) () . Ademas, por cada par de vértices de
grado 1 que se conecta a otro vértice de grado 1, se bloquea uno. El ntimero de vértices
de grado 1 que se bloquean es entonces (1 — @Q;)p?(1)/2. Entonces, el tamaiio del conjunto
independiente obtenido serd n menos el nimero total de vértices bloqueados. Ademaés, dado
que suponemos que vale la optimalidad asintética del algoritmo, el tamano normalizado del
conjunto independiente obtenido sera el nimero de independencia del grafo. O

4Porque, como veremos en la Seccién [4.3.4] Q; es la probabilidad de que una media arista se conecte a un
vértice activado.
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Cotas al nimero de independencia

Para sucesiones de grafos donde no se cumple la condiciéon de optimalidad asintética, se
puede sin embargo utilizar el Teorema para construir cotas superiores para el nimero
de independencia limite.

Proposicién 4.2.4. Dados G ~ CM,(d™) donde la (CC) se satisface hacia una distribucion
limite (pi)k>o0; si se define ¢; := inf{a > 0: GL(1 - (a+p1)/(a+ X)) <1} y (para k > 0)
Py := (101 + pi)/(c1 + 1), tendremos que

L -Q;
2

o(@) <n1-3 " ) S (- Q) | + osln).
i=1 j=2

Donde u*(i)(j) es el numero restante de vértices de grado j sobre n y Q7 es el pardmetro
correspondiente definido en el Teorema después de i aplicaciones del mapa M (-) sobre
la distribucion de grados (pj)k>0-

Demostracién. Definimos una nueva sucesién de grafos G* ~ CM,,(d*(™) donde la (CC) se
cumple hacia la distribucién de grados limite (p})r>0. Esta sucesion puede considerarse como
los grafos formados al cambiar los grados de una cierta proporcion de los vértices originales de
G a 1, de modo tal que la desigualdad en el Teorema se cumpla. Los grafos resultantes
se distribuiran como los originales con algunas de sus aristas eliminadas. Entonces, debido a
que el nimero de independencia es mondtono en la eliminacién de aristas (ver Capitulo ,
tendremos que o(G) < a(G*). Finalmente, usando la ecuacién ([4.7)), se puede calcular o(G*)
y asi obtener la cota superior deseada. O

4.3. Pruebas de los resultados de la seccién anterior

En esta seccién, vamos a presentar las pruebas de los resultados enunciados anteriormente.

4.3.1. Prueba del Lema [4.2.1] para grafos generales

Probaremos el Lemaf4.2.1] por induccién en el tamaiio del grafo |G|. Para |G| =1y |G| =2
el resultado es trivialmente verdadero.

Ahora supongamos que es valido para |G| = n, mostraremos que, por lo tanto, también es
cierto para |G| = n+ 1. Supongamos que no es el caso que |IW| = a(G), entonces hay al menos
un conjunto independiente A tal que |W| < |A| = «(G). Llamando a W' = (w,)l‘g, por la
hip6tesis de induccién (porque W tiene la propiedad T en G1) sabemos que |W'| = a(Gy).

Llamando n al vértice adyacente a wlﬂ debido a que el conjunto independiente A es de
tamano maximo, tiene que contener a w; o a ny (si no, uno podria construir un conjunto
independiente atun mayor al agregar w; a los vértices de A, lo que serfa una contradiccién).

Esto implica que
Al = [A\{w1,ma} + 1> [W] = [W'| +1,

lo que significa que |[A\{wi,n1}| > |W’| lo cual es una contradiccién porque A\{wi,n;}
define un conjunto independiente de (G; y por hipdtesis tenemos que el conjunto independiente

® Aqui asumiremos que d.,, = 1. La prueba es muy similar en el caso donde w; es un vértice aislado.
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definido por W’ es un conjunto independiente de G; de tamano maximo. Luego tenemos que
W define un conjunto independiente de tamano méximo de GG, avanzando asi la induccion.

Corolario 4.3.1. Si H es una coleccion de drboles, entonces el algoritmo grado-egoista co-
rriendo en H encuentra c.s. un conjunto independiente mdzrimo.

Demostracion. Debido a que H es una coleccion de arboles, por cada hoja eliminada por el
algoritmo, se creardn més hojas (o vértices aislados). Por lo tanto, el algoritmo tendrd la
propiedad T} ya que siempre habré hojas (o vértices aislados) para seleccionar. Por el Lema
llegamos entonces a la conclusién. O

4.3.2. Prueba de la Proposicion 4.2.1

Primero probaremos el caso en el que G es un grafo subcritico.

Para mostrar la condicién de optimalidad de la Proposicién [£.2.1] estudiaremos el niimero
de veces que un proceso de exploracién en anchura de las componentes une dos vértices ya
explorados (para mas detalles sobre la exploracién en anchura de las componentes, vea el
Apéndice formando un ciclo. Aqui llamaremos a N, la cantidad de veces que esto sucede
durante la exploracion de la componente conexa asociada al vértice u € V y N a la cantidad
total de veces que sucede en la exploracién de todos las componentes en el grafo. Para cada
componente C'(u) tendremos que si N,, = 0, entonces la componente es exactamente un arbol
(ya que no se forman ciclos durante el proceso de exploracién). La idea serd demostrar que en
un grafo subcritico con una distribucién de grados con una cola exponencialmente delgada,
casi todos los vértices estan en una componente que es un arbol. Notar que esto no es una
consecuencia de los resultados en [JLOT], ya que no es suficiente mostrar que el 2—n1’1cleolﬂ es
op(n) para concluir esto.

Llamando v(i) al vértice visitado durante el paso i del proceso de exploracién de la com-
ponente del vértice 1 y T al tiempo de parada en el que finaliza el proceso, podemos escribir

T T
Nu=2_ > L= (4.8)

i=1 j>i

Con esto, podemos establecer una cota a la esperanza condicional de N que usaremos para
probar la proposicion.

Lema 4.3.1. Sea G ~ CM,(d) tal que la (CC) se satisface hacia una distribucion limite
(Pk)k>0- St C(1) es la componente conexa del vértice 1, entonces condicionando al nimero T
de aristas en la componente tenemos que

(V™ + 1) O T(T — 1)

E(N{|T) <
(MIT) < 2(nA(M — T)2

donde \) .= Y ey d&”)/n 2Ny v = Y uevm d&”) (d(un) —1)/nA(M 222y,

Demostracion. El limite se deriva haciendo uso del limite correspondiente para la probabilidad
de que (condicional a T') un vértice particular sea visitado por el proceso de exploraciéon en el

5El 2-niicleo de un grafo es el mayor sub-grafo con grado minimo 2.
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paso i. Por lo tanto, en primer lugar, queremos mostrar que para w € V™ y i <T
s:w
) = < ——. .
P(u(i) = ulT) < —c8— (49)

Esto se puede ver usando que la variable aleatoria T es c.s. positiva y acotada por n?. Luego,
para cualquier conjunto A ¢(T')-medible tenemos eso

E(lalfy)=ay) = P(4, U(i) = U)

t§n2

(n) (n)
< IA(t)————P(T=t)=E [I4———— ] .
< 3 1= =0 = (L)

En donde en la tercera linea hemos usado que P(A|v(i) = u, T = t) = 14(t) porque A es
o(T')-medible y que como el apareo de medias aristas se realiza de manera uniforme entre todos

. . i) (n)
las medias aristas no apareadas en el paso i tenemos que P(v(i) = u|T =t) = &,’j)(lf)(i_l) <
(n)

% (con dy (i)™ el nimero de medias aristas no apareadas de v durante el paso i de la
exploracion).

Usando que
T T T T
=> > L= = 2 2 D Lu=wlfui)=u}
i=1 j>i i=1 j>iueV

y tomando esperanza condicional a T' a ambos lados de la desigualdad, se obtiene que

2

p
E(N|T) = ZZ > P j) = u|T) <ZZ > ( Ope )

1=1 j>i yeV(n) =1 j>i yeV(n

n(™) u) () - Dp X T(T — 1
SW(Z&)(ZW )_( Jr(nim ()2 :

=1 j>1 wucV ()

Donde para la primera desigualdad se usé que para todo 7 < j

P(o(i) = u,v(j) = u|T) = P(v(j) = ulo(i) = u, T)P(v(i) = u|T)

O

Por medio de este lema, si denotamos por B el nimero de vértices malos que se encuentran
en componentes que no son arboles, podemos demostrar que (bajo ciertos supuestos) este crece
mas lento que cualquier potencia positiva del tamafno del grafo n.

Proposicién 4.3.1. Sea G ~ CM,(d) tal que la (CC) se cumple hacia una distribucion de
grados limite (pr)k>0 de media X\, de pardmetro de criticalidad v < 1 y tal que existe v > 0
para el cual p, = O(e™"F). Entonces, para todo 0 < o < 1 tenemos que B = Op(n®).
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Demostracidén. La prueba aplicard el Lema [£.3.1] y un acoplamiento presentado por Janson et
al. en [Jan08|, que describimos ahora.

Supongamos que estamos en el paso i < \/n (la potencia exacta de n es irrelevante, sélo se
necesita que sea o(n) y de un orden menor que los tamanos de las componentes) del proceso
de exploracién. Entonces la probabilidad de encontrar un vértice de grado k (excluyendo los
vértices ya explorados) sera

nkp,(cn) B kp,gn)

nA(m — O(y/n) ) (1+ O(n*1/2)).

Definimos una variable aleatoria X distribuida de acuerdo a

P(X > z) = min (1, ”V/ S (’“H)p’““) . (4.10)

k>x A

Para v/ = v+ € fijoy con 0 < ¢ < 1 — v, entonces para todo n lo suficientemente grande X
domina estocasticamente el tamafio del paso de la caminata aleatoria asociada al proceso de
exploracién. Como consecuencia, tendremos que si T' es el tiempo de parada en el cual una
caminata aleatoria con tamafio de paso X que parte de 1 alcanza el 0, T < T c.s. siempre
que T < V/n. La variable T también puede considerarse como la progenie total de un proceso
de ramificacién con descendencia dada por copias i.i.d. de X. Al sumar la expresion en
obtenemos que E(X) < %V < 1, lo que significa que el el proceso de ramificacion asociado es
subcritico.

Haciendo uso de este acoplamiento, podemos probar la proposicién. Tomando esperanza
a N; y separando de acuerdo a diferentes valores de T' obtenemos que

E(N1) = E (Mil{r<nsy) +E (Nilgsne )

Donde 0 < # < 1/2 (su valor exacto serd fijado luego). Por la cota superior en la esperanza
condicional en el Lema obtenemos para el primer término que

(™ + D)nA®nf(nf — 1)
2(n\(m) — pfH2

(™ + DnA®nf(nf — 1)

P(T <n) <
(T=n’) < 2(n\(m) — phH2

E (Mil{ren) <

Ya que por hipétesis A — XAy v — v, el lado derecho es entonces O(n?s=1h,
Para el segundo término, usaremos que N7 < T c.s. para obtener que

E (Nilispsy) < B (Thpsys) < nP(T > nf).

Debido al acoplamiento descrito anteriormente, también tendremos que P(T' > n®) < P(T >
n? ) (porque nf < v/n), donde T es la progenie total de un proceso de ramificacion subcritico
con descendencia X, donde X se distribuye de acuerdo con . Por hipétesis, para algin
v > 0, P(X = k) = O(e'%). Entonces, X tendrd momento exponencial finito y por el
Teorema también lo tendra 7. Por lo tanto, por la desigualdad de Markov, tendremos
que para todo 6 > 0

E(TY)
nBo

P(T > nf) < = O(n= ).
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Poniendo todas estas cotas juntamos (y tomando 6 suficientemente grande)
E(N;) = On? =1 + 0(n*=P%) = 0(n?71).

Con 0 < a < 1. Usando esto y la desigualdad de Markov, obtenemos que

E(V) _ E(Suey Na) _ nE(N)
ne/2 — ne/2 T pe/2

= O(n™).

IP’(N>na/2) <

Donde §; := «/2 — 2. Tomando § < a/4 llegamos a que §; > 0.
Por otro lado, si llamamos a C,q, a la componente mas grande del grafo, por el Teorema
1.1 de [JanOS]ﬂ también tenemos que

P(|Cpaz| > n?) = O(n=%)
para algin d2 > 0. Entonces, tomando 0 := min(dy, d2) > 0, tenemos que
P(B > n®) < P(N|Cnaz| > n%) <P(N > n%?) + P(|Cpas| > n*/?) = O(n70).
O

Esta ultima proposicion muestra que el nimero de vértices en componentes que no son
arboles es (para todo a > 0) Op(n®). Ahora, definamos T como un grafo formado por
los arboles de expansién de cada una de las componentes de G (no es importante cudles
en particular se eligen). Llamaremos Wpg(G) v Wpa(T) a las respectivas secuencias de
seleccién definidas por el algoritmo grado-egoista ejecutado en Gy Tg. Observemos que las
componentes que son arboles se ven exactamente iguales en G y Tg.

Luego podemos acoplar de la siguiente manera las realizaciones del algoritmo grado-egoista
en G y Tg para que coincidan en las componentes que son arboles:

» Llamemos a las componentes de G como C1, Cs,..., C; y a las de Tz como C1, Cj,..., CJ.

= Ejecutamos una realizacién del algoritmo grado-egoista en cada una de estas compo-
nentes. Esto genera las secuencias de seleccion Wy, Wy, ..., W, para las componentes de
Gy W{, W, ..., W] para las de T. Si para algtin j <! la componente C; es un arbol,
entonces C; = CJ’- y las ejecuciones respectivas del algoritmo pueden acoplarse trivial-
mente para dar W; = W]’ . Acoplemos de esta manera todas las secuencias de seleccion
de todas las componentes que sean arboles.

» Ahora, construyamos Wpg(G) inductivamente de la siguiente manera: en cada paso
1 > 1, contemos el nimero de vértices de grado minimo en cada componente j < [ de

)

Gi—1 y llamemos a este ntimero dg-i . Seleccionemos la componente j < [ con probabilidad
d;i) /> d,(j). Fijemos w; (el vértice i-ésimo de Wpe(G)) como el primer vértice de W

que aun no estd en {wi, ..., w;—1}.

» Finalmente, construyamos Wpg(Tg) de manera anédloga pero usando secuencias de se-
leccién W1, W3, ..., W].

"Aqui usamos que las colas de la distribucién de grados son exponencialmente delgadas y, por lo tanto,
O(k™"") para todo 7" > 0.
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Es claro que esta construccién se distribuye como una exploracién secuencial grado-egoista
en cada una de los dos grafos.

La construccién fue hecha de tal manera que para cada componente que es un arbol, los
mismos vértices terminan en Wpg(G) que en Wpa(Ts). Esto significa por la Proposicion
que, como méaximo, [Wpa(G)| v [Wpa(Tg)| diferirdan en tamatio en Op(n®) (el niimero
de vértices en componentes que no son arboles). Ademés, Tz es una coleccién de arboles vy,
por lo tanto, segun el Corolario [4.3.1], el grado-egoista definird una secuencia de seleccién con
la propiedad T4, y luego por el Lema [Wpa(Te)| = a(Tg). Pero todas las aristas en T
también estan presentes en G y, por lo tanto, Ty tendrd un conjunto independiente maximo
mas grande que Gﬂ Esto implica que

(Wpe(Te)| = [Wpa(G)| + Op(n®) = a(T) > a(G),
lo cual significa que (porque |Wpa(G)| = opa(G))
|a(G) = [Wpa(G)|| < Op(n?).

Lo que prueba la proposiciéon en el caso subcritico.

Ahora damos una prueba para el caso en el que G es un grafo supercritico. Llamemos Wpg
a la secuencia de seleccion definida por el algoritmo grado-egoista ejecutado en G. Queremos
mostrar que |[Wpg| = a(G) + Op(n®). C.a.p. tenemos que esta secuencia selecciona vértices
de grado 1 o 0 al menos hasta que el grafo restante sea subcritico. Supongamos que esto es
asi, entonces existe algin valor kg > 1 tal que para todo k > kg el grafo restante Gy, (ver
es subcritico y para todo | < kg el vértice Wpg(1) tiene grado 1 o 0 en Gj.

La idea es definir una secuencia de seleccién W que sea similar a Wp¢, que tenga aproxi-
madamente el mismo tamafio y para la cual |[W| > a(G). Llamando a T, Gy, €l grafo formado
por los arboles de expansién de Gy, definimos el grafo G como una copia de G en el que el
sub—g{afo Gk0~ha sido reemplazado por T, Gy Luego podemos definir una secuencia de selec-
ciéon W para G que coincida con Wp¢ hasta el paso ko. Para k > kg, porque Gy, es subcritico
y el grafo restante de G es una coleccién de arboles de expansién de G, (es decir, T, Gko)’
podemos hacer que W tenga la propiedad T y difiera como maximo en Op(n®) vértices de
Wpe exactamente de la misma manera que en el caso subcritico. Debido a que W tiene la
propiedad T3, usando el Lema [W| = a(G). Ademés, debido a que todos las aristas

presentes en G estdn también presentes en G tenemos ese a(G) > a(G). Entonces,
W= [Wpg|+ Op(n®) = (@) > o(G)

lo que significa que
[a(G) — opa(G)| < Op(n®),

como queriamos probar.

4.3.3. Prueba del Teorema [4.2.1]

Para el andlisis del efecto de Ml(n)() partiremos la dindmica grado-egoista en dos. En
la primera fase, s6lo conectaremos los vértices de grado 1 durante lo cual registramos tam-
bién el nimero de medias aristas libres que pertenecen a vértices bloqueados en la variable

8Esto se debe a que el nimero de independencia decrece monétonamente al agregar aristas a un grafo.
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(n)

Bt(n). Haremos esto hasta que hayamos explorado (y/o bloqueado) np; ’ vértices de grado 1.
Mientras que en la segunda fase, tomaremos el valor final de B, de la fase 1 y uniremos
secuencialmente cada una de estas medias aristas y eliminaremos las aristas asi formadas del
grafo.

Debido a que el Modelo de Configuraciones no es sensible al orden en que se realiza el
apareo de sus medias aristas, esto no afectara la distribucion final de grados obtenida (que
serd la misma que la obtenida aplicando el mapa Ml(n)()) pero, sin embargo, facilitara el
andlisis del limite resultante. Como veremos, para la prueba del Teorema [4.2.1] serd suficiente

analizar sélo la primera de estas dos fases.

La prueba consta de tres partes. Primero, damos una descripcion estocastica de un proceso
de Markov que da la evolucién de la primera fase. Luego, establecemos la concentracion de los
valores asintéticos del niimero de medias aristas no apareadas, el nimero de medias aristas
libres que pertenecen a vértices bloqueados y la medida de grados normalizada de vértices no
conectados a ningin vértice de grado 1 activado. Usando estas convergencias, demostramos
que el grafo resultante después de la fase 1 puede tratarse como un Modelo de Configuraciones
con distribucién limite conocida. Finalmente, estos limites combinados con una observacién de
percolacién de sitios para Modelos de Configuraciones (ver Capitulo [2[ para una introduccién
al tema), nos permiten establecer los criterios dados por el Teorema m

(i) Descripcion estocdstica de la primera fase: el proceso estocastico utilizado para modelar
la primera fase del apareo de los vértices de grado 1 sera similar en espiritu al utilizado en
[BJL16] para estudiar el algoritmo egoista. Aqui, también llevaremos la cuenta, en la variable

aleatoria B,ﬁ”), del niimero de medias aristas libres que pertenecen a vértices bloqueados. Las

. ’ . . ’ , n . .
otras variables que se usaran para describir el proceso seran: el niimero Ut( ) de medias aristas

no apareadas, el niimero Aﬁ”) de vértices restantes de grado 1 a aparear y (para k € N) el

nimero ,ugn)(k) de vértices con grado k hacia otros vértices inexplorados.

Luego, en cada momento ¢ > 0 el estado del proceso serd descrito por el vector de
dimensién infinita (Ut("), Ag"), Bt("), ,ugn)(Z), Mgn)(B), ...). El proceso en cuestién evoluciona de
la siguiente manera: a todo t > 0 cada vértice de grado 1 en Agn) tendra un reloj expo-
nencial de tasa 1. Cuando suena uno de los relojes de algunos de estos vértices, el vértice

)

se elimina de Ai” y su arista se aparea uniformemente con otra arista libre. El estado del

vértice con la media arista seleccionada para el apareo se declara bloqueado y sus medias
aristas libres se agregan a Bgn). El proceso contintia hasta que no haya mas de los vértices
originales de grado 1 para aparear. Debido a que estd definido por tasas de transicién que se
comportan bien, es sencillo ver que el proceso resultante es markoviano. El tiempo de para-

da en el que finaliza el proceso estard dado por T’ l(n) = inf{t>0: Aﬁ”) = 0} y ser4 c.s. finito.

(i) Convergencia de los valores finales de las coordenadas: para analizar la convergencia del
valor final del niimero de medias aristas libres, representaremos con {e; ¢ (1)} al evento en el
que la media arista e; no se conecta con ninguna otra que provenga de alguno de los vértices

A(n)

de grado 1 originales. Luego definiremos la variable aleatoria Y (") := Yo Lo, o)y = U;?L)

que da el nimero de medias aristas no apareadas a ningtun vértice de grado 1 al final de la
primera fase. Ahora mostraremos que esta variable se concentra alrededor de su media. Para
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esto, primero calcularemos su valor medio correspondiente

nA(™)
E(y™)=E (; H{ewn}) :

Dado que las medias aristas son intercambiables, esto es igual a nA™MP(e; ¢ (1)).

La probabilidad de que el evento {e; ¢ (1)} suceda puede mostrarse que vale

)\(n)_ (")_1 )\(n)_ (")_2

Con lo cual tenemos que

E (V™) =A™ (1 = p1/N)? +o(n). (4.11)

Por lo tanto, para mostrar la concentraciéon acotaremos la varianza de esta variable

Var (Y(V) =E {(Y@“)ﬂ - |E (Y(”))r. (4.12)

Donde el primer término en (4.12)) vendra dado por

nA(™)
E ( ; H{emu)}ﬂ{w(l)}) +E(Y™).
i#j

Entonces, definiendo A := E (Zg};n) ]I{ej%(l)}]l{e#)u)}), B:=E (Y(M) y C = [E (Y(n))r7

tendremos que Var (Y(")) =A+B-C.
El término A puede ser acotado por

nAM (A — 1) (P(ey # ea,e1 4 (1), e2 # (1)) + Pler <> e2)) .

Con {e; > ey} el evento en donde la media arista e; no se aparea con ey y {e1 ¢ ez} su
negacién. La primera de estas probabilidades vendra dada por

Per #» (1),e2 ¢ (1)]e1 ¢ e2)P(e1 # e2).

Se puede ver ficilmente que P(e; ¢ (1),e2 ¢ (1)]er 4 e2) = [Ii—, (1 - %), que
P(e; ¢ e2) =1+ 0(1) y que P(eg <> e2) = o(1).

Con lo cual obtenemos que A < nA(nA — 1)(1 — p1/A)* + o(n?). También, por (4.11)),
B =nA1-p1/N)?+o0(n)y C=n?\2(1—-p1/\)*+ o(n?). Lo cual muestra que la varianza de
Y™ es o(n?).

Por medio de la desigualdad de Chebychev obtenemos que (para todo € > 0)

Var (Y("))

€2n?

P(ly™ —E(Y ™) >en) < 0. (4.13)

Lo que prueba que Uj(ff?)z)/n converge en probabilidad a u1 := (1 — p1/A)2\ = Q).
El célculo para la éonvergencia del valor final de la distribucion de grados de los vértices

no explorados serd completamente andlogo. Representaremos con {v; ¢ (1)} al evento en el
que el vértice v; no se conecta a ninguno de los vértices de grado 1 originales. Entonces, (para
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i > 2) la variable aleatoria ZZ-(n) =300 H{vﬁé(l)}l{dvj —iy = /‘I’gz)n) (1) da el nimero de vértices
de grado ¢ no conectados a vértices de grado 1 al final de la prlimera fase. En otras palabras,
ZZ-(n) da el niimero de vértices de grado 7 que quedan después de la primera fase. Probaremos
entonces que estas variables convergen en probabilidad.

Para ello, calculamos sus valores medios

E (Zi(”)) =E (an H{vw(l)}ﬂ{duﬂ}) :

J=1

Que, como los vértices son intercambiables, es igual a nP(vy ¢ (1),d,, = i). Esta tltima

d
(n)
probabilidad es facil de calcular y da pl Hl 1= P R ) que converge a (1 —

p1/\)ip; cuando n — oo.
Por lo tanto, tenemos que

E(2") =n(1 = p1/N)'pi + o(n) (4.14)

Ahora acotaremos sus varianzas:
Var (2(") = E {(Z}”))Q} - [E (ZZ?”))F. (4.15)

Donde el primer término de (4.15)) vendra dado por

(ZH{U }H{vm<1>}ﬂ{dv._d%_l}) +E(z").

J7#k

Entonces, definiendo A/ = E(Z?yék H{vj%(l)}ﬂ{vk%)(l)}]l{dvj=duk=i})7 B/ = E(Zl(n)> y
C' = {E (Z,L»(n))r, obtenemos que Var (Z,L»(n)> =A+B -C.

Ahora, el término A’ puede ser acotado segin

n(n_l) (P(Ul%v%vl%( ) UQ%( ) v1 _dvz _Z)+P(U1<_>U2>dvl —dv2 _Z))

Donde {v; <> v2} representa el evento en el cual v; no se conecta con vy (con vy y ve dos
vértices distintos elegidos uniformemente) y {v1 4 v2} es su negacién. La primera de estas
probabilidades viene dada por

IP)(7)1 as (1)7U2 ¥ (1)’U1 ad UZadm = dvz = i)P(Ul ad U2|dv1 = dvz = i)IP)(dm = dvz = Z)

En donde célculos simples muestran que

, ™)
P(Ul §L> (1),’02 §L> (1)‘1}1 §L> /U27d’l)1 = dvz = Z) = HlZI <1 - nzi>lz (I:LI) (i—‘rQl—l))

et p7‘

1 oy
X J—
n o, i —(2i421-1)

que P(vy ¥ wvo|dy, = dy, = 1) = 1+ 0(1), que P(vy <> valdy, = dy, = i) = o(1) y que
P(dy, = dy, = 1) = pin)2 + o(1). Poniendo todas estas cotas juntas obtenemos que A" <
n(n — 1)(1 — p1/X)*p? + o(n?). Finalmente, por (£.14)), B’ = n(1 — p1/A)'p; + o(n) y C' =
n?(1 — p1/X)?p? + o(n?). Lo que prueba que la varianza de ZZ-(n) es o(n?).
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De vuelta, la desigualdad de Chebychev implica que

(n)
P (12" —E(Z")| > en) < M 0. (4.16)

€2n?

Lo que a su vez significa que para cualquier distribucién inicial de grados asintética que

tenga soporte compacto, todos los ZZ-(n) /m convergeran conjuntamente en probabilidad a (1 —

p1/A)'p;. Pero debido a que (Zi(n)> . estd acotada por (p(.")
n geq

; )n>0 y esta tltima sucesién es

uniformemente sumable, entonces
n n P . i
(257 /m, s 200 s ) 5 (1 (2), s 1 (0), ) 1= (@2, oy Qi) (4.17)

Ademas, como tenemos que (para todo t > 0) Ut(") = A( " 4 B, ) 4 oo iy )(z) c.s., el
nimero normalizado BT(n) /n de medias aristas libres que pertenecen a vértices bloqueados al
1

final de la primera fase convergera en probabilidad a by := u; — > 5o i1 (4).
(n)

Finalmente, como >+, kakn converge hacia Y, k?px, entonces estas sumas son uni-

formemente sumables. Y como, para todo k& > 2, tenemos que u;?&)(k) /n < p,(gn), las sumas
1

D ok>2 kQ,ugZ)n) /m también serdan uniformemente sumables. Esto implica que
- 1

Z k*p n)N ) /n - Z k2H1

k>2 k>2
Luego recuperamos la (C'C') para la distribucién de grados del grafo restante al final de la pri-
mera fase. Esto significa que, si consideramos las aristas libres de vértices bloqueados como vér-
tices de grado 1, el grafo obtenido cuando finaliza la primera fase puede tratarse como un Mo-
delo de Conﬁguracionesﬂ con distribucién de grados limite p1 = b1 /K = (u1 — Y ;=9 111(7))/ K,
y (para k > 2) pr, = p1(k)/K (donde K es una constante de normalizacién). -

(iii) Criterio de subcriticalidad: aqui estableceremos en qué circunstancias el grafo obte-
nido después de aplicar el mapa Ml(n)(-) una vez es c.a.p. subcritico. Observemos que, para
hacerlo, uno en principio tiene que analizar qué sucede con la distribucién de grados durante
la segunda fase de la dindmica y luego determinar si la distribuciéon obtenida es subcritica

n)

0 no. Pero la segunda fase de la dindmica es equivalente a aparear los B;(n) vértices de

grado 1 y luego eliminarlos a ellos junto con sus aristas. De la misma manera que se discutié
en el Capitulo [2] aparear vértices de grado 1 y luego eliminarlos junto con sus aristas no
modifica la criticidad de un grafo del Modelo de Configuraciones con segundo momento finito.
Luego podemos establecer la subcriticidad del grafo después de aplicar Ml(n)() simplemente
calculando el pardmetro de criticidad 7 de un grafo de distribucién de grados limite (pg)k>1-

Calculando explicitamente este parametro, obtenemos

I;_Zz>2’t( — i—2 _ // A
- Zz>1 sz DZZ Q b= (Q)/ . (418)

Segtin el Teorema 2.3 [JLO9|, el grafo obtenido es subcritico cuando este pardmetro es
estrictamente inferior a 1. La conclusién se sigue debido a la Proposicion [4.2.18Y

9Para esto también necesitamos que el niimero de vértices restantes tienda a infinito cuando n — oo, pero
esto puede verificarse facilmente en el caso en que p1 < 1.
10A primera vista, uno sélo podria aplicar esta proposicién para distribuciones con colas asintéticamente
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4.3.4. Prueba del Teorema [4.2.2]

La estructura de la prueba es la siguiente. Primero damos la descripciéon del proceso
estocastico asociado a la seqgunda fase de la dindmica. Después de esto, usamos los resultados
de la Seccion para establecer limites de escala para este proceso. Finalmente, usamos estos
limites para probar la el teorema.

(i) Descripcion estocdstica de la sequnda fase: esta fase de la dindmica consiste en apa-
rear secuencialmente las medias aristas de los vértices bloqueados y eliminar las aristas que
se forman. Esto se hace hasta que no queden mas medias aristas libres de bloqueados. En
esta fase, los estados de los vértices no cambian, sélo sus grados; es por ello que no se agrega
ningun vértice al conjunto independiente.

(n ) (n)

Inicialmente tenemos B , medias aristas libres de bloqueados y (para k > 2) (n>(k)

vértices no explorados de grado k. Por los resultados de la parte (iz) de la prueba del Teorema
4.2.1| tenemos que B\ o /n 52— > i>21Q'p; y (para todo k > 2) que ,u(n()n)( k)/n 5 Qkpy.

Luego, a cada tlempo t > 0 el estado del proceso sera descrito por el Vector de dimension
infinita (Ut( ), (n ),ME”)(O), ,ul(t )(1), ...). El proceso en cuestién evolucionara de la siguiente
manera: en cada tlempo t > 0 cada media arista bloqueada libre tendréd un reloj exponencial
con tasa Uy (n) / B (donde, cuando Bgn) = 0, definiremos la tasa de transicién como 0). Cuan-
do uno de los relojes de alguna de estas medias aristas suene, se la apareara uniformemente
con otra media arista libre y se eliminara la arista del grafo. El proceso continuara hasta que
no haya més medias aristas bloqueadas libres para aparear. Debido a que estd definido por
medio de tasas de transicién que se comportan bien, es sencillo ver que el proceso resultante
sea markoviano.

(i) Limite de escala de la sequnda fase: aqui establecemos la convergencia del proceso
asociado a la segunda fase de la dindmica hacia soluciones de un conjunto numerable de
ecuaciones diferenciales. Para esto, primero encontramos las derivas asociadas a cada una de
las coordenadas del vector de estado:

= Con tasa Ut(n), sonaré el reloj de una de las medias aristas bloqueadas libres, en cuyo caso

se apareard con otra media arista libre. Entonces, Ut(n) tendra como deriva a ¢ (Ut(n)) =

—ou™.

= Con tasa Ut(n), sonara el reloj de una de las medias aristas bloqueadas libres, en cuyo
(n
caso pueden suceder dos cosas: con probablhdad U(") la media arista se aparea con otra
t

media arista bloqueada libre y, por lo tanto, Bgn) se reduce en 2; o con probabilidad
(n)_ p(n)
% se aparea con una media arista que pertenece a un vértice inexplorado y Bt(n)
t
solo se reduce en 1. Entonces, B§”) tendrd como deriva a §' (U, n), B (n)) = —(Bt(n)—i—Ut(n)).

(n)

= Finalmente, con tasa U; "’ sonard el reloj de una de las medias aristas bloqueadas libres,
en cuyo caso si se aparea con una media arista inexplorada, se seleccionard un vértice
inexplorado de acuerdo con la distribuciéon sesgada por tamano y se eliminard una de

exponencialmente delgadas. Pero, como se muestra en el Lema [£:3.2] esta condicién serd cierta para toda
distribucién de grados luego de aplicar el mapa M;(-) una vez.
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(n)
sus medias aristas. Esto significa que (para toda k > 0) con probabilidad uh (n()k) se
U

t
seleccionara para el apareo un vértice de grado k y, por lo tanto, ugn) (k) se reducird en 1
y ugn) (k—1) se incrementara en 1. Entonces, Mgn) (k) tendra como deriva a (ugn) (k)) =

g™ (k) + (k + )™ (k + 1).

g™ g

(n)
Fijemos § > 0, luego las sucesiones de procesos —t—, =t— y (para todo k > 0) ’”T(k),

estan (para n suficientemente grandes) acotadas uniformemente por A+ 4. Luego estan unifor-

memente acotadas. Esto, a su vez, significa que todas las derivas asociadas a las coordenadas
de (Ut(n), Bgn), Mgn)(()), ,ugn)(l), ...) estan uniformemente acotadas.

Por las convergencias presentes en la prueba del Teorema U(gn) /n — AQ?, B(()n) /n—
AQ? = X12iQ'pi v (para todo k > 0) " (k) /m — Q"pylza.

Aqui llamaremos a las martingalas de Dynkin asociadas a Ut(n), Bg") y (para todo k > 0)
ugn) (k) como Mt(n), M;(") y Nt(n) (k), respectivamente. Estas son todas martingalas de variacién
localmente acotada. Por lo tanto, sus variaciones cuadraticas vendran dadas por

M = S (AM)? = 3 (AU < S(AUM)? <4B{Un = 0@m)  (4.19)

0<s<t 0<s<t s>0

™M) = 3 (AMI™M)2 = 3T (ABM)2 < ST(ABM)? <2B(n=0(n)  (4.20)
0<s<t 0<s<t s>0

[Nt(n)(k)]t _ Z (ANs(n)(k))Q _ Z (Augn)(k))Q < Z(Augn)(k))2 < Qkp’(cn)n = (’)(n)

0<s<t 0<s<t s>0
(4.21)

El sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente (tal como se lo presenta en el Lema

3.3.1) vendra dado por

t
U = A — / 2ugds (4.22)
0
t
by = by — / (bs + us)ds (4.23)
0
t
() = QL) + [ (-4 sl 1) = by () (4.24)
0

Las primeras dos de estas ecuaciones pueden ser integradas directamente y resultan en

up = \Q%e ?y (4.25)

by = Qe 2 — et ZiQipi. (4.26)

i>2
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Mientras que para las ecuaciones con k > 1, puede verse que tienen los siguientes modos
normales
. k—i [k
me(i) = (—1) (Z.)]I{igk} (4.27)
con autovalor asociado wy = —k.

Ademas, la unicidad de las soluciones de este sistema se puede probar desacoplandolo y
escribiéndolo en la base de los modos normales. Esto da como resultado un ntimero numerable
de ecuaciones independientes con derivadas Lipschitz, de lo cual se desprende la unicidad por
medio de la teoria estandar de EDO.

Estamos entonces bajo las hipdtesis del Lema y por lo tanto tendremos que, uni-
formemente en conjuntos compactos, Ut(n)/n LN ug, Bt(n)/n L b, y (para todo k > 0)
i (k) = (k).

Y si ademés se definen el tiempo de parada TQ(n) = inf{t > 0 : B§”> = 0} y el tiempo
deterministico T := inf{¢t > 0 : by = 0}, se puede probar que las condiciones del Lema

valen. Para ello, primero notemos que B, es decreciente (sélo salta a estados de menor valor)
(n)

y que para todo © € N si B, = ¢ entonces las tasas de salto vienen dadas por
Z Qij = Ut(n)-
Jj<i

Porque por cada t < TQ(n) tenemos ese Ut(n) > Uon) — QB(()n), si la proporcién inicial de vértices

bloqueados es menor que 1/2, entonces Ut(n) estard acotada de forma uniforme en el tiempo
por un valor positivo. Pero debido al Lema que se puede consultar al final de la seccion,
la proporcién de vértices bloqueados caerd c.a.p. (para cualquier valor inicial) por debajo de
1/2 en un tiempo en donde Ut(n) seguird siendo una proporcién positiva de n. De esta forma,
la estricta positividad de Ut(n) /n seguird siendo cierta.

Por otro lado, si definimos \ := > i>2 iQ'p;, T puede mostrarse que viene dada por

log(Q?M\/X) = —log Q. Ya que (para todo t < Tj)
by = —2Q%Ne 2 e tN =t (5\ — 2Q2/\e*t) .
Para t <Th, e t > QQ)\//N\ y A —2Q%*) et < —\. Entonces, la mano derecha de esta expresién

es menor o igual a —Q?\ para este rango de tiempos y entonces podemos aplicar el Lema
b

3.3.2| para probar que T2(n) £ 5. Y por el Corolario [3.3.1}, tenemos que

P
UTQ(n)/n — UT,
B_m/n b
Tg(n) n To
P
popgm (1) /10 = iy (1)

b (D)1 i, (2)

Finalmente, como >~ k2p§€n) converge a > > k%py, entonces estas sumas son unifor-

;f;(l)(k:)/n es Op(e™ %) (para algin

memente sumables. Y por el Lema 4.3.2] tenemos que u
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v > 0), las sumas Y 9 kZ,ugfL()n) /m serén c.a.p. eventualmente uniformemente sumables. Esto
- 2

implica que

Zkzp H (n)/n 5 ZkQ,UE

k>1 k>2

Luego recuperamos la (CC') para la distribucién de grados del grafo restante después de
la segunda fase. Esto significa que el grafo obtenido cuando finaliza la segunda fase se puede
tratar como un Modelo de Configuraciones con distribucién de grados limite (para & > 1)
pr = vy, (k)/Z, donde Z es una constante de normalizacién.

Finalmente, mostraremos que la condicién de colas exponencialmente delgadas en la Pro-
posicién no es realmente restrictiva, ya que toda distribucién inicial resulta en una
distribucién con esta propiedad después de una aplicacién del mapa Ml(n)()

Lema 4.3.2. Bajo las hipétesis del Teorema y asumiendo que p; > 0, entonces
Mi(pi)(k) es O(e™"%) con v := —log(Q) > 0.

Demostracion. Recordemos que Mj(p;)(k) viene dado por la coordenada k de la solucién del
sistema (4.24) a tiempo T>. Entonces se puede ver que este valor serd mas pequeiio o igual
que la coordenada k de la solucién del sistema modificado:

(i) = Q'pi + [y (i + Vis(i + 1) — ifis(i)ds, if i >k

(i) = Qpi+ [y (i + 1)fis(i + 1)ds, if i =k

(i) = Q'pi, ifl1<i<k
a tiempo T5.

Ademas, la k-ésima coordenada de este sistema puede verse que converge mondétonamente
a (k) /302, fio(i) cuando t — co. Entonces,

pr, (k) < fir, (K Z ‘ Z po(i) < C Z Qk Qk)
i=k i=k =
donde C' > 0 es alguna constante. O

Urna de apareo

Supongamos que tenemos el siguiente modelo de urna, al que nos referiremos como modelo
de apareo. Inicialmente tenemos una urna con k bolas rojas y n — k bolas blancas. En cada
paso del proceso, se retira una bola roja y luego se elige una segunda bola uniformemente de
la urna y también se retira. El proceso continta hasta que no queden mas bolas rojas. Lo que
probaremos aqui es que, si k(n) = Xon + o(n) (para 0 < Xy < 1), entonces la proporciéon de
bolas rojas decae c.a.p. por debajo de 1/2 en un momento donde todavia hay una proporcién
positiva de las bolas en la urna. Denotaremos por (R;);en al proceso que da en cada paso
1 > 1 la cantidad de bolas rojas eliminadas hasta el momento. También definiremos el tiempo
de parada T :=inf{i > 0: (k — R;)/(n — 2i) < 1/2} cuando la proporcién de bolas rojas cae
por debajo de 1/2.

Lema 4.3.3. Sea 0 < Xg < 1 la proporcion inicial asintdtica de bolas rojas en una urna de
tamatio n € N, entonces c.a.p. T < n/2.
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Demostracion. Suponga que k > n/2 (si no, la conclusién es trivial). Compararemos (R;);en
con un segundo proceso (R;(1))ien, donde I(n) es alguna funcién de n que se definird mas
adelante. En cada paso i > 1, R;(l) dara el ntimero total de bolas rojas eliminadas hasta
el momento en una urna sin reemplazo con inicialmente k — [ bolas rojas y n — k blancas.
Denotaremos por X; y X'Z-(l) la proporcién correspondiente de bolas rojas en las urnas para
ambos procesos.

En cada momento 5 > 1, la probabilidad de sacar una bola roja para la urna de apareo
viene dada por una variable Bernoulli de parametro X; = (k— R;)/(n —2j) y la probabilidad
correspondiente para la urna sin reemplazo también serd una Bernoulli pero de pardmetro
X;(l) = (k—1—R;(1))/(n—1— 7). Luego podemos acoplar ambas probabilidades de seleccién
mediante el acoplamiento habitual para dos variables de Bernoulli. Definiendo 7} := inf{i >
1: X; < X;(I)}, tendremos que para todo i < Tj, R; —i > R;(I). Ahora, supongamos que
T; > I, luego en el paso [ tendremos que R; — 1 > Rl(l) que implica que la proporcién de
vértices obedece que

k—R _k—1-R()
= < == . .
Xi n—20 — n— 2l X) (4.28)

Lo que contradice la hipétesis de que T; > [. Entonces tendremos que 7} <[ c.s. En cada paso
i > 1, el valor correspondiente de X;(1) se distribuira de acuerdo con

k—i n—~k
((kfi)fm) (mf(k72i))

"7

Si1—I(n)/n estd acotado por un nimero positivo, por el Teorema 2.4 en [BM15] tendremos

P(Ri(l)=n—1—m) = (4.29)

que
P (miilx X, — Xo> 5) 7200, (4.30)

Porque T} < [, al fijar [ = 2k+6"—n (con ¢’ > 0 suficientemente pequenio), da Xo(l) <1/2;
lo que implica que la proporcién de bolas rojas para el primer proceso caerd en un tiempo
finito por debajo de 1/2. Entonces, si existe un ¢’ tal que 2/ < n, el ntimero de bolas restantes
en la urna al tiempo [ serd una proporcién positiva de n (es decir, T' < n/2) ya que en cada
paso se eliminan exactamente dos bolas. Es facil comprobar que existirdn tales ¢’ siempre que
Xp < 3/4.

Veamos que cuando la proporcion inicial de vértices rojos es mayor a 3/4, el enunciado
sigue siendo cierto. Para probar esto, trabajaremos inductivamente. Llamemos a a1 := 1/2 y
(para i > 2) a; := 1—(2/3)". Supondremos que inicialmente X, € [a;, a;+1). Vamos a mostrar
que el proceso llega al intervalo [a;_1,a;) en un tiempo finito y con una proporcién positiva
de bolas restantes en la urna. Esto se seguird del mismo argumento que en el caso anterior
fijando I(n) = ((Xo — a;)/(1 — a;) + 6”)n, para algunos 6" > 0 suficientemente pequefio.
Este valor de I(n) dard entonces Xo(l) < a; y l(n) < (1/3 + §")n, asegurando que el mismo
razonamiento que antes puede ser usado. Debido a que estos intervalos son una particién de
(1/2,1), si la urna de apareo comienza con cualquier proporcion inicial de bolas rojas superior
a 1/2, eventualmente caerd (después de pasar por un ntimero finito de intervalos) debajo de
1/2 en un momento en el que todavia hay una proporcién positiva de bolas en la urna. Lo
que equivale a decir que T' < n/2. O
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4.3.5. Prueba de la Proposicién [4.2.2]

Por la siguiente igualdad para polinomios de Bernstein [Lor12],

(7;) xi(l — x)"_i = Z (?) xjnj(i),

la expansién en la base {nx(+) }xen se puede calcular explicitamente para distribuciones bino-
miales, lo que a su vez da la transformacion para las distribuciones de Poisson tomando el
limite habitual. Usando esto, se puede ver facilmente que después de ¢ aplicaciones del mapa
M; () a una distribuciéon de Poisson, la distribucién resultante es una combinacién lineal de
una distribucién de Poisson de media p; y un término 6;(-) (aqui ignoramos a los vértices de
grado 0 ya que no juegan un papel en la dindmica), con los coeficientes respectivos A4; y B;.
Esta transformacién puede ser usada para derivar expresiones iterativas para \;, 4; v B;:

piv1 = QiQifti,
Ajyy = e”(1mQmi 4,
Bip1 = —AiQiQipie™ ",
donde Q; y Q; son los coeficientes correspondientes definidos en los Teoremas y

para la distribucién después de la i-ésima aplicacién del mapa. Al escribir explicitamente los
coeficientes Q; v Q;, se llega al mapa iterativo de tres dimensiones

,“i!fi o A'H2
i1 = (6 YNo—e “Z> =5

7

Aiy1=e g Aj, (4.31)

Bit1 = —e MAjpiq,

donde a; := A; mue” ™" 4+ B; es el nimero de vértices restantes de grado 1y A; := A;u; + B;
es el nimero de aristas restantes. Ademds, la coordenada B; puede eliminarse llegando a un
mapa iterativo cerrado de dos dimensiones

A
Aj—Aj_qe 17

- AjeTMizA; qe Mzl —pi
Pit1 = |&XP\ == cmir M) —¢€

Aje Hi—A; _qe Hi—1
Ait1 = exp <— Ao P Mz’) A;.

Aif(Ai—vi—1Ai-1)

Realizando el cambio de coordenadas v; := e™ " y w; := v; el mapa puede

ser reescrito como
(s ™)
Wi+1 = W; s

7

, (4.32)
Vip1 = Wip1w;

donde las condiciones iniciales para este sistema discreto son vy = wg = e~ *. Ahora mostra-
remos que para las condiciones iniciales en la recta identidad (vg,v) esta recursiéon se puede
resolver explicitamente. Primero mostraremos por induccién que en este caso

w; = hgiy1(vo),
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_ haiy1(vo)
V=
hai(vo)

.a

donde hemos definido h,,(a) := a® ; esto es, hy,(a) es la m-ésima tetracién de a. Primero

m
vo
notemos que aplicando el mapa (4.32)) se obtiene que w; = vévo ) = h3(vo) y que v = wivg ° =

h3(vo)ha(vo) ™!, lo que inicia la induccién. Para avanzarla, supongamos w; = ha;11(vg) y que
v; = hoi+1(vo) ha2i(ve)~t. Entonces, aplicando el mapa se obtiene que

) ) ) —-1_
(h2i+1(’U())h2i(7)0)71h2i+1(’UO)(h2Z+1(1 0)h2i(vg) 1))
wit1 = hair1(vo) ;

1
(hzi(vo)*lhzwl(UO)hQHl(uO)hQi(UO) )
= hait1(vo) )
_1\ h2i+1(vo)
_ 1 (h2i+1(v0)h2z‘(”0> )
= (h2i+1(U0)h2’(U0) ) ;
(U32i+1(”0)
= g = ha(i+1)+1(v0),

donde usamos que h2i+1(vo)h2i(vo)_1 = vg. De forma andloga, podemos probar que v;11 =

ha(it1)+1(vo)
h2(i+1)(”0)

Por el Teorema 5 de [Bar36], hi(vg) converge (cuando i — oo) si y sélo si vg € (7€, el/€).

Y en estos casos, debido a (4.32)), v; convergerd a 1 cuando i — oo. Al deshacer el cambio de

coordenadas, esto implica que si A < e, tendremos que p; 2% 0. Esto a su vez prueba que el
nimero de vértices restantes en el grafo (1 —e #)A; + B; 222 0, lo que significa que el grafo

, lo que avanza la induccién.

restante se vuelve nulo asintéticamente, lo que demuestra que el algoritmo grado-egoista es
asintéticamente 6ptimo. Ademds, también por el Teorema 5 de [Bar36], si A > e, ho;(vg) ¥y
hai+1(vg) convergeran a diferentes limites dando como resultado que v; 2% 4 < 1. Es decir,
en estos casos, la secuencia de seleccién definida por el algoritmo grado-egoista no tendra
(c.a.p.) la propiedad T;.

Ademés, haciendo uso de la Proposicién [£.2.3] podemos calcular el nimero de indepen-
dencia. Porque en este caso el ntimero de vértices de grado 2 o mayor vendra dado por una
densidad de Poisson de media p; multiplicada por A;,

‘ J
S - Q?)Ai%e_‘” = Ay(1 — e mi0-QDY — A e i (1 — Q).

Y usando la solucién explicita para el mapa (4.31]), podemos probar que

[ Az = h2i(€_>\)

C_ (haile=?)—haiq1(e”N))
= Q= <h§i<w>-h§:1<m>

= ;= Ahoi(e™) — hoi—1(e™))
= a; = Mhairi(e™) — haim1(e7?)) (hai(e™*) — hai—1(e™?))
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donde a; es la cantidad normalizada de vértices de grado 1 restantes. Usando esto, la Propo-
sicién [.2:3 nos da que

_ _ A _ A B
a(G)=n 1= hy(e™) = hgisa(e )+ §h§i71(6 ) — §h§i+1(€ M) | + op(n)
i>0 i>0

= n(2(A) + A/22(A)?) + op(n),

donde usamos que (para m € Ny a > 0) h_p(a) = 0, ho(a) = 1 y que lim; o0 hi(a) =
e—W(=log(a))

4.4. Posibles extensiones

En este capitulo mostramos que, para un grafo aleatorio con grados dados, si el algoritmo
grado-egoista selecciona sdlo vértices de grado 1 o 0 hasta que el grafo restante sea subcritico,
entonces el conjunto independiente obtenido por él es del mismo tamafio que uno maximo
hasta un término de error menor que cualquier potencia positiva del tamaifio del grafo. Luego
caracterizamos para qué distribuciones asintdticas de grados esto sucede y proporcionamos
una forma de calcular su nimero de independencia asintotico.

Todavia es un problema abierto mostrar si el conjunto independiente encontrado es siempre
c.s. asintoticamente maximo como en el caso Erdos-Rényi; y si no, bajo qué condiciones lo es.

En la Seccion explicamos cémo, cambiando algunos vértices de grado superior por
vértices de grado 1, se pueden obtener cotas superiores para el nimero de independencia de
grafos generales. Seria posible, en principio, obtener cotas més finas si se logra encontrar una
manera 6ptima de dominar los grafos estudiados por grafos en los que el algoritmo grado-
egoista es asintéticamente Optimo.

Ademés, el Lema [£.3.2] parece sugerir que el apareo de vértices de grado 1 genera rapi-
damente una cola exponencialmente delgada en la distribucién de grados resultante. Luego
conjeturamos que la condicién de segundo momento finito en los Teoremas[4.2.1]y [4.2.2| podria
de hecho evitarse, extendiendo el resultado a distribuciones de cola pesada.

Finalmente, se sabe que la medida invariante de la dindmica de Glauber (bajo ciertos
limites) se concentra alrededor de conjuntos independientes maximos. Sin embargo, sus tiem-
pos de mezcla son en muchos casos exponenciales en el tamano del grafo. Los resultados de
este capitulo podrian ayudar a mostrar que el tiempo de mezcla podria reducirse inician-
do la dindmica desde un conjunto independiente encontrado por un algoritmo grado-egoista.
Exploraremos numéricamente esta conjetura en el proximo capitulo.
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Capitulo 5

Capacidad de redes de
comunicacion WiFi

En el capitulo anterior, mostramos que un algoritmo egoista de baja complejidad es asinté-
ticamente éptimo en una amplia clase de grafos aleatorios ralos. Animados por este resultado,
presentamos y estudiamos dos variantes de algoritmos de exploracién secuenciales: algoritmos
grado-conscientes estaticos y dindmicos. Derivamos limites de escala para ambos, que a su vez
nos permiten calcular el tamano de los conjuntos independientes obtenidos por ellos. Mientras
que el primero es mas simple de calcular, el segundo se puede usar para aproximar arbitra-
riamente al algoritmo grado-egoista. Ambos se pueden implementar de manera distribuida.
Como veremos, los limites de escala correspondientes constituyen un método eficiente para
calcular o estimar el niimero de independencia para una amplia clase de grafos aleatorios ralos.
Como aplicacién, mostramos cémo se pueden usar estos métodos para estimar la capacidad
de una red inaldmbrica grande en donde se implementa el protocolo 802.11. Finalmente consi-
deramos otros indicadores de estas dinamicas, como la equidad de la configuracién resultante,
y mostramos céomo se puede lograr un equilibrio entre su equidad y capacidad.

Hay cuatro resultados principales en este capitulo. Primero, mostramos cémo se puede
implementar y evaluar una version descentralizada del algoritmo grado-egoista, generalizando
limites de escala conocidos para otros algoritmos secuenciales [BJM17, BJL16] (discutidos en
el capitulo anterior) a algoritmos grado-conscientes. Mas especificamente, definimos dos tipos
de mecanismos: uno que tiene en cuenta sélo el grado inicial de los vértices (que llamaremos
algoritmo de exploracion grado-consciente estdtico) y otro que tiene en cuenta el grado de
forma adaptativa (algoritmo de exploracion grado-consciente dindmico).

Con respecto al algoritmo de exploraciéon grado-consciente estatico, aunque es subéptimo,
su limite de escala resultante se puede resolver exactamente, es decir, en forma cerrada. Es-
to nos permite, por ejemplo, calcular el tamafio del conjunto independiente correspondiente,
asi como también calcular el limite de la proporciéon de vértices con cierto grado dado en el
conjunto independiente. Por otro lado, el algoritmo de exploraciéon grado-consciente dinami-
co puede usarse para aproximar hasta una precision arbitraria el rendimiento del algoritmo
grado-egoista. Aunque su limite de escala resultante no puede ser resuelto analiticamente y
se debe recurrir a estimaciones numéricas, constituye un método de estimacion eficiente para
el nimero de independencia para una gran familia de grafos aleatorios. Como ejemplo de
aplicacién, comparamos la capacidad de redes 802.11 con la estimacién propuesta. Mediante
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varias simulaciones, mostramos que el rendimiento de este dltimo algoritmo es muy cercano
al 6ptimo, incluso cuando el grafo aleatorio subyacente no pertenece a la clase de optimalidad
del grado-egoista. Es importante tener en cuenta que, si bien el algoritmo grado-egoista no
puede implementarse de manera distribuida (utilizando sélo informacion local del grafo), los
algoritmos grado-conscientes dindmicos y estaticos si pueden serlo, lo que significa que estas
dindmicas podrian implementarse en principio como protocolos de comunicacién.

Una segunda contribucién consiste en estudiar numéricamente las ventajas de un algoritmo
que combina las dindmicas grado-egoista y Glauber para lograr resultados cuasi éptimos en
menor tiempo. Esto se hace para todos los casos casos de conectividad (sea esta tanto alta
como baja).

Como tercer aporte, mostramos que uno de los algoritmos secuenciales estudiados permite
alcanzar un equilibrio entre la equidad (igualdad de oportunidades para vértices de diferentes
grados de acceder al canal de comunicacién) y eficiencia: la equidad puede mejorarse signifi-
cativamente perdiendo poca capacidad.

Nuestra tultima contribucién consiste en comparar numéricamente nuestros hallazgos para
grafos aleatorios grandes con resultados preexistentes que no habian sido comparados entre
ellos anteriormente, ni siquiera en el caso de Erdés-Rényi. Ademds, mostramos cémo estas
ideas permiten predecir indicadores de rendimiento de redes inalambricas reales.

El resto del capitulo estd estructurado de la siguiente manera. En la Seccién damos
una breve presentacion de la dindmica de Glauber y algunos resultados relevantes. Luego,
en la Seccion [5.2] presentamos y analizamos dos variantes de algoritmos secuenciales. Alli,
probamos sus limites de escala y caracterizamos los tamafios de sus conjuntos independientes.
Después de esto, en la Seccién llevamos a cabo un andélisis de rendimiento por medio de
simulaciones en diferentes grafos aleatorios. En esta seccién, también estudiamos el equilibrio
entre la equidad y eficiencia. Finalmente, en la Seccién [5.4] discutimos nuestros resultados en
perspectiva.

5.1. Exploracién dinamica

A diferencia del caracter secuencial de los algoritmos discutidos en el capitulo anterior,
se pueden considerar también dindamicas mas complejas donde los vértices se incorporan y
abandonan el conjunto independiente a distintos tiempos. La méas simple de este tipo es la
conocida como dindmica de Glauber que, como discutiremos més adelante en la secciéon de
simulaciones, es muy similar a la que implementan los vértices en una red 802.11.

La dindmica de Glauber consiste en una dindmica de Markov reversible en grafos donde los
vértices se activan (con una tasa fija llamada tasa de activacién) cuando ninguno de sus vecinos
lo estd; y, si estd activado, pasa a desactivarse con tasa 1. Cuando la tasa de activacién tiende
a infinito, se puede mostrar facilmente que esta dindmica se concentra en configuraciones que
son conjuntos independientes de tamano méximo. Aunque esta es una propiedad muy util,
al igual que en muchos problemas de optimizacion discreta, estas dindmicas pueden no servir
en la practica ya que la convergencia hacia una configuracién de tamano maximo puede ser
extremadamente lenta cuando la tasa de activacion es grande.

Dado un grafo GG, la dindmica de Glauber se define como un proceso de Markov a tiempo
discreto en el espacio de estados dado por los subconjuntos de vértices S = P(V). En cada
paso k € Ny, el conjunto Ax C V se interpretara como el conjunto de vértices transmitiendo
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informacidn en ese momento (es decir, los vértices activos) y serd denominado como una confi-
guracion. Dada una configuracién Ay, la configuracion en el siguiente paso Ax.1 se construird
de acuerdo con las siguientes reglas:

= Elija un vértice v uniformemente de V.
= Con probabilidad % > 0, si ningtn vecino de v pertenece a Ag, fije Axr1 = Ar U {v}.
= O con probabilidad 115 > 0, fije Ag1 = Ax\{v}.

Es facil ver que si la configuracion inicial Ay es un conjunto independiente, Aj, serd un conjunto
independiente para todo k € Ny. Es sabido que la medida invariante viene dada por (para
cada configuracién A C V') [Vig01]:

[A|
n(a) =2 (5.1)

donde Z es una constante de normalizacion. Esto significa que en el limite 5 — oo, la medida
invariante se concentra en los conjuntos independientes méaximos. En algunas situaciones
especiales, el tiempo de mezcla ha sido caracterizado. Por ejemplo, en [Vig01], se muestra que
cuando la distribuciéon de grados esta acotada por A > 0y 5 < ﬁ el tiempo de mezcla es
O(nlog(n)). O en el caso de un grafo regular bipartito, ha sido mostrado [GT06] que para 3
lo suficientemente grande el tiempo de mezcla es exponencial en n.

En el limite 8 — oo, la dindmica de Glauber se comporta de la siguiente manera:

» En una primera fase (tomando A como el conjunto vacio), los vértices se activaran
hasta que se alcance un conjunto independiente maximal. La distribuciéon del tamano
del conjunto independiente resultante coincidira con la del algoritmo egoista, ya que los
vértices son elegidos de manera uniforme.

= Debido a que los intentos de activaciéon ocurren mucho mas rapido que las desactiva-
ciones, después de esta fase inicial habrd muchos intentos fallidos de activaciéon (que

pueden omitirse en el anélisis) seguidos de una desactivacion tnica de algun vértice v.

» Luego de ocurrida esta desactivacion, los vértices en N (v) U {v} que no tienen veci-
nos activos intentaran activarse de manera uniforme hasta que no sean posibles mas
activaciones y se alcance un nuevo conjunto independiente maximal.

= Estos ultimos dos pasos son repetidos indefinidamente.

Debido a que la medida invariante en este limite se concentra en conjuntos independientes
de tamano maximo, esta dindmica se aproximara asintéticamente a un conjunto independiente
méximo, pero esto puede tomar un tiempo prohibitivamente largo. En la Seccién dis-
cutiremos la aplicacién de este tipo de dindmicas limite a redes de comunicacién modeladas
por el Modelo de Configuraciones.

5.2. Generalizacion de algoritmos egoistas

En esta seccién adaptamos algunos de los resultados presentados en la Seccion para
el algoritmo egoista en el Modelo de Configuraciones con el fin de obtener resultados mas
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generales que permitan incorporar el grado de los vértices a la dindmica. A través de estos
resultados, podremos proponer esquemas descentralizados con un rendimiento muy cercano
al del algoritmo grado-egoista.

En la Seccién [5.2.1] analizamos el caso dindmico. Como veremos, el algoritmo grado-egoista
puede considerarse como un proceso limite para esta familia de dindmicas, permitiendo que
estos procesos se utilicen para aproximarlo. Por otro lado, en la Seccién analizaremos el
caso estatico que resulta en un comportamiento asintético més simple que puede describirse
resolviendo una tnica EDO, permitiendo simulaciones e implementacién maés sencillas.

5.2.1. Exploracién grado-consciente dinamica

En la Seccién [£.1.1] se present6 la dindmica egoista junto con un conjunto de ecuaciones
diferenciales que describen su comportamiento limite. Aqui consideramos una generalizacién
en la que cada vértice con grado ¢ > 0 hacia otros vértices inexplorados tiene un reloj expo-
nencial de pardmetro 0 < A(i) < oo. El bloqueo de los vecinos de los vértices seleccionados
y el apareo de sus medias aristas dentro del conjunto de vértices inexplorados se realizan
exactamente como antes (es decir, de manera uniforme). Llamaremos a este proceso como
exploracion grado-consciente dindmica.

Notar que el cambio de las tasas de estos relojes exponenciales es equivalente a cambiar la
probabilidad de que durante una transicién a tiempo ¢ > 0 se active un vértice de grado ¢ > 0,
de a4 (i) (probabilidad correspondiente al algoritmo egoista, definida en la Seccién a

@)™ ()
o0
> A" )

J=0

V(i) = ; (5.2)

donde {ﬂgn) (i) }i>0 es (como en la Seccién i el niimero escalado de vértices inexplorados

con grado 7 hacia otros inexplorados.

Entonces, ﬂ§")(-) tiene el siguiente limite:

Proposiciéon 5.2.1. Bajo las hipétesis del Teorema y fijando (A(7))i>0 acotada y po-

sitiva, entonces la sucesion de procesos g,ﬁ”)(-) converge en probabilidad y sobre conjuntos

compactos de tiempo a la unica medida j1; que es solucion del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
Donli) = = YA )uld) uli) + Gl (53)
=0

donde Gy(i) = S0 ku(k) (Buli +1) + (Buld) — fuli + 1)) 520 18u(D)) con () dado por
y Be(+) definido como en (ambas funciones, asociadas a (ut(7))i>0)-

Demostracion. La principal diferencia con estos procesos es que, en el caso del algoritmo
egoista, un vértice inexplorado se activa cuando suena su reloj exponencial de tasa 1; mientras
que en estos, las tasas de los relojes no son necesariamente las mismas y pueden depender de
sus grados.

Notar que estas ecuaciones son adaptaciones de donde sustituimos (i) por :(7)
y la tasa de transicién total ahora es 3372 A(j)ut(j). El resto de las ecuaciones permanecen
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sin cambios ya que, como se explicé anteriormente, los vecinos de los vértices activados se
seleccionan en ambos casos de la misma manera. La prueba es entonces, mutatis mutandi,
la misma que la prueba del Teorema de [BIMI1T], que es complicada y por tanto no
reproducimos aqui. Se remite al lector interesado a [BJMI1T]. O]

Una vez resueltas las ecuaciones (5.3)), se puede calcular la constante de atascamiento
correspondiente como

= [ ADmli)d (5.4)
0 =0

donde fip(+) es el limite escalado de la distribucién inicial de grados. Como antes, llamaremos
oppA(G) al tamafio del conjunto independiente obtenido, el cual dividido por n convergera
en L' a ¢z, cuando n tiende a infinito.

En este contexto, se puede considerar la dindmica grado-egoista fijando (i) como

() = Lo if pe(i) > 0y pu(j) = 0 V) <4 (5.5)
0, else.

Sin embargo, entre otras dificultades, estas probabilidades no tienen la forma (5.2)) y, por lo
tanto, el limite descrito por la proposicién anterior (ecuaciones ) no aplica. No obstante,
podemos considerar familias de frecuencias de reloj A(-) que seleccionaran en cada transicién
un vértice de grado minimo con alta probabilidad. Por ejemplo, A(i) = (i +1)~% (con L > 0).
En este caso, las probabilidades asociadas vendran dadas por

(i + 1)~ R i)

zijo(l + 1)*Lﬂt(i).

V(i) =

Observemos que estos () tienden a ~;(7) cuando L va a infinito, por lo que esta familia
de procesos ofrece una forma de aproximar el tamafio del conjunto independiente descubierto
por el algoritmo grado-egoista. En la Seccién [5.3] compararemos esta aproximaciéon con los re-
sultados obtenidos usando las probabilidades ~; (-). Como veremos, la aproximacién propuesta
presenta un excelente rendimiento para diferentes distribuciones de grados iniciales.

Como consecuencia de los resultados del Capitulo [, esta aproximacién del algoritmo
grado-egoista puede usarse para estimar el nimero de independencia de una amplia familia
de grafos aleatorios. Ademaés, tengamos en cuenta que este algoritmo puede implementar-
se de manera distribuida, ya que sélo utiliza los grados hacia vértices inexplorados (que es
informacién local del grafo).

Observacion: ni las técnicas ni los resultados de [BJL16], que serdn de utilidad en la
siguiente seccién, pueden simplificar el limite presentado aqui. Ya que, en los procesos estu-
diados, la informacién de la distribucién de grados de los vértices inexplorados hacia otros
vértices inexplorados es necesaria en cada momento para derivar las ecuaciones limite, lo que
hace que la estrategia de [BJL16] sea inaplicable.

5.2.2. Exploracién grado-consciente estatica

Aqui discutiremos otra variante de la dindmica egoista que conduce a un limite més simple.
De manera similar a la situacion discutida en la seccién anterior, cada vértice inexplorado se

59



MANUEL SAENZ

activard cuando suene un reloj exponencial, pero en lugar de que cada vértice tenga un reloj
que dependa dindmicamente de su grado en el sub-grafo inexplorado, ahora su tasa sdlo
dependera del grado inicial del vértice en cuestién y, por lo tanto, sera constante en el tiempo.

Al igual que antes, el bloqueo de vértices y apareo de medias aristas se realiza como
en el algoritmo egoista. Nos vamos a referir a este proceso como exploracion grado-consciente
estdtica y denotaremos la cantidad de vértices en el conjunto independiente que este encuentra
en un grafo G como ogpA(G). En este contexto, se cumple el siguiente resultado:

Proposicion 5.2.2. Paran > 1, sea G ~ CMn(d(”)) una sucesion de grafos que satisface la
(CC) hacia una distribucién de grados limite (pg);>; de media m > 0. Entonces, si (A(k))ren,

es tal que Y 72 k)\(k:)p,(gn) es uniformemente sumable, tendremos que

05pA(G) nooo / (k)ppe 2 Bte=h7(0) g
donde 7(t) es la solucion de la siguiente EDO
o= Z kA(K)ppe MRt (k=2)7
m

con condicion inicial T(t) = 0.

Demostracion. La prueba es una modificacién de la del teorema principal de [BJL16].
Primero se describe el proceso como un proceso de Markov que involucra las coordenadas
de la distribucién de grados de vértices inexplorados (fi;(k), para k > 0; donde fg(k) = px),
el nimero total de medias aristas no apareadas (U;) y el ntimero de vértices activos (A).
Luego se encuentran explicitamente las derivas de todas las coordenadas del proceso. En
nuestro caso esto nos da que

§(Ag)/n =" A(k) i (k)
k=0

§(Uy) /n = — Zm ( ;2‘_11),

y 6(jae(k)) = =A(k)ie(k) = > npjpA(5) e (§) (1 (k) — 61/n).
=0

Aqui pj;, representa la probabilidad de conexién entre un vértice de grado j y k.

De manera similar al Lema [3.3.1}, encontramos las formas limite de las derivas y acotamos
la variacién cuadratica correspondiente de las martingalas de Dynkin asociadas. Con esto
mostramos la convergencia de cada uno de los limites de escala estableciéndolo primero para
algunas subsubsucesiones de cada subsucesion.

Las cotas para las expresiones limite de las derivas son andlogas a las encontradas en
[BJL16]. Sin embargo, para probar que §(Uy)/n — —23 72 kA(k)ft(k) se necesita un argu-
mento distinto si A(k) no es acotada (el caso acotado se maneja como en [BJLI6]).

(n)

Para ver esto, notemos que como » 32 kA(k)p;’ es uniformemente sumable, existe una

sucesiéon (ex)n>1 tal que (para todo n > 1) XX kA(k)i(k) < en y en M=o 0. Entonces
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usando la martingala de Dynkin,

t+ N
U/n > Up/n — 2/ Z EXK)jis(E)ds > Uy/n — 2)\N/ > kiis(k)ds — 2ent (5.6)

0 k=1

donde \y := méxgeqy,.. Ny A(k). Llamando v, al limite de U;/n en la subsubsucesion corres-
pondiente, por la ecuacién y el hecho de que Uy/n > >"72 kji:(k), tendremos que para
todot > 0y N > 1 suficientemente grande u; > @, donde % es la solucién de la ecuacién
diferencial u;, = —2\ NUt — 2e5 con condicién inicial ug = m. Si se integra esto se obtiene
que U = (m + eN//_\N) e~ 2Ant ex/Ay- Esto entonces implica que u; > 4 > 0 para todo

t €10,t5) con
- N\ 1/22y
A_
<1+m N) ] 4 o).
€x 2e 5
N—o0

En donde usamos que A N N=eo, o porque A(k) no es acotada. Debido a que ey — 0,

ty = log

tendremos que ¢y N=eo, . Esto finalmente muestra que para todo t > 0 fijo, us > 0 que a
su vez implica que Uy =% 0.

Finalmente, mediante argumentos similares a los del Lema [3.3.1] la convergencia que es
valida en estas subsubsucesiones se extiende a toda la sucesion de procesos. Luego, el limite de
escala de la distribucién de grados de vértices inexplorados en una dindmica grado-consciente
estatica estard dada por (para k > 1)

fie(k) = fio(k)e M K)te=hr(0) (5.7)

donde 7(t) estd definido como en el enunciado de la proposiciéon. Gracias a la convergencia de
la distribucion de grados, tendremos que

ospA(G) = lim r}ggo ; / i (k) dt (5.8)
= / k) fio( k)e_)‘(k)te_kT(t)dt, (5.9)
mas un término que se anula en probabilidad. ]

Observar que esta proposicién reduce el problema de analizar la nueva dindmica a integrar
una unica EDO, que es mucho mas simple que resolver el sistema presentado en la seccién
anterior. Sin embargo, el conjunto independiente resultante puede ser mas pequeno que en el
caso de exploracién grado-consciente dindmica.

Por otro lado, si llamamos cj, a la proporcion de atascamiento limite, la proporcion de
vértices de grado ¢ > 1 en el conjunto independiente vendra dada por

/ - f)\(z)t 7z7'(t)dt (510)

La Proposicién y la ecuacién (5.10) se utilizardn en la Seccion [5.3.3) para analizar
la distribucién de grados de los vértices que pertenecen al conjunto independiente y derivar
estrategias para mejorar la igualdad de probabilidad de acceso (es decir, la equidad).
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5.3. Resultados de simulaciones

5.3.1. Analisis de la aproximaciéon al algoritmo grado-egoista

En esta seccién estudiaremos numéricamente las aproximaciones del algoritmo grado-
egoista presentadas en las Secciones y A menos que se indique lo contrario, las
simulaciones corresponderan a 10 grafos aleatorios GG, con n = 1000, generados de acuerdo
con el Modelo de Configuraciones correspondiente al escenario considerado. Para cada uno
de estos grafos calcularemos su distribucién de grados de empirica u(-), resolveremos numé-
ricamente o} (limites correspondientes a las variantes de algoritmos dindmicos y
estaticos, respectivamente) con parametros de reloj A(i) = (i +1)~% (con L > 0 suficiente-
mente grande) usando como condicién inicial fig(-) = p(-)/n, y calcularemos el tamafio del
conjunto independiente obtenido por medio de o .

También ejecutaremos un algoritmo grado-egoista en cada uno de estos 10 grafos y senala-
remos el tamano de los conjuntos independientes resultantes con una caja. Ademds, también
ejecutamos una dindmica de Glauber lo suficientemente larga como para que alcance un valor
cercano al de un conjunto independiente maximo. Sin embargo, como se sefialé anteriormente,
aunque esta dindmica proporciona asintéticamente el nimero de independencia, este puede
llegar a alcanzarse muy lentamente en una simulacién, ya que el tiempo de mezcla es expo-
nencial en n en muchas circunstancias. Esto se discutird mas a fondo en la Seccién

Finalmente, también incluiremos el tamano del conjunto independiente correspondiente
al algoritmo egoista (el cual se puede obtenerse mediante los resultados presentados en la

Seccién .

Grafos aleatorios regulares

Primero, consideraremos grafos aleatorios d-regulares. Como discutimos en la Seccién|4.1.2
este es uno de los modelos més estudiados en la literatura. También incluiremos en nuestra
comparacién el limite inferior en el nimero de independencia demostrado en [Wor95| (se
recomienda consultar los resultados numéricos presentados en la Tabla 1 de ese articulo), y el
valor exacto presentado en [DSS16].

Los resultados se muestran en la Figura 5.1} Observar que, como se esperaba en este caso,
nuestro andlisis de la exploracién grado-consciente dindmica proporciona una aproximacién
muy precisa del tamafio del conjunto independiente obtenido por el algoritmo grado-egoista.
Ademés, los limites inferiores proporcionados por Wormald en [Wor95] dan esencialmente los
mismos valores que nuestra aproximacién. Esto se debe probablemente al hecho de que, como
lo sugiere Wormald [Wor99|, es muy probable que este limite inferior sea en realidad el valor
limite exacto.

Ademas, al observar los resultados correspondientes a [DSS16], podemos concluir que
posiblemente todavia haya espacio para aumentar el tamano del conjunto independiente del
algoritmo grado-egoista. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que este resultado es exacto
s6lo para d mayor que cierto dy no especificado por los autores. Nuestras simulaciones de la
dindmica de Glauber respaldan aiin més que, al menos para estos valores de d, esos resultados
parecen ser limites superiores. En cualquier caso, esta mejora seria relativamente modesta,
y ciertamente mas pequena que la distancia entre los algoritmos grado-egoista y egoista.
Finalmente, notar que en este caso (donde todos los vértices tienen el mismo grado inicial),
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Figura 5.1: Tamano del conjunto independiente obtenido para distintos valores de d para grafos
aleatorios d-requlares. Los resultados del algoritmo grado-egoista se marcan con cajas (que
se ven como lineas horizontales), mientras que los circulos rojos se corresponden con los
resultados calculados a partir de , los tridngulos amarillos con los de , los diamantes
azules con los de (4.4)) o , las cruces verdes con los valores de [DSS16], las estrellas negras
con las cotas de [Wor93|] y los cuadrados magentas con la dindmica de Glauber.

las variantes estaticas y dinamicas de nuestros algoritmos son equivalentes y, por lo tanto,
obtienen el mismo resultado.

Grafos de Erdos-Rényi ralos

Ahora consideraremos grafos de Erdoés-Rényi ralos. Aqui s6lo estudiaremos los resultados
de nuestras aproximaciones, junto con simulaciones de la dindmica de Glauber con tasa de
activacion grande. Los resultados se muestran en la Figura Como era de esperar, nuestra
aproximacion es extremadamente cercana al algoritmo grado-egoista, que a su vez es éptimdﬂ
para valores de A méas pequenos que e (notar que la dindmica de Glauber no produce un
nimero de independencia mayor en estos casos). Finalmente, el algoritmo grado-consciente
estatico (es decir, la ecuacién relativamente simple de resolver ) en este caso produce una
aproximacién razonable al nimero de independencia.

Grafos geométricos

Ahora consideraremos un caso intimamente relacionado con el modelo de Erdés-Rényi:
grafos generados a partir de un proceso puntual de Poisson en el plano. En estas simulaciones,
generamos un proceso puntal de Poisson en un circulo de un tamaiio fijado de tal forma que
el nimero medio de vértices sea n = 1000. Con el objetivo de modelar redes inaldmbricas,
dados dos vértices ¢ y j, consideraremos que estan conectados si:

P(i,j) = X;;d(i,5)"* > T,

1Como se discutié en el Capitulo
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Figura 5.2: Tamano de los conjuntos independientes maximales obtenidos para grafos de Erdos-
Rényi ralos de grado medio .

donde d(i, j) es la distancia euclidea entre los vértices i y j, X; ; es una variable aleatoria que
modela el desvanecimiento (y que asumiremos que se distribuye como una log-normal con una
media de 1, una varianza 6 y simétrica en 4, j), a = 2 y T, de modo que el niimero medio de
vecinos cuando no hay desvanecimiento sea igual a 2. Los resultados se muestran en la Figura

Notar que el caso donde 6 = 0 estos grafos se corresponden con una variante del denomi-
nado modelo Matern, y que la distribucién inicial de grados es la misma que en el caso de
Erdos-Rényi (con A = 2 en este caso en particular). Sin embargo, el origen geométrico del
grafo genera correlaciones entre los grados de los vértices, que el Modelo de Configuraciones
no posee. Esto hace que nuestras aproximaciones (es decir, las ecuaciones y ) sobre-
estimen el tamafo del conjunto independiente encontrado por el algoritmo grado-egoista. Sin
embargo, a medida que aumenta el desvanecimiento, estas correlaciones se vuelven cada vez
mas pequenas, lo que resulta en una mejor aproximacion.

Es interesante notar que en el caso en que § = 1 y 6§ = 0, la dindmica de Glauber no
es capaz de mejorar los resultados del algoritmo grado-egoista. La distribucién de grados
resultante para ambos casos es (comprobada empiricamente para # = 1) una binomial de
media menor que 2,4. Esto parece indicar que los resultados probados en el capitulo anterior
podrian extenderse a una clase atin mas amplia de grafos aleatorios.

5.3.2. Conjuntos independientes maximos y redes inalambricas

Ahora centraremos nuestra atencién en el problema del célculo (o aproximacion) de la
capacidad de una red inaldmbrica grande que implementa el protocolo 802.11 (o WiFi como
se conoce comercialmente). Este tipo de redes implementan un protocolo de acceso medio
llamado algoritmo CSMA /CA (por sus nombre en inglés: carrier sense multiple access with
collision avoidance).

En pocas palabras, el CSMA/CA funciona de la siguiente manera. Cuando un vértice
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Figura 5.3: Tamano del conjunto independiente obtenido en funcion de 6 para grafos generados
a partir de un proceso puntual y con desvanecimiento.

quiere transmitir un paquete, primero establece un tiempo aleatorio de espera, el cual se
reduce siempre que ninguno de sus vecinos esté transmitiendo. Cuando este tiempo llega a
cero, se transmite el paquete. Aqui asumiremos que los vértices siempre intentan transmitir
paquetes, por lo que este proceso se repite indefinidamente.

Como se muestra en [LKI16], cuando el tiempo de espera es mucho menor que el tiempo
medio de transmisién (que, si el sistema estd disenado para maximizar la eficiencia, deberia
ser el caso), entonces el nimero de vértices transmitiendo luego de un tiempo lo suficiente-
mente largo serd cercano al tamafio de un conjunto independiente maximo ;Por qué es esto
asi? Intuitivamente, cuando un vértice deja de transmitir, sus vecinos y ese mismo vértice
comienzan a competir por el medio. Por lo tanto, tenemos que cualquier disminuciéon de uno
en los vértices activos o transmisores es seguida rapidamente por un aumento en al menos
uno. De hecho, si tanto el tiempo de espera como el tiempo de transmisién se distribuyen ex-
ponencialmente, este proceso se comporta como una versién a tiempo continuo de la dindmica

de Glauber.

La discusién anterior implica que la capacidad de una red inaldmbrica puede ser apro-
ximada por nuestros métodos. En esta subseccién, sumaremos al andlisis que realizamos en
la, subseccién anterior simulaciones de la dindmica CSMA /CA sobre dos familias de grafos y
mostraremos cémo evoluciona el nimero de vértices activos con el tiempo y qué tan rapido
converge al nimero de independencia.

Grafos de Erdos-Rényi ralos

Primero nos centraremos en el caso de Erdés-Rényi. Como mostramos en el Capitulo [ el
algoritmo grado-egoista produce un conjunto independiente asintéticamente méaximo en el caso
en que A\ < e. Para ilustrar este resultado (que se presenta en la Figura , presentamos la
evolucién del CSMA /CA (con tiempos de espera y transmisién distribuidos exponencialmente
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Figura 5.4: Numero de vértices transmitiendo mientras corre el algoritmo CSMA/CA (comen-
zando desde tres posibles condiciones iniciales) en un grafo de Erdos-Rényi de grado medio
A = 2. La abscisa se grafica en escala logaritmica.

con medias iguales a 1 x 1076 y 1 x 102 respectivamente) sobre grafos de Erdés-Rényi con
grado medio .

En particular, ejecutamos el algoritmo CSMA /CA con tres condiciones iniciales diferentes:
sin ningin vértice transmitiendo, con el conjunto de vértices que transmiten proveniente de
un algoritmo de exploracién grado-consciente estatico y con el conjunto de vértices que trans-
miten proveniente de un algoritmo de exploracién grado-consciente dindmico. Los resultados
correspondientes a A = 2 se muestran en la Figura (donde la abscisa esté en escala loga-
ritmica para mejor visualizacién), junto con el tamano del conjunto independiente obtenido
por el algoritmo egoista.

Consideremos el caso donde todos los vértices comienzan esperando transmitir. Como se
discutié en la Seccién la evolucién del CSMA /CA en este caso se puede separar en dos
etapas. Durante la primera etapa, el CSMA/CA alcanza rapidamente una configuracién que
se distribuye como el conjunto independiente obtenido por algoritmo egoista (ya que el CS-
MA /CA esté disenado para elegir aleatoriamente entre los vértices a activarse). Una vez que
se alcanza este conjunto independiente maximal, el CSMA/CA todavia puede aumentar el
nimero de transmisiones simultdneas, pero lo hace muy lentamente: se necesitan aproxima-
damente las primeras 20,000 transiciones para converger a un valor cercano al del algoritmo
grado-consciente dinamico.

Vale la pena verificar cémo, incluso después de 80,000 transiciones adicionales (e incluso
cuando la configuracién inicial se modifica para partir de un conjunto independiente pro-
veniente de algoritmos grado-conscientes), el CSMA/CA no logra aumentar el nimero de
vértices activos. Esto verifica que se puede usar para calcular la capacidad de una red
inaldmbrica cuando se cumple la condicién de optimizacién asintética del Capitulo [4] Si este
no es el caso, aun puede resultar muy 1til, como lo discutiremos a continuacién.

Consideremos entonces un grafo de Erdés-Rényi, pero ahora con un grado medio de 10. En
este caso, dado que no se cumplen las condiciones de optimalidad asintética, para estimar el
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Figura 5.5: Ndmero de vértices transmitiendo durante una corrida del algoritmo CSMA/CA
(comenzando desde tres configuraciones iniciales distintas) en grafos de Erdés-Rényi de grado
medio A = 10. La abscisa se encuentra en escala logaritmica.

ntimero de independencia (o la capacidad de la red inaldmbrica) uno tiene que recurrir a otros
algoritmos como el de Glauber (o equivalente al CSMA /CA), que eventualmente convergen a
un conjunto independiente maximo. Sin embargo, segiin las simulaciones anteriores y nuestros
resultados, para “acelerar” esta estimacién, proponemos comenzar una dindmica de Glauber
a partir de una configuracién dada por uno de los algoritmos secuenciales que discutimos
(grado-conscientes).

Los resultados de la simulacién se muestran en la Figura [5.5] donde hemos incluido cinco
ejecuciones de un CSMA /CA para cada una de las configuraciones iniciales. Es importante
tener en cuenta que estas configuraciones iniciales se pueden encontrar en una cantidad de
pasos igual al nimero de vértices en el conjunto independiente obtenido y, por lo tanto,
en un tiempo que es una fraccién del nimero total de vértices en el grafo (n = 1000 en
estas simulaciones). Notar que la tendencia observada en nuestras simulaciones anteriores
todavia es vdlida: si inicialmente no hay vértices transmitiendo, el nimero de transiciones
que necesita CSMA /CA para alcanzar un conjunto independiente de tamano similar al del
algoritmo grado-consciente dindmico es (al menos) un orden de magnitud mayor que el niimero
de vértices en el grafo. Ademas, incluso después de 100,000 iteraciones, la diferencia entre las
configuraciones iniciales es no despreciable, y los mejores resultados se obtienen iniciando el
algoritmo CSMA /CA a partir de la configuracion encontrada por el algoritmo grado-consciente
dindmico.

Grafos geométricos

Ahora discutiremos un escenario un tanto maés realista. En lugar de posicionar arbitraria-
mente los vértices de acuerdo con un proceso puntual de Poisson, consideraremos sus ubica-
ciones seguin son provistas por un conjunto de datos ptblico (en este caso por OpenCelllD
[Unw18], una base de datos abierta de ubicaciones de torres celulares de todo el mundo). La
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Figura 5.6: Los vértices y sus posiciones. Los datos se corresponden con la ciudad de Monte-
video.

Figura muestra el area considerada en este ejemplo, que consiste en una region urbana de
alrededor de 20 km? e incluye 579 vértices.

Consideramos el mismo modelo que antes, con desvanecimiento log-normal de varianza
6 y un nimero promedio de vecinos igual a 2.4 cuando # = 0 (equivalente a un rango de
150m). Los resultados correspondientes a § = 3 se muestran en la Figura junto con los
tres resultados teoricos.

Discutamos estos resultados. Primero, si el desvanecimiento no es despreciable como en
este caso (y como en la Figura , nuestra aproximacion basada en los resultados para
el Modelo de Configuraciones es muy precisa. Simulaciones adicionales, no informadas aqui
para no extendernos de mas, indican que esta tendencia es cierta para otros escenarios, como
suburbano o urbano denso. Esto ilustra la flexibilidad de los andlisis basados en el Modelo
de Configuraciones en general, y de nuestra aproximacién en particular. En segundo lugar,
las tres condiciones iniciales dan como resultado una diferencia no despreciable en el niimero
de vértices activos, incluso después de 100,000 iteraciones. Esta observacién ilustra ademas
que la dindmica de Glauber puede atascarse en los minimos locales, pero comenzarla desde
configuraciones ventajosas puede conducir a conjuntos independientes mas grandes en tiempos
mas cortos.

5.3.3. Equidad y capacidad

Hasta ahora, no hemos discutido cudn equitativa es la dindmica que establece las conexiones
en la red; pero en una dindmica egoista (y atin mas en una grado-egoista), los vértices con
grado mas alto tienden a bloquearse mas rapido que los vértices con uno més pequeno. Esto
es asi porque, si el grado de vértice es grande, tiene una mayor probabilidad de que alguno
de sus vecinos se active antes que él. Aqui discutimos cémo compensar esto implementando
una familia de algoritmos grado-conscientes estaticos.

Como una medida de la inequidad usaremos la distancia de variacion total || - ||7y entre
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Figura 5.7: Nudmero de vértices transmitiendo durante una corrida del algoritmo CSMA/CA
(comenzando desde tres configuraciones iniciales distintas) para el grafo formado por los vér-
tices ilustrados en la Figura . La abscisa se encuentra en escala logaritmica.

la distribucién de grados del grafo original (p;);>0 y la del conjunto independiente construido
(gi)i>0, dada por

1 [ee]
lp = allrv =5 >~ Ipi = ail- (5.11)
=1

Es facil ver que cuando ||p — ¢||ry = 0, la probabilidad de que cada vértice se active en
algtin punto de la evolucién del proceso es la misma. Por otro lado, valores mas altos de la
variaciéon total se corresponderan a situaciones en las que los vértices de algunos grados se
conecten con mayor probabilidad que otros; es decir, con situaciones menos equitativas.

Recordemos que para describir el limite de una exploracién grado-consciente estatica es
suficiente integrar una sola EDO. Después de esto, la proporcién asintética de vértices del
conjunto independiente encontrado se puede determinar por ([5.9) mientras que la distribucién
de grados del mismo (g;);>0 por (5.10).

Usando esta relacién, se puede calcular la inequidad de los procesos grado-conscientes
estaticos con diferentes conjuntos de relojes. Como ejemplo, en la Figura [5.8] presentamos
la inequidad y la proporciéon de vértices en el conjunto independiente para relojes dados por
Ai) = (i + 1)* con L € R en funcién de la potencia L para una distribucién de grados de
Poisson de media 16.

Como se puede ver en la figura, existe un punto en donde se llega a un equilibrio entre la
equidad y el tamafio de conjunto independiente obtenido. Las potencias negativas obtienen
un conjunto independiente mas grande pero resultan en una mayor inequidad que la dindmica
egoista (que se corresponde con L = 0). Por otro lado, se puede lograr una mayor equidad
asignando relojes que dependan del grado como potencias positivas a expensas de un conjunto
independiente mas pequeno. Intuitivamente, esto es asi porque con potencias negativas, los
vértices con menor grado tienden a conectarse mas rapido, lo que resulta en menos vértices
bloqueados y, en tltima instancia, en un conjunto independiente mas grande. Por otro lado,
las potencias positivas hacen que los vértices con mayor grado se conecten mas réapido, lo que
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Figura 5.8: Inequidad y proporcion de vértices en el conjunto independiente obtenido en funcion
de la potencia L de la distribucion de relojes para una distribucion de grados de Poisson de
media 16.

tiende a compensar la inequidad natural de las dinamicas del tipo egoista discutidas en este
capitulo.

De la figura también podemos observar que hay un minimo de inequidad en el intervalo
(2,5,3). En él, se da una reduccion en la inequidad que se logra a costas de una reduccién de
menos del 10% en el tamatio del conjunto independiente. Esto significa que la inequidad en
las transmisiones puede mejorarse considerablemente sin reducir mucho el ntimero de vértices
que logran transmitir. Se observa una situacion similar para un rango de distribuciones de

Poisson con medias entre 4 y 30.

5.4. Discusion

Hemos extendido limites de escala existentes para grafos del Modelo de Configuraciones
a dos variantes de algoritmos grado-conscientes: los dindmicos y estaticos. Como vimos, el
algoritmo dinamico es capaz de aproximar con precisién arbitraria el algoritmo grado-egoista.
Por lo tanto, a través de la evaluaciéon numérica de un sistema de ecuaciones diferenciales,
logramos estimar la constante de atascamiento de algoritmos de exploracién grado-egoistas
para grafos aleatorios mucho mas generales que en el capitulo anterior, ademéas de caracterizar
el nimero de independencia de esta familia de grafos.

La dindmica estatica no sélo proporciona resultados de forma cerrada para el tamano del
conjunto independiente descubierto, sino que también lo hace para la distribuciéon de grados
de sus vértices. Aunque la dindmica es subdéptima, esta propiedad nos permitié analizar el
equilibrio entre la equidad y el tamano del conjunto independiente correspondiente y proponer
una selecciéon de pardmetros que garantice la minima inequidad junto con una reduccién leve
de la capacidad.

También ilustramos la utilidad de nuestros resultados al estimar la capacidad de una red

70



CAPITULO 5. CAPACIDAD DE REDES DE COMUNICACION WIFI

basada en el protocolo 802.11, tanto para redes teéricas como reales. Es interesante observar
que muchos de los resultados anteriores existentes sobre la capacidad de estas redes se han
centrado en situaciones de campo medio donde todos los vértices se “ven” entre si (por ejem-
plo, en el trabajo seminal de Bianchi [Bia00]), o en pequeiios grafos donde es factible calcular
el nimero de independencia (como en [LKLWI10, [LK16]). Por lo tanto, los métodos de grafos
aleatorios ofrecen una alternativa viable a la geometria estocédstica, cuya complejidad pue-
de ser prohibitiva. Para una discusién més exhaustiva y una comparacién con la geometria
estocastica, ver [RLBB17].
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Capitulo 6

Mejor respuesta en optimizaciéon
distribuida

La optimizacion distribuide es un campo que encuentra muchas aplicaciones importantes
en sistemas de ingenieria (véase, por ejemplo, [AHKO7, [CMOP10, YZH14l [MS15]). En un
problema de optimizaciéon distribuida, muchas agentes tienen control sobre las variables del
sistema y cada una puede cambiar el valor de algunas de ellas. Ademas, se define una funcién
de costo sobre los valores de los estados. El objetivo de la optimizacién distribuida es describir
conjuntos de comportamientos de las agentes que resultan en estados que tienen valores altos
(o bajos) de esta funcién.

Estos problemas estan intimamente relacionados con una familia de modelos de teoria de
juegos conocidos como juegos potenciales. Estos fueron estudiados primero en [Ros73] como
un ejemplo de juegos no cooperativos con equilibrios de Nash de estrategia pura. Son juegos
para los cuales los cambios de las ganancias inducidos por el ajuste de las estrategias de las
jugadoras pueden describirse mediante una funcién global conocida como potencial. Una de
las preguntas centrales de la teoria algoritmica de juegos es el estudio de los algoritmos de
busqueda de equilibrios de Nash. Con respecto a esto, los algoritmos de busqueda de equilibrios
en juegos potenciales se han estudiado ampliamente. Por ejemplo, en [ARV0§| se demostro
que este problema pertenece a la clase de complejidad PLS (siglas en inglés de bisqueda
local polindmica). Y en [DGI16], se estudiaron la optimalidad y la complejidad de la dindmica
de mejor respuesta para juegos potenciales aleatorios. Aqui analizamos una generalizacién
de la dindmica inducida por el algoritmo de mejor respuesta definido para problemas de
optimizacion distribuida.

Este capitulo sigue en espiritu el analisis de [DG16]. En este trabajo, los autores analizan la
optimalidad y el rendimiento asintéticos (en el ntimero de jugadoras) del algoritmo de mejor
respuesta para juegos potenciales aleatorios en los que los potenciales de cada estado del
juego estan dados por variables aleatorias uniformes [0, 1]. Nuestro principal objetivo también
serd caracterizar la complejidad de la dindmica de mejor respuesta mediante el estudio de la
cantidad de pasos y cambios de estados que se requieren antes de llegar a una solucién. Pero
mientras en [DG16] estudian la dindmica asumiendo que cada mejor respuesta se calcula entre
todas las estrategias posibles, nosotros consideraremos el caso en el que se calcula a partir de
conjuntos aleatorios de tamafio O(1). Més especificamente, asumiremos que los cambios de
las variables que cada agente puede realizar se modelan como un grafo aleatorio del Modelo
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de Conﬁguracioneﬂ Ademas, nuestras técnicas son diferentes de las utilizadas en [DG16] y
contextualizamos el problema en términos de problemas de optimizacién distribuida, lo que
permite un rango diferente de relaciones entre el niimero de estados y agentes.

En este capitulo estudiamos la transicién de fase del tiempo necesario para alcanzar un
méaximo local/global de la funcién de costo cuando el ntimero de agentes y de variables va
a infinito. Para esto, damos estimaciones del tiempo que tarda el algoritmo en ejecutarse en
cada uno de tres regimenes (subcritico, critico y supercritico). En el caso especial del régimen
subcritico (al que pertenece el algoritmo de mejor respuesta para juegos potenciales), dedu-
cimos el nimero medio de pasos necesarios para lograr un maximo, damos una descripcién
probabilistica precisa de la dindmica en términos de una familia de procesos de Poisson in-
homogéneos y demostramos que el tiempo que tarda el algoritmo en encontrar un méximo es
sublineal en el tamafio del grafo. Un resultado sorprendente es que el nimero medio de pasos
que toma el algoritmo de mejor respuesta en este modelo ralo es el mismo que el probado para
el caso no ralo en [DGI16]. Para el régimen critico, establecemos una relacién entre las canti-
dades relevantes que determinan la complejidad del algoritmo. Y para el régimen supercritico
demostramos que el tiempo empleado hasta encontrar un maximo es lineal con el tamafio del
grafo. Ademaés, con argumentos de acoplamiento, demostramos que la dindmica estudiada es
el algoritmo de busqueda local més rapido.

6.1. Introduccion

6.1.1. Algoritmo de mejor respuesta

Definicién 6.1.1. Un problema de optimizacion distribuida es una tupla (A,V, D, x(-), f(+))
donde A es el niimero de agentes, V := {v1, ..., vy} es un conjunto de variables cuyos dominios
son D:={Dy,...,Dy}, x:[A] = P(V) (con [A] :=={1,..., A} y P(:) partes de un conjunto)
es la funcién que determina qué variables puede cambiar qué agentey f: D1 X --- x Dy — R
es una funcién de costo.

Notemos que, segiin nuestra definiciéon, muchas agentes pueden cambiar una misma varia-
ble. Esto puede parecer redundante a primera vista, pero como nuestro modelo serd ralo, dos
agentes a cargo de la misma variable pueden cambiar sus valores de diferentes maneras.

Como se senalé anteriormente, el objetivo de la optimizacién distribuida es encontrar
dindmicas que generen estados para los cuales la funcién de costo sea tan alta (o baja) como
sea posible como resultado de las acciones individuales de las agentes. El algoritmo de mejor
respuesta es una de esas dindmicas que encuentra un maximo local de la funcién de costo.

Aqui presentamos una versién local del algoritmo. Es decir, en cada estado v =
(v1,...,04,...), si la agente j € [A] esta llevando a cabo una accién que cambia el valor
de v; , s6lo podra cambiar su valor a otro en un subconjunto determinado V;;(v) C D;.

Dado un estado v € D x---x Dy y una agente j € [A], su correspondiente mejor respuesta

) (v) vendra dada por el estado v’ para el cual s6lo se cambian las variables v, ..., v;, € x(J)
y da el mayor incremento de f(-) dentro de los posibles Vj,(v) C Dj, valores (con i € [k]). Es

!Como veremos més adelante, cada uno de estos grafos se visitard eventualmente un O(n®) (con e >
0 arbitrariamente pequeiio) ntmero de veces por lo que los vecindarios visitados son c.a.p. independientes.
Esto implica que la estructura de grafo subyacente no desempenard un papel central, excepto a través de su
distribucién de grados. En cualquier caso, esta representacion es una buena forma de visualizar la dindmica.
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decir,

bﬁ]) (V) = arg ]jnaxU;1 eV, (V)---U;ke‘/jk(v){f(vl7 ooy U}l, ce ,U}k, . )}

Luego, el algoritmo de mejor respuesta definira una sucesion de estados (v;),~; de acuerdo
con la siguiente regla: si durante el paso ¢ > 1 el estado pasa a ser v; como resultado de una
accion de la agente j € [A], luego en el siguiente paso la agente j + 1 realizard una accién y el
estado se cambiara a v; 1 = bq(aj H)(vi). Después de seleccionar la tultima agente, el algoritmo
comienza de nuevo con la primera. Para representar este comportamiento ciclico, denotamos
(para N > 1) al resto de N/A como N. Se puede ver ficilmente que este algoritmo converge
a un maximo de la funcién de costo.

En los casos que vamos a analizar, diremos que el algoritmo de mejor respuesta seré ralo,
ya que los conjuntos Vj(v) de los cuales las agentes pueden elegir los nuevos valores de sus
variables seran funciones acotadas del tamafno del sistema.

Juegos potenciales

Los juegos potenciales son modelos muy similares a los problemas de optimizacion dis-
tribuida. Nos centraremos en el caso de los juegos potenciales puros, aunque existen muchas
otras generalizaciones.

Definicién 6.1.2. Un juego es una tupla G := (P, S,u) donde P es el niimero de jugadoras,
S = {s1,...,5} es el conjunto de posibles estrategias y u : S¥ — RF es la funcién de
ganancia.

Dado un juego, sus posibles estados seran los elementos de S*. Cuando el juego estd en un
estado dado s € ST, diremos que la coordenada k-ésima de u(s) es la ganancia de la jugadora
k en ese estado.

Definicién 6.1.3. Un juego es un juego potencial si existe una funcién ¢ : S¥ — R tal que,
para todo k € [P], si el juego se encuentra en un estado s = (s1,...,8,...,5p) € STy
su k-ésima coordenada se cambia a un nuevo valor s) € S tal que s’ = (s1,...,8,...,5p),

entonces ug(s’) — ug(s) = ¢(s') — o(s).

Es decir, en un juego potencial cada vez que una jugadora cambia de estrategia, el cambio
de su ganancia viene dado por el cambio del potencial inducido por su movimiento.

Definicién 6.1.4. Una estrategia s := (s1,...,s5p) € ST es un equilibrio de Nash si para todo
s, €S (conke[P])ys :=(s1,...,8),...,5p) se tiene que, para todo [ € [P], u;(s) > w(s).

Una caracteristica importante de los juegos potenciales es que los equilibrios de Nash
se pueden definir facilmente en términos de su potencial. Mas precisamente, dado un juego
potencial G con potencial ¢(-), un estado s € S* es un equilibrio de Nash sii cualquier cambio
en una coordenada de s disminuye el valor de ¢(-).

El algoritmo de mejor respuesta se define de manera andloga a como se hizo para los
problemas de optimizacién distribuida. De hecho, originalmente proviene de la teoria de juegos.
Observemos que existe una estrecha relacion entre los juegos potenciales y los problemas de
optimizacion distribuida. En efecto, el potencial en ellos se puede tomar como el andlogo de la
funcién de costo. Una de las principales diferencias serd que en los juegos potenciales hay una
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Unica jugadora que puede cambiar cada variable. En los modelos de optimizacién distribuida,
por otro lado, puede haber més de una agente controlando una variable o muchas variables
controladas por una tnica agente. Por conveniencia, elegimos usar los nombres y la notacién
de la optimizacion distribuida.

6.1.2. Descripciéon del proceso estudiado

Como se senalé anteriormente, estudiaremos una variante local del algoritmo de mejor
respuesta en la que en cada estado v la mejor respuesta de cada agente no se calcula entre
todos los valores posibles de sus variables, sino que es dada por una mejor respuesta local que
se calcula a partir de conjuntos aleatorios Vj,(v) C Dj, que son de tamano O(1). En nuestro
modelo, cada agente i € [A] tendrd un grafo aleatorio GG; asociado que le dara las posibles
acciones que puede realizar. Todos los grafos se construirdn en el mismo conjunto de vértices
[n], donde cada uno de los vértices representa un posible estado del sistema. Luego, cuando una
agente realiza una accién y cambia el valor de sus variables, el vértice que representa el estado
actual del sistema cambia como consecuencia. Supongamos que el sistema estd en el estado
v que estd asociado al vértice v € [n] y la agente i € [A] va a tomar una accién. El conjunto
de acciones posibles (nuevos estados a los que la agente puede mover el sistema) vendra dado
por la vecindad de v en el grafo G;; es decir, N;(v). A cada vértice v’ asociamos un valor W,
de la funcion de costo. Entonces, la mejor respuesta de la agente ¢ en el vértice v serd mover
el sistema al vértice v' € N;(v) con el valor més alto de W,,. Mds precisamente, la dindmica
considerada serd descrita en términos de un proceso estocastico sobre una construccién de
grafos aleatorios. Primero definimos un conjunto de vértices [n] y fijamos el valor del costo de
cada vértice v € [n] por medio de una variable aleatoria W, ~ Unif[0, 1] independiente de los
otros valores. Para cada agente i € [A] construimos un grafo del Modelo de Conﬁguracionesﬂ
Gg") = ([n], Ei(n)), todos ellos independientemente d(e)los demds pero en el mismo conjunto

n

de vértices y con la misma distribucion de grados (pk >k>1 y grado medio A(™. Como en los

capitulos anteriores, suponemos que estos grafos del Modelo de Configuraciones satisfacen la
(CC) presentada en el Capitulo [2 En cada paso de la dindmica, se dird que un vértice de la
coleccion de grafos es inexplorado si no pertenece a un vecindario ya visitado por el proceso
o explorado si si lo hace. La dindmica en cuestién estard dada por una cadena de Markov

(XZ("), Ui(n)y (Ei(n)(k))ke[A]a (Mgn)(k))ke[f‘])ix

A

definida sobre la coleccion de grafos (ng)) , donde XZ-(n) da el costo del vértice en el que

n)

se encuentra el algoritmo durante el paso ¢, U, el niimero de vértices inexplorados, El(n)(k)

el nimero de medias aristas libres de vértices explorados en el k-ésimo grafo y ugn)(k) es la
distribuciéon de grados de vértices inexplorados en el k-ésimo grafo. Inicialmente, el proceso

se encuentra en un vértice elegido uniformemente entre [n], XYL) se establece como el costo
de ese vértice, Ul(n) =n-—1, Ez(n)(k:) = 0 y las distribuciones ,ugn)(k:) = p,(gn). Entonces, si en el

paso 7 > 1 el proceso esta en algtin vértice v; con un costo W, en el paso 2+ 1 tendremos que

n) )

Xit1 = méx,¢( Nﬁ(w)u{vi}){Wv}, Ui( 1 serd igual a Uz-(n menos una cantidad igual al niimero

2 Aqui suponemos que existe alguna secuencia de grados d™ tal que las secuencias de grados de estos grafos
son permutaciones independientes de esta. Entonces, todos tienen la misma distribucién de grados, pero cada
vértice tiene diferentes grados en diferentes grafos.
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(n)

de vértices inexplorados en Ni7(vi) y Ez(i)l( ) v mi4(-) se actualizardan de acuerdo con los
grados de los vértices recién explorados en cada grafo.
Supongamos que después del paso i, el proceso se encuentra en el vértice v;. En este

n)

caso, el niimero de nuevos valores de costo explorados durante el siguiente paso sera Bg 4=
Zf:il L{v;;eu;,}, donde DZ(”) es el grado de v; en el i-ésimo grafo, v;; es el vértice apareado
con la j-ésima media arista de v; y U;; es el conjunto de vértices inexplorados después de
que se haya apareado la (j — 1)-ésima media arista de v;. Luego, condicional a la cantidad
de vértices inexplorados durante el paso 1, Dl(n)
Binom(Ui(")/n, D;).

Entonces, el nimero de vértices ya explorados vendra dado por

estara asintoticamente cerca de una variable

F™=p-Uu™ = ZD (6.1)

Aunque para que el proceso represente la dindmica estudiada tenemos que seguir la
evolucién de las variables (E(")(k:))ke[ AY (ugn)(/{)) ke[4], como demostraremos més adelan-
te, cada uno de los grafos se visita a lo sumo n¢ (con € > 0 arbitrariamente pequeno)
veces y como los grafos son independientes entre si, tendremos que (por cada k € [A])
EM (k) = A1 — Ui(n))(l +o0(1) y ugn)(k:) = p,&n)(l + 0o(1)). De esta forma, podremos
describir el comportamiento asintético del proceso asumiendo que estas variables tienen estos

valores fijos.
(n) .

También definiremos una serie de tiempos de saltos inductivamente segin 7, ’ := 0 y para
7 > 1, Tj(i)l = inf{i > 0: Xin_)H > XTJ } Estos tiempos dan la cantidad de pasos que el

proceso pasa en cada vértice visitado.
Si definimos el grafo global G(n) ([n], UleEl-(n)) asociad las soluciones del problema
de optimizacién vendran dadas por los maximos locales del costo en él. Notemos que el j-

s . ’ . o . ’ . ., .o n
ésimo vértice visitado es un maximo local de la funcién de costo sii 7']( )

ley de los grande niuimeros, Gén) serd un grafo donde sus vértices tendran grados iguales a

= A. Segun la

AA(n) + OP( A(n)) Notar que los méaximos locales de ng) son estados absorbentes del
algoritmo. Aqui supondremos que la dindmica se ejecuta hasta que se alcanza un vértice que

(n)

es un maximo local y el algoritmo ha explorado todo su vecindario en Gy ~, comprobando

efectivamente que es un maximo. Luego, el algoritmo se ejecuta hasta el tiempo de parada
8™ = if{i > A(n) : X" = X" )} (6.2)

Aunque la mayoria de nuestros resultados caracterizan S, también estudiaremos
S(n)
(n) .
V= 2 T xiy (63)
=

es decir, el ntimero de vértices visitados por el proceso; y el niimero total de vértices explorados
por el proceso

n)

S —
£ .=N" D, (6.4)
1

-
Il

3Donde EL( ™ es el conjunto de aristas de G,En>.
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Comparacion con la dinamica de mejor respuesta

Existe una diferencia entre esta dindamica y el algoritmo de mejor respuesta discutido
anteriormente. Primero, en los problemas de optimizacién distribuida, los estados tienen una
estructura subyacente heredada del hecho de que son elementos del producto Dy X --- X D 4.
Nuestro modelo no tiene en cuenta esta estructura ya que, en un grafo dado, cualquier vértice
puede estar conectado a cualquier otro. No obstante, de nuestros resultados se deduce que cada
grafo se visita como méximo O(n¢) (con € > 0 arbitrariamente pequeno) de veces durante toda
la ejecucién del algoritmo, lo que hace que las posibles inconsistencias entre las dos dindmicas
no sucedan.

También tengamos en cuenta que en el caso de un juego potencial, cada jugador tiene
un cierto nimero fijo K de posibles estrategias. Por lo tanto, el tamano del grafo se escalard
en este caso como funcién del nimero de grafos como n(A) = K4. Pero nuestra dindmica
se define para cualquier relacién entre el nimero de grafos A y sus tamanos n. Por lo tanto,
exploramos las posibles diferencias que surgen cuando uno escala estas dos cantidades de
diferentes maneras. En el resto del capitulo, seguimos la convencién de tomar el tamafio de
los grafos n como pardmetro de escala en lugar de A. En este caso, la escala que corresponde
al modelo de juegos potenciales tendré la forma A(n) = [log=!(K)log(n)]. Como veremos
mas adelante, esta escala pertenece al régimen subcritico en nuestro andlisis.

Acoplamiento de la sucesién de procesos

’ ’ . n .2z
Aqui y en el resto del capitulo asumiremos que (XZ( )) ., ©s una sucesion de procesos
(2

aleatorios como el definido anteriormente, cada uno de los cuales tiene lugar sobre una co-
leccién A(n) de grafos construidos independientemente sobre el mismo conjunto de vértices

[n] y de acuerdo con un Modelo de Configuraciones de distribucién de grados (p,(ﬂn))k>1 y

media A, Supondremos ademés que estos grafos satisfacen la (CC) del Capitulo 2 hacia
una distribucién de grados limite (py),~; de media A.
Sea (W), una sucesion de variables aleatorias uniformes independientes [0, 1]. Acopla-

.7 n
remos la sucesiéon de procesos (Xl( )) . de tal manera que cada vez que se explore un nuevo
1

vértice, su valor de costo se extraiga de (W) i1 secuencialmente. Es decir, en toda la secuencia

(X,L-(n)) . el décimo valor de costo explorado vendra dado por Wiy independientemente del
i>

valor de n. Tengamos en cuenta que esto no afecta las distribuciones individuales de los proce-

sos, sino que hace que sus distribuciones conjuntas se correlacionen de una manera especifica.
Esto se usard luego para acoplar toda la sucesién a una dindmica mas simple.

6.2. Resultados y discusion

Nuestro primer resultado muestra que la dindmica en cuestién es mas rapida, en el sentido
de orden estocéstico, que cualquier otro algoritmo de biusqueda local. La palabra local aqui
significa que en cada paso los algoritmos en cuestién sélo pueden decidir permanecer en
el vértice en el que se encuentran actualmente o moverse a alguno de los vértices recién
descubiertos en el vecindario actual que estan explorando. Denotamos por £ al conjunto de
algoritmos de busqueda local en este sentido.
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Lema 6.2.1. Sea (X;),~; el proceso estocdstico presentado en la seccion anterior y sea

A(n)

()_Q) L, una realizacion de un algoritmo en L, ambos definidos sobre los grafos (G;);—y
(2

construidos como antes. Entonces, estos dos procesos pueden ser acoplados de tal forma que
(para todo i > 1) X; > X;. Ademds, si definimos S y S como los tiempos que les toma a

(Xi)l-21 Yy (Xi)i>1 encontrar un mdzimo, entonces S <4 S.

En [DGI16] se establece un resultado de optimalidad anédlogo, pero un poco mas general,
para juegos potenciales no ralos. Este lema implica que nuestros resultados caracterizan la
complejidad de las buisquedas locales sobre problemas de optimizaciéon distribuidos aleatorios
y ralos. Los otros resultados del capitulo caracterizan los diferentes tiempos de ejecucién
posibles para algoritmos con diferentes relaciones de escala para el nimero de grafos A(n).
Parametrizamos esta relaciéon como A(n) = [n®] con > 0. Con esta parametrizacién,
distinguimos entre tres regimenes diferentes del proceso: el subcritico cuando « < 1, el critico
cuando a = 1y el supercritico cuando a > 1.

Ahora sugeriremos una relacién entre esta transicién de fase y el nimero de méximos
locales del sistema. Para esto, definamos M C [n] como el conjunto de vértices que son
maximos locales del costo en ng)' Luego, si ordenamos los vértices desde el valor de costo
més alto v; hasta el mas bajo vy, tenemos ese vy, € M sii Ay := {vg ¥ {v1,...,vp-1}} vale
(es decir, el vértice no estd conectado a ningin vértice de mayor valor de costo). Es facil ver
que, para o < 1, P(Ag) = (e"\”a_l)k (1+0(1)), lo que hace que E(|M|) = n'=*/A\(1 + o(1)).
Y también se puede mostrar que si a > 1, E(JM]) =1+ o(1).

Heuristicamente, los diferentes regimenes se corresponden a diferentes posibilidades para
el nimero de maximos presentes en ng). Es decir, en el régimen subcritico, el niimero medio
de soluciones diverge con el tamaino del grafo. Esto contrasta con el régimen supercritico en
el que el nimero medio de soluciones es 1 4 o(1). Esto significa que en el régimen subcritico
hay muchas mas soluciones que el algoritmo puede encontrar, lo que sugiere que su tiempo de
ejecucién deberia ser menor que en los casos criticos o supercriticos.

Nuestra principal contribucién es la caracterizacion de los tiempos de ejecucion asintoticos
para el algoritmo de busqueda de mejor respuesta. Como se indicé anteriormente, debido a la
optimalidad de la dindmica estudiada en el conjunto de algoritmos de busqueda local, estos
resultados determinan la complejidad de la tarea en los tres regimenes diferentes.

Como se muestra en el siguiente teorema, en el régimen subcritico el algoritmo tarda un
tiempo sublineal en encontrar un maximo. Es interesante observar que el comportamiento
asintdtico del tiempo medio de ejecucién es exactamente el mismo que se muestra en [DG16]
para juegos potenciales aleatorios no ralos. Esto sugiere que la raleza tiene dos efectos que se
compensan exactamente entre si: por un lado, aumenta el nimero de maximos con respecto
al caso no ralo; mientras que, por otro lado, la exploracién lleva mas tiempo ya que en cada
paso sélo se explora un nimero de estados O(1).

En el siguiente teorema conectaremos el nimero total de pasos en el régimen subcritico
con una construccién probabilistica dada en términos de una serie de procesos de Poisson
inhomogéneos. Para esto, definamos K(n) := [A™A(n)]. Sea (para i < K(n)) \(t) =
(1- e_t)i_l ety g =(1- e_t)K(n) 4
independiente e inhomogéneo de intensidad \;(t). Para estos procesos de Poisson, definamos
las variables aleatorias asociadas S := K(n) + Zfi(ln)_l iN:(F?, donde T7 := inf{t > 0 :
N s 0.

. Para todo i € [K(n)] sea N, un proceso de Poisson
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n—oo

Teorema 6.2.1. Si A(n) = O(n®) (con a < 1) y A(n) —— o0, entonces

En particular, S™ /A(n) = S™ /(A A(n)) + op(1). Ademds, E(S™) = eYA(n)(1 + o(1)),
donde v es la constante de Fuler-Mascheroni.

Como discutimos en las secciones anteriores, este resultado para el régimen subcritico
caracteriza la complejidad asintética del algoritmo de mejor respuesta para juegos potenciales
aleatorios ralos porque en este caso A(n) = [Clog(n)| = o(n®) (por todo o < 1 y algin
C > 0). En el caso de un juego potencial aleatorio, la media del tiempo de ejecucién total
coincide con los resultados de [DGI16] pero aqui proporcionamos también una construccién
probabilistica asintética para este tiempo.

Proposicién 6.2.1. Si A(n) = n, entonces S™ /n = — log (1 +o(1) — E(”)/n>.

La caracterizacion de este régimen es atin parcial porque (como es habitual en probabili-
dad) el régimen critico es més dificil de estudiar que los demds. Sin embargo, esta proposicién
puede ser util ya que la variable £ es més facil de caracterizar que S™. De hecho, de ma-
nera similar a la prueba del Teorema [6.2.1] los resultados de la Seccién [6.3.1] podrian quizés
usarse para aproximar & (™ y de esta manera puedan derivarse limites para S (") Tenemos la
intencién de hacer esto en el futuro.

Finalmente, el dltimo teorema caracteriza el régimen supercritico.

Teorema 6.2.2. Si A(n) = [n%| con a > 1, entonces el nimero medio de pasos vendrd dado
por B(S™) = n® 4+ n/X + o(n). Por otro lado, c.a.p. el mdzimo encontrado es el mdzimo
global y se lo encuentra en un nimero medio n/\ de pasos.

Esto implica que en el régimen supercritico, no importa cuél sea la potencia « del nimero
de grafos, se necesita un tiempo lineal en n para alcanzar un maximo. Esto es una consecuencia

)

completo. Por lo tanto, en este caso tenemos que el inico maximo es el maximo global.

, . n

del hecho presente en la prueba del teorema de que en este régimen Gg es eventualmente

Todos estos resultados estan en acuerdo con la heuristica discutida anteriormente: en el

régimen subcritico hay muchos méximos y, por lo tanto, la tarea de encontrar uno es mas
rapida que en los otros regimenes.

6.2.1. Estrategia de las pruebas

La prueba del Teorema se basa en una caracterizacion de una dindmica mas simple,
que llamaremos proceso de exploracion de costos, estudiada en la seccién Como veremos,
(Xi);>, se puede acoplar con este proceso de tal forma que venga dado por un proceso de
explo;acién de costos evaluado en un conjunto aleatorio de tiempos. Luego, el nimero de
pasos se deriva de los calculos para el proceso de exploracién de costos y los limites de las
probabilidades de ciertos eventos que permiten relacionar ambos procesos.

Para la Proposicic')n damos un limite de escala para el proceso Ui(n) que da el nimero
de vértices inexplorados. Luego, por medio de una estimacion de grandes desvios para este
limite, demostramos la relacién establecida en la proposicion.
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Finalmente, la prueba del Teorema se basa en una proposicién que muestra que el
grafo Gén) es eventualmente completo en el régimen supercritico. En ese caso, la tinica solucion
estard dada por el maximo global de la funcién de costo y los resultados del teorema provienen
de estimaciones sobre el tiempo que lleva encontrarlo.

6.3. Caracterizacion del proceso de exploraciéon de costos

En esta seccién estudiamos una dindmica simplificada que luego se utilizara en las pruebas
de nuestros resultados. Es andloga a la dindmica libre de interseccion presentada en [DGI6],
pero donde ellos sélo estudian la media de algunos tiempos de parada, nosotros damos descrip-
ciones probabilisticas completas de ellos. Dada una sucesién (W), de variables aleatorias
independientes y uniformes en [0, 1], definimos su proceso de expl;mcz'én de costos asocia-
do como un proceso estocastico (Xi>i>1 donde, para todo i > 1, X; = max{Wy,...,W;} y
X0 =0. -

Asociado a este proceso, definimos la sucesién de tiempos de salto inductivamente como
70 = 0y, para j > 1, 7j41 = inf{i > 0 : ij+i > f(.rj}. Aqui estudiamos el tiempo de
parada S = inf{i > A(n) : X; = XZ-_A(R)} y V) = sup{j > 1: Zizl 7 < S}, Estas
dos cantidades seran asociadas mas tarde a las correspondientes de la dindmica de mejor
respuesta.

Si fijamos t; = Zi:l Tk, podemos definir el proceso de saltos (Yj)j>1 de ()N(i)i>1 segin

Yj = th. El proceso ffj es simplemente el proceso X; restringido a los tiempos en los que
cambia de valor (salta). Este proceso serd 1til porque muchos célculos pueden ser realizados
explicitamente para él.

6.3.1. Representacion por medio de procesos de Poisson
Ahora daremos una caracterizacién del proceso de saltos (}7]) . Se basa en el hecho de
- J>
que, en el proceso de saltos, Y1 se distribuye igual que
Yj+ Wi (1 -Y)), (6.5)

o sea, en cada paso, el salto realizado sera uniforme en el intervalo (17], 1). Usando esto,

podemos encontrar una caracterizacion explicita del proceso de saltos en términos de una

serie de procesos de Poisson inhomogéneos.

Lema 6.3.1. Dado el proceso (Yj) o tenemos que }7] =1-W ~--Wj, donde (VT@) .
jz j>

variables independientes y uniformes en [0,1]. En particular, —In (1 - }7]) estd distribuido de

acuerdo a un proceso puntual de Poisson de intensidad 1.

Demostracién. Reagrupando los términos de la relacién de recurrencia (6.5) obtenemos que
Yier = (1= Wip)Vj + Wi, (6.6)

Ahora, si definimos Wj := 1 — Wj, obtenemos que (para j > 1) las variables Wj también
son independientes y uniformes en [0, 1]. Entonces la recurrencia queda como }7]'4_1 = Wj+1}~/j +
(1- Wj+1) que puede verse que se resuelve con 17] =1-W;--- Wj como queriamos mostrar.
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Finalmente, tomando menos logaritmo
i
—In(1-Y;) = Z — In(W;).
j=1
Y como las variables — ln(Wj) se distribuyen como exponenciales de parametro 1, se sigue el
enunciado. n

Llamemos (N;),~, al proceso de Poisson asociado al proceso de saltos. Notar que el j-
ésimo punto en el f)roceso (Tj) esta asociado al j-ésimo valor del proceso }7] segin T =
—In(1 — Yj). Ademss, (para todo j > 1) condicionalmente a Y}, los 7; se distribuyen como
variables aleatorias geométricas de pardmetro 1 — ffj, es decir

P (7 > KY;) =V} (6.7)

Luego tenemos que para cada punto 7} en el proceso su tiempo de salto viene dado por
una variable 7; ~ Geom(e~77). Estos tiempos son, condicionalmente a 7}, también indepen-
dientes entre si. Luego podemos describir la distribucién de los puntos y los tiempos de salto
juntos mediante adelgazamientos del proceso (para una introduccién sobre adelgazamientos
de procesos de Poisson, consulte el Apéndice .

Si definimos Nt(A) como el sub-proceso puntual de N; donde los puntos tienen un tiempo de
salto mayor o igual a A(n), Nt(A) es un adelgazamiento de IV; con pardmetro de adelgazamiento
Aa(t) = (1 — e H)AM™ =1, Del mismo modo, al definir (para i € [A]) Nt(i) como el sub-proceso
puntual de N; que tiene puntos con tiempo de salto igual a 1, Nt(i) es un adelgazamiento
de N; con pardmetro de adelgazamiento \;(t) = (1 — e !)""te~t. Por la Proposiciéon
del Apéndice B] los procesos resultantes de estos adelgazamientos son procesos de Poisson
independientes con intensidades dadas por sus respectivos pardametros de adelgazamiento.

Si llamamos 77 al primer punto del proceso Nt(A), podemos describir los tiempos de parada
que nos interesan como YV =1 + Z ,}? y S = A(n) + Z;-A:(?)*l Z'N:(Fi).

1

6.3.2. Estimacién de los tiempos de saltos

Usando la caracterizacién dada por el Lema [6.3.1] se puede calcular la distribucién de los
tiempos de salto 7;.

Lema 6.3.2. Para j > 1, el tiempo de salto T; tiene una distribucion dada por

1 oo k
P(7 > k) = — / le Tt (1—et) dt
(7 > k) (G —=1"Jo ( )
Demostracion. Debido a (6.7]), tenemos que
P(7 > k) =E(V}).
Que de acuerdo con el Lema [6.3.1] est4 dado por

1 1
/ 1—1’1 j)kdxl---dxj
0
k 1
k
Z( l> mld:cl / méda?j
=0 0

i
S (’j) —

=0

P(%j>/€):/ (1—1‘1"'9€j)kd1‘1“-d$]‘:
0.1

S—

~
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Donde en la segunda igualdad utilizamos el binomio de Newton. La tltima linea no es otra
cosa que la k-transformada binomialﬁ de la sucesion 1/(I 4+ 1)7. Entonces, por la igualdad
(8.52) de [Boyl18] obtenemos que

1 oo k

P(7 > k) = / et (1 —et) dt,
! (=D o ( )

que era lo que queriamos probar. ]

Utilizando este lema, probaremos que los valores de los tiempos de salto 7; pertenecen,
para § > 0 y con muy alta probabilidad, al intervalo deterministico (m;(9), M;(6)).

Proposicién 6.3.1. Para todo § > 0, sea m;(6) := /(179 y M;(5) := /(4% Entonces,
P(7; <mj(6)) = O(e™?) y P(7; = M;(6)) = O(e™).

Demostracion. En la prueba utilizaremos que para dos sucesiones positivas (aj)j21 , (bj)jZl C
R>¢ tales que a;, b; I % y a?/bj EAAN 0, entonces
a;\"
. o )
( - bj) =e (14 O(a;/bj)). (6.8)
Para la cota superior, fijemos & tal que 0 < & < § y definamos M;(§') := jel(!1+9) y

t;f((;’) := j(1 + 0"). Entonces, por la Proposicién W tenemos que

- 1 oo Ve
P(7; > M;) < P(7 > M;) = U_l)'/() vlet (1—et) T dt

N\ M; 1 & 1 o
< (1—6—%) T /”tﬂletdwr : / t1—le tdt,
(G —=D"Jo (5 —1)!

+*
J

M

donde usamos que (1 — e %)M es una funcién creciente acotada por 1. Ahora, si definimos

una variable Z; ~ I'(1, j), podemos reescribir esto como
~ —t* Mj . / . /
P(7 > Mj) < (1—e75) 7 P(Z; < j(1+6) + B(Z; > j(1+7).

Pero las variables I'(1, j) se distribuyen como la suma de j variables exponenciales de pa-
rametro 1. Entonces, podemos aplicar el Teorema de Cramer [DZ10] a Z;, del cual obtenemos
que

N2
P(7 > M;) < (1 - A’}) + e 100 = ¢=i(1 4 O(j2e~10+)) 4 =10 (6.9)
J

Donde usamos y definimos I(-) como la funcién de tasa de una variable exponencial de
parametro 1. La prueba para la cota superior de P(7; < m;(0)) es completamente andloga. [

Como las variables de la Proposicién [6.3.1] son sumables, se sigue el siguiente corolario.

Corolario 6.3.1. Para todo § > 0, casi sequro y eventualmente m;(0) < 7; < M;(9).

“Consultar [Boy18| para una introduccién a la transformada binomial.
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6.3.3. Estimacion del tiempo total de corrida

Debido a la independencia de T} respecto de los procesos Nt(i) tenemos el siguiente lema,
que es una variacién de la formula de Campbell (ver Apéndice .

Lema 6.3.3. Sean T} y Nt(i) como antes, entonces tenemos que para todo i € [A(n) — 1]

% > —rt s)ds
E (Nf}) :/0 Ai(t)e™ Jora()ds gy

Demostracion. Definamos lj, := [(k — 1)/j,k/j). Fijando j > 1, entonces para todo i €
[AGn) 1],

S E (N((,’g)_l)/j) P(Ty € l;) <E (Ng)) <Y E (N,g/]) P(T} € Ij1).

k>1 k>1

Donde usamos la independencia de N]E,Z/)] respecto de T7. Y como E (Nk(:l/)) = fok/ J Ai(t)dt,
dejando que j — oo se obtiene que

E(N{) = / ( / )\i(t)dt) Pr, (ds)
0 0
- / NPT > D).
0
En donde en la tltima igualdad cambiamos el orden de integracién. O

Usando este lema, podemos calcular el valor medio de S,

Proposicion 6.3.2. Dada la construccion detallada mds arriba, tenemos que E (8(”)) =
eflam-1 donde (para n € No) H,, es el n-ésimo nimero armaonico.
Demostracion. Primero, notemos que

A(n)—1
Z Z/\Z(t) = @t[l _ (1 _ eft)A(n)*l] . (A(n) . 1)(1 _ eft)A(n)fl'

i=1
Entonces, por el Lema [6.3.3] tenemos que
E(8™) = I + (A(n) - 1) 1> + A(n),
donde

I = / T - (1= e A e A s gy 5 1o A s
0

Iy = — /00(1 — e_t)A(n)_le_ fot(l_e*s)A(")fldsdt = 1.
0

La primera integral fue calculada realizando el cambio de variables uw =

t —_s\A —1 . 12 — (t1—e—5)A -1
eo 1=(=em)AW™ds - pjentras que para la segunda se utilizé v = e Jo(1me™)HW s By

tonces,

E (§0) = el 1-(-e7)0 s
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Para probar el resultado, alcanza con ver que fooo 1—(1—e)AM-1ds = H A(n)—1- Por el
binomio de Newton,

00 oo A(n)—1 A(n) -1 00
N —e 8 A(n)—1 g = 1\ e—ls s
/0 1-(1 ) d /O l; ( 1)< z )/0 d

AW (Am) —2) 1
= (A(n) - 1) Z <_1)l ( I > (l’ + 1)2

I'=0

en donde en la segunda igualdad se usé que (para 0 < k < n) (}) = n/k(}Z]) v se defini6
I =1—1. Ademas, la suma en la tltima igualdad es la transformada binomial de la sucesién
1/(I' +1)% que, por la ecuacién (8.39) en [Boy18], es igual a H4(,)—1/(A(n) —1). O

Utilizando esta construccién, también podemos derivar una cota superior para el segundo
momento del ntimero total de pasos.

Proposicién 6.3.3. Dada la construccién anterior, tenemos que

E {(5@)2} < 242(n) + A(n)eHam-1 — 1 = O(A2(n)).

Demostracion. Primero notemos que, para todo i > 1, N}? < Nc@. Ademaés, el valor medio
del lado derecho de la desigualdad puede calcularse explicitamente segiin

() = [ =) = S [
0 k=0 k 0
1—1 .
S

k=0

(6.10)

donde en la tltima igualdad utilizamos la relacién (9.25) de [Boy18]. Utilizando (6.10)), pode-
mos acotar el segundo momento de S segiin

E [(gw)ﬂ ( +A(§: 12N< >)

3 e () 8 e ()
= Var + N5
i=1
A(n)—1
+ Y GE(NOND) + Am)e a1 + A%(n)
j<i
A(n)—1 ' Aln)-1 N2
_ Z i2E(No(é)>+ i’E (Né?)
= i=1
A(n)—1
+ > B (ND)E(ND) + Am)etlam-1 4 A2(n)
j<i
A(n)— A(n)—1 -1
_ Z i+ Z 1+ Z 1+ A(n)efam-1 + A%(n)
i=1 j<i

= 2A4%(n) + A(n)eHA(n)*l -1,
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donde en la primera igualdad usamos la Proposicién anterior y en la segunda utilizamos la

(@) () (4)

independencia de Nsg respecto de Ns2’ y que, como los procesos son de Poisson, Var(Nsy' ) =
(4)
E(Nsx'). O

6.4. Pruebas de los resultados

En esta seccién presentamos las pruebas de los resultados de la Seccién [6.2} A lo largo de
muchos de ellos, hacemos uso del hecho de que podemos acoplar una realizaciéon del proceso
de exploracién de costos y el algoritmo de mejor respuesta para que este ltimo sea igual al
primero restringido a un conjunto aleatorio de tiempos.

Como se mencioné anteriormente, definiendo una sucesion (W;),~, de variables aleatorias
independientes uniformes [0, 1], acoplamos la sucesién de exploraci;)nes de mejor respuesta

n ’ . .

~ vez X VO vV Vi

XZ( ) ., paraque cada vez que se explore un nuevo vértice, su valor se tome secuencialmente
7

de esa sucesién. Entonces también podemos acoplar toda la sucesién de exploraciones de mejor
respuesta a una exploracién de costo tnica: la asociada a (W;),~;, que denotaremos como

> F(”)
es el nimero de vértices explorados hasta el paso ¢ tal como fue definido en )

(XZ-) o Bajo este acoplamiento tenemos que para todo n,7 > 1, XZ-(") (donde F( n)
(2

Una observaciéon importante que se utilizara en las pruebas es que cada vértice se visi-
ta como maximo durante A(n) pasos (porque después de eso, se declara una solucién y el
algoritmo se detiene). Entonces, tenemos la siguiente cota:

S < Y™ A(n). (6.11)

Donde ambas cantidades han sido definidas en (6.2)) y (6.3]), respectivamente. Y como el
nimero de vértices visitados es menor o igual a n, tenemos que

S < A(n)n. (6.12)

Ademads, combinando la desigualdad (6.11]) con la siguiente proposicién se llega a una cota
més ajustada para S,

Proposicién 6.4.1. Para todo € > 0, existe algin v > 0 tal que P(V(™ > n€) = O(e™ ™).

Demostracion. Para cada vértice v; € [n] visitado en el paso i; > 1, definamos ¢; como el

n)

ntimero de vértices inexplorados en la vecindad de v; en Gg al momento en que se explora.
Claramente, v; es una solucién si su costo es mayor que todos estos c¢; valores nuevos. Entonces,
v; es una solucién si su tiempo de salto asociado en el proceso de exploracién de costos

F(n) = Tij+k; (para algin k; > 0 ) es mayor que ¢;. Por lo tanto, para todo 6 > 0, por el

Lema [6.3.7] tenemos que
POV™ > n) < P(Fpeip,e < cne) < PlFnepr,e <n)=0(e ™07, (6.13)

donde en la primera desigualdad usamos que {V™ > n¢} C {#,c < cpe} v para la segunda
que cpe < n. 0

Esta ultima proposicién muestra que cada uno de los grafos A(n) se visita a lo sumo un
nimero n¢ de veces (con € > 0 arbitrariamente pequeno). Esto implica que cada vecindario de
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los grafos individuales esta c.a.p. desconectado de los demas y que la distribucién de grados
de los grafos no cambia significativamente durante el proceso (el cambio es de orden o(1)).
En este sentido, las estructuras de grafos individuales subyacentes no son tan relevantes como
sus distribuciones de grados.

6.4.1. Prueba del Lema [6.2.1]

Para probar este lema, acoplamos (X;) i>1Y (Xi)z‘>1 de tal manera que durante cada paso,
ambas exploraciones revelen el mismo niimero de vértices y con los mismos valores de costo.
Esto es posible porque si combinamos ambas exploraciones para descubrir el mismo niimero
de vértices y nuevos valores de costo, todas las demas variables del proceso seguirdn siendo
las mismas. Esto se logra construyendo los grafos y descubriendo los valores de los costos
simultdneamente con la ejecucion de los algoritmos. En la literatura de algoritmos aleatorios,
esto se conoce como principio de decision diferida [MULT).

Supongamos que el algoritmo de mejor respuesta es descrito por el siguiente proceso

(X, Uiy (Bak)ins (ma(R))ia)
(tal como se lo presentd en la Seccién y definamos el proceso andlogo para la otra explo-
raciéon como

(% Ty (B, (0 )

Cada dindmica se definird sobre una coleccién de grafos (Gi),‘?zl y (C_?i)A_ , respectiva-
mente; donde ambas colecciones estan compuestas por grafos independientes del Modelo de
Configuraciones con la misma distribucién de grados (p);~;. Queremos mostrar que podemos
acoplar la realizaciéon de ambos procesos (hasta que uno de ellos encuentre una solucién) para
que para todo 1 < i < SAS y k € [A] tengamos que X; > X;, U; = U;, Ei(k) = Ei(k)
y wi(k) = pi(k). Para esto, supongamos que inicialmente ambos procesos tienen los mismos
valores. Mostraremos que si los procesos en el paso ¢ > 1 satisfacen estas relaciones, todavia
las satisfaran en el paso ¢+ 1. De hecho, debido a la hipdtesis inductiva, los grafos explorados
durante el paso i + 1 tendran el mismo nimero de vértices explorados (U; = U;), las mismas
distribuciones de grados sin explorar (u;(k) = fi;(k)) y la misma cantidad de medias aristas
libres de vértices explorados (FE;(k) = E;(k)), entonces las exploraciones se pueden acoplar
en este paso para que los vértices de los vecindarios explorados por ambos tengan los mismos
grados y la misma cantidad de vértices explorados/no explorados en ellos. Esto garantiza que
Uir1 = Ui, Big1(k) = Eiy1(k) v pis1(k) = jigr1(k). Ademas, los valores de los nuevos costos
explorados pueden combinarse para ser iguales para ambos procesos. Y debido a que el algo-
ritmo de mejor respuesta siempre estd en el vértice con el valor de costo mas alto explorado
hasta el momento, esto significa que X;;1 > X; ;1. Lo que avanza la induccién, demostrando
la primera parte del lema.

Para la segunda parte, definamos 7} como el tiempo, en el paso j > 1, desde el ultimo
cambio de valor de X; y TJ de forma ansloga para X;. El proceso X; ha encontrado una
solucién en el paso ¢ > 1 sii T; = A(n). Andlogamente, el proceso X; ha encontrado una
solucién en el paso i > 1 sii T; = A(n) y no se encontré ningtn vértice de mayor valor de
costo desde el tltimo salto. Notar que, bajo este acoplamiento, si T; > Tj, entonces el vértice
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7; asociado al costo X; no es una solucién. En efecto, si T; > T3, significa que el proceso
X; ha saltado después del ultimo salto de X;. Pero esto implica que se ha encontrado algin
vértice con un costo superior a X; en alguno de los vecindarios de ;, y por lo tanto no es una
solucién. Entonces, S < S bajo este acoplamiento, lo que demuestra el lema.

6.4.2. Prueba del Teorema [6.2.1]

Como se senalé anteriormente, la dindmica de mejor respuesta es la misma que la explo-
racion de costos discutida en la seccién anterior pero restringida a una coleccion aleatoria de
tiempos. Este hecho serd importante a lo largo de la prueba.

Ahora definiremos cuatro eventos que nos permitiran reducir el comportamiento del algo-
ritmo en el régimen subcritico al discutido en la seccién anterior:

A= {V(") > nf}, o sea, el evento bajo el cual demasiados vértices son visitados;

. S0 p) _ yn
¢ Boim { |5ty T DI - A

das son o bien demasiado grandes o bien demasiado chicas;

> e}, o sea, el evento bajo el cual las vecindades visita-

(ln) Zz (’1'5) D( n) A(n) >

vértice visitado en el grafo ng)), o sea, el evento bajo el cual las vecindades en Gén) de

= B {3j<v<>

e} (donde Dgl) es el grado del j-ésimo

los vértices visitados son o bien demasiado grandes o bien demasiado chicas;

» y Cc := {N, > en®}, o sea, el evento bajo el cual demasiados vértices explorados son
explorados multiples veces.

Aqui N, ZS(") D(n - DZ(”) es el numero total de veces que vértices ya explorados se
visitan durante la exploracién y V(™ fue definido en . Al estimar las probabilidades de
estos cuatro eventos “malos”, podemos determinar el comportamiento asintético del niimero
total de pasos durante el proceso. Pero primero probaremos que, en el complemento de estos
eventos, el nimero de pasos S puede estimarse por el tiempo de detencién correspondiente
del proceso de exploraciéon de costos asociado.

Dado el proceso de exploracién de costos X; acoplado con la sucesién de procesos de mejor

(n

respuesta X ) , definimos los siguientes tiempos de parada (para € > 0):

S = inf{j > 1: X; = X;_amapmy}

Se(f) =Mf{j > 1: X5 = X, 1010 am) )

Se(f) =inf{j >1:X; = X —l(A(m —2¢) A (n)j}'

5(m) 5

Lema 6.4.1. Condicional a los eventos BS, B.¢ y C¢ <8 <

€’ /\(")Jre - )\(") 2¢”

Demostracion. Primero notemos que
gn) gn)

T o) Sl
S(n>g S(n) Z

s —
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Pero condicionalmente al evento C¢, ZS<" D (n) > Z‘S(n D(n eS(™ .Y condicionalmente a
ZS( " n) > (A — )8, Entonces

gn)
(n) < -
ST S 2

(n)

Es mas, en el evento B;C ninguna vecindad en Gy’ de un vértice visitado es més grande que
(A(™ + €)A(n), entonces por el acoplamiento presentado al principio de la seccién tendremos

que EM < 5’6(2) De lo que se obtiene que
S
(n) « St
S

Mientras que la cota inferior puede ser obtenida de una manera analoga. O

Prueba del Teorema[6.2.1. Primero daremos estimaciones a las probabilidades de los eventos
A, B, Bl y C.. La Proposicién [6.4.1] y (6.11)) implican que

P(A.) = O(e™™). (6.14)

Para la estimacion del segundo evento, asumimos que el evento A¢ vale. Por las desigualdades
(6.17) y (6.12) en este evento A(n) = n® < S™ < n®*¢, de lo que se llega a que

i=1
e n“tVar (|D — \|))

— 62n20‘

na+€
P(Bc| A?) < n°P (i S (D — AWy > n)
(6.15)

(1+0(1)) = O(n*2).

Donde en la dltima linea usamos la desigualdad de Chebychev. El calculo respectivo para B
es muy similar y lleva a que

B(BJAS 1 BY) < B(BJ|AS)(1 + o(1)) = O(n~). (6.16)

Finalmente, para el ultimo evento observemos que

S D,
E(N,JASNBENBE) = 3 Y P(uy; € US|AS N BEN BY)
i=1 j=1
R (A 4 9 A(n)ne
i=1 j=1 "
A®) 4 ) A(m)ne]”
< [( +€) <n)n} — O(n2(a+e)*1)‘

n

Donde usamos que bajo el evento A N B¢ el nimero total de vértices explorados es a lo sumo
(M) €)A(n) veces V™ (que a su vez es a lo sumo n¢). Entonces, por la desigualdad de
Markov tenemos que

P(N, > en®|A° N BS N B.f) = O(n+21), (6.17)
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Definiendo el evento D, = AN BEN BN CY, la diferencia en L' entre S™ y S es dada

por
]E ‘ N N E ‘ N S Sn)
B A(n) XA A(n)

A(n) A A(n)
(n) (n)
+E (j(n) TacnB. ) <j(n) HALmBCﬂB/) (6.18)
S
A(

Sn)
+E ( ) AcmBgmBQcng) +E ()\(”)A(n)HDg>

Donde usamos que D¢ = A.U(ASNB,)U(ASNBENBLU(ASNBENB.CNCE). Ahora acotaremos
los distintos términos en el lado derecho de esta expresion. Para el primero notemos que

NQ) S S(Z) S
A(n)  X™AMm)| (A —26)A(n) (AW +¢€), A(n)

g(ﬁ) s
>\<’§)+e < Sn) <
Ademas, porque Se(f) < Se(f) entonces el moédulo puede ser omitido del lado derecho de la

ya que Se(?) <S8 < Sg(f) y por el Lema |6.4.1| bajo D, tenemos que ﬁ

desigualdad. Entonces, por la Proposicion tenemos que

(n) S(n)
E Qs 8

A(n) A A(n)

1 1
]ID5> < )\(n)e'y ()\(n) — %€ B )\(n) T 6) (1 + 0(1)) = 0(6) (619)

Los siguientes cuatro términos en ([6.18)) pueden ser acotados usando las desigualdades
[611)-(12) v las cotas (6.14)-(6-17):

- E(S914,) < nP(4,) = O(e (=) = o(1).

s E (SE"))HACOBE) S nG]P)(BG‘Ag) — O(n3€—oc) — 0(1)

s E (SE”)I[ACOBCOB/) = nE]P)(Bé‘Ag N Bg) — O(n26—a) _ 0(1>

(n) / _
B (S50 ponpencs) < nP(CAS 0 BE 1 BE) = O(noet) = o(1),

Finalmente, para el ultimo término observemos que por las cotas (6.14))-(6.17) P(D¢) =
o(1). Y por la Proposicién [6.3.3]

S\ 2
o((SaY) -om

Por lo tanto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que E (5 ) /(A A(n))I Dg) =
o(1). De lo cual se concluye que

s §m
A(n) — AW A(n)

Y como € es arbitrariamente chico, llegamos a que E (
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6.4.3. Prueba de la Proposicion [6.2.1

En el régimen critico, tenemos que el nimero de agentes viene dado por A(n) = n. En
este caso, el nimero de pasos serd de orden O(n). Como subproducto, el nimero de vértices
explorados durante la exploracién se acumularda hasta un punto donde ya no seran despre-
ciables. Luego tenemos que tener en cuenta cudntos vértices ya se han explorado para poder
saber cuantos vértices nuevos se explorardn en cada paso. Para esto, derivamos un limite de
escala para la proporcién de vértices explorados y una estimacion de grandes desvios para las
fluctuaciones alrededor de este.

Por comodidad, modelaremos el ntimero de vértices inexplorados a tiempo t > 0 (Ut(n))
como un proceso de saltos markoviano a tiempo continuo en el que con tasa 1 se ejecuta

(n)

cada paso del algoritmo. Notar que el esqueleto de este proceso sera el proceso inexplorado
(Ui ) . descrito en la Seccién Cuando se produzca un paso del algoritmo, se explorara
K3

la vecindad del vértice actual en el siguiente grafo durante lo cual se explorard un nimero

cercano a Binom(U, (n) /n, D™) de nuevos vértices. Para ver esto, tengamos en cuenta que el

numero de vértices recién explorados esta en este caso acotado por debajo por Bmom(Ut / n—
") /n, D) y por arrll?a) por Bmom(Ut / n, D). Como en el Capitulo [3| consideraremos

los procesos escalados U, := U, L(Zgj /n.
Definimos, para u € [0, 1]

j=t

o sea, la distribucién de Binom(u, D™); y
. > (n) ] s 3 1— . j—i
=> p ) (w=g/n) (1 —u+j/n)
j=i

o sea, la distribucién de Binom(u— D™ /n, D). Donde D™ es un variable distribuida como

n)

el grado de un vértice uniforme en los grafos GE . Entonces, si dejamos que f : [0,1] - R

sea una funcién continua y creciente, el generador Q(”)(-) del proceso escalado aplicado a ella
dara

QM (F(TM)) < QM(F(TM)) < QS (F(TM)), (6.20)

donde Q&“(f@”))) = n 2 pO) (FO = ifn) = FO)) v QS (FOM)) =
n 2 p O (PO —ifn) = FO)).

Como

QUM = ATy

QZ(Ut(n)) = _)\(n)Ut(n) N (a(”))2 i (A(n))Q

)

n
tendremos que las derivas de ﬁt(”) son 6 (z) := =AMz 40(1) y por lo tanto tienden al limite
d(z) := —Az. Entonces, podemos probar el siguiente limite de escala.

At

_ — 1
Proposicion 6.4.2. Sea Ut(n) como arriba. Entonces, para todo T > 0, Ut(n) L e unifor-

memente en [0, T].
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Demostracion. La prueba se deduce de la Proposicién En efecto, la hipétesis (i) se
cumple ya que (_]é") = 1 para todo n > 1. Ademés, debido a que AW 222 X y todas
las derivas son casi lineales, también se cumple la condicién (i7). S6lo nos queda acotar la
variaciéon cuadratica de los procesos Ut("). Esta vendra dada por

nt o0

E </ Zﬁ(US(n)/n) (US(”) _k— U§"))2 ds) < n(o_(n)Q 4 )\(")Z)t,
0 =0

que es o(n?). Entonces, la conclusién se sigue de la Proposicién O

La siguiente proposicion da una estimaciéon de grandes desvios de las fluctuaciones del
proceso alrededor de su limite de escala.

Proposicién 6.4.3. Si A(n) = n, entonces para todo v € (0,1/13)

P (sup \Ut(n) —e M > n_7/2> <e
t<n?

Demostracion. Si definimos e,E") = _t(n) -1+ f(f U ds tenemos que e,ﬁ”) = Ut(n) —e My

)\fg Us(n) — e *ds. Por otro lado, para todo par de funciones fi, f : R — R tales que para

algin ¢ > 0

f1(t) = folt) + ¢ / fa(s)ds,

vale que si sup,<r |f1(t)| < €/2 entonces sup,<r | f2(t)| < €. Con lo cual tenemos que

{sup|Ut(n) —e M > e} C {sup\egn)| > 5/2} = {supegn) > 6/2} U {inf eﬁ") < —6/2}.
t<T t<T t<T t<T

Alcanza entonces con acotar las probabilidades de estos ultimos dos eventos. Ahora, si
definimos (para p > 0) el proceso

_(n b ) = =)
Ri(p) = exp (pvf Y >ds>,
0

_ 7(n)
por el hecho de que Ut(n) < 1 para todo t > 0, tenemos que e”Yt "~ es integrable y por el
Lema es una martingala. De acuerdo con la ecuacién ((6.20)),

Q (eprn)) <Q, (epUt(")> _ nepzjt(n) Zﬁz('n) (ﬁt(n)) (6,,)@-/” B 1)

=1
K o]
7 () .=(n) /77(n . (n
< e/ [pzzpﬁ () + 0 (PR n) =p > )]
i=1 j=K+1

() 1 =,
= AW O + O(p/n) + O(p*K? /) + O(p/K)]

donde en la segunda desigualdad se utilizé la expansion de Taylor de e — 1, que

dois1 iﬁ(”)(Ut(n)) = )\(”)Ut(n) + O(1/n) y que (para todo x > 0) e — 1 < z. Y para la
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dltima igualdad se usé que (jpg-n)) o, S uniformemente sumable (porque satisface la (CC)).
J>

Entonces tenemos que
t
Ri(p) = exp (pe§"> - /0 (O(p/n) + O(p* K> /n) + O(p/K)) ds) :

Fijando p(n) := n?, K(n) := n® y T(n) := n?, llegamos a que para todo t < T(n),
Ri(p) = exp (pegn) + 0(1)). Entonces,

P (sup e§") > e/2> =P (Sup Ri(p) > ep6/2+o(1)> < gne/2 (1),

t<n? t<n?

donde se usé la desigualdad de Doob. De forma andloga, podemos probar que
P ( inf egn) < —6/2> < e~ n7e/240(1)
t<n?

La conclusion se sigue fijando e(n) = n=7/2. O
Usando esta cota, podemos probar el resultado principal para este régimen.

Prueba de la Proposicion [6.2.1. Por la Proposicion para todo € > 0 el evento {V(”) >
n¢} tiene una probabilidad exponencialmente chica de suceder. Por lo tanto, tenemos que
V() < pe eventualmente. Entonces, como S < A(n)V(”) c.s., tenemos que S(")/n < nf
eventualmente.

Por la Proposicién Ut(n) 7% e~ M casi seguro y uniformemente para t(n) < n®,

para ¢ lo suficientemente chico. Definamos *(n) como el tiempo del S™-ésimo salto de Ut(n).

14-¢

Porque S es eventualmente mds chico que n**¢, por grandes desvios de procesos de Poisson

tenemos que eventualmente t*(n) < n'*2¢. Entonces, gl = e AS™/m) o o(1). Y como
S /n

£ es el nimero total de vértices explorados, £ /n=1-— U g(L,)L) In’ Entonces, tenemos que
EMn=1—¢NS ™/m) 4 o(1). La conclusion se obtiene invirtiendo esta expresion. O

6.4.4. Prueba del Teorema [6.2.2]

El caso supercritico es el mas sencillo de analizar de los tres, ya que en él el grafo global
ng) es completo (excepto en un evento de probabilidad exponencialmente chica).

Lema 6.4.2. Sea C el evento bajo el cual Gén)

a > 1, (para algin v > 0) P(C°) = O(e™ ™).

es completo. Entonces, si A(n) = [n“] con

Demostracion. Para ver esto, damos una cota exponencial al evento en el que cierto par de
vértices v, w € [n] no esta conectado

P(v ¢ w) < (1 — i)AW =0 (e‘"ail) .

Entonces, la probabilidad de que haya algin par de vértices no conectado serd a lo sumo
(@) (nQe_”Wl). O

93



MANUEL SAENZ

Prueba del Teorema [6.2.3. Notar que la variable S — A(n) da el ntimero de pasos antes de
encontrar un maximo. Entonces, condicionalmente a C' tenemos que

(n) H
P(S™ — A(n) > kD™, ..., D" ) = <1_ Dl) < _ k) :

n n

como en cada paso, cada vértice en la vecindad del vértice visitado tiene una probabilidad
uniforme de ser el maximo global. Luego, en el caso en que Gé") sea completo, tenemos ese
S — A(n) ~ Geom(A"™ /n). La conclusién se deduce del hecho de que este tltimo evento

tiene una probabilidad exponencialmente pequena de no suceder. O
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Apéndice A
Procesos de ramificacion

Los procesos de ramificacion son modelos de poblaciones simples propuestos por Francis
GaltonE] en 1873 para estudiar la extincién de los apellidos a través de la desaparicion de
lineas masculinas. Este origen histérico impulsa muchos de los términos utilizados. El modelo
describe los tamanos de diferentes generaciones de una familia de individuos, cada uno de los
cuales tiene una progenie aleatoria independiente de los demés y dada por una distribucién
fija (pi)i>0, lamada distribucion de descendencia. Cada uno de los hijos de un individuo de la
generacion k > 0 es parte de la generacién k£ + 1. En la generacién 0, sélo existe un individuo.

Mas especificamente, se definird el proceso (Z;),~,; que describe los tamafios de las gene-
raciones de un proceso de ramificacién, para k > 1_, de acuerdo con la siguiente recursion:

Zy,

Zp =Y X, (A.1)
j=1

donde X J(»k) son variables aleatorias i.i.d. de distribucién (p;)i>0 y Zo se toma igual a 1. Los
procesos de ramificaciéon se pueden representar como arboles con raizﬂ donde cada arista
representa una relaciéon padre-hijo entre dos individuos. Por lo general, se los denominan
drboles de Galton- Watson.

A.1. Swupervivencia y extincion

Si el proceso posee una generacion m > 1 tal que Z,,, = 0, entonces permanece en ese estado
para siempre y se dice que se ha extinguido. En otras palabras, 0 es un estado absorbente, y el
evento de extincion es el evento de visitarlo. Si en cada generaciéon hay al menos un individuo,
se dice que el proceso ha sobrevivido. Aqui denotaremos por E el evento de extincién dado
por {In >1:Z, = 0}.

Como, para todo m > 1, la progenie de un individuo particular en la m-ésima generacién
es independiente de Z,,, por la definicién del proceso es facil ver que

'El mismo Galton conocido infamemente por ser creador y promotor de la eugenesia.
2 Arboles que tienen un vértice especial llamado raiz.
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Figura A.1: Ejemplo de un drbol de Galton-Watson. En este drbol, el individuo 1 es la raiz y
los otros se enumeran segun el orden de una exploracion en anchura. El proceso del tamarno
de las generaciones viene dado por Zy =3, Zy =6, Z3 =5 y Zy = 0. El nimero de hijos del
individuo 8 es dos y la progenie total del proceso es T = 15. La extincion tiene lugar después

de tres generaciones.

donde g > 0 es la media de la distribucién de descendencia. Esto implica, por la desigualdad
de Markov, que la probabilidad del evento {Z,, > 1} es tal que

P(Zy > 1) < p™. (A.2)

Esto, debido a que el evento de supervivencia viene dado por E¢ = |J;51{Z; > 1}, implica
por Borel-Cantelli que si la distribucién de la descendencia tiene un valor medio pu < 1
entonces el proceso casi seguramente se extinguira en algin momento. Utilizando la naturaleza
recursiva del proceso de ramificacién y analizando la funcién generadora de probabilidad de la
distribucién de descendencia, se puede probar la siguiente extensién [VDHI6] de este resultado:

Teorema A.1.1. Dado un proceso de ramificacion (Zn)n21 con una distribucion de descen-
dencia de media p y tal que pg > 0, P(E) =1 sii p < 1.

En otras palabras, en el caso no trivial, la extincién esta casi seguro garantizada si y sélo
si el nimero promedio de hijos que cada individuo tiene es 1 o menos. Por eso, se dice que un
proceso de ramificacion es:

» Suberitico si p < 0, en cuyo caso por (A.2)) la probabilidad de que la extincién no haya
aun sucedido decrece exponencialmente con el niimero de generacion.

w Critico si pu = 1.

= Y supercritico si g > 1; y por lo tanto, hay una probabilidad positiva de supervivencia.

A.2. Exploracién de arboles de Galton-Watson

En esta seccion daremos una descripcion de la exploracion en anchura de un drbol Galton-
Watson. Por exploracién en anchura, nos referimos a la exploracién secuencial de los individuos
en cada generacion. El proceso de exploracién se llevara a cabo de la siguiente manera: en
cada paso, un individuo de la generaciéon actual se declara explorado, se revela su nimero de
hijos y, finalmente, cada uno de sus hijos se declara inexplorado. Esto se hace hasta que se
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haya explorado toda la generacién, en cuyo momento comienza la exploracién de la proxima
generacion. Estudiaremos el proceso (U;),;~; asociado a la cantidad de vértices inexplorados
en cada paso, donde Uy se toma como 0. -

Es fécil ver que si la variable aleatoria X; (distribuida de acuerdo con (pg)x>0, como antes)
da el nimero de hijos del i-ésimo individuo explorado, entonces en el paso i de la exploracién,
la variacion del nimero de individuos inexplorados viene dada por X; — 1. Esto es asi porque
en cada paso un individuo inexplorado deja de ser inexplorado (el explorado) y todos sus hijos
se agregan al conjunto de individuos inexplorados. Esto significa que el inico momento en que
U; disminuye es cuando se explora un individuo sin descendencia; es decir, cuando se visita
una hoja del arbol de Galton-Watson. Luego, el proceso de exploracion U; de un arbol de
Galton-Watson puede describirse como un paseo aleatorio simple de tamafio de paso dado por
X;—1y con 0 como estado absorbente. Esto permite la descripcion del proceso de exploracién
como una suma de variables aleatorias i.i.d.:

i

Ui=> (X;—1).

J=1

Exploration step

Figura A.2: Ejemplo de exploracion de un drbol de Galton-Watson. Como se puede ver en
la figura, el proceso comienza con altura tres, ya que el nimero de individuos inexplorados
descubiertos durante la exploracion del individuo 1 es tres. Del mismo modo, la altura en
el paso 4 aumenta en dos ya que en ese momento un individuo pasa a estar explorado (el
individuo 4) y se descubren tres nuevos individuos inexplorados (los hijos de 4).

Bajo esta descripcion, la progenie total T := Y o2 | Z,, de un proceso de ramificacion se
puede describir en términos de este paseo aleatorio como un tiempo de parada: T' ~ inf{i >
0: U; = 0}. En caso de supervivencia, este tiempo de parada tendrd un valor infinito.

El siguiente teorema presente en [NSS04], es 1til para mostrar la finitud de momentos
exponenciales de la progenie total.

Teorema A.2.1. Dado un proceso de ramificacion con progenie distribuida como copias de
la variable X. Entonces, existe y1 > 0 tal que E (e'“T) < 0o sit existe algin otro vo > 0 tal

que E (eWX) < 00.
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Apéndice B

Medidas puntuales de Poisson

B.1. Definicién y resultados basicos

Sea (E, M) un espacio medible (generalmente R>q con los conjuntos de Borel B), las
medidas puntuales de Poisson seran medidas aleatorias o -finitas y atomicas. Es decir, medidas
aleatorias que dan masa unitaria a un cierto subconjunto de puntos numerable en FE.

Definicién B.1.1. Sea A(-) una medida en (E, M). Una medida puntual de Poisson ()
con intensidad A(-) es una medida atémica o-finita en (E, M) tal que para toda sucesiéon de
conjuntos disjuntos de medida A finita (4;),~,; € FE, las variables aleatorias p(A;) son variables
de Poisson independientes de media A(4;).

Una prueba de la existencia de tales medidas se puede encontrar en [Mie06], esta se basa
en una construccién explicita para las medidas. Si una medida puntual de Poisson se define
en (R, B), se dice que la medida es homogénea si \(-) es proporcional a la medida de Lebesgue
e inhomogénea si no lo es. En el caso homogéneo, la intensidad puede describirse alternativa-
mente mediante un nimero real A > 0, que proporciona el factor de proporcionalidad entre la
medida de intensidad y la medida de Lebesgue.

Definicién B.1.2. Dada una medida puntual de Poisson u(-) en (E, M), el conjunto asociado
de puntos de medida positiva define lo que se llama proceso puntual de Poisson.

Cuando no nos referimos a una medida puntual de Poisson especifica, diremos que un
conjunto de puntos P es un proceso puntual de Poisson de intensidad A(-) si se distribuye
como el proceso puntual de Poisson de una medida puntual de Poisson con esta intensidad.

Definicién B.1.3. Dada una medida puntual de Poisson yu(-) en (R>g, ), el proceso esto-
céstico a tiempo continuo asociado (N¢)¢>o definido (para ¢t > 0) como Ny = p([0,t)) se llama
proceso de Poisson.

De manera analoga, cuando no nos referimos a una medida puntual de Poisson especifica,
diremos que el proceso (N¢)¢>o es un proceso de Poisson de intensidad A(-) si se distribuye
como el Poisson proceso de una medida puntual de Poisson con esta intensidad.

Dado una medida puntual de Poisson pu(-) en (E, M) y una funcién medible f : E —
R, definiremos la integral de f con respecto a esta medida aleatoria de acuerdo a u(f) :=

[ f(@)p(dz).
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Proposiciéon B.1.1. Sea p(-) una medida puntual de Poisson de intensidad \(-) en (E, M)
y f: E — R una funcién medible. Entonces, si f € L*(\), tendremos que f € L'(u) casi
seguro, u(f) define una variable aleatoria y

E (cap(in(1))) = exn /

@ _ 1) \(da
(@~ D))

La prueba de esta proposicion se puede encontrar en [Mie06]. Aplicando la tltima igualdad
de la proposicién a af, diferenciando con respecto a ¢ un nimero adecuado de veces y tomando
el limite a N\, 0, obtenemos bajo las hipdtesis de la proposicién que

E(u(f)) = /E (@A) ¥ que (B.1)

Var(u(f)) = /E 2 (2)\ (dx). (B.2)

Las relaciones (B.1)) y (B.2) son normalmente conocidas como férmulas de Campbell.

B.2. Adelgazamientos de medidas puntuales de Poisson

Definicién B.2.1. Dado un proceso puntual de Poisson P en (R>g, B) y una funcién inte-
grable f : R>g — [0,1], un f-adelgazamiento de P es un nuevo proceso puntual definido a
partir de quedarse con cada punto x € P con probabilidad f(x) e independientemente de los
otros.

Es facil ver que, dada una funcién f como en la definicién, un adelgazamiento de un
proceso puntual de Poisson p(-) de intensidad A(-) es un nuevo proceso puntual de Poisson
con medida de intensidad |, 0 fA(dz). Es por eso que podemos, de manera anédloga, hablar de
adelgazamiento de las medidas puntuales de Poisson.

Proposiciéon B.2.1. Dada una medida puntual de Poisson en (R>o,B) con intensidad ()
y una familia numerable de funciones integrables fi, ..., fx,... : R>o — [0,1] tal que por cada
x € R Y .s filz) = 1, definamos una nueva familia de medidas puntuales de Poisson en
(R>0, B) de intensidades Aie) = f(.) fix(dx) como p;(-). Estas medidas se pueden acoplar de
manera que sean mutuamente independientes y p(-) = ;51 pi(-)-

Demostracién. Para probar esto, construyamos un proceso puntual P en la banda R0 x [0, 1]
colocando cada punto z; en el proceso de puntos P de u(-) en x; x U;, donde U; son variables
uniformes independientes en [0, 1]. Es facil comprobar que P es un proceso puntual de Poisson
de intensidad A(-) x £(-), donde L(-) es la medida de Lebesgue en [0, 1]. Ahora, si definimos,
para i > 1, los conjuntos A4; := {(x,y) € R>o x [0,1] : Z;;ll filz) <y < 23:1 fj(x)}; estos
constituyen una particiéon de la banda. Ademds, si definimos (para ¢ > 1) el proceso puntual
P;:={x € R>q : (z,y) € PN A;}, es fcil ver que se distribuyen como procesos puntuales de
Poisson de intensidad |, 3 fi(z)A(dz). Finalmente, estos procesos son independientes ya que se
corresponden a puntos de un proceso puntual de Poisson que caen en conjuntos disjuntos. [J

En la Figura presentamos una visualizacién de la construccién utilizada en la prueba

de la Proposicién
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Tt
Figura B.1: Representacion de la construccion que da lugar a los adelgazamientos indepen-
dientes de un proceso puntual de Poisson en la linea. Aqui, una medida puntual de Poisson
homogénea de intensidad X = 2 se adelgaza con las funciones fi(t) = g(t) y f2(t) =1 — g(t);
resultando en dos procesos puntuales de Poisson inhomogéneos independientes de intensidad
M() =2 [ g(b)dt y M) = 2 [ )1 — g(t)dt. En este caso, pu([0,Ty]) = 5, (10, To]) = 2 y
p2([0, To]) = 3.
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Apéndice C

Topologia de Skorohod y
convergencia débil

C.1. Funciones cadlag y topologia de Skorohod

Los procesos estocéasticos pueden interpretarse como elementos aleatorios de un espacio de
funciones. Aqui discutiremos cudl es el conjunto natural para describir los procesos de salto
markovianos y cémo dotarlo de una topologia que le otorgue propiedades razonables y que
sea 1til para probar resultados de convergencia. Una buena manera de ver este problema es a
través de las diferencias y similitudes con el caso canénico del conjunto de funciones continuas
C[0,T] con la métrica inducida por la norma uniforme.

Primero analicemos el caso en el que los procesos se definen en un conjunto compacto
[0,7] en lugar de en la semilinea R>¢. El conjunto de funciones a considerar es el conjunto

b))

conocido como cadlag (acrénimo en francés para “limite izquierdo continua a derecha ", y
denotado por D[0,T7]), definido por las funciones f : [0, 7] — [0, 1] tales que:

(1) Vt € 10,T), el limite lim,_,;+ f(s) existe y es igual a f(¢),

(11) y vt € (0,77, el limite lim,_,,— f(s) existe.

Estas son funciones que son continuas excepto, posiblemente, por un cierto nimero de
saltos. Tengamos en cuenta que si se le diera a este conjunto la métrica inducida por la
norma uniforme, el resultado no seria del todo bueno: la familia no numerable de funciones
(Ij0,a))ae(0,1) estaria compuesta por elementos a distancia 1 entre si, lo que harfa que el espacio
no sea separable. Ademds, para € > 0 arbitrariamente pequeiio, las funciones Ijg 7/2y ¥ Ijo 7/2—¢)
estarian a distancia 1; lo que significaria que dos realizaciones de procesos que pueden parecer
intuitivamente muy similares, sin embargo, podrian estar lejos. Ambos problemas se pueden
resolver dotando al conjunto de otra topologia que tenga en cuenta estas cuestiones.

Definiciéon C.1.1. Sea A el conjunto de asignaciones continuas y estrictamente crecientes de
[0,T] en [0,T] y d(f,g) := Infyep [N —id|| V ||f — g0 Al sea una métrica en D[0,T]. La
topologia inducida por esta métrica se conoce como topologia de Skorohod.

Es decir, dos funciones estardn cerca en esta métrica si existe un cambio de tiempo cercano
a la identidad que hace que las funciones se encuentren a una distancia pequena en la norma
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uniforme. Como se muestra en [Bill3], D[0,7] con esta topologia es separable. Es facil ver
que si el limite es continuo, la convergencia en la topologia de Skorohod es equivalente a la
convergencia uniforme.

w> H sobre A, la métrica resultante

Si definimos la norma [[A[|° := sup,_ep0.1 Hlog ()‘ ;
d°(f,g) == infyep |A —4d||° V|| f — go All) en D[0,T] es equivalente a d(-,-). Esto significa
que esta métrica también genera a la topologia de Skorohod, por lo cual hace al espacio
separable; pero esta también lo hace completo [Bill3].

Usando esta construcciéon para las funciones cadlag en conjuntos compactos, podemos
extender estos resultados a D[0, 00). Para esto, definamos la métrica d°(f,g) := > o_127™1A
I.f — gll,, en D[0,00), donde |-, es la norma en D[0,m] definida anteriormente. El espacio
topolodgico resultante hereda las propiedades de separabilidad y completitud de la construccién
anterior. Ademads, las convergencias en D[0,00) y D[0,T] estan conectadas por el siguiente
teorema [Bill3]:

Teorema C.1.1. Sea (fn),>;,f € D[0,00) y (para T > 0) sea Ry : D[0,00) — DI[0,T]
el mapa que actia seqin Rr(g) = gl Entonces, d°(fn, f) — 0 en DI[0,00), si y sélo si
d°(Ry fn, Rrf) — 0 en DI[0,T) para todo punto de continuidad T de f.

C.2. Convergencia débil de procesos estocasticos

En los cursos introductorios de probabilidad, generalmente se estudian tres tipos de con-
vergencia para variables aleatorias: casi segura, en probabilidad y en distribuciéon. Las dos
primeras son convergencias para variables aleatorias definidas en el mismo espacio de proba-
bilidad, mientras que la convergencia en distribucién se define mas ampliamente para variables
aleatorias que pueden pertenecer a diferentes espacios. Aqui presentaremos una generaliza-
cién de la convergencia en distribucidon para procesos estocdsticos, junto con un teorema de
acoplamiento para sucesiones de procesos que convergen de esta manera. Para esto, primero
definiremos la convergencia débil para medidas de probabilidad.

Definicién C.2.1. Dado un espacio topolégico (X, 7) y una sucesiéon de medidas de proba-
bilidad (Py,(-)),;~; ¥y otra medida de probabilidad P(-) (todas sobre (X, B)), diremos que P (-)
converge débilmente a P(-) si para toda funcién f € Cy(X) E,(f) == E(f). A esto se lo va
a denotar como P, = P.

Donde Cp(X) es el conjunto de funciones reales, continuas y acotadas en X. Es decir, una
sucesion de medidas de probabilidad converge débilmente a otra probabilidad si, para cada
funcién de prueba, sus respectivas medias convergen a la media limite. Tengamos en cuenta
que la nocién de convergencia débil depende directamente de la topologia de X, ya que esta
determina qué funciones son continuas y cudles no (definiendo asi el conjunto de funciones
de prueba). Aunque la convergencia débil se definié para espacios topoldgicos, en la mayoria
de las situaciones practicas los espacios en cuestion seran de hecho métricos. Una serie de
equivalencias ttiles para esta convergencia se dan en el Teorema de Portmanteau [Mie06].

Entonces, la convergencia débil de una sucesiéon de variables aleatorias a una variable limite
puede definirse en términos de la convergencia débil de las medidas imagen de ellas. Esta
definicién es equivalente a decir que una sucesion de variables aleatorias (X,,),~; converge a
X si, por cada f € Cp(R), tenemos que E(f(X,)) === E(f(X)). Definiremos la convergencia
débil de procesos estocasticos en analogia a esto.
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Definicién C.2.2. Dada una sucesién de procesos estocésticos (Xt(n))nzl C D[0,00) y otro
proceso (Xt)i>0 € D[0,00) diremos que Xt(n) converge débilmente a X (Xt(n) = X;) si, para
toda F' : D[0,00) — R continua en el sentido de Skorohod y acotada, IE(F(Xt(n))) e,
E(F(Xy)).

La secuencia habitual de pasos para demostrar una convergencia débil para procesos esto-
casticos a tiempo continuo es primero probar que es apretada y luego mostrar la convergencia
de las medias de las proyecciones de los procesos en ciertos subconjuntos de tiempos finitos.
La sutileza en esto es que estas proyecciones no siempre son continuas en la topologia de
Skorohod, problema que puede ser eludido por una serie de teoremas (consulte la Seccién 13
de [Bill13]).

Como comentamos anteriormente, la convergencia débil se aplica a procesos estocasticos
no necesariamente definidos en el mismo espacio de probabilidad. Sin embargo, como muestra
el siguiente teorema, si uno tiene convergencia débil de una sucesién de procesos estocasticos a
tiempo continuo, existe un espacio de probabilidad comiin donde todos los procesos y el limite
pueden definirse juntos y para el cual la convergencia es casi seguraﬂ En muchas situaciones,
esto simplifica enormemente las pruebas, ya que muchos de los teoremas de convergencia
habituales del andlisis real se pueden usar una vez que la convergencia se establece como casi
segura.

Teorema C.2.1 (Representacion de Skorohod [Bill3]). Dada una sucesién de procesos esto-
cdsticos (Xt(n))nzl C D[0,T] y X; € D[0,T], con Xt(n) = X;. Entonces, eziste un espacio de
probabilidad comiin (D[0,T], F,P) y procesos estocdsticos X, (Xt(n))nzl en este espacio tales

que X¢ ~ X4, (para todon > 1) Xt(n) ~ t(n) Yy Xt(n) L%, X, para todo t € [0,T].

Como una aplicacion simple de este teorema, se puede dar una breve prueba del teorema
del mapeo continuo.

'De hecho, incluso puede tomarse como convergencia sequra. Pero, en cualquier caso, para todos los asuntos
practicos, ambas convergencias son iguales.
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