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El robot no tenía sentimientos, solo impulsos positrónicos que
emulaban esos sentimientos. (Y tal vez los seres humanos no
tenían sentimientos, solo impulsos neurólogicos que eran

interpretados como sentimientos). – Isaac Asimov, Los robots
del amanecer
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SLAM basado en visión estéreo para
la navegación autónoma de robots
hexápodos

Para permitir que un robot móvil pueda de navegar y realizar tareas de manera
autónoma, previamente se necesitan resolver al menos dos problemas esenciales: Es
necesario que exista un control de alto nivel para controlar su desplazamiento, por
ejemplo a través de comandos de velocidad, y el robot debe ser capaz de estimar con
precisión su pose (posición y orientación) respecto del entorno que lo rodea. Además,
para lograr completa autonomía, estos sistemas deben poder ser ejecutados en una
computadora a bordo en tiempo real.
En el caso general donde un robot no cuenta con un mapa previo de su entorno
ni información externa que le permita conocer su pose, ambas tareas deben ser
realizadas en forma simultánea. El problema de localizar a un robot y construir
un mapa del entorno simultáneamente se denomina Simultaneous Localization and
Mapping (SLAM). Una forma particular de resolverlo es utilizando características
visuales extraídas a partir de imágenes capturadas por una o más cámaras montadas
sobre el robot. Éstas pueden ser utilizadas para crear un mapa del entorno y localizar
al robot dentro del mismo.
El objetivo final de esta tesis es diseñar e implementar un sistema que reúna todas
las características necesarias para poder realizar navegación autónoma en robots
hexápodos basándose en un sistema de SLAM visual. A pesar de que existen so-
luciones, por lo general se limitan a espacios de trabajo pequeños y controlados, y
no funcionan bien en computadoras con un poder de procesamiento limitado, como
las que se encuentran a bordo de los robots móviles. Sobre esta base, se realizan
varias mejoras en un algoritmo SLAM del estado del arte para adaptarlos a la tarea
particular de la locomoción de hexápodos. La principal contribución de este trabajo
se basa en modelar los elementos del problema SLAM basado en minimización como
variables aleatorias. Las incertidumbres y la información mutua calculada de esta
manera se utilizan para marginalizar de manera eficiente las regiones distantes para
Bundle Adjustment minimizando la pérdida de información. Esto evita que el pro-
blema escale linealmente con el tamaño del mapa, lo que permite al sistema navegar
a largo plazo, incluso en unidades de procesamiento embebidas.
Para validar el enfoque, se realizan una serie de experimentos que muestran un robot
hexápodo realizando una navegación autónoma en terreno dificultoso, mientras todas
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las tareas se ejecutan en una computadora a bordo y responden en tiempo real. Se
miden y analizan diferentes métricas de rendimiento como el costo computacional
y el error de localización. Los resultados muestran la viabilidad y la robustez del
sistema desarrollado como se propone en esta tesis.
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1 Introducción

Los robots con sistemas de locomoción basados en patas articuladas han atraído la
atención de la comunidad robótica en los últimos años debido a su capacidad para
trabajar en entornos hostiles inaccesibles para robots con ruedas, al mismo tiempo
que pueden transportar más carga y operar por más tiempo que los vehículos aéreos
no tripulados (UAV). Sus habilidades para realizar movimientos omnidireccionales
y atravesar terrenos dificultosos los convierten en una excelente opción para muchas
aplicaciones robóticas prácticas, como las misiones de Búsqueda y Rescate Urbanas
(USAR) en edificios colapsados, exploración planetaria remota o estudios topográ-
ficos de pozos mineros. No obstante requieren de algoritmos de control complejos y
mayor consumo energético.
Para navegar en estos escenarios de forma autónoma y sin información previa, es
esencial construir una representación espacial del entorno desconocido, el cuál es
referido como mapa. Además, la pose relativa (posición y orientación) del robot
respecto del mapa construido también debe ser estimada. En la comunidad robótica,
la solución simultánea de estos dos problemas mutuamente dependientes se conoce
como Localización y Mapeo Simultáneos (SLAM) [1]. Un método SLAM eficiente y
confiable es un elemento central de un sistema de navegación autónomo para robots
móviles, y proporciona tanto la información de pose como el modelo del entorno
necesario para la planificación y el control de movimiento eficiente de un robot
autónomo.
Para lograr un alto grado de consistencia global, se deben utilizar sensores extero-
ceptivos para observar el entorno circundante. En particular, los sensores visuales
como cámaras y sensores de rango de luz estructurados (SLRS) o escáneres láser sue-
len ser las opciones más populares para SLAM. Por lo general, las cámaras son más
baratas, más pequeñas y más livianas, y aún brindan datos 3D del entorno en alta
resolución en tiempo real y requieren un menor consumo de energía que las alterna-
tivas. Además, a diferencia de sus contrapartes, no se limitan a ambientes interiores.
Sin embargo, los datos recibidos por las cámaras requieren un procesamiento más
complejo que la información recibida por otro tipo de sensores, por lo que requieren
algoritmos más elaborados y producen una mayor carga computacional.
Soluciones de SLAM visual robustas y precisas [2, 3, 4, 5] han existido por algún
tiempo. Algunas de estas técnicas incluso se han implementado con éxito en muchos
tipos de robots, por ejemplo, con ruedas [6], voladores [7], con patas articuladas [8],
o incluso vehículos submarinos [9]. No obstante, los robots con patas constituyen un
desafío particular para las técnicas de localización basadas en la visión porque el mo-
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Capítulo 1 Introducción

vimiento de la cámara entre fotogramas consecutivos puede ser impredecible debido
a las irregularidades en la marcha, el deslizamiento y el terreno. En este contexto,
la precisión de un sistema Visual SLAM en tiempo real depende en gran medida de
la calidad de un modelo de predicción de movimiento entre cuadros consecutivos. Se
usa con frecuencia un modelo de movimiento suave (por ejemplo, disminución de ve-
locidad lineal), pero generalmente se ve trastornado por los movimientos repentinos
propios de una plataforma robótica caminante. Las alternativas populares incluyen
la incorporación de sensores de movimiento simples y fiables a corto plazo, como los
codificadores de actuador o las unidades de medición inercial (IMU) para superar
este problema.
En los últimos años, la tendencia ha sido fusionar las técnicas de Visual SLAM
con sensores inerciales [10, 11], motivados principalmente por el apogeo de las apli-
caciones orientadas a realidad aumentada y virtual [12], así como a los sistemas
de localización autónomos diseñados para vehículos aéreos no tripulados (UAV)
[13, 14]. En el contexto de las restricciones computacionales impuestas en ambos ca-
sos por la necesidad de ejecución en tiempo real en sistemas integrados y los rápidos
movimientos repentinos inherentes a los dispositivos de mano alzada y UAVs, las
mediciones inerciales pueden proporcionar predicciones confiables a corto plazo de
estos movimientos. Estas predicciones se pueden usar como soluciones iniciales del
sistema visual para acelerar y mejorar los algoritmos de correspondencia de mapas.
Dado que la ejecución de SLAM visual en robots con patas que se mueven en terre-
nos irregulares sufre de problemas similares, parece razonable que el mismo enfoque
también pueda ser utilizado para superarlos.
Sin embargo, las soluciones de localización basadas en visión aún requieren de consi-
derables recursos de cómputo, lo cuál se convierte en un problema al utilizar a robots
de baja capacidad de carga, como vehículos autónomos pequeños, donde solo se pue-
de emplear hardware con capacidades de procesamiento limitadas. Las operaciones
típicas de Visual SLAM, como la asociación de datos y optimización, dependen en
gran medida del tamaño del mapa considerado. Dado que el mapa puede potencial-
mente crecer hasta miles de marcas de referencia y fotogramas clave, estas tareas
podrían no llegar a ejecutarse en tiempo real en una computadora a bordo si se con-
sidera todo el mapa. Por lo tanto, se requiere un método eficiente para determinar
qué parte del mapa es relevante en cada paso sin sacrificar demasiada precisión y
robustez.
La noción de co-visibilidad [15] es una herramienta útil para determinar los foto-
gramas clave y los puntos del mapa que están estrechamente relacionados con una
posición de cámara determinada en un tiempo constante. Se dice que un par de
fotogramas clave son co-visibles hasta el grado n si observan al menos n puntos del
mapa en común. Sin embargo, sigue sin quedar claro qué fotogramas clave y marcas
de referencia del vecindario deben seleccionarse para lograr los mejores resultados,
o cómo descartar otros elementos sin perder demasiada información. Al modelar el
problema de SLAM como un problema de inferencia probabilística utilizando re-
presentaciones gráficas típicas [16] como redes de creencias o grafos de factores,
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1.1 Contribuciones

el problema puede abordarse en términos de minimizar la pérdida de información
probabilística.
Además, al estimar cantidades del mundo real utilizando datos de sensores ruidosos,
la estimación de incertidumbre de esas cantidades se convierte en un requisito esen-
cial para realizar tareas autónomas de manera segura y confiable. Al aprovechar los
modelos probabilísticos antes mencionados, las regiones de incertidumbre y confian-
za pueden estimarse adecuadamente. Sin embargo, se debe tener cuidado en cuanto
a cómo se calculan estas incertidumbres cuando se utilizan heurísticas locales para
aproximar la solución global del problema, como es el caso de usar una ventana para
realizar una optimización de tiempo constante.
En esta tesis, se pretende desarrollar un sistema de navegación autónoma para una
plataforma de robot hexápodo, basada en una versión mejorada del sistema de SLAM
visual S-PTAM [3]. Se ha desarrollado un marco probabilístico para permitir la
localización y el mapeo de tiempo constante y probabilísticamente coherente, lo
que permite que el sistema se ejecute de forma autónoma y responda en tiempo
real en plataformas integradas con bajos recursos computacionales. La localización
es fusionada con la información proporcionada por una IMU para compensar los
movimientos perturbadores inherentes a los sistemas de locomoción de robots con
patas que navegan en terrenos dificultosos. Para finalizar, se realizan una serie de
experimentos en una plataforma robótica real que muestran la viabilidad del sistema
propuesto.

1.1. Contribuciones

La contribución general de esta tesis es el diseño, la implementación y la valida-
ción experimental de un sistema de navegación para un robot hexápodo. Se pueden
destacar las siguientes contribuciones a subsistemas específicos:

El autor contribuyó en gran medida al desarrollo del sistema de SLAM vi-
sual S-PTAM [3], específicamente diseñado para la ejecución en tiempo real
en sistemas integrados con capacidad de procesamiento limitada. Una contri-
bución importante es la introducción de la llamada estructura de mapa de
co-visibilidad que permite una marginalización eficiente de partes relevantes
del mapa.
Se propone y valida un modelo de incertidumbre probabilística de las poses y
posiciones de marcas de referencia publicadas por S-PTAM. El modelo puede
potencialmente generalizarse a cualquier algoritmo SLAM basado en optimi-
zación.
Se propone una política basada en la co-visibilidad y probabilidad para la
marginalización eficiente del mapa que permite ejecutar Bundle Adjustment en
tiempo real, minimizando la pérdida de información con respecto a la solución
canónica
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Capítulo 1 Introducción

Las herramientas desarrolladas se implementaron e incorporaron en un sistema de
navegación completa, que se implementa en una plataforma robótica hexápoda real.
Una serie de experimentos muestran que el robot navega de manera autónoma en
un terreno accidentado mientras ejecuta el sistema de navegación en tiempo real en
una computadora integrada.

1.2. Publicaciones relacionadas

A continuación se describen brevemente las publicaciones realizadas por el tesista
durante el transcurso de la tesis, así como los aportes realizados por el mismo a cada
uno de ellas.

G. I. Castro, M. A. Nitsche, T. Pire, T. Fischer and P. De Cristóforis: Efficient
on-board Stereo SLAM through constrained-covisibility strategies.
In Robotics and Autonomous Systems (RAS). March 2018. Aporte: Contri-
bución al desarrollo e implementación de un sistema de selección de ventanas
en tiempo constante.
M. A. Nitsche, G. I. Castro, T. Pire, T. Fischer and P. De Cristóforis:Constrained-
covisibility marginalization for efficient on-board stereo SLAM. In
European Conference on Mobile Robots (ECMR). Paris, France, September
2017. Aporte: Contribución al desarrollo e implementación de un sistema de
selección de ventanas en tiempo constante.
F. Pessacg, T. Fischer, M. A. Nitsche: External localization system for
mobile robots using multiple cameras. IX Jornadas Argentinas de Ro-
bótica (JAR). Córdoba, Argentina, Agosto 2017. Aporte: Contribución a la
implementación de un sistema de localización externo basado en cámaras y
patrones gráficos.
P. De Cristóforis, T. Fischer, M. Nitsche: ICP covariance computation for
differential robot localization using laser and wheel odometry. IX
Jornadas Argentinas de Robótica (JAR). Córdoba, Argentina, Agosto 2017.
Aporte: Implementación de un método de estimación de covarianzas para
algoritmos de SLAM basados en mediciones láser y optimización ICP.
T. Pire, T. Fischer, G. I. Castro, J. Civera, P. De Cristóforis and J. Jacobo
Berlles: S-PTAM: Stereo Parallel Tracking and Mapping. In Robotics
and Autonomous Systems (RAS). September 2016. Aporte: Contribución al
desarrollo e implementación de un sistema de SLAM basado en cámaras esté-
reo.
T. Fischer, T. Pire, P. Čížek, P. De Cristóforis and J. Faigl. Stereo Vision-
based Localization for HexapodWalking Robots Operating in Rough
Terrains. In 2016 IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots
and Systems (IROS). Daejeon, Korea, October 2016. Aporte: Desarrollo de
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1.3 Disposición de los capítulos

un sistema de SLAM visual-inercial adaptado para la navegación de robots
hexápodos en terrenos accidentados. Ejecución de experimentos.
T. Pire, T. Fischer, J. Civera, P. De Cristóforis and J. Jacobo Berlles: Stereo
Parallel Tracking and Mapping for Robot localization. In Proceedings
of the IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Systems
(IROS). Hamburg, Germany, September 2015. Aporte: Contribución al desa-
rrollo e implementación de un sistema de SLAM basado en cámaras estéreo.
T. Pire, T. Fischer and J. Faigl: Impact assessment of image feature ex-
tractors on the performance of SLAM systems. In Proceedings of the
Student Conference on Planning in Artificial Intelligence and Robotics. Orga-
nized by Czech Technical University, Faculty of Electrical Engineering. Písek,
Czech Republic, September 2015. Aporte: Contribución a la implementación
del suistema de evaluación y la ejecución de experimentos.

1.3. Disposición de los capítulos

En el capítulo 2 se revisa la bibliografía existente sobre los temas de navegación con
hexápodos y SLAM probabilístico. Se discuten diferentes enfoques y se destacan las
principales diferencias con el trabajo actual. En el capítulo 3 se explican algunos
conceptos y convenciones esenciales utilizados a lo largo de la tesis. El capítulo 4
propone un marco probabilístico para modelar el problema de localización y una
solución canónica probabilísticamente consistente. Sin embargo, esta solución no
es práctica porque la complejidad computacional crece con el tamaño del entorno
explorado. El capítulo 5 propone una heurística que permite realizar la optimiza-
ción del mapa con una complejidad constante al mismo tiempo que se aproxima
la solución canónica de manera probabilísticamente consistente. En el capítulo 6 se
describen detalladamente los diferentes componentes del sistema de navegación au-
tónoma desarrollada. En el capítulo 7, se evalúa el rendimiento del método propuesto
utilizando simulaciones y experimentos en una plataforma robótica real. En el capí-
tulo 8 se extraen algunas conclusiones sobre los resultados del capítulo anterior, y
se proponen trabajos futuros para continuar con la línea de trabajo presentada en
esta Tesis.
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2 Trabajos relacionados

2.1. Robots hexápodos

Los primeros ejemplos de robots hexápodos se remontan a la década de los 80 [17],
utilizando patrones de andar simples de circuito abierto, como el trípode, inspirados
en la observación de los patrones de andar de insectos comunes. Poco después, Ka-
neko et al. [18, 19] presentó algoritmos de control de lazo cerrado mediante el uso de
retroalimentación de sensores de fuerza en la punta de cada pie, así como un robot
hexápodo que presentaba patas articuladas con 3 grados de libertad (DoF, por sus
siglas en inglés). Trabajos posteriores se centraron principalmente en generadores
de marcha alternativos, por ejemplo usando redes neuronales artificiales [20] o al-
goritmos genéticos [21], y control basado en la orientación y la posición mediante
cinemática inversa [22, 23].
Los patrones de movimiento tienen una influencia importante en el rendimiento
general de un robot caminante, afectando características como la capacidad de des-
plazamiento, el consumo de energía y la estabilidad. Por otra parte, los patrones
tradicionales mencionados anteriormente (por ejemplo, la marcha de trípode) ge-
neralmente no pueden atravesar terrenos difíciles. Esto ha llevado al desarrollo de
una variedad de métodos que utilizan diferentes niveles de percepción del terreno
para controlar el progreso y la estabilidad del robot. Se puede hacer una distinción
importante entre los enfoques proactivos y reactivos. El primero requiere una repre-
sentación densa del terreno transitable para calcular las colocaciones y movimientos
óptimos del pie para cada una de las piernas, que tiende a ser computacionalmente
costosa y no tiene en cuenta las ubicaciones inestables. Por otro lado, los métodos
reactivos detectan colisiones en el suelo utilizando sensores propioceptivos, pero ca-
recen de evasión de obstáculos y, por lo tanto, pueden considerarse una extensión de
los patrones de onda a terrenos irregulares e inestables. También existen estrategias
híbridas, que intentan compensar mutuamente las desventajas de ambos enfoques.
Sobre este tema, Mrva y Faigl [24] proponen un enfoque reactivo para ajustar los
parámetros de la marcha mediante la detección táctil utilizando solo información de
posición de los servos. Esto minimiza los recursos computacionales dedicados a la
selección de la marcha a la vez que se mantiene el cuerpo del hexápodo estabilizado.
Los primeros intentos de localización con robots hexápodos [25] hacían uso de la
odometría con patas, unidades inerciales y sensores GPS para determinar la pose del
robot. Las mediciones típicamente se integraban utilizando filtros EKF. Sin embargo,
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Capítulo 2 Trabajos relacionados

la odometría con patas a menudo devuelve estimaciones de pose erróneas debido a
la presencia de errores no sistemáticos como superficies deslizantes e imperfecciones
mecánicas.

Casi al mismo tiempo, el primer sistema de SLAM visual en tiempo real [26] se
estaban convirtiendo en una realidad. Este sistema se basó en EKF y utiliza una
cámara monocular para extraer puntos salientes del entorno. Los primeros esfuerzos
para desplegarlo en robots caminantes se realizaron en plataformas humanoides [27],
aunque se mejoraron al alimentando el filtro con las entradas de control del robot, así
como la integración de mediciones de un giroscopio. Schmidt y Kasiński [8] fueron los
primeros en implementar un sistema de SLAM visual sobre una plataforma hexápoda
[28], utilizando una versión más madura del mismo sistema de SLAM visual [5] y
también incorporando las entradas de control y mediciones de giroscopio para ayudar
a las predicciones del filtro. La configuración fue capaz de lograr la localización a
una tasa de 2 estimaciones por segundo.

Al mismo tiempo, Chilian y Hirschmuller [29] presentan un enfoque basado en vi-
sión estéreo para la navegación con hexápodos. Aunque no realiza SLAM, utilizan
odometría visual para estimar la pose del robot, que a su vez se utiliza para crear un
mapa de altura del entorno mediante la extracción de información de profundidad
de una imagen de disparidad. La capacidad de traversabilidad de cada celda del
mapa se calcula analizando la pendiente, la rugosidad y el tamaño del paso, y un
planificador D * lo utiliza para realizar una navegación autónoma en distancias cor-
tas. Sobre la base de este trabajo, Stelzer et al. [30] incorporan la odometría de las
piernas y mediciones inerciales, que se fusionan con la odometría visual mediante un
filtro de información indirecto para lograr una estimación de pose más robusta. La
capacidad de traversabilidad del terreno se estima utilizando un algoritmo de ajuste
de plano, y también se utiliza para elegir el modo de caminar más adecuado. Los au-
tores enfatizan específicamente la necesidad de calcular los valores de incertidumbre
para las estimaciones de pose y mapa para mejorar la solidez de la solución.

Belter y Skrzypczynski [31, 32] utilizan el novedoso método de SLAM visual basado
en Bundle Adjustment PTAM [33, 34] para la localización argumentando que los
enfoques basados en filtros no son tan precisos y no escalan bien en la navegación
a largo plazo. Además de la cámara utilizada para la localización, se monta un
escáner láser para recuperar un mapa de elevación 2D utilizado en la planificación
del movimiento de las piernas para pisar puntos de apoyo precisos. Luego de una
caracterización del sistema PTAM, se agrega un sistema AHRS de alta gama para
predecir la orientación del robot, ya que la orientación proporcionada por el método
SLAM no es suficiente para mapear con precisión la estructura del terreno. La
configuración se prueba en una maqueta de terreno irregular con el robot hexápodo
Messor [35]. Sin embargo, el sistema sigue utilizando una sola cámara y, por lo tanto,
se basa en la calidad de una calibración inicial entre dos poses, similar a la de una
cámara estéreo, para recuperar la escala del entorno. Tampoco queda claro si el
sistema es capaz de procesar datos en tiempo real.
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Más recientemente, Bjelonic et al. [36] utilizan el sistema de odometría visual-inercial
OKVIS en su robot hexápodo Messor para realizar una navegación autónoma en un
terreno irregular. Su principal contribución proviene de un algoritmo híbrido (proac-
tivo y reactivo) de percepción del terreno basado en información visual e inercial.
La caracterización se utiliza para adaptar los parámetros típicos del patrón de onda
(rigidez de la articulación y altura y frecuencia de zancada) al terreno específico,
evitando así la planificación computacionalmente costosa de la trayectoria para las
puntas de los pies individuales. Sin embargo, esto todavía requiere considerables
recursos computacionales.
Según el conocimiento de los autores, todavía no existe un sistema SLAM basado en
imágenes capaz de ejecutarse en tiempo real que se haya implementado con éxito en
robots hexápodos. La mayoría de los esfuerzos realizan solo odometría visual o no
alcanzan una tasa de cuadros razonable y no escalan bien a medida que aumenta el
área explorada. También hay poca o ninguna mención de las técnicas de estimación
de incertidumbre, que son fundamentales para realizar tareas autónomas de manera
robusta. Esto motiva una exploración más profunda de los sistemas de localización
visual de vanguardia que cumplen con los requisitos antes mencionados.

2.2. SLAM probabilístico en tiempo real

SLAM ha sido un tema activo de investigación en robótica durante las últimas dé-
cadas, y el trabajo reciente se ha centrado cada vez más en el rendimiento en tiempo
real de las aplicaciones. Debido al tamaño potencialmente ilimitado del mapa que
crece con respecto al tiempo y el espacio explorado, realizar una optimización ideal
sobre todas las variables consideradas se vuelve rápidamente intratable. Por lo tanto,
se deben definir heurísticas para seleccionar solo las partes del mapa relevantes para
la optimización, mientras se mantiene el resultado lo más globalmente consistente
posible. Estos también se conocen comúnmente como algoritmos de complejidad en
tiempo constante.
A fines de los años 80, se comenzaban a introducir métodos probabilísticos en robóti-
ca y se realizaron trabajos fundamentales [37, 38] para establecer una base estadística
para razonar sobre la geometría del espacio en términos probabilísticos. En este con-
texto, las formulaciones iniciales de SLAM [39, 40, 41] se diseñaron para hacer frente
a la incertidumbre inherente en las mediciones de sensores en el mundo real, y, por lo
tanto, se definieron como problemas probabilísticos de optimización. Estos enfoques
iniciales se basaron en filtros probabilísticos, principalmente el Filtro de Kalman
Extendido (EKF) donde el estado (también denominado mapa) está formado por la
pose actual del robot y las posiciones de todas las marcas de referencia detectadas.
En cada paso, el estado se actualiza mediante la estimación de máxima verosimilitud
de un modelo probabilístico del estado incorporando las últimas observaciones. La
principal limitación de estos enfoques es la complejidad computacional relacionada
con la actualización de la matriz de varianza-covarianza del estado. Dado que las
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posiciones de marcas de referencia están altamente correlacionadas estas matrices
son potencialmente muy densas, y por lo tanto cuadráticas en el número de marcas
de referencia detectadas. Otro inconveniente es que las funciones de observación y
transición no lineales no se pueden volver a linealizar una vez incorporadas en el
filtro.
Smith y Cheeseman [37, 39] también fueron los primeros en razonar acerca de la
incertidumbre de las mediciones que modelan las relaciones espaciales entre objetos
en el espacio euclidiano. Estas incertidumbres surgen principalmente debido a las
limitaciones físicas de los sensores y las aproximaciones numéricas discretas. Especí-
ficamente, los modelos de incertidumbre probabilística se aplican al problema de la
navegación de robots en 2D y 3D utilizando estimaciones de marcas ruidosas a partir
de mediciones de sensores. El objetivo es poder razonar sobre la base de información
inexacta sobre las relaciones espaciales entre los objetos, a fin de reducir la incerti-
dumbre de la ubicación (tanto en la posición como en la orientación) en un grado
suficiente para lograr tareas particulares. Por un lado, se presenta el concepto de un
mapa relacional de poses de robot y otros objetos, como marcas de referencia, conec-
tados por una red de relaciones espaciales (inciertas). Por otro lado, dos operaciones
básicas de estimación se definen en esta estructura similar a un grafo que permiten
la estimación de la relación entre dos marcos de coordenadas, dada la transforma-
ción relativa incierta que las vincula. La primera operación, llamada composición,
permite que una cadena de transformaciones se contraiga (recursivamente) en una
sola. La transformación final compuesta debe mostrar una incertidumbre mayor que
la de cualquiera de sus componentes. La segunda operación, llamada fusión, combi-
na información de dos o más transformaciones entre el mismo par de objetos para
producir una única resultante, con una incertidumbre más baja que cualquiera de
las originales.
Casi una década después, FastSLAM [42, 43] introduce los filtros de partículas co-
mo herramienta para modelar procesos no lineales y distribuciones no gaussianas
en el contexto de SLAM, específicamente utilizando un filtro de partículas de Rao-
Blackwell. También fue pionero en la idea de abordar el problema SLAM desde un
punto de vista bayesiano, destacando las independencias condicionales entre las va-
riables. Esto permite condicionar las densidades de marcas del ambiente sobre toda
la trayectoria, lo que permite tratar las posiciones de las marcas como variables
independientes y estimarlas por separado con filtros EKF independientes. Al des-
componer el problema en un problema de localización de robot y otros problemas
paralelos de estimación de marcas independientes, la complejidad computacional se
reduce a lineal en el número de marcas de referencia y poses n, pudiendo lograr una
complejidad logarítmica al usar una estructura de datos adecuada. Sin embargo,
también depende linealmente del número de partículas k utilizadas para el filtro, lo
que produce un tiempo de ejecución de O (k log n).
Casi simultáneamente Thrun et. al [44, 45] también proponen utilizar el filtro de
información extendida (EIF), análogo al EKF pero utilizando una parametrización
gaussiana en forma de información [46]. La matriz de información (de Fisher), re-
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lacionada por su inversa a la matriz de covarianza tradicional, es bastante rala en
comparación a esta última. La desactivación (una heurística de marginalización de la
medición propuesta en este documento) cuidadosa de marcas de referencia distantes
explota aún más esta característica mediante la imposición de un límite constan-
te en el número de características activas consideradas por las actualizaciones de
medición. Por lo tanto, en cada actualización solo se necesita actualizar un número
constante de entradas relacionadas en la matriz de información para cada variable.

Motivado por los resultados recientes en fotogrametría [47], y el hecho de que el
filtrado fue demostrado inconsistente cuando es aplicado al problema inherentemente
no lineal de SLAM [48], Dellaert y Kaess [16] están entre los primeros en sugerir
una solución de mínimos cuadrados para el problema completo de SLAM mediante
el uso del algoritmo de Bundle Adjustment (BA) para optimizar la trayectoria del
robot y las marcas de referencia del entorno simultáneamente. Esto es análogo a la
aplicación iterativa del paso de actualización de EKF varias veces, aunque se vuelven
a calcular los puntos de linealización hasta lograr la convergencia. Aunque se aplica
una heurística de dispersión para mejorar el rendimiento, el problema completo
es considerado para la optimización, lo que conlleva un aumento potencialmente
ilimitado en la complejidad. Sin embargo, la optimización de todo el problema,
también denominado Bundle Adjustment global (GBA), sigue siendo el estándar
contra el que se comparan todas las heurísticas derivadas para evaluar su desempeño.

Construyendo sobre la idea de Bundle Adjustment global, Mouragnon et al. [49] in-
troducen la noción de Bundle Adjustment local (LBA) en un esfuerzo por lograr un
rendimiento en tiempo real para la optimización del mapa. En ella solo un número
constante de los fotogramas clave más recientes son considerados en la optimización,
junto con todas las marcas de referencia proyectadas en las imágenes correspondien-
tes. Un conjunto constante de otros fotogramas clave adyacentes se mantiene fijo
dentro del optimizador para mantener restricciones fuertes sobre las marcas de re-
ferencia optimizadas. La incertidumbre de la posición actual se estima utilizando
la inversa de la matriz hessiana del problema. Esto representa aproximadamente
la covarianza de la distribución condicional sobre los parámetros excluídos, pero se
vuelve inconsistente en términos globales, lo que hace que la información sea inútil
para tareas como la asociación o planificación activa de datos.

Esto es señalado por Eudes y Lhuillier [50], quienes sostienen que el LBA original no
produce un estimador global consistente, ya que las covarianzas de los parámetros
de omisión se ignoran y solo se considera el ruido de medición local en cada paso.
Se propone un Estimador de Probabilidad Máxima (MLE) en tiempo real para las
poses optimizadas, aunque bajo el fuerte supuesto de independencia con respecto a
las características observadas. Esto se logra estimando las derivadas de la función de
minimización para calcular aproximaciones de primer orden de las incertidumbres de
la pose. El estimador para la covarianza propaga efectivamente el ruido acumulado
presente en las matrices de covarianza calculadas recursivamente de los fotogramas
clave fijos.
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Konolige [51] parece ser, a conocimiento del autor, el primero en explicar la reduc-
ción de la complejidad en SLAM en términos de marginalización probabilística. Al
tratar los elementos del problema (poses, marcas de referencia y mediciones) como
variables aleatorias condicionalmente independientes, la poda de variables puede mo-
delarse como marginalización sobre la distribución conjunta del problema de Bundle
Adjustment global. Esto produce una solución más consistente al problema de mi-
nimización en comparación con las heurísticas mencionadas anteriormente, que son
equivalentes al condicionamiento de variables. La marginalización se realiza a nivel
de la matriz de información utilizando el complemento de Schur para lograr una
reducción de variables. Además, se muestra que las soluciones más populares de
SLAM a esa fecha como EKF/EIF [44], CPE [52, 53] y FastSLAM [42] se pueden
pensar como casos particulares de marginalización sobre la distribución conjunta
original. Sin embargo, también se observa que estas operaciones inducen dependen-
cias probabilísticas entre variables condicionalmente independientes. Esto conlleva
una densificación del grafo de restricciones y, por extensión, también del problema
de optimización. En resumen, el número de variables en el problema se reduce, pe-
ro el número de restricciones crece, aunque la mayoría de los métodos se basan en
heurísticas de ralificación para mitigar este problema.

Usando la misma técnica de marginalización, Sibley et al. [54, 55, 56] proponen
un filtro basado en una ventana deslizante de tamaño fijo en el que las poses más
antiguas que quedan fuera de la ventana se marginalizan de una manera probabilís-
ticamente consistente, garantizando así la misma solución que el Bundle Adjustment
global (exceptuando errores de linealización), aunque en tiempo constante. En ca-
da paso se actualiza un sub-bloque (de tamaño fijo) de la matriz hessiana en cada
paso que modela las restricciones inducidas por las poses eliminadas sobre los datos
optimizados. En el contexto de aproximación y aterrizaje planetarios, donde no son
posibles los ciclos en la trayectoria, éste enfoque es ideal.

Eade [57] también describe la eliminación de nodos y la poda de aristas para un
grafo de SLAM como una forma de reducir la complejidad del problema original.
Como en esta presentación del problema todas las aristas entre nodos representan
esencialmente transformaciones inciertas en el espacio euclidiano, los nuevos valores
para las aristas resultantes de la marginalización se calculan al componer y prome-
diar las transformaciones de manera intuitiva. El algoritmo de marginalización se
establece al nivel del grafo de restricciones, introduciendo y actualizando las aristas
entre los nodos, que representan los parámetros del problema, en lugar de manipular
directamente la matriz de información del problema. Además, se propone una heu-
rística de esparsificación que mantiene constante el grado de cada nodo descartando
las mediciones con los residuos más bajos mientras no comprometan la conectividad
del grafo. Sin embargo, al seleccionar las mediciones descartadas de esta manera, se
introduce un sesgo en el sistema. Además, solo se presenta una solución de margina-
lización para las restricciones de rango completo entre las poses, dejando de lado la
marginalización de las restricciones del grafo que representan factores genéricos y de
rango potencialmente incompleto (por ejemplo, mediciones de marcas de referencia
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en una imagen).
Carlone et. al [58] presentan una novedosa heurística para aproximar la verdadera
matriz de información marginal de una ventana mediante la introducción arbitraria
de una serie de factores inteligentes entre las variables restantes. Estos factores tienen
una estructura arbitrariamente fija de información previa, y sus valores se optimizan
de manera que aproxime lo mejor posible a la verdadera matriz de información. No
obstante, la matriz de información original aún debe calcularse para calcular los
residuos de la función de optimización.
Recientemente, Keivan y Sibley [59] abandonan la estrategia de marginalización, ya
que densifica la matriz, arrastra errores de linealización y requiere una re-marginalización
global muy costosa durante los cierres de ciclos. Con el fin de condicionar las partes
inactivas del mapa, se propone una estrategia para seleccionar incrementalmente
los fotogramas clave que se optimizarán hasta que los residuos observados puedan
explicarse por las covarianzas locales computadas. Sin embargo, no se mantiene una
covarianza coherente a nivel global, y aunque el tamaño de la ventana no crece
más allá de un tamaño razonable en los experimentos presentados, no se puede dar
ninguna garantía al respecto en el caso general.
Kopitkov e Indelman [60] por otro lado, mientras siguen apostando a la margina-
lización de los parámetros dejados de lado con todos los problemas mencionados
anteriormente, proponen una novedosa estrategia de selección de ventanas que ma-
ximiza la ganancia de información. Aunque costoso de computar en la práctica, la
complejidad se puede lograr en tiempo constante.
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3 Preliminares

3.1. Convenciones de notación

Variables en negrita y minúscula (x) denotan vectores.

Variables en negrita y mayúscula (X) denotan matrices.

Variables sin negrita y en minúscula denotan escalares (x).

Variables sin negrita y en mayúscula denotan conjuntos (X).

Un superíndice por delante indica el marco de referencia de un objeto: Wx.

Una matriz de transformación se notará apropiadamente como B
AT y transfor-

ma vectores del marco de referenciaA al marco de referenciaB: Bx =
(
B
AT

)
Ax.

p (x) denota la función de densidad de probabilidad (PDF) de una variable
aleatoria (v.a.) x.

p (x|y) denota la PDF condicional de una v.a. x dada otra v.a. y.

x ∼ N (µ, σ2) denota una v.a. x que sigue una distribución normal (gaussiana)
con media µ y desvío estándar σ.

Análogamente x ∼ N (µ, Σ) denota una v.a. normal multivariada con media
µ ∈ Rn y matriz de varianza-covarianza Σ ∈ Rn×n, donde Σ siempre es
semidefinida positiva.

Dadas dos muestras aleatorias a, b ∈ Rn de la misma distribución con matriz
de varianza-covarianza C ∈ Rn×n , ‖a− b‖C denota la distancia de Mahala-
nobis entre a y b, que se define como

√
(a− b)>C−1 (a− b).

3.2. Distribución normal multivariada

Muchos de los modelos probabilísticos descritos en el documento actual general-
mente se basan en el supuesto de que las variables siguen una distribución normal
multivariada. Además, la partición de densidades multivariadas grandes será útil
para concentrarse de manera más eficiente en subconjuntos de variables particular-
mente interesantes. La forma más común de parametrizar una distribución normal
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es a través de la forma del momentos

N (x; µ, Σ) , 1
(2π)n/2

√
det Σ

exp
(
−1

2 (x− µ)>Σ−1 (x− µ)
)
, (3.1)

donde x denota una distribución normal multivariada de media µ ∈ Rn y matriz
de varianza-covarianza Σ ∈ Rn×n. Una parametrización alternativa está dada por la
forma natural o de información

N−1 (x; ν, Λ) ,
exp

(
−1

2ν
>Λ−1ν

)
(2π)n/2

√
det Λ−1 exp

(
−1

2x
>Λx+ x>ν

)
, (3.2)

donde ν ∈ Rn es llamado vector de información y Λ ∈ Rn×n la matriz de información
(de Fisher).

Por manipulación algebraica de ambas distribuciones, es fácil notar que

ν = Σ−1µ (3.3)

y

Λ = Σ−1. (3.4)

Ambas Λ y Σ son matrices simétricas semi-definidas positivas.

3.2.1. Normal multivariada particionada

Dada una variable aleatoria x que sigue una distribución normal multivariada x ∼
N (µ, Σ), puede ser particionada sin pérdida de generalidad como x =

[
xa xb

]
con

µ =
[
µa
µb

]
Σ =

[
Σaa Σab

ΣT
ab Σbb

]
(3.5)

o equivalentemente

ν =
[
νa
νb

]
Λ =

[
Λaa Λab

ΛT
ab Λbb

]
. (3.6)

Es fácil derivar la siguiente relación

Λaa = Σaa −ΣabΣ−1
bb ΣT

ab, (3.7)
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e donde se deducen los siguientes teoremas:

Teorema 3.1 (Marginalización). La distribución marginal de xa está dada por

xa ∼ N (µa, Σaa) (3.8)

o alternativamente

xa ∼ N−1
(
νa −ΛabΛ−1

bb νb, Λaa −ΛabΛ−1
bb Λ>ab

)
, (3.9)

donde Λaa − ΛabΛ−1
bb Λ>ab , también notado Λ/Λbb, se denomina el complemento de

Schur de Λbb en Λ.

Teorema 3.2 (Condicionamiento). La distribución condicional de xa dado un valor
fijo x∗b para xb está dada por

(xa|xb = x∗b) ∼ N
(
µa + ΣabΣ−1

bb (x∗b − µb) , Σaa −ΣabΣ−1
bb ΣT

ab

)
(3.10)

o alternativamente

(xa|xb = x∗b) ∼ N−1 (va −Λabvb, Λaa) . (3.11)

3.2.2. Log-verosimilitud

A veces resulta útil operar con expresiones más simples en lugar de funciones explíci-
tas de densidad normal, que aún conservan algunas propiedades requeridas. Uno de
estos casos se encuentra al realizar una optimización sobre los valores medios de la
distribución. Considere una función de densidad normal para una variable aleatoria
x ∼ N (µ, Σ)

p (x) = η exp
(
−1

2 ‖x− µ‖
2
Σ

)
(3.12)

donde η es una constante de normalización que no depende de µ. La log-verosimilitud
de x se define como

ln (p (x)) = ln (η)− 1
2 ‖x− µ‖

2
Σ . (3.13)

Dado que el término ln (η) no depende del valor de la media µ, puede ser ignorado
sin consecuencias sobre la optimización, y la expresión resultante

1
2 ‖x− µ‖

2
Σ (3.14)

se vuelve una función lineal sobre el parámetro µ.
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3.2.3. Intervalos de confianza

El modelado de intervalos de confianza para distribuciones normales multivariadas
será útil por dos razones: por un lado, se pueden usar en algoritmos de asociación
de datos para verificar si algunos datos dados son bien descritos por algún modelo
probabilístico hipotético, y por el otro se pueden usar para proporcionar representa-
ciones visuales intuitivas de las distribuciones estimadas para algunas de las variables
modeladas en el problema.

Dada una variable multivariada x que sigue una distribución normal x ∼ N (µ, Σ)
con µ ∈ Rk y Σ ∈ Rk×k. La expresión

‖x− µ‖2
Σ−1 = (x− µ)T Σ−1 (x− µ) (3.15)

sigue una distribución chi-cuadrado con k grados de libertad [61], denotada χ2
k.

Esto permite [62] definir un umbral χ2
k,α para un intervalo de confianza arbitrario

tomando la inversa de la distribución acumulada de χ2
k hasta el nivel de significancia

α (0 ≤ α < 1) deseado, a veces llamado compuerta de validación. Una muestra x̌
de x es marcada como un valor atípico si

χ2
k,α < ‖x̌− µ‖

2
Σ . (3.16)

La probabilidad de que esto sea un falso negativo es de 1 − α. Los valores corres-
pondientes para χ2

k,α para valores habituales se pueden encontrar en libros de texto
de estadística. Valores habituales para α suelen ser 0,95 o 0,99.

Además, la ecuación general para puntos a dentro de un elipsoide centrado alrededor
de un punto v es

(a− v)T A (a− v) ≤ s (3.17)

siendo A una matriz positiva-definida y s un parámetro de escala para el volumen.
Por analogía con 3.16, queda claro que los intervalos de confianza para distribucio-
nes normales multivariadas de tamaño k pueden representarse con elipsoides en el
espacio k-dimensional. Por lo tanto, los intervalos de confianza para una distribu-
ción normal multivariada se pueden visualizar como un elipsoide parametrizado de
la siguiente manera

(x− µ)T Σ−1 (x− µ) ≤ χ2
k,α (3.18)

donde cualquier punto dentro de dicho elipsoide cae dentro del intervalo de confianza
elegido para la distribución.
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3.3. Propagación de la incertidumbre

Las muestras de variables que modelan mediciones físicas del mundo real están des-
tinadas a sufrir cierto grado de incertidumbre debido a limitaciones en los sensores.
Suponiendo que la variable sigue una cierta distribución estadística, estos errores se
pueden modelar y cuantificar en términos del desvío estándar. Además, si se apli-
caran funciones sobre estas variables aleatorias, puede resultar interesante propagar
esta incertidumbre al resultado a través de las mismas.
Sea f : Rn → Rm, f = Ax+ b una función lineal de una variable aleatoria multiva-
riada x con matriz de varianza-covarianza Σx ∈ Rn×n. Luego la matriz de varianza-
covarianza Σf está dada por

Σf = AΣxA
T . (3.19)

Si f fuese una función no-lineal de x, hay pocos casos en los que es posible derivar
una fórmula exacta para la propagación de incertidumbre. Por lo tanto es común
emplear una aproximación por serie de Taylor de primer orden

f ≈ f0 + Jx, (3.20)

donde J es la derivada de primer orden de f con respecto a x, usualmente referida
como la matriz Jacobiana de f . Como esta ecuación es lineal y f0 constante, por lo
cuál no contribuye al error, la propagación puede ser aproximada por

Σf ≈ JΣxJ
T . (3.21)

Es importante tener en cuenta que la propagación a través de funciones no lineales
de esta manera produce estimadores sesgados para la covarianza. La extensión de
este sesgo depende del grado de no linealidad de la función.

3.4. Transformaciones inciertas

Muchas de las operaciones involucradas en el contexto de SLAM continuamente
hacen uso de transformaciones de coordenadas y vectores en el espacio euclidiano
3D de un marco de referencia a otro. Al considerar un enfoque probabilístico, la
mayoría de estos vectores y marcos de referencia modelan poses inciertas de robots,
marcas de referencia del ambiente o sensores, por lo que las transformaciones invo-
lucradas conllevan un cierto grado de incertidumbre. Esta incertidumbre se puede
propagar a los objetos transformados, proporcionando información útil que puede
ser explotada por otros algoritmos espaciales (por ejemplo, filtros de fusión, asocia-
ción activa, marginalización basada en información, detección y corrección de ciclos,
etc.). Se presenta a continuación una parametrización de dichos objetos y el álgebra
correspondiente que permitirá un diseño simple y altamente cohesivo.
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3.4.1. Parametrización de transformaciones rígidas

El conjunto de transformaciones rígidas que pueden ser realizadas en un espacio
euclídeo n-dimensional forman un grupo algebráico denominado el Grupo Euclídeo
Especial (SE (n)). El número de grados de libertad de los objetos pertenecientes al
grupo es n (n+ 1) /2, done n pueden ser atribuídos al subgrupo de simetría trasla-
cional, notado T (n), y los restantes n (n−1) /2 al subgrupo de simetría rotacional,
representado por el grupo especial ortogonal SO (3). Para SE (3), el conjunto de
transformaciones rígidas en el espacio tridimensional, esto equivale a 6 grados de
libertad: 3 para las traslaciones y 3 para las rotaciones. Ambos SO (3) y SE (3)
también son conocidos por formar grupos de Lie compactos de dimensiones 3 y 6
respectivamente.

Cada grupo de Lie tiene asociada un álgebra de Lie, que se define como el espacio de
vector tangente alrededor del elemento de identidad del grupo. La importancia de
un álgebra de Lie reside en que proporciona un espacio óptimo para representar los
elementos del grupo, ya que el número de dimensiones del espacio vectorial coincide
con el número de grados de libertad de los elementos del grupo. Además, se puede
definir una relación que asigne elementos de un espacio a su representación análoga
en el otro. Esto permite que los cálculos fáciles y lineales en el espacio del grupo de Lie
se transformen a su representación óptima en el espacio tangente. Además, la matriz
adjunta transforma linealmente los elementos en el espacio del álgebra de Lie de un
marco de referencia a otro, lo que resulta útil cuando se opera con transformaciones
inciertas. Las álgebras de Lie para los grupos SO (3) y SE (3) serán llamados so (3)
y se (3) respectivamente.

El grupo SE (3) puede ser representado por transformaciones lineales sobre vectores
homogéneos en 4D(

R t
0 1

)
∈ SE (3) (3.22)

donde R ∈ SO (3) y t ∈ R3. Por otro lado, el álgebra de Lie se (3) puede ser
parametrizada como

µ =
(
u ω

)T
∈ se (3) (3.23)

donde u ∈ y ω ∈ se (3).

El mapa exponencial exp : se (3)→ SE (3) es la operación que convierte a una matriz
antisimétrica en el espacio de álgebra de Lie a su matriz de rotación correspondiente
en el espacio de grupos de Lie. Análogamente, el mapa logarítmico ln : SE (3) →
se (3) representa a la operación inversa. La matriz adjunta AdjC de C ∈ SE (3)
satisface

C · exp (µ) = exp (AdjC · µ) · C (3.24)
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3.4.2. Incertidumbre en el espacio euclídeo tridimensional

Las incertidumbres para coordenadas, vectores y transformaciones se modelarán si-
guiendo una distribuciones normales en todos los casos. Para coordenadas y vectores,
la incertidumbre asociada se representa mediante una matriz de varianza-covarianza
en el espacio R3×3. Para las transformaciones, las matrices análogas se represen-
tarán en se (3), produciendo una matriz de varianza-covarianza en R6×6. Además,
la operación de transformación sobre grupos de Lie debe extenderse para agregar
correctamente las incertidumbres involucradas en el proceso.

3.4.2.1. Transformando un vector

Dado un punto incierto en el espacio euclidiano tridimensional con distribución
N
(
AX, AΣX

)
y una transformación incierta en el mismo espacio con distribución

N
(
B
AT ,

B
AΣ

)
. El punto puede ser transformado al marco de referencia B con distri-

bución resultante N
(
BX, BΣX

)
donde

Bx = B
AR · Ax+ B

At (3.25)
BΣX =

(
BX�

)
· BAΣ ·

(
BX�

)T
+ B

AR · AΣX · BART (3.26)

donde B
AT =

[
B
AR

B
At

]
y el operador � está definido como en [63]

x� =
[
I3 −x∧

]
(3.27)

donde x∧ se define como la matriz simétrica oblicua que representa al producto
cruzado x

y
z


∧

=

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 . (3.28)

3.4.2.2. Concatenando transformaciones

Dadas dos transformaciones inciertas con distribucionesN
(
B
AT ,

B
AΣ

)
yN

(
C
BT ,

C
BΣ

)
,

la composición N
(
C
AT ,

C
AΣ

)
puede computarse como

C
AT = C

BT · BAT (3.29)
C
AΣ = B

AΣ + Adj
(
B
AT

)
· CBΣ · Adj

(
B
AT

)T
(3.30)
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3.4.2.3. Transformación inversa

Dada una transformación incierta con distribución N
(
B
AT ,

B
AΣ

)
, su transformación

inversa está dada por

A
BT =

[
RT −RT t

]
(3.31)

A
BΣ = Adj

(
A
BT

)
B
AΣAdj

(
A
BT

)T
(3.32)

Para mayor referencia sobre el tema, el lector es referido a [64] y [63]. En la prácti-
ca, los elementos y las operaciones sobre transformaciones rígidas inciertas en este
trabajo se implementan extendiendo la biblioteca [65] para operar con relaciones
inciertas bajo la asunción de un modelo de incertidumbre gaussiano.

3.5. Métricas de error en SLAM

Ha sido el consenso durante algún tiempo [66, 67] que juzgar el desempeño de los
algoritmos SLAM basándose únicamente en las mediciones de error de pose absolutas
tiene varios inconvenientes. La localización en SLAM se realiza en relación a un
mapa computado incrementalmente, y diferentes mapas pueden producir diferentes
geometrías o sesgos, incluso cuando se ejecuta el mismo algoritmo SLAM sobre
diferentes conjuntos de datos. Dependiendo de la aplicación, estas diferencias pueden
no ser relevantes siempre que las estimaciones sean coherentes a nivel local, lo que
puede ser cierto a pesar de un error de pose absoluto elevado. Para hacer frente a
este problema, generalmente se emplea otra métrica [66, 67] específicamente diseñada
para evaluar el rendimiento de los sistemas SLAM.
La métrica de la raíz del error medio cuadrado (RMSE) para una secuencia de poses
estimadas x1 . . .xm y correspondientes verdades de terreno x∗1 . . .x∗m se define como

εabs =
√√√√ 1
m

m∑
k=1

(xk 	 x∗k)
2 (3.33)

donde 	 es la inversa del operador de composición de transformaciones estándar ⊕
[39]. Si hubiese información de incertidumbre disponible, también se la puede tener
en cuenta [68] como

εabs =
√√√√ 1
m

m∑
k=1

(xk 	 x∗k)
T Σ−1

k (xk 	 x∗k) (3.34)

donde Σk representa la matriz de covarianza marginal para la pose xk. Es impor-
tante tener en cuenta que han de estar disponibles poses de referencia sincronizadas
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temporalmente con las estimaciones de SLAM. Este no suele ser el caso, ya que
los sistemas de medición de verdades de terreno generalmente dependen de equipos
externos que capturan estimaciones de pose en momentos diferentes y a una veloci-
dad diferente que el algoritmo SLAM. Sin embargo, las verdades de terreno pueden
interpolarse para que coincidan con las marcas de tiempo requeridas.

Como se mencionó anteriormente, se ha afirmado que estas métricas absolutas son
subóptimas [66] para comparar los resultados de algoritmos SLAM. Los mismos
autores proponen una nueva métrica que considera la energía de deformación que se
necesita para transferir la estimación a la verdad de terreno. Sea δi,j = xj 	 xi la
diferencia (o movimiento) entre dos poses de la misma secuencia, y δ∗i,j = x∗j 	x∗i la
cantidad análoga para la verdad del terreno correspondiente. El error relativo entre
los marcos i y j se puede definir como δi,j 	 δ∗i,j, y la métrica como

εrel =
√√√√ 1
m

∑
i, j

(
trans

(
δi,j 	 δ∗i,j

)
+ rot

(
δi,j 	 δ∗i,j

))
(3.35)

para un conjunto de poses apareadas {(xi, xj)}, donde

trans
([
R t

])
= ‖t‖2 (3.36)

es el largo de la distancia lineal recorrida

rot
([
R t

])
= arc cos

(
tr (R)− 1

2

)
(3.37)

es la cantidad de rotación angular. La métrica original se modificó tomando la raíz
cuadrada, lo que ayuda a interpretar los resultados numéricos, ya que las unidades de
medida son las mismas que para los datos. Estas ecuaciones dejan intencionalmente
abierta la elección de qué desplazamientos relativos δi,j se incluyen en la métrica,
ya que, según lo discutido por los autores originales, diferentes opciones destacarán
diferentes propiedades de los datos. Esta métrica, promediada en diferentes tamaños
de distancia lineal para las poses apareadas xi y xj es la métrica principal utilizada
para clasificar los algoritmos de SLAM en el popular benchmark de datos de KITTI.
[67].

El trabajo actual toma prestada la idea de error relativo, aunque con algunas mo-
dificaciones. Por un lado, los errores de traslación y rotación se presentarán por
separado, ya que son completamente diferentes en naturaleza y tienen diferentes
fuentes de error. Por otro lado, aunque el valor de la raíz cuadrática media para
ambas cantidades puede ser útil para clasificar los algoritmos entre sí, se fomentará
una comparación más cualitativa de los datos al proporcionar gráficos estadísticos
como diagramas de caja, que destacan más propiedades de los datos, p.e. errores mí-
nimos y máximos. Para resaltar la consistencia local del algoritmo [66], se elegirán
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pares de poses espacialmente cercanas, específicamente de fotogramas consecutivos,
para calcular las diferencias. Los errores relativos de traslación y rotación de una
trayectoria, por lo tanto, se calculan como

εtrans =
{
trans

(
δk,k+1 	 δ∗k,k+1

)}
(3.38)

y

εrot =
{
rot

(
δk,k+1 	 δ∗k,k+1

)}
(3.39)

respectivamente.
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4 Modelos de incertidumbre en
VSLAM

no podemos esperar recuperar el verdadero
estado del mundo

— Dellaert y Kaess

Es un hecho ampliamente aceptado que tanto la detección como la interacción con el
mundo real a través de medios físicos inevitablemente conlleva errores con diversos
grados de incertidumbre. Estos errores pueden ser producto de varios factores. Ge-
neralmente los entornos son altamente impredecibles, ya que su dinámica completa
no puede ser modelada completamente. Los sensores y actuadores, a su vez, están
sujetos a limitaciones mecánicas y están contaminados por ruido, así como propen-
sos a la degradación y el mal funcionamiento. Además, los datos se representan y
manipulan en programas de software que utilizan representaciones discretas, aunque
las fuentes de información podrían ser continuas.

En un mundo donde a los robots se les asignan tareas cada vez más críticas, es
conveniente, si no necesario, estimar la incertidumbre con la mayor precisión posible
para poder emitir respuestas lo suficientemente robustas y tomar decisiones que
no comprometan la seguridad o los recursos en juego. Además, la incertidumbre
también puede usarse como una herramienta para optimizar los recursos disponibles,
como es el caso del uso de la asociación activa para reducir el área en la que se
puede encontrar una característica local de imagen correspondiente a una marca
del ambiente, o incluso usarla como una métrica para realizar un SLAM activo que
mantenga al robot lo mejor localizado posible durante la ejecución de una tarea.

Por lo tanto, es una propiedad deseable de cualquier sistema de SLAM proporcionar,
además de la localización del robot y el mapa de su entorno, el grado de incerti-
dumbre que se puede esperar de los datos proporcionados. El consenso general en la
literatura contemporánea [1, 69, 70] es tratar el mundo físico en términos de modelos
probabilísticos, es decir, cada propiedad física sobre el mundo real debe modelarse
como una variable aleatoria que sigue una cierta distribución probabilística. En el
contexto de SLAM basado en características, estas distribuciones de probabilidad
corresponden principalmente a la pose del robot y de las marcas de referencia del
ambiente, así como a las medidas tomadas por los sensores involucrados, p.e. cá-
maras, codificadores, IMU’s. Por supuesto, esto implica manipular e interpretar los
datos de una manera probabilísticamente consistente.
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4.1. Planteamiento del problema

El problema de Visual SLAM considerado en el presente trabajo se compone de,
aunque no se limita a, los siguientes objetos:

Un conjunto de poses de cámaras {x0 . . .xm}, donde xj ∈ SE (3).
Un conjunto de posiciones de marcas de referencia del ambiente {l0 . . . ln}, que
se consideran estáticas, donde li ∈ R3.
Un conjunto de mediciones {zi,j}, donde zi,j representa la posición en la ima-
gen de la característica que representa a la marca li al ser observada por la
cámara con pose xj.
Un conjunto de vectores de control {uj} que impulsa el modelo de proceso
entre estados, p.e. mediciones de velocidad.

Dado que las únicas cantidades observables del sistema {zj,i} y {uj} son intrínseca-
mente inexactas, principalmente debido a aproximaciones y dinámicas sin modelar,
todos los elementos enumerados se tratan como variables aleatorias para tener en
cuenta las incertidumbres asociadas. Además, se hará un supuesto fuerte (pero co-
mún) al afirmar que todos siguen una distribución gaussiana. Esto puede no ser muy
preciso en el caso general [63] pero simplifica enormemente la fórmula cerrada de las
densidades de probabilidad y las operaciones realizadas entre ellas.
Dichos objetos también están relacionados por las siguientes restricciones, que tam-
bién suelen ser [39] modeladas convenientemente como procesos (potencialmente)
no lineales corrompidos por ruido gaussiano:

la función de transición o modelo de proceso

xj = f (xj−1, uj) +wj (4.1)

la función de observación

zi,j = h (li, xj) + vi,j (4.2)

donde vi,j ∼ N (0, Ri,j) y wj ∼ N
(
0, Qj

)
denotan ruido gaussiano de media cero

para los procesos de observación y transición respectivamente. De estas ecuaciones
se deducen los siguientes modelos para las densidades condicionales asociadas:

(xj|xj−1, uj) ∼ N
(
f (xj−1, uj) , Qj

)
(4.3)

(zi,j|li, xj) ∼ N (h (li, xj) , Ri,j) . (4.4)

La Figura 4.1 representa una instancia simple de un problema de SLAM de esta
índole.
Estos modelos estocásticos se utilizarán para inferir el estado del robot y sus alrede-
dores a partir de los datos recopilados por los sensores. En términos probabilísticos,
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Figura 4.1: Representación espacial de un problema simple de SLAM. Los triángu-
los indican poses de robot que están relacionadas por restricciones de movimiento
relativas. Las estrellas indican marcas de referencia del ambiente que están rela-
cionados con poses través de mediciones de sensores, p.e. características de imagen
o escaneos láser.

el problema de inferencia SLAM completo se puede definir como la estimación de la
distribución de probabilidad de las variables desconocidas X = {x0 . . .xm, l0 . . . ln}
a partir de las variables observadas Z = {zj,i} ∪ {uj}. El estimador más común de
este tipo es el estimador máximo a posteriori (MAP)

X̂MAP = arg max
X

p (X|Z) . (4.5)

llamado así porque maximiza la densidad posterior p (X|Z) del estado X dadas las
observaciones disponibles Z. Para calcular dicha optimización, se debe encontrar una
fórmula cerrada para la función de costo dada p (X|Z), lo cuál a primera vista no
parece sencillo. Como se verá a continuación, el uso demodelos gráficos probabilísticos
puede ayudar a definirla en términos de factores mas simples y de forma conocida.

4.2. Modelos gráficos

Los modelos gráficos probabilísticos [71] son una familia de representaciones gráficas
diagramáticas de distribuciones de probabilidad. Esto se logra típicamente por me-
dio de grafos, donde los nodos representan variables aleatorias y las aristas codifican
relaciones probabilísticas entre ellas. Cuando se trata de distribuciones complica-
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das de muchas dimensiones, estos diagramas proporcionan abstracciones poderosas
que pueden resaltar la estructura subyacente y las propiedades condicionales de un
modelo probabilístico. Además, muestran formas en las que la distribución de pro-
babilidad conjunta de las variables puede ser factorizada en un producto de factores
más pequeños de dimensionalidad reducida.

Existe una rica tradición de usar modelos gráficos para representar problemas de
SLAM. A continuación se presenta un breve resumen de los más comunes. Para una
discusión más amplia del tema, refiérase a [72].

4.2.1. Redes Bayesianas

Estos son probablemente los modelos gráficos más intuitivos típicamente asociados
con el problema de SLAM. Una red bayesiana, también llamada red de creencias,
es un grafo acíclico dirigido (DAG) donde los nodos representan variables aleatorias
y las aristas representan relaciones causales directas entre ellas. La red es una re-
presentación gráfica de la densidad de probabilidad conjunta de todas las variables
representadas.

Estas variables pueden dividirse además en observables, cuando es posible tomar
muestras directas de la distribución modelada, o latentes (también llamadas ocultas),
que modelan el proceso de generación subyacente de las primeras. En otras palabras,
el modelo captura el proceso causal por el cual las variables latentes generan los datos
observados.

Como la ausencia de aristas entre dos variables codifica una independencia condi-
cional entre ellas, la distribución de probabilidad conjunta p (θ1 . . . θn) representada
por una red bayesiana puede factorizarse como

p (θ1 . . . θn) =
n∏
i=1

p (θi|padres de θi) , (4.6)

donde los padres de θi se definen como todos los nodos que tienen aristas directas
en dirección a θi.

Un propósito común de estas redes es facilitar la formulación de la inferencia ba-
yesiana, es decir, inferir las causas desconocidas de un modelo a partir de observar
sus efectos. Por definición de probabilidad condicional, el problema de inferencia de
SLAM presentado en la ecuación 4.5 se puede reformular como

X̂MAP = arg max
X

p (X|Z) = arg max
X

p (X, Z)
p (Z) . (4.7)

Dado que el factor de normalización p (Z) no depende de los parámetrosX, se vuelve
irrelevante para la optimización y se puede descartar de forma segura, dando como
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resultado

X̂MAP = arg max
X

p (X|Z) = arg max
X

p (X, Z) . (4.8)

Esta formulación es mucho más conveniente que la declaración original, ya que
se puede derivar una forma factorizada más simple para la probabilidad conjun-
ta p (X, Z) siguiendo la ecuación 4.6.
Tómese como ejemplo el pequeño problema de SLAM descrito en la Figura 4.1. La
Figura 4.2 muestra la red bayesiana correspondiente. Esto permite que la densidad
de probabilidad resultante del modelo pueda ser factorizada como

p ({xj} ∪ {li} ∪ {zij} ∪ {uj}) = p (x2|x1,u2) p (x1|x0,u1) p (x0)
× p (z00|x0, l0) p (z01|x1, l0) p (z10|x0, l1) p (z11|x1, l1) p (z22|x2, l2) . (4.9)

x0

z0,0 z1,0 z0,1

x1

u1

z1,1 z2,2

x2

u2

l0 l1 l2

Figura 4.2: El problema de Visual SLAM en la Figura 4.1 representado como una
Red Bayesiana. Los nodos blancos representan variables observables y los grises,
latentes. Las medidas zi,j indican una observación de la marca de referencia li
desde una pose xj. Las líneas de puntos indican las restricciones relacionadas
con el modelo de proceso (ecuación 4.1) y las líneas aquellas relacionadas con la
función de observación (ecuación 4.2).

Debido a la disposición típica de los elementos en el problema de SLAM, se pueden
identificar fácilmente dos grupos distintos de factores:

Una Cadena de Markov p (xm|xm−1,um) . . . p (x1|x0,u1) p (x0) que sigue la
trayectoria del robot.
Un conjunto de densidades condicionales p (zij|xj, li) resultado de las medi-
ciones de marcas de referencia del ambiente realizadas por un sensor del robot
en diferentes poses durante la trayectoria.

Todas las densidades que aparecen en la probabilidad conjunta factorizada para el
problema SLAM son instancias de las densidades normales modeladas explícitamente
en las ecuaciones 4.3 y 4.4. Por lo tanto, se puede dar una fórmula cerrada para la
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función de costo p (X, Z) que se puede usar para calcular una solución al problema
de optimización requerido.
Sin embargo, se pueden aplicar manipulaciones adicionales a las funciones de den-
sidad para simplificar el problema de optimización. Como consecuencia, la función
de costo relacionada dejará de ser un producto de densidades probabilísticas. Esto,
junto al hecho de que las redes bayesianas no suelen distinguir muy bien entre los
parámetros del modelo y las observaciones dadas , motiva la introducción de un
segundo lenguaje de modelado gráfico: el grafo de factores.

4.2.2. Grafos de factores

Los grafos de factores se pueden considerar como una generalización de las redes
bayesianas y otros modelos gráficos probabilísticos, donde la función representada
no es necesariamente una densidad probabilística: se pueden usar para especificar
cualquier función factorizada sobre un conjunto de variables. Un grafo de factores
se puede definir como un grafo bipartito con variables y factores. A su vez, un
factor puede ser cualquier tipo de función definida entre las variables directamente
adyacentes. Sea X el conjunto de variables en el grafo y {fk} el conjunto de factores.
El grafo de factores describe la función

f (X) =
∏
k

fk (Xk) , (4.10)

donde Xk denota el conjunto de variables adyacentes al factor fk.

4.2.2.1. Conversión a partir de redes bayesianas

Aunque las redes bayesianas son una gran herramienta para modelar el problema de
SLAM y sus dependencias causales, los grafos de factores permiten representaciones
más compactas y son más representativos del problema de inferencia asociado al
grafo. Además, los algoritmos que realizan acciones interesantes como la inferencia
y la marginalización de variables son más simples de definir sobre grafos de factores,
a pesar de haber sido diseñados originalmente sobre redes bayesianas.
Cualquier red bayesiana puede traducirse fácilmente en un grafo de factores. Dada
una red bayesiana BN y un grafo de factores vacío FG. Por cada nodo latente en
BN se crea un nodo variable en FG. Por cada nodo con aristas entrantes en BN ,
se define un nodo factor con un valor correspondiente a la función de densidad de
probabilidad condicional asociada y se conecta a las variables que tenían aristas
directas hacia el nodo factorizado. Si el nodo factorizado era una variable latente,
también se conecta a sí misma.
Tómese el ejemplo del problema de SLAM representado en la Figura 4.1 y la repre-
sentación de red bayesiana correspondiente que se muestra en la Figura 4.2. Usando
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el algoritmo mencionado anteriormente, es sencillo calcular el grafo de factores aso-
ciados que se muestra en la Figura 4.3.

x0 x1 x2

l1l0 l2

Figura 4.3: El problema de Visual SLAM de la Figura 4.1 representado como un
grafo de factores. Para mayor claridad, las líneas de puntos indican las relaciones
relacionadas con el modelo de proceso y las líneas completas las relacionadas con
la función de observación.

Al condicionar los parámetros sobre el conjunto de mediciones observadas Z, si-
guiendo la ecuación 4.10, la factorización definida por el grafo de factores produce

p (X|Z) = f1 (x2, x1) f2 (x1, x0) f3 (x0)
× f4 (x0, l0) f5 (x0, l1) f6 (x1, l0) f7 (x1, l1) f8 (x2, l2) , (4.11)

donde los factores fk aún representan funciones de densidad de probabilidad. La
correspondencia con los factores proporcionados por la factorización sobre una red
bayesiana en la ecuación 4.9 debería ser fácil de notar.

4.3. Estimación de parámetros en SLAM

Al realizar la inferencia de mapa en problemas de SLAM para permitir el uso futuro
del mismo, es conveniente mantener el mapa construido lo más consistente posible
utilizando toda la información disponible, al mismo tiempo que se proporciona la
localización en tiempo real. Las versiones contemporáneas de SLAM generalmente
adoptan la arquitectura popularizada por PTAM [12], donde una tarea de front-end
se dedica al seguimiento en tiempo real y una tarea de back-end se ejecuta en un hilo
separado que optimiza porciones más grandes del mapa cuando se incorporan nue-
vas restricciones. Estas tareas serán referidas comúnmente como las operaciones de
seguimiento de pose y optimización de mapa respectivamente. Normalmente, ambas
tareas se logran mediante la optimización de la pose de la cámara y las posiciones
de las marcas de referencia minimizando los errores cuadrados de medición. Este
proceso es conocido como Bundle Adjustment [47].
Aunque la solución ideal para la optimización de mapa es optimizar las variables
latentes usando toda la información disponible en cada paso, se hace imposible
hacerlo en un tiempo de ejecución acotado si se espera que el mapa crezca de manera
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ilimitada. Por lo tanto, las aproximaciones deben realizarse seleccionando partes del
mapa de tamaño limitado para optimización y buenos momentos para realizarla.
Sin embargo, la solución ideal, también conocida como la solución batch, se presenta
a continuación como un punto de partida para inferir heurísticas mas eficientes y
también como un estándar para medir el rendimiento de dichos algoritmos.

4.3.1. Bundle Adjustment global

El problema Bundle Adjustment completo consiste en estimar el conjunto de poses
del sensor y marcas de referencia X = {xj} ∪ {li} dado el conjunto de las medidas
observadas Z = {zi,j}∪{uj}. Esencialmente pretende encontrar un buen estimador,
según algún criterio de optimalidad, para el conjunto de parámetros latentes X
relacionados entre sí a través de un conjunto de funciones de costo. Al considerar el
enfoque bayesiano, uno de estos estimadores es el MAP presentado en Sección 4.2.1.

En este contexto, se puede derivar una factorización de la red bayesiana de depen-
dencias causales asociadas al problema de Bundle Adjustment

X̂MAP = arg max
X

n∏
i=0

m∏
j=0

p (zi,j|li, xj)
m∏
j=1

p (xj|xj−1, uj)
n∏
i=0

p (li) p (x0) . (4.12)

Además, generalmente se asume un prior uniforme sobre las marcas de referencia
{li}, dando como resultado

X̂MAP = arg max
X

n∏
i=0

m∏
j=0

p (zi,j|li, xj)
m∏
j=1

p (xj|xj−1, uj) p (x0) . (4.13)

Si se asumiera el mismo prior uniforme sobre la pose origen del grafo, la solución
al problema de optimización no quedaría determinada de forma única: como todas
las relaciones en el sistema son relativas, cualquier estimación práctica del sistema
puede desplazarse en el espacio por la misma transformación de similaridad sin
afectar la función objetivo, generando el mismo grado de optimalidad y haciendo
que el problema sea no observable. Este problema se conoce comúnmente como gauge
freedom [47] y es resuelto considerando, sin pérdida de generalidad, la pose inicial
x0 como condicionada a un valor arbitrario x̌0, o equivalentemente con un prior
infinitamente preciso con media x̌0, también denominado origen del mapa. En la
práctica x̌0se toma generalmente como el origen del espacio euclidiano en el que se
representan todos los objetos. A partir de aquí se omitirá la mención explícita de
un prior sobre x0 para no entorpecer la legibilidad. La notación del parámetro X se
relajará para abarcar el valor fijo x0 y las variables realmente optimizadas X1:m

X̂MAP = arg max
X

n∏
i=0

m∏
j=0

p (zi,j|li, xj)
m∏
j=1

p (xj|xj−1, uj) . (4.14)
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La forma explícita de estos factores se conoce a partir de las ecuaciones 4.3 y 4.4.
Luego se puede calcular una solución paraX utilizando un algoritmo de optimización
numérica.

No es raro en la literatura de SLAM encontrar funciones objetivas similares para
el estimador X̂. En su planteo original [73] como un algoritmo de alineación de
fotogrametría, normalmente se usa un estimador de máxima verosimilitud (ML)
para encontrar el conjunto de parámetros X̂ML que maximiza la probabilidad de
observar las mediciones Z

X̂ML = arg max
X

p (Z|X) . (4.15)

Otros enfoques directamente instancian un posterior bayesiano

X̂ = arg max
X

p (Z|X) p (X) . (4.16)

Al manipular la definición de la densidad de probabilidad conjunta, se llega fácil-
mente a las siguientes equivalencias

p (X, Z) = p (Z|X) p (X) = p (X|Z) p (Z) , (4.17)

que dado que p (Z) no depende de X y que se supone un prior uniforme p (X) sobre
las variables latentes, implica que la maximización de cualquiera de las funciones
de densidad mencionadas anteriormente sobre X produce el mismo estimador óp-
timo como el anteriormente derivado X̂MAP . Es decir, en el contexto de Bundle
Adjustment, todos los estimadores presentados producen el mismo conjunto óptimo
de parámetros X̂.

4.3.1.1. Funciones de costo explícitas

Como se mencionó anteriormente, se deben proporcionar funciones de costo ex-
plícitas para el algoritmo de optimización de cuadrados mínimos no lineales para
permitirle recalcular los errores de medición en cada paso.

Reemplazando las densidades gaussianas asumidas en las ecuaciones 4.3 y 4.4 en la
ecuación 4.14 y tomando la probabilidad logarítmica negativa de los estimadores

X̂MAP = arg min
X

1
2

m∑
j=0

n∑
i=0
‖zi,j − h (li, xj)‖2

Ri,j

+ 1
2

m∑
j=1
‖xj − f (xj−1, uj)‖2

Qj
,

(4.18)

que expresa la función de costo para el problema de optimización en cuestión.
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Los términos se pueden reorganizar en forma de matriz apilándolos en vectores
columna, y sus pesos en matrices de bloques diagonales

εh =


z0,0 − h (l0, x0)

...
zn,m − h (ln, xm)

 W h = diag (R0,0 . . . Rn,m) (4.19)

εf =


x1 − f (x0, u1)

...
xm − f (xm−1, um)

 W f = diag (Q1 . . .Qm) . (4.20)

Uniendo todo nuevamente como ε =
[
ε>h , ε

>
f

]>
y W = diag (W h, W f ) se obtiene

la función de costo en forma matricial

X̂MAP = arg min
X

1
2ε

TW−1ε. (4.21)

Téngase en cuenta que no es necesario separar y agrupar los términos en la ecuación
4.18 para llegar a este resultado, sin embargo, presenta una noción intuitiva de la
independencia de los factores que pertenecen a diferentes fuentes de información y
cómo las familias de factores pueden ser fácilmente descartadas o incorporadas.

4.3.1.2. Resolviendo el problema canónico

Habiendo llegado a una representación factorizada y compacta para la función de
costo, el siguiente paso es buscar un algoritmo para calcular realmente una solución.
La mejor solución (en el sentido de cuadrados mínimos) para este conjunto de ecua-
ciones se puede encontrar usando las ecuaciones normalizadas para el algoritmo de
Levenberg-Marquardt [74](

JTW−1J
)
x̂ = JTW−1ε (x) , (4.22)

donde J se corresponde con el jacobiano de primer orden de la función optimizada

J = ∂ε

∂x
. (4.23)

El término Λ = JTW−1J también se llama matriz hessiana o matriz de información
del sistema. Es sabido que la matriz de información Λ de un problema de SLAM
es ampliamente esparsa, por lo cuál el cálculo del error de cuadrados mínimos se
puede acelerar significativamente realizando multiplicaciones entre bloques no nulos.
Sin embargo el problema de la estimación del estado completo se vuelve imposible
de tratar en el largo plazo porque escala con una complejidad de O (m3 +mn),
donde m es el número de poses estimadas y n el número de marcas de referencia
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observadas. Una forma de hacer frente a este problema es evitar la optimización de
parámetros (poses de cámaras y posiciones de marcas de referencia) que casi no se
verán afectados por los cambios ocurridos desde que se ejecutó la última optimiza-
ción. Surgen dos problemas principales que deben resolverse: cómo seleccionar esos
parámetros, que se tratará en Sección 5.1, y cómo ignorarlos sin perder demasiado
de la información que llevan, que se aborda en Sección 5.2.
El uso de un enfoque probabilístico para el problema de estimación de estado agrega
información valiosa, pero conlleva el costo de elegir los modelos de incertidumbre
adecuados para las variables y procesos aleatorios involucrados. Como se introdujo
en Sección 4.1, los elementos aleatorios son las pose de la cámara µj ∈ SE (3) a lo
largo del tiempo, las posiciones de las marcas de referencia X i ∈ R3 que conforman
el mapa, las posiciones de características de imagen zij ∈ R2 medidas en cada pose
de la cámara y los vectores de control, que en este caso particular es solo la velocidad
angular ωt ∈ se (3).

4.3.1.3. Distribución del posterior

Idealmente el propósito de realizar Bundle Adjustment es obtener un estimador
óptimo para la distribución p (X|Z). Como se indicó anteriormente, una opción
óptima para el valor medio es el estimador a posteriori X̂MAP que se puede calcular
en el contexto de SLAM (linealizado) realizando una optimización de cuadrados
mínimos. Suponiendo un posterior con distribución normal, resta por definir un
estimador para la covarianza o matriz de información de la misma.
Imitando el proceso utilizado para calcular la media óptima X∗ =

{
l∗i , x

∗
j

}
, las

funciones de costo se linealizan mediante una expansión de Taylor (de primer orden)
alrededor de X∗

f (xj, uj+1) ≈ f
(
x∗j , uj+1

)
+ ∂f

∂{xj}
|(xj−x∗

j ) (4.24)

h (li, xj) ≈ h
(
l∗i , x

∗
j

)
+ ∂h

∂{li, xj}
|(li−l∗i ,xj−x∗

j ) (4.25)

Luego las densidades asociadas en las ecuaciones 4.3 y 4.4 se pueden aproximar como

(xj+1|xj, uj+1) ∼ N
(
f
(
x∗j , uj+1

)
+ ∂f

∂{xj}
|x∗

j

(
xj − x∗j

)
, Qj

)
(4.26)

(zi,j|li, xj) ∼ N
(
h
(
l∗i , x

∗
j

)
+ ∂h

∂{li, xj}
|l∗i ,x∗

j

(
li − l∗i , xj − x∗j

)
, Ri,j

)
.

(4.27)

Apilando apropiadamente los términos se llega a

(Z|X) ∼ N
(
z∗ + J (x− x∗) , Λ−1

Z

)
(4.28)
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donde z∗ = h (x∗).

Por el teorema 3 de [46] la distribución de la probabilidad conjunta sobre todas las
variables pasa a ser

(X, Z) ∼ N
([

x∗

z∗

]
,

[
J>ΛZJ −J>ΛZ

−ΛZJ ΛZ

])
, (4.29)

y aplicando el teorema 2 de [46] se llega a

(X|Z) ∼ N
(
x∗,

[
J>ΛZJ

]−1
)
. (4.30)

Recordando la matriz hessiana H = J>ΛZJ involucrada en el método de optimiza-
ción de cuadrados mínimos (ecuación 4.21), se deduce que

(X|Z) ∼ N
(
x∗, H−1

)
. (4.31)

4.3.2. Seguimiento de pose

El proceso de seguimiento se puede considerar como un caso especial del algoritmo
de Bundle Adjustment presentado anteriormente. Por razones de eficiencia, solo
será posible optimizar la pose actual xn+1 con respecto al mapa existente {X; Z}.
El mapa se aumentará momentáneamente con la nueva pose y medidas tomando
Xm+1 = X ∪ {xm+1} y Zm+1 = Z ∪ {zi,m+1}. Por analogía con la sección anterior,
un buen estimador es de nuevo el que maximiza la distribución de probabilidad
resulta ser

x̂MAP
m+1 = arg max

xn+1
p (Xm+1|Zm+1) , (4.32)

que por manipulación análoga a la del capítulo anterior produce

x̂MAP
m+1 = arg max

xm+1
p (Zm+1|Xm+1) p (Xm+1) (4.33)

y puede ser factorizada como

x̂MAP
m+1 = arg max

xm+1

n∏
i=0

m+1∏
j=0

p (zi,j|li, xj)
m+1∏
j=1

p (xj|xj−1, uj)
n∏
i=0

p (li) p (x0) . (4.34)

Al eliminar todos los términos que no dependen del argumento xm+1, la función de
costo para el proceso de seguimiento se convierte en

x̂MAP
m+1 = arg max

xm+1

n∏
i=0

p (zi,m+1|li, xm+1) p (xm+1|xm, um+1) (4.35)
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para cada li medido por xm+1, donde de nuevo se conoce la forma cerrada para
todos los factores.
Particularmente en el caso del trabajo actual, el vector de control que impulsa el
modelo de proceso se tomará como las mediciones de velocidad angular preintegra-
das detectadas por una unidad de medición inercial desde el momento del último
fotograma clave xm. Se encontró que la velocidad lineal se comportaba de forma
bastante errática, por lo tanto cualquier intento de estimarla mediante un modelo
de movimiento suave (por ejemplo, una caída lineal) arrojó peores resultados que
simplemente estimarla como cero.
Luego cada medición inercial se puede representar mediante una transformación in-
cierta con desplazamiento lineal cero. La incertidumbre para cada medición se puede
estimar buscando la relación de ruido del sensor en la hoja de datos proporcionada
por el fabricante del sensor. Por lo general, este ruido se da como no correlacionado
e idéntico por eje. Por lo tanto, para una velocidad angular detectada ω ∈ R3 con
ruido de sensor η integrado en un paso de tiempo δt (la tasa de medición del sen-
sor), el modelo de proceso para la pose estimada se puede expresar en términos de
transformaciones euclidianas inciertas (Sección 3.4) como

f (xm, um+1) =
(
W
k−1T

) (
m
m+1T

)
(4.36)

donde
(
W
k−1T

)
es la transformación que representa la pose incierta de referencia xm

con respecto al marco de referencia del mapa, y
(
m
m+1T

)
representa la transformación

preintegrada estimada por las mediciones inerciales(
m
m+1T

)
∼ N

(
[ω · δt] , I3η · δt2

)
. (4.37)

Sin embargo, debido a la formulación compacta de la función de costo para la op-
timización, ya no es posible derivar un estimador para la covarianza marginal de
xm+1 de una manera análoga a la derivada para el caso de Bundle Adjustment. Por
lo tanto, se utiliza una propagación de primer orden según lo presentado por Eudes
y Lhuillier [50].

4.4. Covarianza inicial de un punto

La triangulación estéreo es el proceso mediante el cual dos proyecciones visuales
ǔL ∈ R2 y ǔR ∈ R2 que se detectan en las imágenes de la cámara izquierda y derecha
respectivamente, y que se supone corresponden a una misma marca de referencia
del ambiente, se pueden usar para reconstruir la posición W l de esta última en el
espacio. Las características de la imagen, como cualquier otra medida de sensor,
son propensas a errores de medición y conllevan un cierto grado de incertidumbre,
que debe propagarse a la estimación de la posición de la marca de referencia, por
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Figura 4.4: Triangulación estéreo de un punto 3D en imágenes rectificadas.

lo tanto la posición es modelada como una v.a. siguiendo una distribución normal
multivariada

W l ∼ N
([

Wx Wy W z
]T
, WΣl

)
. (4.38)

Cuando se trabaja con cámaras rectificadas, como en el caso del presente trabajo, las
matemáticas de la triangulación de características estéreo probabilísticas se vuelven
fácilmente manejables [75]. Dado que ambas mediciones se encuentran en el plano
epipolar , comparten la misma coordenada vertical. Sean ǔL =

[
uL v

]
y ǔR =[

uR v
]
características que observan observan una medición en la posición CX. La

medición se puede reescribir como ž =
[
uL v uR

]
. Analizando la Figura 4.4 se

derivan las siguientes relaciones:
Cx
Cz

= uL − cx
f

(4.39)
Cx− b
Cz

= uR − cx
f

(4.40)

y consecuentemente
Cz

f
=

Cx

uL − cx
=

Cx− b
uR − cx

. (4.41)

Luego la función de triangulación se puede definir como

f (ž) =


Cx
Cy
Cz

 =


(uL − cx) b

(uL−uR)
(v − cy) b

(uL−uR)
fb

(uL−uR)

 . (4.42)
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Dado que f es no lineal, la propagación de la covarianza se puede aproximar mediante
una linealización de primer orden

CΣX = JfΣzJ
>
f , (4.43)

donde Jf es la derivada de primer orden de f , es decir

∂f

∂ž
=
[

∂f
∂uL

∂f
∂v

∂f
∂uR

]
=

 b/d− b (uL − cx) /d2 0 b (uL − cx) /d2

−b (v − cy) /d2 b/d b (v − cy) /d2

−fb/d2 0 fb/d2

 , (4.44)

o en términos de la posición de la marca de referencia

∂f

∂ž
=
[

∂f
∂uL

∂f
∂v

∂f
∂uR

]
=

 b/d−C x/d 0 Cx/d
−Cy/d b/d Cy/d
−Cz/d 0 Cz/d

 , (4.45)

usando d para la disparidad d = (uL − uR). La incertidumbre de las coordenadas
de la imagen se puede tratar como no correlacionada con una variación de un píxel
tomando Σz = I.
Esto produce una estimación distribuida normalmente para la posición de las marcas
de referencia en las coordenadas de la cámara izquierda, pero en el marco actual debe
representarse globalmente en las coordenadas del mundo. Dado que se conoce la pose
incierta de la cámara del cuadro C en coordenadas del mundo, esto se puede lograr
aplicando una transformación incierta como se explica en la Sección 3.4, enfoque
adoptado también por Paton et al. [76].

4.5. Detección de valores atípicos

Otro modelo probabilístico empleado en el sistema actual es el de detectar valores
atípicos de medición. Es un problema conocido y recurrente que al establecer aso-
ciaciones entre características locales de imagen y marcas de referencia existentes
mediante comparaciones de descriptores, se pueden establecer correspondencias es-
purias que generan mediciones que no se corresponden con la realidad. Sin embargo,
el sistema se basa en el hecho de que estas coincidencias espurias son mucho menos
numerosas que las buenas, por lo que no obstaculizan la optimización para llegar a
una solución decente.
Intuitivamente, después de realizar una optimización exitosa, los errores de medición
asociados a cada una de las características espurias deben ser significativamente
mayores que los relacionados con las buenas mediciones. Esto se debe al hecho de
que la optimización reduce cuidadosamente la influencia de los residuos grandes
sobre los más pequeños mediante la aplicación de una función de costo robusta.
Sin embargo, es útil detectar estas coincidencias espurias para reducir el ruido de
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(a) Puntos triangulados con
covarianzas debido a las in-
certidumbres de sus medi-
ciones desde la perspectiva
de una cámara local.

(b) Los mismos puntos con co-
varianza aumentada con la
incertidumbre de la cámara
desde la perspectiva de una
cámara local.

(c) La misma configuración
vista desde la perspectiva
de un marco de referencia
global. Las covarias están
rotadas adecuadamente.

Figura 4.5: Cambio de referencia progresivo de la covarianza de una marca de
referencia del ambiente.

optimización en el futuro y ya que pueden estar insinuando parámetros que no están
lo suficientemente sólidos como para ser rastreados desde diferentes puntos de vista.
Por lo tanto, resulta útil examinar más de cerca las distribuciones de error de los
residuos de optimización y definir un umbral a partir del cual se puede sospechar
que una medición es un valor atípico. Esto se puede hacer considerando que las
mediciones de posición de marcas de referencia del ambiente tienen una distribución
de error gaussiana multivariada. Por lo tanto, cualquier proyección de marcas de
referencia que coincida con esa característica en particular, considerando que la
posición de la cámara y la posición de la marca de referencia se estiman con suficiente
certeza, debe estar dentro de un intervalo de confianza significativo de la función de
distribución de la característica.
Recordando la Sección 3.2.3 y la suposición mencionada anteriormente de que la
incertidumbre en las coordenadas de la imagen característica se modela como no
correlacionada con una varianza de un píxel, una medición se marca como un valor
atípico si después de la optimización la relación

χ2
k,α < r

Tr (4.46)

se mantiene, donde r ∈ Rk representa el vector de error medio. En el presente caso,
se utiliza un intervalo de confianza de α = 0,95 para rechazar valores atípicos para
mediciones monoculares (k = 2) y estéreo (k = 4), que arrojan valores de umbral
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de χ2
2, 0,95 = 5,991 y χ2

4, 0,95 = 9,488 respectivamente.
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5 Bundle Adjustment local en
tiempo constante

El capítulo anterior introduce el concepto de Bundle Adjustment y cómo se vuelve
esencial para mantener el mapa en un estado óptimo y consistente para su uso
futuro. También queda claro que realizar el Bundle Adjustment global (GBA) tiene
una complejidad computacional que escala con el tamaño potencialmente ilimitado
del mapa. Por lo tanto, cuando las aplicaciones objetivo deben responder en tiempo
real, como es el caso de la navegación autónoma en robots móviles, el costo de
computar la solución completa se vuelve prohibitivo a largo plazo.
El concepto de Bundle Adjustment local (LBA) [49] apunta a superar esta limita-
ción optimizando solo una ventana de tamaño fijo o una parte relevante del mapa,
típicamente relacionada con la vecindad de la pose actual. Se hace una fuerte supo-
sición al afirmar que las estimaciones de parámetros más antiguos han convergido,
o que no están lo suficientemente relacionadas con las mediciones recientemente in-
corporadas como para verse afectadas al considerarse estas últimas. Este enfoque
plantea dos cuestiones importantes que deben abordarse: cómo debe seleccionarse,
dada una restricción en el número de parámetros, la ventana local de manera que
capture la información más relevante, y qué se debe hacer con los datos que se han
omitido para mantener la consistencia global de los estimadores probabilísticos.
En este capítulo, se proponen dos estrategias para superar la complejidad ilimitada
de GBA al realizar la optimización solo en una parte relevante y de tamaño aco-
tada del mapa. Primero se introduce una estrategia de selección de ventana que
tiene como objetivo seleccionar las variables que comparten la mayor cantidad de
información con los datos recientemente incorporados. Posteriormente, se propone
un modelo para mantener la consistencia global del conjunto de variables estimadas
sin la necesidad de considerar la totalidad del mapa.
Se hará una suposición importante para simplificar el problema, al establecer que la
cantidad de marcas de referencia que son visibles desde un conjunto de fotogramas
clave en una región está delimitada por una constante. Esto es bastante razonable
teniendo en cuenta que la cantidad de características que pueden detectarse en una
imagen está limitada por el tamaño de la misma y, además, que los detectores de
características más comunes producen conjuntos de puntos bastante esparsos. Por
lo tanto, las políticas de ventana y sus complejidades asociadas se definirán solo
en términos del número de fotogramas clave involucrados, y se asumirá implícita-
mente que cada vez que se inserte un fotograma clave en una ventana, también se
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seleccionarán todas las marcas de referencia relacionadas.

5.1. Ventana local de parámetros

La rutina de optimización de mapa del sistema SLAM se encarga de refinar pe-
riódicamente el conjunto de variables estimadas a medida que se insertan nuevos
parámetros y restricciones en el mapa. Sin embargo, a medida que el mapa crece,
más y más variables sufrirán poco o ningún cambio significativo después de cada
una de estas optimizaciones. Específicamente, estos serán los parámetros que com-
parten poca información con los datos recientemente incorporados. Dado que las
operaciones de optimización son costosas y dependen en gran medida del número
de parámetros calculados, se vuelve deseable detectar las partes más afectadas del
mapa y optimizar solo este conjunto reducido de variables.

El problema de elegir una ventana de optimización se puede definir entonces como
una selección, dado un conjunto de fotogramas clave de consulta (que normalmente
corresponden a datos incorporados recientemente), el conjunto de variables y rela-
ciones que se verán significativamente afectadas por las nuevas restricciones durante
una (hipotética) optimización global. De manera intuitiva, estas serán las variables
que se encuentran en una vecindad espacial de los fotogramas clave de consulta.
Además el conjunto de estas variables debe poder ser seleccionado de manera tal
que no dependa del número total de variables en el mapa. Por este motivo, se imple-
menta aquí una estructura de datos personalizada similar a un grafo, comúnmente
conocida como grafo de co-visibilidad.

Un grafo de co-visibilidad se puede considerar como una aumentación del típico
grafo de mediciones de marcas del ambiente por poses de sensores, donde se agregan
restricciones entre las poses que codifican el peso de co-visibilidad, es decir, el número
de marcas de referencia detectados por ambas (ver Figura 5.1). Esto proporciona
una métrica razonable para el grado en que dos fotogramas clave están relacionados
entre sí en un mapa. Por lo tanto, se podría construir una ventana de optimización
seleccionando incrementalmente, a partir de los fotogramas clave de consulta, los
fotogramas clave con el mayor peso de co-visibilidad respecto de algún fotograma
clave que ya esté en la ventana, hasta llegar a un número límite de parámetros a
optimizar. Este es, de hecho, un enfoque común en la literatura de SLAM [3, 77], y
será el método de selección de ventana de elección en el trabajo actual.

Sin embargo, se debe tener cuidado al omitir los parámetros de la optimización que
mantienen restricciones directas a otros dentro de la ventana seleccionada. Dado que
estas restricciones quedarán excluidas de la optimización, algunos elementos dentro
de la ventana pueden dejarse más limitados de lo que serían si se considerara todo el
problema canónico. Por lo tanto, pueden divergir de la solución deseada, afectando
aún más las estimaciones de los elementos restantes en la ventana. También puede
surgir un caso extremo en el que dichos elementos se vuelvan insuficientemente
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P0
P1 P2
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x1 x2
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Figura 5.1: Una instancia de un problema simple de SLAM (izquierda) y el grafo
de co-visibilidad correspondiente (derecha).

restringidos, por lo que pueden quedar algunos parámetros (al menos parcialmente)
indeterminados.
Como se mencionó anteriormente, el método de selección de ventana propuesto en
el trabajo actual se enfoca exclusivamente en los fotogramas clave. Una vez que se
ha seleccionado un conjunto de fotogramas clave, todas las marcas de referencia
relacionadas con cada uno de esos fotogramas clave también se incorporan en la
ventana local. Sin embargo, algunos fotogramas clave relacionados con estas marcas
pueden haberse omitido. Por lo tanto, una parametrización completa de las mismas
puede verse comprometida, por ejemplo, seleccionando una marca de referencia (3
grados de libertad) que solo está relacionada por una medición monocular (2 grados
de libertad) a un determinado fotograma clave, a pesar de que existían mediciones
adicionales de los fotogramas clave como parte de la solución canónica. En la prác-
tica, estos casos se pueden detectar fácilmente y se dejan fuera de la ventana de
optimización, y dado que los casos son raros y las poses de fotogramas clave suelen
estar muy sobreparametrizadas, es raro, aunque no imposible, que un fotograma
clave quede (al menos parcialmente) indeterminado. En la práctica, como medida
de seguridad, este caso se verifica pero no se tiene en cuenta una solución.

5.2. Eliminación de parámetros

El estimador máximo a posteriori para el problema de Bundle Adjustment presenta-
do en Sección 4.3 se vuelve imposible de computar a largo plazo a medida que crece
el número de poses y marcas de referencia del mapa. Por lo tanto, resulta convenien-
te encontrar una manera de eliminar los parámetros del problema de optimización
original sin perder demasiada información. Una vez que se ha seleccionado un con-

47



Capítulo 5 Bundle Adjustment local en tiempo constante

junto de fotogramas clave para la optimización, se debe tener cuidado en cuanto a
cómo se manejan los parámetros omitidos para preservar la consistencia probabilís-
tica con respecto a la solución canónica. Desde un punto de vista probabilístico, se
pueden mencionar dos enfoques estándar para la eliminación de parámetros: condi-
cionamiento y marginalización.

Figura 5.2: Parte de una red bayesiana que representa una densidad conjunta.
Las variables dentro del área punteada representan la ventana de optimización
seleccionada. Por simplicidad, solo se representan las variables latentes, mientras
que las variables observadas están modeladas implícitamente por las aristas.

El condicionamiento asume que los parámetros lejanos ya han convergido a sus va-
lores reales. En tal caso, no habría ninguna duda sobre su verdadera naturaleza y
no tendría sentido seguir tratándolos como variables aleatorias probabilísticas, por
lo que son consideradas como constantes. Alternativamente, se puede pensar que
las variables condicionadas son promovidas a tener información infinita. En cual-
quier caso, esto conduce a una estimación altamente confiada, y por lo tanto no es
adecuado para realizar SLAM que sea probabilísticamente consistente globalmente.
Sin embargo, si el cálculo correcto de la covarianza fuera de poca importancia, el
acondicionamiento es bastante sencillo de realizar en tiempo constante en el pro-
blema de Bundle Adjustment simplemente descartando las mediciones omitidas, y
sigue siendo una aproximación razonable [59] para encontrar las estimaciones de las
medias del problema original.
Por otro lado, la marginalización es el proceso mediante el cual se integra sobre las
variables excluidas, por lo que aún se consideran todos sus estados posibles, aunque
no están explícitamente modelados. Por lo tanto, la optimización sobre un problema
marginalizado produce exactamente la misma distribución para el subconjunto de
variables seleccionadas como si se hubieran computado mediante la optimización
global. Esta es una gran diferencia respecto del condicionamiento de variables, donde
la distribución calculada sería bastante diferente.
En particular para distribuciones normales multivariadas, el cálculo de la informa-
ción marginal es posible realizando operaciones algebraicas sobre los parámetros
variables (ver Sección 3.2.1), produciendo un conjunto de parámetros para la distri-
bución marginal que también resulta tener distribución normal. Si bien la compleji-
dad de calcular la verdadera marginal del problema en cada paso es una función que
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depende del número total de variables, la actualización de la información marginal es
posible en un tiempo constante al agregar elementos recientemente marginalizados
a la marginal del paso anterior.

5.2.1. Marginalizando parámetros en ecuaciones de cuadrados
mínimos

Considere el problema de estimar los parámetros de un conjunto de variablesX∼ N (x, Σ)
que siguen una distribución normal multivariada optimizando sobre una conjunto de
mediciones normalmente distribuidas. Recordando la ecuación 4.22 esto puede lo-
grarse mediante la estimación MAP aplicando una optimización lineal de cuadrados
mínimos sobre un conjunto de ecuaciones normales con la estructura

Ax = b. (5.1)

Podría darse el caso donde solo un subconjunto arbitrario Xb ⊆ X de estas variables
sea considerado de interés, y calcular una solución para X puede ser prohibitiva-
mente costoso. En tal caso, podría resultar conveniente estimar solo la distribución
marginal de los parámetros interesantes Xb.
Dada la partición X = Xa ∪ Xb y siguiendo la ecuación 3.5, la densidad conjunta
estimada de los parámetros calculados por la solución completa también se puede
dividir como

[Xa, Xb] ∼ N
([

xa
xb

]
,

[
Σaa Σab

ΣT
ab Σbb

])
. (5.2)

Recordando la ecuación 3.8, una optimización adecuada de la distribución marginal
de los parámetros Xb debería producir un estimador para

Xb ∼ N (xb, Σbb) . (5.3)

El enfoque habitual [78, 79, 80, 81, 56] para la marginalización de parámetros en
los problemas de Bundle Adjustment es manipular directamente las ecuaciones de
cuadrados mínimos para lograr el resultado deseado.
La piedra angular de este enfoque algebraico lineal para la marginalización es el
hecho de que, dada una ecuación lineal de mínimos cuadrados Ax = b con la
siguiente estructura de bloque

[
Aa Ab

0 Ac

] [
xa
xb

]
=
[
ba
bb

]
, (5.4)

si un valor óptimo x =
[
xa xb

]
existe, también se puede encontrar xb resolviendo
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la ecuación de mínimos cuadrados más pequeña Acxb = bb.

Considere cualquier ecuación lineal de mínimos cuadrados Ax = b que estima una
densidad normal multivariada y se puede dividir de acuerdo a la ecuación 5.2. La
ecuación lineal puede, bajo el reordenamiento adecuado de las variables, particio-
narse siguiendo la siguiente estructura de bloque[

Aaa Aab

AT
ab Abb

] [
xa
xb

]
=
[
ba
bb

]
. (5.5)

Por lo tanto, se busca una matrizC tal queCA produce una matriz con la estructura
de bloque mostrada en la ecuación 5.4. Se debe tener en cuenta que resolver Ax = b
para x es lo mismo que resolver CAx = Cb, es decir[

Ca Cb

Cc Cd

] [
Aaa Aab

AT
ab Abb

] [
xa
xb

]
=
[
Ca Cb

Cc Cd

] [
ba
bb

]
(5.6)

o, distribuyendo el producto,[
CaAaa +CbA

T
ab CaAab +CbAbb

CcAaa +CdA
T
ab CcAab +CdAbb

] [
xa
xb

]
=
[
Caba +Cbbb
Ccba +Cdbb

]
. (5.7)

Recordando la estructura objetivo de la matriz (ecuación 5.4) se deduce queCcAaa+
CdA

T
ab = 0 , luego encontrar una solución para xb es equivalente a resolver

(CcAab +CdAbb)xb = Ccba +Cdbb. (5.8)

Es interesante observar que solo son importantes Cc y Cd (siempre que no se anulen
filas por la pre-multiplicación de C). Una solución posibles es

C =
[

I 0
−AT

abA
−1
aa I

]
, (5.9)

que insertada en la ecuación 5.8 presenta una ecuación de mínimos cuadrados para
estimar la distribución marginal de Xb(

Abb −AT
abA

−1
aaAab

)
xb = bb −AT

abA
−1
aa ba. (5.10)

El término Abb −AT
abA

−1
aaAab es llamado el Complemento de Schur del bloque Aaa

en A, y se nota A/Aaa, por lo tanto

(A/Aaa)xb = bb −AT
abA

−1
aa ba. (5.11)

Recordando la Sección 4.3.1.3 se deduce que la matriz de información para la dis-
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tribución marginal de Xb es A/Aaa, luego

Xb ∼ N
(
xb, (A/Aaa)−1

)
. (5.12)

Si bien las variables marginalizadas no se modelan explícitamente en el problema
de optimización resultante, la solución calculada refleja el estado de la solución ca-
nónica. Sin embargo, esto es estrictamente correcto solo bajo el supuesto de que las
restricciones consideradas son lineales. En el caso de mínimos cuadrados no lineales,
las restricciones aproximan procesos no lineales mediante ecuaciones de Taylor de
primer orden, y el punto de linealización se refina después de cada iteración apro-
vechando los estimadores optimizados. Debido a que las variables marginalizadas
pueden optimizarse implícitamente, y que las mediciones asociadas no se pueden
volver a re-linealizar, se producen pequeños errores. Estos errores de linealización se
propagarán luego al resto del problema, incluidas las variables dentro de la ventana.
Por otra parte, estas variables generalmente se omiten suponiendo que no se verán
afectadas significativamente por la nueva información y las optimizaciones, por lo
que estos errores generalmente se ignoran.

5.2.2. Marginalizar parámetros en problemas ralos

En el caso particular del Bundle Adjustment de un conjunto de parámetros (poten-
cialmente multivariados) X = {xi} relacionados por un conjunto de restricciones
Z = {fk (Xk)}, donde cada restricción fk a su vez se relaciona con un subconjunto
arbitrario de parámetros Xk ⊆ X, la matriz del sistema de mínimos cuadrados es
la matriz de información Λ = JTW−1J para la distribución conjunta de X, co-
mo lo muestra la ecuación 4.22. Cuanto más escaso es el conjunto de restricciones,
más eficiente es calcular la matriz de información mediante el cálculo de bloques
individuales de la matriz en términos del conjunto de relaciones. Además de ser
explotado por el optimizador para acelerar la multiplicación de matrices, también
se puede aprovechar la estructura rala de la matriz para realizar la marginalización,
en particular calcular el complemento de Schur, de una manera más eficiente.

ZM

Figura 5.3: Red bayesiana que representa la ventana de optimización marginal
introducida en la Figura 5.2. Una nueva medición abstracta ZM captura la infor-
mación de las variables marginadas como propagadas en las restantes.

Supóngase que, sin pérdida de generalidad (reordenar los parámetros en teoría no

51



Capítulo 5 Bundle Adjustment local en tiempo constante

altera los resultados), el conjunto de parámetros de izquierda / superior xa ∈ X
en la matriz hessiana Λ deben ser marginados utilizando el complemento Shur.
Particionando los elementos del sistema como

x =
[
xa
xb

]
b =

[
ba
bb

]
Λ =

[
Λaa Λab

ΛT
ab Λbb

]
(5.13)

la ecuación de mínimos cuadrados normal para la distribución marginal dexb (ecua-
ción 5.10) puede escribirse como

(Λ/Λaa)xb = bb −ΛT
abΛ

−1
aa ba. (5.14)

Recordando que J representa el jacobiano de las mediciones

J = ∂z

∂x
(5.15)

y suponiendo, como es habitual en un contexto SLAM, que las mediciones son con-
dicionalmente independientes entre sí (W = diag (W k)), la matriz de información
Λ = JTW−1J se puede descomponer en bloques individuales correspondientes a
cada par de parámetros xi y xj

Λij =
∑
k

∂fk (Xk)
∂xi

T

W−1
k

∂fk (Xk)
∂xj

. (5.16)

Es sencillo observar que los términos de suma individuales son distintos de cero solo
si {xi, xj} ⊂ Xk, es decir, si ambos parámetros están directamente relacionados a
través de la restricción fk.

Recordando la ecuación 5.10 la matriz marginal del sistema de mínimos cuadrados
Λ/Λaa = Λbb −ΛT

abΛ
−1
aa Λab puede pensarse nuevamente en términos de los bloques

de parámetros restantes, donde el factor S = ΛT
abΛ

−1
aa Λab adopta una estructura

en la que cada bloque representa nuevas relaciones inducidas sobre cada par de
parámetros restantes xi y xj

Sij = ΛT
aiΛ

−1
aa Λaj. (5.17)

Siguiendo el mismo razonamiento que en la ecuación 5.16, Sij no es cero solo si los
parámetros xi y xj están directamente relacionados por alguna restricción a cual-
quiera de los elementos dejados fuera en Xa. Estos elementos conforman lo que se
denominará la frontera de la ventana de parámetros. Una frontera se puede dividir
en tres partes distintas: el conjunto de parámetros que pertenecen a la ventana que
están directamente relacionados con los elementos que quedan fuera de la ventana,
el conjunto análogo de los parámetros dejados fuera que están directamente relacio-
nados con los parámetros dentro de la ventana , y el conjunto de restricciones que
conectan estos parámetros.
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Se puede hacer un ejemplo ilustrativo de la marginalización de parámetros al margi-
nar un solo bloque de parámetros arbitrario x0. La matriz de información marginal
resultante Λ/Λ0 para el problema reducido se compone de bloques individuales que
relacionan cada par de parámetros restantes xi y xj (i, j 6= 0)

(Λ/Λ0)ij = Λij + ΛT
0iΛ

−1
00 Λ0j. (5.18)

Aquí queda claro que la nueva matriz del sistema Λ/Λ0 estará contaminada por
términos marginales distintos a cero ΛT

0iΛ
−1
00 Λ0j para cada par de parámetros xi y

xj que estaban directamente relacionado por alguna restricción con el bloque de
parámetro marginalizado x0, incluso si no estaban directamente relacionados de
antemano. Esto es bastante intuitivo, ya que la restricción implícita entre xi y xj
que era impuesta por sus respectivas relaciones con x0 ahora se modela como una
restricción explícita entre ellas.

En el caso general, la marginalización genera nueva información distinta de cero
para cada par de parámetros restantes que tenían mediciones a alguna variables
marginalizada. Esto produce relleno de la matriz de información para bloques de
variables que no estaban originalmente relacionados, y por lo tanto una densifica-
ción de la matriz del sistema de mínimos cuadrados que aumenta la complejidad
computacional del problema. Hay una intercambio a hacer aquí: la marginalización
reduce el número de ecuaciones para un problema, pero a su vez produce un pro-
blema mucho más denso para ese nuevo conjunto reducido de ecuaciones. Ciertas
heurísticas [57, 82, 83] pueden emplearse para garantizar un cierto nivel de espar-
sidad que mitiga este problema, pero el tema no se tratará en el presente trabajo.
En teoría, dado que la matriz de mínimos cuadrados marginal está delimitada por
un número constante de parámetros y la matriz de optimización del problema com-
pletos, aunque es escasa, depende del número de parámetros, el número de estos
eventualmente superará dicha constante.

5.2.3. Actualizando la distribución marginal incrementalmente

Una propiedad útil de calcular distribuciones marginales utilizando el complemento
de Schur es que las estimaciones previamente calculadas de distribuciones marginales
pueden actualizarse incrementalmente con nuevos elementos, siempre que no estén
directamente relacionadas con parámetros ya marginalizados. Es decir Λ · · ·

... ΛB

 /ΛAA =
 Λ/ΛAA · · ·

... ΛB

 (5.19)

donde ΛAA es una submatriz de Λ y vale que ΛAB = 0. Otra propiedad útil es el
hecho de que marginalizar parámetros adicionales de una distribución marginal con
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el complemento de Schur es un proceso transparente, es decir,

Λ/ΛA∪B = (Λ/ΛA) /ΛB. (5.20)

Estas propiedades resultan útiles ya que permiten realizar una estimaciones pro-
babilísticamente consistentes de los parámetros globales al realizar un Bundle Ad-
justment local sin la necesidad de volver a calcular la distribución marginal total
en cada paso. Cada vez que el problema crece, siempre que los nuevos parámetros
no estén directamente relacionados con los que ya están marginalizados, el factor
acumulado representa (hasta los errores de linealización) el verdadero marginal de
los parámetros activos con respecto al problema global. Siempre que un nuevo pa-
rámetro sea marginalizado, puede hacerse actualizando el factor anterior con las
mediciones relevantes. Al retener la información completa del problema, también es
posible calcular y actualizar las distribuciones marginales de los parámetros indivi-
duales dentro de la ventana, después de cada optimización exitosa, en complejidad
de tiempo constante.

Sin embargo, las restricciones introducidas por los sucesivos procedimientos de mar-
ginalización se vuelven indistinguibles entre sí, y también de las definidas en la
declaración original del problema. Esto se convierte en un problema cuando se vuel-
ven a visitar áreas previamente marginalizadas, una ocurrencia común en SLAM,
ya que requiere la reincorporación de poses y medidas marginalizadas en el mapa
local, lo que requeriría revertir el proceso de marginalización hasta la pose actual
desde el momento a partir del cuál se cerró el ciclo. El tamaño de dicho ciclo, y
por lo tanto la complejidad computacional, podría ser potencialmente ilimitado. Sin
embargo, la verdadera marginal del problema sigue siendo un buen estándar contra
el cual medir, y de la cual derivar, otras heurísticas. Para poder seguir realizando
Bundle Adjustment local en un tiempo constante y que siga siendo probabilística-
mente constante con respecto a la solución global, incluso en presencia de cierres de
ciclo, una de estas heurísticas se propondrá en la siguiente sección: el Prior Unario.

5.2.4. Prior unario

Dado que las distribuciones marginales de los parámetros individuales se pueden ac-
tualizar periódicamente siempre que se ajusten después de una optimización exito-
sa, los datos deberían estar disponibles en tiempo constante. Cualquier distribución
marginal adecuada de un parámetro codifica la información de toda la densidad con-
junta del problema original tal como la percibe. Por lo tanto, este trabajo propone
aprovechar la distribución marginal de una de las variables seleccionadas para la
optimización, la cuál será llamda parámetro de referencia de la ventana, como una
manera de aproximar la información agregada sobre los parámetros restantes que se
introducirían mediante una marginalización verdadera. Las figuras 5.3 y 5.4 ilustran
la estructura de dos redes bayesianas que representan las estructuras de una ventana
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correctamente marginalizada y la de la heurística propuesta, respectivamente, para
el grafo original presentado en la Figura 5.2.

zΠ

Figura 5.4: Red bayesiana que representa una aproximación de la ventana de op-
timización marginalizada representada en la Figura 5.3 usando un Prior Unario,
modelado como una medición zΠ.

xr

...

Figura 5.5: Representación como
grafo de factores para un problema
de SLAM. Una ventana está defi-
nida por la línea punteada junto al
marco de referencia xr.

xr

...

Figura 5.6: Reducción del problema
canónico, donde simplemente se eli-
minan los bordes de la frontera que
no están relacionados con el pará-
metro de referencia.

La heurística propuesta se definirá calculando la verdadera marginal de un subcon-
junto particular del problema original. Considerese, sin pérdida de generalidad, un
problema de Bundle Adjustment con un conjunto de parámetros X = {x0 . . .xn} y
restricciones Z. Una ventana de parámetros XW = {x0 . . .xm}, Xw ⊆ X, y medicio-
nes relevantes ZW = {fk (Xk)}, ZW ⊆ Z, se seleccionan para optimización, donde
x0 ∈ X es el parámetro de referencia mencionado para la ventana. Además, se su-
pone que está disponible una distribución marginal x0 ∼ N

(
x̌0, Σ̌0

)
del parámetro

de referencia con respecto al problema global.

El problema del subconjunto se definirá eliminando del problema original todas
las restricciones de frontera que relacionan los parámetros de XW − {x0} a los
parámetros fuera de la ventana. Es decir, la única conexión entre la ventana y el
resto del problema seguirán siendo las restricciones que se relacionan directamente
con x0 para cualquier parámetro fuera de la ventana. Como ejemplo, considere el
grafo de factores para un problema como se muestra en la Figura 5.5, y el sub-grafo
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relacionado que se muestra en la Figura 5.6 donde se eliminan todas las restricciones
de frontera, excepto aquellas relacionado con el parámetro de referencia xr.

(a) (b)

Figura 5.7: Dos particiones distintas de la misma matriz de información Λ.

Considere las particiones de la matriz de información Λ para el problema original
representado en la Figura 5.7, y las particiones análogas para la matriz de infor-
mación Γ del subproblema. Según la ecuación 5.16 la estructura de la matriz de
información para el problema original se puede escribir como una suma de términos
de factores

Λ =
∑
k

∂fk (Xk)
∂x

T

W−1
k

∂fk (Xk)
∂x

. (5.21)

Esta suma se puede dividir a su vez en dos términos independientes, uno de los
cuales conforma la matriz de información Γ para el subproblema mencionado y el
complemento ∆ conformado por los términos que quedaron fuera con respecto al
problema original, es decir

Λ = Γ + ∆. (5.22)

Dado que las tres matrices son semidefinidas positivas por construcción, vale [84]
que

det (Γ) + det (∆) ≤ det (Λ) (5.23)

y luego

det (Γ) ≤ det (Λ) . (5.24)

Por lo tanto, el subproblema menos informativo representa una solución conserva-
dora con respecto al problema original.
Como esto también se aplica a las distribuciones marginales, la información mar-
ginal Γ/Γ(m..n)(m..n) se usará para aproximar la verdadera información marginal de
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la ventana Λ/Λ(m..n)(m..n) con respecto a la declaración del problema original. Co-
mo se mostrará, se puede definir un algoritmo de tiempo constante para calcular
Γ/Γ(m..n)(m..n) usando la distribución marginal disponible del parámetro de referen-
cia x0.

Considere la información marginal de los parámetros de la ventana XW en el sub-
problema utilizando el complemento de Schur

Γ/Γ(m..n)(m..n) := Γ(0..m)(0..m) − ΓT
(m..n)(0..m)Γ−1

(m..n)(m..n)Γ(m..n)(0..m). (5.25)

Al particionar los parámetros de la ventana XW en un parámetro de referencia x0 y
el resto de la ventana, por otro lado, la ecuación mencionada anteriormente puede
reescribirse en términos de los bloques individuales relacionados

Γ/Γ(m..n)(m..n) = Γ(0..m)(0..m)−
[

ΓT
(m..n)0

ΓT
(m..n)(1..m)

]
Γ−1

(m..n)(m..n)

[
Γ(m..n)0 Γ(m..n)(1..m)

]
,

(5.26)

donde por definición del subproblema, ya que ninguno de los parámetros en XW −
{x0} se relaciona con los parámetros de izquierda, Γ(m..n)(1..m) = 0. La información
marginal de la ventana con respecto al subproblema por lo tanto se vuelve

Γ/Γ(m..n)(m..n) = Γ(0..m)(0..m) −
[

ΓT
(m..n)0Γ−1

(m..n)(m..n)Γ(m..n)0 0
0 0

]
, (5.27)

donde la submatriz de información Γ(0..m)(0..m) puede ser computada como

Γ(0..m)(0..m) =
∑
k

∂fk (Xk)
∂ [x0 . . .xm]

T

W−1
k

∂fk (Xk)
∂ [x0 . . .xm] . (5.28)

Se vuelve claro que los únicos términos que no son cero son aquellos en los que fk
implica al menos un parámetro de la ventana. Dado que se supone que ambas de estas
cantidades están limitadas, el término se puede calcular en tiempo constante. Sin
embargo, el segundo término todavía no resulta sencillo de computar en complejidad
de tiempo constante, ya que requiere sub-matrices de información de cómputo que
involucran a los parámetros omitidos.

Por otro lado, considere dos cantidades adicionales: la información marginal del
parámetro de referencia

Γ/Γ(1..n)(1..n) := Γ00 − ΓT
(1..n)0Γ−1

(1..n)(1..n)Γ(1..n)0, (5.29)

y la información marginal del parámetro de referencia con respecto a la sub-matriz
de información de la ventana

Γ(0..m)(0..m)/Γ(1..m)(1..m) := Γ00 − ΓT
(1..m)0Γ−1

(1..m)(1..m)Γ(1..m)0. (5.30)
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El primero se puede reescribir dividiendo nuevamente los parámetros de la ventana
XW en un parámetro de referencia x0 y el resto de la ventana

Γ/Γ(1..n)(1..n) = Γ00−
[

ΓT
(1..m)0 ΓT

(m..n)0

] [ Γ(1..m)(1..m) Γ(1..m)(m..n)
ΓT

(1..m)(m..n) Γ(m..n)(m..n)

]−1 [ Γ(1..m)0
Γ(m..n)0

]
(5.31)

donde nuevamente Γ(1..m)(m..n) = 0, y dado que la inversa de una matriz diagonal en
bloques es la matriz de bloques invertidos

Γ/Γ(1..n)(1..n) = Γ00−ΓT
(1..m)0Γ−1

(1..m)(1..m)Γ(1..m)0−ΓT
(m..n)0Γ−1

(m..n)(m..n)Γ(m..n)0. (5.32)

Combinando las ecuaciones 5.30 y 5.32 es fácil ver que

Γ/Γ(1..n)(1..n) − Γ(0..m)(0..m)/Γ(1..m)(1..m) = −ΓT
(m..n)0Γ−1

(m..n)(m..n)Γ(m..n)0. (5.33)

Recordando la ecuación 5.27, ahora puede ser reescrito como

Γ/Γ(m..n)(m..n) = Γ(0..m)(0..m) +
[

Γ/Γ(1..n)(1..n) − Γ(0..m)/Γ(1..m) 0
0 0

]
. (5.34)

Si la información marginal para el parámetro de referencia Γ/Γ(1..n)(1..n) estaba dis-
ponible, todos los términos de la ventana se pueden calcular con una complejidad
que depende del tamaño de la ventana de optimización seleccionada.

En la práctica, lo que está disponible es el término, o más bien una aproximación
de, Λ/Λ(1..n)(1..n) = Σ−1

0 . Usar este término en lugar de Γ/Γ(1..n)(1..n) induce alguna
información adicional, específicamente cómo el parámetro de referencia se relaciona
con el resto de los parámetros de la ventana por vías conectivas que pasan por encima
de los parámetros omitidos. Esto hace que el primero sea un poco más restrictivo,
pero dado que no se agrega información nueva o duplicada con respecto al problema
original, el estimador aún debería ser conservador.

En la práctica, tal problema de optimización generalmente se construye a partir de
un conjunto de funciones de error. El problema marginalizado se puede construir
utilizando todas las restricciones de mediciones originales que relacionan al menos
dos o más parámetros de la ventana. Además, se impone una restricción previa al
parámetro de referencia de manera que produzca una función de error de la forma
x0 − x̌0 con matriz de información asociada Σ̌

−1
0 − Γ(0..m)/Γ(1..m). De este modo, la

matriz de información ΛΠ para el problema de optimización marginal aproximado
se convierte en

ΛΠ =
∂

[
zT , xT0

]
∂x

T [ ΣzW
0

0 Σ̌
−1
0 − Γ(0..m)/Γ(1..m)

]−1∂
[
zT , xT0

]
∂x

 , (5.35)
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y dado que la inversa de una matriz diagonal por bloques es una matriz diagonal
con sus bloques invertidos, el producto se puede distribuir como

ΛΠ = Γ(0..m)(0..m) + ∂x0

∂x

T (
Λ00 −ΛT

0(1...n)Λ
−1
(1...n)(1...n)Λ0(1...n)

) ∂x0

∂x
. (5.36)

que hasta la aproximación de Γ/Γ(1..n)(1..n) por Σ̌
−1
0 es la heurística derivada en la

ecuación 5.34.
Se puede ver que el segundo factor solo afecta al bloque diagonal de ΛΠ correspon-
diente al parámetro x0, mientras que el resto de la matriz de información para la
ventana conserva los mismos elementos que los del bloque correspondiente Λ(0...m)
de la matriz de información original. Sin embargo, la información agregada por el
prior contiene una gran cantidad de información sobre la matriz original.
Una segunda preocupación se debe al hecho de que la matriz de información resultan-
te de la optimización realizada con un anterior único se usa para volver a estimar los
parámetros marginales de las distribuciones de parámetros individuales. Cualquier
pérdida de información causada por la aproximación de la verdadera marginal del
problema de esta manera también se propagará a las nuevas estimaciones de pará-
metros. A su vez, estos pueden propagar aún más el error en optimizaciones futuras
si se usan como priors, lo que puede hacer que las estimaciones de incertidumbre
eventualmente divergan de las ideales a largo plazo.
Sin embargo, se puede decir que el estimador es conservador y parece funcionar bien
en la práctica, como se mostrará en el Capítulo 7.
Por último es necesario mencionar brevemente la selección del parámetro de referen-
cia de la ventana. Dado que sin más análisis cualquier parámetro de la ventana parece
ser un candidato apropiado como referencia, una opción razonable sería aquella que
intente mantener la incertidumbre estimada al mínimo. Dado que la información
marginal aparece como un término positivo en la expresión final, el parámetro con
la mayor cantidad de información se utilizará como referencia. O dicho de otro modo,
el de menor incertidumbre.

5.3. Seguimiento de pose en tiempo constante

Un problema adicional que debe resolverse en complejidad constante está dado por
la asociación de datos durante el proceso de seguimiento de pose. Es decir, dado
un fotograma estéreo entrante y una predicción de pose incierta, establecer corres-
pondencias de características locales detectadas en la imagen a marcas característi-
cas del mapa. Por razones de rendimiento, es prohibitivamente costoso verificar las
coincidencias contra todas las marcas de referencia existentes en el mapa, ya que
la operación escala al menos linealmente con el tamaño (potencialmente ilimitado)
del mapa. Por lo tanto, es necesario considerar solo una porción local delimitada del
mapa que además debe poder recorrerse en tiempo constante.
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(a) (b) (c)

Figura 5.8: Proceso de actualización de la pose de referencia ante la llegada de un
nuevo marco F . En la figura (a) puede observarse el marco de referencia anterior
Kr, así como la ventana asociada al mismo. En (b) se elije, entre los elementos
de dicha ventana, un nuevo marco de referencia por ser más próximo al marco F .
La ventana local también es actualizada, y a partir de sus marcas del ambiente se
deducen las asociaciones de mediciones desde el marco F , como puede apreciarse
en la figura (c).

Esto se puede lograr aprovechando aún más la información de co-visibilidad para
consultar las marcas de referencia visibles por los fotogramas clave más cercanos,
ya que es probable que sean detectados en el cuadro actual. Para lograr esto, se
mantiene un fotograma clave de referencia durante todo el proceso de SLAM que se
utiliza como semilla para consultar marcas de referencia cercanas. Después de cada
localización exitosa, este fotograma clave de referencia se actualiza seleccionando el
fotograma clave más cercano al fotograma actual, eligiendo entre el último fotograma
de referencia utilizado y todos los que se encuentran en su primer nivel de co-
visibilidad.
El proceso de actualización del fotograma clave de referencia a la llegada de un
nuevo fotograma se ilustra en detalle en la Figura 5.8. La figura 5.8a muestra el
fotograma clave de referencia anterior Kr con sus vecinos co-visibles y los marcas de
referencia asociadas, y un nuevo fotograma entrante F . Al llegar F , las distancias
del mismo hacia los fotogramas clave co-visibles a Kr son revisadas, y tal como se
muestra en la figura 5.8b se selecciona una nueva referencia Kr. Finalmente, las
marcas de referencia asociadas al nuevo fotograma clave y su primer nivel de co-
visibilidad son utilizadas para buscar asociaciones con las características locales de
imagen del cuadro entrante F .
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6 Sistema de navegación para
hexápodos

Como indicado anteriormente, el objetivo principal de esta tesis es proporcionar un
marco razonable sobre el cual se pueda ejecutar un algoritmo genérico de navegación
en lazo cerrado, que es fundamental para que un robot móvil pueda realizar tareas
autónomas con precisión. Los requisitos de servicios para tal algoritmo pueden ser
arbitrariamente numerosos o complejos, pero un conjunto mínimo razonable pue-
de definirse como consultar la ubicación del robot en el espacio y poder mover la
plataforma dentro de él. Además, estos servicios deberían proporcionarse en forma
abstracta, en este caso, una pose de 6 grados de libertad con una estimación de in-
certidumbre asociada y un comando de control de alto nivel en forma de velocidades
angulares y lineales de 3 grados de libertad respectivamente. Una representación
gráfica de este esquema de navegación básico se representa en la Figura 6.1.

planeamiento
y seguimiento
de trayectorias

mapa estimado
y localización

SLAM

comando de
velocidad

control del robot

Figura 6.1: Diagrama de flujo que representa las relaciones entre un conjunto
mínimo de servicios esenciales para el funcionamiento de un sistema de navegación
de lazo cerrado.

Este capítulo propone una realización de los elementos del sistema presentados en
la Figura 6.1, implementando así un sistema de navegación mínimo para un robot
móvil hexápodo. Las instancias de estos módulos se eligieron específicamente para
realizar navegación autónoma en tiempo real de robots hexápodos operando en te-
rrenos difíciles. La instancia del esquema correspondiente se muestra en la Figura 6.2
donde cada capa fue seleccionada cuidadosamente y diseñada para cumplir con los
requisitos necesarios.

Como sistema de localización se seleccionó el sistema de SLAM visual S-PTAM [3]
debido a su desempeño de vanguardia y la familiaridad del autor con la base de
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código subyacente. Se amplió mediante la implementación de los algoritmos anali-
zados en los capítulos 4 y 5. También se ha incluido un modelo predictivo basado
en mediciones inerciales, para hacer frente a los movimientos repentinos inherentes
de una plataforma de hexápodos que navega en terrenos irregulares.
Como módulo de control, se seleccionó el Adaptive Motion Gait (AMG) por su
simplicidad en el manejo de terrenos irregulares. Aprovechando la retroalimentación
de error de posición de los servos disponibles en la plataforma hexápoda utilizada,
se puede estimar el contacto con el suelo sin la necesidad de más sensores. Como
resultado, el cuerpo se mantiene bastante estable durante la navegación.

planeamiento
y seguimiento
de trayectorias

mapa estimado
y localización

S-PTAM

comando de
velocidad

Adaptive
Motion Gait

predicción inercial
de la pose

Figura 6.2: Diagrama de flujo que representa una instancia de un conjunto mínimo
de servicios en el contexto de un sistema de navegación de lazo cerrado.

A continuación, se presenta una explicación detallada de los sistemas S-PTAM y
AMG, y sus detalles de implementación relevantes que permiten que el sistema se
ejecute en hardware limitado en tiempo real.

6.1. S-PTAM

S-PTAM [85, 3] es un sistema de SLAM visual basado en optimización que se basa
en características locales de imagen para la localización de la cámara y el mante-
nimiento de una reconstrucción global del entorno. Sigue el enfoque adoptado por
Parallel Tracking and Mapping (PTAM) [33, 34], donde el procedimiento de optimi-
zación de mapas mas lento se ejecuta en un hilo diferente al de la estimación de pose
de la cámara en tiempo real, aprovechando así las ventajas de las arquitecturas de
CPU multi-core. Además, un módulo de detección y corrección de ciclos se ejecuta
en un proceso separado para evitar así la duplicación de mapa y garantizar la con-
sistencia global. Las marcas de referencia y poses asociadas son los únicos recursos
compartidos entre los hilos, y se debe cuidar el manejo adecuado de la concurrencia,
especialmente en los elementos ubicados en las inmediaciones del robot. La figura
6.3 muestra el esquema general de los componentes principales de S-PTAM.
Al inicio, el sistema comienza con la cámara en una pose arbitraria seleccionada arbi-
trariamente respecto de un marco de referencia global (por convención, el origen del
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mapseguimiento
de pose

localización

predicción
de pose fotograma estéreo

optimización
de mapa

corrección
de ciclos

Figura 6.3: Diagrama de flujo de alto nivel del sistema S-PTAM. Cada proceso
representado se ejecuta en su propio hilo. El único recurso compartido entre ellos
es el mapa.

espacio euclidiano) y un mapa vacío, que se inicializa inmediatamente triangulando
las características apareadas en el primer par de imágenes estéreo entrantes. Tenga
en cuenta que al usar cámaras estéreo se evita el problema típico de bootstrapping
monocular. De aquí en adelante, para cada nuevo par de imágenes estéreo entrantes,
se requiere calcular una nueva estimación de pose. Dado que se espera que un siste-
ma de localización responda en tiempo real, la estimación debe calcularse dentro de
una complejidad computacional limitada razonable. Inmediatamente se extraen las
características locales de imagen y se aparean con las marcas de referencia existentes
en el mapa. Estas correspondencias se pueden usar para estimar la posición de la
cámara con respecto al mapa minimizando los errores de re-proyección de la imagen
[74], como se explica en la Sección 4.3.2.

Dado que aumentar el mapa con nuevos elementos es en gran medida redundante
para fotogramas espacialmente próximos, e implica mayores costos computacionales
durante futuras optimizaciones, no se realiza para cada fotograma entrante. Más
bien, al cumplirse una política de criterios de novedad, el fotograma estéreo puede
ser seleccionado como un fotograma clave. Cuando esto sucede, las características
locales de la imagen que no tienen correspondencias con marcas del ambiente se
triangulan a partir del par estéreo, y el fotograma clave, así como las marcas del
ambiente recién trianguladas, se agregan al mapa. En la implementación actual,
un fotograma se promueve a un fotograma clave si se excede un cierto umbral de
distancia con respecto al fotograma clave de referencia, ya sea en distancia lineal o
diferencia angular. También se probaron otras políticas, como el área de cobertura
de características correspondidas respecto al área de la imagen, pero resultaron
demasiado estrictas.

En un hilo paralelo, el procedimiento de optimización del mapa refina periódicamente
un vecindario local del mapa mientras se incorporan datos nuevos, para mantenerlo
lo más consistente posible. Al mismo tiempo, el proceso de corrección de ciclos está

63



Capítulo 6 Sistema de navegación para hexápodos

continuamente verificando posibles correspondencias, que al ser detectadas activan
otro procedimiento de optimización, aunque de tamaño potencialmente ilimitado,
en un intento de enmendar los errores de deriva para mantener el mapa consistente.

Para lograr un rendimiento en tiempo real en plataformas de hardware con bajos
recursos, es crucial identificar las operaciones del sistema de Visual SLAM que son
computacionalmente exigentes. La Figura 6.4 muestra una vista más detallada de
los módulos principales tal como se presenta en la Figura 6.3, junto con sus procedi-
mientos clave. A continuación, se discuten algunos detalles de implementación para
la estructura de datos central del sistema S-PTAM, el mapa, así como para cada
uno de estos procesos y sus principales operaciones.

maparefinamiento
de pose

asociación
de marcas del

ambiente

selección de
mapa local

selección de
fotograma clave

triangular
marcas nuevas

nuevo fotograma
clave y marcas

seguimiento
de pose

detección de
valores atípicos

optimización de
mapa local

selección de
ventana local

optimización de mapa

detección
de ciclo

validación
de ciclo

corrección
de ciclo

corrección de ciclos

Figura 6.4: Diagrama de flujo que describe las principales tareas del sistema S-
PTAM y sus relaciones. Los hilos independientes están agrupados por cajas ama-
rillas.

64



6.1 S-PTAM

6.1.1. El mapa

El mapa de co-visibilidad es la estructura de datos central alrededor de la cual
se construye el sistema S-PTAM. En su núcleo, presenta una típica estructura de
grafo bipartito en la que los dos tipos de nodos representan poses estimadas de
fotogramas clave y marcas de referencia del ambiente detectadas. Estos a su vez están
relacionados por aristas que representan las mediciones de marcas características en
las imágenes de la cámara del fotogramas clave, y las estimaciones de movimiento
entre poses de fotogramas sucesivos. Esta estructura básica del mapa es aumentada
agregando otra colección de aristas que representa los grados de co-visibilidad entre
las poses de fotogramas clave cercanos. El peso de una de estas aristas entre dos
poses, indica el número de marcas de referencia en común que se detectaron desde
ambas. Estas aristas no agregan ninguna información nueva al grafo, pero la resumen
para que sea accesible en tiempo constante.
El mapa se implementa como una colección dinámica de nodos vinculados, donde
cada nodo mantiene enlaces a los elementos directamente relacionados. Este enfoque
descentralizado de representación gráfica permite estrategias de bloqueo eficientes
cuando diferentes procesos trabajan sobre diferentes secciones del mapa. Un ejemplo
de tal situación se representa en la Figura 6.5. Allí, el módulo de seguimiento está
realizando la estimación actual de la pose de la cámara, mientras que el módulo de
optimización local está realizando correcciones en el vecindario. Al mismo tiempo,
el módulo de corrección de ciclos está corrigiendo los fotogramas clave más antiguos,
que no están siendo utilizados activamente por ningún otro módulo, para garantizar
la coherencia del mapa global.
Sin embargo, el acceso simultáneo a elementos de mapa individuales aún podría ser
requerido por varios procesos al mismo tiempo. Ocasionalmente, cuando el módulo
de seguimiento de pose declara un fotograma como fotograma clave, se insertará
una nueva pose en el mapa, lo que requiere actualizar las relaciones en las marcas
de referencia asociadas y las poses co-visibles, que a su vez pueden estar en uso por
otras operaciones concurrentes. Además, el hilo de optimización del mapa actualiza
periódicamente los valores de los parámetros cercanos y elimina los valores atípi-
cos, muchos de los cuales se utilizan de forma continua para rastrear los marcos
entrantes. Finalmente, el proceso de corrección de ciclos puede estar realizando una
optimización de ciclo detectada en una zona cercana a la actual, por lo que tam-
bién intentará actualizar los valores de los parámetros locales. Queda claro que un
sistema de este tipo también implica un acceso altamente concurrente a elementos
específicos del mapa, particularmente aquellos que están cerca de la posición actual
del robot.
Un bloqueo de escritura individual para un elemento se otorga solo si todos los
elementos relacionados, es decir, todos aquellos que tienen referencias a él, también
pueden ser bloqueados. Esto evita el bloqueo de la estructura completa para el
acceso a cada elemento específico, y además garantiza que cuando la modificación
del elemento implique actualizaciones en sus relaciones, éstas también se pueden
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Seguimiento de pose

Corrección de ciclo
Optimización de mapa

Fotogramas clave

Figura 6.5: Ejemplo de segmentación de mapas en una situación en la que las
subprocesos concurrentes utilizan diferentes áreas de forma activa.

realizar de manera segura, manteniendo así la consistencia de la estructura en todo
momento. Para evitar abrazos mortales, primero debe adquirirse un bloqueo superior
a nivel del mapa para luego bloquear cualquiera de los elementos específicos, el cuál
es liberado inmediatamente después de que se adquiere este último.

Además, la estructura permite un recorrido de eficiente de la vecindad en términos
de visibilidad, lo cual es crítico para el rendimiento de los algoritmos explicados en el
Capítulo 5. Allí se asume que visitar todos los elementos directamente relacionados
no requiere una complejidad mayor que la cantidad de dichos elementos. Este es
efectivamente el caso, ya que cada nodo mantiene una lista actualizada de referencias
a todos los elementos directamente relacionados. Aunque cada vez que se insertan o
eliminan mediciones de marcas de referencia, las relaciones de co-visibilidad deben
actualizarse, la complejidad se considera limitada por una constante, ya que ya se
asumió que el conjunto de fotogramas clave adyacentes se mantiene esparso debido
a la política de selección de fotogramas clave basada en distancia.
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6.1.2. Seguimiento de pose

El módulo de seguimiento de pose está a cargo de la tarea más importante en
el sistema SLAM, en torno a la cual se construye todo lo demás: proporcionar
continuamente, y en tiempo real, estimaciones precisas de la pose del robot con
respecto al entorno mapeado. Lo hace minimizando los errores de re-proyección entre
las características locales de la imagen y sus correspondientes marcas de referencia
del ambiente asociadas.
Como las optimizaciones numéricas tienden a caer en mínimos locales, generalmente
se requiere una buena estimación inicial para alcanzar el óptimo global. Normalmen-
te, la última posición conocida de la cámara se aumenta agregando un movimiento
estimado, que puede ser proporcionado por sensores propioceptivos adicionales (p.e.
IMU, codificadores de ruedas, etc.) o, si no hay otros sensores de movimiento dispo-
nibles, por un modelo de movimiento artificial (p.e. un decaimiento constante de la
velocidad).
Esta estimación inicial también se usa para mantener una referencia rápida a los
elementos del mapa que están espacialmente cerca del robot. Bajo el supuesto de
que el robot se mueve en forma continua (es decir, no es posible “teletransportarse”)
y que las muestras de la pose se toman lo suficientemente rápido, se puede obtener el
fotograma clave más cercano a la posición actual estimada consultando la vecindad
del fotograma clave más cercano a la última pose estimada. La selección del vecin-
dario local del mapa implica un recorrido BFS sobre el grafo de co-visibilidad que,
a su vez, se puede limitar para seleccionar hasta un número constante de elementos.
A continuación, deben establecerse las correspondencias entre las características
locales de la imagen detectadas y las marcas de referencia del mapa en la vecindad
local. Esto se logra proyectando las posiciones de dichas marcas de referencia sobre
los planos de imagen en la pose estimada y realizando una búsqueda de vecino más
cercano en el espacio del descriptor de imagen. Esta búsqueda se ve facilitada por
el hecho de que las características locales de la imagen se combinan en el momento
de la detección en una estructura de grilla bidimensional, lo que permite consultar
las características que se encuentran en una zona de tamaño arbitrario de manera
muy eficiente (Figura 6.6).
Las correspondencias estimadas se pueden considerar como un conjunto de restric-
ciones sobre el parámetro de pose, que se pueden refinar mediante la optimización
numérica. Esto se hace usando un algoritmo de Levenberg-Mardquardt para minimi-
zar el error cuadrático medio de proyección de las posiciones de marcas de referencia
del mapa con respecto a sus características locales de la imagen correspondientes.
También se estableció un número máximo de iteraciones para garantizar un límite
superior en el tiempo de cómputo requerido. En la práctica, un límite superior de
diez iteraciones fue suficiente para abarcar cualquier optimización exitosa. Se dice
que una optimización converge con éxito si entre dos iteraciones consecutivas la di-
ferencia en los errores calculados cae por debajo de un pequeño umbral de tolerancia
predeterminado.
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Figura 6.6: Ejemplo de asociación de datos asistidos por la grilla. Una proyección
contra el plano de imagen de la cámara estimada (punto amarillo) se compara
con características locales de imagen dentro de un vecindario de tamaño 3x3 (azul
claro). Si se encuentra una buena correspondencia (punto rojo) se establece una
relación.

Una vez que la pose actual se ha estimado correctamente, se debe tomar una decisión
sobre si el marco actual debe seleccionarse como un fotograma clave para aumentar
el entorno mapeado o no. Una heurística es empleada para verificar si hay suficientes
datos nuevos que agregar y / o si el proceso de seguimiento está a punto de perder
la pista del mapa, es decir, la posición de referencia está demasiado lejos. Específica-
mente, si se excede un cierto umbral de distancia respecto del el fotograma clave de
referencia, ya sea en distancia lineal o diferencia angular, se crea un nuevo fotograma
clave. Las características locales de la imagen que no tienen correspondencias con
marcas del ambiente se triangulan a partir del par estéreo, y el fotograma clave, así
como las marcas recién generadas, se agregan al mapa.

6.1.3. Optimización del mapa

El módulo de optimización de mapa se encarga de mantener la consistencia global y
la precisión del mapa cada vez que se incorporan nuevos datos. Dado que el entorno
mapeado es potencialmente ilimitado, realizar una optimización completa de todo el
mapa se vuelve prohibitivamente costoso. Como es poco probable que los elementos
que tienen poca o ninguna relación con el área actualmente activa se vean afectados
por los cambios, se puede definir una ventana de optimización de tamaño constante
como se explicó anteriormente en el Capítulo 5. Esto permite que el módulo realice
optimizaciones periódicas pero pequeñas que mantienen el área local precisa, y por
lo tanto mejoran localizaciones futuras realizadas por el módulo de seguimiento.

La optimización de cuadrados mínimos se realiza utilizando un algoritmo de Levenberg-
Marquardt, en particular utilizando la biblioteca ceres [86] disponible libremente.
El número de iteraciones está limitado por una constante arbitraria, que además del
número fijo de variables y restricciones mantiene el tiempo de optimización acotado.
De manera análoga al módulo de seguimiento de pose, un límite superior de diez
iteraciones fue suficiente para realizar una optimización exitosa.
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Posteriormente, se realiza un esfuerzo para mejorar la calidad del mapa mediante la
detección y descartar mediciones que no se condicen con la solución encontrada. Co-
mo se explica en la Sección 4.5, se consideran valores atípicos de mediciones aquellas
proyecciones que caen fuera de un intervalo de confianza arbitrario (Sección 3.2.3)
de las densidades normales independientes que rigen la distribución de errores en
cada dimensión (los ejes de la imagen) de la característica local de imagen. Se utili-
za un intervalo de confianza típico del 95 % para los experimentos descritos en esta
tesis. Se debe tener cuidado para elegir un umbral apropiado para la distribución
chi-cuadrado de cada medición, ya que las mediciones estéreo y monocular tienen
una dimensionalidad diferente.

6.1.4. Corrección de ciclos

Manejar entornos grandes requiere reconocer lugares ya visitados y optimizar el
mapa y la trayectoria para reducir la deriva acumulada y mantener la consistencia
global. Con este fin, el módulo de cierre de ciclos revisa cada nuevo fotograma clave
agregado al mapa para detectar posibles ciclos. Esto se hace de manera eficiente
mediante la descripción de cada cuadro de imagen a partir de una bolsa de pala-
bras binarias [87] (BoW) utilizando un vocabulario visual entrenado previamente de
manera independiente. Así se va generando incrementalmente una base de datos de
lugares visitados, al insertar un descriptor BoW para cada fotograma clave agregado
en una estructura de datos orientada a la búsqueda llamada árbol de vocabulario [88].
Luego, para cada nuevo fotograma entrante, esta base de datos puede consultarse
de manera eficiente para detectar lugares anteriores que tienen palabras similares al
actual.
Si se encuentra un fotograma clave Kl que representa un candidato de bucle ade-
cuado para un fotograma clave entrante Kc, se activa el algoritmo de corrección de
bucle. La Figura 6.7 ilustra las diferentes etapas involucradas en el proceso. Inicial-
mente, una transformación relativa l

cT entre ambos extremos del ciclo es estimada
mediante un método P3P utilizando ambos pares de imágenes estéreo. Luego las
mediciones de marcas de referencia son marginalizadas para obtener un grafo de po-
ses del ciclo y así acelerar el proceso de optimización (figura 6.7b). La corrección de
la primera etapa se realiza al propagar l

cT hacia atrás en el grafo de pose mediante
una simple interpolación (figura 6.7c). Finalmente, se realiza una optimización de
cuadrados mínimos al grafo de poses, y luego la posición de cada marca de referen-
cia se actualiza utilizando la misma corrección que se aplicó al fotograma clave que
originalmente lo trianguló durante el proceso de corrección del ciclo (figura 6.7d) .
Para terminar, la estructura del mapa se actualiza con la información corregida en
dos etapas. Primero, los parámetros no involucrados en la optimización del mapa
local y las operaciones de seguimiento de pose se descargan al mapa. Luego, una
barrera de sincronización es bloqueada y ambas operaciones concurrentes se detienen
momentáneamente mientras el área activa del mapa se actualiza con la corrección
del ciclo.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.7: Etapas del algoritmo de corrección de ciclos.Kc representa el fotograma
clave actual y Kl el candidato de ciclo.

6.2. Adaptive Motion Gait

Los robots con patas, como los robots de hexápodos, exhiben mayores capacidades
de navegación en terrenos accidentados y desestructurados que sus contrapartes
con ruedas. Sin embargo, estas capacidades de movimiento vienen acompañadas
de una mayor complejidad de control, que se debe principalmente al alto número
de grados de libertad (DoF). El robot hexápodo utilizado en esta tesis tiene un
total de 18 DoF, tres actuadores por cada una de las seis piernas. Por lo tanto,
la búsqueda de soluciones óptimas en el espacio de configuración de las piernas se
vuelve computacionalmente prohibitiva. Una solución más eficiente es generar un
patrón de caminata o gait [89].

Los patrones de caminata simples de onda periódica, donde se alternan periódica-
mente pares de patas, pueden ser muy eficiente en terrenos planos donde todas las
patas que soportan al robot se encuentran en el mismo plano. Además, sobre una
superficie plana, es suficiente elevar cada pata a la altura mínima y moverla hacia
adelante. Sin embargo, en terrenos irregulares y difíciles, el robot debe atravesar pe-
queños obstáculos y los efectores finales de las piernas pueden terminar a diferentes
alturas. Las piernas pueden incluso perder el apoyo del suelo o atascarse, evitando
que el robot se mueva en la dirección solicitada. Por lo tanto, los obstáculos simples
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pueden ser difícilmente transitables usando un patrón de caminata simple en forma
de lazo abierto. Esto se puede superar cerrando el circuito de control al considerar
información sensorial adicional cuando se genera y ejecuta el patrón de movimiento.

Mrva y Faigl [24] proponen que la información de posición brindada por muchos
servomotores también puede usarse para asegurar que las patas individuales están
dando soporte efectivo al robot. Esta es una configuración bastante minimalista
que no requiere de sensores adicionales como en otros trabajos [90, 91]. En ella, la
detección táctil se basa en medir la fuerza actuando en contra del servomotor que
resulta del contacto con el pie cuando se encuentra con un obstáculo. La fuente de la
fuerza original es el torque del servomotor, pero se considera que este está relacionado
linealmente con el error de posición del servo, como se muestra en la Figura 6.8. Por
lo tanto, la fuerza de actuación en el servo puede estimarse analizando el error de
posición con respecto a la posición objetivo actual. Además, se puede definir un
valor de umbral ethreshold que, cuando se excede, indica una carga alta en el servo, y
por lo tanto, una fuerza de actuando en contra, que en este caso señala una colisión
con un obstáculo. Es importante tener en cuenta que la dinámica de los robots no
es tenida en cuenta para establecer el umbral de contacto, pero el algoritmo parece
funcionar bien en la práctica una vez que se establece un valor de umbral fijo para
una plataforma y velocidad predefinidas.

Figura 6.8: Estimación de la relación
entre el torque de salida del servo
y el error de posición mientras se
controla la posición del objetivo.

Figura 6.9: Visualización de la nivela-
ción del cuerpo de un robot hexápodo
durante un patrón de caminata adapta-
tivo (adelante) y tradicional (en marca
de agua).

El algoritmo de Adaptive Motion Gait [24] (AMG) es una adaptación de los patrones
clásicos que aprovecha la detección de contacto con el suelo para establecer nuevos
puntos de apoyo durante la planificación del patrón de caminata. El objetivo es
mantener el peso del robot distribuido uniformemente entre todas las piernas, es
decir, todas deben soportar la misma (o similar) carga para sostener al robot en
un estado estable. La Figura 6.9 muestra una comparación entre el robot hexápodo
pisando un obstáculo alto durante un patrón de caminata adaptativo (adelante) y
tradicional (en marca de agua).
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6.3. Algoritmo de navegación

Se definió un algoritmo de navegación autónoma simple sobre el sistema propuesto
como una prueba de concepto para incentivar el desarrollo de métodos más complejos
en un futuro. Usando la localización provista por el sistema S-PTAM, el robot es
comandado a seguir una trayectoria geométrica simple siguiendo una secuencia de
puntos de ruta descritos en un espacio bidimensional paralelo al suelo. El controlador
de navegación envía comandos de velocidad lineal y angular al robot basándose en
un control proporcional de la posición que mide la distancia al siguiente objetivo
utilizando la localización actual.
Dado que el terreno está poblado por obstáculos que simulan un terreno accidentado,
la estimación provista por el sistema S-PTAM deberá ser lo suficientemente buena
como para proporcionar una trayectoria 2D con respecto al plano del suelo, a pesar
de atravesar también terreno vertical. El sistema deberá responder lo suficientemente
rápido para ajustar las velocidades en consecuencia y llegar a los puntos de destino
de forma precisa y con la velocidad adecuada. Por otro lado, se requerirá que el
sistema AMG sea capaz de navegar un conjunto de obstáculos y terrenos irregulares,
y mantener mientras tanto la plataforma robótica lo mejor estabilizada posible para
minimizar movimientos erráticos que puedan deteriorar las estimaciones computadas
por el sistema de localización.
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7.1. Entorno simulado

Un marco de simulación y prueba fue desarrollado específicamente para evaluar as-
pectos particulares del algoritmo de Bundle Adjustment constante bajo condiciones
precisamente controladas. La configuración del entorno consiste en especificar una
trayectoria (por ejemplo, velocidad lineal y angular constante) para un robot simula-
do, así como parámetros que controlan el número de marcas de referencia (rastreadas
y creadas) que deben ser visibles en cada cuadro. Las distribuciones de ruido blanco
gaussiano se pueden configurar para las estimaciones de pose iniciales en cada paso,
así como para las características locales de imagen detectadas.
El algoritmo de generación se describe en Algoritmo 7.1. Los parámetros son el
número de cuadros estéreo para generar (n_frames), el número deseado de marcas
de referencia observadas en cada cuadro (max_landmarks), la velocidad constante
del vehículo (velocity), la velocidad de cuadros (dt) y los parámetros de ruido para
la simulación de características. Estos fueron elegidos como ruido gaussiano blanco
con σ = 1px.

Algorithm 7.1 Generate a simulated trajectory.
1: pose ← 0
2: frame_id ← 0
3: landmarks ← ∅
4: while frame_id < n_frames do
5: matched_landmarks, matched_features ← match(pose, landmarks)
6: n_new ← max(0, max_landmarks - #matched_landmarks)
7: new_landmarks, new_features ← triangulate(pose, n_new)
8: save(frame_id, new_features, matched_features)
9: landmarks ← landmarks ∪ new_landmarks
10: pose ← pose + velocity × dt
11: frame_id++
12: end while

La rutina match selecciona el subconjunto de marcas de referencia existentes que
caen en el campo visual de la cámara en la posición dada. Estas marcas de referencia
luego se proyectan sobre los planos de la imagen y se contaminan con ruido gaussiano
blanco para simular el conjunto de características locales de imagen observadas. Si
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el número de características detectadas es menor que el número deseado de marcas
de referencia observadas por fotograma (max_landmarks), las marcas restantes se
crean aleatoriamente dentro del frustum de la cámara. Estos también se proyectan
en los planos de la imagen y se contaminan con ruido gaussiano blanco para simular
las características utilizadas para generar nuevos marcas de referencia. Para cada
cuadro, el algoritmo genera un conjunto de características que coinciden con marcas
de referencia ya existentes y otro conjunto de características que deben utilizarse
para triangular nuevas. Es importante darse cuenta de que la asociación entre las
características y las marcas de referencia detectadas está dada y es perfecta, lo cuál
no es el caso en un escenario real.

Por otro lado, la rutina de simulación recibe las características de imagen simuladas
para cada fotograma estéreo entrante y una secuencia de mediciones de odometría
que se deducen de las poses conocidas. En cada cuadro, los datos de odometría
son contaminados por ruido gaussiano blanco para simular errores inducidos por
el proceso de predicción de movimiento. Los valores específicos para estas pruebas
fueronΣv = I3σv con σv = 0,01 para velocidad lineal y Σω = I3σω con σω = 0,1
para la velocidad angular. En ambos casos, los ruidos son independiente por eje y no
están correlacionados. Esta predicción de pose se usa como una solución inicial para
la pose de la cámara en el próximo problema de optimización. Las asociaciones entre
las marcas de referencia y las nuevas características locales de imagen son propor-
cionadas por el marco de simulación. Se computa una ventana de optimización, que
incluye el nuevo fotograma y las restricciones a marcas del ambiente, y el Bundle
Adjustment se lleva a cabo proporcionando un conjunto actualizado de parámetros.

El objetivo principal de ejecutar SLAM en estos entornos es comparar el rendimiento
de la heurística de estimación de la distribución marginal propuesta en Capítulo 5
con la solución de canónica en condiciones ideales. Para este propósito se simulan
dos escenarios simples pero representativos: una trayectoria lineal sin cierres de lazo
y una circular que cierra un lazo.

El primer escenario simula una cámara estéreo que se mueve en línea recta con
velocidad constante durante un período prolongado. Se eligió el experimento para
exhibir la evolución de las covarianzas en un entorno puramente odométrico, donde
no se producen cierres de ciclo. Se espera que las covarianzas crezcan a cada paso, y
que las covarianzas computadas por la heurística de prior implementada crezcan de
manera similar a las computadas por la solución de Bundle Adjustment canónica.
Además, el primero no debería ser ser más informativo con respecto al último. Los
resultados de las estimaciones de covarianza para este experimento se pueden ver en
la Figura 7.1 donde además se observa el comportamiento esperado.

El segundo escenario simula un robot que realiza una trayectoria circular y, final-
mente, vuelve a visitar el origen y los primeros fotogramas de la trayectoria. Esta
configuración permite estudiar el comportamiento de las estimaciones de densidad
cuando se cierran ciclos respecto de secciones mucho más antiguas del mapa, donde
datos muchos más informativos se relacionan de repente con los fotogramas de la re-
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Figura 7.1: Volúmenes comparativos de covarianza de posición para una trayectoria
lineal simulada de 100 cuadros. Se muestran dos métodos de selección de ventana:
Optimización global (GBA) y una ventana de visibilidad de tamaño 10 con prior
(prior). Para cada uno de estos, se muestran las poses estimadas (tracked), así
como las poses optimizadas finales (final).

gión actualmente activa. El experimento se diseñó específicamente para justificar la
elección del parámetro de referencia, que se supone maximiza el valor informativo de
la ventana. La Figura 7.2 muestra las covarianzas resultantes para los experimentos
que utilizan la ventana propuesta, así como otros que realizan Bundle Adjustment
completo en cada paso. Cuando una región más informativa del mapa se redescubre
y se relaciona con la ventana activa, la covarianza de la pose estimada cae inme-
diatamente cuando se realiza una GBA. Para la ventana propuesta, la covarianza
también se reduce aunque unos pocos fotogramas más tarde, cuando la región re-
visitada se vuelve lo suficientemente visible como para que el fotograma actual la
considere entre los 10 fotogramas clave de la ventana de optimización.

Las figuras 7.3 y 7.4 representan los momentos antes y después de que una parte
más antigua del mapa sea redescubierta por primera vez por ambos métodos. Res-
pectivamente, el método que realiza el Bundle Adjustment completo en cada paso y
el que utiliza la ventana y estrategia nde marginalización propuestas. En este punto,
se establecen las correspondencias entre el fotograma actual y los primeros de la
secuencia, vinculando efectivamente los fotogramas más nuevos a datos mucho más
informativos, dejando caer sus propias covarianzas marginales a un valor mucho me-
nor que el que venían arrastrando. El efecto también se puede observar en las figuras
Figura 7.1 y Figura 7.2, donde la covarianza para la pose actual cae significativa-
mente al procesar el fotograma decisivo. El método que realiza GBA es claramente
superior, ya que cierra el ciclo más rápido y actualiza inmediatamente las covarianzas
marginales de todo el mapa. Sin embargo, ya se comentó que este enfoque no escala
bien en complejidad cuando es utilizado en aplicaciones de tiempo real. También se
puede observar cómo las covarianzas más grandes para las estimaciones de la pose
final son las que se encuentran más alejadas de las más informativas (el origen), y
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Figura 7.2: Volúmenes comparativos de la covarianza de posición para una trayec-
toria circular simulada de 100 cuadros. Se muestran dos métodos de selección de
ventana: Optimización global (GBA) y una ventana de visibilidad de tamaño 10
con prior unario. Para cada uno de estos, se muestran las poses estimadas en cada
paso , así como su estado de la trayectoria al terminar la secuencia.

la información se propaga a través del grafo de visibilidad independientemente de la
dimensión temporal.

7.2. Plataforma robótica

Aunque los resultados de los experimentos en entornos simulados que se muestran en
la sección anterior sugieren un rendimiento razonable, el despliegue y la evaluación
en plataformas robóticas reales son el objetivo final cuando se apunta a aplicaciones
en el mundo real. En particular, este trabajo se centró en el desarrollo de un sistema
de localización para robots hexápodos, que pueden sufrir de movimientos repentinos
y arbitrarios de la cámara debido a irregularidades en el suelo y deslizamientos. Por
lo tanto, se desarrolló una plataforma robótica capaz de atravesar estos tipos de
terrenos y ejecutar un sistema Visual SLAM integrado en tiempo real.
La plataforma elegida es el robot hexápodo PhantomX Mark II desarrollado por
Trossen Robotics presentado en la Figura 7.5. La plataforma proporciona un marco
con seis piernas de tres grados de libertad cada una. Cada articulación está formada
por un servo DYNAMIXEL AX-12A que proporciona la retroalimentación de po-
sición necesaria para alimentar el algoritmo Adaptive Motion Gait (Sección 6.2) .
Además, la plataforma ofrece espacio suficiente para montar equipos adicionales en
la parte superior, mientras que una batería de 12V cabe cómodamente dentro del
marco del cuerpo.
Como unidad de procesamiento a bordo se eligió una computadora ODROID-XU4,
que brinda un equilibrio razonable entre velocidad de procesamiento, tamaño y con-
sumo de energía. Las características incluyen
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7.2 Plataforma robótica

Figura 7.3: Estimaciones de pose y covarianzas correspondientes a los fotogramas
36 (izquierda) y 37 (derecha) de la simulación de la trayectoria circular utilizando
GBA. Las líneas azules y rojas representan los ejes x y z de los marcos locales de
cada pose. Las poses verdes son las seleccionadas para la ventana de optimización,
las rojas son las que quedan fuera. Las elipses representan intervalos de confianza
del 99 % para la posición. Los puntos azules son marcas de referencia cercanas.

CPUs 2Ghz Cortex™ Octa-core
2GB LPDDR3 RAM
2× puertos USB 3.0
Un tamaño de 83× 58 mm.
Ubuntu 18.04 OS

Como cámara se utilizó una Tara USB 3.0 Stereo Vision Camera de e-con Systems
con las siguientes características:

interfaz USB 3.0
fotogramas estéreo de tamaño 640× 480 @30Hz
IMU LSM6DS0 de seis ejes integrada

El montaje final de todos los dispositivos en la plataforma hexápoda se puede apre-
ciar en la Figura 7.8.
Para simular la navegación sobre terrenos irregulares en un entorno controlado, se
diseñó y montó una pista de prueba experimental dentro de un laboratorio como se
muestra en las figuras 7.11 y 7.9. La pista de prueba sigue una trayectoria cuadrada
de aproximadamente 8m que involucra obstáculos tales como un conjunto de escale-
ras, una rampa y una colina de cubos de altura irregular. Cada uno de estos tipos de
terreno representa un desafío diferente para el sistema S-PTAM + AMG. La pila de
bloques de madera irregulares simula un terreno irregular donde el sistema necesita
adaptarse a las pequeñas pero impredecibles diferencias de altura en el entorno. Al
subir las escaleras, las diferencias de altura se vuelven más regulares pero también
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Figura 7.4: Estimaciones de pose y covarianzas correspondientes a los fotogramas
36 (izquierda) y 37 (derecha) de la simulación de la trayectoria circular utilizando
una ventana local de 10 fotogramas clave con prior unario. Las líneas azules y
rojas representan los ejes x y z de los marcos locales de cada pose. Las poses
verdes son las seleccionadas para la ventana de optimización, las rojas son las
que quedan fuera. Las elipses representan intervalos de confianza del 99 % para la
posición. Los puntos azules son marcas de referencia cercanas.

tienen una altura más desafiante. Al descender la rampa, el sensor visual del robot
estará apuntando al suelo, donde solo se puede ver un número limitado de carac-
terísticas que no resultan suficientes para realizar una estimación visual robusta.
En todos estos casos, el sistema también está sujeto a resbalones en los que inclu-
so el AMG no podrá mantener estable el el cuerpo del robot, y la cámara sufrirá
movimientos repentinos e impredecibles. Los giros en cada vértice de la trayectoria
cuadrada también representan un desafío adicional para el sistema SLAM debido al
desenfoque en las imágenes presente al realizar rotaciones rápidas.
Además, se configuró un sistema de estimación de verdad terrestre para comparar el
desempeño del sistema de localización durante cada experimento contra una fuen-
te externa más confiable. Se utilizan dos versiones diferentes de este sistema. Los
experimentos más antiguos utilizan una combinación del sistema de seguimiento de
etiquetas whycon [92] para la estimación de la posición, y una unidad de medición
inercial XSens MTi- 30 que proporciona una estimación de la orientación absoluta
filtrada como se muestra en la Figura 7.11. Los experimentos más recientes se basan
en el seguimiento de patrones AprilTag [93] por una cámara externa como se muestra
en Figura 7.9. El seguimiento de estas etiquetas en cada fotograma proporciona la
posición, así como la estimación de orientación con respecto al el marco de referencia
de la cámara montada, con una precisión esperada de ±0,03m y ±2 deg. Dado que
ambos sistemas de verdad terrestre son independientes del sistema experimental, las
estimaciones de pose deben alinearse temporalmente a mano antes de procesarse.
Aunque el experimento ideal hubiese sido permitir que el robot navegue de forma
autónoma sobre una configuración de terreno irregular, algunos problemas técnicos
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Figura 7.5: PlataformaPhantomX Mark II hexapod crawler.

Figura 7.6: Computadora ODROID-
XU4.

Figura 7.7: Cámara estéreo E-con Tara.

que imposibilitaron que el sistema de caminata adaptativo y el sistema S-PTAM se
pudiesen ejecutar simultáneamente en la misma plataforma física. Específicamente,
el AMG es controlado mediante un bucle muy sensible que espera un rendimiento en
tiempo real al nivel de unos pocos milisegundos. Cualquier diferencia en la velocidad
de respuesta da como resultado mediciones de error de posición que no escalan con
el valor de umbral que se utiliza para verificar las colisiones contra el suelo. Incluso
al ejecutar cada proceso en su propio núcleo dedicado, el bus USB utilizado por el
sistema AMG para la comunicación sigue siendo un cuello de botella, ya que también
está constantemente ocupado con las imágenes que se transmiten desde las cámaras.
Por esta razón, el experimento ideal se divide en dos más pequeños e independientes:
por un lado, el sistema de localización se prueba en el contexto de la navegación en
terreno irregular, aunque está guiado por un operador humano y no por un sistema
de navegación autónoma de lazo cerrado. Por otro lado, la factibilidad del uso del
sistema de localización propuesto como un estimador para la navegación autónoma
se prueba utilizando un sistema de navegación autónoma de lazo cerrado para guiar
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Figura 7.8: Montaje final de la cámara estéreo Tara y la unidad de procesamiento
Odroid-XU4 en la plataforma hexápoda PhantomX.

al robot, aunque utilizando un patrón de caminata más simple sin detección de
colisión para navegar sobre una superficie lisa.
A continuación, se analizan tres instancias experimentales para resaltar las diferentes
propiedades del sistema de localización propuesto. En Sección 7.2.1 se presentan
experimentos sobre la idoneidad del sistema SLAM utilizado y la elección de una
IMU para hacer frente a los movimientos impredecibles inherentes a las formas de
locomoción de robots con patas. Para esto, el robot es guiado por una configuración
de terreno irregular por un operador humano mientras el sistema SLAM se ejecuta
a bordo, y el rendimiento se compara con otro sistema SLAM del estado del arte
que se bajo en las mismas condiciones. Luego, en las subsecciones 7.2.2 y 7.2.3 se
presentan los experimentos mencionados en el párrafo anterior, que hacen foco en
la navegación sobre terrenos difíciles y la factibilidad de la navegación autónoma
respectivamente.

7.2.1. Factibilidad del sistema de SLAM

Los primeros experimentos realizados con el robot hexápodo sobre un terreno irre-
gular se realizaron en una versión antigua del sistema SLAM visual-inercial. Esta
versión incluía un filtro EKF como forma de fusionar las medidas visuales e iner-
ciales a modo de bucle cerrado, como se muestra en la Figura 7.10. Este enfoque
también se denomina integración loosely-coupled, en contraste con las integraciones
tightly-coupled que integran mediciones inerciales directamente como restricciones
en el problema de Bundle Adjustment.
Otra diferencia con la configuración final consistió en utilizar sensores diferentes,
particularmente una cámara estéreo Bumblebee 2 y una unidad de medición inercial
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7.2 Plataforma robótica

Figura 7.9: La configuración experimental vista desde una cámara montada en el
techo utilizada para estimar las ubicaciones del patrón AprilTag.
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Figura 7.10: Integración débilmente acoplada de S-PTAM e IMU a través de un
filtro EKF.

XSens MTi- 30. Más tarde, la cámara Bumblebee fue reemplazada por una Tara (7.7)
debido a lainterfaz Firewire deprecada de la primera y su gran peso, que provocaba
que el robot hexápodo cabeceara fuertemente a cada paso. Dado que la cámara más
nueva posee una IMU integrada, la XSens, voluminosa y de alto precio también se
descartó.

Durante los experimentos, se realizó una comparación con el sistema popular del
estado del arte RGB-D SLAM [94], que utiliza SLRs (cámara estilo Kinect) para
evaluar la factibilidad del enfoque estéreo propuesto.

El robot fue guiado a lo largo del circuito por un operador humano mientras se
registraban los datos sensoriales. Ambos algoritmos de SLAM se ejecutaron luego en
una computadora de escritorio con un procesador Intel® Core ™ (TM) i7-4790 CPU
@ 3.60GHz, aunque se utilizó el sistema ROS [95] para simular el comportamiento en
tiempo real. Desafortunadamente las imágenes de la cámara y los fotogramas RGB-
D no pueden grabarse simultáneamente porque el patrón infrarrojo proyectado por
el sensor RGB-D interfiere con el sensor de imagen de la cámara Bumblebee, lo cuál
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Figura 7.11: Configuración experimental de la pista para simular terrenos irregu-
lares.

causa un patrón de ruido constante.

El sistema de localización externo WhyCon [92] se usó para proporcionar datos
fiables de verdad terrestre sobre la trayectoria realizada. Los errores de estimación
de posición suelen estar en el rango de 1 cm por eje. WhyCon se diseñó originalmente
para proporcionar una posición 2D, y la precisión de la estimación 3D depende en
gran medida de la resolución de la cámara y del tamaño del patrón. Esto se vuelve un
problema especialmente cuando se intenta medir la orientación 3D. Aprovechando la
orientación absoluta y confiable dada por la IMU XSens MTi-30, se consideran estas
mediciones en lugar de las calculadas por WhyCon para los datos de orientación de
verdad terrestre.

Figura 7.12: Trayectorias estimadas respecto de las mediciones de verdad terrestre.
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7.2 Plataforma robótica

En la Figura 7.12 dos trayectorias estimadas por S-PTAM y RGB-D SLAM pueden
verse representadas contra sus respectivas verdades terrestres. Ambas trayectorias
muestran tener un buen desempeño y, a simple vista, RGB-D parece superar al
S-PTAM en términos de precisión.

Figura 7.13: Errores de traslación y rotación absolutos para las estimaciones de
pose realizadas por ambos algoritmos SLAM con respecto al sistema de verdad
terrestre WhyCon.

Los errores calculados para las trayectorias estimadas por ambos métodos según
las métricas planteadas en la Sección 3.5 se pueden apreciar en las figuras 7.13 y
7.14. Podemos observar un rendimiento ligeramente mejor de SPTAM al comparar
la métrica del error relativo, aunque el RGB-D supera al S-PTAM en términos del
error absoluto.

Figura 7.14: Errores de traslación y rotación relativos para las estimaciones de
pose realizadas por ambos algoritmos de SLAM con respecto al sistema de verdad
terrestre WhyCon.

En términos de desempeño en tiempo real del sistema de localización, S-PTAM
superó a la SLAM RGB-D brindando una estimación de localización a 10 Hz sobre
3 a 4 Hz del último.
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7.2.2. Navegación en terrenos irregulares

Para demostrar la factibilidad del sistema SLAM propuesto para la navegación en
terrenos irregulares utilizando robots hexápodos, un operador humano guía al robot
en una configuración de terreno accidentado mientras el sistema SLAM se ejecuta
a bordo. Al igual que la pista utilizada en los primeros experimentos, la navegación
sigue una trayectoria cuadrada de aproximadamente 8m que involucra obstáculos
tales como un conjunto de escaleras, una rampa y una colina de cubos de altura
irregular. La configuración se muestra, desde el punto de vista de la cámara que
registra los datos de verdad terrestre, en la Figura 7.9.

cubos

e
sc
a
le
ra
s

rampa

Figura 7.15: Trayectorias estimadas por el sistema S-PTAM durante la navegación
en terreno irregular y verdad terrestre, según lo registrado por el localizador de
AprilTag, como referencia. Las elipses denotan intervalos de confianza de posición
estimados (95 %) en puntos específicos de la trayectoria.

La Figura 7.15 muestra tanto la trayectoria estimada por el sistema SLAM como
la estimada por el sistema de verdad terrestre, así como los obstáculos atravesados
dibujados sobre el fondo. Ambas trayectorias representan el camino recorrido por el
marco de referencia de la cámara izquierda con respecto a su primer pose, es decir,
el origen euclidiano en el que están representados todos los elementos del mapa. Se
puede ver que la trayectoria estimada por S-PTAM se desvía de la verdad terrestre,
pero una vez que se cierra un bucle cuando se regresa cerca del origen, se corrige el
error de deriva acumulado. La Figura 7.16 muestra la evolución de ambas trayectorias
a lo largo del tiempo para cada parámetro de pose de forma independiente, donde se
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puede ver cómo el sistema S-PTAM subestima en gran medida el cambio de altura
al subir el conjunto de escaleras y también al bajar por la rampa.

Figura 7.16: Trayectoria estimada por el sistema S-PTAM (naranja) durante la
navegación sobre terreno irregular y verdad terrestre, según lo registrado por el
localizador de AprilTag (azul), como referencia.

Figura 7.17: Estadísticas de error de la trayectoria estimada contra la verdad
terrestre para el experimento de navegación sobre terreno accidentado.

En cuanto a la estimación de incertidumbre, las figuras Figura 7.18 y Figura 7.19
muestran la evolución del estimador de covarianza durante el experimento de na-
vegación sobre terrenos irregulares. Las áreas rojas indican intervalos de tiempo en
los que el robot está caminando sobre un obstáculo, específicamente, y en orden
cronológico: el conjunto de cubos irregulares, las escaleras y la rampa de bajada.
Las áreas amarillas corresponden a los momentos en que el robot está girando. Se
pueden discernir algunos artefactos interesantes que ameritan algunos comentarios.
Alrededor de la marca de tiempo 650s se puede ver un pico en la Figura 7.18 que afec-
ta principalmente a la posición, y que al analizar las estimaciones en las dimensiones
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individuales (Figura 7.19) se puede atribuir a un crecimiento de la incertidumbre
a lo largo del eje z del robot. Esto corresponde al momento en que el robot está
bajando por la rampa, donde las cámaras solo logran ver el suelo plano que no posee
muchos rasgos distintivos. Por lo tanto la estimación de la pose se realiza mediante
el seguimiento de un número muy bajo de características de la imagen, o únicamente
mediante el modelo de predicción, donde la incertidumbre asociada también es alta.
Sin embargo, el algoritmo se recupera luego de volver a observar una parte del mapa
más rica en características, y las estimaciones de incertidumbre regresan al nivel
anterior.

Figura 7.18: Evolución del volumen de covarianza de la posición y rotación de la
cámara en la trayectoria del experimento sobre navegación de terreno accidentado.

Como es de esperar, las estimaciones de covarianza disminuyen en todas las dimen-
siones luego de que se vuelve a observar el origen de la secuencia y se cierre un
ciclo. Como ya fue visto durante los experimentos sobre escenarios simulados, una
vez que cualquiera de los fotogramas clave iniciales comparte un alto grado de co-
visibilidad con cualquiera de los parámetros en la ventana activa, se seleccionará
como referencia para la estimación de la incertidumbre de la misma.
Para evaluar el rendimiento en tiempo real del sistema de navegación autónomo
implementado, los perfiles de las operaciones temporalmente más costosas se regis-
traron mientras se ejecutaba el sistema en la computadora a bordo Odroid. Los
resultados del módulo de seguimiento en tiempo real se pueden observar en la Fi-
gura 7.20. Se puede ver que, en promedio, se tarda unos 0, 2 a 0, 25 segundos para
manejar un fotograma entrante y proporcionar una estimación de pose. Aunque esto
es suficiente para controlar una plataforma hexápoda, puede resultar problemático
para vehículos con una dinámica más veloz, p.e. robots multicópteros. También se
puede ver que la operación que consume más tiempo es el proceso de extracción de
características, que podría evitarse, por ejemplo mediante el uso de extractores más
rápidos o un módulo de hardware dedicado.
Por completitud, el perfil para la rutina de optimización del mapa se muestra en
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Figura 7.19: Evolución de los desvíos estándar en ejes individuales de la posición
y rotación de la cámara en la trayectoria del experimento sobre navegación de
terreno accidentado.

Figura 7.21. Aunque parece no depender del tamaño del mapa, como es esperado, el
proceso sigue siendo bastante costoso. Sin embargo, los fotogramas clave entrantes
son procesados continuamente sin acumularse, por lo tanto el elevado costo compu-
tacional no limita el correcto funcionamiento del sistema.

7.2.3. Navegación autónoma

Para demostrar la factibilidad del sistema S-PTAM para la navegación autónoma, se
instruyó al robot navegar por un escenario simple de 1,5m×1m sobre un piso plano.
Para ello, el robot se basó únicamente en la localización autónoma provista por el
sistema de SLAM hasta alcanzar nuevamente la posición de salida. El escenario está
libre de obstáculos ya que, como fue mencionado anteriormente, dificultades técnicas
impiden que el sistema SLAM se ejecute a la par del algoritmo Adaptive Motion
Gait en la configuración de hardware actual. Por lo tanto, se utilizó la misma marcha
del trípode, aunque sin detección de colisión contra el suelo.
La trayectoria mostrada en la Figura 7.22, aunque errática en momentos específi-
cos, parece funcionar lo suficientemente bien como para regresar al origen incluso
sin la ayuda del módulo de cierre de ciclos. Al analizar la trayectoria sobre pará-
metros de pose individuales (Figura 7.23), se puede ver que alrededor de la marca
de 250s hay una medida errática en el eje vertical (y) del robot. Esto corresponde
a la estimación errática observada en la esquina inferior derecha en la Figura 7.22,
probablemente debido a la presencia de errores de asociación. Las estadísticas de
error correspondientes a este experimento se muestran en Figura 7.24.
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Figura 7.20: Perfiles de rendimiento para la rutina de atención de fotogramas y un
detalle de la subrutina de seguimiento de pose. La línea roja representa el tiempo
total a través de un filtro pasa bajos (Savitzky-Golay con tamaño de ventana 101,
y orden polinomial 3).

Figura 7.21: Perfiles de rendimiento para la rutina de optimización de mapas.
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Figura 7.22: Trayectoria estimada por el sistema S-PTAM durante la navegación
autónoma (naranja) y la verdad terrestre (azul), según lo registrado por el loca-
lizador de AprilTag, como referencia.

Figura 7.23: Trayectoria estimada en cada eje por el sistema S-PTAM durante la
navegación autónoma (naranja) y la verdad terrestre (azul), según lo registrado
por el localizador de AprilTag, como referencia.
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Figura 7.24: Estadísticas de error de la trayectoria estimada en función de la verdad
terrestre para el experimento de navegación autónoma.
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8 Conclusiones

En esta tesis, se propone una sistema de navegación que permite a un robot he-
xápodo realizar tareas de navegación autónoma de manera robusta, incluso cuando
opera en terrenos difíciles. El sistema se basa en cámaras estereoscópicas para rea-
lizar SLAM en tiempo real sobre una computadora a bordo, y proporcionar una
estimación de localización fiable con una incertidumbre asociada. Para hacer fren-
te a los movimientos repentinos e impredecibles inherentes a la locomoción de los
vehículos con patas en terrenos irregulares, se utiliza una unidad de medición iner-
cial para proporcionar predicciones de rotación precisas entre pares de fotogramas
estéreo. Esto reduce el área en la que se deben buscar correspondencias entre ca-
racterísticas locales de la imagen y las marcas de referencia del mapa, y dificulta
que la rutina de optimización de poses caiga en mínimos locales al proporcionar una
solución inicial que debería ser cercana al óptimo.

Para permitir que el sistema pueda ejecutarse en tiempo real incluso durante la
navegación a largo plazo, se propone una estrategia de selección de ventana para
considerar solo una parte delimitada del mapa durante la optimización del mismo.
Para habilitar la selección de una ventana de este tipo en complejidad de tiempo
acotada, se implementó una estructura de datos dedicada denominada grafo de co-
visibilidad para contener los elementos del mapa y sus relaciones, así como cierta
información relacional agregada que permite consultar rápidamente los fotogramas
clave cercanos que comparten un alto grado de información. Esta estrategia fue di-
señada específicamente para proporcionar estimaciones de los parámetros en forma
de variables aleatorias con distribuciones normales multivariadas. Esto significa que
además de proporcionar estimaciones numéricas para las poses de la cámara rela-
cionadas a cada fotograma estéreo entrante y las posiciones de marcas de referencia
mapeadas, también se proporcionan estimaciones de incertidumbre en forma de ma-
trices de varianza-covarianza con la dimensionalidad correspondiente. La solución
canónica para una ventana probabilísticamente consistente es la marginalización
adecuada de las variables que quedan fuera, que tiene una complejidad que crece
con el tamaño del mapa. Para hacer frente a este problema, se propone una heu-
rística novedosa para aproximar la verdadera marginal en forma de un prior unario
sobre uno de los parámetros seleccionados de la ventana. Se muestra que la estrate-
gia se comporta de la manera esperada en una serie de experimentos en entornos de
simulación controlados.

Finalmente, una serie de experimentos realizados en una plataforma hexápoda real
muestra la factibilidad del sistema de navegación desarrollado para la tarea prevista.
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Los mismos son realizados sobre una pista de prueba con obstáculos específicamente
diseñada. A pesar de que los algoritmos AMG y S-PTAM no pudieron ejecutarse
simultáneamente en la misma plataforma debido a limitaciones de hardware, todos
los aspectos del sistema propuesto se probaron en dos experimentos independientes.
Por un lado, el robot fue capaz de navegar continuamente sobre los obstáculos a
la vez que proporcionaba una localización confiable en tiempo real con todos los
sistemas ejecutados en una computadora de a bordo. Por otro lado, se realizó un
experimento de navegación autónoma en el que el robot siguió una ruta propuesta
sin la necesidad de un operador humano, aunque sin tener que superar obstáculos
en el camino.
A pesar de haber superado con éxito el problema inicialmente propuesto de navegar
por terrenos irregulares con una plataforma hexápodo con alto grado de autonomía,
se encontraron algunas limitaciones en el diseño que pueden desencadenar intere-
santes temas de investigación en el futuro y proporcionar motivación para continuar
con esta línea de trabajo. Además, durante el tiempo en que se estaba desarrollando
el trabajo actual, surgieron nuevos enfoques y algoritmos que arrojaron una nueva
luz sobre algunos de los problemas que aquí se analizan y que merecen un análisis
más detallado. En este espíritu, los siguientes párrafos proponen algunas posibles
líneas de investigación que se basan en el trabajo que ya fue realizado en esta tesis.

8.1. Trabajo futuro

La estrategia de prior unario presentada y utilizada a lo largo de este trabajo pre-
senta el problema de la restricción insuficiente de los parámetros de la frontera de la
ventana con respecto al problema global. Debido a que los parámetros de frontera
en el contexto de la ventana de visibilidad compartida implementada son esencial-
mente marcas de referencia, quedan sub-representadas solo en el caso de que una
única medida monocular permanezca dentro de la ventana o si el ángulo máximo de
paralaje entre las medidas existentes es demasiado bajo. Dado que este escenario es
extremadamente raro y fácil de evitar, se ignoró en los experimentos realizados. No
obstante, la solución puede diferir de la global, ya que no se tienen en cuenta algunas
restricciones. Una solución sencilla puede ser modelar las posiciones de marcas de
referencia sin restricciones utilizando la parametrización de profundidad inversa [96].
Un análisis más detallado de la frontera también puede revelar una mejor manera
de formular el anterior, posiblemente en forma de una restricción más general sobre
todas las variables en la frontera. Si bien la estructura del anterior sería la misma
que la de la marginal verdadera, no resulta sencillo [83] elegir valores para un prior
que puedan calcularse en tiempo constante y sean una buena aproximación de la
verdadera marginal.
Además, trabajos recientes[11, 79, 59] parecen estar enfocados en el llamado SLAM
visual-inercial estrechamente acoplado. Al agregar mediciones de IMU preintegradas
al problema de Bundle Adjustment como un tipo nuevo de factor, los sesgos y la
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dirección del vector de gravedad se pueden estimar como parámetros para cada
fotograma. Esto permite separar las mediciones de aceleración lineal de la fuerza
de gravedad e integrarlas para calcular una estimación de velocidad lineal, que a su
vez puede usarse para alimentar el modelo predictivo con datos más precisos que el
modelo de velocidad constante empleado en el trabajo actual.
También sería interesante explorar las posibilidades de trabajar con transformaciones
relativas [97] en lugar de absolutas, y los inconvenientes introducidos por mayores
dependencias condicionales durante la optimización. Las incertidumbres relativas
podrían entonces integrarse bajo demanda y utilizarse para realizar una asociación
activa. Algunos problemas de concurrencia también pueden resolverse de esta ma-
nera, ya que las actualizaciones de parámetros introducidas mediante la ejecución
simultánea de subprocesos, como cierres de ciclo, no necesitarían ser detectadas y
administradas específicamente. Además, puede ser posible que se puedan usar rela-
ciones relativas para des-marginalizar parámetros de manera más eficiente durante
los cierres de ciclo grandes.
A nivel de programación, se observaron casos en los que un parámetro podría que-
dar sub-representado debido a la eliminación de las restricciones asociadas por ser
marcadas como valores atípicos. El minimizador ceres utilizado como módulo de
optimización, aunque permite calcular distribuciones marginales de parámetros, no
los calcula aprovechando la distribución esparsa de los bloques de parámetros en
la matriz de información, sino que utiliza un algoritmo de factorización QR para
calcular la matriz de covarianza del problema completo como paso preliminar. Este
algoritmo, al contrario que el algoritmo marginal de bloques esparsos [98], no admite
parámetros sin restricciones y, por lo tanto, falla en el caso mencionado.
A nivel de hardware, sería interesante separar los procesos sensibles al tiempo, en
particular el controlador de movimiento y el controlador de la cámara, ya sea en
una distribución de Linux en tiempo real o en unidades de control dedicadas. Va-
rios problemas, p.e. los malfuncionamientos de controladores, se relacionaron con el
desborde de los canales de comunicación debido a que, de a momentos, todos los
recursos está dedicados a resolver problemas computacionalmente complejos, como
la eventual rutina de Bundle Adjustment cuando se inserta un fotograma clave.
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