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Descomposición monomial y sumabilidad
para funciones holomorfas en altas dimensiones

Resumen

El objetivo de esta tesis es contribuir a la teoŕıa de funciones holomorfas y polino-
mios homogéneos en varias e infinitas variables. Estudiamos diversos objetos que, de una
u otra manera, involucran la sumabilidad de los coeficientes de polinomios homogéneos
dependiendo de su norma uniforme.

Comparamos las normas uniforme y de coeficientes en espacios de polinomios ho-
mogéneos en varias variables complejas. En particular estudiamos el comportamiento asintóti-
co de las constantes de equivalencia entre estas dos normas cuando la cantidad de variables
tiende a infinito.

Damos una descripción completa del comportamiento asintótico de las constantes de
incondicionalidad mixtas en espacios de polinomios homogéneos en finitas variables. Para
lograrlo resulta indispensable el estudio que hacemos de los conjuntos de convergencia
monomial para estos espacios de polinomios. En este sentido conseguimos un progreso
sustancial en la caracterización de dichos conjuntos para el caso de polinomios homogéneos
en `r cuando 1 ă r ď 2, probando una conjetura abierta en el área.

Introducimos novedosas descomposiciones en el conjunto de monomios, que son de gran
utilidad para atacar problemas de incondicionalidad y sumabilidad permitiendo un manejo
adecuado de la dependencia entre el grado de homogeneidad y la cantidad de variables en
ciertas desigualdades.

Definimos el radio de Bohr mixto extendiendo la noción preexistente de radio de Bohr.
Usando dichas descomposiciones mostramos, para todo el espectro de parámetros involu-
crados, cuál es el comportamiento asintótico de este radio.

También gracias a dichas descomposiciones, conseguimos resultados acerca de los con-
juntos de convergencia monomial de otras familias de funciones holomorfas. Para Hbp`rq,
las funciones enteras y acotadas en conjuntos acotados en `r, caracterizamos aquellos con-
juntos de convergencia cuando 1 ă r ď 2. Cuando r ą 2 logramos hacerlo para Hbp`r,8q y
damos cotas superiores e inferiores en el caso de Hbp`rq. Hacemos un avance significativo
para el caso de funciones holomorfas y acotadas en la bola de `r con 1 ă r ď 2.
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Monomial decomposition and summability
for holomorphic functions in high dimensions

Abstract

This thesis aims to contribute to the theory of holomorphic functions and homogeneous
polynomials in several and infinitely many variables. We study several objects that, in one
way or another, involve the summability of homogeneous polynomial coefficients depending
on their uniform norm.

We compare the uniform and the coefficients norms in spaces of homogeneous poly-
nomials in several complex variables. In particular, we study the asymptotic behaviour of
the equivalence constants between these two norms when the number of variables goes to
infinity.

We give a complete description of the asymptotic behaviour of the mixed unconditional
constants in spaces of homogeneous polynomials with finite variables. To achieve this it is
essential that we study the sets of monomial convergence for these spaces of polynomials.
In this sense, we make a substantial progress in the characterization of these sets in the
case of homogeneous polynomials on `r when 1 ă r ď 2 proving an open conjecture in the
area.

We introduce novel decompositions of the set of monomials, which are very useful to
attack problems of unconditionality and summability allowing an adequate management of
the dependence between the degree of homogeneity and the number of variables in certain
inequalities.

We define the mixed Bohr radius extending the preexisting notion of Bohr radius.
Using these decompositions we show, for the entire spectrum of parameters involved, the
asymptotic behaviour of this radius.

Also thanks to these decompositions, we get results for the sets of monomial convergence
of other families of holomorphic functions. For Hbp`rq, the entire functions and bounded in
their bounded sets in `r, we characterize their sets of convergence when 1 ă r ď 2. When
r ą 2 we manage to do it for Hbp`r,8q and give upper and lower bounds in the case of
Hbp`rq. We make significant progress in the case of holomorphic and bounded functions in
the ball of `r with 1 ă r ď 2.
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Introducción

El análisis complejo de una variable es una de las teoŕıas más influyentes de la ma-
temática. Muchas otros campos de la ciencia, dentro y fuera de la matemática se relacionan
fuertemente con ella: la teoŕıa de números, las ecuaciones diferenciales, el analisis armónico,
la mecánica de flúıdos, el electromagnetismo, la mecánica cuántica, entre otras, no seŕıan
lo mismo sin la potencia del análisis complejo. Dentro de esta teoŕıa uno de los pilares fun-
damentales es la equivalencia entre derivabilidad y analiticidad. Es decir, resulta lo mismo
para una función ser derivable en un abierto del plano complejo a que se escriba localmente
como una serie de potencias. Este hecho sigue valiendo para funciones complejas de varias
variables, pero ¿qué sucede en el caso de tener infinitas variables?

La idea de desarrollar una teoŕıa de análisis complejo en infinitas variables comenienza
a principios del siglo XX con los trabajos de Hilbert, Fréchet y Gâteaux, entre otros. En
este contexto el problema de relacionar la derivabilidad de una función con su expansión
en serie de Taylor se vuelve más sutil. Estudiando funciones en la bola de c0 Hilbert pro-
pone trabajar con aquellas aplicaciones que puedan escibirse como combinaciones lineales
infinitas de los monomios, es decir

fpzq “
ÿ

α“pα1,...,αnqPNpNq0

aαpfqz
α1
1 ¨ ¨ ¨ zαnn .

Hilbert [Hil09] declara, sin una demostración, que éstas debeŕıan ser exactamente las fun-
ciones holomorfas en la bola de c0. Sin embargo Toeplitz da en [Toe13] el ejemplo de una
función holomorfa y un punto en c0 para el cual su expansión monomial no converge,
contradiciendo los dichos de Hilbert.

En el desarrollo de la noción adecuada de holomorf́ıa en infinitas variables se hace
fuerte la visión dada por la Fréchet-diferenciabilidad de la función. Dado X un espacio
de Banach sobre C y un abierto U Ă X una función a valores complejos será holomorfa
sobre U si cumple la condición de diferenciabilidad dada por el cociente incremental. Este
punto de vista muestra ser muy fruct́ıfero permitiendo un desarrollo del análisis complejo
infinito dimensional consistente y productivo. Un hecho fundamental de esta definición es
que existe, para toda función holomorfa f : U Ă X Ñ C y todo punto z0 P U , una suerte
de expansión de Taylor: hay polinomios m-homogéneos Pmpfqpz0q de forma que

fpzq “ fpz0q `
ÿ

mě1

Pmpfqpz0qpz ´ z0q,
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para todo z en un entorno de z0. Estos polinomios homogéneos son objetos un tanto más
abstractos que los monomios pero, de todas formas, de gran utilidad.

En algunos espacios de Banach, por ejemplo en `8 o c0, se puede pensar en monomios

de la forma zα “ zα1
1 ¨ ¨ ¨ zαnn con α “ pα1, . . . , αnq P NpNq0 por ser espacios formado por

sucesiones. Esta estructura adicional no la tiene cualquier espacio de Banach y permite
hablar de un desarrollo monomial. La definicón a través de la diferenciabilidad brinda una
teoŕıa más general, mientras que la idea de Hilbert tiene el potencial de basarse en el
concepto más concreto de los monomios. En busca de reconciliar la visión de Hilbert con
aquella que se terminaŕıa adoptando para definir a las funciones holomorfas se plantean
algunos interrogantes. Dado un espacio de Banach X (con una estructura extra que permita
darle sentido a los monomios) y una función f holomorfa en la bola de X, caben las
siguientes preguntas:

¿Tiene siempre sentido pensar en una expresión de la forma
ř

αPNpNq0
aαpfqz

α?

Si es que lo tiene, ¿para qué elementos z de la bola vale que fpzq “
ř

αPNpNq0
aαpfqz

α?

Estos interrogantes promueven el estudio de la convergencia monomial de familias de
funciones holomorfas. En [DMP09] se comienza una investigación sistemática de este tipo
de cuestiones. Para los espacios de Banach X que además sean de sucesiones, es decir,
X Ă CN con inclusiones cont́ınuas `1 ãÑ X ãÑ `8, puede considerarse siempre la noción
de monomio. Dados un espacio de Banach de sucesiones X y una función f holomorfa en
todo el espacio X (o en su bola, por ejemplo) queda definida una sucesión paαpfqqαPNpNq0

de

forma que

fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α,

para todo z con soporte finito y en el dominio de f . Aśı, dada una familia de funciones
holomorfas F se define su conjunto de convergencia monomial como

monF “

#

z P CN :
ÿ

α

|aαpfqz
α| ă 8 para toda f P F

+

.

En [DMP09] los autores introducen dos resultados claves en esta teoŕıa vinculando el estudio
de los conjuntos de convergencia monomial de ciertas familias de funciones holomorfas con
el comportamiento asintótico de la constante de incondicionalidad mixta de los espacios de
polinomios homogéneos. Además se obtienen varios resultados en pos de caracterizar estos
conjuntos para ciertas familias muy naturales de funciones holomorfas sentando las bases
de su estudio.

No es para nada sencillo describir estos conjuntos de convergencia monomial en general y
ni siquiera lo es en ejemplos concretos de familias de funciones holomorfas. En el caso de `1,
gracias al trabajo de Ryan en [Rya87] y Lempert en [Lem99], se sabe que monPpm`1q “ `1
para todo m P N y que monH8pB`1q “ `1. Para `8 (el otro extremo del espectro), en
el excepcional trabajo de Bayart, Defant, Frerick, Maestre y Sevilla-Peris [BDF`17] se
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consigue probar que monPpm`8q “ ` 2m
m´1

,8 para todo m P N y B Ă monH8pB`8q Ă B,
con

B :“

$

&

%

z P B`8 : ĺım sup
nÑ8

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

k“1

pz˚k q
2

¸1{2

ă 1

,

.

-

.

En [BDS19] se da una descripción precisa del conjunto de convergencia monomial de
Ppm`p,8q y con esta se acaban las caracterizaciones. En este último art́ıculo también se
describen cotas superiores e inferiores de estos conjuntos para H8pB`pq.

Mientras se discut́ıan las bases de la holomorf́ıa infinito dimensional Harald Bohr en-
cuentra un profundo v́ınculo entre esta floreciente teoŕıa y la teoŕıa de números durante
sus investigaciones en series de Dirichlet. Estas series, bajo algunas condiciones, definen
funciones holomorfas en cierto dominio del plano complejo y son de gran interés y utilidad
en la teoŕıa de números. Un ejemplo paradigmático de ellas es la función zeta de Riemann.
En el año 1913 en [Boh13] Bohr analiza las diferentes regiones en las cuales este tipo de
funciones convergen en distintos sentidos. Hace grandes avances en el estudio de estos te-
mas dejando una pregunta sin responder: ¿cuál es el grosor de la brecha entre la región de
convergencia absoluta y la región de convergencia uniforme para estas series? Es alĺı donde
tiende un puente entre las series de Dirichlet y las funciones holomorfas en la bola de `8
que seŕıa indispensable para que, años más tarde, el interrogante se termine de resolver.
Este puente se conoce hoy como la transformada de Bohr y, gracias a la descomposición en
numeros primos de los números naturales, pone en correspondencia biuńıvoca a las series
de Dirichlet convergentes y acotadas en tz P C : Repzq ą 0u y las funciones holomorfas y
acotadas sobre la bola de `8.

Usando la descomposición de Taylor en polinomios homogéneos para funciones holo-
morfas en B`8 , en 1931 Bohnenblust y Hille dan un paso clave en las investigaciones que
iniciara Bohr. Inspirados en la desigualdad 4{3 de Littlelwood, logran traducir el problema
planteado por Bohr en el estudio de ciertas desigualdades que relacionan la sumabilidad
de los coeficientes de polinomios homogéneos con su norma uniforme en la bola de `8. Aśı
en [BH31] prueban que para cualquier polinomio m-homogéneo en n variables complejas

P “
ÿ

α1`¨¨¨`αn“m

aαpP qz
α, vale que

˜

ÿ

α1`¨¨¨`αn“m

|aαpP q|
2m
m`1

¸
m`1
2m

ď Cm sup
zPB`n8

|P pzq|, (1)

con Cm ą 0 una constante independiente de la cantidad de variables n. Este resultado
les permite determinar el valor de la brecha entre las regiones de convergencia absoluta y
uniforme para series de Dirichlet.

Motivado por estas cuestiones en 1914 Bohr plantea otro problema sobre funciones
holomorfas en una variable. En [Boh14] se propone encontrar el mayor radio r ą 0 de
forma que para toda función holomorfa en el disco unidad del plano complejo dada por
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fpzq “
ř

kě0 akpfqz
k valga

sup
|z|ăr

ÿ

kě0

|akpfqz
k| ď sup

|z|ă1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě0

akpfqz
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (2)

Bohr resuelve este problema mostrando que el radio maximal es 1{3.
En 1989, muchos años después, se retoma este concepto en [DT89], generalizándolo y

conectándolo con nociones de la teoŕıa local de espacio de Banach. Comienza un estudio
sistemático de lo que se conoce como radio de Bohr n-dimensional. Dada alguna norma
sobre Cn, es decir X “ pCn, }¨}Xq, se estudia la variante del problema de Bohr que proviene
de reemplazar al disco unidad por la bola de X. Se busca aśı el mayor radio r ą 0 tal que
para toda función holomorfa en la bola de X de la forma fpzq “

ř

αPNn0
aαpfqz

α valga

sup
}z}Xăr

ÿ

αPNn0

|aαpfqz
α| ď sup

}z}Xă1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

αPNn0

aαpfqz
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

A este radio maximal se lo llama radio de Bohr de la bola de X y se lo nota KpBXq.
De este modo podemos decir que el resultado de Bohr se traduce como KpDq “ 1{3.
Vale mencionar que para la bola de ningún espacio con dimensión más grande que uno
se sabe el valor preciso del radio de Bohr. Los avances en este campo están ligados a
entender el comportamiento asintótico de este radio para las bolas de ciertos espacios
cuando su dimensión tiende a infinito. Muchos esfuerzos se han dedicado a comprender el
comportamiento asintótico de KpB`np q, en particular en los art́ıculos [DT89, KB97, Aiz00,
Boa00, BB04, Bay12, DP06] se trata el problema de una u otra manera logrando avances
parciales en cada uno.

En uno de los art́ıculos más influyentes del área [DFOC`11] se da un paso fundamental,
los autores consiguen probar que el radio de Bohr del polidisco n-dimensional tiene el
siguiente comportamiento asintótico

KpDnq „
c

logpnq

n
.

Esto se logra a partir de un estudio minucioso de la desigualdad conseguida por Bohnenblust
y Hille dada en (1) (ver también [BPSS14]). En [DF11] los autores consiguen describir el
comportamiento asintótico del radio de Bohr para la bola de `np para todo 1 ď p ď 8

obteniendo que

KpB`np q „
logpnq

n

1´ 1
mı́np2,pq

.

Muchas de estas investigaciones relacionan al radio de Bohr de la bola de cierto espacio de
Banach X (de dimensión finita) con las constantes de incondicionalidad en los espacios de
polinomios homogénos sobre X.

En esta tesis nos proponemos retomar varias de las ideas que nacen de entender las
descripciones que pretend́ıa Hilbert de la funciones holomorfas en dimensión infinita, los
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estudios de Harald Bohr que dieron paso a la las investigaciones entorno del radio que lleva
su nombre y la sumabilidad de coeficientes de polinomios homogéneos como aparece en la
desigualdad estudiada por Bohnenblust y Hille. Se aborda la ı́ntima relación que hay entre
todos estos conceptos con la incondicionalidad en espacios de polinomios homogéneos que
es, de alguna forma, la idea que los vincula y está presente en toda la tesis.

Todo esto, de una u otra manera, involucra la sumabilidad de los coeficientes de po-
linomios homogéneos dependiendo de su norma uniforme. Por esta razón comenzamos
comparando las normas uniforme y de coeficientes en espacios de polinomios homogéneos
en varias variables complejas. En particular estudiamos el comportamiento asintótico de las
constantes de equivalencia entre estas dos normas cuando la cantidad de variables tiende
a infinito.

Introducimos novedosas descomposiciones de los monomios de gran utilidad para ata-
car problemas de incondicionalidad y sumabilidad. Estas descomposiciones permiten un
manejo adecuado de la dependencia entre el grado de homogeneidad y la cantidad de va-
riables en ciertas desigualdades. Gracias a esto logramos dar buenas descripciones de los
conjuntos de convergencia monomial de varias familias naturales de funciones holomorfas
y describir exitosamente el comportamiento asintótico de una generalización del radio de
Bohr para todo el espectro de parámetros involucrados. Usamos algunos de estos resulta-
dos para dar una descripción acabada del comportamiento asintótico de las constante de
incondicionalidad mixta para espacios de polinomios homogéneos.

A continuación damos una descripción de cada caṕıtulo de la tesis.
El Caṕıtulo 1 contiene la notación y resultados previos de las teoŕıas generales necesarias

para la exposición de los siguientes caṕıtulos.
En el Caṕıtulo 2 se desarrollan algunas variantes de la desigualdad de Bohnenblust-

Hille que se encuentra en (1). Se estudia un problema general de sumabilidad de coefi-
cientes de polinomios m-homogéneos en n variables complejas. Se busca entender, fijados
los valores de 1 ď q, p ď 8, el comportamiento asintótico de las constantes más pequeñas
Amp,qpnq y Bm

q,ppnq de forma que para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas

P “
ÿ

α1`¨¨¨`αn“m

aαpP qz
α vale,

˜

ÿ

α1`¨¨¨`αn“m

|aαpP q|
q

¸1{q

ď Amp,qpnq sup
zPB`np

|P pzq|,

sup
zPB`np

|P pzq| ď Bm
q,ppnq

˜

ÿ

α1`¨¨¨`αn“m

|aαpP q|
q

¸1{q

.

También se presentan otras variantes de este tipo de desiguldades y se introducen los
polinomios aleatorios (necesarios a lo largo de toda la tesis). Por último se aplican algunos
resultados obtenidos sobre el comportamiento de Amp,qpnq y Bm

q,ppnq obteniendo conclusiones
acerca de la interpolación compleja en espacios de polinomios homogéneos y desigualdades
de von Neumann en teoŕıa de operadores.

En el Caṕıtulo 3 se definen los conjuntos de convergencia monomial para familias de
funciones holomorfas. En la Sección 3.3 se presentan las familias de funciones holomorfas
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con la propiedad del reordenamiento, una propiedad técnica indispensable en todas las
descripciones para conjuntos de convergencia monomial que se dan luego de esta sección.
Se prueba que las familias más naturales y estudiadas tienen esta propiedad. Por último
se prueba que, para 1 ă r ď 2, m ě 2 y q “ pmr1q1 se tiene

`q Ă monPpm`rq, (3)

respondiendo a una conjetura que aparece de forma expĺıcita en [DMP09].
En el Caṕıtulo 4 se introduce la noción de incondicionalidad mixta en espacios de po-

linomios. Se muestra que en, un sentido preciso, la incondicionalidad mixta en PpmCnq
no depende de la base. Se Presentan algunos resultados que la vinculan con los conjun-
tos de convergencia monomial para H8pBXq y PpmXq. Gracias a estos resultados, a la
inclusión obtenida para monPpm`rq en (3), y los resultados obtenidos sobre las constantes
Amp,qpnq y Bm

q,ppnq se logra describir el comportamiento asintótico correcto de la constante
de incondicionalidad mixta para todo el rango de valores de los que depende.

En el Caṕıtulo 5 se discute el radio de Bohr. Se presenta el radio de Bohr mixto que
generaliza al radio de Bohr y se muestra, imitando lo que sucede para el radio de Bohr
clásico, que está relacionado con la incondicionalidad mixta en espacios de polinomios.
Se caracteriza el comportamiento asintótico del radio de Bohr mixto para todo el rango de
valores de los que depende. Para esto se usan herramientas que provienen del estudio de
conjuntos de convergencia monomial y se introduce una descomposición monomial novedo-
sa: la descomposición acotada. Dicha descomposición se basa en distinguir los monomios en
términos del grado máximo de sus variables. Ésta permite manejar ciertas desigualdades
con la sutileza técnica necesaria para conseguir el orden asintótico correcto para cierto
rango de valores.

En el Caṕıtulo 6 se estudian los conjuntos de convergencia monomial de los espacios
Hbp`rq para 1 ă r ď 2 y Hbp`r,sq para 2 ď r, s ď 8. Se presenta la segunda descomposi-
ción monomial: la descomposición de factorización. A diferencia de otras descomposiciones
que aparecen en la literatura, que consisten en una partición del conjunto de monomios,
esta técnica permite factorizar cada multi-́ındice en multi-́ınces con una estructura muy
espećıfica. Concretamente, consiste en factorizar cada monomio en un producto de uno
tetraedral y otro con todas sus variables a una potencia par. A partir de ella se consiguen
las siguientes caracterizaciones:

Para 1 ă r ď 2,

monHbp`rq “

#

z P CN : sup
ně1

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´
1
r

ă 8

+

.

Para 2 ă r ď 8,

monHbp`r,8q “

$

’

&

’

%

z P CN : sup
ně1

´

řn
k“1 k

2
r pz˚k q

2
¯1{2

a

logpn` 1q
ă 8

,

/

.

/

-

.
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Al mismo tiempo se dan cotas superiores e inferiores bastante ajustadas para monHbp`r,sq
con 2 ď r ď 8 y 2 ă s ă 8.

En el Caṕıtulo 7 se aplican los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 6 para conseguir
una nueva descripción del conjunto de convergencia monomial de H8pB`rq para 1 ă r ď 2.
Esta descripción caracteriza la geometŕıa de este conjunto en un sentido muy concreto que
se desarrolla en el caṕıtulo y mejora las conocidas hasta el momento.

El Caṕıtulo 8 es el último, en él se retoma el resultado del Caṕıtulo 3 que figura
en (3). Gracias a técnicas de interpolación en conos se logra una mejora sustancial de dicho
resultado obteniendo para 1 ă r ď 2, m ě 5 y q :“ pmr1q1 que

`q, m
logpmq

Ă monPpm`rq Ă `q,8.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se establece la notación para el resto de la tesis. También damos
las nociones necesarias sobre polinomios y funciones holomorfas en espacios de Banach.
Introducimos algunas estructuras algebraicas, topológicas y geométricas que serán claves
para entender el resto de los caṕıtulos.

Como es usual N, Z, R y C denotan los conjuntos de números naturales, enteros, reales
y complejos respectivamente. Para referirnos al disco unidad abierto en C usamos D y para
el conjunto de elementos unimodulares, usualmente llamado el todo unidimensional, T.

Dado k P N denotamos con Sk al grupo de todas las permutaciones de k elementos, i.e.,
las biyecciones de la forma σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku. Para el grupo de permutaciones de
N usamos SN. .

1.1. Espacios de Banach

Usaremos X para nombrar a un espacio de Banach en general y }cdot}X para referir-
nos a su norma, escribimos BX :“ tx P X : }x}X ă 1u para denotar a su bola. Para
hablar de la bola de radio r ą 0 centrada en x P X usaremos Brpxq. A lo largo del texto
todos los espacios de Banach estarán definidos sobre el cuerpo de los números complejos.
Recordemos que un conjunto U Ă X se dice balanceado si, para cada λ P D el conjunto
λ ¨ U :“ tλx : x P Uu está contenido en U . Dados X e Y espacios de Banach notaremos
al espacio de operadores lineales y acotados de X a Y por LpX,Y q. Fijado un operador
T P LpX,Y q usaremos }T }LpX,Y q :“ supxPBX }T pxq}Y o simplemente }T } para aligerar la
notación cuando el contexto permita la vaguedad. Usaremos X 1 “ LpX,Cq para denotar
al espacio dual de X.

1.1.1. Bases e incondicionalidad

Una sucesión pbnqně1 Ă X es una base de X si, para todo x P X existe una sucesión de
escalares panpxqqně1 Ă C de forma que x “ ĺımNÑ8

řN
n“1 anpxqbn. Podemos considerar,

1



Caṕıtulo 1. Preliminares

para una base pbnqně1, los funcionales biortogonales

b˚n : X Ñ C

x “
ÿ

kě1

akpxqbk ÞÑ anpxq.

Siempre que b˚n sea un funcional continuo para cada n P N la sucesión pbnqně1 será una
Base de Schauder . La sucesión pb˚nqně1 es llamada base dual de pbnqně1 y es una sucesión
básica, lo que significa que es una base del subespacio que genera, es decir, es base de
rb˚n : n P Ns Ă X 1. Para los espacios reflexivos la base dual es siempre base del espacio dual.

Dado 1 ď p ă 8, el conocido espacio de Banach

`p :“

#

z “ pz1, . . . , zn, . . .q P CN :
ÿ

ně1

|zn|
p ă 8

+

,

dotado de la norma }z}`p :“
`
ř

ně1 |zn|
p
˘1{p

es un ejemplo de espacio con con base de
Schauder. Aqúı los vectores canónicos,

en :“ p0, . . . , 0, 1
loomoon

n-ésima posición

, 0, . . .q para todo n P N,

forman la base de Schauder penqně1. Notemos que

`8 :“

"

z “ pz1, . . . , zn, . . .q P CN : sup
ně1

|zn| ă 8

*

,

con la norma usual }z}8 “ supně1 |zn|, no posee ninguna base de Schauder ya que no es
separable. Por otro lado, la base canónica de vectores conforma una base de Schauder para
el subespacio cerrado

c0 :“
!

z P `8 : ĺım
nÑ8

zn “ 0
)

.

Fijado 1 ď p ď 8 escribimos p1 para denotar a su exponente conjugado (i.e., 1
p `

1
p1 “ 1).

Recordemos que para 1 ă p ă 8 el dual del espacio `p es `p1 , además vale que c10 “ `1 y
`11 “ `8. El espacio `1 es un ejemplo de espacio de Banach con base de Schauder para el
cual su dual no soporta una.

Otro concepto muy estudiado en geometŕıa de espacios de Banach es su incondicio-
nalidad. Este concepto será de gran relevancia para la tesis. Dada una sucesión pxnqně1

en un espacio de Banach X, diremos que la serie
ř

ně1 xn converge incondicionalmente si
ř

ně1 xσpnq converge, para cada permutación σ of N. Hay muchas definiciones equivalen-
tes para esta noción que pueden encontrarse como Omnibus Theorem on Unconditionality
Summability en [DJT95, Theorem 1.9]. Aqúı necesitaremos sólo algunas de esas equivalen-
cias.

Teorema 1.1.1. Para una sucesión pxnqně1 en un espacio de Banach X son equivalentes:

(i) La serie
ř

ně1 xn converge incondicionalmente.

2



1.1. Espacios de Banach

(ii) La serie
ř

ně1 εnxn converge para cada sucesión pεnqně1 Ă TN.

(iii) La serie
ř

ně1 εnxn converge para cada sucesión pεnqně1 P B`8.

Dado X un espacio de Banach con base de Schauder pxnqně1, diremos que es una base
incondicional de X siempre que, cada serie convergente de la forma

ř

ně1 anxn converja
incondicionalmente. Esto significa que la convergencia de la serie que representa a cada
elemento del espacio no depende del orden en que los términos aparecen en la suma. Esta es
una propiedad cualitativa muy buena y útil para una base. Notemos que, por ejemplo, toda
base ortonormal de un espacio de Hilbert es una base incondicional. En particular esto vale
para la base de Fourier para L2r0, 1s, con el beneficio práctico de que cualquier señal puede
ser recuperada por sus componentes armónicos independientemente del orden de adición.
Quizás este ejemplo ilustre la importancia de esta noción en muchas ramas del análisis. El
siguiente teorema da una manera mas cuantitativa de entender la incondicionalidad (ver
[AK06, Theorem 3.1.3]).

Teorema 1.1.2. Dado un espacio de Banach X con base de Schauder pxnqně1 los siguien-
tes son equivalentes:

(i) pxnqně1 es una base incondicional para X.

(ii) Existe una constante K ą 0 tal que para todo par de sucesiones panqně1 Ă C y
pεnqně1 Ă T vale

›

›

›

›

›

ÿ

ně1

εnanxn

›

›

›

›

›

X

ď K

›

›

›

›

›

ÿ

ně1

anxn

›

›

›

›

›

X

. (1.1)

Dada una base incondicional pxnqně1 para el espacio de Banach X decimos que es una
base K-incondicional si cumple la desigualdad en (1.1). La constante óptima para esa base
en (1.1) se llama constante de incondicionalidad para la base y la notaremos χppxnqně1;Xq.

La constante de incondicionalidad del espacio X se define como

χpXq :“ ı́nf χppxnqně1;Xq,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles bases incondicionales pxnqně1 de X.

Observemos que los vectores canónicos forman una base 1-incondicional para c0 y `p,
con 1 ď p ă 8. Asimismo toda base ortonormal de un un espacio Hilbert separable es
también una base 1-incondicional.

Para espacios de Banach de dimensión finita toda base es incondicional ya que la con-
vergencia está trivialmente garantizada. De todos modos, el Teorema 1.1.2 permite dar
un sentido significativo al estudio de la incondicionalidad en el caso de dimensión finita.
Será extremadamente útil entender las constantes de incondicionalidad para las bases en
espacios de dimensión finita para atacar problemas en espacios de dimensión infinita.
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Caṕıtulo 1. Preliminares

1.1.2. Espacios de Banach de sucesiones

En esta sección introducimos una tipo especial de espacios de Banach. Estos espacios
serán esenciales en nuestro estudio de funciones holomorfas ya que permiten una agradable
noción de coordenadas.

Para cada par de elementos x, y P CN, usaremos la notación

x ¨ y :“ px1y1, x2y2, . . . , xnyn, . . .q

para referirnos al producto coordenada a coordenada, para referirnos a la sucesión de los
módulos de x usaremos

|x| :“ p|x1|, |x2|, . . . , |xn|, . . .q.

Si |xi| ď |yi| para cada i P N escribiremos |x| ď |y|. Un espacio de Banach de sucesiones,
o simplemente espacio de sucesiones, es un espacio de Banach pX, } ¨ }Xq cumpliendo las
inclusiones `1 Ă X Ă `8 y de forma que, si x P CN e y P X con |x| ď |y|, entonces x P X
y }x}X ď }y}X . Es decir, si un elemento está acotado en norma por otro que pertenece al
espacio, eso asegura que el primero está en el espacio también.

Un conjunto no vaćıo y abierto R Ă X es llamado dominio de Reinhardt si, dados
x P CN e y P R tales que |x| ď |y| entonces x P R. Dada una sucesión acotada x su
reordenamiento decreciente x˚ está dado por una sucesión definida del siguiente modo,

x˚n “ ı́nft sup
jPNzJ

|xj | : J Ă N, cardpJq ă nu.

Un espacio de sucesiones pX, } ¨ }Xq se dice simétrico si, x˚ P X si y sólo si x P X, y más
aún, }x}X “ }x

˚}X . Un conjunto A Ă X es simétrico si, x P A si y sólo si x˚ P A.

Proposición 1.1.3. Para todo x P c0 existe una función inyectiva σ : N Ñ N de forma
que x˚n “ |xσpnq| para todo n P N.

Diremos que una sucesión x P CN es decreciente siempre que |x| lo sea.
Los espacios de Banach `p con 1 ď p ď 8 y c0 son espacios de sucesiones. También

los, más generales, espacios de Lorentz son buenos ejemplos de espacios de sucesiones.
Recordemos su definición. Para 1 ď p, q ď 8 el espacio de Lorentz `p,q se define como

`p,q :“
!

z P CN : }pk
1
p
´ 1
q z˚k qkě1}`q ă 8

)

.

Dado 1 ď p, q ď 8, y fijado z P `p,q definimos

ρp,qpzq :“ }pk
1
p
´ 1
q z˚k qkě1}`q “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

sup
kě1

k
1
p |z˚k | para q “ 8,

˜

ÿ

kě1

k´1|z˚k |
q

¸
1
q

para q ă 8, p “ 8,

˜

ÿ

kě1

k
q
p
´1
|z˚k |

q

¸
1
q

para q, p ă 8.
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1.1. Espacios de Banach

Siempre que 1 ď q ď p ď 8, }z}`p,q :“ ρp,qpzq define una norma sobre `p,q que lo hace
un espacio de Banach de suceciones. Observemos que `p,p “ `p para cada 1 ď p ď 8. Si
1 ď p ď q ď 8 la función ρp,q no cumple la desigualdad triangular, aunque es una quasi-
norma completa en `p,q, i.e. existe c ą 0 tale que para todo par de elementos z, w P `p,q
vale

ρp,qpz ` wq ď c pρp,qpzq ` ρp,qpwqq .

Notaremos en general } ¨ }`p,q “ ρp,qp¨q aún en los casos en los que no sea una norma. Este
problema puede ser arreglado considerando a estos espacios dotados de la norma dada,
para z P `p.q, por

}z}`pp,qq “

˜

8
ÿ

n“1

n
q
p
´1

˜

1

n

n
ÿ

k“1

z˚k

¸q¸1{q

.

Para 1 ă p, q ď 8 y z P `p,q, se tiene que

ρp,qpzq ď }z}`pp,qq ď p1ρp,qpzq, (1.2)

luego, siempre podremos trabajar con la quasi-norma ρp,qp¨q y tratar a p`p,q, ρp,qp¨qq como
un espacio de Banach de sucesiones si estamos dispuestos a pagar p1 como precio en nuestras
cotas siempre que lo hagamos (ver [BS88, Lemma 4.5]). Además necesitaremos un resultado
al respecto de los duales de los espacios de Lorentz, que es una adaptación al caso que
necesitamos de [BS88, Corollary 4.8].

Teorema 1.1.4. Para 1 ă p ă 8 y 1 ď q ă 8 el espacio dual p`p,qq
1 es isomorfo al espacio

`p1,q1.

Una última familia particular de espacios de sucesiones que necesitaremos más adelante
será la de espacios de Marcinkiewicz. Sea Ψ “ pΨpnqq8n“0 una sucesión creciente de números
reales no negativos con Ψp0q “ 0 y Ψpnq ą 0 para todo n P N. Estas funciones son
usualmente conocidas como śımbolos. El espacio de sucesiones de Marcinkiewicz asociado
al śımbolo Ψ, denotado por mΨ, es el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas
pznqn tales que

}z}mΨ :“ sup
ně1

řn
k“1 z

˚
k

Ψpnq
ă 8.

Para un espacio de sucesiones X y n un número natural consideramos la proyección
n-ésima

πn : X Ñ Cn

px1, . . . , xn, . . .q ÞÑ px1, . . . , xnq, (1.3)

y la inclusión n-ésima

ιn : Cn Ñ X

px1, . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xn, 0, . . .q. (1.4)
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Denotamos por Xn a Cn dotado de la norma cociente inducida por ιn, i.e.

}pz1, . . . , znq}Xn :“ ı́nft}x}X : ιnpxq “ pz1, . . . , znqu.

Observemos que esta construcción hace de πn : X Ñ Xn y ιn : Xn Ñ X operadores
de norma uno. En ocasiones será útil identificar a Xn con inpXnq Ă X. Un importante
ejemplo es `np :“ p`pqn, esto es, el espacio de Banach dado por todas las n-tuplas z “

pz1, . . . , znq P Cn dotado con la norma }pz1, . . . , znq}p “
´

řn
i“1 |zi|

p
¯1{p

si 1 ď p ă 8, y

}pz1, . . . , znq}8 “ máxi“1,...,n |zi| para p “ 8. También consideraremos `np,q :“ p`p,qqn con
1 ď p, q ď 8.

1.2. Polinomios homogéneos y operadores multilineales.

Dados X1, . . . Xm, Y espacios de Banach un operador multilineal o forma multilineal de
X1 ˆ¨ ¨ ¨ˆ Xm en Y es una función T : X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXm Ñ Y que es lineal en cada coordenada.
También llamamos a una función aśı un operador m-lineal, siendo más espećıficos. El
conjunto de los operadores m-lineales de X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXm en Y es un espacio vectorial con
la suma y el producto escalar de funciones que se definen como es usual aprovechando la
estructura de espacio vectorial de Y . Recordemos que un operador multilineal T : X1 ˆ

¨ ¨ ¨ ˆXm Ñ Y es acotado o continuo cuando

}T }LpX1,...,Xn;Y q :“ supt}T px1, . . . , xmq}Y : x1 P BX1 , . . . , xm P BXmu ă 8.

El conjunto de todos los operadores m-lineales y acotados de X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXm en Y equipado
con la norma }¨}LpX1,...,Xm;Y q es un espacio de Banach, el cual denotamos LpX1, . . . , Xm;Y q.
Cuando Y “ C simplemente usamos LpX1, . . . , Xmq, y si X “ X1 “ ¨ ¨ ¨Xm denotamos
LpmX;Y q a este espacio.

Siempre que tengamos espacios de Banach W1, . . .Wm, X1 . . . , Xm y operadores lineales
y acotados entre ellos ui P LpWi, Xiq, podemos considerar la aplicación siguiente

pu1, . . . , umq : W1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆWm Ñ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXm

pw1, . . . , wmq ÞÑ pu1pw1q, . . . , umpwmqq.

Dado un operador multilineal y acotado T P LpX1, . . . , Xm;Y q la aplicación anterior induce
otro T ˝ pu1, . . . , unq P LpW1, . . .Wn;Y q. La siguiente proposición dice que efectivamente
el operador inducido es acotado y como se acota su norma en función de las normas de T
y los operadores u1, . . . , um.

Proposición 1.2.1. Sean W1, . . .Wm, X1 . . . , Xm, Y, Z espacios de Banach. Dados ui P
LpWi, Xiq para cada 1 ď i ď m, v P LpY,Zq y T P LpX1, . . . , Xm;Y q se tiene que
v ˝ T ˝ pu1, . . . , umq P LpW1, . . .Wm;Zq y además

}v ˝ T˝pu1, . . . , umq}LpW1,...Wm;Zq ď

ď}v}LpY,Zq}T }LpX1,...,Xm;Y q}u1}LpW1,X1q ¨ ¨ ¨ }um}LpWm,Xmq.

6
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Dado un par de espacios de Banach X,Y y T P LpmX;Y q la aplicación

P : X Ñ Y

x ÞÑ T px, . . . , xq,

es un polinomio m-homogéneo de X en Y . Diremos que P es acotado o continuo si su
norma uniforme

}P }PpmX;Y q :“ sup
xPBX

}P pxq}Y ,

es finita. En otra palabras, si consideramos la inclusión diagonal

∆m : X Ñ Xm

x ÞÑ px, . . . , xq,

un polinomio m-homogéneo es una función P “ T ˝ ∆m para cierto operador m-lineal
acotado T P LpmX;Y q.

Observemos que para todo polinomiom-homogéneo P definido a través de T P LpmX;Y q
vale que

}P }PpmX;Y q ď }T }LpmX;Y q. (1.5)

El conjunto de todos los polinomios m-homogéneos y acotados de X en Y provisto de
la norma } ¨ }PpmX;Y q es un espacio de Banach al que denotamos PpmX;Y q . Cuando
Y “ C directamente usamos PpmXq para referirnos a PpmX;Cq. Para un polinomio m-
homogéneo P P PpmX;Y q existe siempre una aplicación multilineal T P LpmX;Y q de
modo que P “ T ˝∆m. Decimos que T is un operador m-lineal asociado a P .

Para una aplicación general g : U Ñ Y , donde Y es un espacio de Banach, y dado
cierto subconjunto V Ă U la siguiente notación será de utilidad

}g}V :“ sup
vPV

}gpvq}Y .

Observemos que, para un polinomio m-homogéneo P P PpmX;Y q, usando esta notación
para la bola de X tenemos que }P }BX “ }P }PpmX;Y q. Una propiedad simple pero central
de los polinomios m-homogéneos es, como su nombre lo sugiere, su homogeneidad . Esto es,
dados λ P C, x P X y P P PpmX;Y q, se sigue que

P pλxq “ λmP pxq.

Los polinomios homogéneos sobre espacios de Banach tienen la bonita y muy importante
propiedad de ideal.

Proposición 1.2.2. Sean W,X, Y, Z espacios de Banach. Para u P LpW,Xq, v P LpY,Zq
y P P PpmX;Y q se tiene que v ˝ P ˝ u P PpmW ;Zq y

}v ˝ P ˝ u}PpmW ;Zq ď }v}LpY,Zq}P }PpmX;Y q}u}
m
LpW,Xq.

En particular, para espacios de sucesiones tenemos el siguiente corolario que es extre-
madamente útil.

7
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Corolario 1.2.3. Dado un espacio de Banach X y un polinomio homogéneo P P PpmXq.
Para cada n P N vale que Pn :“ P ˝ πn P PpmXnq y }Pn}PpmXnq ď }P }PpmXq.

Con esto en mente, aunque nuestro principal interés este puesto en los espacios de
polinomios continuos en espacios de dimensión infinita, será de gran utilidad estudiar sus
versiones finito-dimensionales.

Un polinomio m-homogéneo en n variables complejas es una función P : Cn Ñ C de la
forma

P pz1, . . . , znq “
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α,

donde Λpm,nq :“ tα P Nn0 : |α| :“ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ mu, zα :“ zα1
1 ¨ ¨ ¨ zαnn y aα P C.

Otra forma de escribir un polinomio P es la siguiente:

P pz1, . . . , znq “
ÿ

jPJ pm,nq
cjzj,

donde J pm,nq :“ tj “ pj1, . . . , jmq P Nm : 1 ď j1 ď ¨ ¨ ¨ ď jm ď nu, zj :“ zj1 ¨ ¨ ¨ zjm y
cj P C. Estas dos maneras de indexar los coeficientes de un polinomio homogéneo en finitas
variables están relacionas por la biyección

F : Λpm,nq Ñ J pm,nq
α “ pα1, . . . , αnq ÞÑ j “ p1, α1. . ., 1, . . . , n, αm. . ., nq. (1.6)

Notemos que cj “ aα con j “ F pαq. Cuando j “ F pαq diremos que α “ αpjq es asociado a
j y viceversa, j “ jpαq asociado a α. Usaremos el hecho de que el cardinal de este conjunto
de ı́ndices es

|J pm,nq| “ |Λpm,nq| “
ˆ

m` n´ 1

m

˙

. (1.7)

Nos referimos a los elementos pzαqαPΛpm,nq (equivalentemente, pzjqjPJ pm,nq) como los
monomios. Notemos que P P PpmCnq define una única sucesión de coeficientes que puede
ser escrita en dos maneras como paαpP qqαPΛpm,nq y pcjpP qqjPJ pm,nq de modo que

P pzq “
ÿ

αPΛ

aαpP qz
α “

ÿ

jPJ pm,nq
cjpP qzj.

La relación entre los coeficientes de estas dos formas de escribir a un polinomio P está
dada por aαpP q “ cjpP q siempre que F pαq “ j.

Otro conjunto de ı́ndices muy útil, especialmente explotando la conexión entre polino-
mios homogéneos y operadores multilineales, será t1, . . . , num, el cual abreviaremos como
Mpm,nq. Dado j P J pm,nq puede haber muchos ı́ndices i “ pi1, . . . , imq P Mpm,nq tal
que para alguna permutación σ P Sm se consiga j “ σpiq :“ piσp1q, . . . , iσpmqq. Para cada
j P J pm,nq consideramos la clase de equivalencia

rjs :“ ti PMpm,nq : j “ σpjq con σ P Smu ,
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y mediante |rjs| denotamos el cardinal de rjs. Observemos que para cada i P rjs con σ P Sm
de forma que j “ σpiq tenemos zj “ zi “ pzσp1q, . . . , zσpnqqj. Dado α P Λpm,nq, podemos

calcular su cardinal como |rαs| :“ m!
α! donde α! :“ α1! ¨ ¨ ¨αn!. Si F pαq “ j se sigue que

|rjs| “ |rαs|.

En el estudio de algunos espacios de polinomio homogéneos sobre espacios de sucesiones
de dimensión infinita será de mucha utilidad considerar los conjuntos

J pmq :“
ď

ně1

J pm,nq “ tj “ pj1, . . . , jmq P Nm : 1 ď j1 ď ¨ ¨ ¨ ď jmu ,

y

Λpmq :“
ď

ně1

Λpm,nq “
!

α P NpNq0 : |α| “ m
)

.

La siguiente es una descripción de los polinomios homogéneos en espacios de sucesiones
dependiendo de sus proyecciones de dimensión finita.

Observación 1.2.4. Sea X un espacio de sucesiones, cada P P PpmXq define dos únicas
sucesiones de coeficientes paαpP qqαPΛpmq y pcjpP qqjPJ pmq de modo que para cada n P N y
z P Cn se tiene

Pnpzq “
ÿ

αPΛpm,nq

aαpP qz
α “

ÿ

jPJ pm,nq
cjpP qzj.

Demostración. Dados un espacio de sucesiones X y un polinomio homogéneo y continuo
P P PpmXq, gracias al Corolario 1.2.3, podemos considerar su proyección de dimensión fini-
ta pPnqně1. Para cada n P N el polinomio Pn define el par único de sucesiones paαpPnqqΛpm,nq
y pcjpPnqqjPJ pm,nq. Notemos que dados dos números naturales n ă N tenemos PN ˝πn “ Pn,
lo cual implica paαpPN qqΛpm,nq “ paαpPnqqΛpm,nq y pcjpPN qqjPJ pm,nq “ pcjpPnqqjPJ pm,nq. Es-
to dice que la dependencia en n de la sucesión de coeficientes de Pn es ilusoria. Luego
podemos escribir paαpPnqqΛpm,nq “ paαpP qqΛpm,nq y pcjpPnqqjPJ pm,nq “ pcjpP qqjPJ pm,nq. Fi-
nalmente, para cualquier n P N, dado z P Cn tenemos

Pnpzq “
ÿ

αPΛpm,nq

aαpP qz
α “

ÿ

jPJ pm,nq
cjpP qzj,

como queŕıamos.

1.2.1. Operadores multilineales simétricos

La conexión entre polinomios homogéneos en espacios de Banach y formas multilineales
es clara y profunda. De hecho, para cada polinomio homogéneo debe haber un operador
multilineal detrás pero, puede que más de un operador multilineal defina el mismo polino-
mio. Por ejemplo, el polinomio

P : C2 Ñ C
pz1, z2q ÞÑ z2

1 ` 2z1z2 ` z
2
2 ,

9
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puede definirse a través de dos formas bilineales diferentes T1, T2 P Lp2C2q donde

T1ppx1, x2q, py1, y2qq “ x1y1 ` 2x1y2 ` x2y2,

T2ppx1, x2q, py1, y2qq “ x1y1 ` x1y2 ` y1x2 ` x2y2.

Diremos que un operador multilineal T P LpmX;Y q es simétrico si, dada una permu-
tación σ P Sm y cualquier m-tupla px1, . . . , xmq P X

m se tiene

Tσpx1, . . . , xmq :“ T pxσp1q, . . . , xσpmqq “ T px1, . . . , xmq.

Notemos que para cualquier permutación σ P Sm vale que

}Tσ}LpmX;Y q “ }T }LpmX;Y q. (1.8)

Dada cualquier forma multilineal T P LpmX;Y q consideramos su simetrización T s P
LpmX;Y q dada por

T s : Xm Ñ Y

px1, . . . , xmq ÞÑ
1

m!

ÿ

σPSm

Tσpx1, . . . , xmq,

la cual es nuevamente una forma m-linear pero en este caso simétrica. Más aún podemos
definir el operador de simetrización

πs : LpmX;Y q Ñ LpmX;Y q

T ÞÑ T s.

Para cualquier forma simétrica T P LpmX;Y q, vale que T “ Tσ para cada σ P Sm y
cardpSmq “ m! tenemos

T s “
1

m!

ÿ

σPSm

Tσ “ T.

Además dado T P LpmX;Y q y gracias a la ecuación (1.8), se sigue que

}πspT q}LpmX;Y q “ }
1

m!

ÿ

σPSm

Tσ}LpmX;Y q

ď
1

m!

ÿ

σPSm

}Tσ}LpmX;Y q

“
1

m!

ÿ

σPSm

}T }LpmX;Y q “ }T }LpmX;Y q.

Usando la observación anterior resulta que πs es una proyección. Llamamos al espacio
dado por la imagen de esta proyección el espacio de operadores m-lineales simétricos y lo
denotamos LspmX;Y q :“ πspLpmX;Y qq.

10
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Podemos definir el siguiente operador suryectivo

p: LspmX;Y q Ñ PpmX;Y q

T ÞÑ pT :“ T ˝∆m.

Dado P P PpmX;Y q la fórmula de polarización da un único operador multilineal y simétrico
asociado a P . Fijados px1, . . . , xmq P X

m esta fórmula aplicada a P esta dada por

qP px1, . . . , xmq :“
1

2mm!

m
ÿ

i“1

ÿ

εi“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ εmP pε1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` εmxmq.

Observación 1.2.5. Para un polinomio homogéneo P P PpmCnq y dados los multi-́ındices
α P Λpm,nq, F pαq “ j P J pm.nq y i “ pi1, . . . , imq P rjs se tiene que

aαpP q “ cjpP q “ qP pei1 , . . . , eimq|rjs|,

Demostración. Dado j P J pm.nq y i P rjs existe alguna permutación σ P Sm tal que
j “ σpiq. Cómo qP es una forma simétrica se sigue que

qP pej1 , . . . , ejmq “
qPσpej1 , . . . , ejmq “

qP pei1 , . . . , eimq. (1.9)

Notemos que Mpm,nq “
Ť

jPJ pm,nqrjs es una partición. Dado z P Cn, usando la ecuación
(1.9), tenemos que

P pzq “ qP pz, . . . , zq “
ÿ

iPMpm,nq

qP pei1 , . . . , eimqzi

“
ÿ

jPJ pm,nq

ÿ

iPrjs

qP pej1 , . . . , ejmqzj “
ÿ

jPJ pm,nq
|rjs| qP pej1 , . . . , ejmqzj.

gracias a la unicidad de los coeficientes de P tenemos lo que que queŕıamos probar.

La fórmula de polarización dada en (1.2.1) define el operador lineal

q: PpmX;Y q Ñ LspmX;Y q

P ÞÑ qP .

El siguiente teorema afirma que ambos operadores, p̈ y q̈ , resultan isomorfismos de
espacios de Banach entre LspmX;Y q y PpmX;Y q, siendo además uno inverso del otro.
En particular para cada polinomio homogéneo hay una única forma multilineal simétrica
asociada a este.

Teorema 1.2.6 (Proposición 1.8 en [Din99]). Dado un operador multilineal simétrico
T P LspmX;Y q y P “ T ˝∆m, entonces T “ qP y

}P }PpmX;Y q ď }T }LpmX;Y q ď
mm

m!
}P }PpmX;Y q.
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El siguiente resultado compara la norma de un polinomio homogéneo con la norma de su
forma multilineal simétrica asociada dadas algunas restricciones precisas en los elementos
en los que se evalúa.

Teorema 1.2.7 (Theorem 1 in [Har72]). Drado un polinomio homogéneo P P PpmX;Y q
y su forma multilineal simétrica asociada qP P LspmX;Y q, para cualquier k P t0, 1, . . . ,mu
se tiene

sup
u,vPBX

} qP pu, . . . , u
looomooon

m´k

,

k
hkkikkj

v, . . . , vq}Y ď
pm´ kq!k!mm

pm´ kqm´kkkm!
}P }PpmX;Y q

1.3. Funciones holomorfas

Ahora centraremos nuestra atención en uno de los temas principales de la tesis, las fun-
ciones holomorfas sobre espacios de Banach. Las definiremos, discutiremos algunas de sus
propiedades más importantes y su conexión con los polinomios sobre espacios de Banach.

Dados dos espacio de Banach sobre el cuerpo de los complejo X e Y y un conjunto
abierto U Ă X decimos que una función f : U Ñ Y es Gâteaux-holomorfa si, dada una
tripleta ξ P U, η P X,φ P Y 1, la función de una variable compleja

λÑ φ ˝ fpξ ` ληq,

está definida y es holomorfa en algún vecindario de 0 (en el sentido tradicional para una
función de una variable compleja). Si f : U Ñ Y es Gâteaux-holomorfa y continua diremos
directamente que es holomorfa. Cómo en el caso unidimensional llamaremos entera a toda
función holomorfa en todo el espacio X.. Para denotar al espacio de todas las funciones
holomorfas sobre algún abierto U Ă X a valores en Y usamos HpU ;Y q (o HpUq si Y “ C).
El conjunto HpU ;Y q es, de hecho, un C-espacio vectorial.

El siguiente teorema condensa tres maneras de entender a las funciones holomorfas
sobre espacios de Banach. Para una demostración de este hecho y una visión profunda de
la teoŕıa de funciones holomorfas en espacios de Banach recomendamos [Din99] y [Muj10].

Teorema 1.3.1. Dados dos C-espacios de Banach X e Y , un conjunto abierto U Ă X y
una función f : U Ñ Y son equivalentes:

f es holomorfa.

f es Fréchet diferenciable para cada x0 P U , i.e., existe dfpx0q P LpX,Y q tal que

ĺım
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q ´ dfpxqphq

}h}X
“ 0.

Para cada x0 P U existe r “ rpx0q ą 0 de forma que, en Brpx0q, la serie de Taylor

de f converge uniformemente, i.e., hay polinomios homogéneos dmfpx0q

m! P PpmX,Y q
de manera que

fpxq “
ÿ

mě1

dmfpx0q

m!
px´ x0q ` fpx0q,
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para cada x P Brpx0q.

Dada una función holomrfa f : U Ñ Y y un punto x0 P U , también usaremos
Pmpfqpx0q “

dmfpx0q

m! (o simplemente Pmpfq cuando el punto x0 este claramente deter-
minado) para llamar a la parte m-homogénea en la expansión de Taylor.

De la tercera equivalencia en el Teorema 1.3.1 se hace clara una profunda conexión las
funciones holomorfas y los polinomios homogéneos en espacios de Banach. Explotaremos
esta relación a lo largo de todo el texto. En este sentido, una herramienta fundamental al
trabajar con funciones holomorfas será (al igual que en el caso unidimensional) la fórmula
integral de Cauchy . En este caso esta fórmula enuncia que, para cierta función holomorfa
f P HpU ;Y q, un punto z P U Ă X y otro x P X, vale que

dmfpzq

m!
pxq “

1

2πi

ż

|λ|“r

fpz ` λxq

λm`1
dλ, (1.10)

para cada m P N0, dónde r ą 0 es una radio tal que z ` λx P U para todo |λ| ď r.
Hay muchas familias de funciones holomorfas consideradas en la literatura, aqúı presen-

tamos aquellas que estudiaremos a lo larde de la tesis. El primer ejemplo es una familia ya
conocida, dados dos espacios de Banach complejos X e Y , para todo m P N consideramos
la familia de polinomios m-homogéneos PpmX;Y q. El hecho de que efectivamente sea un
subconjunto del conjunto de funciones holomorfas de X en Y , i.e.,

PpmX;Y q Ă HpX;Y q,

es claro gracias al Teorema 1.3.1.
Para todo conjunto acotado U Ă X usamos H8pU ;Y q para denotar al subconjunto de

HpU ;Y q dado por la funciones holomorfas y acotadas de U en Y . La norma dada por

}f}H8pU ;Y q :“ }f}U “ sup
zPU

}fpzq}Y ,

hace de
´

H8pU ;Y q, } ¨ }H8pU ;Y q

¯

un espacio de Banach. Estaremos espacialmente in-

teresados en H8pBX ;Y q, en particular para Y “ C, en este caso usamos la notación
H8pBXq :“ H8pBX ;Cq. El siguiente lema implica, para todo m P N0, que la proyección

H8pBX ;Y q Ñ PpmX;Y q

f Ñ
dmfp0q

m!
,

es una contracción.

Lema 1.3.2. Dados dos espacios de Banach complejos X,Y y un abierto balanceado U Ă X
se sigue que

›

›

›

›

dmfp0q

m!

›

›

›

›

U

ď }f}U ,

para todo m P N0
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La idea de la demostración del Lema 1.3.2 es esencialmente usar la fórmula integral de
Cauchy (1.10).

Finalmente consideramos el conjunto HbpX;Y q Ă HpH;Y q dado por las funciones
enteras de tipo acotado, i.e., el conjunto de todas las funciones enteras sobre X a valores
en Y que resultan acotadas en los conjuntos acotados de X. Este conjunto tiene estructura
de espacio vectorial. Más aún, para f P HBpX;Y q y cualquier natural n, qnpfq :“ }f}nBX
define una seminorma. El espacio HbpX;Y q es un espacio de Fréchet considerando la familia
de seminormas tqn : n P Nu. Una función f es entera de tipo acotado si y sólo si

ĺım
mÑ8

›

›

›

›

dmfp0q

m!

›

›

›

›

1{m

BX

“ 0, (1.11)

(see [Muj10, Corollary 7.4]) y, para todo r ą 0, prpfq :“
ÿ

mě0

rm
›

›

›

›

dmfp0q

m!

›

›

›

›

BX

es también

una seminorma en HbpX;Y q. La familia de seminormas tpr : r ą 0u da para HbpX;Y q la
misma estructura de espacio de Fréchet. Cuando tengamos Y “ C escribiremos directa-
mente HbpXq para referirnos a este espacios.

En el caso de dimensión finita, una función compleja es holomorfa en un conjunto
abierto si y solo si es anaĺıtica alĺı, i.e., tiene localmente una expansión en serie de Taylor
dada por los monomios.

Teorema 1.3.3. Dado un conjunto abierto U Ă Cn una función f : U Ñ C es holomorfa
en U si y solo si es anaĺıtica en U . En este caso, dado z P U , existen r1, . . . , rn ą 0
(dependiendo de z) tales que

fpwq “
ÿ

αPNn0

aαpfqpzqpw ´ zq
α.

para todo w P z`pr1, . . . , rnq ¨Dn. Además sus coeficientes pueden ser calculados mediantes
la fórmula

aαpfqpzq “
1

p2πiqn

ż

|ξ1´z1|“ρ1

¨ ¨ ¨

ż

|ξn´zn|“ρn

fpξ1, . . . , ξnq

pξ1 ´ z1q
α1`1 ¨ ¨ ¨ pξn ´ znqαn`1

dξ. (1.12)

1.4. Interpolación compleja

El método de interpolación compleja desarrollado por Calderón es una herramienta
sumamente útil en el estudio de operadores acotados entre espacios de Banach y, en general,
desigualdades en estos espacios. Este método permite obtener información sobre operadores
lineales entre una familia de estos espacios conociendo cómo estos operadores se comportan
en los espacios extremales en la familia.

Diremos que dos espacios de Banach X,Y forman un par de interpolación si existe
cierto espacio vectorial topológico de Hausdorff Λ y un operador continuo e inyectivo

iX : X ãÑ Λ, y iY : Y ãÑ Λ.
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Cuando pX,Y q sea una pareja de interpolación consideraremos el espacio de Banach dado
por su suma

X ` Y :“
!

iXpxq ` iY pyq : x P X, y P Y
)

dotado de la norma

}u}X`Y :“ ı́nf
!

}x}X ` }y}Y : x P X, y P Y, u “ iXpxq ` iY pyq
)

;

y el espacio de Banach dado por su intersección

X X Y :“ iXpXq X iY pY q,

con la norma }u}XXY :“ máx
!

}i´1
X puq}X , }i

´1
Y puq}Y

)

.

La inclusión

ι : X X Y ãÑ X ` Y,

u ÞÑ u,

es una isometŕıa, esto permite definir el concepto de espacio intermedio E para una pareja
de interpolación pX,Y q como cualquier espacio de Banach tal que XXY Ă E Ă X`Y como
espacios de Banach (i.e., }u}X`Y ď }u}E ď }u}XXY ). Un espacio de interpolación entre X
e Y es un espacio intermedio E tal que, dado un operador lineal y acotado T P LpX ` Y q
de forma que T |X P LpXq y T |Y P LpY q, vale que T |E P LpEq.

Para definir el método de interpolación compleja será necesario considerar la banda
compleja B :“ tz “ a ` bi : 0 ă a ă 1u. Sea pX,Y q una pareja de interpolación, diremos
que una función f : B Ñ X ` Y cumple la condición p˚q si

1. f es cont́ınua en B;

2. f es holomorfa en B;

3. t ÞÑ fpitq es continua y acotada de R en X, t ÞÑ fp1 ` itq es continua y acotada de
R en Y .

Consideremos el espacio de Banach dado por las funciones complejas que realizan la con-
dición p˚q, i.e.,

FpX,Y q :“
!

f : B Ñ X ` Y : cumpliendo la condición p˚q
)

,

dotado de la norma dada por }f}FpX,Y q :“ máxtsup
tPR
}fpitq}X , sup

tPR
}fp1` itq}Xu.

Dado 0 ă θ ă 1 consideramos

NθpX,Y q “
!

f P FpX,Y q : fpθq “ 0
)

,

el cual es un subespacio cerrado de FpX,Y q. El espacio intermedio dado por el método de
interpolación compleja en θ está dado por

rX,Y sθ :“
FpX,Y q
NθpX,Y q

,
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dotado de la norma cociente.
Dado 1 ď p0, p1 ď 8 un resultado clásico de Riesz y Thorin implica que para cada

0 ă θ ă 1 se tiene

rLp0pU, µq, Lp1pU, µqsθ “ Lppµq, (1.13)

isométricamente, donde 1
p :“ 1´θ

p0
` θ

p1
para todo pU, µq espacio de medida.

Teorema 1.4.1 (Teorema de interpolación multilineal). Dados m P N, las parejas de in-
terpolación pX1

0 , X
1
1 q, . . . , pX

m
0 , X

m
1 qpY0, Y1q y T P LpX1

0 , . . . , X
m
0 ;Y0qXLpX1

1 , . . . , X
m
1 ;Y1q

un operador multilineal. Entonces para todo θ P p0, 1q se tiene que

T P LprX1
0 , X

1
1 sθ, . . . , rX

m
0 , X

m
1 sθ; rY0, Y1sθq

y vale la siguiente cota para su norma

}T }LprX1
0 ,X

1
1 sθ,...,rX

m
0 ,Xm

1 sθ;rY0,Y1sθq
ď }T }1´θLpX1

0 ,...,X
m
0 ;Y0q

}T }θLpX1
1 ,...,X

m
1 ;Y1q

.

1.5. Dirichlet series

Para entender los resultados de la tesis esta sección no es necesaria. De todos modos
si lo es para comprender más en profundidad su motivación. Está incluida para dar las
definiciones y el trasfondo de ciertos hechos históricos mencionado en el Caṕıtulo 2.

Dada una sucesión panqnPN Ă C definimos la Serie de Dirichlet inducida como el objeto
formal

D :“
ÿ

ně1

an
1

ns
.

Notaremos con D al conjunto de las series de Dirichlet. De nuevo, formalmente definimos
una estructura lineal en D, a saber

ÿ

ně1

an
1

ns
`

ÿ

ně1

bn
1

ns
:“

ÿ

ně1

pan ` bnq
1

ns
,

λ

˜

ÿ

ně1

an
1

ns

¸

:“
ÿ

ně1

pλanq
1

ns
,

y una estructura algebraica dada por el producto

˜

ÿ

ně1

an
1

ns

¸˜

ÿ

ně1

bn
1

ns

¸

:“
ÿ

ně1

˜

ÿ

km“n

akbm

¸

1

ns

usualmente llamado producto de Dirichlet. Estas series juegan un rol fundamental en la
teoŕıa de números. El ejemplo más prominente de una serie de Dirichlet es la bien conocida
función ζ de Riemann

ζ “
ÿ

ně1

1

ns
.
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1.5. Dirichlet series

Dado σ P R será útil la notación rRe ą σs :“ tz P C : Repzq ą σu, rRe ă σs y rRe “ σs
están definidos análogamente. Dada una serie de Dirichlet D y s P C de forma que la

serie compleja Dpsq “
ÿ

ně1

an
1

ns
converge es sabido que Dps1q también converge para todo

s1 P rRe ą Repsqs (see [DGMSP19, Theorem 1.1]). Podemos considerar entonces, dada
D P D, su Abscisa de convergencia definida como rRe “ σcpDqs donde

σcpDq :“ ı́nf tσ P R : D converge en rRe ą σsu .

El siguiente resultado clásico de la teoŕıa de series de Dirichlet es el primer paso en el
estudio de estos objetos desde el punto de vista del análisis.

Teorema 1.5.1. Sea D una serie de Dirichlet no divergente en todo punto. Entonces
converge en rRe ą σcpDqs y diverge en rRe ă σcpDqs. Más aún, la función definida por,

D : rRe ą σcs Ñ C

s ÞÑ Dpsq “
ÿ

ně1

an
1

ns
,

es holomorfa.

Notemos que, para D “
ÿ

ně1

an
1

ns
, su región de convergencia absoluta es exactamente la

región de convergencia para
ÿ

ně1

|an|
1

ns
. Esto implica que la región de convergencia absoluta

para una serie de Dirichlet es nuevamente un semiplano. Podemos considerar entonces la
abscisa de convergencia absoluta para D P D definido como rRe “ σapDqs donde

σapDq :“ ı́nf tσ P R : D converge absolutamente enrRe ą σsu .

Es claro que σcpDq ď σapDq para toda serie D P D.
Hay una tercera abscisa que juega un rol importante en esta parte de la teoŕıa de series

de Dirichlet. Observemos que dada una serie D P D podemos mirar la sucesión de funciones
definida por sus sumas parciales

pDN qNPN :“

˜

N
ÿ

n“1

an
1

ns

¸

NPN

y estudiar su región de convergencia uniforme. De este modo surge la abscisa de conver-
gencia uniforme para una serie D P D como rRe “ σupDqs donde

σupDq :“ ı́nf tσ P R : pDN qNPN converge absolutamente aD en rRe ą σsu .

No es dif́ıcil ver que σcpDq ď σupDq ď σapDq para toda serie D P D.
Es posible trazar un paralelismo entre el rol que juegan los semiplanos de convergencia,

convergencia uniforme y convergencia absoluta para las series de Dirichlet y los discos
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Caṕıtulo 1. Preliminares

de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta para series de Taylor.
Es un resultado clásico que en el caso de series de Taylor todos esos discos coinciden.
Algunas pregunta naturales que surgen de intentar entender este acercamiento a las series
de Dirichlet son:

¿Serán los semiplanos de las distintas formas de convergencia siempre los mismos?

Si no es aśı, ¿Cuán grande son las distancias entre cada una de las abscisas?

Para cierta serie de Dirichlet las abscisas podŕıan todas coincidir, pero esto no es verdad
para una serie en general. Tomemos, por ejemplo, D̃ “

ř

ně1p´1qnn´s. Esta serie converge

para rRe ą 0s, pero σapD̃q ą 1, con lo cual σapD̃q ´ σcpD̃q ě 1. Por otro lado, dada
D “

ř

ně1 ann
´s con σcpDq ă 8, para s0 “ σ0 ` it P rRe ą σcpDqs, usando que Dps0q

converge podemos garantizar que p|an|n
´σ0qně1 está acotada por cierto K ą 0. Dado ε ą 0

tenemos
ÿ

ně1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an
1

ns0`1`ε

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

ně1

|an|
1

nσ0`1`ε
ď K

ÿ

ně1

1

n1`ε
ă 8.

Luego σapDq ď σcpDq ` 1. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.5.2. sup
DPD

σapDq ´ σcpDq “ 1.

Como hemos visto las series de Dirichlet tienen un nuevo comportamiento respecto de
las series de Taylor en este sentido, y vale la pena estudiarlo.

En los primeros años del siglo XX Harald Bohr comenzó un estudio de las series de
Dirichlet. En particular estaba muy interesado en determinar el tamaño de la brecha entre
las regiones de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta. Con este
problema general en mente desarrollo algunas herramientas que le permitieron probar que

sup
DPD

σupDq ´ σcpDq “ 1.

La última de las brechas,

S :“ sup
DPD

σapDq ´ σupDq,

históricamente requirió de mucho más esfuerzos para quedar determinada. El primer paso
para entender este problema fue dar al conjunto de las series de Dirichlet una estructura
de espacio de Banach. Consideremos

H8 :“ tD P D : σcpDq ď 0u Ă HprRe ą 0sq,

esto resulta un álgebra de Banach dotado de la norma dada por

}D}H8 :“ sup
sPrReą0s

|Dpsq|.

Proposición 1.5.3 (Proposición 1.24 en [DGMSP19]). S “ sup
DPH8

σapDq.
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1.5. Dirichlet series

Una de las ideas principales involucradas en resolver este problema consiste en el uso
de la llamada transformada Bohr : una manera de tender un puente entre las series de
Dirichlet y las funciones holomorfas de infinitas variables. Esta transformada se define del
siguiente modo

B : H8pBc0q Ñ H8 (1.14)

f ÞÑ
8
ÿ

n“1

ann
´s,

donde, dado un natural n “ pα1
1 ¨ ¨ ¨ pαNN escrito en términos de su descomposición en núme-

ros primos y ppiqiPN la sucesión de los primos ordenados, se define

an :“
1

p2πiqN

ż

|z1|“r
¨ ¨ ¨

ż

|zN |“r

fpz1, . . . , zn, 0, . . .q

zα1`1
1 ¨ ¨ ¨ zαN`1

N

dz1 ¨ ¨ ¨ dzN .

En otras palabras an “ cαpfq con n “ pα :“ pα1
1 ¨ ¨ ¨ pαNN .

Su inversa es llamada levantamiento de Bohr y se define como

B´1 : H8 Ñ H8pBc0q
8
ÿ

n“1

ann
´s ÞÑ

ÿ

αPNpNq0

apαz
α,

donde nuevamente pα :“ pα1
1 ¨ ¨ ¨ pαNN para cada α “ pα1, . . . , αN , 0, . . .q P N

pNq
0 .

Teorema 1.5.4. La transformada de Bohr es un isomorfismo isométrico entre las álgebra
de Banach H8 y H8pBc0q.

Del mismo modo que los polinomios m-homogéneos son cruciales para entender a las
funciones holomorfas, este punto de vista sugiere la definición de las series de Dirichlet m-
homogéneas. Recordemos que, para todo entero n, Ωpnq es el número de divisores primos
de n contados con multiplicidad. El conjunto de series de Dirichlet m-homogéneas está
definido por

Dm :“

#

ÿ

n

ann
´s P D : an ‰ 0 ùñ Ωpnq “ m.

+

Un problema intermedio en el camino de determinar el valor de S es entender su versión
m-homogénea, la brecha

Sm :“ sup
DPDm

σapDq ´ σupDq.

Para dar estructura de espacio de Banach a Dm definimos el subespacio de polinomios
de Dirichlet m-homogéneos que convergen en el semiplano rRe ą 0s como

Hm
8 :“ Dm XH8 “

#

ÿ

n

ann
´s P H8 : an ‰ 0 ùñ Ωpnq “ m,

+

dotado de la misma norma que H8.
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Caṕıtulo 1. Preliminares

Teorema 1.5.5. La transformada de Bohr es un isomorfismo isométrico entre los espacio
de Banach Hm

8 y Ppmc0q.

Una herramienta muy útil para establecer el valor de Sm es la siguiente versión m-
homogénea de la Proposición 1.5.3.

Proposición 1.5.6. Sm “ sup
DPHm

8

σapDq.
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Caṕıtulo 2

Sumabilidad de coeficientes

En 1930 Littlewood [Lit30] probó su celebrada (y hoy en d́ıa clásica) desigualdad 4{3.
Ésta establece que, dada una forma bilineal B : Cn ˆ Cn Ñ C, se tiene que

˜

n
ÿ

i,j“1

|Bpei, ejq|
4{3

¸3{4

ď
?

2}B}Lp2`n8q.

Más aún, probó que el exponente 4{3 no puede mejorarse, i.e., para cada r ă 4{3 es
imposible tener una desigualdad análoga con una constante independiente del número
de variables. Esta fue la primera de muchas desigualdades de este tipo involucrando la
“sumabilidad de coeficientes”, las cuales probaron ser muy útiles para resolver problemas
en una amplia variedad de ramas de la matemática.

En los primeros años del siglo XX Harald Bohr [Boh13] comenzó un estudio de la teoŕıa
de series de Dirichlet. En particular estaba interesado en determinar el tamaño de la brecha
entre las regiones donde esas series convergen en diferentes maneras. Uno de los principales
y más dif́ıciles problemas que presentó en este campo fue el de determinar la brecha más
grande posible entre la abscisa de convergencia uniforma σupDq y de convergencia absoluta
σapDq para serie de Dirichlet,

S “ sup
DPD

σapDq ´ σupDq,

donde D representa el conjunto de las series de Dirichlet. Bohr logró demostrar que S ď 1
2 ,

entre otras muchas contribuciones a esta teoŕıa, pero no pudo dar con el valor preciso de
S.

Él logró traducir este problema al lenguaje de las funciones holomorfas en infinitas
variables a través de la llamada transformada de Bohr . En este contexto, un problema
intermedio es determinar el tamaño de la brecha para las series de Dirichlet m-homogéneas

Sm “ sup
DPDm

σapDq ´ σupDq.

Con este problema en mente Bohnenblust y Hille lograron una novedosa generalización de
la desigualdad 4{3 [BH31] que les permitió dar el valor de la brecha.
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

2.1. Algunos resultados de sumabilidad

Bohnenblust y Hille estaban interesados en encontrar el valor de la brecha entre las
abscisas de convergencia uniforme y convergencia absoluta para series de Dirichlet. Para
lograrlo mostraron una manera suficientemente buena de controlar la suma de los coefi-
cientes de cualquier operador m-lineal a la potencia 2m

m`1 por su norma uniforme en `8.

Teorema 2.1.1 (Desigualdad multilineal de Bonhenblust-Hille). Dados m,n P N, para
todo operador m-lineal T : Cn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Cn Ñ C existe Cm ą 0 dependiendo sólo de m (no
de n) de forma que

˜

ÿ

1ďi1,...,imďn

|T pei1 , . . . , eimq|
2m
m`1

¸
m`1
2m

ď Cm}T }Lpm`n8q. (2.1)

Más aún, el exponente 2m
m`1 es óptimo.

En general, fijados m,n P N y 1 ď r ă 8, podemos considerar la constante Cr,mpnq ą 0
tal que para toda forma m-lineal T : Cn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Cn Ñ C se sigue la cota

˜

ÿ

1ďi1,...,imďn

|T pei1 , . . . , eimq|
r

¸1{r

ď Cm,rpnq}T }Lpm`n8q.

Esta constante Cm,rpnq puede depender de m y r pero además del número de variables
complejas n. En el Teorema 2.1.1 óptimo significa que, si Cm,rpnq “ Cm,r no depende de n,
entonces r ě 2m

m`1 . En otras palabras, para r ă 2m
m`1 la dependencia en n de Cm,r se vuelve

expĺıcita. En particular tendremos que Cm,rpnq Ñ 8 cuando el número de variables n va
a infinito.

Denotamos por BHmult
m a la mejor constante Cm en el Teorema 2.1.1. La prueba original

debida a Bohnenblust y Hille da la cota Bmult
m ď m

m`1
2m 2

m´1
2 .

Para alcanzar el valor de la brecha entre convergencia uniforme y absoluta en series de
Dirichlet, Bohnenblust and Hille necesitaban una versión polinomial de esta desigualdad.
Para obtenerla desarrollaron la polarización y gracias al Teorema 2.1.1 lograron el siguiente
resultado.

Teorema 2.1.2 (Desigualdad polinomial de Bonhenblust-Hille). Dados m,n P N, para
cualquier polinomio homogéneo P P PpmCnq con coeficientes paαpP qqαPNn0 existe una cons-
tante Cm ą 0 dependiendo sólo de m de forma que

¨

˝

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP q|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ď Cm}P }Ppm`n8q. (2.2)

Más aún, 2m
m`1 es óptimo.
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

Demostración. Sea qP la forma m-lineal simétrica asociada a P . Por el Teorema 2.1.1, la
Observación 1.2.5 y usando la fórmula de polarización en el Teorema 1.2.6 tenemos

¨

˝

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP q|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

“

¨

˝

ÿ

jPJ pm,nq
| qP pej1 , . . . , ejmq|rjs||

2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

“

¨

˝

ÿ

jPJ pm,nq

|rjs|
2m
m`1

|rjs|

ÿ

iPrjs

| qP pei1 , . . . , eimq|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ďm!
m´1
m`1

˜

ÿ

1ďi1ď...ďimďn

| qP pei1 , . . . , eimq|
2m
m`1

¸
m`1
2m

ďmmBHmult
m } qP }Lpm`n8q ď mm`m`1

2m 2
m´1

2 }P }Ppm`n8q ,

donde usamos |rjs| ď m! ď mm para todo j P J pm,nq y la previamente mencionada cota
para BHmult

m . Daremos más adelante ejemplos de polinomios que prueban la optimalidad
del exponente 2m

m`1 .

Como en la versión multilineal, en el Teorema 2.1.2 óptimo significa que, si existe cierta
constante Cr,mpnq ą 0 de forma que para todo polinomio homogéneo P P PpmCnq vale

¨

˝

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP q|
r

˛

‚

1{r

ď Cm,rpnq}P }Ppm`n8q,

con Cm,rpnq “ Cm,r independiente de n, esto implica que r ě 2m
m`1 . Como antes, para

r ă 2m
m`1 la dependencia en el número de variables se vuelve expĺıcita y

Cm,rpnq Ñ 8 cuando nÑ8,

como mostraremos luego en este caṕıtulo. Denotamos BHpol
m a la mejor constante Cm en

el Teorema 2.1.2. Muchos esfuerzos fueron volcados a encontrar buenas cotas para esta

constante. Se desprende del Teorema 2.1.2 que BHpol
m ď mm`m`1

2m 2
m´1

2 . Esta cota no es
ni siquiera cercana a la mejor conocida para esta constante, una de las más importantes
contribuciones a su estudio se encuentra en [DFOC`11] donde los autores prueban que

BHpol
m ď

ˆ

1`
1

m´ 1

˙m´1?
m2

m´1
2 .

Gracias al Teorema 2.1.2, el hecho de que la transformada de Bohr es una isometŕıa
entre los espacios Hm

8 y Ppm`8q y la caracterización de Sm “ supDPHm
8
σapDq, Bonhenblust

y Hille fueron capaces de mostrar que

Sm “
m´ 1

2m
,
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

y luego, como Sm ď S ď 1
2 para todo m P N, lograron concluir que

S “ 1

2
.

La desigualdad de Bohnenblust-Hille en el Teorema 2.1.2 explora el mejor número
1 ď r ď 8 de manera que el espacio de polinomios m-homogéneos acotados en la bola
de `8 pueda soportar la norma `r de coeficientes. Observemos que, dado P P Ppm`8q,
su sucesión de coeficientes paαpP qqαPΛpmq puede tener infinitos elementos no nulos. Luego,
dado 1 ď r ď 8, dicha sucesión puede o no estar en es espacio

`rpΛpmqq :“

$

’

&

’

%

paαqαPΛpmq Ă C :

¨

˝

ÿ

αPΛpmq

|aα|
r

˛

‚

1{r

ă 8

,

/

.

/

-

.

Una forma cualitativa de leer el Teorema 2.1.2 es el siguiente corolario.

Corolario 2.1.3. Sea m P N, para todo polinomio m-homogéneo P P Ppm`8q se tiene que
paαpP qqαPΛpmq P ` 2m

m´1
pΛpmqq. Más aún, para todo 1 ď r ă 2m

m´1 existe algún polinomio

P P Ppm`8q de forma que paαpP qqαPΛpmq R `rpΛpmqq.

Ahora simplemente probaremos el primer hecho que el Corolario 2.1.3 declara usando
el Teorema 2.1.2. Para probar el segundo hecho enunciado necesitaremos mostrar algún
polinomio en Ppm`8q con norma `r acotada para sus coeficientes. En la prueba original
de su resultado, Bohnenblust y Hille construyeron una familia de polinomios que cumplen
esta condición. Nosotros seguiremos otro camino, que usa la teoŕıa de probabilidades para
asegurar la existencia de cierto tipo de polinomios extremales. Estos polinomios nos per-
mitirán una mejor comprensión de un problema más general y los presentaremos luego en
la Subsección 2.2.1.

Prueba de la primer parte del enunciado en el Corolario 2.1.3. Para P P Ppm`8q consi-
deremos su composición con la proyección a las primeras n coordenadas Pn “ P ˝ πn P
PpmCnq. Debido al Teorema 2.1.2, usando que }Pn}Ppm`n8q ď }P }Ppm`8q (por el Corolario
1.2.3) y gracias a la Observación 1.2.4 tenemos que

¨

˝

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP q|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ď Cm}Pn}Ppm`n8q ď Cm}P }Ppm`8q,

donde Cm ą 0 y no depende de n. Tomando el ĺımite de n yendo a 8 tenemos lo que
necesitamos.

Ahora parece natural preguntarnos si podemos cambiar el espacio `8 en el Corolario
2.1.3 por otro espacio `p y tener un resultado similar. Esta es la primera de una serie de
preguntas que intentaremos responder en este caṕıtulo. Aśı como el desencadenante de la
desigualdad Bonhenblust-Hille fue la desigualdad 4{3 de Littlelwood, el primer intento de
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

responder a la pregunta anterior fue una generalización del resultado de Littlelwood dado
por la legendaria pareja que hizo con Hardy [HL34]. En esta generalización se consideran
formas bilineales B : Cn ˆ Cn Ñ C y se estudian desigualdades de la forma

˜

n
ÿ

i,j“1

|Bpei, ejq|
q

¸1{q

ď K}B}Lp`np1 ,`
n
p2
q.

Hardy y Littlelwood estaban particularmente interesados en las condiciones sobre 1 ď
q, p1, p2 ď 8 que garanticen la existencia de K ą 0 independiente de n. Medio siglo
después las desigualdades bilineales de Hardy y Littlelwood inspiraron a Praciano-Pereira
a atacar la versión multilineal del problema [PP81]. Este problema fue estudiado también
por Dimant y Sevilla-Peris en [DSP16].

Dado un polinomio m-homogéneo P pzq “
ř

αPΛpm,nq aαz
α en n variables complejas

denotamos su norma `r de coeficientes por

|P |q :“
´

ÿ

αPΛpm,nq

|aα|
q
¯1{q

.

Otra norma, relacionada a los coeficientes es la llamada q-norma de Bombieri definida en
[BBEM90]:

rP sq :“
´

ÿ

αPΛpm,nq

` α!

m!

˘q´1
|aα|

q
¯1{q

.

La relación entre estas normas de coeficientes está dada por las siguientes desigualdades
(ver [BBEM90]):

pm!q
1
q
´1
|P |q ď rP sq ď |P |q. (2.3)

Para 1 ď p, q ď 8 diremos que vale una desigualdad polinomial de tipo Hardy-Littlewood
cuando, dados m,n P N exista cierta Cm,p,q ą 0 independiente de n de manera que

|P |q ď Cm,p,q}P }Ppm`np q, (2.4)

para todo P P PpmCnq. Cuando valga una desigualdad de Hardy-Littlewood para 1 ď
p, q ď 8 diremos que pp, qq forma una pareja de Hardy-Littlewood.

El siguiente lema, el cual se sigue inmediatamente de la fórmula integral de Cauchy en
(1.12), será de gran importancia en el desarrollo del Teorema 2.1.7 fundamental, en esta
tesis. Además será útil para entender que pp,8q forma una pareja de Hardy-Littlewood
para todo 1 ď p ď 8. Para algunos valores de 1 ď p ď 8 ésta será la única pareja de
Hardy-Littlewood posible.

Lema 2.1.4. Dados 1 ď p ď 8, m,n P N y α P Λpm,nq, para todo P P PpmCnq vale que

|aαpP q| ď

ˆ

mm

αα

˙1{p

}P }Ppm`np q. (2.5)
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Demostración. Dado u “ 1
m1{pα

1{p P B`np mediante la fórmula integral de Cauchy en (1.10)
tenemos

|aαpP q| ď
1

p2πiqn

ż

|z1|“u1

¨ ¨ ¨

ż

|zn|“un

|P pzq|

|zα1`1
1 ¨ ¨ ¨ zαn`1

n |
dz

ď
1

uα1
1 ¨ ¨ ¨uαnn

}P }Ppm`np q ď

ˆ

mm

αα

˙1{p

}P }Ppm`np q,

ya que z P B`np para todo |z| “ u.

En algunos problemas será necesario entender, dado un multi-́ındice α P ΛpM,nq, cómo

acotar MM

αα . Por ejemplo, si n ěM podemos tomar

α “ p1, . . . , 1
loomoon

M

, 0, . . . , 0q,

en este caso MM

αα “MM . Por otro lado si α “ pM, 0, . . . , 0q un simple cálculo nos dice que
MM

αα “ 1. En general αα ě 1 para cualquier α P ΛpM,nq, luego

sup
αPΛpM,nq

MM

αα
ďMM , (2.6)

y la desigualdad vale para n ěM . Gracias al Lema 2.1.4 y la ecuación (2.6) tenemos, para
cada P P PpmCnq, que

|P |8 ď mm}P }Pp`np q. (2.7)

Observación 2.1.5. Para 1 ď p ď m no existe q ă 8 de forma que pp, qq sea una pareja
de Hardy-Littlelwood.
De hecho, como m ď p, tomando P “

řn
j“1 z

m
j para cada z P Cn tenemos

|P pzq| ď
n
ÿ

j“1

|zj |
m “ }z}m`m ď }z}

m
`p ,

y luego se sigue que

|P |q “ n
1
q y }P }Ppm`np q ď 1.

Esto prueba que no hay ninguna constante independiente de n como en la ecuación (2.4).

El siguiente resultado reúne [DSP16, Proposition 4.1] y [PP81, Theorem A and Theorem
B] completando la descripción de las desigualdades polinomiales de tipo Hardy-Littlelwood.

Teorema 2.1.6 (Desigualdades polinomiales de tipo Hardy-Littlewood). Fijados m,n P N
y m ă p ď 8, existe una constante Cm,p ą 0 dependiendo sólo de m y p (no de n) de
forma que, para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P tenemos:

piq |P | p
p´m

ď Cm,p }P }Ppm`np q para m ď p ď 2m,

piiq |P | 2mp
mp`p´2m

ď Cm,p }P }Ppm`np q para 2m ď p.
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

Nuevamente los exponentes p
p´m y 2mp

mp`p´2m en las desigualdades anteriores son los me-
jores posibles. Observemos que, en el caso ĺımite (p “ 8) recuperamos el clásico exponente
de Bohnenblust-Hille 2m

m`1 .

Gracias a la Observación 2.1.5 y el Teorema 2.1.6 tenemos la descripción completa
de condiciones de existencia para desigualdades de Hardy-Littlelwood. De todos modos
podŕıamos conseguir desigualdades más útiles modificando la norma de coeficientes en el
lado izquierdo de las desigualdades o aceptando una más amplia variedad de espacios donde
tomar norma uniforme en el lado derecho. Un ejemplo de este tipo de modificación en el
lado izquierdo es el siguiente teorema debido a Bayart, Defant y Schlüters [BDS19]. Aqúı
presentamos una pequeña modificación de este resultado. Esto nos permitirá mejores cotas
en futuras aplicaciones.

Teorema 2.1.7 (Desigualdad de Bayart-Defant-Shlüters). Sean 1 ď p ď 8, m,n P N y
P P PpmCnq. Luego para cada j P J pm´1, nq con el multi-́ındice asociado αpjq P Λpm´1, nq
tenemos

¨

˝

n
ÿ

k“jm´1

|cpj,kqpP q|
p1

˛

‚

1
p1

ď em
´

pm´ 1qm´1

αpjqαpjq

¯
1
p
}P }Ppm`np q. (2.8)

El Teorema 2.1.7 será un ingrediente fundamental en el desarrollo de los Caṕıtulos 3,
5, 6 y 8. Usaremos con frecuencia la desigualdad en el Teorema 2.1.7 la cual llamaremos
Desigualdad de Bayart-Defant-Schlüters o en ocasiones Desigualdad DBS para abreviar.

Seguiremos el art́ıculo [BDS19] y daremos la prueba del Teorema 2.1.7 por completitud.

Para j P J pm ´ 1, nq y αpjq P Λpm ´ 1, nq su multi-́ındice asociado, vale que
pm´1qm´1

αpjqαpjq
ď em´1 pm´1q!

αpjq! “ em´1|rjs|, luego por el Teorema 2.1.7 tenemos

¨

˝

n
ÿ

k“jm´1

|cpj,kqpP q|
p1

˛

‚

1
p1

ď me
1`m´1

p |rjs|
1
p }P }Ppm`np q, (2.9)

para cada polinomio P P PpmCnq como aparece en [BDS19, Lemma 3.5 ].

Proposición 2.1.8. Sean m,n P N, 1 ď p ď 8 y Q P Lp`np ,Ppm´1`np qq el operador lineal
dado por

Qpwqpzq :“
ÿ

jPJ pm,nq

˜

n
ÿ

k“1

bpj,kqwk

¸

zj,

para z, w P Cn. Luego para cada j P J pm´ 1, nq y α “ αpjq P Λpm´ 1, nq vale que

˜

n
ÿ

k“1

|bpj,kq|
p1

¸1{p1

ď

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

}Q}.

Demostración. Para cada w P B`np podemos considerar Pw “ Qpwq P Ppm´1`np q. No-
temos que para j P J pm ´ 1, nq, si α “ αpjq es su multi-́ındice asociado, tenemos
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

aαpPwq “
řn
k“1 bpj,kqwk. Por el Lema 2.1.4 tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

bpj,kqwk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |aαpPwq| ď

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

}Pw}Ppm`np q

“

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

}Qpwq}Ppm`np q ď

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

}Q}.

Tomando supremo sobre w P B`np y usando la dualidad p`pq
1 “ `p1 el resultado se sigue.

Necesitaremos una última observación para probar el Teorema 2.1.7. Notemos que,
fijados m,n P N, dado j P J pm´ 1, nq y 1 ď k ď n el cardinal de la clase de equivalencia
de pj, kq comparado con |rjs| cumple con la desigualdad

|rpj, kqs| ď m|rjs|. (2.10)

Esto vale porque el caso en el que |rpj, kqs| es lo más grande posible se consigue cuando
k ‰ ji para todo 1 ď i ď m ´ 1. Además, en este caso la cantidad de vectores diferentes
que se obtienen mezclando pj, kq es mˆ|rjs|, ya que k genera un vector diferente para cada
posición.

Demostración del Teorema 2.1.7. Dado P P PpmCnq tomemos T “ qP P LpmCnq su forma
m-lineal simétrica asociada. Por la Observación 1.2.5 para todo zp1q, . . . , zpmqCn podemos
escribir

T pzp1q, . . . , zpmqq “
ÿ

iPMpm,nq

cipT qz
p1q
i1
¨ ¨ ¨ z

pmq
im

,

con cipT q “
cjpP q
|j| if i P rjs.

Podemos definir Q P Lp`np ,Ppm´1`np qq para z, w P Cn por

Qpwqpzq :“ T pz, . . . , z
loomoon

m´1

, wq.

Calculemos ahora Qpzqpwq en función de los coeficientes de T ,

Qpwqpzq “ T pz, . . . , z, wq “
ÿ

iPMpm,nq

cipT qzi1 ¨ ¨ ¨ zim´1wim

“
ÿ

iPMpm´1,nq

n
ÿ

k“1

cpi,kqpT qziwk

“
ÿ

jPJ pm´1,nq

ÿ

iPrjs

n
ÿ

k“1

cpi,kqpT qziwk

“
ÿ

jPJ pm´1,nq

|rjs|
n
ÿ

k“1

cpj,kqpT qzjwk

“
ÿ

jPJ pm´1,nq

˜

n
ÿ

k“1

|rjs|cpj,kqpT qwk

¸

zj,
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

ya que, para todo i P rjs, vale cpi,kqpT q “ cpj,kqpT q.
Usando la Proposición 2.1.8, la desigualdad en (2.10), y la desigualdad de Harris en el

Teorema 1.2.7 se sigue que

¨

˝

n
ÿ

k“jm´1

pcpj,kqpP qq
p1

˛

‚

1{p1

“

˜

n
ÿ

k“1

p|rpj, kqs|cpj,kqpT qq
p1

¸1{p1

ďm

˜

n
ÿ

k“1

p|rjs|cpj,kqpT qq
p1

¸1{p1

ďm

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

}Q} ď m

ˆ

pm´ 1qm´1

αα

˙1{p

e}P },

donde α “ αpjq.

La última desigualdad de sumabilidad necesaria en los siguientes caṕıtulos está dada
por el siguiente teorema.

Teorema 2.1.9. Dados m,n P N y un polinomio homogéneo P P PpmCnq se tiene

n
ÿ

k“1

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

|cpj,kqpP q|
2

˛

‚

1
2

ď em2
m´1

2 }P }Ppm`n8q.

Una versión más general del Teorema 2.1.9 y su demostración pueden encontrarse en
[BDF`17, Lemma 2.5].

Notemos que las desigualdades en el Teorema 2,1,7 y el Teorema 2.1.9 pueden reescribir-
se en términos de la comparación de dos normas en el espacio de polinomios m-homogéneos
en n variables complejas. Si consideramos la norma mixta de coeficientes en PpmCnq defi-
nida, para cierto polinomio P , por

|P |p8,...,8,p1q :“ sup
jPJ pm´1,nq

¨

˝

n
ÿ

k“jm´1

pcpj,kqpP qq
p1

˛

‚

1{p1

,

podemos reescribir el Teorema 2.1.7 como

|P |p8,...,8,p1q ď empm´ 1qm´1}P }`np , (2.11)

para cada 1 ď p ď 8, m,n P N y P P PpmCnq.
Por otro lado podemos definir para P pzq “

ř

jPJ pm,nq cjpP qzj P PpmCnq la norma dada
por

|P |p1,2,...,2q :“
n
ÿ

k“1

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

|cpj,kqpP q|
2

˛

‚

1
2

.
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Ahora podemos traducir el Teorema 2.1.9 a través de esta norma como

|P |p1,2,...,2q ď em2
m´1

2 }P }`n8 , (2.12)

para cada m,n P N y P P PpmCnq.
En ambos casos esto da una suerte de desigualdad de Hardy-Littlelwood, especialmente

interesante para 1 ď p ď m donde mostramos que las clásicas desigualdades polinomiales
de Hardy-Littlelwood no valen para q ă 8. Para 1 ď p ă m (2.11) da una desigualdad
de sumabilidad mejor que la dada por (2.7). Por otro lado comparando la desigualdad
clásica de Bonhenblust-Hille en el Teorema 2.1.2 con la dada por (2.12), esta última da
una cota para una norma mixta de coeficientes con exponentes independientes de m. Esto
será crucial en el estudio de funciones holomorfas.

2.2. Más allá de la sumabilidad

Si cambiamos alguno de los parámetros involucrados en cualquiera de los lados de la
desigualdad de Hardy-Littlewood en (2.4) por otros más allá de los ĺımites descriptos en
la Observación 2.1.5 y el Teorema 2.1.6, es esperable que la dependencia en el número
de variables se vuelva aparente. Vale la pena preguntarse cómo es esta dependencia en
términos de la sumabilidad de coeficientes, la norma uniforme y el grado de homogeneidad
considerados.
Análogamente, podemos estudiar un problema similar: la desigualdad que nace intercam-
biar los roles (lados en la desigualdad) entre la norma de coeficientes y la norma uniforme.

Problema 2.2.1. Sean Amp,qpnq y Bm
q,ppnq las constantes más chicas que cumplen las si-

guiente desigualdades: para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P ,

|P |q ď Amp,qpnq }P }Ppm`np q,

}P }Ppm`np q ď Bm
q,ppnq |P |q.

¿Cómo se comportan estas constantes en términos del número de variables n? ¿Cuál es su
crecimiento asintótico exacto?

Desde el punto de vista de la teoŕıa de operadores estas constantes son exactamente la
norma de la identidad entre los espacios de Banach Ppm`np q y pPpmCnq, | ¨ |qq, i.e.,

Amp,qpnq “ }id : Ppm`np q Ñ pPpmCnq, | ¨ |qq },
Bm
q,ppnq “ }id : pPpmCnq, | ¨ |qq Ñ Ppm`np q}.

(2.13)

Observemos que, gracias a (2.3), la dependencia en n de la constante que aparece al
comparar la norma del supremo con la de Bombieri es exactamente la misma que la de las
constantes relacionadas al Problema 2.2.1.

En los 80’s, Goldberg [Gol87] estableció un problema similar en el contexto de la teoŕıa
de matrices: dada una matriz A de tamaño n ˆ n, él estaba interesado en encontrar las
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2.2. Más allá de la sumabilidad

mejores constantes de equivalencia cpq, p, nq (o su comportamiento asintótico cuando n
tiende a infinito) que relacionan la norma `q de los coeficientes con la norma del operador
A actuando en `np . Resultados parciales y ajustados para este problema (y algunas de
sus variantes) fueron dados por Feng y Tonge en [Ton00, Fen03, FT07]. Notemos que el
Problema 2.2.1 es esencialmente una versión polinomial del problema de Golberg.

Para atacar el problema principal de esta sección será útil comparar, dado un polinomio
P P PpmCnq y 1 ď r, s ď 8, las normas uniformes }P }Ppm`nr q y }P }Ppm`ns q, y las normas
de coeficientes |P |r y |P |s. Recordemos que, para cada 1 ď r ď s ď 8 y z P Cn, vale la
siguiente relación entre las normas en `nr y `ns ,

}z}s ď }z}r ď n
1
r
´ 1
s }z}s, (2.14)

la cual puede reformularse en términos de las bolas de ambos espacios como

B`nr Ă B`ns Ă n
1
r
´ 1
sB`nr . (2.15)

Necesitaremos en varias oportunidades la fórmula de Stirling o desigualdad de Stirling,
que da la siguiente cota

?
2πk

ˆ

k

e

˙k

e
1

12k`1 ď k! ď
?

2πk

ˆ

k

e

˙k

e
1

12k , (2.16)

para todo número natural k. Usando esta fórmula obtenemos

ˆ

m` n´ 1

m

˙

“
pm` n´ 1q!

pn´ 1q!m!
ď

d

m` n´ 1

pn´ 1qm

pm` n´ 1qm`n´1

mmpn´ 1qn´1
(2.17)

ď 2

ˆ

1`
n´ 1

m

˙mˆ

1`
m

n´ 1

˙n´1

ď 2emnm.

Observación 2.2.2. Dados 1 ď r ď s ď 8 y m,n P N, para todo polinomio homogéneo
P P PpmCnq vale que

|P |s ď |P |r ď

ˆ

m` n´ 1

n

˙
1
r
´ 1
s

|P |s ď p2e
mq

1
r
´ 1
snmp

1
r
´ 1
s
q|P |s, (2.18)

y

}P }Ppm`nr q ď }P }Ppm`ns q ď nmp
1
r
´ 1
s
q}P }Ppm`nr q. (2.19)

Demostración. Fijemos P P PpmCnq. Comencemos por la comparación para la norma de
coeficientes (2.18). Recordemos que la dimensión de PpmCnq como C espacio vectorial es
`

m`n´1
m

˘

. Luego, por la definición de la norma de coeficientes, es claro que pPpmCnq, | ¨ |rq

es isométrico a `
pm`n´1

m q
r . Usando las cotas en (2.14) y (2.17) tenemos

|P |s ď |P |r ď

ˆ

m` n´ 1

n

˙
1
r
´ 1
s

|P |s ď p2e
mq

1
r
´ 1
snmp

1
r
´ 1
s
q|P |s.

Para conseguir la comparación en (2.19) usamos (2.15) y la homogeneidad de P , luego

}P }Ppm`nr q “ }P }B`nr ď }P }B`ns ď }P }n
1
r´

1
q B`ns

“ n
mp 1

r
´ 1
q
q
}P }B`nr .
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

2.2.1. Polinomios aleatorios

Como es usual, para entender la norma de operadores acotados es necesario tener una
cota global para todo elemento en el dominio y, frecuentemente, algún elemento particular
para mostrar que la cota global es ajustada. Presentaremos ahora una familia de polino-
mios que muestra la precisión de cotas en muchos ejemplos en el estudio de polinomios y
funciones holomorfas en espacios de Banach y también lo hará en varios contextos dife-
rentes a lo largo de la tesis. La existencia de estos polinomios se prueba usando métodos
probabiĺısticos.

Bayart en [Bay12] (ver también [Boa00, DGM03, DGM04]) exhibió polinomios con
coeficientes unimodulares y con norma del supremo pequeña sobre la bola de `np . Más
aún, él mostró que para cada 1 ă p ď 8 y toda sucesión de coeficientes paαqαPΛpm,nq
existe una sucesión de signos pεαqαPΛpm,nq Ă T que define un polinomio m-homogéneo
P pzq :“

ř

αPΛpm,nq εαaαz
α en n varias complejas de forma que

}P }Ppm`np q ď Km,p ˆ

#

n
1´ 1

p si 1 ă p ď 2,

n
mp 1

2
´ 1
p
q` 1

2 si 2 ď p ď 8,
(2.20)

donde Km,p ď C logpmq
1´ 1

p supαPΛpm,nq

!

|aα|
`

α!
m!

˘1{p
)

para cierto C ą 0 independiente de
n,m y p.

Podemos elegir aα “ 1 para todo α P Λpm,nq. En este caso tenemos polinomios uni-
modulares y vale la cota

Km,p ď C logpmq
1´ 1

p . (2.21)

Además, la cantidad de coeficientes no nulos es exactamente el número de posibles mono-
mios,

`

n`m´1
m

˘

. Estos polinomios serán de gran utilidad: por ejemplo, serán extremales en
un amplio rango de p, r P r1,8s en la desigualdad del Problema 2.2.1. Desafortunadamente,
para un gran rango de valores de p y r estos polinomios no son suficientes y son necesarios
nuevos ejemplos extremales. Por lo tanto, es importante relajar el número de términos que
aparecen en los polinomios, permitiéndoles tener algunos coeficientes nulos, para reducir
cuantitativamente el valor de la norma uniforme. Obviamente, si uno se deshace de muchos
coeficientes/monomios, esto ayuda a reducir considerablemente el valor de la norma, pero
es importante mantener un equilibrio apropiado (tener un número suficiente de coeficientes
distintos de cero pero mantener la norma pequeña).

Introducimos los llamados polinomios de Steiner , una clase especial de polinomios te-
traedrales definidos por Dixon en [Dix76] y estudiados alĺı con norma uniforme en `n8. En
[GMSP15] los autores analizan el caso de estos polinomios tetraedrales con norma uniforme
en `np . Resulta que dichos polinomios dan cotas inferiores suficientemente precisas para la
constante Amp,qpnq en muchos casos.

Necesitamos algunas definiciones para describirlos. Un sistema parcial de Steiner
Sppt,m, nq es una colección de subconjuntos de tamaño m de t1, . . . , nu tal que todo sub-
conjunto de t elementos está contenido en a lo sumo un miembro de la colección. Notemos
que podemos ver a todo sistema parcial de Steiner Sppt,m, nq como un subconjunto del
conjunto de ı́ndices J pm,nq. Un polinomio m-homogéneo en n variables compleja P es un
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2.2. Más allá de la sumabilidad

polinomio de Steiner si existe un sistema parcial de Steiner Sppt,m, nq, al que llamamos S,
de forma que P pz1, . . . , znq “

ř

jPS cjzj y cj “ ˘1. Notemos que los monomios involucrados
en esta clase tienen una configuración combinatoria particular.

Los siguientes resultados aparecen en [GMSP15, Theorem 2.5.].

Teorema 2.2.3. Sean m ě 2 y S un sistema parcial de Steiner Sppm ´ 1,m, nq. luego
existen signos pcjqjPS y una constante Dm,p ą 0 independiente de n tal que el polinomio
m-homogéneo P “

ř

jPS cjzj satisface

}P }Ppm`np q ď Dm,p ˆ

#

log
3p´3
p pnq para 1 ď p ď 2,

log
3
p pnqn

mp 1
2
´ 1
p
q

para 2 ď p ă 8.

Más aún, la constante Dm,p puede tomarse independiente de m si p ‰ 2.

El último ingrediente que necesitamos para las aplicaciones es la existencia de sistema
parciales de Steiner casi óptimos, en el sentido de que tienen muchos elementos. Esto se
traduce en muchos coeficientes unimodulares para los polinomios de Steiner. Es bien sabido
que cualquier sistema parcial de Steiner Sppm ´ 1,m, nq tiene cardinal menor o igual que
1
m

`

n
m´1

˘

.
Rödl [Röd85] en la década de los ochenta probó que existe un sistema parcial de Steiner

Sppm´ 1,m, nq de cardinal al menos p1´ op1qq 1
m

`

n
m´1

˘

, donde op1q tiende a cero cuando n
va a infinito. Tomando un sistema parcial de Steiner de este cardinal en el Teorema 2.2.3
tenemos lo siguiente.

Corolario 2.2.4. Para m ě 2, existe un polinomio de Steiner m-homogéneo P de n
variables complejas con al menos Cmn

m´1 coeficientes unimodulares satisfaciendo las es-
timaciones del Teorema 2.2.3, donde Cm es una constante que depende sólo de m.

2.2.2. Una solución parcial al problema.

Si panqn y pbnqn son dos sucesiones de números reales escribiremos an ! bn si existe una
constante C ą 0 (independiente de n) tal que an ď Cbn para todo n. Notaremos an „ bn si
an ! bn y bn ! an. Recordemos que la cantidad de monomios m-homogéneos en n variables
complejas es |J pm,nq| “

`

n`m´1
m

˘

„ nm.
Dado un operador m-lineal T P LpmCnq denotaremos su norma r-ésima de coeficientes

por |T |r, esto es,

|T |r :“
´

ÿ

iPMpm,nq

|T pei1 , . . . , eimq|
r
¯

1
r
,

donde Mpm,nq “ ti “ pi1, . . . , imq : 1 ď il ď n, 1 ď l ď mu. Usando la Observa-
ción 1.2.5 y la fórmula de Harris en el Teorema 1.2.7 no es dif́ıcil ver que existen constantes
Cl “ Clpmq ą 0, para l “ 1, 2, independientes de n, de forma que para todo polinomio
P P PpmCnq y su operador m-linear simétrico asociado qP tenemos

| qP |r ď |P |r ď C1| qP |r para 1 ď r ď 8, (2.22)

C2} qP }Lpm`np q ď }P }Ppm`np q ď }
qP }Lpm`np q para 1 ď p ď 8. (2.23)
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Será útil notar que, como pPpmCnq, | ¨ |rq es un espacio LppU, µq donde µ es la medida
de contar y U “ Λpm,nq, gracias a la ecuación (1.13) tenemos

rpPpmCnq, | ¨ |r0q, pPpmCnq, | ¨ |r1qsθ “ pPpmCnq, | ¨ |rq (2.24)

para todo 0 ă θ ă 1 donde 1
r “

1´θ
r0
` θ

r1
. Necesitaremos esto en la prueba del siguiente

teorema pero también será necesario a lo largo de la tesis en más de una oportunidad.
Ahora enunciamos nuestro teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 2.2.5. Sea Amp,qpnq la más chica de las constantes tales que, para todo polinomio
m-homogéneo en n variables complejas P vale |P |q ď Amp,qpnq }P }Ppm`np q. Luego,

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Amp,qpnq „ 1 para pAq : r12 ď
1
q ď

m`1
2m ´ 1

p s o r1q ď
1
2 ^

m
p ď 1´ 1

q s,

Amp,qpnq „ n
m
p
` 1
q
´1

para pBq : r 1
2m ď

1
p ď

1
m ^ ´m

p ` 1 ď 1
q s,

Amp,qpnq „ n
mp 1

p
` 1
q
´ 1

2
q´ 1

2 para pCq : rm`1
2m ď 1

q ^
1
p ď

1
2 s o

r12 ď
1
q ď

m`1
2m ď 1

p `
1
q ^

1
p ď

1
2 s,

Amp,qpnq „ n
m
q
` 1
p
´1

para pDq : r12 ď
1
p ^ 1´ 1

p ď
1
q s,

Amp,qpnq ! n
m´1
q para pEq : r12 ď

1
p ď 1´ 1

q s,

Amp,qpnq „ n
1
q para pF q : rm´1

p ď 1´ 1
q ^

1
m ď

1
p ď

1
m´1 s,

Más aún, la potencia de n en pEq no puede ser mejorada.

La Figura 2.1 representa las regiones descriptas en el Teorema 2.2.5. Para la región en
blanco no se sabe el orden correcto de Amp,qpnq (ver los comentarios luego del Corolario 2.3.4
debajo). Es destacable que gran parte del trabajo consiste en determinar cuáles son las
regiones a considerar.

Notemos además que para m “ 2 tenemos la descripción completa del comportamiento
asintótico de A2

p,qpnq. Para q ě 2 el resultado puede derivarse como consecuencia de [FT07,
Theorems 1 and 2].

Demostración. Sea P un polinomio m-homogéneo en n variables complejas y T “ qP su
forma m-lineal simétrica asociada.
‚pAq : Supongamos primero que 1

2 ď 1
q ď

m`1
2m ´ 1

p . Si r :“ 2mq
pm`1qq´2m entonces

2m ď r ď p y por la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teorema 2.1.6 piiq, tenemos

|P |q ! }P }Ppm`nr q ! }P }Ppm`np q.

Ahora supongamos que 1
q ď

1
2 y m

p ď 1´ 1
q . Dado r :“ mq

q´1 entonces m ď r ď mı́ntp, 2mu;
luego razonando como antes (pero usando la parte piq del Teorema 2.1.6) podemos llegar
fácilmente a la misma conclusión.
‚pBq : Tomando p ď r “ mq

q´1 , gracias a la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teore-
ma 2.1.6 piq, y las cotas en (2.19) se sigue

|P |q ! }P }Ppm`nr q ! }P }Ppm`np qn
mp 1

p
´ 1
r
q
“ }P }Ppm`np qn

m
p
` 1
q
´1
.
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pAq

pCq

pDq

pEq

pBq

pF q

1
2

1
2

1
m´1

1
m

1
m

1
2m

m`1
2m

1
p

1
q

Figura 2.1: Resumen gráfico de las regiones descriptas en el Teorema 2.2.5.

Para la optimalidad podemos tomar el polinomio

P “
k´1
ÿ

j“0

zmj`1 ¨ ¨ ¨ zmj`m, con k “
” n

m

ı

,

se puede ver usando multiplicadores de Lagrange y el hecho de que p ě m, que

}P }Ppm`np q “ k
´ 1

mk

¯
m
p
„ n

1´m
p .

Luego,

n
1
q „ k

1
q “ |P |q ď Amp,qpnq}P }Ppm`np q „ Amp,qpnqn

1´m
p ,

y por lo tanto n
m
p
` 1
q
´1
! Amp,q.

‚pCq : Supongamos que m`1
2m ď 1

q y 1
p ď

1
2 . Usando la desigualdad de Bohnenblust-Hille

en el Teorema 2.1.6, las cotas en (2.18) y (2.19) tenemos

|P |q ! n
mp 1

q
´m`1

2m
q
|P | 2m

m`1
! n

mp 1
q
´m`1

2m
q
}P }Ppm`n8q

! n
mp 1

q
´m`1

2m
q
n
m
p }P }Ppm`np q “ n

mp 1
p
` 1
q
´ 1

2
q´ 1

2 }P }Ppm`np q.
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Supongamos 1
2 ď

1
q ď

m`1
2m ď 1

p `
1
q y r :“ 2mq

pm`1qq´2m . Notemos que máxt2m, pu ď r.

Por la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teorema 2.1.6 piiq y las cotas en (2.19) tenemos

|P |q ! }P }Ppm`nr q ! n
mp 1

p
´ 1
r
q
}P }Ppm`np q “ n

mp 1
p
` 1
q
´ 1

2
q´ 1

2 }P }Ppm`np q.

Para mostrar que el comportamiento asintótico es óptimo, consideramos P un polinomio
m-homogéneo unimodular como en (2.20). Luego, como 1

p ď
1
2

n
m
q ! |P |q ď Amp,qpnq}P }Ppm`np q ! Amp,qpnqn

mp 1
2
´ 1
p
q` 1

2 .

Por lo tanto,

n
mp 1

p
` 1
q
´ 1

2
q´ 1

2 “ n
m
q
´rmp 1

2
´ 1
p
q` 1

2
s
! Amp,qpnq.

‚pDq : Si T “ qP es la forma m-linear simétrica asociada a P , esta induce un operador
pm´ 1q-linear T̃ P Lpm´1lnp ; plnp q

˚q, definido por

T̃ px1, . . . , xm´1qp¨q “ T px1, . . . , xm´1, ¨q.

Luego

|T |qq “
ÿ

iPMpm,nq

|T pei1 , . . . , eimq|
q

“
ÿ

iPMpm´1,nq

n
ÿ

l“1

|T pei1 , . . . , eim´1 , elq|
q

ď
ÿ

iPMpm´1,nq

p

n
ÿ

l“1

|T pei1 , . . . , eim´1 , elq|
p1q

q
p1 n

q
p
`1´q

ď n
m´1` r

p
`1´q

sup
}xi}pď1

}T̃ px1, . . . , xm´1q}
q
p1

“ n
m` q

p
´q
}T }qLpm`np q

,

donde en la primer desigualdad usamos la desigualdad de Hölder en el caso p1

q ě 1. Luego
por las desigualdades en (2.22) y (2.23) tenemos

|P |q ! n
m
q
` 1
p
´1
}P }`np .

Para la optimalidad, usamos los polinomios de Bayart. Como 1 ď p ď 2, tracias a (2.20)
existe un polinomio homogéneo y unimodular P tal que

n
m
r ! |P |r ď Amp,qpnq}P }Pp`np q ! Amp,qpnqn

1´ 1
p .

‚pEq : Observemos que

Amp,qpnq “ }id : Ppm`np q Ñ pPpmCnq, | ¨ |qq}.
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Aśı, si 1
q “

θ
p1 , para 0 ă θ ă 1, usando el Teorema 1.4.1 de interpolación multilineal

concluimos que
Amp,qpnq ď pA

m
p,p1pnqq

θpAmp,8pnqq
1´θ.

Como 1 ď p ď 2, tenemos por la parte pDq que Amp,p1pnq „ n
m´1
p1 y además, aplicando la

fórmula integral de Cauchy en la ecuación (1.12) deducimos que Amp,8pnq „ 1. Por lo tanto,

}id : Ppm`np q Ñ pPpmCnq, | ¨ |p1q} ! n
m´1
p1 ,

}id : Ppm`np q Ñ pPpmCnq, | ¨ |8q} ! 1

por el Teorema 1.4.1 y la ecuación (2.24) se obtiene

}id : Ppm`np q Ñ pPpmCnq, | ¨ |qq} “ Amp,qpnq ď Amp,qpnq ď pA
m
p,p1pnqq

θpAmp,8pnqq
1´θ ! n

m´1
q .

Para la cota inferior, tomando un polinomio de Steiner P P PpmCnq como en el Co-
rolario 2.2.4 con sistema parcial de Steiner asociado de cardinal " nm´1 y 1 ď p ď 2, se
sigue que

n
m´1
q ! |P |q ď Amp,qpnq}P }Ppm`np q ! Amp,qpnq log

3p´3
p pnq.

Tenemos entonces que para todo ε ą 0, vale

n
m´1
q
´ε
! Amp,qpnq.

‚pF q : Sea T “ qP la forma m-lineal simétrica asociada a P y, dado 1 ď i ď n,
consideremos Ti P Lpm´1Cnq definido como

Tipx2, . . . , xmq “ T pei, x2, . . . , xmq.

Luego

|P |qq „ |T |
q
q “

ÿ

iPMpm,nq

|T pei1 , . . . , eimq|
q

“

n
ÿ

i“1

|Ti|
q
q

!

n
ÿ

i“1

}Ti}
q
Lpm´1`np q

(2.25)

ď n}T }qLpm`np q
„ n}P }qPpm`np q

,

donde usamos, en (2.25), el hecho de que Am´1
p,q pnq „ 1 para este rango de valores para p

y q. Se sigue entonces que

|P |q ! n
1
q }P }Ppm`np q.

Para la cota inferior, sea P “
k
ÿ

j“1

zmj`1 ¨ ¨ ¨ zmj`m como en la parte pBq. Luego, como

p ě m (en la región pF q), tenemos que }P }Ppm`np q „ 1 y entonces

n
1
q „ |P |q ! Amp,qpnq}P }Ppm`np q „ Amp,qpnq.
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Para 2 ď p ď m, 2 ď q ă 8 y p1
p ,

1
q q R pF q podŕıamos haber usado interpolación

(en dirección vertical, como hicimos en la prueba de la parte pEq del Teorema 2.2.5) para
obtener cotas superiores efectivas para Amp,q. Elegimos no darlas expĺıcitamente ya que estas
estimaciones no son óptimas.

2.2.3. Estimaciones asintóticas para Bm
r,ppnq

Ahora presentaremos el comportamiento asintótico correcto para la constante Bm
r,ppnq

definida en el Problema 2.2.1. Éstas estimaciones serán útiles en la siguiente sección para
las aplicaciones.

Proposición 2.2.6. Sea Bm
r,ppnq la más chica de las constantes para las que todo polinomio

m-homogéneo en n variables complejas P cumple }P }Ppm`np q ď Bm
r,ppnq |P |r. Vale que

Bm
r,ppnq „

#

1 para r ď p1,

n
mp1´ 1

p
´ 1
r
q

para r ě p1.

Demostración. Sean n,m P N, 1 ď p, r ď 8 y P “
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α un polinomio m-

homogéneo en n variables. Supongamos primero que r ď p1. Luego

}P }Ppm`np q “ sup
zPB`np

|
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α|

ď sup
zPB`np

p
ÿ

αPΛpm,nq

|aα|
p1q

1
p1 p

ÿ

αPΛpm,nq

|zα|pq
1
p

ď |P |p1 sup
zPB`np

p
ÿ

iPMpm,nq

|zi|
pq

1
p

“ |P |p1 sup
zPB`np

p

n
ÿ

k“1

|zk|
pq

m
p “ |P |p1 ď |P |r.

Por otro lado, si r ě p1,

}P }Ppm`np q ď |P |p1 ď |P |rn
mp 1

p1
´ 1
r
q
“ |P |rn

mp1´ 1
p
´ 1
r
q
.

Para estudiar las cotas inferior tomemos el polinomio P pzq “
ř

jPJ pm,nq zj. Notemos

que |P |r „ n
m
r y

}P }Ppm`np q “ sup
zPB`np

|
ÿ

jPJ pm,nq
zj|

ě |
ÿ

jPJ pm,nq
n
´m
p | tomando z “

´

m
hkkkkkkkikkkkkkkj

1

n1{p
, . . . ,

1

n1{p

¯

„ n
mp1´ 1

p
q
.
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Por lo tanto Bm
r,ppnq " n

mp1´ 1
r
´ 1
p
q
.

2.3. Algunas consecuencias de los resultados

Ahora presentaremos algunas aplicaciones de los resultados previos a dos problemas que,
a primera vista, parecen estar desconectados de los desarrollos previos. El primer resultado
involucra un problema dentro de la teoŕıa de la interpolación compleja de espacios de
Banach, el segundo es sobre la desigualdad de von Neumann que pertenece a la teoŕıa de
los operadores acotados en los espacios de Hilbert.

2.3.1. Interpolación compleja en espacios de polinomios

El siguiente es un problema dentro de la teoŕıa de interpolación de espacios de poli-
nomios homogéneos en espacios de Banach. Existe una relación extremadamente cercana
entre los productos tensoriales de espacios de Banach y los polinomios homogéneos en esos
espacios que elegimos no desarrollar en esta tesis. El lector interesado puede traducir los
resultados de esta sección a resultados análogos para productos tensoriales de espacios
Banach dotados de la norma inyectiva. Esto además puede encontrarse en [GMMb].

Dada una pareja compatible de espacios de Banach pX,Y q y 0 ă θ ă 1 podemos
considerar dos nuevos espacios que pueden o no ser isomorfos

rPpmXq,PpmY qsθ y PpmrX,Y sθq.

Defant y Michels en [DM00] y también Kouba en [Kou91] probaron resultados notables
en la interpolación del producto tensorial inyectivo de espacios de Banach (ver también
[DM03]). Estos resultados son mucho más generales, pero en particular implican que

rPp2`p0q,Pp2`p1qsθ “ Pp2r`p0 , `p1sθq, (2.26)

para 0 ă θ ă 1, 2 ď p0, p1 ď 8. La ecuación (2.26) debe ser interpretada como una
igualdad de espacios de Banach, lo que significa que hay un operador lineal acotado e
inversible entre ambos espacios.

Mostraremos que el Teorema 2.2.5 implica que un enunciado similar no vale para el
caso m-homogéneo cuando m ą 2. De hecho, mostraremos que el siguiente problema tiene
una respuesta negativa.

Problema 2.3.1. Dado m ą 2, 2 ď p0, p1 ď 8 y 0 ă θ ă 1, ¿existe algún isomorfismo de
espacios de Banach entre Ppmr`p0 , `p1sθq y rPpm`p0q,Ppm`p1qsθ?

Como ya hemos señalado, para m “ 2 la respuesta a la pregunta planteada en el Proble-
ma 2.3.1 es afirmativa. Es natural preguntarse si esto es posible para todos todo grado de
homogeneidad m P N sólo por el hecho de entender los espacios de polinomios homogéneos,
pero también es interesante por sus posibles aplicaciones. En general entender los espacios
de interpolación entre espacios de Banach concretos, sumado al Teorema 1.4.1, resulta en
dispositivo sumamente poderoso para atacar varios problemas del análisis funcional.

Otra variante del Problema2.3.1 se expresa en el siguiente enunciado.
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Problema 2.3.2. Dado m ą 2, 2 ď p0, p1 ď 8 y 0 ă θ ă 1, ¿existe algún isomorfismo
de espacios de Banach T : Ppmr`p0 , `p1sθq Ñ rPpm`p0q,Ppm`p1qsθ, tal que para todo n P N
induzca un isomorfismo lineal Tn : Ppmr`np0

, `np1
sθq Ñ rPpm`np0

q,Ppm`np1
qsθ?

Claramente una respuesta negativa al Problema 2.3.1 da una respuesta negativa al Pro-
blema 2.3.2 ya que el isomorfismo del segundo problema tiene más requisitos. No daremos
un tratamiento adecuado aqúı, pero el lector interesado puede mirar el art́ıculo [BM19]
donde los autores prueban que el Problema 2.3.1 y el Problema 2.3.2 son en realidad equi-
valentes. Alĺı Bayart y Mastylo investigan la interpolación entre espacios de Banach de una
manera más general y dan algunas aplicaciones al problema polinomial.

Una respuesta positiva a la pregunta planteada en el Problema 2.3.2 nos daŕıa una
herramienta para conocer los casos faltantes en el Teorema 2.2.5. Además muchos de los
problemas que atacamos en esta tesis podŕıan ser resueltos de una forma más sencilla si
esto fuera cierto.

Observación 2.3.3. Asumiendo una respuesta positiva al Problema 2.3.1 no es dif́ıcil
completar todos los casos faltantes en el Teorema 2.2.5 (i.e., para p P r2,ms y q P r2,8s).
En este caso tendŕıamos,

#

Amp,qpnq „ n
1
q para pF q : r 1

m ď
1
p ď

1
2 ^

1
q ď

m
2´m ¨

1
p `

m
2m´4 s,

Amp,qpnq ! n
mp 1

p
` 1
q
´ 1

2
q´ 1

q para pGq : r 1
m ď

1
p ď

1
2 ^

m
2´m ¨

1
p `

m
2m´4 ď

1
q ď

1
2 s,

Más aún, la potencia de n en pGq no puede mejorarse.

pF q

pGq

1
2

1
2

1
m

1
p

1
q

Figura 2.2: Resumen gráfico de los casos tratados en la Observación 2.3.3.

La anterior observación es una motivación concreta para investigar alrededor del Pro-
blema 2.3.1. No daremos una prueba de la Observación 2.3.3 ya que sabemos, como mos-
traremos debajo, que la pregunta planteada en este problema tiene una respuesta negativa.
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De todas forma probaremos que las cotas inferiores coinciden con las dichas en la Obser-
vación 2.3.3. Para la región pGq esta afirmación se puede probar utilizando polinomios de
Steiner: tomemos un polinomio P como en el Teorema 2.2.3, luego

n
m´1
r „ |P |r ď Amp,rpnq}P }Ppm`np q ! Amp,rpnq logpnq

3
pn

mp 1
2
´ 1
p
q
! Amp,rpnqn

mp 1
2
´ 1
p
q`ε

,

para cada ε ą 0. Tenemos entonces

n
mp 1

r
` 1
p
´ 1

2
q´ 1

r
´ε
! Amp,rpnq.

Para la región pF q el mismo argumento usado en el Teorema 2.2.5 en la región pF q, con el
mismo polinomio, sirve.

Corolario 2.3.4. La respuesta a la pregunta planteada en el Problema 2.3.1 es negativa
en general. En particular, para m ě 3, q ą m, pm ´ 1qq1 ď p1 ă m, mq1 ď p0 y θ tal que
1
p “

1´θ
p0
` θ

p1
ď m, no existe un isomorfismo lineal

T : Ppmr`p0 , `p1sθq Ñ rPpm`p0q,Ppm`p1qsθ,

que induzca isomorfismos lineales Tn : Ppmr`np0
, `np1

sθq Ñ rPpm`np0
q,Ppm`np1

qsθ.

Demostración. Notemos que para una familia inducida de isomorfismos tenemos las si-
guientes cotas, }Tn} ď }T } y }T´1

n } ď }T´1} para todo n P N.
Observemos también, en función de las regiones del Teorema 2.2.5, que p 1

p0
, 1
q q P pAq y

p 1
p1
, 1
q q P pF q con p1 ą m, luego

}id : Ppm`np0
q Ñ pPpmCnq, | ¨ |qq} “ Amp0,qpnq ď Cm,p0,q,

}id : Ppm`np1
q Ñ pPpmCnq, | ¨ |qq} “ Amp1,qpnq ď Cm,p1,qn

1
q .

Usando el Teorema 1.4.1 de interpolación multilineal tenemos

}id : rPpm`np0
q,Ppm`np1

qsθ Ñ rpPpmCnq, | ¨ |qq, pPpmCnq, | ¨ |qqsθ} ď Cθm,p0,qC
1´θ
m,p1,qn

1´θ
q ,

para todo 0 ă θ ă 1.
Asumiendo una respuesta afirmativa a la pregunta planteada en Problema 2.3.1 y usan-

do el Teorema 1.4.1 de interpolación multilineal se sigue para, 1
p “

1´θ
p0
` θ

p1
, θ P p0, 1q y

P P PpmCnq, que

|P |q ! n
1´θ
q }P }rPpm`np0 q,Pp

m`np1 qsθ

ď n
1´θ
q }T }}P }Ppm`np q,

y luego

Amp,qpnq ! n
1´θ
q .

Eligiendo θ de forma que 1
p “

1´θ
p0
` θ

p1
ď m tenemos pp, qq P pF q, esto contradice la cota

inferior para la región pF q en el Teorema 2.2.5 .
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El Corolario 2.3.4 niega la existencia de un isomorfismo entre los espacios Ppmr`p0 , `p1sθq

y rPpm`p0q,Ppm`p1qsθ con alguna condición sobre p0 y p1. Esto incluye los valores de p0

y p1 que permitiŕıan aplicar al interpolación compleja en la forma necesaria para obte-
ner el resultado enunciado en la Observación 2.3.3. En [BM19, Theorem 3.10] los autores
prueban que para estos valores tampoco existe tal isomorfismo. En particular prueban alĺı
un teorema para una familia mayor de métodos de interpolación que, para el método de
interpolación compleja, puede expresarse del siguiente modo

Teorema 2.3.5. Para m ě 2 y 2 ď h ď m dados 1 ď p1 ă h ă p0 y 0 ă θ ă 1 no existe
isomorfismo de espacios de Banach entre Ppmr`np0

, `np1
sθq y rPpm`np0

q,Pp`np1
qsθq.

En [BPR18] los autores dan respuesta a preguntas similares al respecto de la interpo-
lación compleja entre productos tensoriales de espacios de Banach.

2.3.2. La desigualdad multivariable de von Neumann

Una desigualdad clásica en la teoŕıa de operadores, debida a von Neumann [vN51],
afirma que si T es una contracción lineal en un espacio de Hilbert complejo H (i.e., su
norma de operador es menor o igual que uno) entonces

}P pT q}LpHq ď supt|P pzq| : z P C, |z| ď 1u,

para todo polinomio P en una variable compleja.
Usando la teoŕıa de dilatación (ver [SN74]), Ando [And63] exhibió una desigualdad

análoga para polinomios en dos contracciones que conmutan. Sin embargo, Varopoulos
[Var74] demostró que la desigualdad de von Neumann no puede extenderse a tres o más
contracciones que conmuten.

Es un problema abierto de gran interés en la teoŕıa de operadores (ver por ejemplo
[Ble01, Pis01]) determinar si existen constantes Kpnq que se se ajusten a las desigualdades
de von Neumann. Más precisamente, no se sabe si existe o no una constante Kpnq tal que

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď Kpnq supt|P pz1, . . . , znq| : |zi| ď 1u, (2.27)

para todo polinomio P en n variables y cada n-tupla pT1, . . . , Tnq de contracciones que
conmuten en LpHq.

Dixon [Dix76] estudió la desigualdad multivariable de von Neumann restringida a po-
linomio homogéneos y, junto con Mantero [MT79], estudió algunas variaciones de este
problema. Una de ellas es determinar el comportamiento asintótico de la mejor constante
posible cpnq “ cm,p,qpnq de forma que

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď cpnq}P }Ppm`nq q,

para toda n-tupla pT1, . . . , Tnq de operadores que conmutan en un espacio de Hilbert sa-
tisfaciendo

n
ÿ

i“1

}Ti}
p
LpHq ď 1, (2.28)
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y todo polinomio m-homogéneo en n variables, P . Algunas cotas inferior fueron probadas
alĺı y también fueron dadas cotas superiores para el caso p “ q. Usaremos el Teorema 2.2.5
y el Teorema 2.2.6 para mostrar cotas superiores para cpnq para todo 1 ď p, q ď 8.

Recordemos que dada una forma bilineal a : X1 ˆX2 Ñ C su norma uniforme es

}a}BilpX1ˆX2q :“ sup
px1,x2qPBX1

ˆBX2

|apx1, x2q|.

Necesiitaremos el siguiente lema de [MT79] que es una consecuencia fácil de la desigualdad
de Grothendieck. Lo probaremos por completitud.

Lema 2.3.6. Para i “ 1, . . . , N , j “ 1, . . . ,M sean xi, yj vectores en algún espacio de

Hilbert H de modo que
řN
i“1 }xi}

p
H ď 1 y

řM
j“1 }yj}

p
H ď 1, y sea pai,jqi,j P CNˆM . Entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

aijxxi, yjy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď KG}a}Bilp`Np ˆ`Mp q,

donde KG denota a la constante de Grothendieck y a es la forma bilineal en CN ˆ CM
cuyos coeficientes son los aij’s.

Demostración.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

ai,jxxi, yjy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i,j

ai,j}xi}H}yj}Hx
xi
}xi}H

,
yj
}yj}H

y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď KG supt
ÿ

i,j

ai,j}xi}H}yj}Hβiγj : β P B`N8 , γ P B`M8 u

ď KG}a}Bilp`Np ˆ`Mp q.

Proposición 2.3.7. Sean T1, . . . , Tn operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H
satisfaciendo (2.28) y P P PpmCnq. Entonces

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď CAm´1
q,p1 pnq}P }Ppm`nq q,

donde C ą 0 es una constante independiente de n.

Demostración. Sean ai, i PMpm,nq la sucesión de coeficientes de la formam-linear simétri-
ca a asociada a P , y x, y vectores de norma menor o igual a uno en H. Notemos que también
podemos ver a como una forma bilineal en Cnm´1

ˆ Cn, entonces, por el lema previo,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPMpm,nq

aixTi1 . . . Timx, yy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

pi,jqPMpm´1,nqˆt1,...,nu

api,jqxTi1 . . . Tim´1x, T
˚
j yy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď KG}a}Bilp`nm´1
p ˆ`np q

“ KG sup
βPB`np

¨

˝

ÿ

iPMpm´1,nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

api,jqβj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p1
˛

‚

1{p1

.
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Observemos que
řn
j“1 api,jqβj son los coeficientes de una forma pm ´ 1q-lineal aβ que se

obtiene fijando one variable de a en β, esto es, aβpv1, . . . , vm´1q “ apβ, v1, . . . , vm´1q.
Además la norma p1 de coeficientes de aβ es menor o igual que la norma p1 de coeficientes
del polinomio asociado Pβ. Gracias al Teorema 1.2.7 tenemos }Pβ}Ppm´1`nq q

ď e}P }Ppm`nq q,
luego tomando supremos sobre x, y P BH se sigue

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď KG sup
βPB`np

Am´1
q,p1 pnq}Pβ}Ppm´1`nq q

ď KGeA
m´1
q,p1 pnq}P }Ppm`nq q.

Observación 2.3.8. Tomando p “ q y usando el Teorema 2.2.5 recuperamos la desigual-

dad probada en [MT79], esto es, cpnq ! n
m´2
p1 si p ď 2 y cpnq ! n

m´2
2 si p ě 2.

Tenemos también el siguiente corolario.

Corolario 2.3.9. Sean T1, . . . , Tn operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H
satisfaciendo (2.28). Si r12 ď

1
p1 ď

m
2pm´1q ´

1
q s o r 1

p1 ď
1
2 ^

m´1
q ď 1´ 1

p1 s, luego

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď D}P }Ppm`nq q,

para todo polinomio m-homogéneo P , donde D ą 0 es una constante independiente de n.

Otra variante estudiada en [MT79] es determinar la mejor constante posible
dpnq “ dm,p,qpnq ą 0 tal que

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď dpnq}P }Ppm`nq q,

para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P , y toda n-tupla pT1, . . . , Tnq
de operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H satisfaciendo

˜

n
ÿ

i“1

|xTix, yy|
p

¸1{p

ď }x}H}y}H, (2.29)

para todo par de vectores x, y P H. Notemos que (2.29) es equivalente a que
}
řn
i“1 Tiβi}LpHq ď }β}p1 , para todo β P Cn.

Lema 2.3.10. Sean T1, . . . , Tn P LpHq operadores que conmutan satisfaciendo (2.29) y
x, y P H. Entonces, si Q es el polinomio m-homogéneo en n variables definido por

Qpzq “
ÿ

iPMpm,nq

xTi1 . . . Timx, yyzi1 . . . zim ,

tenemos }Q}Ppm`n
p1
q ď }x}H}y}H.
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Demostración. Gracias a un simple cálculo se sigue que

}Q}Ppm`n
p1
q “ sup

zPB`n
p1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPMpm,nq

xTi1 . . . Timx, yyzi1 . . . zim

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
zPB`n

p1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C

ÿ

iPMpm,nq

Ti1 . . . Timzi1 . . . zimx, y

G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
zPB`n

p1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C˜

n
ÿ

l“1

zlTl

¸m

x, y

Gˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
zPB`n

p1

›

›

›

›

›

n
ÿ

l“1

zlTl

›

›

›

›

›

m

}x}H}y}H ď }x}H}y}H.

Proposición 2.3.11. Sean T1, . . . , Tn operadores que conmutan en un espacio de Hilbert
H satisfaciendo (2.29) y P P PpmCnq. Entonces

}P pT1, . . . , Tnq}LpHq ď Amq,rpnqA
m
p1,r1pnq}P }Ppm`nq q.

Demostración. Sean paiqiPMpm,nq la sucesión de coeficientes de la forma m-linear simétrica
a asociada a P , x, y vectores en la bola de H. Gracias al lema previo y al hecho de que la
norma r de los coeficientes de a es menor o igual que la norma r de los coeficientes de su
polinomio asociado P , tenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPMpm,nq

aixTi1 . . . Timx, yy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

¨

˝

ÿ

iPMpm,nq

|ai|
r

˛

‚

1{r¨

˝

ÿ

iPMpm,nq

|xTi1 . . . Timx, yy|
r1

˛

‚

1{r1

ď Amq,rpnq}P }Ppm`nq qA
m
p1,r1pnq.

Observación 2.3.12. Tomando p “ q “ r1 y usando el Teorema 2.2.5 recuperamos la

desigualdad probada en [MT79, Proposition 20], esto es, dpnq ! n
pm´1qp 1

p1
` 1

2
q

si p ď 2 y

dpnq ! n
pm´1qp 1

p
` 1

2
q

si p ě 2. Notemos también que, en la última proposición, tenemos
cotas que no dependen de n para algunas combinaciones de p y q, e.g. para pp, qq “ p1,8q.
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Caṕıtulo 2. Sumabilidad de coeficientes

46



Caṕıtulo 3

Convergencia Monomial

Un resultado clásico en el análisis de una variable compleja, y posiblemente el más
importante de la teoŕıa, dice que toda función holomorfa puede ser representada localmente
como una serie de potencias. Más precisamente, para una función f : U Ă CÑ C holomorfa
en un conjunto abierto U del plano complejo y z0 P U existen r “ rpz0q ą 0 y una sucesión
pcmqmě1 Ă C de forma que

fpzq “
ÿ

mě1

cmpz ´ z0q
m ` fpz0q,

para todo z P Brpz0q. Este hecho vale también para funciones holomorfas en conjuntos
abiertos de Cn como puede verse en el Teorema 1.3.3.

Hay una generalización de este hecho a espacios de dimensión infinita. Dado un conjunto
U abierto en un espacio de Banach X y una función holomorfa f : U Ă X Ñ C, para cada
z0 P U existen polinomios m-homogéneos Pm “ Pmpf, z0q P PpmXq tales que

fpzq “
ÿ

mě1

Pmpz ´ z0q ` fpz0q, (3.1)

par todo z en un vecindario de z0.
Esta es la única descripción que podemos esperar en el sentido de la serie Taylor para

una función holomorfa en infinitas variables en general. Sin embargo alguna estructura extra
en el espacio en donde la función esta definida podŕıa permitirnos una nueva descripción.
La estructura de espacio de sucesiones es exactamente lo que necesitamos para definir los
monomios, los cuales nos permitirán otro punto de vista.

3.1. Definiciones y primeros resultados

Dado un multi-́ındice α P NpNq0 y un espacio de sucesiones X podemos pensar en el
monomio definido por α como la función

p¨qα : X Ñ C
z ÞÑ zα.
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Esta función es un polinomio m-homogéneo en X pero no todo polinomio m-homogéneo
es un monomio ni una combinación lineal finita de ellos. Por ejemplo, consideremos el
funcional lineal

`1 Ñ C

z Ñ
ÿ

kě1

zk,

el cual claramente no es una combinación lineal finita de monomios pero, sin embargo, es
un ĺımite de combinaciones lineales finitas de ellos. Es natural preguntarnos si esto es un
hecho general. Ahora daremos un sentido riguroso a esta pregunta y la generalizaremos al
caso de funciones holomorfas.

Sea f una función holomorfa en algún dominio de Reinhardt R en un espacio de suce-
siones X. Fijado n P N, la restricción de f a Rn “ RXCn (que es también un dominio de
Reinhardt) es holomorfa y, por lo tanto por el Teorema 1.3.3 tiene una expansión monomial

con coeficientes pa
pnq
α pfqqαPNn0 , i.e.,

fpzq “
ÿ

αPNn0

apnqα pfqzα,

para cada z P Rn. Usando que Rn Ă Rn`1 y la unicidad de los coeficientes en la serie de

potencias para finitas variables es fácil ver que a
pnq
α pfq “ a

pn`1q
α pfq para todo α P Nn0 Ă

Nn`1
0 . En otras palabras, tenemos una única sucesión paαpfqqαPNpNq0

, tal que

fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α (3.2)

para todo n P N y todo z P Rn. Esta serie de potencias es llamada la expansión en serie
monomial o simplemente expansión monomial de f . A veces será conveniente describir esta
expansión monomial en términos de la escritura alternativa para los monomios tzj : j P J u
donde J “ YmPN0J pmq. En estos casos notaremos cjpfq “ aαpfq cuando j “ F pαq (ver
(1.6)).

Problema 3.1.1. Dada un función holomorfa f en un dominio de Reinhardt R dentro de
un espacio de sucesiones X, surgen varias preguntas.

(1) ¿Es verdad que fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para todo z P R?

(2) Si no es aśı, dada una familia de funciones holomorfas en R, ¿podemos describir los
conjuntos

$

’

&

’

%

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para toda f en la familia

,

/

.

/

-

?
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Primero es necesario dar un sentido preciso a la expresión fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α cuan-

do z no tenga soporte finito. No existe un orden natural en el conjunto NpNq0 , además
quisiéramos que el valor de la suma no dependa de algún orden artificial. Decimos que
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α converge a algún elemento si la convergencia es incondicional, o equivalen-

temente, si la convergencia es absoluta.
Podŕıamos esperar que, en las configuraciones donde los enfoques dados por la ecua-

ción (3.1) y la ecuación (3.2) coexisten, sean equivalentes (al igual que en la versión finito
dimensional), pero este no es el caso. Mientras trataba con un problema totalmente dife-
rente, relacionado a la convergencia de series de Dirichlet, Toeplitz encontró un ejemplo de
función holomorfa en c0 y un punto en dicho espacio para el cual la expansión monomial
de esta función no converge absolutamente. Esto muestra que hay funciones holomorfas
para las cuales su descripción monomial es mala (lo contrario, sin embargo, es cierto: cada
función que pueda ser descrita por su expansión monomial será holomorfa).

Dentro de la teoŕıa del análisis complejo en una variable, la convergencia absoluta de
series de potencias juega un rol importante a la hora de determinar el radio de conver-
gencia, aqúı será crucial también. Además la naturaleza incondicional de la convergencia
implica que

ř

αPNpNq0
aαpfqz

α P C es convergente si y sólo si converge absolutamente, ya

que estos dos conceptos son equivalentes en C. Con esto en mente la siguiente pregunta
surge naturalmente: dada una familia de funciones holomorfas ¿para cuáles z’s la expan-
sión monomial converge absolutamente para todas las funciones dentro de la familia? De la
ecuación (3.2) sabemos que esto sucede para todo z P Rn pero, ¿podemos describir el con-
junto maximal para que esto suceda? Ryan mostró en [Rya87] que la expansión monomial
para toda función holomorfa en `1 converge en todo z P `1. Más tarde, Lempert en [Lem99]
probó que la expansión monomial para toda función holomorfa en ρB`1 (con ρ ą 0) con-
verge en todo z P ρB`1 . Esto es de algún modo un caso extremo, donde el enfoque anaĺıtico
y el diferencial coinciden. ¿Qué sucede en otros espacios o si consideramos familias más
pequeñas de funciones holomorfas? Para lidiar con esta pregunta fue definido en [DMP09]
el conjunto de convergencia monomial para una función holomorfa dada. Sea R un dominio
de Reinhardt dentro de algún espacio de sucesiones X y f una función holomorfa en R, el
conjunto de convergencia monomial para f es

monf :“
!

z P CN :
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ă 8

)

,

i.e., aquellos elementos de R para los cuales la serie de potencias de f converge absolu-
tamente. Para una familia de funciones holomorfas en R llamada FpRq su conjunto de
convergencia monomial es

monFpRq :“
!

z P CN :
ÿ

αPNpNq0

ˇ

ˇaαpfqz
α
ˇ

ˇ ă 8 para cada f P FpRq
)

.
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Hay muchas familias de funciones holomorfas para las cuales es interesante encontrar
su conjunto de convergencia monomial. Dado un espacio de sucesiones X las siguientes
familiar son las más naturales para estudiar en este sentido:

PpmXq, los polinomios m-homogéneos en X.

AupBXq, el álgebra de Banach de todas las funciones holomorfas uniformemente
continuas en la bola unidad de X.

H8pBXq, el espacio de Banach dado por las funciones holomorfas en la bola de X
que también son acotadas alĺı.

HbpXq, el espacio de Fréchet de la funciones enteras en X que además son acotadas
en los conjuntos acotados de X.

Sea f : R Ă X Ñ C una función holomorfa en un dominio de Reinhardt R de un
espacio de sucesiones X. Tiene sentido calcular

ř

αPNpNq0

ˇ

ˇaαpfqz
α
ˇ

ˇ para todo z P CN, aún si

f no está definida fuera de R y z R R. Por otro lado la condición fpzq “
ř

αPNpNq0
aαpfqz

α

tiene significado sólo para z P R. Luego en general, dada FpRq una familia de funciones
holomorfas, monFpRq no es exactamente el conjunto

!

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para todo f P FpRq

)

.

De todos modos para muchos espacios de sucesiones naturales y familias de funciones
holomorfas en dominios de Reinhardt en esos espacios estos dos conjuntos coinciden. En
particular esto es cierto para aquellas familias en las que nos enfocamos en esta tesis.

Proposición 3.1.2. Dados 1 ă p, q ď 8, para X “ `p,q vale que

monFpRq “
!

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para todo f P FpRq

)

,

con FpRq siendo HbpXq, H8pBXq o PpmXq para cualquier m P N.

Damos una prueba de la Proposición 3.1.2 en el Apéndice A.
Daremos ahora una serie de resultados básicos para los conjuntos de convergencia mo-

nomial. Un hecho simple pero muy útil es que dada dos familias de funciones holomorfas
F1pRq Ă F2pRq en cierto dominio de Reinhardt R tenemos

monF2pRq Ă monF1pRq. (3.3)

Para un dominio de Reinhardt acotado R en un espacio de sucesiones X, H8pRq es la
familia de funciones holomorfas y acotadas en R. Recordemos que H8pRq es un espacio
de Banach con la norma dada por }f}R “ supzPR |fpzq| para cada f P H8pRq. Dada
una subfamilia FpRq Ă H8pRq decimos que FpRq es cerrado en H8pRq cuando sea un
subespacio cerrado con esa norma.
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3.1. Definiciones y primeros resultados

Observación 3.1.3. Dado un dominio de Reinhardt acotado R, una familia cerrada FpRq
en H8pRq y α P NpNq0 , el operador lineal

FpRq Ñ C (3.4)

f ÞÑ aαpfq, (3.5)

es acotado.

Demostración. Observemos que para f P H8pRq y fijado α “ pα1, . . . , αn, 0, . . .q P NpNq0 ,
gracias al Teorema 1.3.3, tenemos

aαpfq “
1

p2πiqn

ż

|ξ1|“ρ1

¨ ¨ ¨

ż

|ξn|“ρn

fpξ1, . . . , ξnq

pξ1 ´ z1q
α1`1 ¨ ¨ ¨ pξn ´ znqαn`1

dξ,

con ρ1Dˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ρnD Ă R. Se sigue entonces que

|aαpfq| ď
1

p2πqn
śn
k“1 ρ

αk
k

}f}ρ1Dˆ¨¨¨ˆρnD ď Cpαq}f}R.

Para una familia cerrada FpRq en H8pRq la siguiente equivalencia es una herramienta
poderosa que traduce el hecho de que un elemento este en el conjunto monFpRq a una
desigualdad sobre toda la familia.

Proposición 3.1.4. Dado un dominio acotado de Reinhardt R en un espacio de sucesiones
X y FpRq una subfamilia cerrada de H8pRq las siguiente afirmaciones son equivalentes:

z P monFpRq.

Existe una constante Cz ą 0 tal que
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ď Cz}f}R, (3.6)

para todo f P FpRq.

Demostración. Dado z P R cumpliendo (3.6) claramente se tiene que
ř

αPNpNq0
|aαpfqz

α| ă 8

para toda f P FpRq. Para la otra implicación consideremos el operador lineal

Φz : FpRq Ñ `1

´

NpNq0

¯

f ÞÑ paαpfqz
αq
αPNpNq0

,

que esta bien definido ya que z P monFpRq. Para fn P FpRq tal que fn Ñ f P FpRq y

Φzpfnq Ñ b “ pbαqαPNpNq0
tenemos, para todo α P NpNq0 , que aαpfnq Ñ bα. Por la Observación

3.1.3 se tiene aαpfnq Ñ aαpfq, y debido a la unicidad del ĺımite b “ Φzpfq el gráfico de
Φz es cerrado. Como FpRq es una subfamilia cerrada de H8pRq y H8pRq es un espacio
de Banach, entonces FpRq es también Banach. Usando el teorema del gráfico cerrado para
espacios de Banach se sigue que Φz esta acotada, que es lo que queŕıamos.
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Caṕıtulo 3. Convergencia Monomial

Dado cualquier m P N el espacio PpmXq es una subfamilia cerrada de H8pBXq para
todo espacio de sucesiones X. Este también es el caso para AupBXq. Por otro lado, aunque
tengamos la inclusión como conjuntos HbpXq Ă H8pBXq, HbpXq no es un subespacio
cerrado de H8pBXq. En el Caṕıtulo 6 necesitaremos y daremos una nueva versión de la
Proposición 3.1.4 para el caso de HbpXq.

Ahora presentaremos un punto de vista que jugará un rol muy importante en la des-
cripción de los conjuntos de convergencia monomial para ciertas familias de funciones holo-
morfas en términos de subfamilias de H8pB`8q. Sea R un dominio de Reinhardt acotado y
FpRq una subfamilia cerrada de H8pRq. Dado f P FpRq y w P R definimos fw P H8pB`8q
como fwpzq “ fpw ¨ zq.

Observación 3.1.5. Para todo dominio de Reinhardt R y todo w P R se tiene

}fw}B`8 ď }f}R,

y aαpfwq “ aαpfqw
α.

Demostración. Notemos que dado w P R y z P B`8 se tiene que w ¨ z P R ya que
|pw ¨ zqk| “ |wk||zk| ď |wk| para todo k P N. Luego por definición se sigue que

}fw}B`8 “ sup
zPB`8

|fwpzq| “ sup
zPB`8

|fpw ¨ zq| ď sup
uPR

|fpuq| “ }f}R.

Fijemos n P N, para z P Rn vale que w ¨ z P Rn y luego

fwpzq “ fpw ¨ zq “
ÿ

αPNn0

aαpfqpw ¨ zq
α “

ÿ

αPNn0

aαpfqw
αzα.

Por la unicidad de la expansión monomial en finitas variables complejas tenemos que

aαpfwq “ aαpfqw
α,

para todo α P Nn0 y todo n P N, luego vale para todo α P NpNq0 .

Dado un dominio de Reinhardt R en un espacio de sucesiones X y fijado un elemento
w P R se sigue que

Si R “ X y f P HbpXq entonces fw P Hbp`8q.

Si R acotado y f P H8pRq entonces fw P H8pB`8q.

Si R “ X y P P PpmXq entonces Pw P Ppm`8q.

Dada una familia de funciones holomorfas FpRq en un dominio de Reinhardt R defini-
mos

rFpRqs8 :“ tfw : para todo w P R y todo f P FpRqu .

Observemos que valen las inclusiones rHbpXqs8 Ă Hbp`8q, rH8pRqs8 Ă H8pB`8q y
rPpmXqs8 Ă Ppm`8q.
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Lema 3.1.6. Para todo dominio de Reinhardt R y toda familia de funciones holomorfas
FpRq se tiene

R ¨monrFpRqs8 Ă monFpRq.

Demostración. Dado w P R y f P FpRq vale que fw P rFpRqs8. Entonces, como
aαpfwq “ aαpfqw

α, dado z P monrFpRqs8 se sigue que
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqpwzq
α| “

ÿ

αPNpNq0

|aαpfqw
αzα| “

ÿ

αPNpNq0

|aαpfwqz
α| ă 8.

3.2. Algunas caracterizaciones

La única familia de funciones holomorfas para la cual el conjunto de convergencia
monomial es conocido para todo espacio de sucesiones es la dada por su espacio dual, como
se presenta en la ecuación (A.0.3). En general es dif́ıcil tener descripciones acabadas de
estos conjuntos en términos de algún espacio o conjunto conocido. Como destacamos antes,
los esfuerzos de Ryan [Rya87] y Lempert [Lem99] juntos dieron el primer resultado que
caracteriza el conjunto de convergencia monomial de una familia de funciones holomorfas
en un espacio de sucesiones (que no sea la dada por su espacio dual). El siguiente teorema
es un corolario de esas investigaciones.

Teorema 3.2.1. Para todo ρ ą 0 se tiene que monH8pρB`1q “ ρ ¨B`1. También para casa
m P N se tiene Ppm`1q “ `1.

Para el otro del extremo del rango para espacio de Lorentz de sucesiones en [BDF`17]
los autores prueban los siguientes dos teoremas. El primer resultado describe exactamente
el conjunto de convergencia monomial de los polinomios homogéneos en `8.

Teorema 3.2.2. Dado m P N se tiene

monPpm`8q “ ` 2m
m´1

,8.

Más aún, existe una constante universal C ą 0 de forma que, para todo z P ` 2m
m´1

,8 y todo

P P Ppm`8q, vale
ÿ

αPΛpmq

|aαpP qz
α| ď Cm}z}m` 2m

m´1 ,8
}P }Ppm`8q.

Para el próximo resultado necesitamos considerar el conjunto

B :“

$

&

%

z P B`8 : ĺım sup
nÑ8

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

k“1

pz˚k q
2

¸1{2

ă 1

,

.

-

,

y su clausura

B “

$

&

%

z P B`8 : ĺım sup
nÑ8

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

k“1

pz˚k q
2

¸1{2

ď 1

,

.

-

.

53



Caṕıtulo 3. Convergencia Monomial

En el caso de H8pB`8q el siguiente teorema es una caracterización muy ajustada de su
conjunto de convergencia monomial.

Teorema 3.2.3. B Ă monH8pB`8q Ă B.

La última descripción conocida para estos conjuntos, en términos de espacios clásicos,
es el conjunto de convergencia monomial para la familia de polinomios homogéneos en `r,8.
En [BDS19] los autores prueban que, para r ď 2 ď 8, vale

monPpm`r,8q “ `
pm´1

2m
` 1
r q
´1
,8
. (3.7)

Este hecho aparece también mencionado en [DMP09] sin una prueba expĺıcita y una de-
mostración más detallada puede encontrarse en la tesis doctoral de Schlüters [Sch15] .

Para H8pB`rq con 1 ă r ă 8 las cotas superior e inferior para conjuntos de conver-
gencia monomial tienen entre śı una “distancia mayor”. En [DMP09, Example 4.9 (a)] los
autores dan el primer resultado en pos de una caracterización del conjunto de convergencia
monomial de estas familias, dado ε ą 0 prueban que

Para 1 ď r ă 2

`1 XB`r Ă monH8pB`rq Ă `1`ε XB`r . (3.8)

Para 2 ď r y 1
q “

1
2 `

1
r

`q XB`r Ă monH8pB`rq Ă `q`ε XB`r . (3.9)

Más tarde, en [BDS19, Theorem 5.5], aparece el siguiente refinamiento en las cotas inferiores

Para 1 ă r ď 2 y θ ą 1
2

˜

1

n
1
r1 logpn` 2q

θ
r1

¸

¨B`r Ă monH8pB`rq. (3.10)

Para 2 ď r ă 8 y θ ą 0

˜

1

n
1
r1 logpn` 2q

θ
r1

¸

¨B`r Ă monH8pB`rq. (3.11)

En la siguiente sección presentamos una descripción general de una muy importante
propiedad que alguna familias de funciones holomorfas tienen: la propiedad de reordena-
miento. También probamos que las familias de funciones holomorfas más naturales tienen
esta propiedad.
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3.3. Familias de reordenamiento

3.3. Familias de reordenamiento

Una herramienta muy útil en el estudio de los conjuntos de convergencia monomial
(ver [BDF`17]) es el hecho de que, usualmente, una sucesión pertenece al conjunto de
convergencia monomial si y sólo si su reordenamiento decreciente lo cumple (ver también
[DGMPG08]). Aislamos esta propiedad, y decimos que en este caso FpRq es una familia
de reordenamiento. En [BDF`17] se prueba que H8pBc0q y Ppmc0q son familias de reor-
denamiento. El hecho de que esto vale también para `r con 1 ď r ă 8 es impĺıcitamente
usado en [BDS19].

Nuestro objetivo es encontrar otras familias de reordenamiento (en [Sch15, Chapter 7]
aparece un resultado similar). Con este propósito introducimos un nuevo concepto. Decimos
que una familia F Ă HpRq es linealmente balanceada si f ˝ T |R

P F para todo f P F y

todo T : X Ñ X lineal con }T } “ 1 y T pRq Ă R.

Observación 3.3.1. Argumentos bastante directos muestran queHbpXq, AupBXq,H8pBXq
y PpmXq para todo m ě 2 son familias linealmente balanceadas.

Teorema 3.3.2. Sea R un dominio de Reinhardt simétrico en un espacio de sucesiones
X y F Ă HpRq una familia linealmente balanceada tal que monF Ă c0, entonces F es una
familia de reordenamiento.

Ahora daremos una serie de resultados preliminares necesarios para la demostración
del Teorema 3.3.2. Dada una función inyectiva σ : NÑ N definimos dos aplicaciones de la
siguiente manera. Primero

Tσ : CN Ñ CN

x ÞÑ pxσpkqqkPN .
(3.12)

Segundo, Sσ : CN Ñ CN se define para x P CN como

pSσxqk “

#

0 si k R σpNq
xσ´1pkq si k P σpNq.

(3.13)

Ambas son claramente lineales y TσpSσxq “ x para todo x.

Observación 3.3.3. Veamos cómo estos dos operadores se comportan con el reordena-
miento decreaciente de una sucesión acotada x. Fijado n P N y J Ă N de forma que
cardpJq ă n tenemos que

sup
σpjqPNzJ

|xσpjq| “ sup
jPpNzJqXσpNq

|xj | ď sup
jPNzJ

|xj | .

Por lo tanto,
`

Tσpxq
˘˚

n
“ ı́nft sup

σpjqPNzJ
|xσpjq| : J Ă N, cardpJq ă nu

ď ı́nft sup
jPNzJ

|xj | : J Ă N, cardpJq ă nu “ x˚n.

Esto es, Tσpxq
˚ ď x˚. Un argumento similar muestra que pSσxq

˚ “ x˚.
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Caṕıtulo 3. Convergencia Monomial

El próximo lema muestra que la restricción de Sσ y Tσ a espacios de sucesiones simétri-
cos son endomorfismos de norma 1.

Lema 3.3.4. Sea X un espacio de sucesiones simétrico y σ : NÑ N una función inyectiva.
Entonces Tσ, Sσ : X Ñ X dadas por (3.12) y (3.13) respectivamente están bien definidas,
}Tσ} “ 1 y Sσ es una isometŕıa.

Demostración. La Observación 3.3.3 junto con la simetŕıa del espacio implican que ambos
operadores están bien definidos, que Sσ es una isometŕıa y }Tσ} ď 1. El hecho de que
}Tσ} “ 1 se sigue de la ecuación TσpSσx0q “ x0.

Ya podemos dar una demostración del Teorema 3.3.2.

Demostración del Teorema 3.3.2. Para empezar tomemos z P monF y veamos que z˚ P
monF . Como monF Ă c0 existe una función inyectiva σ : NÑ N tal que z˚k “ |zσpkq| para
todo k P N. Observemos que |Tσpzq| “ z˚. Tomemos f P F , luego f ˝Tσ también pertenece

a F . Queremos ver que, si αpσq P NpNq0 denota al multi-́ındice que cumple Tσpzq
α “ zαpσq,

entonces
cαpfq “ cαpσqpf ˝ Tσq (3.14)

para todo α. Tomemos α P NpNq0 y sea N “ máxtk : αk ‰ 0u. Por un lado tenemos

pf ˝ Tσqpwq “
ÿ

βPNN0

cβpf ˝ Tσqw
β ,

para todo w P CNXR. Sea M “ máxtσpkq : k “ 1, . . . , Nu y notemos que Tσpwq P CMXR.
Por lo tanto

pf ˝ Tσqpwq “ fpTσpwqq “
ÿ

γPNN0

cγpfqTσpwq
γ “

ÿ

γPNN0

cγpfqw
γpσq.

La unicidad de los coeficientes de Taylor da (3.14). Una vez que tenemos esto (recordemos
que f ˝ Tσ P F y z P monF) se sigue que

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqpz
˚qα| “

ÿ

αPNpNq0

|cαpfq||pTσpzqq
α|

“
ÿ

αPNpNq0

|cαpσqpf ˝ Tσq||z
αpσq| ď

ÿ

αPNpNq0

|cαpf ˝ Tσqz
α| ă 8,

lo que termina de probar lo que queremos.

Para la otra implicación, supongamos que z˚ P monF . Nuevamente, como monF Ă c0,
existe una función inyectiva σ : NÑ N tal que z˚k “ |zσpkq| para todo k P N. Será útil notar
que |z| “ Sσpz

˚q. Dada f P F tenemos
ÿ

αPNpNq0

|cαpfqz
α| “

ÿ

αPNpNq0

|cαpfq||pSσpz
˚qqα|. (3.15)
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3.4. El conjunto de convergencia monomial de Ppm`rq

Además,

ÿ

αPNN0

cαpf ˝ Sσqw
α “ fpSσpwqq “

ÿ

αPNN0

cαpfqSσpwq
α “

ÿ

αPNN0

cαpfqSσpwq
α.

Obbservemos que para α P NpNq, si existe k P NzσpNq tal que αk ‰ 0 entonces Sσpwq
α “ 0,

de otro modo definimos αpσ´1q P NpNq siendo el único multi-́ındice que cumple Sσpwq
α “

wαpσ
´1q. Por la unicidad de los coeficientes de la expansión de Taylor de f ˝ Sσ : CN Ñ C

se sigue que

cαpfqSσpz
˚qα “

#

0 si existe k R σpNq tal que αk ‰ 0

cαpσ´1qpf ˝ Sσqpz
˚qαpσ

´1q de otro modo,

entonces

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqz
α| “

ÿ

αPNpNq0

|cαpfq||pSσpz
˚qqα|

“
ÿ

αPpσpNqYt0uqpNq

ˇ

ˇcαpσ´1qpf ˝ Sσqpz
˚qαpσ

´1q
ˇ

ˇ

ď
ÿ

αPNpNq0

|cαpf ˝ Sσq||pz
˚qα| ă 8,

como queŕıamos.

Observación 3.3.5. Sea R un dominio de Reinhardt simétrico en un espacio de sucesiones
X y consideremos una familia de funciones holomorfas F Ă HpRq de forma que para algún
m ě 2 el espacio PpmXq se encuentre dentro de F . Entonces, como X Ă `8 continuamente,
tenemos Ppm`8q Ă PpmXq Ă F . Con esto, el Teorema 3.2.2 implica

monF Ă monPpm`8q “ ` 2m
m´1

,8 Ă c0.

Corolario 3.3.6. Para todo espacio de sucesiones simétrico X las familias de funciones
holomorfas HbpXq,AupBXq, H8pBXq y PpmXq con m ě 2 son familias de reordenamiento.

Demostración. Cada una de estas familias satisface la condición de la Observación 3.3.5.
Luego la Observación 3.3.1 y el Teorema 3.3.2 dan la conclusión.

3.4. El conjunto de convergencia monomial de Ppm`rq

Ahora dirigimos nuestra atención al conjunto de convergencia monomial de los polino-
mios homogéneos. Como ya mencionamos para 2 ď r ď 8 y m ě 2 tenemos

monPpm`r,8q “ `q,8,

57



Caṕıtulo 3. Convergencia Monomial

con q “ qprq “
`

m´1
2m ` 1

r

˘´1
. Como la inclusión natural `r ãÑ `r,8 es continua se sigue que

Ppm`r,8q Ă Ppm`rq y luego

monPpm`rq Ă monPpm`r,8q “ `q,8.

Además usando el Teorema 3.2.2 y el Lema 3.1.6 con R “ `r y FpRq “ Ppm`rq concluimos
que

`r ¨ ` 2m
m´1

,8 “ `r ¨monPpm`8q Ă `r ¨ rPpm`rqs8 Ă monPpm`rq. (3.16)

Para 1 ă r ď 2 and m ě 2, definimos q “ pmr1q1 “ mr
rpm´1q`1 . En [DMP09, Example 4.6]

los autores prueban que

`q´ε Ă monPpm`rq Ă `q,8, (3.17)

para todo ε ą 0. Nuestro objetivo es ajustar esta cota inferior. En [DMP09] los autores
conjeturan que

`q Ă monPpm`rq, (3.18)

donde q “ pmr1q1 como antes. En el siguiente teorema presentamos el primer resultado
mejorando la cota inferior en (3.17) que además prueba la conjetura. Luego en el Caṕıtulo
8 damos un resultado aún mejor para las cotas inferior con espacio que se acercan a `q,8
cuando el grado de homogeneidad tiende a infinito.

Teorema 3.4.1. Para cada 1 ă r ď 2, existe dr ą 1 tal que para todo m y n, todo
P P PpmCnq y todo z P Cn

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď mdr}P }Ppm`nr q}z}

m
`nq
, (3.19)

donde q :“ pmr1q1.

Primero usaremos el Teorema 3.4.1 para probar que la conjetura previamente mencio-
nada es verdad. Luego usando un lema técnico seremos capaces de probar el teorema.

Corolario 3.4.2. Dados 1 ă r ď 2, m ě 2 y q “ pmr1q1 vale que

`q Ă monPpm`rq.

Demostración. Fijemos z P `q y tomemos P P Ppm`rq. Dado n P N consideremos
Pn “ P ˝ ιn P PpmCnq y πnpzq P Cn donde πn y ιn son la proyección e inclusión na-
turales definidas en (1.3) y (1.4) respectivamente. Notemos que }Pn}Ppm`nr q ď }P }Ppm`rq y
}πnpzq}`nq ď }z}`q . Además, por la construcción que hicimos de la expansión monomial de
una función holomorfa, tenemos para todo j P J pm,nq que cjpPnq “ cjpP q.

Gracias al Teorema 3.4.1 tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qpπnzqj| ď mdr}Pn}Ppm`nr q}πnz}

m
`nq
ď mdr}P }Ppm`rq}z}

m
`q ă 8,
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3.4. El conjunto de convergencia monomial de Ppm`rq

tomando ĺımite cuando nÑ8 se sigue
ÿ

jPJ pmq
|cjpP qzj| ď mdr}P }Ppm`rq}z}

m
`q ă 8.

Como esto vale para todo P P Ppm`rq entonces z P monPpm`rq.

Para probar el Teorema 3.4.1 necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 3.4.3. Sea r ą 1. Existe Cr ą 0 tal que, para todo m,

sup
!mm{r

m!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk!

n
nk{r
k

: k P N, n1, . . . , nk P Nzt0u, n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk “ m
)

ď Crm
e

1
r´1 ´1

2 .

Demostración. Procedemos por inducción en m. El enunciado se satisface trivialmente para
m “ 2 y asumimos que vale para m ´ 1. Fijemos k y elijamos n1, . . . , nk P N, todos no
nulos, tales que n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk “ m. Podemos asumir que n1 ě ¨ ¨ ¨ ě nk ě 1. Consideramos

dos casos posibles. Primero, si k ă e
1
r´1 la desigualdad de Stirling en (2.16) y el hecho de

que nj ď m para todo j implican que

mm{r

m!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk!

n
nk{r
k

ď
1

?
2πm

em

mm{r1

k
ź

j“1

a

2πnjn
nj{r

1

j e1{p12njq

enj

ď
`

2π
˘
k´1

2 e
řk
j“1

1
12nj

ˆ

nn1
1 ¨ ¨ ¨nnkk
mm

˙
1
r1
ˆ

n1 ¨ ¨ ¨nk
m

˙
1
2

ď
`

2π
˘
k´1

2 e
řk
j“1

1
12jm

k´1
2

ď
`

2π
˘
e

1
r´1 ´1

2 e
r

12pr´1qm
e

1
r´1 ´1

2 .

Por otro lado, si k ě e
1
r´1 tenemos

mm{r

m!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk!

n
nk{r
k

“

´ m

m´ 1

¯
m´1
r 1

m1{r1
pm´ 1qpm´1q{r

pm´ 1q!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk´1!

n
nk´1{r
k´1

nk!

n
nk{r
k

. (3.20)

Si nk “ 1 entonces n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk´1 “ m ´ 1 y podemos usar la hipótesis inductiva y el
hecho de que k ď m para concluir

mm{r

m!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk!

n
nk{r
k

ď

´ m

m´ 1

¯
m´1
r 1

k1{r1
Crpm´ 1q

e
1
r´1 ´1

2

ď Cre
1{r 1

e
1

pr´1qr1

pm´ 1q
e

1
r´1 ´1

2 ď Crm
e

1
r´1 ´1

2 .

Finalmente, si nk ą 1 entonces

pnk ´ 1q
nk´1

r1 nk

n
nk{r
k

“

´nk ´ 1

nk

¯

nk´1

r1

n
1
r1

k ď n
1
r1

k .
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Caṕıtulo 3. Convergencia Monomial

Nuevamente usando la hipótesis inductiva y el hecho de que nk ď m{k obtenemos de (3.20)
que

mm{r

m!

n1!

n
n1{r
1

¨ ¨ ¨
nk!

n
nk{r
k

ď

´ m

m´ 1

¯
m´1
r
´nk
m

¯1{r1

Crpm´ 1q
e

1
r´1 ´1

2

ď

´ m

m´ 1

¯
m´1
r 1

k1{r1
Crpm´ 1q

e
1
r´1 ´1

2 .

De aqúı concluimos como en el caso anterior.

Prueba del Teorema 3.4.1. Claramente es suficiente mostrar (3.19) y, por el Corolario 3.3.6
podemos asumir sin perder generalidad que z “ z˚. Primero que todo, por la desigualdad
de Hölder tenemos

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjmďn

|cjpP qzj1 . . . zjm´1zjm | “
ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|zj1 . . . zjm´1 |

n
ÿ

jm“jm´1

|cjpP qzjm |

ď
ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|zj1 . . . zjm´1 |

ˆ n
ÿ

jm“jm´1

|cjpP q|
r1
˙

1
r1
ˆ n

ÿ

jm“jm´1

|zrjm |

˙
1
r

.

Usando la desigualdad BDS en el Teorema 2.1.7 junto con el hecho de que para todo

pi, kq P J pm´ 1, nq tenemos
`

pm´1qm´1

αpi,kqαpi,kq

˘

ď epm´ 1q
`

pm´2qm´2

αpiqαpiq

˘

obtenemos que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj|

ď e1` 1
r pm´1q

1
rm}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´1“1

|zjm´1 |
ÿ

iPJ pm´2,jm´1q

|zi|

ˆ

pm´ 2qm´2

αpiqαpiq

˙
1
r
ˆ n

ÿ

jm“jm´1

|zjm |
r

˙
1
r

.

Para cada 1 ď k ď n fijo, usando que |rjs| “ m!
α! si j “ F pαq, el Lema 3.4.3 (escribimos

ar “
e

1
r´1´1

2 ) y que q ď r, tenemos

|zk|
ÿ

iPJ pm´2,kq

|zi|

ˆ

pm´ 2qm´2

αpiqαpiq

˙
1
r
ˆ n
ÿ

j“k

|zj |
r

˙
1
r

ď |zk|
ÿ

iPJ pm´2,kq

|zi||i|
pm´ 2qpm´2q{r

αpiqαpiq{r|i|

´

|zk|
r´q

n
ÿ

j“k

|zj |
q
¯

1
r

“ Crpm´ 2qar |zk|
2´ q

r

k
ÿ

i1,...,im´2“1

|zi1 ¨ ¨ ¨ zim´2 |

´

n
ÿ

j“k

|zj |
q
¯

1
r

“ Crpm´ 2qar}z}
q
r
`q
|zk|

2´ q
r

´

k
ÿ

i“1

|zi|
¯m´2

ď Crpm´ 2qar}z}
q
r
`m´2

`nq
|zk|

2´ q
r k

m´2
q1 .
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3.4. El conjunto de convergencia monomial de Ppm`rq

Por otro lado, como 2´ q
r ě q para m ě 2, se sigue que

n
ÿ

k“1

|zk|
2´ q

r k
m´2
q1 “ }z}

2´ q
r

`n
q,2´q{r

ď }z}
2´ q

r
`nq

Todo esto junto da

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Krmpm´ 1q

1
r pm´ 2qar}P }Ppm`nr q}z}

m
`nq
.
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Caṕıtulo 4

Incondicionalidad en espacios de
polinomios

En este caṕıtulo presentamos la incondicionalidad en el contexto de espacios de polino-
mios. La constante de incondicionalidad para espacios de polinomios y su dependencia en
el número de variables y el grado de homogeneidad será crucial para estudiar el radio de
Bohr y los conjuntos de convergencia monomial en los siguientes caṕıtulos.

Recordemos que una base de Schauder pxnqnPN de un espacio de Banach X es incondi-
cional si dada una sucesión panqnPN Ă C y x “

ř

ně1 anxn P X vale que
ř

ně1 aσpnqxn P X
para todo σ P SN. Esta es una descripción cualitativa de la noción de incondicionalidad
para una base, pero sólo tiene sentido estudiarla en espacios de dimensión infinita, ya que
se satisface trivialmente para toda base en el contexto de dimensión finita. Por otro lado
esta noción es equivalente a la existencia de cierta constante K ą 0 tal que, para todo par
de sucesiones panqnPN Ă C y pεnqnPN Ă TN, tal que

›

›

›

›

›

ÿ

ně1

εnanxn

›

›

›

›

›

X

ď K

›

›

›

›

›

ÿ

ně1

anxn

›

›

›

›

›

X

. (4.1)

Esta última manera de describir la incondicionalidad de una base da un enfoque más
cuantitativo. Este abordaje tiene sentido en el caso de espacios de Banach de dimensión
finita, y será muy fruct́ıfero para PpmCnq.

4.1. Incondicionalidad mixta y la base monomial

Ahora definiremos un concepto ligeramente más general para espacios de polinomios
m-homogéneos en n variables complejas. En el espacio vectorial PpmCnq hay muchas po-
sibles normas naturales. En particular las normas uniformes para `np y `nq son diferentes
cuando p ‰ q. Definiremos el concepto de incondicionalidad mixta inspirado en (4.1), pero
permitiendo que las normas tomadas en el lado derecho e izquierdo de la desigualdad sean
diferentes. Más precisamente lo definimos del siguiente modo.
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Definición 4.1.1. Sea pPiqiPΛ una base de Schauder de PpmCnq. Para 1 ď p, q ď 8 y
n,m P N definimos χp,qppPiqiPΛq “ χp,qppPiqiPΛ;PpmCnqq como la mejor constante C ą 0
tal que

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

θiciPi

›

›

›

›

›

Ppm`nq q

ď C

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

ciPi

›

›

›

›

›

Ppm`np q

, (4.2)

para todo P “
ÿ

iPΛ

ciPi P PpmCnq y toda elección de números complejos pθiqiPΛ de

módulo uno.
La constante de incondicionalidad pp, qq-mixta de PpmCnq se define como

χp,qpPpmCnqq :“ ı́nftχp,qppPiqiPΛq : pPiqiPΛ base de PpmCnqu.

Esta idea fue introducida por Defant, Maestre y Prengel en [DMP09, Section 5]. No-
temos que para p “ q el concepto de incondicionalidad mixta coincide con la noción de
incondicionalidad clásica sobre Ppm`np q. Será interesante y natural estudiar la constante de
incondicionalidad mixta de los espacios PpmCnq al igual que la particular constante para
la base monomial pzjqjPJ pm,nq (que también puede escribirse como pzαqαPΛpm,nq). En los
siguientes caṕıtulos quedará clara la profunda conexión entre χp,qppzjqjPJ pm,nq;PpmCnqq, el
radio de Bohr mixto y ciertos conjuntos de convergencia monomial.

El siguiente resultado muestra que, para estudiar el comportamiento asintótico de las
constante de incondicionalidad mixta de PpmCnq, es suficiente entender lo que sucede con la
base monomial pzjqjPJ pm,nq. Esto puede verse como una suerte de extensión de un resultado
de Pisier y Schütt [Pis78, Sch78] (véase también [DDGM01, DF11, CG11]).

Teorema 4.1.2. Dados m,n P N y 1 ď p, q ď 8 vale la siguiente relación

χp,qpPpmCnqq ď χp,q
`

pzjqjPJ pm,nq
˘

ď 2mχp,qpPpmCnqq.

Nuestra prueba se basa en el enfoque de Szarek [Sza81] combinado con la siguiente
desigualdad debida a Bayart [Bay02] (ver también [Wei80, DM15]).

Lema 4.1.3 (Desigualdad de Bayart). Sea P pzq “
ř

jPJ pm,nq cjzj un polinomio m-homogéneo
en n-variables. Entonces vale

´

ÿ

jPJ pm,nq
|cj|

2
¯1{2

ď 2m{2
ż

Tn
|P pwq|dw, (4.3)

donde Tn denota el toro n-dimensional y dw es la medida de Lebesgue normalizada en Tn.

Antes de dar la demostración introducimos un operador. Para todo w “ pw1 . . . , wnq P
Tn y cualquier 1 ď p ď 8 definimos

T pw : Ppm`np q ÝÑ Ppm`np q
ÿ

jPJ pm,nq
ajzj ÞÝÑ

ÿ

jPJ pm,nq
ajzjwj,
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4.1. Incondicionalidad mixta y la base monomial

el cual es claro que tiene norma uno.

También necesitaremos la siguiente caracterización alternativa de la constante de in-
condicionalidad mixta para una base dada.

Lema 4.1.4. Sea pPiqiPΛ una base de PpmCnq y pP 1i qiPΛ su base dual (i.e., xP 1i , Pky “ δi.k).
Para 1 ď q, p ď 8 y n,m P N, χp,qppPiqiPΛq es exactamente la mejor constante C ą 0 que
cumple

ÿ

iPΛ

|xP 1i , QyxQ
1, Piy| ď C}Q}Ppm`np q}Q

1}Ppm`nq q1 , (4.4)

para todo Q P PpmCnq y Q1 P PpmCnq1.

Antes de probar el Lema 4.1.4 notemos que, dados Q “ PpmCnq y pPiqiPΛ una base de
PpmCnq con base dual pP 1i qiPΛ, se tiene

Q “
ÿ

iPΛ

xP 1i , QyPi.

Demostración. Llamemos C1 a la mejor constante que cumple la ecuación (4.4). Queremos
probar que C1 “ χp,qppPiqiPΛq. Comenzaremos probando que C1 ď χp,qppPiqiPΛq.

Fijemos Q P PpmCnq, Q1 P PpmCnq1 y, para i P Λ, sea θi el signo de xQ1, PiyxP
1
i , Qy,

entonces tenemos

ÿ

iPΛ

|xP 1i , QyxQ
1, Piy| “

ÿ

iPΛ

θixP
1
i , QyxQ

1, Piy

ď

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

θixP
1
i , QyPi

›

›

›

›

›

Ppm`nq q

}Q1}Ppm`nq q1

ď χp,qppPiqiPΛq

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

xP 1i , QyPi

›

›

›

›

›

Ppm`np q

}Q1}Ppm`nq q1

“ χp,qppPiqiPΛq}Q}Ppm`np q}Q
1}Ppm`nq q1 .

Luego χp,qppPiqiPΛq cumple la desigualdad en (4.4) para todo par Q P PpmCnq y Q1 P
PpmCnq1. Por la minimalidad de C1 vale que C1 ď χp,qppPiqiPΛq.

Por otro lado, sean pθiqiPΛ Ă T y pciqiPΛ Ă C. Tomemos Q “
ř

iPΛ ciPi P PpmCnq y
Q1 P PpmCnq1 tale que }

ř

iPΛ θiciPi}Ppm`nq q “ Q1p
ř

iPΛ θiciPiq y }Q1}Ppm`np q1 “ 1, luego se
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sigue que

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

θiciPi

›

›

›

›

›

Ppm`nq q

“ Q1

˜

ÿ

iPΛ

θiciPi

¸

“
ÿ

iPΛ

θicixQ
1, Piy

ď
ÿ

iPΛ

|θicixQ
1, Piy|

ď
ÿ

iPΛ

|xP 1i , QyxQ
1, Piy|

ď C1}Q}Ppm`np q}Q
1}Ppm`nq q1

“ C1

›

›

›

›

›

ÿ

iPΛ

ciPi

›

›

›

›

›

Ppm`np q

.

Por lo tanto C1 satisface la desigualdad en (4.2) y por la minimaliad de χp,qppPiqiPΛq
tenemos que

χp,qppPiqiPΛq ď C1.

Ya podemos probar el Teorema 4.1.2.

Demostración del Teorema 4.1.2. Sea pPiqiPΛ una base de PpmCnq y pP 1i qiPΛ su base dual.
Consideremos Q P PpmCnq y Q1 P PpmCnq1. Usando que vale la igualdad
1 “ |xz1j, zjy| “ |

ř

iPΛxz
1
j, PiyxP

1
i , zjy|, tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|xQ1, zjyxz

1
j, Qy| “

ÿ

jPJ pm,nq
|xQ1, zjyxz

1
j, Qy||

ÿ

iPΛ

xz1j, PiyxP
1
i , zjy|

ď
ÿ

iPΛ

ÿ

jPJ pm,nq
|xQ1, zjyxz

1
j, Qyxz

1
j, PiyxP

1
i , zjy|

ď
ÿ

iPΛ

`

ÿ

jPJ pm,nq
|xQ1, zjyxz

1
j, Piy|

2
˘

1
2
`

ÿ

jPJ pm,nq
|xz1j, QyxP

1
i , zjy|

2
˘

1
2

ď
ÿ

iPΛ

2m{2
ż

Tn
|

ÿ

jPJ pm,nq
xQ1, zjyxz

1
j, Piywj|dw ¨ 2m{2

ż

Tn
|

ÿ

jPJ pm,nq
xz1j, QyxP

1
i , zjyw̃j|dw̃

“
ÿ

iPΛ

2m
ż

Tn
|xpT qwq

˚pQ1q, Piy|dw ¨

ż

Tn
|xP 1i , T

p
w̃pQqy|dw̃

“ 2m
ż

TnˆTn

ÿ

iPΛ

|xpT qwq
˚pQ1q, PiyxP

1
i , T

p
w̃pQqy|dwdw̃

ď 2m
ż

TnˆTn
χp,qppPiqiPΛq}pT

q
wq
˚pQ1q}Ppm`nq q1}T

p
w̃pQq}Ppm`np qdwdw̃

ď 2mχp,qppPiqiPΛq}Q
1}Ppm`nq q1}Q}Ppm`np q,
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4.2. Conexión con convergencia monomial

donde aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para la segunda desigualdad, la de-
sigualdad de Bayart en (4.3) para la tercera y el Lema 4.1.4 para la base pPiq para la
penúltima. Usando el Lema 4.1.4 nuevamente pero para la base monomial pzjqjPJ pm,nq se
sigue que

χp,q
`

pzjqjPJ pm,nq
˘

ď 2mχp,qppPiqiPΛq.

Gracias a que pPiqiPΛ es una base arbitraria de PpmCnq vale que

χp,qpPpmCnqq ď χp,q
`

pzjqjPJ pm,nq
˘

ď 2mχp,qpPpmCnqq,

lo que concluye la prueba.

4.2. Conexión con convergencia monomial

Existe un v́ınculo muy profundo entre las nociones de incondicionalidad mixta en espa-
cios de polinomios y convergencia monomial. Esta conexión se encuentra desarrollada en
[DMP09]. Para tener una versión completa (necesaria más adelante) necesitamos generali-
zar el concepto de incondicionalidad mixta para la base monomial.

Definición 4.2.1. Fijemos n,m P N y sean Xn “ pCn, } ¨ }Xnq e Yn “ pCn, } ¨ }Ynq dos
espacios de Banach de dimensión n sobre C. Definimos χM pPpmXnq,PpmYnqq como la
mejor constante C ą 0 tal que

›

›

›

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

θαaαz
α

›

›

›

›

›

›

PpmYnq

ď C

›

›

›

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α

›

›

›

›

›

›

PpmXnq

, (4.5)

para todo paαqαPΛpm,nq Ă C yy toda elección de números complejos pθαqαPΛpm,nq de módulo
uno.

Observemos que para 1 ď p, q ď 8, si Xn “ `np e Yn “ `nq , se sigue que

χM pPpmXnq,PpmYnqq “ χp,qppz
αqαPΛpm,nqq.

Presentaremos a continuación dos herramientas muy importantes que muestran la rela-
ción ı́ntima entre el conjunto de convergencia monomial y la incondicionalidad mixta para
la base monomial. Ambos resultados aparecen en [DMP09] y tienen más equivalencias en
sus enunciados.

Teorema 4.2.2 (Teorema 5.1 de [DMP09]). Sean X e Y espacios de sucesiones, R Ă X
un conjunto de Reinhardt acotado y FpRq una subfamilia cerrada de H8pRq que contiene
a todos los polinomios. Los siguientes son equivalentes:

(1) rBY Ă monFpRq para algún r ą 0.

(2) Existe una constante C ą 0 que depende sólo de X,Y tal que para todo m P N vale

sup
nPN

χM pPpmXnq,PpmYnqq ď Cm.
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Recordemos que dado un espacios de sucesiones X denotamos por Xn “ πnpXq Ă Cn
a su proyección n-dimensional dotada de la norma inducida.

Teorema 4.2.3. Sean X e Y espacios de sucesiones y m ě 2. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) Y Ă monPpmXq.

(2) supnPN χM pPpmXnq,PpmYnqq ă 8.

Dados X e Y espacios de sucesiones decimos que el comportamiento asintótico de la
constante de incondicionalidad mixta χM pPpmXnq,PpmYnqq es hipercontractiva en el grado
de homogeneidad m siempre que exista una constante CpX,Y, nq ą 0 independiente de m
tal que

χM pPpmXnq,PpmYnqq ď CpX,Y, nqm, (4.6)

para todo m,n P N.

Notemos que una de las equivalencias en el Teorema 4.2.2 es que el comportamiento
asintótico de la constante χM pPpmXnq,PpmYnqq es trivial en n e hipercontractivo en m.
Por otro lado, el Teorema 4.2.3 da el comportamiento asintótico trivial de la constante en
el número de variables pero no hipercontractividad en el grado de homogeneidad como una
de las equivalencias.

Observación 4.2.4. Dado 1 ă p ď 2 gracias al Corolario 3.4.2 y el Teorema 4.2.3 existe
una constante Cpp,mq ą 0 tal que para todo par n,m P N se tiene

χp,qppz
αqαPΛpm,nqq ď Cpp,mq ă 8,

donde q “ qppq “ pmp1q1.

Tenemos entonces que, fijado m, el comportamiento asintótico de χM pPpm`np q,Ppm`nq qq
cuando el número de variables tiende a infinito es trivial. Sin embargo, usando el Teore-
ma 3.4.1 podemos decir más.

Lema 4.2.5. Dados n,m P N y 1 ă p ď 2 existe una constante Cp ą 0 tal que

χp,qppz
αqαPΛpm,nqq ď Cmp ,

donde q “ qppq “ pmp1q1.

Demostración. Tomemos P P PpmCnq y pθjqjPJ pm,nq. Fijemos z P B`nq , gracias al Teore-
ma 3.4.1 vale que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPJ pm,nq
θjcjpP qzj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď mdr}P }Ppm`nr q.
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4.3. La constante de incondicionalidad pp, qq-mixta

Tomando supremo sobre z P B`nq se sigue que
›

›

›

›

›

›

ÿ

jPJ pm,nq
θjcjpP qzj

›

›

›

›

›

›

Ppm`nq q

ď mdr}P }Ppm`nr q,

debido a su minimalidad χp,qppz
αqαPΛpm,nqq ď mdp . Observemos que

`

mdp
˘1{m

Ñ 0 cuando

mÑ8, luego existe una constante Cp ą 0 tal que mdp ď Cmp , y esto prueba el lema.

Notemos que el Lema 4.2.5 da hipercontractividad en el grado de homogeneidad pa-
ra χpmp1q1,pppz

αqαPΛpm,nqq. Además observemos que el espacio `n
pmp1q1 depende de m, luego

no es posible aplicar el Teorema 4.2.2 para concluir, por ejemplo, algo al respecto de
monH8pB`pq. En el Caṕıtulo 6 concentraremos nuestros esfuerzos en encontrar el mayor
espacio de sucesiones, independiente de m, para el cual valgan desigualdades hipercontra-
tivas como en el Teorema 3.4.1 para todo m P N. Esto nos dará el Teorema 6.2.3, la clave
para conseguir una mejor descripción de monH8pB`rq y además una caracterización de
monHbp`rq para 1 ă r ď 2.

4.3. La constante de incondicionalidad pp, qq-mixta

Ahora presentaremos una caracterización del comportamiento asintótico de la constante
de incondicionalidad pp, qq-mixta para PpmCnq. En el caso en que q “ p se recuperan los
resultados de [DDGM01].

Teorema 4.3.1. Para cada m P N tenemos que
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

χp,qpPpmCnqq „ 1 para pIq : r1p `
m´1
2m ď 1

q ^
1
p ď

1
2 s o

rm´1
m ` 1

mr ă
1
q ^

1
2 ď

1
r s,

χp,qpPpmCnqq „ n
mp 1

p
´ 1
q
` 1

2
q´ 1

2 para pIIq : r1p `
m´1
2m ě 1

q ^
1
p ď

1
2 s,

χp,qpPpmCnqq „ n
pm´1qp1´ 1

q
q` 1

p
´ 1
q para pIIIq : r1´ 1

m `
1
mp ě

1
q ^

1
2 ă

1
p ă 1s.

Para probar el teorema necesitamos un lema que relaciona la constante de incondicio-
nalidad pp, qq-mixta con las constantes Amp,rpnq y Bm

r,qpnq del Caṕıtulo 2.

Lema 4.3.2. Dadas 1 ď q, p ď 8, vale que

χp,qppz
αqαPΛpm,nqq ď Bm

r,qpnqA
m
p,rpnq para todo 1 ď r ď 8. (4.7)

Demostración. Fijados un polinomio m-homogéneo en n variables P pzq “
ÿ

jPJ pm,nq
cjzj y

una sucesión de números complejos de módulo uno pθjqjPJ pm,nq, tenemos

›

›

›

ÿ

jPJ pm,nq
θjcjzj

›

›

›

Ppm`nq q
ď Bm

r,qpnq
´

ÿ

jPJ pm,nq
|cj|

r
¯

1
r
ď Bm

r,qpnqA
m
q,rpnq

›

›

›

ÿ

jPJ pm,nq
cjzj

›

›

›

Ppm`np q
,

para cada 1 ď r ď 8. Por la minimalidad de χp,qppz
αqαPΛpm,nqq se sigue lo que buscábamos

probar.
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pIq

pIIq pIIIq

1
2

2m´1
2m

m´1
2m

1
p

1
q

Figura 4.1: Resumen gráfico de la constante incondicional mixta descrita en el Teore-
ma 4.3.1.

Antes de finalmente probar el Teorema 4.3.1 será útil tener en cuenta que para 2 ď p ď
8 vale

`´
m´1
2m

` 1
p

¯´1 Ă monPpm`pq. (4.8)

Esto es sigue usando (3.16) y que `´
m´1
2m

` 1
p

¯´1 Ă `p ¨ `pm´1
2m q

´1
,8

.

También necesitaremos el siguiente resultado de monotońıa para la constante incondi-
cional mixta.

Observación 4.3.3. Dados 1 ď r ď q ď 8 y 1 ď p ď s ď 8

χs,rppz
αqαPΛpm,nqq ď χp,qppz

αqαPΛpm,nqq. (4.9)

Esto es verdad ya que, para P P PpmCnq y todo pθαqαPΛpm,nq, usando (2.19) tenemos
que

}
ÿ

αPΛpm,nq

θαaαpP qz
α}Ppm`rq ď }

ÿ

αPΛpm,nq

θαaαpP qz
α}Ppm`qq

ď χp,q
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

}P }Ppm`np q ď χp,q
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

}P }Ppm`ns q.

Por la minimalidad de la constante de incondicionalidad mixta vale el resultado.
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4.3. La constante de incondicionalidad pp, qq-mixta

Demostración del Teorema 4.3.1. Probaremos el resultado para χp,q
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

, luego
por el Teorema 4.1.2 se tiene el mismo comoportamiento para χp,qpPpmCnqq. La prueba
esta dividida en casos.
‚pIq : Sea p ě 2. Por la desigualdad en (4.8) sabemos que `qm Ă monpPpm`pqq donde

1

qm
“
m´ 1

2m
`

1

p
,

gracias al Teorema 4.2.3 tenemos que

χp,qm
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

„ 1.

Por otro lado, si p ď 2, por el Lema 4.2.5 se sigue que

χp,qm
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

„ 1,

con 1
qm
“ m´1

m ` 1
mp .

Por lo tanto, usando la monotońıa dada por la Observación 4.3.3 vale χp,q
`

pzαqαPΛpm,nq
˘

„

1 en la región

pIq :

„

1

p
`
m´ 1

2m
ď

1

q
^

1

p
ď

1

2



or

„

m´ 1

m
`

1

mp
ă

1

q
^

1

2
ď

1

p



.

‚pIIq : Sabemos por pIq que χp,qmpPpmCnqq „ 1, para 1
qm

“ 1
p `

m´1
2m . Ahora esti-

maremos χp,8pPpmCnqq para 0 ď 1
p ď

1
2 . Tomemos r “ 1. Por la Proposición 2.2.6 y el

Teorema 2.2.5 pCq tenemos

Bm
r,8pnq „ 1 , Amp,rpnq „ n

mp 1
p
` 1

2
q´ 1

2 .

Usando el Lema 4.3.2 se sigue que

χp,8pPpmCnqq ! n
mp 1

p
` 1

2
q´ 1

2 .

Tomemos un polinomio P “
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α con }P }Ppm`np q “ 1 y una sucesión de signos

pεαqαPΛpm,nq. Luego, gracias a las acotaciones

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α
›

›

›

Ppm`nqm q
ď χp,qmpPpmCnqq „ 1,

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α
›

›

›

Ppm`n8q
ď χp,8pPpmCnqq ! n

mp 1
p
` 1

2
q´ 1

2 ,

y usando (2.23) y el Teorema de interpolación multilineal 1.4.1 para la forma multilineal
asociada a

ř

αPΛpm,nq εαaαz
α, se sigue para todo θ P p0, 1q y 1

q “
θ
qm
` 1´θ

8
que

}
ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α}Ppm`nq q ! n

p1´θqrmp 1
p
` 1

2
q´ 1

2
s
“ n

mp 1
p
´ 1
q
` 1

2
q´ 1

2 .
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Para las cotas inferiores, sea P pzq “
ÿ

αPΛpm,nq

εαz
α un polinomio unimodular como en

(2.20) con p ě 2, luego si w “ p 1
n1{q , . . . ,

1
n1{q q P S`q , tenemos que

χp,qpPpmCnqq "

}
ÿ

αPΛpm,nq

zα}Ppm`nq q

}
ÿ

αPΛpm,nq

εαz
α}Ppm`np q

"

|
ÿ

αPΛpm,nq

wα|

n
mp 1

2
´ 1
p
q` 1

2

"
n
mp1´ 1

q
q

n
mp 1

2
´ 1
p
q` 1

2

“ n
mp 1

p
´ 1
q
` 1

2
q´ 1

2 .

‚pIIIq : Para r12 ď
1
p ^

1
q ď

1
p s tomemos 1

r “ 1 ´ 1
q . Notemos que 1

r ě 1 ´ 1
p . Luego,

por la Proposición 2.2.6 y el Teorema 2.2.5 pDq, vale

Bm
r,qpnq „ 1 , Amp,rpnq „ n

pm´1qp1´ 1
q
q` 1

p
´ 1
q ,

y por lo tanto

χp,qpPpmCnqq ! n
pm´1qp1´ 1

q
q` 1

p
´ 1
q .

Como en pIIq usaremos el Teorema de interpolación multilineal : tomemos un polinomio

P “
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α con }P }Ppm`np q “ 1 y la sucesión de signos pεαqαPΛpm,nq. Gracias a que

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α
›

›

›

Ppm`nqm q
ď χp,qmpPpmCnqq „ 1,

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α
›

›

›

Ppm`np q
ď χp,ppPpmCnqq „ n

pm´1qp1´ 1
p
q
,

tenemos, por (2.23) y el Teorema 1.4.1 que, para todo θ P p0, 1q y 1
q “

θ
qm
` 1´θ

p , se sigue

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εαaαz
α
›

›

›

Ppm`nq q
! n

p1´θqrpm´1qp1´ 1
p
qs
“ n

pm´1qp1´ 1
q
q` 1

p
´ 1
q .

Para la cota inferior, sea P pzq “
ÿ

αPΛpm,nq

εαz
α un polinomio unimodular como en (2.20)

con 1 ď p ď 2, tenemos entonces que

χp,qpPpmCnqq "

}
ÿ

αPΛpm,nq

zα}Ppm`nq q

}
ÿ

αPΛpm,nq

εαz
α}Ppm`np q

"
n
mp1´ 1

q
q

n
1´ 1

p

“ n
pm´1qp1´ 1

q
q` 1

p
´ 1
q .

El estudio que realizamos en el Teorema 4.3.1 supone que el grado de homogeneidad de
los polinomios (m) es fijo. En particular, no nos preocupamos en investigar profundamente
la dependencia de la constante incondicional mixta en función de m. Por ejemplo, no
nos importa la hipercontractividad en las cotas que obtenemos para esta constante. En el
Caṕıtulo 5, el Caṕıtulo 6 y el Caṕıtulo7 exploramos objetos y aspectos de algunas familias
de funciones holomorfas que requerirán este análisis más profundo para dichas constantes.
La hipercontractividad será una propiedad clave.
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Caṕıtulo 5

Radio de Bohr

Mientras trabajaba en pos de entender ciertos aspectos de las series de Dirichlet, Harald
Bohr consiguió conectarlas con las funciones holomorfas en infinitas variables a través de
lo que llamamos transformada de Bohr . Este ciclo de ideas llevó a Bohr a preguntarse si
es posible comparar el valor absoluto de una serie de potencias en una variable compleja
con la suma del valor absoluto de sus coeficientes. Logró probar el siguiente resultado hoy
en d́ıa denominado desigualdad de Bohr :

El radio r “ 1
3 es el valor más grande para el cual vale la siguiente desigualdad:

ÿ

ně0

|an|r
n ď sup

zPD
|
ÿ

ně0

anz
n|, (5.1)

para toda función holomorfa fpzq “
ř

ně0 anz
n acotada en el disco unidad D.

De hecho, el art́ıculo de Bohr [Boh14], compilado por G. H. Hardy de correspondencias,
indica que Bohr inicialmente obtuvo el radio 1

6 , pero esto fue rápidamente mejorado por
M. Riesz, I. Schur, y N. Wiener (independientemente) al resultado ajustado. El art́ıculo de
Bohr presenta tanto su propia prueba como la de sus colegas.

5.1. El radio de Bohr n-dimensional

Esta interesante desigualdad se pasó por alto durante muchos años hasta finales del siglo
XX. En particular, Dineen y Timoney [DT89], Dixon [Dix95], Boas y Khavinson [KB97],
Aizenberg [Aiz00], Boas [Boa00] y Bombieri y Bourgain [BB04] retomaron el trabajo de
Bohr y usaron sus ideas en diferentes contextos y/o las generalizaron. Varios de estos
autores analizaron un fenómeno similar para las series de potencia en varias variables. En
general, fijado un dominio Reinhardt R, consideraremos la noción de radio de Bohr para
dicho dominio, que notaremos KpRq, como el mayor r ě 0 de forma que para toda función
anaĺıtica fpzq “

ř

alpha a alphaz
alpha y acotada en R, vale que

sup
zPr¨R

ÿ

α

|aαz
α| ď sup

zPR
|fpzq|.
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Caṕıtulo 5. Radio de Bohr

Observemos que con esta notación, la desigualdad de Bohr puede ser formulada simple-
mente comoKpDq “ 1

3 . Sorprendentemente, el valor exacto del radio de Bohr es desconocido
para cualquier otro dominio. El resultado central de [KB97, Boa00] contiene una estima-
ción (parcialmente) satisfactoria del radio de Bohr para las bolas de `np , con 1 ď p ď 8.
Alĺı los autores consiguieron, para todo 1 ď p ď 8, las siguientes acotaciones asintóticas
(ver [Boa00, Theorem 3]),

1

3 3
?
e

ˆ

1

n

˙1´ 1
mı́npp,2q

ď KpB`np q ď 3

ˆ

logpnq

n

˙1´ 1
mı́npp,2q

. (5.2)

La brecha entre las estimaciones superiores e inferiores en estos art́ıculos condujo en el
fuerte interés de calcular el orden asintótico exacto de KpB`np q, para 1 ď p ď 8.

Para obtener las cotas superiores, Boas [Boa00] generalizó un teorema de Kahane-
Salem-Zygmund sobre polinomios trigonométricos aleatorios [Kah93, Teorema 4, Cap. 6],
que da (mediante el uso de un argumento probabiĺıstico) la existencia de polinomios ho-
mogéneos con “coeficientes grandes” y norma uniforme “relativamente pequeña”. Bayart
refinó esta técnica en [Bay12] de donde extrajimos (2.20).

Las cotas inferiores necesitaron diferentes técnicas. En [DGM03] Defant, Garćıa y Maes-
tre relacionaron el radio de Bohr con el estudio de la incondicionalidad en espacios de
polinomios homogéneos a través de algunos conceptos de la teoŕıa local de espacios de Ba-
nach (ver también [DP06]). Aunque en ese momento esto no proporcionó cotas asintóticas
óptimas, esto trajo ideas claves con las que el comportamiento asintótico exacto de KpB`np q
se obtendŕıa.

Fueron Defant, Frerick, Ortega-Cerdá, Ounäıes y Seip [DFOC`11] quienes hicieron una
contribución fuera de lo común al problema, dando el valor asintótico exacto de KpB`n8q.
Este trabajo, en cierto sentido, marcó el camino del área en los últimos años. Los autores
trajeron al juego la clásica desigualdad de Bohnenblust-Hille, utilizada para calcular el
ancho de la brecha en el problema de convergencia de series de Dirichlet de Bohr ochenta
años antes. El progreso innovador consistió en demostrar que la constante Cm del Teorema
2.1.2 es, de hecho, hipercontractiva. Mostraron que Cm puede tomarse menor o igual que
Cm para alguna constante absoluta C ą 0. Con esto a mano, demostraron que KpB`n8q se

comporta asintóticamente como

b

logpnq
n .

De hecho, se puede decir mucho más sobreKpB`n8q: Bayart, Pellegrino y Seoane [BPSS14]
utilizaron estas técnicas de una manera incréıblemente ingeniosa para probar que

ĺım
nÑ8

KpB`n8q
b

logpnq
n

“ 1.

Gracias a que KpB`n8q acota por debajo el radio KpRq para cualquier otro dominio
de Reinhardt R, es posible conseguir fácilmente el comportamiento asintótico de KpB`np q
para p ě 2. La solución para el caso p ă 2 requirió de métodos bastante diferentes. Un
famoso teorema demostrado de manera independiente por Pisier [Pis86] y Schütt [Sch78]
permite estudiar bases incondicionales en espacios de formas multilineales en términos de
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5.2. Radio de Bohr mixto

algunos invariantes, como la estructura incondicional local o la propiedad de Gordon-Lewis.
Estos resultados tienen su contrapartida en el contexto de espacios de polinomios como se
muestra en [DDGM01], reemplazando el producto tensorial completo por el simétrico.

Defant y Frerick [DF11] (continuando su trabajo de [DF06]) establecieron una especie
de extensión del resultado Pisier-Schütt al producto tensorial simétrico con cotas precisas
y dieron una nueva estimación de la constante de Gordon-Lewis del producto tensorial
simétrico. Como consecuencia, encontraron el crecimiento asintótico exacto para el radio
de Bohr en la bola unitaria de los espacios `np .

Los resultados antes mencionados dan la siguiente relación para el radio de Bohr.

Teorema 5.1.1. [DFOC`11, DF11] Para 1 ď p ď 8, vale que

KpB`np q „

ˆ

logpnq

n

˙1´ 1
mı́ntp,2u

. (5.3)

El cálculo del comportamiento asintótico exacto de KpB`np q dado en [DF11] para p ă 2
utiliza “maquinaria sofisticada” de la teoŕıa local de espacios de Banach (como menciona-
mos antes). Inspirados por los resultados recientes de la teoŕıa general de series de Dirichlet,
en [BDS19] Bayart, Defant y Schlüters dan estimaciones superiores para las constantes de
incondicionalidad de la base monomial del espacio de polinomios homogéneos en `p, que
evitan el uso de esta “maquinaria”. Esta perspectiva proporciona una nueva y, en cierto
sentido, más clara prueba del Teorema 5.1.1 para el caso p ă 2.

5.2. Radio de Bohr mixto

En este caṕıtulo pretendemos continuar el estudio del radio de Bohr mixto para do-
minios de Reinhardt. Sean R y S dos dominios Reinhardt en Cn. El radio de Bohr mixto
KpR,Sq se define como el número más grande r ě 0 tal que para cada función anaĺıtica
fpzq “

ř

αPNn0
aαz

α y acotada en R, vale:

sup
zPr¨S

ÿ

α

|aαz
α| ď sup

zPR
|fpzq|. (5.4)

Nos enfocaremos en el caso en que R y S son las bolas unitarias cerradas de `np y `nq
respectivamente, con 1 ď p, q ď 8. Notemos que usando esta nueva notación KpB`np q es
exactamente KpB`np , B`np q. El siguiente teorema da el comportamiento asintótico correcto
de KpB`np , B`nq q para todo el rango de p’s y q’s.
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Caṕıtulo 5. Radio de Bohr

Teorema 5.2.1. Sea 1 ď p, q ď 8, con q ‰ 1. El crecimiento asintótico del radio de Bohr
pp, qq-mixto está dado por

KpB`np , B`nq q „

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 si (I): 2 ď p ď 8 ^ 1
2 `

1
p ď

1
q ,?

logpnq

n
1
2`

1
p´

1
q

si (II): 2 ď p ď 8 ^ 1
2 `

1
p ą

1
q ,

logpnq
1´ 1

p

n
1´ 1

q
si (III): 1 ď p ď 2.

Para q “ 1 y todo 1 ď p ď 8, KpB`np , B`nq q „ 1.

pIq „ 1

pIIq „

?
logpnq

n
1
2`

1
p´

1
q

pIIIq „ logpnq
1´ 1

p

n
1´ 1

q

1
2

1
2

1
p

1
q

Figura 5.1: Resumen gráfico del radio de Bohr mixto descrito en el Teorema 5.2.1.

Como en el caso de KpB`np q, las cotas superiores del Teorema 5.2.1 se obtienen uti-
lizando polinomios aleatorios con coeficientes adecuados y norma relativamente pequeña
[Boa00, DGM04, Bay12]. Para obtener las cotas inferiores, la prueba se divide en varios
casos. Para p ă 2, hemos combinado una forma apropiada de dividir y distinguir ciertos
subconjuntos de monomios y gracias a la desigualdad de Bayart-Defant-Schlütters en (2.9)
conseguimos buenas cotas de las constantes de incondicionalidad de espacios de polinomios
homogéneos en `p para la base monomial. La interacción entre la convergencia monomial
y la incondicionalidad mixta para espacios de polinomios homogéneos dada por el Teore-
ma 4.2.3 (que, por supuesto, proporciona información sobre el radio de Bohr) es crucial
para el caso p ą 2. También usaremos fuertemente las descripciones de monH8pB`pq para
p ě 2 dadas por (3.9) y el Teorema 3.2.3. Por lo tanto, vale la pena señalar que las técnicas
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5.3. Radio de Bohr mixto homogéneo e incondicionalidad mixta

y los resultados desarrollados en los últimos años fueron fundamentales para lograr este
resultado.

Siguiendo la notación de [BDS19], dado un subconjunto J Ă J pm,nq, definimos

J ˚ “ tj P J pm´ 1, nq : existe k ě 1, pj, kq P J u.

5.3. Radio de Bohr mixto homogéneo e incondicionalidad
mixta

Recordemos que KpB`np , B`nq q es el radio de Bohr pp, qq-mixto n-dimensional. Esto es,
KpB`np , B`nq q denota al mayor radio r ą 0 tal que para toda función anaĺıtica f “

ř

α aαz
α

en n variables complejas, tenemos la siguiente desigualdad (mixta) de tipo Bohr

sup
zPr¨B`nq

ÿ

α

|aαz
α| ď sup

zPB`np

|fpzq|.

Del mismo modo, el radio de Bohr mixto m-homogéneo , KmpB`np , B`nq q, se define como
el más grande r ą 0 tal que para todo P pzq “

ř

αPΛpm,nq aαz
α P PpmCnq se sigue

sup
zPB`nq

ÿ

αPΛpm,nq

|aαz
α|rm “ sup

zPB`nq

|
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α| ď }P }Ppm`np q.

Es claro que KpB`np , B`nq q ď KmpB`np , B`nq q.

Observación 5.3.1.

KmpB`np , B`nq q “
1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
.

Demostración. Dado P P PpmCnq y para toda sucesión pθαqαPΛpm,nq tenemos

}
ÿ

αPΛpm,nq

θαaαpP qz
α}Ppm`nq q ď }

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP qz
α|}Ppm`nq q

“ }
ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP qz
α|pKmpB`np , B`nq qq

m}Ppm`nq q
1

pKmpB`np , B`nq qq
m

ď
1

pKmpB`np , B`nq qq
m
}P }Ppm`np q,

lo que nos lleva a la desigualdad χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m ď 1
KmpB`np ,B`nq q

. Por otro lado,

para P P PpmCnq tomemos θα “
aαpP q
|aαpP q|

. Luego se sigue que

}
ÿ

αPΛpm,nq

|aαpP qz
α|}Ppm`nq q “ }

ÿ

αPΛpm,nq

θαaαpP qz
α}Ppm`nq q

ď χM pPpm`np q,Ppm`nq qq}P }Ppm`np q,
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o equivalentemente,

sup
zPB`nq

ÿ

αPΛpm,nq

|aαz
α|

˜

1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m

¸m

ď }P }PpmCnq,

lo que implica 1
χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m

ď KmpB`np , B`nq q.

Será útil recordar un resultado clásico debido a F. Wiener (ver [KB97]) que asegura
que para toda función holomorfa f escrita como suma de polinomios m-homogéneos como
f “

ÿ

mě1

Pm ` a0 y tal que supzPB`np
|fpzq| ď 1 se tiene

}Pm}Ppm`np q ď 1´ |a0|
2, (5.5)

para todo m P N.
En general esta desigualdad es presentada para la norma uniforme en el polidisco (i.e.,

p “ 8) } ¨ }Ppm`n8q, pero esta versión se sigue fácilmente con una modificación estándar del
argumento original (para z P B`np hay que considerar la función auxiliar g : Cn Ñ C dada
por gpwq :“ fpw ¨ zq).

El siguiente lema es una adaptación del caso p “ q, (ver [DGM03, Theorem 2.2.]) y
constituye una conexión básica entre el radio de Bohr y la constante de incondicionalidad
para espacios de polinomios homogéneos en el contexto mixto (p no necesariamente igual
a q).

Lema 5.3.2. Para todo n P N y 1 ď p, q ď 8 se tiene que

1

3

1

supmě1 χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
ď KpB`np , B`nq q

ďmı́n

#

1

3
,

1

supmě1 χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m

+

.

Demostración. De la Observación 5.3.1 se concluye que

KpB`np , B`nq q ď ı́nf
mě1

1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
“

1

supmě1 χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
,

y gracias a la desigualdad de Bohr sabemos que KpDq “ 1
3 . Como es claro que

KpB`np , B`nq q ď KpDq para todo n P N tenemos la desigualdad del lado derecho. Para el
lado izquierdo tomemos alguna función holomorfa f , sin perdida de generalidad podemos
asumir que supzPB`np

|fpzq| “ 1, y consideremos su descomposición como suma de polinomio

m-homogéneos: f “
ÿ

mě0

Pm. Para todo m P N0 vale que Pmpzq “
ÿ

αPΛpm,nq

aαpfqz
α luego,

tomando ρ “ supmě1 χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m y usando la Observación 5.3.1 se sigue que

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpfq|

ˆ

z

ρ

˙α ›
›

›

Ppm`nq q
ď

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

aαpfqz
α
›

›

›

Ppm`np q
.
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Aplicando el resultado de Wiener antes mencionado para w P B`nq tenemos que

ÿ

mě0

ÿ

αPΛpm,nq

|aαpfq|

ˆ

w

3ρ

˙α

ď |a0pfq| `
ÿ

mě1

1

3m

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

aαpfqz
α
›

›

›

Ppm`np q

ď |a0pfq| `
ÿ

mě1

1

3m
p1´ |a0pfq|

2q

ď |a0pfq| `
1´ |a0pfq|

2

2
ď 1 “ sup

zPB`np

|fpzq|,

donde la ultima desigualdad se debe a que |a0pfq| ď supzPB`np
|fpzq| “ 1. La última cadena

de desigualdades y la maximalidad del radio de Bohr mixto nos permiten concluir que
1
3ρ ď KpB`np , B`nq q como queŕıamos probar.

El lema previo muestra que entender KpB`np , B`nq q se traduce en ver cómo se comporta la

constante χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m. Desafortunadamente, el resultado sobre el crecimiento
asintótico de la constante de incondicionalidad mixta χM pPpm`np q,Ppm`nq qq (para m fijo)
dado en el Teorema 4.3.1 no es útil aqúı. Como podemos ver en el Lema 5.3.2, necesitamos
entender cómo el valor de χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m crece moviendo ambas, el número de
variables (n) y el grado de homogeneidad (m). Pero más allá de esto, dicho resultado da
una pauta de lo que se uno debe esperar (por lo menos cómo debeŕıan ser las regiones en
la Figura 5.1).

La heuŕıstica para interpretar las diferentes regiones en el Teorema 5.2.1 es la siguiente:
si asumimos que el grado de homogeneidad es muy grande (mÑ 8) en el Teorema 4.3.1,
luego el gráfico en la Figura 4.1 se transforma en aquel presentado en la Figura 5.1. Todo
esto, junto con las cotas superiores que podemos obtener luego de usar polinomios aleatorios
clásicos (ver la Sección 5.4, de alguna manera la parte sencilla) nos ayuda a definir a dónde
apuntar para probar las cotas inferiores.

5.4. Cotas superiores

Las cotas superiores constituyen la parte fácil: utilizaremos el enfoque probabiĺıstico
clásico.

También necesitaremos la siguiente observación, que es un ejercicio de cálculo sencillo.

Observación 5.4.1. Para todo par de números positivos a, b ą 0 y n P N, la función

f : Rą0 Ñ R dada por fpxq :“ xan
b
x alcanza su máximo en x “ logpnq ba .

Demostración de las cotas superiores en el Teorema 5.2.1. Las cotas superiores para el ca-
so 1

p `
1
2 ď

1
q y q “ 1 en el Teorema 5.2.1 son triviales.
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Supongamos ahora que 1
p `

1
2 ą

1
q y tomemos una sucesión de signos pεαqαPΛpm,nq Ă

t´1, 1u tal que
›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εα
m!

α!
zα
›

›

›

B`np

ď Km,p n
1´ 1

p ,

como en (2.20) donde, en este caso,Km,p ď C logpmq
1´ 1

pm!
1´ 1

p . Tomando z0 “ p
1

n1{q , . . . ,
1

n1{q q P

B`q podemos concluir que

n
mp1´ 1

q
q
“

ÿ

αPΛpm,nq

m!

α!

ˆ

1

n
1
q

˙m

ď

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

|εα|
m!

α!
zα
›

›

›

B`nq

ď χM pPpm`np q,Ppm`nq qq
›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

εα
m!

α!
zα
›

›

›

B`np

ď χM pPpm`np q,Ppm`nq qq Km,p n
1´ 1

p

ď χM pPpm`np q,Ppm`nq qq C logpmq
1´ 1

pm!
1´ 1

p n
1´ 1

p .

Para p ă 2 tenemos, usando la fórmula de Stirling en (2.16), que

1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
ď

´

Cn
1
p1 plogpmqm!q

1
p1

¯1{m 1

n
1
q1

ď C
1

n
1
q1

m
1
p1 n

1
p1m .

Gracias al Lema 5.3.1, la Observación 5.4.1 y la desigualdad previa tenemos

KpB`np , B`nq q ď C
1

n
1
q1

ı́nf
mě1

m
1
p1 n

1
p1m ď C

logpnq
1
p1

n
1
q1

.

Por otro lado, para p ě 2 y 1
p `

1
2 ą

1
q se sigue que

1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qqq1{m
ď

´

Cn
1
2 plogpmqm!q

1
2

¯1{m 1

n
1
2
` 1
p
´ 1
q

ď C
1

n
1
2
` 1
p
´ 1
q

m
1
2n

1
2m .

Aśı, minimizando m
1
2n

1
2m como en el caso anterior, conseguimos

KpB`np , B`nq q ď C

a

logpnq

n
1
2
` 1
p
´ 1
q

,

como queŕıamos demostrar.
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5.5. Cotas inferiores

Para probar las cotas inferiores debemos considerar cuatro casos diferentes. Comenza-
mos con el caso q “ 1 y el caso p ď q, que son los más fáciles. Luego estudiamos el caso
1 ă q ď p ď 2 donde usamos herramientas de incondicionalidad y finalmente el caso p ě 2
donde la herramienta clave es la convergencia monomial.

5.5.1. El caso q “ 1

En el art́ıculo [Aiz00] se prueba que KpB`n1 q „ 1. Luego, para cualquier fpzq “
ř

α aαz
α,

se sigue que

sup
zPKpB`n1

q¨B`n1

ÿ

α

|aαz
α| ď sup

zPB`n1

|fpzq| ď sup
zPB`np

|fpzq|,

lo que implica que KpB`np , B`n1 q ě KpB`n1 q „ 1.

5.5.2. El caso p ď q

En este caso usaremos fuertemente el Teorema 5.1.1. El caso p ď q es corolario sencillo
de este resultado. Para cualquier P pzq “

ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α, vale que

›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

|aα|z
α
›

›

›

Ppm`nq q
ď n

mp 1
p
´ 1
q
q
›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

|aα|z
α
›

›

›

Ppm`np q

ď n
mp 1

p
´ 1
q
q
KpB`np q

´m
›

›

›

ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α
›

›

›

Ppm`np q
,

lo que implica que KmpB`np , B`nq q ě KpB`np qn
1
q
´ 1
p para todo m P N. Usando el Lema 5.3.2

y el Teorema 5.1.1 tenemos, para p ď 2,

KpB`np , B`nq q ě
1

3
n

1
q
´ 1
pKpB`np q „ n

1
q
´ 1
p

ˆ

logpnq

n

˙1´ 1
p

“
logpnq1´1{p

n1´1{q
,

y, para p ě 2,

KpB`np , B`nq q ě
1

3
n

1
q
´ 1
pKpB`np q „ n

1
q
´ 1
p

ˆ

logpnq

n

˙1´ 1
2

“

a

logpnq

n
1
2
` 1
p
´ 1
q

.

Esto concluye la prueba.

5.5.3. La descomposición acotada. El caso 1 ă q ă p ď 2

Para demostrar que la cota inferior es correcta en este rango de valores, introducimos
la primera descomposición monomial de la tesis: la descomposición acotada. En este caso,
dividimos el conjunto completo de monomios pzjqjPJ pm,nq en subconjuntos según el grado
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Caṕıtulo 5. Radio de Bohr

máximo de sus variables. Esta partición nos permite maneja alguna cotas técnicas de una
manera más sutil.

El siguiente lema es el primer paso que necesitamos para probar la cota inferior del
Teorema 5.2.1 en este caso. Una pieza fundamental en su prueba será la desigualdad BDS.

Lema 5.5.1. Sea 1 ď q ă p ď 2, entonces vale que

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq ď me
1`m´1

p

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

.

Demostración. Fijemos P P Ppm`np q y u P `nq . Luego, por la desigualdad BDS en (2.9), para
cualquier j P J pm,nq˚ tenemos

¨

˝

ÿ

k: pj,kqPJ pm,nq
|cpj,kqpP q|

p1

˛

‚

1{p1

“

¨

˝

n
ÿ

k“jm´1

|cpj,kqpP q|
p1

˛

‚

1{p1

ď me
1`m´1

p |j|1{p}P }Ppm`np q.

Ahora, aplicando la anterior desiguladad, la desigualdad de Hölder (dos veces) y la fórmula
multinomial se sigue

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP q||uj| “

ÿ

jPJ pm,nq˚

¨

˝

ÿ

k: pj,kqPJ pm,nq
|cpj,kq||uj||uk|

˛

‚

ď
ÿ

jPJ pm,nq˚
|uj|

¨

˝

ÿ

k: pj,kqPJ pm,nq
|cpj,kq|

q1

˛

‚

1{q1
˜

ÿ

k

|uk|
q

¸1{q

ď
ÿ

jPJ pm,nq˚
|uj|

¨

˝

ÿ

k: pj,kqPJ pm,nq
|cpj,kq|

p1

˛

‚

1{p1

}u}q

ď me
1`m´1

p

ÿ

jPJ pm,nq˚
|j|1{p|uj|}u}q}P }Ppm`np q

ď me
1`m´1

p

¨

˝

ÿ

jPJ pm,nq˚
|j||uj|

q

˛

‚

1{q¨

˝

ÿ

jPJ pm,nq˚
|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

}u}q}P }Ppm`np q

ď me
1`m´1

p

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j||uj|
q

˛

‚

1{q¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

}u}q}P }Ppm`np q

“ me
1`m´1

p

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

}u}mq }P }Ppm`np q,

lo cual da la desigualdad deseada.
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La clave para probar las cotas inferiores es obtener buenas estimaciones de la suma en
el lado derecho de la desigualdad del lema previo.

Lema 5.5.2. Sea 1 ă q ď p ď 2, para n suficientemente grande se sigue que

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

ď Cm
nm{q

1

logpnqm{p1
,

para todo m P N.

Con esto a mano es fácil probar las restantes cotas inferiores para p ď 2 en el Teorema
5.2.1.

Demostración de las cotas inferiores para el caso 1 ă q ă p ď 2 en el Teorema 5.2.1. Gracias
al Lema 5.3.2 es suficiente probar que

logpnq1´1{p

n1´1{q
!

1

supmě1 χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
“ ı́nf

mě1

1

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq1{m
, (5.6)

lo cual sigue del Lema 5.5.1 y el Lema 5.5.2.

La prueba del Lema 5.5.2 requerirá un poco de trabajo y la visión dada por una descom-
posición monomial espećıfica, la descomposición acotada. La idea de esta descomposición
es dividir el conjunto de monomios en aquellos que tienen los grados de todas sus variables
acotadas (por algún valor útil) y aquellos que no.

La descomposición monomial acotada: Definimos para todo 1 ď k ď m el conjunto
de ı́ndices k-acotado as

Λkpm,nq “ tα P Λpm,nq : αi ď k para todo 1 ď i ď nu.

Recordemos que F es la función inyectiva que relaciona Λpm,nq y J pm,nq, denotamos

Jkpm,nq “ F´1pΛkpm,nqq,

al correspondiente conjunto de ı́ndices k-acotado visto dentro de J pm,nq. Observemos que
para todo 1 ď k ď m y j P Jkpm,nq valen las siguientes desigualdades:

|j| ě
m!

k!r
m
k

s
ě

m!

k!
m
k
`1
ě Cm

mm

km`k
, (5.7)

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

ď m1{q1 máx
k“1,...,m´1

!

¨

˝

ÿ

jPJkpm´1,nqXJ c
k´1pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1
)

.

(5.8)
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Finalmente,

|J c
k´1pm´ 1, nq| ď n|J pm´ k ´ 1, nq| (5.9)

ď n

ˆ

n`m´ k ´ 2

m´ k ´ 1

˙

ď n
pn`m´ k ´ 2qm´k´1

pm´ k ´ 1q!
,

ya que todo j P J c
k´1pm ´ 1, nq requiere que por lo menos una de las variables esté a la

potencia k (notemos que esta cota es excesiva, dado que hay muchas repeticiones a la hora
de contar, pero será adecuada para nuestros propósitos). Para el caso particular en que
m ď n podemos extraer de la desigualdad (5.9) el siguiente hecho

|J c
k´1pm´ 1, nq| ď 2m

nm´k

pm´ k ´ 1q!
. (5.10)

Estamos listos para probar el Lema 5.5.2.

Demostración del Lema 5.5.2. Supongamos que n es suficientemente grande como para
que

logpnqc ď n, (5.11)

donde c ą 0 es una constante que especificaremos luego.
Separaremos la prueba en dos casos.

‚ piq m ď logpnq
q1

p1 .

Notemos que tomando en (5.11) c ě q1

p1 , entonces m ď n. Aśı, por (5.7) y (5.10), para
cada 1 ď k ď m´ 1, tenemos

¨

˝

ÿ

jPJkpm´1,nqXJ c
k´1pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

ď Cm|J c
k´1pm´ 1, nq|1{q

1 k
pm`kqp 1

q
´ 1
p
q

m
mp 1

q
´ 1
p
q

ď Cm
ˆ

nm´k

pm´ k ´ 1q!

˙

1
q1 k

pm`kqp 1
q
´ 1
p
q

m
mp 1

q
´ 1
p
q
.

Gracias a (5.8), probaremos el lema si podemos mostrar que la última expresión es menor

o igual que Cm nm{q
1

logpnqm{p
1 , para alguna constate C ą 0. Por lo tanto, es suficiente probar

que, si β :“ p1
q ´

1
pqq

1, vale

kβpm`kq

pm´ k ´ 1q!mβm
ď Cm

nk

logpnqmpβ`1q
. (5.12)

Supongamos primero que k ě mı́ntm{2, m3β u “ dm para algún 0 ă d ă 1. Notemos que el

lado izquierdo es menor o igual que mβm que, a su vez, es menor o igual que ndm

logpnqmpβ`1q

si elegimos cd ą βp q
1

p1 ` 1q ` 1 en (5.11) ya que m ď logpnq
q1

p1 . Vale entonces (5.12) para
k ě dm.
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En el caso en que k ď dm, la desigualdad (5.12) es equivalente a

kβpm`kq

mm´kmβm
ď Cm

nk

logpnqmpβ`1q
, (5.13)

para alguna constante C. Si k “ 1 (5.13) es trivialmente satisfecha. Sea 1 ă k ď dm.
Usando cálculo elemental, se puede mostrar que kβkmk{km ď km{3mk{km “ mk{k2m{3 ! 1
para k ď m{2. Luego, es suficiente probar que

kpβ`1qm

mpβ`1qm
ď Cm

nk

logpnqmpβ`1q
.

Tomando logaritmo, vemos que basta con mostrar, para cierta constante C ą 0, que vale

fp
k logpnq

m
q ´

k logpnq

m
ď C, (5.14)

donde fptq “ pβ ` 1q logptq. Notemos que existe t0 “ t0pβq ě 1 tal que fptq ď t1{2 para

todo t ě t0. Si k logpnq
m ě t0 entonces fpk logpnq

m q ´
k logpnq
m ď

b

k logpnq
m ´

k logpnq
m ď 0, y (5.14)

se satisface. Por otro lado, si k logpnq
m ď t0 entonces (5.14) se satisface tomando C “ fpt0q.

‚ piiq Para m ě logpnq
q1

p1 simplemente acotamos |j|p1{p´1{qqq1 por 1, luego gracias a la
fórmula de Stirling,

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,nq

|j|p1{p´1{qqq1

˛

‚

1{q1

ď |J pm´ 1, nq|1{q
1

“

ˆ

pn`m´ 2q!

pm´ 1q!pn´ 1q!

˙1{q1

ď Cm

˜

ˆ

1`
n

m´ 1

˙m´1
¸1{q1

ď Cm

¨

˝1`
n

logpnq
q1

p1

˛

‚

m´1
q1

ď Cm
n
m
q1

logpnq
m
p1
,

esto concluye la demostración.

5.5.4. El caso p ě 2

Para los casos restantes será crucial el punto de vista de la convergencia monomial y
su conexión con la incondicionalidad mixta.
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Caṕıtulo 5. Radio de Bohr

Demostración para el caso 1
2 `

1
p ď

1
q en el Teorema 5.2.1. Gracias a la ecuación (3.9), si

1
q ě

1
r “

1
p `

1
2 y p ě 2, se sigue

`r XB`p Ă monH8pB`pq.

Como q ď r ď p vale que B`q Ă B`r Ă B`p y luego tenemos B`q Ă `rXB`p Ă monH8pB`pq.
Finalmente por el Teorema 4.2.2 existe una constante C “ Cpp, qq ą 0 tal que, para todo
n P N y p, q cumpliendo las condiciones previas, vale

1

sup
mě1

´

χM pPpm`np q,Ppm`nq qq
¯1{m

ě C.

Como KpB`np , B`nq q ď 1 para todo 1 ď p, q ď 8, la desigualdad previa y el Lema 5.3.2 nos

llevan a la conclusión que, para 1
q ě

1
p `

1
2 , se sigue

KpB`np , B`nq q „ 1. (5.15)

Recordemos que el Teorema 3.2.3 da la inclusión

B “

$

&

%

z P `8 : ĺım sup
nÑ8

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

j“1

|z˚j |
2

¸1{2

ă 1

,

.

-

Ă monH8pB`8q.

Consideremos ahora el espacio de Banach

X8 “

$

&

%

z P `8 : sup
ně2

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

j“1

|z˚j |
2

¸1{2

ă 8

,

.

-

, (5.16)

dotado de la norma }z}X8 “ sup
ně2

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

j“1

|z˚j |
2

¸1{2

. No es dif́ıcil ver que este es un

espacio de sucesiones. Observemos además que

BX8 Ă B Ă monH8pB`8q. (5.17)

Por el Teorema 4.2.2 y la inclusión anterior (5.17) tenemos, para algún C “ Cppq ą 0,
que

sup
ně2

χM pPpm`n8q,PpmpX8qnqq ď Cm. (5.18)

La norma en pX8qn está dada por

}pz1, . . . , znq}pX8qn “ sup
2ďkďn

1
a

logpkq

˜

k
ÿ

j“1

|z˚j |
2

¸1{2

.

Para completar el estudio del radio de Bohr mixto Bohr para p ě 2 queda entender el
caso 1

q ă
1
2 `

1
p .
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5.5. Cotas inferiores

Demostración del caso 1
q ă

1
2 `

1
p y p ě 2 en el Teorema 5.2.1. Fijemos m P N y tomemos

P P PpmCnq, P pzq “
ÿ

αPΛpm,nq

aαz
α. Por el Lema 5.3.2, es suficiente probar que existe cierta

constante C ą 0 tal que para todo z P B`mq vale

ÿ

αPΛpm,nq

|aαz
α| ď Cm

˜

n
1
2
` 1
p
´ 1
q

a

logpnq

¸m

}P }Ppm`np q.

Consideremos y “ pz
p
p`2

1 , . . . , z
p
p`2
n q y w “ pz

2
p`2

1 , . . . , z
2
p`2
n q. Es sencillo mostrar que

z “ y ¨ w “ py1w1, . . . , ynwnq, y luego, por (5.18) y la Observación 3.1.5, tenemos

ÿ

αPΛpm,nq

|aαz
α| “

ÿ

αPΛpm,nq

|aαw
αyα| ď Cm}y}mpX8qn}Pw}Ppm`n8q

ď Cm}y}mpX8qn}w}
m
`np
}P }Ppm`np q.

Ahora basta ver que

}y}pX8qn}w}`np ď C
n

1
2
` 1
p
´ 1
q

a

logpnq
.

Para empezar, dado 1 ď k ď n, se sigue que

}py˚1 , . . . , y
˚
k q}`k2

“ }pz˚1 , . . . , z
˚
k q}

p
p`2

`k2p
p`2

ď

´

}pz˚1 , . . . , z
˚
k q}`kq

k
1
p
` 1

2
´ 1
q

¯

p
p`2

ď }z}
p
p`2

`nq

´

k
1
p
` 1

2
´ 1
q

¯

p
p`2

,

con lo cual vale

}y}pX8qn “ sup
2ďkďn

1
a

logpkq
}py˚1 , . . . , y

˚
k q}`k2

ď sup
2ďkďn

1
a

logpkq
}z}

p
p`2

`nq

´

k
1
p
` 1

2
´ 1
q

¯

p
p`2

ď C}z}
p
p`2

`nq

n
1
2
´ 1
q

p
p`2

a

logpnq
.

Por otro lado,

}w}`np “ }z}
2

2`p

`n2p
p`2

ď }z}
2

2`p

`nq
n

´

1
2
` 1
p
´ 1
q

¯

2
2`p “ }z}

2
2`p

`nq
n

1
p
´ 1
q

2
2`p .
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Finalmente,

}y}pX8qn}w}`np ď C}z}
p
p`2

`nq

1
a

logpnq
n

1
2
´ 1
q

p
p`2 }z}

2
2`p

`nq
n

1
p
´ 1
q

2
2`p

“ C}z}`nq
n

1
2
` 1
p
´ 1
q

a

logpnq
,

como necesitábamos.
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Caṕıtulo 6

Convergencia monomial para
Hbp`rq

En este caṕıtulo volvemos al estudio de la convergencia monomial. En particular, nos
centramos en los conjuntos de convergencia monomial para Hbp`rq. En el Teorema 6.2.1
proporcionamos una caracterización completa del conjunto de convergencia monomial del
espacio de funciones holomorfas de tipo acotado para 1 ă r ď 2. En la Sección 6.3 lo hace-
mos para monHbp`r,sq y damos cotas inferiores y superiores ajustadas para monHbp`r,sq,
en particular con r “ s.

La herramienta principal desarrollada es una nueva descomposición de los multi-́ındices,
lo que nos permite construir cualquiera de ellos a partir de dos clases muy particulares (a
saber, los tetraedrales y los pares). Un tratamiento adecuado para cada una de estas clases
proporciona cotas para la suma de todos los monomios que nos permiten demostrar un
comportamiento hipercontractivo para la constante de incondicionalidad mixta entre los
espacios adecuados. Esta técnica es sustancialmente diferente de la usual, que involucra
una partición de los multi-́ındices en conjuntos adecuados, como hicimos en la Sección 5.5.3
(ver también, por ejemplo [DFOC`11, BDS19, BDF`17, GMMa, OCOS09]). La diferencia
ahora es que estudiando dos subclases de multi-́ındices que descomponen a cualquiera de
ellos (a la manera del teorema fundamental de la aritmética, para hacer una analoǵıa)
logramos concluir algo acerca de la suma total.

6.1. La descomposición de factorización

Presentamos ahora la segunda descomposición monomial: la descomposición de facto-
rización. Esta descomposición será la herramienta clave para las cotas inferiores en todo
el caṕıtulo. Será necesaria las próximas secciones.

Un multi-́ındice α es tetraedral si todas sus entradas son 0 o 1. Consideremos el conjunto
de multi-́ındices tetraedrales

ΛT pm,nq “
 

α P Λpm,nq : αi P t0, 1u para todo i “ 1, . . . , n
(

.
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

Notemos que el conjunto de multi-́ındices tetraedrales es exactamente el conjunto de multi-
ı́ndices 1-acotados que introdujimos en la Sección 5.5.3, i.e., ΛT pm,nq “ Λ1pm,nq.

Un multi-́ındice es llamado par si todas sus entradas son pares (observemos que esto
fuerza al multi-́ındice a tener orden par). Consideraremos el conjunto de muli-́ındices pares

ΛEpm,nq “
 

α P Λpm,nq : αi es par para todo i “ 1, . . . , n
(

.

Para todo muli-́ındices par α P ΛEpm,nq hay un único β P Λpm{2, nq tal que α “ 2β.

Observación 6.1.1. Dado α P ΛpM,Nq definimos αT (la parte tetraedral) y αE (la parte
par) como

`

αT
˘

i
“

#

1 si αi es impar

0 si αi es par
y

`

αE
˘

i
“

#

αi ´ 1 si αi es impar

αi si αi es par
.

Si 0 ď k ď M es la cantidad de entradas pares en α, entonces es claro que αT P ΛT pk,Nq
y αE P ΛEpM ´ k,Nq, además α “ αT ` αE . Como pαEqi ď αi para todo i entonces
αE ! ď α!. Por otro lado, αT ! “ 1, luego αT !αE ! ď α!, y

|rαs| “
M !

α!
ď

M !

αT !αE !
“

M !

pM ´ kq!k!

k!

αT !

pM ´ kq!

αE !
“

ˆ

M

k

˙

|rαT s||rαEs| ď 2M |rαT s||rαEs|.

6.2. El caso 1 ă r ď 2.

Podemos caracterizar el conjunto de convergencia monomial de Hbp`rq para 1 ă r ď 2.
Resulta ser un espacio de Marcinkiewicz mΨr con śımbolo

Ψrpnq :“ logpn` 1q1´
1
r , (6.1)

para cada n P N0.

Teorema 6.2.1. Dado 1 ă r ď 2 vale

monHbp`rq “ mΨr “

#

z P CN : sup
ně1

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´
1
r

ă 8

+

.

Probaremos las inclusión superior y la inferior de manera separada en las dos siguiente
secciones.

6.2.1. La inclusión superior monHbp`rq Ă mΨr

T́ıpicamente, la forma de probar la inclusión superior para un conjunto de conver-
gencia monomial consiste en proporcionar polinomios que satisfagan ciertas propiedades
convenientes. En los últimos años, las técnicas probabiĺısticas han demostrado ser extre-
madamente útiles para encontrar tales polinomios. Esto es, por ejemplo, lo que los autores
hacen en [BDF`17, Theorem 2.2], donde el dispositivo probabiĺıstico es la bien conocida
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6.2. El caso 1 ă r ď 2.

desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund. Aqúı seguiremos esencialmente las mismas ĺıneas,
pero usando los polinomios dados por Bayart que se encuentran en (2.20). Estos polino-
mios dan la principal herramienta para la demostración de la inclusión superior. También
necesitamos el siguiente resultado, una extensión de la Proposición 3.1.4 cuya prueba sigue
las mismas ideas.

Lema 6.2.2. Sean R un dominio de Reinhardt en un espacio de sucesiones X y pF , pqnqnq
un espacio de Fréchet de funciones holomorfas continuamente incluido en HbpRq. Luego,
para todo z P monpFq, existen C ą 0 y n tal que

ÿ

αPNpNq0

|cαz
α| ď Cqnpfq.

para todo f P F . En particular, si z P monHbpXq, existe C ą 0, tal que

ÿ

αPΛpm,nq

|cαpP qz
α| ď Cm}P }PpmXq,

para todo P P PpmXq.

Demostración. Dado z P R cumpliendo (3.6) es fácil ver que vale
ř

αPNpNq0
|aαpfqz

α| ă 8

para toda f P FpRq. Para la otra implicación consideremos el operador lineal

Φz : FpRq Ñ `1

´

NpNq0

¯

f ÞÑ paαpfqz
αq
αPNpNq0

,

que esta bien definido ya que z P monFpRq. Dada una sucesión fn P FpRq tal que

fn Ñ f P FpRq y Φzpfnq Ñ b “ pbαqαPNpNq0
tenemos, para cada α P NpNq0 , que aαpfnq Ñ bα.

La Observación 3.1.3 vale también para HbpXq (con la misma demostración), usando que
aαpfnq Ñ aαpfq, y gracias a la unicidad del ĺımite b “ Φzpfq el gráfico de Φz es cerra-
do. Usando el Teorema del gráfico cerrado para espacios de Frechet se sigue que Φz es
continuo, que es exactamente lo que queŕıamos. Apliquemos esto al caso de un polinomio
m-homogéneo P en X y z P monHbpXq. Gracias a que P P HbpXq y las seminormas en
HbpXq están dadas por p} ¨ }n¨BX qnPN, para un número N P N fijo y C̃ ą 1 tenemos que

ÿ

αPΛpm,nq

|cαpP qz
α| ď C̃}P }N ¨BX ď C̃Nm}P }BX .

Tomando C “ C̃N tenemos lo que queŕıamos probar.

Tenemos ahora todo lo necesario para proceder a probar la inclusión superior.

Demostración de la inclusión superior en el Teorema 6.2.1. Fijemos 1 ă r ď 2 y sea z P
monHbp`rq. Ahora, fijados n,m P N, elijamos signos pεαqΛpm,nq como en (2.20) y con-

sideremos el polinomio P pwq :“
ř

αPΛpm,nq εα
m!
α!w

α. Por el Corolario 3.3.6 sabemos que

91
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z˚ P monHbp`rq. Usando la fórmula multinomial, el Lema 6.2.2 y (2.20) tenemos
˜

n
ÿ

j“1

|z˚j |

¸m

“
ÿ

αPΛpm,nq

m!

α!
|pz˚qα| “

ÿ

αPΛpm,nq

ˇ

ˇ

ˇ
εα
m!

α!
pz˚qα

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cmz˚ sup
uPB`nr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

αPΛpm,nq

εα
m!

α!
uα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ppm`nr q

ď Cmz˚,rplogpmqm!nq1´
1
r .

(6.2)

Tomando la potencia 1{m y usando la fórmula de Stirling (2.16) se sigue que

n
ÿ

j“1

|z˚j | ď Cz˚,r

”

logpmq
1
m p2πmq

1
2m e

1
12m2

m

e
n

1
m

ı1´ 1
r
. (6.3)

Finalmente, eligiendom “ tlogpn`1qu podemos concluir que el término 1

logpn`1q1´
1
r

řn
k“1 |z

˚
n|

(para todo n ě 2) está acotado independientemente de n, con lo cual z P mΨr .

6.2.2. La inclusión inferior mΨr Ă monHbp`rq

Nos enfrentamos ahora a la demostración de la inclusión inferior en el Teorema 6.2.1.
La herramienta principal es la siguiente desigualdad hipercontractiva, cuya demostración
requiere algo de trabajo, que realizaremos a lo largo de esta sección.

Teorema 6.2.3. Fijemos 1 ă r ď 2. Dado ε ą 0, existe Cr “ Crpεq ą 0 tal que para todo
m,n P N, todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P y todo z P Cn, tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qz

˚
j | ď Crpεqm

2` 1
r pp1` εq2eq

m
r }id : mΨr Ñ `r}

m}z}mmΨr
}P }Ppm`nr q .

Antes de comenzar con la prueba del resultado, veamos cómo, teniéndolo a mano,
podemos demostrar la inclusión inferior a la que apuntamos.

Demostración de la inclusión inferior en el Teorema 6.2.1. Elijamos z P mΨr y veamos
que efectivamente z P monHbp`rq. Por el Corolario 3.3.6 podemos asumir sin pérdida
de generalidad que z “ z˚. Dada f P Hbp`rq consideremos Pmpfq, la parte m-homogénea
en su expansión de Taylor (Pmpfq “

dmf
m! p0q en el Teorema 1.3.1). El Teorema 6.2.3 (con

ε “ 1) da

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqz
α| “ sup

nPN

8
ÿ

m“0

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpfqzj|

ď sup
nPN

8
ÿ

m“0

Crm
2` 1

r p4eq
m
r }id}m}z}mmΨr

sup
uPB`nr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPJ pm,nq
cjpfquj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Cr

8
ÿ

m“0

pmp2`
1
r
q 1
m p4eq

1
r }id}}z}mΨr

qm}Pmpfq}Ppm`rq.
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Veamos que esta suma es finita. Tomemos R ą supm
`

mp2`
1
r
q 1
m p4eq

1
r }id}}z}mΨr

˘

, por la
homogeneidad de Pmpfq vale

8
ÿ

m“0

pmp2`
1
r
q 1
m p4eq

1
r }id}}z}mΨr

qm}Pmpfq}Ppm`rq

“

8
ÿ

m“0

˜

mp2`
1
r
q 1
m p4eq

1
r }id}}z}mΨr

R

¸m

sup
wPR¨B`r

|Pmpfqpwq|

ď

8
ÿ

m“0

˜

mp2`
1
r
q 1
m p4eq

1
r }id}}z}mΨr

R

¸m

sup
wPR¨B`r

|fpwq| ă 8,

donde la última se debe a la desigualdad de Cauchy (1.10). Esto completa la prueba.

Comenzamos ahora el camino hacia la demostración del Teorema 6.2.3. Contamos con
una observación simple.

Observación 6.2.4. Si z P mΨr , entonces

n|z˚n| ď
n
ÿ

l“1

z˚l ď }z}mΨr
logpn` 1q

1
r1 .

Esto es

|z˚n| ď }z}mΨr

logpn` 1q
1
r1

n

para todo n P N. Aśı tenemos

n
ÿ

j“1

|zj |
r ď

n
ÿ

j“1

|z˚j |
r ď }z}rmΨr

n
ÿ

j“1

logpj ` 1q
r
r1

jr
,

lo que implica }id : mΨr Ñ `r} ď
´

ř8
j“1

logpj`1q
r
r1

jr

¯1{r
(notemos que esta serie converge

para 1 ă r).

La desigualdad de Bayart-Defant-Schlüters en el Teorema 2.1.7 será fundamental aqúı
como lo fue en la demostración del Teorema 3.4.1 y el Teorema 5.2.1 en el caso 1 ă q ă
p ď 2.

Lema 6.2.5. Dado 1 ă r ď 2, existe Ar ą 0 tal que para todo m,n P N, todo polinomio
m-homogéneo P P PpmCnq y todo z P Cn decreciente tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Arm

1` 1
r e

m
r }z}2mΨr

¨

˝

n
ÿ

k“1

logpk ` 1q
2
r1

k1` 1
r1

ÿ

iPJ pm´2,kq

|zi||i|
1
r

˛

‚}P }Ppm`nr q.
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Demostración. Consideremos P “
ř

jPJ pm,nq cjpP qzj P PpmCnq y z P Cn decreciente. Usan-
do primero la desigualdad de Hölder y luego (2.8) tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| “

ÿ

jPJ pm´1,nq

n
ÿ

jm“jm´1

|cpj,jmqpP qzjzjm |

ď
ÿ

jPJ pm´1,nq

|zj|
´

n
ÿ

jm“jm´1

|cpj,jmqpP q|
r1
¯

1
r1
´

n
ÿ

jm“jm´1

|zjm |
r
¯

1
r

ď e1´ 1
rme

m
r }P }Ppm`rq

ÿ

jPJ pm´1,nq

|zj||j|
1
r

´

n
ÿ

jm“jm´1

|zjm |
r
¯

1
r

“ e1´ 1
rme

m
r }P }Ppm`rq

n
ÿ

jm´1“1

|zjm´1 |
ÿ

iPJ pm´2,jm´1q

|zi||pi, jm´1q|
1
r

´

n
ÿ

jm“jm´1

|zjm |
r
¯

1
r

ď e1´ 1
rme

m
r }P }Ppm`rqpm´ 1q

1
r

n
ÿ

jm´1“1

|zjm´1 |

´

n
ÿ

jm“jm´1

|zjm |
r
¯

1
r

ÿ

iPJ pm´2,jm´1q

|zi||i|
1
r ,

(6.4)

donde la última desigualdad se debe a que |pi, jm´1q| ď pm ´ 1q|i| para todo i P J pm ´

2, jm´1q.

Acotamos ahora el factor |zjm´1 |

´

řn
jm“jm´1

|zjm |
r
¯

1
r
. Para cada 1 ď j ď n usamos la

Observación 6.2.4 para obtener

|zj |
´

n
ÿ

k“j

|zk|
r
¯

1
r
ď }z}2mΨr

logpj ` 1q
1
r1

j

´

n
ÿ

k“j

logpk ` 1q
r
r1

kr

¯
1
r

ď }z}2mΨr

logpj ` 1q
1
r1

j
logpj ` 1q

1
r1
´ 1
r

´

n
ÿ

k“j

logpk ` 1q

kr

¯
1
r
,

y notemos que r
r1 ´ 1 “ r ´ 2 ď 0.

Tratemos con la última suma

n
ÿ

k“j

logpk ` 1q

kr
ď

´

1`
1

j

¯r n
ÿ

k“j

logpk ` 1q

pk ` 1qr
ď 2r

n`1
ÿ

k“j`1

logpkq

kr
ď 2r`2

ż n`1

j

logpxq

xr
dx

ď 2r`2 pr ´ 1q logpjq ` 1

pr ´ 1q2jr´1
ď 2r`2 2r

pr ´ 1q2
logpj ` 1q

jr´1
.

Gracias a las dos últimas cotas obtenidas conseguimos

|zj |
´

n
ÿ

k“j

|zk|
r
¯

1
r
ď 2r`2 2r

pr ´ 1q2
}z}2mΨr

logpj ` 1q
2
r1

j1` 1
r1

Esta desigualdad junto con (6.4) da la conclusión buscada.
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6.2. El caso 1 ă r ď 2.

En vistas del Lema 6.2.5, ahora será necesario acotar
ř

iPJ pm´2,kq |zi||i|
1
r de manera

adecuada (dependiendo de k). Con este propósito cambiaremos a la notación de multi-
indices α P Λpm, bq por conveniencia, luego esta suma se lee

ÿ

αPΛpm´2,kq

|z|α|rαs|1{r. (6.5)

La estrategia será analizar piezas más pequeñas de la suma: las partes tetraedral y par
introducidas en la Sección 6.1, y usar las cotas obtenidas para cada una de estas partes
para concluir algo acerca de las sumas que implican a los monomios generales.

Lema 6.2.6. Fijados 1 ă r ď 2 y M,N P N, para todo z P CN decreciente tenemos

ÿ

αPΛT pM,Nq

|zα||rαs|
1
r ď 2p1` εq

M
r1 }z}MmΨr

N
1

p1`εqr1 ,

para todo ε ą 0 y

ÿ

αPΛEpM,Nq

|zα||rαs|
1
r ď }z}M`r ď }id : mΨr Ñ `r}

M}z}MmΨr
.

Demostración. Comencemos por la primera desigualdad, observando que es obvia si N “ 1.
Podemos, entonces, asumir N ě 2. Luego, dado α P ΛT pM,Nq, notemos que α! “ 1 y |rαs|
es exactamente M !. Aśı, se sigue que

ÿ

αPΛT pM,Nq

|zα||rαs|
1
r “

ÿ

αPΛT pM,Nq

|zα||rαs|
1

|rαs|
1
r1

ď

´

N
ÿ

k“1

|zk|
¯M 1

M !
1
r1

ď }z}MmΨr
logpN ` 1q

M
r1

1

M !
1
r1

ď 2}z}MmΨr

´ logpNqM

M !

¯
1
r1

.

Un simple argumento de cálculo muestra que la función f : r1,8q Ñ R dada por

fpxq “ logpxqM

x1{p1`εq está acotada por
`

p1`εqM
e

˘M
, luego logpNqM ď N1{p1`εq

`

p1`εqM
e

˘M
. Por

otro lado, M ! ě
`

M
e

˘M
. Esto da la conclusión.

Para la prueba de la segunda desigualdad recordemos primero que para cada α P

ΛEpM,Nq hay un único β P ΛpM{2, Nq tal que α “ 2β y, más aún,

|rαs| “
M !

α1! ¨ ¨ ¨αN !
“

´

pM{2q!

β1! ¨ ¨ ¨βN !

¯2 M !

pM{2q!pM{2q!

N
ź

i“1

βi!βi!

p2βiq!
ď |rβs|2,

donde la última desigualdad vale gracias a que 2k ď p2kq!
k!2

ď 22k y luego

M !

pM{2q!pM{2q!

N
ź

i“1

βi!βi!

p2βiq!
ď 2M

N
ź

i“1

1

2βi
“ 1.
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

Notemos que, como 2{r ě 1, la norma en `1 acota a la norma en `2{r), por ende se sigue
que

ÿ

αPΛEpM,Nq

|zα||α|
1
r ď

ÿ

βPΛpM{2,Nq

|pz2qβ||β|2{r “
ÿ

βPΛpM{2,Nq

´

|pzrqβ||β|
¯2{r

ď

´

ÿ

βPΛpM{2,Nq

|pzrqβ||β|
¯2{r

“

´

N
ÿ

l“1

|zl|
r
¯M{r

ď }id : mΨr Ñ `r}
M}z}MmΨr

.

Lema 6.2.7. Dado 1 ă r ď 2 existe una constante Kr ě 1 tal que para todo M,N P N, y
todo z P CN decreciente vale

ÿ

αPΛpM,Nq

|zα||rαs|
1
r ď KrpM ` 1qp1` εq

M
r1 2

M
r
`1N

1
p1`εqr1 p}id : mΨr Ñ `r}}z}mΨr

qM ,

para todo ε ą 0.

Demostración. Elijamos z decreciente y usemos la Observación 6.1.1 y el Lema 6.2.6 para
obtener

ÿ

αPΛpM,Nq

|zα||rαs|
1
r “

M
ÿ

k“0

ÿ

αT PΛT pk,Nq

ÿ

αEPΛEpM´k,Nq

|zpαT`αEq||rαT ` αEs|
1
r

ď 2
M
r

M
ÿ

k“0

¨

˝

ÿ

αT PΛT pk,Nq

|zαT ||rαT s|
1
r

˛

‚

¨

˝

ÿ

αEPΛEpM´k,Nq

|zαE ||rαEs|
1
r

˛

‚

ď 2
M
r

M
ÿ

k“0

´

p1` εq
k
r1 }z}kmΨr

N
1

p1`εqr1

¯´

}id : mΨr Ñ `r}
M´k}z}M´kmΨr

¯

ď 2
M
r
`1p1` εqM}id : mΨr Ñ `r}

M}z}MmΨr
N

1
p1`εqr1

M
ÿ

k“0

2kp1´
2
r
q .

Para r “ 2 la última suma es exactamente M ` 1. Si 1 ă r ă 2 la suma está acotada por
22{r

22{r´2
. Esto completa la demostración.

Estamos finalmente en condiciones de dar una prueba para el Teorema 6.2.3 del cual
(como ya hemos visto) se sigue la inclusión inferior del Teorema 6.2.1.

Demostración del Teorema 6.2.3. Fijemos 1 ă r ď 2 y n,m. Sean P P P P PpmCnq y
z P Cn. Como }z}mΨr

“ }z˚}mΨr
, podemos asumir z “ z˚. Aplicando el Lema 6.2.7 con
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6.3. El caso 2 ă r ď 8.

M “ m´ 2 y N “ k y gracias al Lema 6.2.5 se sigue que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď 2Arm

1` 1
r e

m
r }z}2mΨr

ˆ

˜

n
ÿ

k“1

logpk ` 1q
2
r1

k1` 1
r1

Krpm´ 1qk
1

p1`εqr1 pp2p1` εqq1{r
1

}id}}z}mΨr
qm´2

¸

}P }Ppm`nr q

ď 2ArKrm
2` 1

r pp1` εq2eq
m
r }id}m}z}mmΨr

˜

n
ÿ

k“1

logpk ` 1q
2
r1

k
1` ε

p1`εqr1

¸

}P }Ppm`nr q .

Usando que r ą 1 la serie
ř8
k“1

logpk`1q
2
r1

k
1` ε
p1`εqr1

es convergente. Esto completa la demostración.

6.3. El caso 2 ă r ď 8.

Ahora nos concentramos en el caso 2 ă r ď 8. Estudiaremos el caso más general
de monHbp`r,sq con 2 ă r, s ď 8. Lograremos caracterizar el conjunto de convergencia
monomial en el caso de s “ 8 para todo 2 ă r ď 8 y dar cotas superiores e inferiores
bastante ajustadas para estos conjuntos en los casos restantes.

Para lograrlo será útil definir una familia de espacios de Banach que generaliza a los
espacios de Marcinkiewicz. Sea Ψ “ pΨpnqq8n“0 un śımbolo, i.e., una sucesión creciente de
números reales no negativos con Ψp0q “ 0 y Ψpnq ą 0 para n P N. Para 1 ď r, s ď 8

definimos Xr,spΨq cómo

Xr,spΨq :“

"

z P `8 : sup
ně1

1

Ψpnq
}pz˚k q

n
k“1}`nr,s ă 8

*

,

dotado de la norma

}z}Xr,spΨq :“ sup
ně1

}pz˚k q
n
k“1}`nr,s

Ψpnq
.

Cuando r “ s simplemente escribiremos XrpΨq para Xr,spΨq.

Observación 6.3.1. Para el śımbolo Ψ, los números reales 1 ď r, s ď 8 y z P Xr,spΨq,

usando que n
1
r „

´

řn
k“1 k

s
r
´1
¯1{s

tenemos la siguiente cadena de desigualdades

|z˚n|n
1
r ď C1|z

˚
n|

˜

n
ÿ

k“1

k
s
r
´1

¸1{s

ď C1}pz
˚
k q
n
k“1}`nr,s ! }z}Xr,spΨqΨpnq,

luego |z˚n| ! }z}Xr,spΨq
Ψpnq

n1{r .

Será útil considerar la aplicación ϕ : r2,8s Ñ r1, 2s tal que ϕprq “
`

1
2 `

1
r

˘´1
cuando

r P r2,8q y ϕp8q “ 2. Observemos que, fijado 2 ď r ď 8, el exponente conjugado de ϕprq

es ϕprq1 “
`

1
2 ´

1
r

˘´1
(1 “ 1

ϕprq `
1

ϕprq1 ).
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

Teorema 6.3.2. Dados 2 ă r ď 8 y 2 ă s ď 8, para todo 1
s ă δ ă 1

2 se tiene

Xϕprq,ϕpsqpΦ
δq Ă monHbp`r,sq Ă Xϕprq,ϕpsqpΨ2q,

donde Ψ2 “ p
a

logpn` 1qq8n“0 (como lo definimos en (6.1)) y Φδ definido para n P N0

como

Φδpnq “

#

Ψ2pnq para s “ 8

logpn` 1q
1
2
´δ para s ă 8.

La cota superior vale para todo 2 ď r, s ď 8 (incluyendo s “ 2).

La demostración del Teorema 6.3.2 requiere un poco de trabajo, en particular la di-
vidiremos en la cota superior y la inferior. Probaremos la cota superior a lo largo de la
Sección 6.3.1 y la cota inferior en la Sección 6.3.2. Primero discutamos algunos corolarios
y consecuencias de este teorema.

Para 2 ă s ă 8 y 1{s ă δ ă 1{2 el śımbolo Φδ es cercano a Ψ2. Más precisamente,
dado n P N se tiene que

Φδpnq “ Ψ2pnq logpn` 1q´δ.

Además para s “ 8 tenemos que Φδ “ Ψ2 sin depender de δ, esto muestra que, asumiendo
la validez del Teorema 6.3.2, el próximo corolario se sigue.

Corolario 6.3.3. Dado 2 ď r ď 8 vale que

monHbp`r,8q “ Xϕprq,2pΨ2q “

$

&

%

z P `8 : sup
ně1

1
a

logpn` 1q

˜

n
ÿ

k“1

k
2
r |z˚k |

2

¸1{2

ă 8

,

.

-

.

En particular el Corolario 6.3.3 implica

monHbp`8q “ X2pΨ2q “

$

&

%

z P `8 : sup
ně1

1
a

logpn` 1q

˜

n
ÿ

k“1

|z˚k |
2

¸1{2

ă 8

,

.

-

.

Este resulta se ve muy similar al Teorema 3.2.3. Más aún, podemos considerar la norma
para z P CN dada por

}z}Z :“ máx

$

&

%

ĺım sup
nÑ8

1
a

logpnq

˜

n
ÿ

k“1

pz˚k q
2

¸1{2

, }z}`8

,

.

-

.

Es sencillo ver que

monHbp`8q “ X2pΨ2q “ tz P `8 : }z}Z ă 8u ,

como conjuntos. Por el Teorema 3.2.3 se sigue que

BZ Ă monH8pB`8q Ă BZ . (6.6)

De algún modo, con la norma correcta, podemos escribir

BmonHbp`8q Ă monH8pB`8q Ă BmonHbp`8q.
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6.3. El caso 2 ă r ď 8.

Observación 6.3.4. Para un śımbolo fijo Ψ tenemos X1pΨq “ mΨ. En otras palabras,
estas nuevas familias de espacios de sucesiones generaliza a los espacios de Marcinkiewicz.
En particular vale que

mΨ2 “ X1pΨ2q. (6.7)

Estamos listos para comenzar la prueba de la inclusión superior en el Teorema 6.3.2.

6.3.1. La inclusion superior monHbp`r,sq Ă Xϕprq,ϕpsqpΨ2q.

Aqúı daremos la demostración para inclusión superior en el Teorema 6.3.2. Nuestros
argumentos difieren de las técnicas clásicas. Por ejemplo, en la sección previa usamos los
polinomios de Bayart dados en (2.20). En este caso seguimos una estrategia que recuerda
más a la usada en [DF11, BDS19]. En esos art́ıculos los autores encuentran cotas superiores
acotadas para las constantes de incondicionalidad de Ppm`np q con 2 ď p ă 8 al compararlas
con la constante de incondicionalidad de Ppm`n8q, la cual lograban calcular. Aqúı imitare-
mos esa heuŕıstica para desarrollar una herramienta que nos permita conectar monHbp`p,sq
con monHbp`2q el cual ya conocemos gracias al Teorema 6.2.1.

Necesitaremos la siguiente conocida desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood
(ver por ejemplo [HLP52, Section 10.2, Theorem 368]).

Lema 6.3.5 (Desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood). Sean pakqkPN y pbkqkPN
dos sucesiones no crecientes de números reales no negativos. Luego, para todo m P N y toda
función inyectiva σ : NÑ N tenemos

m
ÿ

k“1

aσpkqbk ď
m
ÿ

k“1

akbk.

El siguiente lema técnico es el primer paso en la dirección de probar la inclusión superior.

Lema 6.3.6. Dados 2 ď r, s ď 8 y ξ P `ϕprq1,ϕpsq1 el operador lineal

`r,s
Dξ
ÝÑ `2

pzjqjě1 ÞÝÑ pzjξjqjě1,

está bien definido y acotado. Más aún, }Dξ} ď }ξ}`ϕprq1,ϕpsq1 .

Demostración. Tomemos ξ P `ϕprq1,ϕpsq1 y z P `r,s, entonces

}Dξpzq}`2 “

˜

ÿ

kě1

|ξkzk|
2

¸1{2

(por el Lema 6.3.5) ď

˜

ÿ

kě1

|ξ˚kz
˚
k |

2

¸1{2

“

˜

ÿ

kě1

|ξ˚kz
˚
k |

2ktk´t

¸1{2

,
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

donde t “ 2p1{r ´ 1{sq. Ahora, por la desigualdad de Hölder (como s ě 2), tenemos que

˜

ÿ

kě1

|ξ˚kz
˚
k |

2ktk´t

¸1{2

ď

˜

ÿ

kě1

|z˚k |
sk

ts
2

¸1{s˜
ÿ

kě1

|ξ˚k |
2s
s´2k

´ts
s´2

¸
s´2
2s

.

Usando que ts
2 “ s

r ´ 1 y ´ts
s´2 “

ϕpsq1

ϕprq1 ´ 1 se sigue que el último término en la anterior

cadena de desigualdades es }z}`r,s}ξ}`ϕprq1,ϕpsq1 , entonces

}Dξpzq}`2 ď }z}`r,s}ξ}`ϕprq1,ϕpsq1 . (6.8)

Cuando 2 ď r ă s ď 8 necesitamos considerar la norma en `r,s dada por } ¨ }`pr,sq , usando
(1.2) tenemos que }z}`r,s ď }z}`pr,sq . Luego por la cota en (6.8), para todo 2 ď r, s ď 8

tenemos }Dξ} ď }ξ}`ϕprq1,ϕpsq1 .

Ahora podemos probar la inclusión superior en el teorema 6.3.2.

Demostración de la inclusión superior en el Teorema 6.3.2. Para el caso r “ s “ 2, el
Teorema 6.2.1 y la Observación 6.3.4 con śımbolo Ψ2 permiten concluir lo que queremos.

En otros casos, tomemos z P monHbp`r,sq, veremos que para todo ξ P `ϕprq1,ϕpsq1 vale que
Dξz P monHbp`2q Ă X1pΨ2q. Dada una función f P Hbp`2q definimos gξ “ f ˝Dξ P Hbp`r,sq,
gracias a la Observación 3.1.5 tenemos que cαpgξq “ ξαcαpfq. Luego para toda f P Hbp`2q
tenemos que

ÿ

mě0

ÿ

αPΛpm,nq

|cαpfqpDξzq
α| “

ÿ

mě0

ÿ

αPΛpm,nq

|cαpfqξ
αzα|

“
ÿ

mě0

ÿ

αPΛpm,nq

|cαpgqz
α| ă 8,

con lo cual Dξz P monHbp`2q.
Esto induce un operador lineal, dado por

Tz : `ϕprq1,ϕpsq1 Ñ X1pΨ2q (6.9)

ξ ÞÑ ξz, (6.10)

que resulta ser acotado por gracias al Teorema del gráfico cerrado. Veamos que eso es
cierto. Sea pξN qNě1 Ă `ϕppq1,ϕpqq1 una sucesión tal que

}ξN ´ ξ}`ϕprq1,ϕpsq1 Ñ 0 (6.11)

}Tzpξ
N q ´ w}X1pΨ2q Ñ 0, (6.12)

cuando N Ñ8. Necesitamos mostrar que w “ Tzpξq “ ξ ¨z. Por la ecuación (6.11) tenemos

ÿ

kě1

kp
1
s
´ 1
r
qϕpsq1 |pξN ´ ξq˚k|

ϕpsq1 ď AN ,
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6.3. El caso 2 ă r ď 8.

donde AN Ñ 0, luego para k P N fijo se sigue que

kp
1
s
´ 1
r
qϕpsq1 |pξN ´ ξq˚k|

ϕpsq1 ď AN .

Como |ξNk ´ ξk| ď |pξ
N ´ ξq˚k| Ñ 0 entonces para k fijo vale que ξNk Ñ ξk cuando N Ñ 8.

Análogamente, la ecuación (6.12) implica sup
ně1

1
a

logpn` 1q

n
ÿ

k“1

|pξN ¨ z ´ wq˚k| ď BN con

BN Ñ 0. Ahora, para k P N fijo, tomando n ě k tenemos que

n
ÿ

k“1

|pξN ¨ z ´ wq˚k| ď BN
a

logpn` 1q,

y, como antes, ξNk zk Ñ wk. Finalmente wk “ ξkzk, so w “ Tzpξq como queŕıamos.
Siendo Tz acotado, se sigue que

}Tz} “ sup
ξPB`

ϕprq1,ϕpsq1

}ξz}X1pΨ2q

“ sup
ξPB`

ϕprq1,ϕpsq1

sup
ně1

1
a

logpn` 1q

n
ÿ

k“1

|pξkzkq
˚|

“ sup
ně1

1
a

logpn` 1q
sup

ξPB`
ϕprq1,ϕpsq1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

ξkz
˚
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„ sup
ně1

1
a

logpn` 1q
}pz˚k q

n
k“1}`ϕprq,ϕpsq

“ }z}Xϕprq,ϕpsqpΨ2q,

ya que, usando que 1 ă ϕprq, por el Teorema 1.1.4, los espacios p`nϕprq,ϕprqq
1 y `nϕprq1,ϕpsq1 son

isomorfos para todo n P N (y la norma del isomorfismo no depende de n). Luego, como
}Tz} „ }z}Xϕppq,ϕpqqpΨ2q es un número finito, vale que z P Xϕppq,ϕpqqpΨ2q.

6.3.2. La inclusión inferior Xϕprq,ϕpsqpΦ
δq Ă monHbp`r,sq.

Nos enfrentamos ahora a la prueba de la inclusión inferior en el Teorema 6.3.2. Le
herramienta principal será el siguiente resultado, cuya demostración realizaremos a lo largo
de esta sección.

Teorema 6.3.7. Dados 2 ă r ď 8 y 2 ă s ď 8, sea 1{s ă δ ă 1{2 y consideremos Φδ

como en el Teorema 6.3.2. Para todo ε ą 0 y m,n P N, todo P P PpmCnq y todo z P Cn,
tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qz

˚
j | ď Dpεqem3{2p1` εqpm´1q{2Am´1}P }Ppm`nr,8q}z}

m
Xϕprq,ϕpsqpΦδq

,

donde A “ 2C´1
r,s,δ

˜

8
ÿ

l“1

ˆ

logpl ` 1q

l

˙2
¸1{4

y Cr,s,δ, Dpεq ą 0 son constante que no dependen

de m ni de n.
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

Antes de empezar con la demostración de este resultado, veamos que, usándolo, pode-
mos mostrar que vale la inclusión inferior.

Demostración de la inclusión inferior en el Teorema 6.3.2. Sea z P Xϕprq,ϕpsqpΦ
δq veamos

que z P monHbp`r,sq. Por el Corolario 3.3.6 podemos asumir sin pérdida de generalidad
que z “ z˚. Dada f P Hbp`r,sq (recordemos que Pmpfq es la parte m-homogénea de su
expansión de Taylor), el Teorema 6.3.7 (con ε “ 1) da

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqz
α| “ sup

nPN

8
ÿ

m“0

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpfqzj|

ď sup
nPN

8
ÿ

m“0

Dpεqem3{2p
?

2Aqm´1}z}mXϕprq,ϕpsqpΦδq sup
uPB`nr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPJ pm,nq
cjpfquj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Dpεqe
8
ÿ

m“0

m3{2p
?

2Aqm´1}z}mXϕprq,ϕpsqpΦδq}Pmpfq}Ppm`
n
r,8q

.

Veamos que la última suma es finita. Consideremos

R ą S :“ sup
mě1

´

m3{2p
?

2Aqm´1}z}mXϕprq,ϕpsqpΦδq

¯1{m
,

por la homogeneidad de Pmpfq se sigue

8
ÿ

m“0

m3{2p
?

2Aqm´1}z}mXϕprq,ϕpsqpΦδq}Pmpfq}Ppm`rq

“

8
ÿ

m“0

m3{2p
?

2Aqm´1}z}m
Xϕprq,ϕpsqpΦδq

Rm
sup

wPR¨B`r

|Pmpfqpwq|

ď

8
ÿ

m“0

ˆ

S

R

˙m

sup
wPR¨B`r

|fpwq| ă 8,

donde el último paso se debe a la desigualdad de Cauchy (1.10). Esto completa la prueba.

En la sección previa usamos el Teorema 2.1.7 para lograr cotas inferiores, ahora lo
reemplazaremos por el Teorema 2.1.9. Gracias a la Observación 3.1.5 lograremos usarlo
para comparar una norma mixta de coeficientes para cualquier polinomio con su norma
uniforme en `r,s. Si tuviéramos una nueva desigualdad mixta de la forma del Teorema 2.1.7
y el Teorema 2.1.9 que se ajustara mejora a este problema, quizás podŕıamos cerrar la
brecha entre las cotas superiores e inferiores en el Teorema 6.3.2.
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6.3. El caso 2 ă r ď 8.

Lema 6.3.8. Dados 2 ď r ď 8 y 2 ă s ď 8, sea 1{s ă δ ă 1{2 y consideremos Φδ como
en el Teorema 6.3.2. Para todo m,n P N, todo P P PpmCnq y todo z P Cn decreciente
tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď em2m´1}P }Ppm`nr,8q}z}Xϕprq,ϕpsqpΦδq sup

k“1,...,n

Φδpkq

k1{ϕprq|wk|

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

,

donde w P B`nr,s.

Demostración. Consideremos un polinomio m-homogéneo P P PpmCnq y z P Cn decrecien-
te. Usando la desigualdad de Hölder, el Teorema 2.1.9 y la Observación 3.1.5 con R “ B`nr,8
tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| “

n
ÿ

k“1

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cpj,kqpP qwjwk
zj
wj

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

|cpj,kqpPwq|
2

˛

‚

1
2
¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

ď

n
ÿ

k“1

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

|cpj,kqpPwq|
2

˛

‚

1
2

sup
k“1,...,n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

.

Finalmente, gracias a la Observación 6.3.1 tenemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }z}Xϕprq,ϕpsqpΦδq
Φδpkq

k1{ϕprq ¨ wk
,

y usando esta cota en la anterior cadena de desigualdades tenemos lo que queŕıamos probar.

Lema 6.3.8 vale para todo w P B`nr,s . Será conveniente elegir w dependiendo de r, s y
1{s ă δ ă 1{2 del siguiente modo

w “ wδ “

$

’

&

’

%

´

1
k1{r

¯N

k“1
si s “ 8

Cr,s,δ

´

1
k1{r logpk`1qδ

¯N

k“1
si s ă 8,

(6.13)

donde Cr,s,δ ą 0 es tal que }w}`nr,s ď 1. Podemos pensar que Cr,s,δ “ 1 cuando s “ 8.
Ahora serán necesarios los multi-́ındices tetraedrales y pares dados en la descomposición

de factorización en la Seccón 6.1.

Lema 6.3.9. Dados 2 ď r ď 8, 2 ă s ď 8 y 1{s ă δ ă 1{2. Para cada par M,N P N, y
todo z P CN decreciente tenemos

ÿ

αPΛT pM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď C´2M
r,s,δ p1` εq

M}z}2MXϕprq,ϕpsqpΦδqpN ` 1q
1

1`ε ,
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para todo ε ą 0 y

ÿ

αPΛEpM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď C´2M
r,s,δ }z}

2M
Xϕprq,ϕpsqpΦδq

˜

8
ÿ

k“1

ˆ

logpkq

k

˙2
¸M{2

,

donde w P B`Nr,s y Cr,s,δ como están definidos en (6.13), .

Demostración. Comencemos por la primer desigualdad, observando que es obvia para N “

1. Podemos, entonces, asumir N ě 2. Luego, dado α P ΛT pM,Nq, notemos que α! “ 1 y
|rαs| es exactamente M !. Luego, para s “ 8 tenemos

ÿ

αPΛT pM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
1

M !

ÿ

αPΛT pM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

M ! ď
1

M !

˜

N
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
¸M

“
1

M !

´

}z}2`ϕprq,2

¯M
ď

1

M !
}z}2MXϕprq,2pΨ2q

logpN ` 1qM .

(6.14)

Por otro lado, si 2 ă s ă 8 tomemos 1{s ă δ ă 1{2. Primero, por la Observación 6.3.1
tenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ C´2
r,s,δ |zk|

ϕpsq
|zk|

2´ϕpsq k2{r logpk ` 1q2δ

ď C´2
r,s,δ|zk|

ϕpsq}z}
2´ϕpsq

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
Φδpkq2´ϕpsq k

ϕpsq
ϕprq

´1
logpk ` 1q2δ.

(6.15)

Luego, procediendo como antes, y usando la expresión en (6.15) se sigue

ÿ

αPΛT pM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď
1

M !

˜

N
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
¸M

ď
1

M !

˜

C´2
r,s,δ}z}

2´ϕpsq

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
ΦδpNq2´ϕpsq logpN ` 1q2δ

N
ÿ

k“1

k
ϕpsq
ϕprq

´1
|zk|

ϕpsq

¸M

“
1

M !
C´2M
r,s,δ

´

}z}
2´ϕpsq

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
ΦδpNq2´ϕpsq logpN ` 1q2δ}pz˚k q

N
k“1}

ϕpsq
`ϕprq,ϕpsq

¯M

“
1

M !
C´2M
r,s,δ }z}

2M
Xϕprq,ϕpsqpΦδq

´

ΦδpNq2 logpN ` 1q2δ
¯M

.

(6.16)

Como ΦδpNq2 logpN`1q2δ “ logpN`1q, y por la cadena de desigualdades en (6.16) tenemos

ÿ

αPΛT pM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď
C´2M
r,s,δ

M !
}z}2MXϕprq,ϕpsqpΦδq logpN ` 1qM ,

como para s “ 8.
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6.3. El caso 2 ă r ď 8.

Un simple argumento de cálculo muestra que la función f : r1,8q Ñ R dada por

fpxq “ logpxqM

x1{p1`εq está acotada por
`

p1`εqM
e

˘M
, entonces logpNqM ď N1{p1`εq

`

p1`εqM
e

˘M
.

Además M ! ě
`

M
e

˘M
. Esto nos da la conclusión.

Para probar la segunda desigualdad recordemos primero que para cada α P ΛEpM,Nq
existe un único β P ΛpM{2, Nq tal que α “ 2β, luego

ÿ

αPΛEpM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
ÿ

βPΛpM{2,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z2β

w2β

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
ÿ

βPΛpM{2,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zβ

wβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4

ď

˜

ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk
wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4
¸M{2

ď C´2M
r,s,δ }z}

2M
Xϕprq,ϕpsqpΦδq

˜

8
ÿ

k“1

ˆ

logpk ` 1q

k

˙2
¸M{2

,

donde usamos la Observación 6.3.1 y que vale Φδpkq
wk

ď C´1
r,s,δ logpk ` 1q1{2k1{r para cada

2 ă s ď 8 y todo k P N.

Lema 6.3.10. Sean 2 ď r ď 8, 2 ă s ď 8 y 2 ă δ ă s. Para cada par M,N P N, y todo
z P CN decreciente tenemos

ÿ

αPΛpM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď pM ` 1qp1` εqMAM}z}2MXϕprq,ϕpsqpΦδqpN ` 1q
1

1`ε ,

para todo ε ą 0 y A “ C´2
r,s,δ

˜

8
ÿ

l“1

ˆ

logpl ` 1q

l

˙2
¸1{2

.

Demostración. Tomemos algún z decreciente y usemos el Lema 6.3.9 para conseguir

ÿ

αPΛpM,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zα

wα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

M
ÿ

k“0

ÿ

αT PΛT pk,Nq

ÿ

αEPΛEpM´k,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zpαT`αEq

wpαT`αEq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

M
ÿ

k“0

¨

˝

ÿ

αT PΛT pk,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zαT

wαT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

¨

˝

ÿ

αEPΛEpM´k,Nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zαE

wαE

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

ď

M
ÿ

k“0

´

C´2k
r,s,δp1` εq

k}z}2kXϕprq,ϕpsqpΦδqpN ` 1q
1

1`ε

¯´

}z}
2pM´kq

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
AM´k

¯

“ }z}2MXϕprq,ϕpsqpΦδqpN ` 1q
1

1`εAM
M
ÿ

k“0

p1` εqk

ď pM ` 1qp1` εqMAM}z}2MXϕprq,ϕpsqpΦδqpN ` 1q
1

1`ε .

Estamos finalmente en la posición de dar la demostración del Teorema 6.2.3 del cual
(como ya vimos) se sigue la inclusión inferior en el Teorema 6.2.1.
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Caṕıtulo 6. Convergencia monomial para Hbp`rq

Demostración del Teorema 6.3.7. Fijemos 2 ď r ď 8 y 2 ă s ď 8 y sean 1{s ă δ ă 1{2 y
ε ą 0. Dados n,m P N tomemos un polinomio m-homogéneo P P PpmCnq y z P Cn. Como
}z}mΨr

“ }z˚}mΨr
, podemos asumir que z “ z˚. Usando el Lema 6.3.10 con M “ m ´ 1,

N “ k y w como en (6.13) tenemos

sup
k“1,...,n

Φδpkq

k1{ϕprq ¨ wk

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

ď sup
k“1,...,n

logpk ` 1q
1
2
´δ logpk ` 1qδk1{r

k1{ϕprq

´

mp1` εqm´1Am´1}z}
2pm´1q

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
k

1
1`ε

¯1{2

ď
a

mp1` εqm´1Am´1}z}
pm´1q

Xϕprq,ϕpsqpΦδq
sup

k“1,...,n

logpk ` 1q1{2k
1

2p1`εq

k1{2
.

(6.17)

Gracias a que la sucesión

ˆ

logpk`1q1{2k
1

2p1`εq

k1{2

˙

kě1

es eventualmente decreciente se sigue

que

sup
k“1,...,n

logpk ` 1q1{2k
1

2p1`εq

k1{2
“ Dpεq,

y reemplazando esto en (6.17) obtenemos

sup
k“1,...,n

Φδpkq

k1{ϕprq ¨ wk

¨

˝

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

ď
a

mp1` εqm´1Am´1Dpεq}z}
pm´1q

Xϕprq,ϕpsqpΦδq

(6.18)
El Lema 6.3.8 sumado a la cota en (6.18) implican que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď em2m´1}P }Ppm`nr,8q}z}Xϕprq,2 sup

k“1,...,n

¨

˝

logpkq

k

ÿ

jPJ pm´1,kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zj
wj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚

1
2

ď em3{22m´1Cpεq
a

mp1` εqm´1Am´1}P }Ppm`nr,8q}z}
m
Xϕprq,2

.

donde A se define como en el Lema 6.3.10.

Es notable que, para aquellos espacios de sucesiones X en los que fuimos capaces de
caracterizar el conjunto de convergencia monomial para la familia HbpXq, resulta que
monHbpXq es en śı mismo un espacio de sucesiones. Esto trae nuevas preguntas.

Pregunta 6.3.11. ¿Es el conjunto de convergencia monomial de HbpXq un espacio de
sucesiones para cualquier espacio de sucesiones X dado?

O la menos ambiciosa.

Pregunta 6.3.12. ¿Es siempre un espacio de Banach o por lo menos un espacio vectorial?

Estas preguntas parecen muy interesantes y trazan un camino de investigación alrededor
de la estructura de estos conjuntos.
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Caṕıtulo 7

Convergencia monomial para
H8pB`rq

Usaremos los resultados del Caṕıtulo 6 para arrojar nueva luz sobre los conjuntos
de convergencia monomial de H8pB`rq. Anteriormente, nuestros métodos nos permitie-
ron caracterizar el resultante espacio de sucesiones monHbp`rq siempre que 1 ă r ď 2.
Aqúı trasladamos esos resultados para dar nuevas descripciones de monH8pB`rq cuando
1 ă r ď 2.

7.1. Cambiando finitas coordenadas

Al lidiar con monH8pB`8q es muy útil el hecho de que, si una sucesión pertenece al
conjunto de convergencia monomial y modificamos finitas de sus coordenadas, la sucesión
resultante permanece dentro del conjunto de convergencia monomial.

Lema 7.1.1. [DGMPG08, Lemma 2] Si z P H8pB`8q y u P B`8 satisface que |un| ď |zn|
para todos menos finitos n P N, entonces u P monH8pB`8q.

No se sabe si vale o no un resultado análogo vale para `r (ver los comentarios respecto
a este problema en [Sch15, Chapter 10]). Atravesaremos esta dificultad con la siguiente
proposición, que es una versión más débil de esto, pero suficiente para nuestro propósitos.
Nos inspiramos en [DGMPG08, Lemma 2] y [DGMSP19, Proposition 10.14].

Proposición 7.1.2. Sean 1 ă r ă 8 y u, z P B`r tales |un| ď |zn| para 1 ď n ď N
y |un| “ |zn| para n ą N . Supongamos que existe ρ ą

řN
n“1 |zn|

r de forma que u P
monH8pp1´ ρq

1{rB`rq. Entonces z P monH8pB`rq.

Demostración. Sean a1, . . . , aN números reales y positivos tales que |zi| ă ai para todo
1 ď i ď N y

a :“
N
ÿ

n“1

arn ă ρ.
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Dada una función f P H8pB`rq y k1, . . . , kN P N, definimos (siguiendo la demostración de
[DGMPG08, Lemma 2])

fk1,...,kN pνq :“
1

p2πiqN

ż

|w1|“a1

¨ ¨ ¨

ż

|wN |“aN

fpw1, . . . , wN , νN`1, νN`2, . . .q

wk1`1
1 ¨ ¨ ¨wkN`1

N

dw1 ¨ ¨ ¨ dwN .

Notemos que fk1,...,kN está bien definida en la bola contráıda p1 ´ aq1{rB`r . Más aún,
pertenece a H8pp1´ aq

1{rB`rq (ya que f P H8pB`rq) y vale la cota

}fk1,...,kN }p1´aq1{r¨B`r
ď

}f}B`r

ak1
1 ¨ ¨ ¨ a

kN
N

. (7.1)

Nuestro próximo paso será entender los coeficientes cαpfk1,...,kN q en relación a aquellos de
f . Para cada multi-́ındice α “ pα1, . . . , αn, 0, . . .q con αn ‰ 0, una aplicación de la fórmula
integral de Cauchy (1.10) nos permite concluir que

cαpfk1,...,knq “

#

cpk1,...,kN ,αN`1,...,αnqpfq si α1 “ ¨ ¨ ¨ “ αN “ 0,

0 en caso contrario.
(7.2)

Tenemos todo lo necesario para proceder. Observemos que, como a ă ρ, tenemos que
u P monH8pp1 ´ ρq1{rB`rq Ă monH8pp1 ´ aq1{rB`rq. Con la Proposición 3.1.4 y (7.1)
conseguimos

ÿ

βPNpNq0

|cβpfk1,...,kN q||u
β1

N`1 ¨ ¨ ¨u
β2

N`2 ¨ ¨ ¨ | ď Cu}fk1,...,kN }p1´aq1{rB`r
ď Cu

}f}B`r

ak1
1 ¨ ¨ ¨ a

kN
N

. (7.3)

Usando (7.2) y (7.3) (recordar que |un| “ |zn| para n ě N ` 1) tenemos

ÿ

αPNpNq0

|cαpfq||z
α| “

ÿ

pk1,...kN qPNN0

|zk1
1 ¨ ¨ ¨ zkNN |

ÿ

βPNpNq0

|cpk1,...,kN ,βqpfq||u
β1

N`1 ¨ ¨ ¨u
β2

N`2 ¨ ¨ ¨ |

“
ÿ

pk1,...kN qPNN0

|zk1
1 ¨ ¨ ¨ zkNN |

ÿ

βPNpNq0

|cβpfk1,...,kN q||u
β1

N`1 ¨ ¨ ¨u
β2

N`2 ¨ ¨ ¨ |

ď
ÿ

pk1,...kN qPNN0

|zk1
1 ¨ ¨ ¨ zkNN |Cu

}f}B`r

ak1
1 ¨ ¨ ¨ a

kN
N

“ Cu}f}B`r

N
ź

n“1

ÿ

kně0

ˆ

|zn|

an

˙kn

ă 8,

que es lo que queŕıamos probar.

Una última observación será necesaria antes de proceder con la siguiente sección. Dado
un espacio de sucesiones X, para todo f P H8ptBXq y t ą 0 la función ft dada por
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7.2. monH8pB`r q para 1 ă r ď 2

ftpxq “ fptxq para x P BX pertenece a H8pBXq y cαpftq “ t|α|cαpfq para todo α. Luego,
si z P monH8pBXq vale que

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqptzq
α| “

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqt
|α|zα| “

ÿ

αPNpNq0

|cαpftqz
α| ă 8.

Esto implica que t monH8pBXq Ă monH8ptBXq para todo espacio de sucesiones X y
todo t ą 0.
Notando que tBX es la bola abierta unidad del espacio de sucesiones pX, t}¨}Xq, la inclusión
previa implica que

t´1monH8ptBXq Ă monH8pt
´1tBXq “ monH8pBXq.

Todo esto muestra que

monH8ptBXq “ tmonH8pBXq (7.4)

para todo espacio de sucesiones X y todo t ą 0.

7.2. monH8pB`rq para 1 ă r ď 2

Nos enfocaremos ahora en monH8pB`rq para 1 ă r ď 2. El resultado más importante
de esta sección es el siguiente teorema que, en cierto sentido que quedará claro luego (ver
Observación 7.2.5), caracteriza la geometŕıa del conjunto de convergencia monomial para
estas familias de funciones holomorfas.

Teorema 7.2.1. Sea 1 ă r ď 2, luego

!

z P B`r : 2e}id : mΨr Ñ `r}
r

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă 1
)

Ă

monH8pB`rq Ă
!

z P B`r : ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ď 1

)

.

La inclusión superior se consigue usando técnicas probabiĺısticas, como en el caso de
monHbp`rq. La inclusión superior, por otro lado, recae sobre el Teorema 6.2.3 y requiere
algún trabajo preliminar que comienza con el siguiente lema.

Lema 7.2.2. Sea 1 ă r ď 2, entonces, 1
}id:mΨrÑ`r}p2eq

1{rBmΨr
Ă monH8pB`rq.

Demostración. Para mantener la prueba legible consideremos K “ }id : mΨr Ñ `r}p2eq
1{r.

Veamos primero que, si z P 1
KBmΨr

es no decreciente, entonces z P monH8pB`rq. El
resultado general se sigue de que BmΨr

y monH8pB`rq son ambos conjuntos simétricos
(Corolario 3.3.6). Consideremos cierta función f P H8pB`rq y fijemos ε ą 0 de manera que
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Caṕıtulo 7. Convergencia monomial para H8pB`r q

p1` εq1{r}z}mΨr
K ă 1. Por el Teorema 6.2.3 podemos encontrar Crpεq ą 0 de forma que

ÿ

αPNpNq0

|cαpfqz
α| “ sup

nPN

8
ÿ

m“0

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpfqzj|

ď sup
nPN

8
ÿ

m“0

Crpεqm
2` 1

r p1` εq
m
r Km}z}mmΨr

sup
uPB`nr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPJ pm,nq
cjpfquj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

m“0

Crpεq
´

m
1
m
p2` 1

r
qp1` εq

1
rK}z}mΨr

¯m
}Pmpfq}Ppm`rq

ď }f}B`rCrpεq
8
ÿ

m“0

´

m
1
m
p2` 1

r
qp1` εq

1
rK}z}mΨr

¯m
.

La elección de ε y el hecho de que m
1
m
p2` 1

r
q Ñ 1 cuando mÑ8 inmediatamente implican

que la serie converge, y esto completa la prueba.

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 7.2.1.

Demostración del Teorema 7.2.1. Comencemos con la inclusión superior

monH8pB`rq Ă
!

z P B`r : ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ď 1

)

.

Fijemos z P monH8pB`rq. Argumentando como en la demostración de la inclusión superior
del Teorema 6.2.1, procediendo como en (6.2), reemplazando el rol del Lema 6.2.2 por la
Proposición 3.1.4, al igual que en (6.3) conseguimos

n
ÿ

j“1

|z˚j | ď C
1
m
z˚,r

”

logpmq
1
m p2πmq

1
2m e

1
12m2

m

e
n

1
m

ı1´ 1
r
.

donde Cz˚,r es una constante positiva que depende sólo de z˚ y r. Eligiendo m “ tlogpn`1qu
tenemos que

ĺım sup
nÑ8

1

logpn` 1q1´
1
r

n
ÿ

k“1

|z˚n| ď 1,

que es lo que queŕıamos.

Veamos ahora la inclusión inferior

!

z P CN : 2e}id : mΨr Ñ `r}
r

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă 1
)

Ă monH8pB`rq.

Para mantener la notación lo más simple posible, sea K “ 2e}id : mΨr Ñ `r}
r. Tomemos

z P CN tal que

K

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă 1,
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y observemos que esto implica que z P B`r . Denotemos L :“ ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
,

consideremos ε ą 0 de forma que

K
`

p1` εqL
˘r
` }z}r`r ă 1, (7.5)

y N P N para el cual

sup
něN

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ă p1` εqL.

Notemos que

z˚N ă
logpN ` 1q1´1{r

N
p1` εqL, (7.6)

(lo cual se prueba esencialmente como en la Observación 6.2.4) y definamos u “ pz˚N , . . . , z
˚
N

looooomooooon

N

, z˚N`1, z
˚
N`2, . . .q.

Primero, para todo n ă N , usando (7.6), tenemos

řn
k“1 u

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ă p1` εqL.

Por otro lado, para n ě N , vale

řn
k“1 u

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ď

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ă p1` εqL.

Todo esto junto implica que }u}mΨr
ă p1` εqL. Elijamos ρ ą

řN
k“1 |zk|

r de manera que

}id : mΨr Ñ `r}
rp2eqpLp1` εqqr ` ρ ă 1,

y, usando (7.5) se sigue que

}u}mΨr
ă p1` εqL ă

p1´ ρq1{r

}id : mΨr Ñ `r}p2eq1{r
.

El Lema 7.2.2 junto con la ecuación (7.4) implican que u P monH8pp1´ ρq
1{rB`rq. Luego

la Proposición 7.1.2 nos permite concluir que z˚ P monH8pB`rq. Finalmente, gracias al
Corolario 3.3.6 podemos asegurar que z P monH8pB`rq, como queŕıamos.

Observación 7.2.3. El Teorema 7.2.1 implica los resultados previos que buscan describir
al conjunto de convergencia monomial deH8pB`rq. Notemos primero que, si z P `1, entonces

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
“ 0.

Luego

B`r X `1 Ă
!

z P CN : 2e}id : mΨr Ñ `r}
r

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă 1
)

.
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Por otro lado, si z P B`r es tal que

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ď 1

entonces existe una contante c ą 0 de forma que

z˚n ď c
logpn` 1q1´1{r

n
.

De esta desigualdad se consigue fácilmente que z P `1`ε para todo ε ą 0, y recuperamos el
resultado de [DMP09] (ver (3.8)).

El siguiente resultado permite extender el resultado en (3.10) agrandando el rango de
valores para θ de p1{2,8q a p0,8q. Esto resuelve una pregunta expĺıcita hecha en [BDS19,
Remark 5.9]. Más aún, el resultado nos permite tomar θ “ 0 si multiplicamos a la sucesión
por una constante. Esto significa que, en algún sentido, el Teorema 7.2.1 da efectivamente
una mejor comprensión de monH8pB`rq para 1 ă r ď 2.

Corolario 7.2.4. Sea 1 ă r ď 2, luego, para todo θ ą 0, se tiene

ˆ

1

n1{r1 logpn` 2qθ

˙

ně1

¨B`r Ă monH8pB`rq. (7.7)

Más aún, si K “ 1
p2e}id:mΨrÑ`r}`1q1{r

, tenemos

ˆ

1

Kn1{r1

˙

ně1

¨B`r Ă monH8pB`rq. (7.8)

Demostración. Comencemos probando (7.7). Fijemos θ ą 0 y z P
´

1
n1{r1 logpn`2qθ

¯

ně1
B`r .

Podemos considerar w P B`r tal que zn “
wn

n1{r1 logpn`1qθ
para todo n P N. Como z P c0,

existe cierta función inyectiva σ : NÑ N tal que z˚n “ |zσpnq| “
|wσpnq|

σpnq1{r
1
logpσpnq`2qθ

. Usando

la desigualdad de Hölder tenemos

1

logpn` 1q1{r1

n
ÿ

l“1

z˚l “
1

logpn` 1q1{r1

n
ÿ

l“1

|wσplq|

σplq1{r1 logpσplq ` 2qθ

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

|wσplq|
r

¸1{r˜ n
ÿ

l“1

1

σplq logpσplq ` 2qr1θ

¸1{r1

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

1

σplq logpσplq ` 2qr1θ

¸1{r1

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

1

l logpl ` 2qr1θ

¸1{r1

,
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donde la última desigualdad vale gracias a que x ÞÑ 1
x logpx`2qr1θ

define una función decre-

ciente para x ą 1. Este último término, 1
logpn`1q1{r

1

´

řn
l“1

1
l logpl`2qr1θ

¯1{r1

, va a 0 cuando

nÑ8, y luego

ĺım sup
nÑ8

1

logpn` 1q1{r1

n
ÿ

l“1

z˚l “ 0.

De hecho, supongamos que θ ă 1
r1 (lo cual podemos hacer ya que 1

l logpl`2qr1θ
es decreciente

en θ). Luego, existe cierta constante Cr1,θ ą 0 tal que

˜

n
ÿ

l“1

1

l logpl ` 2qr1θ

¸1{r1

ď Cr1,θ

ˆ
ż n

l“2

1

x logpxqr1θ
dx

˙1{r1

“ Cr1,θ

˜

ż logpnq

l“logp2q

1

yr1θ
dy

¸1{r1

ď Cr1,θ logpnq´θ`
1
r1 ,

Tenemos entonces que 1
logpn`1q1{r

1

´

řn
l“1

1
l logpl`2qr

1θ

¯1{r1

ď Cr1,θ logpnq´θ Ñ 0.

Por otro lado, como z P B`r (notemos que |zn| ď |wn| para todo n y w P B`r), luego

2e}id : mΨr Ñ `r}
r

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
l

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r “ }z}
r
`r ă 1,

y, por el Teorema 7.2.1, z P monH8pB`rq.

Para probar (7.8), tomemos z “
´

1
Kn1{r1

wn

¯

ně1
con w P B`r , y notemos que }z}r`r ă

1
Kr .

Gracias a que z P c0, existe una función inyectiva σ : NÑ N tal que z˚n “ |zσpnq| “
|wσpnq|

Kσpnq1{r
1 .

Usando la desigualdad de Hölder se sigue que

K

logpn` 1q1{r1

n
ÿ

l“1

z˚l “
1

logpn` 1q1{r1

n
ÿ

l“1

|wσplq|

σplq1{r1

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

|wσplq|
r

¸1{r˜ n
ÿ

l“1

1

σplq

¸1{r1

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

1

σplq

¸1{r1

ď
1

logpn` 1q1{r1

˜

n
ÿ

l“1

1

l

¸1{r1

ď 1.

Como K “ p2e}id : mΨr Ñ `r}
r ` 1q1{r, tenemos

2e}id : mΨr Ñ `r}
r

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
l

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă p2e}id : mΨr Ñ `r}
r ` 1q

1

Kr
“ 1.
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Por último, el Teorema 7.2.1 da la conclusión.

Analicemos el Teorema 7.2.1 de forma cualitativa. Observemos que, dado 1 ă r ď 2,
podemos definir la siguiente dos normas

}z}Ar “ máx

"

}z}`r ,

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

*

, (7.9)

}z}Ãr “ Kr

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r (7.10)

para todo z P mΨr con Kr “ 2e}id : mΨr Ñ `r}
r. Llamemos Ar y Ãr a los espacios definidos

a través de estas normas respectivamente. Recordemos la conocida cota

máxt|a|, |b|u ď p|a|r ` |b|rq1{r ď 2
1
r máxt|a|, |b|u, (7.11)

que vale para todo 1 ď r ă 8 y todo par a, b P C. Gracias a (7.11), las normas definidas
en (7.9) y (7.10) son equivalentes. Aśı, para cierta constante Cr ą 0, vale que

Cr ¨BAr Ă BÃr . (7.12)

Notemos que

BAr “
!

z P B`r : ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r
ď 1

)

,

BÃr “
!

z P B`r : Kr

ˆ

ĺım sup
nÑ8

řn
k“1 z

˚
k

logpn` 1q1´1{r

˙r

` }z}r`r ă 1
)

,

luego gracias al Teorema 7.2.1 y a la inclusión de conjunto en (7.12) se sigue que

Cr ¨BAr Ă monH8pB`rq Ă BAr (7.13)

Observación 7.2.5. Si esperamos un resultado como en (6.6), i.e.,

Br Ă monH8pB`rq Ă Br,

con Br la bola de un espacio normado, entonces las cotas en (7.13) implican que esa norma
debe ser equivalente a la norma en Ar. En este sentido el Teorema 7.2.1 caracteriza la
geometŕıa de monH8pB`rq.

Para finalizar este caṕıtulo aplicaremos algunos resultados de esta sección para dar una
nueva forma de atacar un problema que ya hemos tratado en el Caṕıtulo 5.
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7.3. Radio de Bohr mixto revisitado

En esta última sección presentamos una aplicación de los resultados dados en este
caṕıtulo al radio de Bohr mixto. Como consecuencia del Lema 6.2.5 podemos dar una
prueba alternativa de las cotas inferiores para KpB`np , B`nq q en el caso en que 1 ď p ď 2 (y
todo 1 ď q ď 8). Mostraremos ahora un hecho que ya probamos en la Sección 5.5.3, esto
es, que para 1 ă q ă p ď 2 vale

logpnq1´1{p

n1´1{q
! KpB`np , B`nq q.

Por el Teorema 4.2.2 y el Lema 7.2.2, existe cierta constante C :“ Cppq ą 0 de forma
que para todo polinomio m-homogéneo P en n variables complejas tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Cm}z}mpmΨp qn

}P }Ppm`np q, (7.14)

donde pmΨpqn se define como el espacio cociente inducido por la aplicación

πn : mΨp Ñ Cn

x ÞÑ px1, . . . , xnq.

Notemos que existe una constante D “ Dpp, qq ą 0 tal que }z}pmΨp qn
ď D n

1´ 1
q

logpnq
1´ 1

p
}z}`nq .

Por lo tanto, por (7.14) tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď pCDq

m

˜

n
1´ 1

q

logpnq
1´ 1

p

¸m

}z}m`nq }P }Ppm`np q,

Esto implica que χp,qpPpmCnqq1{m ! n
1´ 1

q

logpnq
1´ 1

p
. Notemos que es importante el tener un

control del crecimiento de la constante de incondicionalidad pp, qq-mixta en términos de m
(el grado de homogeneidad), de hecho necesitamos tener hipercontractividad en (7.14). El
resultado se sigue usando el Lema 5.3.2, i.e.,

KpB`np , B`nq q „
1

supmě1 χp,qpPpmCnqq1{m
.
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Caṕıtulo 8

Convergencia monomial para
Ppm`rq

En este caṕıtulo final nos concentramos nuevamente en el conjunto de convergencia
monomial de los polinomios homogéneos. Dado 1 ă r ď 2 y m ě 2 fijos hemos visto en la
Sección 3.4 que

`q Ă monPpm`rq,

para q “ pmr1q1 contestando una pregunta abierta. Nuestro objetivo será ajusta esta cota
inferior.

Teorema 8.0.1. Fijados 1 ă r ď 2 y m ě 2 sea q :“ pmr1q1. Luego `q Ă monPp2`rq;
`q,2 Ă monPp3`rq; `q, 3`

?
5

2

Ă monPp4`rq y

`q, m
logpmq

Ă monPpm`rq.

para m ě 5.

Nuestro punto de partida serán los resultados probados en la Sección 3.4. De esta
manera, el Corolario 3.4.2 prueba el caso m “ 2 en el Teorema 8.0.1. Buscaremos ahora
mejorar el resultado para los otros valores de m. La filosof́ıa general será siempre intentar
conseguir cotas como en el Teorema 3.4.1. Alĺı, en el lado derecho de la desigualdad hay
constantes que dependen de r y m (pero no de n, el número de variables), la norma del
polinomio y la norma de z en cierto espacio X. Esto implica que X Ă monPpm`rq. De
ahora en adelante la idea será tomar la suma dependiendo de m variables diferentes; esto
es, para cada polinomio P consideraremos

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjmďn

|cjpP qz
p1q
j1
. . . z

pmq
jm
| (8.1)

con zp1q, . . . , zpmq P Cn, e intentaremos lograr una cota para esa suma que involucre la
norma de los elementos zpjq en (posiblemente) diferentes espacios. Esto dará luego que el
más pequeño de estos espacios está contenido en el conjunto de convergencia monomial
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(ver la Observación 8.2.2). Haremos esto (dando la prueba del Teorema 8.0.1) en dos
etapas, que se encuentran en las siguientes dos secciones. Primero daremos estimaciones
para la suma que involucran las normas en los espacios `q,1 y `q,8 (el enunciado preciso
está en la Proposición 8.1.1). Usaremos esta desigualdad para lograr cotas para operadores
saliendo de `q,8 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ `q,8 ˆ `q,1 ˆ `q,8 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ `q,8 y llegando a `1pJ pm,nqq y luego,
mediante técnicas de interpolación, mejoraremos la norma en `q,1 (debilitando la norma en
`q,8). Esto lo realizaremos en el Teorema 8.2.1. Sucede que, como en la estimación en la
Proposición 8.1.1, algunas de las variables deben ser elementos decrecientes por lo que no
podemos usar teoremas clásicos de interpolación multilineal. Es por esto que usaremos en
cambio interpolación en conos (se da una explicación más detallada en la Sección 8.2).

8.1. Primera cota para la suma

Como anunciamos, nuestro primer paso hacia la demostración del Teorema 8.0.1 será
conseguir cotas para una suma como en (8.1). El siguiente es el resultado principal de esta
sección.

Proposición 8.1.1. Dados 1 ă r ď 2 y m ě 2 consideremos q :“ pmr1q1. Luego, existe
una constante Cm,r ą 1 tal que para todo n P N, todo polinomio homogéneo P P PpmCnq,
zp1q, . . . , zpmq P Cn y 1 ď k ď m´ 1 vale que

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjmďn

ˇ

ˇcjpP qz
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jk
z
pk`1q˚
jk`1

¨ ¨ ¨ z
pmq˚
jm

ˇ

ˇ ď Cm,r}z
pkq}`q,1

ź

i‰k

}zpiq}`q,8}P }Ppm`nr q .

La prueba requiere una serie de lemas, pero primero, haremos algunos comentarios
elementales. Primero, por definición,

z˚k ď }z}`q,8
1

k1{q
(8.2)

para todo z P Cn y, luego
M
ÿ

k“N

z˚k ď }z}`q,8

M
ÿ

k“N

1

k1{q
. (8.3)

Además, para ´1 ‰ α ă 0,

M
ÿ

k“N

nα “ Nα `

M
ÿ

k“N`1

nα ď Nα `

ż M

N
xαdx “ Nα `

1

α` 1

`

Mα`1 ´Nα`1
˘

. (8.4)

Lema 8.1.2. Sean n, k ě 1 y 1 ď q ă 8. Luego para todo zp1q, . . . , zpkq P Cn y 1 ď j ď n
vale que

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjkďj

|z
p1q
j1
. . . z

pkq
jk
| ď pq1qkj

k
q1

ź

1ďiďk

}zpiq}`q,8 .
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Demostración. Procedemos por inducción en k. Para k “ 1 el enunciado es una consecuen-
cia de (8.3) y (8.4). Asumamos que el resultado vale para k ´ 1. Luego

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjkďj

|z
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jl
| “

j
ÿ

jk“1

|z
pkq
jk
|

´

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjk´1ďjk

|z
p1q
j1
. . . z

pk´1q
jk´1

|

¯

ď pq1qk´1
ź

1ďiďk´1

}zpiq}`q,8j
k´1
q1

k

j
ÿ

jk“1

|z
pkq
jk
| ď pq1qkj

k´1
q1 j

1
q1

ź

1ďiďk

}zpiq}`q,8 ,

que es lo que queŕıamos probar.

Lema 8.1.3. Sean 1 ă r ď 2, m ě 3 y n P N. Fijados q :“ pmr1q1 y 1 ď k ď m´ 2, para
todo zpi1q, . . . , zpikq P Cn y 1 ď t ď n vale que

ÿ

tďj1ď¨¨¨ďjkďn

|z
pi1q˚
j1

. . . z
pikq˚
jk

|j
1
r
´ 1
q

k ď

´

ź

1ďlďk

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

t

˘

¯

t
k`1
q1
´ 1
r1

´

ź

1ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

.

Demostración. Para empezar notemos que un simple cálculo muestra que s
q1 ´

1
r1 ď ´

1
mr1 ă

0 para todo 1 ď s ď m ´ 1. Ahora procedemos por inducción en k. Para k “ 1 usamos
(8.3) y (8.4) para lograr

n
ÿ

j“t

|z˚j |j
1
r
´ 1
q ď }z}`q,8

n
ÿ

j“t

j
2
q1
´ 1
r1
´1

ď }z}`q,8

´

t
2
q1
´ 1
r1 ´ p

2

q1
´

1

r1
q´1t

2
q1
´ 1
r1

¯

“
` r1m

m´ 2
`

1

t

˘

t
2
q1
´ 1
r1 }z}`q,8 .

Supongamos ahora que el enunciado vale para k´1 y veamos que es cierto para k. Acotando
la suma

ÿ

tďj1ď¨¨¨ďjkďn

|z
pi1q˚
j1

¨ ¨ ¨ z
pikq˚
jk

|j
1
r
´ 1
q

k

“

n
ÿ

j1“t

|z
pi1q˚
j1

|
ÿ

j1ďj2ď¨¨¨ďjkďn

|z
pi2q˚
j2

. . . z
pikq˚
jk

|j
1
r
´ 1
q

k

ď

n
ÿ

j1“t

|z
pi1q˚
j1

|

´

ź

1ďlďk´1

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

j1

˘

¯

j
k
q1
´ 1
r1

1

´

ź

2ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

ď

´

ź

1ďlďk´1

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

t

˘

¯´

ź

2ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

n
ÿ

j1“t

|z
pi1q˚
j1

|j
k
q1
´ 1
r1

1

ď

´

ź

1ďlďk´1

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

t

˘

¯´

ź

1ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

n
ÿ

j1“t

j
k`1
q1
´ 1
r1
´1

1

ď

´

ź

1ďlďk´1

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

t

˘

¯´

ź

1ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

t
k`1
q1
´ 1
r1

´1

t
´
`k ` 1

q1
´

1

r1
˘´1

¯

“

´

ź

1ďlďk´1

` mr1

m´ l ´ 1
`

1

t

˘

¯´

ź

1ďlďk

}zpilq}`q,8

¯

t
k`1
q1
´ 1
r1

´1

t
`

mr1

m´ k ´ 1

¯

,
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Caṕıtulo 8. Convergencia monomial para Ppm`rq

tenemos lo que buscamos.

Lema 8.1.4. Sean 1 ă r ď 2 y m ě 3. Fijados q :“ pmr1q1 y 1 ď k ď m ´ 2, para cada
zp1q, . . . , zpkq P Cn vale que

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jk
z
pk`1q˚
jk`1

¨ ¨ ¨ z
pm´1q˚
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1 ď pq
1`1qm´2}zpkq}`q,1

ź

1ďiďm´1
i‰k

}zpiq}`q,8 .

Demostración. Comencemos por separar la suma de una forma conveniente, del siguiente
modo

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jk
z
pk`1q˚
jk`1

¨ ¨ ¨ z
pm´1q˚
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1

“

n
ÿ

jk“1

|z
pkq
jk
|

´

ÿ

jkďjk`1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
pk`1q˚
jk`1

. . . z
pm´1q˚
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1

¯´

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjk´1ďjk

|z
p1q
j1
. . . z

pk´1q
jk´1

|

¯

.

Fijemos jk y acotemos el primer bloque usando el Lema 8.1.3, tomando en cuenta que
ahora hay m´ k ´ 1 z’s y que 1

jk
` mr1

m´l´1 ď q1 ` 1 para todo 1 ď l ď m´ k ´ 1,

ÿ

jkďjk`1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
pk`1q˚
jk`1

. . . z
pm´1q˚
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1

ď j
m´k
q1
´ 1
r1

k

´

ź

1ďlďm´k´1

1

jk
`

mr1

m´ l ´ 1

¯´

ź

k`1ďiďm´1

}zpiq}`q,8

¯

ď j
m´k
q1
´ 1
r1

k pq1 ` 1qm´k´1
ź

k`1ďiďm´1

}zpiq}`q,8 .

Con esto, y acotando el segundo bloque usando el Lema 8.1.2 tenemos

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jk
z
pk`1q˚
jk`1

¨ ¨ ¨ z
pm´1q˚
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1

ď pq1 ` 1qm´2
ź

i‰k

}zpiq}`q,8

n
ÿ

jk“1

|z
pkq
jk
|j
k´1
q1
`m´k

q1
´ 1
r1

k .

Es sencillo ver que k´1
q1 `

m´k
q1 ´ 1

r1 “
1
q ´ 1. Por lo tanto, usando la desigualdad de

reordenamiento de Hardy-Littlelwood en el Lema 6.3.5 tenemos que

n
ÿ

jk“1

|z
pkq
jk
|j

1
q
´1

k ď

n
ÿ

jk“1

|pzpkqq˚jk |j
1
q
´1

k “ }zpkq}`q,1 .

Como en el caso de funciones holomorfas, el Teorema 2.1.7 (de hecho (2.9)) será una
herramienta crucial para probar la Proposición 8.1.1.
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Demostración de la Proposición 8.1.1. Comenzaremos usando la desigualad de Hölder y
(2.9) (notando que |i| ď pm´ 1q! para todo i P J pm´ 1, nq) y (8.2) para conseguir

ÿ

jPJ pm,nq

ˇ

ˇcjpP qz
p1q
j1
¨ ¨ ¨ z

pkq
jk
z
pk`1q˚
jk`1

¨ ¨ ¨ z
pmq˚
jm

ˇ

ˇ

“
ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjm´1ďn

|z
p1q
j1
. . . z

pm´1q˚
jm´1

|

n
ÿ

jm“jm´1

|cjpP qz
pmq˚
jm

|

ď
ÿ

jPJ pm´1,nq

|z
p1q
j1
. . . z

pm´1q˚
jm´1

|

´

n
ÿ

jm“jm´1

cjpP q
r1
¯

1
r1
´

n
ÿ

jm“jm´1

|z
pmq˚
jm

|r
¯

1
r

ďpm´ 1q!
1
rme1`m´1

r }P }Ppm`nr q}z
pmq}`q,8

ÿ

jPJ pm´1,nq

|z
p1q
j1
. . . z

pm´1q˚
jm´1

|

´

n
ÿ

jm“jm´1

j
´ r
q

m

¯
1
r
.

Observemos que, para cada N P N tenemos que N´r{q ď 2r{qx´r{q siempre que N ď x ă
N ` 1. Luego,

n
ÿ

jm“jm´1

j
´ r
q

m ď 2
r
q

ż n

jm´1

x
´ r
q dx ď 2

r
q

q

r ´ q
j

1´ r
q

m´1 .

Gracias al Lema 8.1.4 tenemos lo que queŕıamos.

8.2. Interpolación real en conos

Ahora miraremos la desigualdad de sumabilidad para polinomios a través de una forma
multilineal asociada a este. Fijemos un polinomio P P PpmCnq y consideremos la aplicación
Cn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Cn Ñ `1pJ pm,nqq, dado por

pzp1q, . . . , zpmqq ÞÑ
`

cjpP qz
p1q
j1
. . . z

pmq
jm

˘

jPJ pm,nq . (8.5)

Notemos que, gracias a que todos los espacios involucrado son de dimensión finita, la
aplicación está bien definida. La idea es, luego, considerar las normas en los espacios del
dominio de manera que esta forma multilineal esté acotada por un término que invo-
lucre la norma del polinomio original y alguna constante independiente de n. Como la
desigualdad en la Proposición 8.1.1 requiere que algunas variables sean decrecientes de-
bemos restringirnos al cono de sucesiones decrecientes. Siendo más precisos, si denotamos
`dq,s :“ tz P `q,s : |z| “ z˚u con 1 ď q, s ď 8, la Proposición 8.1.1 dice que existe una
constante Cm,r ą 1 (independiente de P y n) de forma que, para todo 1 ď k ď m ´ 1, la
aplicación

Tk : `nq,8 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ `
n
q,8

looooooooomooooooooon

k´1

ˆ`nq,1 ˆ p`
n
q,8q

d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q
d

looooooooooooomooooooooooooon

m´k

Ñ `1pJ pm,nqq, (8.6)

dada por (8.5) satisface
}Tk} ď Cm,r}P }Ppm`nr q. (8.7)
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Todas estas aplicaciones tienen la misma fórmula (que es m-lineal), lo cual sugiere el uso de
interpolación multilineal. Pero, como debemos restringirnos al cono de sucesiones no cre-
cientes en las últimas m´ k variables, no será posible aplicar directamente los resultados
clásicos de interpolación multilineal, y tendremos que aplicar la interpolación en conos.

Hasta donde sabemos, no existe una teoŕıa de interpolación de formas multilineales
definidas en conos de espacios normados. Utilizaremos el K-método de interpolación para
operadores en el cono de sucesiones no crecientes, tal como se presenta en [CM96]. El
resultado principal de esta sección, del cual sigue el Teorema 8.0.1 es el siguiente.

Teorema 8.2.1. Sean 1 ă r ď 2 y m ě 3. Consideremos q :“ pmr1q1 y

s “

$

’

&

’

%

2 if m “ 3
3`
?

5
2 if m “ 4
m

logpmq if m ě 5

Existe una constante Cm,r ě 1 tal que, para todo polinomio homogéneo P P PpmCnq la
forma m-lineal

T : p`nq,sq
d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,sq

d
loooooooooooomoooooooooooon

m´1

ˆp`nq,8q
d Ñ `1pJ pm,nqq

dada por

pzp1q, . . . , zpmqq ÞÑ
`

cjpP qz
p1q
j1
. . . z

pmq
jm

˘

jPJ pm,nq

satisface
}T } ď Cm,r}P }Ppm`nr q .

Observación 8.2.2. Si tomamos zp1q “ . . . “ zpmq “ z y observamos que }z}`q,8 ď }z}`q,s ,
el Teorema 8.2.1 implica que

ÿ

1ďj1ď¨¨¨ďjmďn

|cjpP qz
˚
j1 ¨ ¨ ¨ z

˚
jm | ď Cm,r}z}

m
`q,s}P }Ppm`nr q

para todo polinomio homogéneo P P PpmCnq y z P Cn. Un argumento estándar muestra
que z˚ P monPpm`rq para z P `q,s y, luego, el Corolario 3.3.6 implica que `q,s Ă monPpm`rq.
Esto da el Teorema 8.0.1.

Antes de proceder, fijemos alguna notación. Dado un reticulado de Banach X de fun-
ciones (en particular un espacio de sucesiones o un espacio de Banach de dimensión finita,
en los que estamos principalmente interesados), escribimos Xd para referirnos al cono de
funciones no decreciente en X. Si Y es un espacio de Banach y S : X Ñ Y es un operador
lineal podemos restringirlo al cono. Consideramos, en la restricción,

}S : Xd Ñ Y } “ supt}Spxq}Y : x P Xd, }x} ă 1u . (8.8)

Claramente Xd no es un espacio vectorial y tampoco }S} da una norma. Usaremos notación
análoga para las formas m-lineales. Estamos listos para establecer nuestra herramienta
principal para interpolar en conos. Es un corolario directo de [CM96, Theorem 1–(b)]
(recordemos que la notación que usamos es la introducida alĺı).
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Teorema 8.2.3. Sean un par de reticulados de funciones quasi-Banach pX0, X1q, un par
de espacios quasi-Banach pY0, Y1q y un operador lineal S definido tanto en X0 Ñ Y0 como
en X1 Ñ Y1 con

}S : Xd
0 ÝÑ Y0} ďM0 y }S : Xd

1 ÝÑ Y1} ďM1 .

Luego para todo 0 ă θ ă 1 el operador S : pXd
0 , X

d
1 qθ,a ÝÑ pY0, Y1qθ,a está bien definido y

}S : pXd
0 , X

d
1 qθ,a ÝÑ pY0, Y1qθ,a} ďM1´θ

0 M θ
1 .

Aplicaremos esto a los espacio de sucesiones de Lorentz. En este caso, fue probado en
[Sag72] (ver también [CM96, Theorem 4]) que

p`dq,p0
, `dq,p1

qθ,a “ p`q,p0 , `q,p1q
d
θ,a .

Por otro lado, es sabido que (ver por ejemplo [BL76, Theorem 5.3.1]) que, siempre que
1
p “

1´θ
p0
` θ

p1
tenemos

p`q,p0 , `q,p1qθ,p “ `q,p,

y por lo tanto

p`dq,p0
, `dq,p1

qθ,p “ `dq,p. (8.9)

Finalmente [BL76, Theorem 3.7.1] implica que (si p0, p1, p están relacionados como antes)
entonces

p`1q,p0
, `1q,p1

qθ,p “ p`q,p0 , `q,p1q
1
θ,p “ `1q,p . (8.10)

La idea ahora es usa el Teorema 8.2.3 para interpolar formas multilineales. Veamos
de que manera lograremos esto. Sean X1, . . . , Xm reticulados de Banach de funciones (en
nuestro caso siempre serán espacio de Lorentz de dimensión finita), Y cierto espacio de
Banach (`1pJ pm,nq para nosotros) y alguna forma m-lineal T : X1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXm Ñ Y (para
nosotros la dada por (8.5)). Fijemos 1 ď j ‰ k ď m y, para cada i ‰ j, k elijamos zpiq P Xi

y ϕ P Y 1, y consideremos v “ pzp1q, . . . , zpmq, ϕq. Definamos

Tv : Xj Ñ X 1k por
`

Tvpz
pjqq

˘

pzpkqq “ ϕpT pzp1q, . . . , zpmqqq. (8.11)

Un cálculo sencillo muestra que

}Tv} ď }ϕ} }T }
ź

i‰j,k

}zpiq} , (8.12)

y que

}T } “ sup
ϕPBY 1 ,z

piqPBXi

}Tv}. (8.13)

Observemos que en este procedimiento podemos considerar Xd
i para cada i excepto

para i “ k, obteniendo la misma estimación para la norma (definiendo la “norma” para
formas multilineales en conos mediante la misma idea que en (8.8)). Estamos listos para
presentar la herramienta técnica principal en la demostración del Teorema 8.2.1.
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Caṕıtulo 8. Convergencia monomial para Ppm`rq

Lema 8.2.4. Sean m ě 3 y 1 ă r ď 2. Consideremos q :“ pmr1q1 y sea Cm,r la constante
de la Proposición 8.1.1. Para cada 0 ă θ ă 1, todo polinomio homogéneo P P PpmCnq y
todo 1 ď k ď m´ 2 la forma m-lineal

T kpθq :
`

`n
q,p 1

1´θ
qk

˘d
ˆ
`

`n
q, 1
θ

˘d
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

`

`n
q, 1
θ

˘d

looooooooooooomooooooooooooon

k

ˆ
`

`nq,8
˘d
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

`

`nq,8
˘d

looooooooooooomooooooooooooon

m´k´1

Ñ `1pJ pm,nqq

dada por (8.5) satisface
}T kpθq} ď Cm,r}P }Ppm`nr q.

Demostración. Procedemos por inducción en k comenzando por el caso k “ 1. Considere-
mos las aplicaciones (ver (8.6))

T1 : `nq,1 ˆ p`
n
q,8q

d ˆ p`nq,8q
d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q

d
loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

m´1

Ñ `1pJ pm,nqq

T2 : `nq,8 ˆ `
n
q,1 ˆ p`

n
q,8q

d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q
d

looooooooooooomooooooooooooon

m´2

Ñ `1pJ pm,nqq.

Fijados zp3q, . . . , zpmq P p`n8q
d y ϕ P

´

`1pJ pm,nqq
¯1

y escribiendo v “ pzp3q, . . . , zpmq, ϕq

definimos, siguiendo (8.11), dos operadores lineales

pT1qv :
`

`nq,8
˘d
Ñ

`

`nq,1
˘1

y pT2qv :
`

`nq,1
˘d
Ñ

`

`nq,8
˘1

que, gracias a (8.7) y (8.12), satisfacen (para i “ 1, 2)

}pTiqv} ď Cm,r}P }Ppm`nr q}z
p3q}`q,8 ¨ ¨ ¨ }z

pmq}`q,8}ϕ}`1pJ pm,nqq1 .

Ahora interpolamos, usando el Teorema 8.2.3 y las ecuaciones (8.9) y (8.10), para conseguir
›

›

›

`

T 1pθq
˘

v
:
`

`n
q, 1
θ

˘d
Ñ

`

`n
q, 1

1´θ

˘1
›

›

›
ď Cm,r}P }Ppm`nr q}z

p3q}`q,8 ¨ ¨ ¨ }z
pmq}`q,8}ϕ}`1pJ pm,nqq1

para todo 0 ă θ ă 1. Usando la ecuación (8.13) y tomando supremo, esto da

›

›T 1pθq : `n
q, 1

1´θ

ˆ
`

`n
q, 1
θ

˘d
ˆ
`

`nq,8
˘d
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

`

`nq,8
˘d

looooooooooooomooooooooooooon

m´2

Ñ `1pJ pm,nqq
›

› ď Cm,r}P }Ppm`nr q .

Asumamos ahora, para 1 ď k ď m´ 2, que

T k´1pθq : `n
q,p 1

1´θ q
k´1 ˆ p`

n
q, 1
θ

qd ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`n
q, 1
θ

qd

looooooooooooomooooooooooooon

k´1

ˆp`nq,8q
d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q

d
looooooooooooomooooooooooooon

m´k

Ñ `1pJ pm,nqq

tiene norma menor o igual que Cm,r}P }Ppm`nr q. Por otro lado, consideremos la aplicación
definida por el Teorema 8.1.1 (ver (8.6))

Tk`1 : `nq,8 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ `
n
q,8

looooooooomooooooooon

k

ˆ`nq,1 ˆ p`
n
q,8q

d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q
d

looooooooooooomooooooooooooon

m´k´1

Ñ `1pJ pm,nqq
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que (recordando (8.12)) también tiene norma menor o igual que Cm,r}P }Ppm`nr q. Como
}`n
q, 1
θ

ãÑ `nq,8} “ 1 (recordando (8.8)) tenemos

Tk`1 : `nq,8 ˆ p`
n
q, 1
θ

qd ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`n
q, 1
θ

qd

looooooooooooomooooooooooooon

k´1

ˆ`q,1 ˆ p`
n
q,8q

d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q
d

looooooooooooomooooooooooooon

m´k´1

Ñ `1pJ pm,nqq

que nuevamente tiene norma acotada por Cm,r}P }Ppm`nr q. Fijados ϕ P
`

`1pJ pm,nqq
˘1

y

zpiq P pCnqd para i ‰ 1, k y, tomando v “ pzp2q, . . . , zpkq, zpk`2q, . . . , zpmq, ϕq tenemos, por
(8.11) y (8.12), que

›

›pT k´1pθqqv : p`nq,8q
d Ñ

`

`n
q,p 1

1´θ
qk´1

˘1›
›

ď Cm,r}P }Ppm`nr q}ϕ}`1pJ pm,nqq1}z
p2q}`

q, 1
θ

¨ ¨ ¨ }zpkq}`
q, 1
θ

}zpk`2q}`q,8 ¨ ¨ ¨ }z
pmq}`q,8

y

›

›pTk`1qv : p`nq,1q
d Ñ

`

`nq,8
˘1›
›

ď Cm,r}P }Ppm`nr q}ϕ}`1pJ pm,nqq1}z
p2q}`

q, 1
θ

¨ ¨ ¨ }zpkq}`
q, 1
θ

}zpk`2q}`q,8 ¨ ¨ ¨ }z
pmq}`q,8 .

Nuevamente, podemos interpolar usando el Teorema 8.2.3, (8.9) y (8.10) para tener

›

›pT kpθqv : p`n
q, 1
θ

qd Ñ
`

`n
q, 1

p1´θqk

˘1›
›

ď Cm,r}P }Ppm`nr q}ϕ}`1pJ pm,nqq1}z
p2q}`

q, 1
θ

¨ ¨ ¨ }zpkq}`
q, 1
θ

}zpk`2q}`q,8 ¨ ¨ ¨ }z
pmq}`q,8

para todo 0 ă θ ă 1. Tomando supremo como antes esto da que la norma de la forma
multilineal T kpθq

›

›T kpθq : `n
q,p 1

1´θ q
k ˆ p`

n
q, 1
θ

qd ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`n
q, 1
θ

qd

looooooooooooomooooooooooooon

k

ˆp`nq,8q
d ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p`nq,8q

d
looooooooooooomooooooooooooon

m´k´1

Ñ `1pJ pm,nqq
›

›,

esta acotada por ď Cm,r}P }Ppm`nr q para todo 0 ă θ ă 1.

Demostración del Teorema 8.2.1. Para m ě 5, tomemos θ “
logpm` 3

2
q

m´1`logpm` 3
2
q

y k “ m ´ 2.

Luego 1
θ ě

m
logpmq y

ˆ

1

1´ θ

˙k

“

´

1`
logpm` 3

2q

m´ 1

¯m´2
ě

m

logm
.

Por lo tanto }`n
q,p 1

1´θ q
k ãÑ `nq, m

logpmq
} “ }`n

q, 1
θ

ãÑ `nq, m
logpmq

} “ 1. Usando el Lema 8.2.4 con

k “ m´ 2 el resultado se sigue. Para m “ 3 tomemos θ “ 1
2 y k “ 1 en el Lema 8.2.4, para

m “ 4 tomemos θ “ 3
2 ´

?
5

2 y k “ 2.
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Finalizamos esta sección con algunos comentarios al respecto de la hipercontractividad
vinculada a la inclusión de `q,s en monPpm`rq. Para el caso de `8 es sabido que (ver
[BDF`17, Theorem 2.1]) que la inclusión ` 2m

m´1
,8 en monPpm`8q es hipercontractiva en

el sentido de que existe una constante C ą 0 tal que para todo polinomio homogéneo
P P Ppm`8q, vale que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Cm}z}m` 2m

m´1 ,8
}P }P pm`8q.

Observación 8.2.5. Para 1 ă r ď 2, aunque no sepamos si `q,8 se encuentra dentro de
monPpm`rq es fácil ver que no podemos esperar tener una desigualdad hipercontractiva
como la anterior.

Si existiera tal constante, procediendo como en la demostración de la inclusión superior
en el Teorema 6.2.1 (ver (6.3)) con m “ tlogpn` 1qu tendŕıamos que

1

}z}`q,logm
logpn` 1q1´

1
r

n
ÿ

j“1

|z˚j |,

está acotada independientemente de n para todo z P `q,logm. Tomemos ahora z “ pj´1{q logpjq´2{ logpmqqj .

Luego }z}`q,logm
ď

´

ř8
j“1

1
j log2pjq

¯
1

logm
. Pero,

1

}z}`q,logm
logpn` 1q1´

1
r

n
ÿ

j“1

|z˚j | "
1

logpn` 1q1´
1
r

n
ÿ

j“1

1

j1{q logpjq
2

logm

"
e2

c logpn` 1q1´
1
r

n
ÿ

j“1

1

j1{q
ě

e2

c logpn` 1q1´
1
r

n1{q1q1.

Como q1 “ mr1 “ tlogpn ` 1qur1, la última expresión tiene un comportamiento asintótico

menor que logpnq
1
r . Esto muestra que no puede existir una constante C ą 0 tal que para

todo n y m y todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P P PpmCnq valga

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Cm}z}m`q,logm

}P }Ppm`nr q.

Por otro lado, aplicando cuidadosamente las ideas desarrolladas en esta sección, es
posible obtener desigualdades hipercontractivas en algunos casos.

Observación 8.2.6. Dado ε ą 0, existe una constante C ą 0 tal que para todo m ě 3,
n P N y todo P P PpmCnq

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Cp1` εqm}P }Ppm`nr q}z}

m
`nq,2
.
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8.2. Interpolación real en conos

Para ver esto, fijemos 1 ă r ď 2, m ě 3, y tomemos z, zpm´2q, zpm´1q, w P Cn tales que
zpm´1q “ zpm´1q˚ y w “ w˚. Luego, usando el Teorema 2.1.7 y el Lema 3.4.3, tenemos que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj1 . . . zjm´3z

pm´2q
jm´2

z
pm´1q
jm´1

wjm |

ď em}P }Ppm`nr q
ÿ

jPJ pm´1,nq

|zj1 . . . zjm´3z
pm´2q
jm´2

z
pm´1q
jm´1

| ¨

´

pm´ 1qm´1

αpjqαpjq

¯1{r
`

n
ÿ

jm“jm´1

wrjm
˘1{r

ď em3Cmer
1´1
}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´2“1

|z
pm´2q
jm´2

|

´

ÿ

jPJ pm´3,jm´2q

|j||zj|
¯

n
ÿ

jm´1“jm´2

|z
pm´1q
jm´1

|
`

n
ÿ

jm“jm´1

wrjm
˘1{r

ď Cmer
1

}w}`q,8}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´2“1

|z
pm´2q
jm´2

|

´

jm´2
ÿ

l“1

|zl|
¯m´3 n

ÿ

jm´1“jm´2

|z
pm´1q
jm´1

|j
1
r
´ 1
q

m´1

ď Cmer
1

}w}`q,8}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´2“1

|z
pm´2q
jm´2

|

´

pjm´2q
1´ 1

q }z}`q,8

¯m´3
}zpm´1q}`q,8pr

1 ` 1qj
2
q1
´ 1
r1

m´2

ď pr1 ` 1qCmer
1

}w}`q,8}z}
m´3
`q,8

}zpm´2q}`q,1}z
pm´1q}`q,8}P }Ppm`nr q,

donde en la penúltima desigualdad usamos una cota para la norma de la identidad de `k1
en `kq,8 que podemos encontrar por ejemplo en [DM06, Lemma 22]. Por otro lado, tenemos
también que

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj1 . . . zjm´3z

pm´2q
jm´2

z
pm´1q
jm´1

wjm |

ď em}P }Ppm`nr q
ÿ

jPJ pm´1,nq

|zj1 . . . zjm´3z
pm´2q
jm´2

z
pm´1q
jm´1

| ¨

´

pm´ 1qm´1

αpjqαpjq

¯1{r
`

n
ÿ

jm“jm´1

wrjm
˘1{r

ď em3Cmer
1´1
}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´1“1

|z
pm´1q
jm´1

|

´

ÿ

jPJ pm´3,jm´2q

|j||zj|
¯

jm´1
ÿ

jm´2“1

|z
pm´2q
jm´2

|
`

n
ÿ

jm“jm´1

wrjm
˘1{r

ď Cmer
1

}w}`q,8}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´1“1

|z
pm´1q
jm´1

|

´

jm´2
ÿ

l“1

|zl|
¯m´3

jm´1
ÿ

jm´2“1

|z
pm´2q
jm´2

|j
1
r
´ 1
q

m´1

ď Cmer
1

}w}`q,8}P }Ppm`nr q

n
ÿ

jm´1“1

|z
pm´1q
jm´1

|

´

pjm´2q
1´ 1

q }z}`q,8

¯m´3
j

1´ 1
q

m´1}z
pm´2q}`q,8j

1
r
´ 1
q

m´1

“ Cmer
1

}w}`q,8}z}
m´3
`q,8

}zpm´2q}`q,8}z
pm´1q}`q,1}P }Ppm`nr q.

Luego, procediendo como en el Lema 8.2.4 podemos construir un operador acotado de `dq,8
en

`

`q,1
˘1

y también de `dq,1 en
`

`q,8
˘1

. Aplicando el K-método de interpolación restringido
al cono de sucesiones no crecientes a este operador podemos concluir que para todo z “ z˚,
vale

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď

a

p1` r1qCmer
1

}z}m´2
`q,8

}z}2`q,2}P }Ppm`nr q ď Cp1` εqm}P }Ppm`nr q}z}
m
`nq
.
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Caṕıtulo 8. Convergencia monomial para Ppm`rq

Por lo tanto, usando el Corolario 3.3.6, se concluye lo que queŕıamos probar.

Con un poco más de trabajo se puede probar, de un modo similar, que dado cualquier
s ě 1 y ε ą 0, existe cierto m0 y alguna constante C ą 0 tal que para todo n P N, todo
m ě m0 y todo polinomio P P PpmCnq tenemos

ÿ

jPJ pm,nq
|cjpP qzj| ď Cp1` εqm}P }Ppm`nr q}z}

m
`nq,s
.

8.3. Multiplicadores

Una sucesión panqnPN es un multiplicador para monPpm`rq si

panqnPN ¨ `r Ă monPpm`rq,

donde el producto panqnPN ¨ `r es simplemente la multiplicación coordenada a coordenada.
Sea p “ pp1, p2, . . . q la sucesión de los números primos. Es bien sabido que para r ě
2, la sucesión 1

p
m´1
2m

es un multiplicador para monPpm`rq (esto puede verse como una

consecuencia inmediata de [BDS19, Theorem 5.1 (3) ]).

Para 1 ă r ă 2 en [BDS19, Theorem 5.3.] los autores prueban esto con una diferencia
de ε, mostrando que para cada m y todo ε ą 1

r vale que

1

pσm
`

logppq
˘ε ¨ `r Ă monPpm`rq, (8.14)

donde σm “
m´1
m

`

1´ 1
r

˘

. Como una consecuencia de nuestros resultados, podemos mejorar
esto. Mostramos que, para 1 ă r ď 2, incluso la sucesión p 1

nσm qnPN es un multiplicador para
monPpm`rq.

Teorema 8.3.1. Para 1 ă r ă 2 y m ě 3 pongamos σm “
m´1
m

`

1´ 1
r

˘

. Entonces,

` 1

nσm

˘

n
¨ `r Ă monPpm`rq,

y σm es lo mejor posible.

Demostración. Como una consecuencia del Teorema 8.0.1 sabemos que `q,r Ă monPpm`rq,
con lo cual para probar este resultado es suficiente ver que si z P `r entonces,

`

1
nσm

˘

n
¨ z P

`q,r. Supongamos que z P `r es un elemento arbitrario (no necesariamente igual a z˚). Como
r ą q sabemos que la semi-norma }¨}`q,r es equivalente a la siguiente norma maximal (como
figura en (1.2))

}w}`pq,rq “

˜

8
ÿ

n“1

n
r
q
´1

˜

1

n

n
ÿ

k“1

w˚k

¸r¸1{r

.
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8.3. Multiplicadores

Luego, si w “
`

zn
nσm

˘

n
, por la desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood (Le-

ma 6.3.5) es fácil ver que
n
ÿ

k“1

w˚k ď
n
ÿ

k“1

z˚k
1

kσm

para todo n P N. Entonces

›

›

›

´ zn
nσm

¯

n

›

›

›

`q,r
„

›

›

›

´ zn
nσm

¯

n

›

›

›

`pq,rq

ď

˜

8
ÿ

n“1

n
r
q
´1

˜

1

n

n
ÿ

k“1

z˚k
1

kσm

¸r¸1{r

“

›

›

›

›

ˆ

z˚n
nσm

˙

n

›

›

›

›

`pq,rq

„

›

›

›

›

ˆ

z˚n
nσm

˙

n

›

›

›

›

`q,r

“

˜

8
ÿ

n“1

ˆ

p
z˚n
nσm

q˚n
1
q
´ 1
r

˙r
¸1{r

“ }z}`r ă 8,

donde, en la última desigualdad, usamos que σm “
1
q ´

1
r .

Para ver que el exponente es óptimo tomemos, como siempre, q “ pmr1q1. Ahora, si pznqn “
´

1
n1{r logpn`1q2{r

¯

n
P `r para todo ε ą 0 es fácil ver que la sucesión

`

zn
nσm´ε

˘

n
R `q,8 Ą

monPpm`rq.

Para m “ 2 no podemos mostrar que la sucesión
`

1
nσ2

˘

n
es un multiplicador para

monPp2`rq pero usando que `q Ă monPp2`rq y el Teorema 8.0.1, es fácil ver que vale la
inclusión

1

pσ2
`

logppq
˘ε ¨ `r Ă monP

`

2`r
˘

,

para todo ε ą 0 extendiendo [BDS19, Theorem 5.3.] (ver también (8.14)). Dejamos los
detalles para el lector.
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Apéndice A

Expansión en serie monomial

Dedicamos este apéndice a la demostración de la Proposición 3.1.2:

Proposición A.0.1 (Proposición 3.1.2). Dados 1 ă p, q ď 8, para X “ `p,q tenemos que

monFpRq “
!

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para todo f P FpRq

)

,

para FpRq siendo HbpXq, H8pBXq or PpmXq para cualquier m P N.

Recordemos que, para que tenga sentido, la convergencia de la expansión monomial de
una dada función holomorfa necesita ser incondicional. Como las convergencias incondicio-
nal y absoluta son conceptos equivalentes en C, para toda familia de funciones holomorfas
en un dominio de Reinhardt FpRq, vale que

!

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para toda f P FpRq

)

Ă monFpRq. (A.1)

Ahora daremos algunos resultados necesarios para probar la inclusión inversa.

Dado un espacio de suceciones X podemos considerar su dual de Köthe

Xˆ :“

#

y P CN :
ÿ

kě1

|ykxk| ă 8 para toda x P X

+

,

que, dotado de la norma,

}y}Xˆ :“ sup
xPBX

ÿ

kě1

|ykxk|,

es un espacio de sucesiones simétrico. Vale la pena mencionar que para 1 ď p ă 1 vale
`ˆp “ `p1 y además `ˆ8 “ `1. Esto muestra en particular que el dual de Köthe y el dual
clásico, dado por los funcionales continuos, no siempre coinciden. Observemos que para
todo espacio de sucesiones X vale que Xˆ Ă X 1 isométricamente.
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Apéndice A. Expansión en serie monomial

Como para todo espacio de sucesiones X su dual de Köthe es nuevamente un espacio
de sucesiones podemos considerar pXˆqˆ, Lo notaremos simplemente Xˆˆ. Es fácil ver
que X Ă Xˆˆ.

El siguiente es un resultado clásico en la teoŕıa de espacios de sucesiones, un prueba de
este hecho puede encontrarse en [Maz10, Teorema 1.3.11].

Observación A.0.2. Para todo espacio de sucesiones X los siguientes son equivalentes:

a) ren : n P Ns es denso en X.

b) X es separable.

c) X 1 “ Xˆ.

Un corolario de la observación previa es que para un espacio de sucesiones separable X
vale que

pX 1qˆ “ Xˆˆ. (A.2)

Observación A.0.3. Dado un espacio de sucesiones separable X, el conjunto de conver-
gencia monomial de una familia de funcionales lineales X 1 “ LpXq “ Pp1Xq es el dual de
Köethe de X 1, i.e.,

monX 1 “ monPp1Xq “ pX 1qˆ “ Xˆˆ.

Demostración. Primero, como X es separable, por la Observación A.0.2 tenemos que X 1 “
Xˆ. Esto nos permite pensar a X 1 como un espacio de sucesiones en śı mismo. Dada φ P X 1

podemos asociarle una sucesión pφpekqqkPN Ă CN.

Por otro lado, para todo φ P X 1, como es un polinomio 1-homogéneo, tenemos que
aαpφq “ 0 para |rαs| ‰ 1. Es fácil ver que aαpφq “ φpekq si α “ ek para todo k P N. Para
z P CN y φ P X 1 se sigue que

ÿ

kě1

|φpekqzk| “
ÿ

αPΛp1q

|aαpφqz
α|. (A.3)

Luego, si z P pX 1qˆ el lado izquierdo de la ecuación (A.3) suma (es finito) y, por lo tanto,
z P monX 1. Al revés, z P monX 1 implica que el lado derecho en la ecuación (A.3) es finito
para todo φ P X 1 y luego z P pX 1qˆ. Esto muestra que monX 1 “ pX 1qˆ “ Xˆˆ usando
(A.2).

Veremos luego que, para espacios de sucesiones reflexivos y separables, podemos lograr
nuestro propósito gracias a la observación previa. Este es el caso de `p,q con 1 ă p ă 8 y
1 ď q ă 8 gracias al Teorema 1.1.4. Para el caso de `p,8 con 1 ă p ă 8 necesitaremos el
siguiente lema.

Lema A.0.4. Para 1 ă p ă 8 vale que `ˆp,8 “ `p1,1.
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Demostración. Comenzamos probando que `ˆp,8 Ă `p1,1. Tomemos z P `ˆp,8, luego

}z}`p1,1 “ }pk
1
p1
´1
zk˚qkě1}`1

“
ÿ

kě1

|k´1{pz˚k | ă 8,

ya que pk´1{pqkě1 P `p,8 y z˚ P `ˆp,8 por ser un espacio de sucesiones simétrico. Hemos
probado que z P `p1,1.

Por el otro lado, sea z P `p1,1 y tomemos x P `q,8. Usando la desigualdad de reorde-
namiento de Hardy-Littlewood (Lema 6.3.5) se sigue (usando la desigualdad de Hölder)
que

ÿ

kě1

|zkxk| ď
ÿ

kě1

z˚kx
˚
k

“
ÿ

kě1

k´1{pz˚kk
1{px˚k

ď }z}`p1,1}x}`p,8 ă 8,

luego z P `ˆp,8.

Resumimos algunos de los resultados previos en el próximo lema.

Lema A.0.5. Siempre que X “ `p,q con 1 ă p ă 8 y 1 ă q ď 8 se sigue que

monX 1 “ monPp1Xq “ Xˆˆ “ X.

Demostración. Sea X “ `p,q con 1 ă p, q ă 8, por el Teorema 1.1.4, tenemos que X es
reflexivo. Gracias a que además es separable, la Observación A.0.2 y la Observación A.0.3,
vale que

monPp1Xq Ă pX 1qˆ “ Xˆˆ “ pX 1q1 “ X.

Finalmente tomemos X “ `p,8 con 1 ă p ă 8, que también es separable. Usando la
Observación A.0.3 y la desigualdad en (A.2) tenemos que

monPp1Xq “ Xˆˆ Ă pXˆq1.

Usando el Lema A.0.4 y el Teorema 1.1.4 tenemos

pXˆq1 “ p`p1,1q
1 “ `p,8 “ X,

luego se sigue que Xˆˆ Ă pXˆq1 Ă X. Como, para todo espacio de sucesiones X vale que
X Ă Xˆˆ tenemos lo que queŕıamos.

Para todo espacio de sucesiones separable X vale que X 1 Ă HbpXq Ă H8pBXq y (3.3),
esto implica que

monH8pBXq Ă monHbpXq Ă monX 1 “ Xˆˆ.
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Apéndice A. Expansión en serie monomial

En particular, para aquellos X tales que X “ Xˆˆ, tenemos

monF “

$

’

&

’

%

z P X :
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ă 8 para todo f P F

,

/

.

/

-

, (A.4)

para F siendo H8pBXq o HbpXq. Cabe señalar que la importancia en la igualdad anterior
es el hecho de que todos los elementos en monF se encuentran en X.

La misma conclusión vale para la familia de polinomios homogéneos. Para ver que esto
es aśı necesitamos [DGMSP19, Remark 10.7]. Damos la prueba por completitud.

Proposición A.0.6. Dado un espacio de sucesiones X, para todo m P N vale que

monPpm`1Xq Ă monPpmXq.

Demostración. Fijemos u P monPpm`1Xq no nulo y P P PpmXq. Para cierto i P N tal que
ui ‰ 0 definamos Q P Ppm`1Xq por Qpzq “ ziP pzq. Es sencillo ver que

aαpQq “

#

0 si αi “ 0

aα̃pP q si αi ą 0,

donde α̃j “ αj ` δi,j , luego

ÿ

αPNpNq0

|aαpP qu
α| “

1

ui

ÿ

αPNpNq0

|aαpP qu
αui|

“
1

ui

ÿ

αPNpNq0

|aα̃pP qu
α̃|

“
1

ui

ÿ

αPNpNq0

|aαpQqu
α| ă 8.

Dado m P N, usando que monPpmXq Ă Pp1Xq “ pX 1qˆ (lo cual sigue simplemente de
la Proposición A.0.6) y procediendo como antes, tenemos que

monPpmXq “

$

’

&

’

%

z P X :
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ă 8 para todo f P PpmXq

,

/

.

/

-

, (A.5)

para todo espacio de sucesiones separable X tal que Xˆˆ “ X.
La siguiente proposición esencialmente establece que, dado un espacio de sucesiones

separable X, cualquier elemento en el conjunto de convergencia monomial para la familia
H8pBXq debe estar dentro de la bola de X. Una prueba de este resultado puede encontrarse
en [DGMSP19, Proposición 20.3].

Proposición A.0.7. Dado un espacio de sucesiones X, vale que XXmonH8pBXq Ă BX .
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Como dijimos antes, si usamos la Proposición A.0.7 y la Observación A.0.2, para todo
espacio de sucesiones separable X tal que Xˆˆ “ X tenemos

monH8pBXq “

$

’

&

’

%

z P BX :
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ă 8 para toda f P H8pBXq

,

/

.

/

-

. (A.6)

Observación A.0.8. Sea X un espacio de sucesiones separable tal que Xˆˆ “ X luego

monFpRq “

$

’

&

’

%

z P R :
ÿ

αPNpNq0

|aαpfqz
α| ă 8 para toda f P F

,

/

.

/

-

,

para FpRq siendo H8pBXq, HbpXq o PpmXq para todo m P N y, por su puesto, R siendo
BX o X respectivamente.

Notemos que la Observación A.0.8 se sigue usando (A.4) para HbpXq, (A.5), para
PpmXq y (A.6) para H8pBXq.

En [BDF`17, Equation (15)] los autores enuncian que

monH8pBc0q “ monH8pB`8q y monPpmc0q “ monPpm`8q. (A.7)

Alĺı citan el art́ıculo [DMP09, Remark 6.4] donde se demuestra el primer enunciado de
(A.7). El argumento usado alĺı viene de un resultado del art́ıculo [DG89]. En dicho art́ıculo
Davie y Gamelin muestran que toda f P H8pBXq puede extenderse a cierta pf P H8pBX2q
sin cambiar su norma. Para f P HbpXq es estándar que esto puede hacerse y nuevamente
implica que

monHbpc0q “ monHbp`8q. (A.8)

Ahora, gracias a las ecuaciones en (A.7) y por el Teorema 3.2.2 y el Teorema 3.2.3 se
sigue que

monPpmc0q “ monPpm`8q Ă c0,

monH8pBc0q “ monH8pB`8q Ă Bc0 . (A.9)

Finalmente por la ecuación (A.8) y el Teorema 6.3.2 tenemos que

monHbpc0q “ monHbp`8q Ă c0. (A.10)

La siguiente proposición es una versión ligeramente más general de la Proposición 3.1.2,
la cuál es el objetivo de este apéndice.

Proposición A.0.9. Sea X el espacio `8 o cualquier espacio de sucesiones separable tal
que Xˆˆ “ X. Entonces vale que

monFpRq “

$

’

&

’

%

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para toda f P FpRq

,

/

.

/

-

,

para FpRq igual a H8pBXq, HbpXq o PpmXq para todo m P N y, por supuesto, R siendo
BX o X respectivamente.
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Apéndice A. Expansión en serie monomial

Demostración. Por (A.1) sólo resta probar que

monFpRq Ă

$

’

&

’

%

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para toda f P F

,

/

.

/

-

.

Fijemos z P monFpRq. En el caso en que X sea `8, por las ecuaciones (A.9) y (A.10)
tenemos que z P c0 o z P Bc0 dependiendo de FpRq. En el caso en que X sea un espacio de
sucesiones separable tal que Xˆˆ “ X usando la Observación A.0.8 tenemos que z P R.

Toda función f P FpRq es continua en R por ser holomorfa alĺı. Como ren : n P Ns es
denso en c0 o X tenemos que πnpzq Ñ z, cuando n Ñ 8, y luego fpπnpzqq Ñ fpzq. Por
otro lado, como πnpzq P Rn vale que

fpπnpzqq “
ÿ

αPNn0

aαpfqz
α,

y z P monFpRq con lo cual la expansión monomial converge absolutamente en z, todo esto
implica que

ĺım
nÑ8

fpπnpzqq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α.

Por la unicidad del ĺımite tenemos fpzq “
ř

αPNpNq0
aαpfqz

α.

Ahora podemos lograr el objetivo de este apéndice. La prueba se deduce directamente
de lo que vimos.

Demostración de la Proposición 3.1.2. Gracias al Lema A.0.5 se tiene que Xˆˆ “ X para
X “ `p,q con 1 ă p ă 8 y 1 ă q ď 8. Como X es separable usando la Proposición A.0.9
se sigue que

monFpRq “

$

’

&

’

%

z P R : fpzq “
ÿ

αPNpNq0

aαpfqz
α para toda f P FpRq

,

/

.

/

-

.

Para X “ `8 esto es expĺıcitamente probado en la Proposición A.0.9.
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[And63] Tsuyoshi Andô. On a pair of commutative contractions. Acta Sci. Math.
(Szeged), 24:88–90, 1963.

[Bay02] Frédéric Bayart. Hardy spaces of Dirichlet series and their composition ope-
rators. Monatshefte für Mathematik, 136(3):203–236, 2002.

[Bay12] Frédéric Bayart. Maximum modulus of random polynomials. The Quarterly
Journal of Mathematics, 63(1):21–39, 2012.

[BB04] Enrico Bombieri and Jean Bourgain. A remark on Bohr’s inequality. Inter-
national Mathematics Research Notices, 2004(80):4307–4330, 2004.

[BBEM90] Bernard Beauzamy, Enrico Bombieri, Per Enflo, and Hugh L Montgomery.
Products of polynomials in many variables. Journal of Number Theory,
36(2):219–245, 1990.

[BDF`17] Frédéric Bayart, Andreas Defant, Leonhard Frerick, Manuel Maestre, and
Pablo Sevilla-Peris. Multipliers of dirichlet series and monomial series expan-
sions of holomorphic functions in infinitely many variables. Mathematische
Annalen, 368(1-2):837–876, 2017.

[BDS19] Frédéric Bayart, Andreas Defant, and Sunke Schlüters. Monomial conver-
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Índice alfabético
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