
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matemática

Homotopía étale de un topos

Tesis presentada para optar al título de Doctor de la Universidad de Buenos Aires en el área

Ciencias Matemáticas

Matías Ignacio Data

Director de tesis: Eduardo J. Dubuc

Consejero de estudios: Fernando Cukierman

Buenos Aires, 20 de Mayo de 2020





Homotopía étale de un topos

En esta tesis se extienden los invariantes homotópicos desarrollados por M. Artin y B. Ma-

zur para topos localmente conexos al caso de un topos arbitrario. Dado un topos localmente

conexo E γ // S , Artin y Mazur definen el tipo homotópico étale πE que es un pro-objeto en la

categoría homotópica de los conjuntos simpliciales H. La construcción consiste esencialmente

en aplicarle el funtor de componentes conexas γ! al diagrama cofiltrante de los hipercubrimien-

tos del topos salvo homotopía simplicial. Dado un punto S p // E se obtienen pro-grupos de

homotopía. Este invariante determina la cohomología con coeficientes constantes (grupo para

n = 1, grupo abeliano para n > 1) del topos y permite calcularla como un colímite filtrante.

Más aún en el caso de un topos punteado conexo y localmente conexo, el pro-grupo fundamen-

tal representa torsores.

Debido a la ausencia del funtor de componentes conexas γ! en el caso general, se deben consi-

derar todas las indexaciones simpliciales posibles de un hipercubrimiento como parte del pro-

objeto. Esto nos lleva a estudiar las categorías de familias y familias simpliciales de un topos.

Mediante esta última se logra definir un pro-objeto que es isomorfo en el caso localmente cone-

xo al definido por Artin y Mazur. Se demuestra que en el caso general este invariante determina

la cohomología con coeficientes constantes (grupo para n = 1, grupo abeliano para n > 1) del

topos y se tiene una fórmula como un colímite filtrante. Luego se utiliza esta construcción para

estudiar el Grupoide Fundamental del topos. Considerando a las homotopías entre morfismos

de hipercubrimientos se construye un 2-pro-grupoide. Se demuestra que este 2-pro-grupoide

determina la categoria de proyecciones cubrientes (definidas por E. J. Dubuc en The fundamen-

tal progroupoid of a general topos, JPAA 212) como un 2-colímite y que representa torsores,

dando una nueva construcción del Grupoide Fundamental de un topos que generaliza el caso

localmente conexo.

Palabras Clave. hipercubrimientos, proyecciones cubrientes, tipo homotópico étale, 2-pro-

objeto, grupoide fundamental de un topos.
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Étale homotopy of a topos

In this thesis we extend the homotopy invariants developed by M. Artin and B. Mazur

for locally connected topoi to the case of an arbitrary topos. Given a locally connected to-

pos E γ // S , Artin and Mazur define the étale homotopy type Ver(E) which is a pro-object in

the homotopy category of simplicial sets H. The construction consist essentially of applying

the connected components functor γ! to the cofiltered diagram of hypercovers up to simplicial

homotopy. Given a point S p // E one gets homotopy pro-groups. This invariant determines

the cohomology with constant coefficients (group for n = 1, abelian group for n > 1) of the to-

pos, and gives a computation as a filtered colimit. Moreover, in the case of a pointed connected

locally connected topos, the fundamental pro-group represents torsors.

Due to the absence of the connected components functor γ! in the general case, we have to con-

sider all posible simplicial indexations of a hypercover as part of the pro-object. This requires

an study of the categories of families and simplicial families of a topos, through which we are

able to define a pro-object that in the locally connected case is isomorphic to the one defined

by Artin and Mazur. We prove that in the general case this invariant determines the cohomo-

logy with constant coefficients (group for n = 1, abelian group for n > 1) of the topos, and

gives a computation as a filtered colimit. Then we use this construction to study the Fundamen-

tal Groupoid of the topos. Considering the homotopies between morphisms of hypercovers we

construct a 2-pro-groupoid. We prove that this 2-pro-groupoid determines the category of cove-

ring projections (as defined by E. J. Dubuc in The fundamental progroupoid of a general topos,

JPAA 212) as a 2-colimit and moreover represents torsors, which gives a new construction of

the Fundamental Groupoid of a topos which generalizes the locally connected case.

Key words. hypercovers, covering projections, étale homotopy type, 2-pro-object, funda-

mental groupoid of a topos.
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Introducción

Homotopía Étale de Artin-Mazur. La teoría de topos surgió en el Séminaire de Géomé-

trie Algébrique du Bois Marie, dirigido por Alexander Grothendieck. El objetivo era extender la

cohomología de haces en espacios topológicos al caso de la geometría algebraica y formalizar la

idea de una “cohomología de Weil” para probar las conjeturas de Weil. Este trabajo monumen-

tal fue registrado en [SGA4-1, SGA4-2] y posteriormente en un tercer volumen. Estos trabajos

fueron tremendamente influyentes en geometría algebraica, se introducen los Esquemas como

la estructura geométrica básica generalizando las Variedades Algebraicas y la cohomología éta-

le junto con varias otras teorías de cohomología para esquemas y eventualmente condujo a una

solución completa de las conjeturas de Weil.

Entonces se volvió de interés particular extender las ideas y técnicas de la teoría de homotopía

a la geometría algebraica. En [SGA1] A. Grothendieck generalizó la teoría de Galois a la teoría

categorías abstracta con un funtor fibra C F // S<∞ satisfaciendo algunas condiciones de exac-

titud, llamadas categorías de Galois. El probó que una categoría de Galois es equivalente a la

categoría de acciones finitas del grupo de automorfismos del funtor fibra, que en este caso es

profinito. Esta teoría se puede aplicar al caso de la categoría de objetos localmente constantes

finitos de un topos conexo punteado y da lugar al grupo fundamental profinito. En el caso de

un espacio topológico bueno X esta teoría recupera la completación profinita del grupo funda-

mental. Si uno quisiera recuperar el grupo fundamental tendría que considerar todos los objetos

localmente constantes (no necesariamente finitos) y esta teoría ya no se puede aplicar. Ya había

sido afirmado en un ejercicio [SGA4-1, Exposé IV, Exercice 2.7.5] que para un topos conexo

localmente conexo punteado E γ // S , uno podría asociar un pro-grupo π1(E , p) llamado el

grupo fundamental de E en p. En ese caso se considera la noción de un topos de Galois y se afir-

ma que los topos de Galois se corresponden exactamente, como categorías, a las subcategorías

plenas generadas por objetos localmente constantes en un topos conexo localmente conexo.

En 1969, M. Artin y B. Mazur publicaron un trabajo muy influyente llamado Etale Homotopy

[AM]. En ese trabajo los autores asocian a un topos localmente conexo un “pro-tipo homo-

tópico”. Este pro-objeto, llamado el tipo homotópico étale o funtor de Verdier Ver(E), es por

definición un pro-objeto en la categoría homotópica de conjuntos simpliciales H = Ho(sS).

Muestran que el tipo homotópico étale determina la cohomología con coeficientes constantes
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del topos. Dado un punto S p // E definen los pro-grupos de homotopía πn(E , p) para n ≥ 1.

También prueban que para un topos conexo localmente conexo punteado y un grupo G, las

clases de isomorfismo de G-fibrados principales en E (también llamados G-torsores) se corres-

ponden a morfismos de pro-grupos π1(E , p) // G salvo conjugación.

Algunos Preliminares. Expliquemos brevemente las ideas principales detrás de estos desarro-

llos. En los inicios de la teoría de haces, la cohomología de haces no era un funtor derivado, y

aún así era posible calcular estos invariantes de alguna forma. Para un espacio topológico gene-

ral se tenía la resolución de Godement usando haces flasque. También estaba la cohomología de

Čech, la cual era de naturaleza combinatoria y mucho mas explícita. Dado U =
∑
i∈I
Ui // X

un cubrimiento abierto de un espacio topológico X uno puede construir un objeto simplicial

aumentado CU llamado el complejo de Čech:

X U //oo U ×
X
Uoo

oo //
// U ×

X
U ×

X
U

oo
oo
oo

. . .

Aplicando un haz de grupos abelianos F y tomando la suma alternada de las caras obtenemos

un complejo de co-cadenas de grupos abelianos:

F (U) ∂ // F (U ×
X
U) ∂ // F (U ×

X
U ×

X
U) ∂ // . . .

La cohomología de este complejo se denota por Hn(F (CU)). Uno puede considerar esta cons-

trucción para todos los cubrimientos abiertos y es claramente funtorial en U . Además dos refi-

namientos distintos son simplicialmente homotópicos por lo tanto inducen el mismo morfismo

en la cohomología. Identificando refinamientos obtenemos un poset cofiltrante de cubrimientos

Cov(X)∼, entonces la cohomología de Čech se define como el colímite filtrante sobre todos los

cubrimientos Ȟn(X,F ) := colim
U∈Cov(X)∼

Hn(F (CU)). Por un teorema de H. Cartan, para espacios

topológicos buenos la cohomología de Čech calcula la cohomología de haces, pero en general

estas dos cohomologías no coinciden, aunque siempre se tiene una suceción espectral que las

relaciona. Esto se traduce al caso general de un topos con pequeñas modificaciones y produce

los mismos resultados. La razón por la cual estas teorías de cohomología difieren en general es

que los espacios usualmente no tienen suficientes cubrimientos abiertos, respectivamente sufi-

cientes cubrimientos étales para esquemas, etc.

Con un profundo entendimiento de la teoría simplicial J.-L. Verdier tuvo una idea brillante cuan-

do descubrió el concepto de hipercubrimientos [SGA4-2, Exposé V, 7.]. Estos son una genera-
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lización de los complejos de Čech asociados con cubrimientos, pero son mucho mas flexibles

mientras que también retienen las propiedades claves de los primeros. Un hipercubrimiento se

define como sigue: es un objeto simplicial U en el topos:

1 U0
//oo U1oo

oo //
// U2

oo
oo
oo

. . .

tal que U0 → 1 es un cubrimiento, U1 → U0×U0 es un cubrimiento y mas generalmente Un →

(coskn−1U)n es un cubrimiento para todo n ≥ 0. El probó que los hipercubrimientos determinan

salvo homotopía simplicial una categoría cofiltrante HC(E)∼. En su celebrado teorema probó

que si se toma el colímite sobre todos los hipercubrimientos se calcula la cohomología de haces,

esto es:

Hn(E , F ) ' colim
U∈HC(E)∼

Hn(F (U))

Aunque esta construcción funciona perfectamente para la cohomología, no da directamente in-

variantes homotópicos. Un problema con la homotopía es que es covariante, no contravariante

como la cohomología. Cuando se aplica la cohomología convertimos un diagrama cofiltrante

de cubrimientos (o hipercubrimientos) en un diagram filtrante de grupos abelianos y como los

colímites filtrantes son exactos estos conmutan con la cohomología. La solución a este proble-

ma ya había sido sugerida por A. Grothendieck; en vez de tomar el límite como el invariante el

cual no se comporta bien, tomar el diagrama completo como el invariante. Formalmente esto es

un pro-grupo y la teoría de pro-objetos ya había sido desarrollada en [SGA4-1, Exposé I, 8.].

Además, ya se tenía unos resultados en topología algebraica que sugerían que los invariantes

homotópicos buenos podían ser obtenidos en el contexto de la teoría de Čech. Por ejemplo el

teorema del nervio de Borsuk: dado un espacio topológico paracompacto X , con un buen cubri-

miento abierto U =
∑
i∈I
Ui // X , i.e. un cubrimiento por abiertos contractiles tales que todas

las intersecciones no vacías también son contráctiles (por ejemplo un cubrimiento por abiertos

convexos). Consideremos su nervio de Čech NU , este es un conjunto simplicial cuyo conjunto

de n-simplices Nn está dado por los índices (i0, . . . , in) ∈ In+1 tales que Ui0 ∩ · · · ∩ Uin 6= ∅.

Entonces su realización geométrica |NU | es homotópicamente equivalente a X .

M. Artin and B. Mazur encontraron una forma de definir tales invariantes homotópicos para

topos localmente conexos. Recordemos que un topos E γ // S es localmente conexo si además

tiene un adjunto a izquierda E γ! // S γ! a γ∗ a γ∗ llamado el funtor de componentes cone-

xas. Por ejemplo el topos Sh(X) de haces en un espacio topológico X es localmente conexo
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si y solo si X es un espacio localmente conexo. Con este funtor uno asocia a cualquier objeto

simplicial U en el topos un conjunto simplicial γ!U. Observemos que para U un buen cubri-

miento, los abiertos del cubrimiento y todas las intersecciónes son conexas. Luego se sigue que

en este caso γ!CU coincide con su nervio de Čech NU . Ellos definen primero un pro-objeto en

Ver(E) := (γ!U)U∈HC(E)∼ la categoría homotópicaH, su tipo homotópico étale o funtor de Ver-

dier. Como un corolario del teorema de hipercubrimiento de Verdier y la adjunción γ! a γ∗ se

sigue que la cohomología de este pro-objeto calcula la cohomología de haces con coeficientes

constantes, i.e. Hn(E , A) ' Hn(Ver(E), A). Dado un punto S p // E se tienen asociados pro-

grupos de homotopía dados por πn(E , p) := colim
(U,x)∈HC∗(E)∼

πn(γ!U, x̃) donde el colímite es sobre

la categoría de hipercubrimientos punteados salvo homotopía simplicial. Prueban el ya men-

cionado teorema de representación de G-fibrados principales. También obtienen una generali-

zación del teorema del nervio de Borsuk, ver [AM, Theorem 12.1]: para un espacio topológico

paracompacto y localmente contráctil X , el pro-tipo homotópico es esencialmente constante y

es homotópicamente equivalente al complejo singular S(X)•.

La teoría del grupo fundamental de topos localmente conexos fué formalizada por distintos

autores. Primero el caso de un topos localmente conexo localmente simplemente conexo fué

tratado por M. Barr y R. Diaconescu en [BD81]. El caso de un topos conexo localmente conexo

punteado fué desarrollado por I. Moerdijk en [Mo88, Mo89] usando la teoría de grupos locálicos

en vez de pro-grupos. Dado un tal topos E , consideremos el topos SLC(E) de sumas de objetos

localmente constantes, entonces el prueba que SLC(E) es equivalente al topos clasificante de

un grupo locálico pro-discreto π1(E), esto es SLC(E) ' B(π1(E)) (único salvo isomorfismo).

Además, el morfismo geométrico E ξ // B(π1(E)) es universal en el sentido que representa tor-

sores, i.e. induce una equivalencia de categorías TopS(E ,BG) ' LGrp(π1(E), G) para G un

grupo, donde el lado derecho denota el hom en grupos locálicos.

El caso de un topos no punteado y no necesariamente conexo pero localmente conexo sobre una

base arbitraria fué desarrollado por M. Bunge en [B92, B00] con grupoides locálicos en vez de

grupos. También en [B00] el caso de un topos localmente conexo localmente simplemente co-

nexo es tratado y es un caso particularmente bueno de la teoría donde el grupoide fundamental

es un grupoide discreto (i.e. ordinario).

La teoría del grupo fundamental de un topos general (i.e. no-localmente conexo) fué desarrolla-
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do por J. F. Kennison en [Ken83, Ken92], primero el caso punteado y luego el caso no punteado,

usando el concepto de estructuras uniformes en un local. Es importante observar que [Ken92]

introduce el concepto de una 2-categoría 2-filtrante, reformulada posteriormente en [DS06], la

cual es fundamental para nuestras construcciones. La teoría fué entonces desarrollada por E.

J. Dubuc [D08] con un enfoque diferente. Inspirado por el trabajo de L. J. Hernández-Paricio

[HP98] en teoría de la forma, el concepto de una proyección cubriente se define, esta noción es

la generalización correcta del concepto de un objeto localmente constante al caso no-localmente

conexo. Se prueba que el topos G(E) de (sumas de) proyecciones cubrientes es el topos clasifi-

cante de un pro-grupoide locálico, y que este pro-grupoide locálico representa torsores.

Resultados originales. En esta tesis extendemos los invariantes homotópicos de M. Artin y B.

Mazur al caso de un topos general (no-localmente conexo). La idea de E. J. Dubuc para esqui-

var la ausencia del funtor de componentes conexas, primero bosquejada en el preprint [D10],

es que aunque en un topos general un hipercubrimiento no viene con una indexación canónica

como en el caso localmente conexo, uno puede considerar todas las indexaciones posibles de

este como parte del diagrama inverso. Un hipercubrimiento indexado en un topos E es simple-

mente un morfismo simplicial U
ξ // γ∗I en el topos donde U es un hipercubrimiento y I es el

conjunto simplicial que indexa. Entonces Un =
∑
σ∈In

Un,σ y además la indexación es reducida

en el sentido que Un,σ 6= ∅ para todo σ ∈ In. Para estudiar la categoría de hipercubrimientos

indexados de un topos E primero estudiamos en detalle el topos F(E) de familias del topos.

Luego estudiamos el topos sF(E) de familias simpliciales, este es el lugar natural donde los

hipercubrimientos indexados viven. Aquí obtuvimos algunos resultados sobre la categoría de

indexaciones de un hipercubrimiento fijo que son fundamentales para extender la teoría del

caso localmente conexo. Probamos que la categoría IHC(E)∼ de hipercubrimientos indexados

salvo homotopía simplicial es cofiltrante, por tanto definimos un funtor de Verdier generalizado

Ver(E) := (I)(U,I,ξ)∈IHC(E)∼ . Con la ayuda del teorema de hipercubrimiento de Verdier y nues-

tros resultados obtenemos que este pro-objeto calcula la cohomología de haces con coeficientes

constantes, esto es Hn(E , A) ' Hn(Ver(E), A).

Luego consideramos el grupoide fundamental de un topos general. Aquí tenemos éxito en desa-

rrollar las lineas de trabajo esbozadas en el preprint [D10] para mejorar los resultados de [D08]

con el uso de hipercubrimientos en lugar de cubrimientos. Un problema con la definición naif
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de aplicar el grupoide fundamental al pro-objeto Ver(E) es que el grupoide fundamental de un

conjunto simplicial no está bien definido como un funtor desde la categoría homotópicaH, pues

su codominio no es la (2-)categoría de grupoides sino su categoría homotópica donde inverti-

mos las equivalencias de categorías. Para remediar esto definimos en su lugar un 2-pro-objeto

(en el sentido de [DD14, D15]) manteniendo la información de las homotopías simpliciales, y

obtenemos un 2-pro-grupoide π1(E). Mostramos que las proyecciones cubrientes están dadas

por un dato de descenso del conjunto simplicial de indexación de un hipercubrimiento indexa-

do. De esto obtenemos que el topos G(E) de proyecciones cubrientes es el topos clasificante de

este 2-pro-grupoide. Esto mejora el resultado de [D08] mostrando que los grupoides ordinarios

son suficientes, dispensando de la necesidad de la noción menos clásica de un grupoide localico.

Finalmente, mostramos que este 2-pro-grupoide representa torsores, i.e. se tiene una equivalen-

cia TopS(E ,BG) ' 2-Pro(Grpd)(π1(E), G) para G un grupo. Pasando a clases de isomorfismo

obtenemos una generalización del resultado de M. Artin y B. Mazur [AM, Corollary 10.7] para

topos localmente conexos, pero aún en este caso nuestro resultado es más fino ya que establece

una equivalencia de categorías en lugar de una biyección entre clases de isomorfismo.
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Introduction

Artin-Mazur Étale Homotopy. Topos Theory was born in the Séminaire de Géométrie

Algébrique du Bois Marie, run by Alexander Grothendieck. The objective was to extend the

cohomology theory of sheaves on a topological space to algebraic geometry, and formalize the

idea of a “Weil cohomology” in order to solve the Weil Conjectures. This monumental work was

recorded in [SGA4-1, SGA4-2] and a further third volume. They were tremendously influential

in algebraic geometry, it introduced Schemes as the basic geometric sructure generalizing Al-

gebraic Varieties, and the étale cohomology along with several other cohomology theories for

schemes, and eventually led to a complete solution of the Weil Conjectures.

Then it became of particular interest to extend the ideas and techniques of homotopy theory to

algebraic geometry. In [SGA1] A. Grothendieck generalized Galois theory to an abstract theory

of categories with a fiber functor C F // S<∞ satisfying some exactness conditions, called Ga-

lois categories. He proves that a Galois category is equivalent to the category of finite actions

of the group of automorphisms of the fiber functor, which in this case is profinite. This theory

can be applied in the case of the category of finite locally constant objects of a pointed connec-

ted topos and yields its profinite fundamental group. In the case of a nice topological space X

this theory recovers the profinite completion of the fundamental group. If one wants to recover

the fundamental group one has to consider all locally constant objects (not necessarily finite)

and this theory is no longer applicable. It was already stated in an exercise [SGA4-1, Exposé

IV, Exercice 2.7.5] that for a pointed connected locally connected topos E γ // S , one could

associate a pro-group π1(E , p) called the fundamental group of E in p. There it is considered

the notion of a Galois topos and it is stated that Galois topoi correspond exactly, as categories,

to the full subcategories generated by locally constant objects in connected locally connected

topoi.

In 1969, M. Artin and B. Mazur published an influential book called Etale Homotopy [AM]. In

it they associate to a locally connected topos a “pro-homotopy type”. This pro-object, called the

étale homotopy type or Verdier functor Ver(E), is by definition a pro-object in the homotopy

category of simplicial sets H = Ho(sS). They show that the étale homotopy type determines

the cohomology with constant coefficients of the topos. Given a point S p // E they define ho-

motopy pro-groups πn(E , p) for n ≥ 1. They also prove that for a pointed connected locally
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connected topos and a group G, isomorphism classes of principal G-fibrations in E (also known

asG-torsors) correspond to pro-group morphisms π1(E , p) // G up to conjugacy. In this work

we generalize (or extend) these results of Artin-Mazur to general topoi (that is, not necessarily

locally connected topoi, see below).

Some preliminaries. Let us briefly explain the main ideas behind these developments. In

the firsts days of sheaf theory, sheaf cohomology wasn’t a derived functor, and still people

were able to compute these invariants in some ways. For a general topological space there was

the Godement resolution using flasque sheaves. There was also Čech cohomology, which was

combinatorial in nature and much more explicit. Given U =
∑
i∈I
Ui // X an open cover of a

topological space X , then one constructs an augmented simplicial object CU called the Čech

complex:

X U //oo U ×
X
Uoo

oo //
// U ×

X
U ×

X
U

oo
oo
oo

. . .

Applying a sheaf of abelian groups F and taking the alternating sum of the faces we get a

co-chain complex of abelian groups:

F (U) ∂ // F (U ×
X
U) ∂ // F (U ×

X
U ×

X
U) ∂ // . . .

The cohomology of this complex is denoted Hn(F (CU)). One can consider this construction

for all open covers and it is clearly functorial in U . Moreover two different refinement maps

are simplicially homotopic hence they induce the same morphism on cohomology. By identif-

ying refinements we get a cofiltered poset of covers Cov(X)∼ and then the Čech cohomology

is defined as the filtered colimit over all coverings Ȟn(X,F ) := colim
U∈Cov(X)∼

Hn(F (CU)). By a

theorem of H. Cartan, for nice topological spaces Čech cohomology computes sheaf cohomo-

logy, but in general they don’t coincide, although there is always a spectral sequence that relates

them. This translates to the general case of a topos with little modifications and yield the same

results. The reason why these cohomology theories differ in general is that spaces usually don’t

have enough open covers, respectively étale covers for schemes, etc.

Then J.-L. Verdier had a brilliant idea when with a deep understanding of simplicial theory he

discovered the concept of hypercovers in [SGA4-2, Exposé V, 7.]. These are a generalization of

the Čech complexes associated with covers, but are much more flexible while they still retain

the key properties of the former. A hypercover is defined as follows, it is a simplicial object U
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in the topos:

1 U0
//oo U1oo

oo //
// U2

oo
oo
oo

. . .

such that U0 → 1 is a cover, U1 → U0 × U0 is a cover, and more generally Un → (coskn−1U)n

is a cover for all n ≥ 0. He proved that hypercovers up to simplicial homotopy determine a

cofiltered category HC(E)∼. In his celebrated theorem he was able to prove that if we take the

colimit over all hypercovers we compute sheaf cohomology, that is:

Hn(E , F ) ' colim
U∈HC(E)∼

Hn(F (U))

While this construction works perfectly for cohomology, it does not yield directly homotopy

invariants. One problem with homotopy is that it is covariant, not contravariant as cohomology.

When we apply cohomology we turn a cofiltered diagram of covers (or hypercovers) into a

filtered diagram of abelian groups, and since filtered colimits are exact these commute with

cohomology. The solution to this problem was already suggested by A. Grothendieck, instead

of taking the limit as the invariant which is not well behaved, take the whole diagram as the

invariant. Formally this is a pro-group, and the theory of pro-objects was already worked out in

[SGA4-1, Exposé I, 8.].

Also, there were already some beautiful results in algebraic topology that suggested that good

homotopy invariants could be obtained within Čech theory. For example Borsuk’s nerve theo-

rem (due to A. Weil): given a paracompact topological space X , with a good open cover

U =
∑
i∈I
Ui // X , i.e. by contractible open subsets such that all non-empty finite intersections

are also contractible (for example, a cover by convex open subsets). Consider its Čech nerve

NU , this is a simplicial set whose set of n-simplices Nn is given by the indices (i0, . . . , in) in

In+1 such that Ui0 ∩ · · · ∩Uin 6= ∅. Then its geometric realization |NU | is homotopy equivalent

to X .

M. Artin and B. Mazur found a way to define such homotopy invariants for locally connected

topoi. Recall that a topos E γ // S is locally connected if it has also a left adjoint E γ! // S

γ! a γ∗ a γ∗ called the connected components functor. For example the topos Sh(X) of sheaves

on a topological space X is locally connected if and only if X is a locally connected space.

With this functor one associates to any simplicial object U in the topos a simplicial set γ!U.

Observe that for a topological space X and U =
∑
i∈I
Ui // X a good cover (as above), the
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open subsets and all their intersections are connected. Hence it follows that in this case γ!CU

coincides with its Čech nerve NU . They define first a pro-object Ver(E) := (γ!U)U∈HC(E)∼ in the

homotopy category H, its étale homotopy type or Verdier functor. As a corollary of Verdier’s

hypercover theorem and the adjunction γ! a γ∗ it follows that the cohomology of this pro-

object computes sheaf cohomology with constant coefficients, i.e. Hn(E , A) ' Hn(Ver(E), A).

Given a point S p // E then there are associated homotopy pro-groups given by πn(E , p) :=

colim
(U,x)∈HC∗(E)∼

πn(γ!U, x̃) where the colimit is over the category of pointed hypercovers up to

simplicial homotopy. They prove the already mentioned representation theorem of principal G-

fibrations. Also they obtain a generalization of Borsuk’s Nerve theorem, see [AM, Theorem

12.1]: for a paracompact and locally contractible topological space X , then this pro-homotopy

type is essentially constant and is homotopy equivalent to the singular complex S(X)•.

The theory of the fundamental group of locally connected topoi was formalized by several aut-

hors. First the case of a locally connected locally simply connected topos was treated by M.

Barr and R. Diaconescu in [BD81]. The case of a pointed connected locally connected topos

was developed by I. Moerdijk in [Mo88, Mo89] using the theory of localic groups instead of

pro-groups. Given such a topos E , consider the topos SLC(E) of sums of locally constant ob-

jects, then he proves that SLC(E) is equivalent to the classifying topos of a pro-discrete localic

group π1(E), that is SLC(E) ' B(π1(E)) (unique up to isomorphism). Moreover, the geometric

morphism E ξ // B(π1(E)) is universal in the sense that represent torsors, i.e. induces an equi-

valence of categories: TopS(E ,BG) ' LGrp(π1(E), G) for G a group, where the right hand

side denotes hom in localic groups.

The case of an unpointed and not necessarily connected but still locally connected topos over

an arbitrary base was developed by M. Bunge in [B92, B00] with localic groupoids instead of

groups. Also in [B00] the case of a locally connected locally simply connected topos is revisited

and is a particularly nice case of the theory where the fundamental groupoid is a discrete (i.e.

ordinary) groupoid.

The theory of the fundamental group of a general topos (i.e. non-locally connected) was deve-

loped by J. F. Kennison in [Ken83, Ken92], first the pointed and then the unpointed case, using

the concept of uniform structures on a locale. It is important to remark that [Ken92] introduces

the concept of a 2-filtered 2-category, later reformulated in [DS06], which is fundamental to our
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constructions. The theory was then developed by E. J. Dubuc [D08] with a different approach.

Inspired by the work of L. J. Hernández-Paricio [HP98] on shape theory, the concept of a cove-

ring projection is defined which is the correct generalization of the concept of a locally constant

object to the non-locally connected case. It is proved that the topos G(E) of (sums of) covering

projections is the classifying topos of a localic pro-groupoid, and that this localic pro-groupoid

represents torsors.

Original results. In this thesis we extend the homotopy invariants of M. Artin and B. Ma-

zur to the case of a general (non-locally connected) topos. The idea on how to circumvent the

absence of a connected components functor by E. J. Dubuc, first sketched in the preprint [D10],

is that even though in a general topos an hypercover doesn’t come with a canonical indexation

as in the locally connected case, one can consider all possible indexations of it as part of the

inverse diagram. An indexed hypercover in a topos E is just a simplicial map U
ξ // γ∗I in the

topos where U is an hypercover and I is the index simplicial set. Hence Un =
∑
σ∈In

Un,σ and mo-

reover the indexation is reduced in the sense that Un,σ 6= ∅ for all σ ∈ In. In order to study the

category of indexed hypercovers of a topos E we first study in detail the topos F(E) of families

of the topos. Then we study the topos sF(E) of simplicial families, this is the natural habitat

where indexed hypercovers live. Here we get some results about the category of indexations of

a fixed hypercover which are fundamental to extend the theory of the locally connected case.

Then we prove that the category IHC(E)∼ of indexed hypercovers up to simplicial homotopy

is cofiltered, hence we define a generalized Verdier functor Ver(E) := (I)(U,I,ξ)∈IHC(E)∼ . Our

Verdier functor coincides with Artin-Mazur’s in the case of a locally connected topos.

With the aid of Verdier’s hypercover theorem and our results we get that this pro-object compu-

tes sheaf cohomology with constant coefficients, that is Hn(E , A) ' Hn(Ver(E), A), generali-

zing the result by Artin-Mazur.

Then we consider the fundamental groupoid of a general topos. Here we succeed to develop

lines sketched in the preprint [D10] to improve over the results in [D08] by the use of hyper-

covers in place of just covers. One problem with the naive definition by applying fundamental

groupoid to the pro-object Ver(E) is that the fundamental groupoid of a simplicial set is not well

defined as a functor from the homotopy category H, since its codomain is not the 2-category

of groupoids but its homotopy category where we invert equivalences of categories. To remedy
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this we instead define a 2-pro-object (in the sense of [DD14, D15]) by keeping the informa-

tion of the explicit simplicial homotopies, and we get a 2-pro-groupoid π1(E). We show that

all covering projections are given by a descent data on the index simplicial set of an indexed

hypercover. From this result we get that the topos G(E) of covering projections is the inverse

limit classifying topos of this 2-pro-groupoid. This improves over the result in [D08] showing

that ordinary groupoids are enough, dispensing the need of the less classical notion of a localic

groupoid. Finally, we show that this 2-pro-groupoid represents torsors, i.e. there is an equiva-

lence: TopS(E ,BG) ' 2-Pro(Grpd)(π1(E), G) for G a group. Passing to isomorphism classes

we obtain a generalization of the result of M. Artin and B. Mazur for a locally connected topos,

but even in this case, our result is finer since establishes an equivalence of categories, rather

than a bijection between isomorphism classes.
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1. Teoría de categorías

1.1. Resultados básicos de Límites, Yoneda y Extensiones de Kan

En esta sección recordamos algunos hechos clásicos sobre la teoría de categorías que se-

rán usados posteriormente. Para sus demostraciones referimos al lector a [CWM], para límites

pesados [CHT].

Notación 1.1.1. Denotamos por S a la categoría de conjuntos. Dadas las categorías C yM con

C pequeña, denotamosMC la categoría de funtores de C aM. Dada una categoría C y objetos

c, c′ ∈ C denotamos el hom-set por C(c, c′) de morfismos de c a c′. Esto define el bifuntor

hom Cop × C C // S . En particular, si c ∈ C está fijo tenemos funtores C(−, c) : Cop → S

y C(c,−) : C → S, los funtores representables contravariante y covariante respectivamente

asociados con c ∈ C. Podemos pensar a un funtor X ∈ SCop como una acción a derecha de

C, esto motiva la siguiente notación, dado x ∈ X(c) y un morfismo f : c′ → c denotamos

x · f = X(f)(x) ∈ X(c′). Dualmente, podemos pensar a un funtor X ∈ SC como una acción a

izquierda y denotamos f · x = X(f)(x) ∈ X(c′) para f : c→ c′ y x ∈ X(c).

Lema 1.1.2. (Lema de Yoneda) Dado un objeto c ∈ C y un funtor X ∈ SCop , entonces hay

una biyección SCop(C(−, c), X) ' X(c). Explícitamente la biyección es como sigue, dada

una transformación natural C(−, c) x // X asociamos a esta el elemento xc(1c) ∈ X(c). Esta

asociación es natural en c y en X .

Definición 1.1.3. Dado un funtor contravariante X ∈ SCop , definimos su categoría de elemen-

tos ΓX como sigue. Sus objetos son los pares (x, c) con x ∈ X(c), un morfismo (x, c) // (y, c′)

está dada por c
f // c′ en C tal que x = y · f . Por el Lema de Yoneda esto es lo mismo que

la categoría slice C/X donde vemos C como una subcategoría de la categoría de funtores SCop

dada por los funtores representables.

Dualmente tenemos la categoría de elementos para un funtor covariante. Dado un funtor co-

variante X ∈ SC , definimos su categoría de elementos ΓX como sigue, sus objetos son pares

(x, c) with x ∈ X(c), y un morfismo (x, c) // (y, c′) está dada por un morfismo c
f // c′ en

C tal que f · x = y.

Más generalmente, dado un funtor H : Cop × C → S definimos su categoría de elementos
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ΓH con objetos pares (x, c) con x ∈ H(c, c), y un morfismo (x, c) → (y, c′) está dada por un

morfismo f : c→ c′ tal que f · x = y · f .

Lema 1.1.4. (Lema de Yoneda II) Dado un funtor X ∈ SCop , entonces X es canónicamente un

colímite de representables, explícitamente X = colim
(x,c)∈ΓX

C(−, c).

Definición 1.1.5. Dado un funtor Cop × C H //M un cono dinatural está dado por un objeto

X ∈ M con morfismos H(c, c)
αc // X for c ∈ C tales que para cada c

f // c′ el siguiente

diagrama conmuta

H(c, c)
αc

$$
H(c′, c)

H(c′,f) ''

H(f,c) 77

X

H(c′, c′)
αc′

::

Su coend
∫ c∈C

H(c, c) ∈ M es un cono dinatural universal, como se ilustra en el siguiente

diagrama

H(c, c)
λc
((

αc

&&
H(c′, c)

H(c′,f) &&

H(f,c) 88 ∫ c∈C
H(c, c) ∃!α // X

H(c′, c′)
λc′

66

αc′

88

El concepto dual es el de los ends, que denotaremos por
∫
c∈C
H(c, c).

Proposición 1.1.6. Dados funtores X, Y ∈ MC , el conjunto de transformaciones naturales es

el endMC(X, Y ) =
∫
c∈C
M(X(c), Y (c)).

Proposición 1.1.7. Dado un funtor Cop × C H //M con C pequeña y supongamos queM es

cocompleta, entonces su coend
∫ c∈C

H(c, c) ∈M existe y está dado por el siguiente coegaliza-

dor ∐
f :c→c′

H(c′, c) ////
∐
c∈C
H(c, c) //

∫ c∈C
H(c, c)

Ejemplo 1.1.8. Supongamos ahora que M = S, entonces podemos exhibir el coend por la

construcción del colímite y sea ΓH su categoría de elementos de 1.1.3. Entonces el coend es el

conjunto π0(ΓH) de componentes conexas de la categoría.
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Definición 1.1.9. Dado un objeto X ∈M, y un conjunto S, el tensor (o copower) S ·X ∈M

tiene la propiedad universal

M(S ·X, Y ) ' S(S,M(X, Y ))

natural en Y ∈M. Dualmente el cotensor (o power) {S, Y } ∈ M tiene la propiedad universal

M(X, {S, Y }) ' S(S,M(X, Y ))

natural en X ∈M.

Proposición 1.1.10. SiM tiene coproductos entonces es tensorizada y está dada por el copower

S ·X =
∑
s∈S
X . Dualmente si tiene productos es cotensorizada con {S,X} =

∏
s∈S
X .

Definición 1.1.11. Dada C una categoría pequeña, yM una categoría. Dado un funtorX ∈MC

y un peso W ∈ SCop su colímite pesado W ⊗
C
X ∈M está dado por la propiedad universal

M(W ⊗
C
X, Y ) ' SCop(W,M(X, Y ))

natural en Y ∈ M. Dualmente, dado un funtor Y ∈ MC y un peso W ∈ SC su límite pesado

{W,Y }C ∈M está dado por la propiedad universal

M(X, {W,Y }C) ' SC(W,M(X, Y ))

natural en X ∈M.

Proposición 1.1.12. ParaX ∈MC y un objeto c ∈ C tenemos C(−, c)⊗
C
X ' X(c). Dualmente

tenemos {C(c,−), X}C ' X(c).

Ejemplo 1.1.13. Si W ∈ SCop es el funtor constante en el conjunto de un elemento y X ∈MC

es un funtor, entoncesW ⊗
C
X ' colim

c∈C
X(c), i.e. los colímites son un caso especial de colímites

pesados.

Proposición 1.1.14. Supongamos queM is cocompleta (respectivamente completa) y C peque-

ña, entonces el colímite pesado (resp. límite pesado) existe, además está dado por la siguiente

construcción W ⊗
C
X =

∫ c∈C
W (c) ·X(c) (respectivamente {W,X}C =

∫
c∈C{W (c), X(c)}).
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Lema 1.1.15. DadaM cocompleta (resp. completa), un funtor X ∈ MC y pesos Wi ∈ SC
op

(resp. Wi ∈ SC), y definimos W = colim
i∈I

Wi entonces

W ⊗
C
X ' colim

i∈I
(Wi ⊗

C
X)

{W,X}C ' lim
i∈I
{Wi, X}C

Proposición 1.1.16. Supongamos queM es completa (resp. cocompleta) y C es pequeña, en-

tonces el límite pesado es un límite (resp. el colímite pesado es un colímite), además:

W ⊗
C
X = colim

(x,c)∈ΓW
X(c)

{W,X}C = lim
(x,c)∈ΓW

X(c)

donde ΓW denota la categoría de elementos 1.1.3 de un funtor representable contravariante

(resp. covariante).

Demostración. Probemos la fórmula del colímite pesado. Recordemos que por 1.1.4 W '

colim
(x,c)∈ΓW

C(−, c), entonces usando 1.1.15 y 1.1.12 tenemos

W ⊗
C
X ' colim

(x,c)∈ΓW
C(−, c)⊗

C
X ' colim

(x,c)∈ΓW
X(c)

Definición 1.1.17. Dado un funtor C K // D y un funtor C F // E , la extensión de Kan a

izquierda de F a lo largo de K es un funtor D LanKF // E y una transformación natural

F
η

=⇒ LanKF ◦K universal en el sentido que

ED(LanKF,G) ' EC(F,G ◦K)

es biyectivo para todo D G // E . Esto se puede ilustrar en diagramas como sigue,

C K //

F ##

D

Gzz

θ
=⇒
E

=

C K //

F

η
=⇒

""

D
LanKF

��
G

∃!θ̂
=⇒

ppE

Dualmente, la extensión de Kan a derecha de F a lo largo deK es un funtor D RanKF // E

y una transformación natural RanKF ◦K
ε

=⇒ F universal en el sentido que

ED(G,RanKF ) ' EC(G ◦K,F )

es biyectivo para todo D G // E .
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Teorema 1.1.18. Dada una categoría pequeña C, una categoría cocompleta E , un funtor C K // D

y un funtor C F // E , entonces la extensión de Kan a izquierda de F a lo largo de K existe y

está dada por la fórmula

LanKF (d) = D(K−, d)⊗
C
F =

∫ c∈C
D(Kc, d) · Fc

En este caso decimos que es una extensión de Kan a izquierda punto a punto. Dualmente, si E

es completa la extensión de Kan a derecha existe y está dada por la fórmula

RanKF (d) = {D(d,K−), F}C =

∫
c∈C
{D(d,Kc), F c}

Proposición 1.1.19. Si E es cocompleta (resp. completa) y C K // D es plenamente fiel, enton-

ces la transformación natural F
η

=⇒ LanKF ◦K es un isomorfismo (resp. ε es un isomorfismo).

Observación 1.1.20. Si C yD son pequeñas y E es cocompleta, entonces la extensión de Kan a

izquierda a lo largo deK existe para todos los funtores, y entonces define un adjunto a izquierda

LanK(−) a K∗ = (−) ◦K,

ED
K∗
// EC

LanKoo

Dualmente si E es completa, K∗ tiene un adjunto a derecha K∗ a RanK(−).

Observación 1.1.21. En el caso especial en que C es pequeña y consideramos una extensión de

un funtor C F // E a lo largo de la inclusión de Yoneda C h // SCop entonces la fórmula da

LanhF (G) '
∫ c∈C

SCop(C(−, c), G) · Fc '
∫ c∈C

Gc · Fc ' G⊗
C
F

Observemos que por definición del colímite pesado, dado e ∈ E

E(LanhF (G), e) ' E(G⊗
C
F, e) ' SCop(G, E(F, e)) ' SCop(G,Re)

por tanto hemos mostrado que L = LanhF tiene un adjunto a derecha R dado por Re(c) =

E(Fc, e). Esta es la construcción estándar de obtener adjunciones SCop
L // E
R

oo , todas las

adjunciones surgen de esta manera. Como la inclusión de Yoneda es plenamente fiel, L◦h ' F .

Lema 1.1.22. Dados C K // D , un funtor X ∈ MD y un peso W ∈ SCop (resp. W ∈ SC),

entonces

W ⊗
C

(X ◦K) ' LanKW ⊗
D
X

{W,X ◦K}C ' {LanKW,X}D
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Lema 1.1.23. Dados C K // D , M cocompleta (resp. completa), un funtor X ∈ MC y un

peso W ∈ SDop (resp. W ∈ SD), entonces

W ⊗
D

LanKX ' (W ◦K)⊗
C
X

{W,RanKX}D ' {W ◦K,X}C

Definición 1.1.24. Un funtor C K // D es final si y solo si para cada funtor D F //M el mor-

fismo canónico

colim
C

FK ∼ // colim
D

F

es un isomorfismo, ambos lados existen si uno de ellos existe. Dualmente, un funtor C K // D

es inicial (o cofinal) si y solo si para cada funtor D F //M el morfismo canónico

lim
D
F

∼ // lim
C
FK

es un isomorfismo, ambos lados existen si uno de ellos existe.

Definición 1.1.25. Dada categorías A,B y C, y funtores A S // C , B T // C , entonces la ca-

tegoría coma (S ↓ T ) se define como sigue: sus objetos son triplas (A,B, x) donde A ∈ A,

B ∈ B y x : S(A) → T (B) es un morfismo en C. Un morfismo (A,B, x) → (A′, B′, y) está

dado por morfismos f : A→ A′ y g : B → B′ tales que el siguiente diagrama conmuta:

S(A)
Sf //

x
��

S(A′)

y
��

T (B)
Tg
// T (B′)

Proposición 1.1.26. Un funtor C K // D es final (resp. inicial) si y solo si para cada d ∈ D la

categoría coma d ↓ K (resp. K ↓ d) es no vacía y conexa.

Definición 1.1.27. Dado un funtor C F // D y un diagram I X // C , supongamos que tenemos

un cono Xi
λi // C in C, decimos que F :

a) preserva colímites si Xi
λi // C es un cono colímite , entonces FXi

Fλi // FC es un cono

colímite.

b) refleja colímites si FXi
Fλi // FC es un cono colímite, entonces Xi

λi // C es un cono

colímite.

c) crea colímites si preserva y refleja colímites, i.e. Xi
λi // C es un cono colímite si y solo

si FXi
Fλi // FC es un cono colímite.
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1.2. Pro-Objetos

Ahora recordaremos algunos resultados básicos de la teoría de pro-objetos. Algunas demos-

traciones y detalles son excluidas, el lector puede consultar las referencias [SGA4-1][Exposé I,

8], [AM][A.1-4] or [CP89][2.3].

Definición 1.2.1. Una categoría I es filtrante si es no vacía y satisface

(F0) Dados dos objetos i, i′ ∈ I existen j ∈ I y morfismos i→ j, i′ → j, gráficamente:

i
(( j

i′
66

(F1) Dados dos morfismos paralelos i
u //
v
// j existen k ∈ I y un morfismo w : j → k tales que

wu = wv, i.e. el siguiente diagrama conmuta:

i
u //
v
// j w // k

Dualmente, una categoría I es cofiltrante si Iop es filtrante.

Proposición 1.2.2. Si I
ϕ // J es un funtor e I es filtrante, entonces ϕ es final si y solo si

satisface:

a) Dado j ∈ J , existen i ∈ I y un morfismo j → ϕ(i).

b) (unicidad esencial) Dados dos morfismos paralelos j
u //
v
// ϕ(i) existe un morfismo w :

i→ i′ tal que ϕ(w)u = ϕ(w)v.

Además, si ϕ es final, entonces J is filtrante.

Teorema 1.2.3. [SGA4-1, Exposé I, Proposition 8.1.6.] (P. Deligne) Sea J una categoría pe-

queña filtrante, entonces existe un conjunto dirigido I (i.e. un poset filtrante) y un funtor final

I
ϕ // J .

Definición 1.2.4. Dada C una categoría, un pro-objeto es un funtor X : Iop → C donde I es

una categoría pequeña filtrante.

Notación 1.2.5. Una notación usual para los pro-objetos es X = (Xi)i∈I aunque esta notación

se olvida de los morfismos de transición, que son parte del dato.
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Dado un pro-objeto X , tenemos un funtor asociado X̂ : C → S, dado por X̂(Y ) =

colim
i∈I
C(Xi, Y ) for Y ∈ C. Por la construcción de los colímites filtrantes en S , está dado por

el conjunto de morfismos f : Xi → Y módulo la relación de equivalencia que identifica dos

morfismos si ellos son iguales en un refinamiento común. Esto es, f : Xi → Y , g : Xj → Y

son identificados si existen morfismos u : i→ k, v : j → k in I tales que el siguiente diagrama

conmuta

Xi f
''

Xk

66

((
Y

Xj
g

77

Finalmente, dados dos pro-objetos X = (Xi)i∈I , Y = (Yj)j∈J , definimos

hom(X, Y ) = lim
j∈Jop

colim
i∈I
C(Xi, Yj)

por tanto tenemos una categoría Pro(C). Entonces se sigue casi automáticamente que Pro(C)

es una subcategoría plena de (SC)op, su imagen se llama la categoría (dual) de funtores pro-

representables. En efecto, calculemos:

(SC)op(X̂, Ŷ ) = (SC)op(X̂, lim
j∈Jop
C(Yj,−)) ' lim

j∈Jop
(SC)op(X̂, C(Yj,−)) '

' lim
j∈Jop
SC(C(Yj,−), X̂) ' lim

j∈Jop
X̂(Yj) ' lim

j∈Jop
colim
i∈I
C(Xi, Yj)

Mas importante aún es la descripción explícita de los morfismos de pro-objetos, que tenemos

usando la construcción de los límites y colímites filtrantes de conjuntos. Primero, un morfis-

mo f : X → Y está dado por una familia de morfismos compatibles [fj] ∈ hom(X, Yj) =

colim
i∈I
C(Xi, Yj). La compatibilidad asegura que dada un morfismo u : j → j′ in J , entonces

[ufj′ ] = [fj] in hom(X, Yj). Esto es, tomando representantes fj : Xi → Yj , fj′ : Xi′ → Yj′ ,

entonces la compatibilidad dice que existen v : i → k, v′ : i′ → k in I tales que el siguiente

diagrama conmuta:

Xi

fj // Yj
Xk

v 66

v′
((
Xi′ fj′

// Yj′

u
OO

Decimos que un morfismo fj : Xi → Yj representa a [fj], si su imagen en el colímite

hom(X, Yj) es [fj].

Podemos tomar representantes de una forma funcional y agregar esto como parte del dato del

morfismo, aunque entonces tendríamos que introducir una relación de equivalencia.
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Definición 1.2.6. Un pre-morfismo de pro-objetos está dado por una función ϕ : J → I , y

para cada j ∈ J un morfismo fj : Xϕ(j) → Yj que satisface la compatibilidad. Esto es, dado

u : j → j′ in J , entonces existen i ∈ I y morfismos v : ϕ(j) → i, v′ : ϕ(j′) → i tales que el

siguiente diagrama conmuta:

Xϕ(j)

fj // Yj

Xi

v 55

v′
))
Xϕ(j′) fj′

// Yj′

u
OO

Dos pre-morfismos (fj, ϕ), (gj, ψ) se dicen equivalentes si para cada j ∈ J existe un i ∈ I con

morfismos v : ϕ(j)→ i, v′ : ψ(j)→ i tales que el siguiente diagrama conmuta

Xϕ(j) fj
((

Xi

v′
((

v 66

Yj

Xψ(j)
gj

66

Proposición 1.2.7. Dado X = (Xi)i∈I un pro-objeto y φ : J → I un funtor final, entonces

(Xφ(j))j∈J es isomorfo a X .

Proposición 1.2.8. Un funtor F : C → S es pro-representable si y solo si existen una categoría

pequeña filtrante I y un funtor final ϕ : I → ΓopF donde ΓF es la categoría de elementos de F

de la Definición 1.1.3.

Proposición 1.2.9. Dada C una categoría pequeña con límites finitos y un funtor F : C → S .

Entonces la categoría ΓopF es filtrante si y solo si F es exacto a izquierda.

Corolario 1.2.10. Si C es pequeña y tiene límites finitos, entonces F : C → S es pro-

representable si y solo si es exacto a izquierda.

Teorema 1.2.11. [AM, Proposition 4.4] Pro(C) es cerrada por límites cofiltrantes.

Definición 1.2.12. Dado un funtor F : C → D, entonces este induce un funtor Pro(F ) :

Pro(C)→ Pro(D) de la manera obvia por post-composición. Explícitamente, dadoX = (Xi)i∈I

un pro-objeto en C, entonces Pro(F )X = (FXi)i∈I es un pro-objeto en D. Decimos que el

funtor F admite un pro-adjunto si Pro(F ) admite un adjunto a izquierda.

Proposición 1.2.13. F : C → D admite un pro-adjunto si y solo si existe L : Pro(D)→ Pro(C)

tal que existe un isomorfismo natural

Pro(C)(L(Yi)i∈I , X) ' Pro(D)((Yi)i∈I , FX)
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para todo X ∈ C e (Yi)i∈I ∈ Pro(D).

Proposición 1.2.14. Dado un funtor F : C → D, entonces este admite un pro-adjunto si y solo

si para todo Y ∈ D, existe un funtor inicial ϕ : IopY → (Y ↓ F ) con IY una categoría pequeña

filtrante.

1.3. 2-Categorías

Ahora repasamos algunos resultados de la teoría de 2-categorías, como referencia básica ver

[Lac10].

Definición 1.3.1. Una 2-categoría C consiste de una clase de objetos X, Y, Z, . . . ∈ Ob C, y

para cada par de objetos X, Y , una categoría pequeña C(X, Y ), tal que la composicíon

C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z) (1)

es un funtor, es asociativo y satisface los axiomas obvios para identidades. Una morfismo f :

X → Y de C es un objeto de C(X, Y ), y una 2-celda α : f ⇒ g es un morfismo de C(X, Y ) que

representamos como X

f
$$

g

;;⇓ α Y . Denotamos la composición vertical de 2-celdas α : f ⇒ g y

β : g ⇒ h como β ◦ α, esta es la composición de la categoría C(X, Y ), gráficamente

X
⇓α
f

##
g //
⇓β
h

<<Y = X

f

''

h

77⇓ β ◦ α Y

También existe una composición horizontal de 2-celdas dada por el funtor 1, que denotamos por

yuxtaposición βα, gráficamente

X

f
$$

g

;;⇓ α Y

h
$$

k

<<⇓ β Z = X

hf

%%

kg

99⇓ βα Z

Entonces se tiene la ley de intercambio (β′β)◦(α′α) = (β′◦α′)(β◦α), i.e. el siguiente diagrama

es no ambiguo

X
⇓α
f

##
g //
⇓β
h

<<Y
⇓α′
f ′

##
g′ //
⇓β′

h′

<<Z
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Definición 1.3.2. Un 2-funtor F : C → D entre 2-categorías manda objetos en objetos y

para cada par X, Y ∈ C tenemos un funtor F : C(X, Y ) → D(FX,FY ) que conmuta con la

composición horizontal e identidades.

Definición 1.3.3. Dados 2-funtores C
F //

G
// D , una transformación pseudo-natural está dada

por una familia de morfismos ηX : FX → GX for X ∈ C, y para cada f : X → Y ∈ C una

2-celda inversible

FX
Ff //

ηX

��

FY

ηY

��

⇐ηf

GX
Gf

// GY

satisfaciendo:

(PNT1) ηidX = idηX .

(PNT2) Dados morfismo f : X → Y y g : Y → Z,

FX
Ff //

ηX

��

FY

ηY

��

Fg // FZ

ηZ

��

⇐ηf ⇐ηg

GX
Gf

// GY
Gg // GZ

=

FX
Fgf //

ηX

��

FZ

ηZ

��

⇐ηgf

GX
Ggf

// GZ

(PNT3) Dada una 2-celda α : f ⇒ g, entonces

FX

Ff

((

Fg

66

ηX

��

⇓ Fα FY

ηY

��

⇐ηg

GX
Gg

// GY

=

FX
Ff //

ηX

��

FY

ηY

��

⇐ηf

GX

Gf

((

Gg

66⇓ Gα GY

Una 2-transformación natural es una transformación pseudo-natural tal que ηf es una

identidad para toda f , i.e. los cuadrados conmutan, no sólamente salvo isomorfismo.

Definición 1.3.4. Dadas dos transformaciones pseudo-naturales η, θ : F ⇒ G, una modifica-

ción está dada por una familia de 2-celdas FX

ηX
((

θX

88⇓ ψX GX para cada X ∈ C tal que
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FX
Ff //

θX

��

FY

ηY

��

θY

��

⇐θf ⇐
ψY

GX
Gf

// GY

=

FX
Ff //

ηX

��

θX

��

FY

ηY

��

⇐
ψX

⇐ηf

GX
Gf

// GY

Definición 1.3.5. Dadas 2-categorías C y D con C pequeña, existen 2-categorias:

a) Hom(C,D), dada por 2-funtores, 2-transformaciones naturales y modificaciones.

b) Homp(C,D), dada por 2-funtores, transformaciones pseudo-naturales, y modificaciones.

En particular, dados dos 2-funtores paralelos F,G : C → D, tenemos la categoría de trans-

formaciones pseudo-naturales de F a G y modificaciones. Por simplicidad la denotamos por

Natp(F,G) = Homp(C,D)(F,G).

Definición 1.3.6. Dado un 2-funtor F : C → D, un pseudo-cono es un objeto D ∈ D con una

transformación pseudo-natural λ : F ⇒ ∆D donde ∆D es el 2-funtor constante con valor D.

Explícitamente, consiste de lo siguiente, una familia de morfismos λX : FX → D for X ∈ C y

for each f : X → Y ∈ C una 2-celda inversible

FX λX

��
Ff

��

⇒λf D

FY λY

AA

tal que

(PC1) λidX = idλX .

(PC2) dados morfismos f : X → Y y g : Y → Z,

FX

λX

��

Ff

��

⇒
λf

FY

Fg

��

λY
// D

λg

⇒

FZ

λZ

HH =

FX λX

��
Fgf

��

⇒λgf D

FZ λZ

@@
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(PC3) Dada una 2-celda α : f ⇒ g, entonces

FX λX

��
Fg

��

Ff

��

⇒
Fα

⇒λg D

FY λY

BB

=

FX λX

��
Ff

��

⇒λf D

FY λY

AA

Dados dos pseudo-conos η, θ : F ⇒ ∆D, un morfismo es una modificación, explícitamente,

consiste de una 2-celda ψX : ηX ⇒ θX para cada X ∈ C tal que

FX θX

��

Ff

��

⇒θf

FY

θY

''

ηY

77⇑ ψY D

=

FX

θX

''

ηX

77

Ff

��

⇑ ψX D

⇒ηf

FY
ηY

LL

Entonces tenemos una categoría de pseudo-conos con codominio D para cada D ∈ D, definido

por Conep(F,D) = Natp(F,∆D).

Definición 1.3.7. El pseudo-colímite del funtor F es un pseudo-cono universal, denotado por

FX
λX // Colim

X∈C
FX , y es universal en el sentido que para todo D ∈ D precomposición con λ

induce un isomorfismo de categorías:

D(Colim
X∈C

FX,D) λ∗ // Conep(F,D)

Denotamos el pseudo-colímite con letras mayúsculas para distinguirlo del colímite. Si pedimos

que λ∗ sea simplemente una equivalencia de categorías entonces tenemos la noción de bicolí-

mite. Dualmente se tienen los pseudo-conos λ : ∆D ⇒ F y su pseudo-cono universal se llama

el pseudo-límite, omitimos su descripción explícita aquí.

Observación 1.3.8. El hecho que λ∗ es un isomorfismo de categorías significa que es biyec-

tivo en los objetos y plenamente fiel, en este caso esto significa que dado un pseudo-cono

θ : F ⇒ ∆D, entonces existe un único morfismo Colim
X∈C

FX θ // D tal que θX = θλX y

θf = θλf para todo X y f : X → Y un morfismo en C, y dado un morfismo de pseudo-conos

ψX : ηX ⇒ θX for X ∈ C, existe una única 2-celda ψ : η ⇒ θ tal que ψX = ψλX .

Para el bicolímite, que denotamos biColim
X∈C

FX , la propiedad universal significa que es esen-

cialmente suryectivo y plenamente fiel, por lo tanto dado un pseudo-cono θ : F ⇒ ∆D, existe
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un morfismo biColim
X∈C

FX
θ̃ // D y 2-celdas inversibles αX : θ̃λX ⇒ θX que constituyen un

isomorfismo de pseudo-conos. La condición para que λ∗ sea plenamente fiel es la misma que

para los pseudo-colímites.

Obviamente un pseudo-colímite es un bicolímite pero el recíproco es evidentemente falso. Aun-

que los bicolímites parecen ser la noción correcta, pues caracterizan un objeto salvo equivalen-

cia, en la práctica podemos mostrar la existencia de pseudo-colímites en muchas 2-categorías y

generalmente son mas fáciles para trabajar que con bicolímites.

Definición 1.3.9. Una 2-categoría es 2-filtrante si satisface lo siguiente:

(F0) Dados dos objetos X, Y , existe un objeto Z con morfismos X → Z y Y → Z.

(F1) Dados dos morfismos X
f //
g
// Y , existe un morfismo u : Y → Z y una 2-celda inversible

γ : uf ' ug.

(F2) Dadas dos 2-celdas paralelas X

f

((

g

66α ⇓⇓ β Y , hay un morfismo u : Y → Z tal que

hα = hβ.

La noción dual de una 2-categoría 2-cofiltrante C está dada por los axiomas duales, i.e. si su

2-categoría opuesta Cop es 2-filtrante.

Teorema 1.3.10. [DS06, Theorem 1.19] Dada una 2-categoría 2-filtrante C y dado un 2-funtor

F : C → Cat, entonces su pseudo-colímite Colim
X∈C

FX es la siguiente categoría L(F ):

a) Sus objetos son pares (x,X) donde x ∈ FX , i.e. es un objeto de la categoría FX para

algún X ∈ C.

b) Un morfismo (x,X) → (y, Y ) está representado por (u, ε, v) donde u : X → Z y

v : Y → Z son morfismos en C y ε : Fu(x) → Fv(y). Identificamos (u1, ε1, v1) ∼

(u2, ε2, v2) si hay morfismos w1 : Z1 → Z w2 : Z2 → Z en C y 2-celdas inversibles

X

w1u1

##

w2u2

;;⇓ α Z y Y

w1v1

$$

w2v2

<<⇓ β Z en C tales que el siguiente diagrama conmuta en FZ

Fw1u1(x)
Fw1(ε1)//

Fαx ��

Fw1v1(y)

Fβy��
Fw2u2(x)

Fw2(ε2)
// Fw2v2(y)
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Denotamos la clase de equivalencia módulo esta relación por [u, ε, v], entonces existe una com-

posición bien definida. El pseudo-cono FX
λX // L(F ) manda un objeto x ∈ FX al par (x,X)

y un morfismo ε : x → x′ ∈ FX a la tripla [1X , ε, 1X ]. Dado un morfismo u : X → Y ∈ C,

entonces λu : λY Fu⇒ λX está dada por la tripla [u, 1Fu(x), 1Y ].

Dado un pseudo-cono FX
hX // D entonces el funtor asociado L(F ) h̃ // D está dado como

sigue: en los objetos h̃(x,X) = hX(x), y un morfismo [u, ε, v] : (x,X) → (y, Y ) se manda a

la siguiente composición:

hX(x)
h−1
u,x// hZFu(x)

hZ(ε)// hZFv(y)
hv,y // hY (y)

Lema 1.3.11. Dada una 2-categoría 2-filtrante C, un 2-funtor F : C → Cat y un pseudo-cono

FX
hX // D tal que cada hX es fiel. Entonces el funtor Colim

X∈C
FX h̃ // D es fiel.

Demostración. Dados morfismos (x,X)
(u1,ε1,v1)//

(u2,ε2,v2)
// (y, Y ) tales que h̃(u1, ε1, v1) = h̃(u2, ε2, v2),

tenemos que mostrar que (u1, ε1, v1) ∼ (u2, ε2, v2). Como C is 2-filtrante entonces hay mor-

fismos w1 : Z1 → Z w2 : Z2 → Z in C y 2-celdas inversibles X

w1u1

##

w2u2

;;⇓ α Z y Y

w1v1

$$

w2v2

<<⇓ β Z

en C. Observemos que h̃(u1, ε1, v1) = h̃(w1u1, FβyFw1(ε), w2v2), para esto consideremos el

siguiente diagrama conmutativo:

hX(x)
h−1
u1,x //

h−1
w1u1,x

))

hZ1Fu1(x)

h−1
w1,x ��

hZ1
(ε)
// hZ1Fv1(y)

hv1,y // hY (y)

hZFw1u1(x)
hZFw1(ε)// hZFw1v1(y)

hw1,y

OO

hw1v1,y

44

hZ(Fβy)
// hZFw2v2(y)

hw2v2,y

OO

Los triángulos exteriores superiores conmutan por (PC2), mientras que el cuadrado central con-

muta pues hw1 es una transformación natural y el triángulo inferior de la derecha conmuta por

(PC3). Por un argumento similar obtenemos que h̃(u2, ε2, v2) = h̃(w1u1, Fw2(ε2)Fαx, w2v2).

Usando nuestra hipótesis obtenemos la igualdad:

h̃(w1u1, FβyFw1(ε), w2v2) = h̃(w1u1, Fw2(ε2)Fαx, w2v2)

Se sigue que el diagrama conmuta en D:

hZFw1u1(x)
hZFw1(ε1)//

hZFαx ��

hZFw1v1(y)

hZFβy��
hZFw2u2(x)

hZFw2(ε2)
// hZFw2v2(y)
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Pero como hZ es fiel, el diagrama:

Fw1u1(x)
Fw1(ε1)//

Fαx ��

Fw1v1(y)

Fβy��
Fw2u2(x)

Fw2(ε2)
// Fw2v2(y)

conmuta en FZ, luego (u1, ε1, v1) ∼ (u2, ε2, v2). Entonces el funtor h̃ es fiel.

Definición 1.3.12. Dado F : I → J un 2-funtor con I una 2-categoría 2-filtrante, decimos que

F is 2-final si cumple las siguientes propiedades:

(F0) Dado j ∈ J , existe un objeto i ∈ I y un morfismo j → Fi.

(F1) Dados dos morfismos paralelos j
u //
v
// Fi entonces hay un morfismo w : i → i′ ∈ I y

una 2-celda inversible γ : F (w)u ' F (w)v in J .

(F2) Dadas 2-celdas paralelas j

u
))

v

55α ⇓⇓ β Fi , entonces hay un morfismo w : i→ i′ ∈ I tal

que F (w)α = F (w)β.

Teorema 1.3.13. [D15, Theorem 1.3.9] Dado F : I → J un 2-funtor 2-final con I una 2-

categoría 2-filtrante y un 2-funtor G : J → Cat, entonces el funtor canónico

Colim
i∈I

GFi→ Colim
j∈J

Gj

es una equivalencia de categorías.

Definición 1.3.14. [DD14, Definition 2.1.1] Dada C una 2-categoría. Se define la 2-categoría

de 2-pro-objetos, que denotamos 2-Pro(C) de la siguiente forma:

1. Sus objetos son 2-funtores Iop X // C donde I es una 2-categoría 2-filtrante pequeña.

Denotamos a los objetos por X = (Xi)i∈I .

2. Dados X = (Xi)i∈I y Y = (Yj)j∈J 2-pro-objetos en C, entonces:

2-Pro(C)(X, Y ) = Lim
j∈Jop

Colim
i∈I
C(Xi, Yj)

Observación 1.3.15. Dada C una 2-categoría, entonces 2-Pro(C) tiene hom-categorías peque-

ñas, i.e. es una 2-categoría legitima. Más aún, hay un 2-funtor canonico C c // 2-Pro(C) que

manda un objeto al 2-pro-objeto constante.
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Notación 1.3.16. Para expresiones con 2-celdas ocasionalmente utilizamos el cálculo de as-

censores. Esta es una notación gráfica creada por Eduardo J. Dubuc. Los objetos se omiten,

las identidades horizontales se dejan como espacios en blanco, las 2-celdas se denotan como

celdas y las 2-celdas identidades por una doble linea. Es importante remarcar que cuando una

2-celda entre flechas distintas es la identidad, se escribe con el label “=”. Las composiciones se

deben leer de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda. Por ejemplo la siguiente ecuación es

la igualdad básica del cálculo de ascensores:

f ′

α′

f

g′ f

α

g′ g

=

f ′ f

α

f ′

α′

g

g′ g

=

f ′

α′

f

α

g′ g

Esto permite mover celdas hacia arriba o abajo cuando no hay obstáculos, como si fueran as-

censores. De esta forma movemos celdas para formar configuraciones que forman ecuaciones

válidas para probar una nueva ecuación a partir de las ya conocidas.

19



2. Conjuntos simpliciales y teoría de homotopía

En esta sección revisamos la teoría de conjuntos simpliciales y objetos simpliciales, inclui-

mos algunas demostraciones, particularmente para el esqueleto y coesqueleto y otros hechos

que son relevantes para el propósito de esta tesis. La mayoría de estos contenidos están basa-

dos en [JT08] la cual creemos es la mejor exposición del tema hasta ahora, una referencia muy

completa es [GJ99] además de las referencias clásicas [GZ67, May67].

2.1. Ejemplos básicos y el Lema de Eilenberg-Zilber

Definición 2.1.1. La categoría ∆ es la categoría de ordinales finitos no vacíos y morfismos

las funciones que preservan el orden. Denotamos sus objetos por [n] = {0 < 1 < ... < n},

n ∈ N. Hay morfismos distinguidos, los monomorfismos [n− 1] //d
i
// [n] (las cocaras) y los

epimorfismos [n+ 1] si // // [n] (las codegeneraciones) dados por:

di(t) =


t si t < i

t+ 1 si t ≥ i

si(t) =


t si t ≤ i

t− 1 si t > i

para 0 ≤ i ≤ n. Estos morfismos satisfacen las siguientes ecuaciones (las identidades cosim-

pliciales):

djdi = didj−1, i < j

sjsi = sisj+1, i ≤ j

sjdi =


1, i = j, j + 1

disj−1, i < j

di−1sj, i > j + 1

Lema 2.1.2. Todo morfismo [m] α // [n] se puede descomponer como α = disdis−1 ...di1sjt ...sj2sj1

con n ≥ is > ... > i1 ≥ 0, 0 ≤ jt < ... < j1 < m y n = m− t+ s de forma única.

Demostración. Los j’s son los elementos j ∈ [m] para los cuales α(j) = α(j + 1) y los i’s son

los valores i ∈ [n] que no son tomados por α.
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Observación 2.1.3. Los epimorfismos en ∆ son simplemente las funciones sobreyectivas que

preservan el orden y pueden ser escritas como composición de codegeneraciones, por las iden-

tidades simpliciales cada epimorfismo tiene una sección. Similarmente los monomorfismos son

funciones inyectivas que preservan el orden y estos tienen una retracción.

Definición 2.1.4. Un objeto simplicial en una categoríaM es un funtor ∆op X //M , un morfis-

mo de objetos simpliciales es una transformación natural. Luego la categoría de objetos simpli-

ciales enM es la categoría de funtoresM∆op y es usualmente denotada por sM. En particular

sS es la categoría de conjuntos simpliciales.

Notación 2.1.5. Vamos a usar el tipo de letra Eucal X,Y,Z, . . . exclusivamente para objetos

simpliciales en una categoríaM como una abreviatura que excluye el subíndice “círculo sóli-

do”, entonces X y X• son dos formas equivalentes de denotar el mismo objeto simplicial, y su

objeto de n-simplices es Xn ∈M.

Por el lema previo, dar un objeto simplicial X ∈ sM es lo mismo que specificar un diagra-

ma:

X0
// X1

d1

oo

d0oo //
// X2

d0oo
oo

d2

oo

//
//
//
X3

d0oo
oo
oo

d3

oo
· · ·

enM tal que las identidades simpliciales valen. Un morfismo de objetos simpliciales está espe-

cificado por morfismos Xn
fn // Yn enM tales que fn−1di = difn y fn+1si = sifn para todo

0 ≤ i ≤ n.

Dado un objeto simplicial X ∈ sM, el objeto Xn se llama el objeto de n-simplices ( también

llamados vértices para n = 0 y lados para n = 1). Formulamos las indentidades simpliciales

explícitamente:

Corolario 2.1.6. Un objeto simplicial X en una categoría M está dado por una sucesión de

objetos Xn para n ≥ 0, con morfismos di : Xn → Xn−1, si : Xn → Xn+1 para 0 ≤ i ≤ n tales

que las identidades simpliciales valen:

didj = dj−1di, i < j

sisj = sj+1si, i ≤ j
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disj =


1, i = j, j + 1

sj−1di, i < j

sjdi−1, i > j + 1

Ejemplo 2.1.7. Para cada [n] ∈ ∆ existe un conjunto simplicial representable denotado ∆n ∈

sS, dado por los conjuntos ∆n
k = ∆([k], [n]). Los representamos gráficamente de la siguiente

forma:

∆1 = 0 1 ∆2 =
0 1

2

d1

d2

d0
∆3 =

0 1

2

3

Dado un conjunto simplicial X ∈ sS, por Yoneda un n-simplex x ∈ Xn es lo mismo que un

morfismo ∆n x // X . La naturalidad de Yoneda dice que:

∆n−1 di //

di(x)

77∆n x // X ∆n+1 si //

si(x)

77∆n x // X ∆n x //

f(x)

99X
f // Y

Esto justifica el uso de la notación de Yoneda di(x) = xdi y si(x) = xsi.

Ejemplo 2.1.8. Sea Top la categoría de espacios topológicos. Existe un funtor ∆
|−| // Top

(i.e. un objeto cosimplicial) dado por:

|∆n| = {(t0, ..., tn) ∈ Rn+1 | Σ ti = 1, ti ≥ 0}

Entonces hay una adjunción sS
|−| // Top
S

oo , donde para un espacio topológico X obtenemos

un conjunto simplicial llamado el conjunto simplicial singular de X , dado por S(X)n =

Top(|∆n|, X), i.e. un n-simplex está dado por una función continua σ : |∆n| → X . Las caras y

degeraciones están dadas por pre-composición, donde di incluye un 0 en la i-ésima coordenada

y si suma la i-ésima e i+ 1-ésima coordenadas, explícitamente:

di(σ)(t0, ..., tn−1) = σ(t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn)

si(σ)(t0, ..., tn+1) = σ(t0, ..., ti−1, ti + ti+1, ti+2, ..., tn)

El adjunto a izquierda da un espacio topológico asociado a cualquier conjunto simplicial,

es llamado la realización geométrica, existe y por la Observación 1.1.21, tenemos la fórmula

|X| =
∫ [n]∈∆

Xn · |∆n|. Informalmente, |X| está dado por asociar a cada n-simplex x ∈ Xn el

espacio |∆n| y pegándolos a lo largo de sus caras y degeneraciones.
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Ejemplo 2.1.9. Hay un funtor ∆ // Cat (i.e. un objeto cosimplicial) que asocia a cada

ordinal una categoría dada por el diagrama:

[n] = 0→ 1→ ...→ n− 1→ n

i.e. cada ordinal es un poset y un poset determina una categoría. Esto determina una adjunción

sS
τ1 // Cat
N
oo como antes. Dada C una categoría pequeña, hay un conjunto simplicial NC, el

nervio de la categoría C dado por NCn = Cat([n], C), i.e. un n-simplex está dado por una

cadena de n morfismos componibles en C:

C0
f1 // C1

f2 // ...
fn−1// Cn−1

fn // Cn

Las caras y degeraciones están dadas explícitamente por:

di(f1, ..., fn) =


(f2, ..., fn) si i = 0

(f1, ..., fi−1, fi+1fi, fi+2, ..., fn) si 0 < i < n

(f1, ..., fn−1) si i = n

si(f1, ..., fn) = (f1, ..., fi, 1Ci , fi+1, ..., fn)

El adjunto a izquierda τ1 da una categoría asociada a cualquier conjunto simplicial, llamada su

categoría fundamental, que calcularemos explícitamente luego.

Ejemplo 2.1.10. Un complejo simplicial abstracto está dado por K = (V, S), donde V es un

conjunto llamado el conjunto de vértices, y S ⊂ P<∞(V ) es un conjunto de algunos subcon-

juntos finitos no vacíos de vértices, llamados simplices, que satisfacen lo siguiente: si σ ∈ S y

τ ⊂ σ entonces τ ∈ S.

Supongamos que V es totalmente ordenado. Entonces definamos un conjunto simplicial K co-

mo sigue, Kn es el conjunto de cadenas de n + 1 vértices [v0, . . . , vn], i.e. v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn

(posiblemente con repeticiones) tales que {v0, ..., vn} ∈ S. Las caras y degeneraciones están

dadas por las fórmulas:

di[v0, . . . , vn] = [v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn]

si[v0, . . . , vn] = [v0, . . . , vi, vi, vi+1, . . . , vn]

Notar que estos morfismos dependen del orden total.
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Definición 2.1.11. Dado X un conjunto simplicial. Un n-simplex x ∈ Xn es degenerado si hay

un m < n, un epimorfismo [n] s // // [m] e y ∈ Xm tales que:

∆n x //

s
��

X

∆m

y

==

Equivalentemente si x = si(y) para algún y ∈ Xn−1.

Lema 2.1.12. (Eilenberg-Zilber lemma) Dado X un conjunto simplicial. Para cada n-simplex

x ∈ Xn hay un epimorfismo [n] s // // [m] y un y ∈ Xm no degenerado tal que x = ys, además

tal par (s, y) es único.

Ejemplo 2.1.13. Los k-simplices no degenerados de ∆n están dados por inclusiones (en parti-

cular k ≤ n) ∆k d // ∆n donde d = dildil−1 ...di1 con l = n−k y los i’s son los n−k vértices

que no están en la imagen de d. Esto se sigue de la factorización y del hecho que si hubiese

un si entonces sería degenerado. Podemos denotar d como d[i1,...,il] y son llamadas las caras

de ∆n. En particular ∆n tiene solamente un n-simplex no-degenerado dado por ∆n
1[n] // ∆n .

Los (n − 1)-simplices no-degenerados en ∆n están dados por las caras ∆n−1 di // ∆n para

0 ≤ i ≤ n. Además ∆n
0 = ∆([0], [n]) está dado por las n + 1 inclusiones, luego tiene n + 1

vértices. En general, hay
(
n+1
k

)
k-simplices no-degenerados en ∆n.

Ejemplo 2.1.14. Dado P un poset, describimos su nervio NP, un n-simplex está dado por una

cadena de longitud n+ 1

x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn

con xi ∈ P. Además, es un n-simplex no degenerado si los elementos de la cadena son todos di-

ferentes, i.e. el morfismo de posets [n] x // P es inyectivo. Como N preserva monomorfismos,

entonces ∆n x // NP es también inyectivo. Consideremos el caso donde P es finito, enton-

ces hay un número finito de cadenas maximales c1, ..., cr, y cada cadena está contenida en una

cadena maximal. Si la cadena maximal ci es de longitud ni + 1, tenemos asociado un simplex

∆ni
xi // NP . Además, estas cadenas se intersecan en cadenas ci∩cj de longitud ni,j +1, luego

tenemos una presentación de NP como el siguiente coegalizador de su kernel pair:

∑
1≤i<j≤r

∆ni,j
//
//
∑

1≤i≤r
∆ni // NP
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Por ejemplo consideremos el siguiente poset P:

1
''

5
3 // 4

77

''2
77

6

Entonces tenemos cuatro cadenas maximales de longitud 4 que corresponden a 3-simplices.

Estos simplices se pegan a lo largo de sus intersecciones, por ejemplo las cadenas [1, 3, 4, 5] y

[1, 3, 4, 6] se pegan a lo largo de su cara común [1, 3, 4]. Todos los 3-simplices no-degenerados

se pegan por el lado [3, 4]. Si tomamos la realización geométrica del nervio de este poset, este

es BP = |NP| y se llama el espacio clasificante del poset, en este caso da como resultado la

siguiente subdivisión del octahedro:

1

4

2

3

5

6

Un ejemplo importante es el dado por el poset P = [n] × [m]. Como el nervio es adjunto a

derecha, el nervio de este poset es ∆n ×∆m. Una cadena maximal está dada por un camino de

(0, 0) a (n,m) en el lattice de puntos en el plano con coordenadas enteras, donde en cada punto

(i, j) del camino, el siguiente es (i+ 1, j) o (i, j + 1), i.e. nos movemos un paso a la derecha o

hacia arriba. Por ejemplo, para n = 3,m = 2 tenemos la siguiente cadena maximal:

(0, 2) (1, 2) (2, 2) (3, 2)

(0, 1) (1, 1) (2, 1) // (3, 1)

OO

(0, 0) // (1, 0) // (2, 0)

OO

(3, 0)

Todas las cadenas maximales son de longitud n + m + 1, luego estas son n + m-simplices

no-degenerados. Podemos identificar las cadenas maximales con shuffles, estas son particiones

del conjunto {1, 2, ..., n+m} en dos conjuntos disjuntos σ = {σ1, . . . , σn} y τ = {τ1, . . . , τm}

de tamaños n y m respectivamente. La identificación es como sigue, en una cadena maximal

empezamos en el (0, 0) y hacemos n pasos a derecha y m pasos hacia arriba en algún orden

finalizando en (n,m), si en el k-ésimo movimiento hacemos un paso a la derecha entonces
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k ∈ σ, si hacemos un paso hacia arriba entonces k ∈ τ , esto determina la partición. Claramente

esto es biyectivo, luego hay
(
n+m
n

)
cadenas maximales.

Por ejemplo el poset P = [1] × [1] determina un conjunto simplicial con dos 2-simplices no-

degenerados que corresponden a las cadenas maximales de longitud 3. Estos se pegan a lo largo

de su intersección la cual es un 1-simplex, su espacio clasifcante |∆1 ×∆1| nos da la siguiente

subdivisión de |∆1| × |∆1|:

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)

(1, 1)

Otro ejemplo pequeño está dado por P = [1] × [2], esto nos da un conjunto simplicial con

tres 3-simplices no degenerados, su espacio clasifcante |∆1 × ∆2| da la siguiente subdivisión

de |∆1| × |∆2|:

(0, 0)

(0, 1)

(0, 2)

(1, 0)

(1, 2)

Un último ejemplo es el poset P = [1]× [1]× [1], está dada por el diagrama:

(1, 0, 0) //

''

(1, 1, 0)

''
(0, 0, 0)

77

//

''

(0, 1, 0)

77

''

(1, 0, 1) // (1, 1, 1)

(0, 0, 1) //

77

(0, 1, 1)

77

Su espacio clasificante es una subdivisión del cubo por seis 3-simplices (observar que esta

subdivisión es simétrica, luego el lector puede determinar el otro lado):

(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

(1, 0, 0)

(1, 1, 0)

(0, 1, 1)

(1, 1, 1)
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El hecho que la realización geométrica conmute con productos de simplices no es particular

de estos casos, vale en general:

Proposición 2.1.15. [GZ67][Chapter 3, 3.4] Dados n,m ≥ 0, los espacios topológicos |∆n ×

∆m| y |∆n| × |∆m| son homeomorfos.

Esta conmutación de productos de la realización geométrica se extiende a todos los con-

juntos simpliciales, siempre que trabajemos en una categoría de espacios conveniente, por

ejemplo en los espacios compactamente generados o los k-espacios. Sin embargo nos queda-

remos en el caso simplicial y no usaremos técnicas topologicas por lo que no daremos más

detalles de este caso, pero el lector interesado puede consultar [CHT][Chapter 6, 6.1].

2.2. Esqueleto y Coesqueleto

Definición 2.2.1. Denotemos ∆≤n la subcategoría plena de ordinales menores o iguales que n y

seaM completa y cocompleta, entonces la inclusión ∆≤n ⊂ ∆ induce un funtor por restricción

resn = i∗ :M∆op →M∆op
≤n el cual tiene adjuntos a izquierda y a derecha skn a resn a coskn

dados por las extensiones de Kan a izquierda y a derecha:

M∆op resn //M∆op
≤n

coskn

ff

skntt

Observación 2.2.2. Supongamos queM es completa y cocompleta, entonces dado X ∈M∆op
≤n ,

via el Teorema 1.1.18 tenemos la fórmula:

(sknX)m =

∫ [k]∈∆≤n

∆k
m ·Xk

(cosknX)m =

∫
[k]∈∆≤n

{∆m
k , Xk}

También por la Proposición 1.1.19 tenemos que (sknX)m = Xm = (cosknX)m para m ≤ n.

Por la fórmula de la Proposición 1.1.7 para coends podemos describir el n-esqueleto como el

coegalizador ∑
α:[k′]→[k]∈∆≤n

∆k′
m ·Xk // //

∑
k≤n

∆k
m ·Xk

// (sknX)m

Dualmente, el n-coesqueleto está dada por el siguiente egalizador:

(cosknX)m //
∏
k≤n
{∆m

k , Xk} ////
∏

α:[k]→[k′]∈∆≤n

{∆m
k′ , Xk}

27



Observación 2.2.3. En efecto de la fórmula de la Observación 2.2.2 obtenemos que (cosknX)m

es en verdad un límite finito y (sknX)m es un colímite finito. Por tanto no necesitamos todas las

hipot́esis de completitud para la existencia de estos adjuntos. Pero el hecho que (cosknX)m es

un límite finito va a ser crucial mas adelante por sus propiedades de exactitud.

Observación 2.2.4. Damos una descripción explícita para un conjunto simplicial (truncado)

X ∈ S∆op
≤n . Si m > n entonces el coproducto está dada por pares (x, σ) para σ : [m] →

[k], k ≤ n. La relación de equivalencia está generada por (x, ασ) ∼ (xα, σ) para x ∈ Xk,

σ : [m] → [k′], α : [k′] → [k]. Pero dado (x, σ), entonces σ = ds para s : [m] → [k′] epi,

luego (x, σ) ∼ (xd, s) donde y = xd es no degenerado. Entonces (sknX)m son simplemente

m-simplices degenerados dados por k-simplices no degenerados con k ≤ n.

Además, usando el Lemma de Eilenberg-Zilber 2.1.12 se sigue que el n-esqueleto define un

subcomplejo:

Proposición 2.2.5. Para cada conjunto simplicial X, el morfismo (sknresnX)m → Xm es inyec-

tivo para todo m.

Observación 2.2.6. Damos una descripción explícita de (cosknX)m para un conjunto simplicial

(truncado). Si m > n un m-simplex está dada por una tupla (xσ)σ con xσ ∈ Xk para cada

σ : [k] → [m], k ≤ n sujeto a la compatibilidad que si σ = σ′α para α : [k] → [k′] con

k′ ≤ n, entonces xσ = xσ′α. Pero cualquier σ : [k] → [m] se puede factorizar como σ = dα

donde d : [n] → [m] es mono entonces es suficiente definir (xd)d compatibles para cada mono

d : [n] → [m]. En particular, describimos (coskn−1X)n, un n-simplex x está dado por xi ∈

Xn−1 para i = 0, ..., n, tal que xidj−1 = xjd
i para i ≤ j. Estas condiciones de compatibilidad

implican todas las otras, pues si diα = djβ, entonces se factoriza como sigue α = ds, β = d′s′.

Por unicidad se sigue que did = djd′ y s = s′. Como did no toma el valor i y djd′ no toma

el valor j, tenemos factorizaciones did = didj−1d̂ y djd′ = djdid̃. Como didj−1 = djdi es

un monomorfismo se sigue que d̂ = d̃. Así, hemos reducido la descripción del coesqueleto al

siguiente egalizador de conjuntos:

(coskn−1X)n //
n∏
i=0

Xn−1

//
//
∏

0≤i<j≤n
Xn−2

donde los morfismos paralelos son los obvios que definen la compatibilidad.
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Observación 2.2.7. La misma descripción vale para el coesqueleto en cualquier categoría fi-

nitamente completa M, simplemente hacemos el mismo argumento con los morfismos. Un

morfismo Z x // (coskn−1X)n está dado por morfismos compatibles Z
xσ // Xk para cada σ :

[k] → [m], k ≤ n − 1. Como antes, la compatibilidad se reduce a dar Z
xi // Xn−1 para

i = 0, ..., n tal que xidj−1 = xjd
i para 0 ≤ i < j ≤ n donde abusamos de la notación y segui-

mos usando la notación de Yoneda i.e. xidj−1 = dj−1(xi). Esto justifica que si interpretamos

los morfismos como variables la misma descripción que en la Observación 2.2.6 vale en una

categoría cualquiera M, pero donde los egalizadores y productos son los de la categoría M.

Así, describimos el coesqueleto como el siguiente egalizador:

(coskn−1X)n //
n∏
i=0

Xn−1

//
//
∏

0≤i<j≤n
Xn−2

Observación 2.2.8. Equivalentemente, esto también se puede ver usando la fórmula de límites

pesados como límites en la Proposición 1.1.16 y observando que el cálculo con las compatibili-

dades da un argumento de cofinalidad por la Proposición 1.1.26. Dualmente, se puede describir

(skn−1X)n como el siguiente coegalizador:

∑
[n]�[n−2]

Xn−2

//
//
∑

[n]�[n−1]

Xn−1
// (skn−1X)n

Notación 2.2.9. Dado X ∈ sM abusamos de la notación y escribimos sknX (resp. cosknX) , en

vez de sknresnX (resp. cosknresnX). Observemos que como endofuntores de sM tenemos una

adjunción skn a coskn pues

M∆op

(sknX,Y) 'M∆op
≤n(resnX, resnY) 'M∆op

(X, cosknY)

Observación 2.2.10. En particular si aplicamos esta adjunción en ∆n y un conjunto simplicial

X obtenemos que:

(cosknX)m ' sS(∆m, cosknX) ' sS(skn∆m,X)

Luego (coskn−1X)n ' sS(skn−1∆n, X). Pero el cálculo anterior en las Observaciones 2.2.6 y

2.2.7 muestran que un elemento de (coskn−1X)n está dado por (x0, . . . , xn) tal que xidj−1 =

xjd
i para 0 ≤ i < j ≤ n. Por el lema de Yoneda, esto muestra que skn−1∆n es el coegalizador

∑
0≤i<j≤n

∆n−2
//
//
∑

0≤i≤n
∆n−1 // skn−1∆n
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donde los morfismos están dados por coproductos de las cocaras. ParaM general obtenemos

una fórmula similar para el coesqueleto, por medio del Lema 1.1.22:

(cosknX)m ' {skn∆m,X}∆op

Recíprocamente, si uno muestra primero la fórmula de skn−1∆n como un coegalizador, se re-

cupera la fórmula para coskn−1Xn por la cocontinuidad en los pesos de los límites pesados y

respectivamente colímites (ver Lema 1.1.15).

Notación 2.2.11. Denotamos ∂∆n = skn−1∆n pues por la fórmula dada arriba, es el ’borde’

del n-simplex. Está formado por el pegado de sus caras, n − 1-simplices a lo largo del borde

n− 2-simplices.

No es para sorprenderse que tenemos la siguiente descripción:

Observación 2.2.12. Esto simplemente dice que un m-simplex σ está en skn−1∆n (como un

subcomplejo de ∆n) si y solo si tiene una factorización a través de una de sus caras:

∆m σ //

σ′ ��

∆n

∆n−1
di

;; .

Más aún, la realización geométrica |∂∆n| es el borde geométrico de |∆n| pues conmuta con

colímites. Por ejemplo |∂∆2| es el siguiente subespacio de |∆2|:

|∂∆2|= ↪→ = |∆2|

Proposición 2.2.13. SeaM una categoría finitamente completa y cocompleta, entonces dado

X ∈ sM hay isomorfismos canónicos sknskmX ' sknX y coskmcosknX ' cosknX si n ≤ m.

Dualmente, si n ≥ m entonces coskmcosknX ' coskmX y sknskmX ' skmX.

Demostración. Recordemos que de la Observación 2.2.2 (sknX)k ' Xk para todo k ≤ n. Por

tanto obtenemos un isomorfismo resnskmresmX ' resnX si n ≤ m, entonces sknskmX ' sknX

si n ≤ m. El isomorfismo en el coesqueleto se tiene formalmente de la adjunción skn a coskn.

Dada la adjunción sknskm a coskmcoskn se sigue que coskmcosknX ' coskn si n ≤ m.

Para los duales, tenemos por la Observación 2.2.2 que (cosknX)k = Xk par k ≤ n. Entonces te-

nemos un isomorfismo resmcosknresnX ' resmX si n ≥ m. Entonces coskmcosknX ' coskmX

si n ≥ m.
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La importancia del esqueleto y coesqueleto es que nos da una forma precisa de hacer cons-

trucciones inductivas de objetos simpliciales. Esto se expresa en el siguiente lema el cual es una

paráfrasis de [RV14][Lemma 3.10] al caso particular de objetos simpliciales.

Lema 2.2.14. (Definición inductiva de objetos simpliciales) Dado un objeto simplicial trun-

cado X ∈M∆op
≤n−1 , un objeto Xn ∈M y una factorización:

(skn−1X)n
ln //

τn

22
Xn

µn // (coskn−1X)n

donde τ es el morfismo natural dado por la adjunción skn−1 a coskn−1. Entonces, estos datos

determinan de forma única un objeto simplicial truncado X ∈ M∆op
≤n cuya restricción a grado

n− 1 es el diagrama original.

Demostración. La idea es la siguiente, si X estuviera definido hasta grado n entonces el mat-

ching map Xn
µn // (coskn−1X)n (respectivamente el latching map (skn−1X)n

ln // Xn ) es-

tá dado por la unidad de la adjunción resn−1 a coskn−1 (resp. la counidad de la adjunción

skn−1 a resn−1) en grado n. Para extender X a un objeto simplicial truncado hasta grado n te-

nemos que definir las caras di : Xn → Xn−1 para 0 ≤ i ≤ n y degeneraciones si : Xn−1 → Xn

para 0 ≤ i ≤ n − 1. Pero el matching map nos da una factorización del morfismo dada por

todas las caras como sigue:

Xn
µn //

(d0,...,dn)

33(coskn−1X)n
� � //

n∏
i=0

Xn−1

Entonces, dado X ∈M∆op
≤n−1 con la factorización definimos di = priµn donde pri es la proyec-

ción en la i-ésima coordenada restringida a (coskn−1X)n (esta es la i-ésima cara of coskn−1X).

Dualmente, para el esqueleto el latching map nos da una factorización del morfismo dada por

todas las degeneraciones:

n−1∑
i=0

Xn−1
// //

[s0,...,sn−1]

44(skn−1X)n
ln // Xn

por lo tanto dada la factorización, definimos si = lnλi donde λi es la inclusión de la i-ésima co-

pia deXn−1 proyectada al cociente (esta es la i-ésima degeneración de skn−1X). Entonces usan-

do las identidades simpliciales de skn−1X, coskn−1X y la naturalidad de skn−1X
τ // coskn−1X ,

las identidades simpliciales se siguen.
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Corolario 2.2.15. Dados X,Y ∈ sM, para extender un morfismo resn−1X
ϕ // resn−1Y (es

decir, una transformación natural entre objetos simpliciales n − 1-truncados) a un morfismo

resnX
ϕ // resnY , necesitamos un morfismo Xn

ϕn // Yn tal que conmute el siguiente diagrama:

(skn−1X)n

(skn−1ϕ)n
��

εn // Xn

ϕn

��

ηn // (coskn−1X)n

(coskn−1ϕ)n
��

(skn−1Y)n
εn // Yn

ηn // (coskn−1Y)n

Demostración. Se sigue del Lema 2.2.14 aplicado al diagrama ∆op
≤n−1

//M2 dado por la

asignación [n] 7→ ϕn.

2.3. Enriquecimiento simplicial y homotopías simpliciales

Ejemplo 2.3.1. Dado K un conjunto simplicial, entonces tenemos una adjunción:

sS(K× X,Y) ' sS(X,Hom(K,Y))

llamamos Hom(K,Y) ∈ sS al hom interno. Podemos adivinar la fórmula para el hom interno,

si es un adjunto a derecha entonces por el Lema de Yoneda:

Hom(K,Y)n ' sS(∆n,Hom(K,Y)) ' sS(∆n ×K,Y)

Tomemos el lado derecho como definición con las caras y degeneraciones definidas de la manera

obvia. Alternativamente, usemos la construcción estándar de la Observación 1.1.21 aplicada a

−×K : ∆→ sS. Observamos también que tenemos una fórmula como un límite pesado:

Hom(K,Y)n ' sS(∆n ×K,Y) '
∫

[m]∈∆op

S(∆n
m ×Km, Ym)

'
∫

[m]∈∆op

{∆n
m ×Km, Ym} ' {∆n ×K,Y}∆op

Observación 2.3.2. Dado que sS es una categoría monoidal (de hecho una categoría cartesiana-

mente cerrada) donde la estructura monoidal está dada por el producto de conjuntos simpliciales

y la unidad es el objeto final, podemos considerar categorías sS-enriquecidas también conocidas

como categorías simpliciales.

Definición 2.3.3. Una sS-categoríaM está dada por una colección de objetosX, Y, Z, . . . ∈M

y para cada par de objetos un conjunto simplicialM(X, Y ) ∈ sS tal que:
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a) Para cada X ∈M hay un morfismo identidad 1X : ∆0 →M(X,X).

b) Para cada tripla X, Y, Z ∈M se tiene un morfismo de composición:

M(Y, Z)×M(X, Y )→M(X,Z)

c) La composición es asociativa y unitaria.

Explícitamente, el morfismo 1X : ∆0 → M(X,X) corresponde por Yoneda a un 0-simplex

1X ∈ M(X,X)0. La composiciónM(Y, Z) ×M(X, Y ) →M(X,Z) significa que tenemos

una función composiciónM(Y, Z)n ×M(X, Y )n → M(X,Z)n para n-simplices para todo

n ≥ 0, que conmuta con las caras y degeneraciones, i.e. dado f ∈M(X, Y )n y g ∈M(Y, Z)n

entonces di(gf) = dig dif , etc.

Ejemplo 2.3.4. La categoría de conjuntos simpliciales sS está canónicamente enriquecida sobre

sí misma, donde el hom interno definido en el Ejemplo 2.3.1 da el enriquecimiento sS(X,Y) =

Hom(X,Y) ∈ sS.

Observación 2.3.5. Una sS-categoría M tiene una categoría subyacente M cuyos objetos

son los de M y cuyos homs están dados por los 0-simplices del conjunto simplicial hom. Es

decir, dados X, Y ∈ M, entoncesM(X, Y ) = M(X, Y )0. Cada vez que nos referimos a un

morfismo f : X → Y enM queremos decir un morfismo en la categoría subyacente, es decir

f ∈M(X, Y )0.

En cualquier sS-categoría hay una noción canónica de homotopía entre morfismos.

Definición 2.3.6. DadaM una sS-categoría, dados dos objetos X, Y ∈M y dados morfismos

X
f //
g
// Y , una homotopía simplicial de f a g está dada por ∆1 h //M(X, Y ) tal que el

siguiente diagrama conmuta:

∆0
f

!!d1
��

∆1 h //M(X, Y )

∆0 g

==
d0

OO

Observación 2.3.7. Una homotopía simplicial no define una relación de equivalencia, en gene-

ral no es simétrica ni transitiva.
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Definición 2.3.8. Dada un sS-categoríaM, un objeto X ∈ M y un conjunto simplicial K ∈

sS, el tensor (simplicial) K⊗X ∈M está definido por la propiedad universal:

M(K⊗X, Y ) ' sS(K,M(X, Y ))

natural en Y . Decimos que M es (simplicialmente) tensorizada si el tensor existe para todo

K ∈ sS y todo X ∈ M. Dualmente, dado Y ∈ M, el cotensor (simplicial) {K, Y } ∈ M está

definido por la propiedad universal:

M(X, {K, Y }) ' sS(K,M(X, Y ))

natural en X .

Observación 2.3.9. DadaM una sS-categoría y dados dos morfismos X
f //
g
// Y enM, siM

es tensorizada entonces una homotopía simplicial de f a g se corresponde por adjunción a un

morfismo ∆1 ⊗X h // Y enM tal que el siguiente diagrama conmuta:

∆0 ⊗X f

  d1⊗X ��
∆1 ⊗X h // Y

∆0 ⊗X g

??
d0⊗X

OO

Respectivamente siM es cotensorizada entonces una homotopía simplicial de f a g se corres-

ponde por adjunción a un morfismo X
h // {∆1, Y } tal que el siguiente diagrama conmuta:

{∆0, Y }

X
h //

f 66

g ((

{∆1, Y }
(d1)∗
OO

(d0)∗
��

{∆0, Y }

Observación 2.3.10. Usualmente uno construye una sS-categoríaM primero definiendo una

categoría M con un bifuntor “tensor” − ⊗ − : sS × M → M, tal que hay isomorfismos

naturales K⊗ (L⊗X) ' (K×L)⊗X y ∆0⊗X ' X y tal que es co-continuo en la primera

variable, i.e. −⊗X : sS →M preserva colímites. Entonces uno puede definir un enriquecie-

miento simplical porM(X, Y ) = M(∆n ⊗ X, Y ), las caras están dadas por precomposición

con ∆n−1 ⊗X di⊗X // ∆n ⊗X . Por la Observación 1.1.21 dado que −⊗X preserva colímites

34



obtenemos la adjunción no enriquecida:

M(K⊗X, Y ) ' sS(K,M(X, Y ))

además, hay una única forma de hacerla natural en todas las variables K, X y Y . Entonces la

adjunción enriquecida se sigue de esta por el siguiente cálculo:

M(K⊗X, Y )n 'M(∆n ⊗K⊗X, Y ) 'M((∆n ×K)⊗X, Y ) '

' sS(∆n ×K,M(X, Y )) ' sS(K,M(X, Y ))n

Proposición 2.3.11. DadaM una categoría con coproductos pequeños (o simplemente tensori-

zada con conjuntos), entonces la categoría de objetos simpliciales sM tiene un enriquecimiento

simplicial canónico que además es tensorizado.

Demostración. Dados K ∈ sS y X ∈ sM, definimos K⊗ X ∈ sM como sigue:

(K⊗ X)n = Kn ·Xn =
∑
Kn

Xn

Las caras di : (K⊗X)n → (K⊗X)n−1 están dadas por la siguiente fórmula, para cada σ ∈ Kn

el siguiente diagrama conmuta:

∑
Kn

Xn
//
∑
Kn−1

Xn−1

Xσ
n

di //

λσ

OO

X
di(σ)
n−1

λdi(σ)

OO

Esto define un funtor tensor, es fácil chequear que tiene todas las propiedades de la Observación

2.3.10. Entonces obtenemos un enriquecimiento simplicial dado por:

sM(X, Y )n = sM(∆n ⊗X, Y )

Del cálculo anterior se sigue que sM es tensorizada.

Definición 2.3.12. Supongamos que M es completa. Dado K un conjunto simplicial y X ∈

sM, definimos el cotensor simplicial {K,X} ∈ sE como el siguiente límite pesado (ver la

Definición 1.1.11):

{K,X}n = {∆n ×K,X}∆op =

∫
[m]∈∆op

{∆n
m ×Km, Xm}

donde las caras y degeneraciones se siguen de la funtorialidad en los pesos del límite pesado.
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Teorema 2.3.13. Supongamos queM es completa y tiene coproductos. Tenemos adjunciones:

sM(K⊗ X,Y) ' sS(K, sM(X,Y)) ' sM(X, {K,Y})

además, es natural en K ∈ sS y X,Y ∈ sM. Esto es, sM es una categoría simplicial tensori-

zada y cotensorizada.

Definición 2.3.14. Un conjunto simplicial X se dice finito si tiene un conjunto finito de simpli-

ces no degenerados.

Proposición 2.3.15. Dado X un conjunto simplicial, entonces la categoría de elementos ΓX tiene

una subcategoría final dada por la subcategoría plena de caras de simplices no degenerados.

Demostración. Primero escribamos explícitamente la categoría de elementos ΓX para un con-

junto simplicial X ∈ S∆op . Un objeto es un n-simplex ∆n x // X para algún n ≥ 0, equivalen-

temente un par (x, [n]) con x ∈ Xn. Es por eso que en este caso ΓX se llama la categoría de

simplices de X. Un morfismo (x, [n])→ (y, [m]) está dado por un morfismo α : [n]→ [m] tal

que x = y · α, i.e. el siguiente diagrama conmuta:

∆n α //

x
""

∆m

y
��
X

Llamemos ΓfndX ⊂ ΓX a la subcategoría plena de caras de simplices no degenerados de X. Es

decir, un simplex ∆n x // X está en ΓfndX si x = yd para d : [n] // // [k] un mono e y ∈ Xk un

simplex no degenerado. En general, la cara de un simplex no degenerado no es necesariamente

no degenerado. Para mostrar que ΓfndX ⊂ ΓX es final por la Proposition 1.1.26 necesitamos

chequear que para cada simplex ∆n x // X , la categoría comma (x, [n]) ↓ ΓfndX is no-vacía y

conexa. Pero el Lema Eilenberg-Zilber 2.1.12 muestra que (x, [n]) ↓ ΓfndX is no-vacía, hay un

único y ∈ Xm no degenerado tal que x = ys para s : [n] � [m] un epimorfismo. Dado otro

objeto de (x, [n]) ↓ ΓfndX , i.e. una cara de un simplex no degenerado z ∈ Xk y α : [n]→ [k] tal

que x = zα, entonces descomponemos α = ds′ con s′ : [n] � [k′] epi y d : [k′] → [k] mono.

Tomemos z′ = zd, entonces z′ is una cara de un simplex no degenerado, pues es un cara de una

cara de un simplex no degenerado. Tenemos que x = zα = zds′ = z′s′. Luego, de nuevo por

la unicidad del Lema de Eilenberg-Zilber 2.1.12 hay un epimorfismo s′′ : [k′] � [m] tal que
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z′ = ys′′ y s = s′′s′. Gráficamente:

∆n

s

��

s′

""
x

��

∆k′

d

""z′||

s′′

zz
∆m

y
// X ∆k

z
oo

Entonces (x, [n]) ↓ ΓfndX es conexa luego ΓfndX ⊂ ΓX es final.

Observación 2.3.16. Notar que si X es finito, entonces ΓfndX es una categoría finita, pues cada

simplex tiene un conjunto finito de caras.

Corolario 2.3.17. DadaM una categoría con límites finitos, X ∈ sM un objeto simplicial y

K ∈ sS un conjunto simplicial finito. Entonces el cotensor simplicial {K,X} existe y además

{K,X}n es un límite finito.

Demostración. Calculemos el cotensor usando la co-continuidad de los pesos del Lema 1.1.15:

{K,X}n = {∆n ×K,X}∆op ' {∆n × colim
(x,[m])∈ΓK

∆m,X}∆op '

' { colim
(x,[m])∈ΓK

(∆n ×∆m),X}∆op ' lim
(x,[m])∈Γop

K

{∆n ×∆m,X}∆op

Pero podemos calcular el límite exterior sobre las caras de simplices no degenerados, las cuales

por Proposición 2.3.15 nos da una subcategoría finita inicial de ΓopK , por lo tanto un límite finito.

Luego redujimos el problema a mostrar que {∆n×∆m,X}∆op es un límite finito. Pero ∆n×∆m

es finito, esto se sigue del cálculo de simplices no degenerados por shuffles en el Ejemplo

2.1.14. Ahora es suficiente mostrar que un límite pesado {L,X}∆op es un límite finito si L es un

conjunto simplicial finito. Pero si L es finito, entonces es un colímite finito de representables,

luego por la co-continuidad de pesos del Lema 1.1.15 y por Yoneda {L,X}∆op es un límite

finito.

Definición 2.3.18. Dado un objeto simplicial en una categoría abeliana X ∈ sA, entonces

uno define el complejo de Moore asociado (X•, ∂). Este está dada por los Xn y el diferencial

∂ : Xn → Xn−1 es la suma alternada de las caras, ∂ =
n∑
j=0

(−1)jdj .

Por las identidades simpliciales se sigue que ∂2 = 0:

∂2 =
n−1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+jdidj =
∑
i<j

(−1)i+jdidj +
∑
i≥j

(−1)i+jdidj =

37



=
∑
i<j

(−1)i+jdj−1di +
∑
i≥j

(−1)i+jdidj = 0

Esto es cero pues la primera suma es simplemente una reindexación de la segunda suma con el

signo opuesto.

Ejemplo 2.3.19. Dado un conjunto simplicial X, entonces ZX ∈ sAb denota el grupo abeliano

simplicial dado por aplicar el funtor grupo abeliano libre. El n-ésimo grupo de homología de

un conjunto simplicial es la n-ésima homología de su complejo de Moore asociado (ZX•, ∂). En

particular, dado un espacio topológicoX entonces el complejo de Moore asociado (ZS(X)•, ∂)

es el complejo de cadenas singular del espacio.

Ejemplo 2.3.20. Dado A un grupo abeliano y X un conjunto simplicial, entonces tomando el

producto tensorial grado a grado A ⊗ ZX• obtenemos un complejo de cadenas y su homolo-

gía se llama la homología de X con coeficientes en A. Similarmente obtenemos un complejo

de co-cadenas definido por aplicar el funtor hom(−, A) : Ab → Ab. A saber el complejo

hom(ZX•, A), su cohomología se llama la cohomología de X con coeficientes en A. Alterna-

tivamente, dado el conjunto simplicial X uno obtiene un grupo abeliano simplicial al aplicar el

funtor S(−, A) : S → Ab, esto da un grupo abeliano cosimplicial S(X, A) y por la construc-

ción de Moore obtenemos un complejo de co-cadenas. Estas dos construcciones son isomorfas

por la adjunción libre-olvido entre grupos abelianos y conjuntos.

Ahora vamos a establecer el que hecho que para objetos simpliciales la noción geométrica

de homotopía simplicial dada por la Definición 2.3.6 o en la Observación 2.3.9 es equivalente

a la noción combinatoria de homotopía dada por P. May en [May67]. En general esto se toma

por sabido y el único bosquejo de demostración que encontramos en la literatura para el caso

de conjuntos simpliciales está en [Fdm12]

Proposición 2.3.21. Dada M una categoría con coproductos pequeños, dados X,Y ∈ sM y

dados dos morfismos simpliciales X
f //
g
// Y , entonces el dato de una homotopía simplicial h de

f a g corresponde a dar morfismos hi : Xn → Yn+1 para 0 ≤ i ≤ n y todo n ≥ 0 tal que:

d0h0 = gn

dn+1hn = fn

38



dihj =


hj−1di, i < j

hjdi−1, i > j + 1

dj+1hj = dj+1hj+1

sihj =


hj+1si, i ≤ j

hjsi−1, i > j

Demostración. Dada una homotopía simplicial ∆1 ⊗ X
h // Y de f a g, por definición tene-

mos que (∆1 ⊗ X)n =
∑
σ∈∆1

n

Xσ
n . Podemos describir explícitamente los morfismos en ∆1

n =

∆([n], [1]) como sigue. Llamemos σi ∈ ∆1
n al morfismo dado por:

σi(j) =


0 si j ≤ i

1 si j > i

para −1 ≤ i ≤ n. Se sigue que si 0 ≤ i < n entonces σi = s0 · · · si−1si+1 · · · sn−1. Además

σ−1 = d0s0 · · · sn−1 y σn = d1s0 · · · sn−1. Llamemos hσin : Xσi

n → Yn a la restricción de hn a la

copia σi de Xn. Dado que h es un morfismo simplicial se sigue que dihσn = h
di(σ)
n−1 di y sihσn =

h
si(σ)
n+1 si para todo 0 ≤ i ≤ n. Recordemos que los dos morfismos ∆0

d1
//

d0
// ∆1 están dados por

post-composición, i.e. estos mandan el único morfismo s ∈ ∆([n], [0]), s = s0 · · · sn−1 a d1s y

d0s respectivamente. Definamos hi : Xn → Yn+1 por hi = hσ
i

n+1si para 0 ≤ i ≤ n. Se sigue

de la definición de homotopía simplicial que hσ−1

n = gn y hσnn = fn. Ahora calculemos las

identidades de la afirmación:

d0h0 = d0h
σ0

n+1s0 = hd0(σ0)
n d0s0 = hd0(σ0)

n = gn

Donde para la última igualdad notar que d0(σ0) = s1 · · · snd0 = d0s0 · · · sn−1 = σ−1 por las

identidades cosimpliciales. Similarmente:

dn+1hn = dn+1h
σn

n+1sn = hdn+1(σn)
n dn+1sn = hdn+1(σn)

n = fn

como dn+1(σn) = s0 · · · sn−1dn+1 = d1s0 · · · sn−1 = σn. Si i < j calculemos:

dihj = dih
σj

n+1sj = hdi(σ
j)

n disj = hσ
j−1

n sj−1di = hj−1di
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como disj = sj−1di y di(σj) = s0 · · · sj−1sj+1 · · · sndi = s0 · · · sj−2sj · · · sn−1 = σj−1 si i < j.

Si i > j + 1 entonces:

dihj = hdi(σ
j)

n sjdi−1 = hjdi−1

pues di(σj) = s0 · · · sj−1sj+1 · · · sndi = s0 · sj−1sj · sn−1 = σj si i > j + 1 por las iden-

tidades cosimpliciales. También dj+1hj = dj+1hj+1 por un cálculo similar, uno chequea que

dj+1(σj) = dj+1(σj+1) = σj . Finalmente, calculemos:

sihj = sih
σj

n+1sj = hσ
jsi

n sisj

Si i ≤ j entonces σjsi = σj+1 y sisj = sj+1si mientras que si i > j entonces σjsi = σj y

sisj = sjsi−1 luego obtenemos todas las identidades.

Recíprocamente, dados los morfismos hi : Xn → Yn+1 para 0 ≤ i ≤ n satisfaciendo todas las

identidades, entonces definimos hσ−1

n = gn y hσin = di+1hi para 0 ≤ i ≤ n. Estas construcciones

son mutuamente inversas:

di+1h
σi

n+1si = hσ
i

n di+1si = hσ
i

n

di+1hisi = di+1hi+1si = di+1sihi = hi

Donde en el primer cálculo recordemos que di+1(σi) = σi. Por tanto solo necesitamos chequear

que los morfismos hσin = di+1hi satisfacen las identidades simpliciales dihσn = h
di(σ)
n−1 di y sihσn =

h
si(σ)
n+1 si para todo 0 ≤ i ≤ n. Por ejemplo, si i < j entonces:

dih
σj

n = didj+1hj = djdihj = djhj−1di = hσ
j−1

n di = hdi(σ
j)

n di

El resto de las identidades se dejan como ejercicio.

Proposición 2.3.22. Dada una categoría abeliana A, morfismos simpliciales X
f //
g
// Y y una

homotopía simplicial de f a g dada por hi : Xn → Yn+1 para 0 ≤ i ≤ n. Entonces la homotopía

simplicial induce una homotopía de complejos entre los morfismos asociados de complejos de

cadenas.

2.4. El grupoide fundamental de un conjunto simplicial

En esta subsección describimos la categoría fundamental y el grupoide fundamental de un

conjunto simplicial introducidos en [GZ67].
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Proposición 2.4.1. El nervio de una categoría (ver Ejemplo 2.1.9) es 2-coesquelético, es decir

se tiene un isomorfismo NC ' cosk2NC.

Corolario 2.4.2. Dado un conjunto simplicial X, existe un isomorfismo τ1X ' τ1sk2X.

Ahora podemos calcular una presentación de la categoría fundamental de un conjunto sim-

plicial.

Proposición 2.4.3. Sea X un conjunto simplicial, entonces τ1X es un cociente de la categoría

libre en el grafo X1

d0 //

d1

// X0 módulo las relaciones d1x = d0x ◦ d2x para x ∈ X2 y s0x = 1x

para x ∈ X0.

Proposición 2.4.4. El funtor nervio Cat N // sS es plenamente fiel.

Ahora podemos describir también el grupoide fundamental de un conjunto simplicial. Este

es por definición el adjunto a izquierda al funtor nervio restringido a los grupoides es decir,

sS
π1 // Grpd
N
oo .

Proposición 2.4.5. Sea X un conjunto simplicial, entonces π1X es el cociente del grupoide libre

en el grafo X1

d0 //

d1

// X0 módulo las relaciones d1x = d0x ◦ d2x para x ∈ X2 y s0x = 1x para

x ∈ X0.

Proposición 2.4.6. Sean X e Y conjuntos simpliciales, entonces hay un isomorfismo canónico

τ1(X× Y)→ τ1X× τ1Y. Lo mismo vale para el grupoide fundamental.

Demostración. Ver [GZ67] o [JT08].

Ahora probemos que el funtor grupoide fundamental es en realidad un 2-funtor cuando se

considera sS como una 2-categoría de forma natural.

Observación 2.4.7. Recordemos que tenemos la adjunción sS
τ1 // Cat
N
oo . El funtor categoría

fundamental τ1 preserva productos por la Proposición 2.4.6 y ambas categorías son monoidales

con el producto cartesiano, por lo tanto se induce una adjunción de cambio de base:

sS-Cat
(τ1)∗ // 2-Cat
N∗

oo

i.e. toda categoría simplicial determina una 2-categoría (también conocida como una categoría

enriquecida en categorías) y viceversa. Más aún, si C es una categoría simplicial, entonces la
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2-categoría asociada (τ1)∗C que para abreviar denotamos por C2 tiene los mismos objetos y sus

homs están dados por C2(X, Y ) = τ1(C(X, Y )) donde C(X, Y ) es el hom simplicial.

Proposición 2.4.8. El grupoide fundamental determina un 2-funtor sS2
π1 // Grpd .

Demostración. Recordemos que dado un morfismo simplicial X
f // Y , entonces este indu-

ce un funtor π1X
f∗ // π1Y . Dado un 1-simplex x σ // y ∈ X1, entonces f∗(σ) está repre-

sentado por f(x)
f(σ)// f(y) ∈ π1Y, donde por abuso de notación denotamos por f al mor-

fismo simplicial en todos los grados. Ahora supongamos que tenemos dos morfismos sim-

pliciales X
f //
g
// Y y una homotopía simplicial h : f ⇒ g. Entonces tenemos morfismos

hi : Xn → Yn+1 para 0 ≤ i ≤ n que satisfacen las identidades de la Proposición 2.3.21. Dado

x ∈ X0, definimos hx como h0(x) ∈ Y1. Como d1h0 = f0 y d0h0 = g0, esto da un 1-simplex

f(x)
hx // g(x) . Tenemos que chequear que el siguiente diagrama conmuta en π1Y:

f(x)

hx ��

f(σ)// f(y)

hy��
g(x)

g(σ)
// g(y)

Pero tenemos los siguientes 2-simplices en Y dados por la homotopía simplicial:

g(x)

f(x)

g(y)

f(y)f(σ)

g(σ)

hx hy
h0(σ)

h1(σ)

Estos 2-simplices muestran la conmutatividad del cuadrado en π1Y y obtenemos una transfor-

mation natural h∗ : f∗ ⇒ g∗. Ahora dado un morfismo simplicial w : ∆2 × X → Y tal que

d0w = h′, d1w = h′′ y d2w = h. Entonces por un argumento similar al de la Proposición 2.3.21

obtenemos un morfismo w0 : X0 → Y2 tal que d0w0 = h′0, d1w0 = h′′0 y d2w0 = h0. Se sigue

que w0(x) ∈ Y2 testifica que h′′x = h′x ◦ hx, por lo tanto obtenemos un funtor:

τ1(sS(X,Y)) // Grpd(π1X, π1Y)

La compatibilidad con la composición horizontal es trivial y por lo tanto obtenemos un 2-

funtor.
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Observación 2.4.9. La 2-categoría sS2 tiene mucha información homotópica, primero sus ob-

jetos y morfismos son los mismos que los de sS y observemos que una equivalencia simplicial

homotópica, i.e. un par de morfismos simpliciales Y
f //

X
g
oo tales que gf ' 1X y fg ' 1Y

(simplicialmente homotópicos), es una equivalencia en esta 2-categoría. En efecto estas son

exactamente las equivalencias si X y Y son conjuntos simpliciales buenos (es decir, complejos

de Kan) como veremos después, pues en ese caso uno puede componer homotopías simpliciales.

Ahora damos otra caracterización del grupoide fundamental de un conjunto simplicial en

términos de su categoría de simplices. Mostraremos que la categoría de revestimientos simpli-

ciales es equivalente a la categoría de acciones (a derecha) del grupoide fundamental. Estos

resultados, aunque no serán usados en este trabajo, están en paralelo con las equivalencias de

revestimientos de un espacio topológico (bueno) y acciones de su grupoide fundamental (clási-

co).

Teorema 2.4.10. Dado un conjunto simplicial X, consideremos π1X su grupoide fundamental

y GΓX el grupoide libre sobre la categoría de elementos de X, entonces hay una equivalencia

de grupoides π1X ' GΓX.

Definición 2.4.11. Un morfismo de conjuntos simpliciales E
p // X se llama un revestimiento

simplicial si cualquier cuadrado conmutativo tiene un único llenado:

∆0 e //

k
��

E

p

��
∆n

x
//

∃!
==

X.

Proposición 2.4.12. Un morfismo de conjuntos simpliciales E
p // X es un revestimiento sim-

plicial si y solo si para todo α : [n]→ [m] el siguiente cuadrado es un pullback:

Em
α∗ //

pm
��

En
pn
��

Xm α∗
// Xn.

Recordemos que hay una equivalencia de categorías S∆op
/X ' SΓop

X dada por mandar un

morfismo E
p // X al funtor definido por E(x) = {e ∈ En | pe = x} con ∆n x // X .

Teorema 2.4.13. Hay una equivalencia entre la categoría de revestimientos simpliciales y la

categoría de conjuntos con una acción a derecha del grupoide fundamental, i.e. Sπ1(X)op .

43



2.5. La estructura de modelos de Quillen

Ejemplo 2.5.1. Definimos para 0 ≤ k ≤ n el cuerno simplicial como el coegalizador:

∐
0≤i<j≤n
i 6=k,j 6=k

∆n−2
//
//
∐

0≤i≤n
i 6=k

∆n−1 // Λn
k

Este es un subcomplejo de ∆n generado por sus caras di para i 6= k. Un morfismo Λn
k

x // X

está dado por (x0, . . . , xk−1, •, xk+1, . . . , xn) con xi ∈ Xn−1 tal que xidj−1 = xjd
i si i < j. Por

ejemplo para n = 2 sus realizaciones geométricas son los siguientes subspaces of |∆2|:

|Λ2
0|= |Λ2

1|= |Λ2
2|=

Definición 2.5.2. Un conjunto simplicial X es un complejo de Kan si cada cuerno tiene un

relleno, i.e. para todo 0 ≤ k ≤ n podemos llenar este diagrama con el morfismo punteado:

Λn
k

//
� _

��

X

∆n
∃

>>

Esto es, dados (x0, x1, ..., xk−1, •, xk+1, ..., xn), xi ∈ Xn−1 tales que xidj−1 = xjd
i para i < j,

i, j 6= k, existe x ∈ Xn tal que xi = xdi.

Ejemplo 2.5.3. Para cada espacio topológico X , S(X) es un complejo de Kan. Esto se sigue

por la adjunción,
Λn
k

//
� _

��

S(X)

∆n
∃

;; oo //
|Λn

k | //
� _

��

X

|∆n|
∃

==

y dado que la realización geométrica preserva colímites, |Λn
k | es el subespacio de |∆n| dado

por el cuerno geométrico, este subespacio es claramente un retracto, luego existe un morfismo

punteado.

Definición 2.5.4. Más generalmente dados conjuntos simpliciales X,Y, entonces un morfismo

simplicial X
f // Y es una fibración de Kan si y solo si el morfismo tiene la propiedad de

levantamiento a derecha con respecto a las inclusiones Λn
k
� � // ∆n , es decir:

Λn
k

//
� _

��

X

f
��

∆n
∃

>>

// Y
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Un morfismo simplicial X
f // Y se dice una fibración de Kan acíclica si y solo si el morfismo

tiene la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a la inclusión ∂∆n � � // ∆n , es

decir:

∂∆n //� _

��

X

f��
∆n

∃

<<

// Y

Un complejo de Kan X se dice acíclico si y solo si el morfismo X
!→ ∗ es una fibración de Kan

trivial.

Proposición 2.5.5. Un morfismo simplicial X
f // Y es una fibración de Kan acíclica si y solo

si el morfismo tiene la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a todos monomorfis-

mo, i.e. para cada inclusión L ⊂ K, tenemos:

L //� _

��

X

f��
K

∃

??

// Y

Proposición 2.5.6. Una fibración de Kan acíclica X
f // Y es una equivalencia homotópica

simplicial.

Ejemplo 2.5.7. Dada C una categoría, entonces cada cuerno interno de NC tiene un único

relleno, i.e. para todos los cuernos Λn
k con 0 < k < n. NC es un complejo de Kan si y solo si C

es un grupoide.

Proposición 2.5.8. Sea X un complejo de Kan, entonces τ1X ' π1X y es el siguiente grupoide:

sus objetos son los vértices de X, un morfismo σ : x → y es un 1-simplex σ ∈ X1 tal que

d1σ = x, d0σ = y módulo la relación de homotopía σ ∼ σ′ si y solo si hay un 2-simplex

ω ∈ X2 tal que d1ω = σ′, d2ω = σ, d0ω = s0y.

Ejemplo 2.5.9. Dado un poset P, consideremos el poset ndP de cadenas finitas inyectivas

ordenadas por la inclusión, denotamos sus elementos [a0, . . . , an], i.e. una cadena a0 ≤ a1 ≤

· · · ≤ an, con ai 6= aj para i 6= j, ai ∈ P. Esto es equivalente al poset de simplices no
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degenerados de NP. Por ejemplo para P = [2], entonces nd[2] es el siguiente poset:

[0] //

!!

[0, 1]

$$
[1]

==

!!

[0, 2] // [0, 1, 2]

[2]

==

// [1, 2]

::

Esta construcción es funtorial, es decir un morfismo de posets P → Q induce un morfismo

ndP → ndQ (precaución: una cadena inyectiva debe ser mapeada a una cadena inyectiva).

También, hay un morfismo natural ndP lv // P llamado el morfismo del último vértice, está

definido por lv[a0, . . . , an] = an.

Entonces, la subdivisión baricéntrica de ∆n se define como el nervio del poset de simpli-

ces no degenerados de ∆n, i.e. sd ∆n = Nnd [n]. Tenemos un morfismo del último vértice

sd ∆n lv // ∆n y es fácil ver que es epimorfo. Por ejemplo, la realización geométrica de sd ∆2

es la siguiente subdivisión:

[0] [0, 1] [1]

[2]

[0, 2] [1, 2]

Entonces podemos extender la subdivisión baricéntrica a conjuntos simpliciales por la construc-

ción estándar. Tenemos un objeto cosimplicial ∆
sd // sS , por lo tanto obtenemos una adjun-

ción sS
sd // sS
Ex
oo . Tenemos fórmulas sdX =

∫ [n]∈∆
Xn · sd ∆n = colim

∆n→X
sd ∆n y Ex(X)n =

hom(sd ∆n,X). El morfismo del último vértice se extiende a un morfismo natural sdX lv // X

para todos los conjuntos simpliciales y adjunto a éste tenemos un morfismo X
j // Ex(X) , está

dado por precomposición con el morfismo del último vértice, por lo tanto j es mono. Dado un

conjunto simplicial X, consideremos el diagrama

X
j // Ex(X)

j // Ex2(X)
j // . . .

Entonces definimos Ex∞(X) como el colímite del diagrama, luego

Ex∞(X)n ' colim
k

Exk(X)n ' colim
k

hom(∆n,Exk(X)) ' colim
k

hom(sdk∆n,X)
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i.e. un n-simplex de Ex∞(X) está dado por un morfismo simplicial de una subdivisión baricén-

trica sucesiva de ∆n a X. El funtor Ex∞ se llama el reemplazo fibrante de Kan. Por ejemplo

sd ∆1 es el nervio de un poset:

[0]
&&
[0, 1]

[1]

88

Por lo tanto dada una categoría C,

Ex(NC)1 = hom(sd ∆1, NC) ' Cat(nd [1], C)

entonces es el conjunto de spans de la categoría. Más generalmente, Ex∞(NC)1 está dada por

el conjunto de zig-zags de morfismos en la categoría.

Teorema 2.5.10. Para cualquier conjunto simplicial X, Ex∞(X) es un complejo de Kan y el

morfismo X
j // Ex∞(X) es una equivalencia débil (natural en X). Más aún, Ex∞ preserva

límites finitos y 0-simplices.

Definición 2.5.11. Dados X,Y conjuntos simpliciales, un morfismo simplicial X
f // Y se dice:

1. una cofibración si es un monomorfismo.

2. una fibración si es una fibración de Kan.

3. una equivalencia débil si su realización geométrica |X| |f | // |Y| es una equivalencia dé-

bil.

Observación 2.5.12. De hecho uno puede definir las equivalencias débiles sin el uso de la

realización geométrica. Se pueden definir de forma “combinatoria” los grupos de homotopía de

un complejo de Kan y con los funtores de Kan Ex∞ extender a todos los conjuntos simpliciales.

Teorema 2.5.13. La categoría de conjuntos simpliciales sS junto con las clases especificadas

de cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles como en la Definición 2.5.11 forman una

categoría de modelos en el sentido de [HA].

Observación 2.5.14. La categoría homotópicaH = Ho(sS) está dada por invertir formalmente

todas las equivalencias débiles. Por un teorema de Quillen, esta categoría tiene por objetos

conjuntos simpliciales y los hom-setH(X,Y) se pueden calcular como el conjunto de morfismos

sS(Ex∞(X),Ex∞(Y)) módulo homotopía simplicial.
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3. Teoría de topos

En este capítulo recordamos algunos hechos básicos de la teoría de topos, damos algunos

ejemplos y técnicas relevantes para capítulos posteriores. La referencia principal que seguimos

es [SGA4-1, SGL].

3.1. Sitios y haces

Notación 3.1.1. En esta sección hacemos el siguiente abuso de notación dado por Grothendieck:

identificamos un funtor representable con el objeto que este representa, este abuso se justifica

por el Lema de Yoneda. Por lo tanto dado U ∈ C, denotamos U = C(−, U) : Cop → S.

Definición 3.1.2. Dada C una categoría y U ∈ C un objeto, una criba en U es un subfuntor

S ⊂ U donde U denota el representable por U de acuerdo a la notación previa.

Observación 3.1.3. Una criba en U puede ser caracterizada de forma explícita como una co-

lección S de morfismos con codominio U que son cerrados por pre-composición con cual-

quier morfismo, i.e tal que si V
f // U ∈ S y W h // V es cualquier morfismo, entonces

W
fh // U ∈ S.

Definición 3.1.4. Un sitio está dado por una categoría C equipada con una topología J . Una

topología en una categoría consiste de un conjunto de cribas J(U) para cada U ∈ C, llamadas

cribas cubrientes tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(T1) U es una criba cubriente, i.e. la criba maximal U ∈ J(U).

(T2) (estabilidad por cambio de base) si S ⊂ U es una criba cubriente y V
h // U es cual-

quier morfismo, entonces h∗(S) = S ×
U
V es una criba cubriente de V . Recordemos que

h∗(S) es la siguiente criba h∗(S)(W ) = {W f // V | hf ∈ S}.

(T3) (caracter local) Si R ⊂ U es una criba cubriente, y S ⊂ U es una criba tal que para todo

V
f // U ∈ R, f ∗(S) ⊂ V es una criba cubriente, entonces S es una criba cubriente.

Definición 3.1.5. Dada C una categoría y U ∈ C. Un conjunto de morfismos {fi : Ui → U | i ∈

I} con codominio U determina una criba generada:

S(V ) = { f : V → U | f = fih para algún i}
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Si (C, J) es un sitio, decimos que un conjunto of morfismos {fi : Ui → U | i ∈ I} con codomi-

nio U es una familia cubriente si la criba generada es una criba cubriente.

Alternativamente, uno puede definir una topología definiendo las familias cubrientes que

satisfacen algunos axiomas.

Definición 3.1.6. Dada C una categoría, una pre-topología consiste de conjuntos Cov(U) for

each U ∈ C de familias (i.e. conjuntos indexados) de morfismos {fi : Ui → U | i ∈ I} llamadas

familias cubrientes tales que:

(PT1) Si V
f // U es un isomorfismo, entonces {f : V → U } es una familia cubriente of U .

(PT2) (Estabilidad por cambio de base) Si {fi : Ui → U | i ∈ I} es una familia cubriente y

V
h // U es cualquier morfismo, existe una familia cubriente {gj : Vj → V | j ∈ J} de

V , una función ϕ : J → I , y morfismos Vj
hj // Uϕ(j) tales que el siguiente diagrama

conmuta

Vj
hj //

gj
��

Uϕ(j)

fϕ(j)��
V

h
// U

(PT3) (Caracter local) Si {fi : Ui → U | i ∈ I} es una familia cubriente, y para cada i ∈ I tene-

mos una familia cubriente {gi,j : Ui,j → Ui | j ∈ Ji }, entonces la familia {figi,j : Ui,j → U | j ∈ Ji, i ∈ I}

es cubriente.

Una pre-topología es llamada una topología si además satisface:

(R) (Cerrada por refinamientos) Si {fi : Ui → U | i ∈ I} es una familia tal que existe una

familia cubriente {gj : Vj → U | j ∈ J}, una función J
ϕ // I y morfismos Vj

hj // Uϕ(j)

tales que gj = fϕ(j)hj , entonces {fi : Ui → U | i ∈ I} es una familia cubriente.

Ejemplo 3.1.7. Si C = O(B) es el poset de subconjuntos abiertos de un espacio topológico

B, entonces dado U abierto, una criba S ⊂ U es una colección de subconjuntos abiertos de

U tal que si V está en S y W ⊂ V entonces W está en S, i.e. una colección de subconjuntos

abiertos cerrada por subconjuntos. En esta categoría la topología se define de la siguiente forma.

Una criba S ⊂ U es una criba cubriente si y solo si U = ∪
V ∈S

V . Alternativamente, podemos

definir la topología con familias cubrientes, una familia cubriente (Ui // U)i es una tal que

U = ∪
i∈I
Ui. Esta es llamada la topología de los cubrimientos por abiertos en O(B).
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Ejemplo 3.1.8. Dada C = Ringsopf.p. la categoría dual a la de los anillos finitamente presentados,

entonces definimos una familia ( R // Ri )i como una cubriente siRi = R[f−1
i ], el morfismo

es la localización canónica en fi ∈ R, y también 1 =
∑
aifi. Esto define una pre-topología y

el sitio asociado es el sitio Zariski.

Definición 3.1.9. Dada una categoría C y dos topologías J, J ′, decimos que J es mas fina que

J ′ si J ′ ⊂ J , i.e. cada criba en J ′ está en J (J tiene mas cribas que J ′).

Ejemplo 3.1.10. Dada C una categoría pequeña, definimos una topología, la topología discreta,

declarando que cualquier criba es una criba cubriente, esta es la topología mas fina.

Ejemplo 3.1.11. Dada C una categoría pequeña, definimo la topología caótica, declarando

J(U) = {U}, esta es la topología más gruesa.

Proposición 3.1.12. Vale lo siguiente:

1. Si R ⊂ S ⊂ U y R es una criba cubriente entonces S es cubriente.

2. Si tenemos una criba cubriente R ⊂ U y para todo V
f // U ∈ R tenemos una criba

cubriente Sf ⊂ V , entonces la composición de cribas R ◦S = {f ◦ g | f ∈ S, g ∈ Sf} es

una criba cubriente.

3. Si R, S ⊂ U son cribas cubrientes, entonces R×
U
S ⊂ U es cubriente.

4. El conjunto J(U) de cribas cubrientes de un objeto U es una poset cofiltrante con respecto

de la inclusión.

Proposición 3.1.13. Dada C con una pretopología, definimos CovR(U) como las familias que

tienen un refinamiento en Cov(U). Entonces esto define una topología, i.e. una pre-topología

cerrada por refinamientos.

Teorema 3.1.14. Dado un sitio (C, J). Declaramos una famila como cubriente si la criba aso-

ciada es una criba cubriente. Esta definición nos da una categoría con una pre-topología (la cual

es en efecto una topología, i.e. es cerrada por refinamientos).

Recíprocamente, dada una categoría C con una pre-topología, uno obtiene una topología al to-

mar como cribas cubrientes las que tienen un refinamiento por una familia cubriente. Las cribas

generadas por familias cubrientes JCov(U) son iniciales en J(U) para todo U ∈ C.
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Denotamos by PSh(C) the categoría de prehaces para un sitio pequeño, i.e. la categoría SCop

de funtores contravariantes con valores en conjuntos.

Definición 3.1.15. Dado un sitio (C, J), un prehaz F es un haz si para toda criba cubriente

R ⊂ U el morfismo natural

PSh(C)(U, F ) // PSh(C)(R,F )

es una biyección.

Dado (C, J) un sitio pequeño, denotemos Sh(C, J) la categoría de haces, una subcategoría

plena de la categoría de prehaces PSh(C).

Proposición 3.1.16. Dado un sitio definido por una pre-topología, las siguientes son equivalen-

tes:

1. F es un haz.

2. El morfismo natural F (U) // lim
f :V→U∈R

F (V ) es una bijección para toda criba cubriente

R ⊂ U .

3. El siguiente diagrama es un egalizador para cada familia cubriente (Ui
fi // U)i :

F (U) //
∏
i

F (Ui)
////
∏
i,j

F (Ui ×
U
Uj)

es decir, dadas secciones compatibles si ∈ F (Ui) para i ∈ I , existe una única sección

s ∈ F (U) tal que f ∗i (s) = si.

En otras palabras, F es un haz para una pre-topología si y solo si es un haz para la topología

generada.

Teorema 3.1.17. (Construcción de topologías) Dada C una categoría pequeña y F una familia

de prehaces, entonces existe una topología donde S ⊂ U es una criba cubriente si y solo si para

toda V
f // U el morfismo

PSh(C)(V, F ) // PSh(C)(f ∗(S), F )

es biyectivo para todo F ∈ F . Esta es la topología más fina tal que todo F ∈ F es un haz.
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Corolario 3.1.18. Dada C una categoría pequeña, existe una topología llamada la topología

canónica, es la topología mas fina tal que los representables son haces.

Definición 3.1.19. Una topología J se dice subcanónica si todos los representables son haces

para J , o equivalentemente si J está incluido en la topología canónica.

Ahora queremos construir un haz asociado a un prehaz de forma universal, primero defini-

mos el siguiente funtor:

LF (U) = colim
R∈J(U)

PSh(C)(R,F )

Este es un colímite filtrante de conjuntos y en el caso que tenemos una pre-topología, recorde-

mos que JCov ⊂ J es cofinal, por tanto podemos tomar el colímite con respecto a las familias

cubrientes, luego una sección s ∈ LF (U) está dada por una familia compatible de secciones

si ∈ F (Ui) para una familia cubriente (Ui // U)i , módulo una relación de equivalencia dada

por refinamiento. Se tiene un morfismo natural F
η // LF . El prehaz LF no es en general un

haz, sin embargo si aplicamos de nuevo esta construcción entonces L2F es un haz.

Teorema 3.1.20. Hay una adjunción Sh(C, J)
i
// PSh(C, J)

aoo , donde el adjunto a izquierda a

es llamado el haz asociado e i es la inclusión canónica. Más aún el haz asociado es exacto a

izquierda (i.e. preserva límites finitos).

Usualmente se denota por F̃ al haz asociado de un prehaz F .

3.2. Propiedades de exactitud de los topos

Definición 3.2.1. Un topos E es una categoría equivalente a una categoría de haces sobre un

sitio pequeño (C, J).

Ejemplo 3.2.2. 1. SiB es un espacio topológico , entonces E = Sh(B) la categoría de haces

con respecto a la topología de los cubrimientos por abiertos es un topos.

2. Si (C, J) es un sitio pequeño, entonces E = Sh(C, J) es un topos por definición.

3. Si C es cualquier categoría pequeña, entonces E = PSh(C) = SCop es un topos, llamado

un topos de prehaces.
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4. Si (C, J) es el sitio Zariski del Ejemplo 3.1.8, entonces E = Sh(C, J) es un topos. Ade-

más, la categoría de esquemas sobre Z es una subcategoría plena de este topos.

5. La categoría S de conjuntos es un topos.

6. Sea Γ la categoría con dos objetos y dos morfismos paralelos V
s //
t
// E , entonces la ca-

tegoría de grafos dirigidos Grph = SΓop es un topos de prehaces.

7. Sea 2 la categoría con dos objetos y un morfismo entre ellos, entonces la categoría de

funciones S2 es un topos.

8. Sea ∆ la categoría de los ordinals finitos no vacíos y morfismos las funciones que preser-

van el orden, entonces la categoría de conjuntos simpliciales sS = S∆op es un topos de

prehaces.

9. Sea G un grupo, consideremos la categoría G con un objeto ∗ y Hom(∗, ∗) = G con la

multiplicación del grupo como la composición. Entonces la categoría SGop (resp. SG) i.e.

la categoría de conjuntos con una acción acción a derecha (resp. a izquierda) de G es un

topos de prehaces.

Observación 3.2.3. En la definición de un topos, es importante que el sitio sea pequeño, sin

embargo en la práctica uno puede trabajar con sitios grandes si estos tienen un conjunto de

’generadores topológicos’ [SGA4-1][Exposé II, 3.0.1].

Definición 3.2.4. Dado (C, J) un sitio (posiblemente grande), entonces una familia de genera-

dores topológicos de C es un conjunto de objetos G en C, tales que para todo U ∈ C, existe una

familia cubriente (Ui // U)i con Ui ∈ G para todo i ∈ I .

Si tenemos una familia de generadores topológicos, entonces la categoría de haces es legí-

tima (i.e. tiene hom-sets pequeños) y uno puede construir el haz asociado. También podemos

tomar la subcategoría plena determinada por sus objetos como un sitio pequeño, y este será un

sitio pequeño para el topos de haces.

Definición 3.2.5. Dado C � � i // D una subcategoría se dice reflectiva si es plena y si la in-

clusión tiene un adjunto a izquierda r a i. Esto es equivalente a tener una adjunción tal que la

counidad ri(c)
εc // c es un isomorfismo natural. El adjunto a izquierda r se llama reflector.
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Ejemplo 3.2.6. Dado (C, J) un sitio pequeño, la adjunción Sh(C, J)
i
// PSh(C, J)

aoo hace a la

categoría de haces una subcategoría reflectiva de la categoría de prehaces.

Lema 3.2.7. Dada C
i
// D

roo una subcategoría reflectiva y supongamos que D es completa y

cocompleta, entonces:

1. i crea los límites en C (ver Definición 1.1.27).

2. Los colímites en C se calculan como sigue. Tomamos el colímite en D y le aplicamos el

reflector r.

Definición 3.2.8. Dada C una categoría cerrada por colímites pequeños y límites finitos, deci-

mos que los colímites son universales si dado un morfismo f : X → Y y un funtor Z : I → C

desde una categoría pequeña I con un morfismo g : colim
i∈I

Zi → Y , entonces el siguiente mor-

fismo canónico es un isomorfismo:

colim
i∈I

(X ×
Y
Zi) // X ×

Y
(colim

i∈I
Zi)

Podemos restringir esta definición de la manera obvia a los colímites de un tipo particular, por

ejemplo coproductos o coegalizadores.

Definición 3.2.9. Dada C una categoría, un objeto inicial ∅C ∈ C es un objeto con un único

morfismo ∅C ! // X para todo X ∈ C. Un objeto inicial ∅C es estricto si cualquier morfismo

X → ∅C es un isomorfismo.

Definición 3.2.10. Dada C una categoría, y λi : Xi → X con i ∈ I un coproducto, es decir

X '
∑
i∈I
Xi. Decimos que los coproductos son disjuntos si λi es un monomorfismo para todo

i ∈ I , y dado i 6= j, el pullback Xi ×
X
Xj es un objeto inicial.

Definición 3.2.11. Dada C una categoría y X ∈ C un objeto, una relación de equivalencia en

X es un objeto R junto con dos morfismos R
p0 //
p1

// X tal que para todo Z ∈ C la función:

C(Z,R) // C(Z,X)× C(Z,X)

define una relación de equivalencia en el conjunto de morfismos C(Z,X).
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Ejemplo 3.2.12. Dada C una categoría y f : X → Y un morfismo, y supongamos que el

siguiente pullback existe:

Rf
p0 //

p1
��

X

f
��

X
f
// Y.

Entonces Rf

p0 //
p1

// X es una relación de equivalencia, llamada el kernel pair de f .

Definición 3.2.13. Dada C una categoría y un morfismo X
f // Y , decimos quet f es un epi-

morfismo efectivo si el kernel pair Rf

p0 //
p1

// X existe y f es el coegalizador de su kernel pair.

Decimos que un epimorfismo efectivo f es universal si su pullback a lo largo de cualquier

morfismo es un epimorfismo efectivo.

Decimos que f es un epimorfismo regular si f es un coegalizador de cualquier par de morfis-

mos.

Observación 3.2.14. Trivialmente un epimorfismo efectivo es un epimorfismo regular y un

epimorfismo regular es un epimorfismo. Además, si un morfismo X
f // Y tiene un kernel pair

y es un epimorfismo regular entonces también es efectivo.

Definición 3.2.15. Dada C una categoría y R
p0 //
p1

// X una relación de equivalencia, decimos

que es efectiva si R
p0 //
p1

// X is the kernel pair de un morfismo X
f // Y , y f es un epimorfismo

efectivo, i.e. f es el coegalizador de R
p0 //
p1

// X . Decimos que la relación es universal si además

f es un epimorfismo efectivo universal.

Definición 3.2.16. Dada C una categoría y un conjunto de objetos (Xi)i∈I de C, decimos que es

un conjunto de generadores si para todoX ∈ C, la familia de todos los morfismos x : Xi → X

for i ∈ I es una familia epimorfa. En otras palabras, si dos morfismos X
f //
g
// Y son tales que

fx = gx para toda morfismo x : Xi → X para todo i ∈ I , entonces f = g.

Un conjunto de generadores se llama denso si dado X ∈ C un objeto, entonces X ' colim
x:Xi→X

Xi

donde el colímite es sobre la categoría de todos los morfismos x : Xi → X para i ∈ I y un

morfismo (xi, Xi)→ (xj, Xj) en esta categoría es una flecha f : Xi → Xj tal que xi = fxj .

Teorema 3.2.17. (Propiedades de exactitud de un topos) Dado (C, J) un sitio pequeño, consi-

deremos la adjunción del haz asociado Sh(C, J)
i
// PSh(C, J)

aoo , entonces:
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1. a conmuta con colímites y con límites finitos.

2. Sh(C, J) tiene colímites y estos se calculan al hacificar el colímite de prehaces.

3. Sh(C, J) tiene límites y estos se calculan punto a punto como en el caso de los prehaces.

4. Para cada haz F , F = colim
(x,U)∈ΓF

Ũ , en particular Sh(C, J) tiene un conjunto pequeño de

generadores densos.

5. Todo morfismo tiene una factorización epi-mono, i.e. como un epimorfismo seguido por

un monomorfismo.

6. Si F
ϕ // G es mono y epi, entonces es iso.

7. Sh(C, J) tiene un objeto inicial estricto.

8. Los coproductos son disjuntos.

9. Los colímites son universales.

10. Toda familia epimorfa es efectiva y universal.

11. Toda relación de equivalencia es efectiva y universal.

12. Los colímites filtrantes conmutan con los límites finitos.

Definición 3.2.18. Dada una categoría E y un objeto X ∈ E , entonces un subobjeto de X está

dado por un monomorfismo Y // f // X módulo la relación de equivalencia donde dos monos

f ∼ g si y solo si existe un isomorfismo h : Y → Z tal que f = gh. Esto forma una colección

posiblemente grande SubE(X). Además, existe un orden parcial donde [f ] ≤ [g] si y solo si

existe un morfismo h : Y → Z tal que f = gh (notar que si [f ] ≤ [g] y [g] ≤ [f ] entonces

[f ] = [g]). Nos referimos a SubE(X) con este orden parcial como el poset de subobjetos

(posiblemente grande) de X .

Teorema 3.2.19. Dado E un topos y X ∈ E un objeto, entonces SubE(X) es un poset pequeño.

Proposición 3.2.20. (Reconocimiento de cubrimientos) Dados (C, J) un sitio y (Ui
fi // U)i

una familia en C. Entonces esta es una familia cubriente si y solo si (Ũi
f̃i // Ũ)i es una familia

epimorfa en los haces.
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Teorema 3.2.21. (Teorema de Giraud) Dada E una categoría, entonces son equivalentes:

1. E es un topos.

2. Existe una categoría pequeña C y E es una subcategoría reflectiva de SCop con reflector

exacto a izquierda.

3. a) E tiene límites finitos.

b) E tiene todos los coproductos pequeños, estos son disjuntos y universales.

c) Toda relación de equivalencia es efectiva y universal.

d) E tiene un conjunto de generadores.

Observación 3.2.22. Observemos que para nosotros una categoría C tiene hom-sets pequeños

por definición, una condición que algunos autores excluyen y llaman una categoría localmente

pequeña si esto se cumple. Acá no adherimos a esta notación. Esta condición es necesaria para

aplicar el Teorem de Giraud (y la mayoría de los teoremas en la teoría de categorías). Esto es,

si tenemos una categoría ilegítima (por ejemplo si sus hom-sets no son pequeños) el teorema es

falso.

Teorema 3.2.23. Dados E un topos y X ∈ E , entonces la categoría slice E/X es un topos.

3.3. Morfismos geométricos

Definición 3.3.1. Dados E ,F topos, entonces un morfismo geométrico E f // F está dado

por un par de funtores adjuntos f ∗ a f∗

E
f∗
// F

f∗oo

tal que f ∗ es exacto a izquierda. Notemos que la dirección está dada por la imagen directa f∗,

que va en la "dirección geométrica".

Dados f, g : E → F dos morfismos geométricos, una transformación geométrica η : f ⇒ g

está dada por una transformación natural η∗ : f ∗ ⇒ g∗. Denotemos por TopS la 2-categoría

(ilegítima) de topos.
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Observación 3.3.2. Un funtor entre topos que preserva colímites siempre tiene un adjunto a

derecha, luego para definir un morfismo geométrico E f // F es suficiente con dar un funtor

exacto a izquierda que preserve colímites F f∗ // E (y luego elegir a un adjunto a derecha, único

salvo isomorfismo).

Ejemplo 3.3.3. 1. Si X
f // Y es una función continua entre espacios topológicos enton-

ces obtenemos un morfismo geométrico Sh(X)
f // Sh(Y ) . De hecho el recíproco es

cierto al menos para espacios hausdorff (más generalmente para espacios sobrios), un

morfismo geométrico entre espacios topológicos hausdorff proviene de una función con-

tinua (salvo isomorfismo natural). Para ver esto notar que los subobjetos del haz terminal

es el poset de abiertos y dado Sh(X)
f // Sh(Y ) un morfismo geométrico, entonces

f ∗ preserva subobjetos pues es exacto. Definimos X
f // Y por f(x) = y si y solo si

x ∈ f ∗(V ) para todo V 3 y.

2. Si E = Sh(C, J) entonces la inclusión en los prehaces Sh(C, J) i // PSh(C, J) es un

morfismo geométrico pues el haz asociado es exacto a izquierda.

3. Si E es un topos, tenemos un morfismo geométrico E γ // S , donde γ∗ = E(1,−) es el

funtor de secciones globales. En efecto, como este es representable tiene un adjunto a

izquierda γ∗ dado por γ∗(S) =
∑
s∈S

1 = S · 1 el haz localmente constante en S. Para ser

mas explícitos supongamos E = Sh(C, J) donde C es un sitio con límites finitos, sea 1 el

objeto final de C, entonces nos da el objeto final en E , luego γ∗(F ) = F (1) por Yoneda.

Para el adjunto a izquierda, primero definamos el prehaz constante γp(S)(U) = S este nos

da el adjunto a izquierda en prehaces y es claramente exacto a izquierda, luego tomamos

el haz asociado γ∗ = aγp.

De hecho E γ // S es esencialmente el único morfismo geométrico a S, pues si E β // S

es un morfismo geométrico entonces β∗ preserva coproductos y el objeto final, y dado

que un conjunto es el coproducto de sus elementos entonces el par de adjuntos queda

determinado salvo isomorfismo.

4. Dado E un topos y X ∈ E , entonces el funtor E X∗// E/X tiene un adjunto a derecha.

Esto se sigue pues X∗ = (−) × X preserva todos los colímites pues estos son univer-

sales, entonces la existencia de X∗ se sigue formalmente del teorema del funtor adjunto.

58



Además X∗ es exacto a izquierda pues tiene un adjunto a izquierda X!, entonces tenemos

un morfismo geométrico E/X X // E .

5. Dado un funtor C f // D entre categorías pequeñas, entonces se tiene un funtor inducido

SD f∗ // SC dado por pre-composición con f . Este funtor tiene adjuntos a izquierda y

a derecha f! a f ∗ a f∗ dados respectivamente por la extensión de Kan a izquierda y

derecha, ver Observación 1.1.20. Por lo tanto define un morfismo geométrico SC f // SD .

Esta construcción define un 2-funtor Cat // TopS . Además, el siguiente funtor:

Cat(C,D) // TopS(SC,SD)

es plenamente fiel. Para ver esto, dados funtores f, g : C → D y una transfomación

natural η : f ∗ ⇒ g∗. Entonces dado un objeto c ∈ C, tenemos un isomorfismo natural

D(d, fc)
ηd,c // D(d, gc)

en d ∈ D (que también es natural en c ∈ C). Por el Lema de Yoneda esto se corresponde

con un morfismo fc
η̂c // gc en D. Además define una transformación natural η̂ : f ⇒ g

y por tanto el funtor es pleno y fiel.

Supongamos que tenemos sitios (C, J) y (D, J ′) con pullbacks y un funtor D f−1
// C (lo

llamamos f−1 para sugerir que es como la preimagen entre los posets de abiertos de espacios

topológicos). Entonces tenemos un funtor de imagen directa:

PSh(C, J)
f∗ // PSh(D, J ′)

por la fórmula f∗F (U) = F (f−1(U)). Si queremos que este funtor se restrinja propiamente a

los haces entonces necesitamos que f−1 preserve familias cubrientes. En este caso tenemos un

funtor:

Sh(C, J)
f∗ // Sh(D, J ′)

Ahora el funtor imagen directa entre prehaces tiene un adjunto a izquierda por la extensión de

kan a izquierda como antes:

fpG(V ) = colim
V→f−1(U)

G(U)

Si f−1 es exacto a izquierda entonces el colímite es filtrante, y por tanto fp es exacto a izquierda,

entonces obtenemos f ∗ a f∗ con f ∗ = afp y es exacto a izquierda.
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Definición 3.3.4. Dados (C, J) y (D, J ′) sitios con pullbacks, entonces un morfismo de sitios

es un funtor D f−1
// C tal que f−1 preserves familias cubrientes y es exacto a izquierda.

Proposición 3.3.5. Un morfismo de sitios (D, J)
f−1
// (C, J ′) induce un morfismo geométrico

Sh(C, J)
f // Sh(D, J ′)

Ejemplo 3.3.6. 1. Si X
f // Y es una función continua entre espacios topológicos enton-

ces tenemos un morfismo de sitios O(Y )
f−1
// O(X) .

2. Si (C, J) es un sitio y tomamos J ′ la topología caótica, entonces Sh(C, J ′) = SCop pues

la condición de haz es trivial y (C, J ′) 1C // (C, J) es un morfismo de sitios esto nos da

la adjunción a a i.

3. Mas generalmente si C es una categoría y J, J ′ son topologías con J mas fina que J ′, i.e.

J ′ ⊂ J , entonces (C, J ′) 1C // (C, J) es un morfismo de sitios, y entonces tenemos un

morfismo geométrico inducido dado por la inclusión Sh(C, J) i // Sh(C, J ′) .

4. Si tomamos D la categoría final (con un objeto ∗ y el morfismo identidad), entonces

existe una única topología enD, y el topos asociado es S. Definimos (D, J ′) γ−1
// (C, J)

por γ−1(∗) = 1 ∈ C el objeto final, esto da un morfismo de sitios que induce el único

morfismo geométrico γ.

5. Si X
f // Y es un morfismo de esquemas entonces tenemos un morfismo de sitios

Zar(Y )
f−1
// Zar(X) entre los sitios pequeños Zariski (resp. étale), dados por pullback

a lo largo de f . Esto nos da un morfismo geométrico

Sh(Zar(X))
f // Sh(Zar(Y ))

6. Notar que en particular si x ∈ X es un punto de un espacio topológico, tenemos una

función continua ∗ x // X . Como la categoría de haces del espacio singleton es la ca-

tegoría de conjuntos, obtenemos un morfismo geométrico S x // Sh(X) . Dado S un

conjunto calculamos:

x∗S(U) = S(x−1(U)) =


S si x ∈ U

∗ si x /∈ U
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Este es llamado el haz rascacielos en x con valor S. Por otra parte, si F es un haz en X ,

entonces

x∗F = colim
x∈U

F (U)

Notar que este colímite es filtrante por tanto este funtor es exacto, esta es el stalk de F en

x dado por los gérmenes de secciones locales.

Definición 3.3.7. Dado E un topos, un punto de E es un morfismo geométrico S p // E .

Lema 3.3.8. Dado E f // F un morfismo geométrico, entonces son equivalentes:

1. f ∗ es fiel.

2. f ∗ es conservativo (i.e refleja isos).

3. f ∗ refleja epis.

4. f ∗ refleja monos.

En tal caso f se dice un morfismo geométrico suryectivo.

Definición 3.3.9. Un topos E tiene suficientes puntos si existe un conjunto de puntos ( S xi // E )i∈I

tales que la familia de funtores (x∗i )i es conjuntamente conservativa, o equivalentemente existe

un morfismo geométrico sobreyectivo S/I
(xi)i // E .

Ejemplo 3.3.10. Si E = Sh(X)es el topos de haces sobre un espacio topológico, entonces tiene

suficientes puntos, en efecto el conjunto de puntos del espacio nos da puntos tales que (x∗)x∈X

es conjuntamente conservativa. Para esto si F
ϕ // G es tal que x∗ϕ es iso si s ∈ GU , entonces

tenemos sx ∈ x∗G, para cada x existe un único tx ∈ x∗F tal que x∗ϕ(tx) = sx, este germen se

levanta a secciones locales ti ∈ FUi y son compatibles por unicidad, por tanto no da un único

s ∈ FU tal que ϕ(t) = s.

Observación 3.3.11. En el topos S/I que como categoría es simplemente un producto de I

copias de la categoría de conjuntos, es claro que todo epimorfismo (i.e. una I-tupla de funciones

surjectivas) tiene una sección. Notar que este es el topos Sh(2I) de haces sobre el algebra de

boole de los subconjuntos de I .
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Observación 3.3.12. (Sobre el teorema de Barr) Un profundo resultado de M. Barr dice que

todo topos E admite un morfismo geometrico suryectivo B p // E desde el topos B = Sh(B) de

haces de un álgebra de boole completa B. En este topos todo epimorfismo admite una sección,

luego los funtores de evaluación evb : B → S dados por evb(X) = X(b) = B(b,X) para b ∈ B

mandan epimorfismos a funciones suryectivas. Luego un morfismo f : X → Y en B es un

epimorfismo si y solo si X(f) : X(b)→ Y (b) es suryectiva para todo b ∈ B.

Teorema 3.3.13. Dado un topos E = Sh(C, J) entonces la categoría de puntos es equivalente a

la categoría de funtores playos C // S que manda familias cubrientes a epimorfismos.

Similarmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.14. [SGA4-1, Exposé IV, Proposition 4.9.4.] Dado (C, J) un sitio y E un to-

pos, entonces los morfismos geométricos E f // Sh(C, J) se corresponden con funtores playos

C f∗ // E que mandan cubrimientos a familias epimorfas, donde un funtor es playo si y solo si

su extensión de kan a izquierda a lo largo de Yoneda preserva límites finitos (si C tiene límites

finitos entonces es playo si y solo si es exacto a izquierda). Además esto es una equivalencia de

categorías.

El siguiente resultado es una caracterización interesante de funtores playos debida a A. Joyal

la cual no requiere el embedding de Yoneda ni la noción de extensión de Kan.

Proposición 3.3.15. (A. Joyal) Dado E un topos y C una categoría pequeña, entonces un funtor

F : C → E es playo si y solo si satisface las siguientes propiedades:

a) La familia de todos los morfismos F (U)→ 1 para todo U ∈ C, es epimorfa.

b) Dados U, V ∈ C, consideremos el conjunto de morfismos u : W → U , v : W → V en

C. Entonces la familia de todas las morfismos (Fu, Fv) : F (W ) → F (U) × F (V ) es

epimorfa.

c) Dados dos morfismos V
u //
v
// U en C, consideremos el conjunto de todos los morfismos

w : W → V tales que uw = vw. Entonces la familia de morfismos inducidas F (W )→ E

es epimorfa, donde E ∈ E es el egalizador de Fu y Fv.
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3.4. Torsores

Definición 3.4.1. Dado E γ // S un topos y G un grupo, entonces un G-torsor (a derecha) es

un objeto T ∈ E con una acción a derecha µ : T × γ∗G→ T tal que:

a) T → 1 es un epimorfismo.

b) El morfismo ε = (µ, pr1) : T × γ∗G → T × T es un isomorfismo, donde pr1 es la

proyección en su primera coordenada.

Un morfismo de G-torsores es simplemente un morfismo T → T ′ en E que es G-equivariante,

i.e. conmuta con la acción de G, estos determinan una categoría Tors(E , G) de G-torsores en E .

Observación 3.4.2. La categoría Tors(E , G) depende funtorialmente en E . Esto es, dado un

morfismo geométrico F f // E y (T, µ) un G-torsor, entonces f ∗T define un G-torsor en F .

Recordemos que tenemos un isomorfismo natural γ∗F ' f ∗γ∗E y como f ∗ es exacto a izquierda

entonces la acción a derecha en f ∗T está dada por:

f ∗T × γ∗FG ' f ∗(T × γ∗EG)
f∗µ−→ f ∗T

En otras palabras, el morfismo geométrico f define un funtor Tors(E , G)
f∗ // Tors(F , G) .

Además, un transformación geométrica F
f

⇓η
((

g
66 E define una transformación natural η∗ : f ∗ ⇒

g∗ por restricción a los torsores.

Observación 3.4.3. Dado un G-torsor T , entonces hay un morfismo T × T δ // γ∗G dada por

δ = pr2ε
−1, satisface y · δ(x, y) = x si x, y : X → T son morfismos o si los pensamos como

variables.

Ejemplo 3.4.4. Supongamos que E es el topos de conjuntos S, entonces un G-torsor es un

conjunto no vacío T con una acción a derecha de G que es libre y transitiva, i.e. dados x, y ∈ T

existe un único g ∈ G tal que x · g = y. En particular el conjunto T está en biyección con

el conjunto subyacente de G, simplemente elegimos un elemento x ∈ T , entonces la función

G→ T dada por g 7→ x · g establece una biyección.

Ejemplo 3.4.5. Hay un G-torsor a derecha UG en el topos BG = SG de G-conjuntos a izquier-

da, UG está dado por el conjunto subyacente a G con acciones a izquierda y a derecha dadas por
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la multiplicación G×G m→ G, la acción a izquierda da la estructura de G-conjunto y la derecha

da la estructura de G-torsor a derecha. Este torsor se llama el G-torsor universal.

Ejemplo 3.4.6. Dado E γ // S un topos y G un grupo, entonces hay un G-torsor dado por

T = γ∗G, este es llamado el G-torsor trivial, donde la estructura de G-torsor está dada por la

multiplicación a derecha de G.

Proposición 3.4.7. Dados E γ // S un topos y T un G-torsor. Si existe una sección global

s : 1→ T , entonces T es trivial, i.e. es isomordo al G-torsor trivial.

Proposición 3.4.8. Dado E γ // S un topos, entonces un morfismo de G-torsores α : T → T ′

es un isomorfismo.

Ejemplo 3.4.9. Dado un morfismo de grupos ϕ : G → H , entonces hay un H-torsor ϕ∗UH

en BG dado por precomposición, explícitamente está dado por el conjunto subyacente a H con

la acción de G dada por g · x = ϕ(g)x para x ∈ H , y la estructura de H-torsor dada por la

multiplicación a derecha de H .

Recíprocamente, dado un H-torsor T en BG, elijamos un punto base x ∈ T , entonces dado

g ∈ G hay un único hg ∈ H tal que g · x = x · hg, definimos ϕ(g) = hg. Esto da un morfismo,

para esto calculemos:

(g′g) · x = g′ · (g · x) = g′ · (x · hg) = (g′ · x) · hg = x · (hg′hg)

luego ϕ(g′g) = ϕ(g′)ϕ(g). Definimos un morfismo ηx : ϕ∗UH → T por h 7→ x · h. Entonces

ηx es H-equivariante pues:

ηx(hh
′) = x · (hh′) = (x · h) · h′ = ηx(h) · h′

También es G-equivariante ya que:

ηx(g · h) = ηx(ϕ(g)h) = x · (ϕ(g)h) = (x · ϕ(g)) · h = (g · x) · h = g · (x · h) = g · ηx(h)

Entonces todo H-torsor es isomorfo a un torsor ϕ∗UH para un morfismo ϕ : G→ H . Notemos

que el morfismo ϕ y el isomorfismo ηx dependen de la elección del punto x ∈ T , no es canónico.

Teorema 3.4.10. Hay una equivalencia natural de categorías Tors(E , G) ' TopS(E ,BG).

Proposición 3.4.11. Dados G y H grupoides pequeños, entonces hay una equivalencia de cate-

gorías TopS(BG,BH) ' Grpd(G,H).
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3.5. Cohomología

Definición 3.5.1. Dado E γ // S un topos, entonces Ab(E) es la categoría de objetos grupo

abeliano de E .

Observación 3.5.2. Podemos dar una descripción mas explícita de esta categoría con la ayu-

da de un sitio. Supongamos que E ' Sh(C, J), un prehaz de grupos abelianos es un funtor

F : Cop → Ab, y es llamado un haz de grupos abelianos si para cada familia cubriente

(Ui
fi // U)i el siguiente diagrama es un egalizador en Ab:

F (U) //
∏
i

F (Ui)
////
∏
i,j

F (Ui ×
U
Uj)

Llamemos ShAb(C, J) a la categoría de haces abelianos. Como el funtor conjunto subyacen-

te Ab U // S preserva límites, induce un funtor ShAb(C, J) Ũ // Sh(C, J) . Además, el funtor

Ũ manda un haz abeliano a un objeto grupo abeliano en Sh(C, J), y da una equivalencia de

categorías:

ShAb(C, J) ' Ab(Sh(C, J))

Dados topos E ,F y un morfismo geométrico E f // F , entonces su restricción induce una

adjunción entre las categorías de objetos grupo abeliano Ab(E)
f∗
// Ab(F)

f∗oo . Esto se sigue fá-

cilmente del hecho que ambos f ∗ y f∗ son exactos a izquierda. En particular tenemos la cons-

trucción del haz asociado:

Ab(Sh(C, J))
i
// Ab(PSh(C, J))

aoo

Esto es, dado un prehaz abeliano F , el haz asociado aF (de conjuntos) tiene una estructura de

grupo abeliano y es el adjunto a izquierda a la inclusión en prehaces. También dado un topos E

tenemos una adjunción

Ab(E)
γ∗
// Ab(S)

γ∗oo

Es decir, dado un grupo abeliano A, tenemos un haz abeliano γ∗A, el haz constante en A.

Consideremos ahora la adjunción Ab
U
// S

Zoo donde ZX denota el grupo abeliano libre sobre

el conjunto X . Este induce una adjunción Ab(E)
U
// E

Zoo . Observemos que dado (C, J) un sitio,

entonces tenemos un isomorfismo Ab(E)(ZX,A) ' A(X) para X ∈ C y A ∈ Ab(E). Descri-

bimos el funtor Z explícitamente, dado X ∈ E , entonces ZX se construye como sigue: primero
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nos olvidamos que X es un haz y tomamos el funtor grupo abeliano libre objeto a objeto, y

finalmente tomamos el haz asociado.

Históricamente los topos surgen como una versión no aditiva de las categorías abelianas

AB5 (i.e. una categoria abeliana cerrada por colímites pequeños y tal que los colimites filtrantes

de sucesiones exactas son exactas) de A. Grothendieck (ver [G57]), ahora podemos decir que

las categorías abelianas AB5 son la versión aditiva de la noción más básica de un topos (ver

Teorema de Giraud 3.2.21). De hecho se tiene:

Teorema 3.5.3. Dado E γ // S un topos, entonces la categoría de objetos grupo abeliano Ab(E)

es una categoría abeliana que satisface el axioma AB5 y tiene un generador. En particular Ab(E)

tiene suficientes inyectivos.

Demostración. Ver [SGA4-1, Exposé II, 6.7, 6.9].

Definición 3.5.4. Dado E γ // S un topos y dado un objeto grupo abeliano A ∈ Ab(E), en-

tonces definimos Hn(E, A) el nth grupo de cohomología de E con coeficientes en A como

Rn(γ∗)(A), i.e. los funtores derivados a derecha de γ∗ : Ab(E)→ Ab evaluados en A. Más ge-

neralmente, dado X ∈ E definimos Hn(X,A) = Rn(E(X,−))(A), i.e. los funtores derivados

a derecha de E(X,−) : Ab(E)→ Ab.

Observación 3.5.5. Notemos que de la adjunción del grupo abeliano libre dado X ∈ E y

A ∈ Ab(E) entonces tenemos un isomorfismo natural E(X,A) ' Ab(E)(ZX,A), luego estos

funtores derivados a derecha son los funtores Ext, i.e. Hn(X,A) ' Extn(ZX,A).

Ejemplo 3.5.6. Dado un grupo G, consideremos el topos E = BG = SG de conjuntos con

una acción de G a izquierda. El objeto final es el singleton ∗ con la acción trivial, luego

γ∗(M) = E(∗,M) ' Ab(E)(Z,M) donde Ab(E) es la categoría de G-módulos. Por lo tan-

to la cohomología del topos es el grupo de cohomología definido por Eilenberg y Mac Lane,

ver [CE56].

Proposición 3.5.7. Dado E γ // S un topos, A ∈ Ab(E) y un morfismo X
f // Y , entonces se

induce un morfismo canónico Hn(Y,A)
f∗ // Hn(X,A) para todo n ≥ 0.

Proposición 3.5.8. Dado E γ // S un topos, A ∈ Ab(E), y X =
∑
j∈J

Xj ∈ E un coproducto,

entonces hay un isomorfismo canónico Hn(X,A) '
∏
j∈J

Hn(Xj, A).
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Proposición 3.5.9. Dado E γ // S un topos, y una clase de cohomología [α] ∈ Hn(X,A) para

X ∈ E y A ∈ Ab(E). Entonces existe un objeto Y ∈ E y un epimorfismo Y
p // X tales que

[α] 7→ 0 via Hn(X,A)
p∗ // Hn(Y,A) .

Proposición 3.5.10. Dado E γ // S un topos, un objeto X ∈ E y A ∈ Ab(E), entonces

Hn(X,A) ' Hn(E/X,X∗(A)).
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4. Homotopía Étale

4.1. Hipercubrimientos

Observación 4.1.1. Dado E = Sh(C, J) un topos, consideremos la categoría sE = E∆op de

objetos simpliciales de E , ver Definición 2.1.4. Se sigue del Teorema de Giraud 3.2.21 que sE

es a su vez un topos. En efecto, es fácil ver que sE es una subcategoría reflectiva de la categoría

SCop×∆op
= (SCop)∆op

= sPSh(C) de prehaces simpliciales con reflector exacto a izquierda.

Definición 4.1.2. [AM, Definition 8.1] Dado un objeto simplicial X ∈ sM, un splitting hasta

gradom consiste de subobjetosNk ⊂ Xk tales que para cada 0 ≤ n ≤ m el morfismo canónico∑
s:[n]�[k]

Ns
∼ // Xn es un isomorfismo donde Ns = Nk y el coproducto está indexado sobre

todos los epimorfismos s : [n] � [k] para todo k ≤ n. Dado un epimorfismo s : [n] � [k],

el morfismo canónico se induce por Nk ⊂ Xk
s // Xn . El objeto Nk se llama la parte no

degerada de Xk. Un objeto simplicial con un splitting para todos los grados será llamado un

objeto simplicial split.

Ejemplo 4.1.3. Dado un conjunto simplicial X, entonces tiene un splitting dondeNk ⊂ Xk es el

conjunto de k-simplices no degenerados. El hecho de que
∑

s:[n]�[k]

Ns
∼ // Xn sea una biyección

es exactamente el resultado del Lema de Eilenberg-Zilber 2.1.12.

Observación 4.1.4. Dado E un topos y X ∈ sE un objeto simplicial, luego si X es split los

subobjetos Nk ⊂ Xk están determinados univocamente salvo isomorfismo único. Esto vale

pues en un topos el poset SubE(X) de subobjetos de un objeto X (ver 3.2.18) es de hecho un

reticulado distributivo, luego los complementos (si existen) son únicos (i.e. están determinados

salvo isomorfismo único en el topos). Esto fuerza a que el objeto Nn sea el complemento (si

existe) del subobjeto determinado por las degeneraciones [s0, ..., sn−1] :
n−1∑
i=0

Xn−1
// Xn . Este

subobjeto no es otro que el esqueleto (skn−1X)n.

Proposición 4.1.5. [AM, Lemma 8.2] Dada M con coproductos finitos y X ∈ sM con un

splitting hasta nivel m, entonces skmX existe y está dada por (skmX)n =
∑

s:[n]�[k]
k≤m

Ns.

Proposición 4.1.6. [AM, Lemma 8.3] DadaM con coproductos finitos y X ∈ sM un objeto

simplicial con un splitting hasta grado n− 1, entonces para extender este splitting a grado n es
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necesario y suficiente dar un subobjeto Nn ⊂ Xn tal que el morfismo natural

(skn−1X)n +Nn
// Xn

sea un isomorfismo.

Recordemos la definición de hipercubrimientos de Artin y Mazur [AM][Section 8].

Definición 4.1.7. Dado E γ // S un topos, decimos que un objeto simplicial U = U• ∈ sE es

un hipercubrimiento si para todo n ≥ 0 el matching map

Un // (coskn−1U)n

es un epimorfismo.

Observación 4.1.8. Ahora veamos esta definición de forma mas explícita. Recordemos primero

de la Observación 2.2.10 que el coesqueleto tiene una fórmula como un límite pesado (ver

Definición 1.1.11) dada por:

(cosknU)m ' {skn∆m,U}∆op

En particular tenemos que (coskn−1U)n ' {∂∆n,U}∆op donde por definición ∂∆n = skn−1∆n.

1. Para n = 0 tenemos que (cosk−1U)0 ' 1 como ∂∆0 = ∅, esto dice que U0
! // 1 es un

epimorfismo.

2. Para n = 1 calculemos:

(cosk0U)1 ' {∂∆1,U}∆op ' {∆0 + ∆0,U}∆op ' U0 × U0

entonces la condición dice que el morfismo canónico U1
(d1,d0)// U0 × U0 es un epimor-

fismo.

3. Para n = 2 tenemos que (cosk1U)2 es el siguiente egalizador:

(cosk1U)2
//
∏

0≤i≤2

U1
// //
∏

0≤i<j≤2

U0

Por lo tanto un morfismo X
x // (cosk1U)2 está dada por X

(x0,x1,x2) // U1 × U1 × U1 , tal

que d0x0 = d0x1, d1x0 = d0x2 and d1x1 = d1x2. Gráficamente, los siguientes diagramas

conmutan:
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X
x0
��

x1 // U1

d0��
U1 d0

// U0

X
x0
��

x2 // U1

d0��
U1 d1

// U0

X
x1
��

x2 // U1

d1��
U1 d1

// U0

Luego la condición de hipercubrimiento nos dice que el morfismo:

U2
// (cosk1U)2

dado por la fórmula x 7→ (d0(x), d1(x), d2(x)) es un epimorfismo, donde usamos morfis-

mos como variables.

4. Dado un n-simplex X
x // Un , el matching map Un // (coskn−1U)n lo manda a la

tupla (x0, x1, . . . , xn) donde xi = dix, este morfismo es un epimorfismo si U es un hiper-

cubrimiento.

Comparar con [D10, 4.1, 4.2].

Ejemplo 4.1.9. Un conjunto simplicial X es un hipercubrimiento si y solo si for all n ≥ 0

podemos completar el diagrama

∂∆n //� _

��

X

∆n
∃

<<

i.e. cada borde tiene simplex que lo rellena. Esto muestra que X es un complejo de Kan acíclico.

En particular afirmamos que su homología coincide con la del punto. Para esto observemos que

X
! // ∗ es una fibración de Kan acíclica, luego es una equivalencia homotópica simplicial por

la Proposition 2.5.6, y como una equivalencia homotópica simplicial induce una equivalencia

homotópica entre los complejos de Moore asociados, esto prueba la afirmación.

Ejemplo 4.1.10. Dado U // // 1 un epimorfismo en un topos E , entonces CU = cosk0U ∈ sE

es un hipercubrimiento, llamado el complejo de Čech del cubrimiento. Excluyendo algunas

degeneraciones el complejo empieza como sigue:

U
s0 // U × Ud1oo

d0oo

U × U × U
d0oo
d1oo
d2oo

U × U × U × U

d0oo
d1oo
d2oo
d3oo

...

La cara di está dada por la proyección en todas las coordenadas excepto la i-ésima coordenada,

si está dada por insertar una diagonal en la i-ésima coordenada. Para ver esto calculemos:

CUn = (cosk0U)n ' {sk0∆n, U}∆op ' U × U × · · · × U = Un+1
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Esto se sigue pues sk0∆n es el coproducto de n+ 1 0-simplices. En este caso el matching map

CUn // (coskn−1CU)n es un isomorfismo para todo n > 0, pues de la Proposición 2.2.13

tenemos que:

(coskn−1CU)n = (coskn−1cosk0U)n ' (cosk0U)n = CUn

Ver [D10, 3.5].

Observación 4.1.11. Un hipercubrimiento es un refinamiento del complejo de Čech, pero te-

nemos mucha más flexibilidad en su construcción. Podemos construir hipercubrimientos induc-

tivamente usando el Lema 2.2.14. Supongamos que tenemos un hipercubrimiento truncado U

hasta grado n − 1, entonces para extenderlo a grado n necesitamos un objeto Un ∈ E con una

factorización

(skn−1U)n //

τn

22
Un // // (coskn−1U)n

tal que el matching map es un epimorfismo. El complejo de Čech corresponde al caso en el que

el matching map es un isomorfismo para todo n > 0.

Ahora damos algunos lemas elementales de [SGA4-2, Exposé V, 7.3] y [AM, Ch. 8] que

muestran la flexibilidad y utilidad de los hipercubrimientos.

Definición 4.1.12. [SGA4-2, Exposé V, Définition 7.3.3.] Dado E γ // S un topos, un morfismo

V
f // U entre objetos simpliciales es especial si para todo n ≥ 0 el morfismo punteado en el

siguiente diagrama es un epimorfismo:

Vn

fn

''

��
∃!f̂
  
Pn //

��

(coskn−1V)n
(coskn−1f)n��

Un // (coskn−1U)n

donde el cuadrado es un pullback, i.e. Pn = Un ×
(coskn−1U)n

(coskn−1V)n.

Ejemplo 4.1.13. Dado E γ // S un topos y U un hipercubrimiento, entonces U // cosknU es

un morfismo especial. Para ver esto, dado m ≥ 0 consideremos el pullback:

Um

&&

%%
∃!f̂

&&
Pn //

��

(coskm−1U)m

��
(cosknU)m // (coskm−1(cosknU))m
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Si n ≤ m − 1 entonces por la Proposición 2.2.13 coskm−1cosknU ' cosknU. Entonces

Pn ' (coskm−1U)m y por hipótesis U es un hipercubrimiento tal que el morfismo f̂ es un

epimorfismo. Si n ≥ m, entonces tenemos un isomorfismo coskm−1cosknU ' coskm−1U, y

entonces Pn ' (cosknU)m ' Um, luego el morfismo f̂ es un isomorfismo.

Recíprocamente, si cosknU es un hipercubrimiento y U // cosknU es un morfismo especial,

entonces U es un hipercubrimiento.

Lema 4.1.14. [SGA4-2, Exposé V, Lemme 7.3.4.] Dado E γ // S un topos, entonces

a) U es un hipercubrimiento si y solo si U
! // 1 es un morfismo especial. Además todo

isomorfismo es un morfismo especial.

b) Los morfismos especiales son cerrados por composición.

c) Los morfismos especiales son universales, i.e. dado V
g //W un morfismo especial y un

morfismo U
f //W , entonces U×

W
V // U es un morfismo especial.

d) Dado un morfismo U
f //W con U un hipercubrimiento y V

g //W un morfismo espe-

cial, entonces U×
W
V es un hipercubrimiento.

e) En particular, dados U y V hipercubrimientos, entonces U× V es un hipercubrimiento.

Demostración. a) Trivial.

b) Dados morfismos especiales U
f // V y V

g //W consideremos el pegado de pullbacks:

Un

gnfn

**

((

∃!ĝf

))
Wn ×

(coskn−1W)n

(coskn−1U)n //

��

(coskn−1U)n

(coskn−1f)n
��

Wn ×
(coskn−1W)n

(coskn−1V)n //

��

(coskn−1V)n

(coskn−1g)n
��

Wn
mn // (coskn−1W)n
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Entonces se obtiene la factorización de ĝf :

Un

fn
,,

ĝf

))

∃!f̂

))
Vn ×

(coskn−1V)n

(coskn−1U)n //

��

Wn ×
(coskn−1W)n

(coskn−1U)n //

��

(coskn−1U)n

(coskn−1f)n
��

Vn ĝ
//Wn ×

(coskn−1W)n
(coskn−1V)n // (coskn−1V)n

Pero los morfismos f̂ y ĝ son epimorfismos por hipotésis, y como los epis son universales,

ĝf es una composición de epis, luego un epimorfismo.

c) Primero consideremos los siguientes pullbacks:

Un ×
(coskn−1W)n

(coskn−1V)n //

��

(coskn−1U)n ×
(coskn−1W)n

(coskn−1V)n //

��

(coskn−1V)n

��
Un // (coskn−1U)n // (coskn−1W)n

Luego tenemos que mostrar que el morfismo Un ×
Wn

Vn // Un ×
(coskn−1W)n

(coskn−1V)n

es un epimorfismo. Para esto consideremos los pullbacks:

Un ×
Wn

Vn //

��

Vn

ĝ

��
Un ×

(coskn−1W)n
(coskn−1V)n //

��

Wn ×
(coskn−1W)n

(coskn−1V)n //

��

(coskn−1V)n

(coskn−1g)n
��

Un fn
//Wn

// (coskn−1W)n

Dado que ĝ es epimorfismo, se sigue que nuestro morfismo es epimorfismo, luego U×
W
V // U

es un morfismo especial.

d) Se sigue de a), b) and c).

e) Es un caso particular de d).

El siguiente lema generaliza las técnicas de [SGA4-2, Exposé V, 7.3.7] desde la inclusion

∂∆1 � � // ∆1 a una inclusión arbitraria K �
� // L de conjuntos simpliciales finitos.
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Lema 4.1.15. Dados E γ // S un topos, un hipercubrimiento U ∈ sE y K �
� // L una inclusión

de conjuntos simpliciales finitos. Entonces el morfismo inducido {L,U} // {K,U} es un

morfismo especial.

Demostración. Probamos el lema primero para el caso de la inclusión ∂∆n � � // ∆n . Si m = 0

tenemos que mostrar que {∆n,U}0
// {∂∆n,U}0 es un epimorfismo. Pero {∆n,U}0 ' Un

y {∂∆n,U}0 ' (coskn−1U)n el morfismo es el matching map que es un epimorfismo pues U es

un hipercubrimiento. Ahora para m > 0 primero calculemos:

(coskm−1{∆n,U})m ' {∂∆m, {∆n,U}}∆op ' {∂∆m ×∆n,U}∆op

Similarmente (coskm−1{∂∆n,U})m ' {∂∆m × ∂∆n,U}∆op , entonces:

{∂∆n,U}m ×
(coskm−1{∂∆n,U})m

(coskm−1{∆n,U})m '

' {∆m × ∂∆n,U}∆op ×
{∂∆m×∂∆n,U}∆op

{∂∆m ×∆n,U}∆op '

' {(∆m × ∂∆n) ×
∂∆m×∂∆n

(∂∆m ×∆n),U}∆op = {∂(∆m ×∆n),U}∆op

donde ∂(∆m ×∆n) es solo notación para indicar que el “borde” de ∆m ×∆n. Entonces un k-

simplex (i0, j0) ≤ · · · ≤ (ik, jk) de ∆m×∆n está en ∂(∆m×∆n) si y solo si i0 ≤ · · · ≤ ik está

en ∂∆m o j0 ≤ · · · ≤ jk está en ∂∆n. Luego se sigue del cálculo con shuffles en el Ejemplo

2.1.14, que ∂(∆m × ∆n) ⊂ ∆m × ∆n es el subcomplejo generado por los k-simplices no

degenerados para k ≤ n+m− 1. Tenemos que mostrar que el morfismo siguiente es epimorfo:

{∆m ×∆n, U}∆op // {∂(∆m ×∆n), U}∆op

Sabemos que hay una sucesión finita de inclusiones:

∂(∆m ×∆n) = K0
� � // K1

� � // ... �
� // Kl = ∆m ×∆n

tal que Ki+1 está dado por adjuntar un n + m-simplex a Ki, i.e. el siguiente diagrama es un

pushout:

Ki
� � // Ki+1

∂∆n+m

OO

� � // ∆n+m

OO
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Entonces tenemos el pullback:

{Ki+1,U}∆op //

��

{Ki,U}∆op

��
{∆n+m,U}∆op // {∂∆n+m,U}∆op

El morfismo horizontal de abajo es epimorfo pues U es un hipercubrimiento y como los epimor-

fismos son universales se sigue que {Ki+1,U}∆op // {Ki,U}∆op es epimorfismo, por com-

posición obtenemos el resultado.

Para el caso general de K �
� // L una inclusión de conjuntos simpliciales finitos, hay una suce-

sión finita de inclusiones:

K = K0
� � // K1

� � // ... �
� // Kl = L

tal que Ki+1 está dado por adjuntar un n-simplex a Ki para algún n, i.e. el siguiente diagrama

es un pushout:

Ki
� � // Ki+1

∂∆n

OO

� � // ∆n

OO

Entonces tenemos un pullback:

{Ki+1,U} //

��

{Ki,U}

��
{∆n,U} // {∂∆n,U}

Pero el morfismo horizontal de abajo es un morfismo especial, entonces por el Lema 4.1.14 b)

and c) obtenemos el resultado.

Teorema 4.1.16. Dado E γ // S un topos, entonces la categoría de hipercubrimientos módulo

equivalencia homotópica simplicial HC(E)∼ es cofiltrante.

Demostración. La versión dual a la Definición 1.2.1.(F0) se sigue del Lema 4.1.14 e). Para

el dual de (F1) dados dos morfismos V
f //
g
// U donde U,V son hipercubrimientos, entonces

consideremos el siguiente pullback:

W
h //

u
��

{∆1,U}

��
V

(f,g)
// U× U

75



donde U × U ' {∂∆1,U}. Del Lema 4.1.15, el morfismo {∆1,U} // {∂∆1,U} es un mor-

fismo especial. Entonces por el Lema 4.1.14.d) se sigue que W es un hipercubrimiento, y el

morfismo W
h // {∆1,U} nos da la homotopía simplicial entre fu y gu.

Definición 4.1.17. Dados E γ // S un topos y U un objeto simplicial, decimos que U es un

hipercubrimiento split si es un hipercubrimiento y un objeto simplicial split.

Proposición 4.1.18. Dado U =
∑
i∈I
Ui // // 1 un epimorfismo en un topos E tal que cada mor-

fismo Ui // 1 es mono, entonces el complejo de Čech CU es un hipercubrimiento split.

Demostración. Podemos describir CUn como el coproducto CUk =
∑

(i0,...,ik)∈Ik+1

Ui0×· · ·×Uik .

Se define Nk ⊂ CUk como el sumando directo indexado por (i0, . . . , ik) tales que ir 6= is

si r 6= s. Hay que mostrar que
∑

s:[n]�[k]

Ns
∼ // CUn es un isomorfismo, donde Ns = Nk y

el coproducto está indexado sobre todos los epimorfismos s : [n] � [k] for all k ≤ n. La

clave es que dado que Ui // 1 is mono, se sigue que Ui × Ui ' Ui. Luego por ejemplo dado

s = sj : [n] � [n−1], el morfismo inducido en cada sumando directo de Ns es el isomorfismo:

Ui0 × · · · × Uij × · · · × Uin−1

∼−→ Ui0 × · · · × Uij × Uij × · · · × Uin−1

El caso de un epimorfismo general s : [n] � [k] es similar, solo que en este caso hay más

repeticiones. Pero dado un índice cualquiera (i0, . . . , in) ∈ In+1 viene de un único epimorfismo

s : [n] � [k] y un índice (i′0, . . . , i
′
k) sin repeticiones, por el lema de Eilenberg-Zilber 2.1.12.

Luego el morfismo
∑

s:[n]�[k]

Ns
∼ // CUn es un isomorfismo.

Lema 4.1.19. [AM, Lemma 8.6] Dados U ∈ sE un hipercubrimiento, V ∈ E∆op
≤n un hipercu-

brimiento truncado hasta grado n y un morfismo V
f // resnU . Entonces existe un hipercubri-

miento V′ ∈ sE y un morfismo V′
f ′ // U tal que restringido hasta grado n es f .

Demostración. Tomemos V′ = (cosknV) ×
(cosknU)

U. Por el Ejemplo 4.1.13, sabemos que el

morfismo U // cosknU es especial y además cosknV es un hipercubrimiento, entonces V′ es

un hipercubrimiento por el Lema 4.1.14.d).

Lema 4.1.20. [AM, Lemma 8.7] Dados U ∈ E∆op
≤n un hipercubrimiento truncado hasta grado n

y split hasta grado n− 1. Entonces existe un hipercubrimiento V ∈ E∆op
≤n truncado hasta grado

n, con un morfismo V // U que induce un isomorfismo en el (n− 1)-esqueleto y tal que V es

split hasta grado n.
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Demostración. Tomemos V = U hasta grado n− 1 y tomamos Vn = (skn−1V)n +Un entonces

tenemos un diagrama conmutativo:

(skn−1V)n
i // Vn

[`,Un]
��

[τ,µ] // (coskn−1V)n

(skn−1U)n `
// Un µ

// (coskn−1U)n

donde τ es el morfismo canónico del esqueleto al coesqueleto y µ es el matching map definido

en el Lema 2.2.14. Por el Lema 2.2.14 esto define un hipercubrimiento split V ∈ E∆op
≤n hasta

grado n y un morfismo V // U .

Aplicando el lema anterior varias veces se sigue que podemos reemplazar un hipercubri-

miento por un hipercubrimiento split.

Lema 4.1.21. [AM, Lemma 8.8] Sea U ∈ sE un hipercubrimiento que es split hasta grado

n, entonces existe un hipercubrimiento split V con un morfismo V // U tal que induce un

isomorfismo en el n-esqueleto.

Demostración. Por el Lema 4.1.20 tenemos un hipercubrimiento split truncado V ∈ E∆op
≤n+1 con

un morfismo V
f // resn+1U que induce un isomorfismo en el n-esqueleto. Por el Lema 4.1.19

obtenemos un hipercubrimiento V′ ∈ sE split hasta grado n+ 1, con un morfismo V′
f ′ // U tal

que restringido hasta grado n + 1 es f . Ahora se aplica la misma construcción a V′, y el lema

se sigue por inducción.

Lema 4.1.22. Dado E γ // S un topos y dados U ∈ E∆op
≤n un hipercubrimiento split truncado

hasta grado n y un hipercubrimiento V ∈ E∆op
≤n−1 split hasta grado n − 1 con un morfismo

V
f // resn−1U . Dado un epimorfismo N ′

p // // NU
n , entonces existe una extensión de V a un

hipercubrimiento split truncado hasta grado n y una extensión V
f ′ // U de f hasta grado n, tal

que el morfismo Vn
f ′n // Un restringido a NV

n se factoriza por p, i.e. existe una factorización de

f ′n|NV
n

como NV
n

// N ′
p // NU

n .

Demostración. Dado el epi N ′
p // NU

n , tomemos un objetoNV
n con un epi NV

n
// // (coskn−1V)n

y un morfismo NV
n

// N ′ tal que el siguiente cuadrado conmuta:

N ′
p // // NU

n
// // (coskn−1U)n

NV
n

// //

OO

(coskn−1V)n

OO
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Por ejemplo, tomemos NV
n el pullback pues los epimorfismos son universales y definamos a

Vn = (skn−1V)n +NV
n con el morfismo obvio a Un, entonces esto da un hipercubrimiento split

hasta grado n con una extensión de f que satisface lo requerido.

Para definir un pro-objeto indexado por HC(E)∼, tenemos que mostrar que tiene una sub-

categoría inicial pequeña. Por esta razón vamos a introducir una clase mas pequeña de hipercu-

brimientos, con respecto a un sitio, dada por Verdier en [SGA4-2, Exposé V, 7.3.0.].

Definición 4.1.23. Dada C una categoría pequeña, un prehazU ∈ SCop se dice semi-representable

si es un coproducto de objetos representables, i.e. U '
∑
i∈I
Ui con Ui ∈ C. Definimos la categoría

SR(C) de prehaces semi-representables como una subcategoría plena de SCop .

Observación 4.1.24. Dados U '
∑
i∈I
Ui and V '

∑
j∈J

Vj semi-representables, entonces:

SCop(V, U) ' SCop(
∑
j∈J

Vj,
∑
i∈I

Ui) '
∏
j∈J

SCop(Vj,
∑
i∈I

Ui) '
∏
j∈J

∑
i∈I

SCop(Vj, Ui)

Luego un morfismo en SR(C) está dado por una función α : J → I y morfismos fj : Vj → Uα(j)

para j ∈ J . Es decir, SR(C) es equivalente a la categoría de familias de C. Se sigue en particular

que un prehaz semi-representable admite una única descomposición salvo una permutación de

índices y salvo isomorfismo en cada componente.

Proposición 4.1.25. Dada C una categoría pequeña cerrada por límites finitos, entonces SR(C)

es cerrada por límites finitos y la inclusión SR(C) � � // SCop los preserva.

Definición 4.1.26. Dado E γ // S un topos y (C, J) un sitio pequeño con E cerrado por límites

finitos. Un prehaz simplicial U ∈ sSCop se dice un hipercubrimiento semi-representable si:

1. Cada Un es semi-representable.

2. El haz simplicial asociado aU ∈ sE es un hipercubrimiento.

Observación 4.1.27. Dado U ∈ sSCop un hipercubrimiento semi-representable, entonces eli-

jamos para cada n una indexación Un '
∑
i∈In

Un,i. Como las caras (y las degeneraciones)

di : Un → Un−1 son morfismos de prehaces, estos inducen morfismos dIi : In → In−1 satis-

faciendo las identidades simpliciales, luego obtenemos un conjunto simplicial I “que indexa".

Definimos el tamaño de U como el cardinal de
∑
n∈N

In.
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Proposición 4.1.28. Dado E γ // S un topos y (C, J) un sitio pequeño con E cerrado por lími-

tes finitos y sea λ un cardinal regular (estrictamente) más grande que el cardinal de todos los

morfismos de C. Dado U ∈ sE un hipercubrimiento, entonces existe un hipercubrimiento split

semi-representable V ∈ sSCop de tamaño menor que λ y un morfismo aV // U .

Demostración. La observación clave es que un epimorfismo X
p // // Y es un epimorfismo “lo-

cal”, i.e. dados U ∈ C y U
s // Y , entonces existe una familia cubriente {fi : Ui → U | i ∈ I}

of U , con morfismos {ti : Ui → X | i ∈ I} tales que el siguiente diagrama conmuta para todo

i ∈ I:

X
p // Y

Ui

ti

OO

fi
// U

s

OO

Vamos a construir el hipercubrimiento split semi-representable inductivamente. Primero, co-

mo U es un hipercubrimiento, tenemos un epi U0
p // // 1 , entonces existe una familia cubriente

{Vj → 1 | j ∈ J0} del objeto terminal (que por hipótesis está en C) con morfismosϕj : Vj → U0.

Definamos V0 =
∑
j∈J0

Vj , entonces tenemos definido un hipercubrimiento split semi-representable

truncado V hasta grado 0, con un morfismo aV
ϕ // res0U . También su índice J0 es mas chico

que λ pues es un conjunto de objetos de C. Supongamos que tenemos definido un hipercubri-

miento split semi-representable V truncado hasta grado n−1, con un morfismo aV
ϕ // resn−1U

en E∆op
≤n−1 , de tamaño menor que λ. Dado que V es semi-representable entonces (coskn−1V)n−1

siendo un límite finito es un objeto semi-representable (coskn−1V)n−1 =
∑
k∈K

Wk, luego dado

el epimorfismo Un // (coskn−1U)n , podemos elegir para cada Wk ∈ C una familia cubriente

{fi : Vj → Wk | j ∈ Jk} con un morfismo ϕj : Vj → Un for j ∈ Jk tal que el siguiente

diagrama conmuta:

Un // (coskn−1U)n

Vj

ϕj

OO

fj
//Wk

OO

También como V es split, entonces (skn−1V)n =
∑

s:[n]�[k]
k≤n−1

Ns, por tanto es semi-representable.

Entonces definamos Vn = (skn−1V)n + Nn donde Nn =
∑

j∈Jk,k∈K
Vj . Esto define un hipercu-

brimiento split semi-representable hasta grado n, el morfismo obvio Nn → Un dado por ϕj

para j ∈ Jk define un morfismo de prehaces simpliciales truncados V → resnU hasta grado
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n, por adjunción obtenemos un morfismo aV → resnU. Resta solo chequear que la descom-

posición de Vn como coproducto de representables tiene cardinalidad menor que λ. Pero dado

que resn−1V tenía tamaño menor que λ, entonces (skn−1V)n y (coskn−1V)n tiene descomposi-

ciones de cardinalidad menor que λ. Y para cada k ∈ K solamente agregamos un conjunto de

objetos Vj indexado por un conjunto de morfismos {fi : Vj → Wk | j ∈ Jk} en C. Como el

conjunto de todos los morfismos de C tiene cardinal menor que λ y λ es regular, se sigue que la

descomposición de Vn como coproducto de representables tiene cardinalidad menor que λ.

Corolario 4.1.29. Dado E γ // S un topos, entonces la categoría de hipercubrimientos módulo

homotopía simplicial HC(E)∼ tiene una subcategoría inicial pequeña.

Demostración. Tomemos (C, J) un sitio pequeño con E cerrado por límites finitos. Sea λ un

cardinal regular mayor que el cardinal de todos los morfismos de C. Entonces consideremos

la subcategoría plena de HC(E)∼ cuyos objetos son hipercubrimientos aV con V ∈ sSCop un

hipercubrimiento semi-representable de tamaño menor que λ. Como HC(E)∼ es cofiltrante y

esta subcategoría es plena, entonces por la Proposición 4.1.28 es inicial. Además esta categoría

es pequeña pues un cálculo estándar de conjuntos muestra que su conjunto de objetos tiene

cardinalidad acotada por 2λ.

4.2. Cálculo de la Cohomología con Hipercubrimientos

Definición 4.2.1. Dado E γ // S un topos y U ∈ sE un objeto simplicial, entonces aplicando el

funtor libre E Z // Ab(E) obtenemos un grupo abeliano simplicial ZU y via la construcción de

Moore tenemos un complejo de cadenas (ZU, ∂) ∈ Ch•(Ab). Explícitamente, (ZU)n = ZUn y

∂ está dado por la suma alternante de las caras inducidas.

Proposición 4.2.2. [AM, Proposition 8.14] Dado E γ // S un topos y U un hipercubrimiento,

entonces el complejo asociado ZU→ γ∗Z es una resolución.

Demostración. Observamos que en [AM] esto es probado bajo la hipótesis extra de que el

topos tiene suficientes puntos (ver Definición 3.3.9). Sin embargo esta hipótesis no es necesa-

ria, fue primero notado por A. Joyal que se puede usar el Teorema de Barr (ver Observación

3.3.12). Notar que el complejo ZU es aumentado con el morfismo inducido por el epimor-

fismo U0
// // 1 , como Z1 ' γ∗Z por construcción. Por el Teorema de Barr, existe un mor-
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fismo geométrico suryectivo B p // E donde B = Sh(B) para un álgebra booleana completa

B. Pero entonces en B todo epimorfismo es split, luego un morfismo f : X → Y en B es

un epimorfismo si y solo si f∗ : B(b,X) → B(b, Y ) es suryectivo para todo b ∈ B. Dado

U ∈ sE el hipercubrimiento, entonces p∗U ∈ sB es un hipercubrimiento pues p∗ es exac-

to. Se sigue que B(b, p∗Un) → B(b, (coskn−1p
∗U)n) es suryectivo para todo b ∈ B. Además

B(b, (coskn−1p
∗U)n) ' (coskn−1B(b, p∗U))n pues el coesqueleto es un límite finito. Entonces

el conjunto simplicial B(b, p∗U) es un complejo de Kan acíclico para todo b ∈ B. Se sigue del

Ejemplo 4.1.9 que el complejo de Mooore asociado es una resolución para todo b ∈ B:

· · · → ZB(b, p∗U2)→ ZB(b, p∗U1)→ ZB(b, p∗U0)→ Z→ 0

Por lo tanto tenemos una resolución en los prehaces PSh(B). Y como el haz asociado es exacto

tenemos una resolución en B = Sh(B).

· · · → Zp∗U2 → Zp∗U1 → Zp∗U0 → γ∗BZ→ 0

Recordemos de la Observación 3.5.2 que Z denota el funtor B Z // Ab(B) el cual se obtiene

por aplicación del haz asociado al grup abeliano libre en los prehaces. También notemos que

Zp∗ ' p∗Z y p∗γ∗E ' γ∗B. Entonces el complejo p∗ZU → γ∗BZ es una resolución en Ab(B), y

dado que p es suryectiva ZU→ γ∗Z es una resolución en Ab(E) .

Definición 4.2.3. Dados E γ // S un topos, U ∈ E un objeto y F ∈ Ab(E) un objeto grupo

abeliano entonces F (U) ∈ Ab es el grupo abeliano dado por F (U) = E(U, F ) con la multi-

plicación inducida por F . Entonces si U ∈ sE un objeto simplicial, F (U) ∈ Ab∆ es el grupo

abeliano co-simplicial dado por F (U)n = E(Un, F ) y cuyas co-caras y co-degeneraciones están

dadas por pre-composición. Existe un complejo de co-cadenas asociado (F (U), ∂) ∈ Ch•(Ab)

dado por la variante co-simplicial de la construción de Moore. En particular, dado A un gru-

po abeliano, tenemos un grupo abeliano co-simplicial γ∗A(U) y un complejo de co-cadenas

asociado.

Proposición 4.2.4. [AM, Corollary 8.15] Dados E γ // S un topos, U un hipercubrimiento y

F ∈ Ab(E), entonces existe una sucesión espectral convergente

IEp,q
1 = Hq(Up, F )⇒ Hp+q(E , F )

donde H denota la cohomología de haces.

81



Demostración. Esta es la sucesión espectral estándar del funtor Ext para una resolución, y se

sigue de la Proposición 4.2.2.

Teorema 4.2.5. (Teorema de Leray) Dados un topos E γ // S , F ∈ Ab(E), U un hipercu-

brimiento. Si Hq(Up, F ) = 0 para todo q > 0, entonces Hn(E , F ) ' Hn(F (U)) para todo

n.

Demostración. Tomemos la sucesión espectral de la Proposición 4.2.4. Por hipótesis tenemos

que IEp,q
1 = Hq(Up, F ) = 0 para q > 0 entonces la sucesión espectral colapsa en la segunda

página, luego IEn,0
2 = Hn(F (U)) ' Hn(E , F ).

Teorema 4.2.6. (Teorema del hipercubrimiento de Verdier)([SGA4-2, Exposé V, Théorème

7.4.1.], [AM, Theorem 8.16]) Dados E γ // S un topos y F ∈ Ab(E), entonces

Hn(E , F ) ' colim
U∈HC(E)op∼

Hn(F (U))

donde el lado derecho es la cohomología del complejo F (U) como en la Definición 4.2.3.

Demostración. Pasamos al colímite la sucesión espectral de la Proposición 4.2.4 sobre la cate-

goría de hipercubrimientos salvo equivalencia homotópica simplicial. Sea U un hipercubrimien-

to split y [α] ∈ Hq(Up, F ) una clase de cohomología para q > 0. Descomponemos Up =
∑
s

Ns

donde s : [p] � [k] para k ≤ p, entonces [α] es un producto de clases [αs] ∈ Hq(Ns, F ) por

la Proposición 3.5.8. Dado que la cohomología se anula localmente por la Proposición 3.5.9,

hay epimorfismos N ′s → Ns tales que αs 7→ 0 in Hq(N ′s, F ). Pero entonces usando el Lema

4.1.22 p-veces y el Lema 4.1.19 podemos construir un hipercubrimiento V con un morfismo

V → U tal que α 7→ 0 en Hq(Vp, F ). Entonces se sigue que colim
U∈HC(E)op∼

Hq(Up, F ) = 0 para todo

q > 0. Luego colim
U∈HC(E)op∼

Ep,q
2 (U) = 0 para q > 0. También dado que IEp,q

2 = Hp
h(Hq(U, F )) y

para q = 0 tenemos H0(U, F ) = F (U), entonces IEn,0
2 ' Hn(F (U)). Dado que la sucesión

espectral colímite colapsa en la segunda página, obtenemos el resultado.

Ahora por completitud introducimos la cohomología de Čech de una forma más o menos

directa y damos el teorema más importante de comparación con la cohomología de haces.

Observación 4.2.7. Recordemos que un objeto simplicial X se dice n-coesquelético si el mor-

fismo canónico X // cosknX es un isomorfismo. Dado un topos E γ // S , la categoría de
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hipercubrimientos n-coequeléticos salvo homotopía simplicial es cofiltrante, esencialmente por

los mismos argumentos que antes (hay una afirmación análoga al Teorema 4.1.16 para hipercu-

brimientos n-coequeléticos, ver [SGA4-2, Théorème 7.3.2.]). La categoría de hipercubrimientos

0-coesqueléticos es equivalente (por la adjunción res0 a cosk0) a la categoría de epimorfismos

U // // 1 , i.e. simplemente cubrimientos del objeto final.

Definición 4.2.8. Dado un topos E γ // S y F ∈ Ab(E), definimos la cohomología de Čech

como Ȟn(E , F ) = colim
CU∈C(E)∼

Hn(F (CU)), donde C(E)op∼ denota la categoría de hipercubrimien-

tos 0-coesqueléticos (también conocidos como complejos de Čech) salvo homotopía simplicial.

Mas generalmente, dado X ∈ E definimos Ȟn(X,F ) = colim
CU∈C(E/X)op∼

Hn(F (CU)) donde el

colímite está en el complejo de Čech en el topos E/X , salvo homotopía simplicial.

Teorema 4.2.9. (Teorema de Cartan) Dado un topos E γ // S y F ∈ Ab(E), supongamos que

hay un sitio subcanónico pequeño C ⊂ E cerrado por límites finitos, tal que Ȟn(V, F ) = 0 para

todo V ∈ C. Entonces hay un isomorfismo Ȟn(X,F ) ' Hn(X,F ) para todo X ∈ E .

Observación 4.2.10. Bajo las hipótesis del Teorema de Cartan se sigue del Teorema de Leray

que podemos calcular la cohomologíaHn(E , F ) como la cohomología del complejoHn(F (CV ))

donde V =
∑
j∈J
Vj // // 1 es cualquier epimorfismo con Vj ∈ C para todo j ∈ J . En efecto, del

Teorema de Cartan Hq(CVp, F ) = Ȟq(CVp, F ) = 0 para q > 0 luego el Teorema Leray se

puede aplicar.
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5. El Funtor de Verdier

5.1. Familias en un topos

Definición 5.1.1. Dado E γ // S un topos, una familia es una tripla (U, I, ξ) donde U es un

objeto de E , I es un conjunto, y U
ξ // γ∗I es un morfismo. Dado un objeto U , el morfismo

U
ξ // γ∗I es llamado una indexación de U .

Un morfismo de familias (V, J, ρ) → (U, I, ξ) está dada por un par (f, α) donde f : V → U

es un morfismo y α : J → I es una función tal que el siguiente cuadrado conmuta:

V
ρ
��

f // U
ξ
��

γ∗J
γ∗(α)
// γ∗I

Las familias de un topos forman una categoría que denotamos F(E).

Observación 5.1.2. La categoría F(E) es la categoría coma (IdE ↓ γ∗).

Proposición 5.1.3. Dado E γ // S un topos, entonces la categoría F(E) es equivalente a la

categoría cuyos objetos son colecciones de objetos de E , (Ui)i∈I indexados por algún conjunto

I , y cuyos morfismos (Vj)j∈J → (Ui)i∈I están dados por una función α : J → I y una familia

de morfismos fj : Vj → Uα(j) para j ∈ J .

Demostración. Dada la familia U
ξ // γ∗I se define Ui como la fibra sobre i ∈ I:

Ui

��

// U

ξ
��

1
γ∗(i)// γ∗I

Como los colímites, y en particular los coproductos, son universales entonces U '
∑
i∈I
Ui. Recí-

procamente, dada (Ui)i∈I , definimos U =
∑
i∈I
Ui y el morfismo U

ξ // γ∗I como el coproducto

de los morfismos Ui // 1 para i ∈ I .

Consideremos un morfismo de familias (f, α):

V
ρ
��

f // U
ξ
��

γ∗J
γ∗(α)
// γ∗I
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Dado un índice i ∈ I , consideremos los siguientes cuadrados pullback:

f ∗Ui //

��

Ui //

��

1

γ∗(i)
��

V
f
// U

ξ
// γ∗I

Pero como (f, α) es un morfismo de familias, ξf = γ∗(α)ρ el pullback de afuera es isomorfo a

el siguiente pullback: ∑
j∈α−1(i)

Vj //

��

γ∗(α−1(i)) //

��

1

γ∗(i)
��

V ρ
// γ∗J

γ∗(α)
// γ∗I

Para esto usamos la universalidad de los coproductos y el hecho que γ∗ es exacto. Por lo tanto

obtenemos un isomorfismo f ∗Ui '
∑

j∈α−1(i)

Vj . Luego, tenemos un morfismo Vj
fj // Uα(j) para

cada j ∈ J . Para el recíproco, dada una familia de morfismos fj : Vj → Uα(j) con j ∈ J ,

definimos f : V → U vía la propiedad universal del coproducto:

Vj
fj //

��

Uα(j)

��
V

f
// U

y es fácil chequear que (f, α) define un morfismo de familias. De esta forma construimos los

dos funtores y se chequea fácilmente que éstos constituyen una equivalencia de categorías.

Definición 5.1.4. Dado E γ // S un topos y un objeto U ∈ E , una indexación U
ξ // γ∗I se

dice reducida si Ui 6= ∅ para todo i ∈ I . En este caso también decimos que (U, I, ξ) es una

familia reducida.

Observación 5.1.5. Esto es equivalente a la noción de una partición reducida de E/U en

[SGA4-1, Exposé IV, Exercise 8.7]. Observar que dado un objeto U con una indexación reduci-

da U
ξ // γ∗I , entonces los Ui son disjuntos como subobjetos de U , es decir Ui ∩ Uj = ∅ para

i 6= j donde Ui ∩ Uj = Ui ×
U
Uj .

Definición 5.1.6. Dado E γ // S un topos y un objeto U ∈ E , entonces la categoría de inde-

xaciones de U es la categoría coma F(E)U = (U ↓ γ∗). Esto es, sus objetos son indexaciones

(I, ξ), donde ξ es un morfismo U
ξ // γ∗I , y un morfismo (J, ρ) → (I, ξ) es dado por una
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función α : J → I tal que el siguiente diagrama conmuta.

U
ξ
��

ρ

��
γ∗J

γ∗(α)
// γ∗I

Proposición 5.1.7. Dado E γ // S un topos y un objeto U ∈ E , entonces la categoría de inde-

xaciones reducidas de U es esencialmente pequeña.

Demostración. Primero recordemos que dado U ∈ E , su poset de subobjetos SubE(U) es pe-

queño, por el Teorema 3.2.19. Por simplicidad llamemos S al conjunto de subobjetos de U y

elegimos para cada subobjeto un representante de la clase gs : Vs → U con s ∈ S. Dada una

indexación reducida U
ξ // γ∗I , tenemos monomorfismos Ui //

fi // U para cada i ∈ I , por lo

tanto [fi] = [gs] (como subobjetos) para un único s ∈ S. Esto define una función α : I → S,

mas aún esta es inyectiva pues los coproductos son disjuntos y la indexación es reducida (ver la

Observación 5.1.5). Llamemos J = Im(α) ⊂ S, y definamos la indexación (J, ρ) donde ρ está

definida vía los siguientes cuadrados conmutativos

Vj
gj //

!
��

U
ρ
��

1
γ∗(j)
// γ∗J

.

Afirmamos que (I, ξ) ' (J, ρ), para ver esto chequeamos que la biyección α : I → J define un

isomorfismo de indexaciones, i.e. el siguiente diagrama conmuta.

U
ρ

��
ξ
��

γ∗I
γ∗(α)
// γ∗J

Para ver esto, para i ∈ I y j = α(i) tenemos un isomorfismo hi : Vj → Ui tal que fihi = gj ,

pues [fi] = [gj]. Consideremos el siguiente diagrama.

Vj
hi ��

gj

��

!

��

Ui
fi //

!
��

U

ξ
��

ρ

��

1
γ∗(i)//

��

γ∗I

γ∗(α)
��

1
γ∗(j)
// γ∗J
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Ambos cuadrados son pullbacks y también el cuadrado curvo externo es un pullback por defi-

nición de ρ, entonces calculamos

γ∗(α)ξgj = γ∗(α)ξfihi = γ∗(j)!hi = γ∗(j)! = ρgj

Como ( Vj
gj // U )j∈J es epimorfa, se sigue que ρ = γ∗(α)ξ. Ahora consideremos el conjun-

to de todas las indexaciones reducidas construídas como hicimos con (J, ρ), i.e. usando como

sumandos los representantes elegidos de cada subobjeto, para J ⊂ S un subconjunto de subob-

jetos disjuntos que generan U . Este es un conjunto pequeño, pues su cardinal está acotado por

2|S|, y recien mostramos que cada indexación reducida es isomorfa a una indexación de este

conjunto, por tanto esta categoría es esencialmente pequeña.

Lema 5.1.8. Dado E γ // S un topos, entonces existe un endofuntor F(E) N // F(E) junto con

una transformación natural η : N ⇒ Id que manda una familia U
ξ // γ∗I a una indexación

reducida canónicamente asociada U
ξ′ // γ∗NI , donde NI = {i ∈ I |Ui 6= ∅}. Mas aún, si

denotamos Fr(E) a la subcategoría plena de familias reducidas, entoncesN es adjunto a derecha

a la inclusion Fr(E) �
� // F(E) .

Demostración. Dada una indexación U
ξ // γ∗I llamemos ηI : NI → I a la inclusión, y

definamos ξ′ por la propiedad universal del coproducto pues U =
∑
i∈NI

Ui.

Ui
fi //

!
��

U

ξ′
��

1
γ∗(i)
// γ∗NI.

Entonces ηI define un morfismo de indexaciones de U , i.e. tenemos el siguiente triángulo con-

mutativo.

U
ξ
��

ξ′

��
γ∗NI

γ∗(ηI)
// γ∗I

Dado un morfismo de familias con (V, J, ρ) reducido:

V
ρ
��

f // U
ξ
��

γ∗J
γ∗(α)
// γ∗I
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Entonces tenemos fj : Vj → Uα(j), if Uα(j) = ∅ luego Vj = ∅ pues los topos tienen objetos

iniciales estrictos. Por lo tanto α se restringe a NI . Llamemos α′ a esta restricción, entonces se

ve fácilmente que el siguiente cuadrado conmuta

V
ρ
��

f // U

ξ′��
γ∗J

γ∗(α′)
// γ∗NI.

Además esta correspondencia es biyectiva y natural, por lo tanto tenemos la adjunción deseada.

Las indexaciones reducidas tienen la propiedad que si un morfismo es indexado, entonces

existe una única forma de indexarlo.

Proposición 5.1.9. Dado un morfismo V
f // U y dos indexaciones (J, ρ), (I, ξ) de V y U

respectivamente con (J, ρ) reducida, entonces existe a lo sumo una función J
α // I tal que

(f, α) es un morfismo de familias. En el lenguaje de las categorías, el funtor de olvido obvio

Fr(E)→ E es fiel.

Demostración. Dadas dos indexaciones del morfismo α, β, y j ∈ J tenemos una factorización

fj : Vj → Uα(j) ∩ Uβ(j). Dado que Vj 6= ∅ entonces Uα(j) ∩ Uβ(j) 6= ∅, luego α(j) = β(j).

Proposición 5.1.10. Dado E γ // S un topos y un objeto U ∈ E , entonces la categoría Fr(E)U

de indexaciones reducidas de U es un poset (grande) cofiltrante.

Demostración. Primero es claro que la categoría de indexaciones reducidas es no vacía, pues

tenemos la indexación U
! // 1 . Necesitamos chequear las condiciones duales a (F0) y (F1) de

1.2.1. Dadas(I, ξ), (J, ρ) dos indexaciones reducidas de U , consideremos su producto

γ∗I

U

ξ //

ρ //

(ξ,ρ) // γ∗(I × J)

γ∗(p1)
��

γ∗(p0)

OO

γ∗J

Esto da una descomposición U =
∑

(i,j)∈I×J
Ui ∩ Vj . Pero la mayoría de estas intersecciones son

vacías en general, entonces consideremos (K, ζ) la parte reducida de esta indexación, luego el

dual de (F0) se sigue. El dual de (F1) se tiene automáticamente pues no hay morfismos paralelos

por 5.1.9.
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Es fácil ver que Fr(E) → E en general no es pleno. Por otro lado, podemos convertir cual-

quier morfismo V
f // U en un morfismo de familias si refinamos la indexación del dominio.

Lema 5.1.11. Dado un morfismo V
f // U e indexaciones U

ξ // γ∗I , V
ρ // γ∗J , entonces

hay una indexación reducida (K, ζ) de V , un morfismo de indexaciones β : (K, ζ) → (J, ρ) y

un morfismo de familias (f, α) : (V,K, ζ)→ (U, I, ξ). Gráficamente:

V
ρ
��ζ



f // U
ξ
��

γ∗J γ∗I

γ∗K

γ∗(β)

;;

γ∗(α)

??

Demostración. Consideremos las indexaciones (J, ρ) y (I, ξf) de V , entonces construimos una

indexación reducida (K, ζ) como hicimos en 5.1.10.

Lema 5.1.12. Dado E γ // S un topos y un objeto U ∈ E , entonces existe un poset pequeño

filtrante JU y un funtor inicial JopU
ϕ // F(E)U .

Demostración. Consideremos la categoría de indexaciones reducidas de U módulo la relación

de equivalencia dada por isomorfismos de indexaciones, i.e. [I, ξ] = [J, ρ] si y solo si hay una

biyección α : I → J tal que ρ = γ∗(α)ξ. Por 5.1.7, 5.1.9, 5.1.10 este es un poset cofiltrante,

llamemos su categoría dual JU . Definimos un funtor JopU
ϕ // F(E)U eligiendo representantes.

Necesitamos chequear las condiciones duales a (a) y (b) de 1.2.2, pero (a) se sigue directamente

de 5.1.8, i.e. podemos refinar cualquier indexación por su parte no vacía. La condition (b) se

sigue directamente de 5.1.9 pues no hay morfismos paralelos desde una indexación no vacía.

Lema 5.1.13. Dado E γ // S un topos, el funtor S γ∗ // E tiene un pro adjunto a izquierda,

L a Pro(γ∗). Además, dado U ∈ E entonces LU = (I)(I,ξ)∈JU donde JopU es un poset pequeño

cofiltrante de indexaciones reducidas y ϕ : JopU → F(E)U es un funtor inicial.

Demostración. Esto se sigue directamente del teorema del funtor pro-adjunto 1.2.14 y 5.1.12.

Lema 5.1.14. Dado E γ // S un topos, U ∈ E un objeto, A ∈ S un conjunto, entonces hay un

isomorfismo natural E(U, γ∗A) ' colim
(I,ξ)∈JU

{I, A}.
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Demostración. Calculemos:

E(U, γ∗A) ' Pro(S)(LU,A) = Pro(S)((I)(I,ξ)∈JU , A) ' colim
(I,ξ)∈JU

S(I, A) ' colim
(I,ξ)∈JU

{I, A}

El morfismo canónico colim
(I,ξ)∈JU

{I, A} ∼ // E(U, γ∗A) manda una función ω : I → A con (I, ξ)

una indexación, al morfismo U
ξ // γ∗I

γ∗(ω)// γ∗A .

Teorema 5.1.15. Dado E γ // S un topos, entonces F(E) es un topos.

Demostración. Chequeemos que F(E) es un topos usando el Teorema de Giraud 3.2.21. Prime-

ro mostremos que F(E) tiene límites finitos y colímites pequeños. Dada una categoría pequeña

(respectivamente finita) Γ y un funtor Γ → F(E) dado por α 7→ (Uα, Iα, ξα), consideremos

(U, I, ξ) donde U = colim
α∈Γ

Uα, I = colim
α∈Γ

Iα y ξ : U → γ∗I esta dado por el colímite de los

ξα, donde usamos que γ∗I ' colim
α∈Γ

γ∗Iα pues γ∗ preserva colímites (respectivamente límites

finitos). Entonces se sigue fácilmente siguiendo elementos en el diagrama que (U, I, ξ) es el

colímite de este diagrama, y el argumento dual funciona para límites finitos. Entonces las pro-

piedades (b) y (c) de 3.2.21 se siguen de los hechos correspondientes sobre E y S. También

necesitamos chequear que F(E) es una categoría, y para esto requerimos que los hom-sets sean

pequeños, pero trivialmente se tiene la cota

F(E)((V, J, ρ), (U, I, ξ)) ⊂ E(V, U)× S(J, I)

y entonces solamente tenemos que chequear la condición (d), i.e. que F(E) tiene un conjunto

pequeño de generadores. Para esto, consideremos un sitio C ⊂ E cerrado por límites finitos, y

para cada U ∈ C, consideremos un pro-objeto de indexaciones (Ij, ξj)j∈JU pro-representando

LU donde L es el pro-adjunto a izquierda de γ∗. Entonces afirmamos que el conjunto de todas

las familias (U, Ij, ξj) para todo U ∈ C y todo j ∈ JU y la familia (∅E , 1S , !) es un conjunto

de generators de F(E). Dada una familia arbitraria X
ρ // γ∗S , tenemos que mostrar que la

colección de todas las familias de morfismos de este conjunto, i.e. de tipo

U
ξj ��

f // X
ρ
��

∅
!
��

! // X
ρ
��

γ∗Ij
γ∗(α)
// γ∗S 1

γ∗(s)
// γ∗S

donde U ∈ C y j ∈ JU , es conjuntamente epimorfa. De la caracterización que hicimos antes

sobre los colímites en F(E) se sigue que un morfismo de familias (f, α) : (V, J, ρ)→ (U, I, ξ)
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es epimorfo si y solo si f : V → U es epimorfa en E y α : J → I es sobreyectiva. Primero

dado que C ⊂ E es un sitio, el conjunto de todos los morfismos f : U → X donde U ∈ C

es conjuntamente epimorfo. Pero dado un morfismo f : U → X , se tiene una indexación

inducida en U , a saber ξ = ρf , y como las indexaciones (Ij, ξj)j∈JU eran iniciales, hay alguna

indexación ξj que refina ξ a través de un morfismo α : Ij → S, luego el par (f, α) constituye un

morfismo de familias. Para ver que tenemos una suryección conjunta en S simplemente usamos

el conjunto de todos los morfismos de (∅E , 1S , !). Esto muestra que tenemos un conjunto de

generadores y por el teorema de Giraud F(E) es un topos.

Observación 5.1.16. El Teorema 5.1.15 es un caso particular de un teorema más general, el

“Théorème de Recollement” también conocido como “Artin’s Gluing” de [SGA4-1][Exposé

IV, Proposition 9.5.4] el cual da condiciones bajo las cuales la categoría coma de un topos es

ella misma un topos. Este teorema es también un caso particular de un teorema más general el

cual caracteriza cuando la categoría de coálgebras de una comónada es un topos. Seguimos este

enfoque para estudiar la categoría de familias que será crucial en este trabajo.

Observación 5.1.17. Para nuestro propósito, la clave del Teorema 5.1.15 es que en el topos

F(E) los límites finitos y los colímites pequeños se calculan como los límites (resp. colímites)

de los morfismos de indexación.

Comparemos ahora el caso localmente conexo con el caso general.

Proposición 5.1.18. [SGA4-1, Exposé IV, Exercise 8.7.l] Dado E γ // S un topos, las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

a) S γ∗ // E tiene un adjunto a izquierda γ! a γ∗.

b) S γ∗ // E preserva todos los productos pequeños.

c) Para cada U ∈ E , la categoría F(E)U de indexaciones de U tiene un objeto inicial.

En este caso decimos que el topos E es localmente conexo.

Demostración. La equivalencia de (a) y (c) es elemental, γ∗ tiene un adjunto a izquierda si

y solo si para todo U ∈ E el funtor E(U, γ∗−) : S → S es representable y un funtor es

representable si y solo si su categoría de elementos, la cual en este caso es F(E)U , tiene un

91



objeto inicial. Es claro que (a) implica (b), es suficiente mostrar que (b) implica (c). Dado

U ∈ E consideremos el pro-objeto LU = (Ij, ξj)j∈JU de 5.1.13, si γ∗ preserva productos

consideremos la indexación U
ξ // γ∗I donde (I, ξ) es la parte reducida de (

∏
j∈JU

Ij, (ξj)j).

Como ϕ : JopU → F(E)U es un funtor inicial se sigue que cada indexación tiene un morfismo de

(I, ξ), además de 5.1.9 este morfismo es único, luego (I, ξ) es inicial.

Observación 5.1.19. Dado un topos E γ // S supongamos que U ∈ E tiene una indexación

inicial U
ξ // γ∗I , entonces esta debe ser reducida y además dado que esta indexación no ad-

mite un refinamiento, ningún objeto Ui puede admitir una indexación no trivial, estos objetos

son llamados conexos.

Definición 5.1.20. Dado un topos E γ // S , un objeto U ∈ E es conexo si su categoría de

indexaciones reducidas es equivalente a la categoría terminal 1 (con un objeto y un morfismo),

i.e. toda indexación reducida es isomorfa a U ! // 1 .

Ejercicio 5.1.21. Dado un topos E γ // S , un objeto U ∈ E es conexo si y sólo sí para cada

familia (V, J, ρ) existe una biyección natural E(U, V ) ' F(E)((U, 1, !), (V, J, ρ)), i.e. si y solo

si el funtor E(U,−) preserva coproductos.

Observación 5.1.22. Se sigue que un topos E γ // S es localmente conexo si y solo si cada

objeto U ∈ E admite una indexación U
ξ // γ∗I por objetos conexos, estos objetos se llaman

las componentes conexas de U .

5.2. Familias simpliciales en un topos

Definición 5.2.1. Dado E γ // S un topos, una familia simplicial es un objeto simplicial en

F(E), está dado por una tripla (U, I, ξ) donde U ∈ sE es un objeto simplicial en el topos, I

es un conjunto simplicial y un morfismo de indexación U
ξ // γ∗I . Un morfismo de familias

simpliciales es un morfismo simplicial. Denotemos la categoría de familias simpliciales por

sF(E).

Observación 5.2.2. La categoría sF(E) de familias simpliciales es la categoría F(E)∆op de

objetos simpliciales de F(E), o equivalentemente es la categoría coma (IdsE ↓ γ∗) donde γ∗ :

sS → sE se define grado a grado.
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Definición 5.2.3. Dados E γ // S un topos y U ∈ sE , la categoría de indexaciones de U es la

categoría coma sF(E)U = (U ↓ γ∗). Una indexación (I, ξ) se dice reducida si Un
ξ // γ∗In es

reducida (ver ??) para todo n ≥ 0.

Observación 5.2.4. Si un topos E γ // S es localmente conexo, entonces cada objeto simplicial

es canónicamente indexado por el funtor de componentes conexas. Recordemos que en este

caso tenemos un adjunto a izquierda γ! a γ∗, γ! : E → S, esto induce una adjunción en

objetos simpliciales. Por lo tanto dado U ∈ sE tenemos una indexación via la unidad de la

adjunción U
η // γ∗γ!U . Más aún dada otra indexación U

ξ // γ∗I , por adjunción existe un

único morfismo γ!U
ξ̃ // I de conjuntos simpliciales tal que el siguiente diagrama conmuta:

U
ξ
��

η

��
γ∗γ!U

γ∗(ξ̃)

// γ∗I

Esto es, U
η // γ∗γ!U es el objeto inicial de la categoría de indexaciones de U.

Ahora elevamos nuestros resultados 5.1.8, 5.1.9 y 5.1.10 de familias a familias simpliciales.

Lema 5.2.5. Dado E γ // S un topos, entonces existe un endofuntor sF(E) N // sF(E) con una

transformación natural η : N ⇒ Id que manda una indexación U
ξ // γ∗I a una indexación

reducida canónicamente asociada U
ξ′ // γ∗NI , donde NIn = {i ∈ In |Un,i 6= ∅}. Más aún, el

funtor es adjunto a derecha de la inclusión de familias simpliciales reducidas en sF(E).

Demostración. Dado que tenemos un funtor F(E) N // F(E) de 5.1.8, este induce un funtor en

objetos simpliciales grado a grado y la transformación natural η : N ⇒ Id induce la correspon-

diente transformación natural en objetos simpliciales.

Proposición 5.2.6. Dados E γ // S un topos y U ∈ sE , entonces la categoría sFr(E) de inde-

xaciones reducidas de U es un poset cofiltrante esencialmente pequeño.

Demostración. Primero probemos que hay a lo sumo un morfismo entre dos indexaciones re-

ducidas. Dadas dos indexaciones reducidas (I, ξ), (J, ρ) de U, un morfismo (J, ρ)→ (I, ξ) está

dado por un morfismo simplicial α : J→ I tal que el siguiente diagrama conmuta para todo n.

Un
ξn
��

ρn

��
γ∗Jn

γ∗(αn)
// γ∗In
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Pero dado que Jn es una indexación reducida de Un, la función αn si existe, es única por 5.1.9.

Por lo tanto hay a lo sumo un morfismo entre dos indexaciones reducidas.

Ahora mostremos que es cofiltrante, primero es una categoría no vacía pues tenemos una inde-

xación canónica por (∆0, !) donde ! denota el único morfismo al conjunto simplicial terminal

∆0. Dadas dos indexaciones reducidas (I, ξ), (J, ρ) de U, consideremos su producto

γ∗I

U

ξ //

ρ //

(ξ,ρ) // γ∗(I× J)

γ∗(p1)
��

γ∗(p0)

OO

γ∗J

La indexación (I×J, (ξ, ρ)) no es reducida en general, pero podemos tomar su indexación redu-

cida asociada (K, ζ), donde Kn = N(In × Jn) por 5.2.5, esto determina una indexación (K, ζ)

con un morfismo simplicial η : K → I × J tal que(ξ, ρ) = γ∗(η)ζ . Por lo tanto la categoría es

cofiltrante.

Finalmente mostremos que es esencialmente pequeña. Dada una indexación reducida (I, ξ) de

U, entonces (In, ξn) es una indexación reducida de Un para cada n ≥ 0. Pero salvo isomor-

fismo existe un conjunto pequeño de indexaciones reducidas de Un por 5.1.7. Los otros datos

que determinan la indexación (I, ξ) son las caras y las degeneraciones, pero estas están uní-

vocamente determinadas por (In, ξn) por 5.1.9 pues di : In → In−1 es una indexación de la

cara di : Un → Un−1 (similarmente para degeneraciones). Afirmamos que las dos indexacio-

nes (I, ξ), (J, ρ) son isomorfas si y solo si para todo n ≥ 0 las indexaciones (In, ξn) (Jn, ρn)

son isomorfas. Probaremos la implicación no trivial, si (In, ξn) y (Jn, ρn) son isomorfas para

todo n, entonces existe un isomorfismo αn : Jn → In tal que ξn = γ∗(αn)ρn. Afirmamos que

(αn)n constituye un isomorfismo simplicial. Debemos mostrar que αn−1di = diαn para todo

di : In → In−1 (similarmente para las degeneraciones). Pero las funciones αn−1di y diαn son

tales que el siguiente diagrama conmuta.

Un
di //

ρn
��

Un−1

ξn−1��
γ∗Jn

γ∗(diαn)//

γ∗(αn−1di)
// γ∗In−1

Para esto calculemos:

γ∗(diαn)ρn = γ∗(di)γ
∗(αn)ρn = γ∗(di)ξn = ξn−1di
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γ∗(αn−1di)ρn = γ∗(αn−1)γ∗(di)ρn = γ∗(αn−1)ρn−1di = ξn−1di

Por la unicidad de 5.1.9 se sigue que αn−1di = diαn. Por lo tanto existe un conjunto pequeño

de indexaciones reducidas de U salvo isomorfismo.

Lema 5.2.7. Dados E γ // S un topos, un morfismo V
f // U de objetos simpliciales, e indexa-

ciones U
ξ // γ∗I , V

ρ // γ∗J , entonces hay una indexación reducida (K, ζ) de V, un morfismo

de indexaciones β : (K, ζ) → (J, ρ) y un morfismo de familias (f, α) : (V,K, ζ) → (U, I, ξ).

Gráficamente:

V
ρ
��ζ



f // U

ξ
��

γ∗J γ∗I

γ∗K
γ∗(β)

<<

γ∗(α)

DD

Demostración. Consideremos las indexaciones (J, ρ) y (I, ξf) de V, entonces construímos

(K, ζ) como la indexación reducida asociada de la indexación producto por el Lema 5.2.5.

Ejemplo 5.2.8. Dados E γ // S un topos yU un objeto con una indexación reducida U
ξ // γ∗I

de U , entonces el complejo de Čech CU = cosk0U ∈ sE también tiene una indexación reduci-

da simplicial NU = N• ∈ sS, llamada el nervio de Čech, dada por

Nn = {(i0, ..., in) ∈ In+1 |Ui0 × ...× Uin 6= ∅}

Esta es simplemente la indexación reducida asociada (ver Lema 5.2.5) del 0-coesqueleto de la

indexación, i.e. Nn = N(cosk0I)n. Tenemos un morfismo simplicial CU
ξ′ // γ∗NU , gráfica-

mente:

U

ξ′0
��

// U × U
ξ′1
��

oo
oo

U × U × U
ξ′2
��

oo
oo
oo · · ·

γ∗N0
// γ∗N1oo

oo
γ∗N2

oo
oo
oo · · ·

Proposición 5.2.9. Dados E γ // S un topos, y (U, I, ξ) familia simplicial reducida, entonces

hay un morfismo canónico de familias simpliciales:

U

ξ
��

h // CU

ξ′��
γ∗I

γ∗(η)
// γ∗NU

donde ( U
ξ // γ∗I ) = ( U0

ξ0 // γ∗I0 ).
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Demostración. Esto se sigue directamente de la adjunción res0 a cosk0 y la adjunción del Lema

5.2.5.

Ahora observemos el simple hecho de que siempre se puede extender una indexación trun-

cada usando el funtor co-esqueleto. Más precisamente:

Proposición 5.2.10. Dados E γ // S un topos, U ∈ sE un objeto simplicial y una indexación

reducida resnU
ξ // γ∗I hasta grado n, i.e. I ∈ S∆op

≤n . Entonces existe una indexación reducida

U
ξ′ // γ∗I′ tal que su restricción hasta grado n es igual a ξ.

Demostración. Dado I ∈ S∆op
≤n , consideremos el conjunto simplicial cosknJ, por adjunción

obtenemos un morfismo U
ξ̃ // γ∗cosknJ donde usamos que γ∗ conmuta con el coesqueleto

pues es un límite finito. Esta indexación puede tener componentes vacías, por tanto tomamos su

indexación reducida asociada (J′, ξ′) = (NcosknJ, ξ̃) y esto sirve como nuestra extensión.

Definición 5.2.11. Dados E γ // S un topos y U ∈ sE , entonces llamamos JopU al poset de

indexaciones reducidas de U salvo isomorfismo. Para n ≥ 0 existe un funtor de proyección

JU
prn // JUn que envía una indexación (I, ξ) de U a la indexación (In, ξn) de Un.

El siguiente lema es clave, muestra que las indexaciones son “suficientemente finas”, en el

sentido que ellas refinan cualquier indexación en cualquier grado, simepre que nuestro objeto

simplicial sea split. Más precisamente:

Lema 5.2.12. Dados E γ // S un topos y U ∈ sE un objeto simplicial split, entonces el funtor

JopU
prn // JopUn es inicial para todo n ≥ 0.

Demostración. Recordemos que si U es split entonces existen subobjetos Nk
// // Uk tales

que el morfismo canónico
∑

s:[n]�[k]
k≤n

Ns
// Un es un isomorfismo, donde Ns

// // Un denota al

subobjeto de Un dado por la composición Nk
// // Uk

s // Un . Mas aún por 4.1.5 tenemos que

(skmU)n '
∑

s:[n]�[k]
k≤m

Ns.

Dada una indexación Un
ξ // γ∗I vamos a construir una indexación (J, ρ) de U inductivamente

en 0 ≤ k ≤ n tal que para todo k, el morfismo canónico (skkU)n // Un es indexado sobre

una función (skkJ)n // I . Para k = 0 tenemos (sk0U)n = U0 y el map (sk0U)n // Un está
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dado por el único morfismo s : [n] → [0]. Consideremos (J0, ρ0) una indexación reducida de

U0 tal que el morfismo U0
s // Un está indexado por una función s : J0 → I , i.e. el siguiente

diagrama conmuta.

U0

ρ0
��

s // Un
ξ
��

γ∗J0 γ∗s
// γ∗I

Suppongamos que tenemos una indexación (J, ρ) truncada hasta grado k−1 tal que el morfismo

canónico (skk−1U)n // Un está indexado sobre (skk−1J)n // I . Queremos extender esta

indexación a grado k manteniendo la propiedad invariante. Primero construimos una indexación

reducida (NJ
k , ρ̃k) deNk ⊂ Uk, tal que para cada epimorfismo s : [n] � [k] tenemos el siguiente

cuadrado conmutativo

Nk
� � //

ρ̃k ��

Uk
s // Un

ξ
��

γ∗NJ
k γ∗s

// γ∗I

.

Y también tal que el morfismoNk → Uk → (coskk−1U)k sea indexado, i.e. tenemos el siguiente

cuadrado conmutativo

Nk
� � //

ρ̃k ��

Uk
µ // (coskk−1U)k

��
γ∗NJ

k γ∗µ
// γ∗(coskk−1J)k

.

Entonces, definimos la indexación en grado k por Jk = (skk−1J)k + NJ
k , y el morfismo de

indexación está dado por el siguiente coproducto de morfismos.

[(skk−1ρ)k, ρ̃k] : (skk−1U)k +Nk
// γ∗(skk−1J)k + γ∗NJ

k

La indexación (skk−1U)k
(skk−1ρ)k// γ∗(skk−1J)k es reducida pues (skk−1U)n '

∑
s:[n]�[`]
`<k

Ns, por

tanto su indexación está dada por el coproducto
∑

s:[n]�[`]
`<k

NJ
s , las cuales son todas indexaciones

reducidas definidas en los pasos previos. Tenemos ahora el siguiente diagrama conmutativo

(skk−1U)k //

��

(skk−1U)k +Nk
µ //

��

(coskk−1U)k

��
γ∗(skk−1J)k // γ∗(skk−1J)k + γ∗NJ

k [τ,γ∗µ]
// γ∗(coskk−1J)k

.

Por lo tanto hemos extendido nuestra indexación hasta grado k por 2.2.15. Ahora dada la des-

composición (skkU)n = (skk−1U)n +
∑

s:[n]�[k]

Ns, se sigue por construcción que el morfismo
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canónico (skkU)n // Un es indexado. Supongamos que tenemos nuestra indexación construi-

da por inducción hasta grado n. Cuando k = n tenemos que (sknU)n
∼→ Un es indexado sobre

Jn ' (sknJ)n // I . Entonces podemos extender esta indexación a grados mayores que n por

la construcción 5.2.10 hecha anteriormente. Esto finaliza la demostración.

Lema 5.2.13. Dados E γ // S un topos, A un grupo (abeliano) y U ∈ sE un objeto simplicial

split, tenemos que:

1. Un isomorfismo de grupos (abelianos) co-simpliciales:

E(U, γ∗A) ' colim
(I,ξ)∈JU

S(I, A)

2. Como un corolario, cuando A es abeliano tenemos el siguiente isomorfismo:

Hn(E(U, γ∗A)) ' colim
(I,ξ)∈JU

Hn(I, A)

donde Hq(I, A) es la cohomología con coeficientes en A del conjunto simplicial que

indexa, definida en 2.3.20.

Demostración. Recordemos que dado un conjunto simplicial I y A un grupo (abeliano), el gru-

po co-simplicial S(I, A) está dado por S(I, A)n = S(In, A) y las co-caras y co-degeneraciones

dados por pre-composición. Para cada n ≥ 0 por 5.1.14 tenemos un isomorfismo canónico:

colim
(I,ξ)∈JUn

S(I, A) ' E(Un, γ
∗A)

Dado que el funtor prn : JU → JUn es final por el Lema 5.2.12, entonces el morfismo canónico:

colim
(I,ξ)∈JU

S(I, A) // E(U, γ∗A)

es un isomorfismo pues es un isomorfismo en cada grado. Para la segunda afirmación, primero

observemos que la cohomología Hq(I, A) es definida como la cohomología del complejo de

co-cadenas asociado a S(I, A) donde el morfismo de coborde está dado por la suma alternante

de las co-caras. Entonces la afirmación se sigue pues el colímite es filtrante y la cohomología

conmuta con colímites filtrantes de complejos.

Observación 5.2.14. Observemos que el Lema 5.2.13 se generaliza a topos arbitrarios [AM,

Lemma 9.2], esto es, las ecuaciones:

E(U, γ∗A) ' S(γ!(U), A)
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Hn(E(U, γ∗A)) ' Hn(γ!(U), A)

en el caso de topos localmente conexos, pues en este caso JU tiene una indexación inicial, ver

Observación 5.2.4. La única hipótesis extra que ponemos es que U debe ser un objeto simplicial

split, pero como los hipercubrimientos split son iniciales entre los hipercubrimientos, esto no es

un problema.

5.3. Hipercubrimientos indexados

Definición 5.3.1. Dado E γ // S un topos, un hipercubrimiento indexado está dado por una

tripla (U, I, ξ), donde U = U• ∈ sE es un hipercubrimiento, I = I• ∈ sS es un conjunto

simplicial, y ξ : U→ γ∗I es una indexación reducida.

Observación 5.3.2. Consideramos la categoría de hipercubrimientos indexados IHC(E) co-

mo una subcategoría plena de la categoría de familias simpliciales sF(E). Observemos que un

hipercubrimiento indexado es un objeto simplicial en el topos de familias F(E) (con ciertas pro-

piedades extra), sin embargo no es un hipercubrimiento en este topos, pues un hipercubrimiento

in F(E) está dado por (U, I, ξ) con U un hipercubrimiento en sE y I un hipercubrimiento en sS .

Esto fuerza I a ser un complejo de Kan acíclico por lo tanto todos sus grupos de homotopía are

trivial, notemos que en particular el complejo de Čech indexado no es en general un hipercubri-

miento en F(E). En nuestra definición la indexación no es suryectiva en el coesqueleto, por lo

tanto tenemos grupos de homotopía no triviales.

Ejemplo 5.3.3. Dados E γ // S un topos y un cubrimiento U
ξ // // γ∗I , entonces la familia

simplicial (CU,NU, ξ′) definida en el Ejemplo 5.2.8 es un hipercubrimiento indexado.

Observación 5.3.4. (Comparar con [D10, 4.1]) Ahora veamos en detalle que es un hipercubri-

miento indexado en grados bajos, como lo hicimos en 4.1.8.

1. Para n = 0 tenemos que U0 =
∑
i∈I0

Ui // 1 es epimorfo.

2. Para n = 1 tenemos que el morfismo U1 → U0 × U0 es epimorfo. Pero este morfismo es

indexado luego esto dice que para cada (i, j) ∈ I0 × I0 tal que Ui × Uj 6= ∅ entonces el

siguiente morfismo es epimorfo: ∑
i
`→j

U1,`
// Ui × Uj (1)
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3. Para valores de n superiores, podemos usar nuestra descripción del coesqueleto como un

egalizador, tenemos:

(coskn−1U)n //

��

∏
0≤i≤n

Un−1

��

////
∏

0≤i<j≤n
Un−2

��
γ∗(coskn−1I)n //

∏
0≤i≤n

γ∗In−1
////
∏

0≤i<j≤n
γ∗In−2

Notemos quela indexación (coskn−1U)n → γ∗(coskn−1I)n no es reducida en general. Por

tanto para n = 2 podemos describir (cosk1U)2 como el siguiente egalizador:

(cosk1U)2
// U1 × U1 × U1

u0 //
u1

// U0 × U0 × U0

donde u0 = (d1 pr2, d0 pr2, d0 pr1) u1 = (d1 pr1, d1 pr0, d0 pr0) y pri denota la proyección

en la i-esima componente para 0 ≤ i ≤ 2. Se sigue que (cosk1U)2 =
∑

(t,r,`)∈(cosk1I)2

Ptr`

donde (t, r, `) son tales que completan el siguiente diagrama:

i j

k

r

`

t

y Ptr` es el siguiente egalizador:

Ptr` // U1,t × U1,r × U1,`
//// Ui × Uj × Uk

Alternativamente podemos describir Ptr` como el límite del siguiente diagrama:

U1,t

d0,t
}}

d1,t

��

U1,r

d1,r

��

d0,r // Uk

��

U1,`

d0,` //
d1,`

{{

Uj

}}
Ui // 1

Ptr`

��

//

||

U1,t

d0,t
}}

d1,t

��

U1,r

d1,r

��

d0,r // Uk

��

U1,`

d0,` //
d1,`

{{

Uj

}}
Ui // 1

Entonces tenemos que para cada (t, r, `) ∈ (cosk1I)2 tal que Ptr` 6= ∅ el siguiente morfis-

mo es un epimorfismo: ∑
ω

U2,ω
// Ptr` (2)

donde la suma es sobre ω ∈ I2 tal que d0ω = t, d1ω = r y d2ω = `.
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Proposición 5.3.5. Dado E γ // S un topos, entonces la categoría IHC(E)∼ de hipercubrimien-

tos indexados salvo homotopía simplicial es cofiltrante.

Demostración. Dados (U, I, ξ) y (V, J, ρ) dos hipercubrimientos indexados, entonces por el

Teorema 4.1.16 existe un hipercubrimiento W con mofismos W
f // U y W

g // V . Pero por

el Lema 5.2.7 estos mofismos son mofismos de familias para las indexaciones reducidas res-

pectivas en W, como las indexaciones reducidas de W son cofiltrantes por la Proposición 5.2.6,

existe una indexación reducida W
ζ // γ∗K tal que ambos morfismos se vuelven indexados.

Esto es, tenemos morfismos simpliciales α : K → I y β : K → J tales que los siguientes

diagramas conmutan:

W

ζ
��

f // U

ξ
��

γ∗K
γ∗(α)
// γ∗I

W

ζ
��

g // V
ρ
��

γ∗K
γ∗(β)
// γ∗J

Por lo tanto el dual de la Definición 1.2.1.(F1) se sigue.

Ahora, dados dos mofismos paralelos (V, J, ρ)
(f,α)//

(g,β)
// (U, I, ξ) por el Teorema 4.1.16 existe un

hipercubrimiento W, con un mofismo W
u // V y una homotopía simplicial W

h // {∆1,U}

de fu a gu. La indexación en U induce una indexación {∆1,U} ξ∗ // γ∗{∆1, I} , donde estamos

usando que tenemos un isomorismo {∆1, γ∗J} ' γ∗{∆1, I} ya que este es un límite finito en

cada grado por el Corolario 2.3.17 y γ∗ es exacto a izquierda. Pero entonces nuevamente por

la Proposición 5.2.6 y el Lema 5.2.7, existe una indexación reducida (K, ζ) en W tal que los

morfismos h y u se vuelven indexados, i.e. tenemos morfismos simpliciales h̃ : K→ {∆1, I} y

τ : K→ J tales que los siguientes diagramas conmutan:

W

ζ
��

h // {∆1,U}
ξ∗��

γ∗K
γ∗(h̃)

// γ∗{∆1, I}

W

ζ
��

u // V
ρ
��

γ∗K
γ∗(τ)
// γ∗J

Entonces los morfismos fu y gu son también indexados por ατ y βτ y por unicidad de las

indexaciones tenemos que ατ = (d1)∗h̃ y βτ = (d0)∗h̃. Entonces tenemos una homotopía

simplicial indexada entre (fu, ατ) y (gu, βτ), y obtenemos (F1) de la Definición 1.2.1. Se

sigue que IHC(E)∼ es cofiltrante.

Observación 5.3.6. Dado E γ // S un topos y dado que sF(E) es una categoría simplicialmente

enriquecida, entonces la subcategoría plena IHC(E) ⊂ sF(E) es tmabién simplicialmente enri-
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quecida. Por lo tanto hay una 2-categoría asociada IHC(E)2 cuyos homs están dados por aplicar

la categoría fundamental τ1 al hom simplicial, como en la Observación 2.4.7.

Proposición 5.3.7. Dado E γ // S un topos, entonces la 2-categoría IHC(E)2 es 2-cofiltrante.

Demostración. Dada la prueba de la Proposición 5.3.5, solo tenemos que chequear (F2) de

la Definición 1.3.9. La clave es usar de nuevo 4.1.15 de forma inteligente. Supongamos que

tenemos homotopías simpliciales indexadas paralelas como sigue:

(V, J, ρ)

(f,α)

,,

(g,β)

22(h, η) ⇓⇓ (h′, η′) (U, I, ξ)

Entonces hay un morfismo (s0(g, β), (h′, η′), (h, η)) : (V, J, ρ) → ({∂∆2,U}, {∂∆2, I}, ξ′)

donde s0g denota la homotopía constante de g, gráficamente esta es el borde del 2-simplex en

el hom simplicial:

h

h′ s0g

Entonces por la Proposición 4.1.14 y el Lema 4.1.15 hay un morfismo u : W→ V y un relleno

w : W → {∆2,U} tales que d0w = s0gu, d1w = h′u y d2w = hu en el hom simplicial. De

nuevo por la Proposición 5.2.6 y el Lema 5.2.7 hay una indexación (K, ζ) en W tal que ambos

morfismos u y w se vuelven indexados, i.e. tenemos diagramas conmutativos como sigue:

W

ζ
��

w // {∆2,U}
ξ∗��

γ∗K
γ∗(ω)
// γ∗{∆2, I}

W

ζ
��

u // V
ρ
��

γ∗K
γ∗(δ)

// γ∗J

Entonces las 2-celdas (hu, αδ) y (h′u, β, δ) son iguales en IHC(E)2 por la relación de homo-

topía en la categoría fundamental. Si tenemos dos 2-celdas paralelas dadas por homotopías de

complejos formales, por un argumento similar usando los Lemas 4.1.14 y 4.1.15 tenemos un

refinamiento donde podemos componer las homotopías, y lo reducimos al cálculo previo, luego

la 2-categoría es 2-cofiltrante.

Observación 5.3.8. En esta sección no necesitamos el hecho que IHC(E)2 es una 2-categoría

2-cofiltrante, solo la afirmación más débil IHC(E)∼ es cofiltrante. Sin embargo el resultado

2-dimensional será usado en la siguiente sección.
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Teorema 5.3.9. Dados E γ // S un topos, A un grupo abeliano, entonces tenemos un isomor-

fismo:

Hn(E , γ∗A) ' colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)op∼

Hn(I, A)

donde el colímite es indexado sobre la categoría de hipercubrimientos indexados salvo homo-

topía simplicial.

Demostración. Del Teorema de Hypercubrimiento de Verdier 4.2.6, el hecho de que los hiper-

cubrimientos split son iniciales por el Lema 4.1.21 y nuestro cálculo del Lema 5.2.13 obtenemos

el siguiente isomorfismo:

Hn(E , γ∗A) ' colim
U∈HC(E)op∼

Hn(γ∗A(U)) ' colim
U∈HC(E)op∼

colim
(I,ξ)∈JU

Hn(I, A)

Dado un mofismo V
f // U entre hipercubrimientos y una indexación (I, ξ) on U, por el Lema

5.2.7 existe una indexación reducida en V, con un cuadrado conmutativo:

V
ρ
��

f // U

ξ
��

γ∗J
γ∗(α)
// γ∗I

Si [ω] ∈ Hn(J, A) es representada por una función ω : In → A, entonces por precomposi-

ción obtenemos una función Jn
αn // In

ω // A . Esto define una clase cohomológica [ωαn] ∈

Hn(J, A) y [ωαn] representa f ∗[ω] ∈ Hn(γ∗A(V)) pues el siguiente diagrama es conmutativo:

Vn
ρn
��

fn // Un
ξn��

γ∗Jn
γ∗(αn)//

γ∗(ωαn) --

γ∗In
γ∗(ω)
��

γ∗A

De hecho, [ω] como clase enHn(γ∗A(U)) es representada por el morfismo Un
ξn // γ∗In

γ∗(ω)// γ∗A ,

se sigue que f ∗[ω] = [γ∗(ω)ξnfn] = [γ∗(ωαn)ρn] ∈ Hn(γ∗A(V)).

Por la construcción del colímite filtrante de grupos abelianos, se sigue que una clase de coho-

mología [ω] ∈ Hn(E , γ∗A) se representa por algún [ω] ∈ Hn(I, A) para un hipercubrimiento U

y una indexación (I, ξ) of U. Dos clases cohomológicas [ω] ∈ Hn(I, A) y [τ] ∈ Hn(J, A) para

hipercubrimientos U,V con indexations respectivas (I, ξ) y (J, ρ) son iguales en Hn(E , γ∗A) si

hay un hipercubrimiento W, con mofismos W
f // U y W

g // V tales que f ∗[ω] = g∗[τ] ∈
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Hn(γ∗A(W)). Pero por el mismo argumento dado en la Proposición 5.3.5 se sigue que exis-

te una indexación W
ζ // γ∗K tal que ambos morfismos f y g se vuelven indexados, i.e. hay

morfismos simpliciales α : K → I y β : K → J tales que ξf = γ∗(α)ζ y ρg = γ∗(β)ζ . Tam-

bién, dado que f ∗[ω] = g∗[τ] ∈ Hn(γ∗A(W)), refinando la indexación en W si es necesario,

podemos suponer que [ωαn] = [τβn] ∈ Hn(K, A).

Por otra parte, describimos el colímite filtrante colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)op∼

Hn(I, A). Un elemento es re-

presentado por una clase [ω] ∈ Hn(I, A) para (U, I, ξ) un hipercubrimiento indexado, don-

de [ω] ∈ Hn(J, A) y [τ] ∈ Hn(J, A) para (U, I, ξ), (V, J, ρ) respectivamente son identifica-

dos si existe un hipercubrimiento indexado (W,K, ζ) con mofismos (W,K, ζ)
(f,α) // (U, I, ξ) ,

(W,K, ζ)
(g,β) // (V, J, ρ) tales que [ωαn] = [τβn] ∈ Hn(K, A). Se sigue que tenemos un iso-

morfismo:

colim
U∈HC(E)op∼

colim
(I,ξ)∈JU

Hn(I, A) ' colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)op∼

Hn(I, A)

Esto completa la demostración.

Definición 5.3.10. Dado E γ // S un topos, entonces el pro-objeto Ver(E) = (I)(U,I,ξ)∈IHC(E)op∼

en la categoría homotópica de conjuntos simpliciales es llamado el tipo homotópico Étale or

funtor de Verdier del topos.

Observación 5.3.11. Se sigue directamente de la Observación 5.2.4 que nuestra definición del

funtor de Verdier generaliza a la definición para topos localmente conexos de M. Artin y B.

Mazur. Esto es, hay un isomorfismo de pro-objetos Ver(E) '
∏
E donde

∏
E es el pro-objeto

definido en [AM, §9].

Observación 5.3.12. Notemos que el Teorema 5.3.9 dice que el tipo homotópico étale determi-

na la cohomología con coeficientes constantes del topos por la fórmula:

Hn(E , γ∗A) ' Hn(π(E), A)

Esta ecuación generaliza [AM, Corollary 9.3].

Observación 5.3.13. Dado E γ // S un topos con un punto geométrico S p // E , recordemos

que un hipercubrimiento punteado es un hipercubrimiento U con una elección de un vértice

x ∈ p∗U0. Observemos que dado un objeto U con una indexación U
ξ // γ∗I , entonces un

elemento x ∈ p∗U determina un elemento ξ(x) ∈ I , aplicando la función p∗U
p∗ξ // p∗γ∗I ' I .
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Por lo tanto un hipercubrimiento indexado (U, I, ξ) que es además punteado por x ∈ p∗U0 da

lugar a conjunto simplicial punteado (I, ξ(x)). Entonces el funtor de Verdier determina un pro-

objeto en la categoría homotópica de conjuntos simpliciales punteados. Luego se pueden definir

los pro-grupos de homotopía:

πn(E , p) = (πn(I, ξ(x)))(U,I,ξ,x)∈IHC∗(E)op∼

donde IHC∗(E)op∼ denota la categoría de hipercubrimientos indexados punteados.

Ahora mostremos que el tipo homotópico étale del topos determina el π0 del topos. Recor-

demos la siguiente definición de [Exposé IV, Exercice 8.7][SGA4-1].

Definición 5.3.14. Dado E γ // S un topos, entonces π0(E) se define como el pro-conjunto que

representa al funtor γ∗γ∗ : S → S.

El funtor γ∗γ∗ es pro-representable si y solo si existe (Si)i∈I ∈ Pro(S) tal que:

γ∗γ
∗(T ) = E(1, γ∗(T )) ' Pro(S)((Si)i∈I , T ) ' colim

i∈I
S(Si, T )

natural en T ∈ S . Pero en el Lema 5.1.13 vimos más generalmente que el funtor γ∗ tiene un

pro-adjunto a izquierda y en particular tenemos que π0(E) = (I)(I,ξ)∈J donde Jop es el poset de

indexaciones reducidas del objeto terminal. Ahora mostremos quet π0(E) puede ser calculado

del tipo homotópico étale Ver(E).

Proposición 5.3.15. Dado E γ // S un topos, entonces π0(E) ' (π0(I))(U,I,ξ)∈IHC(E)op∼ donde

π0(I) es el conjunto de componentes conexas del conjunto simplicial que indexa, en otras pala-

bras, π0(E) se calcula al aplicar π0 al tipo homotópico étale, i.e. π0(E) ' π0(Ver(E)).

Demostración. Dado (U, I, ξ) un hipercubrimiento indexado, consideremos π0(I) el conjunto

de components conexas de I, este está dado por el siguiente coegalizador:

I1

d0 //

d1

// I0
// π0(I)

También, el siguiente diagrama es un coegalizador:

U1

d0 //

d1

// U0
! // 1
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Esto vale pues U es un hipercubrimiento y entonces U0 → 1 es epimorfo, por lo tanto es el

coegalizadr de U0 × U0

pr0 //
pr1
// U0 . Dado que U1 → U0 × U0 es epimorfismo, entonces el objeto

terminal es el coegalizador de d0 y d1. Pero entonces tenemos el siguiente morfismo:

U1

d0 //

d1

//

ξ1
��

U0
//

ξ0
��

1

∃! ξ̂
��

γ∗I1
//// γ∗I0

// γ∗π0(I)

Entonces dado un hipercubrimiento indexado obtenemos una indexación ξ̂ : 1→ γ∗π0(I). Más

aún esta es reducida pues la función I0 → π0(I) es sobreyectiva. También, dada una indexación

reducida del objeto terminal ξ : 1 → γ∗I tenemos un hipercubrimiento indexado al tomar U

el objeto simplicial constante en el objeto terminal, y I el conjunto simplicial constante en el

conjunto I . En efecto, esto es simplemente el complejo de Čech asociado con el cubrimien-

to disjunto 1 =
∑
i∈I
Ui. Entonces, definimos el funtor φ : IHC(E)∼ → Jop como arriba, i.e.

φ(U, I, ξ) es la indexación ξ : 1 → γ∗π0(I). Luego es suficiente mostrar que el funtor φ is ini-

cial, pero es suryectivo en los objetos pues cualquier indexación del objeto terminal se obtiene

vía φ por su complejo de Čech y como Jop es un poset esto es suficiente.

Ejemplo 5.3.16. Dado X un espacio topológico punteado, consideremos E = Sh(X) el topos

de haces asociado. Entonces tenemos una definición de los pro-grupos de homotopía que son

denotados por
∨
πn(X). Estos pro-grupos coinciden con los grupos de homotopía cuando el espa-

cio es paracompacto y localmente contráctil por [AM, Theorem 12.1]. Como nuestra definición

no requiere que el espacio sea localmente conexo, estos pro-grupos son adecuados para nuevos

estudios en Teoría de la Forma (ver [CP89] or [EH80]), donde la teoría de Artin-Mazur no era

aplicable.

Ejemplo 5.3.17. Dado X un esquema, consideremos E = Sh(Et(X), J) el topos de haces

en su sitio étale. Entonces por medio de la Definición 5.3.10 se tiene un pro-objeto asociado

en la categoría homotópica que por simplicidad se denota en este caso como Xet. Como fué

observado en [AM] para que este topos sea localmente conexo es suficiente que X sea un

esquema localmente noetheriano, por tanto con nuestra teoría es posible sacar esta hipótesis.
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6. El grupoide fundamental

6.1. Hipercubrimientos indexados y descenso

Proposición 6.1.1. Dado E γ // S un topos y U
ξ // γ∗I un hipercubrimiento indexado. Su-

pongamos que nos dan 1-simplices (t, r, `) ∈ (cosk1I)2 que forman un diagrama como el si-

guiente:

i j

k

r

`

t

Si Ptr` 6= ∅ entonces [r] = [t][`] como elementos de τ1I (ver Proposición 2.4.3), donde Ptr`

es la componente de (cosk1U)2 indexada por (t, r, `) definida explícitamente en la Observación

5.3.4.

Demostración. Vamos a mostrar que hay un 2-simplex ω ∈ I2 que llena este borde, i.e. tal que

(d0, d1, d2)(ω) = (t, r, `). Recordemos que Ptr` es el límite del diagrama dado por:

Ptr`

��

//

||

U1,t

d0,t
||

d1,t

��

U1,r

d1,r

��

d0,r // U0,k

��

U1,`

d0,` //
d1,`

||

U0,j

||
U0,i

// 1

Pero dado que (U, I, ξ) es un hipercubrimiento indexado, se sigue que el morfismo:∑
ω

U2,ω
// Ptr`

es un epimorfismo, donde la suma es sobre ω ∈ I2 tal que (d0, d1, d2)(ω) = (t, r, `). Como

Ptr` 6= ∅, entonces hay un U2,ω 6= ∅ para algún ω ∈ I2 que llena el borde (t, r, `). Luego por

definición [r] = [t][`] como elementos de τ1I.

Proposición 6.1.2. Dado E γ // S un topos y U
ξ // γ∗I un hipercubrimiento indexado. Dados

dos 1-simplices paralelos i
` //
t
// j en I, tales que el siguiente pullback es no vacío:

P
ut //

u`
��

U1,t

(d1,t,d0,t)
��

U1,`
(d1,`,d0,`)

// U0,i × U0,j

Entonces [`] = [t] como elementos de la categoría fundamental τ1I.
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Demostración. Consideremos r = s0(i) ∈ I1 y (t, `, r) ∈ (cosk1I)2, gráficamente:

i i

j

`

s0(i)

t

Afirmamos que Pt`r 6= ∅, donde Pt`r es la componente de (cosk1U)2 indexada por (t, `, r) defi-

nida explícitamente en la Observación 5.3.4. Para esto consideremos los siguientes morfismos:

P

ur
��

ut //
u`
||

U1,t

d0,t
||

d1,t

��

U1,`

d1,`

��

d0,` // U0,j

��

U1,r

d0,r //
d1,r

||

U0,i

||
U0,i

// 1

donde ur = s0,id1,`u`. Esto define un cono del diagrama, para ver esto recordemos que por

definición de P tenemos que d1,`u` = d1,tut y d0,`u` = d0,tut los cuales ya nos dan la conmuta-

tividad de la cara de arriba. Las otras caras son:

d1,rur = d1,rs0,id1,`u` = d1,`u`

d0,rur = d0,rs0,id1,`u` = d1,tut

Como P 6= ∅ entonces Pt`r 6= ∅. Luego por la Proposición 6.1.1 se sigue que [`] = [t] in

τ1I.

Proposición 6.1.3. Dados E γ // S un topos y U
ξ // γ∗I un hipercubrimiento indexado. En-

tonces la categoría fundamental τ1I es un grupoide.

Demostración. Dado i ` // j un 1-simplex en I, entoncesU0,i×U0,j 6= ∅. LuegoU0,j×U0,i 6= ∅,

y tenemos un epimorfismo: ∑
j
t→i

U1,t
// U0,j × U0,i

Entonces hay un 1-simplex j
t // i tal que el siguiente pullback is no vacío:

P
ut //

u`
��

U1,t

(d0,t,d1,t)
��

U1,`
(d1,`,d0,`)

// U0,i × U0,j
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Ahora consideremos r = s0(i) ∈ I1 y (t, r, `) ∈ (cosk1I)2, gráficamente:

i j

i

s0(i)

`

t

Definimos ur : P → U1,r como ur = s0,id1,`u`. Chequeemos que esto define un cono del

diagrama:

P

u`
��

ut //
ur
||

U1,t

d0,t
||

d1,t

��

U1,r

d1,r

��

d0,r // U0,j

��

U1,`

d0,` //
d1,`

||

U0,i

||
U0,i

// 1

Para esto observemos que por definición de P tenemos que d1,`u` = d0,tut y d0,`u` = d1,tut los

cuales ya nos dan la conmutatividad de la cara de atrás. Las otras caras son:

d1,rur = d1,rs0,id1,`u` = d1,`u`

d0,rur = d0,rs0,id1,`u` = d0,tut

Como P 6= ∅ entonces Ptr` 6= ∅. Se sigue de la Proposición 6.1.1 que [t][`] = 1 en τ1I. Si en su

lugar consideramos (`, s0(j), t) ∈ (cosk1I)2, por el mismo argumento [`][t] = 1 en τ1I, luego

τ1I es un grupoide.

Definición 6.1.4. [S87, p. 54] Un diagrama pseudo-cosimplicial truncado de categorías X

consiste de un diagrama de funtores

X0

d∗0 //

d∗1

// X1s∗0oo

d∗0 //
d∗1 //

d∗2

//
X2

con isomorfismos naturales d∗jd
∗
i

τi,j+3 d∗i d
∗
j−1 para i < j y 1X0

τi +3 s∗0d
∗
i para i = 1, 2. Esto es

lo mismo que un pseudo-funtor ∆<2
X // CAT donde ∆<2 es la subcategoría de ∆≤2 con todos

los objetos y todos los morfismos excepto las codegeneraciones si : [2]→ [1] i = 0, 1.

Un X-dato de descenso está dado por (X,φ) donde X ∈ X0 y d∗1X
φ // d∗0X un isomorfismo

en X1 que satisface la condición de cociclo y la identidad

d∗0(φ) τ0,2,X d
∗
2(φ) = τ1,2,X d

∗
1(φ) τ0,1,X en X2, s∗0(φ) = τ1,Xτ

−1
0,X en X0

Gráficamente, los siguientes diagramas conmutan:
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d∗1d
∗
1X

d∗1φ // d∗1d
∗
0X

τ

&&
d∗2d
∗
1X

d∗2φ &&

τ
88

d∗0d
∗
0X

d∗2d
∗
0X τ

// d∗0d
∗
1X

d∗0φ

88
s∗0d
∗
1X

s∗0φ // s∗0d
∗
0X

X
τ

;;

τ

cc

Estos objetos forman la categoría de datos de descenso DX, donde una flecha (X,φ) → (Y, ψ)

está dada por un morfismo f : X → Y ∈ X0 tal que el siguiente diagrama conmuta

d∗1X
φ //

d∗1f ��

d∗0X

d∗0f��
d∗1Y

ψ // d∗0Y

y tenemos un funtor obvio DX
δ // X0 que se olvida del dato de descenso. Esto es una especie

de “egalizador” de d∗0 y d∗1, en efecto la categoría DX es equivalente al pseudo-límite del dia-

grama pseudo-cosimplicial (es el bilímite de este diagrama). Dada una categoría Y y un funtor

Y
ϕ // X0 con un isomorfismo natural d∗1ϕ

σ +3 d∗0ϕ satisfaciendo la condición de cociclo y la

identidad, entonces se induce un funtor Y
ϕ̃ // DX y un diagrama conmutativo como sigue:

DX
δ // X0

d∗0 //

d∗1

// X1s∗0oo

d∗0 //
d∗1 //

d∗2

//
X2

Y

ϕ

<<

ϕ̃

OO

Decimos que ϕ es de descenso si ϕ̃ es plenamente fiel y es de descenso efectivo si ϕ̃ es una

equivalencia.

Esta definición general puede parecer engorrosa, pero en la práctica la mayoría de los casos

están dados por categorías fibradas y un objeto simplicial en la categoría de base donde todos

los isomorfismos τ’s provienen de la pseudo-funtorialidad.

Definición 6.1.5. Dados una categoría fibrada F p // C y un objeto simplicial (truncado) U ∈

sC, entonces tenemos un diagrama pseudo-cosimplicial truncado de categorías

FU0

d∗0 //

d∗1

// FU1
s∗0oo

d∗0 //
d∗1 //

d∗2

//
FU2

U0 s0 // U1
d1

oo

d0oo
U2

d2

oo
d1

oo

d0oo
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En este caso hablamos de U-datos de descenso para F , y denotamos la categoría DF ,U (cuando

sea claro por el contexto podríamos simplemente llamarla DU). Usualmente se tiene un objeto

simplicial aumentado, i.e. tenemos un objeto U y un morfismo U0
f // U tal que fd0 = fd1 y

estamos interesados en saber si f ∗ es de descenso (efectivo) .

Recíprocamente, dado un morfismo U0
f // U en C se tiene asociado un complejo de Čech

aumentado, decimos que F p // C es de descenso (resp. descenso efectivo) para U0
f // U si

f ∗ es de descenso (resp. descenso efectivo) con respecto al complejo de Čech.

Ejemplo 6.1.6. Dada una categoría C con pullbacks, consideremos la categoría C2 de morfismos

en C, entonces el funtor codominio t : C2 → C define una categoría fibrada. En particular, dado

E γ // S un topos y un cubrimiento U // // 1 , consideremos su complejo de Čech asociado

CU ∈ sE , entonces tenemos el siguiente diagrama:

DCU
δ // E/U

d∗0//

d∗1

// E/(U × U)s∗0oo

d∗0 //
d∗1 //

d∗2

//
E/(U × U × U)

E
rCU

OO

U∗

;;

Es bien sabido que los epimorfismos son de descenso efectivo para esta fibración, i.e. el funtor

rCU es una equivalencia de categorías. Podemos describir explícitament un dato de descenso

en este caso, supongamos que U =
∑
i∈I
Ui, entonces un dato de descenso (X,φ) está dado por

Xi ∈ E/Ui para i ∈ I , e isomorfismos Xi × Uj
φji // Xj × Ui tales que el siguiente diagrama

conmuta:

Xi × Uj
φji //

��

Xj × Ui

��
Ui × Uj τ // Uj × Ui

La condición de cociclo dice que el siguiente diagrama conmuta:

Xi × Uk × Uj
φki×Uj // Xk × Ui × Uj

Xk×τ
**

Xi × Uj × Uk

φji×Uk **

Xi×τ 44

Xk × Uj × Ui

Xj × Ui × Uk Xj×τ
// Xj × Uk × Ui

φkj×Ui

44

Ejemplo 6.1.7. Otro ejemplo es el dado por considerar la categoría fibrante sobre conjuntos

F p // S donde la fibra sobre un conjunto I es F(I) = S/I , i.e. la categoría de familias
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I-indexadas. Dado un conjunto simplicial I ∈ sS, entonces se obtiene un diagrama pseudo-

cosimplicial:

S/I0

d∗0 //

d∗1

// S/I1s∗0oo

d∗0 //
d∗1 //

d∗2

//
S/I2

Por tanto, un I-dato de descenso está dado por una familia S // I0 y una biyección d∗1S
φ // d∗0S

en S/I1 satisfaciendo la condición de cociclo y la identidad. Esto es lo mismo que conjuntos

Si para i ∈ I0 y biyecciones Si
φ` // Sj para cada 1-simplex i

` // j sujeto a φs0(i) = 1 para

i ∈ I0 y dado un 2-simplex ω con (d0, d1, d2)(ω) = (t, r, `) entonces φr = φtφ`, gráficamente:

i j

k

r

`

tω

Luego se sigue que la categoría de datos de descenso DI es isomorfa a la categoría (topos)

B(π1I) de acciones del grupoide fundamental de I.

La siguiente Proposición de [AM] nos dice que bajo hipotésis razonables la categoría de

datos de descenso para un hipercubrimiento y su 0-coesquelo son equivalentes.

Proposición 6.1.8. [AM][Proposition 10.3] Dado E γ // S un topos, U un hipercubrimiento y

F p // E una categoría fibrada la cual es una categoría de descenso respecto a los epimorfis-

mos, entonces el morfismo U → cosk0U induce una equivalencia entre U-datos de descenso y

cosk0U-datos de descenso para F , esto es

DF ,U ' DF ,cosk0U

Demostración. Como U2 → (cosk1U)2 es un epimorfismo y F p // E es una categoría de

descenso, entonces la condición de cociclo vale en U si y solo si vale en cosk1U. Entonces

podemos reemplazar U por cosk1U.

Recordemos que un elemento X
x // (cosk1U)2 es una tupla X

(x0,x1,x2) // U1 × U1 × U1 , tal
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que d0x0 = d0x1, d1x0 = d0x2 y d1x1 = d1x2. Consideremos el siguiente diagrama,

U1 ×
(U0×U0)

U1

δ0

��

δ1

��

u

��
U0 s0 // U1

(d1,d0)

��

d1

oo

d0oo
U2

ε

��

d2

oo
d1

oo
d0oo

U

ε

��
U0 s0 // U0 × U0

d1

oo

d0oo
U0 × U0 × U0

d2

oo
d1

oo
d0oo

cosk0U

Notemos que un elemento X
(x,y)// U1 ×

(U0×U0)
U1 , está dado por (x, y) ∈ U1 × U1 tal que dix =

diy con i = 0, 1. El morfismo u está definido como sigue: u(x, y) = (y, x, s0d1x), esto está

bien definido por las identidades simpliciales y la descripción de (cosk1U)2. Los morfismos δ0

y δ1 están definidos por δ0(x, y) = y, δ1(x, y) = x. El morfismo ε está dado por la fórmula:

ε(x0, x1, x2) = (d1x2, d0x2, d0x1) = (d1x1, d1x0, d0x0)

Dado un dato de descenso (X,φ) en cosk0U, entonces esta induce un dato de descenso en U via

ε∗. Además, φ está unívocamente determinada por su pullback en U1 pues U1
(d1,d0)// U0 × U0

es un epimorfismo y F p // E es una categoría de descenso. Recíprocamente, dado un da-

to de descenso (X,φ) en U, tenemos que descender φ de U1 a U0 × U0, luego tenemos que

mostrar que δ0φ = δ1φ. Por otro lado si φ desciende la condición de cociclo va a valer pues

U2
ε // U0 × U0 × U0 es un epimorfismo, esto se sigue por el Lema 4.1.15 cuando se con-

sidera la inclusión sk0∆2 � � // sk1∆2 para U ya que en grado cero la definición de morfismo

especial nos dice que (cosk1U)2
ε→ (cosk0U)2 es un epimorfismo. Ahora provemos que φ des-

ciende, primero observemos que δ0 = d0u, δ1 = d1u y s0d1δ1 = d2u. pero de la condición de

cociclo d∗1φ = d∗0(φ) d∗2(φ), aplicando u∗ tenemos:

δ∗1φ = u∗d∗1φ = u∗d∗0(φ)u∗d∗2(φ) = δ∗0φ (δ∗1d
∗
1s
∗
0φ)

Es suficiente ver que d∗1s
∗
0φ = 1, pero de nuevo por la condición de cociclo y las identidades

simpliciales calculamos

φ = (d1s0)∗φ = s∗0d
∗
1φ = s∗0d

∗
0(φ) s∗0d

∗
2(φ) = (d0s0)∗(φ) (d2s0)∗(φ) = φ (s0d1)∗(φ)
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y como φ es inversible d∗1s
∗
0φ = 1. Entonces φ desciende a U0 × U0 y tenemos la equivalencia.

Ahora recordaremos algunas propiedades de funtorialidad de la categoría de datos de des-

censo.

Lema 6.1.9. Dada F p // C una categoría fibrada y dado V
f // U un morfismo de objetos

simpliciales en C, entonces hay un funtor inducido DF ,U
f∗ // DF ,V .

Demostración. Dado (X,φ) ∈ DF ,U un dato de descenso, definimos f ∗(X,φ) como el objeto

f ∗X = f ∗0X ∈ FV0 con el isomorfismo d∗1f
∗X

τ' f ∗1d
∗
1X

f∗1 φ→ f ∗1d
∗
0X

τ' d∗0f
∗X que denotamos

f ∗φ. Un morfismo (X,φ)
θ→ (Y, ψ) ∈ DF ,U induce un morfismo f ∗X

f∗θ→ f ∗Y ∈ FV0 , es un

morfismo de datos de descenso pues el siguiente diagrama conmuta:

d∗1f
∗X

d∗1f
∗θ

//

τ

&&

f∗φ

��

d∗1f
∗Y

τ

xx

f∗ψ

��

f ∗d∗1X
f∗1 d
∗
1θ //

f∗1 φ ��

f ∗d∗1Y

f∗1ψ��
f ∗d∗0X

f∗1 d
∗
0θ // f ∗d∗0Y

d∗0f
∗X

d∗0f
∗θ

//

τ
88

d∗0f
∗Y

τ
ff

Alternativamente, esto también se sigue de forma abstracta de la propiedad universal del bilí-

mite.

Lema 6.1.10. Dada F p // C una categoría fibrada y dada una homotopía simplicial V
f

⇓h
//

g
// U

entre morfismos de objetos simpliciales en C, entonces hay una transformación natural inducida

DF ,U
f∗

⇓h∗
//

g∗
// DF ,V .

Demostración. Supongamos dada la homotopía simplicial hi : Vn → Un+1 como en la Propo-

sición 2.3.21. Dado (X,φ) ∈ DF ,U, como h0 : V0 → U1 es tal que d1h0 = f0 y d0h0 = g0,

obtenemos el siguiente isomorfismo:

f ∗X
τ' h∗0d

∗
1X

h∗0φ−→ h∗0d
∗
0X

τ' g∗X

Tenemos que mostrar que esto define un isomorfismo natural h∗ entre los funtores f ∗ y g∗.

Primero veamos que este mapa define un morfismo en DF ,V. Por simplicidad excluimos los
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isomorfismos de pseudo funtorialidad τ del cálculo. Queremos ver que el siguiente diagrama

conmuta:

d∗1f
∗X

d∗1h
∗φ
//

f∗φ
��

d∗1g
∗X

g∗φ
��

d∗0f
∗X

d∗0h
∗φ
// d∗0g

∗X

Para ver esto, dado hi : V1 → U2 recordemos las identidades:

d0h0 = g1, d2h0 = h0d1, d0h1 = h0d0, d2h1 = f1, d1h0 = d1h1

Entonces calculamos:

d∗0h
∗φ f ∗φ = h∗1d

∗
0φh

∗
1d
∗
2φ = h∗1d

∗
1φ = h∗0d

∗
1φ = h∗0d

∗
0φh

∗
0d
∗
2φ = g∗φ d∗1h

∗φ

Dado que f ∗
τ' h∗0d

∗
1 y g∗

τ' h∗0d
∗
0 y dado un morfismo (X,φ)

θ→ (Y, ψ) ∈ DF ,U la naturalidad

de h∗ se debe al siguiente diagrama conmutativo:

h∗0d
∗
1X

h∗0d
∗
1θ //

h∗0φ ��

h∗0d
∗
1Y

h∗0ψ��
h∗0d

∗
0X

h∗0d
∗
0θ // h∗0d

∗
0Y

Lema 6.1.11. Dada F p // C una categoría fibrada y dadas homotopías simpliciales V
f

⇓h
//

f ′
// U ,

V
f ′

⇓h′
//

f ′′
// U y V

f

⇓h′′
//

f ′′
// U entre morfismos de objetos simpliciales en C. Si existe un morfismo

w0 : V0 → U2 tal que d0w0 = h′′0, d1w0 = h0 y d2w0 = h′0, entonces la transformación natural

inducida h∗ es igual a la composición vertical (h′′)∗ ◦ (h′)∗.

Demostración. Excluyendo los isomorfismos de pseudo funtorialidad la transformación natural

h∗ está dada en un objeto de descenso (X,φ) ∈ DF ,U por h∗0φ. But dado (X,φ) tenemos d∗1φ =

d∗0φ ◦ d∗2φ. Entonces obtenemos que w∗0d
∗
1φ = w∗0d

∗
0φ ◦ w∗0d∗2φ, por lo tanto h∗0φ = (h′′0)∗φ ◦

(h′0)∗φ.

Proposición 6.1.12. Dada F p // C una categoría fibrada, entonces la asignación (sC)2
// CATop

dada por U 7→ DU define un 2-funtor, donde (sC)2 es la 2-categoría definida en la Observación

2.4.7.

115



Demostración. Se sigue directamente de los Lemas 6.1.9, 6.1.10 y 6.1.11 que este es un 2-

funtor.

Notación 6.1.13. De ahora en mas dado E γ // S un topos y (U, I, ξ) un hipercubrimiento in-

dexado, denotamos porDU a la categoría de datos de descenso para el complejo U y la fibración

codominio, i.e. el dato de descenso de la categoría cosimplicial E/U. También denotamos DI a

la categoría de datos de descenso para la categoría cosimplicial S/I.

Lema 6.1.14. Dado E γ // S un topos y (V, J, ρ)
(f,α)// (U, I, ξ) un morfismo entre hipercubri-

mientos indexados. Entonces el siguiente diagrama conmuta salvo isomorfismo canónico:

DU

f∗ // DV

⇐ τ

DI
α∗ //

ξ∗

OO

DJ

ρ∗

OO

donde las categorías DU,DI, etc., están definidas como en la Notación 6.1.13. Además, dada

una homotopía simplicial (V, J, ρ)
(f,α)

⇓(h,η)
//

(g,β)
// (U, I, ξ) , tenemos:

DU
f∗
//

g∗

⇑h∗
//
DV

⇐
DI

α∗ //

ξ∗
OO

DJ

ρ∗
OO

=

DU

g∗

⇐ // DV

DI
α∗
//

β∗

⇑η∗
//

ξ∗

OO

DJ

ρ∗

OO

Demostración. Los funtores horizontales f ∗ y α∗ son inducidos por f y α respectivamente

por el Lema 6.1.9. Los morfismos verticales ξ∗ (resp. ρ∗) están definidos como sigue: dado

(S → I0, σ) ∈ DI un dato de descenso para el diagrama cosimplicial S/I, entonces aplicando

γ∗ obtenemos un dato de descenso en E/γ∗I, explícitamente dado por el morfismo γ∗S →

γ∗I0 y el isomorfismo γ∗(σ) : d∗1γ
∗S → d∗0γ

∗S sobre γ∗I1. Luego el funtor ξ∗ resulta de

aplicar el Lema 6.1.9 al morfismo simplical U
ξ // γ∗I . Explícitamente, el objeto ξ∗(S →

I0, σ) está dado por γ∗S ×
γ∗I0

U0 → U0 ∈ E/U0 con el cociclo γ∗(σ) ×
γ∗I0

U1. El isomorfismo

canónico f ∗ξ∗
τ' ρ∗α∗ simplemente se sigue de la ecuación ξf = ργ∗(α), es un isomorfismo

de pseudo-funtorialidad dado por un isomorfismo de pullbacks. Ahora, dada una homotopía

simplicial (V, J, ρ)
(f,α)

⇓(h,η)
//

(g,β)
// (U, I, ξ) chequeamos que los isomorfismos naturales de ρ∗α∗ a g∗ξ∗

de la afirmación son iguales. Dado que (h, η) es una homotopía simplicial el siguiente diagrama
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conmuta para todo n ≥ 0:

Vn
hi //

ρn
��

Un+1

ξn+1��
γ∗Jn

γ∗(ηi)
// γ∗In+1

donde los hi’s y los ηi’s son como en la Proposición 2.3.21. Dado un dato de descenso (S →

I0, σ) ∈ DI, el lado izquierdo está dado por la siguiente composición:

ρ∗α∗S
τ' f ∗ξ∗S

τ' h∗0d
∗
1ξ
∗S

h∗0ξ
∗σ
−→ h∗0d

∗
0ξ
∗S

τ' g∗ξ∗S

Mientras que el lado derecho está dado por la composición:

ρ∗α∗S
τ' ρ∗η∗0d

∗
1S

ρ∗η∗0σ−→ ρ∗η∗0d
∗
0S

τ' ρ∗β∗S
τ' g∗ξ∗S

Ahora, este es el mismo isomorfismo por la ecuación ξ1h0 = γ∗(η0)ρ0 y pseudo-funtorialidad.

Observación 6.1.15. Dado E γ // S un topos y U un hipercubrimiento, entonces es bien sabido

que el funtor de localización E → E/U0 dado por X 7→ X ×U0 es de descenso efectivo para la

fibración codominio. Entonces tenemos una equivalencia de categorías E
rU
// DU

glUoo que llama-

mos pegado y restricción, donde DU es como en la Notación 6.1.13. El funtor de restricción rU

es canónico, dado por pullback a lo largo del morfismo U0 → 1 y el dato de descenso dado por

pseudo-funtorialidad. Además, elegimos isomorfismos naturales glUrU
εU⇒ IdE y IdDU

ηU⇒ rUglU

tales que ellos dan una adjunción glU a rU que es también una equivalencia. Dado otro hiper-

cubrimiento con un morfismo V
f // U , entonces hay un isomorfismo natural f ∗rU

τ' rV, dado

por pseudo-funtorialidad. Más aún, dada una homotopía simplicial V
f

⇓h
//

g
// U el siguiente dia-

grama conmuta:

f ∗rU
τ +3

h∗rU ��

rV

g∗rU
τ

8@

Para ver esto recordemos que el isomorfismo natural h∗ definido en el Lema 6.1.10 está dado

por los isomorfismos de pseudo funtorialidad y h∗0φ, donde h0 : V0 → U1. Pero en el caso

de un dato de descenso dado para rUX = X × U0 con X ∈ E y el cociclo φ dado por un

isomorfismo de pseudo funtorialidad, entonces por coherencia el isomorfismo h∗rU es el mismo

que f ∗rU
τ' rV

τ' g∗rU.
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Proposición 6.1.16. Dado E γ // S un topos, hay un 2-funtor IHC(E)2
D // TopS dado por

(U, I, ξ) 7→ DI. Además, el topos E define un pseudo-cono E λI // DI para el funtor.

Demostración. Dado un hipercubrimiento indexado (U, I, ξ) el 2-funtorD lo mapea a la catego-

ríaDI. Observemos que esto es simplemente una composición de la proyección IHC(E)2 → sS2

dada por (U, I, ξ) 7→ I y entonces tenemos el 2-funtor de descenso sS2 → CATop asociado con

la fibración codominio de la Proposición 6.1.12. Ahora mostremos que esta construcción cae en

topos y funtores imagen inversa de morfismos geométricos. Recordemos del Ejemplo 6.1.7 que

esto es simplemente el topos clasificante B(π1I) de familias de conjuntos I0-indexadas con una

acción a izquierda del grupoide fundamental π1I. Dado un morfismo (V, J, ρ)
(f,α)// (U, I, ξ) ,

entonces este induce un funtor DI
α∗ // DJ dado por el Lema 6.1.9, o equivalentemente por

pre-composición con el funtor π1J
α // π1I . El funtor α∗ tiene adjuntos a izquierda y a derecha

α! a α∗ a α∗ dados respectivamente por las extensiones de Kan a izquierda y a derecha, ver

Ejemplo 3.3.3.5, luego define un morfismo geométrico DJ
α // DI . Se sigue que tenemos un

2-funtor IHC(E)2
D // TopS .

Recordemos el funtor DI

ξ∗ // DU definido en la demostración del Lema 6.1.14. Vamos a mos-

trar que la composición λ∗I := glUξ
∗ : DI → E define un pseudo-cono. Para ver que los funtores

λI son morfismos geométricos es suficiente chequear que DI

ξ∗ // DU es la imagen inversa de

un morfismo geométrico. Pero esto se sigue ya que tenemos un morfismo de topos simpliciales

ξ : E/U→ S/I, gráficamente:

DU

ξ

��

E/U0

ξ0

��

oo s0 // E/U1

ξ1

��

d1

oo

d0oo
E/U2

ξ2

��

d2

oo
d1
oo
d0oo

U

ξ

��
DI S/I0
oo s0 // S/I1

d1

oo

d0oo
S/I2

d2

oo
d1

oo
d0oo

γ∗I

Además el topos de datos de descenso es el colímite en TopS del diagrama simplicial de topos,

ver [Mo88, 3.2] para mas detalles. Luego ξ∗ es la imagen inversa de un morfismo geométrico.

Dado un morfismo (V, J, ρ)
(f,α)// (U, I, ξ) necesitamos definir un isomorfismo natural λα que

completa el diagram como sigue:

DJ

λ∗
J

��
⇒ λ∗α E

DI

α∗

OO

λ∗
I

GG
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Recordemos la adjunción equivalencia E
rU
// DU

glUoo de la Observación 6.1.15, entonces el iso-

morfismo λ∗α estará dado por la siguiente composición:

λ∗Jα
∗ = glVρ

∗α∗
τ' glVf

∗ξ∗
glVf

∗ηUξ
∗
+3 glVf

∗rUglUξ
∗ τ' glVrVλ

∗
I

εVλ
∗
I +3 λ∗I

En el cálculo de ascensores es el siguiente diagrama:

glV ρ∗

τ

α∗

glV f ∗

ηU

ξ∗

glV f ∗

τ

rUglU ξ∗

glV
εV

rV glU ξ∗

glU ξ∗

Chequeamos que esto define un pseudo-cono, ver 1.3.6. Para chequear (PC1) necesitamos ver

que el morfismo identidad de un hipercubrimiento indexado (U, I, ξ) es tal que λ∗Id = Idλ∗
I
.

Pero en este caso el isomorfismo es:

λ∗I = glUξ
∗ glUηUξ

∗
+3 glUrUglUξ

∗

εUglUξ
∗

��
glUξ

∗ = λ∗I

que es la identidad por las equaciones de la adjunción de glU a rU. Para chequear (PC2) dados

morfismos

(W,K, ζ)
(g,β) // (V, J, ρ)

(f,α)// (U, I, ξ)

tenemos que probar la siguiente ecuación:

DK
λ∗
K

��
⇒ λ∗β

DJ

λ∗
J //

β∗

OO

E

⇒ λ∗α

DI

α∗

OO

λ∗
I

QQ

=

DK

λ∗
K

��
⇒ λ∗αβ E

DI

β∗α∗

OO

λ∗
I

EE

Para esto calculamos usando el cálculo de ascensores:
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glW ζ∗

τ

β∗ α∗

glW g∗

ηV

ρ∗ α∗

glW g∗

τ

rVglVρ
∗ α∗

glW
εW

rW glV ρ∗ α∗

glV ρ∗

τ

α∗

glV f ∗

ηU

ξ∗

glV f ∗

τ

rUglU ξ
∗

glV
εV

rV glU ξ∗

glU ξ∗

=

glW ζ∗

τ

β∗ α∗

glW g∗ ρ∗

τ

α∗

glW g∗ f ∗

ηU

ξ∗

glW g∗ f ∗

τ

rUglU ξ
∗

glW g∗

ηV

rV glU ξ∗

glW g∗ rVglV
εV

rV glU ξ∗

glW g∗

τ

rV glU ξ∗

glW
εW

rW glU ξ∗

glU ξ∗

=

glW ζ∗

τ

β∗ α∗

glW g∗ ρ∗

τ

α∗

glW g∗ f ∗

ηU

ξ∗

glW g∗ f ∗

τ

rUglU ξ
∗

glW g∗

τ

rV glU ξ∗

glW
εW

rW glU ξ∗

glU ξ∗

donde el lado izquierdo es el pegado de λ∗β y λ∗α y el lado derecho es λ∗αβ . La segunda ecuación

se sigue de las identidades de la adjunción de glV a rV.

Para chequear (PC3) para un una homotopía simplicial (V, J, ρ)
(f,α)

⇓(h,ν)
//

(g,β)
// (U, I, ξ) tenemos que

probar la siguiente ecuación:

DJ

λ∗
J

��
⇒ λ∗α E

DI

α∗

OO

λ∗
I

GG

=
DJ

λ∗
J

��
⇒ λ∗β E

DI

α∗ ν∗⇒

OO

β∗

OO

λ∗
I

GG

Para esto calculamos usando el cálculo de ascensores:

glV ρ∗ α∗

ν∗

glV ρ∗

τ

β∗

glV g∗

ηU

ξ∗

glV g∗

τ

rUglU ξ∗

glV
εW

rV glU ξ∗

glU ξ∗

=

glV ρ∗

τ

α∗

glV f ∗

ηU

ξ∗

glV f ∗

h∗

rUglU ξ∗

glV g∗

τ

rUglU ξ∗

glV
εV

rV glU ξ∗

glU ξ∗

=

glV ρ∗

τ

α∗

glV f ∗

ηU

ξ∗

glV f ∗

τ

rUglU ξ∗

glV
εV

rV glU ξ∗

glU ξ∗

donde la primera igualdad es debida al Lema 6.1.14 y a la naturalidad y la segunda igualdad se
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debe a la Observación 6.1.15. El lado izquierdo es el pegado de ν∗ y λ∗β mientras que el lado

derecho es λ∗α, entonces tenemos un pseudo-cono.

Lema 6.1.17. Dado E γ // S un topos, entonces los funtores del pseudo-cono DI

λ∗
I // E defi-

nido en la Proposición 6.1.16 son fieles para cada hipercubrimiento indexado (U, I, ξ).

Demostración. Recordemos que λ∗I está dado por la composición glUξ
∗ y como glU es una

equivalencia, es suficiente ver que ξ∗ es fiel. Dado un dato de descenso (S → I0, σ) ∈ DI el

funtor ξ∗ le asigna el objeto γ∗S ×
γ∗I0

U0 =
∑
i∈I0

γ∗Si × Ui sobre U0 con el cociclo γ∗(σ) ×
γ∗I0

U1.

Un morfismo α : (S, σ) → (T, ς) en DI, i.e. funciones αi : Si → Ti para i ∈ I0 que conmutan

con los cociclos, es mapeada al morfismo dado por γ∗Si × Ui
γ∗(αi)×Ui// γ∗Ti × Ui con i ∈ I0.

Supongamos que nos dan otro morfismo β : (S, σ) → (T, ς) en DI tal que ξ∗(α) = ξ∗(β), i.e.

γ∗(αi) × Ui = γ∗(βi) × Ui. Pero entonces dado que Ui 6= ∅ como la indexación es reducida,

obtenemos que αi = βi for i ∈ I0, entonces el funtor es fiel.

Corolario 6.1.18. Dado E γ // S un topos, entonces los funtores del pseudo-cono DI

λ∗
I // E

definen un funtor fiel Colim
(U,I,ξ)

DI
λ∗ // E donde the pseudo-colímite es sobre IHC(E)2.

Demostración. Esto se sigue del Lema 6.1.17 y el Lema 1.3.11.

Ahora queremos caracterizar este pseudo-colímite, mostraremos que este pseudo-colímite

es equivalente a cG(E), la categoría de proyecciones cubrientes que fué construida en [D08] por

diferentes métodos.

Definición 6.1.19. Dado un topos E γ // S y un cubrimiento U
ξ // γ∗I , una trivialization de

un objeto X ∈ E es una familia de conjuntos S → I junto con un isomorfismo θ : γ∗S ×
γ∗I

U →

X × U sobre U . Esto es, una familia (Si)i∈I con isomorfismos γ∗Si × Ui
θi // X × Ui sobre

Ui. Decimos que X es trivializado por U
ξ // γ∗I .

Definición 6.1.20. Dado un topos E γ // S , un objeto X es localmente constante si es trivia-

lizado por algún cubrimiento U
ξ // γ∗I en E .

En [B92] y [B00] M. Bunge introduce un pushout de topos cuya categoría subyacente es la

categoría de objetos localmente constantes trivializados por un cubrimiento y cuyos morfismos

son los mapa que preservan las trivializaciones. Esta definición es sólo para el caso localmente

conexo, sin embargo aplica al caso general como en [D08].
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Definición 6.1.21. (M. Bunge) Dado un topos E γ // S y un cubrimiento U
ξ // γ∗I , la cate-

goría PU de objetos localmente constantes trivializados por (U, I, ξ) está dada por el siguiente

pushout de topos:

E/U
ξ
��

ϕ // E
υ
��

S/I %
// PU

donde ϕ∗(X) = X × U y ξ∗(S → I) = γ∗S ×
γ∗I

U .

Por la construcción de pushouts de topos, PU tiene por objetos (X,S → I, θ), con X ∈ E ,

S → I ∈ S/I y θ : γ∗S ×
γ∗I

U → X × U un isomorfismo sobre U .

A morfismo (X,S → I, θ)→ (Y, T → I, ϑ) está dado por X → Y en E y α : S → T sobre I ,

tal que el siguiente diagrama conmuta:

γ∗Si × Ui
θi //

γ∗(αi)×Ui ��

X × Ui
f×Ui��

γ∗Ti × Ui
ϑi // Y × Ui

Observemos que α si existe, es única, es decir f determina completamente el morfismo. El

funtor imagen inversa PU υ∗ // E dado por (X,S → I, θ) 7→ X es fiel pero no pleno en general.

Comparar con el Lema 6.1.17.

Observación 6.1.22. Cuando el topos E γ // S es localmente conexo, entonces se puede to-

mar un cubrimiento donde Ui es conexo para todo i ∈ I . Se sigue que S/I % // PU es una

suryección localmente conexa y por tanto de descenso efectivo. Así, es el topos clasificante del

grupoide de automorfismos de %. También se sigue que en este caso PU via υ∗ es una subcate-

goría plena de E . Esto se prueba de forma elemental en el apéndice de [D04].

6.2. La categoría y el topos de proyecciones cubrientes

Proposición 6.2.1. [D08, Prop. 1.8] El topos pushout PU de objetos localmente constantes

trivializados por U
ξ // γ∗I es equivalente a la siguiente categoría: Un objeto es un par (S →

I, φ), donde S → I en S/I y φ es un cociclo que nos da un CU -dato de descenso en γ∗S ×
γ∗I
U →

U ∈ E/U . Un morfismo (S → I, φ)→ (T → I, ψ) está dado por α : S → T sobre I tal que

γ∗Si × Ui × Uj
φji //

γ∗αi×Ui×Uj
��

γ∗Sj × Uj × Ui
γ∗αj×Uj×Ui
��

γ∗Ti × Ui × Uj
ψji // γ∗Ti × Uj × Ui
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Demostración. Esto se sigue pues el CU -dato de descenso (γ∗S ×
γ∗I

U → U, φ) determina

por descenso un objeto X ∈ E con un isomorfismo θ : γ∗S ×
γ∗I

U → X × U sobre U . La

equivalencia E ' DCU del Ejemplo 6.1.6 se restringe a una equivalencia entre PU y la categoría

recién descripta.

Notación 6.2.2. Observemos que un cociclo γ∗Si × Ui × Uj
φji // γ∗Sj × Uj × Ui está deter-

minado por su proyección a la primera variable pr1φji que denotamos γ∗Si × Ui × Uj
φ̃ji // γ∗Sj

por simplicidad.

Observación 6.2.3. De nuevo en el caso de un topos localmente conexo E γ // S y un cu-

brimiento U
ξ // γ∗I with Ui conexo para todo i ∈ I , el cociclo γ∗Si × Ui × Uj

φ̃ji // γ∗Sj

corresponde por adjunción a una función Si × γ!(Ui × Uj)
φ̂ji // Sj , que es biyectiva como una

función de la primera variable, para cada ` ∈ γ!(Ui × Uj) fijo. Entonces el topos PU es equi-

valente al topos clasificante del grupoide (discreto) π1(γ!CU) donde γ!CU es la indexación por

componentes conexas del complejo de Čech de U .

En el caso no-localmente conexo los cociclos no están dados generalmente por biyecciones en

un cubrimiento de las intersecciones Ui × Uj . Esta el la propiedad que un objeto localmente

constante carece para ser considerado una proyección cubriente.

Definición 6.2.4. [D08, Def. 2.1] Dado un topos E γ // S y un objeto localmente constante

X = (S → I, φ) trivializado por un cubrimiento U
ξ // γ∗I . Una action triple para X está

dada por (u, v, σ) con V
u // Ui , V v // Uj , con V 6= ∅ y una biyección σ : Si → Sj tal que el

siguiente diagrama conmuta:

γ∗Si × Ui × Uj
φji // γ∗Sj × Uj × Ui

γ∗Si × V
γ∗(σ)×V

//

γ∗Si×(u,v)
OO

γ∗Sj × V
γ∗Sj×(v,u)
OO

Observación 6.2.5. Observemos que como V 6= ∅, para un par dado (u, v) si existe una biyec-

ción σ que se completa a una action triple, esta biyección es única. Para probar esto observemos

que siempre hay un morfismo γ∗Si × V // γ∗Sj × V que hace conmutar el cuadrado, a sa-

ber el dado por la fórmula (s, x) 7→ (φ̃ji(s, u(x), v(x)), x). Pero entonces si V 6= ∅ el funtor

S → E/V dado por S 7→ γ∗S × V es fiel, luego si hay una biyección es única.
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Definición 6.2.6. [D08, Def. 2.12] Dado un topos E γ // S , decimos que un objeto localmente

constante X = (S → I, φ) trivializado por un cubrimiento U
ξ // γ∗I es una proyección

cubriente si para cada (i, j) tal que Ui × Uj 6= ∅, la familia (u, v) : V → Ui × Uj es epimorfa,

donde (u, v) recorre todas las action triple (u, v, σ). La categoría de proyecciones cubrientes

trivializada por un cubrimiento ξ : U → γ∗I se define como una subcategoría plena GU ⊂

PU
υ∗→ E .

Definición 6.2.7. [D08] Dado un topos E γ // S definimos la categoría de proyecciones cu-

brientes cG(E), cuyos objetos son pares (X,U, I, ξ) donde X = (S → I, φ) es una proyección

cubriente trivializada por el cubrimiento U
ξ // γ∗I , un morfismo (X,U, I, ξ) → (Y, V, J, ρ)

está dado por f : X → Y ∈ E tal que hay morfismos (u, α) : (W,K, ζ) → (U, I, ξ),

(v, β) : (W,K, ζ) → (V, J, ρ) y una función η : α∗S → β∗T sobre K tal que (f, η) define

un morfismo en GW . Hay un funtor fiel obvio cG(E) υ∗ // E .

Observación 6.2.8. En [D08] se prueba que la asignación (U, I, ξ) 7→ GU es funtorial y de-

termina un cono GU
υ∗U // E . Además la categoría cG(E) es el colímite de este diagrama, i.e.

cG(E) ' Colim
(U,I,ξ)

GU , pero no usaremos este hecho en este trabajo.

Teorema 6.2.9. (Comparar con [D10, Th. 7.7]) Un objeto localmente constante X = (S →

I, φ) trivializado por un cubrimiento U
ξ // γ∗I es una proyección cubriente si y solo si hay

un hipercubrimiento indexado U
ξ // γ∗I cuyo 0-truncamiento es U

ξ // γ∗I y un I-dato de

descenso (S → I, σ) tal que ξ∗(S → I, σ) ' (S → I, φ) via DI

ξ∗ // DU ' DCU .

Demostración. Si X = (S → I, φ) es una proyección cubriente, Ui × Uj 6= ∅ para cada

(i, j), tomemos cualquier familia epimorfa (u`, v`, σ`) de action triples, entonces definimos el

objeto U1 como el coproducto de (sk0U)1 =
∑
i∈I
Ui y todo V` para todo i, j, `, con el epimorfismo

obvio U1 → (cosk0U)1, esto es d1,` = u`, d0,` = v` para cada action triple y las identidades para

(sk0U)1. Entonces tenemos definido un hipercubrimiento indexado split hasta grado 1, podemos

extenderlo tomando el 1-coesqueleto, i.e. tomamos U = cosk1U, indexado por la indexación

reducida asociada con cosk1I. Dada una tripla (t, r, `) ∈ (cosk1I)2 tal que el límite Ptr` es no
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vacío:

Ptr`

d1

��

d0 //
d2

}}

Vt

vt~~
ut

��

V`

u`

��

v` // Uj

��

Vr
vr //

ur
||

Uk

~~
Ui // 1

De la Proposición 5.2.9 tenemos un morfismo canónico Ptr`
htr /̀/ Ui × Uj × Uk dado por la

ecuación:

htr` = (hi, hj, hk) = (u`d2, v`d2, utd0) = (urd1, utd0, vrd1)

Como (u`, v`, σ`) es una action triple el siguiente diagrama conmuta:

γ∗Si × Ui × Uj × Uk
φji×Uk// γ∗Sj × Uj × Ui × Uk

γ∗Si × Ptr`
γ∗(σ`)×Ptr`

//

γ∗Si×(hi,hj ,hk)
OO

γ∗Sj × Ptr`
γ∗Sj×(hj ,hi,hk)
OO

De la identidad de cociclo φki = φkjφji (módulo τ’s), junto con el mismo argumento de unicidad

que en la Observación 6.2.5, pegando diagramas obtenemos que σtσ` = σr. Luego (S → I, σ)

define un dato de descenso en DI, además es tal que ξ∗(S → I, σ) ' (S → I, φ).

Para el recíproco, dado un hipercubrimiento indexado U
ξ // γ∗I tal que su 0-truncamiento

es U
ξ // γ∗I y dado (S → I, σ) ∈ DI, entonces el funtor DI

ξ∗ // DU ' DCU lo mapea a

(γ∗S ×
γ∗I

U → U, φ). Además el cociclo φ es tal que para i
` // j ∈ I1 el siguiente diagrama

conmuta:

γ∗Si × Ui × Uj
φji // γ∗Sj × Uj × Ui

γ∗Si × U1,`
γ∗(σ`)×U1,`

//

γ∗Si×(d1,`,d0,`)
OO

γ∗Sj × U1,`

γ∗Sj×(d0,`,d1,`)
OO

Como el morfismo
∑
`:i→j

U1,` → Ui × Uj es epimorfo se sigue que ξ∗(S → I, σ) es una proyec-

ción cubriente trivializada por el cubrimiento U
ξ // γ∗I .

Teorema 6.2.10. Dado un topos E γ // S , entonces el funtor Colim
(U,I,ξ)

DI
λ∗ // E se factoriza por

la categoría de proyecciones cubrientes y da una equivalencia de categorías Colim
(U,I,ξ)

DI ' cG(E).

Demostración. Recordemos que el funtor Colim
(U,I,ξ)

DI
λ∗ // E de la Proposición 6.1.16 mapea

(S → I, σ) ∈ DI para un hipercubrimiento indexado (U, I, ξ) a un objeto X ∈ E con un
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isomorfismo γ∗S ×
γ∗I

U
θ // X × U sobre U = U0 tal que el siguiente diagrama conmuta:

γ∗Si × Ui × Uj
θi×Uj //

φji
��

X × Ui × Uj
X×τ
��

γ∗Sj × Uj × Ui
θj×Ui// X × Uj × Ui

Llamemos U
ξ // γ∗I el 0-truncamiento del hipercubrimiento indexado, entonces en el Teo-

rema 6.2.9 hemos mostrado que (X,U, I, ξ) con X = (S → I, φ) determina un objeto en

cG(E). Entonces podemos levantar el funtor en los objetos, tenemos que ver que en los morfis-

mos también se levanta a través del funtor fiel (pero no pleno) cG(E) υ∗ // E . Dado otro dato

de descenso (T → J, ς) ∈ DJ para un hipercubrimiento indexado (V, J, ρ) y un morfismo

[(u, α), ν, (v, β)] donde (u, α) : (W,K, ζ) → (U, I, ξ), (v, β) : (W,K, ζ) → (V, J, ρ) y una

función α∗S
η // β∗T sobre K son tal que el siguiente diagrama conmuta:

Sα(k)

σα(`)//

ηk
��

Sα(k′)

ηk′
��

Tβ(k)

ςβ(`)// Tβ(k′)

para todo ` : k → k′ ∈ K1. Llamemos Y = λ∗(T → J, ς) con el isomorfismo γ∗T ×
γ∗J

V
ϑ // Y × V

entonces via λ∗ el morfismo [(u, α), η, (v, β)] define un morfismo X
f // Y ∈ E tal que el si-

guiente diagrama conmuta:

γ∗Sα(k) ×Wk
θk //

γ∗(ηk)×Wk
��

X ×Wk

f×Wk
��

γ∗Tβ(k) ×Wk
ϑk // Y ×Wk

donde abusamos de la notación y llamamos θ (resp. ϑ) a los isomorfismos dados por el pullback

de θ a través de u : W → U (resp. v : W → V ). Entonces esto define un morfismo en cG(E).

Recíprocamente si nos dan un morfismo de proyecciones cubrientes dadas por f : X → Y ∈ E

con un refinamiento común (u, α) : (W,K, ζ)→ (U, I, ξ), (v, β) : (W,K, ζ)→ (V, J, ρ) y una

función η : α∗S → β∗T sobre K tal que el siguiente diagrama conmuta:

γ∗Sα(k) ×Wk
θk //

γ∗(ηk)×Wk
��

X ×Wk

f×Wk
��

γ∗Tβ(k) ×Wk
ϑk // Y ×Wk
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Entonces, hay un hipercubrimiento indexado (W,K, ζ) con morfismos (u, α) : (W,K, ζ) →

(U, I, ξ), (v, β) : (W,K, ζ) → (V, J, ρ) tal que cuando se restringe a su 0-truncamiento coin-

cide con el refinamiento previo de cubrimientos. Esto se sigue de aplicar el Lema 4.1.19 al

morfismo W → res0(U × V), el hipercubrimiento W tiene una indexación canónica reducida

dada por su construcción. Pero entonces la conmutativity del último diagrama es equivalente a

la conmutatividad del siguiente diagrama para todo k, k′ tales que Wk ×Wk′ 6= ∅:

γ∗Sα(k) ×Wk ×Wk′
φk′k//

γ∗(ηk)×Wk×Wk′ ��

γ∗Sα(k′) ×Wk′ ×Wk

γ∗(ηk′ )×Wk′×Wk
��

γ∗Tβ(k) ×Wk ×Wk′
ψk′k// γ∗Tβ(k′) ×Wk′ ×Wk

Esto vale si y solo si el siguiente diagrama conmuta para todo ` : k → k′ ∈ K1:

Sα(k)

σα(`)//

ηk
��

Sα(k′)

ηk′
��

Tβ(k)

ςβ(`)// Tβ(k′)

Entonces el funtor Colim
(U,I,ξ)

DI
// cG(E) es plenamente fiel. Finalmente, la otra dirección en el

Teorema 6.2.9 muestra que es esencialmente suryectivo, luego una equivalencia de categorías.

Observación 6.2.11. Este resultado mejora la Obervación ?? en el sentido que GU es el to-

pos clasificante de un grupoide locálico, mientras los topos DI son los topos clasificantes de

grupoides discretos (ordinarios).

Observación 6.2.12. Consideremos en la categoría cG(E) la topología de Grothendieck gene-

rada por todas las familias epimorfas en GU para todos los cubrimientos U
ξ // γ∗I . Como es

observado en [D08] esta topología es subcanónica y tiene una familia de generadores topológi-

cos. Se sigue que la categoría de haces es legítima y que es un topos (ver [SGA4-1, Exposé II,

4.11]), llamado el topos de proyecciones cubrientes de E , denotado por G(E). Hay un funtor

fiel y pleno cG(E)
λI // G(E) . La composición DI

λ∗
I // cG(E) // G(E) es la imagen inversa

de un morfismo geométrico y determina un pseudo-cono para el diagram (DI)(U,I,ξ) de topos y

morfismos geométricos indexados definidos en la Proposición 6.1.16.

Teorema 6.2.13. El pseudo-cono G(E)
λI // DI es el bilímite 2-cofiltrante en la 2-categoría

TopS .

127



Demostración. Se sigue directamente del Teorema 6.2.10 y de la construcción de bilímites 2-

cofiltrante de topos dada en [DY11, Theorem 2.5].

6.3. El 2-pro-grupoide fundamental de un topos

Observación 6.3.1. Denotemos por Kan a la categoría simplicial de complejos Kan, entonces

hay una 2-categoría asociada Kan2. En esta categoría una 2-celda X ⇓h
f
((

g
66 Y es representada

por una homotopía simplicial de f a g. Esto es lo mismo que un 1-simplex ∆1 h // sS(X,Y)

tal que d1(h) = f y d0(h) = g. Pero sS(X,Y) es también un complejo de Kan (ver [JT08,

Corollary 3.2.1.] para una prueba de esto), luego por la Proposición 2.5.8 dos tales 1-simplices

de f a g representan la misma 2-celda si y solo si existe un 2-simplex ∆2 w // sS(X,Y) con h

y h′ como sus caras y una degeneración para la tercera cara, gráficamente todos los casos son:

f g

g

h′

h

s0(g)w

f f

g

h′

s0(f)

hw

f g

g

h

h′

s0(g)w

f f

g

h

s0(f)

h′w

Observar que un morfismo X
f // Y en Kan2 es una equivalencia si y solo si es una equivalencia

homotópica simplicial, si y solo si es una equivalencia débil por el teorema de Whitehead (ver

[HA]).

Definición 6.3.2. Definimos la 2-categoría homotópica, denotada por H2, cuyos objetos son

conjuntos simpliciales y dados X,Y conjutnos simpliciales definimosH2(X,Y) := Kan2(RX, RY)

dondeR = Ex∞ denota el reemplazo fibrante funtorial definido por D. Kan (ver Ejemplo 2.5.9).

Observar que el funtor sS R // Kan induce un 2-funtor sS2
R //H2 . Dada una homotopía sim-

plicial ∆1 × X
h // Y de f a g, esta induce una homotopía simplicial:

∆1 ×R(X)
j×R(X)// R(∆1)×R(X) ' R(∆1 × X)

R(h) // R(Y)

entre R(f) y R(g).

Definición 6.3.3. Dado E γ // S un topos, entonces definimos el 2-funtor de Verdier del to-

pos como sigue 2-Ver(E) := (I)(U,I,ξ)∈IHC(E)op2
∈ 2-Pro(H2), un 2-pro-objeto en la 2-categoría

homotópica de conjuntos simpliciales.
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Definición 6.3.4. Dado E un topos, entonces su pro-grupoide fundamental está definido por el

2-pro-grupoide π1(E) := π1(2-Ver(E)) = (π1I)(U,I,ξ) ∈ 2-Pro(Grpd) donde el índice (U, I, ξ)

está en IHC(E)2.

Observación 6.3.5. La introducción de la 2-categoría homotópica H2 se debe al hecho que

queremos “levantar” el funtor de Verdier Ver(E) : IHC(E)∼ → H de la categoría homotópica.

Observemos que la adjunción Cat
π0 // S
d

oo induce una adjunción 2-Cat
(π0)∗ // Cat
d∗
oo al aplicar π0

(resp. d) en los hom-categories. La propiedad clave es que si aplicamos π0 en el hom-categories

de H2, i.e. identificamos morfismos simplicialmente homotópicos, del teorema de Whitehead

obtenemos el hom en la categoría homotópica. Observemos que esto no es cierto si tomamos

sS2 en vez. El 2-Ver(E) da un levantamiento del funtor de Verdier ya que tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

IHC(E)2
2-Ver(E) //

��

H2

��
IHC(E)∼

Ver(E) //H

(π0)∗(IHC(E)2)
(π0)∗2-Ver(E) // (π0)∗(H2)

6.4. La representación de los torsores

Ahora mostremos que el pro-grupoide fundamental π1(E) representa torsores. Para esto

primero estudiemos la relación cercana entre torsores y cociclos para un grupo cosimplicial.

Observación 6.4.1. Observemos que dado G• ∈ Grp∆ un grupo cosimplicial, un 1-cociclo (no

abeliano) es simplemente un dato de descenso, cuando consideramos los grupos como catego-

rías con un objeto. Explícitamente, es un elemento g ∈ G1 tal que d∗1g = d∗0g · d∗2g en G2 y tal

que s∗0g = e in G0. Un morfismo de 1-cociclos f : g → g′ está dado por un elemento h ∈ G0

tal que d∗0h · g = g′ · d∗1h en G1.

Proposición 6.4.2. Dado E γ // S un topos, G un grupo y un cubrimiento U // // 1 . Entonces

dado (S, µ) un G-torsor a derecha con una sección s : U → S, hay un 1-cociclo para el grupo

cosimplicial E(CU, γ∗G).

Además, dado otro G-torsor (T, µ′) con una sección t : U → T y dado un morfismo G-

equivariante h : S → T , entonces hay un morfismo inducido entre los 1-cociclos asociados.
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Demostración. Recordemos que unG-torsor es un objeto S ∈ E con una acción S × γ∗G µ // S

tal que el morfismo S × γ∗G ε // S × S es un isomorfismo , donde ε = (µ, pr1) y tal que

S
! // 1 es un epimorfismo. Usamos como variables a los morfismos y denotamos con un pun-

to “·” tanto a la acción como al producto del grupo, entonces ε(x, g) = (x · g, x). Dado el

G-torsor con la sección s : U → S, definimos un 1-cociclo U × U g // γ∗G como la siguiente

composición:

S × S ε−1
// S × γ∗G

pr2
$$

U × U

s×s
::

g
// γ∗G

Así, dado X
(x,y)// U × U , entonces g es el único morfismo que satisface s(y) · g(x, y) = s(x).

La identidad de cociclo d∗1g = d∗0g · d∗2g se sigue pues (d∗1g)(x, y, z) = g pr02(x, y, z) = g(x, z)

y el resto son similares, entonces tenemos g(x, z) = g(y, z) ·g(x, y) y g(x, x) = e por unicidad.

Dado un morfismo G-equivariante h : S → T y dado t : U → T , entonces definimos

U
h̃ // γ∗G como la siguiente composición:

T × T ε−1
// T × γ∗G

pr2
$$

U

(hs,t)
==

h̃

// γ∗G

Estos es, h̃ es el único morfismo que satisface t(x) · h̃(x) = hs(x). Llamemos U × U g′ // γ∗G

al 1-cociclo asociado a (T, µ′) luego se sigue que d∗0h̃ · g = g′ · d∗1h̃, i.e. para X
(x,y)// U × U ,

h̃(y) · g(x, y) = g′(x, y) · h̃(x) . Para esto calculemos:

t(y)·g′(x, y)h̃(x) = t(x)·h̃(x) = hs(x) = h(s(y)·g(x, y)) = hs(y)·g(x, y) = t(y)·h̃(y)·g(x, y)

Entonces por unicidad h̃(y) · g(x, y) = g′(x, y) · h̃(x).

Proposición 6.4.3. Dado E γ // S un topos, G un grupo y un cubrimiento U // // 1 . Entonces

dado un 1-cociclo en E(CU, γ∗G), hay un G-torsor (S, µ) en E con una sección s : U → S.

Además, dado un morfismo de 1-cociclos, este define un morfismo entre los torsores asociados.

Más aún, esto define un funtor plenamente fiel.

Demostración. Dado el 1-cociclo U × U g // γ∗G definimos un dato de descenso para la fibra-

ción codominio sobre el complejo de Čech CU del cubrimiento como el objeto γ∗G× U
pr2 // U
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junto con un isomorfismo γ∗G× U × U φ // γ∗G× U × U dado por la fórmula (u, x, y) 7→

(g(x, y) · u, y, x). La identidad de cociclo se sigue del siguiente cálculo:

(u, x, z, y) // (g(x, z) · u, z, x, y)
--
(g(x, z) · u, z, y, x)

(u, x, y, z)

))

55

(g(y, z) · g(x, y) · u, z, y, x)

(g(x, y) · u, y, x, z) // (g(x, y) · u, y, z, x)
11

La acción obvia γ∗G× U × γ∗G→ γ∗G× U dada por la fórmula (u, x, v) 7→ (u · v, x) define

una estructura de G-torsor compatible con φ, el el sentido que el siguiente diagrama conmuta:

γ∗G× U × U × γ∗G //

φ×γ∗G
��

γ∗G× U × U
φ
��

γ∗G× U × U × γ∗G // γ∗G× U × U

(u, x, y, v) � //
_

��

(u · v, x, y)
_

��
(g(x, y) · u, y, x) � // (g(x, y) · u · v, y, x)

Luego por descenso define unG-torsor a derecha (S, µ) en E ' DCU . El iso γ∗G× U θ // S × U

dado por descenso nos permite definir una sección s : U → S via la siguiente composición:

γ∗G× U θ // S × U
pr1
!!

U

(e,IdU ) ;;

s
// S

Dado otro 1-cociclo U × U g′ // γ∗G y un morfismo U
h // γ∗G from g a g′, definimos un

morfismo γ∗G× U h̃ // γ∗G× U dado por (u, x) 7→ (h(x) · u, x). Entonces el siguiente dia-

grama conmuta:

γ∗G× U × U φ //

h̃×U
��

γ∗G× U × U
h̃×U
��

γ∗G× U × U ψ // γ∗G× U × U

(u, x, y) � //
_

��

(g(x, y) · u, y, x)
_
��

(h(y) · g(x, y) · u, y, x)

(h(x) · u, x, y) � // (g′(x, y) · h(x) · u, y, x)

donde ψ es el isomorfismo del dato de descenso asociado a U × U g′ // γ∗G . Entonces define

un morfismo que es claramente G-equivariante en DCU ' E .

Recíprocamente dado cualquier morfismoG-equivariante γ∗G× U f // γ∗G× U sobreU com-

patible con el dato de descenso asociado a g y g′, entonces este determina un morfismo U h // γ∗G
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como la siguiente composición:

γ∗G× U f // γ∗G× U
pr1
$$

U

(e,IdU ) ;;

h
// γ∗G

Como f es un morfismo sobre U y este es G-equivariant entonces:

f(u, x) = (f1(u, x), x) = (f1(e, x) · u, x) = h̃(u, x)

Además el morfismo f es compatible con el dato de descenso si y solo si h es un morfismo de

1-cociclos. Entonces el funtor es plenamente fiel.

Observación 6.4.4. Observemos que el isomorfismo γ∗G× U θ // S × U de la proposición

anterior implica en particular que S es un objeto localmente constante trivializado por U .

Definición 6.4.5. Dado E γ // S un topos, G un grupo y un cubrimiento U // // 1 . Definimos

la categoría de G-torsores split por U , denotada Tors(E , G)U , como la subcategoría plena de

Tors(E , G) cuyos objetos son G-torsores (S, µ) que admiten una sección s : U → S.

Observación 6.4.6. Será conveniente trabajar con una categoría equivalente a Tors(E , G)U ,

una categoría cuyos objetos son triplas (S, µ, s), donde (S, µ) es un G-torsor con una sección

específica s : U → S y cuyos morfismos son morfismos G-equivariantes, no necesariamente

compatibles con las secciones.

Teorema 6.4.7. Dado E γ // S un topos, G un grupo y un cubrimiento U // // 1 , entonces

Tors(E , G)U es equivalente a la categoría de 1-cociclos de E(CU, γ∗G).

Demostración. Por la Proposición 6.4.3 tenemos un funtor de la categoría de 1-cociclos en

E(CU, γ∗G) a la categoría de G-torsores trivializados por U y además, es plenamente fiel. Aho-

ra usando la Proposición 6.4.2 mostramos que este funtor es esencialmente suryectivo. Dado

un G-torsor (S, µ) con una sección especificada s : U → S, este determina un isomorfismo

γ∗G× U θ // S × U dado por la fórmula θ(u, x) = (s(x) · u, x). Además este conmuta con el

dato de descenso:

γ∗G× U × Uθ×U //

φ
��

S × U × U
S×τ
��

γ∗G× U × U
θ×U

// S × U × U

(u, x, y) � //
_

��

(s(x) · u, x, y)
_
��

(s(x) · u, y, x)

(g(x, y) · u, y, x) � // (s(y) · g(x, y) · u, y, x)
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Más aún θ es claramente G-equivariante. Luego el funtor es esencialmente suryectivo.

Proposición 6.4.8. Dado un conjunto simplicial I ∈ sS y G un grupo, entonces la categoría de

1-cociclos del grupo cosimplicial S(I, G) es isomorfa a la categoría Grpd(π1I, G).

Demostración. Es claro que cualquier acción de un grupoide es por isomorfismos, así por ad-

junción tenemos que Grpd(π1I, G) ' Cat(τ1I, G) donde pensamos a G como una categoría

con un solo objeto. Ahora un funtor τ1I
g // G está dado por g` ∈ G para cada ` ∈ I1 tal que

dado ω ∈ I2 entonces gd1(ω) = gd0(ω) ·gd2(ω) y gs0(i) = e para i ∈ I0. Una transformación natural

g
h⇒ g′ está dada por hi ∈ G para cada i ∈ I0 tal que hj · g` = g′` · hi con i `→ j ∈ I1. Entonces

esto es lo mismo que la categoría de 1-cociclos para el grupo cosimplicial S(I, G).

Proposición 6.4.9. Dado E γ // S un topos, G un grupo y un cubrimiento U // // 1 . Dado U

un hipercubrimiento split con U0 = U , entonces la categoría de 1-cociclos de E(CU, γ∗G) es

equivalente al colímite filtrante de categorías colim
(I,ξ)∈JU

Grpd(π1I, G) donde JU es la categoría de

indexaciones de U.

Demostración. Primero observemos que por la Proposición 6.1.8 hay una equivalencia de ca-

tegorías de 1-cociclos de E(U, γ∗G) y 1-cociclos de E(CU, γ∗G). Necesitamos chequear sola-

mente que esta categoría fibrante es de descenso, pero esto se sigue pues los epimorfismos son

efectivos. También, por el Corolario 5.2.13 tenemos un isomorfismo de grupos cosimpliciales:

E(U, γ∗G) ' colim
(I,ξ)∈JU

S(I, G)

donde el colímite es sobre el poset (dual) filtrante de indexaciones de U. Como el descenso es

un bilímite finito conmuta con colímites filtrantes (ver por ejempleo [Can16, Theorem 7.24.] o

[DDS16, Theorem 3.2.] para resultados más generales). Entonces el resultado se sigue por la

Proposición 6.4.8. En los objetos la equivalencia es como sigue, dado un 1-cociclo I1
g // G

en una indexation (I, ξ) entonces determina un 1-cociclo U1
ξ1 // γ∗I1

γ∗(g)// γ∗G para E(U, γ∗G)

luego por descenso un 1-cociclo para E(CU, γ∗G):

U1 ×
U0×U0

U1

pr0 //
pr1
// U1

(d1,d0)// //

--

U0 × U0

∃ !
��

γ∗G
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Teorema 6.4.10. Dado E γ // S un topos y G un grupo, entonces hay una equivalencia de

categorías TopS(E ,BG) ' 2-Pro(Grpd)(π1(E), G).

Demostración. Recordemos que por definición

2-Pro(Grpd)(π1(E), G) ' Colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)2

Grpd(π1I, G)

y por el Teorema 3.4.10 hay una equivalencia TopS(E ,BG) ' Tors(E , G). Consideremos el

pseudo-cono de topos E λI // DI definido en la Proposición 6.1.16, donde el índice corre en

(U, I, ξ) ∈ IHC(E)2. Entonces obtenemos un pseudocono de categorías Tors(DI, G)
λ∗
I // Tors(E , G) .

Por la Proposición 3.4.11 y por el Teorema 3.4.10 hay equivalencias canónicas de categorías:

Grpd(π1I, G) ' TopS(DI,BG) ' Tors(DI, G)

Entonces mostremos que este pseudo-cono nos da la equivalencia deseada. Dado un hipercubri-

miento indexado (U, I, ξ) y un funtor π1I
g // G , entonces elG-torsor asociado enDI está dado

por S = G× I0

pr2 // I0 y el cociclo d∗1S
σ // d∗0S sobre un 1-simplex i ` // j está dado por la

biyección G
σ` // G que mapea u 7→ g` · u. La estructura de G-torsor está dada por multipli-

cación a derecha por G. Entonces determina un dato de descenso (γ∗G× U0 → U0, φ) ∈ DCU0

tal que el siguiente diagrama conmuta para cada 1-simplex i
` // j :

γ∗G× U0,i × U0,j

φji // γ∗G× U0,j × U0,i

γ∗G× U1,`
γ∗(σ`)×U1,`

//

γ∗G×(d1,`,d0,`)
OO

γ∗G× U1,`

γ∗G×(d0,`,d1,`)
OO

Por otra lado, por la Proposición 6.4.9 se asocia a un funtor π1I
g // G un 1-cociclo U0 × U0

g̃ // γ∗G

tal que el siguiente diagrama conmuta:

U0 × U0
g̃ // γ∗G

U1

(d1,d0)

OO

ξ1
// γ∗I1

γ∗(g)
OO

Se sigue por unicidad que el isomorfismo γ∗G× U0 × U0
φ // γ∗G× U0 × U0 está dado por

la fórmula (u, x, y) 7→ (g̃(x, y) · u, y, x) como en la Proposición 6.4.3.

Entonces el funtor Colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)2

Grpd(π1I, G) −→ Tors(E , G) es fiel pues DI

λ∗
I // E es fiel

para cada hipercubrimiento indexado (U, I, ξ) por el Lema 6.1.17, entonces su restricción a G-

torsores Tors(DI, G)
λ∗
I // Tors(E , G) es también fiel. Como cualquier G-torsor (S, µ) admite
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una sección por algún cubrimiento U // // 1 , se sigue que este funtor es pleno y esencialmente

suryectivo por el Teorema 6.4.7 y por la Proposición 6.4.9.

Observación 6.4.11. M. Artin y B. Mazur muestran en [AM, Corollary 10.7] que para un

topos punteado conexo localmente conexo hay una biyección entra las clases de isomorfismo

de G-torsores (llamados G-fibrados principales) y morfismos de pro-grupos π1(E , p) // G

salvo conjugación. Nuestro resultado en el Teorema 6.4.10 es más fino incluso en el caso de

topos localmente conexos pues da una equivalencia de categorías en lugar de simplemente una

biyección entre las clases de isomorfismos.

Aplicando el funtor de componentes conexas en el Teorema 6.4.10 obtenemos una biyección:

π0(TopS(E ,BG)) ' π0(2-Pro(Grpd)(π1(E), G))

El lado izquierdo es por definición H1(E , G), la cohomología no-abeliana con coeficientes en

G, i.e. el conjunto de clases de isomorfismo deG-torsores. En el lado derecho, tenemos primero

una biyección:

π0(2-Pro(Grpd)(π1(E), G)) ' π0( Colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)2

Grpd(π1I, G))

Entonces tenemos una biyección:

π0( Colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)2

Grpd(π1I, G)) ' colim
(U,I,ξ)∈IHC(E)∼

π0Grpd(π1I, G)

donde el lado derecho es un colímite filtrante de conjuntos. Esto se sigue de la adjunción

Cat
π0 // S
d
oo donde consideramos a los conjuntos como una 2-categoría discreta.

Pero π0Grpd(π1I, G) es simplemente el hom en la categoría homotópica de grupoides, luego

el lado derecho es por definición Pro(Ho(Grpd))(π1Ver(E), G). Así obtenemos la biyección:

H1(E , G) ' Pro(Ho(Grpd))(π1Ver(E), G)

Luego esto generaliza [AM, Corollary 10.7] al caso no-localmente conexo.
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