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Muestreo: Bases de Riesz de exponenciales, operadores
que conmutan con las traslaciones y muestreo dinamico

Diana Agustina Carbajal

Resumen

En esta tesis se estudian tres problemas cuya motivacion tiene origen en la teoria
del muestreo. El problema del muestreo consiste en obtener condiciones para que una
sefal pueda ser reconstruida a partir de muestras (evaluaciones o promedios) sobre un
subconjunto discreto de su dominio.

El espacio mas cléasico donde se suele estudiar este problema es el de funciones de
Paley-Wiener o también conocido como el espacio de funciones de banda limitada. Dado un
conjunto Q c R? compacto, el espacio de Paley-Wiener PW,, consiste en aquellas funciones
de L*(R%) cuya transformada de Fourier se anula en casi todo punto afuera del conjunto
Q. Un conjunto discreto I' ¢ R? se dice que es de muestreo e interpolacion para PWy, si
satisface que para toda sucesion {c,}yer € £*(T') existe una tnica funcién f € PWg que
satisface que f(y) = ¢, para todo y € I'. Es bien sabido que el problema de la existencia de
un conjunto de muestreo e interpolacion para PWg, es equivalente al problema de existencia
de bases de Riesz de exponenciales E(I') = {2 : y € T'} de L*(Q).

La existencia de bases de Riesz de exponenciales para un dominio en R es un problema
muy desafiante que tiene interés por si mismo, es hasta hoy en dia muy estudiado y atin
mantiene muchas preguntas abiertas. Motivados por este problema, una de las contribucio-
nes de esta tesis es probar la existencia de bases de Riesz de exponenciales de L*(Q), donde
Q c R? es un conjunto medible de medida finita, no necesariamente acotado, que multi-
tesela R? y que satisface una propiedad aritmética que llamamos admisibilidad. También
encontramos una generalizacion de estos resultados para conjuntos que submulti-teselan
R¢ y marcos de exponenciales.

Otro problema de gran interés dentro de la teoria del muestreo es el del muestreo dindmi-
co. En muchas aplicaciones, incluso si tuvieramos un conjunto de muestreo apropiado para
nuestras sefiales, podriamos tener que lidiar con problemas de acceso limitado a ciertos
lugares donde se deben tomar mediciones. La idea del muestreo dindmico es esquivar estos
problemas reduciendo el nimero de muestras en el espacio y considerando en su lugar
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un conjunto de muestras espacio-temporales. Esto se hace bajo la suposicion de que las
sefales evolucionan en el tiempo bajo la accién de un operador de evolucion.

En esta tesis resolvemos un problema del muestreo dindmico para una clase de operado-
res de evolucién L : V — V que conmutan con las traslaciones sobre un reticulado H ¢ R?
(operadores H-conmutantes), actuando en un espacio V ¢ L?(R?) invariante por traslaciones
sobre H (espacio H-invariante) y finitamente generado. Encontramos condiciones sobre L
y un conjunto finito de funciones de V para que las iteraciones del operador L sobre estas
funciones produzcan un conjunto generador de marco de V.

Para lograr este fin, antes debemos estudiar la estructura de los operadores H-conmu-
tantes con gran profundidad. Para ello, definimos una nueva nocién de diagonalizacidn,
que denominamos H-diagonalizacion. Esta se trata de una descomposicion del espacio
subyacente V en subespacios H-invariantes, cada uno invariante por el operador en cuestion,
sobre los cuales el operador adquiere una forma muy simple que consiste en combinaciones
lineales de traslaciones.

Encontramos condiciones necesarias y suficientes para que un operador H-conmutante
acotado sea H-diagonalizable. Estas condiciones se obtienen en términos de la funcién ran-
go asociada al espacio H-invariante y el operador rango asociado al operador H-conmutante.
En particular, probamos una generalizacion del Teorema Espectral para ciertos operadores
H-conmutantes, normales y acotados.

Finalmente, presentamos una generalizacion de esta descomposicién para operado-
res que actian en espacios invariantes por la acciéon de un grupo I' que es el producto
semi-directo entre un reticulado H y un grupo discreto de automorfismos. En este caso,
suponemos que los operadores conmutan con la representacion unitaria de la accion de
I'. Esta generalizacion es muy relevante para las aplicaciones ya que esta clase de grupos
incluye a los grupos cristalograficos que se separan, que son muy utilizados dentro de la
teoria del procesamiendo de imagenes.



Sampling: Riesz bases of exponentials, shift-preserving
operators and dynamical sampling

Diana Agustina Carbajal

Abstract

In this thesis we study three problems whose origins are motivated from the sampling
theory. The sampling problem consists in finding conditions under which a signal be
reconstructed from its samples (evaluations or averages) over a discrete subset of its
domain.

The most classical space where this problem is studied is the Paley-Wiener space,
also known as the space of band-limited functions. Given a compact set Q C RY, the
Paley-Wiener space PW,, consists of such functions of L*(R?) whose Fourier transform
vanishes almost everywhere outside of Q. A discrete set I' ¢ R? is called a sampling and
interpolation set for PWj, if it satisfies that for every sequence {c,},er € £2() there exists
a unique function f € PWgq such that f(y) = ¢, for every y € I'. It is well known that the
problem of existence of a set of sampling and interpolation for PW, is equivalent to the
problem of existence of Riesz bases of exponentials E(I') = {e=>“ : y € T'} of L>(Q).

The existence of Riesz bases of exponentials for a domain in R¢ is a very challenging
problem which has its own interest, it is today very active and still many questions remain
open. Motivated by this problem, one of the contributions of this thesis is to prove the
existence of Riesz bases of exponentials of L*(Q), provided that Q c R is a measurable set
of finite measure, not necessarily bounded, that multi-tiles R4 and satisfies an arithmetic
property that we call admissibility. We also find a generalization of this result to submulti-
tiling sets and frames of exponentials.

Another interesting problem within the sampling theory is the dynamical sampling
problem. In many applications, even if we have an appropriate sampling set for our signals,
we might have to deal with issues of limited access to some of the places where the measures
must be taken. The idea of dynamical sampling is to avoid these problems by reducing the
number of sampling positions and considering a set of space-time samples instead. This
is done under the assumption that the signals evolve over time through the action of an
evolution operator.



In this thesis we solve a problem of dynamical sampling for a class of evolution
operators L : V — V which commute with the translations over a lattice H ¢ R¢ (H-
preserving operators), acting on a shift-invariant space V C L*(R?) under translations in
H (H-invariant) which is finitely generated. We find conditions over L and a finite set of
functions of V under which the iterations of the operator L over these functions produce a
frame generator set of V.

To this end, we must first thoroughly study the structure of the H-preserving operators.
For this, we define a new notion of diagonalization, which we call H-diagonalization. This
is a decomposition of the underlying space V into H-invariant subspaces, each of them
invariant for the operator, and over which the operator adopts a very simple form that
consists of linear combinations of translations.

We find necessary and sufficient conditions on a bounded H-preserving operator in
order to be H-diagonalizable. These conditions are obtained in terms of the range function
associated to the H-invariant space and the range operator associated to de H-preserving
operator. In particular, we prove a generalized Spectral Theorem for certain bounded,
normal, H-preserving operators.

Finally, we present a generalization of this decomposition for operators that act on
spaces which are invariant under the action of a group I" that is the semi-direct product of a
lattice H and a discrete group of automorphisms. In this case, we assume that the operators
commute with a unitary representation of the action of I'. This setting is very relevant
for applications since this class of groups includes the crystal groups that split, which are
commonly used in the theory of image processing.






Introduccion

En la teoria del procesamiento digital de sefiales o imagenes, es necesario poder trabajar
con una version discretizada de las mismas. Esta discretizacion se obtiene a través de un
muestreo apropiado de la sefial, que consiste en evaluarla sobre un subconjunto discreto
de su dominio. El problema del muestreo es el que se pregunta cudndo y como una sefial
puede ser recuperada por medio de dichas evaluaciones.

Matematicamente, el problema puede ser formulado de la siguiente manera: Dado un
espacio de funciones ¥ en R? (con valores en R o C), queremos encontrar un conjunto
discreto I' ¢ RY para que toda funcién f € F pueda ser reconstruida univocamente y de
manera estable a partir de sus muestras {f(y) : v € I'}. A este conjunto I" se lo llama
conjunto de muestreo para F .

Al trabajar con este problema, se deben requerir ciertas condiciones sobre el espacio ¥
para que las evaluaciones estén bien definidas. La suposicion estdndar es que las funciones
pertenezcan al espacio de Paley-Wiener, también conocido por el subespacio de funciones
de banda limitada. Esto es, dado o > 0, el espacio

PW, := {feLz(R) :sop f C [—0',0']}.

Es sobre estos espacios que surge el primer resultado en dar origen a la teoria del
muestreo, el denominado Teorema Cldsico del Muestreo. Este enuncia que toda funcién f
en PW,, puede ser recuperada a través de sus muestras { f (%) kel } Mas aun, se tiene
la siguiente férmula de reconstruccion:

fo=Y f(%) il ),

k b
ez 2o (x - %)

(0.0.1)

donde la convergencia de la serie es en L?>(R) y uniforme sobre R. La demostracién de este
. . : k
teorema es sencilla y se basa en el hecho de que el sistema { \/#2?6‘2’”%“’ t ke Z} forma

una base ortonormal de L? [-o, o’]. Ademads, se extiende facilmente a R.
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El Teorema Clasico del muestreo, el cual también es conocido como el Teorema de
Whittaker-Shannon-Kotel nikov, se hizo popular en la teoria de comunicaciones por el afio
1949 gracias a Shannon [85], aunque el resultado ya habia sido mencionado en trabajos
previos de Whittaker y Kotel'nikov al rededor del afio 1930 [89, 68]. Actualmente, es una
herramienta fundamental en muchas ramas de la ingenieria y el procesamiento digital de
sefales, y dio inicio al estudio de numerosas generalizaciones en bastas direcciones [88].
Esta tesis es una contribucion a esta teoria realizando avances en sentidos diferentes, que
presentaremos a continuacion.

Bases de Riesz de exponenciales

Son muchas las situaciones reales donde es mas conveniente considerar un conjunto de
muestreo no uniforme, es decir, donde las muestras no pertenecen a un reticulado de R¥.
Un ejemplo se puede ver en la teoria de comunicaciones, donde nos podemos enfrentar con
pérdidas de informacidn durante una transmision. El resultado de una medicién uniforme,
luego de las pérdidas, puede considerarse como un muestreo no uniforme. Otro caso es
el de diagndstico por imédgenes en medicina, como las resonancias magnéticas (MRI),
donde se han realizado aplicaciones con muestreos sobre conjuntos polares y espiralados
[23, 81, 61].

Mas atn, el problema puede ser estudiado en el espacio de Paley-Wiener generalizado
PWq, = { fel*RY :sop fCQ } con Q C R un compacto arbitrario, e incluso para Q de
medida finita no necesariamente acotado. El problema de encontrar un conjunto de muestreo
I' ¢ RY para PW,, resulta equivalente al de la existencia de marcos de exponenciales de la
forma

ET):={e? : yeT}

en L>(Q) (ver Seccién 1.2).

Desde este punto de vista y con esta generalidad, el problema se vuelve de una naturaleza
muy diferente a su version clésica y utiliza herramientas mateméticas muy diversas tales
como andlisis complejo, andlisis funcional, teoria de marcos, teoria de operadores y teoria
de nimeros. En esta direccidn, Nitzan, Olevskii y Ulanovskii probaron en [78] que siempre
es posible hallar un conjunto de muestreo para PWq con Q un conjunto de medida finita,
no necesariamente acotado.

Por otro lado, el problema del muestreo en PWg, esta vinculado a su problema dual de
interpolacién. Este es, encontrar un conjunto discreto I' € R¢ para el cual se satisfaga que
para toda sucesion ¢ = {c¢, }yer € £*(T), exista una funcién f € PWq tal que f(y) = ¢, para
todo y € I'. En este caso, decimos que I" es un conjunto de interpolacion para PWg,.



En trabajos de Beurling [24, 25] y Landau [73], se encontraron fuertes conexiones
entre los conjuntos que son de muestreo o interpolacion y su densidad de Beurling, que
mide el promedio de muestras por unidad de area. En [76], Matei y Meyer encontraron
extensiones de estos resultados al introducir la teoria de los cuasicristales. La dualidad
entre el problema del muestreo y el de interpolacion puede verse reflejada en los trabajos
de Matei y Meyer [76, 77], y Olevskii y Ulanovskii [79], ver también la Seccion 1.2.4. En
un nivel de mayor generalidad, estos resultados también fueron estudiados en el contexto
de grupos topoldgicos abelianos localmente compactos [53, 3].

Un conjunto I' es de muestreo e interpolacion para PW, si'y solo si E(I') es una base
de Riesz de L*(Q) (ver Seccién 1.2). El caso mds deseado es cuando la base es ortogonal.
Desafortunadamente, la ortogonalidad del sistema E(I') impone una estructura muy rigida
sobre I' y Q, y se ha probado que existen conjuntos de R¢ que no admiten una base ortogonal
de exponenciales para ningin conjunto de frecuencias. Por ejemplo, la bola en dimensién
d > 1 [51] y los conjuntos convexos no simétricos [65] son algunos de ellos. Incluso,
ciertas uniones de dos intervalos en la recta podrian no gozar de una base ortogonal de
exponenciales [71].

Fuglede [50] conjeturd en 1974 que si € es un conjunto medible de medida finita, el
sistema de exponenciales E(I') es una base ortogonal de L*(Q) si y s6lo si el conjunto Q
tesela RY por traslaciones sobre algtin conjunto discreto I' (ver Definicién 2.0.1).

Lamentablemente, la conjetura de Fuglede es falsa en ambas direcciones cuando d > 3,
pero aun se mantiene abierta para las dimensiones uno y dos [87, 67, 44, 45]. Sin embargo,
existen algunos casos particulares donde la conjetura resulta ser cierta [72, 60]. Uno de
estos casos se da cuando imponemos que el conjunto de traslaciones sea un reticulado
completo (i.e. la imagen de Z¢ por una matriz inversible) [50, 59]. Mas precisamente, si H
es un reticulado completo de R¢, vale que el sistema E(H) es una base ortogonal de L*(Q)
siy s6lo si Q tesela a RY por traslaciones de un reticulado A C R¢, el dual de H.

Cuando no se tienen bases ortogonales de exponenciales, las bases de Riesz de ex-
ponenciales resultan ser la segunda mejor opcién. Hasta el dia de hoy, no se conoce
ningun ejemplo de un conjunto 2 de medida positiva que no admita una base de Riesz
de exponenciales, aunque son muy pocos los casos donde la existencia de bases de Riesz
de exponenciales se pudo demostrar positivamente. Un avance muy significativo en esta
direccion fue el de Kozma y Nitzan [69, 70], que probaron que cualquier union finita de
rectangulos en RY admite una base de Riesz de exponenciales.

Grepstad y Lev [52] probaron que los conjuntos Riemann integrables (i.e. la medida de
su frontera es cero) acotados de R? que satisfacen una condicién de multi-teselado admiten
bases de Riesz de exponenciales. Para probar esto, utilizaron la teoria de los cuasicristales.
Luego, Kolountzakis [66] encontré una demostracion mds sencilla que remueve la hip6tesis



10

de Riemann integrabilidad del conjunto. Mds precisamente, lo que probaron es que dado un
conjunto medible y acotado que k-tesela a R? por traslaciones de un reticulado completo
A c R (ver Definicién 2.1.1) existen vectores aj, . .., a; € R para los cuales

E(H: ay,....q) = {™ ™M heH, j=1,.. .k}, (0.0.2)

es una base de Riesz de L*(QQ), donde H es el reticulado dual de A. De esta manera, se
obtiene que una union finita de traslaciones del reticulado H forma un conjunto de muestreo
e interpolacion para PWg,. Decimos que un sistema de exponenciales como en (0.0.2) es
estructurado.

El resultado fue extendido por Agora, Antezana y Cabrelli al caso de grupos abelianos
localmente compactos en [2] utilizando la teoria de espacios invariante por traslaciones.
Ademads, en ese mismo trabajo probaron que la vuelta del teorema también es cierta.

En [66] se dejo la pregunta abierta sobre si este resultado sigue siendo cierto para
conjuntos no acotados de medida finita que multi-teselan. En [2], los autores lo respondie-
ron por la negativa. Ellos construyeron un contraejemplo de un conjunto no acotado que
2-tesela en la recta y que no posee una base de Riesz de exponenciales estructurada.

En esta tesis, presentamos nuevas condiciones suficientes para que conjuntos de medida
finita que multi-teselan a R?, no necesariamente acotados, soporten una base de Riesz
de exponenciales estructurada. Esta condicion requerida es una propiedad aritmética que
llamamos admisibilidad (ver Definicion 2.3.1). Por otra parte, también probamos que los
conjuntos de medida finita que submulti-teselan a R (ver Definicién 2.4.1) y son admisibles
admiten marcos de exponenciales estructurados.

El problema del muestreo dinamico

En las aplicaciones, dado por las limitaciones en la precision de los equipamientos de
medicion, podria ser imposible obtener el valor exacto de una sefial en un punto dado. Para
evitar esto, lo que se puede hacer es tomar como medicion al promedio local de la funcién
cerca del punto, esto es, los valores (f, ¢;), donde ¢; es una funcién bien localizada al
rededor de un punto x; € R? del espacio. Este tipo de muestreo también nos permite trabajar
en espacios de Hilbert mds abstractos y donde la condicién de poder evaluar funciones no
necesariamente se cumple. Las muestras {{f, ¢;)};c; serdn suficientes para recuperar a f en
un espacio de Hilbert H separable cuando {¢;};c; sea un marco de H (ver Seccién 1.2).

Por otro lado, incluso si tuvieramos un conjunto de muestreo apropiado para nuestras
sefiales, podriamos tener que lidiar con problemas de restricciones espaciales. Por ejemplo,
en las redes de sensores (WSN), una gran cantidad de sensores son distribuidos sobre
una region para monitorear algin fendémeno fisico tal como la temperatura, polucién o
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presion. Las posiciones en el espacio donde debemos muestrear nuestra sefial podrian no
ser accesibles debido a limitaciones geograficas (una montafia, un rio, etc). Ademas, dado
que los equipamientos de medicidn suelen tener un costo elevado, muestrear en el espacio
con alta densidad podria exceder el presupuesto deseado.

La idea del muestreo dindmico es esquivar estos problemas reduciendo el nimero
de muestras en el espacio y considerando en su lugar un conjunto de muestras espacio-
temporales. Esto se logra asumiendo que las sefiales que queremos reconstruir evolucionan
en el tiempo bajo la accion de un operador de evolucion R, es decir, que la evolucion de f
en un cierto momento ¢ estd dado por R’ f. Supongamos que un conjunto discreto {x;};c; es
insuficiente para reconstruir f, el muestreo dindmico se ocupa de responder la siguiente
pregunta: ;Serd posible compensar la falta de informacion de f si muestreamos las distintas
evoluciones de la sefal en las mismas posiciones, es decir, consideramos las muestras
{f(xi)aRf(xi),sz(xi)’ oo ier?

El problema del muestreo dindmico fue estudiado en diversas instancias y es hoy en
dia un é4rea de investigacion muy activo. Los articulos de Lu, Vetterli, et al. [75, 82]
se consideran los primeros trabajos en el area, donde la evolucién es modelada por la
ecuacién del calor. Luego, Aldroubi et al. [7, 8, 1] estudiaron el problema en £*(Z) donde el
operador evolucidn es una convolucién discreta y utilizaron estos resultados para distintas
aplicaciones.

En el contexto mas general el problema puede ser reformulado como sigue [6]: Dado
H un espacio de Hilbert separable, queremos encontrar condiciones sobre un operador
acotado R : ‘H — H y un conjunto de funciones ¥ = {f; : i € I}, de manera tal que
{R/f; : i€l je J}forme un marco de H, donde I y J son subconjuntos de N U {0}. El caso
finito-dimensional fue resuelto por completo en [6] donde el operador es una transformacion
lineal arbitraria actuando en un espacio vectorial de dimension finita (ver también [31]).
El caso infinito-dimensional es un problema mas desafiante y para trabajar con él se han
utilizado técnicas de distintas dreas como la teoria espectral, espacios de Hardy, y la medida
de Carleson (ver [11, 31, 5, 36, 38, 39, 32, 37] y las referencias alli dentro).

En esta tesis, estudiamos un problema del muestreo dindmico en espacios invariantes
por traslaciones. Antes de mostrar de qué se trata este problema, expliquemos brevemente
el marco tedrico.

Dado un reticulado completo H C R¥, decimos que un subespacio cerrado V de L*(R%)
es H-invariante si para toda f € V, se tiene que T, f € V para todo h € H, donde
T;, f(x) := f(x — h). Dada una familia de funciones a lo sumo numerable ® c L*(R9), el
espacio

S(@):=gen{T,¢ : ¢ D, h e H}

es H-invariante y a @ se lo llama conjunto de generadores para dicho espacio. Todo
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espacio invariante por traslaciones es de esta forma. Cuando @ es finito decimos que V es
finitamente generado. Finalmente, diremos que un operador L : V — V, es H-conmutante
si conmuta con las traslaciones por H, es decir, LT), = T, L para todo h € H.

Una razon por la cual es natural trabajar con los espacios invariantes por traslaciones
para problemas del muestreo es la siguiente. Observemos que si denotamos por

sen(2mrox)

Yo (x) =

2nox

la ecuacién (0.0.1) nos dice que el espacio PW,. con o > 0 coincide con el espacio
— k
SW,) = gen{:ﬁg(- - —) t ke Z}.
20

Es decir, el espacio PW,, es un espacio ﬁZ—invariante generado por ¥, (mds aln, es un
espacio invariante por todas las traslaciones). Debido a que ¢, es una funcién de soporte
infinito y de lento decaimiento, la reconstruccion que nos brinda el Teorema Clasico del
Muestreo no siempre es la mds adecuada para las implementaciones numéricas. Ademds, la
suposicion de banda limitada puede no ser un modelo realista para numerosas aplicaciones.
Por lo tanto, considerar en su lugar modelos de espacios invariantes por traslaciones mas
apropiados es una buena opcion que preserva una estructura similar a los de banda limitada.

Los espacios invariantes por traslaciones fueron utilizados en bastas aplicaciones como
la teoria de aproximacion y wavelets, y su estructura es bien conocida, ver [57, 41, 40,
83, 27] para el caso Euclideo y [33, 29, 21] para el contexto de grupos topologicos. En
particular, problema del muestreo en espacios invariantes por traslaciones fue estudiado en
numerosos trabajos, ver por ejemplo [9, 12, 10, 54] y las referencias alli dentro.

Cada espacio H-invariante V tiene asociada una funcion rango (ver Definicion 1.3.7).
Esta es un mapa que toma como valores subespacios cerrados de £2(H) (los espacios de
fibras). La representacién de V a través de las fibras es fundamental para estudiar la
estructura del espacio. Por ejemplo, las traslaciones de un conjunto de funciones es un
marco de V siy solo si las fibras de las funciones de dicho conjunto forman un marco de
los espacios de fibras, con constantes uniformes, en casi todo punto (ver Teorema 1.3.10).

Algo parecido sucede con los operadores H-conmutantes. En [27] (ver también [28])
Bownik estudia las propiedades de estos operadores a través del concepto de operador
rango (ver Definicién 1.4.1). Dado un operador L acotado y H-conmutante, el operador
rango de L es un mapa que toma como valores operadores acotados que actian sobre los
espacios de fibras. Algunas propiedades de estos operadores nos permiten comprender el
comportamiento de L, por ejemplo, L es normal si y s6lo si los valores del operador rango
son operadores normales en casi todo punto (ver Teorema 1.4.4).
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En particular, cuando el espacio invariante por traslaciones es finitamente generado,
todos los espacios de fibras son de dimension finita y en consecuencia los valores del
operador rango son transformaciones lineales actuando en espacios de dimension finita.
Luego, la representacion de V y L a través de las fibras nos permite reducir problemas
infinito-dimensionales a problemas de dlgebra lineal de dimension finita.

El problema del muestreo dindmico que estudiaremos es el siguiente. Supongamos que
V es un espacio H-invariante finitamente generado de longitud ¢ (ver Definicion 1.3.4).
Sean ¥ = {f; : i € I} C V con I un conjunto de indices finitoy L : V — V un operador
acotado H-conmutante. Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que

{TaLif, i€l j=0,....6-1 heH)
sea un marco de V.

Los resultados que obtuvimos requirieron un estudio profundo sobre la estructura de
los operadores H-conmutantes. Explotando las técnicas de fiberizacion, podemos reducir
nuestro problema a una familia de problemas del muestreo dindmico donde el operador
que itera es una transformacion lineal actuando en espacios de dimension finita (el espacio
de fibras). Luego, aplicamos los resultados ya conocidos del muestreo dindmico finito-
dimensional en cada uno de estos espacios de fibras. Para poder trasladar estos resultados
al espacio original, precisamos célculos de cotas con uniformidad e hicimos uso de la teoria
de la H-diagonalizacion. Esta ultima, naci6 con el objetivo de resolver nuestro problema
del muestreo dindmico pero termind cobrando un gran interés por si misma. A continuacion
daremos una descripcion de dicho trabajo.

Diagonalizacion de operadores que conmutan con las traslaciones

La teoria de la H-diagonalizacion es una nueva nocion de diagonalizacion para operadores
que conmutan con las traslaciones actuando sobre espacios invariantes por traslaciones.
Esta consiste en descomponer el espacio en una suma directa de subespacios invariantes
por traslaciones, cada uno invariante por el operador, sobre los cuales el operador toma una
forma muy simple: una combinacion lineal de operadores de traslacion.

Para esto, definimos los H-autovalores, cuya nocién generaliza el concepto cldsico de
autovalor: Sea V un espacio H-invariante y L : V — V un operador H-conmutante acotado,
dada una sucesién a € ¢*(H) de espectro acotado (ver Definicién 1.4.9), decimos que

Ao= ) aT,
heH

es un H-autovalor de L si V, = ker(L — A,) # {0}. Aqui, el operador A, estd bien
definido y es acotado sobre un conjunto denso en L*(R?) y se extiende por continuidad a
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L*(RY). A los subespacios V, los denominamos H-autoespacios de L. Decimos que L es
H-diagonalizable si existen finitos (numerables) H-autoespacios que descomponen a V en
suma directa (ortogonal).

Uno de nuestros resultados principales muestra que si V es un espacio H-invariante
finitamente generadoy L : V — V es un operador H-conmutante acotado y normal,
entonces L es H-diagonalizable y admite un tipo de descomposicion espectral

L= i AajPVaj
j=1

donde Py, denota la proyeccion ortogonal sobre el subespacio cerrado V,,; dentro de V' (Ver
Teorema 3.3.16). Este teorema también se extiende a espacios V cuyos espacios de fibras
son finito-dimensionales (Teorema 3.4.4).

La idea detras de la H-diagonalizacién consiste en relacionar propiedades del operador
L con las propiedades de diagonalizacion de las fibras de su operador rango. Cuando
la dimension de los espacios de fibras es finita, el operador rango puede verse como un
mapa de matrices finitas a las cuales podemos encontrarles una seleccién medible de
autovalores. Cuando se remueve la hipdtesis de que los espacios de fibras sean finito-
dimensionales el problema no se puede abordar con las mismas herramientas. En este
caso, para poder obtener una H-diagonalizacion de operadores H-conmutantes acotados y
normales, precisamos pedir una estructura especial en su operador rango.

Todos estos resultados que obtuvimos pueden ser generalizados sin esfuerzo reempla-
zando R? por un grupo localmente compacto abeliano S que satisface el segundo axioma
de numerabilidad y H por un reticulado uniforme de & (esto es, H un grupo discreto tal
que S/H es compacto). Por otro lado, en esta tesis también consideramos una mayor gene-
ralidad del problema de H-diagonalizacién y buscamos descomposiciones similares para
operadores que actiian en subespacios invariantes no soélo por traslaciones, si no también
por otros movimientos rigidos como las rotaciones.

Mas precisamente, supongamos que G es un grupo discreto finito que actia sobre &
por automorfismos continuos y que preserva H (es decir, gH = H paratodo g € G) y
consideremos el producto semidirecto I' = H = G. Los grupos de esta forma incluyen,
en particular, a la clase de los grupos cristalograficos que se separan. Si denotamos por
R,f(x) = f(g7'x), para f € L*(S) y g € G, se puede ver que el mapa (h, g) — T,R, define
una representacion unitaria de I' en L*(3). Recientemente, en [18], se estudi6 la estructura
de los subespacios de L*(S) invariantes por dicha representacién, a los cuales llamaron
espacios I'-invariantes. Estos grupos son importantes en aplicaciones del procesamiento de
imagenes como modelos para imdgenes [19].

En este contexto, lo que hicimos fue considerar operadores actuando sobre espacios



15

I-invariantes que conmutan con la representacién unitaria de I' en L*(S). Nos referiremos a
estos operadores como I'-conmutantes. Encontramos condiciones para que estos operadores
admitan una H-diagonalizaciéon donde cada H-autovalor sea I'-conmutante y cada H-
autoespacio sea I['-invariante, la cual llamaremos I'-diagonalizacion.

Estructura de la tesis

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 daremos una introduccién a la teoria sobre la cual se construye este
trabajo. En primer lugar, encontraremos un resumen sobre marcos y bases de Riesz en
espacios de Hilbert. Luego, discutiremos los conceptos y resultados mas basicos de la
teoria de muestreo e interpolaciéon. Mas adelante, abordaremos la teoria de los espacios
invariantes por traslaciones y los operadores que conmutan con las traslaciones. Finalmente,
explicaremos como es posible extender estos tltimos al contexto de los grupos localmente
compactos y abelianos.

El Capitulo 2 tratara el problema de encontrar bases de Riesz estructuradas de expo-
nenciales para conjuntos que multi-teselan. Para esto veremos una caracterizacion de las
bases de Riesz estructuradas sobre conjuntos que k-teselan. Daremos la definicién de
conjunto admisible, junto con algunos ejemplos de conjuntos que satisfacen esta propiedad.
Probaremos que todo conjunto admisible que multi-tesela (no necesariamente acotado)
admite una base de Riesz estructurada de exponenciales y mostraremos con un ejemplo que
la admisibilidad no es una condicion necesaria para admitir bases de este tipo. Finalmente,
daremos una generalizacion de este teorema para el caso de submulti-teselados donde
obtendremos marcos de exponenciales estructurados.

El Capitulo 3 estd dedicado a desarrollar la teoria de la H-diagonalizacién de operadores
H-conmutantes. Comenzaremos por dar las definiciones de H-autovalor y H-autoespacio,
y sus propiedades relacionadas a los autovalores y autoespacios del operador rango. Ve-
remos que es posible construir funciones medibles a partir de selecciones medibles de
los autovalores del operador rango que servirdn para construir los H-autovalores. Luego,
daremos la definicién de H-diagonalizacion sobre espacios H-invariantes finitamente ge-
nerados, y estudiaremos condiciones necesarias y suficientes para que un operador sea
H-diagonalizable. Finalmente, veremos algunas extensiones de esta teoria al caso de los
espacios H-invariantes generales.

El problema del muestreo dindmico para operadores H-conmutantes serd abordado en
el Capitulo 4. Alli discutiremos cédmo es posible utilizar las técnicas de fiberizacion de
espacios invariantes por traslaciones para reducir el problema a un problema de muestreo
dinamico finito-dimensional. Para ello, daremos estimaciones de las constantes de marco
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para el caso finito-dimensional del muestreo dindmico y aplicaremos estos resultados para
resolver nuestro problema.

Por ultimo, en el Capitulo 5 estudiaremos el problema de diagonalizacion de operadores
['-conmutantes. Para esto, veremos las propiedades caracteristicas de la estructura de dichos
operadores. Encontraremos qué condiciones debe cumplir un H-autovalor para conmutar
con la representacion unitaria de I y veremos que, bajo ciertas hipdtesis, si un operador
I'-conmutante es H-diagonalizable, entonces admite una I'-diagonalizacion.
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Capitulo 1

Preliminares

El fin de este capitulo serda dar el marco tedrico sobre el cual se desarrolla esta tesis.
Introduciremos notaciones, definiciones y resultados con los que trabajaremos en los
siguientes capitulos. En general no incluiremos las demostraciones de los resultados
enunciados salvo que estos no se encuentren de manera explicita en la literatura. La
estructura de este capitulo serd la siguiente:

En la Seccién 1.1 nos ocuparemos de repasar las definiciones de marco, sucesion de
Riesz, base de Riesz en espacios de Hilbert separables, revisaremos algunas propiedades
importantes sobre estos sistemas e introduciremos ciertos operadores esenciales de esta
teoria: los operadores de sintesis y andlisis, y el operador de marco.

La Seccion 1.2 estard dedicada a introducir el problema de muestreo e interpolacion,
tanto en el espacio clasico de Paley-Wiener como en espacios de Hilbert mas abstractos.
En esta, se mostrard la relacion que existe entre el problema de muestreo e interpolacion,
los sistemas de exponenciales y los sistemas de traslaciones.

En las Secciones 1.3 y 1.4, introduciremos los espacios invariantes por traslaciones de
L*(RY) y los operadores que conmutan con las traslaciones actuando en dichos espacios.
La teoria serd planteada en el contexto Euclideo. En la Seccién 1.5 explicaremos como se
puede extender al caso general de los grupos localmente compactos y abelianos.

Antes de comenzar, fijaremos algunas notaciones y convenciones. Dado un conjunto /
notaremos su cardinal como #I. Utilizaremos el simbolo & para determinar la suma directa
de subespacios y & cuando esta suma sea ortogonal. Dado un conjunto E ¢ RY medible
(Lebesgue), notaremos su medida por |E|.

19
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La transformada de Fourier para una funcién f € L'(R?) estd dada por

F(Nw) = f(w) = f f) eV dx,  weR’,

IX

y se extiende por densidad a un isomorfismo isométrico en L*(R%). Haremos uso de la
siguiente notacion para las funciones exponenciales:

e (w) = oY xeRY weRY
El operador de traslacién por x € R? en L*(R“) se denotard por

T.f():=f(-x), feL®R. (1.0.1)
Notar que se tiene la siguiente relacion:

F(Tf)w) = e_(w)f(w), feLl*RY),xeR? weR (1.0.2)

Dado un espacio de Hilbert H complejo y un operador acotado A : H — H, deno-
taremos el espectro de A como 0(A) = {4 € C : A — AJ no es inversible}. El espectro
puntual, es decir, el conjunto de autovalores de A serd notado por o,(A) = {1 € C :
A — AT no es inyectivo}. Cuando H es finito-dimensional, o7(A) = o ,(A).

Si ‘H es finito-dimensional, diremos que A es diagonalizable si existen Ai,..., A4,
autovectores de A para los cuales H = E;, @ --- ® E,,. Cuando H es infinito-dimensional,
diremos que un operador A es diagonalizable si existe una base ortonormal de H de
autovectores de A, o equivalentemente, una sucesion (4;); € C de autovalores de A para los

cuales H = (BE 2;- Todo operador diagonalizable en este ltimo sentido es normal.
J

1.1 Marcos y bases de Riesz en espacios de Hilbert

Esta subseccion esta dedicada a introducir el concepto de marcos y bases de Riesz de un
espacio de Hilbert separable. Veremos que ambos son sucesiones completas provistas
de ciertas propiedades deseadas que generalizan las de las bases ortonormales. Si bien
todo espacio de Hilbert separable admite una base ortonormal, para muchas aplicaciones
necesitaremos trabajar con sucesiones especificas y no siempre sera posible garantizar la
condicion de ortonormalidad de estas. En su lugar, los marcos y bases de Riesz ofrecen una
estructura lo suficientemente buena.
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Todos los resultados presentados a continuacion son bien conocidos de la literatura, se
pueden encontrar con mas detalle y con sus respectivas demostraciones en [35, 56, 90] y
las citas dentro de ellos.

A lo largo de esta subseccion H siempre representara un espacio de Hilbert separable e
I serd un conjunto de indices a lo sumo numerable.

Comenzaremos por ver la definicion de marco de un espacio de Hilbert.

Definicion 1.1.1. Una sucesion {¢;}ic; C H se dice que es un marco de H si existen dos
constantes positivas A, B > 0 tales que

AP < Y KEedP < BIFIP, V[ eH.

i€l
Cuando solo se satisface la desigualdad de la derecha, se dice que la sucesion es Bessel.

En este caso, nos referiremos a las constantes A, B como constantes de marco. Las
constantes no son Unicas y diremos que son 6ptimas cuando la constante superior (inferior)
de marco sea el infimo (supremo) de todas las constantes. Notemos que una base ortonormal,
en particular, es un marco y las constantes en ese caso son A = B = 1 debido a la identidad
de Parseval.

Es claro que un marco de H es un sistema completo de H, sin embargo, no es necesa-
riamente una base y puede admitir redundancia. Por ejemplo, supongamos que {¢;};c €s
una base ortonormal de H, la sucesién en H formada por {¢1, ¢1, ¥2, ¢2, ...} €s un marco
de H con constantes A = B = 2.

Definicion 1.1.2. Un marco se dice ajustado cuando A = B. En el caso que A = B =1
decimos que el marco es de Parseval.

A continuacién daremos las definiciones de algunos operadores que son de gran impor-
tancia dentro de la teoria de marcos.

Definicion 1.1.3. Sea {¢;}ic; una sucesion de H.
(i) El operador de andlisis asociado a {@;}ic; se define por C : H — €*(I) donde

Cf={fotier, feEH.

(i1) El operador de sintesis asociado a {¢;}ic; es el operador adjunto de C, que estd dado
por U = C* : t*(I) — H donde

Uc = Z cigi, c={c}e ().

iel
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(iii) El operador de marco asociado a {¢;}ic; es el operador S = UC : H — H dado por
Sf=Yfengn feH.

iel

Se puede observar facilmente que el operador de andlisis C estd bien definido y es
acotado si y s6lo si el sistema {¢;};c; €s una sucesion Bessel. Por lo tanto, si ese es el caso,
todos los operadores C, U y S estan bien definidos y son acotados. Por otro lado, S es un
operador autoadjunto y positivo.

Asi mismo, se puede ver que la sucesion {¢;};c; es un marco de H con constantes de
marco A, B > 0 si y solo si el operador de analisis C esta acotado superior e inferiormente,
es decir

ANfIP <IICfIl. < BIFIP,  YfeH.
Luego, se puede deducir el siguiente resultado.
Teorema 1.1.4. Dada una sucesion {¢;};c; C H, son equivalentes:
(1) {@;}ics es un marco de H.
(i1) El operador de andlisis C es acotado, inyectivo y de rango cerrado.

(i11) El operador de sintesis U es acotado y sobreyectivo.

Una propiedad importante de los marcos es que estos nos proveen de representaciones
como combinacion lineal de sus elementos para todo vector en H, como se enuncia el
ultimo item del siguiente teorema.

Teorema 1.1.5. Sea {¢;}ic; una sucesion en H. Los siguientes enunciados son equivalentes.
(1) {@;}ict un marco de H con constantes de marco A, B > 0.

(1) El operador de marco S es inversible y se tiene que
ANfIP <(SFH<BIfIP, VYfeH.

(iii) {S'@ilies es un marco de H con constantes de marco B, A™".

(iv) Para todo f € H se tienen las siguientes igualdades

= (5" e) o= ) (e S e (LL1)

iel iel

donde estas series convergen incondicionalmente en H.
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Observemos que cuando {¢;};c; €s un marco ajustado de H, tenemos que S = Al y
S§~1= A7'I. Luego, en ese caso vale que f = A~ Y,.,{f, ¢;) ¢; para toda f € H.

A la sucesion {S ~'¢;}ie; se la denomina marco dual canénico de {@;};c;. Es importante
remarcar que los coeficientes de la escritura como combinacién lineal de los elementos del
marco {¢;};,c; dada en (1.1.1) no son unicos debido a la redundancia que un marco puede
admitir.

Si bien esta redundancia podria ser de utilidad para algunas aplicaciones (por ejemplo,
en problemas de transmisioén de datos con pérdida de informacion), tener unicidad en las
representaciones en serie de los vectores del espacio suele ser conveniente y para ello
necesitamos que la sucesion sea una base de Schauder del espacio de Hilbert. Veremos a
continuacion la definicion de bases de Riesz de un espacio de Hilbert.

Definicion 1.1.6. Decimos que el sistema {¢;}ic; C H es una sucesion de Riesz de H si
existen dos constantes A, B > 0 tales que

AN NGl | wl <BY 1l Vo=t e ).

i€l i€l i€l

Cuando una sucesion de Riesz es ademds completa en H, decimos que es una base de
Riesz de H.

Nos referiremos a las constantes A, B como constantes de Riesz. Una base ortonormal
es, en particular, una base de Riesz con constantes A = B = 1. Observemos que si {¢;}ic; €S
una sucesion de Riesz de H, entonces es una base de Riesz del espacio que genera, es decir
Ho = gen{pitier.

Notemos que {g;};c; es una sucesion de Riesz de H con constantes de Riesz A, B si 'y
solo si el operador de sintesis U esta acotado superior e inferiormente, es decir

AN NP | Uelf <BY 1l Vo=t e ).

i€l i€l

En ese caso, el operador U esta bien definido, es acotado, inyectivo y de rango cerrado. En
consecuencia, C es acotado y sobreyectivo.

En particular, una sucesion de Riesz es necesariamente una sucesion Bessel. Dado que
un marco es completo, es claro que si una sucesion es marco y sucesion de Riesz de H
entonces es una base de Riesz de H. Por el otro lado, si una sucesion es base de Riesz de
H, se puede ver que es un marco de /. Combinando esta ultima discusion con el Teorema
1.1.4, obtenemos que {¢;};c; es una base de Riesz de H siy solo si C y U son operadores
acotados e inversibles.
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Las bases de Riesz son bases de Schauder y por lo tanto proveen para cada vector en H
una tnica escritura como combinacion lineal de los elementos de la sucesion. Mas atn, los
coeficientes de dicha escritura se obtienen a través de la sucesion biortogonal.

Definicion 1.1.7. Sea {¢;}ic; € H. Una sucesion {g;}ic; se dice biortogonal a {¢;}ic; i
(pi,gj) =0dijparatodoi,j€ I

Teorema 1.1.8. Sea {¢;}ic; una base de Riesz de H, entonces existe una vinica sucesion
biortogonal {g;};c; y para todo f € H se tiene que

F=>fee

i€l
donde la serie converge incondicionalmente. Ademds, {g;},c; es una base de Riesz de H.

En particular, si una sucesién es una base ortonormal de /H, su biortogonal es ella
misma.

1.2 Muestreo e interpolacion

La intencién de esta seccidn es dar un panorama amplio sobre la teoria de muestreo e
interpolacion. Comenzaremos por introducir los espacios de Paley-Wiener. Luego, discu-
tiremos sobre el problema del muestreo e interpolacion en espacios de Paley-Wiener. En
particular, veremos que existe una conexion entre un conjunto de muestreo (interpolacion)
y los marcos (sucesiones de Riesz) de exponenciales. Posteriormente, hablaremos sobre
como se puede formular un problema de muestreo e interpolacion en espacios de Hilbert
mads abstractos. Finalmente, dedicaremos la dltima subseccion a explicar la dualidad entre
el problema de muestreo y el de interpolacién, donde demostraremos una generalizacion de
un resultado de [79].

Referimos al lector a [90, 56, 80] y las referencias alli dentro para una lectura mas
detallada en estos temas y para las demostraciones de los resultados que mencionaremos.

1.2.1 El espacio de Paley-Wiener

Definicion 1.2.1. Sea Q c R un conjunto compacto, el espacio de Paley-Wiener se define
por el conjunto
PWq = {f e LX®) : sopf c Q}.
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PWq, es un espacio de Hilbert provisto con la norma || - ||, ya que es un subespacio
cerrado dentro de L?>(RY). Muchas veces nos referiremos a él como el espacio de las
funciones de banda limitada. Frecuentemente en las aplicaciones, las sefales pueden ser
modeladas por funciones de este tipo. Por ejemplo, dado que el oido humano sélo es capaz
de reconocer frecuencias en un rango limitado entre 20 Hz y 20000 Hz, podemos considerar
a las senales sonoras como de banda limitada.

El espacio de Paley-Wiener puede ser estudiado del lado de Fourier. Si notamos que el
espacio L*(Q) puede ser identificado como el subespacio cerrado de funciones de L*(R¢) que
se anulan fuera de Q, es decir, el espacio compuesto por fyq con f € L*(R?), podemos ver
que F(PWq) = L*(Q), con lo cual PWg, y L*(Q) son espacios isométricamente isomorfos.

Como Q es compacto, F (PWq) = L*(Q) c L'(Q). En consecuencia, todas las funciones
de PWg son continuas. Mads adn, se puede ver que para toda f € PWg, tenemos que
f € C*(RY y todas sus derivadas parciales pertenecen a PWq. EI hecho de que las
funciones sean continuas nos garantiza que podamos considerar las evaluaciones de estas.

El ejemplo mas clésico de los espacios de Paley-Wiener es cuando € es un intervalo
simétrico en la recta, es decir QQ = [0, 0] con o > 0, que lo notaremos simplemente PW,,.
Es bien sabido que L? [-0-, "] admite una base ortonormal de exponenciales de la forma

1
{ me%(w))([—ozo'](w) : keZ},

Anti-transformando y usando (1.0.2), obtenemos por isometria la siguiente base ortonormal

para PW,,
1 k
{Edlo-(x— %’) . kEZ},
donde )
‘ﬂa(x) = 77_1 (X[—a’,tr]) (.X) = w

Cuando o = 1/2, esta funcion se conoce como seno cardinal. Esta base ortonormal del
espacio PW, se destaca en importancia debido a la siguiente propiedad. Dada f € PW,,
por la igualdad de Plancherel, sabemos que

k . A - k
<f, Ve ( - %» = (f, e X[_M]> = fRd flw) ¥ dw = f(%), (1.2.1)

para todo k € Z.

Por la ortonormalidad de la base, esto nos dice que para toda f € PW, tenemos la
siguiente escritura como combinacion lineal de sus elementos

1 k k
J@) =7 éf(%) Vo (x— 5) (1.2.2)
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donde la convergencia es en L*(R) y también uniforme en R.

La expansion obtenida en (1.2.2) es lo que se conoce por el Teorema Clasico del
Muestreo y nos muestra que conociendo unicamente los valores de f en los puntos I' = %Z
es posible reconstruir a la funcién por completo. Veremos en lo que sigue que I es un
conjunto de muestreo para PW,,.

1.2.2 El problema del muestreo e interpolacion en espacios de Paley-
Wiener

Como mencionamos en la introduccion de esta tesis, dado un espacio de funciones ¥ en
R“ a valores en R o C, el problema del muestreo busca encontrar un conjunto discreto
I' ¢ RY, con el cual toda funcién f € F pueda ser reconstruida univocamente y de manera
estable a partir de sus muestras {f(¥)},er. Cuando decimos que la reconstruccion es estable,
nos referimos a que pequefas perturbaciones en las muestras {f(y)},er generen pequefias
variaciones en la reconstruccion.

A continuacion daremos la definicién de conjunto de muestreo para el caso de los
espacios de Paley-Wiener.

Definicion 1.2.2. Sea Q c RY un compacto y I' € R un conjunto discreto. Decimos que T
es un conjunto de muestreo para PWq, si existen constantes A, B > 0 tales que

AlfIP < Z P < BIAIR, VY fePWo. (1.2.3)

yell

Consideremos el operador de muestas M : PWq — ¢*(I') como

Mf ={f(Vher. (1.2.4)

Dado x € R? y f € PWg, de manera andloga a (1.2.1), podemos ver que

f) = {frexa) = (f T th) (1.2.5)

donde ¢y = F ! (ya) y T, es el operador de traslacién como en (1.0.1). Por lo tanto, el
operador M coincide coincide con el operador de andlisis asociado al sistema {T', ¢ : y € I'}
(ver Definicién 1.1.3).

La ecuacion (1.2.3) nos dice que M es un operador bien definido, acotado, inyectivo
y de rango cerrado. La inyectividad de M nos garantiza unicidad de la reconstruccion
de una funcién f a partir de sus muestras {f(y)},er. Ademas, se tiene estabilidad ya que
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Diyer lf()I* = |IfII*. Por otro lado, esto nos indica que el sistema {Tyy : y €T}esun
marco de PW.

Dado que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico, esto es equivalente
a que el sistema de exponenciales

ET):={eyxa :vel}
sea un marco de L?(Q). Resumiendo, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. Sea Q c RY compacto y T c RY un conjunto discreto, entonces son
equivalentes:

(1) El conjunto I es de muestreo para PWq
(i1) Elsistema{T,y : y € I'} es un marco de PWq, con y = F! (xa)

(iii) El sistema E(') es un marco de L*(Q).

Observar que si " es un conjunto de muestreo para PWq, por (1.1.1) y (1.2.5), tenemos
la siguiente formula de reconstruccién para toda f € PWg:

D s Ty,

yell

donde S es el operador de marco de (T, ¢ : y € I'}.

Por ejemplo, cuando o > 0, como E (%Z) es una base ortogonal de L*[-o, o], en

particular es un marco de L*[—c, o]. Por lo tanto I' = %Z es un conjunto de muestreo para
PW,.

Definicion 1.2.4. Decimos que un conjunto I’ C R? es Bessel si el sistema de exponenciales
E() es una sucesion Bessel en L*(R?).

Definicién 1.2.5. Decimos que I' € R¢ es un conjunto separado si existe d > 0 tal que
ly —v'| = d > 0 para todo y,y" €T tales que y # y'. Si T es union finita de conjuntos
separados, decimos que I es relativamente separado.

Se puede ver que si I’ € R es un conjunto separado, entonces I es Bessel. En particular,
si I es separado entonces la desigualdad superior de (1.2.3) se satisface para toda f € PWj,.
En el otro sentido, se sabe que si I" es Bessel entonces, I es relativamente separado. Al
trabajar con conjuntos de muestreo, podemos siempre considerarlos separados gracias a la
siguiente proposicion.
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Proposicion 1.2.6. Sea Q c R? compacto y I’ € R? un conjunto de muestreo para PWq,.
Entonces, existe I'y C T, tal que I'y es separado y es un conjunto de muestreo para PW,.

El problema del muestreo tiene un problema dual, que es el de interpolacion. La razén
por la cual se considera dual la discutiremos en la Subseccion 1.2.4. La definicién de un
conjunto de interpolacién para un espacio de Paley-Wiener es la siguiente.

Definicion 1.2.7. Sea Q c R? compacto y I’ € R? un conjunto discreto, decimos T es un
conjunto de interpolacion para PWq si para toda sucesion ¢ = {cy}yer € C3(D) existe una
funcion f € PWq tal que f(y) = ¢, para todoy €T.

Cuando un conjunto I" es de interpolacion, se puede probar que este es necesariamente
un conjunto separado. Luego, esto implica que I" debe ser Bessel. En terminos del operador
de muestras M definido en (1.2.4), se tiene que I" es de interpolacion si M es acotado y
sobreyectivo. En particular, dado que M es el operador de andlisis de {7, : y € IT'},
razonando de manera anédloga a antes, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8. Sea Q c RY compacto y T c RY un conjunto discreto, entonces son
equivalentes:

(1) El conjunto I es de interpolacion para PW,.
(ii) El sistema{T,y : y € I'} es un una sucesion de Riesz de PWq, con y = F ' (xa).

(iii) El sistema E(') es una sucesion de Riesz de L*(Q).

Por ejemplo, si o > 0, sabemos que E (%TZ) es una base ortogonal de L*[-0, 0] y en

particular un una sucesién de Riesz de L*[—c, o). Por lo tanto I' = %Z es un conjunto
de interpolacion para PW,.. En este caso, I" es un conjunto de muestreo e interpolacién al
mismo tiempo.

Observar que si un conjunto I' ¢ R es de muestreo e interpolacién para PWq con Q
compacto, entonces se tiene que E(I') es una base de Riesz de L*(Q).

1.2.3 El problema del muestreo e interpolacion en espacios de Hilbert
abstractos

Los espacios de Paley-Wiener PW, con Q C RY compacto gozan una caracteristica especial
que es la de ser un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo.
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Definicion 1.2.9. Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas en un conjunto X con
valores en C. Decimos que H es un espacio de Hilbert con niicleo reproductivo (EHNR) si
para cada x € X, el funcional lineal ev, : H — C, ev,(f) = f(x) es continuo.

Si un espacio H es un EHNR, por el Teorema de Representacion de Riesz, para cada
x € X existe un elemento k, € H tal que f(x) = (f, k) paratoda f € H. Luego, se puede
definir la funcién K : X X X — C como K(x,y) = <k, k,) = ky(x), la cual se denomina
niicleo reproductivo de H.

Por ejemplo, en el caso de PWg con Q ¢ R compacto, vimos en (1.2.5) que para todo
x€RYy f e PWq, f(x) = (f,Ty) donde y = F ! (yq). Con lo cual, k, = T, para todo
x € R4,

Dado que las evaluaciones son continuas, tiene sentido estudiar el problema del muestreo
y el problema de interpolacién para EHNR generales. Sea  un EHNR de funciones
definidas en un conjunto X con valores en C y I' C X un conjunto discreto. Al igual que
para los espacios de Paley-Wiener, decimos que I" es un conjunto de muestreo para H si
existen constantes A, B > 0 tales que

AlfIP< Y If R < BIAIE, Y feH.

yell

Por el otro lado, decimos I" es un conjunto de interpolacion para H si para toda sucesion
¢ = {c¢,}yer € €*(I) existe una funcién f € H tal que f(y) = ¢, para todoy €T

Debido a que f(x) = (f, k,) para toda f € H y x € X, de manera analoga al Teorema
1.2.3 vemos que I C X es un conjunto de muestreo para H siy sélosi{k, : y €'} esun
marco de H. Y también, como en el Teorema 1.2.8, obtenemos que I' C X es un conjunto
de interpolacion para H siy s6lo si {k, : y € I'} es una sucesion de Riesz de H.

Para el caso de espacios de Hilbert separables de funciones mds abstractos, el problema
del muestreo mediante las evaluaciones podria perder el sentido. Sin embargo, las discu-
siones previas nos sugieren una generalizacion muy natural de este problema: en vez de
considerar evaluaciones, se puede muestrear a una funcién f a través de ciertas mediciones
{{f, ¥i)}icr para un conjunto discreto de indices I (por ejemplo, ¢; podria ser una funcién
bien localizada alrededor de un punto).

Luego, el problema del muestreo para espacios de Hilbert abstractos se convierte en
buscar funciones {g;};c; con la propiedad de que toda f € H pueda ser recuperada de
manera estable a partir de las muestras {(f, ¢;)}ic;- Como esto es equivalente a que el
operador de andlisis de {¢;};c; sea acotado, inyectivo y de rango cerrado, esto se satisfacerad
cuando el conjunto {¢;};; sea un marco de H.

Por otro lado, el problema de interpolacién para espacios de Hilbert abstractos sera
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el de encontrar funciones {¢;};c; tales que para toda sucesion ¢ = {c;};e; € €>(I) exista una
funcion f € H tal que (f, ¢;) = ¢; para todo i € I. Esto es equivalente a que el operador de
andlisis {¢;};c; sea acotado y sobreyectivo, lo cual serd cierto cuando {¢;};c; sea una sucesion
de Riesz de ‘H.

Observar que, en particular, esta nocién mas general de los problemas de muestreo
e interpolacion también nos permiten trabajar sobre espacios de Paley-Wiener PW, mas
generales donde el conjunto Q C R¢ es medible de medida finita no necesariamente acotado,
como lo haremos en el Capitulo 2. En esta generalidad, el Teorema 1.2.3 y el Teorema
1.2.8 siguen valiendo al remover la hip6tesis de compacidad.

1.2.4 Dualidad entre el muestreo y la interpolacion

El problema del muestreo e interpolacion se consideran problemas duales. Esto se debe a
que, en algin sentido, las nociones de marco y sucesion de Riesz son duales. A continuacién
daremos una proposicion que ejemplifica esta relacion. Para ello, haremos uso del siguiente
lema.

Lema 1.2.10. Sea H un espacio de Hilbert separable con descomposiciones ortogonales
H=VeWyH="H &H,. Sean P\, P, las proyecciones ortogonales de H sobre H, y
H, respectivamente. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) La restriccion P, |V es sobreyectiva;

(i1) La restriccion P2|W es inyectiva y de rango cerrado.

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que la restriccion P, |v es sobreyectiva. Observe-
mos que esto dice, en particular, que P;(V) es cerrado. Por [42, Teorema 4.1], también
P,(W) debe ser cerrado.

Falta probar que P2|W es inyectiva. Sea w € W tal que P,w = 0, entonces w € H;. Dado

que P |v es sobreyectiva, existe un elemento v € V tal que w = P;v. Luego de descomponer
v ="hy + hyconhy € H;yh, € H,, tenemos que

0=w,v) =W, h)+(w,hy),
pero (w, h,) = 0 porque w € H,, entonces
0= (w, hy) = (w, Py = wll,

con lo cual w = 0 como queriamos probar.
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(i) = (i). Supongamos ahora que la restriccion P2|W es inyectiva y de rango cerrado.
Queremos ver que P(V) = H,. Sabemos que P;(V) es cerrado, sea P;(V)* el complemento
ortogonal de P(V) dentro de H;. Si x € P;(V)*, entonces {x, P;v) = 0 paratodov € V, de
lo que se deduce que (x,v) = 0 para todo v € V y por lo tanto x € W. Pero, como x € H,
tenemos que P,x = 0, luego x = 0 ya que P2|W es inyectivo. Finalmente, P{(V)* = {0} y
P1(V) = H, como queriamos ver. O

El resultado que sigue, se trata de una generalizacién de [79, Proposicion 4].

Proposicion 1.2.11. Sea {w;};cax una sucesion de Riesz de un espacio de Hilbert H. Sean
W =gen,.{w:}, V.= Wy {viliew C V un marco de V. Entonces, para toda descomposicion
ortogonal H = H, & H,, si Py, P, son las proyecciones ortogonales sobre H; y H,
respectivamente, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) {PVi}ien es un marco de H,.

(ii) {Pywi}ien es una sucesion de Riesz de H,.

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que {P;v;};en €s un marco de H,. Entonces, P, v
es sobreyectiva. En efecto, dado y € H, tenemos que

y= Z(y, Pyw;))Pyv; = Pl( Z<y, P1Vf>vi),

ieN ieN

donde {Pv}}ien €s €l marco dual canénico de {Pv;}ien. La serie )iy, P1v])v; es con-
vergente en V ya que {(y, P1vi)},; € ?(N) y {viliaw es un marco de V. Luego, por
el Lema 1.2.10, sabemos que P2|W es inyectivo y de rango cerrado. Esto implica que
P2|W : W — P,(W) es inversible. Dado que {w;};cn €s una base de Riesz de W, {P,w;};an €5
una base de Riesz de P,(W), luego {P,w;};an es una sucesion de Riesz de ..

(i) = (i). Supongamos ahora que {P,w;};an es una sucesion de Riesz de H,. Veamos

que esto implica que P2|W es inyectiva y de rango cerrado. Para ver la inyectividad, sea
w € W, entonces w = (W, wi)w;, donde {w};cx €s la sucesion biortogonal de {w;}ien. Si

0="Pw= Z(W, wi)Pow;

ieN

entonces (w,w?) = 0 para todo i € N, luego w = 0. Para ver que es de rango cerrado,
notemos que
Pr(W) C geng { Pawi} € Pa(W)
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donde la dltima inclusién se debe a que si {c;}jen € £2(N), sabemos que

Z ciPyw; = Pz( Z CiW,'),

ieN ieN

y Dien Ciw; converge en W ya que {w;};y es una base de Riesz de W. Luego, el Lema 1.2.10
dice que P, |V es sobreyectivo. Por lo cual, como {v;};cy €s un marco de V, {Pv;};cn €s un
marco de . O

En particular, dado Q < [0,1]¢ y I' ¢ Z9, esta proposicién se puede utilizar con
H = L([0, 1]9), H, = LXQ), Hy = L2 ([0, 11\ Q) y (wikiaw = ED), {vihiar = EZ4\ T,
para obtener el siguiente corolario (ver [77, 79]).

Corolario 1.2.12. Sea Q c [0,1]? y ' c Z%. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1. T es un conjunto de muestreo para PWy,.

2. ZU\T es un conjunto de interpolacién para PWiq 110

1.3 Espacios invariantes por traslaciones

En esta seccion introduciremos los conceptos y resultados de la teoria de los espacios
invariantes por traslaciones que serdn necesarios en este trabajo. Los espacios invariantes
por traslaciones de L*(R?) fueron extensivamente estudiados [57, 41, 40, 83, 27], (ver
también [29, 21] para el contexto de grupos localmente compactos y abelianos). Via la
transformada de Fourier, los espacios invariantes por traslaciones se pueden ver como
espacios mutiplicativamente invariantes, ver por ejemplo [29, 28] para ese punto de vista
tedrico.

La definicion de un espacio invariante por traslaciones puede darse en el contexto
general de grupos localmente compactos y abelianos, con traslaciones por reticulados de
dichos grupos. Pero, para mayor claridad de la exposicién, comenzaremos por el caso
Euclideo R? y explicaremos cémo se traducen los resultados al caso mas general en la
Seccidn 1.5.

Definicion 1.3.1. Un reticulado H es un subgrupo aditivo discreto de RY. Decimos que H
es completo si existe una matriz inversible M de tamario d X d tal que H = MZ®. En ese
caso, llamamos dominio fundamental de H al conjunto Dy = M[0, 1)“.
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Figura 1.1: Si H = MZ* c R* y M = [v;|v,], entonces el paralelogramo formado por los
vectores vy y v, es el dominio fundamental de H.

Observar que el dominio fundamental Dy es un conjunto medible de representantes del
cociente R?/H, ver figura 1.1.

Definicion 1.3.2. Dado un reticulado H c R¢, definimos como su reticulado dual al
subgrupo
A=H ={6eR’: (5,h)€Z, VYheH)}.

Se puede ver que si H = MZ?, entonces el reticulado dual de H es A = (M")~'Z¢.
En particular, A también es un reticulado completo y tiene dominio fundamental D, =
(M"7'10, 1)4. Notar, por ejemplo, que si H = Z¢, entonces A = Z¢y Dy = Dp = [0, 1)%.

A lo largo de esta seccién fijaremos H C R¢ un reticulado completo de R? con reticulado
dual A c R y diremos que el conjunto D = Dj.

Definicion 1.3.3. Decimos que un subespacio cerrado V- C L*(R?) es invariante por
traslaciones por H C R? o H-invariante si para cada f € V tenemos que T),f € V, para
todo h € H.

Notar que el espacio de Paley-Wiener PW,, para Q € R? un conjunto medible de medida
finita es un espacio invariante por traslaciones para cualquier reticulado H € R?. M4s atn,
PW,, es invariante por todas las traslaciones T’ con x € RY,
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Dado un conjunto de funciones a lo sumo numerable ® c L*(R¢), denotaremos
S(@):=gen{Typ : o€ D, he H}.

Decimos que @ es un conjunto de generadores de V si V = S (®). Todo espacio invariante
por traslaciones por H admite un conjunto de generadores ®. Cuando ® es un conjunto
finito, decimos que V es un espacio H-invariante finitamente generado. Si ® = {¢} decimos
que V es principal. Ademads, el sistema de las traslaciones por H de un conjunto ® lo
notaremos por

E@®):={Typ : ¢ ®, heH).

Cuando E(®) forme un marco de V diremos que ® es un generador de marco de V.

Definicién 1.3.4. La longitud de un espacio H-invariante V. .c L*(R?) se define como el
minimo numero natural € para el cual existen ¢y, ....op € V.con' V.= S(¢1,...,00), y la
notaremos L(V).

1.3.1 Fiberizacion y funciéon rango

Una herramienta esencial en la teorfa de los espacios invariantes por traslaciones de L*(R%)
es el mapa de fibras. Este se trata de un isomorfismo isométrico entre L*(R¢) y el espacio
L? (D, fz(A)), introducido por Bownik en [27]. El espacio L? (D, 52(A)) es el espacio de
Hilbert que consiste en las funciones a valores vectoriales medibles i : D — *(A) cuya

norma, dada por
12
Il = ( f @Iy dw) ,
D

Proposicion 1.3.5. El mapa 7 : L*(RY) — L? (D, {’Z(A)) definido por

es finita.

Tf(w) = {f(@+Osers [ eL’R, weD,
es un isomorfismo isométrico.
Nos referiremos a 7 f(w) como la fibra de f en w. La buena definicion del mapa de

fibras se debe a que dadas dos funciones f,g € L*(R?) cuyas transformadas de Fourier
coinciden en casi todo punto, entonces { f(w + 0)}sca = {&(w + 9)}seca para casi todo w € D.
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Ejemplo 1.3.6. Estudiemos como son las fibras de las funciones de PW% cuando H = Z.

En este caso, A = Z y podemos tomar como dominio fundamental D = [—%, %] Para ello,

consideremos primero las funciones [ € PW% cuya transformada de Fourier es continua.

Tenemos que T f(w) = {f(a) + 0)}sez con w € [—%, %] Dado que sopf c [—%, %
que f(a) +0) = 0 para todo 6 # 0. Por lo cual, T f(w) = f(w)lo, donde 1 es la sucesion
en €*(A), tal que 15(0) = 1y 15(8) = 0 para 6 # 0. El caso general se obtiene por un

argumento de densidad.

], vemos

Una observacién importante es que para toda f € L*(RY) y h € H,
TThf(w) =en(w)T fw).

En particular, esto nos indica que 7V es un espacio que es invariante por las modulaciones
en H. El mapa de fibras nos permite caracterizar los espacios invariantes por traslaciones
mediante el concepto de funcion rango, introducido por Helson en [57].

Definicion 1.3.7. Una funcion rango es un mapa
gJ:D— {Subespacios cerrados de fz(A)}
w i J(w) C CA).

Decimos que J es medible si la funcion escalar w — (P g(,u,v) es medible para todo
u,v € *(A), donde P 7w €S la proyeccion ortogonal de *(A) sobre J (w).

Muchas veces nos referiremos a J (w) como el espacio de fibras de V en w.

Dada una funcién rango 7, definimos el espacio
Mg :={y e *(D.CQ): ¢(w) € T(w) }. (1.3.1)

Se puede ver que M es un subespacio cerrado de L? (D, {’Z(A)) invariante por las modula-
ciones en H. La siguiente propiedad se debe a Helson [57].

Proposicion 1.3.8. Sea J una funcion rango medible, entonces
(Pyy F)(W) = Pyy(F(w)), Y F € LXD, (M),
para casi todo w € D.

En [57], Helson probé que todo subespacio cerrado de L? (D, fz(A)) invariante por las
modulaciones en H debe ser de la forma M 4 para alguna funcién rango . El siguiente teo-
rema, probado en [27] por Bownik, traslada este resultado hacia los espacios H-invariantes,
mediante el mapa de fibras.
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Teorema 1.3.9. Sea V un subespacio cerrado de L>(RY) y T el mapa de la Proposicién
1.3.5. Entonces, el subespacio V es H-invariante siy solo si existe una uinica funcion rango
medible [ tal que

V={fe’?®") : Tfw)eJ(w).ctp.weD.

Mds aiin, si V = S(®) para algiin conjunto ® C L*(RY) a lo sumo numerable, la funcion
rango medible asociada a V satisface que para casi todo w € D,

J(w) =gen{Tpw) : g€ D}. (1.3.2)

La funcién rango es tnica en el siguiente sentido: dos funciones rango 7 y J» son
iguales si J1(w) = J>(w) para casi todo w € D. Observemos que el Teorema 1.3.9 dice que
TV = Mg. Muchas veces haremos referencia a J(w) como el espacio de fibras de V en w.

Es importante remarcar que cuando el espacio V es finitamente generado, la ecuacién
(1.3.2) nos dice que J (w) es de dimension finita para casi todo w € D. Esto nos permite
trasladar problemas en espacios de dimension infinta a problemas de dimension finita
que pueden ser tratados con dlgebra lineal. Mas adn, se puede obtener una definicion
equivalente de la longitud de V en términos de la dimenisén de su funcidn rango asociada,

L(V) = sup ese dim J(w).
weD
Ademas, el siguiente resultado dice que existe una caracterizacion de los generadores

de marcos y bases de Riesz de un espacio invariante por traslaciones a través de su funcién
rango asociada.

Teorema 1.3.10. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) con funcién rango J y sea
® C L*2(RY) un conjunto a lo sumo numerable. Entonces, son equivalentes:

(1) El sistema E(®) es un marco (base de Riesz) de V con constantes A, B > 0;

(ii) El sistema (T o(w) : ¢ € ®} C *(Z¢) es un marco (base de Riesz) de J(w) con
constantes uniformes A, B > 0 para casi todo w € D.

Definicion 1.3.11. EI espectro de un espacio H-invariante V. C L*(R?) con funcién rango
J es un subconjunto medible de D que se define por

2(V):={weD : J(w) # {0}}.

En el siguiente lema, enumeraremos varias propiedades de los espacios invariantes por
traslaciones que utilizaremos a lo largo de esta tesis.
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Lema 1.3.12. Sean U y V dos espacios H-invariantes de L*(R?) con funcion rango Jy y
Jv respectivamente, entonces los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Existe ¢ € V tal que sop ||T ¢(:)|| = Z(V).

(ii) El complemento ortogonal de V, V*, es H-invariante y su funcion rango estd dada
por Jy-(w) = (Jy(w))* para casi todo w € D.

(ii1) El espacio V N U es H-invariante y su funcion rango satisface que Jvny(w) =
Jv(w) N Jy(w), para casi todo w € D.

1.3.2 Descomposicion ortogonal en principales

A continuacién enunciaremos un resultado que dice que un espacio H-invariante se puede
descomponer en suma orthogonal de espacios H-invariantes principales. Este resultado se
probd en [27].

Teorema 1.3.13. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?). Entonces V puede descompo-
nerse como la suma ortogonal
V=S,

donde ¢; es un generador de marco de Parseval de S (¢;), y Z(S (¢i41)) C Z(S(¢;)) para
todo i € N,

El siguiente lema es una consecuencia del Teorema 1.3.13 y serd una herramienta clave
para trabajar en problemas donde requerimos que la dimensién de la funcidn rango sea
constante.

Lema 1.3.14. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) con funcién rango J. Entonces,
existen funciones {@;}icn de L*(R?) y una familia de conjuntos medibles y disjuntos {An}nen,

y A, tales que D = (UneNO An) U A y vale que:
(1) {Thp; : i €N, h e H} es un marco de Parseval de V.

(i1) Para todo n € Ny para todo i > n, T ¢;(w) = 0 para casi todo punto w € A,

(ii1) Para todon € N, {T ¢p1(w),...,T ¢,(w)} es una base ortonormal de J (w) para casi
todo w € A,,.

(iv) Paratodo n € Ny y n = oo, tenemos que A, = {w € D : dim J (w) = n}.
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Demostracion. Sea {¢;}ieny C L>(RY) el conjunto de funciones de la descomposicién de V
dada por el Teorema 1.3.13. Como ¢; es un generador de marco de Parseval de S (¢;) para
todo i € N, entonces {T),¢; : i € N, h € H} es un marco de Parseval de V, con lo cual (i) es
cierta.

Luego, defininimos los conjuntos {A,},ey, Y Aw, como sigue: Ay = D\ 2(V), A, =
(S () \ (S (@n+1)) paran € N,y Ae = (Niay 2(S (¢1)). Como X(S (¢ir1)) C Z(S (¢;) para
todo i € N, los conjuntos {A, },en, Y A son disjuntos y tenemos que D = (UneNo A, UA.
El resto de las propiedades son féciles de chequear. O

1.4 Operadores que conmutan con las traslaciones

Los operadores que conmutan con las traslaciones actuando en espacios invariantes por
traslaciones fueron considerados (en este marco tedrico) por primera vez por Bownik en
[27]. Veremos que la forma en que estos operadores actiian se pueden comprender mediante
técnicas de fiberizacion y la funcion rango.

La teoria que desarrollaremos en esta seccion mantiene la misma notacién que en la
seccién anterior. Es decir, H C R? es un reticulado completo de R? con reticulado dual
A C R?y D es el dominio fundamental de A. Al igual que en la seccién previa, todos los
resultados se podran extender al contexto de grupos localmente compactos y abelianos,
siguiendo las especificaciones de la Seccién 1.5.

Definicién 1.4.1. Sean V y V' dos espacios H-invariantes de L*(RY) y L : V — V' un
operador acotado. Decimos que L es H-conmutante si LT, = T,L para todo h € H.

1.4.1 Operador rango

La estructura de los operadores que conmutan con las traslaciones puede ser comprendida a
través del concepto de la funcion rango, introducida por Bownik en [27]. Para conocer mas
sobre las propiedades del operador rango referimos al lector a [28].

Definicion 1.4.2. Dadas dos funciones rango medibles J y ', un operador rango R :
9J — 9’ es una funcion que toma operadores acotados como valores, definida por
w (Rw) : J(w) = J'(w)), para w € D.

Un operador rango R se dice acotado si supese, pl|R(w)|| < oo, y es medible si la
funcion escalar w — (R(W)P gw)Ut, V)2(a) es medible para todo u,v € L2(A).

Diremos que R(w) es la fibra del operador rango R en w. En [27], Bownik prob6 que
existe una correspondencia entre los operadores H-conmutantes y los operadores rango.
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Teorema 1.4.3. Sean V, V' c L*(RY) dos espacios H-invariantes con funciones rango J
v J’ respectivamente. Para todo operador L : V — V' acotado H-conmutante existe un
tinico operador rango acotado y medible R : J — 9’ tal que para casi todo w € Dy para
toda f €V,

T(Lf) (w) = R(w) (T f(w)), (1.4.1)
y se cumple que
sup ese IR()Il = IIL]I. (1.4.2)

La unicidad se entiende en el sentido que dos operadores rango son identificados si
coinciden en casi todo w € D.

Las propiedades de un operador H-conmutante se relacionan con las propiedades
puntuales del operador de rango, a continuacién enumeraremos algunas de ellas que
consideramos importantes en esta exposicion (ver [28]).

Teorema 1.4.4. Sean V y V' dos espacios H-invariantes de L*(R?) con funciones rango J
v g’ respectivamente. Sea L : V — V' un operador H-conmutante acotado con operador
rango R : J — J'. Entonces los siguientes enunciados son ciertos:

(1) El operador adjunto L* : V' — V también es H-conmutante y su operador rango
R* . 9" — 9 estd dado por R*(w) = (R(w))* para casi todo w € D.

(i1) L es normal (auto-adjunto) si y solo si R(w) es normal (auto-adjunto) para casi todo
w € D.

(iii) L es acotado inferiormente por C > 0 (es decir, ||Lf|| = C||f|| para toda f € V), si
y solo si R(w) estd uniformemente acotado inferiormente por C (es decir, para casi
todo w € D, ||R(w)all = Cllal| para todo a € J (w)).

(iv) L es inyectivo siy solo si R(w) es inyectivo para casi todo w € D.

(v) L es inversible siy solo si R(w) es inversible para casi todo w € D y estd uniforme-
mente acotado inferiormente por una constante C > 0 como en (iii). En este caso, L™
también es H-conmutante con operador rango R~ definido por R~ (w) = (R(w))™!
para casi todo w € D.

(vi) El subespacio V' = L(V) C L*(R?) es H-invariante y su funcion rango estd dada por

Ty (w) = Rw)TJ (w),

para casi todo w € D.
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(vii) El subespacio ker(L) es H-invariante y su funcion rango estd dada por ker(R(w))
para casi todo w € D.

Los enunciados (v) y (vii) de este teorema también fueron demostrados en el trabajo
[4] previo a [28] bajo la hipdtesis de que dim J(w) < oo para casi todo w € D.

Cuando un operador H-conmutante actiia sobre un espacio H-invariante que satisface
que dim 7 (w) < oo para casi todo w € D, las fibras de su operador rango correspondiente
pueden ser identificadas con matrices. Esto es lo que probaremos en la proposicion que
sigue.

Proposicion 1.4.5. Sea V un espacio H-invariante de L>(RY) con funcién rango J tal
que dim(J (w)) < oo para casi todo w € Dy L : V — V un operador H-conmutante
con operador rango R : J — J. Entonces, R(w) tiene una representacion matricial de
entradas medibles. Mds precisamente, si dim(J(w)) = n para casi todo w € B donde B C D
es medible, entonces, existen n* funciones medibles definidas en B, {m; j}ijl tales que la
representacion matricial de R(w) es

ml,l(w) ml,z(w) e myp(w)
(RI(w) = m2,1:(w) my »(w) my (W) ’
my (W) mua(w) -+ My(w)

para casi todo w € B.

Demostracion. Sean {@;}ien Y {A,}nen, como en el Lema 1.3.14. Fijado n € N, vemos que
para casi todo w € A,, R(w) tiene una representacion matricial [R](w) relativa a la base
ortonormal {7 ¢ (w), ..., T ¢,(w)} de J(w) con entradas

mi j(@) = (RI@));; = (RO)T ¢w), T¢i(w)),

que son claramente medibles. Notar que como L es un operador acotado y (1.4.2) vale,
entonces |m; j(w)| < ||L|| parai, j=1,...,ny para casitodo w € A,.

Dado que para un conjunto medible B C D para el cual dim J(w) = n para casi todo
w € B esta incluido en A, el enunciado de la proposicion queda demostrado. O

Es importante remarcar que la condicion dim J(w) < oo para casi todo w € D no
implica que el espacio H-invariante sea finitamente generado, como mostramos en el
ejemplo a continuacion.
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Ejemplo 1.4.6. Sead =1, H=7Zy D = [0, 1). Para todo n € N, definamos el conjunto
E, =10, %) y ¥, € L*(R) a través del mapa T como T, := 1,xg,, donde 1, € £*(Z) es
la sucesion 1,(n) = 1y 1,(h) = 0 para h # n. Entonces V := S({¢, : n € N}) es un
espacio Z-invariante que no es finitamente generado y su funcion rango J satisface que
dim 7 (w) < oo para c.t.p. w € [0, 1). En efecto, sea A, := E, \ E,,1 paran € N, entonces
[0, 1) = U, An U {O}. Para todo n € Ny para c.t.p. w € A,, la dimension de J (w) es n ya
que {T Y1 (W), ..., T Y, (w)} es una base ortonormal de J (w).

Veamos algunos ejemplos de operadores H-conmutantes y sus respectivos operadores
rango. El primer ejemplo fue mostrado en [27].

Ejemplo 1.4.7. Sea I un conjunto de indices finito. Supongamos que ® = {¢; : i €
I} ¢ L*(RY) es un conjunto de funciones tales que E(®) es una sucesion de Bessel de
L*(RY). Entonces, operador de marco de E(®) es auto-adjunto y H-conmutante y su
correspondiente operador rango R estd dado por el operador de marco de {T p;(w) : i€ I}
para casi todo w € D.

Ejemplo 1.4.8. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) con funcion rango J. Denotemos
por Py : L*(RY) — L2(RY) la proyeccion ortogonal de L*>(R?) sobre V. Entonces, Py es
H-conmutante y, por la Proposicion 1.3.8, su operador rango estd dado por R(w) = P.q )
para casi todo w € D.

Para el siguiente ejemplo, daremos una definicién que necesitaremos también mas
adelante.

Definicion 1.4.9. Decimos que una sucesion a = {a(h)}ey € €*(H) es de espectro acotado
sia € L*(D), donde
a(w) = ) alhe y(w), weD.

heH

Ejemplo 1.4.10. Sea ® = {¢y, ..., ¢,} € L>(RY) un conjunto de funciones tal que V = S (®)
y E(®) es una base de Riesz de V. Para todo f € V, existen tinicas sucesiones by, ...b,
en C*(H) tales que f = Y 3 ey bi(W)Typi. Ahora, sean ay, ..., a, sucesiones de espectro
acotado de t*(H), definimos el operador L : V — V por

Lf = Z D b+ )Ty (143)

i=1 heH

Entonces, L es un operador H-conmutante acotado, y su operador rango puede ser repre-
sentado como una matriz diagonal de tamaiio n X n con diagonal a,(w), ..., a,(w), si la
escribimos en la base {T ¢1(w), ..., T ¢,(w)} para casi todo w € D.
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Otro ejemplo interesante de operador H-conmutante es el operador diferencial actuando
sobre un espacio de Paley-Wiener PW, con Q ¢ R? compacto.

Ejemplo 1.4.11. Consideremos el espacio PWq con Q C R compactoy A, : PWq — PWa,
para 1 < a < d, el operador diferencial definido por

d
Aof =—Ff, fePW.
dx,

Entonces A, es un operador acotado que conmuta con todas las traslaciones T, con x € RY.
En particular, es un operador H-conmutante acotado.

2°2
un espacio Z-invariante principal, el espacio de fibras es uni-dimensional. En partlcular

vimos en el Ejemplo 1.3.6 que las fibras de f son T f(w) = f(w)]l,.

Si R es el operador rango de A, tenemos que para casi todo w € [—%, %],

R(W)T f(w) = TAf)w) =T f(w) = {F(f )+ khez (1.4.4)
= {=27i(w + k) f( + k)}ez
= 2niw T f(w).

Supongamos en particular que Q = [—— —] yA == PW1 — PW1 Como PW1 es

Una manera de entender los operadores rango es mediante la teoria de las integrales
directas (ver [43] para definiciones). Mas precisamente, se puede ver [28] que dado
V c L*(R?) un espacio H-invariante con funcién rango 7, entonces el espacio M ¢ definido

en (1.3.1) es la integral directa
Mg = f@ J(w)dw.
D

Por otro lado, dado L : V — V es un operador H-conmutante acotado con operador rango
R, si definimos el operador L := 7 LT 1 Mg — Mg, donde T es el mapa de fibras de la
Proposicion 1.3.5. Entonces, L es un operador que se descompone en integral directa como

= f R(w) dw.
D

1.4.2 Funciones multivaluadas medibles

Dado L : V — V un operador H-conmutante acotado, existe una relacioén entre el espectro
de Ly el espectro de su operador rango, esto lo discutiremos en la siguiente subseccion. Pero
para ello, debemos introducir el concepto de funciones multivaluadas medibles. Referimos
al lector a [15] para una exposicion detallada sobre la teoria de las funciones multivaluadas.
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Definicion 1.4.12. Sea (X, M) un espacio de medida e Y un espacio topolégico. Una
funcion multivaluada de X a Y es un mapa F : X ~» Y que toma como valores conjuntos
enY. Esto es, F(x) C Y para todo x € X. Si F(x) es cerrado (compacto) para todo x € X,
entonces se dice que F es una funcién multivaluada a valores cerrados (compactos).

Una funcion multivaluada se dice medible si para todo conjunto abierto A C Y, el
conjunto
FlA):={xeX : F)NA£0}e M.

Por ejemplo, en [28] se probd que una funcién rango medible J es, de hecho, una
funcién multivaluada medible D ~» £,(A) a valores cerrados no vacios.

Definicion 1.4.13. Sea (X, M) un espacio de medida e Y un topologico. Dado F : X ~» Y
una funcion multivaluada medible, decimos que una funcion medible f : X — Y es una
seleccion medible de F si f(x) € F(x) para todo x € X.

Un resultado muy relevante de esta teoria es la existencia de un conjunto denso de
selecciones medibles para una funcién multivaluada medible, que se conoce por el Teorema
de Seleccion de Castaign (ver [15]).

Teorema 1.4.14 (Teorema de Seleccion de Castaign). Sea (X, M) un espacio de medida,
Y un espacio métrico completo y separable, y F : X ~» Y una funciéon multivaluada a
valores cerrados no vacios medible, entonces existe una sucesion de selecciones medibles
fi: X —>Y, jeNtales que para cada x € X.

F(x) ={fj(x) : jeN}

1.4.3 El espectro de los operadores H-conmutantes

Los dos teoremas que daremos a continuaciéon fueron probados en [28] y también en
[34, 74] en el contexto de integrales directas. El primer teorema afirma que los espectros de
las fibras de un operador H-conmutante acotado L define una funcién multivaluada medible,
y describe la relacion entre estos espectros y el espectro de L.

Teorema 1.4.15. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado con operador rango
R:9 — J. Entonces F : D ~» C definido por F(w) = 0(R(w)), w € D es una funcion
multivaluada medible a valores compactos no vacios y F(w) C o(L) para casi todo w € D.

Ademds, cuando L es normal, (L) coincide con el subconjunto de C mds pequerio que
contiene a F(w) para casi todo w € D.
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Supongamos ahora que L : V — V es un operador H-conmutante acotado y normal.
Entonces, existe una medida espectral E de L y tenemos que

L= f AdE(D).
o(L)

Dado que el operador rango R satisface que R(w) es normal para casi todo w € D, existe
una medida espectral E,, de R(w) para casi todow € Dy

R(w) = f AdE,(A).
o(R(w))

En esta direccion, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4.16. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado y normal con
operador rango R. Sea E la medida espectral de L y E,, la medida espectral de R(w) para
casi todo w € D. Entonces, para todo conjunto de Borel B C C, E(B) es un operador
H-conmutante acotado y su operador rango estd dado por E(B) para casi todo w € D.

Finalmente, daremos la prueba de una propiedad interesante sobre el espectro puntual
de multiplicidad finita de un operador H-conmutante acotado actuando sobre un espacio
H-invariante. Decimos que un autovalor es de multiplicidad finita si el autoespacio asociado
a este es de dimension finita.

Teorema 1.4.17. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado. Entonces L no tiene
autovalores de multiplicidad finita.

Demostracion. Supongamos que existe 4 € C es un autovalor de multiplicidad finita.
Entonces, E, = ker(L — A7) # {0}. Como E, es un espacio H-invariante y el inico espacio
H-invariante de dimension finita es el espacio nulo, llegamos a una contradiccion. O

Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.4.18. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado. Entonces, L es
compacto si 'y solo si L = 0.

Demostracion. Si L es compacto, L*L es acotado, autoadjunto, compacto y H-conmutante.
Luego, L*L es diagonalizable. Ademds, por compacidad del operador, todo autovalor 4 # 0
de L*L es de multiplicidad finita. Por el Teorema 1.4.17, deducimos que A = 0 es el unico
autovalor posible. Entonces L*L = 0y por lo tanto L = 0. O
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1.5 Grupos localmente compactos y abelianos

En esta ultima seccion explicaremos brevemente como se extiende la teoria de los espacios
invariantes por traslaciones y operadores que conmutan con las traslaciones al contexto
general de los grupos localmente compactos y abelianos (LCA). La ventaja de considerar
esta generalidad es que nos permite extender la teoria a grupos clasicos como Z4, T y Z,,,
que son de suma importancia en muchas aplicaciones. Para mas detalles sobre andlisis de
Fourier en grupos ver [84, 48]. Por otro lado, para la teoria de espacios invariantes por
traslaciones en grupos, referimos al lector a [33].

Sea S un grupo LCA que cumple el segundo axioma de numerabilidad. El dual de
Pontryagin de & es el grupo

S ={£: S — C : £esun caracter continuo de S},
donde un caracter es una funcion que satisface:

1. |é(x)| = 1, para todo x € S,
2. E(x+y) = E(x)E(y), para todo x,y € C.

El grupo G, provisto con la operacion (£ + £")(x) = £(x)&'(x), es también un grupo
LCA. Por otro lado, se sabe que todo grupo LCA & es el dual de su grupo dual &, con la
identificacion

—

XES o e, €,

donde e,(¢) := &(x). En el caso de (R?, +), estas funciones son las exponenciales e (&) =
e?&% con ¢ € RY. Por lo tanto, utilizaremos indistintamente cualquiera de estas notaciones:

E(x), (£,x), o0 elf), &€ @, x € G.

Notar que por las propiedades de los caracteres, tenemos que
0)=1=(0,x) y (Ex07 =(=£0=(¢ -0 =&

Un reticulado uniforme en & es un subgrupo discreto H C & tal que el cociente S/H
es compacto. El anulador de H es el subgrupo de & definido por

A:HL:{ée’é:@,h):theH}.

Se puede ver que A es también un reticulado uniforme en .
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Cuando S es el grupo (R¢, +), un reticulado completo H de R? (ver Definicién 1.3.1) es
un reticulado uniforme, y su reticulado anulador A coincide con el reticulado dual de H
(ver Definicion 1.3.2).

En todo grupo LCA existe una unica medida de Haar, salvo constantes. Por comodidad
la notaremos igual que la medida de Lebesgue, es decir, la medida de un conjunto medible
E C Ses |E|. La medida de Haar es una medida no-negativa, Borel regular que no es
identicamente cero y que es invariante por traslaciones. Esto ultimo quiere decir que
|E + x| = |E| para todo x € © y para todo conjunto £ C G medible Borel.

Dada una medida de Haar, podemos definir el espacio L?(&) como las funciones
f 1 © — C medibles tales que ||f]|” := f& |f(x)|P dx < oo. Se tiene una transformada de
Fourier definida en L'(S) por:

FfE) =& = f fO)E xydx, £€6,

que se puede extender por densidad a un isomorfismo isométrico ¥ : L*(S) — Lz(g).

Las definiciones de las dltimas dos secciones son andlogas. El operador de traslacion se
notara de la misma manera,

Twf(x)=f(x—h), feL*S),heH xeC.
Y al igual que el caso Euclideo, para todo h € H,

Tof(€) = e_n(&) f(&).

Diremos que un espacio V C L*(S) es invariante por traslaciones de un reticulado uniforme
H (H-invariante) si para cada f € V tenemos que T, f € V, para todo h € H. Por otro
lado, si V'y V’ son dos espacios H-invariantes de L*(S) diremos que un operador acotado
L:V — V' es H-conmutante si LT, = T),L paratodo h € H.

Para trabajar con las técnicas de fiberizacion, precisamos un conjunto D C & que sea
un conjunto de representantes medible Borel del cociente ©/A, a esto se lo conoce como
seccion de Borel de S/A. La existencia de dicha seccion se puede ver en [47].

Luego, al igual que en la Proposicién 1.3.5, el mapa 7 : L*(S) — L? (D, fz(A))
definido por 7 f(w) = { f (w + 0)}sea s un isomorfismo isométrico. A partir de aqui, todas
las definiciones y todos los resultados vistos en las Secciones 1.3 y 1.4 se traducen de

manera andloga reemplazando R¢ por un el grupo Sy entendiendo a H, A y D como los
elementos descriptos en esta seccion.



Capitulo 2

Multi-teselados y bases de Riesz de
exponenciales

A lo largo de este capitulo, A C R¢ siempre serd un reticulado completo de R¢ con dominio
fundamental D = D, y H C R? serd su reticulado dual.

Sea Q c R un conjunto medible, de medida finita y I’ € R? un conjunto discreto.
Decimos que € tesela RY por traslaciones sobre I si

Je+y=R" y 1@+»n@+y)=0, Vyy el y#y.
yell

Esto quiere decir que al ser trasladado, Q cubre todo el espacio casi sin solapamientos. Por
ejemplo, es claro que el dominio fundamental D del reticulado A C R? es un teselado de R?
por traslaciones sobre A. Entonces, tenemos la siguiente definicion equivalente.

Definicion 2.0.1. Decimos que un conjunto medible Q C RY tesela RY por traslaciones
sobre el reticulado completo A si

Z){Q(w +6) = 1 para casi todo w € D.
deA

Como comentamos en la introduccién, el Teorema de Fuglede para reticulados [50]
afirma que un conjunto Q C R? medible y de medida finita tesela R¢ por traslaciones de
A si y sélo si el sistema de exponenciales E(H) es una base ortogonal de L*(Q). Una
generalizacion de este resultado a los multi-teselados y las bases de Riesz de exponenciales,
fue planteada en los trabajos de Grepstad y Lev [52], Kolountzakis [66] y Agora, Antezana
y Cabrelli [2] para el caso donde € es acotado (ver Teorema 2.2.3).

47
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El objetivo de este capitulo es encontrar condiciones suficientes que permitan extender
este resultado al caso no acotado. Estard organizado como sigue:

En la Seccién 2.1 definiremos los conjuntos que multi-teselan y veremos ciertas propie-
dades especiales que estos gozan obtenidas mediante técnicas de fiberizacion.

En la Seccion 2.2 daremos una caracterizacion de las bases de Riesz de exponenciales
estructuradas para conjuntos que multi-teselan e incluiremos la prueba del Teorema 2.2.3.
También daremos la prueba de la reciproca (que es cierta incluso en el caso no acotado).

En la Seccién 2.3 introduciremos el concepto de conjunto admisible. Y demostraremos
nuestro resultado principal (Teorema 2.3.6) que dice que los conjuntos admisibles que
k-teselan admiten una base de Riesz de exponenciales estructurada. También, exhibiremos
un ejemplo que muestra que esta condicion es suficiente pero no necesaria.

La Seccidn 2.4 estrd a dedicada a ver que un resultado muy similar al del Teorema 2.3.6
se puede obtener si consideramos submulti-teselados en lugar de multi-teselados. En este
caso, lo que obtenemos son marcos de exponenciales estructurados.

Finalmente, en la Seccion 2.5 comentamos brevemente los avances posteriores que se
lograron en el problema de la existencia de bases de Riesz de exponenciales estructuradas.

2.1 Multi-teselados

La siguiente definicion generaliza el concepto de teselar, admitiendo que al ser trasladado,
el conjunto € cubra todo el espacio multiples veces.

Definicion 2.1.1. Sea k un entero positivo. Decimos que un conjunto medible Q C R?
multi-tesela R¢ a nivel k (o k-tesela R¢) por traslaciones sobre el reticulado A si para casi
todo w € D,

ZXQ(wM) = k.

0eA

Para lo que sigue, necesitamos introducir la siguiente notacion. Dado un conjunto
Q c RY, para cada w € D denotaremos

A, Q) =A, ={6€eA : w+5deQ}.

Observacion 2.1.2. Observar que si Q C R es un conjunto medible de medida finita,
entonces A, debe ser finito para casi todo w € D. En efecto,

fZXQ(w +0)dw = f yo(w)dw = |Q| < +oo.
D d

SeA R
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Notemos que si Q es un k-teselado de R por traslaciones sobre A, entonces #A,, = k
para casi todo w € D.

Si Q ¢ R? es un conjunto medible de medida finita, recordemos que el espacio PWq, es
un espacio invariante por traslaciones sobre cualquier reticulado, en particular, es un espacio
H-invariante. Si denotamos su funcién rango como Jq y considerando la Observacion
2.1.2, podemos caracterizar Jo como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.3. Sea Q c RY un conjunto medible de medida finita. Entonces, para casi
todo w € D tenemos que

Jo(w) = C(A,).

Demostracion. Fijemos w € D\ E donde E C D es el conjunto de excepciones de medida
cero donde A, no es finito y definamos S, := {a € ¢*(A) : Supp(a) C A, }, que es
claramente isomporfo a £>(A,). Sea C,(Q) el espacio de funciones continuas y acotadas
definidas sobre Q, entonces tenemos que C,(Q) C L*(Q).

Sead € S ,, luego existe una sucesién a € £*(A,) tal que

— as ifoeA,,
as = .
0 caso contrario.

Por el Teorema de Extension de Tietze, existe f, € Cy(Q2) tal que fu(w + 6) = as.
Si definimos fa como f, en Q y cero en R? \ Q, entonces (f,)” € PWq, con lo cual
T1( fa)w_l(w) =a € Jo(w). Esto prueba que S, C Jq(w). La otra inclusion es facil de
probar. Concluimos que Jo(w) = S, O

Como consecuencia, vemos que Q es un k-teselado de R¥ por traslaciones de A si y s6lo
st Jo(w) es un espacio k dimensional para casi todo w € D. Teniendo esto en cuenta, el
siguiente resultado de [2] nos permite caracterizar las bases de Riesz en PW, generadas
por las traslaciones de k funciones cuando Q es un k-teselado de R.

Teorema 2.1.4. Sea Q un conjunto medible que k-tesela R? por traslaciones de A y sea
O ={¢y,...,¢} € PWq. Para cada w € D definimos

d(w+61) ... Glw+6)
d(w+6) ... dlw+6)
donde 6; = 6j(w) para j = 1,...,k son los k elementos de A,. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:
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(1) Elsistema S(®)={Typ;: he H, j=1,...,k} esuna base de Riesz de PWq,.
(i1) Existen constantes A, B > 0 tales que para casi todo w € D,
Allxll* < T, xII* < Bllxl%, (2.1.1)

para todo x € Ck,

2.2 Bases de Riesz de exponenciales estructuradas

Definicion 2.2.1. Decimos que un sistema de exponenciales es estructurado si es de la
forma E(H,ay,...,ax) = {eqsn : h € H,j =1, ...k} con H C R? un reticulado
completoy ay,...,a; € R4,

El siguiente lema conecta el Teorema 2.1.4 con el problema de encontrar bases de Riesz
estructuradas. Esta conexion fue hallada en [2] y serd una herramienta crucial para probar
nuestro objetivo.

Lema 2.2.2. Sea Q C R? un conjunto medible que k-tesela R? por traslaciones de A, y
ai,...,a; € RY Para cada w € D definimos

€q, (01) ... eq (1)
€a, (0r) ... eq (0k)
donde 6; = 6j(w) para j = 1,...,k son los k elementos de A,. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:

() E(H,ay,...,a) es una base de Riesz de L*(Q).

(i1) Existen constantes A, B > 0 tales que para casi todo w € D,

Allx|* < IIE,, xI* < Bl (2.2.1)

para todo x € C*.
Demostracion. Supongamos que E(H,ay,...,a;) = {eaj+h :heH, j=1,...,k} esuna
base de Riesz de L*(Q2). Definamos ¢, ..., ¢; € L*(R?) por su transformada de Fourier

como sigue:

A

¢ =eyxa, Jj=1,....k (2.2.2)
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Luego, tenemos que el sistema
{end; s heH j=1,.. Kk

es una base de Riesz de L*(Q), anti-transformando, esto es equivalente a que
{Twp; - heH j=1,. k'

sea una base de Riesz de PW,,.

El Teorema 2.1.4 afirma que esto es cierto si y solo si las matrices

br(w+61) ... ulw+6)) ea (W+61) ... eq (w+6))
T, = : : = : - :
b(w+8) ... du(w+ ) ea (W+6) ... eq(w+8)

estdn uniformemente acotadas para casi todo w € D como se muestra en la ecuacién (2.1.1).
Por otro lado, se puede ver que las matrices 7, pueden descomponerse como

eq, (W) 0 e 0 0

eq (01) ... eq (1) 0 e, (W) ... 0 0

eq (0r) ... eq (01) 0 0 I () 0
0 0 ... 0 e (W)

donde U, es una matriz unitaria. Con lo cual, las desigualdades en (2.1.1) se satisfacen si y
s6lo si para casi todo w € D,

2 2 2
Allxl[” < [[Ey XII” < Bl|x]I7,
para todo x € Ck, con A, B > 0 constantes. m|

En los trabajos de Grepstad y Lev [52], Kolountzakis [66], y Agora, Antezana y Cabrelli
[2], se probd el siguiente resultado para conjuntos acotados que multi-teselan.

Teorema 2.2.3. Sea Q C R? un conjunto acotado y medible que k-tesela R? por traslaciones
de A, entonces existen vectores ay, . . ., a; € R¢ para los cuales E(H, ay, . ..,a;) es una base
de Riesz de L*(Q).

'Por la ecuacién (1.0.2), al anti-transformar tenemos el sistema {T_p¢;j}pn,;. Pero dado que H es un
reticulado, podemos eliminar el signo negativo.
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Demostracion. Por el Lema 2.2.2, sabemos que un sistema E(H, ay, ..., a;) es una base de
Riesz de L*(Q) si y s6lo si las matrices E,, estidn uniformemente acotadas para casi todo
w € D. Como Q es acotado sabemos que | J,p A, es finito, lo que implica que sélo hay
finitas posibles matrices E,,, con w € D.

Por lo tanto, s6lo tenemos que hallar a;, . . ., a; € R? para que todas estas finitas matrices
sean inversibles y la ecuacion (2.2.1) se satisfard con dos constantes uniformes A, B > 0. Pa-
ra ello, notemos que para cada w € D el determinante de E,, es un polinomio trigonométrico
que depende de (ay,...,a;). Entonces, tenemos finitos polinomios trigonométricos y es
posible elegir valores para ay, . . . ,a; € R? donde ninguno se anule. O

En [2] los autores encontraron un contraejemplo de un conjunto no acotado que multi-
tesela pero no admite una base de Riesz de exponenciales. El ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 2.2.4. Considere la particion [0, 1) en intervalos I; := [21'2;2’ 2’;;1), j =1 El
conjunto

Q=[0,Hu| Ju;+ )
=1

es un subconjunto no acotado de R que 2-tesela por traslaciones sobre Z (ver figura 2.1).

Para probar que no admite base de Riesz estructurada de exponenciales, en [2] se
prueba que las matrices

5 :(ea](rm em(al)):( I 1 )
¢ €a, (62) €a, (62) €q, (02) €q, (62)

no estdn acotadas uniformemente en w € [0, 1) para ninguna eleccion de a,a, € R.

I +1 Iy + 2 I3+ 3 I, +4
| | | | | | | | I +» .-
0 1 2 3 4 5

Figura 2.1: El conjunto Q.

Para el caso acotado, en [2] se probé que un conjunto Q C R? que admite una base de
Riesz de exponenciales E(H ; ay,...,a;), para ciertos ay, ..., a; € R4, debe ser necesaria-
mente un k-teselado de R? por traslaciones sobre A. Este resultado se mantiene cierto para
el caso no acotado.
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Teorema 2.2.5. Sea Q c RY un conjunto medible de medida finita. Si L*(Q) admite
una base de Riesz de la forma E(H ; ay, . ..,a;) para ciertos ai, . . . ,a; € R% entonces Q
k-tesela R¢ por traslaciones sobre A.

Demostracion. Definamos las funciones ¢;, j = 1,...,k como en (2.2.2). Luego, tenemos
que{Typ;: he H, j=1,...,k}esunabase de Riesz de PWg. Por el Teorema 1.3.10, esto
implica que para casi todo w € D, {7 ¢1(w), ..., T ¢(w)} es una base de Riesz de Jq(w), y
por lo tanto dim Jo(w) = k para casi todo w € D. Por la Proposicién 2.1.3, concluimos
que Q es un k-teselado de RY por traslaciones sobre A. m|

2.3 Conjuntos Admisibles

Como vimos en el Ejemplo 2.2.4, no todos los conjuntos no acotados que multi-teselan
admiten una base de Riesz estructurada de exponenciales. A continuacion veremos una
condicion aritmética para un multi-teselado que serd suficiente para que el conjunto admita
una base de Riesz estructurada de exponenciales.

Definicion 2.3.1. Sean Q c R? un conjunto medible de medida finita y A un reticulado
completo de R¢Y. Decimos que Q es admisible para A si existe un vector v € H y un niimero
n € N, tales que para casi todo w € D, los niimeros {{v,9) : 6 € A,} son distintos (mod n).
En ese caso, también diremos que Q) es (n,v)-admisible para A, si queremos enfatizar la
dependencia de n y v.

Cuandod = 1y A = Z, esto es equivalente a decir que para casi todo w € D, los
elementos de A, C Z son distintos (mod #n).

Una forma grafica de describir admisibilidad es la siguiente: Sea {2 un conjunto (n, v)-
admisible para A. Supongamos que tomamos un color diferente para cada elemento de
Z,, y pintamos R? coloreando el conjunto D + § con el color asignado al resto (mod n) de
(v, 6). Entonces la admisibilidad dice que para casi todo w € D los elementos de la forma
w + 6 con ¢ € A que pertenecen a Q tienen distintos colores.

Observacion 2.3.2. Todo conjunto acotado Q C R? es admisible. Esto se debe a que en
este caso, la union U,cp A, es finita, luego, para cualquier v € H, se puede tomar un
nuimero n € N suficientemente grande para que todos los niimeros de {{(v,9) : 6 € A,} sean
distintos (mod n).

El siguiente ejemplo muestra que existen multi-teselados que no son admisibles.



54 CAPITULO 2. MULTI-TESELADOS Y BASES DE RIESZ

Ejemplo 2.3.3. Considere el conjunto Q definido en el Ejemplo 2.2.4. Este es un subcon-
junto no acotado de R que 2-tesela por traslaciones sobre Z y que no es admisible para
Z. Para ver que la admisibilidad falla, notar que si n es un niimero natural fijoy w € I,
entonces A, = {0, n}, que no son distintos (mod n).

Por el otro lado, exhibimos un conjunto no acotado que si es admisible:

Ejemplo 2.3.4. Si en el Ejemplo 2.2.4 trasladaramos los intervalos 1 solo por los niimeros
impares, entonces

Q=1[0,1)U U(lj +2j+1),
j=1
es un conjunto que 2-tesela R por traslaciones sobre Z que es admisible para 7 tomando
n=2.

Otro ejemplo de conjunto admisible y no acotado es el siguiente.

Ejemplo 2.3.5. Sea Q c R¢ un conjunto medible de medida finita para el cual existe una
constante K > 0 tal que para casi todo w € D, se tiene que |6 — 6’| < K para todo 6,6" € A,,.

Este conjunto es admisible ya que, para cada w € D podemos tomar una traslacion
apropiada 5y = 6o(w) € Ay ver que A, — 8y C [-K, K1?. Tomando n € N suficientemente
grande, y v € H todos los elementos {6,v) con 6 € A, — 6y son distintos (mod n). Luego,
todos los elementos de (9, v) con & € A, son distintos (mod n) para casi todo w € D.

Ya estamos listos para demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.3.6. Sea Q c RY un conjunto medible de medida finita. Si
(i) Q multi-tesela R a nivel k por traslaciones sobre A, y
(i) Q es admisible para A,

entonces, existen vectores a,, . . .,a; € R¢ para los cuales el sistema E(H ; ay,...,a;) es
una base de Riesz de L*(Q).

Demostracion. Por el Lema 2.2.2, es suficiente encontrar vectores ay, . .., d; € R? para los
cuales existen constantes A, B > 0 tales que para casi todo w € D,

2 2 2
AllxllI” < [IEy xII” < Bllx]l",

para todo x € Ck,
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Como Q es admisible para A, existe v e H y n € N tales que para casi todo w € D, los
elementos en {(v,d) : 6 € A,} son distintos (mod n).

Sea F, = {e*r/"} __ _  la matriz de Fourier de orden n. Cualquier submatriz de 7,
de tamafio k X k, formada por k columnas consecutivas y k filas cualesquiera, es una matriz
inversible ya que es una matriz de Vandermonde.

L )
Ahora, definamos a; := ]TV, j=1,...,k. Tenemos que para casi todo w € D,

— [ 27i(j-1)v,01)/n
E,={e : }lsl,jsk
es una de dichas submatrices de ¥, excepto por alguna permutacién de sus filas, con lo
cual es inversible.

Mas atin, s6lo hay finitas matrices E,, ya que s6lo hay finitas submatrices de tamaio
k X k de F,,. Luego, existen dos constantes A, B > 0 tales que las desigualdades en (2.2.1)
valen para todo x € C* y para casi todo w € D. O

Observacion 2.3.7.

(1) Los vectores ay, . ..,a; definidos en esta prueba, solo dependen del vector v € H'y
n € N de la condicion de admisibilidad. Entonces, el mismo sistema estructurado
de exponenciales forma una base de Riesz para cualquier k-teselado Q que sea
(n, v)-admisible para A.

(i1) Sin es un niimero primo, cualquier eleccion de k columnas y k filas de F, forma una
matriz inversible (ver [86]). Entonces, en la prueba del Teorema 2.3.6, si n es un
numero primo podemos definir a; := %v, j=1,....,kdonde s,...,s; son enteros
distintos (mod n).

Con un poco mds de generalidad, si n es potencia de un niimero primo, cualquier
submatriz de F,, formada por cualesquiera k filas y k columnas que satisfagan que
su conjunto de indices {si, ..., si} estd uniformemente distribuido sobre los divisores
de n (ver [13] para la definicion), es inversible. Entonces, en la prueba del Teorema
2.3.6, sin = p' con p primo y | un entero positivo, podriamos también definir a; := %v,
j=1,...,kdonde {s,..., s} estd uniformemente distribuido sobre los divisores de
n.

Es importante remarcar que existen multi-teselados que admiten una base de Riesz de
exponenciales estructurada pero que no son admisibles. Esto lo veremos en el siguiente
ejemplo.
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I +nq Is +no
|

|
| |
0 1 11 ny+1 N9 no +

1
Figura 2.2: EI conjunto Q del Ejemplo 2.3.8.

Ejemplo 2.3.8. Sean {1, a,,a,} nitmeros linealmente independientes sobre Q. Tomemos
la particion del [0, 1) como en el Ejemplo 2.2.4 y consideremos el siguiente conjunto que
2-tesela R por traslaciones sobre Z:

Q=101 U | Ju;+ny, 2.3.1)
=1

donde la sucesion infinita {n;}jen C N serd elegida adecuadamente para nuestro propdsito
(ver figura 2.2).

Por el Lema 2.2.2, sabemos que E(Z;a,, a,) es una base de Riesz de L*(Q) si y sélo si
las matrices
o _(ea @) ew@D)_( 1 1
© o \eq (02) eq, (02))  \eq, (02) eq, (62)
satisfacen que existen constantes A, B > 0 para las cuales (2.2.1) vale.

Sean B4, B, € [0, 1) dos niimeros distintos. La matriz

1 1
R:= ( o27iB1 ezmﬁz)
es inversible, y satisface que,
2 2 2 2
Ymin ||)C|| < ||R.X|| < Ymax ||)C|| s x€eR ’

donde Vyin ¥ Ymax Son el minimo y mdximo autovalor de RR* respectivamente.
Para todo j € N, tenemos que {1, a, j,a,j} también son linealmente independientes
sobre Q. Por el Teorema de Aproximacion de Kronecker existen m; € Z tales que

|| (eZHialjmj , elniazjmj) _ (ezﬂiﬁl , eZﬂi,Bg) ||2 <eg.

Luego, para todo j € N, tomamos n; = jm; como la sucesion que requerimos en (2.3.1).

Por lo tanto, para casi todo w € [0, 1), las matrices E,E;, y RR* estdn cerca una de
la otra. Entonces, los autovalores de dichas matrices deben estar cerca también. Con lo
cual, tomando & suficientemente pequerio obtenemos cotas uniformes para (2.2.1) y en
consecuencia E(Z; ay, a,) es una base de Riesz de L*(Q).
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Sin embargo, este conjunto no es admisible para Z porque para todo j € N, si w € I;
entonces A, = {0, jm;} que no son distintos (mod j).

Observacion 2.3.9. Se puede usar un argumento similar para extender el ejemplo anterior
a un conjunto que k-tesela en R por traslaciones sobre Z. Si {1,ay,...,a;} son niimeros
linealmente independientes sobre Q, tomemos el conjunto

Q=[0,k-1)U U(1j+n,-),
j=1

eligiendo {n;}jen C Ny de manera adecuada para aproximar E,, a una matriz inversible,
para casi todo w € [0, 1).

2.4 Submulti-teselados y marcos de exponenciales

En esta seccién nos concentraremos en los marcos de exponenciales. No es dificil ver que
todo conjunto Q ¢ RY medible y acotado admite un marco de exponenciales. Esto es una
consecuencia de los siguientes hechos: (i) para cualquier cubo Q en R? existe una base
ortogonal de exponenciales en L*(Q). (ii) Si Q C 0, la restriccién de una base ortogonal de
exponenciales de L>(Q) a Q es un marco de L*(Q).

Nitzan, Olevskii y Ulanovskii en [78] extendieron el resultado para cualquier conjunto
medible no acotado de medida finita. Remarcamos que la prueba utilizé la conjetura
de Kadison-Singer y no es constructiva. La meta de esta seccion es explorar la relacion
entre los conjuntos no acotados que submulti-teselan y los marcos, construyendo ejemplos
concretos de marcos de exponenciales.

Definicion 2.4.1. Decimos que un conjunto medible Q C R?, submulti-tesela R a nivel k
(0 k-subtesela R?) por traslaciones sobre el reticulado A si para casi todo w € D,

Z)m(w+5) <k

0eA

Cuando Q es un k-subteselado que es admisible, no podemos afirmar que L*(QQ) tenga
una base de Riesz de exponenciales estructurada, pero en su lugar podemos ver que admite
un marco de exponenciales. Lo cual es conveniente ya que esto nos provee conjuntos de
muestreo para el espacio PWy (ver la Seccion 1.2 en las Preliminares).

La relacion entre k-subteselados y marcos de exponenciales fue primero estudiada en
[20] para el caso donde € es un 1-subteselado de medida finita en el contexto de los grupos
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LCA. Luego, se probo en [17] que si £ es un k-subteselado acotado, entonces admite un
marco de exponenciales estructurado. En esta seccion, adaptamos este tltimo resultado al
caso donde Q es un conjunto de medida finita (no necesariamente acotado) con la hipétesis
extra de la admisibilidad. Mas precisamente, probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2. Sea Q c RY un conjunto medible de medida finita. Si

(i) Q submulti-tesela R? a nivel k por traslaciones sobre A,
(11) Q es admisible para A,

entonces, existen a, . ..,a; € R? tales que el sistema E(H; ay,...,a;) es un marco de
L*(Q).

La estrategia de la prueba en [17], consiste en que, dado un k-subteselado acotado Q,
lo podemos agrandar a un k-teselado Q*, luego tomar una base de Riesz estructurada de
exponenciales en L*(Q*), (que siempre existe para el caso de los k-teselados acotados). Esta
base, al restringirla en Q es un marco estructurado de L*(Q).

En nuestro caso, como el k-subteselado Q no es necesariamente acotado, necesitamos
agrandarlo a un conjunto admisible que k-tesele, para garantizar la existencia de una base
de Riesz de exponenciales, que es lo que haremos en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.3. Sea Q un conjunto medible de medida finita que k-subtesela R¢ por
traslaciones sobre A y es admisible para A. Entonces, existe un conjunto 2 medible de
medida finita que k-tesela RY por traslaciones sobre A y admisible para A tal que Q C Q.

Demostracion. Comenzaremos por dar una caracterizacion de los conjuntos que k-subteselan
R“y son admisibles. Sean v un vector no nulo en H y n un nimero natural. Consideremos
el sub-reticulado de A definido por

AY:={5eA: (v,6) =0 (mod n)},

ysean AV, r =0,...,n— 1, las distintas clases del cociente A/A®. Seank > 1y Q c R?
un k-subteselado que es (n, v)—admisible para A.

Definimos
R:={RCA:#R<kands—-6 ¢ AVsis,6 €R, §+65).

Las propiedades impuestas sobre 2 implican que A, € R para casi todo w € D.

Ahora, para R € R definamos Dy := {w € D : A, = R}. (Notar que si R # R’, entonces
Dr N Dg = 0y que Dg podria ser vacio para algun R € R).
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Tenemos que Dg + R € Q y luego (salvo conjunto de medida cero):

Q= U Dr +R. (2.4.1)

ReR

Veremos ahora que los conjuntos Dy son medibles. Consideremos las funciones

v (w) = ZXQ((,()+6), weD, r=0,....,n—-1,

6eA™

ysea[R] :={ref{0,...,n—1}:r=(v,8) (mod n), para algin é € R}.
Entonces,

Dr={)u' ) n ('O,

re[R] ré¢(R]
que es una interseccion de conjuntos medibles.

Reciprocamente, para cada particion {Dy : R € R} de D, en conjuntos medibles (aqui
estamos permitiendo que algunos de los elementos de la particion tengan medida cero), el
conjunto Q definido por (2.4.1), necesariamente k-subtesela R y es (n, v)—admisible para
A.

Ahora que tenemos la descomposicion deseada, la proposicion sigue de definir

Q= UDR +(RUR).
ReR

donde para cada R € R elegimos un conjunto R € A complementario a R, en el sentido de
que [RIN[R'] =0y #([RIU[R']) = k.
m]

Con esto, ya podemos probar el Teorema 2.4.2.

Demostracion del Teorema 2.4.2. Por la proposicion 2.4.3, existe un conjunto medible de
medida finita Q*, que k-tesela RY, es admisible para A, y contiene a Q. Entonces, por el
Teorema 2.3.6 sabemos que existen vectores ay, ..., aq; € R tales que E(H; ay,...,a;) es
una base de Riesz de L*(Q*). Con lo cual, E(H ; ay, . .., a;) es un marco de L*(Q). O

Como se vio en el Teorema 2.2.5, si ) admite una base de Riesz de exponenciales
E(H; ay,...,a), para ciertos ay, ..., a; € R?, entonces debe k-teselar R? por traslaciones
sobre A. Cuando E(H ; ay,...,a;) es un marco, un resultado similar puede ser probado.
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Teorema 2.4.4. Sea Q C R? un conjunto medible de medida finita, si L*(Q) admite un
marco de la forma E(H ; a, ..., ay) para ciertos ay, . . ., a; € RY, entonces existe £ < k, tal
que Q t-subtesela R? por traslaciones sobre A.

Demostracion. Procediendo de manera andloga al Teorema 2.2.5, vemos que {T;¢; :
he H, j=1,...,k} es un marco de PWq. Por el Teorema 1.3.10, esto implica que
(T d1(w), ..., T ¢r(w)} es un marco de Jqo(w) para casi todo w € D, y por lo tanto
dim(Jo(w)) < k para casi todo w € D. Por la proposicion 2.1.3, tenemos que #A,, < k.
Entonces, si tomamos

{ := sup ese ZXQ((U +0),

weD S5eA

Q es un {-subteselado de R? por traslaciones sobre A. O

2.5 Avances posteriores en el tema

Como ya vimos en el Ejemplo 2.3.8, la condicion de admisibilidad no es necesaria para
que un conjunto que multi-tesela tenga una base de Riesz de exponenciales estructurada.
La pregunta sobre qué multi-teselados no acotados admiten una base de Riesz de ese tipo
se terminé de responder en un trabajo reciente de Cabrelli, Hare y Molter [30]. En este,
se muestra una caracterizacion de dichos conjuntos en términos de la compactificacion de
Bohr del reticulado sobre el cual teselan. El resultado que obtuvieron se puede extender al
contexto de los grupos LCA.

De esta manera, se encontraron nuevos ejemplos de conjuntos que multi-teselan, no
admisibles, que admiten una base de Riesz de exponenciales estructurada.



Capitulo 3

Diagonalizacion de operadores
H-conmutantes

En este capitulo, mantendremos la notacion de la Seccién 1.3 y la Seccién 1.4 para H, A
y D en RY. Todas las definiciones y resultados que veremos este capitulo se pueden
generalizar de manera acorde al caso de grupos LCA como se explica en la Seccién 1.5 de
las Preliminares.

Dado V un espacio H-invariante de L*(R%), en este capitulo introduciremos un nuevo
concepto de diagonalizacion para los operadores H-conmutantes y acotados que actian
en V, llamado H-diagonalizacion. Este se trata de una descomposicion del espacio V
en subespacios H-invariantes, cada uno invariante por el operador en cuestion, sobre los
cuales el operador adquiere una forma muy simple. Cuando V es finitamente generado, esta
descomposicidn puede ser finita. La idea es trabajar con los espacios de fibras y explotar la
estructura que el operador rango tiene en cada fibra.

La disposicion de las secciones serd la siguiente:

En la Seccién 3.1 daremos las definiciones de H-autovalor y H-autoespacio de un
operador H-conmutante y veremos las conexiones que existen entre estos y los autovalores
y autoespacio del operador rango.

La Seccidn 3.2 trata de resolver el problema de encontrar funciones medibles que son
selecciones medibles de autovalores del operador rango sobre ciertos conjuntos.

En la Seccién 3.3 daremos la definiciéon de H-diagonalizacién sobre espacios H-
invariantes finitamente generados. Luego, estudiaremos las propiedades de este nuevo
concepto, buscaremos condiciones necesarias y suficientes para que un operador sea H-
diagonalizable. Finalmente, veremos que los operadores normales son H-diagonalizables.

61
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En la Seccion 3.4 vemos una definicion de H-diagonalizacion extendida para el caso
de espacios H-invariantes generales, encontraremos condiciones necesarias para que un
operador sea H-diagonalizable, y daremos algunos ejemplos de operadores que lo satisfacen.

3.1 H-autovalores y H-autoespacios

Dada una sucesién a € ¢*(H), denotamos por M, : L*(D, t*(A)) — L*(D, {*(A)) el operador
de multiplicacién dado por M (w) = a(w)y(w), para toda y € L*(D, £*(A)), w € D. Sia
es una sucesion de espectro acotado (ver Definicion 1.4.9) entonces es bien sabido que M,
estd bien definido y es acotado.

Definicioén 3.1.1. Dada a € (*(H) de espectro acotado, denotamos por A, : L*(RY) —
L*(RY) el operador dado por
Ay =T 'M,T,

que estd bien definido y es acotado.
Definimos el siguiente conjunto:
B:={pe L*(RY) : E(p) es una sucesion de Bessel}.

Recordemos que si a = {a(h)}sen € C*(H)y f € B, entonces la serie

> amTf (3.1.1)
heH
converge en L*(RY).
Proposicion 3.1.2. Sea a = {a(h)},ey € €2(H) de espectro acotado. Si f € B, entonces
Aof = ) a(Tif,
heH

con convergencia en L*(RY).

Demostracion. Dado que (3.1.1) es convergente en L>(R?), para casi todo w € D,

T (Z a(h)Thf) () = {"f [Z a(h)Thf] (w+ 5)}
0€A

heH heH

= {Z a(h) e_y(w)f(w + 6)}
JeA

heH
= A f(@ + 6)}sea
= M[,‘]'f(a))



3.1. H-AUTOVALORES Y H-AUTOESPACIOS 63

Luego, Auf = Xpen a(W)Tyf . d

Por otra parte, B es un conjunto denso de L*>(RY) ya que las funciones de soporte
compacto en L>(R%) pertenecen a B (ver [35, Proposicién 9.3.4]). Entonces, si a € £*(H)
es de espectro acotado, es posible dar una definicion alternativa de A, como la extension
continua del operador A, 0 B - LA(RY), definido por

Aof =) aW)Tyf. (3.1.2)

heH

Por esta razdn, a veces escribiremos A, f como la serie (3.1.2), incluso para funciones que
no estan en B, sobreentendiendo la extensién de A, a L>(R%).

Notemos que en el caso particular donde a € ¢'(H) (y luego de espectro acotado), es
facil comprobar que A, = Y,y a(h)T}, con convergencia puntual en B(L*(R%)).

Observar que, si V es H-invariante y a € *(H) es de espectro acotado, A, : V — Ves
un operador H-conmutante y su operador rango correspondiente es R,(w) = a(w)Z, para
casi todo w € D, donde 7, denota el operador identidad en . (w).

Definicion 3.1.3. Sea V un espacio H-invariante y L : V — V un operador H-conmutante
acotado. Dada a € (*(H) una sucesion de espectro acotado, decimos que A, es un
H-autovalor de L si

V,:=ker(L-A,) # {0}.

En este caso, decimos que V, es el H-autoespacio asociado a A,,.

Observacion 3.1.4. Si A € C es un autovalor de L (es decir, ker(L — AT) # {0}), entonces
es un H-autovalor A, de L, tomando la sucesion a = Aly. Entonces, los H-autovalores
generalizan los autovalores de L.

Notar que V,, es un subespacio H-invariante de V' y es L-invariante, esto es, LV, C V,.
Ademads, notemos que si f € V,, Lf = A,f, entonces por (1.4.1)

R)T f(w)) =T (LHw) =T (Auf)w) = a(w)T f(w), (3.1.3)

para casi todo w € D. Entonces, vemos que esta nueva definicion de H-autovalor esta
relacionada con los autovalores del operador rango de L, como enunciaremos en la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.1.5. Sea V un espacio H-invariante con funcion rango J, L : 'V —» V
un operador H-conmutante acotado con operador rango Ry a € t*(H) una sucesion de
espectro acotado. Entonces, los siguientes enunciados son ciertos:
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(1) Si A, es un H-autovalor de L, entonces A,(w) := a(w) es un autovalor de R(w) para
casi todo w € Z(V,).

(1) El mapa w — ker (R(w) — A(w)1 ), w € D es la funcion rango medible de V,, que
denotaremos como Jv,.

Demostracion. Por el item (i) del Lema 1.3.12, existe ¢, € V, tal que sop ||7 ¢.()|| = Z(V,).
Por (3.1.3), T ¢,(w) € ker (R(w) — A,(w)I,) para casi todo w € D. Ahora, dado que
T ¢.(w) # 0 en casi todo punto de X(V,), tenemos que para casi todo w € X(V,),

ker (R(w) — A(w)T,,) # {0},

es decir, A,(w) es un autovalor de R(w) para casi todo w € Z(V,), lo cual prueba (i).

Para (ii), es claro que el mapa w — R(w) — A,(w)I,, es un operador rango medible.
Entonces, por (vii) en el Teorema 1.4.4, el mapa w — ker (R(w) — A,(w)Z ) es una funcién
rango medible.

Falta ver que es, de hecho, la funcién rango asociada a V,, pero esto es una consecuencia
inmediata de (3.1.3). O

Notar que probamos que la funcion rango asociada a V,, toma como valores los autoes-
pacios de R(w) asociados a los autovalores A,(w) para casi todo w € 2(V,).

Por el otro lado, los autovalores medibles de R(w) inducen H-autovalores de L, como
se plantea en el siguiente lema.

Lema 3.1.6. Sea V un espacio H-invariante y L : V — V un operador H-conmutante
acotado con operador rango R. Sea B C D un conjunto medible de medida positiva.
Supongamos que A : B — C es una funcion medible tal que A(w) es un autovalor de R(w)
para casi todo w € B, entonces existe a € *(H) de espectro acotado tal que A(w) = a(w)
para casi todo w € By A, es un H-autovalor de L.

Demostracion. Observar que como R es el operador rango de L, por (1.4.2) tenemos que
|A(w)| < ||L|| para casi todo w € B. Consideremos cualquier extension medible de 2 a D
(acotada por ||L]|), entonces, tenemos que A € L*(D) y por lo tanto existe a € ¢*(H) de
espectro acotado tal que a(w) = A(w). Por el otro lado, como A(w) es un autovalor de R(w)
para casi todo w € B, entonces

ker (R(w) — A(w)I ) # {0}

para casi todo w € B, de lo que se deduce que V, # {0}, y luego A, es un H-autovalor de
L. O
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Estudiaremos la existencia de estas funciones medibles en la siguiente secciéon. En
la proposicion que sigue daremos condiciones sobre dos H-autovalores para que sus H-
autoespacios asociados estén en suma directa.

Proposicion 3.1.7. Sea V un espacio H-invariante y L : V — V un operador H-conmutante
acotado. Sean a, b € (*(H) dos sucesiones distintas de espectro acotado tales que A,y A\,
son H-autovalores de L. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) V.nV,={0},
(1) a(w) # ls(a)) para casi todo w € X(V,) N Z(V)).

Demostracion. Asumamos que X(V,) N Z(V,) # 0 ya que, de no ser asi, la equivalencia
vale.

(1) = (ii). Por (iv) del Teorema 1.3.12, tenemos que Jy, (w)NJv,(w) = Tv,qv,(w) = {0},
es decir,
ker (R(w) — A(w)1,,) Nker (R(w) — H(w)1,,) = {0},
para casi todo w € D.

Supongamos que existe un conjunto medible A c X(V,) N Z(V,,) tal que |[A| > Oy
a(w) = b(w) cuando w € A. Entonces, si w € A, tenemos que

ker (R(w) — A(w)1 ) = ker (R(w) — Ap(w)L,,) = {0},

lo cual es una contradiccion.
(i) = (i). Sea f € V, NV, entonces Lf = A,f = A, f y por lo tanto,

(@ - bY(w)T f(w) =0,

para casi todo w € D. Por (ii), tenemos que 7 f(w) = 0 para casi todo w € Z(V,) N Z(V,).
Dado que Z(V, N V,) € Z(V,) N X(V,,), deducimos que f = 0. O

3.2 Selecciones medibles de autovalores

En esta seccion vamos a investigar la existencia de una seleccion medible de autovalores
para un operador rango medible R : J — 7.

Comenzamos con el caso donde dim J(w) es constante y finita para casi todo w € D.
Primero, veremos que para una matriz M = M(w) de tamafio n X n de funciones medibles
existe una seleccion de autovalores medibles.
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Proposicion 3.2.1. Si M = M(w) es una matriz de tamaiio n X n de funciones medibles
definidas sobre un conjunto medible D, entonces existen n funciones medibles 1; : D — C,
j=1,...,n, tales que A;(w), ..., A,(w) son los autovalores de M(w) para casi todo w € D,
contadas con multiplicidad.

Demostracion. Sea M, el adlgebra de matrices complejas de tamafio nxn. Por [16, Corolario
4], existe un mapa medible Borel J : M,, —» M,, tal que para toda A € M,, J(A) es la forma
canonica de Jordan de A. Como M : D — M, es medible, entonces Jo M : D — M, es
medible. Ahora, como las entradas de la diagonal de la forma candnica de Jordan de una
matriz son sus autovalores, el resultado sigue. O

Como consecuencia, tenemos que:

Teorema 3.2.2. Sea R : J — J un operador rango medible sobre una funcion rango
medible [J que satisface que dim J (w) = n para casi todo w € B donde B C D es medible.
Entonces, existen n funciones medibles 1; : B— C, j=1,...,n, tales que 4;(w), . .., A,(w)
son los autovalores de R(w) para casi todo w € B, contadas con multiplicidad.

Demostracion. Sean {¢;}icy C L*(R?) y el conjunto A, como en el Lema 1.3.14. Definamos
para cada w € A, el operador v(w) : J(w) — C" como

V(W) (T gi(w)) = ei,

parai = 1,...,n. Este es el operador de cambio de base de {7 ¢;(w),...,T ¢,(w)} a
{e1,...,e,} paracasitodo w € A,.

Cuando dim 9 (w) = n en casi todo w € B, el operador rango R(w) se puede ver como
una matriz de tamafio n X n de funciones medibles sobre B, que denotaremos como [R](w)
(ver Proposicion 1.4.5).

Como B C A,, tenemos que para casi todo w € B, R(w) = v(w)™'[R](w)v(w). Entonces,
si A : B — C es una funcién medible, vale que

ker (R(w) — Aw)T,,) = ker (V)™ (IR1(w) — Aw)T,)v(w))

para casi todo w € B. Como consecuencia, los autovalores medibles de R(w) y [R](w)
coinciden, y la Proposition 3.2.1 nos da lo que queremos. O

Para el caso donde dim . (w) < oo para casi todo w € D, podemos construir funciones
en L*(D) tales que restringidas a ciertos conjuntos medibles, son autovalores de R(w).
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Teorema 3.2.3. Sea R : J — J un operador rango medible y acotado sobre una funcion
rango medible J que satisface que dim J (w) < oo para casi todo w € D. Entonces, existen
funciones 1; € L*(D), j € N, tales que

(1) Aj(w) # Ay(w) para j # j'y para casi todo w € D,

(1) si {Antnen, son los conjuntos del Lema 1.3.14y A,; := {w € A, : #o (R(w)) =1},
entonces 0 (R(w)) = {41(w), ..., 4i(w)} para casi todo w € A,; y para todo i < n,
i,neN.

Demostracion. Sean {A,},ey, 10s conjuntos medibles y disjuntos del Lema 1.3.14. Tenemos
que 2(V) = U, e Ay Paratodo n € N, por el Teorema 3.2.2, existen n funciones medibles
definidas sobre A,,, denotemoslas

Al,..., 4, 1A, = C,

tales que en casi todo w € A, los valores que estas funciones toman son los autovalores de
R(w), contados con multiplicidad.

Ahora, paraun n € N fijo y para todo 1 < i < n los conjuntos A,,; son
Api={weA, : #Hl(w),..., L(w)} =1i}.

Luego, estos también son conjuntos medibles y disjuntos (posiblemente de medida cero)
tales que A, = U~ An,, para todo n € N. Sobre cada uno de estos conjuntos A,,; tenemos i
funciones medibles

n,i
v

,/llr-l’i : An,i - C,

tales que /l;f’i(w) es un autovalor de R(w) y ﬂ’;’i(a)) # /l;f;i(w) cuando j # j/ para casi todo
w € A,;. La medibilidad de /l;f’i se puede justificar con el argumento como describimos
ahora: particionyo A, ; en todas las posibilidades donde i autovalores de {A](w), ..., A, (w)}

son distintos y pegyolos apropiadamente obtenemos medibilidad.

Ademas, si ||[R(w)]| £ K para casi todo w € D, entonces tenemos que |/l;f’i(a))| <K
para casi todo w € A,;, y paratodo j < i < nyn € N. Ahora procedemos a pegar estas
funciones como sigue:

Para todo j € N, sea 4; : D — C definida como

J

L) A (w), cuando w € A,;, para n>i> j,
(w) =
/ K+j caso contrario.

Estas son funciones medibles que satisfacen que 4;(w) # A;(w) cuando j # j' para casi
todow € Dy A; € L*(D) para j € N.
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Finalmente, notemos que para todo j € N, ker(R(w)—4(w)71,,) = ker(R(w) —/l;f’i(w)f w)
para casi todo w € A,,; y para todo n > i > j. Luego, 4;(w) es un autovalor de R(w) para
casitodo w € A,; y paratodon > i > j. De lo contrario, ker(R(w) — 4;(w)1 ) = {0} ya que
Aj(w) = K + jno es un autovalor de R(w). O

Las funciones {4} jen del Teorema 3.2.3 claramente no son tnicas.

Definamos algunos elementos a los cuales recurriremos més adelante. Para i € NN, sea
Bi:=|JAu, y g:=madieN :|Bl>0). (3.2.1)

Observar que, de hecho, B; es el conjunto de todos los w € Z(V) para los cuales R(w) tiene
exactamente i autovalores distintos. Luego, es facil ver que

g = sup ess #o(R(w)).
wex(V)

Por otro lado, para j € N, sea

Cj = U B, (3.2.2)
i=j

donde B, son los conjuntos definidos atras. Notar que Cj,; € C; € X(V) paratodo j € Ny
que cada C; es el conjunto de todos los w € X(V) para los cuales R(w) tiene por lo menos j
autovalores distintos.

Observacion 3.2.4.

(1) Supongamos que J es la funcion rango de un espacio H-invariante V que es finita-
mente generado. Entonces los conjuntos A, tienen medida positiva solo para finitos
valores de n. En particular, |A,| = 0 para todo n > L(V). En ese caso, si descartamos
las funciones A; tales que, para casi todo w € D, A;(w) no es un autovalor de R(w),
el procedimiento anterior va a generar a lo sumo L(V) funciones.

Mds precisamente, si g es como en (3.2.1), tenemos que g < L(V) y el procedimiento
va a generar exdctamente § funciones.

(i1) Si C;es como en (3.2.2), podemos ver que por la construccion de las funciones {4} jen
del Teorema 3.2.3,

Ci={weD : kerRw) - Lw)I,,) # (0}},

para todo j € Ny|Cj| =0 paratodo j > g.
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Abhora, si queremos remover la condicion dim J(w) < oo para casi todo w € D, el
Teorema 3.2.3 no es util ya que su prueba se basa en que la dimensién de J (w) es finita
para casi todo w € D. Por otro lado, si admitimos que la dimensién de J(w) sea infinita
sobre un conjunto de medida positiva, el espectro de R(w) ya no se conforma tnicamente
de autovalores y necesitamos imponer mas condiciones para poder encontrar selecciones
medibles de estos. En el resultado que sigue haremos uso del Teorema de Seleccion de
Castaign (Teorema 1.4.14) y, mas precisamente, el siguiente lema.

Lema 3.2.5. Sea (X, M) un espacio de medida, y sea F : X ~~» C una funcion multivaluada
a valores cerrados no vacios medible tal que F(x) C K para todo x € X con K c C
un conjunto compacto. Entonces, existe una sucesion de funciones medibles y acotadas
gj: X — C, jeNtales que para cada j # j', gi(x)# gy(x) paratodo x € X'y

F(x) c{gj(x) : jeN], xeX.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.14 tenemos una sucesion de funciones medibles f; :
X — Y, j € Ntales que F(x) = {fj(x) : j€ N} para todo x € X. Vamos a construir las
funciones g;, j € N inductivamente. Tomemos z, ¢ K tal que zo + j ¢ K para todo j € N.

Sea g, := fi. Ahora, consideremos el conjunto E; := {x € X : fo(x) = g1(x)}. Dado
que tanto f> como g; son funciones medibles, tenemos que E, es medible. Ahora, definimos
g> : X — C como sigue,

A x¢Ep
82(x) :=

Zo+2 c.c.

Es claro que g, es una funcién medible y acotada, y g;(x) # g»(x) para todo x € X.

Ahora,sea E3 :={xe X : f3(x) = g(x0)}U{xe X : f3(x) = g;(x)}. De nuevo, como
/3,82 Y & son funciones medibles, E3 es un conjunto medible. Por lo tanto, definimos
g3 : X — Ccomo

B FACY) x ¢ Ej
g3(x) =

Z0+3 c.c.

Otra vez, g3 es una funcion medible y acotada, y g3(x) # g2(x) # g(x) para todo x € X.

Procediendo de esta manera, en numerables pasos se obtiene una sucesion de funciones
medibles y acotadas g; : X — C, j € N tales que g;(x) # gy(x) para j # j' y para todo
x € X. Mas atn, es claro que por construccion {f;(x) : j€ N} C {g;(x) : j € N} para todo
x € X yluego F(x) C {gj(x) : j€ N} paratodo x € X. |

Teorema 3.2.6. Sea R : J — J un operador rango medible y acotado sobre una funcion
rango J. Supongamos que todos los autovalores de R(w) son puntos aislados de o-(R(w))
para casi todo w € D. Entonces existen funciones A; € L*(D), j € N, tales que
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(1) Aj(w) # Ay(w) para j # j'y para casi todo D,
(i1) op(R(w)) C {1j(w) : j € N} para casi todo w € D.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.15 y el Lema 3.2.5, existe una sucesion de funciones
medibles y acotadas 4; : D — C, j € N tales que 4;(w) # A(w) paratodo j # j'y

oc(R(w)) € {Aj(w) : j € N} para casi todo w € D. Ademas, como todos los autovalores de
R(w) son puntos aislados de o(R(w)) para casi todo w € D, entonces

oo (R(w)) C (A;(w) : jeN)

para casi todo w € D.

Finalmente, si [|R(w)|| < K para casi todo w € D, entonces |1;(w)| < K para casi todo
w € Dyluego A; € L*(D) para todo j € N.

O

3.3 H-diagonalizacion: caso finitamente generado

Ahora veremos la definicién de H-diagonalizacion.

En esta seccién nos dedicaremos al caso donde el operador actiia sobre un espacio
H-invariante finitamente generado. Para establecer condiciones sobre un operador L para
que sea H-diagonalizable, explotamos la estructura finito-dimensional de la funcion rango y
el operador rango: si R : J — J es el operador rango de L, para casi todo w € D, tenemos
que R(w) : J(w) = J(w) es una transformacion lineal actuando en un espacio vectorial
de dimension finita.

3.3.1 Definicion y propiedades de s-diagonalizaciones

Definicion 3.3.1. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) finitamente generadoy L : V —
V un operador H-conmutante acotado. Decimos que L es H-diagonalizable si existen un
niimero finito de sucesiones de espectro acotado a, . . ., a,, € *(H) tales que Noyso- s g
son H-autovalores de L'y V se descompone en la suma directa

m

V=V, ® eV, (3.3.1)

donde N,; y V,, son como en la Definicion 3.1.3 para j = 1,...,m. En ese caso, decimos
que (ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de L.
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Observacion 3.3.2.

(i) Notar que si(ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de L, entonces cada f € V puede
ser escrita de manera tinica como f = fi + -+ + f,, con f; € V.. Por el otro lado,
tenemos que Lf; = A, f;, para j = 1,...,m. Si denotamos QVaj a la proyeccion oblicua
de 'V sobre V,,, es decir Qv,, f = fj, podemos escribir:

L= Z Aa,Qv, -
j=1

(i1) La descomposicion en (3.3.1) no es vinica. Mds aiin, el niimero m de H-autoespacios
de L para los cuales V admite una descomposicion como en (3.3.1) podria ser
arbitrariamente grande.

En efecto, tomemos por ejemplo el primer H-autovalor A,,, entonces, por la Propo-
sicion 3.1.5, 1, (w) = a,(w) es un autovalor para R(w) para casi todo w € Z(V,,).
Ahora, separemos X(V,,) = AU B donde A N B = 0 y ambos son de medida positiva.
Luego, definamos A4(w) 1= A4, (w)xa(w) y Ap(w) := Ay (w)xp(w). Estas son funciones
medibles que son autovalores de R(w) sobre un conjunto de medida positiva. Por el
Lema 3.1.6, es posible construir sucesiones a, y ag de espectro acotado tales que:
Aa(w) = as(w) para casi todo w € A, Ap(w) = ap(w) para casi todo w € B, A,,, Ny
son H-autovalores de Ly V,, =V,, ®V,,. Entonces, obtenemos otra descomposicion
en H-autoespacios: V=V, &V, &V, & ---®V,,.

La siguiente proposicion muestra que si L es acotado, inversible y H-diagonalizable,
L~! debe ser H-diagonalizable también.

Proposicion 3.3.3. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generado y
L :V — V un operador H-conmutante acotado e inversible. Si L es H-diagonalizable
entonces L' es H -diagonalizable. Ademads, si (ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de
L, entonces (by, ..., b,,) es una H-diagonalizacion de L' con b i(w) = (a j(a)))‘l para casi
todoweDyV, =ker(L™' —=A,) =V, paraj=1,...,m.

Demostracion. Fijemos j € {1,...,m}. Dado que L es inversible y L v = Aa,. Vo, = Vs
” : :

vemos que A, es inversible. Sea Raj el operador rango asociado a A, esto es Raj (w) =
aj(w)!,, para casitodo w € D. Por el item (v) del Teorema 1.4.4, tenemos que existen dos
constantes A, B > 0 tales que A < |a;(w)| < B para casi todo w € D.
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Definamos b; € {*(H) por su transformada de Fourier como b (w) = (a j(u)))‘1 para
casi todo w € D. Entonces, tenemos que B~ < |bj(w)| < A™! para casi todo w € D. En
particular, b; es de espectro acotado.

Veamos que A;; es un H-autovalor de L' Sea f € V., entonces T (Lf)(w) =
aj(w)T f(w) para casi todo w € D. Ahora, sea g:=Lfen Vé}., tenemos que 7 g(w) =
a j(w)‘T(L‘lg)(a)) para casi todo w € D, que es lo mismo que b ()T g(w) =T (L '9)(w)
para casi todo w € D. Esto prueba que para toda g € V,,, L'g = Ay,g y por lo tanto
Vi C ker(L™! — Ay,). Un argumento similar prueba que, de hecho, Vi, = ker(L™! -Ay). O

Uno de nuestros principales objetivos es explorar la relaciéon entre la nocién de H-
diagonalizacion para un operador H-conmutante L y la diagonalizacion de de las fibras de
su operador rango.

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) finitamente generado y L : V —
V un operador H-conmutante acotado con operador rango R. Si L es H-diagonalizable,
entonces R(w) es diagonalizable para casi todo w € Z(V).

Demostracion. Supongamos que (ay,...,a,) es una H-diagonalizacién de L. Entonces,
por la Proposition 3.1.5, para todo j = 1,...,m, 4,,(w) = a;(w) es un autovalor de R(w)
para casi todo w € £(V,;) y la funcion rango medlble j v, (a)) = ker(R(w) — A4,(w)1,) es su
autoespacio asociado. Veremos que J (W) = Jv, (W) ®--- & Jy,, (w) para casi todo w € D.

am

Primero, notemos que como V,, C V, tenemos que Jy, (w) € J(w) para todo j =
1,...,m,yluego 7, Va, (W+--+Ty,, (w) C 9 (w). Para la otra inclusion, si f € V, entonces

f=hfi++fudonde fj €V, paraj=1,...,m. Luego, T f(w) = T fi(w)++--+T fu(w)
para casi todo w € D, lo que implica que

J(w) =gen{T ¢(w) : ¢ € D} C Jy, (W) + - +Ty,, (),

am

donde ® c L*(RY) es tal que V = S (®). Dado que J (w) tiene dimensién finita para casi
todo w € D, la suma de subespacios cerrados es cerrada. Por (iii) en el Lema 1.3.12, la
suma es directa. O

Observacion 3.3.5.

(i) Notar que acabamos de probar que si [ es la funcion rango de V y (ay, ..., a,)
es una H-diagonalizacion de L, entonces J(w) = Jv, (a)) @ ®Jy,, (), donde
NI Ve, (w) es el autoespacio asociado al autovalor A, (a)) =a ](a)) de R(w) para casi
todo w € X(Vy,), para j = 1,.
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De esto podemos deducir que para casi todo w € Z(V), el niimero de autovalores de
R(w) es a lo sumo m. Por lo tanto, si g es como en (3.2.1), entonces g < m.

(1) En la Observacion 3.3.2 vimos que el niimero de H-autoespacios de una H-diagona-
lizacion puede ser arbitrariamente grande. Por la Proposicion 3.1.7 y por el hecho de
que dim J(w) < L(V) para casi todo w € D, sabemos que para casi todo w € Z(V),
la cantidad de autoespacios J Va/_(a)) no nulos no puede superar L(V).

El siguiente lema muestra la relacion entre los espectros de los H-autoespacios de una
H-diagonalizacién y la cantidad de autovalores de R(w).

Lema 3.3.6. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generado y L : V —
V un operador H-conmutante acotado y H-diagonalizable. Sea (ay,...,a,) una H-
diagonalizacion de L. Definamos para w € X(V),

h(w) = ) xsw, (). (3.3.2)

=1
Entonces h(w) = #0(R(w)) para casi todo w € (V).
Demostracion. La funcién h(w) es medible y tenemos que h(w) € {1, ..., m} para casi todo

w e X(V). Sease{l,...,m}ydefinamos P, :={P C {1,...,m} : #P = s}. Tenemos que
h~'(s) = Upep, Bp donde Bp := {w € (V) : w € X(V,,) if y only if j € P}.

Dado un conjunto P = {ji,...,j;} € P, vemos que, por la Proposicién 3.1.5 y el
Teorema 3.3.4, para casi todo w € Bp, 4, (w), ..., a;(w) son autovalores de R(w) y
I =Ty, e Ty, e P (o
1 Js
1<j<m, j¢P

Esto prueba que #0(R(w)) = s para casi todo w € Bp.

Como esto es cierto para todo P € P,y para todo s € {1, ..., m}, podemos deducir que
h(w) = #0(R(w)) para casi todo w € Z(V). O

Dada una H-diagonalizacion (ay, .. .,a,) de L, la familia de espectros {Z(Vaj)}.’;‘: | siem-
pre es un cubrimiento de (V). Vamos a probar en el Teorema 3.3.13 que todo operador
H-diagonalizable L actuando sobre V admite una H-diagonalizacién (ay,...,a,) cuyos
espectros satisfacen que X(V,,,,) € X(V,,) paratodo j=1,...,m.

En la siguiente proposicion veremos que cuando esta inclusién vale, el numero de
H-autoespacios en la descomposicion asociada y sus espectros, estan univocamente deter-
minados. M4s adelante, veremos que una descomposicion que satisface las inclusiones de

arriba tiene el nimero minimal de H-autoespacios en el Teorema 3.3.15.
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Proposicion 3.3.7. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generado y
L : V — V un operador H-conmutante acotado y H-diagonalizable con operador rango R.

Sea (ay,...,a,) una H-diagonalizacion de L.
Si X(Va,,,) € E(Vy,) paratodo j = 1,...,m, entonces los espectros estdn univocamente
determinados por

E(Vy) ={w e Z(V) : #o(R(w)) = j}

para j=1,...,mym =g, donde g es como en (3.2.1).

Demostracion. Dado que X(V,,,,) € Z(V,,) paratodo j = 1,...,m, es facil ver que X(V,;) =
{w e 2(V) : h(w) > j} donde h es la funcion definida en (3.3.2). Luego, por el Lema
3.3.6, obtenemos inmediatamente que £(V,,) = {w € X(V) : #0(R(w)) > j} para todo
j=1,...,m.

Ahora, sabemos que g < m. Supongamos que g < m. Entonces, tenemos que [X(V,,)| = 0
para todo g < j < m. Esto implica que V,; = {0} para todo g < j < m, lo cual no es posible.
Por lo tanto, m = g. O

Notar que los conjuntos { w € X(V) : #0(R(w)) > j} coinciden con los conjuntos C;
de (3.2.2) paratodo j=1,...,q.

3.3.2 Operadores rango con fibras diagonalizables

Lo que queremos ahora es obtener una reciproca para el Teorema 3.3.4. Si asumimos que
para casi todo w el operador rango R(w) es diagonalizable, entonces podemos encontrar
una descomposicion de J (w) en un nimero finito de autoespacios medibles como veremos
en el teorema que sigue. Sin embargo, para que esta descomposicion corresponda a una
H-diagonalizacion del operador H-conmutante, tenemos que afiadir una hipdtesis extra de
uniformidad que explicaremos en la siguiente subseccion.

Teorema 3.3.8. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) finitamente generado con funcion
rango [, L : V. — V un operador H-conmutante acotado con operador rango R, y g como
en (3.2.1). Si R(w) es diagonalizable para casi todo w € X(V), entonces existen sucesiones
de espectro acotado a; € ?(H) y funciones rango 7, (W) = ker(R(w) — aj(w)1,) para
j=1,...,9 que satisfacen las siguientes condiciones:

() J(w) =Ju ()& & T, (w) para casi todo w € D.

(i1) Los conjuntos C; = {a) €XV) : Ju(w) # {0}} tienen medida positiva para todo
j=1,...,8yCjs1 CCjparatodo j=1,...,g - 1.
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En particular, A, . .., A4, son H-autovalores de L.

Demostracion. Sean {A,;},; como en el Teorema 3.2.3 y 4;,...,4, € L*(D) las funciones
medibles obtenidas luego de hacer un descarte como en (i) de la Observacién 3.2.4.

Entonces, como R(w) es diagonalizable para casi todo w € X(V), tenemos la siguiente
descomposicién

g
J(w) = @ ker(R@w) - 4,w)1,,), (3.3.3)
j=1

que vale para casi todo w € D. En efecto, para casi todo w ¢ (V) tenemos que J (w) = {0}
y ker(R(w) — 1(w)1,) = {0} para j = 1,...,g. Mientras que, para dados n, i y para casi
todo w € A, ;, tenemos que

P ker(Rw) - 4(@)7.) = (D ker(R(w) - X(@)I.,) & EDI0),
=1 =1

j=i

que es igual a J (w) porque {/l;f’i(w)}i.:] son los autovalores de R(w) en A,, ;.

Finalmente, para cada j = 1,...,g, 4; € L*(D), existe una sucesion a; € ?(H) de
espectro acotado tal que 4 (w) = a;(w) para casi todo w € D y una funcién rango medible
Jo;(w) = ker(R(w) — aj(w)I,). Como tenemos que (3.3.3) es cierto para casi todo w € D,
estas funciones rango descomponen a J (w) como se enuncia en (i). Ademas, por el item
(i1) en la Observacion 3.2.4, vemos que los conjuntos C; tienen medida positivay Cj,; € C;
paratodo j=1,...,g—1. m|

En las condiciones del Teorema 3.3.8, por la Proposicién 3.1.5, cada 7, q; €8 la funcidén
rango asociada al espacio H-invariante V, , es decir, ,;, = J Voo Y tenemos la descomposi-
cion J(w) = Jv, (0) &--- & Jy, (w) para casi todo w € D.

En este punto, uno querria concluir que V =V, @---®V,_ y por lo tanto deducir que L
es H-diagonalizable. Para que esto sea cierto, algunas consideraciones respecto a la suma
de espacios infinito dimensionales deben ser tenidas en cuenta. Recordemos que, cuando la
suma directa no es ortogonal, la suma de subespacios cerrados infinito dimensionales no
es necesariamente cerrada. En particular, la suma de espacios H-invariantes no es cerrada
en general, aunque es invariante por traslaciones. (Ver [64, 14] para ver ejemplos de dos
espacios H-invariantes cuya suma no es cerrada). Una condicion que nos permite esquivar
este problema se describe en la siguiente subseccion.
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3.33 Angulo entre subespacios

Ahora veremos una definicién de dngulo entre subespacios que provee una condicién para
determinar cuando la suma de subespacios es cerrada (ver [42] y las referencias ahi dentro).

Definicion 3.3.9. Sea H un espacio de Hilbert. El dngulo de la m-tupla de subespacios
cerrados (M, ..., M,,) en H es el dngulo en [0, /2] cuyo coseno estd dado por

cs(My, My, ..., My) := [P, ... Pas,Pas, Pagg

donde My = (" M;.
j=1

Notar que cuando r = 2 esta definicion es equivalente a la definicion del angulo de
Friedrich entre dos subespacios [49]. El siguiente lema nos da una caracterizacion de
cuando ¢,(My,...,M,,) < 1y fue probada en [22, Theorem 3.7.4].

Lema 3.3.10. Sean M, ..., M,, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1) ep(My,...,My) <1,
(i) M{ +---+ M,, es cerrado.
El coseno del dngulo entre dos subespacios H-invariantes fue considerado primero en
[63, 64]. En los préximos dos resultados, los espacios H-invariantes no son necesariamente

finitamente generados. El siguiente lema provee una relacion entre el dngulo de la tupla de
espacios H-invariantes y el angulo de la tupla de sus respectivas funciones rangos.

Lema 3.3.11. Sean V,...,V,, espacios H-invariantes de L>(RY) y Jvis--»Jv, sus res-
pectivas funciones rango. Entonces

eo(Viy ..., Vi) = ess sup ¢ (Tv, (@), . .., Ty, (w)). (3.3.4)

weD

Este lema se prob6 en [14] para el caso de m = 2. La prueba es facil de extender a
nuestro contexto, como veremos ahora.

4
Demostracion. Llamemos U := (ﬁ Vj) . Por virtud de (ii) en el Lema 1.3.12, U es un
j=1
espacio H-invariante y
1

Tv(w) = [ﬂ Jv,(w))
j=1
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para casi todo w € D.

Como las proyecciones ortogonales sobre espacios H-invariantes son operadores H-
conmutantes (ver Ejemplo 1.4.8), tenemos que Py, ... Py, Py, Py es H-conmutante y su
operador rango es

Py - PP, P gyw)-

Luego, por (1.4.2)

| 2

y finalmente la igualdad (3.3.4) es cierta. O

sup ese 1Ps,@ - - PoyorPaPavl = |Pv, - PPy, Py
w'

Como consecuencia tenemos:

Proposicion 3.3.12. Sean Vi, ..., V,, espacios H-invariantes de L>(R%) y J Vis- s v, SUS
respectivas funciones rangos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) El espacio U := Vi +---+V,, es cerrado. En particular, es un espacio H-invariante
de L*(RY).

(i) cp(ViH, ..., V) < 1.

(iii) supese ¢, (Jvs(@). ... Tvs()) < 1.

weD

(iv) sup gse o (Jv, (..., Ty, (w)r) < L.

Ademds, si (1)-(1v) valen, entonces tenemos que Jy(w) = Jy,(w) + -+ + Ty, (w), para casi
todo w € D.

Demostracion. Por el Lema 3.3.10 sabemos que (i) y (i1) son equivalentes. Por Lema
3.3.11 vemos que (i1) es equivalent a (iii). Finalmente, la equivalencia entre (ii1) y (iv) es
inmediata por el item (ii) en el Lema 1.3.12.

Falta ver que Jy(w) = Jy,(w) + -+ + Jy, (w) para casi todo w € D. Analo-
gamente al Teorema 3.3.4, vemos que Jy,(w) + -+ + Jy,(w) € Jy(w)y Ju(w) C

Jv,(w) + -+ Ty, (w). Estos espacios no son necesariamente finitamente generados, pero,
dado que (iv) se satisface, la suma es cerrada para casi todo w € D. O
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3.3.4 Condiciones suficientes para la H-diagonalizacion y minimali-
dad

Usando la Proposicion 3.3.12, estamos listos para dar condiciones suficientes para que un
operador H-conmutante sea H-diagonalizable.

Como ya discutimos, para deducir que L es H-diagonalizable de la condicion de que
R(w) es diagonalizable para casi todo w, una condicioén de uniformidad en el 4ngulo debe
ser requerida.

Para esto, debemos introducir una nueva notacién. Sea R : J — J un operador rango
medible sobre 7 tal que R(w) es diagonalizable en casi todo punto y sea Z C D el conjunto
de excepciones de medida cero donde no lo es. Entonces, si notamos k(w) = #0(R(w)),
para w € D \ Z sabemos que

j(w) = E/zl(w) S---D E/lk(w)(w)’

donde y(w), . . . , fi(w)(w) son los distintos autovalores de R(w) y E () - - - Ejyy ) SON SUS
autoespacios asociados. Notemos que hasta el momento no nos importa la medibilidad.
Luego, podemos definir

Cy(w) := cp (Ei

1
p(w)> = Eﬂk(w)(w)) :

Supongamos ahora que a, ..., a, € ¢*(H) son sucesiones de espectro acotado tales que
{J4,(w) :=ker(R(w) — a(w)I w)};f’: , descomponen J (w) como

J(w) =T, ()@ T, ()

para casi todo w € D. La existencia de dichas sucesiones esta garantizada por el Teorema
3.3.8. Luego, para todo w € D \ Z we tenemos que

B - Egp@} = {Ja (@), ..., Ja, (@)} \ {0}

Con lo cual, Cy(w) = ¢, (To (W), ..., Ta, (W)*") en casi todo punto y como consecuencia
C, es medible.

Teorema 3.3.13. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) finitamente generado con
funcion rango J y L : V — V un operador H-conmutante acotado con operador rango R.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) L es H-diagonalizable.

(i) R(w) es diagonalizable para casi todo w € (V) y sup ese Cp(w) < 1.

weD
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Ademds, cuando (1) o (1) valen, existen sucesiones ay, .. .,a; € {*(H) de espectro acotado,
tales que (ay, . . ., ay) es una H-diagonalizacionde Ly¥(V,, ) CX(V,)para j=1,...,8-1,
donde g es como en (3.2.1).

Jj+1

Demostracion. Asumamos primero que (ii) se satisface y consideremos las sucesiones de
espectro acotado ay, .. ., a, dados por el Teorema 3.3.8 y y sus respectivas funciones rango
Jo;(w) := ker(R(w) — aj(w)l,)para j=1,...,8.

Por la Proposicion 3.1.5, tenemos que V,; = ker(L — A,;) es un espacio H-invariante
asociado a la funcion rango 7, , es decir, 4, = Va, De (ii) en el Teorema 3.3.8, sabemos
que X(V,,) tiene medida positiva, A,, es un H-autovalor de L paratodo j = 1,...,8y
(Vo) CX(Vy)paraj=1,...,9- L

Debido a que Cy(w) = ¢ (j Va, (). v, (w)l), por la Proposicion 3.3.12, vemos
que V,, ®---®V,, esun espacio cerrado H-invariante que estd contenido en V'y sus funciones
rango coinciden. Esto implicaque V =V, &--- &V, . Luego, L es H-diagonalizable y
(ai,...,a,) es una H-diagonalizacion de L.

Para la reciproca, el Teorema 3.3.4 asegura la diagonalizacién de R(w) para casi

todo w € Z(V). Por otro lado, asumamos que (ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de

L. Como V es cerrado, por la Proposicion 3.3.12 tenemos que cb(le, e V;m ) < 1y,

equivalentemente, sup ese C(w) < 1. O
weD

A continuacidn, caracterizaremos el minimo nimero de componentes en una H-
diagonalizacién de L.

Definicion 3.3.14. Dado V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generado y
L : V — V un operador H-conmutante acotado y H-diagonalizable, definimos 5(V, L) como
el minimo niimero natural m para el cual existen ay, . . .,a,, sucesiones de espectro acotado
tales que (ay, . . .,a,) es una H-diagonalizacion de L. Diremos que una H-diagonalizacion
es minimal si tiene exdctamente B(V, L) componentes.

Proposicion 3.3.15. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generado, L :
V' — V un operador H-conmutante acotado y H-diagonalizable. Entonces, si g es como en

(3.2.1),
BV, L) = g.

Demostracion. Sea (ay, ..., a,,) una H-diagonalizacién minimal de L, es decir m = S(V, L).
Por (i) en la Observacion 3.3.5, tenemos que g < B(V, L). Por el otro lado, por el Teorema
3.3.13, siempre existe una H-diagonalizacion de L cuyo numero de H-autovalores es g,
entonces B(V, L) < g. O
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Notar entonces que el Teorema 3.3.13 dice que para todo operador H-diagonalizable
existe una H-diagonalizacion minimal.

3.3.5 Operadores H-conmutantes normales

Cuando L es normal, R(w) es normal para casi todo w € Dy luego sus autoespacios son
ortogonales. Este hecho nos permite esquivar la el problema del dngulo ya que la suma
ortogonal de subespacios cerrados siempre es cerrada. Ahora veremos una generalizacién
del Teorema Espectral finito-dimensional, para operadores H-conmutantes acotados y
normales.

Teorema 3.3.16. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) finitamente generadoy L : V —
V un operador H-conmutante acotado. Si L es normal entonces es H-diagonalizable vy, si

(ar,...,ay) es una H-diagonalizacion de L, tenemos que
L= AyPy,, (3.3.5)
=1
donde Pvaj denota la proyeccion ortogonal de V sobre V, para j=1,...,m.

Demostracion. Si L es normal, por el item (ii) del Teorema 1.4.4, sabemos que R(w) es un
operador normal actuando en un espacio finito-dimensional ./ (w), para casi todo w € D.
Entonces, para casi todo w € D, R(w) es diagonalizable y sus autoespacios son ortogonales.

Sea g como en (3.2.1). Por el Teorema 3.3.8, existen sucesiones de espectro acotado
ai,...,a,y funciones rango medibles 7, (w) = ker(R(w) — a(w)1,), para j = 1,...,q,
tales que

J(w) = '~7a|((‘~))€.9 ce Géjag(w)
para casi todo w € D.

Por la Proposicion 3.1.5, el subespacio V,, = ker(L — A,,) es el espacio H-invariante
asociado a la funcion rango 7, a;» €SO €8, Ja; =T Vi Ademés, la ortogonalidad entre los
espacios I, Vi, (w) para casi todo w € D, implica que los H-autoespacios V,,; son ortogonales.

Luego, tenemos que la suma ortogonal V,, ®...0 V., €s un espacio cerrado H-invariante
contenido en V' y sus funciones rango coinciden. Concluimos que

VaV,b.. 6V,

y entonces L es H-diagonalizable.
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Por otro lado, si (ay,...,a,) es una H-diagonalizacién de L (no necesariamente la
minimal), al igual que antes, como los autoespacios de R(w) son ortogonales para casi
todo w € D, los H-autoespacios V,, son ortogonales y V =V, ®...0V, . Luego,la
descomposicion de L en (3.3.5) vale.

O

Veamos algunos ejemplos de operadores H-conmutantes normales que se H-diagonalizan.

Ejemplo 3.3.17. Sea ® = {¢; : i € I} ¢ L*(R?) un conjunto finito de funciones, tal que
E(®) es una sucesion de Bessel en L>(R?). Como dijimos en el Ejemplo 1.4.7, el operador
de marco asociado a E(®) es H-conmutante. Como es auto-adjunto, por el Teorema 3.3.16,
tenemos que es H-diagonalizable.

Ejemplo 3.3.18. En el contexto del Ejemplo 1.4.10, supongamos que E(®) es una base
ortonormal y sea L el operador H-conmutante definido en (1.4.3). Entonces, como la
forma matricial de R(w) escrita en la base {T p(w), ...,T ¢, (w)} es la matriz diagonal
[R (w) = diag(a,(w), ..., a,(w)) para casi todo w € D, tenemos que R(w) es normal para
casi todo w € D. Como consecuencia, L es normal también y por el Teorema 3.3.16, es H-
diagonalizable. Ademds, tenemos que N, ... N, son los H-autovalores de Ly V,, = S (¢;)
paratodo j=1,...,n

Cuando E(®) es una base de Riesz, aiin tenemos que a,(w), . . ., a,(w) son los autovalo-
res de R(w) con autovectores asociados T ¢1(w), ..., T ¢,(w) y que

J(w) = gen{T ¢1(w)} @ - - - & gen{T ¢, (w)},

para casi todo w € D. Sin embargo, para concluir que L es H-diagonalizable tenemos que
imponer que
sup ese ¢, (gen{T p1(w)}*, . .., gen{T p,(W)}) < 1.
weD
Ejemplo 3.3.19. Sea A, : PWo — PWy, para 1 < a < d, el operador diferencial definido
en el Ejemplo 1.4.11, que es H-conmutante y acotado. Ademds, A, es normal ya que su

operador adjunto es A, f = _L

Entonces, si Q C RY es un conjunto que k-tesela o k-subtesela R? por traslaciones de A
(ver Definiciones 2.1.1y 2.4.1), por la Proposicion 2.1.3, sabemos que PWq, es finitamente
generado. Por lo tanto, por el Teorema 3.3.16, A, es H-diagonalizable y existird una
H-diagonalizacion con por lo menos k H-autovalores.

En el caso de A = £~ PWI - PW% vimos en (1.4.4) que su operador rango estd
dado por operador de multzplzcaczon de hecho A(w) = —2riw es el uinico autovalor de
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i 11
R(w) para casi todo w € [_5’ 3

a(w) = —2miw, obtenemos que:

]. Entonces, si tomamos la sucesion a € {*(Z) tal que

Fe) = afx-k),

keZ

para todo f € PW% y x € R. Los valores de ay se pueden computar fdcilmente.

Para concluir esta seccion, daremos una proposicion que muestra la relacion de la
H-diagonalizacion de un operador normal con la de su operador adjunto.

Proposicion 3.3.20. Sea V un espacio H-invariante de L*>(R?) finitamente generado y
L :V — V un operador H-conmutante acotado. Si L es normal, los siguientes enunciados
son ciertos:

(1) Ly L* son H-diagonalizables.

(1) Si A, esun H-autovalor de L, entonces A}, es un H-autovalor de L* y ker(L*—A}) = V,,.
Ademds, N = Ay, donde b € €*(H) se define por b(h) := a(-h) para h € H.

(i) Si (ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de L, entonces (by,...,b,) es una H-
diagonalizacion de L*, donde Ap; = AZ/_ paraj=1,...,m.

Demostracion. Como L es normal, también lo es L* y por el Teorema 3.3.16, L'y L* son
H-diagonalizables, lo cual prueba (i).

Ademads, supongamos que A, es un H-autovalor de L. Sean f, g € V, tenemos que

(Aof.) = (af.2) = (/. az). (3.3.6)

Por el otro lado, es f4cil ver que

a(w) = ) alhe-y(w).

heH

Entonces, si definimos b € £*(H) como b(h) := a(-h) para h € H, deducimos de (3.3.6) que
(Aof,8) = (f,Apg),es decir, A, = A,.

Ademads, L—A, es un operador normal y luego {0} # V, = ker(L—A,) = ker (L — A,)*) =
ker (L* — Ap), de lo que concluimos que A, es un H-autovalor de L*, como queriamos ver
en (ii).

Para (ii1), s6lo queda observar que si (ay,...,a,) es una H-diagonalizacion de L,
entonces tenemos que V =V, & --- @V, , lo cual también es una descomposicion en
H-autoespacios de L* porque ker(L"—A;;) = V,; paratodo j = 1,...,mporel item (ii). O
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3.4 H-diagonalizacion: caso no finitamente generado

En esta seccion daremos una definicion de H-diagonalizacion para operadores H-conmu-
tantes actuando en un espacio H-invariante no necesariamente finitamente generado. En
este caso, la cantidad de H-autovalores podria ser infinta, por lo cual la descomposicion del
espacio en H-autoespacios deberd pedirse ortogonal.

Definicion 3.4.1. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) no necesariamente finitamente
generado y L : V. — V un operador H-conmutante acotado. Decimos que L es H-
diagonalizable si existe un conjunto de indices I a lo sumo numerable y sucesiones de
espectro acotado {a}je; € (*(H), tales que Aq; es un H-autovalor de L paratodo j€1yV

se descompone en suma ortogonal
V=PV, (34.1)

Jjel
Dada una descomposicion de este tipo, diremos que (a;)ic; es una H-diagonalizacion de L.
il

Al igual que en el caso finitamente generado, si un operador L es H-diagonalizable, una
descomposiciéon como en (3.4.1) siempre existe pero no es unica. Ademds, observemos que
si (a;) jer s una H-diagonalizacion de L, entonces

L= AyPy,,

jel

donde Pvﬂj es la proyeccion ortogonal de V sobre V,; y, si I es un conjunto infinito, la
convergencia es en el sentido puntual.

De la misma manera que vimos en el caso finitamente generado, tenemos que cuan-
do un operador es H-diagonalizable, sus fibras deben ser diagonalizables también. La
demostracion es andloga a la de Teorema 3.3.4.

Teorema 3.4.2. Sea V un espacio H-invariante de L*(RY) y L : V — V un operador
H-conmutante acotado con operador rango R. Entonces, si L es H-diagonalizable, R(w)
es diagonalizable para casi todo w € (V).

Demostracion. Supongamos que (a;) e €s una H-diagonalizacion de L. Entonces, por la
Proposition 3.1.5, para todo j € 1, 4,,(w) = a;(w) es un autovalor de R(w) para casi todo
w € X(V,,) y la funcion rango medible 7 Vi, (w) = ker(R(w) — A,(w)1,,) es su autoespacio
asociado. Veremos que

T = P, @)

jel
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para casi todo w € D.

Como V,; C V, tenemos que Jy, (w) € J(w) paratodo j € I, y luego @ Jv, (w) C
J ]GI J
J(w). Para la otra inclusion, si f € V, entonces f = ), f;, donde f; € V,, para j € I.
Luego, 7 f(w) = X e/ T fj(w) para casi todo w € D, lo que implica que

Tw) = TR Tpw) : ¢ €0} < DIy, (@)

jel

donde ® c L*(RY) es tal que V = §(®). La suma de la derecha es cerrada ya que la suma
ortogonal de subespacios cerrados es cerrada. O

Notemos que de la prueba del Teorema 3.4.2, se deduce que si (a;);e; es una H-
diagonalizacion de L, entonces los autovalores de R(w) cumplen que

o,(R(w)) clajw) : jel}

para casi todo w € D.

Una consecuencia resultante de este teorema es que todo operador H-diagonalizable
segun la Definicion 3.4.1 debe ser normal: si R(w) es diagonalizable para casi todo w € X(V)
con descomposicion ortogonal de sus autoespacios, entonces R(w) es normal para casi
todo w € D. Por el item (i1) del Teorema 1.4.4, L es normal. Luego, lo que haremos en lo
que queda de la seccion es encontrar condiciones suficientes para que un operador normal
H-conmutante sea H-diagonalizable.

3.4.1 Fibras localmente finito-dimensionales

A continuacion veremos que el Teorema 3.3.16 se puede extender facilmente al caso
donde V es un espacio H-invariante no necesariamente finitamente generado y su funcion
rango J satisface que dim J(w) < oo para casi todo w € D. Pero primero, veamos una
generalizacion del Teorema 3.3.8 adaptada a estas hipotesis.

Teorema 3.4.3. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) con funcién rango J tal que
dim J(w) < ooy L :V — Vun operador H-conmutante acotado y normal con operador
rango R. Si R(w) es diagonalizable para casi todo w € Z(V), entonces existen un conjunto
de indices I, sucesiones de espectro acotado a; € (*(H) y funciones rango Joj(w) =
ker(R(w) — aj(w)I ) para j € I que satisfacen las siguientes condiciones:

1) J(w) = @j a;(w) para casi todo w € D.

jel
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(i1) Los conjuntos C; = {w €EXV) : Juy(w) # {0}} son de medida positiva 'y cumplen que
Cijs1 € Cjparatodo j€ I

En particular, A,; son H-autovalores de L para todo j € 1. Ademds, si g es como en (3.2.1)
y g < oo, entonces I ={1,...,ga}.

Demostracion. Sean {A;};e; € L*(D) las funciones medibles del Teorema 3.2.3 que nos
quedan luego de hacer un descarte de aquellas que no son un autovalor de R(w) para casi
todo w € D. Es evidente que si g < oo, entonces I = {1,...,g}.

El resto de la prueba prosigue igual a la demostracion del Teorema 3.3.8. O

Teorema 3.4.4. Sea V un espacio H-invariante con funcion rango J que satisface que
dim J (w) < oo para casitodo w € Dy L : V — V un operador H-conmutante acotado y
normal. Entonces, L es H-diagonalizable.

Demostracion. Como L es normal, por el item (ii) del Teorema 1.4.4, sabemos que R(w)
es un operador normal actuando en un espacio finito-dimensional ' (w), para casi todo
w € D. Entonces, para casi todo w € D, R(w) es diagonalizable.

Por el Teorema 3.4.3 existen sucesiones de espectro acotado (a;)je; C {*(H) tales que

T = @ kerRw) - a()1,)

jel

para casi todo w € D,y A, es un H-autovalor de L para todo j € 1. Es directo ver que esto
implica que

y por lo tanto, L es H-diagonalizable. m|

3.4.2 Fibras infinito-dimensionales

Cuando queremos remover la condicién dim f(w) < oo para casi todo w € D, los resultados
anteriores no siguen siendo validos en general. El problema radica en poder encontrar
selecciones medibles de autovalores para el operador rango, cuestion que se abord6 en
la Seccion 3.2. Alli, vimos que el Teorema de seleccion de Castaign nos era de utilidad
y, adicionando una hipétesis sobre el espectro puntual del operador rango, obtuvimos el
Teorema 3.2.6.
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Teorema 3.4.5. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) con funcion rango F yL: V — V
un operador H-conmutante acotado y normal con operador rango R. Supongamos que
R(w) es diagonalizable y todos sus autovalores son puntos aislados de o(R(w)) para casi
todo w € D. Entonces, L es H-diagonalizable.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.6, sabemos que existen funciones A; € L*(D), j € N,
tales que Aj(w) # A4 (w) para j # j' y para casi todo D, y

7 (RW)) € {4,(w) : jeN)

para casi todo w € D.

Como R(w) es diagonalizable para casi todo w € D, la siguiente igualdad vale

J(w) = @ ker (R(w) — A/(w)T,). (3.4.2)

JEN

Notar que ker (R(w) - Aj(w) ] a,) puede ser {0} para algin j y algtin conjunto medible de
medida positiva. Sin embargo, descartamos todas las funciones A; que no son autovalores
de R(w) en casi todo punto. Luego del descarte, tenemos {4} j¢; funciones.

Ahora, para cada j € I, como A; € L*(D), existe una sucesion de espectro acotado
a; € (*(H) tal que a; = A;. Luego, por el Lema 3.1.6, sabemos que A,; es un H-autovalor
de L para todo j € I 'y por (3.4.2) tenemos la descomposicion ortogonal

V= @Va_,.

jel

O

En lo que queda, discutiremos dos ejemplos de operadores que satisfacen la condicién
impuesta sobre el operador rango R en el Teorema 3.4.5, es decir, que R(w) es diagonaliza-
ble y 0,(R(w)) son puntos aislados de o"(R(w)) para casi todo w € D.

Ejemplo 3.4.6. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado, normal e inyectivo
tal que R(w) es un operador compacto para casi todo w € D. Para este caso, por el
Teorema 1.4.4, R(w) es compacto, normal e inyectivo para casi todo w € D. Luego, R(w)
es diagonalizable y sus autovalores son todos puntos aislados de o(R(w)) para casi todo
w € D, por lo tanto, L es H-diagonalizable.

Observacion 3.4.7. Notar que el hecho de que R(w) sea compacto para casi todo w € D
no implica que L sea compacto, esto es una consecuencia del Corolario 1.4.18. Por ejemplo,
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sea V un espacio H-invariante finitamente generado con funcion rango J y sea L # 0 un
operador H-conmutante actuando en V. Entonces, R(w) : J(w) — J(w) es compacto ya
que dim J (w) < oo para casi todo w € D pero L no puede serlo.

Observacion 3.4.8. Sea L : V — V un operador H-conmutante acotado, normal tal que
R(w) es un operador compacto para casi todo w € D pero no necesariamente inyectivo.
Dado V' := ker(L)* el complemento ortogonal de ker(L) en V, tenemos que V' es un espacio
H-invariante que también es invariante por L. Luego, definimos L' := Ly, : V' — V/,
y entonces L' es un operador que satisface las mismas hipotesis que el Ejemplo 3.4.6.
Con lo cual, L' es H-diagonalizable sobre V'. Dada una H-diagonalizacion (a;)je; de
L' : V' = V', podemos descomponer V como sigue

V =ke)® CPV,,.
J

donde V, son H-autoespacios de L'.

Ahora daremos algunas condiciones suficientes para que un operador H-conmutante
admita sus fibras compactas en casi todo w € D.

Proposicion 3.4.9. Sea V un espacio H-invariante de L>(RY) con funcién rango J y
L :V — V un operador H-conmutante acotado con operador rango R.

(1) SiV’' = L(V) es un espacio H-invariante que satisface que dim Jy(w) < oo para casi
todo w € D, entonces R(w) es de rango finito para casi todo w € D. Diremos que
estos son operadores con fibras de rango finito.

(i1) Si existe una sucesion de operadores {L,},cn tales que L, : V — V es un operador
H-conmutante acotado con fibras de rango finito para todon € N, y L, — L cuando
n — oo uniformemente, entonces R(w) es compacto para casi todo w € D.

Demostracion. (1) Recordemos que por el item (vi) en el Teorema 1.4.4, la funcién rango
J asociada a L(V) esta dada por R(w)J (w) para casi todo w € D. Entonces, R(w) es un
operador de rango finito para casi todo w € D.

(2) Sea R, el operador rango asociado a cada L, para cada n € N, entonces por (1.4.2)
tenemos que R, (w) — R(w) cuando n — oo para casi todo w € D. Luego, usando (i) de
esta Proposicidn tenemos que R, (w) es de rango finito para todo n € N, entonces R(w) es
compacto para casi todo w € D. O

Para el segundo ejemplo necesitamos dar una definicion.
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Definicion 3.4.10. Sea H un espacio de Hilbert separable, A : H — H un operador
acotado y normal, I un conjunto de indices finito y {f;}ic; € H. Decimos que (H, A, {f:}icr)
es un DS-triple si {A"f; : n € N,i € I} es un marco de H. En ese caso, decimos que A
admite un DS-triple.

Las siglas DS se deben a que el problema de encontrar condiciones sobre H, Ay
{f}icr para que (H, A, {fi}ic;) sea un DS-triple estd conectado con el problema del muestreo
dindmico (dynamical sampling). El siguiente resultado fue probado en [31].

Teorema 3.4.11. Sea H un espacio de Hilbert separable infinito-dimensional, A : H — H
un operador acotado y normal, y {fi}ic; C H con I un conjunto de indices finito. Si
(H, A, {f:}ier) es un DS-triple, entonces A es diagonalizable y o,(A) C D, donde D = {1 €
C : || < 1}. Ademadis, en este caso, la dimension de cada autoespacio es menor o igual
que #1 y los puntos de acumulacion de o ,(A) estdn contenidos en S| ={1€C : || = 1}.

Observacion 3.4.12. En una manera similar a la del Corolario 1.4.18, uno puede probar
que si un operador H-conmutante L : V — V admite un DS-triple (V, L,{f:}ic;) con I finito,
entonces L = 0. Sin embargo, un operador H-conmutante L # 0 podria satisfacer que
R(w) admita un DS-triple para casi todo w € D.

Notemos ademds que un operador normal y compacto actuando en un espacio de Hilbert
infinito-dimensional nunca admite un DS-triple ya que el tnico punto de acumulacién
posible de sus autovalores es, de existir, el cero. Por lo tanto tenemos el siguiente ejemplo,
que es disconexo al Ejemplo 3.4.6.

Ejemplo 3.4.13. Sea V un espacio H-invariante de L*(R) con funcién rango J tal que
dim J(w) = oo para casi todo w € (V). Sea L : V — V un operador H-conmutante
acotado y normal tal que R(w) admite un DS-triple para casi todo w € (V). Por el item
(ii) del Teorema 1.4.4, R(w) es normal para casi todo w € D. Entonces, el Teorema 3.4.11
dice que R(w) es diagonalizable y sus autovalores son todos puntos aislados de o(R(w))
para casi todo w € D, por lo tanto, L es H-diagonalizable.

Finalmente damos una condicién suficiente para que un operador H-conmutante tenga
fibras que admiten un DS-triple, que es una consecuencia inmediata de la relacion (1.4.1) y
el Teorema 1.3.10.

Proposicion 3.4.14. Sea V un espacio H-invariante de L*(R?) con funcion rango J y L :
V — V un operador H-conmutante acotado y normal con operador rango R. Supongamos
que existen funciones {f}ic;, con I un conjunto de indices finito, tales que {T,L'f; : h €
H, jeN,ie I} esunmarcodeV, entonces (J (w), R(w),{T f(w)}ic;) es un DS-triple para
casi todo w € D.



Capitulo 4

Muestreo Dinamico para operadores
H-conmutantes

En este capitulo continuaremos con la notacion de la Seccion 1.3 y la Seccion 1.4 para H,
Ay D en R?. Nuestro objetivo serd aplicar la teorfa de la H-diagonalizacién del Capitulo 3
para resolver un problema del muestreo dindmico para operadores H-conmutantes actuando
sobre un espacio H-invariante finitamente generado de L>(RY).

Dado un conjunto de funciones ¥ = {f; : i € I} en un espacio de Hilbert H y un
operador acotado R : H — H, el problema general del muestreo dindmico consiste en
encontrar condiciones sobre R y F para que {R’f; : i € I, j € J} sea un marco de H, donde
I,J SN U{0}.

El caso finito-dimensional de este problema fue resuelto por completo en [6]. Por otro
lado, para el caso infinito-dimensional, un teorema de caracterizacién fue probado para
operadores normales que iteran sobre un conjunto finito de funciones en [6] y [31].

En particular, en el contexto finito-dimensional la siguiente condicion fue dada en [31].

Teorema 4.0.1. Sea H un espacio de Hilbert n-dimensional y sea R : H — H una
transformacion lineal. Sean I un conjunto de indices finito, J ={0,...,n— 1} y{f; : i €
I} C H. Entonces, {R'f; : i €1, j€ J}es un marco de H siy sélo si para cada A € o(R"),

{Prerge—an fi 1€ 1}

es un marco de ker(R* — AT).

El problema que proponemos en este capitulo es el siguiente. Sea V un espacio H-
invariante finitamente generado cuya longitud es £(V) = ¢. Supongamos que [/ es un

89
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conjunto de indices finitoy J = {0,...,£ — 1}. Sea {f; : i € I} un conjunto de funciones en
VyseaL :V — V un operador H-invariante acotado. Queremos encontrar condiciones
para que el sistema

{Lifiiel je) (4.0.1)

sea un generador de marco de V (recordar que esto quiere decir que las traslaciones de los
elementos de este sistema forman un marco de V).

Para resolver este problema utilizaremos las técnicas de fiberizacion de los espacios
invariantes por traslaciones. Sea J la funcion rango de V y sea R el operador rango de L.
Recordemos que por el Teorema 1.3.10, el sistema en (4.0.1) es un generador de marco de
V siy sélo si sus fibras forman un marco de J(w) con constantes uniformes para casi todo
w € D. Por el otro lado, por (1.4.1), sabemos que 7 (L’ f;)(w) = R(w) (T fi(w)).

Esto nos permite reducir nuestro problema a un problema de muestreo dindmico finito-
dimensional, estudiando condiciones para que el sistema

[RW(T fiw)) i€l jeJ|

sea un marco de J (w) para casi todo w € D. Para esto, nos gustaria aplicar el Teorema 4.0.1
tomando R = R(w) en casi todo w € D. Para trasladar los resultados obtenidos del operador
rango al operador H-invariante L, necesitamos uniformidad en las constantes de marco. Sin
embargo, en el Teorema 4.0.1 no fueron provistas estimaciones de las constantes de marco.

Este capitulo estd compuesto por dos secciones:

En la Seccion 4.1 nos restringiremos al caso de muestreo dinamico en dimension finita
y nos ocuparemos de encontrar estimaciones de las constantes de marco del Teorema 4.0.1.

En la Seccion 4.2 finalmente aplicamos los resultados obtenidos para resolver el proble-
ma de muestreo dindmico para operadores H-conmutantes que planteamos arriba.

4.1 Muestreo dinamico finito-dimensional

En esta seccién vamos a asumir que H es un espacio de Hilbert n-dimensional complejo
y R : H — H es una transformacién lineal. Sean I un conjunto de indices finito y
J =1{0,...,k}donde k > n—1. Por otro lado, para A € C vamos a denotar £, = ker(R*— A7)
y por Pg, nos referiremos a la proyeccion ortogonal de H sobre E .

Para obtener estimaciones de las constantes de marco para el Teorema 4.0.1, debemos
estudiar cada direccion por separado. En una direccion tenemos el siguiente resultado.



4.1. MUESTREO DINAMICO FINITO-DIMENSIONAL 91

Teorema 4.1.1. Si {Rj firiel jelJ } es un marco de H con constantes A, B > 0, entonces
para todo A € o(R*), tenemos que {Pg, f; : i € I} es un marco para E,, con constantes A/C,
y B/C,, donde Cy =}, A

Demostracion. Sea A € C un autovalor de R* y f € E,. Es suficiente observar que

DD KEREE =D ) KRIF FIP

jeJ i€l jeJ i€l

= > D KVF P

jeJ i€l

= D AP Y K Pe )P

jeJ i€l
O
En la otra direccidn, se requiere mds trabajo. Vamos a pedir que R sea una transforma-
cion lineal normal para tener una descomposicion de H en suma ortogonal de autoespacios.
La prueba del siguiente teorema estd inspirada en [37, Theorem 5.1.], donde fueron pro-
vistas estimaciones de las constantes de marco para el problema de muestreo dindmico

infinito-dimensional, asumiendo que el operador es normal y sélo una funcion es iterada.
Para esto, haremos uso de dos lemas muy técnicos, que veremos abajo.

Vamos a denotar por $; el espacio de Hilbert de polinomios de coeficientes complejos
de grado menor o igual que k, provisto con el producto interno

k
p,q) = Z cid;,
j=0

donde p(z) = Z’J‘-ZO ¢z yqz) = Z];:o d;z’. El espacio SD'k” es el producto cartesiano de #/
copias de P, dotado con la norma

1/2 1/2
pierllpn = [Z ||p,~||§>,() - [Z D |c,~j|2J :
iel il jeJ
Lema 4.1.2. Sean Ay, ..., A, € Cdistintos. Definimos T : Slell — 2 x{1,...,r}) como
(Pidier = (PiAs))ielselt,...n (4.1.1)
yM:CUAx{1,...,r}) — 73|k1| como el operador dado por

(Wis)iel,se{l ..... P (Piiers (4.1.2)
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donde para todo i € I, p; denota el polinomio de Lagrange de grado r — 1 que interpola
(A5, wis), s = 1,...,r. Entonces, los siguientes enunciados valen:

(1) T es sobreyectivo.
(i) TM = 1.

(iii) La norma de los operadores T y M tienen las siguientes cotas:

p 1/2
7l < (rZ,sz) and

=0
r—1 2 1/2
r r—1\" 5,
Ml < (= > B
a u
u=0
cona = minlSsSr szl |/ls - /L,tlz y ﬁ = MaXj<s<r |/ls|
u#s
Demostracion. Observemos que dado un vector (wy,...,w,) € C", podemos construir el
polinomio de Lagrange de grado r — 1 que interpola los puntos (4;,wy), ..., (4,,w,). Esto

prueba que T es sobreyectivo. La relacion TM = 1 sigue de la definicionde 7'y M.

Para estimar la norma de 7, sea (p;)ic; € P'k", y usando que para todo s = 1,...,r,
|45] < B, tenemos que
2J1/2

, 12 .
T (pietlleax.. = ZZU%(&)F) = ZZ

i€l s=1 i€l s=1

r k 2\1/2
> Z|c,-,-|ms|f)

iel s=1 \ j=0

S

iel s=1 \ j=0 j=0

' 12
< Ipoietllpn (7’ Z,sz] )

J=0

k

C,'j/li
J=0

IA

.....

dados los puntos (4, w;s), s = 1,...,r, el polinomio de Lagrange que los interpola esta
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dado por pi(z) = X(_; wisBy(z), donde

BS(Z) = rl

entonces,

™

IA

i€l

IA

iel

De nuevo, como para todo s = 1,...,

2,

mmawzbj
2,

2

s

n1/2
Zwmmm”

93

r

Z— /lu
/13' - /lu’

u=1
u#ts

1/2

§ WZS

s=1

|)

iel

s=1

Z Wil

s=1

Eﬁm@)
s=1

o)

/2
(4.1.3)

||W||52(1x )

.....

r, || < B, luego

. 2
2 _ Z— /11,4 1
1B, = || | =5 IIIA—MZFW A
u=1 78 u u#s u#s P,
u#s P,
| 2
<—|1+ Z/lu Z L] +- ]—[Au
@ u#s 1<u<v<r u#s
1 2 [T ’ 4 2(r—1
<—|1+@F-1)78 +(2 B+ g
a

Q

S

Finalmente, juntando lo dltimo y (4.1.3) obtenemos que

,
M|l < [—
(0

i 12

)]

ing
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Observacion 4.1.3. Observemos que usando la equivalencia entre las normas || - ||; y || - |l»,
podemos obtener la siguiente cota

2

1(&(r-1),) 1 ,
||Bs||;ksa(2( ) )ﬁ) =—(1+p7,

u=0

y por lo tanto,

M| < (C—Z)mu B

Teorema 4.1.4. Asumamos que R es una transformacion lineal normal y sean A, ..., 1, € C
distintos tales que R = }}\_ A,Pg, . Siparatodos=1,...,r, {PEMﬁ RS I} es un marco

para E, con constantes de marco A, B; > 0, entonces {Rj firiel, jel } es un marco de
H con constantes

-1

S (r =1\ k
A [— ( ) ||R||2”) y B [r > ||R||2f] ,
a u =

r

@ = min | | [, — A7 >0,
1<s<r
u=1
u#s

donde

yA =mingA,;, B = max; B;.

Observemos que las constantes que se obtienen s6lo dependen de la norma del operador,
la cantidad de autovalores distintos y, en la cota superior, el nimero de iteraciones #J = k.

Demostracion. Consideremos U : £?(IxJ) — H el operador de sintesis de {Rj firiel, jeld }
que esta definido por
Uc = Z Z Cl'jRjﬁ
iel jeJ

para todo ¢ € £2(I x J). Observemos que

Uc= Z Zcinjfi = Z Zciji/lﬁpa,rfi

i€l jeJ iel jeJ s=1

Y [Z c,-jag] P, f:

iel s=1 \ jeJ
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La idea de esta demostracion serd estimar las constantes de marco a través del operador
de sintesis y el de andlisis. Para hacer esto, haremos una descomposicién de U entre tres
operadores auxiliares W, Py T, que definiremos a continuacion.

Comenzamos por definir W. Dado que H = E, @ --- ® E,,, donde las sumas son
ortogonales, y cada E, tiene un marco con las mismas constantes A y B, entonces la union
de estos marcos:

{Pe firiels=1,...r}, (4.1.4)

es un marco de H con constantes A y B. Entonces, W serd el operador de sintesis de (4.1.4),
esdecir, W : C2(I x{1,...,r)) > Hy

Wa = Z 2 a;sPg, f;

i€l s=1

paraa € 2(I x {1,...,r}).

Segundo, definimos P : {*(I X J) — P',f' como ¢ = (¢;j)ij = (piies donde pi(z) =
Z'j‘-zo Ci ij . Notemos que P es una isometria. Finalmente, consideremos 7" como el operador
definido en (4.1.1), siendo A4, ..., A, los autovalores de R.

Usando los operadores definidos, el operador U toma la siguiente expresion
Uc= Y (TPc), Pg, fi=WTPc,
i€l s=1

con lo cual, si f € H, entonces
WU* AP = \PT*W* £ = 1T W £ (4.1.5)

Dado que T es un operador sobreyectivo por el Lema 4.1.2, entonces 7~ es un operador
acotado por debajo por una constante positiva. En particular,

inf (| T°all : a € (I x {1,.....7}), llal = 1} =y > 0.

Ademads, es bien sabido que si existe un operador M tal que TM = I, entonces y = 1/||M]||
(ver, por ejemplo, [26]). Sea M el operador definido en (4.1.2). Entonces, por el Lema
4.1.2, TM = 1 y dado que ||R|| = 8 = maxX;<,<, |4, tenemos que

r S (r =1\
= (— ( ) ||R||2”)
a s\ u

-1/2
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Con lo cual, de (4.1.5) deducimos que

r—1 2 -1
B} . r r—1 "
" FIP 2 AW fIP 2 YAISIP 2 A(a Z( ) ) IRIP ) 1P,

u=0

lo que nos da una constante de marco inferior para {Rf firiel, jeld } Por el otro lado, por
la cota de ||T'|| obtenida en el Lema 4.1.2 se sigue que

k
IUIP = IWTPIP < BITI® < B[FZ ||R||2j],

J=0

lo que nos da una constante de marco superior para {Rf firiel, jeld } O

4.2 Muestreo dinamico para operadores H-conmutantes

En esta seccion vamos a asumir que V es un espacio H-invariante finitamente generado
de longitud £L(V) = £. Mostraremos la solucién al problema de muestreo dindmico para
un operador L : V — V H-conmutante, acotado y normal, actuando sobre un conjunto de
funciones ¥ = {f; : i € I} de V. Esto es, damos condiciones sobre el operador L y ¥ para
que el sistema

(Lificiel;je|

sea un generador de marco de V (es decir, las traslaciones por H de sus elementos forman
un marco), donde / es un conjunto de indices finitoy J = {0, ..., ¢ — 1}.

Las condiciones encontradas son similares a las condiciones para el caso finito-dimensional
del problema de muestreo dinamico clésico. Estas las obtenemos utilizando la teoria de la
H-diagonalizacion de operadores H-conmutantes del capitulo anterior.

Probaremos dos teoremas, uno para las condiciones necesarias y otro para las condicio-

nes suficientes. En el primer teorema, no precisamos asumir la normalidad del operador
H-conmutante.

Teorema 4.2.1. Sea V un espacio H-invariante finitamente generado de longitud L(V) = ¢,
ysea L :V — V un operador H-conmutante acotado. Supongamos que I es un conjunto
de indices finitoy J = {0, ..., — 1}. Sea {f; : i € I} un conjunto de funciones en V.

Si {Ljﬁ tiel, je J} es un generador de marco para V con constantes A,B > 0,
entonces para cada H-autovalor A, de L*, y V, = ker(L* — A,), tenemos que {Py, f; : i € I}
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es un generador de marco de V, con constantes

-1 -1
A[Z ||L||2f] y B
J=0

Demostracion. Supongamos que {Lj fitiel, jelJ } es un generador de marco de V con
constantes A, B > 0. Entonces, por el Teorema 1.3.10,

[TWiw) :iel je

es un marco de J(w) con constantes uniformes A, B para casi todo w € D. Por (1.4.1)
tenemos que

[RW(T fiw)) i€l jeJ|
es un marco de J(w) de constantes uniformes A, B para casi todo w € D.

Sea A, un H-autovalor de L*. Por (i) de la Proposicién 3.1.5 y por (i) en el Teorema
1.4.4, tenemos que a(w) es un autovalor de R*(w) = (R(w))* para casi todo w € Z(V,).
Entonces, el Teorema 4.1.1 implica que el conjunto

{Prjw(Tfiw):iel, jeJ) (4.2.1)

es un marco de Jy,(w) de constantes A/C,(w) y B/C,(w) para casi todo w € 2(V,), donde
Colw) = X' la(w) [V,
Notemos que por (1.4.2) obtenemos que

S

-1 -1 -1
1< Colw) = ) la@) < 3 IR@)IF < Y IILIP.
j=0 j=0

J

Il
[«

Entonces, podemos encontrar constantes de marco uniformes para (4.2.1) para casi todo
w € X(V,). Finalmente, usando la Proposiciéon 1.3.8 y el Teorema 1.3.10, vemos que

1
{Pv, f; : i € I} es un generador de marco de V, con constantes A ( f;(l) ||L||21) y B. O

Distinto al caso finito-dimensional del problema del muestreo dindmico, para una
condicion de suficiencia necesitamos afiadir una condicion més de uniformidad.

Definicion 4.2.2. Sea V un espacio H-invariante finitamente generado y sea L : V — V un
operador H-conmutante acotado con operador rango R. Decimos que L tiene la propiedad
de espectro uniformemente separado si existe una constante ¢ > 0 tal que |1 — A’'| > ¢ para
todo A # A" en o(R(w)) y para casi todo w € Z(V).
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Teorema 4.2.3. Sea V un espacio H-invariante finitamente generado de longitud L(V) = ¢,
ysea L :V — V un operador H-conmutante acotado y normal que satisface la propiedad
de espectro uniformemente separado. Sea I un conjunto finito de indices, J = {0, ..., — 1}
y sea {f; : i € I} un conjunto de funciones de V.

Entonces, {Lj fiiiel, je J} es un generador de marco para V si 'y solo si existen
A,B > 0 tales que para todo H-autovalor A, de L*, si V, = ker(L* — A,), entonces
{Pv, f; : i € I} es un generador de marco para V, con constantes A’y B.

Demostracion. La necesidad ya se prob6 en el Teorema 4.2.1.

Para la reciproca, recordemos que como L es un operador normal, entonces L* es
H-diagonalizable (ver Teorema 3.3.20). Por el Teorema 3.3.8 existe una H-diagonalizacién
(ai,...,ay) de L* donde g es como en (3.2.1) y, dado que L tiene la propiedad de espectro
uniformemente separado, existe una constante ¢ > 0 para la cual

ay(w) — ()| > ¢ (4.2.2)

para casi todo w € Dy paratodou # s,conu,s =1,...,q.

Ahora, supongamos que {Pvas fiiie I} es generador de marco para V, para todo
s = 1,...,9 con constantes A, B > 0. Entonces, por el Teorema 1.3.10,

{T(Pvux f)w):ie I}

es un marco de Jy, (w) con constantes uniformes A, B para casi todo w € D'y para todo
s =1,...,9. Por la Proposicion 1.3.8, tenemos que

{P‘/Vas(w)(Tﬁ(w)) S I}

es un marco de Jy, (w) con constantes uniformes A, B para casi todo w € D'y para todo
s=1,..4¢.

Recordemos que el ndmero de autovalores de R(w) podria variar para distintos valores
de w. Para aplicar el Teorema 4.1.4, debemos separar al conjunto D en conjuntos medibles
donde el nimero de autovalores es constante.

Para eso, consideremos B, como en (3.2.1) para r = 1,...,g. Cada conjunto B, es
el conjunto de todos los w € X(V) para los cuales R(w) tiene exdctamente r autovalores
distintos. Ademas,

p=])BuD\2V)),
r=1
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Fijemos r € {1,..., g}. Para casi todo w € B,, tenemos que {P,Vas(w)(‘i‘f,-(a))) (1€ I} es
un marco de Jvy, (w) para s = 1,...,a. El Teorema 4.1.4 implica que
[RW(T fiw)) i€l jeJ| (4.2.3)

es un marco de J (w) para casi todo w € B, con constantes de marco

-1

-1
2u 27
(a(w) ( ) IR(w)| ) y B[r;nﬂ(w)n ]

i

. N N 2

a(w) = min | | |ay(w) — a,(w)|°.
1<s<r -1

Uts

Observemos que como (4.2.2) vale, también podemos asumir que ¢ < 1, y luego a(w) >
c® > ¢ para casi todo w € B,. Por otro lado, por (1.4.2) sabemos que ||R(w)|| < ||L]| en
casi todo punto. De esta manera, podemos encontrar constantes de marco uniformes para
casi todo w € B,,

1 -1 -1

r S 7'—12 2u gg_l 9_12 2u
A[a(w);( . )nvz(w)n ] ZA(@Z( ) )||L||

u=0

-1 -1
B [rz ||R(w)||2f] < B(g > ||L||2f].
J=0 j=0

Como estas constantes son las mismas sobre B, paratodor =1,..., g, tenemos que (4.2.3)
es un marco de J(w) para casi todo w € D con constantes uniformes y luego

(Lifiiel jeJ|

1
es un generador de marco para V con constantes (2q Z ( ) |L||2”) y

B(s X550 ILIF). o
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Capitulo 5

Diagonalizacion de operadores
['-conmutantes

La exposicion de este capitulo serd dada en el contexto amplio de grupos LCA visto en la
Seccion 1.5. Alo largo, S siempre denotard un grupo LCA que cumple el segundo axioma
de nli\merabilidad, H c & sera un reticu}gdo uniforme, A C & serd el anulador de H y
D c & denotara una seccién de Borel de S/A.

En este capitulo, buscamos extender la teoria de la H-diagonalizacion para ciertos
operadores que actiian sobre espacios invariantes por la acciéon de un grupo I' que es
el producto semi-directo entre H y un grupo discreto de automorfismos, los espacios
I-invariantes. Estos grupos incluyen, por ejemplo, las traslaciones y rotaciones. Estos
espacios fueron estudiados en [18].

La idea es estudiar, dado un operador que conmuta con la representacion unitaria del
grupo I, si es posible descomponer el espacio I'-invariante en subespacios I'-invariantes
sobre los cuales el operador adquiera una forma especial.

La organizacién de este capitulo serd como sigue:

En la Seccidén 5.1 explicaremos con detalle la estructura del grupo I' con el que trabaja-
remos y definiremos algunas representaciones unitarias que jugardn un rol importante en el
trabajo que sigue.

En la Seccién 5.2 damos la definicién de los espacios I'-invariantes y vemos un resultado
que caracteriza estos espacios a través de su funcion rango.

En la Seccién 5.3 introducimos los operadores I'-conmutantes y vemos qué propiedades
especiales tienen mediante el paso a las fibras.

Finalmente, la Secciéon 5.4 definimos el concepto de I'-diagonalizaciéon y vemos que

101
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todo operador I'-conmutante que es H-diagonalizable admite una I'-diagonalizacion.

5.1 Marco teorico

Para el problema que buscamos estudiar, consideraremos un grupo discreto y a lo sumo
numerable G que actia sobre & por automorfismos continuos x — gx € Sparag € Gy
x € S. Asumiremos que la accion de G sobre & preserva H, esto es gH = H para todo
g € G. Esto implica en particular que la accion de G preserva la medida de Haar sobre S,
1.e.
|gE| = |E|], Y E C Smedible, VgegG.

Esto se puede probar como sigue. Como G actiia sobre S por automorfismos, entonces
(ver [58, Teorema 15.26]) existe un homomorfismo p : G — R* tal que, para todo conjunto
medible E C © tenemos que |gE| = p(g)|E|. Sea Q € © un dominio fundamental para
©/H. Su medida |Q)] es finita y, como la accion de G preserva H, entonces para todo g € G
el conjunto gQ es un dominio fundamental, con lo cual |gQ| = |Q|. Luego, p = 1.

La accién de G sobre & induce por dualidad una accién de G sobre c:

("€, x):= (& gx), g€G, (€8, xeG.

Observar que esta accion satisface gjg; = (g281)" para todo gi,g> € G y preserva Ay la

medida de Haar sobre &. Por otro lado, también induce una accién sobre el grupo cociente
S/A como sigue

glE1:=[g'¢l, é€C, geG,

donde [£] es la clase de & en S/A. Por lo tanto, podemos definir una accion de G sobre la
seccion de Borel D de dicho cociente de la siguiente manera. Sea gp : S — D la seccion
canonica, es decir, gp(€) es el tnico punto en [£] N D, y denotemos por v : © — A el mapa

vp(€) = gp(€)— £, £€C. (5.1.1)

Entonces, los mapas {g* : D — D, g € G} dados por

ghw = gp(g'w) (5.1.2)
definen una accién que satisface g?gg = (g,21)". En efecto,
21850 = ap(21840) = 4n(gign(g5w)) = (g} (g5w + vn(giw)))
= qp(818:w + &1vp(8,0)) = qn(818:w) = gn((g281)'w)
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donde la antedltima igualdad se debe a que gjvp(g;w) € A. La accién (5.1.2) va a coincidir

con la accion dual de G en & solo cuando D es un subconjunto invariante de € por la
accion dual.

Dado que la accién de G preserva H, podemos definir el producto semidirecto
I'=H>xG={(h,g) : he HgeG},
provisto con la operaciéon de composicion
(h,g)-(I',8") = (h+gh'.gg).
Consideraremos la accién de I sobre S como

yx=gx+h, y=(0,gel, xeC.

Un ejemplo que nos motiva a considerar este grupo es el de los grupos cristalograficos.

Definicion 5.1.1. Un grupo cristalogrdfico T es un subgrupo discreto de isometrias de R?
para la cual existe un conjunto medible Borel cerrado y acotado P tal que

I Uy yP =R%

2. Siy #7v', entonces [yP Ny P| =0.

Particularmente, hay una subclase de los grupos cristalograficos en la cual estamos
interesados.

Definicion 5.1.2. Decimos que un grupo cristalogrdfico T se separa si es el producto
semidirecto T = H = G de un grupo finito G y un reticulado uniforme H de R?.

Se puede ver que cualquier grupo cristalografico estd incluido dentro de un grupo
cristalografico que se separa. Referimos al lector a [46, 55] para mas detalles sobre estos
grupos.

En las siguientes secciones vamos a trabajar sobre subespacios cerrados de L*(S)
que son invariantes bajo una representacién unitaria del grupo I'. Para definir dicha
representacion, necesitamos introducir la siguiente notacion:

Rof(0) = f(g”'0), [feL¥S),g€G, xeC.
Observar que para todo g € G, la relacion que sigue es cierta:

R, (&) = f(g°6). (5.1.3)
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Por otro lado, notemos que para cada (4, g) € T, si T}, es el operador de traslacion por
h € H, entonces
RgTh = Tg/’le9

con lo cual, el mapa (&, g) — TR, define una representacion unitaria del producto semidi-
rectol’ = H =G en L*(3).

Definicion 5.1.3. Denotamos por 11 la representacion unitaria de G en el espacio de
Hilbert L*(Q, (*(A)) definida por

(g)=TRT ', geG.
La siguiente proposicion provee una forma explicita de la representacion I1.
Proposicion 5.1.4. Sea 7 : D x G — U(C*(A)) el mapa
1°(2)a(d) = a(g"s — vp(g'w)), acl’(A), weD,geG,6eA
donde vp estd dado por (5.1.1). Entonces la representacion 11 se puede expresar como
(g)F(w) = n°(g)F(g*w), F e LX(D,*(A)),g € G,c.t.p. w € D. (5.1.4)

Ademds, el mapa (w, g) — n*(g) satisface n(e) = 1 p) y la relacion

f
n“(g182) = m(g)m1(g2). (5.1.5)
Demostracion. Por (5.1.1), (5.1.2) y (5.1.3), para toda f € L*>(S) tenemos que

T(R) = (f(8"w + & O)sen = ([ (g0 + 876 = vp(8"®))}sen
= QT f(g"w)
que prueba (5.1.4) usando que 7 es un isomorfismo. Para ver (5.1.5), recordemos que
IT es una representacion unitaria ya que estd definida como una conjugacion entre una
representacion unitaria y un isomorfismo de espacios de Hilbert. Usando (5.1.4), esto
implica que
M(g1)T(82)F (w) = TI(g182)F (w) = 7(8182)F (g4} w).

Por el otro lado, tenemos que

T(g)TI(g:)F(w) = 7°(g)TI(g:) F(g'w) = 1°(g)m1“(g,) F (g g w).

Dado que las dos relaciones valen para todo F € L*(D, t*(A)), g € G y c.t.p. w € D, esto
prueba (5.1.5). O
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5.2 Espacios I'-invariantes

Ahora tenemos las bases listas para trabajar sobre los subespacios cerrados de L*(S) que
son invariantes bajo la representacion unitaria T;R,, que llamamos I'-invariantes. Estos
espacios fueron considerados por primera vez en [18].

Definicion 5.2.1. Decimos que un subespacio cerrado V C L*(@) es I'-invariante si para
todo f €V, tenemos que TyR,f € V para todo (h,g) € T.

Un espacio I'-invariante es, en particular, H-invariante ya que se puede ver que V es
[-invariante si y sélo si

feV="TfeVVheH, yR,feV VYgegi.

Observemos que, consecuentemente, V' es I'-invariante si y solo si V es H-invariante, y
H@)TrVvcTVv

para todo g € G, donde II es la representacion dada en la Definicion 5.1.3.
El siguiente teorema da una caracterizacion de los espacios I'-invariantes en términos
de una propiedad sobre la funcién rango asociada.

Teorema 5.2.2. Un subespacio cerrado V de L*(S) es T-invariante si y solo si es H-
invariante y su funcion rango asociada J satisface

J () = 1“9 T (gfw), ctp.weD, VgeG.

Demostracion. Supongamos que V es H-invariante con funcion rango /. Para cada g € G,
denotamos por V, = R,(V). Entonces V, también es H-invariante, y notaremos su funcion
rango como J,. Afirmamos que

T(w) = 1°(e) T (g"w), ctp.we D, Vg €G.

Notar que, si probamos esta afirmacion, también probaremos el enunciado del teorema.
Para esto, recordemos que por el Teorema 1.3.9, F € 7V siy solo si F(w) € J(w) para
casi todo w € Dy, por (5.1.4), para F € 7V tenemos que [1(g)F(w) = ﬂ“’(g)F(gﬁw).

Asumamos primero que, para dado g € G, tenemos una funcién H € L*(D, £*(A))
tal que H(w) € J,(w) para casi todo w € D, esto es, H € T [R,(V)]. Queremos probar
que H(w) € ()T (g“a)) para casi todo w € D. Por Definicion 5.1.3, tenemos que
II(g~"H € TV, lo cual implica

(g HYH(g™)w) € J(w), c.t.p.w € D.
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Denotando por w’ = (g7!)*w, esto es equivalente a
74 (g HYH(W') € J(g'w'), c.tp. o € D.

Entonces, aplicando 7' (g) en ambos lados, y usando la Proposicién 5.1.4, obtenemos que
H(w) € n“’(g)j’(gﬂw) para casi todo w € D.

Ahora supongamos que, para g € G, tenemos H € L*(D,*(A)) tal que H(w) €
iatCINE (g#a)) para casi todo w € D,y sea F = I1(g"')H. Entonces

H(w) = n°(9)F(g"w).

Como 7(g) es un operador unitario en £2(A), y g" es una biyeccién de D obtenemos
que F(w) € J(w) para casi todo w € D. Estoes, F € 7V, o, equivalentemente, H €
II(g)(TV) = TIR,V]. Entonces, H(w) € J,(w) para casi todo w € D. O

5.3 Operadores I'-conmutantes

En esta seccion consideramos los operadores definidos en espacios I'-invariantes acotados
que conmutan con la representacion unitaria T,R,.

Definicién 5.3.1. Sean V y V' dos espacios T-invariantes de L*>(S) y L : V — V' un
operador acotado. Decimos que L es I'-conmutante si LT,R, = T,R,L para todo (h,g) € T

Observemos que, en particular, L es I'-conmutante si y s6lo si L es H-conmutante y
ademds LR, = R,L paratodo g € G.

A partir de ahora nos concentraremos en los operadores I'-conmutantes actuando sobre
un espacio ['-invariante V, es decir, L : V — V. Como L es H-conmutante, existe un
operador rango asociado R : J — J sobre 7, la funcién rango de V.

En el mismo espiritu que el Teorema 5.2.2, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 5.3.2. Sea V c L*(S) un espacio T-invariante y L : V — V un operador H-

conmutante acotado con operador rango R. Entonces, L es I'-conmutante si y solo si para
todo g € G y para casi todo w € D,

R(ghw) = 1°(g " HR(w)“(g). (5.3.1)
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Demostracion. Supongamos que L es I'-conmutante. Fijemos g € G y notemos que para
toda f € V, y para casi todo w € D

R(w) [L(Q)T f(@)) = R@w) (T (Ref)w)) = T (LR, f)(w)

=T (R,Lf)(w) = (T (Lf)(w)
= () R(W)T f(w).

Entonces, si F' € 7V, por (5.1.4) tenemos que para casi todo w € D
R ()F (g'w) = 1°(9R(&"w)F (g'w).
Por (5.1.5), (7“(g))"! = n'“(g™"), deducimos que para casi todo w € D,

R(ghw) = 1°(g " HR(w)“(g).

Para la reciproca, si (5.3.1) vale, entonces para toda F' € 7V tenemos que para casi
todow € Dy todo g € G,

R F(w) = H(QR(w)F(w).

Por lo anterior, esto significa que para toda f € V y paratodo g € G, T (LR, f) = T (R,Lf).
Luego, LR, = R,L para todo g € G. m]

Como consecuencia, vemos que mucha de la estructura de R se preserva por la acciéon
de G sobre D. En particular, tenemos la siguiente proposicion sobre el espectro de R(w).

Proposicion 5.3.3. Sea V un espacio T-invariante de L*(S) y L : V — V un operador
H-conmutante acotado con operador rango R. Entonces para todo g € G y para casi todo
w € D,

(i) c(RW)) = c(R(g*w)).
(i) 0, (R(W)) = o, (R(g*w)).

Demostracion. Fijemos g € Gy w € D donde J y R estan definidos. Asumamos que
A € 0(R(w)), entonces R(w) — AT, no es inversible en I (w). Luego,

R(g'w) — AT g, = 1" RW)n*(g) — A7°(g™Hn*(g)
= 79(g 7 )R(W) - AT )n“(g),
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lo que implica que R(gﬁa)) — AL 4, no es inversible en (g”w), lo cual prueba (1). Ahora,
para probar (2), supongamos que A € C es un autovalor de R(w), entonces existe v # 0y
v € ker (R(w) — A7 ,). Veremos que ﬂgu‘”(g‘l)v € ker (R(g“w) - A7 guw)- En efecto, tenemos
que

R W) (g7 W) = 15(g HR(WIn“ ()T (g™ W) = 7“(g™HR(w)v
= 7(g7 Ay = A (g ).

Como v # 0, entonces nguw(g‘l)v # 0 y consecuentemente ker (R(gﬁw) - A7 gﬁw) #{0}. O

Es importante remarcar que dada una funcién medible A : D — C tal que A(w) es un
autovalor de R(w) para casi todo w € D, la proposicién arriba no implica que A(w) = A(g*w)
para todo g € G y para casi todo w € D.

Dado que estamos interesados en obtener una diagonalizacién para operadores I'-
conmutantes similar a la de la Definicién 3.3.1 en el caso finitamente generado o la
Definicién 3.4.1 en el caso mas general, debemos encontrar operadores adecuados que
jueguen el rol de I'-autovalor.

La eleccion natural serfa K, = 3., oer a(h, §) TR, para alguna sucesion a = {a(h, g)}pg)er
satisfaciendo ciertas condiciones. Sin embargo, si requerimos que estos operadores conmu-
ten con TR, para todo (h, g) € T, no es dificil ver que la unica posibilidad que nos queda
es que el operador sea un multiplo de la identidad.

Por lo tanto, en su lugar consideraremos los operadores H-conmutantes A, de la
Definicién 3.1.1, con a € £*(H) de espectro acotado (ver Definicién 1.4.9). Necesitamos
caracterizar los operadores de esta forma que conmutan con la representacion unitaria 7,R,.

Para esto, primero daremos la siguiente definicion.
Definicion 5.3.4. Denotamos por ¥ : G — U(L*(H)) la representacion definida por
(Fla))(s) = a(g™'s), g€G,ac’(H),s¢eH.

Proposicion 5.3.5. Sea a € (*(H) de espectro acotado y sea A, como en la defincion 3.1.1.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Paratodo g € G, R;A, = AR,
2. Paratodo g € G, Ty(a) = a.

3. Paratodo g € G, a(g*w) = a(w) para c.t.p. w € D.
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Demostracion. Dado g € G, primero computemos para w € D,

@)@ = Y F@))e ™ = a(g™ s)e >

seH seH

= D a(s)ew = g(s)e e
seH seH

= Z a(s)e s = a(ghw). (5.3.2)
seH

Ahora, recordando que I1(g) = 7R, 7 "', vemos que
RN, = RT "M, T =T '(e)M,T . (5.3.3)
Por otro lado, observemos que para F € L*(Q, £,(A)), usando (5.1.4)
()M, F (w) = TI(g) &(w) F(w) = 7*(g) a(g*w) F(g*w)
= a(g'w) 1(8) F(g'w) = My TI(Q)F ().
De la ultima igualdad, junto con (5.3.2) y (5.3.3) se sigue que
RN =T "My QT =T My TRy = ARy

Entonces, R,A, = AuR; siy solo si Az R, = AyR,. Como R, es inversible, esto es
cierto si y solo si #(g)(a) = a o, equivalentemente, E(gﬁw) =a(w) paracasitodow € D. O

Si a € ¢?(H) es una sucesién de espectro acotado que satisface las condiciones de
arriba y V es un espacio I'-invariante de L*(S), entonces A,(V) CVy A, : V — Ves
I'-conmutante.

Observacion 5.3.6. Si el grupo G es infinito, en muchos casos esta clase de operadores es
muy pequenia. En efecto, para dado hy € H, por la invariancia (2) de la Proposicion 5.3.5,
tenemos que

DllamP = > ()l = #gh : g € Ghlath)P.

heH helg='hy : g€G)
Dado que la sucesion a estd en t*(H), para todo h € H donde a(h) # 0 tiene que valer
#{gh : g € G} < c0.

Por ejemplo, consideremos el grupo de traslaciones y cortes en R%. Esto es, S = R?,

H=7*yG = {((1) ]1‘) ke Z}, que preserva el reticulado 7*. Para cada h = (hy, h,) € Z?



110  CAPITULO 5. DIAGONALIZACION DE OPERADORES I'-CONMUTANTES

tenemos que gh = (hy + khy, hy). Por lo tanto, si h, # 0 entonces #{gh : g € G} = o0y
luego a(h) = 0 necesariamente. En consecuencia, los operadores de este tipo deben tener
la forma

Ay = Z a(hy, 0)T p, 0)-

/11 €Z

Ademas, si G fuera un grupo infinito actuando de manera fiel sobre H, entonces todo
operador A, que conmuta con R, para todo g € G debe satisfacer que a(h) = 0 para todo
h e H\ {0}.

5.4 TI'-diagonalizacion

Nuestro objetivo entonces serd encontrar condiciones sobre los operadores I'-conmutantes
para obtener una H-diagonalizacién donde cada H-autovalor de la descomposicién es
I'-conmutante y cada H-autoespacio es ['-invariante. A este tipo de diagonalizacién lo
llamaremos I'-diagonalizacion.

Definicion 5.4.1. Sea V un espacio T-invariante de L*(S) y L : V. — V un operador
[-conmutante acotado. Sea a € €*(H) de espectro acotado, decimos que A, : V — V es un
I-autovalor de L si 7,(a) = a para todo g € Gy A, es un H-autovalor de L, es decir,

V, :=ker(L — A,) # {0}.

Ademas, diremos que L es I'-diagonalizable si admite una H-diagonalizacion (a;) je;
donde A, es un I'-autovalor para todo j € I.

Aqui, cuando decimos que L es H-diagonalizable, se puede entender en el sentido de la
Definicién 3.3.1 cuando V es finitamente generado como espacio H-invariante. En el caso
general, se debe interpretar como en la Definicién 3.4.1.

Observemos que pedir que 7,(a) = a, por la Proposicion 5.3.5, implica que A, conmute
con R, para todo g € G. En ese caso, el H-autoespacio V, asociado a el I'-autovalor A, es
un espacio I'-invariante de V.

A partir de ahora, vamos a asumir que existe un conjunto medible Borel Dy C D que
es una transversal para la accion de G en D, esto es, D, interseca cada orbita de la accion
de G sobre D en exactamente un punto. Remarcamos que una transversal de Borel para la
accion de G en D no es necesariamente un conjunto que tesela a D, es decir, un conjunto
tal que { g”Do}gec es una particiéon de D (salvo un conjunto de medida cero).



5.4. T-DIAGONALIZACION 111

Cuando G es finito, la existencia de una transversal de Borel esta asegurado por el
[62, Teorema 12.16]. Ademas, la existencia de una transversal de Borel es equivalente a
la existencia de un selector de Borel para la accidén de G sobre D (ver [62]), esto es, una
funciéon medible Borel s : D — D tal que para todo w, " € D, tenemos que

W' € 0g(w) = s(w) = s(w) € Og(w),

donde
Ocw)={w' €D : v = gﬁw, g € G}

Bajo estas hipétesis, mostraremos que un operador normal H-diagonalizable que ademds
es ['-conmutante siempre admite una I'-diagonalizacion.

Teorema 5.4.2. Sea V un espacio I'-invariante y L : V — V un operador I'-conmutante
acotado. Entonces, L es I'-diagonalizable si y solo si es H-diagonalizable.

Demostracion. So6lo debemos probar que si L es H-diagonalizable, entonces admite una
H-diagonalizacion conformada por I'-autovalores. Asumamos que (V, L, {a,} ;) es una H-
diagonalizacion de L. Por el teorema 3.4.2, R(w) es diagonalizable y o ,(R(w)) C {a(w) :
J € I} para casi todo w € D.

Ahora, sea s : D — D un selector de Borel para la accion de G sobre D. En particular,
tenemos que o, (R(s(w))) C {a;(s(w)) : j € I} para casi todo w € D. Ademas, por (ii) en
la Proposicién 5.3.3 vemos que 0 ,(R(w)) = 0, (R(s(w))) para casi todo w € D. Con lo
cual, tomando A;(w) = a; o s(w) obtenemos que

o,(R(w)) C{adjw) : jel}

para casi todo w € D. Dado que s es un selector, vemos que A j(g”w) = Aj(w) para todo
j €1, g € Gy paracasi todo w € D. Ademds, como s es una funcién medible Borel y
a; € L*(D), obtenemos que A; € L*(D).

Como R(w) es diagonalizable la siguiente descomposicion vale

J(w) = @ ker(Rw) - A,(w)1,,) (5.4.1)

jel
para casi todo w € D. Ahora, descartamos las funciones A; tales que ker(R(w) — 4;(w)1,,) =
{0} para casi todo w € D. Para los j que quedan, existe una sucesion b; € ¢*(H) de espectro
acotado tal que b; = A;. Entonces, A;, es un I'-autovalor de L para todo j y por (5.4.1)

concluimos que
V= @ Vi,
J

Por lo tanto, L es I'-diagonalizable. O
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