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Efectos de la interacción espín-órbita en impurezas

hidrogenoides en semiconductores

Resumen

En esta tesis estudiamos los efectos de la interacción espín-orbita en los estados

electrónicos de impurezas hidrogenoides en materiales semiconductores con estructuras

cristalinas zincblenda y wurtzita. Nos concentramos en los niveles de energía de la capa

n = 2. Para ambos tipos de materiales tenemos en cuenta la interacción espín-órbita

intrínseca (o de Dresselhaus) y extrínseca (o de Rashba). Los calculos de los niveles de

energia de las impurezas se realizan en toda esta tesis mediante las aproximaciones de

funcion envolvente (envelope-function approximation o EFA).

En primer lugar, estudiamos el efecto de la interacción intrínseca o de Dresselhaus de

la banda de conduccion para la estructura zincblenda, cuyo Hamiltoniano es cúbico en

k. En este caso mostramos que los elementos de matriz del Hamiltoniano de Dresselhaus

en los estados de la impureza hidrogenoide se anulan debido a las simetría del material

y la paridad de las funciones de onda. En consecuencia, la interacción espín-órbita

intrínseca en las redes zincblenda no contribuye a la energía de la capa n = 2 de las

impurezas.

En segundo lugar consideramos la interacción extrínseca o de Rashba, que es análoga

a la interaccion espín-órbita en el átomo de hidrogeno y es debída al potencial Coulom-

biano de la impureza donora. Las correcciones a primer orden de la energía de la capa

n = 2 de la impureza hidrogenoide se hacen mediante un cálculo análogo al desarrol-

lado en las correcciones de espín-órbita en el átomo de hidrógeno. Los parámetros de



radio efectivo a∗ y de la constante de acoplamiento efectiva λ∗, característicos de cada

material, son los relevantes para el análisis de las energías. La interacción extrínseca

produce correcciones no nulas al nivel de energía; y por lo tanto para este tipo de es-

tructuras cristalinas sólo hay correciones a la energía del nivel n = 2 debidas a este tipo

de interacción espin-orbita.

Luego hacemos un análisis similar para semiconductores tipo wurtzita. En primer

lugar estudiamos la interacción intrínseca, la cual, además de un término cúbico en k

(de diferente forma que el de zincblenda), presenta uno lineal, propio de la wurtzita.

Para este caso, a diferencia de la zincblenda, sí se encuentran correcciones a la energía

debido a la interacción espín-órbita intrínseca. En segundo lugar consideramos la inter-

acción espín-órbita extrínseca de Rashba. Las correcciones a primer orden de la energía

de la capa n = 2 de la impureza hidrogenoide, también se hacen mediante un cálculo

análogo al anterior; es decir al de la zincblenda. La diferencia en este caso es que

la constante efectiva de acoplamiento, λ∗, para este tipo de estructuras cristalinas no

estaba desarrollada; por lo que desarrollamos en esta tesis una expresión para esta con-

stante de acoplamieno, que es muy importante para el cálculo de las energías. Para ello

seguimos el procedimiento basado en la transformación de Foldy-Wouthuysen, análogo

al utilizado en la literatura para semiconductores de tipo zincblenda; y obtenemos una

ecuación efectiva, restringida a la banda de conducción, para los estados del electrón en

presencia de la impureza. De ese modo, pudimos encontrar una expresión para la con-

stante de acoplamiento λ∗ para la wurtzita y utilizando esta expresión calculamos las

contribución a la energía del nivel n = 2, debída a la interacción espín-órbita extrínseca.

Por último, después de haber analizado los splittings de energía causados por las

interacciones espín-órbita intrínseca y extrínseca por separado, estudiamos la situación

real en la que ambas interacciones se presentan juntas para obtener una descripción

completa del problema. Se observa, que, debido a la combinación de las interacciones,

hay un mayor rompimiento de la degeneración, además de correcciones mayores que en

los casos anteriores a la energía del nivel n = 2.

10



Palabras claves: Impureza hidrogenoide, interacción espín-órbita, interacción in-

trínseca y extrínseca, semiconductores tipo zincblenda y wurtzitas, método k·p, modelo

de Kane.

11





E�ects of the spin-orbit interaction on hydrogenic

impurities in semiconductors

Abstract

In this thesis we study the e�ects of the spin-orbit interaction in the electronic states

of hydrogenic impurities in semiconducting materials with zincblende and wurtzite crys-

tal structures. We concentrate on the energy levels of the n = 2 shell. For both types

of materials we take into account the intrinsic (or Dresselhaus) and the extrinsic (or

Rashba) spin-orbit interactions. The calculations of the energy levels of the impurities

are done throughout this thesis in the envelope function approximations (EFA).

First, we study the e�ect of the intrinsic or Dresselhaus interaction of the conduction

band for the zincblende structure, whose Hamiltonian is cubic in k. In this case we show

that the matrix elements of the Dresselhaus Hamiltonian in the states of the hydrogenic

impurity are canceled out due to the symmetry of the material and the parity of the

wave functions. Consequently, the intrinsic spin-orbit interaction in the zincblende

lattice is shown not to contribute to the energy of the n = 2 shell of the impurities.

Secondly, we consider the extrinsic or Rashba interaction, which is analogous to the

spin-orbit interaction in the hydrogen atom and is related to the Coulomb potential of

the donor impurity. The �rst-order corrections to the energy of the shell n = 2 of the

hydrogenic impurity are calculated like the spin-orbit corrections in the hydrogen atom;

the parameters of e�ective radius a∗ and the e�ective spin-orbit coupling constant λ∗,

characteristics of each material, are the relevant ones for the analysis of the energy

splittings. The extrinsic interaction produces non-zero corrections to the energy level,
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and therefore for this type of crystalline structures there are corrections to the energy

level n = 2 due to only this type of spin-orbit interaction.

Then we do a similar study for wurtzite-type semiconductors. In �rst place we

study the intrinsic interaction, which, in addition to a cubic term in k (with a di�erent

functional dependence than in zincblende), presents a linear one, typical of wurtzite

and analogous to the original Rashba coupling in quantum wells. For this case, unlike

zincblende, corrections to energy are found due to the intrinsic spin-orbit interaction.

Secondly, we consider the extrinsic spin-orbit interaction and calculate the �rst-order

corrections to the energy of the hydrogenic impurity following the same method used for

zincblende materials. In this case the di�erence is that the e�ective coupling constant,

λ∗, for this type of crystalline structures was not available in the literature; in this thesis

we �nd an expression for the said coupling constant. Following the procedure based

on the Foldy-Wouthuysen transformation, analogous to that used in the literature for

zincblende type semiconductor, we get an e�ective equation, restricted to the conduction

band, for the states of the electron in the presence of the impurity. So, we �nd an

expression for the coupling constant λ∗ for wurtzite materials; using this expression we

evaluate the contribution of the extrinsic spin-orbit interaction to the n = 2 energy

level.

Finally, after having analyzed the energy splittings caused by the intrinsic and ex-

trinsic spin-orbit interactions individually, we study the real situation where both in-

teractions are present in order to obtain a complete description of the problem. It is

observed that due to the combination of these interactions there is a greater break of the

degeneracy, in addition to greater corrections that in the previous cases to the energy

level n = 2.

Keywords: Hydrogenic impurity, spin-orbit interaction, intrinsic and extrinsic inter-

action, zincblende and wurtzite crystal structures, k · p method, Kane model.
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Capítulo 1

Introducción

Los dispositivos de estado sólido, electrónicos u optoelectrónicos, reconocen un punto

de partida en el año 1945, cuando en los laboratorios Bell, los físicos Shockley, Bardeen

y Brattain inventaron el transistor de contacto, utilizando el germanio como material

semiconductor. Luego este material fue reemplazado por el silicio, debido a sus mejores

características físicas, para dar inicio a la electrónica de estado sólido. Los estudios

teóricos sobre materiales juegan un rol importante en el desarrollo de estas tecnologías,

ya que aportan información y nuevas ideas sobre sus propiedades estructurales, elec-

trónicas, ópticas y magnéticas. Dichas propiedades pueden ser luego utilizadas por los

experimentalistas en el desarrollo, crecimiento y manipulacion de nuevos materiales, lo

que a su vez puede repercutir en la fabricación de nuevos dispositivos o en su mejor

rendimiento.

En las últimas tres décadas ha tomado gran relevancia la investigación de los fun-

damentos físicos y el desarrollo de aplicaciones de la espintrónica [1�4]. La espintrónica

es una nueva rama de la electrónica que comparte sus mismos objetivos: proveer méto-

dos e�cientes de almacenamiento y procesamiento de la información. Su diferencia

con la electrónica tradicional consiste en que, además de utilizar la carga y los grados

de libertad orbitales de los portadores de carga, se propone utilizar también el grado
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4 Introducción

de libertad de espín de los mismos. Desde la fundamental propuesta del transistor

espintrónico de Datta y Das [5] cobró gran dinamismo la investigación básica de las

propiedades de espín en sistemas de semiconductores de baja dimensionalidad. Una

tecnología particular en la que el grado de libertad de espín podría resultar importante

es la de la manipulación de información cuántica. Dicha información se almacena en

sistemas de bits cuánticos o qubits, que pueden ser naturalmente representados por los

estados fermiónicos de espín 1/2. Por lo tanto, un electrón o un hueco con�nado en un

sistema cero-dimensional constituye una plataforma promisoria para la implementación

de qubits. Sistemas nanoestructurados de semiconductores pueden proveer el deseado

con�namiento. Los puntos cuánticos (quantum dots) y las impurezas constituyen op-

ciones ideales que ya se encuentran disponibles en el laboratorio.

El espín del electrón interactúa en un medio sólido de tres maneras: con otros espines

electrónicos a través de la interacción dipolar magnética, con los núcleos atómicos a

través de la interacción hiper�na, y con los grados de libertad orbitales propios a través

de la interacción espín-órbita. La primera de esas interacciones es mucho más débil que

las otras y puede ser despreciada en general. Las dos restantes pueden ser importantes

en sistemas espintrónicos y deben ser tenidas en cuenta en general. La interacción

hiper�na es relevante en sistemas con muchos puntos cuanticos o impurezas, y dado que

nosotros nos concentraremos en la descripción de una sola impureza no la incluiremos en

nuestro estudio. Por lo tanto, el mecanismo de interacción que tendremos en cuenta aquí

es la interacción espín-órbita, que, como veremos, tiene dos manifestaciones importantes

en los semiconductores. Precisamente, entonces, el objetivo de esta tesis será estudiar

el efecto de la interacción espín-órbita en los niveles de energía de una impureza donora

dentro de semiconductores binarios con redes cristalinas de tipo zincblenda y wurtzita.

La mayoría de los semiconductores binarios formados con elementos de los grupos III

y V y los grupos II y VI cristalizan en las estructuras cristalinas zincblenda y wurtzita

[6]. Estas estructuras tienen diferentes simetrías que se re�ejan en la interacción espín-

órbita. Por esta razón, en esta tesis estudiaremos los efectos de la interacción espín-
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órbita en las impurezas donoras en ambos tipos de redes. Ejemplos importantes de

semiconductores binarios con estructura zincblenda son el GaAs y el InAs. El primero

tiene un gap de energía importante, cercano al espectro visible, mientras que el segundo

tiene un gap estrecho. Esa diferencia determina que la interacción espín-órbita sea en

general más �fuerte� en el InAs que en el GaAs. Como ejemplo de compuestos binarios

que adoptan la estructura wurtzita podemos citar al GaN y al ZnO, ambos materiales

con gap directo y grande. Esta característica los hace fundamentales en las aplicaciones

de dispositivos ópticos.

La información y la computación cuánticas requieren sistemas cuánticos formados

por muchos �qubits� (bits cuánticos) que puedan interactuar entre sí. Los puntos cuán-

ticos proveen una posible plataforma para al implementación de qubits. En particular,

dichos qubits podrían ser implementados con el espín de un electrón con�nado en el

punto cuántico. En la misma línea de razonamiento, una impureza con un electrón lig-

ado a ella podría ser considerada como un caso de extremo de �punto cuántico� debido

a que presenta el máximo grado de con�namiento en un sólido. Este tipo de �qubits�

ya ha sido propuesto en la literatura utilizando distintos tipos de impurezas. Por ejem-

plo, han recibido mucha atención en años recientes las impurezas donoras de fósforo en

silicio [7, 8], y los centros NV (nitrógeno-vacancia) en diamante [9].

En esta tesis nos proponemos explorar la in�uencia de la interacción espín-órbita en

la estructura electrónica de las impurezas donoras en los compuestos semiconductores

con estructuras cristalinas zincblenda y wurtzita. El objetivo �nal de esta línea de

investigación es explorar el uso del grado de libertad de espín de electrones con�nados

en las impurezas más elementales que pueden introducirse en ellos. Para ello, damos un

primer paso estableciendo una descripción detallada de cómo se modi�can los niveles

de energía de las impurezas donoras debido a la interacción espín-órbita presente en

estos materiales.





Capítulo 2

Preliminares

En este Capítulo vamos a revisar los conceptos fundamentales que usaremos en el desar-

rollo de esta tesis. Comenzaremos describiendo las estructuras cristalinas de zincblenda

y wurtzita, propias de los semiconductores que nos interesan. Luego recordaremos la

física de las impurezas hidrogenoides en semiconductores, con especial énfasis en su

estructura electrónica. Será sobre estos sistemas que incluiremos en esta tesis los efec-

tos de las interacciones espín-órbita propias de los semiconductores. A continuación,

repasaremos las expresiones matemáticas del acoplamiento espín-órbita intrínseco para

las estructuras cristalinas zincblenda y wurtzita, y discutiremos la situación para la

interacción extrínseca en ambos tipos de redes. Por completitud, daremos �nalmente

una introducción al método k · p, con el cual se obtiene la forma efectiva de la inter-

acción espín-órbita extrínseca utilizada para el estudio de los efectos de espín-órbita en

nanoestructuras (como nuestras impurezas hidrogenoides).

2.1 Estructura cristalina tipo zincblenda

La estructura de la zincblenda o esfalerita es similar a la estructura cristalina del dia-

mante. La red cristalina tipo diamante consiste en dos redes de Bravais cúbicas cen-
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8 Preliminares

tradas en la cara (FCC) interpenetradas, desplazadas a lo largo de la diagonal del cuerpo

de la celda cúbica por un cuarto de la longitud de la diagonal. Puede ser considerada

como una cúbica centrada en las caras con dos puntos en la base 0 y (a/4)(x̂+ŷ+ẑ) [10].

El número de coordinación es 4 como se muestra en la Fig. 2.1, recordando que la red de

diamante no es una red de Bravais. La diferencia entre diamante y zincblenda es que la

primera posee un solo tipo de átomo mientras que la segunta tiene dos iones distintos en

las dos redes FCC interpenetradas. Ejemplos importantes de la estructura zincblenda

son el GaAs y el ZnS (del cual toma su nombre), ver Fig. 2.2. Los átomos en su forma

iónica están coordinados de tal manera que cada átomo tiene cuatro átomos vecinos

del otro tipo, formando tetraedros. Si un átomo de azufre (S), está en (0, 0, 0), un

átomo de zinc (Zn) estará en (1/4, 1/4, 1/4), como se muestra en la Fig. 2.2. Muchos

semiconductores tipo III/V como InP, GaAs, InAs y InSb cristalizan en este tipo de

estructura. Estos compuestos son muy relevantes tecnológicamente hoy en día, y con

ellos se pueden fabricar interesantes nanoestructuras como pozos cuánticos (quantum

wells), nanohilos (quantum wires) y puntos cuánticos (quantum dots) [11].

Cabe destacar que semiconductores con este tipo de red cristalina presentan en

general un gap de energía directo, porque su mínimo en la banda de conducción coincide

con su máximo en la banda de valencia, en el valor de k = 0. En cambio, el germanio

(Ge) y el silicio (Si) son semiconductores de gap de energía indirecto porque sus extremos

energéticos en las bandas de conducción y valencia no coinciden en el espacio recíproco.

Esta característica tiene importancia en las propiedades ópticas de dichos materiales.

2.2 Estructura cristalina tipo wurtzita

Esta estructura pertenece al sistema cristalino hexagonal y consiste en dos redes de

Bravais HCP (hexagonal close packed) intercaladas, como se muestra en la Fig. 2.3. Un

compuesto representativo es el GaN, que contiene átomos de galio y de nitrógeno. Cada



2.2. Estructura cristalina tipo wurtzita 9

Fig. 2.1: Estructura cristalina tipo diamante.

tipo de átomo ocupa una red HCP (apilados según la secuencia ABABAB) y ambas re-

des HCP están desplazadas de modo que cada átomo tiene coordinación tetraédrica con

cuatro átomos del otro tipo [12]. Otros compuestos típicos de este tipo de estructuras

son: ZnO, ZnSe, BeO, CdS, MnS, entre otros. Su estructura se halla estrechamente

relacionada con la de la lonsdalita, el diamante hexagonal. Típicamente los cristales de

wurtzita son pirámides de seis caras donde el �hemimor�smo�, los cristales muestran

un aspecto distinto vistos desde arriba que desde abajo, es fácilmente observable, cul-

minando la parte superior del cristal en un punto mientras que la parte inferior es la

base de la pirámide. El eje �z�, a lo largo del cual están desplazadas las dos redes HCP,

se denomina c, y representa una dirección �especial� de la estructura, diferenciada de

las direcciones contenidas en el plano �xy�. La estructura wurtzita pertenece al sistema

cristalino hexagonal y presenta por lo tanto una asimetría que no está presente en la

estructura zincblenda, por pertenecer ésta a la familia de redes cúbicas.
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Fig. 2.2: Estructura cristalina tipo zincblenda.

2.3 Impurezas hidrogenoides

Es bien conocido que el dopaje con impurezas tipo aceptoras o donoras modi�ca no-

tablemente las propiedades eléctricas de los semiconductores tanto en bulk como en

sistemas de baja dimensionalidad. En concreto, se sabe que la presencia de impurezas

de tipo hidrogenoides en estos sistemas incrementa la conductividad eléctrica en varios

órdenes de magnitud, especialmente a baja temperatura. Por esta razón, muchas in-

vestigaciones se han centrado en el estudio del espectro energético de diferentes tipos

de sistemas hidrogenoides [13]. Las impurezas que contribuyen a la densidad de porta-

dores de un semiconductor son llamadas donoras si ellas proveen electrones adicionales

a la banda de conducción, y aceptoras si ellas contribuyen con huecos adicionales (i.e.,

captura de electrones) a la banda de valencia. Las impurezas donoras son átomos que

tienen una mayor valencia química que los átomos del material puro; mientras que las

aceptoras tienen una valencia química más baja.
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Fig. 2.3: Estructura cristalina tipo wurtzita.

Todos los tipos de semiconductores mencionados hasta el momento, es decir, los

que tienen estructura diamante, zincblenda y wurtzita, pueden ser dopados para lograr

diferentes efectos deseados en experimentos o dispositivos electrónicos. Sin embargo, en

esta tesis, estudiaremos las impurezas donoras hidrogenoides en zincblenda y wurtzita

especí�camente. Esta elección se debe a que aquí estudiaremos los efectos de la inter-

acción espín-órbita sobre los niveles de energía de las impurezas hidrogenoides (en la

capa n = 2) y la interacción espín-órbita en estos tipos de redes es mucho más fuerte

que en el caso de la red diamante.

A continuación repasaremos la teoría general de impurezas donoras en semiconduc-

tores [10]. Una impureza donora sustitucional actúa como un sistema hidrogenoide con

un centro �jo atractivo de carga +e, alrededor del cual orbita un electron adicional de

carga −e. Si la impureza no estuviera embebida en el semiconductor (si estuviera en el

vacío), la energía de enlace del electrón sería el primer potencial de ionización de la im-
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pureza. Sin embargo, ya que la impureza está en el interior del material semiconductor,

esta energía de enlace se reduce enormemente, y esto sucede por dos razones:

• El potencial eléctrico generado por la impureza ionizada es reducido por la con-

stante dieléctrica estática ε del semiconductor. Los valores de la constante dieléc-

trica son bastante grandes, tipicamente entre 10 y 20, pero en algunos casos

pueden llegar 100 o más. El valor de la constante dieléctrica está relacionado con

el tamaño del gap de energía en el material. Si no hubiera energía del gap, el

cristal sería un metal en vez de ser un semiconductor, y la constante dieléctrica

sería in�nita debido al fuerte apantallamiento que pueden realizar los electrones

libres del metal. Si la energía del gap no es cero, pero es pequeña, entonces la

constante dieléctrica no será in�nita, pero puede ser bastante grande, re�ejando

el caso relativo en el cual la distribución espacial de los electrones puede ser de-

formada produciendo un apantallamiento parcial.

• Un electrón moviéndose en medio de un semiconductor debe ser descrito no por

la relación entre el momento y la energía en el espacio libre, sino por la relación

semiclásica ε(k) = εc(k), donde ~k es el momento cristalino electrónico, y εc(k) es

la relación momento-energía de la banda de conducción, i.e.. El electrón adicional

introducido por la impureza debe pensarse como una superposición de los niveles

de la banda de conducción del material puro an�trión, que está apropiadamente

alterado por la carga adiconal localizada +e representando la impureza. El elec-

trón puede minimizar esta energía usando sólo niveles cerca de la parte inferior

de la banda de conducción, para lo cual la aproximación cuadrática es válida. El

electrón entonces se comportaría como un electrón libre, pero con una masa efe-

tiva m∗ que di�ere de la masa libre del electron m0. Más generalmente, la relación

del vector de onda de energía será alguna función cuandrática anisotrópica de k.

En cualquiera de los casos, sin embargo, en primera aproximación, podemos rep-

resentar al electrón como si se moviera en el espacio libre pero con masa efectiva
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dada por m∗ apropiadamente de�nida. En general, esta masa será más pequeña

que la masa libre del electrón, a menudo por un factor de 0.1 o incluso menos.

Estas dos observaciones sugieren que podemos representar un electrón en presencia

de una impureza donora de carga +e en medio del semiconductor, como una partícula de

carga −e y masa m∗ moviéndose en el espacio libre en presencia de un centro atractivo

de carga e/ε; donde ε es la constante dieléctrica del material. Éste es precisamente el

problema del átomo de hidrogeno, excepto que el producto −e2 de la carga electrónica

y nuclear puede ser reemplazadas por −e2/ε, y la masa libre del electrón m0 por m∗.

Así el radio de la primera órbita de Bohr, a0 = ~2/me2, se convierte en:

a∗ =
m0

m∗
ε a0, (2.1)

y la energía de enlace del estado base, me4/2~2 = 13.6 eV, se transforma en:

ε =
m∗

m

1

ε2
× 13.6 eV. (2.2)

2.4 Acoplamiento espín-órbita en semiconductores

La interacción espín-órbita en semiconductores puede ser clasi�cada según su origen

en dos tipos distintos, intrínseca y extrínseca. La primera aparece como consecuencia

de la ruptura de simetría de inversión espacial en el bulk del material (bulk-inversion

symmetry o BIA en inglés). La segunda se origina por la introducción de potenciales

adicionales al potencial cristalino, debidos, por ejemplo, a impurezas, defectos y con�-

namientos nanoscópicos. Una descripción más detallada de los dos tipos de interacción

requiere una incursión en los fundamentos físicos del acoplamiento espín-órbita en semi-

conductores [14].

El Hamiltoniano general de la interacción espín-órbita de un electrón en presencia de

un potencial total, Vtot(r), se obtiene a partir de la ecuación de Dirac [15,16] realizando
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la aproximación no-relativista a orden 1/c2:

Hso,vac = λvac σ · [k×∇Vtot(r)], (2.3)

donde λvac = −~2/4m2
ec

2 ≈ −3.7× 10−6Å2 en el vacío, me es la masa del electrón, c la

velocidad de la luz, σ es el vector de las matrices de Pauli, y k = p/~. Cuando Vtot(r)

es un potencial central, o sea que sólo depende de |r|, el acoplamiento espín-órbita toma

la forma conocida, proporcional a L · S/r3.

En el caso de materiales semiconductores es conveniente expresar el potencial total

como Vtot(r) = Vper(r) + V (r), donde Vper(r) es el potencial periódico cristalino y

V (r) es la componente no-periódica que incluye los potenciales debidos a impurezas,

defectos, con�namiento, bordes y campos eléctricos externos. Se supone que V (r) varía

suavemente en comparación con el parámetro de red. Dentro de un tratamiento del

tipo envelope-function approximation [17], el Hamiltoniano de un electrón en la banda

de conducción de un semiconductor con simetría cúbica (como las redes zincblenda y

diamante) toma la forma [18]:

He� = εk + V (r) +Hint +Hext, (2.4)

Hint = b(k) · σ, (2.5)

Hext = λ∗ σ · [k×∇V (r)], (2.6)

donde k es el vector de onda cristalino, εk = ~2
2m∗

(k2
x + k2

y + k2
z) y m

∗ es la masa efectiva

en la banda en consideración. Hint y Hext son los acoplamientos espín-órbita intrínseco

y extrínseco, respectivamente. En la literatura se conoce también al acoplamiento

intrínseco como de Dresselhaus [19]. Por otro lado, el acoplamiento que aquí llamamos

extrínseco suele denominarse término de Rashba, aunque dicho autor se refería en sus

trabajos originales a la interacción espín-órbita que aparece en sistemas quasi-2D con

asimetría de inversión [20, 21]. La función b(k) que aparece en Hint depende del tipo

de estructura cristalina y será explicitada más adelante para las redes zincblenda y

wurtzita. La forma funcional de la constante de acoplamiento efectiva de la interacción
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espín-órbita extrínseca, λ∗, depende del tipo de red (si es zincblenda o wurtzita); su

valor también depende del material especí�co. La expresión de λ∗ para zincblenda es

conocida [18], pero para wurtzita no lo es. Esta constante es deducida por primera vez

en esta tesis, siendo de gran relevancia para el estudio del acoplamiento espín-órbita

extrínseco. Además, para wurtzita, la Ec. (2.6) requiere una modi�cación adicional, que

será obtenida en el Capítulo 4. Es interesante notar que la constante efectiva λ∗ puede

ser varios órdenes de magnitud más grande que la constante λvac, como, por ejemplo,

en el caso del material GaAs [18].

2.5 Hamiltoniano de la interacción espín-órbita in-

trínseca

Dresselhaus obtuvo un Hamiltoniano espín-órbita efectivo para electrones en la banda

de conducción de semiconductores con redes cristalinas de tipo zincblenda [19]. Se

puede ver que dicho término de interacción sólo está presente si la red cristalina carece

de simetría de inversión; o, dicho de otra manera, si tiene asimetría de inversión del bulk

(BIA). Por este motivo, no existe una interacción de Dresselhaus en la red diamante

doptada por el Si y el Ge, pero sí en las redes zincblenda y wurtzita. En esta tesis

llamamos también a la interacción de Dresselhaus interacción espín-órbita intrínseca,

ya que existe en el bulk del material, independientemente de la presencia o ausencia de

potenciales adicionales a nivel mesoscópico. Más especí�camente, Dresselhaus mostró

que para zincblenda Hint (Ec. (2.5)) toma la forma [19]

Hint = γz[kx(k
2
y − k2

z)σx + ky(k
2
z − k2

x)σy + kz(k
2
x − k2

y)σz], (2.7)

donde γz es una constante de acoplamiento que depende del material.
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Por otra parte, para los materiales con estructura cristalina wurtzita, Fu y Wu [22]

obtuvieron la correspondiente expresión del Hamiltoninano Hint:

Hint = α (σxky − σykx) + γw (b k2
z − k‖)(σxky − σykx). (2.8)

Esta expresión se obtiene utilizando el método de partición de Löwdin [23], tal como

se describe en la Ref. [22]. Debemos remarcar que la interacción espín-órbita intrínseca

en wurtzita tiene dos términos, uno lineal y otro cúbico en k. Es común en la liter-

atura llamar a estos dos términos, de Rashba y de Dresselhaus, respectivamente. Sin

embargo, como ya indicamos, nosotros llamamos a todo este Hamiltoniano intrínseco o

de Dresselhaus, y no utilizaremos la otra nomenclatura en esta tesis para evitar confu-

siones. Finalmente, mencionamos que el término lineal en Ec. (2.8) había sido obtenido

con anterioridad por Lew Yan Voon et al. [24]. Una característica importante de esta

interacción para la wurtzita es que no es isotrópica, como puede apreciarse observando

los distintos roles de las componentes de k en la Ec. (2.8).

2.6 Hamiltoniano de la interacción espín-órbita ex-

trínseca

Campos eléctricos aplicados externamente en el semiconductor conducen a las contribu-

ciones extrínsecas del acoplamiento espín-órbita. En particular, el campo eléctrico de

una impureza hidrogenoide conduce a una contribución de este tipo de interacción. Esta

interacción extrínseca, generada por los potenciales Coulombianos de las impurezas, es

la que vamos a considerar en esta tesis.

Como mencionamos anteriormente, la interacción espín-órbita extrínseca en semi-

conductores con redes cúbicas está dada por la Ec. (2.6). Para derivar la constante

efectiva de acoplamiento λ∗ es su�ciente restringirnos al Hamiltoniano de Kane de 8×8;

no es necesrio ir a un orden mayor, debido a que bandas más altas darán contribuciones
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mas pequeñas que no son relevantes en este cálculo. Se obtiene [25,26]:

λ∗ ≈ P 2

3

[ 1

E2
0

− 1

(E0 + ∆0)2

]
, (2.9)

donde P = (−i~/m0)〈S|pz|Z〉 es el elemento de matriz que acopla el estado S y el

estado Z, ∆0 es la llamada energía de split-o� de las bandas de valencia, y E0 es la

energía del gap.

Cabe destacar que la Ec. (2.6) tiene la misma forma analítica que la ecuación del

acoplamiento espín-órbita del vacío (Ec. (2.3)); esto es porque las dos, la ecuación de

Dirac y el Hamiltoniano simple de Kane (para zincblenda), tienen simetría esférica y

porque tanto la ecuación de Pauli como la Ec. (2.6) se obtuvieron en una expansión

a baja energía. Esta constante de acoplamiento efectiva, λ∗, para algunos materiales

puede ser seis órdenes de magnitud más grande que en el vacío; dos ejemplos típicos

son el GaAs con λ ≈ 5.3Å2 y InAs λ ≈ 120Å2. Esta intensi�cación del acoplamiento

espín-órbita es potencialmente útil para la implementación de dispositivos espintrónicos.

En el caso de los materiales con red wurtzita, la constante λ∗ debe ser recalculada

debido a la menor simetría de la wurtzita comparada con la de la red zincblenda.

Además, la Ec. (2.6) debe ser modi�cada por la misma razón. Dichos cálculos son

presentados en el Capítulo 4.

2.7 Método k · p

El método k·p [27], se usa para realizar cálculos de las bandas de energías cerca de un k0

dado, por lo general un mínimo, que para nosotros coincide con el centro de la primera

zona de Brillouin. Usando éste método se puede obtener expresiones analíticas de la

dispersión de bandas y masas efectivas alrededor de puntos de alta simetría. Nosotros

lo utilizaremos en esta tesis para obtener la constante de acoplamiento efectiva de la

interacción espín-órbita extrínseca. Este formalismo puede ser deducido a partir de la
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ecuación de Schrödinger para un electrón en una red cristalina,

H0ψ =

[
p2

2m
+ V (r)

]
ψ = Eψ, (2.10)

si expresamos la función de onda ψ en la forma indicada por el teorema de Bloch:

ψ = eik·runk(r), (2.11)

donde unk(r) tiene la periodicidad de V (r), k se toma en la primer zona de Brillouin y

n es el índice de la banda de interés.

Teniendo en cuenta que p = −i~∇, tenemos:

p
[
eik·runk(r)

]
= −i ~∇

[
eik·runk(r)

]
= ~keik·runk(r) + eik·r(−i~)∇unk(r)︸ ︷︷ ︸

Ω

, (2.12)

p[Ω] = ~k
[
~keik·runk(r) + eik·r(−i ~∇)unk(r)

]
+

~keik·r(−i~∇)unk(r) + eik·r(−i~∇)(−i~∇)unk(r), (2.13)

por lo tanto podemos escribir p2
[
eik·runk(r)

]
como:

p2
[
eik·runk(r)

]
= ~2k2 eik·runk(r) + 2~k eik·rpunk(r) + eik·rp2unk(r), (2.14)

reemplazando la Ec. (2.14) en la Ec. (2.10) tenemos:[
p2

2m
+

~
m

k · p +
~2k2

2m
+ V (r)

]
unk(r) = Enk unk(r). (2.15)

Es decir que hemos expresado la ecuación de autoenergías en función de la parte per-

iódica de los autoestados de Bloch. Esta transformación es conveniente porque nos

permite tratar el término k · p como una perturbación, ya sea usando teoría de pertur-

baciones degeneradas o no degeneradas. Este método para calcular la dispersión de una

banda de energía alrededor de un punto del espacio recíproco se conoce como método

k · p.
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2.8 Método k·p y acoplamiento espín-órbita en sólidos

La ecuación de Schrödinger para un electrón en la red con interacción espín-órbita está

dada por:

[H0 +Hso]ψnk(r) = Enk ψnk(r), (2.16)

donde el Hamiltoniano sin interacción espín-órbita está dado por:

H0 =
p2

2m
+ V (r) (2.17)

y el acoplamiento espín-órbita está dado por la Ec. (2.6). En términos de p se expresa

como:

Hso =
~

4m2c4
(∇V × p) · σ̂, (2.18)

y por lo tanto nuestra ecuación de Schrödinger queda:[
p2

2m
+

~
4m2c4

(∇V × p) · σ̂ + V (r)

]
ψnk(r) = Enk ψnk(r). (2.19)

Ahora, reemplazando la función de onda de Bloch ψnk(r) por la Ec. (2.11); haciendo

las respectivas derivadas y reorganizando términos llegamos a:[
p2

2m
+ V (r) +

~
m

k · p +
~

4m2c4
(∇V × p) · σ̂ +

~2

4m2c4
(∇V × k) · σ̂

]
unk(r) = E∗nk unk(r),

(2.20)

con

E∗nk = Enk −
~2k2

2m
, (2.21)

donde al operador entre corchetes podemos identi�carlo como un nuevo Hamiltoniano

H, que está dado por H = H0 +Hso +Hk·p. Los términos H0 y Hso ya fueron de�nidos

anteriormente y Hk·p contiene un término de interacción espín-órbita dependiente de k

(en lugar de p) y otro proporcional a k · p.

A continuación desearíamos diagonalizar el nuevo Hamiltoniano H. Para nuestros

propósitos es su�ciente trabajar con el método de Kane de 8 bandas [26,27]. Los estados
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que Kane utiliza para diagonalizar el Hamiltoniano de la Ec. (2.20) son:

|iS ↓〉, |iS ↑〉,

1√
2
|(X − iY ) ↑〉 , − 1√

2
|(X + iY ) ↓〉,

|Z ↓〉, |Z ↑〉,

1√
2
|(X + iY ) ↑〉 , − 1√

2
|(X − iY ) ↓〉.

Los primeros dos estados son de tipo s y pertenecen a la banda de conducción, mientras

que los seis restantes son de tipo p y pertenecen a las bandas de valencia. Teniendo en

cuenta que

H0|iS ↓ (↑)〉 = Es|iS ↓ (↑)〉,

H0|W 〉 = Ep|W 〉,

donde |W 〉, representan todos los anteriores estados de valencia. Con esta condición

y el hecho de que los operadores actúan bajo las condiciones de simetría del grupo de

rotación tetrahédrico (Td) [26], entonces muchos elementos de la matriz se anulan, y

sólo sobreviven aquéllos que cumplen:

~
m
〈−iS ↓ |k · p|Z ↓〉 = −i~

m
k〈S |pz|Z〉 = kP, (2.22)

donde se de�ne

P ≡ −i~
m
〈S |pz|Z〉. (2.23)

Esto sería sólo el análisis para la contribucion del término k · p. Ahora hacemos el

mismo análisis para el término de acoplamiento espín-órbita. Aquí aparece el vector de

matrices de Pauli σ̂ :

σ̂ = (σx, σy, σz), (2.24)

donde las componentes están dadas por:

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1

 . (2.25)
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Teniendo en cuenta que las matrices de Pauli actúan sobre los autoestados de σz de la

siguiente forma:

σx|η〉 = |η̄〉, σy|η〉 = i η|η̄〉, σz|η〉 = η|η〉, (2.26)

donde η̄ = −η, con η = {+1,−1} = {↑, ↓}.

Vemos que muchos elementos de matriz se anulan por la ortogonalidad de los au-

toestados de σz; es decir 〈↓|↑〉 = 〈↑|↓〉 = 0. Sólo sobreviven los términos que contienen

〈↓|↓〉, 〈↑|↑〉 6= 0, que tienen la siguiente forma:

1

2
〈X + iY |∇V × p|X − iY 〉 =

1

2

〈
X + iY

∂V∂x py − ∂V

∂y
px

X − iY 〉 . (2.27)

Si llamamos

Oxy ≡
∂V

∂x
py −

∂V

∂y
px, (2.28)

se puede ver que:
1

2
〈X + iY |Oxy|X − iY 〉 =

1

2
〈X|Oxy|Y 〉 . (2.29)

A partir de este elemento de matriz del operador Oxy de�nimos la siguiente energía que

caracteriza la interacción espín-órbita en la estructura de bandas:

∆0 =
3~i

4m2c4
〈X|Oxy|Y 〉 , (2.30)

comúnmente llamada energía de split-o�, que aparece en la Ec. (2.9). Esta energía, que

es básicamente un elemento de matriz del acoplamiento espín-órbita, es muy importante

en describir correctamente la estructura de bandas y las propiedades de espín de los

materiales. El método k · p y el acoplamiento espín-órbita serán elementos esenciales

en el desarrollo de esta tesis.





Capítulo 3

Efectos de la interacción espín-órbita

en impurezas hidrogenoides donoras

en semiconductores con estructura

cristalina zincblenda

Las interacciones espín-órbita, como se lo mencionó en el capítulo anterior (Capítulo.

2), pueden ser clasi�cadas de dos maneras según su origen en el material: las de tipo

extrínseco y las de tipo intrínseco. En este capítulo estudiaremos ambos acoplamientos

espín-órbita en los niveles de energía de las impurezas hidrogenoides donoras, para el

caso de semiconductores con estructura cristalina zincblenda. Consideraremos primero

el caso intrínseco que presenta características especí�cas para la estructura cristalina

zincblenda. Luego veremos el acoplamiento extrínseco que, como se verá, es más general

y se puede aplicar de forma similar a la estructura cristalina wurtzita. Finalmente,

presentamos resultados numéricos para algunos materiales especí�cos, como GaAs, InAs

y InSb, que son de gran interés actual.
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Efectos de la interacción espín-órbita en impurezas hidrogenoides donoras en

semiconductores con estructura cristalina zincblenda

3.1 Efectos del acoplamiento espín-órbita intrínseco

La estructura cristalina con la cual vamos a iniciar nuestro estudio es la zincblenda.

Según lo visto en el capítulo anterior, la interacción espín-órbita de Dresselhaus, tam-

bién llamada intrínseca por estar presente en el seno o bulk del material, tiene para

materiales con estructura zincblenda la expresión dada en la Ec. (2.7). Deseamos ahora

aplicar este acoplamiento efectivo a un electrón que se encuentra bajo la in�uencia

del potencial atractivo del ión de una impureza donora que ha cedido un electrón al

material. Ya conocemos el Hamiltoniano de la impureza y sus autoestados en ausen-

cia de esta interacción espín-órbita: que son análogos a los del átomo de hidrógeno,

como describimos en el capítulo anterior. Ahora queremos considerar el acoplamiento

de Dresselhaus como un Hamiltoniano espín-órbita efectivo para un electrón ligado a la

impureza donora ionizada (en esta situación el electrón tiene la masa efectiva m∗, aso-

ciada a la banda de conducción del material). Esto se logra considerando a los vectores

de onda k que aparecen en la Ec. (2.7) como operadores de momento, es decir, como

p/~, obteniéndose

Hint =
γz
~3

[
px(p

2
y − p2

z)σx + py(p
2
z − p2

x)σy + pz(p
2
x − p2

y)σz

]
. (3.1)

El conjunto de bases de funciones de onda que vamos a usar para resolver nuestro

problema {|n, l,ml〉}, son las mismas funciones de onda del átomo de hidrógeno, aso-

ciadas al subespacio de n = 2 [28]. Con el �n de hallar las correcciones a la energía

debidas a la presencia del Hamiltoniano Hint utilizaremos teoría de perturbaciones in-

dependientes del tiempo a primer orden. Para esto, escribiremos la matriz de Hint en

la base del subespacio mencionado y la diagonalizaremos.

Estas funciones de onda con n = 2 son:

ψ200η =
( 1

32π a∗3

)1/2(
2− r

a∗

)
e−r/2a

∗
η = C200

(
2− r

a∗

)
e−r/2a

∗
η, (3.2)

ψ210η =
( 1

32π a∗3

)1/2 z

a∗
e−r/2a

∗
η = C210 z e

−r/2a∗η, (3.3)
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ψ21−1η =
( 1

64 π a∗3

)1/2 1

a∗
(x− iy)e−r/2a

∗
η = C21−1(x− iy)e−r/2a

∗
η, (3.4)

ψ211η = −
( 1

64 π a∗3

)1/2 1

a∗
(x+ iy)e−r/2a

∗
η = C211(x+ iy)e−r/2a

∗
η, (3.5)

donde η = {+1, −1} = {↑, ↓} representa los estados de polarización del espín en la

dirección z. Necesitamos calcular los elementos de matriz 〈ψn lml η|Hint|ψn′ l′m′l η′〉, es

decir

γz
~3

〈
ψn lml η

∣∣px(p2
y − p2

z)σx + py(p
2
z − p2

x)σy + pz(p
2
x − p2

y)σz
∣∣ψn′ l′m′l η′〉, (3.6)

teniendo en cuenta que (n, n′ = 2), (l, l′ = 0, 1), y (ml,m
′
l = −1, 0, 1). Notamos que en

cada término (sumando) la dependencia de espín se factoriza y podemos analizarla por

separado:

〈
ψn lml η

∣∣px(p2
y − p2

z)σx
∣∣ψn′ l′m′l η′〉 =

〈
n lml|px(p2

y − p2
z)|n′ l′m′l

〉〈
η|σx|η′

〉
, (3.7)

〈
ψn lml η

∣∣py(p2
z − p2

x)σy
∣∣ψn′ l′m′l η′〉 =

〈
n lml

∣∣py(p2
z − p2

x)
∣∣n′ l′m′l〉〈η∣∣σy∣∣η′〉, (3.8)〈

ψn lml η

∣∣pz(p2
x − p2

y)σz
∣∣ψn′ l′m′l η′〉 =

〈
n lml

∣∣pz(p2
x − p2

y)
∣∣n′ l′m′l〉〈η∣∣σz∣∣η′〉. (3.9)

Para analizar la parte de espín utilizamos las relaciones de la Ec. (2.26) y obtenemos

〈
η
∣∣σx∣∣η′〉 = δη̄η′ ,〈
η
∣∣σy∣∣η′〉 = iη′δηη̄′ ,〈
η
∣∣σz∣∣η′〉 = ηδηη′ . (3.10)

Por otra parte, para calcular la parte espacial de los elementos de matriz utilizamos

los operadores de momento lineal pj = i~∂j, (con j = x, y, z). Por ejemplo, el primero

de los elementos de matriz espaciales, Ec. (3.7), es:

〈
n lml|px(p2

y − p2
z)|n′ l′m′l

〉
= −i~3

∫
drϕ∗nlml

(r)∂x(∂
2
y − ∂2

z )ϕn′l′m′l
(r). (3.11)

Para escribir la matriz de Hint ordenamos las funciones de la base de la siguiente forma:

{
∣∣200 ↑

〉
,
∣∣200 ↓

〉
,
∣∣211 ↑

〉
,
∣∣211 ↓

〉
,
∣∣210 ↑

〉
,
∣∣210 ↓

〉
,
∣∣21− 1 ↑

〉
,
∣∣21− 1 ↓

〉
}.
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Como una manera de ilustración calculamos el elemento de matriz para los estados∣∣211 ↑
〉
,
∣∣21− 1 ↓

〉
, utilizando la Ec. (3.6), por tanto tenemos:

H211↑,21−1↓ =
γz
~3

〈
ψ211↑

∣∣px(p2
y − p2

z)σx + py(p
2
z − p2

x)σy + pz(p
2
x − p2

y)σz
∣∣ψ21−1↓

〉
,

=
γz
~3

[〈
ψ211↑

∣∣px(p2
y − p2

z)σx
∣∣ψ21−1↓

〉
+
〈
ψ211↑

∣∣py(p2
z − p2

x)σy
∣∣ψ21−1↓

〉

+
〈
ψ211↑

∣∣pz(p2
x − p2

y)σz
∣∣ψ21−1↓

〉]
. (3.12)

Teniendo en cuenta las Ecs. (3.10), nuestro elemento de matriz se reduce a:

H211↑,21−1↓ =
γz
~3

[〈
ϕ211

∣∣px(p2
y − p2

z)
∣∣ϕ21−1

〉
− i
〈
ϕ211

∣∣py(p2
z − p2

x)
∣∣ϕ21−1

〉〉]
. (3.13)

Finalmente, con las Ecs. (3.4), (3.5), (3.11), el elemento de matriz queda:

H211↑,21−1↓ = −iγzC211C21−1

[ ∫
dr (x+ iy)e−r/2a

∗
∂x(∂

2
y − ∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

−i
∫
dr (x+ iy)e−r/2a

∗
∂y(∂

2
z − ∂2

x)(x− iy)e−r/2a
∗
]
. (3.14)

Vamos a analizar este elemento de matriz para ver como in�uye en él la paridad de

las funciones de onda y la del operador involucrado. Para ello tomamos sólo el primer

miembro de la Ec. (3.14), ya que el otro término es completamente análogo para los

cálculos. Partiendo de:

∫
dr (x+ iy)e−r/2a

∗
∂x(∂

2
y − ∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗
, (3.15)
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luego de aplicar las derivadas en la Ec. (3.15), multiplicamos por la función del lado

izquierdo (x+ iy)e−r/2a
∗
, y obtenemos:∫

dr (x+ iy)e−r/2a
∗
∂x(∂

2
y − ∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

=

1

2a∗

∫
dr e−r/a

∗
(
− 2iyx2

r3
− 3y2x3

r5
+

xy2

2a∗r2
− y2x3

a∗r4
+
iy3x2

a∗r4
− 3iyx2

2a∗r2
− y2x3

2a∗r4

+
iy3x2

2a∗r4
− y2x3

4a∗2r3
+

iy3x2

4a∗2r3
− xz2

r3
− xz2

2a∗r2
+

3x3z2

r5
− ix2yz2

a∗r4
+
x3z2

a∗r4
+

iyx2

2a∗r2

−iyx
2z2

2a∗r4
+

x3z2

2a∗r4
− iyx2z2

4a∗2r3
+

x3z2

4a∗2r3
+ .

3y2x

r3
+
iy3

r3
− 3y4x

r5
+

iy3

2a∗r2
− iy3x2

a∗r4

− y
4x

a∗r4
+

3y2x

2a∗r2
+

ix2y

2a∗r2
− iy3x2

2a∗r4
− y4x

2a∗r4
− iy3x2

4a∗2r3
− y4x

4a∗2r3
− iyz2

r3
− iyz2

2a∗r2

+
3xy2z2

r5
+
xy2z2

a∗r4
+
ix2yz2

a∗r4
− y2x

2a∗r2
− ix2y

2a∗r2
+
y2xz2

2a∗r4
+
ix2yz2

2a∗r4
+
y2xz2

4a∗2r3

+
ix2yz2

4a∗2r3

)
. (3.16)

Aquí podemos ver que cada uno de los términos del integrando es una función impar en

alguna de las coordenadas cartesianas (x, y, z), ya que en todos los términos aparece una

potencia impar en alguna de las coordenadas. Entonces, como se realiza una integración

entre −∞ y∞ en las tres coordenadas, todas las integrales son nulas. Lo mismo ocurre

con el segundo miembro de la Ec. (3.14). Por lo tanto todo el elemento de matriz Ec.

(3.14), es nulo. Este mismo comportamiento ocurre con todos los elementos de matriz

dentro de las subcapas (l = 0 o l = 1), y con los elementos de matriz intersubcapa con

espines opuestos.

Nos resta analizar los elementos de matriz H200↑,210↑, H200↓,210↓. Consideremos el

primero:

H200↑,210↑ =
γz
~3

〈
ψ200↑

∣∣px(p2
y − p2

z)σx + py(p
2
z − p2

x)σy + pz(p
2
x − p2

y)σz
∣∣ψ210↑

〉
=

γz
~3

〈
ψ200↑

∣∣pz(p2
x − p2

y)σz
∣∣ψ210↑

〉
= iγzC200C210

∫
dr
(

2− r

a∗

)
e−r/2a

∗
∂z(∂

2
x − ∂2

y)ze
−r/2a∗ . (3.17)
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Lo cual nos queda:

∫
dr
(

2− r

a∗

)
e−r/2a

∗
∂z(∂

2
x − ∂2

y)ze
−r/2a∗ =

1

a∗

∫
dr e−r/a

∗
(
− 3x2z2

r5
− x2z2

2a∗r4
+

x2

2a∗r2
− x2z2

a∗r4
− x2z2

4a∗2r3
+

3y2z2

r5

+
y2z2

2a∗r4
− y2

2a∗r2
+
y2z2

a∗r4
+

y2z2

4a∗2r3
+

3x2z2

2a∗r4
+

x2z2

4a∗2r3
− x2

4a∗2r
+

x2z2

2a∗2r3

+
x2z2

8a∗3r2
− 3y2z2

2a∗r4
− y2z2

4a∗2r3
+

y2

4a∗2r
− y2z2

2a∗2r3
− y2z2

8a∗3r2

)
. (3.18)

Aquí vemos que los términos individuales no se cancelan por paridad como en los casos

anteriores , sino que la cancelación se produce de a pares de términos que sólo di�eren

en un intercambio de las variables x e y. Lo mismo ocurre para el elemento de matriz

H200↓,210↓. En conclusión, toda la matriz es nula, por lo tanto la interacción espín-

órbita intrínseca en las redes zincblenda no contribuye en la capa n = 2 que estamos

estudiando.

3.2 Correcciones al nivel de energía 2p de la impureza

hidrogenoide debidas al acomplamiento espín-órbita

extrínseco

Como se ha venido mencionando, la impureza hidrogenoide en un semiconductor es, en

primera aproximación, completamente análoga al átomo de hidrógeno. La diferencia

entre ambos radica en que en la impureza hidrogenoide la masa del electrón es sustituída

por la masa efectiva m∗ y la interacción coulombiana es modi�cada por la constante

dieléctrica ε del material. La masa efectiva está asociada a la banda de energía cor-

respondiente, es decir, a la banda de conducción en el caso de impurezas donoras y

la banda de valencia para impurezas aceptoras. Aquí estamos tratando el caso de im-
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purezas donoras, es decir cobra de gran relevancia el uso de la masa efectiva dentro del

potencial.

El potencial

V (r) = −e
2

εr
(3.19)

de la impureza donora da lugar a estados hidrogénicos centrados en la impureza. La

anisotropía de la red cristalina wurtzita induce una anisotropía uniaxial, de alrededor del

diez porciento (10%), en la masa efectiva y las constantes dieléctricas. Nosotros despre-

ciaremos la pequeña deformación resultante en los estados hidrogénicos, y adoptaremos

los estados estándar isotrópicos de la capa n = 2, cuya energía es E2 = −Ry∗/4, donde

Ry∗ = (m∗/m0)(1/ε2)Ry.

Para efectos de análisis, en este capitulo solo nos limitaremos a mostrar la expresión

del Hamiltoniano de acoplamiento de espín-órbita extrínseco, ya para un análisis mas

minucioso en el siguiente capitulo lo analizamos con mas detalle. El Hamiltoniano

Hext de la interacción espín-órbita extrínseca debida al potencial Coulombiano de la

impureza donora es:

Hext = ξ∗(r) L · S, (3.20)

donde

ξ∗(r) =
e2λ∗

ε~2r3
=
ξ∗0
r3
, (3.21)

con

ξ∗0 =
e2λ∗

ε~2
. (3.22)

A continuación calcularemos las correcciones a primer orden de la energía de la capa

n = 2 de la impureza hidrogenoide debidas a Hext. Este cálculo es análogo al desarrollo

de las correcciones de éspin-órbita en el átomo de hidrógeno [16]. Primero planteamos

el cálculo de los elementos de matriz de Hext en la base de autoestados de {L2, Lz, L2

y Sz}: 〈
n = 2; l = 1; s =

1

2
,m′l,m

′
s

∣∣∣ξ∗(r)L · S
∣∣∣n = 2; l = 1; s =

1

2
,ml,ms

〉
. (3.23)
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Integrando la parte radial del elemento de matriz obtenemos

ξ∗2p

〈
l = 1; s =

1

2
,m′l,m

′
s

∣∣∣L · S∣∣∣l = 1; s =
1

2
,ml,ms

〉
, (3.24)

donde ξ∗(r) es:

ξ∗2p = ξ∗0

∫ ∞
0

1

r3
|R21(r)|2r2dr. (3.25)

Además, tenemos en cuenta que R21(r) =
√

1/24a∗5e−r/2a
∗
, por lo tanto la integral de

la Ec. (3.25) nos queda:

ξ∗2p =
ξ∗0

24a∗3
(3.26)

Ahora el problema se reduce a la diagonalización del operador L · S, que actúa sólo

sobre las variables orbitales angulares y de espín. Para ello introducimos el momento

angular total J = L + S, y la base de autoestados de {L2, L2, L2, Jz}, {|j, l, s,mj〉}.

En esta base el Hamiltoniano espín-órbita es diagonal. Los autovalores de ξ∗2pL · S ,

dependen sólo de j (no de mj) [16].

Entonces tenemos que: para para j = 1/2 es agual a:

ε1 =
1

2
ξ∗2p

[3

4
− 2− 3

4

]
~2 = −ξ∗2p~2, (3.27)

y para j = 3/2 es:

ε2 =
1

2
ξ∗2p

[15

4
− 2− 3

4

]
~2 =

1

2
ξ∗2p~2 (3.28)

Reemplazando ξ∗2p, las energías ε1 y ε2, quedan expresadas en función de las con-

stantes básicas del sistema, así:

ε1 = − e2λ∗

12εa∗3
,

ε2 =
e2λ∗

24εa∗3
; (3.29)

y también pueden ser expresadas en términos de Rydberg:

ε1 = − λ∗a0

6 εa∗3
Ry ≡ −2 β,

ε2 =
λ∗a0

12 εa∗3
Ry ≡ β. (3.30)
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Aquí hemos de�nido la constante β, como una constante que de�ne una escala caracterís-

tica de energía de la interacción espín-órbita extrínseca y que será utilizada nuevamente

en el (Capítulo 6), para el caso de ambas interacciones de espín-órbita combinadas. Las

E2p

 E =-2ß

 E = ß

 E
 j = 3/2

 j = 1/2

Fig. 3.1: Correcciones a la energía a primer orden.

correcciones ε1 y ε2 son ilustradas en la Fig. 3.1, en relación a la energía del nivel 2p.

Este grá�co es análogo al que se presenta usualmente para el átomo de hidrógeno. Aquí

designamos con ε1 a la corrección de la energía del estado con j = 1/2 y con ε2 a la

del estado con j = 3/2. En la Fig. 3.1, se ilustra el caso en que ε1 < ε2, para todos los

materiales tipo zincblenda que aquí estudiamos.

En la Tabla 3.1, se muestran los diferentes parámetros usados para calcular las

constantes de acoplamiento efectivas de los materiales zincblenda (Ec. (2.9)), y los

diferentes valos de energía del nivel 2p.
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Los valores numéricos de ε1 y ε2 son presentados en la Tabla 3.2, junto con los

parámetros de radio efectivo a∗ y constante de acoplamiento efectiva λ∗, necesarios

para el calculo de las energìas.

a∗ ε Eg ∆0 P m∗/m0

[Å] [eV] [eV] [eVÅ]

GaAs 99.39 12.4 1.519 0.341 10.493 0.066

InAs 335.79 14.6 0.418 0.380 9.197 0.023

InSb 728.39 17.9 0.237 0.810 9.641 0.013

Tabla 3.1: Parametros de la estructura de bandas de diferentes materiales tipo zincblenda [26]. Las

masas efectivas y las constantes dieléctricas son fundamentales para la impureza hidrogenoide.

a∗ λ∗ ε ε1 ε2 E∗2

[Å] [ Å2] [µeV] [µeV] [µeV]

GaAs 99.39 5.297 12.4 -0.532 0.265 -1449.41

InAs 335.79 117.092 14.6 -0.259 0.129 -366.86

InSb 728.39 521.981 17.9 -0.0923 0.0462 -137.94

Tabla 3.2: Correcciones por interacción espín-órbita extrínseca a la energía del nivel 2p de impurezas

donoras hidrogenoides en diferentes semiconductores tipo zincblenda, con sus respectivos parámetros.

Las masas efectivas y las constantes dieléctricas [26], que se utilizaron se encuentran en el Tabla 3.1.



Capítulo 4

Impurezas hidrogenoides donoras en

semiconductores con estructura

cristalina wurtzita: acoplamiento

espín-órbita extrínseco

Por un lado tenemos que la interacción espín-órbita en semiconductores es descripta por

el acoplamiento que aquí llamaremos intrínseco, que comunmente nos referimos como

acoplamiento de Dresselhaus [19]. Por otro lado, potenciales adicionales introducidos

en el cristal por medio de compuertas de voltaje, impurezas u otras nanoestructuras

generan un acoplamiento espín-órbita adicional que llamaremos extrínseco.

En el capítulo anterior estudiamos los efectos de estos acoplamientos espín-órbita en

los niveles de energíía de las impurezas hidrogenoides donoras para el caso de semicon-

ductores con estructura cristalina zincblenda. En este capítulo consideraremos dichos

efectos para el caso de semiconductores con estructura cristalina wurtzita; procederemos

en varias etapas. En primer lugar consideraremos la teoría general del acoplamiento

extrínseco; luego la del intrínseco, y en tercer lugar estudiaremos el efecto combinado de

33
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ambos en las impurezas hidrogenoides. Finalmente, presentamos resultados numéricos

para cuatro materiales especí�cos, a saber, GaN, ZnO, InN y el AlN, que son de gran

interés actual.

4.1 Expresión del acoplamiento espín-órbita extrínseco

Como ya se mencionó anteriormente el Hamiltoniano espín-órbita de un electrón en el

vacío en presencia de un potencial V0(r) está dado por la Ec. (2.6)

Hso = λ σ̂ · [k×∇V0(r)]. (4.1)

Como vimos en el capítulo anterior, cuando el electrón se encuentra inmerso en un

semiconductor tipo zincblenda en presencia de un potencial mesoscópico adicional V (r),

el Hamiltoniano espín-órbita efectivo toma la forma

Hext = λ∗ σ̂ · [k×∇V (r)], (4.2)

donde λ∗ es una constante de acoplamiento efectiva. En esta Sección obtendremos una

expresión análoga a la constante de acoplamiento de la estructura cristalina zincblenda,

es decir, una cosntante de acoplamiento para el caso de semiconductores tipo wurtzita.

Como punto de partida tomamos el Hamiltoniano del método k · p [27]:

H = H0 +Hk·p +Hso (4.3)

donde

H0 =
P 2

2m
+ U(r),

Hk·p =
~
m

k · p +
~2k2

2m
,

Hso =
λ

~
σ̂ · p×∇U, (4.4)
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y U es el potencial periódico del cristal. Los autoestados comunes de H0, Lz y Sz son

los siguientes:

u1 = |iS ↑〉,

u2 = |iS ↓〉,

u3 =
1√
2
|(X − iY ) ↑〉 ,

u4 = − 1√
2
|(X + iY ) ↓〉,

u5 = |Z ↑〉,

u6 = |Z ↓〉,

u7 =
1√
2
|(X + iY ) ↑〉 ,

u8 = − 1√
2
|(X − iY ) ↓〉 . (4.5)

Donde u1 y u2 son estados tipo s de la banda de conducción con energía Ec y los

restantes son estados tipo p de la banda de valencia con energía Ev. El gap de energía

está dado por Eg = Ec − Ev. Los elementos de matriz de H no-nulos provenientes del

término k · p pueden ser agrupados de la siguiente forma:

~
m
〈−iS ↓ |k · p|Z ↓〉 = −i ~

m
kz〈S |pz|Z〉 ≡ kzP1,

~
m
〈−iS ↓ |k · p|Y ↓〉 = −i ~

m
ky〈S |py|Y 〉 ≡ kyP2,

~
m
〈−iS ↓ |k · p|X ↓〉 = −i ~

m
kx〈S |px|X〉 ≡ kxP2. (4.6)
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La diagonalización del Hamiltoniano Ec. (4.3) resulta más sencilla si éste es representado

en la base de autoestados comunes de H0 y Jz dados por

v1 = |iS ↑〉

v2 = |iS ↓〉

v3 = − 1√
2
|(X + iY ) ↑〉

v4 = − 1√
6

[
|(X + iY ) ↓〉 − 2|Z ↑〉

]
v5 =

1√
6

[
|(X − iY ) ↑〉+ 2|Z ↓〉

]
v6 =

1√
2
|(X − iY ) ↓〉

v7 = − 1√
3

[
|(X + iY ) ↓〉+ |Z ↑〉

]
v8 = − 1√

3

[
|(X − iY ) ↑〉 − |Z ↓〉

]
. (4.7)

Calculando los elementos de matriz Hij = 〈vi |H|vj 〉, donde {i, j = 1, 2...8}, obtenemos

la forma matricial del Hamiltoniano

¯̄H =



Ec 0 −1√
2
P2k+

√
2
3
P1kz

1√
6
P2k− 0 −1√

3
P1kz

−1√
3
P2k−

0 Ec 0 −1√
6
P2k+

√
2
3
P1kz

1√
2
P2k−

−1√
3
P2k+

1√
3
P1kz

−1√
2
P2k− 0 Ev 0 0 0 0 0√
2
3
P1kz

−1√
6
P2k− 0 Ev 0 0 0 0

1√
6
P2k+

√
2
3
P1kz 0 0 Ev 0 0

0 1√
2
P2k+ 0 0 0 Ev 0 0

−1√
3
P1kz

−1√
3
P2k− 0 0 0 0 Ev −∆0 0

−1√
3
P2k+

1√
3
P1kz 0 0 0 0 0 Ev −∆0


(4.8)

donde k± = kx ± iky y ∆0 = ~
4m2c4

〈X|∂U
∂x
Py − ∂U

∂y
Px|Y 〉 da el splitting de las bandas de

valencia debido a la interacción espín-órbita microscópica.
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Ahora introducimos el potencial V (r) de la impureza, que varía lentamente en la

escala de longitudes típica dada por el parámetro de red. Los elementos de matriz de

este potencial en la base {vi} se pueden considerar diagonales debido a la ortogonalidad

de la base y a la lenta variación de este potencial. Esta aproximación se denomina, en

inglés, envelope function approximation [17,26]. La matriz de H +V se puede expresar

de una forma más compacta haciendo uso de las matrices T utilizadas habitualmente

en teoría de grupos [26]:

Tx =
1

3
√

2

−√3 0 1 0

0 −1 0
√

3

 , (4.9)

Ty =
−i

3
√

2

√3 0 1 0

0 1 0
√

3

 , (4.10)

Tz =

√
2

3

0 1 0 0

0 0 1 0

 . (4.11)

Entonces usando las matrices Ti, {i = x, y, z}, la matriz ¯̄H se reduce a:

¯̄H =


(Ec + V )I2×2

√
3P1T · kα −1√

3
P1σ̂ · kα

√
3P2T

† · kα (Ev + V )I4×4 0

−1√
3
P1σ̂ · kα 0 (Ev −∆0 + V )I2×2

 , (4.12)

donde kα = (αkx, αky, kz) y α = P2/P1; donde α, es un parámetro de renormalización

propio para éste tipo de estructura critalina.

Siguiendo el procedimiento basado en la transformación de Foldy-Wouthuysen, anál-

ogo al utilizado por Winkler para semiconductores de tipo zincblenda [26], obtenemos

una ecuación efectiva, restringida a la banda de conducción, para los estados del electrón

en presencia de la impureza:[
T · kα

3P 2
1

E − V + Eg
T† · kα + σ̂ · kα

P 2
1

3(E − V + Eg)
σ̂ · kα

]
ψc = (E − V )ψc. (4.13)
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En el segundo término de la ecuación anterior, y considerando la relación (σ̂ ·A)(σ̂ ·

B) = A ·B + iσ̂ · (A×B), obtenemos dos términos, uno de los cuales corresponde a la

interaccion espín-órbita efectiva en la banda de conducción:

Hext =
εP 2

1

3

[
2

E2
g

− 1

(Eg + ∆0)2

]
σ̂ · (kα ×∇αV ) . (4.14)

donde ∇α = (α ∂
∂x
, α ∂

∂y
, ∂
∂z

). Para obtener esta expresión se realizó la aproximación

Eg � E−V , como se describe en el Apéndice . Ahora podemos identi�car la constante

de acoplamiento espín-órbita efectiva para semiconductores de tipo wurtzita.

λ∗ =
εP 2

1

3

[
2

E2
g

− 1

(Eg + ∆0)2

]
(4.15)

De esta forma obtuvimos una expresión del acoplamiento espín-órbita efectivo en la

banda de conducción para la wurtzita, análoga a la expresión Ec. (2.9) para zincblenda.

Notar que en la expresión para la wurtzita Ec. (4.15), aparece el factor α = P2/P1 que

re�eja la anisotropía de la red cristalina. Además, el mismo potencial V de la impureza

hidrogenoide carece de simetría esférica en el caso de la wurtzita debido a la anisotropía

de la constante dieléctrica ε. En lo que sigue, sin embargo, ignoraremos este efecto de

anisotropía que es del orden del 10% en las componentes del tensor dieléctrico [29].

En la Tabla 4.1 presentamos los valores de λ∗ para los materiales GaN, ZnO, InN y

el AlN, que son de gran interés en la actualidad. Se muestran también los parámetros

necesarios de cada material, para el cálculo de Ec. (4.15).
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m∗/m0
a ε a Eg ∆0 λ∗

[eV] [meV] [10−2 Å2]

GaN 0.32 9.53 3.51 72.9 5.95

ZnO 0.32 8.62 3.44 43 3.08

InN 0.26 7.39 0.78 40 1.33

AlN 0.38 4.27 5.4 -58.5 -1.04

Tabla 4.1: Constante de acoplamiento espín-órbita efectivo λ∗ y sus respectivos parámetros.

a Tomado de [29]

4.2 Correcciones al nivel de energía 2p de la impureza

hidrogenoide debidas al acomplamiento espín-órbita

extrínseco

La impureza hidrogenoide en un semiconductor es, en primera aproximación, comple-

tamente análoga al átomo de hidrógeno. La diferencia entre ambos radica en que en la

impureza hidrogenoide la masa del electrón es sustituída por la masa efectiva m∗ y la

interacción coulombiana es modi�cada por la constante dieléctrica ε del material. La

masa efectiva está asociada a la banda de energía correspondiente, es decir, a la banda

de conducción en el caso de impurezas donoras y la banda de valencia para impurezas

aceptoras. Aquí estamos tratando el caso de impurezas donoras.

El potencial

V (r) =
e2

εr
, (4.16)

de la impureza donora da lugar a estados hidrogénicos centrados en la impureza. La

anisotropía de la red cristalina wurtzita induce una anisotropía uniaxial, de alrededor

del diez porciento, tanto en la masa efectiva como en las constantes dieléctricas [29].

Nosotros despreciaremos la pequeña deformación resultante en los estados hidrogénicos,
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[30] y adoptaremos los estados estándar isotrópicos de la capa n = 2, cuya energía es

En = −Ry∗/4, donde Ry∗ = (m∗/m0)(1/ε2)Ry.

Utilizando las Ecs. (4.14), (4.15) y (4.16) obtenemos el Hamiltoniano de la interac-

ción espín-órbita extrínseca debida al potencial Coulombiano de la impureza donora

Hext = ξ∗(r) L · S, (4.17)

donde

ξ∗(r) =
e2λ∗

ε~2r3
=
ξ∗0
r3
. (4.18)

A continuación calcularemos las correcciones a primer orden de la energía de la capa

n = 2 de la impureza hidrogenoide debidas a Hext. Este cálculo es análogo al desarrollo

de las correcciones de éspin-órbita en el átomo de hidrógeno [16]. Primero planteamos

el cálculo de los elementos de matriz de Hext en la base de autoestados de {L2, Lz, S2

y Sz}: 〈
n = 2; l = 1; s =

1

2
,m′l,m

′
s

∣∣∣ξ∗(r)L · S∣∣∣n = 2; l = 1; s =
1

2
,ml,ms

〉
. (4.19)

Integrando la parte radial del elemento de matriz obtenemos

ξ∗2p

〈
l = 1; s =

1

2
,m′l,m

′
s

∣∣∣L · S∣∣∣l = 1; s =
1

2
,ml,ms

〉
, (4.20)

donde

ξ∗2p = ξ∗0

∫ ∞
0

1

r3
|R21(r)|2r2dr. (4.21)

Además, teniendo en cuenta que R21(r) =
√

1/24a∗5e−r/2a
∗
, tenemos

ξ∗2p =
ξ∗0

24a∗3
(4.22)

Ahora el problema se reduce a la diagonalización del operador L · S, que actúa sólo

sobre las variables orbitales angulares y de espín. Para ello introducimos el momento

angular total J = L + S, y la base de autoestados de {J2, L2, S2, Jz}, {|j, l, s,mj〉}.
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En esta base el Hamiltoniano espín-órbita es diagonal. Los autovalores de ξ∗2pL · S

dependen sólo de j (no de mj), y son iguales a [16]:

ε1 =
1

2
ξ∗2p

[3

4
− 2− 3

4

]
~2 = −ξ∗2p~2 (4.23)

para j = 1/2, y

ε2 =
1

2
ξ∗2p

[15

4
− 2− 3

4

]
~2 =

1

2
ξ∗2p~2 (4.24)

para j = 3/2. Reemplazando ξ∗2p, las energías quedan expresadas en función de las

constantes básicas del sistema como:

ε1 = − e2λ∗

12εa∗3

ε2 =
e2λ∗

24εa∗3
, (4.25)

y también pueden ser expresadas en términos del Rydberg:

ε1 = − λ∗a0

6 εa∗3
Ry ≡ −2 β

ε2 =
λ∗a0

12 εa∗3
Ry ≡ β, (4.26)

donde hemos de�nido la constante β que de�ne una escala característica de energía de

la interacción espín-órbita extrínseca y que será utilizada nuevamente en el (Capítulo.

6), cuando estudiaremos el caso de ambas interacciones de espín-órbita combinadas.

Las correcciones ε1 y ε2 son ilustradas en la Fig. 4.1, en relación a la energía del nivel

2p. Este grá�co es análogo al que se presenta usualmente para el átomo de hidrógeno.

Aquí designamos con ε1 a la corrección de la energía del estado con j = 1/2 y con ε2

a la del estado con j = 3/2. En la Fig. 4.1 se ilustra el caso en que ε1 < ε2, pero

como veremos enseguida, esta relación no se cumple para todos los materiales tipo

wurtzita. Los valores numéricos de ε1 y ε2 son presentados en la Tabla 4.2 junto con

los parámetros necesarios para su evaluación. En la última columna de la Tabla 4.2, se

muestra el porcentaje de la variación de energía, (ε2−ε1)/E∗2 , que indica la importancia
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E2p

 E =-2ß

 E = ß

 E
 j = 3/2

 j = 1/2

Fig. 4.1: Correcciones a la energía a primer orden.

relativa del splitting causado por la interacción espín-órbita extrínseca en la impureza

hidrogenoide. Vemos que el splitting es unos 4 órdenes de magnitud menor que la

energía del nivel 2p no perturbado. Este ratio es pequeño pero no es despreciable ya

que, de hecho, es similar al obtenido para el átomo de hidrógeno, que es igual a 0.00133

% [16]. Vale la pena enfatizar que esta similitud no estaba garantizada a priori, ya que

la renormalización del coe�ciente λ es muy marcada (6 órdenes de magnitud) y podría

haber producido resultados cualitativamente diferentes a los del átomo de hidrógeno.

Como se mencionó anteriormente, en la Tabla 4.2 vemos que hay un material, el

nitruro de aluminio (AlN), para el cual se invierte la relación entre ε1 y ε2. Esta

singularidad proviene de las caracteristicas de la estructura electrónica del AlN, que

determinan que el coe�ciente efectivo λ∗ sea negativo (ver Tabla 4.1).



a∗ λ∗ E∗2 ε1 ε2 (ε2 − ε1)/E∗2

[Å] [10−2 Å2] [meV] [µeV] [µeV] [%]

GaN 15.8 5.95 11.97 -1.94 0.968 0.0243

ZnO 14.1 3.08 14.65 -1.56 0.779 0.0159

InN 15.2 1.33 16.2 -0.625 0.313 0.0057

AlN 5.9 -1.04 70.85 14.50 -7.25 -0.0307

Tabla 4.2: Correcciones por interacción espín-órbita extrínseca a la energía del nivel 2p de impurezas

donoras hidrogenoides en diferentes semiconductores tipo wurtzita, con sus respectivos parámetros.

Las masas efectivas y las constantes dieléctricas utilizadas se encuentran en la Tabla 4.1
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Capítulo 5

Impurezas hidrogenoides donoras en

semiconductores con estructura

cristalina wurtzita: acoplamiento

espín-órbita intrínseco

En el Capítulo anterior estudiamos los efectos del acoplamiento espín-órbita extrínseco

en los niveles de energía de las impurezas hidrogenoides donoras para el caso de semi-

conductores con estructura cristalina wurtzita. Dicha descripción es incompleta debido

a la presencia de la interacción espín-órbita intrínseca o de Dresselhaus [19]. Esta

interacción es propia de nuestro sistema de impureza hidrogenoide por estar inmerso

en la estructura cristalina del material semiconductor. Desarrollaremos el formalismo

necesario para estudiar esta interacción en los materiales con red cristalina wurtzita y

lo aplicaremos a los mismos materiales analizados en el Capítulo anterior (GaN, ZnO,

InN y el AlN) con el �n de comparar la importancia relativa de ambas interacciones

espín-órbita.

45
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En el Capítulo 3, vimos que la interacción espín-órbita intrínseca no produce correc-

ciones a la energía de las impurezas en los materiales con red de tipo zincblenda. Esta

situación no se repite para la red wurtzita debido al rompimiento de la simetría cúbica

que en ella ocurre.

5.1 Hamiltoniano del acoplamiento espín-órbita in-

trínseco

Para comenzar el estudio del caso intrínseco, tomamos la expresión del Hamiltoniano

de la interacción espín-órbita intrínseca o de Dresselhaus de estructuras cristalinas tipo

wurtzita [13,22,31] Donde el término αw Ω̂
(1)

(k) es lineal en k y el término γw Ω̂
(3)

(k) es

cúbico en k, y αw y γw son parámetros especí�cos de cada material. Estos parámetros

son obtenidos experimentalmente o por medio de cálculos ab-initio. La dependencia en

k de Hint viene dada por:

Ω̂
(1)

(k) = (ky,−kx, 0), (5.1)

Ω̂
(3)

(k) = (b k2
z − k2

‖)(ky,−kx, 0). (5.2)

Aquí b es un parámetro especí�co para cada material con estructura cristalina wurtzita,

aunque su valor ronda a 4 para todos los materiales (ver Tabla 5.1). Además, k2
‖ =

(k2
x + k2

y). Entonces tenemos:

Hint = αw (σxky − σykx) + γw (b k2
z − k‖)(σxky − σykx). (5.3)

Nuestro objetivo es calcular las correcciones a la energía del nivel E2 producidas por este

Hamiltoniano. Como en capítulos anteriores, utilizaremos la teoría de perturbaciones

a primer orden. Para este cálculo, es conveniente expresar el Hamiltoniano Hint en la
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base de autoestados de {L2, Lz, S
2, Sz} de la impureza hidrogenoide, dado por:

ψ200η =

(
1

32πa∗3

) 1
2 (

2− r

a∗

)
e−r/2a

∗|η〉

ψ211η =
1

a∗

(
1

64πa∗3

) 1
2

(x+ iy) e−r/2a
∗|η〉

ψ210η =
1

a∗

(
1

32πa∗3

) 1
2

z e−r/2a
∗|η〉

ψ21−1η = − 1

a∗

(
1

64πa∗3

) 1
2

(x− iy) e−r/2a
∗|η〉, (5.4)

donde η = {↑, ↓}. Los elementos de matriz en estos estados del término lineal en k de

Hint son nulos, de modo que sólo contribuye el término cúbico. De este modo obtenemos

la matriz de Hint en el subespacio n = 2; los vecores estan ordenados de la siguiente

forma: |200 ↑〉, |200 ↓〉, |211 ↑〉, |211 ↓〉, |210 ↑〉, |210 ↓〉, |21 − 1 ↑〉 y |21 − 1 ↓〉, por

tanto la matriz es:

¯̄Hint =



0 0 0 A 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 B 0

0 0 0 0 0 0 0 0

A 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 B 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



, (5.5)

donde A y B son

A =
γw

32
√

2 a∗3

(
14

15
b+

133

60

)
B =

γw

32
√

2 a∗3

(
62

15
b+

433

60

)
. (5.6)
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Para encontrar los autovalores de ¯̄Hint planteamos det
(

¯̄Hint − ε ¯̄I
)

= 0, y la ecuación

de autovalores queda

ε4 − ε2(A2 +B2) + (A B)2 = 0. (5.7)

Los autovalores son ε1,2 = ±A y ε3,4 = ±B. Los autoestados correspondientes a estos

autovalores son:

|χ1〉 =
1√
2

[
|ψ200↑〉+ ψ211↓〉

]
(5.8)

|χ2〉 =
1√
2

[
− |ψ200↑〉+ ψ211↓〉

]
(5.9)

|χ3〉 =
1√
2

[
|ψ200↓〉+ ψ21−1↑〉

]
(5.10)

|χ4〉 =
1√
2

[
− |ψ200↓〉+ ψ21−1↑〉

]
(5.11)

Los autovalores ε5 hasta ε8 son degenerados e iguales a 0. El subespacio asociado a este

autovalor nulo es generado por los cuatro estados siguientes: {|ψ211↑〉, |ψ210↑〉, |ψ210↓〉, |ψ21−1↓〉},

que no aparecen en la expresión de los autoestados anteriores, {(5.8)..(5.11)}.

Es interesante notar que Hint y Jz conmutan, es decir:[
Hint, Jz

]
= 0. (5.12)

Para veri�car esta relación, modi�camos ligeramente la Ec. (5.3) usando que Si = ~
2
σi

y ki = ~
i
pi, con i = x, y, z. De este modo obtenemos

Hint = −2iαw (Sxpy − Sypx) + 2i~γw (b p2
z − p2

‖)(Sxpy − Sypx) (5.13)

y con esta expresión se puede demostrar que
[
Hint, Lz + Sz

]
= 0. El hecho de que

Hint y Jz conmuten quiere decir que es posible encontrar una base de autoestados

comunes a ambos. Vemos que los autoestados {χi, i = 1 . . . 8} dados arriba son, en

efecto, autoestados de Jz. Notamos, sin embargo, que dentro del subespacio degenerado

con autovalor nulo, uno podría elegir los autoestados de Hint de manera que no sean

autoestados de Jz.
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En la Tabla 5.1 presentamos los valores de estas correcciones a primer orden para

los cuatro materiales estudiados anteriormente, junto con los parámetros γw y b de cada

uno de ellos.

γw b ε1,2 ε3,4 E∗2 2A/E∗2 2B/E∗2

[meVÅ3] [ µeV ] [ µeV ] [meV] [%] [%]

GaN 400 3.954 ± 13.24 ± 52.79 11.97 0.2212 0.8820

ZnO 320 3.855 ± 14.67 ± 58.39 14.65 0.2002 0.7971

InN 345 4.885 ± 14.71 ± 59.49 16.20 0.1816 0.7344

AlN 6.45 3.7674 ± 3.98 ± 15.81 70.86 0.0112 0.0446

Tabla 5.1: Correcciones por interacción espín-órbita intrínseca a la energía del nivel 2p de impurezas

donoras hidrogenoides en diferentes semiconductores tipo wurtzita, con sus respectivos parámetros.

Las masas efectivas y las constantes dieléctricas utilizadas para calcular E∗
2 se encuentran en la Tabla

4.1

.

En la Tabla 5.1 consignamos el cociente entre ε1 − ε2 = 2A, ε3 − ε4 = 2B y E∗2

para indicar splittings típicos causados por la interacción intrínseca. Las correcciones

a la energía de la interacción espín-órbita intrínseca son aproximadamente un orden

de magnitud más grandes que las de la interacción extrínseca, como puede verse en la

última columna de las Tablas (4.2) y (5.1). Además, remarcamos que la interacción

intrínseca produce un mayor rompimiento de la degeneración que la extrínseca.
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Fig. 5.1: Representación esquemática de las correcciones a la energía del nivel n = 2 de la impureza

hidrogenoide a primer orden en la interacción espín-órbita intrínseca.



Capítulo 6

Interacciones espín-órbita intrínseca y

extrínseca combinadas para

semiconductores con estructura

cristalina tipo wurtzita

En los capítulos anteriores hemos analizado por separado los splittings de energía causa-

dos por las interacciones espín-órbita extrínseca (Capítulo 4) e intrínseca (Capítulo 5).

Vimos que la interacción intrínseca produce splittings más grandes y mayor rompimiento

de la degeneración del nivel E2 de la impureza hidrogenoide. En realidad, vimos que

mientras que la interacción extrínseca sólo acopla los estados de la subcapa 2p, la in-

teracción intrínseca mezcla los estados de las dos subcapas, 2s y 2p. Las descripciones

anteriores fueron útiles para comprender los efectos de los dos tipos de acoplamiento

espín-órbita individualmente. Sin embargo, para obtener una descripción completa del

problema es necesario estudiar la situación real en la que ambas interacciones se pre-
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sentan juntas. En este caso, esperamos un acoplamiento de todos los estados del nivel

E2, y un mayor rompimiento de la degeneración.

6.1 Planteamiento del problema y solución analítica

Ahora consideramos el caso combinado de las interacciones espín-órbita extrínseca e

intrínseca. El Hamiltoniano efectivo completo de la impureza hidrogenoide en el bulk

es:

H = H∗0 +Hext +Hint, (6.1)

donde

H∗0 =
P 2

2m∗
+ V (r), (6.2)

donde V (r) es el potencial de la impureza donora dado en la Ec. (4.16). Hext es la

interacción espín-órbita extrínseca y fue dada en la Ec. (4.2) con la Ec. (4.15). La

interacción espín-órbita intrínseca, Hint, fue dada en la Ec. (5.3). Hext +Hint representa

la perturbación espín-órbita completa de la impureza. Nuevamente realizaremos un

tratamiento perturbativo a primer orden en el Hamiltoniano de espín-órbita. Para

ello expresaremos el acoplamiento espín-órbita en la base desacoplada del nivel E2,

{|l, s;ml,ms〉}, la misma que utilizamos en el análisis de Hint en el Capítulo 5. Con el

�n de calcular los elementos de matriz de Hext en los estados de esta base, utilizaremos

su expresión en la base acoplada, {|l, s, j,mj〉} (autoestados de J2 y Jz) (ver Capítulo 4)

y haremos un cambio de base. Dicho cambio de base se realiza utilizando los coe�cientes

de Clebsch-Gordan (Cj,mj
):

|l, s;ml,ms〉 =
∑
j,mj

Cj,mj
|l, s, j,mj〉. (6.3)
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Con lo cual vamos a escribir la base desacoplada {|l, s;ml,ms〉} en términos de la base

acoplada {|l, s, j,mj〉} de la siguiente manera:

∣∣∣l = 0, s =
1

2
; ml = 0,ms = +

1

2

〉
=
∣∣∣l = 0, s =

1

2
, j =

1

2
,mj =

1

2

〉
∣∣∣0, 1

2
; 0,−1

2

〉
=
∣∣∣0, 1

2
,

1

2
,−1

2

〉
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2
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1

2

〉
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1
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. (6.4)

La matriz del Hamiltoniano espín-órbita completo incluyendo ambas interacciones in-

trínseca y extrínseca en la base desacoplada es:

Hext +Hint =



−ε 0 0 A 0 0 0 0

0 −ε 0 0 0 0 B 0

0 0 β − ε 0 0 0 0 0

A 0 0 −β − ε
√

2 β 0 0 0

0 0 0
√

2 β −ε 0 0 0

0 0 0 0 0 −ε
√

2 β 0

0 B 0 0 0
√

2 β −β − ε 0

0 0 0 0 0 0 0 β − ε



(6.5)
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donde β fue de�nido en la Ec. (4.26) y A y B fueron de�nidas en las Ecs. (5.6). El poli-

nomio característico que resuelve el problema del acoplamiento intrínseco y extrínseco

es:

ε2(ε− β)2(ε β + ε2 − A2 − 2 β2)(ε β + ε2 −B2 − 2 β2) = 0. (6.6)

Sus autovalores son:

ε2 = 0 ⇒ ε1,2 = 0, (6.7)

(ε− β)2 = 0 ⇒ ε3,4 = β, (6.8)

ε2 + εβ − (A2 + 2β2) = 0 ⇒ ε5,6 = −β
2
±
√

9

4
β2 + A2, (6.9)

ε2 + εβ − (B2 + 2β2) = 0 ⇒ ε7,8 = −β
2
±
√

9

4
β2 +B2. (6.10)

Cabe destacar que las soluciones de las Ecs. (6.7) a (6.10) contienen los dos casos ante-

riores de interacción espín-órbita. Tomando A = B = 0 se recupera el caso extrínseco

(Ec. (4.26)), mientras que con β = 0 se obtiene el caso intrínseco (Ec. (5.7)).

Los autoestados correspondientes a estos autovalores, expandidos en la base de-

sacoplada, son:

|χ1〉 = −
√

2β

A

0,
1

2
; 0,+

1

2

〉
+
1,

1

2
; 0,+

1

2

〉
(6.11)

|χ2〉 = −
√

2β

B

0,
1

2
; 0,−1

2

〉
+
1,

1

2
; 0,−1

2

〉
(6.12)
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1

2
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1

2

〉
(6.13)
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2
; −1,−1

2

〉
(6.14)

|χ5〉 =
A√
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2
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1

2
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2
√
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1

2
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2

〉
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1

2
; 0,+

1

2

〉
(6.15)

|χ6〉 =
A√
2β

0,
1

2
; 0,+

1

2

〉
+
−β − ΩA

2
√

2β

1,
1

2
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2

〉
+
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1

2
; 0,+

1

2

〉
(6.16)

|χ7〉 =
B(ΩB + β)

2ωB

0,
1

2
; 0,−1

2

〉
+
B(ΩB + β)√

2ωB
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+
1,

1

2
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1
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〉
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|χ8〉 =
B(β − ΩB)

2ωB

0,
1

2
; 0,−1

2

〉
+
B(β − ΩB)√

2ωB

1,
1

2
; 0,−1

2

〉
+
1,

1

2
; −1,+

1

2

〉
. (6.18)
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Hemos llamado ΩA =
√

9β2 + 4A2, ΩB =
√

9β2 + 4B2 y ωB = 2β2 +B2.

Como vimos en el Capítulo 5, el Hamiltoniano de la interacción espín-órbita in-

trínseca Hint (Ec. (5.3)), conmuta con Jz; o sea
[
Hint, Jz

]
= 0. Por otra parte, se sabe

que
[
H∗0 + Hext, Jz

]
= 0 [16]. Con lo cual el Hamiltoniano completo también conmuta

con Jz, es decir: [
H, Jz

]
=
[
H∗0 +Hext +Hint, Lz + Sz

]
= 0. (6.19)

Recordamos al lector que H∗0 está dado en la Ec. (6.2) y Hext está dado en la Ec. (4.2)

con Ec. (4.15). El hecho de que
[
H, Jz

]
= 0 implica que existe una base de autoestados

comunes a los dos operadores. La base {χi , i = 1 . . . 8} es efectivamente una base

común de ambos H y Jz, como puede veri�carse calculando a simple vista el autovalor

de Jz, mj = ml +ms, para los estados {χi}.

6.2 Ejemplos de las correcciones a la energía del nivel

E2 para materiales GaN, ZnO, InN y AlN

En esta sección mostramos resultados comparativos de la interacción espín-órbita com-

binada para los diferentes materiales semiconductores tipo wurtzita considerados en los

dos capítulos anteriores. Obtendremos tanto los valores absolutos de los splittings de

energía como los porcentajes de E2 (energía no pertubada) que representan, con el �n

de comparar su importancia relativa en los distintos materiales.

En primer lugar gra�camos en forma esquemática los valores de εi de las Ecs. (6.7)

- (6.10) y los presentamos en la Fig 6.1. En esta grá�ca podemos apreciar cualitati-

vamente el splitting de los autovalores de energía y se puede ver que hay un mayor

rompimiento de la degeneración con los dos tipos de acoplamientos que en el caso de
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E2
 ε6
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Fig. 6.1: Representación esquemática de las correcciones a la energía del nivel n = 2 de la impureza

hidrogenoide a primer orden en las interacciones espín-órbita intrínseca y extrínseca combinadas.

los acoplamientos por separado (Capítulos 4 y 5). De todos modos, se ve que la degen-

eración de los autoestados ε1,2 y ε3,4 aún permanece.

En segundo lugar, calculamos los autovalores εi usando los valores de A, B y β

correspondientes a GaN, ZnO, InN y AlN (ver Capítulos 4 y 5); estos resultados los

presentamos en la Tabla 6.1. Los autovalores ε1,2 son cero para todos los materiales, es

ε3,4 ε5 ε6 ε7 ε8

[µeV] [µeV] [µeV] [µeV] [µeV]

GaN 0.23 -13.36 13.13 -54.71 54.48

ZnO 4.90 -49.39 44.94 -60.78 56.33

InN 0.76 -15.42 14.66 -61.31 60.63

AlN -20.15 -20.44 40.58 -17.56 37.70

Tabla 6.1: Correcciones por las interacciones espín-órbita intrínseca y extrínseca combinadas a la

energía del nivel E2, en impurezas donoras hidrogenoides en diferentes materiales semiconductores de

estructura cristalina tipo wurtzita.
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decir no hay correción a la energía de los estados correspondientes. Los autovalores ε3,4

son positivos en los materiales GaN, ZnO y el InN; pero para el nitruro de aluminio

(AlN) estos autovalores cambian de signo. Los motivos por los que se presenta una

singularidad en el AlN están principalmente relacionados con los parámetros de su

estructura electrónica: ∆0, γw y a∗. Este cambio de signo ya fue mencionado para el

caso de la interacción extrínseca, ver Capítulo 4 en la Tabla (4.1). Para interpretar este

cambio de signo mencionamos los aspectos mas relevantes, que son:

• La energía de split-o� (∆0) es negativa en el AlN, mientras que para los otros

materiales es positiva. Esto produce que la constante de acoplamiento extrínseco,

λ∗, sea también negativa (ver Tabla 4.1), mientras que en los otros materiales es

positiva. Esta es la razón mas importante del cambio de signo de ε3,4 en AlN.

• El parámetro γw es menor por dos órdenes de magnitud respecto de los otros

materiales (ver Tabla 4.1).

• El radio de Bohr efectivo, a∗, del AlN es mucho menor que en los demás com-

puestos (ver Tabla 4.1).

Por último, ε3,4 sólo dependen de β; es decir, están formados sólo por el acoplamiento

espín-órbita extrínseco, Ec. (4.26). Los autovalores ε5,6 dependen tanto de β como de

A; es decir dependen de ambos tipos de acoplamiento, Ec. (6.10). Los autovalores ε7,8

también dependen de β; pero en este caso de B en lugar de A, nuevamente hay una

combinación de ambos acoplamientos, Ec. (6.10). Recordar que las constantes A y B

involucradas vienen del acoplamiento espín-órbita intrínseco, como se muestra en la Ec.

(5.7).

En la Fig. 6.2 presentamos un esquema a escala de los valores de las correcciones de

la energía εi {i = 1 . . . 8} del nivel E2 debido a las interacciones espín-órbita intrínseca
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Fig. 6.2: GaN, ZnO, InN y AlN y sus correciones a la energía del nivel n = 2, debido a las interacciones

espín-órbita intrínseca y extrínseca combinadas.
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y extrínseca combinadas, donde se puede comparar el efecto del splitting para cada

material. Podemos ver claramente que para ε1,2 (cruces azules) no hay contribución

a la energía E2; o sea, no hay rompimiento de la degeneración. Los autovalores ε3,4

(círculo rojo) rompen parcialmente la degeneración, ya que son no nulos pero iguales

entre sí en todos los materiales. Los autovalores restantes rompen completamente la

degeneración en todos los materiales.

En GaN, ZnO y AlN los autovalores ε7,8 (triángulos negros) son los que tienen el

mayor splitting para cada material, y además son cercanos en sus valores para los tres

materiales. Cabe destacar, como ya mencionamos anteriormente, que los autovalores

ε7,8 dependen de β y de B. Por el contrario, en el nitruro de alumino (AlN) estos

autovalores no tienen el mayor splitting de energía; para este material el mayor spliting

lo dan los autovalores ε5,6 (cuadrados verdes). Comparado con el de los otros tres

materiales, el splitting de los autovalores ε7,8 para el AlN es sensiblemente menor.

Los autovalores ε5,6 (cuadrados verdes) tiene un comportamiento variado para los

distintos materiales. Para el GaN y el InN, sus splitting son similares, mientras que para

el ZnO tiene un splitting sensiblemente mayor. Para el nitruro de aluminio (AlN) estos

autovalores vienen a dar la mayor contribución a la energía E2 debido a la interacción

espín-órbita. Estos autovalores ε5,6 dependen de β y de A.

Por otro lado, en la Fig. 6.3 mostramos los splittings de energía para cada material,

utilizando el formato de la Fig. 6.1 y los valores de la Tabla 6.1. En la Fig. 6.3 seguimos

el mismo código de colores que en las Figs. 6.1 y 6.2. Aquí mostramos de una manera

más especí�ca como es el splitting de energía de cada material (ver Tabla 6.2). Como

ya vimos el AlN se sale del comportamiento de los otros semiconductores tipo wurtzita

que hemos venido estudiando. El autovalor ε3,4, que sólo depende de β, es negativo,

algo que no ocurre con los otros materiales. El valor más bajo de energía corresponde
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al autovalor ε5 (que depende de β y A), mientras que para el resto de los materiales es

ε7 (que depende de β y B). Al igual que su máximo valor de energía corresponde al

autovalor ε6 (que depende de β y A), mientras que en los demás es ε8 (que depende de

β y B). En los otros materiales las relaciones entre sus autovalores se mantienen como

se muestra en la Fig. 6.1.

Otra manera de ver como son los splittings de energía es calculando sus porcentajes

con respecto a la energía del nivel no perturbado. En las dos últimas columnas de la

Tabla 6.3 se muestran los porcentajes (ε6 − ε5)/E∗2 y (ε8 − ε7)/E∗2 , que corresponden a

la combinación de los dos tipos de acoplamiento e indican la importancia relativa del

splitting causado por la interaccíon espín-órbita combinada de la impureza hidrogenoide.

Para facilitar la comparación con el caso intríseco puro se muestran también los mismos

porcentajes cuando β = 0 en las columnas 4 y 5. Con β = 0 tenemos que (ε6−ε5)/E∗2 =

2A/E∗2 y (ε8− ε7)/E∗2 = 2B/E∗2 . (Los valores de las correcciones, 2A/E∗2 y 2B/E∗2 , son

los mismos valores mostrados en la Tabla 5.1.) Además presentamos en la columna 3

los splitting relativos del caso extrínseco, que son iguales a 3β/E∗2 . Se puede apreciar

que los splittings son mayores en el caso combinado que en el intrínseco puro. De

igual manera, al comparar el splitting con el caso extrínseco puro se ve que es mucho

mayor el combinado. Además, como ya mencionamos, hay un rompimiento mayor de

la degeneración en el caso combinado, que surge del hecho de que los dos tipos de

acoplamiento rompen (parcialmente) la degeneración de diferente manera.



E∗2 3β/E∗2 2A/E∗2 2B/E∗2 (ε6 − ε5)/E∗2 (ε8 − ε7)/E∗2

[meV] [%] [%] [%] [%] [%]

GaN 11.97 0.0057 0.2212 0.8820 0.2213 0.9122

ZnO 14.65 0.1003 0.2002 0.7971 0.6439 0.7994

InN 16.20 0.0141 0.1816 0.7344 0.1897 0.7527

AlN 70.86 0.0853 0.0112 0.0446 0.0861 0.0779

Tabla 6.2: Porcentajes de las correcciones por las interacciones espín-órbita intrínseca y extrínseca in-

dividualmente y combinadas a la energía del nivel E2 de impurezas donoras hidrogenoides en diferentes

semiconductores tipo wurtzita.
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Fig. 6.3: Correcciones de la energía del nivel n = 2 de la impureza hidrogenoide a primer orden en

las interacciones espín-órbita intrínseca y extrínseca, para cada uno de diferentes materiales semicon-

ductores tipo wurtzita.



Capítulo 7

Conclusiones

En el estudio de una impureza hidrogenoide en un sólido, más precisamente la in-

teracción espín-órbita en semiconductores con estructuras cristalinas tipo zinblenda y

wurtzita, encontramos que este tipo de interración contribuye de diferente manera a

la energía del nivel E2. En especial, vimos que la interacción intrínseca (Dresselhaus)

para la zincblenda no contribuye a la energía E2, mientras que para la wurtzita si. En

cambio, observamos que la interacción extrínseca sí contribuye a la energía E2 para los

dos tipos de estructuras cristalinas. A continuación detallamos los efectos de ambos

tipos de interaccion espín-órbita en una impureza hidrogenoide en semiconductores con

estructura cristalina zincblenda y wurtzita.

Para los semiconductores con estructura cristalina zinblenda, estudiamos en primer

lugar el acoplamiento espín-órbita intrínseco o de Dresselhaus. Este tipo de estructura

cristalina posee simetría cúbica; el Hamiltoniano de Dresselhaus en este caso tiene tér-

minos que son cúbicos en k, simétricos en cada una de sus componentes. Al calcular

sus elementos de matriz en los estados de la impureza hidrogenoide de la capa n = 2,
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vimos que muchos de los términos del integrando tienen alguna función impar por lo

menos en una de sus coordenadas cartesianas (x, y, z). Entonces, tras la integración en

todo el espacio entre −∞ y ∞ en las tres coordenadas dichos términos no contribuyen

al elemento de matriz. Este mismo comportamiento ocurre con la mayoría de los ele-

mentos de matriz dentro de las subcapas l = 0 o l = 1, y con los elementos de matriz

intersubcapa con espines opuestos.

Por otro lado tenemos que los elementos de matriz H200↑,210↑, H200↓,210↓, no se can-

celan por paridad como en los casos anteriores; sino que la cancelación se produce de

a pares de términos que sólo di�eren en un intercambio de las variables x e y. Lo

mismo ocurre para el elemento de matriz H200↓,210↓. En conclusión, toda la matriz Hint

es nula, y por lo tanto la interacción espín-órbita intrínseca en las redes zincblenda no

contribuye a la energía en la capa n = 2.

Para calcular las correcciones a la energía debida al acoplamiento extrínseco, que se

relaciona con el Hamiltoniano efectivo de Rashba, calculamos los valores de energía ε1

y ε2 como se muestra en la Fig. 3.1. Este procedimiento es análogo al que se presenta

usualmente para el átomo de hidrógeno.

En la Tabla 3.1 mostramos los diferentes parámetros usados para calcular las con-

stantes de acoplamiento efectivas de los materiales zincblenda (Ec. (2.9)), y los diferentes

valores de energía del nivel 2p. Los valores numéricos de ε1 y ε2 son presentados en la

Tabla 3.2, junto con los parámetros de radio efectivo a∗ y constante de acoplamiento

efectiva λ∗, necesarios para el calculo de las energías que corrigen al nivel E2. Pode-

mos decir que, para los semiconductores con estructura cristalina zincblenda, solo hay

corrección a la energía debida al acoplamiento extrínseco, ya que el intrínseco es com-

pletamente nulo.
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Para la otra estructura cristalina, la wurtzita, consideramos primero el acoplamiento

extrínseco, para lo cual fue necesario adaptar el Hamiltoniano efectivo de Rashba. Esto

se debe a que la constante de acoplamiento no se encontraba disponible en la literatura.

Concretamente, utilizamos el formalismo de Foldy y Wouthuyssen para obtener en

forma analítica el coe�ciente de acoplamiento espín-órbita en una red como la wurtzita

que no presenta simetría cúbica. Las correcciones ε1 y ε2 son ilustradas en la Fig. 4.1,

en relación a la energía del nivel 2p. Los valores numéricos de ε1 y ε2 son presentados

en la Tabla 4.2, junto con sus respectivos parámetros. En la última columna de la

Tabla 4.2, se muestra el porcentaje de la variación de energía, (ε2 − ε1)/E∗2 , que indica

la importancia relativa del splitting causado por la interacción espín-órbita extrínseca

en la impureza hidrogenoide. Vemos que el splitting es unos 4 órdenes de magnitud

menor que la energía del nivel 2p no perturbado. Este ratio es pequeño pero no es

despreciable ya que, de hecho, es similar al obtenido para el átomo de hidrógeno, que es

igual a 0.00133 % [16]. Vale la pena enfatizar que esta similitud no estaba garantizada

a priori, ya que la renormalización del coe�ciente λ es muy marcada (6 órdenes de

magnitud) y podría haber producido resultados cualitativamente diferentes a los del

átomo de hidrógeno.

En la Tabla 4.2 vemos que hay un material, el nitruro de aluminio (AlN), para el

cual se invierte la relación entre ε1 y ε2. Esta singularidad proviene de las caracteristicas

de la estructura electrónica del AlN, que determinan que el coe�ciente efectivo λ∗ sea

negativo (ver Tabla 4.1).

Luego tomamos el Hamiltoniano de Dresselhaus o intrínseco para una estructura

cristalina wurtzita. Cabe destacar que en este tipo de estructuras no hay simetría

cúbica. Los elementos de matriz de este Hamiltoniano no son nulos como en el caso

de la zinblenda. Por lo tanto, en este caso sí hay correcciones por interacción espín-

órbita intrínseca a la energía del nivel E2 de impurezas donoras hidrogenoides. En la
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Tabla 5.1 presentamos los valores de estas correcciones a primer orden para los cuatro

materiales estudiados (GaN, ZnO, InN, AlN), junto con los parámetros γw y b de cada

uno de ellos. Las correcciones a la energía de la interacción espín-órbita intrínseca

son aproximadamente un orden de magnitud más grandes que las de la interacción

extrínseca, como puede verse en la última columna de las Tablas (4.2) y (5.1). Además,

es importante remarcar que la interacción intrínseca produce un mayor rompimiento de

la degeneración que la extrínseca.

Para una descripción más completa y realista del problema, es necesario considerar

que en las impurezas en una red tipo wurtzita ambas interacciones se presentan jun-

tas. De una manera más especí�ca mostramos cómo es el splitting de la energía E2 de

cada material considerado (ver Tabla 6.1). También, otra manera de ver como son los

splittings de energía, es mediante sus porcentajes. En el Tabla 6.2, mostramos los por-

centajes de la variación de la energía de E2. En la columna 3, se muestran los splittings

para el caso extrínseco 3β/E∗2 , que muestra valores menores que el caso combinado. En

las columnas 4 y 5, se muestran los splittings relativos para el caso intrínseco, 2A/E∗2

y 2B/E∗2 , que también muestran valores de energía menores que el combinado. En las

columnas 6 y 7 (ε6 − ε5)/E∗2 y (ε8 − ε7)/E∗2 se muestran los splitting causados por la

interaccíon espín-órbita combinada de la impureza hidrogenoide. Estos valores corre-

ponden a la combinación de los dos tipos de acoplamiento, son porcentajes mayores que

en el caso de los acoplamientos individuales. Además de observar que hay una mayor

contribución a la energía del nivel E2, con los dos tipos de acoplamiento juntos, tam-

bién hay un mayor rompimiento de la degeneración que en los casos individuales. Para

concluir, mencionamos que el AlN presenta varias características que lo diferencian no-

tablemente de los otros tres materiales considerados, debido a los peculiares parámetros

de su estructura cristalina de base.



Appendix A

Desarrollo Perturbativo de Hso

Para el desarrollo perturbativo de Hso, es posible pasar de una representación de dos

espinores | φLφS〉, a una representación de espín-órbita | φ〉, por el método llamado

�eliminación de la componente pequeña�, entre otros; i. e., vía transformación de Foldy

y Wouthuysen [32].

En ésta representación, las correciones relativistas quedan escritas como una �per-

turbación� agregada a la ecuación de Schrödinger, en el llamado Hamiltoniano de Beit-

Pauli [32]. La ecuación de Dirac para un electrón en presencia del campo de los nucleos

V , se escribe como [32]:

(c α̂ · p + β̂ ·m c2 + V ) | φ〉 = E | φ〉, (1.1)

donde | φ〉, son las soluciones escritas en forma de dos espinores. Desarrollando la Ec.

(1.1), en función de los dos epinores, la ecuación de autovalores queda escrita como el

sistema acoplado de ecuaciones:

c(σ · p)φL + (V − E +mc2)φS = 0, (1.2)
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c(σ · p)φS + (V − E −mc2)φL = 0. (1.3)

Para resolver este sistema de ecuaciones, se puede expresar a φS en función de φL, asi:

φS = −R(E)−1c(σ · p)φL, (1.4)

R(E) = [(V − E)−mc2 ], (1.5)

reemplazando la expresión para φS, en la Ec. (1.2), se obtiene una ecuación para φL:

c2 (σ · p)R(E)−1(σ · p)φL = (V − E +mc2)φL. (1.6)

Usando la identidad de operadores (A − B)−2 = −B−1 + B−1A (A − B)−1, se puede

escribir una expresión para R(E)−1:

A = V − E +m c2

B = 2m c2

A−B = V − E −m c2 = R

R(E)−1 =
1

2m c2

[
−1 + (V − E +m c2)(V − E −m c2)−1

]
(1.7)

reemplazando R(E)−1 en la Ec. (1.6), queda:

(2m)−1 (σ ·p)
[
−1 + (V − E +m c2)(V − E −m c2)−1

]︸ ︷︷ ︸
R(E)−1

(σ ·p)φL = (V −E+mc2)φL.

(1.8)

Se rede�nen las escalas de energías, introduciendo un factor de fase en la función de

onda. Sin perder generalidad, se hace el cambio de variables; rede�niendo E y volviendo

a llamar sin primar a las variables en Ec. (1.8), asi:

E = E −m c2, ψ = ψ exp−imc2/h
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β = β − 14

(V − E)φL + (σ · p)R(E)(σ · p)φL = 0

R(E) =
1

2m

[
1− (V − E)(V − E − 2m c2)−1

]
, (1.9)

Teniendo en cuenta que (σ · p)(σ · p) = p2; se ve que R → 1/2m cuando c → ∞;

lo que reproduce en la Ec. (1.9) la ecuación de Schrödinger. Entonces la componente

grande se reduce a la expresión no relativista de la función de onda expresada como

espín-órbital, en este limite. También puede comprobarse facilmente que φS → 0 si

c→∞ en la Ec. (1.3).

Usando la identidad de las matrices de Pauli, (σ · u)(σ · v) = u · v + iσ · (u× v),

identi�cando a u = pR; y a v = p, se puede escribir la Ec. (1.9) como:

(V − E)φL + D1φ
L = 0 (1.10)

D1 = pRp + iσ · (pR× p), (1.11)

La Ec. (1.10) en principio es exacta. Aproximaciones relativístas a orden 1/c, a partir de

la ecuación de Schrödinger, corresponden tomar desarrollos de R en potencias sucesivas

de (V − E)/2m c2. En este caso se puede aproximar desarrollando R en series de

potencias, y obtenemos �nalmente:

R ≈
1

2m

[
1 +

V − E
2m c2

+ v 2

(
V − E
2m c2

)]
(1.12)



Appendix B

Cálculo de elemento de matriz del

acoplamiento espín-órbita intrínseco

en zincblenda

Vamos a calcular un elemento de matriz del acoplamiento espín-órbita intrínseco para

la wurtzita. Tomamos el elemento de matriz para los estados
∣∣211 ↑

〉
,
∣∣21 − 1 ↓

〉
,

utilizando la Ec. (3.6), tenemos:

H211↑,21−1↓ =
γz
~3

〈
ψ211↑

∣∣px(p2
y − p2

z)σx + py(p
2
z − p2

x)σy + pz(p
2
x − p2

y)σz
∣∣ψ21−1↓

〉
,

=
γz
~3

[〈
ψ211↑

∣∣px(p2
y − p2

z)σx
∣∣ψ21−1↓

〉
+
〈
ψ211↑

∣∣py(p2
z − p2

x)σy
∣∣ψ21−1↓

〉
+
〈
ψ211↑

∣∣pz(p2
x − p2

y)σz
∣∣ψ21−1↓

〉]
. (2.1)

70



71

Teniendo en cuenta las Ecs. (2.4), nuestro elemento de matriz se reduce a:

H211↑,21−1↓ =
γz
~3

[〈
ϕ211

∣∣px(p2
y − p2

z)
∣∣ϕ21−1

〉
− i
〈
ϕ211

∣∣py(p2
z − p2

x)
∣∣ϕ21−1

〉〉]
. (2.2)

Finalmente, con las Ecs. (3.4), (3.5), (3.11), el elemento de matriz queda:

H211↑,21−1↓ = −iγzC211C21−1

[ ∫
dr (x+ iy)e−r/2a

∗
∂x(∂

2
y − ∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

−i
∫
dr (x+ iy)e−r/2a

∗
∂y(∂

2
z − ∂2

x)(x− iy)e−r/2a
∗
]
. (2.3)

Ahora vamos analizar un solo miembro de la integral , puesto que el otro es comple-

tamente análogo. En primer lugar calculamos las derivadas de ∂x∂2
z (x − iy)e−r/2a

∗
,

asi:

∂2
z (x− iy)e−r/2a

∗
=
−(x− iy)

2a∗

(1

r
− z2

r3
− z2

2a∗r2

)
e−r/2a

∗

∂x∂
2
z (x− iy)e−r/2a

∗
=

1

2a∗

[(
− 1

r
+
z2

r3
+

z2

2a∗r2

)
+ (iy − x)

(
− x

r3

+
3xz2

r5
+

xz2

2a∗r4

)
− x(iy − x)

2a∗r

( 1

r3
− z2

r3
− z2

2a∗r2

)]
e−r/2a

∗
. (2.4)

Por otro lado tenemos ∂x∂2
y(x− iy)e−r/2a

∗
, asi:

∂2
y(x− iy)e−r/2a

∗
=
e−r/2a

∗

2a∗

(2iy − x
r

+
xy2 − iy3

r3

)
+

y

2a∗r

(
i+

xy2

r3
− iy3

r3

)
e−r/2a

∗

=
1

2a∗

(3iy

r
− x

r
+
xy2

r3
− iy3

r3
+

xy2

2a∗r2
− iy3

2a∗r2

)
e−r/2a

∗

∂x∂
2
y(x− iy)e−r/2a

∗
=

1

2a∗

(
− 3iyx

r3
− 1

r
+
x2

r3
+
y2

r3
− 3y2x2

r5
+

3iy3x

r5
+

y2

2a∗r2

−y
2x2

a∗r4
+
iy3x

a∗r4
− 3iyx

2a∗r2
+

x2

2a∗r2
− y2x2

2a∗r4
+

iy3x

2a∗r4
− y2x2

4a∗2r3
+

iy3x

4a∗2r3

)
e−r/2a

∗
.(2.5)
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Ahora hacemos ∂x∂2
y(x− iy)e−r/2a

∗ − ∂x∂2
z (x− iy)e−r/2a

∗
, y obtenemos:

(∂x∂
2
y − ∂x∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

=
1

2a∗

(
− 3iyx

r3
− 1

r
+
x2

r3
+
y2

r3
− 3y2x2

r5
+

3iy3x

r5

+
y2

2a∗r2
− y2x2

a∗r4
+
iy3x

a∗r4
− 3iyx

2a∗r2
+

x2

2a∗r2
− y2x2

2a∗r4
+

iy3x

2a∗r4
− y2x2

4a∗2r3
+

iy3x

4a∗2r3

+
1

r
− z2

r3
− z2

2a∗r2
+
ixy

r3
− x2

r3
− 3ixyz2

r5
+

3x2z2

r5
− ixyz2

a∗r4
+
x2z2

a∗r4

+
iyx

2a∗r2
− x2

2a∗r2
− iyxz2

2a∗r4
+

x2z2

2a∗r4
− iyxz2

4a∗2r3
+

x2z2

4a∗2r3

)
e−r/2a

∗
. (2.6)

simpli�cando.

(∂x∂
2
y − ∂x∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

=
1

2a∗

(
− 3iyx

r3
+
y2

r3
− 3y2x2

r5
+

3iy3x

r5
+

y2

2a∗r2

−y
2x2

a∗r4
+
iy3x

a∗r4
− 3iyx

2a∗r2
+

x2

2a∗r2
− y2x2

2a∗r4
+

iy3x

2a∗r4
− y2x2

4a∗2r3
+

iy3x

4a∗2r3
− z2

r3

− z2

2a∗r2
+
ixy

r3
− 3ixyz2

r5
+

3x2z2

r5
− ixyz2

a∗r4
+
x2z2

a∗r4
+

iyx

2a∗r2
− x2

2a∗r2
− iyxz2

2a∗r4

+
x2z2

2a∗r4
− iyxz2

4a∗2r3
+

x2z2

4a∗2r3

)
e−r/2a

∗
. (2.7)

Ahora hacemos (x+ iy)e−r/2a
∗
∂x∂

2
y(x− iy)e−r/2a

∗ − ∂x∂2
z (x− iy)e−r/2a

∗
, asi:

(x+ iy)e−r/2a
∗
(∂x∂

2
y − ∂x∂2

z )(x− iy)e−r/2a
∗

=

(x+ iy)

2a∗

(
− 3iyx

r3
+
y2

r3
− 3y2x2

r5
+

3iy3x

r5
+

y2

2a∗r2
− y2x2

a∗r4
+
iy3x

a∗r4
− 3iyx

2a∗r2

+
x2

2a∗r2
− y2x2

2a∗r4
+

iy3x

2a∗r4
− y2x2

4a∗2r3
+

iy3x

4a∗2r3
− z2

r3
− z2

2a∗r2
+
ixy

r3
− 3ixyz2

r5

+
3x2z2

r5
− ixyz2

a∗r4
+
x2z2

a∗r4
+

iyx

2a∗r2
− x2

2a∗r2
− iyxz2

2a∗r4
+

x2z2

2a∗r4
− iyxz2

4a∗2r3
+

x2z2

4a∗2r3

)
e−r/2a

∗
e−r/2a

∗
. (2.8)
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Simpli�cando los terminos tenemos:

=
e−r/a

∗

2a∗

(
− 2iyx2

r3
− 3y2x3

r5
+

xy2

2a∗r2
− y2x3

a∗r4
+
iy3x2

a∗r4
− 3iyx2

2a∗r2
− y2x3

2a∗r4
+

iy3x2

2a∗r4
− y2x3

4a∗2r3
+

iy3x2

4a∗2r3
− xz2

r3
− xz2

2a∗r2
+

3x3z2

r5
− ix2yz2

a∗r4
+
x3z2

a∗r4
+

iyx2

2a∗r2

−iyx
2z2

2a∗r4
+

x3z2

2a∗r4
− iyx2z2

4a∗2r3
+

x3z2

4a∗2r3
+ .

3y2x

r3
+
iy3

r3
− 3y4x

r5
+

iy3

2a∗r2
− iy3x2

a∗r4

− y
4x

a∗r4
+

3y2x

2a∗r2
+

ix2y

2a∗r2
− iy3x2

2a∗r4
− y4x

2a∗r4
− iy3x2

4a∗2r3
− y4x

4a∗2r3
− iyz2

r3
− iyz2

2a∗r2

+
3xy2z2

r5
+
xy2z2

a∗r4
+
ix2yz2

a∗r4
− y2x

2a∗r2
− ix2y

2a∗r2
+
y2xz2

2a∗r4
+
ix2yz2

2a∗r4
+
y2xz2

4a∗2r3

+
ix2yz2

4a∗2r3

)
. (2.9)

En cada uno de los términos hay una combinación de las tres componentes espaciales, y

siempre hay una de ellas elevada a una potencia impar. Como la integral se hace sobre

todo el espacio, el resultado es nulo, por lo que cada uno de los términos se hacen cero.
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