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Restimen

Este trabajo trata sobre la estimacién del error en la norma WP para la Qj, interpolacién de
Lagrange sobre cuadrildteros convexos generales K C R2. Denotando con @y al interpolante, la
estimacién estandar del error se encuentra usualmente escrita en la forma

lu — Qrullg i + b lu— Qruly p, i < CR* Mutljyrp ks (0.0.1)
siendo h el didmetro de K. La desigualdad (0.0.1) involucra la estimacién LP del error
[ — Qrullg e < CHF Moy pc, (0.0.2)
y la estimacién en la seminorma

lu— Qruly g < Ch|ul1,p,1c- (0.0.3)

Una cuestién central sobre (0.0.1) es la dependencia de la constante C' en funcién de cantidades
geométricas bésicas asociadas al elemento K considerado. Es bien sabido que la constante C' en
(0.0.2) permanece uniformemente acotada para cuadrilateros convexos arbitrarios. Sin embargo,
este hecho es falso para la constante C' en (0.0.3). El objetivo principal de este trabajo es el
estudio de la dependencia de C en (0.0.3) en relacién a los dngulos interiores de K. A pesar
que esta relacién ha sido considerada en trabajos previos, ninguno de ellos, hasta donde nosotros
sabemos, ha dado un resultado tan claro como el que ofrecemos aqui. Por ejemplo, acotar el
minimo y el maximo adngulo interior es considerado como una cuestién central en algoritmos de
generacién de mallas a partir del trabajo de Ciarlet y Raviart [13], sin embargo ninguna prueba
de suficiencia ha sido dada hasta ahora (al menos para grados arbitrarios de interpolacién).

Nosotros mostramos que (0.0.1) puede ser obtenido, para grados arbitrarios de interpolacién
k y para cualquier p > 1, bajo el supuesto de cotas uniformes tanto para el minimo como para
el maximo angulo interior de un cuadrildtero convexo general. También mostramos, exhibiendo
contraejemplos adecuados, que la condicion sobre el &ngulo maximo no puede ser relajada sip > 3
y la condicién sobre el angulo minimo tampoco puede ser relajada si 1 < p < 3. Para el caso mas
comin p =2 y k = 1, mostramos que la estimacién anisotrépica del error (una versién maés sutil
de (0.0.3)) puede ser obtenida agregando a las hipdtesis previas un requerimiento extra vinculado
al casi paralelismo de un par de lados opuestos del elemento.

Para la interpolacién de Lagrange de primer orden ()1 probamos que la condicién sobre los
angulos interiores puede ser reemplazado por la propiedad de descomposicion regular para cualquier
penelrango 1 < p < 3. La propiedad de descomposicién regular fue introducida en [2] para probar
la estimacién H' del error para Qi y puede ser considerada como una condicién débil sobre la
geometria de los elementos. Mostramos también que la propiedad de descomposicién regular no
es suficiente para grados superiores a 1.

En el caso de grados més altos no hay antecedentes relevantes sobre condiciones generales
bajo las cuales (0.0.1) valga. Nosotros probamos que, cuando 1 < p < 3y k > 2, la constante C'
involucrada en la estimacion del error puede ser acotada en términos del dngulo interior minimo
del cuadrilatero. Teniendo en consideracién que la condicién sobre el dngulo minimo no puede ser
relajada si 1 < p < 3, se deduce la suficiencia y necesidad de dicha condicién.



Este trabajo estd estructurado como sigue: a modo de introduccién y motivacién de nuestro
trabajo, en el Capitulo 1, comenzamos con una breve compilacién de diferentes y relevantes condi-
ciones bajo las cuales la estimacién H' del error fue obtenida, los Capitulos 2 y 3 estan dedicados
a introducir una configuracion de referencia y a probar que el estudio puede ser reducido a estos
elementos particulares, el Capitulo 4 esta enteramente dedicado a probar la estimacién del error
sobre los elementos de referencia y en el Capitulo 5 compilamos los principales resultados que
hemos obtenido sobre cuadrilateros convexos generales. Finalmente, en el Capitulo 6 presentamos
una estimacién anisotrépica del error en cuadrilateros con dngulos interiores acotados y un par de
lados opuestos casi paralelos.
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Lagrange interpolation of arbitrary degree on convex quadrilaterals:
geometric conditions for optimal error estimates in WP,

Abstract

This work deals with error estimates in the WP norm for the Q) Lagrange interpolation on
a general convex quadrilateral K C R?. Denoting the interpolant with @, the standard error
estimate is usually found in the form

[ — Qrullg i + b lu— Qruly p, i < CR* Mulpyrp ks (0.0.4)

being h the diameter of K. Inequality (0.0.1) involves the LP error estimate
lu = Qrullg < CH** Mulky 1, (0.0.5)

and the seminorm estimate
\u - Qkuh’p’K < Chk‘u‘k+1’p7K. (0.0.6)

A central matter of (0.0.4) concerns the dependence of C' on basic geometric quantities of the
underlying element K. It is known that the constant C' in (0.0.5) remains uniformly bounded for
arbitrary convex quadrilaterals. However this statement is false for the constant C' in (0.0.6). The
primary goal of this work is to study the dependence of C' in (0.0.6) on the interior angles of
K. Although the role of the interior angles have been related to C in many previous works, none
of them, to our best knowledge, have given a result as plain as the one offered in this work. For
instance, since the early work by Ciarlet and Raviart [13], bounding the minimal and the maximal
interior angle is considered a central matter in mesh generation algorithms, however no proof of
sufficiency has been given so far (at least for an arbitrary degree of interpolation).

We show that (0.0.4) can be derived, for arbitrary degree of interpolation k and for any
p > 1, under the assumption of uniform bounds for the minimal and maximal inner angles of a
general convex quadrilateral. We also show, exhibiting counterexamples, that the condition on the
maximum angle can not be relaxed if p > 3, while if 1 < p < 3 the condition on the minimum angle
can not be relaxed either. For the most standard case p = 2 and k = 1, we show that anisotropic
error estimates (a sharp version of (0.0.6)) can be obtained under previous hypotheses assuming
that the element has a pair of opposite sides almost parallels.

The regular decomposition property was introduced in [2] to prove H! error estimates for the
(1 interpolation operator. Generalizing this result, we prove that the requirement on the inner
angles can be replaced by the weaker regular decomposition property in the case of )1, provided
that 1 < p < 3. For higher degrees we show that, when 1 < p < 3, the constant C' involved in the
error estimate can be bounded in terms of the minimal interior angle of the quadrilateral. Taking
into account that this condition can not be relaxed if 1 < p < 3, sufficiency and necessity of the
minimum angle condition is derived.

This work is structured as follow: as motivation and introduction to our work, in Chapter 1,
we start with a brief compilation of different and relevant conditions under which the H' error
estimate was obtained, Chapters 2 and 3 are dedicated to introduce a reference configuration and
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to prove that we can reduce our study to these particular elements, Chapter 4 is entirely dedicated
to prove the error estimates on reference elements and Chapter 5 compile the main results about
general convex quadrilaterals. Finally, in Chapter 6 we link the conditions on inner angles with
anisotropic error estimates under an extra assumption on a pair of opposite sides.
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Capitulo 1

Antecedentes.

A modo de introduccién presentamos este apartado cuyo objetivo principal es brindar un
panorama general sobre algunos antecedentes que, a nuestro entender, han sido de gran relevancia
en el estudio de condiciones sobre la geometria de elementos cuadrilateros bajo las cuales la
estimacién cldsica del error en H'

|u - Q1U|H1(K) < Ch|u\H2(K) (101)

se encuentra garantizada para una constante positiva C' uniforme. Si bien la notacién involucrada
en (1.0.1) serd detallada completamente en el Capitulo 2 cabe aclarar que K denota un cuadrildtero
convexo general cuyo didmetro es h y Qqu es el interpolador de Lagrange de primer orden de la
funcién v € H*(K).

Muchas de las condiciones descritas en esta seccién serdn desarrolladas con mayor detalle,
principalmente, en el Capitulo 3 en el cual no solo las estableceremos formalmente sino que ca-
racterizaremos a los cuadrildteros que las verifican en términos de equivalencia usando una clase
particular de elementos que llamaremos cuadrildteros de referencia (en el Capitulo 2 precisaremos
el significado de las expresiones equivalenciay cuadrildteros de referencia, de momento lo creemos
innecesario y entendemos que el lector puede darse una idea intuitiva sobre lo que estamos dicien-
do). No obstante, nos parece relevante mencionar aqui tanto la aparicién crondlogica de dichas
condiciones como el rol que cumplieron en el desarrollo de esta teoria.

No esta entre nuestros objetivo ser exhaustivos en esta breve resena de antecedentes, pues
dada la diversidad de condiciones introducidas a lo largo del tiempo y la distinta naturaleza de
las mismas, compilar y comparar dichas condiciones podria ser el objeto de un trabajo en si
mismo. Para este fin, sugerimos consultar [18] y los trabajos citados alli y a lo largo de estas
notas. Simplemente, contemplamos las condiciones geométricas que a nuestro entender son las
mas significativas en el desarrollo de esta teoria y que sentaron las bases para el desarrollo del
presente trabajo.

1.1. Error clasico.

El trabajo [12] bien podria considerarse como uno de los pioneros en cuanto al estudio del error
(1.0.1) por lo que nos parece adecuado tomarlo como punto de partida. Este paper es compilado,
entre tantos otros, en [13] y, (casi) sin lugar a dudas, [13] constituye parte de la bibliografia
obligatoria para alguien que se encuentre interesado en el estudio de problemas similares al que
aqui nos convoca.

En [12] (resp. [13]), los autores prueban que si existe una constante positiva p; para la cual se



cumple

% < (1.1.2)

siendo s la longitud del lado mas corto de K y h el diametro de K; y ademas existe otra constante
positiva uo verificando
|cos(0)] < pua <1 (1.1.3)

para todo dngulo @ interior a K, entonces la estimacion clasica del error (1.0.1) vale con una
constante C que solo depende de 1 y po.

Tratemos de entender algunas de las implicancias geométricas de (1.1.2) y (1.1.3). En principio,
(1.1.2) establece que la medida del lado més corto (o de menor longitud para ser mas precisos) de
K es comparable al didmetro de dicho elemento. En la Seccion 2.1 estableceremos formalmente el
sentido del término comparable; no obstante, basta con aclarar que usualmente nos referiremos a
dos cantidades como comparables si el hecho que una de ellas tienda a cero implica que la cantidad
restante también lo haga y, andlogamente, si una de ellas se agranda considerablemente, también
lo hace la cantidad restante. Luego, a fin de mostrar que s y h resultan comparables asumiendo
la validez de (1.1.2), basta notar que

I1<—<m

® | =

donde la primer desigualdad es gracias a que s < h.

En particular, el hecho que la medida del lado més corto resulte comparable al diametro del
elemento implica que si el didmetro se mantiene constante, ninguno de los lados del cuadrildtero
puede tender a cero.

Por otro lado, sabemos que en el intervalo [0, 7], la condicién |cos(z)| = 1 es equivalente a que
x =00z = 7. Ahora, dado que K es un cuadrildtero convexo, cualquiera de los dngulos interiores
0 verifica 6 € [0, 7] por lo que la condicién (1.1.3) implica que todos los dngulos interiores del
cuadrilatero se encuentren uniformemente acotados lejos de 0 y de 7. Esta condicién jugard un
rol fundamental en la teoria que desarrollaremos por lo que, oportunamente, volveremos sobre
la misma y la estableceremos formalmente como la doble condicion del dngulo (en inglés, double
angle condition) aunque en algunos textos (ver, por ejemplo, [6]) también se la denomina condi-
cion del dangulo interior (interior angle condition). Concretamente, la Seccién 3.3 del Capitulo 3
se encuentra enteramente destinada a establecer de manera formal esta condicién y a caracterizar
aquellos elementos que la verifiquen en términos de equivalencia con ciertos cuadrildteros particu-
lares (que como hemos senalado en la introduccién de este apartado, los llamaremos cuadrildteros
de referencia).

Observacion 1.1.1 Como mencionamos anteriormente, la doble condiciéon del dngulo requiere
que todos los dngulos interiores del cuadrildtero se encuentren uniformemente acotados lejos de
0 y de w. Es inmediato verificar que este requerimiento es equivalente a pedir que se cumplan
stmultaneamente las siguientes dos condiciones:

(1) el angulo interior minimo se encuentra acotado uniformemente lejos de 0 y
(2) el dngulo interior mdzimo se encuentra acotado uniformemente lejos de 7.

Las condiciones (1) y (2) son esenciales en la estimacion del error de interpolacion para ele-
mentos triangulares (ver, por ejemplo, |9, 15]) y es usual referirse a las mismas como condicién del
angulo minimo (minimum angle condition) y condicién del dngulo maximo (maximum angle con-
dition), respectivamente. Veremos que, particularmente, la condicion del dngulo minimo también
Juega un rol decisivo en la estimacion del error de interpolacion para elementos cuadrildteros.



Como consecuencia de las observaciones que hemos realizado previamente, notemos que si
una familia de cuadrilateros convexos verifica las condiciones (1.1.2) y (1.1.3), entonces dicha
familia de cuadrildteros no puede (entre otras cosas) degenerar en un tridngulo. En efecto, si una
familia de cuadrildteros degenera en un tridngulo es, basicamente, porque alguno de los vértices
del cuadrildatero se aproxima al segmento determinado por los dos vértices adyacentes a él; ahora,
ésto solo es posible en los siguientes dos casos:

(1) cuando el vértice en cuestién tiende a alguno de los vértices adyacentes a él o

(2) cuando el vértice en cuestién tiende a algin punto interior al segmento determinado por los
dos vértices adyacentes.

Si sucede (1) entonces la distancia entre dichos vértices, que coincide con la medida de uno
de los lados del cuadrilatero, tiende a cero; pero vimos que (1.1.2) impide que esto ocurra (ver
Figura 1.1 izquierda para una referencia ilustrativa) asumiendo, claro estd, que el didmetro del
elemento no varia significativamente. Si sucede (2) entonces el dngulo interior del cuadrildtero
asociado al vértice en cuestién tiende a 7, pero vimos que (1.1.3) garantiza que esto no pueda
ocurrir (ver Figura 1.1 derecha para una referencia ilustrativa). De esta manera queda probada
nuestra afirmacion acerca de que una familia de cuadrilateros convexos verificando las condiciones
(1.1.2)-(1.1.3) no pueda degenerar en un triangulo.

El préximo antecedente al que queremos referirnos involucra una de las primeras condiciones
geométricas que subsana esta cuestion sobre que ciertas familias de cuadrilateros degeneren en un
triangulo.

Concretamente nos referimos al trabajo [16] en el cual la condicién requerida es la siguiente:
la existencia de una constante positiva o que verifique

h
- <o (1.1.4)
p

donde h continia denotando el didmetro de K y p es el maximo entre todos los didmetros de

las bolas contenidas en K.

Observacion 1.1.2 Siguiendo la terminologia usada por algunos autores, entre los cuales nos
gustaria destacar [11], diremos que una familia de elementos cuadrilateros T es no degenerada, o
que posee la condicién no degenerativa (non-degenerate condition) si se verifica (1.1.4) para todos
los elementos de la familia T. Cuando esto suceda, haciendo abuso del lenguaje, diremos que K
es no degenerado cualquiera sea K € T .

En muchos textos la condicion no degenerativa es también llamada condicién de regularidad
(regularity condition). Aunque para algunos autores (ver por ejemplo [13]), es necesario el siguiente
requerimiento extra: los didmetros de los elementos de T deben tender a cero.

Teniendo en cuenta que en la prdctica dicho requerimiento extra es deseable y generalmente
satisfecho, tal vez sea asumido implicitamente y esto explique la sutil diferencia en cuanto a
los diferentes sentidos para la misma terminologia. Nosotros, habiendo dejado claro este punto,
usaremos indistintamente los términos no degenerado y regular asi como también condicién no
degenerativa y condicion de regularidad.

Es inmediato verificar que p < h por la propia definicién de estos parametros. Combinando

este hecho con (1.1.4) sigue que

1§ﬁ§0

P

y en consecuencia, el didmetro del cuadrildtero y el didametro de la bola méas grande contenida en
él son comparables en el mismo sentido que hemos usado anteriormente.

Y



En el plano geométrico, esto permite que la familia de cuadrildteros pueda degenerar en un
tridngulo pero impide que los elementos sean demasiado estrechos o chatos. Apelando a la intuicién
y siendo informales, si un cuadrilatero fuera achatdandose (pensemos por ejemplo en un recténgulo
cuya altura tiende a cero) entonces las bolas contenidas en él serfan cada vez mds pequenas
de modo que el didmetro de las mismas va tendiendo a cero mientras que el didmetro de los
cuadrildteros se mantiene constante o va siendo cada vez més grande (en realidad, el didmetro del
cuadrilatero también podria converger a cero pero el orden con que lo hace es menor al orden con
que los didmetros de las bolas contenidas en él tienden a cero). Por otro lado, para ilustrar que
la condicién de regularidad permite a ciertas familias de cuadrilateros degenerar en un triangulo
basta observar los dos ejemplos presentados en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Familias de cuadrildteros regulares que degeneran en un triangulo. Izquierda: por acercamiento
de dos vértices consecutivos, derecha: por acercamiento de un vértice a un punto interior al segmento
determinado por los dos vértices adyacentes

Tal como puede apreciarse en la Figura 1.1, la condicién de regularidad no implica los reque-
rimientos (1.1.2)-(1.1.3). No obstante, la implicacién reciproca es verdadera; es decir, vale

(1.1.2) — (1.1.3) => (1.1.4) (1.1.5)

por lo que la condicién no degenerativa es un requerimiento ciertamente mas débil que las
condiciones (1.1.2)-(1.1.3). Una prueba de (1.1.5) puede encontrarse en [16] donde se establece
explicitamente la dependencia de ¢ en funcién de las constantes p1 y pe; concretamente, en ese
trabajo se muestra que

o =m(l—p3)""?
verifica lo requerido.

La condicién de regularidad es, sin lugar a dudas, una de las condiciones mas extensamente
consideradas en problemas similares al que estamos tratando en este trabajo, es decir, para esti-
maciones a priori del error de interpolacién para diversos interpoladores. Nosotros dedicaremos
enteramente la Seccion 3.2 del Capitulo 3 a caracterizar los elementos que verifican la condicién
de regularidad en términos de equivalencia con ciertos elementos de referencia para luego poder
establecer los resultados necesarios para nuestro estudio. Sin embargo, para elementos cuadrildte-
ros degenerados o no requlares no es mucho lo que se sabe al respecto. Nos referimos por elementos
degenerados o no requlares a aquellos elementos para los cuales (1.1.4) no vale, aunque usualmente
también nos referiremos a éstos como elementos anisotropicos.



Figura 1.2: Representacién de cuadrildteros tipicos considerados en [22]. Arriba: lados de mayor longitud
opuestos y paralelos; Abajo: lados de mayor longitud opuestos y casi paralelos.

Uno de los primeros resultados sobre la estimacion del error para cuadrildteros anisotrépicos
se encuentra en [22]. En este trabajo se prueba la estimacién del error (1.0.1) para familias muy
particulares de cuadrildteros convexos que (bajo cierto punto de vista) pueden ser considerados
como trapecios anisotropicos o ligeras perturbaciones de éstos. La clase de cuadrilateros conside-
rada en [22] cumple tener los lados de mayor longitud opuestos y paralelos, o casi paralelos en el
siguiente sentido: si [ denota el lado de mayor longitud y P, P’ son los vértices del cuadrildtero no
pertenecientes a [, entonces la proporcién dist(P,1)/dist(P’,1) debe encontrarse entre 1/2 y 1; por
otra parte, los lados restantes deben tener su longitud acotada superiormente por h/(2n) siendo n
un entero mayor o igual a 6 (n > 6) (en la Figura 1.2 ilustramos un par de elementos verificando
estas condiciones). En [21] se prueba la estimacion del error para elementos similares a los recién
descritos; en efecto, se mantiene el requerimiento sobre que los lados de mayor longitud deben ser
opuestos y paralelos, aunque la restriccion sobre los lados restantes es relajada considerablemente.

Un hecho relevante a destacar en estos trabajos es el siguiente: la constante involucrada en
(1.0.1) depende inversamente del seno de o o de 3 siendo éstos los dngulos opuestos a P’y P,
respectivamente (ver Figura 1.2). Como consecuencia de este hecho, si se pretende que la constante
en (1.0.1) se encuentre uniformemente acotada, tanto o como [ deben estar acotados lejos de 0
y de 7. Luego, usando que la suma de los angulos interiores del cuadrilatero es 2w, sigue que los
angulos opuestos a [ no pueden tender simultdneamente a m, por lo que, (en principio) a lo sumo
uno de ellos puede hacerlo.

Si bien las condiciones requeridas sobre estos cuadrilateros pueden resultar restrictivas, dan
lugar a que la condicién no degenerativa (1.1.4) pueda no cumplirse, por lo que efectivamente
constituye un resultado valido y destacable para elementos anisotrépicos o no regulares.

Continuando con la descripcién de algunos antecedentes, nos referimos ahora al paper [2],
el cual puede considerarse como el gérmen del presente trabajo. En este paper se introduce la
llamada propiedad de descomposicion reqular (reqular decomposition property) que es, en relacién
a las condiciones pre-existentes, la menos restrictiva y, de hecho, la méas débil bajo la cual la
estimacién del error (1.0.1) vale.

Concretamente, un cuadrilatero K verifica la propiedad de descomposicién regular si puede
ser dividido, a lo largo de una de sus diagonales (la cual llamaremos d;), en dos tridngulos cada
uno de los cuales tiene su dngulo méaximo acotado lejos de m de modo que el cociente |da|/|d1| se
encuentre superiormente acotado por una constante fija siendo dy la diagonal restante de K.



En términos mas simples, la propiedad de descomposicion regular se verifica si es posible
dividir al cuadriladtero por su diagonal méas larga de manera que los tridngulos resultantes cumplan
la condicién del angulo maximo; o si es posible dividir al cuadrilatero por la diagonal de menor
longitud de modo que los tridngulos resultantes cumplan la condicién del dngulo méaximo y las
medidas de las diagonales sean comparables.

En la Seccién 3.1 del Capitulo 3 volveremos a considerar esta condicién y caracterizaremos
a aquellos cuadrilateros que la verifiquen en términos de equivalencia con ciertos cuadrilateros
pertenecientes a la configuracién de referencia para luego poder establecer los resultados que nos
permitiran realizar nuestro estudio de una manera ordenada y sistematica. No obstante, nos parece
importante sefialar aqui en qué sentido decimos que la propiedad de descomposicion regular es
mas débil que las condiciones a las que nos referimos anteriormente; con este motivo realizamos
las siguientes observaciones.

Observacion 1.1.3 Si un cuadrildtero K tiene todos sus dngulos interiores acotados superior-
mente por una constante ¥y < w (es decir, si verifica la condicion del dngulo mdximo), entonces
satisface trivialmente la propiedad de descomposicion regular (para mostrar ésto basta dividir a
K por la diagonal de mayor longitud). La familia de cuadrildteros representada en la Figura 1.1
(derecha) sirve como ejemplo para ilustrar que la implicacion reciproca no es verdadera.

Observacion 1.1.4 Sea K un cuadrildtero convero que satisface la condicion de reqularidad
(1.1.4); entonces K satisface la propiedad de descomposicion regular donde la constante 1y que
acota los dngulos interiores depende de la constante o involucrada en (1.1.4) y el cociente entre
las diagonales se encuentra superiormente acotado por o.

En efecto, del trabajo [16], sabemos que los dangulos interiores de K se encuentran acotados
inferiormente por una constante positiva § = §(o) (dicho en otros términos, estamos usando aqui
que la condicion de regularidad implica la condicion del dngulo minimo); por lo tanto, hay a lo
sumo un dangulo interior 0 de K que no estd acotado superiormente por m — . Luego, dividiendo
a K por la diagonal que tiene como uno de sus extremos al vértice asociado al dngulo 0, nuestra
afirmacion sigue fdcilmente.

Observacién 1.1.5 Como hemos senalado oportunamente, bajo las hipdtesis requeridas en [21,
22] sobre K, una constante uniforme en la estimacion del error (1.0.1) implica que K tenga, a lo
sumo, un solo dngulo interior tendiente a w. Dividiendo a K por la diagonal que tiene como uno
de sus extremos al vértice en el cual se encuentra dicho dngulo (el tendiente a ), es inmediato
verificar que K cumple la propiedad de descomposicion reqular.

Iustramos con un ejemplo extraido de [2] que las implicaciones reciprocas vinculadas a las
observaciones 1.1.4 y 1.1.5 no son necesariamente validas; esto completa nuestro argumento sobre
que la propiedad de descomposicién regular es ciertamente una de las condiciones mas débiles
bajo la cual la estimacién del error (1.0.1) vale con una constante uniforme.

Ejemplo 1.1.1 Consideremos los cuadrildteros cuyos vértices son (0,0), (1,0), (0,s) y (s, 52+5)
con 0 < s < % (ver Figura 1.3 para una referencia grdfica).

Una verificacion de rutina muestra que la condicion de regularidad (1.1.4) no wvale con o
independiente de s (de hecho, es evidente que cuando s tiende a cero, el diagmetro de las bolas
contenidas también tiende a cero mientras que el diametro del cuadrildtero tiende a 1). Por otro
lado, para s suficientemente pequenio, los lados de mayor longitud de K no son opuestos como es
requerido en 21, 22].

No obstante, la diagonal mds larga de K (a saber, la que une los vértices (0,s) y (1,0)) permite
dividir al elemento en dos tridngulos los cuales tienen su mdximo dngulo acotado superiormente
por 3w /4 de modo que K wverifica trivialmente la propiedad de descomposicion regular.



Figura 1.3: Representacién de un elemento con vértices (0,0), (1,0), (0,s) y (s?,5+ s?) donde 0 < 5 < .

Por ultimo, nos referiremos al trabajo [17] en el cual la estimacién del error de interpolacién
es obtenida bajo una condicién que puede considerarse como una generalizaciéon de la propiedad
de descomposicién regular; de hecho, el nombre de dicha condicién hace referencia precisamente a
esta cuestion: propiedad de descomposicion reqular generalizada (generalized regular decomposition
property).

A continuacién establecemos formalmente la definicién de la propiedad de descomposicién
regular generalizada:

Definicion 1.1.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des-
composicion regular generalizada con constantes N € Ryo y 0 < ¢y < 7 st es posible dividir a K
por una de sus diagonales (que llamaremos di) en dos tridngulos de forma tal que el tridngulo de
mayor drea T tenga su dngulo interior mdximo acotado superiormente por ¥y y se verifique

1

h T3] (|T1|>)2
—  (EEm (== <N, 1.1.6
|d1|sen<a>(|T1| ) = (1.1.6)

siendo Ty el tridngulo restante, h el didmetro de K y a el mdximo dngulo interior de Tb.

Bésicamente, esta condicién establece que al dividir al cuadrilatero por la diagonal més larga
en los triangulos 17 y 715 entonces, cuando ambos tridngulos tengan areas comparables deben
satisfacer la condicién del dngulo méximo; en otro caso, la condicién del dngulo méximo solo
deberd ser satisfecha por el tridngulo de mayor area Tj. Este tltimo condicionamiento se debe
a que, si el area del triangulo 75 es considerablemente menor al area de T3, el error sobre 715
contribuye poco al error global, y en consecuencia su angulo maximo puede ser tan grande como
se quiera siempre que la razén % tienda a cero.

Particularmente, en el caso que el cuadrilitero K degenere al tridngulo mas grande (71), la
condicién del dngulo maximo sobre el tridngulo mas chico (T5) puede ser relajada. De hecho esta

es la motivacién senalada en [17] para introducir la propiedad (1.1.6).

Es bastante simple verificar que si un cuadrilatero verifica la propiedad de descomposicién
regular entonces verifica también la propiedad de descomposicion regular generalizada. En efecto,
supongamos que un cuadrildtero K cumple la propiedad de descomposicién regular; entonces es
posible dividir a K por una de sus diagonales (d;) en dos tridngulos 71 y T» los cuales tienen todos
sus dngulos interiores acotados superiormente por una constante s < 7y, ademads, |da|/|d1| < N



para cierta constante IV siendo do la diagonal restante de K. Sin pérdida de generalidad podemos
elegir la notacién de modo que T} sea el tridngulo de mayor érea, i.e. |T1|/|T2| > 1. Un analisis
elemental de la funcién ! In(z) permite ver que la misma se encuentra uniformemente acotada
1
por e~ ! en el intervalo [1, +c0); luego, (% In (%)) ' < ¢~ 3. Por otro lado, el &ngulo mas grande
de T5, «a, claramente se encuentra acotado lejos de cero y, por hipdtesis, lejos de m de modo que
1/sin(a) < C para cierta constante C. Finalmente, el didmetro h es comparable a la diagonal
més larga de K; por lo tanto, h/|d;| se encuentra superiormente acotado por una constante D (si
h es comparable a |d;| no hay nada que decir, mientras que si h es comparable a |dz| usamos la
hipétesis |dz2|/|d1| < N). Combinando lo observado sigue que
1
_h <|Tz|ln<|T1|>>2 SDCG_%
|difsen(a) \|T1] — \|T2]

lo que garantiza (1.1.6).

No obstante, la implicacién reciproca no es necesariamente valida; es decir, que un cuadrilate-
ro satisfaga la propiedad de descomposicién regular generalizada no garantiza que verifique la
propiedad de descomposicién regular como puede apreciarse en el siguiente ejemplo (extraido de
17).

Ejemplo 1.1.2 Consideremos cuadrildteros cuyos vértices son (0,0), (1,0), (a®,a) y (0,a) donde
0<a<1lys>2 (ver Figura 1.4 para una referencia grdfica).

Figura 1.4: Representacién de un elemento con vértices (0,0), (1,0), (a®,a) y (0,a) donde 0 < a < 1y
s> 2.

Sea K un cuadrildtero del tipo antes descrito. Notemos que al dividir K por la diagonal dy
que conecta los vértices (1,0) y (0,a), el tridngulo Ty de vértices (1,0), (a®,a) y (0,a) no verifica
la condicion del angulo mdzimo cuando a — 0 puesto que el dngulo o opuesto a dicha diagonal
tiende a . En efecto, basta notar que

a

sen(a) = sen(f + 5) = cos(f) = T o (1.1.7)

siendo B al dngulo comprendido entre los segmentos (a®,0)(a®,a) y (1,0)(a®, a).
Por otro lado, si dividiéramos a K por la diagonal restante, ds, tendriamos

|di | < 1+ a? >1/2
— =5 — 00

|ds| a?s + a?



cuando a tiende a cero. En consecuencia, para valores suficientemente pequenos de a, K mno
satisface la propiedad de descomposicion regular.

Veamos que K wverifica la propiedad de descomposicion reqular generalizada.
Comencemos notando que el dngulo mds grande de T es el que se encuentra ubicado en el
vértice (a®,a), es decir, es o y verifica (1.1.7). Por otro lado,

a a
h:‘dl‘: \/1+CL2, ‘Tl‘:* |T2|:

27

s+1
2

Por lo tanto, para s > 2 fijo y a — 0 resulta que

7h @n @ %: — a2 +a®a* 2 n(a?® 2
ety Uz (@) = 0 - a2

tiende a cero, con lo cual, tomando a suficientemente pequeno, se verifica (1.1.6) para una cons-
tante N independiente de a. Finalmente, dado que todos los angulos interiores de T, se encuentran
acotados superiormente por w/2, sigue que K wverifica la propiedad de descomposicion regular ge-
neralizada.

Finalizamos este apartado senalando que todas las condiciones descritas previamente han sido
consideradas al estudiar el error de interpolacién (1.0.1) en H', es decir,

lu — Quulm (k) < Chlu|p2(k)-

Sin embargo, en [17], se estudia un error similar pero correspondiente al espacio W'?; a saber,

lu — Q1U|W1,p(K) < Ch|U‘W2,p(K) (1.1.8)

bajo ciertas condiciones cuyos enunciados omitimos pero que varian dependiendo el valor de p
y cuyo sentido o interpretacion geométrica no es evidente asi como tampoco su verificacién. No
obstante, hasta donde sabemos, las trabajos [17, 3, 4] son los unicos en los cuales se ha realizado
el estudio de (1.1.8) para p > 1 arbitrario. Dado que el presente trabajo se basa, principalmente,
en la descripcién de los resultados obtenidos en [3, 4] omitimos la descripcién de los mismos en
esta seccidn.

1.2. Error anisotrépico.

Dentro de la clase de elementos no regulares o anisotrépicos (aquellos que no verifican la
condicién de regularidad (1.1.4)) hay elementos para los cuales existen dos direcciones bien de-
terminadas y diferenciadas que, a grosso modo, permiten describir la geometria del elemento;
pensemos por ejemplo en rectangulos chatos o estrechos. Para esta clase de elementos es deseable
una estimacién del error que enfatice estas direcciones privilegiadas (por describirlas de alguna
manera); concretamente, la estimacion del error de interpolacién deseada es una versién més débil
que (1.0.1) que es conocida como estimacion anisotrépica del error de interpolacion. Como vere-
mos en breve, este tipo de estimacién vincula la medida de estas direcciones particulares con la
variacién de la funcién en tales direcciones.

Para rectdngulos y paralelogramos (imdgenes afines del cuadrado unitario) vale la siguiente
estimacién anisotrdpica del error [6, 8]

9 gu

0
By —Vu

hl 8.%2

+ ho

lu — Qrulgi gy < C

, (1.2.9)
L2(K) L2(K)



donde h;1 y ho denotan las medidas de la base y altura del rectangulo o paralelogramo, respecti-
vamente.

Observando que

2 g

0
Py —Vu

+ <lu )
L2(K) Haxz el

hi,ho < h y ‘
12(K)

es inmediato verificar que (1.0.1) se deduce de (1.2.9). En este sentido, decimos que (1.2.9) es
una versién més débil que (1.0.1). Ademsds, las direcciones 1 y x2 (que claramente son las dos
direcciones significativas para describir la geometria de un rectdngulo con lados paralelos a los
ejes coordenados o de un paralelogramo) son las que se destacan en (1.2.9), particularmente, la
estimacién (1.2.9) pone énfasis tanto en las medidas del elemento en tales direcciones como en la
variacién de la funcién en dichas direcciones.

En [7] se compilan estos resultados y se muestra que la estimacién anisotrépica también puede
obtenerse para cierta clase de elementos subparamétricos, entendiendo por estos ultimos cuadrildte-
ros que se obtienen a partir el elemento de referencia (cuadrado unitario) mediante transforma-
ciones que resultan ser pequenas perturbarciones de mapeos afines por funciones bilineales. En
pocas palabras, los cuadrildteros considerados en [7] son ligeras perturbaciones de un rectangulo.

Sabemos que hablar de perturbaciones de un rectdngulo es impreciso y merece ser bien defi-
nido. En el Capitulo 6, Seccién 6.1, estableceremos formalmente lo que entendemos por dichas
perturbaciones y lo haremos en el mismo sentido en que fue establecido en [7]. En dicho capitulo
mostraremos que sobre aquellos cuadrilateros que verifican la doble condicién del angulo y tienen
un par de lados opuestos casi paralelos en un sentido similar al indicado en la Figura 1.2, vale una
estimacién anisotrépica del error. Tal como hemos hecho para las condiciones previas, caracteri-
zaremos estos elementos en términos de equivalencia con ciertos cuadrilateros de referencia.

Una ultima observacion merece ser destacada.

Observacion 1.2.1 Aunque no es elemental, es posible verificar que los cuadrildteros considera-
dos en [7], que (como acabamos de senalar) esencialmente son perturbaciones de un rectdngulo
lo que permite tener cierta intuicion sobre la geometria de dichos elementos, tienen su angulo
interior mdzimo acotado lejos de w. Es decir, verifican la condicion del dngulo mdximo y, en
consecuencia, (gracias a la Observacion 1.1.3) satisfacen también la propiedad de descomposicion
reqular.

En el sentido dado por la observacién previa, la propiedad de descomposicion regular junto a
su generalizaciéon que hemos descrito oportunamente; son, hasta donde sabemos, las propiedades
menos restrictivas y mas débiles bajo las cuales es posible obtener la estimacion clasica del error
de interpolacién en H' para la interpolacién de Lagrange de primer orden.
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Capitulo 2

Los elementos de referencia.

Una de las herramientas centrales en nuestro estudio del error de interpolacion es la reduccién
de cuadrilateros convexos generales a una familia particular de cuadrildteros. Concretamente,
mostraremos que podemos reducir el analisis a ciertas clases de elementos que, esencialmente, son
perturbaciones de trapecios rectangulos a los cuales se les ha perturbado tinicamente el vértice
opuesto al 4ngulo recto. Esta técnica ha sido introducida en [2] y la hemos desarrollado y extendido
(principalmente en [4]) para nuestro trabajo.

Esta reduccion de casos a estudiar no es gratuita y requiere de ciertos resultados, la mayoria
bastante técnicos, que basicamente responden a dos cuestiones: la primera de ellas, mostrar que
los errores entre cuadrildteros vinculados por una transformacién afin (la cual debe satisfacer
ciertos requerimientos particulares) resultan comparables en el sentido que tener una estimacién
para un elemento garantice tener una estimacién similar en el elemento restante; y, la segunda de
ellas, mostrar que bajo ciertas condiciones geométricas sobre los cuadrilateros existen este tipo de
transformaciones afines.

La primera de estas cuestiones es respondida en la Seccién 2.3.1 del presente capitulo; mientras
que, a fin de simplificar la presentacion de los resultados y facilitar la lectura, la segunda es
enteramente desarrollada en el Capitulo 3.

Este capitulo estd destinado a introducir definiciones, notaciones y convenciones que usare-
mos a lo largo de todo el trabajo y que merecen ser escritas en forma detallada y de manera
explicita. Particularmente, introducimos aqui la configuracion de referencia, es decir, la familia
de cuadrilateros a la cual podemos reducir el andlisis del error, y presentamos algunos resultados
bésicos vinculados a este tipo de elementos. Aunque estas pocas lineas son meramente decripti-
vas, creemos que son suficientes para aclarar la razén de centrar la atencién en esta configuracion
de referencia. Los aspectos técnicos que justifican la reduccién del estudio a estos cuadrilateros
particulares serdn cubiertos completamente en Capitulo 3 como ya hemos senalado.

2.1. Preliminares: definiciones y notaciones.

A lo largo de este trabajo, como ya lo venimos haciendo, denotaremos con K a un cuadrilatero
convexo general de vértices Vi, Vs, V3 y V4. Més aun, aplicando movimientos rigidos en el plano
de ser necesario, asumiremos siempre que V; estd ubicado en el origen y el resto de la notacién
es adoptada de modo que los vértices son enumerados en sentido antihorario. Sin pérdida de
generalidad asumiremos también que V5, estd ubicado sobre el eje de absisas positivas y que K se
encuentra enteramente contenido en el semiplano superior respecto al eje de absisas.

Por cuestiones que quedaran claras en los siguientes apartados (particularmente en el Capitulo
3) estaremos interesados en cierta familia particular de cuadrilateros a la que llamaremos configu-
racion de referencia. Cada cuadrilatero de referencia; es decir, cada cuadrildtero perteneciente a
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la configuracién de referencia, sera denotado por K(a,b,a,b) para ciertas constantes a,b,a,b > 0
asumiendo que este elemento tiene los siguientes vértices

Vi=(0,0), Voa=(a,0), Vz=(a,b) y  Vi=(0,b).

Figura 2.1: Representacién de un elemento de referencia con las cuatro configuraciones posibles segtin los
cocientes a/a y b/b.

En la Figura 2.1 ilustramos cuatro cuadrildteros pertenecientes a la configuracién de referencia,
uno por cada regién posible determinadas por los cocientes a/a y b/b al ser comparados con 1.

En el caso particular del cuadrado unitario de referencia simplificaremos la notacion escribien-
do K =K (1,1,1,1) y, siendo consistentes con esta notacién, sus vértices serdn denotados por VZ7
1 <4 < 4, preservando la convencién ya establecida en cuanto al orden de enumeracién.

Indistintamente usaremos X = (Z,9) y X = (x,y) para las variables sobre K y K, respectiva-
mente.

Para un entero positivo k consideraremos sobre K el conjunto N (I? ) constituido por los
siguientes (k + 1)? puntos o nodos {Nyj }o<i j<x donde

~ ] 1
Observemos que con la notacién asumida tenemos 171 = Noo, 172 = Ngk, 173 = J/\\fkk y \74 = j\\fko-

Al conjunto de nodos sobre K s N (I? ), lo dividiremos en dos subconjutos; a saber, los nodos
laterales y los nodos internos o interiores. Los nodos internos son aquellos puntos ]Vz-j donde
1 < 4,7 < k — 1 mientras que los nodos laterales son los restantes puntos de A (IA( ) que no son
nodos interiores.

Evidentemente, los nodos laterales se encuentran ubicados sobre el borde de K mientras que
los nodos internos se encuentran en el interior de K (ver Figura 2.2).

Como es usual, con motivo de definir los elementos isoparamétricos (cuando k = 1) y subpa-
ramétricos (cuando k > 1) sobre K, consideraremos el espacio

@k(A) = {p p Z Qrs® 7 ars € R}

r,s<k
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y la transformacién Fi : K — K dada por
o~ 4 ~ o~
Fr(X) =) Vidi(X), (2.1.2)

donde, para cada ¢, @ € @1(IA( ) es la funcién bilineal base asociada al vértice TA/Z Concretamente,

~

nX) =1-0)1-9), ®aX)=i1-9), &X)=i) v ou(X)=01-2)
por lo que cada funcién base verifica: QZZ(‘/}]) = 53 .

~

Mapeando el conjundo N (K) mediante F queda definido sobre K el conjunto de nodos NV (K);
esto es, N(K) == {Nij}OSi,jSk donde

Nij = Fx(Nyj). (2.1.3)

El conjunto de nodos N (K) queda dividido en dos subconjuntos: los nodos laterales y los nodos
internos o interiores siendo los nodos laterales de K las imagenes por Fx de los nodos laterales de
K y siendo los nodos internos de K las imagenes por Fx de los nodos interiores de K. Claramente,
los nodos laterales de K se encuentran ubicados sobre el borde de K y los nodos internos de K
se encuentran en el interior de K (ver Figura 2.2).

Figura 2.2: Notacién para los nodos en un elemento de tercer orden. Nodos laterales: o, nodos interiores:
X

Las funciones base sobre K se definen por
¢ij = gij e} Fgl (214)

donde (}Eij € Q\k(f( ) verifica qASZ-j(]/\?lT) = 65; En general, el espacio Q(K) de elementos finitos
isoparamétricos o subparamétricos (dependiendo del k elegido) se define por

Qu(K) ={f : foFxk € Q(K)}. (2.1.5)

Es inmediato verificar que las funciones base ¢;; sobre K pertenecen al espacio Qy(K) y
verifican la siguiente propiedad de interpolacién

ij (Nip) = 0L (2.1.6)

13



(debido a (2.1.6), y como es usual en la literatura clésica, nos referiremos a ¢;; como la funcion
base asociada al nodo Njj).
Consecuentemente, el Qp-operador de interpolacion () sobre K se define por

Qru(X) = Qra(X) (2.1.7)

donde X = FK()A( ), @k es el Qk—operador de interpolacion de Lagrange de orden k sobre K y
u=uo Fgk.

Al trabajar con elementos de referencia, que recordamos son notados por K (a,b, a, l~)), y con el
operador de interpolacion definido sobre estos elementos serd de utilidad en repetidas oportunida-
des considerar propiedades del trigngulo T' = T'(a, b) cuyos vértices son Vil = (0,0), Vil = (a,0)
y V3T = (0,b); y propiedades del Pi-operador de interpolacién de Lagrange de orden k sobre T'
al que denotaremos por II; (usamos Py para referirnos al espacio de polinomios en dos variables
de grado a lo sumo k). En relacién a este operador, cabe senalar que los nodos de interpolacién
involucrados en su definicién son

Nj = (aj/kbi/k), 0<i+j<k (2.1.8)

Figura 2.3: Notacién para los nodos en un elemento de tercer orden. Los nodos para el operador IT3 estan
indicados por A.

Finalizamos este apartado con dos cuestiones notacionales simples: la primera de ellas es que
usaremos la letra C para referirnos repetidamente a una constante real positiva la cual puede
variar de linea a linea, e incluso, dentro de la misma linea; y la segunda tiene como objeto dejar
formalmente establecido lo que entendemos por cantidades comparablesy la notacién respectiva (ya
hemos usado esta terminologia en el Capitulo 1): diremos que las cantidades s y ¢ son comparables
si existe una constante positiva C que verifique

Cls<t<Cs (2.1.9)

y en este caso escribiremos s > t, o simplemente, s ~ t.

Es inmediato verificar que (2.1.9) es equivalente a la existencia de constantes positivas Cy y

(5 verificando
Cis <t < (Css. (2.1.10)
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Observamos este hecho evidente ya que a fin de mostrar que las cantidades s y ¢ son compara-
bles suele ser mas sencillo mostrar (2.1.10), en contraposicién a (2.1.9), como ejemplificaremos
oportunamente.

2.2. Condiciones sobre la configuracion de referencia.

Aunque todavia no lo hayamos probado y quede mucho camino para poder hacerlo, afirmamos
que si somos capaces de probar la estimacién del error sobre ciertas clases de elementos pertene-
cientes a la configuracién de referencia seremos capaces de obtener el mismo tipo de estimacién
sobre cuadrilateros generales. Esta es una de las herramientas clave de nuestro analisis que ha sido
introducida en [2] y que hemos desarrollado y perfeccionado en [3, 4] como ya hemos adelantado.

Bajo este supuesto (todavia hipotético pero que sera desarrollado en el Capitulo 3 como tam-
bién ya hemos mencionado en repetidas oportunidades) concentraremos nuestra atencién en estu-
diar con detalle la configuracion de referencia bajo ciertas condiciones que, a fin de cuentas y luego
de haber exhibido los argumentos necesarios, permitirdn caracterizar las propiedades geométricas
contempladas: condiciones sobre los dngulos interiores, condicion de regularidad y propiedad de
descomposicion reqular.

Teniendo presente esta idea, introducimos las siguientes condiciones sobre elementos del tipo
K(a,b,a,b):

Condicién (A1): 9,% <C (2.2.11)
a
con su versién mas restrictiva
. a b
Condicién (D1): =% <1 (2.2.12)
a
" 1
Condicién (D2): - <C (2.2.13)
sin(a)

siendo o el angulo entre la diagonal d; de K = K (a, b, @, b) que conecta V5 con V} y el segmento

[ que tiene a V3 y a Vj como extremos (preservaremos esta notacién a lo largo del texto, ver Figura
24);y

Condicién (A2): ]| < C|s] (2.2.14)

donde s denota el lado de menor longitud, o simplemente més corto, de K.

A simple vista, pareciera que estas condiciones poco tienen que ver con algunas de las condicio-
nes sobre los dngulos interiores introducidas en el Capitulo 1 (condicion del dngulo mdximo'y doble
condicion del angulo) o con la propiedad de descomposicion regular. No obstante, como también
yva hemos adelantado repetidamente, uno de nuestros objetivos es mostrar cémo estas condiciones
geométricas pueden ser caracterizadas en términos de las condiciones (Al), (D1), (D2) y (A2),
pero antes de hacer ésto debemos lidiar con algunas cuestiones técnicas que iremos desarrollando
en los siguientes apartados.

Por lo pronto, senalamos dos implicaciones evidentes de estos requerimientos y mostramos que
las condiciones [Al, D2] y [A2, D2] resultan ser equivalentes:

Dado que |s| < |I| por ser s el lado més corto de K, la propiedad (A2) establece que la medida
de [ y la medida de s son comparables en el sentido descrito en (2.1.9). Por otro lado, la propiedad
(D2), junto a la convexidad de K, bésicamente establece que el dngulo o se mantiene acotado
lejos de 0 y de m, lo que (informalmente hablando) implica que el segmento [ se mantenga lejos
de la diagonal d;.
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Figura 2.4: Notacién para el elemento K (a, b, d, b).

Lema 2.2.1 Sea K(a,b,a, 5) un cuadrildtero convexo general. Entonces, las condiciones [A1, D2]
y [A2, D2]| son equivalentes.

Demostracién. Dado que |I|? = a4 |b—b|2, para mostrar que (A2) implica (A1) basta observar
que
a<|l|<C|s| <Ca (2.2.15)

y; similarmente, .
|b—b] < |I| < C|s| < Chb. (2.2.16)

El argumento concluye usando desigualdad triangular en el primer término de (2.2.16) pues esto
permite obtener b < Cb.

Asumamos ahora la validez de [A1, D2]. El teorema del seno aplicado al tridngulo A(V2V3Vy)
permite obtener la siguiente igualdad

sin(«) B |VaVs|
Sin(ﬁg) - |d1|

(2.2.17)

siendo f3 el angulo interior de K(a, b, a, I;) ubicado en el vértice V3 y denotando por |V2V3] la
medida del segmento de extremos Vo y V3.
Por la desigualdad triangular y (Al) tenemos

2

~ ~\ 2
VaVs? = |a—al> +b* =a® |1 — g +0? <a? (1 + Z) +02 <a?(1+0)+0%%  (2.2.18)

Como |d1|? = a® +b?, de (2.2.18) concluimos que |V2V3| < C|d;|. Este hecho junto a (2.2.17) y
sin(a)
sin(B3)
se encuentra acotado lejos de 0 y de 7. Invirtiendo los cocientes en (2.2.17), los argumentos dados

permiten concluir que |V2V3| y |d1| son comparables.
Denotando por 7 al 4ngulo interior de A(V2V3V}) ubicado en V5 tenemos (por (D2) y el teorema
del seno nuevamente)

a que « se encuentra acotado lejos de 0 y de 7, permite obtener < C por lo que B3 también

l
HOSITI 1)
sin(y)  sin(«)
y como |VaV3| y |di| son comparables, resulta que || < C' min{|VaV3], |d1|}.

< C|WLVsl; (2.2.19)
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Consideramos ahora dos casos dependiendo si b/a tiende de a cero o no. Si b/a tiende a cero
afirmamos que b > by |b—5| /a > C > 0. En efecto, llamaremos «; al dngulo comprendido entre d
y la recta paralela al eje de absisas que pasa por Vj (ver Figura 2.5); notemos que ay < C' < /2
y tan(ag) = b/a por lo que «; tiende a cero. Si b < b entonces a < o (ver Figura 2.5 derecha)
contradiciendo (D2) por lo que b > b. En este caso escribiremos o = a1 + a9 (ver Figura 2.5
izquierda). De (D2) sabemos que « no tiende a cero; luego, vy debe encontrarse acotado lejos de
cero y de 7 por lo tanto la afirmacién queda probada observando que tan(az) = |b—b|/a. Tenemos
entonces que b < a'y @ < C|b—b| por lo que |I| = (a®+ (b—b)>)"/2 < C|b—b| < Cb, lo que prueba
(A2)

Finalmente, asumamos que 2 > C' > 0. En este caso, si a y b son comparables, no resta nada
que probar ya que también resultan comparables a d;. Por lo tanto asumiremos que a/b tiende a
cero. Bajo estas condiciones, con argumentos de la misma naturaleza a los ya esbozados y usando

fuertemente que « se encuentra acotado lejos de cero y de 7, se deduce que @ < C. Resulta
entonces que a < by |l| = (a*> + (b — b)*)'/? < Ca < Ca gracias a (Al). El resultado queda
entonces demostrado. O

Figura 2.5: Ilustracion de la notacion usada para los dngulos en la demostracion del Lema 2.2.1.
Izquierda: dngulos oy y ais bajo el supuesto b > b, derecha: angulos a y a1 bajo el supuesto b < b.

2.3. Aspectos técnicos.

2.3.1. Sobre la comparacion del error bajo mapeos afines.

Ya hemos dicho que si somos capaces de probar la estimacion del error sobre ciertos cuadrildte-
ros de referencia seremos capaces de obtener el mismo tipo de estimacién sobre cuadrildteros ge-
nerales. Esta seccion tiene por objeto dejar en claro en qué sentido hacemos esta afirmacion. El
resultado clave para esta cuestién es el Lema 2.3.1 el cual, basicamente, establece que los errores
de interpolacién entre un elemento y su imagen por una transformacion afin con determinadas
propiedades, resultan ser comparables. En este lema quedan en evidencia los requisitos que debe
cumplir dicha transformacién para que, valga la redudancia, los errores entre dos elementos vin-
culados por ella sean comparables. En este sentido, es logico pensar que nuestro siguiente paso
sea mostrar la existencia de este tipo de transformaciones afines entre cuadrilateros que satisfagan
ciertas propiedades geométricas y los elementos de referencia. Con estos resultados probados queda
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claro que podemos reducir nuestro estudio a la configuracién de referencia. Este es a grosso modo
el esquema de trabajo que seguiremos, pero por lo pronto enunciamos y probamos el siguiente

Lema 2.3.1 Sean K y K dos elementos cuadrildteros, y sea L : K — K wuna transformacion
afin L(X) = BX + P. Asumamos que L(K) = K, ||B||,||B7!|| < C (en particular el mimero
de condicion cumple k(B) < C). Si Q;, es la Qg-interpolacion (isoparamétrica para k = 1 o
subparamétrica para k < 1) sobre K y U = u o L™ entonces, para cualquier p > 1, existen
constantes positivas C1 y Co tales que

Cilu — k‘u|1pK < |u— Qrulpx < Colu - ku|1,p,

Ys

Ch[al < Jtlmp e < Colal

mp,K = m,p, K

cualquiera sea m > 1.

Demostraciéon. Por la definicién del operador de interpolacién tenemos
Qwu(X) = Qui(F (X)) vy Quu(X) = Quu(F' (X)),

donde X denota la variable sobre K. Dado que L es una transformacién affn, es inmediato
verificar que
Fre=LoFg
y, en consecuencia,
Qru(X) = Quy(X).
Finalmente, el lema sigue planteando las integrales corrrespondientes, usando regla de la cadena

junto a la férmula de cambio de variables y observando que ||B||, || B! H <(C. o

Dado que estaremos interesados en elementos para los cuales existe una transformacion afin
cumpliendo los requisitos del lema previo, introducimos la siguiente definiciéon con la intencién de
simplificar la escritura a futuro.

Definicién 2.3.1 Diremos que dos cuadrildteros K y K son C-equivalentes (o simplemente
equivalentes) si y sdlo si cada uno de ellos puede ser transformado en el otro mediante una
transformacion afin del tipo descrito en el Lema 2.3.1.

Observacion 2.3.1 Sea L una transformacion afin del tipo descrito en el Lema 2.3.1; esto es, L
se encuentra determinada por una matriz B que cumple || B||, HB_1H < C para alguna constante
positiva C. Afirmamos que la longitud de un segmento cualquiera resulta comparable a la longitud
del segmento imagen mediante el mapeo por L. Si bien este hecho es elemental lo destacamos
ya que haremos uso del mismo en repetidas oportunidades. En efecto, sean P y Q dos puntos
cualesquiera, entonces

IL(P) = LQ)| = B(P = Q) < [BIl [P =@l <C|P-Q|
y, por otro lado,
1P = Q| =271 (L(P) - L)) = [BL(P)-LQ))
[BTHIL(P) = L@ < CIL(P) = L(Q)II.

IN

En suma,
CTHIL(P) = LQ)|| < |IP = Q| < C || L(P) — L(Q)]

lo que prueba nuestra afirmacion.

18



Finalmente, a fin de explicitar atin mas que dos cuadrildteros equivalentes (en el sentido dado
por la Definicién 2.3.1) poseen errores comparables observemos lo siguiente: asumamos que K y
K son equivalentes y que, para K, vale la siguiente estimacién del error

lu— Qrul1pc < Ch¥|ulis1pre (2.3.1)

entonces (haciendo uso del Lema 2.3.1) se tiene
@~ Qply,w < Crlu— Quulipx < COT M uljirp i < COTICohMaly -

Ahora, como h > h, siendo h el didmetro de K (debido a que una transformacién afin L como

la del Lema 2.3.1 preserva longitudes, salvo una constante que depende de || B||, HB_l H < C como
sefialamos en la Observacién 2.3.1), sigue que

= —k_
u— Qk“|1,pf <Ch |U’k+1,pf

la cual es una estimacién del error similar a (2.3.1) pero para el elemento K. Es decir, del
Lema 2.3.1 y de la estimacién (2.3.1) para K se deduce una estimacién del error similar para el
elemento K. Es inmediato verificar que, si asumimos una estimacién del error para K, el Lema
2.3.1 permite obtener una estimacién similar para el error sobre K. En este sentido, diremos que
si K y K son elementos equivalentes, los errores sobre ellos resultan comparables.

2.3.2. Sobre las funciones base.

Teniendo en cuenta que, para cada una de las condiciones geométricas que contemplaremos,
existe una apropiada clase de elementos equivalentes dentro de la configuracion de referencia
resulta importante considerar la transformacién definida en (2.1.2) para el caso particular K =
K(a,b,a,b); a saber, Fic : K — K(a,b,a,b),

Fi(&,9) = (az(1 — §) + a9, by(1 — ) + big) = (x,y), (2.3.2)

asi como también su Jacobiano

. (a+gygla—a) (@a—a)
DFk(z,9) = ( (6 —b) bt i(h—b) >, (2.3.3)

Jre = det(DFr)(#,9) = ab(1 + &(b/b — 1) + j(a/a — 1)). (2.3.4)

Observacién 2.3.2 Afirmamos que la converidad de K es suficiente para garantizar la positivi-
dad del Jacobiano Jx > 0 en el interior de K.

En efecto, dado que Jx es una funcidn afin es suficiente verificar que es positiva en alguno
de los vértices de K y no negativa en el resto. La positividad en V1 (0 0) es trivial puesto que
Ji(0,0) = ab > 0, como asi también lo es la no negatividad en Va Y Vi ya que Ji(1,0) = ab > 0
y Jx(0,1) = ab > 0. Por otro lado, como K es un cuadrildtero convexo, el vértice V3 = (a,b)
se encuentm por encima de la diagonal di = VaVy (es decir, por encima del segmento de recta
y = %(a—1)). Bn consecuencia,

o0, equivalentemente, ~
ab+ba — ab > 0.

Por lo tanto, 3
Jr(1,1) =ab(b/b+a/a—1) > 0. (2.3.5)
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Si tenemos en cuenta que las funciones base sobre un elemento K se definen usando las fun-
ciones base sobre K y la transformacién bilineal F como en (2.1.4), resulta claro que estudiar
normas y seminormas de las funciones base sobre K puede ser reducido al estudio de ciertas in-
tegrales, definidas sobre K, cuyo integrando involucra expresiones que dependen de las funciones
base (o alguna de sus derivadas) y también (gracias a la férmula de cambio de variables) del
Jacobiano Jx de F. Lo que resta de esta seccidn esta destinado a detallar un poco esta cuestién
y a brindar algunos resultados generales sobre seminormas de las funciones base.

Centraremos nuestra atencién en los elementos de referencia, es decir, en el caso K = K(a, b, a, 5),
vy nos gustaria destacar el siguiente hecho: obtener estimaciones para este tipo de seminormas es
una cuestién netamente técnica que no solo depende de las condiciones consideradas ((Al), (D1),
(D2), (A2)) sino también y, particularmente, de la naturaleza del nodo asociado a la funcién
base, ya sea nodo lateral o nodo interno. Concretamente, veremos que el tratamiento de los nodos
interiores merece especial atencién y cuidado.

Con el afdan de simplificar la escritura introducimos la siguiente definicién que es més bien
notacional antes que conceptual

Definicion 2.3.2 Sean a,b, EL,I; constantes positivas satisfaciendo (2.3.5) se define la expresion
I, por

Ql
@‘l

I, = I( - didj. (2.3.6)

/ / —I—xb/b—1)+y(a/a—1))

Lema 2.3.2 Si K = K(a,b,a, Z)) es convezo y verifica (Al), entonces para cualquier p > 1 y para
cualquier funcion base ¢ existe una constante positiva C tal que

Demostracién. Sea (E la funcién base sobre K correspondiente a ¢ en el sentido dado por (2.1.4),
entonces (por regla de la cadena) sigue que

b
C——1, (2.3.7)

,pK

a
< Oyl (2.3.8)

7p7

- ) 96,
gf o Fg | (2,9) 1 b+z(b—b) —g(b—"0) 9% (z,9) ( |
= Ik(@,9) 2.3.9
%OFK (i.vg) JK(:L'ay) —.’IAS(EL—(L) a-’-@(d_a) a$ o
" oo (2.)

donde Jg(z,
Definimos R

) = det(DFg) = ab(1 + &(b/b — 1) + §(a/a — 1)).
#,9) == (1+2(b/b— 1)) 52(&,5) — §(b/b — 1)8¢(x 9) y 5(,9) == —#(a/a —

D)2z, )+ (1+4(a/a—1)) 8‘5( Z,7); de manera que es inmediato verificar las siguientes igualdades

0%
<8¢ oFK> (&,9) = bh((wa(i,@) y (8(75 o FK) (@,9) = mgﬁfm@)'

Planteando las integrales correspondientes y cambiando variables tenemos que

B L s s
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8y 0p. bp b=t (L+2(b/b—1) +§(aja—1))p-1
La demostracién concluye usando que Ry S se encuentran uniformemente acotados dado que
ambos son polinomios, 0 < &,y < 1y (gracias a (Al)) 0 < a/a,b/b<C. O
El resultado anterior provee cotas para cualquier funcién base; pero como ya hemos adelantado,
las funciones base asociadas a nodos interiores requieren un tratamiento particular. En concreto
tenemos

Lema 2.3.3 Si K = K(a,b,a, IN)) es convezo y verifica (Al), entonces para cualquier p > 1 y para
cualquier funcion base ¢ asociada a un nodo interior de K, existe una constante positiva C tal
que

<

< a% [\1-b/b|?1 +max{1, (b/b)*~ 1/2}} (2.3.10)

7pa

<O [+ max(, o/ /). 2311)

Hay

Demostracién. Dado que ¢ estd asociada a un nodo interior sobre K, sigue que a (dada por
(2.1.4)) se encuentra asociada a un nodo interior sobre K por lo tanto, existe P € Qj_o(K) tal
que ¢(2,9) = (1 — 2)§(1 — §)P(2,9) (la escritura anterior para ¢ se debe a los siguientes dos
hechos: ¢ € Qk(K) y ¢ se anula sobre el borde de K). Luego

%ﬁ o Fic ) (5, 9) X b+2(b—b) —j(b—b) 91— 9)A(E,9)
‘;ZjoFK @p) | TKEDN\ sa—a) a+gla—a) ) \ 20-2)B@9)

donde Jg (z,7) = det(DFy) = ab(1 + &(b/b — 1) + j(a/a — 1)).
Llamando S :=zg[(1 —2)B — (1 — §)A] y R := yA tenemos

<ai o FK) (#,9) = Jl; [(1 —b/b)S + (1 — )R} .

Planteando la integral correspondiente y realizando cambio de variables, sigue que

1—b/b)S+(1— R‘
// T - didj.
0.p.K aP~ 1+xb/b—1)+y(a/a—1))

Ahora, como S y R son polinomios, 0 < &,§ <1y 0 < a/a,b/b < C (por (A1)), concluimos
que ambas funciones se encuentran uniformemente acotadas; y, en consecuencia, combinando este
hecho con la conocida desigualdad: (s + )P < 2P~1(sP +tP), p > 1, s,t > 0; se tiene garantizada
la existencia de una constante positiva C' verificando

H / / 11— b/bP + (1 — )P ddj.
opK* ap 1 (1+2(b/b—1)+j(aja—1))p~1
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Una simple re-escritura del segundo miembro en la desigualdad previa en términos de la ex-
presion I, permite obtener

H s Ci {H S +/ / L+ a(b/b (11);1)3))?&/@ e

De la convexidad de K tenemos a/a +b/b—1 > 0 (ver (2.3.5)), de donde sigue
14+2(b/b—1)+ij(a/a—1) > 14 2(b/b—1) — ijb/b.

Consideraremos ahora los siguientes dos casos: b/b<1yb/b>1. . .
Asumamos b/b < 1. En este caso, dado que 0 < & < 1 concluimos 1 + &(b/b — 1) > b/by
finalmente

(b/b—1)+g(aja—1) > b/b(1 — ).

/ / (1+2(b/b _(1) f;;/a_ T 404 < % (Z)p_l.

Por otro lado, si b/ b > 1 observemos que

Por lo tanto

14+20/b—1)+g@/a—1)>1+g(a/a—1)>1—7

de donde sigue

// ot - didy <1,
(1+a(b/b— 1)+ g(aa—1))p-

y asi (2.3.10) queda probado.

90 |IP
99 puede ser obtenida de una forma similar a partir de
0.p, K

Por 1ltimo, la estimacién para

la expresién

<a¢> o FK> (2,9) = Ji a/aS + (1 - §)R]

K
donde R := #(1 — 2)B + 2R (B, R y S son las funciones definidas anteriormente). O

A fin de aclarar de antemano el papel del término b/ b en el lema previo damos el siguiente

Lema 2.3.4 Para cualquier cuadrildtero convezo K (a, b, a, 5) satisfaciendo las condiciones [A1, D2]
(equivalentemente [A2, D2]) existe otro cuadrildtero de referencia equivalente (en el sentido de la

Definicion 2.3.1) satisfaciendo [Al, D2] con las mismas constantes y para el cual % > 1

Demostracién. Consideremos el tridngulo A(V2V3Vy) y sus dngulos interiores o y [ ubicados

en Vy y Vs respectivamente. Si para el cuadrilstero original K (a,b,a,b), vale % 2, entonces no
hay nada que probar. En otro caso, podemos asumir % < % de forma que a < . Por otro lado,
como ambos son angulos interiores de un tridngulo resulta que § < m — a. Estos dos hechos junto
a (D2) implican que § se encuentra acotado lejos de 0 y de 7; més atin, las cotas para  dependen
de las cotas para a.

Luego, mediante un movimiento rigido en el plano (una simetria respecto a la recta identidad
para ser mas precisos) podemos transformar nuestro elemento en el cuadrilatero K (b, a, b, a). El
elemento resultante satisface las condiciones requeridas [Al, D2] con las mismas constantes que

aquellas que se aplican para K (a,b,a b) y el lema 81gue gracias al hecho que ¢ (10 que es una

consecuencia inmediata de (2.3.5) y de la hipétesis 2 b<3). o

Observacién 2.3.3 Observemos que, como (D1) claramente implica (A1), el lema previo también
se aplica a elementos K(a,b,a,b) bajo las condiciones [D1, D2].
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2.3.3. Sobre la integral I,,.

Como hemos visto en la seccién previa, las cotas para la norma de las derivadas parciales
de las funciones base (y en consecuencia para su seminorma) dependen de la expresién I,,. Dado
que uno de nuestros objetivos es obtener cotas para la seminorma de las funciones base, claro
estd, debemos obtener estimaciones para la integral I,. Este es bédsicamente el objeto de esta
seccion. Comenzaremos con las siguientes definiciones que son meramente notacionales pero que
nos permitirdn presentar algunos resultados en forma sucinta y legible.

Definicion 2.3.3 Para cualquier 2 <p < 3, yt > 0 definimos

3P — 0, 1+
T sit>0,t#1
—2)(1—t
np(t) = (p—2)(1-1) : (2.3.12)
1 stt=1
, tIn(t) . .
Notemos que, para t # 1, hn; np(t) = 1 lo que justifica la siguiente
p— -
Definicién 2.3.4 |
tin(¢
na(t) = . (2.3.13)
1 stt=1

Observacién 2.3.4 Es inmediato verificar que, para cualquier 2 < p < 3, 0, es una funcion
creciente de t. Ademds,
0 < np(t) < max{l,t}. (2.3.14)

Lema 2.3.5 Sea2 <p <3 ya,b, d,l; constantes positivas verificando (2.3.5); entonces, la integral
I, definida en (2.3.6) cumple lo siguiente:
1

1) Sia/a<1yb/b<1 entonces, I, < = ;
() sajestyblbs (@/a+bjb— 1)1

. - 1 pp(a/a) b1,
(2) Sia/a>1yb/b<1 entonces, I < 3—pmm{(&/a— N1 —b/b) B},

En (2) y (3), pp(t) :=(t —1)np(t) + 1 cont > 1 y n, definido en (2.3.12) o (2.3.13) dependiendo
del p considerado.

ISTIIES

(3) Sid/a<1yb/b>1 entonces, I, < Lo ] po(b/b) ’
3—-p (@/a —1)(1 —b/b)

(4) Sia/a>1yb/b>1 entonces, I, < 1.

Demostracién.
(1) Dado que a/a, B/b <1ly0<z,9<1,sigue que
1 < 1
(1+&(b/b—1)+g(afa—1))P~t = (b/b+aja—1)p=1
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Por lo tanto,

1 1 1
/ / — — — dzdy
0 Jo (14206 —1)+g(aja—1)r

1 1 1 o 1
: /0 /0 Wb+ aja— 11 Y= G aja e

y asi (1) queda probado.

Para 2 < p < 3 un céalculo directo muestra que

. s 3-p 3 -\ 3—p
a b a P b
;o 1 1+(a+5—1> - (a) —<Q (23.15)
P B-p-2) (%_1)(1_%> o
Con motivo de acotar esta expresién definimos
.5 3-p .3 -\ 3—p
a b a P b
1+<E+E—Q - (3) —(a
I, := (2.3.16)

p—2

y notemos que podemos reescribirla de la siguiente manera
a b a b a a b b
I,=11-|-4+--1 —+--1 - -1 — -—1 .
donde 7, ha sido definida en (2.3.12).

Ahora, dado que 0 < n,(t) y % < 1, sabemos que el ultimo término de II, es negativo,

entonces
a b a b a a
<(1-(=4-- -+ - = - — - .
( (b ))(b )( o (2)

De (2.3.14) se deduce facilmente que (1 — ¢)n,(t) < 1 para cualquier ¢t > 0, y entonces

e () (2)n(2)

Asi, de (2.3.15), (2.3.16) y de la desigualdad previa se tiene

o m, maje)
PTG p@/a- D -/ - B-p)aja—1)1-b/)

Por otro lado, dado que a/a > 1, l;/b <1,y np(t) <1 para 0 <t <1, sigue que

1 1 1 o
/0 /0 T
(5)2,,, 1 ) (2.3.18)

;) - b (b
"~ e-p) (% - 1) b (b> -

Finalmente, para 2 < p < 3, (2) sigue de (2.3.17) y (2.3.18) observando que 1 < ﬁ. El
caso p = 2 sigue tomando p — 2 en (2.3.17) y (2.3.18).

(2.3.17)

I

IN

S o
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(3) Sigue como en la parte (2) intercambiando los roles de a y @ con b y b, respectivamente.

(4) Bajo estas hipGtesis sigue inmediatamente que 1+ 2(b/b — 1) + §(@/a — 1) > 1 y entonces
(4) se deduce facilmente. O
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Capitulo 3

Condiciones Geomeétricas

En este capitulo mostramos que bajo ciertas condiciones geométricas sobre cuadrilateros gene-
rales, podemos en realidad reducir el andlisis a determinadas clases de elementos pertenecientes a
la configuracién de referencia. Més ain, damos caracterizaciones concretas de estas clases en térmi-
nos de las condiciones (A1), (D1), (D2) y (A2) que han sido introducidas en (2.2.11), (2.2.12),
(2.2.13) y (2.2.14) respectivamente.

Estas caracterizaciones, junto al Lema 2.3.5 y otras cuestiones técnicas, nos permitiran obtener
nuevas cotas de la integral I, (definida en (2.3.6)) que, como hemos mostrado en el Capitulo 2
(concretamente, en los Lemas 2.3.2 y 2.3.3), es el insumo necesario a fin de obtener estimaciones
para las funciones base.

En el afan de simplificar la presentaciéon de la informacién y hacer més facil la lectura, este
capitulo estd dividido en varias secciones; una por cada condicién geométrica entre las siguien-
tes: propiedad de descomposicion reqular, condicion de regularidad, doble condicion del angulo y
condicion del dngulo minimo.

En el primer capitulo del presente trabajo hemos dado las definiciones (al menos informalmen-
te) para la mayoria de estas condiciones; no obstante, a riesgo de ser repetitivos pero con el solo
objeto de tener presente los requerimientos exigidos por cada una éstas, recordamos en cada una
de las secciones la definicién y notacién correspondiente a la condicién alli contemplada.

3.1. La propiedad de descomposicion regular.

La propiedad de descomposicion regular introducida en [2] es una condicién geométrica simple
de verificar y menos restrictiva, o mas débil, que las consideradas en la literatura existente antes
del trabajo citado. En el primer capitulo de este trabajo hemos desarrollado estas afirmaciones con
detalle por lo que sugerimos una revisiéon del mismo. No obstante, éstas son las principales razones
por las cuales resulta relevante estudiar si esta condicion sigue siendo suficiente para garantizar
la estimacién del error de interpolacién en grados superiores y para p en un rango mas amplio.
Nuestro estudio [3, 4] nos permite afirmar que, salvo para el operador de interpolacién de primer
orden, la propiedad de descomposicion regular no es una condicién suficiente para la estimacién
del error; mientras que, para el operador de primer orden, la estimacion del error no solo vale
para p = 2 (siendo este el resultado principal de [2]) sino que el rango de p puede ser extendido
al intervalo [1,3) y este intervalo es maximal en el sentido que no puede ampliarse (este resultado
es el nicleo de [3]).

La presente seccién tiene por objeto presentar la caracterizacién de elementos satisfaciendo la
propiedad de descomposicién regular que hemos dado en [4]; con el objetivo final de probar los
resultados mencionados arriba en forma compacta y facilmente legible. Es pertinente mencionar
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que esta caracterizacion no la habiamos obtenido en [3] explicitamente, no obstante, nos permitird
presentar los resultados de dicho trabajo en una forma ligeramente diferente que, a nuestro parecer,
resulta mds amena pero preservando al mismo tiempo el espiritu del enfoque adoptado en [3].

Por lo pronto, recordamos a continuacién la definiciéon formal y la notacién usada para esta
propiedad.

Definicion 3.1.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de des-
composicién regular (regular decomposition property) con constantes N € R y 0 < 1y < 7, 0
simplemente RDP(N, ), si podemos dividir K en dos triangulos a lo largo de una de sus diago-
nales, a la cual llamaremos siempre dy, de forma que |da|/|di| < N (donde dy denota la diagonal
restante) y ambos tridngulos tengan sus dngulos mdximos acotados superiormente por .

3.1.1. Reduccién a la configuracién de referencia.

Mostraremos aqui que, a fin de contemplar aquellos elementos que verifican la RDP, bas-
ta considerar los cuadrilateros pertenecientes a la configuracion de referencia que cumplen las
condiciones [A2; D2]. Sabemos, gracias al Lema 2.2.1, que satisfacer las condiciones [A2, D2] es
equivalente a verificar [A1, D2] por lo que destacaremos este hecho en los enunciados y haremos
uso de esta equivalencia cuando nos resulte favorable.

Figura 3.1: Representacién de cuatro elementos de referencia K(a,b,a,b), uno por cada configuracién
posible. La linea punteada sin referencia, conectando vértices opuestos en cada elemento, corresponde a la
diagonal ds.

Un primer paso para obtener la caracterizacién descrita arriba, es mostrar que los elemen-
tos de referencia que satisfacen las condiciones [Al, D2] efectivamente verifican la propiedad de
descomposicién regular; ésta es basicamente la esencia del siguiente

Lema 3.1.1 Sea K un elemento del tipo K(a,b,d,l;) que satisface [A1, D2] (equivalentemente
[A2, D2]). Entonces K verifica RDP(N,vy) donde las constantes N y 1y dependen unicamente
de las constantes involucradas en las condiciones [Al, D2].

Demostracién. Dividamos a K en dos tridngulos considerando la diagonal d; = VoV4. Que
el tridngulo A(V,V3V}) verifica la condicién del dngulo méximo es inmediato de (D2) ya que
esta condicién implica que «, el dngulo interior de A(V2V3Vy) ubicado en Vj (ver Figura 3.1), se
encuentra acotado lejos de 0 y de 7; lo que a su vez implica que los restantes angulos interiores de
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este tridngulo también se encuentren acotados lejos de m. Que el tridngulo A(V;3V5V}) cumple la
condicion del dngulo maximo es similarmente claro ya que el angulo ubicado en Vj es un angulo
recto (ver Figura 3.1). Por dltimo, el hecho que el cociente de las medidas de las diagonales con
denominador |d;| se encuentra uniformemente acotado se deduce de la expresién

1

d a2+ b7\’

M: a+9 (3.1.1)
‘dl‘ a2+b2

y de (A1) considerando los casos: @ < by @ > b, En efecto, si @ < b de (3.1.1) y (Al) sigue que

mientras que si @ > b de (3.1.1) y (A1) sigue que

1
|do| az \? a
— < —_ < - <C.
] <V \are) V=0 o

Con el lema previo estamos bastante cerca de dar la caracterizacién deseada; no obstante,
necesitamos un resultado mas que concierne al comportamiento de un angulo bajo un mapeo
lineal y por esta razén presentamos el Lema 3.1.2. Pese a que la demostracién de este resultado
es elemental, y puede encontrarse en [1], la incluimos aqui con el afén de dar un panorama lo mas
completo y auto-contenido posible; para este fin, es 1til tener presente la siguiente caracterizacién
para el seno del dngulo o comprendido entre los vectores w1 y wa:
- Jwr — tws|

sin(a)) = min

3.1.2
teR |lwn]| ( )

En efecto, notemos que, para cualquier ¢ € R

le — tw2H2 _ < wy — twg, w; — twg >
s || s ||
_ < wi,wy > =2t < wi,wy > +t2 < wy, wy >
= 2
2 ] 2
o lwall® = 2t Jlw || lwa | cos(e) + # Jlws|
= 2
ol (Bl
w2 w1 . 9
= t— cos(a)> + sin”(«)
[y || < [Jwa|

de modo que (3.1.2) sigue inmediatamente al tomar el minimo valor de esta expresién como
funcién de t.

Lema 3.1.2 Sea L la transformacion lineal asociada a una matriz B. Dados dos vectores wi y
wa, sea a el dngulo entre ellos y sea @ el dngulo entre L(wy) y L(wy). Entonces, si k(B) denota
al nimero de condicion de B en la norma euclidea, se tiene

_ 2 2
WK(B)O[SQSW<1_7W(B)>+7m(B)a' (3.1.3)
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< Bwy,Bw; > ||Bw|| cos(@)

Demostracion. Sea t = 5 = , entonces
| Bwa|| [ Bwal|
||B(w1 — tWQ)||2 < Bw, — tBwsy, Bwy — tBwy >
|Buw: |” |Buw: ||
< Bwy, Bwy > —2t < Bwy, Bwsy > +12 < Buws, Bwsy >
- 2
2 B 2
_ Bwi|]” — 2t ||Bwy | || Bws| cos(@) + ¢* | Bus|
- 2
2  IBu
_ 1Bwr|]” — [|Bws[|” cos* (@)
1B ||
= sin*(@)
y, en consecuencia,
oy [[B(wr — tws)|
sin(@) = ———— (3.1.4)
[ Buwi |
Por otro lado, notemos que
[Buwr || < [|B| [[w:]]
de donde sigue
1 > L (3.1.5)
[Bwill — [ B {Jwyl - h
Similarmente tenemos
le — thH = HB_lB(wl — th)H S HB_lH HB(w1 — t’LUQ)” s
y, en consecuencia,
w1 — twy||
1By — tup) | > 1L (3.1.6)
1B
Combinando ahora (3.1.5) y (3.1.6) con (3.1.4) sigue que
o [Bwr —twa)||  flwr —twa]] 1 1 [Jwy — tws|
sin(@) = > — = . (3.1.7)
[ Bw || B 1Bl lwill  &(B)  Jlwl
. o, lw1 — tws|| . .,
Usando ahora que sin(a) = min el (gracias a (3.1.2)), y combinandolo con (3.1.7),
€ w1
tenemos 1
sin(@) > (B sin(a)
En consecuencia 5
a> 3.1.8
“= WH(B)a ( )

En efecto, para 0 < a < 7/2, (3.1.8) sigue de la desigualdad previa en conjuncién con los
siguientes dos hechos bésicos:
sin(a)

< o sin(@) <@ .

2
s

Para o > 7/2 dividimos al dngulo en dos mitades y aplicamos el argumento a cualquiera de
éstas. En efecto, supongamos o > /2. Dado que o < 7 sigue que «/2 < 7/2; por otro lado, como
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@/2 es la imagen de a/2 por L (por ser L un mapeo afin), la conclusién obtenida en (3.1.8) aplica
para estos angulos. Luego,
2
a/2> ———a/2 3.1.9
/22—l (3.1.9)
y el argumento concluye multiplicando ambos miembros de (3.1.9) por 2.
Por otro lado, aplicando (3.1.8) al 4ngulo complementario m — o obtenemos

a< <1 - M?B)> ™+ ij)a (3.1.10)

lo que termina el argumento. O

Ahora si estamos en condiciones de presentar la siguiente caracterizacién

Figura 3.2: Representacién de la notacién usada en un cuadrildtero K satisfaciendo la RDP para la
demostracién del Teorema 3.1.1 e ilustracién del mapeo lineal entre el elemento de referencia K(a, b, a,b)
y K.

Teorema 3.1.1 Sea K un cuadrildtero convero general. Entonces K wverifica la RDP, si y solo
si, K es equivalente a algin cuadrildtero K(a,b,a,b) satisfaciendo [A2, D2] (equivalentemente
[A1, D2)).

Demostracién. Asumamos que K es equivalente a algin elemento del tipo K (a, b, a, b) satisfa-
ciendo las condiciones [A2, D2]. Del Lema 3.1.1 sabemos que K(a,b,a,b) verifica RDP(N,1,,)
donde las constantes N y v,,; dependen exclusivamente de aquellas constantes involucradas en
las condiciones [A2, D2]. Dado que K = L(K(a,b,a,b)) para cierta transformacién afin L(X) =
BX + P del tipo considerado en la Definicién 2.3.1 resulta, del Lema 3.1.2 y teniendo en cuenta
que una transformacién L del tipo aqui considerada preserva longitudes (salvo, claro estd, una
constante que depende de || B||, [|[B~!|| < C como sefialamos en la Observacién 2.3.1) que K veri-
fica RDP(N, 1) donde las constantes N y 1) dependen de L (en realidad de | B||, | B~ < C)
como asi también de las constantes N y 1, involucradas en la RDP que satisface K (a,b, @, 5)
Para mostrar la implicacién reciproca asumiremos que K satisface RDP(N,1ys) y dividiremos
al elemento a lo largo de la diagonal d; en los tridngulos T3 y 15 de forma tal que todos los angulos
interiores de ambos triangulos se encuentran superiormente acotados por s y % < N siendo
ds la diagonal restante de K. Elegimos la notacion en forma tal que el lado maés corto de K,
denotado por s, es uno de los lados de T3 y llamamos 3 al 4&ngulo de T5 opuesto a dy (en la Figura
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3.2 hemos ilustrado la notacién asumida). Luego de un movimiento rigido podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que el vértice V; correspondiente a 8 se encuentra ubicado en el origen
y K estd enteramente contenido en el semiplano superior. Podemos asumir también que V5 esta
ubicado en el punto (a,0) con a > 0, siendo V1V; el lado opuesto a s, i.e., el lado opuesto al
lado mas corto de K se encuentra enteramente contenido en el eje de absisas positivas. Definimos
b := [V1Vy|sin(B) (ver Figura 3.2); por lo que Vj se encuentra ubicado en el punto (cot(5)b,b).
Notemos que [ esta acotado lejos de m dado que 8 < ;. Més aun, S también se encuentra
acotado lejos de 0. En efecto, como 5 estd acotado lejos de 7w alguno de los angulos restantes de 75
debe encontrarse acotado lejos de 0. Llamaremos v a dicho dngulo (si hay més de una opcién lo
elegimos arbitrariamente). Luego, v se encuentra acotado lejos de 0 y de 7 (esto ultimo a causa de
v < 1ar), por lo tanto, 1/sin(y) < C para alguna constante positiva. Sea e el lado de T» opuesto
a 7y; por el teorema del seno tenemos

di] el
sin(B)  sin(y)

Por otro lado, teniendo en cuenta que el didmetro de un cuadrilatero es comparable a la
longitud de su diagonal mds larga junto al hecho |d2| < N|dp| resulta que |e| < max{1l, N}|d;]|.
Combinando esta desigualdad con (3.1.11) resulta que 1/sin(8) < C'méax{l, N} lo que prueba
nuestra afirmacién.

1 cot(p)

0 1
aplica el elemento de referencia K (a,b,d,g) en K (para una adecuada eleccién de a y I;) que
cumple los requerimientos deseados. En efecto, escribiendo V3 = (V3!, Vi), definimos a = V3 —
Vi cot(B) y b= V2. Con esta eleccién es inmediato verificar que L(a, 5) = V3; més auin, se tiene
L(K(a,b,d,b)) = K como afirmamos anteriormente. Por otro lado, L verifica los requerimientos
de la Definicién 2.3.1. Para justificar ésto comencemos notando que, cualquiera sea el punto (x, )

(3.1.11)

Luego, el mapeo lineal L asociado a la matriz B = < > es una transformacion que

de norma 1, vale

I I”?

Bz 9)f||” = l(z+ycotg(B),y)

22 sin?(B) + 2xy sin(B) cos(B) + y?
sin?(3)

x? + 2y + y?

sin?(3) (3.1.12)
2(z% 4 y?)

sin2(B)

2
sin?(3)

(en la ante-tiltima linea hemos hecho uso de la conocida desigualdad 2zy < 22 + y?). Luego,
|B(z »)t|| < Sin\/(%) para todo vector unitario (z,y); por lo tanto, ||B]| = ||§(lﬁ£1 |BX*|| < smx/(ﬁﬁ)

En forma andloga, es posible mostrar que ||B~!|| < v/2/sin(8). Finalmente, dado que 3 se en-
cuentra uniformemente acotado lejos de 0 y de , existe una constante C verificando || BJ|, | B~!|| <
C'. En particular se tiene k(B) < ﬁ <2

Por otro lado, notemos que (A2) vale debido a que L preserva longitudes (salvo, como ya
hemos aclarado oportunamente, una constante que depende de C) y V3V = L(s). Finalmente,
dado que T verifica tener su maximo angulo acotado por ¥ v s es el lado més corto de 17 sigue
que el angulo de T ubicado en el vértice comuin entre d; y s se encuentra acotado lejos de 0 y ;
en consecuencia, (D2) vale gracias al Lema 3.1.2. D
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La caracterizacion dada en el teorema previo junto al resultado establecido en el Lema 2.3.1
nos permite, asumiendo como hipétesis la verificacién de la RD P, reducir nuestro estudio a una
clase de elementos contenida en la configuracién de referencia. Concretamente, de aqui en adelante
asumiremos que cualquier elemento que cumpla la RDP es del tipo K(a, b, a, l;) satisfaciendo las
condiciones [A2, D2] (o equivalentemente [Al, D2]).

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado elemental que basicamente establece, en
aquellos elementos de referencia satisfaciendo la propiedad de descomposicién regular, que el
didmetro del elemento resulta comparable a la medida de la diagonal d; (si d; fuera la diagonal
mas larga este hecho es evidente; no obstante, podria suceder que d; no fuera la diagonal de mayor
longitud).

Lema 3.1.3 Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convezo que satisface las condiciones [Al, D2],
sea dy la diagonal de K que conecta los vértices Vo = (a,0) y Vi = (0,b) y sea h el didmetro de
K, entonces existe una constante C (dependiendo solo de las constantes involucradas en (Al) y
(D2)) que cumple

h < Cldy). (3.1.13)

Demostracién. Por el Lema 3.1.1 sabemos que K verifica RDP (N, ) para ciertas constantes
N y ¥ (que solo dependen de las constantes involucradas en (Al) y (D2)); en particular,

|da|/1d1| < N. (3.1.14)

Ahora, si h coincide con la longitud de alguna de las diagonales entonces (3.1.13) sigue inme-
diatamente de (3.1.14). En otro caso, h concuerda con la longitud de alguno de los lados de K;
afirmamos entonces que h = |l| = |V3Vy| o h = |lag| = |Vo V3| (denotamos por log al lado de K que
conecta los vértices Vo y V3). En efecto, esto es una consecuencia inmediata del hecho que los dos
lados restantes se encuentran superiormente acotados por |d|.

Dado que (A2) estd garantizado por el Lema 2.2.1 bajo la hipédtesis [A1, D2], tenemos que
|I| < Co|las| (para alguna constante Cp) por lo que en realidad la demostracién se reduce a mostrar
que |l23| < C|d;| para alguna constante C.

Finalmente, notemos que de la desigualdad triangular, del hecho a < |d;| y (3.1.14) tenemos

las] < a+ |da| < |di| + |d2| < (1+ N)|di]. O

Observacion 3.1.1 Bajo las hipdtesis del lema previo tenemos ciertamente que |di| ~ h. En
efecto, |di| < h trivialmente lo que junto a (3.1.13) permite escribir

C™'h <|dy| < h.

3.1.2. Estimacién para ],

Una de las ventajas de la caracterizacién obtenida para los elementos de referencia que sa-
tisfacen la propiedad de descomposicién regular es que permite obtener cotas de la integral I,
de una forma relativamente simple para cierto rango de p. Volvemos a destacar que este tipo de
estimaciones seran de utilidad al momento de acotar las seminormas de las funciones base. Ve-
remos también, con ayuda de algunos resultados presentados en las secciones siguientes, que las
estimaciones obtenidas para la integral I, pueden ser extendidas a otras condiciones geométricas
tales como la condicion de regularidad y la condicion del dngulo minimo, mientras que para la
doble condicion del dngulo vale la misma estimacién pero el rango de p puede ser extendido.

El resultado principal de esta seccion es el Lema 3.1.5; y, a fin de poder demostrarlo, precisamos
establecer antes el siguiente resultado que compila varias consecuencias geométricas sobre los
elementos de referencia que cumplen la RDP.

32



Lema 3.1.4 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convexo que satisface las condiciones [A2, D2]
(equivalentemente [A1, D2]), entonces

(1) méx{|l|/a,|I|/b} < C(@/a+b/b—1) donde C es la constante de (D2);
(2) Sib/b <1 entonces a/b < C donde C es la constante de (D2);

(3) Si b/b < 1/2 entonces bja < C siendo C una constante que depende tunicamente de la
constante involucrada en (A2);

(4) Sib/b>1ya/b < tan((r — ¢¥ar)/2) (donde as es la constante del Lema 3.1.1) entonces
ll| < Ca siendo C' una constante que depende unicamente de las constantes involucradas en
[A2, D2];

(5) Sib/b>1yb/a < tan(e/2) entonces || < C(b—b) siendo C una constante que depende
unicamente de la constante involucrada en (D2);

(6) min{1/|a—al,1/b} < C/|l| siendo C una constante que depende tinicamente de la constante
involucrada en (A2);

(7) min{1/|b—b|,1/a} < C/|l| siendo C una constante que depende tinicamente de la constante
involucrada en (A2).

Demostracion.

(1) La ecuacién de la recta que pasa por Vo y Vi es y(z) = —2(z — a). Denotando, como es

— T a
usual, por y~! a su inversa, es inmediato verificar
b
%: (3.1.15)

0, equivalentemente,

=~ 4 -1 (3.1.16)

Un analisis geométrico ele-
mental (ver figura lateral pa-
ra una ilustracién gréfica)
permite concluir

1]sin(a) < b — y(a)

| sin(e) < @ —y ().

Combinando el primero de

estos hechos con (D2) y

(3.1.16) sigue que

1 < 1| sin(«) < b—y(a) b

ST
bC=S b S b ab

Por lo tanto, % <C (% + % — 1). Con argumentos completamente andlogos se muestra que

% <C <% + % — 1) con lo cual (1) queda probado.
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(2) Sea 3 el d4ngulo entre di = V2Vy y el segmento que une los puntos V3 y (a,b). Gracias a la
hipétesis b < b resulta que a < 8 (ver figura auxiliar).

Luego
a
7= cot(f) < cot(a)

vy haciendo uso de la condi-
cién (D2), sigue que

cos(a) < 1 <C

= sin(a) —

a
b

sin(«)

por lo que (2) queda probada.

(3) Bajo la hipétesis tenemos que |I| = 1/a2 4 (b —b)2 > b — b > b/2. Luego, dividiendo ambos
b l

miembros de la desigualdad por a, se tiene |l|/a > b/(2a); y, en consecuencia, — < QU.
a a

Finalmente, (3) sigue directamente de la condicién (A2).

(4) Sea v al dngulo entre d; y V1Vy (ver figura auxiliar). Bajo las hipétesis se tiene

% = tan(y) < tan <7T _;Z)M) ,

. =Yy
y, en consecuencia, v < 2 .

Ahora, usando que a < ¥
resulta

T+ Yy
2

a+v<

de donde sigue (por (D2) y el
hecho que ¥y < m) que v+
se encuentra acotado lejos de
0y dem.

Luego, existe una constante C, dependiente solo de 1); y de la constante involucrada en

(D2), que cumple
1

— < C. 3.1.17
sin(a+7) — ( )
Finalmente, notemos que % = sin(m — (v 4+ 7)) = sin(a + ), que combinado con (3.1.17)
l 1
permite obtener U = ———— < C lo que prueba (4).
a sin(a+7)

(5) Sea /3 como en (2). Es claro que en este caso 8 < a gracias a la hipétesis b > b (ver figura
auxiliar); luego, tan(f8) = b/a < tan(«/2) por lo que 5 < /2.
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Dado que f < a/2 es in-
mediato verificar « — 5 >
a/2. Combinando este hecho
con la conocida desigualdad

% < sin (%) resulta

1Ee) < 7] sin (a/2)
< |i|sin(a — 8)
— b—b.

Finalmente, gracias a la condicién (D2) podemos concluir |I| < =2~ (b—b) < 2C(b—1b) lo
que concluye el argumento.

sin(a)

(6) Sea P2 el dngulo interior de K asociado al vértice Va, y sea las el segmento de extremos V5

vy V3; entonces

la — al b

= | cos(B2)] y o = sin(fa).

|l23] |l23]

Luego, de (A2) sigue que

) { 1 1}
min =y =T =
la—al’ b

y el argumento  con-

cluye notando que
; 1 1

i { [cos(B2)] sin(B2) } 5¢

encuentra uniformemente

acotado como puede apre-
ciarse en la figura auxiliar
en la que hemos graficado
las funciones 1/|cos(x)| vy
1/sin(x) para x € (0, 7).

L min { 1 1 } < g min { 1 1 }
|l23] | cos(Ba)|” sin(B2) J ~ i | cos(Ba)|” sin(Bz)

(7) Sigue de un analisis similar al hecho en (6). O

Presentamos ahora el principal resultado de esta seccién, el cudl no solo sera de utilidad para
demostrar la estimacion del error sobre cuadrilateros que cumplen la RDP sino que jugard un
rol importante al momento de presentar ciertos contraejemplos que tienen por objeto mostrar la
optimalidad de nuestros resultados.

Lema 3.1.5 Sea K = K(a,b,d,g) un cuadrildtero convero. Asumamos la validez de [A2, D2]
(equivalentemente [A1, D2]), entonces para cualquier 1 < p < 3 se tiene

) a b h

donde C' es una constante que solo depende de p y de las constantes involucradas en [A2, D2].
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Demostracién. Probaremos esta estimacién dividiendo el rango de p, [1,3), en los siguientes
intervalos: [1,2) y [2,3).

p € [2,3) : Consideraremos cuatro casos dependiendo si @/a y b/b son mayores a 1 0 no:

(1) a/a <1, b/b < 1: Del item (1) en el Lema 2.3.5 tenemos apb_llp < apb—l (d/a—l—l;/lb—l)l’*l; y

del item (1) en el Lema 3.1.4 sigue que ap%fp < CW}% < C’Il‘p%. La estimacion para

_a
pp—1

(2) a/a>1, b/b < 1: Del item (2) en el Lema 2.3.5 y (A1) tenemos

I,, se obtiene en forma completamente analoga.

lillp < ¢ lil ml’n{ — ! = ,lj} (3.1.19)

ap 3—pa? (@/a—1)(1—=0b/b) b

Y C 1 b
S - min{ _ } (3.1.20)

1P 3 (@/a—1)1—b/b) b

Ahora, si b/b < 2, la demostracién concluye inmediatamente usando (3.1.19), (3.1.20) y
(A2). Desarrollamos el argumento para (3.1.19) omitiendo el mismo para (3.1.20) por
ser completamente anédlogo. Bajo la hipétesis b/b < 2, de (3.1.19) sigue que

b 2C b 2C  h
—Ip < — < —- (3.1.21)
aP 3—paP 3—paPb

Finalmente, usando que p —1 > 0 junto a (A2) resulta que 1/a?~" < 1/[I[P~! lo que
termina el argumento. En otro caso, b/b < 1/2 y asi 1/(1 — b/b) < 2 lo que permite
re-escribir (3.1.19) y (3.1.20) de la siguiente manera

b, < 2%¢ bml’n{ a ,?} (3.1.22)

ar~1"P = 3 —par-! a—a'p
' 2C b
a a a
= I, < 3l min {d—a’ l;} . (3.1.23)

Por otro lado, de la parte (3) del Lema 3.1.4 tenemos b/a < C; por lo tanto, usando
(3.1.22) combinado con (A2) y la parte (6) del Lema 3.1.4 se tiene (usando fuertemente

que p—2 > 0)
b C 1 , a b C 1 , a b
—1I, < — min § = , = < ——+———min{ —, =
ab—1 3—par a—a b

3—p|lp—2 a—a'p
C h , 1 1}< C h

< — 0 — —_— .
= 3pp 2 a—a'pf " 3-plpt

La cota para 11, se obtiene en forma analoga a partir de (3.1.23) combinado con

(A2) y la parte (2) del Lema 3.1.4.
(3) @/a <1, b/b> 1: Debido a (3) del Lema 2.3.5 y a (Al) tenemos

b C b , 1
— p < — mln{ — = ,
a? 3—paP (1—a/a)(b/b—1)

} (3.1.24)

ISTIIES

a C a , 1
T1p < T min = ,
bp— 3—pbp~ (1—a/a)(b/b—1)

} . (3.1.25)

SIS
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Sin embargo, no podemos proceder exactamente como en el caso previo porque aho-
ra no tenemos, como antes, que a/b se encuentre uniformemente acotado superior
e inferiormente. Para subsanar esto procedemos como sigue: asumamos primero que
b/a < 1/tan((m — vpr)/2) siendo ¥y la constante del Lema 3.1.1. Como en la parte
(2), podemos asumir sin pérdida de generalidad que a/a < 1/2 (en caso contrario, la
estimacién sigue facilmente de (3.1.24) y (3.1.25) con (A2) con un argumento simi-
lar al desarrollado en (3.1.21)). En este caso, de (3.1.24) y (A2) se deduce (usando
nuevamente que p — 2 > 0)

I, < 2C 1 min b a
17 = (3-p) tan((r = ar)2) @ 2 v
; a

(3 =p)tan{(r = Gar) 2) 7 e bv'a
B—p)tan((r—a)/2) P2 \b—b'a

y, por lo tanto, el resultado sigue de la parte (7) del Lema 3.1.4.
Por otro lado, si b/a > 1/tan((m — ¥as)/2) podemos usar (A2) y la parte (4) del Lema
3.1.4 en (3.1.24) para obtener

b b b <c h

< <C .
ap=1P = gar—2 = T |ilp-1 = Tt

Finalmente, con el objetivo de obtener la estimacién para b;%lfp consideraremos los

siguientes dos casos: a/b < 1/tan(a/2) y a/b > 1/tan(a/2). En el primer caso, es
decir, asumiendo a/b < 1/ tan(a/2); la estimacién sigue de (3.1.25) junto a [A2, D2] y
la parte (7) del Lema 3.1.4. En efecto, como estamos asumiendo a/a < 1/2 sigue que
1/((1—a/a)(b/b—1)) < 2b/(b—b); luego, denotando por Cy a la constante involucrada
en la parte (7) del Lema 3.1.4, vale

a 2C a , b a 2C 1 ) b a
il S 3T mm{z;_b’a}é (3= p) tan(a/2) b2 mm{g_b’a}

2C h 3 1 1 20Cy h 1

(3 p)tan(a/2) 2" { b b a} = B p)tan(a/2) 2 I’

El argumento concluye usando (A2) pues esta condicién permite reemplazar b por || en
el denominador y notando (gracias a (D2)) que « se encuentra uniformemente acotado
lejos de 0.

En el segundo caso, es decir, asumiendo que a/b > 1/tan(a/2); la estimacién es con-
secuencia de (3.1.25), (A2) y la parte (5) del Lema 3.1.4. En efecto, de (3.1.25) sigue
(denotando por Cs a la constante involucrada en la parte (5) del Lema 3.1.4) que

a C a 2b 2C a 1 2CCs a 1 2CCs h 1
1[17S 17 = 27 = 3 S 217"
bp— 3—pbP=lp—_p = 3—pbP2p—_p~ 3—pbP2|l| ~ 3—pbr2]]

La prueba nuevamente termina reemplazando, en el denominador, b por |I| (lo cual es
posible gracias a (A2)).

a/a>1, b > 1: En este caso, las estimaciones para —+ 1, y =1 I, siguen facilmente
4) /a>1, b/b>1:E 1 bl y 51, fAcil
de la cota para I, obtenida en (4) del Lema 2.3.5 y de (A2).

p € [1,2) : Las estimaciones para este rango de p siguen de las obtenidas para el caso p = 2
usando desigualdad de Holder. En efecto, definimos p := p%l (observemos que p > 1 debido a
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1<p<2)y f(z,9) = aplll (1+a&(l§/b—1)+lg;(a/a—1))z7—1' Usando desigualdad de Holder tenemos

b ~~
= fllos g < Wlopz Mhogz = 1o K17 = 171 5.2 (3.1.26)

siendo ¢ el exponente dual de p, i.e. 1/p+1/g=1.

Re-escribiendo (3.1.26) tenemos

1 p—1
b 1o piT o
s </0 /0 120Dt g@a_1n™ dy) (8:1.27)

y dado que
11 =" pl p—1
br—1 b
/ / I — didy| —=b*P <12>
o Jo a(l+2(b/b—1)+g(a/a—1)) a
concluimos
2—p (0 ot
Fjp <b*7P (aIQ . (3.1.28)
Usando la estimacion probada para p = 2, a saber 312 < %, sigue que
b P
— I, <CH*P | — . 1.2
el <0 () (3:4:29)

Finalmente, dado que b < h, de (3.1.29) sigue que ap—b,lfp < CIHPLA'

Intercambiando, el rol de a y b y notando que a < h, se obtiene la estimacion 251, < C h
lo que termina la prueba para este caso. O

En la demostracién del lema previo puede verse que la constante en (3.1.18) puede comportarse
como 1/(3 — p) por lo que no es posible tener una cota uniforme para p > 3 bajo las condiciones
[A2, D2]| (que como ya hemos mostrado, equivale a considerar la clase de elementos de referencia
que verifican la RD P). En consecuencia, si nuestro objetivo es tener una cota uniforme en (3.1.18)
cualquiera sea p > 1 es necesario restringir la clase de elementos de referencia considerada. Con-
cretamente, veremos que podemos lograr esto si la clase de elementos de referencia verifican las
condiciones [D1, D2] que, como mostraremos en breve, equivale a considerar la clase de elementos
de referencia que satisfacen la doble condicién del dngulo.

3.2. La condicién de regularidad.
Comenzamos recordando la definiciéon formal de esta condicién

Definicion 3.2.1 Sea K wun cuadrildtero convexo de didmetro h. Diremos que K satisface la
condicién de regularidad (regularity condition) con constante o € R si

hip<o (3.2.30)

donde p denota el didmetro de la bola mds grande contenida en K.
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Si bien hemos escrito la Definicion 3.2.1 de condicién de regularidad para cuadrilateros con-
vexos por ser éste el principal objeto de estudio en el presente trabajo; cabe senalar que dicha
definicién puede ser naturalmente extendida a poligonos convexos generales. Aclarada esta cues-
tién, en breve nos referiremos a tridngulos regulares y lo haremos en este sentido.

Un hecho evidente, que también usaremos en breve, es que si un cuadrildtero convexo (més
general, un poligono convexo cualquiera) es regular en el sentido dado por (3.2.30); entonces dicho
elemento tiene todos sus angulos interiores acotados lejos de cero, i.e. todos sus dngulos interiores
se encuentran inferiormente acotados por una constante positiva que depende unicamente de
la contante o implicada en (3.2.30). Como consecuencia directa de este hecho resulta que si
un cuadrildtero cumple la condicién de regularidad, entonces cumple también la propiedad de
descomposicién regular (ver Observacion 1.1.4 en el Capitulo 1).

3.2.1. Reduccién a la configuracién de referencia.

Similarmente a como lo hicimos para la propiedad de descomposicién regular, nuestro objetivo
es mostrar que si un cuadrildtero cumple la condicién de regularidad entonces es equivalente (en
el sentido dado por (3.2.30)) a un cuadrildtero de referencia cumpliendo ciertos requerimientos.
Como vimos en el Teorema 3.1.1, para la RDP, bastaba con considerar las condiciones [A2, D2] o
equivalentemente [A1, D2]; no obstante, para la condicién de regularidad necesitamos introducir
una condiciéon geométrica extra. En efecto, asociado a los elementos de referencia K (a,b,d,i))
consideramos la siguiente

Condicién (D3): a - b. (3.2.31)

Notemos que la condicién (D3) establece que la medida de los lados V1 V2 y V4Vy son com-
parables en el sentido definido en (2.1.9). Ahora, como el d4ngulo comprendido entre estos lados
es un dngulo recto, sigue que el tridngulo T'(a,b) = A(V1V2Vy) debe ser regular en el sentido
que aclaramos oportunamente. Ahora, dado que este tridngulo regular se encuentra enteramente
contenido en el cuadrilatero K(a,b,a, I;), si este elemento también verifica (Al), se deduce que
dicho cuadrilatero resulta también ser regular (la necesidad de asumir (Al) es para garantizar
que el didmetro de K (a, b, a, 5) y de T'(a,b) sean comparables). Reciprocamente, si el cuadrilatero
K(a,b,a, l~)) es regular, sabemos que cumple la propiedad de descomposicién regular. Gracias al
Teorema 3.1.1 sabemos entonces que K(a,b, a, INJ) cumple las condiciones [A1, D2]. Ahora, de la
regularidad de K(a,b,a,b) y de (Al) sigue ficilmente que a y b deben ser comparables. Esta
simple observacién es la que motiva la introduccién y consideracién de la condicién (D3) para
la condicién de reqularidad. Ademds, esta es la esencia de la demostracién de la caracterizacién
que damos en el Teorema 3.2.1 aunque alli debemos lidiar con la cuestién técnica de trabajar con
elementos equivalentes (en el sentido de la Definicién 2.3.1).

Como conclusion del parrafo anterior, podemos afirmar que si el cuadrilatero de referencia
K(a,b,a,b) es regular, entonces cumple las condiciones [A1, D2, D3] y reciprocamente. Teniendo
presente este hecho, creemos haber motivado el principal resultado de esta secciéon que es la
siguiente caracterizacién de cuadrildteros regulares.

Teorema 3.2.1 Sea K un cuadrildtero convexo general. Entonces K es regular (en el sentido
de (3.2.30)), si y solo si, es equivalente a algun elemento del tipo K(a,b,a,b) satisfaciendo las
condiciones [A2, D2, D3] (o equivalentemente [Al, D2, D3]).

Demostracién. Gracias a la observacién realizada en el dltimo péarrafo de la seccién previa sabe-

mos que los elementos que satisfacen la condicién de regularidad también verifican la propiedad de
descomposicién regular (donde las constantes implicadas en esta propiedad dependen tinicamente
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de la constante involucrada en la condicién de regularidad). Del Teorema 3.1.1 sigue entonces que
K puede ser transformado mediante un mapeo afin L, L(X) = BX + P, en un elemento del tipo
K(a,b,a,b). Ahora, dado que ||B||, |B~!|| < C (ver Teorema 3.1.1 y Definicién 2.3.1), el elemento
K(a,b,a, l;) es regular y como ya hemos senalado en la motivacién de este teorema, la regularidad
del elemento de referencia junto a (Al) permiten concluir la validez de (D3).

Para probar la implicacién restante asumamos que K (a, b, a, 5) es un elemento satisfaciendo las
condiciones [A2, D2, D3] (equiv. [Al, D2, D3]). Gracias a (D3) se tiene que el tridngulo T'(a, b) es
regular; lo que combinado con las condiciones [A1, D2] implica que K (a, b, a, b) verifique (3.2.30).
En consecuencia, cualquier elemento de la forma L(K (a, b, d, b)) es regular donde L es un mapeo
afin del tipo considerado en la Definicién 2.3.1. O

La caracterizaciéon dada en el teorema previo junto al resultado establecido en el Lema 2.3.1 nos
permite, asumiendo como hipétesis la condiciéon de regularidad, reducir nuestro estudio a la clase
de elementos de referencia que cumplen [A2, D2, D3] o, equivalentemente, [Al, D2, D3]. Por esta
razén, de aqui en adelante asumiremos que cualquier cuadrildtero regular es del tipo K (a, b, a, l~))
satisfaciendo las condiciones [A2, D2, D3] (o equivalentemente [Al, D2, D3]). Por dltimo, obser-
vemos que para esta clase de elementos el resultado establecido en el Lema 3.1.5 contintda siendo
véalido.

3.3. La doble condiciéon del angulo.

La doble condicion del dngulo es satisfecha cuando todos los angulos interiores del elemento se
encuentran acotados lejos de 0 y de 7 tal como lo establecemos formalmente en la siguiente

Definicion 3.3.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la doble condicién
del dngulo (double angle condition) con constantes ¥y, Ypr € R si

0<thy <O<thp<m (3.3.32)

cualquiera sea el dngulo interior 6 de K. Cuando esto suceda escribiremos DAC (Y, ¥ur).

3.3.1. Reduccién a la configuraciéon de referencia.

Siguiendo el espiritu de las secciones previas nuestro objetivo es caracterizar la clase de ele-
mentos de referencia equivalentes (en el sentido de la Definicién 2.3.1) a aquellos cuadrildteros que
cumplan la DAC, para asi poder reducir nuestro anélisis a esta clase de cuadrildteros particulares.

Es inmediato verificar que si dividimos a un cuadrilatero que satisface DAC (1, %) por su
diagonal mas larga, d, los requerimientos de la RDP son satisfechos. En efecto, |da|/|d1| < 1
y todos los dangulos interiores de los triangulos obtenidos se encuentran acotados superiormente
por ¥y, i.e. RDP(1,1y) vale (ver Observacion 1.1.3). Luego, como consecuencia del Teorema
3.1.1, un elemento que cumple la DAC puede ser transformado mediante un mapeo afin en un
cuadrildtero de referencia para el cual [Al, D2] vale.

Sin embargo, veremos que considerando otra transformacién afin (que puede no coincidir con
la implicada en la demostracién del Teorema 3.1.1) podemos considerar como clase de equivalencia
de elementos de referencia a aquella para la cual [D1, D2] vale. Es decir, podemos reemplazar la
condicién (Al) por su versién més restrictiva (D1).

A grandes rasgos, son dos las grandes ventajas que tiene reemplazar [Al, D2] por [D1, D2];
a saber, el tratamiento del error es considerablemente mas simple y, ademés, podemos hacerlo
para cualquier p > 1. Estas cuestiones quedaran oportunamente claras; no obstante, nos parece
pertinente senalarlas aqui para justificar el siguiente
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Figura 3.3: Representacion de la notacién usada en un cuadrilitero K satisfaciendo la DAC' para la
demostracién del Teorema 3.3.1 e ilustracién del mapeo lineal entre el elemento de referencia K(a,b,a,b)
y K.

Teorema 3.3.1 Sea K un cuadrildtero convezo general. Entonces K satisface DAC (Y, ¥nr), si
y solo si, es equivalente a un elemento K (a,b,a,b) satisfaciendo las condiciones [D1, D2].

Demostracién. Observemos que para cualquier cuadrilatero convexo K siempre es posible elegir
dos lados adyacentes del mismo, I; y l2, de modo que K se encuentre enteramente contenido en
el paralelogramo generado por éstos (claramente pueden no ser tnicos; en caso de haber varias
opciones, hacemos una eleccién arbitraria).

Llamaremos V; al vértice comun entre [ y lo, y 8 al dngulo interior de K ubicado en V. De
ser necesario, luego de movimientos rigidos en el plano, podemos asumir que V; = (0,0) y que
l1 se encuentra completamente contenido en el eje de absisas positivas con coordenadas (a,0).
Msés atin, podemos asumir también que lo se encuentra en el semiplano superior (en la Figura 3.3
hemos ilustrado la notacién adoptada descrita previamente).

Por la convencién que hemos adoptado para la asignaciéon de notacién a los vértices de un
cuadrilatero, ls es el lado que une V; y V. Similarmente, a como hemos hecho en la demostracién

del Teorema 3.1.1 definimos b = |lz|sin(f8) y B = <(1) COtl(B )) Luego, Vj puede ser escrito como

Vi = (beot(p),b); y considerando L como el mapeo lineal asociado a la matriz B tenemos la

transformacién buscada. En efecto, dado que || B, | B~ < % (remitimos a (3.1.12) para més

detalles) con 8 uniformente acotado lejos de 0 y de 7 (debido a que K cumple la DAC) resulta
que L es del tipo de mapeos afines considerado en la Definiciéon 2.3.1. Por otro lado, eligiendo
a = Vi —Vicot(B) y b = Vi donde V3 = (V3', V) es inmediato verificar que L(a,b) = V3 v,
entonces, L(K (a,b,a,b)) = K. Por otro lado, como L es un mapeo lineal, L aplica el paralelogramo
generado por [ y l2 en el rectdngulo Ry, = K(a,b,a,b); este hecho junto a que V3 se encuentra
en el interior de dicho paralelogramo permite concluir que (a, IN)) es un punto interior de Ry, lo
que garantiza (D1) (remitimos a la Figura 3.3 para una ilustracién grafica). Por otro lado, gracias
al Lema 3.1.2 y a que el dngulo interior de K ubicado en V3 se encuentra acotado lejos de 0
y de 7, el 4ngulo interior de K (a,b,a,b) ubicado en (a, 5) también tiene esta propiedad. Como
consecuencia de este hecho podemos concluir que al menos uno de los restantes angulos interiores
del tridngulo de vértices (0,b), (a,b) y (a,0) se encuentra acotado lejos de cero y de 7. Realizando
un movimiento rigido de ser necesario podemos asumir que este angulo se encuentra ubicado en
el vértice (0,b) por lo que la condicién (D2) se encuentra garantizada.

Reciprocamente, asumamos que K (a, b, a, I;) verifica [D1, D2] y es equivalente a K. Afirmamos
que tanto el dngulo maximo como el dngulo minimo de K(a, b, a, B) se encuentran lejos de 0 y de
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7 (donde las constantes que sirven para acotar superior e inferiormente dependen unicamente de
aquellas involucradas en las condiciones [D1, D2]). En efecto, en V; tenemos un dngulo recto por
lo que resta estudiar los vértices restantes. El dngulo en Vj estd superiormente acotado por /2
gracias a (D1); ademds es méas grande que a por lo que estd lejos de cero (debido a (D2)). Respecto
al dngulo en el vértice V3 nuevamente gracias a (D1) concluimos que se encuentra inferiormente
acotado por m/2 y; de (D2), sigue que no puede tender a 7. Finalmente, el dngulo en V5 es mayor
que « (lo que implica estar lejos de cero debido a (D2)) y estd superiormente acotado por /2
(por (D1)). La demostracién concluye usando el Lema 3.1.2 gracias a que K y K(a,b,a,b) son
equivalentes en el sentido de la Definicién 2.3.1. O

Antes de continuar, en el siguiente lema destacamos un resultado que ha sido demostrado en
la ultima parte de la demostracién previa y que nos sera de utilidad a futuro.

Lema 3.3.1 Sea K(a,b,a, i)) un elemento general satisfaciendo las condiciones [D1, D2], entonces
K(a,b,a,b) verifica DAC(Ym,¥nr) siendo p, y ar constantes que solo dependen de aquellas
involucradas en [D1, D2].

La caracterizaciéon dada en el Teorema 3.3.1 junto al resultado establecido en el Lema 2.3.1
nos permite, asumiendo como hipdtesis la doble condicion del angulo, reducir el analisis del error
a la clase de elementos de referencia que cumplen [D1, D2]. De aqui en adelante asumiremos que
cualquier cuadrildtero que cumple la DAC es del tipo K (a, b, @, b) satisfaciendo (D1) y (D2).

Teniendo en consideracion este hecho y el item (2) del Lema 3.1.4 hay una consideracién extra
que haremos la cual establecemos explicitamente en el siguiente

Lema 3.3.2 Sea K (a,b,a,b) un elemento general satisfaciendo las condiciones [D1, D2], entonces
a < Cb siendo C' la misma constante que la involucrada en (D2).

Demostracién. La demostracién es la misma que la del item (2) del Lema 3.1.4. O

Observacion 3.3.1 Observemos que el Lema 3.1.3 sigue valiendo bajo las condiciones [D1, D2]
ya que [D1,D2] = [Al, D2] trivialmente. Por lo tanto, la Observacién 3.1.1 también vale bajo
estas hipdtesis.

3.3.2. [Estimacién para I[,.

Como una de las ventajas del Teorema 3.3.1 habiamos mencionado que este resultado permitiria
obtener la estimacién del error para cualquier p > 1. Esta seccién tiene por objeto exhibir el
principal resultado que nos permitird hacer esto. Dicho resultado es equivalente al Lema 3.1.5
pero, como ya destacamos, esta enunciado para cualquier p > 1.

Lema 3.3.3 Si K = K(a,b,a,b) es un cuadrildtero convezo satisfaciendo las condiciones [D1, D2]
entonces, cualquiera sea p > 1, vale

. a b h

donde C' es una constante que solo depende de aquellas involucradas en [D1, D2].

Demostraciéon. La demostracién de este resultado es similar a la realizada en el Lema 3.1.5
para el caso correspondiente a a/a,b/b < 1. No obstante, reproducimos aqui la idea general que
implica re-escribir el item (1) del Lema 3.1.4. En efecto, de (D1) tenemos

1 1
- . < — ;
L+ -D+9(E -1yt (G+-1r!

(3.3.34)
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vaque 0 <z, <1.
Por otro lado, llamando y(xz) = —b/a(z — a) a la ecuacién de la recta que pasa por Vo y Vj se
tiene (ver (3.1.16))
boy@ a-y'() @ b
va) _a-y'® _a, b |
b a a b

y dado que |I| sin(e) < b—y(a) y |I| sin(a) < a—y~*(b) (ver figura abajo de la ecuacién (3.1.16)
para un argumento geométrico sobre estas desigualdades), sigue
1
[I|P~1 sin(a)P—1

I, < mi{a! P71} (3.3.35)
Finalmente, la desigualdad (3.3.33) es una consecuencia directa de (3.3.35) teniendo en cuenta
que a,b < h y que « se encuentra uniformemente acotado lejos de 0 y de 7 (gracias a (D2)). O

3.4. La condicion del angulo minimo.

En esta ultima seccién tenemos un objetivo similar al de las secciones precedentes: caracterizar
los elementos que cumplen la condicion del dngulo minimo y, haciendo uso de la misma, garan-
tizar la estimacién (3.1.18) para la integral I, bajo este requerimiento. Siguiendo una estructura
similar a la adoptada en los apartados anteriores comenzamos recordando la definiciéon y notacién
correspondiente a la condicion del dngulo minimo.

Definicion 3.4.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la condicion del angu-
lo minimo (minimum angle condition) con constante 1, € R si

0< vy, <0 (3.4.36)
donde 0 es cualquiera de los dngulos interiores de K. Cuando esto suceda escribiremos mac(ip,).

La Definicién 3.4.1 ha sido enunciada para cuadrilateros convexos ya que este tipo de elemen-
tos son el principal objeto de estudio en el presente trabajo; no obstante, cabe senalar que la
condicion del dngulo minimo puede ser naturalmente extendida a poligonos convexos generales.
Aclarada esta cuestion, en breve usaremos esta condicién sobre tridngulos; y lo haremos en este
sentido. Por tultimo, es inmediato mostrar que aquellos triangulos que verifiquen tener su dngulo
minimo acotado lejos de cero, son regulares en el sentido dado por (3.2.30) (basicamente porque
el didmetro de la bola més grande contenida en el tridngulo puede ser escrita en términos de los
angulos interiores de dicho elemento). Este hecho evidente para tridngulos deja de ser cierto para
otro tipo de poligonos. En el caso concreto de cuadrilateros notemos que existen elementos que
tienen todos sus angulos interiores lejos de cero pero que no son regulares; basta considerar por
ejemplo, rectangulos donde la longitud de uno de los lados sea considerablemente mas chica que
la longitud del lado no paralelo.

En lo que resta de esta seccion damos dos caracterizaciones para aquellos elementos que sa-
tisfacen la condicion del dngulo minimo. La primera de ellas la damos en la Observacién 3.4.1 en
la cual mostramos que aquellos elementos que verifican tener su dngulo méas chico acotado lejos
de 0 o bien son regulares o bien tienen el dngulo maximo acotado lejos de 7w. En términos mas
concretos, si un elemento verifica la mac entonces es regular o verifica la DAC. Claramente, estas
opciones no son excluyentes como puede observarse al considerar un rectangulo regular.

Teniendo presente dicha observacién y combindndola con las caracterizaciones que hemos en-
contrado tanto para los elementos que cumplen la condicién de regularidad (Teorema 3.2.1) como
la doble condicion del dngulo (Teorema 3.3.1), podemos enunciar la segunda caracterizaciéon para
elementos que cumplen la mac en términos de clases equivalentes dentro de la configuracién de
referencia la cual queda formalmente establecida en el Teorema 3.4.1.
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Lema 3.4.1 Si K verifica mac(¢,,), entonces K cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) DAC (thm, 7 — 42);
(2) la condicion de regularidad (3.2.30) con o0 = ().

Demostracién. Si (1) vale no hay nada que probar; asumamos entonces que (1) no vale. En este
caso K tiene al menos un dngulo interno que es mayor a m — v, /2; de hecho, es facil ver que dicho
angulo es unico por lo que lo llamaremos 6. Dividamos a K en dos tridngulos 77 y 15 a través de la
diagonal opuesta a 6, y fijemos la notacién de forma que 0 sea un dngulo interno de 73. Llamaremos
B1y P2 a los restantes dngulos interiores de 77. Una simple inspeccién muestra que §; < 1, /2
para i = 1,2. Sean ~;, ¢ = 1,2, los dngulos complementarios en K de [5; respectivamente; es decir,
Bi + 7i es un dngulo interior de K para i = 1,2. Es inmediato verificar que ; > 1,,,/2, de modo
que T» es un triangulo que tiene sus tres dngulos interiores acotados lejos de 0. En términos de la
condicién del dngulo minimo y para ser mas precisos, Ty verifica mac(,,/2); y en consecuencia,
T5 es un tridngulo regular en el sentido de (3.2.30) con constante o = o (1),,,). De este hecho, sigue
facilmente que K es un cuadrildtero regular en el mismo sentido, i.e., de forma tal que (3.2.30)
vale (mdas adn, la misma constante o puede ser usada). O

Teorema 3.4.1 Sea Kun cuadrildtero convezo general. Entonces K satisface mac, siy solo si, K
es equivalente a algin elemento del tipo K (a,b,a,b) para el cual vale [D1, D2] o vale [Al, D2, D3|
(equiv. [A2, D2, D3]).

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa del Lema 3.4.1 y los Teoremas
3.2.1 y 3.3.1 como senalamos previamente. O

Para finalizar este apartado, notemos que la caracterizaciéon dada en el Teorema 3.4.1 junto
al Lema 2.3.1 nos permite, asumiendo como hipétesis la condicion del angulo minimo, reducir
el andlisis del error a las clases de elementos de referencia que cumplen [D1, D2] o [Al, D2, D3|
(equiv. [A2, D2, D3]). Por este motivo, de aqui en adelante asumiremos que cualquier cuadrilatero
que cumple la mac es del tipo K(a,b, a, l;) satisfaciendo alguna de las condiciones previamente
detalladas. Observemos también que bajo este supuesto la estimacién (3.1.18) para la integral I,
sigue siendo vélida para 1 < p < 3.
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Capitulo 4

Estimacion del error sobre la
configuracion de referencia.

Como es evidente del titulo del presente capitulo, nuestro objetivo a lo largo del mismo es
obtener la estimacién del error sobre elementos pertenecientes a la configuracién de referencia.
Por este motivo, a lo largo de todo este capitulo K denotard siempre un cuadrilatero del tipo
K(a,b,a, l~)) A riesgo de ser redundantes pero con la intenciéon de ser lo més claro posible en
nuestra exposicion aclararemos este hecho en repetidas oportunidades.

Recordemos que usamos II; para escribir el Pg-operador de interpolaciéon de Lagrange de
orden k sobre el tridngulo T' = T'(a, b) (ver Seccién 2.1 en Capitulo 2); luego, para cualquier p > 1,
haciendo uso de la desigualdad triangular podemos escribir

|u — Qkuh,va < ]u — Hkuh%K + ]Hku — Qkuh?p,;(. (4.0.1)

Esta técnica consistente en descomponer la seminorma del error del Qp-interpolador mediante
el error del Pg-interpolador y el término que mide la diferencia entre ambos interpoladores es
una herramienta ampliamente usada en contextos similares al que estamos considerando en este
trabajo (ver, por ejemplo, [16, 17, 22]). Ciertas variantes de esta técnica implican la descomposicién
usando algin polinomio que no necesariamente es el polinomio interpolador II;u (ni siquiera tiene
por qué ser un polinomio interpolador); quizas, la opcién més frecuente sea la consideracién del
polinomio de Taylor promediado. No daremos aqui detalles al respecto aunque sugerimos ver [11,
Seccién 4.4] para una descripcién de este hecho; simplemente, nuestra intencién es senalar que
este tipo de técnica es frecuente al momento de obtener estimaciones similares a la que motiva
este trabajo. Sefialamos por ultimo que la descomposicién (4.0.1) claramente puede realizarse para
cualquier elemento, no necesariamente debe ser del tipo K(a,b, a, 5)

La principal razén para descomponer el error [u — Qxulip x en términos de |u — Ijulip i y
[IIu — Qrul1p x se basa en que obtener la estimacién deseada para cada uno de estos ultimos
dos términos es factible y considerablemente méas simple que lidiar directamente con la expresién
|u— Qrul1p k. En efecto, la estimacion del error para el término |u —ITyul; p x es bastante simple
de obtener ya que se basa fuertemente en la estimacién del error sobre el tridngulo 7' = T'(a, b);
sin embargo, dos cuestiones técnicas deben ser subsanadas: la primera, garantizar que sobre el
tridngulo T ciertamente vale la estimacién del error (que, como veremos en breve, este hecho es
una cuestién menor gracias a resultados conocidos), mientras que la segunda es bastante mas
técnica ya que requiere mostrar que una estimacién del error sobre el triangulo 7' permite obtener
una estimacién similar sobre el cuadrilatero K. Los detalles de los aspectos técnicos recién descritos
son el objeto de la Seccién 4.1 del presente capitulo.

Por otro lado, la estimacién para el término |IIyu — Qruli p Kk es considerablemente mas com-
pleja y trabajosa. Es dificil explicar en pocas lineas el tratamiento que usaremos para este término
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pero basicamente, mostraremos que podemos reducir la estimacién de [IIyu—Qpul1p x a acotacio-
nes de evaluaciones de la funcién Ilyu — u en determinados nodos de interpolacién y a estimacio-
nes de la seminorma de las funciones base asociadas a tales nodos. Casi la totalidad del presente
capitulo estd dedicada a presentar los aspectos técnicos y detalles de lo recién expuesto.

4.1. Estimacion para |u — [Iyu

1,p, K-

En el Capitulo 3 hemos considerado varias condiciones geométricas sobre cuadrilateros; mu-
chas de las cuales estan vinculadas con los dngulos interiores de tales elementos por lo que pueden
ser naturalmente extendidas a poligonos convexos generales. A continuacién enunciamos una con-
dicién, también vinculada con los angulos interiores de un elemento, que no fue explicitamente
considerada alli pero que; como veremos en breve, juega un rol importante en la obtencién de
estimaciones para el error de interpolacion sobre tridngulos. La importancia de este tipo de esti-
macién fue mencionada en la introduccion del presente capitulo y radica en el hecho de ser uno
de los resultados necesarios para obtener cotas del término |u — Huly p k-

Damos la definicién de condicion del dngulo mdzimo para tridngulos ya que en esta oportunidad
es éste el tipo de elementos que nos interesa considerar; no obstante, es pertinente senialar que
dicha definicién puede ser naturalmente extendida a cualquier poligono convexo.

Definicion 4.1.1 Sea T un tridngulo cualquiera. Diremos que T satisface la condicion del angulo
maximo (maximum angle condition) con constante 1y € R si

0 <ty <m (4.1.2)
donde 6 es cualquiera de los angulos interiores de T'. Cuando esto suceda escribiremos M AC ().

Observacién 4.1.1 Observemos que si un cuadrildtero del tipo K(a,b,a, 13) verifica la condicion
(D2), entonces el tridngulo A(VaVsVy) verifica trivialmente la M AC para alguna constante que
solo depende de la constante involucrada en (D2).

Teniendo presente que 7" = T'(a,b) es el tridngulo de vértices Vi = (0,0), Vo = (a,0) y
Vi = (0,b), T satisface trivialmente la condicién del dngulo méximo con constante m/2 por ser un
tridngulo rectdngulo. Gracias a los trabajos [7, 9, 15] y al hecho que T verifica M AC(7/2) se tiene

lu = rully o < CRMulksa s (4.1.3)

|u — Hkuh,p;r S C’hk]u\k+17p,T. (4.1.4)

Notemos que (4.1.3) y (4.1.4) es la descomposicién del error de interpolacién sobre el tridngulo
T en WHP(T), discriminando la norma p del error (4.1.3) de la seminorma (4.1.4) similarmente a
como haremos al trabajar con el error de interpolacién sobre el cuadrilatero K.

Tenemos garantizada entonces una estimacién del error similar a la que queremos obtener sobre
K, pero sobre el elemento 1. Nuestro siguiente paso es mostrar que este tipo de estimacién puede
ser extendida del dominio 7" al dominio K’; este hecho, es establecido y probado en el Lemma 4.1.2
pero su demostracion requiere del siguiente resultado elemental

Lema 4.1.1 Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convexo que satisface (A1). Sea T = T'(a,b),
entonces para cualquier polinomio q € Py, existe una constante que solo depende de k y de la
constante involucrada en (Al) que cumple

lallop.x < Cllgllop.r- (4.1.5)
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Demostracién. Introducimos los rectangulos K, y K; en la siguiente forma
K, :=K(a/2,b/2,a/2,b/2) C T C K(a,b,a,b) C K; :== K(a,b,a,b)

donde @ = maz{a,a},b = maz{b,b}.
Todo lo que necesitamos mostrar es que

lallop.x: < Cligllop.x.- (4.1.6)

Gracias a (Al) tenemos que los cocientes %,% se encuentran acotados en términos de una

constante genérica C. Con la intencion de ser claros en nuestra exposicién, renombramos a la
constante C' por C. Consideremos ahora los siguientes conjuntos de referencia

_ 111 1Yy -
oK = = - - K=K(1,1,1,1).
¢ (20’20’20’20) “ LLL1)

Dado que ||qlly,, z ¥ lldlly,, Re definen normas sobre Py, y; por un resultado basico y conocido,

dos normas cualesquiera en un espacio de dimensién finita resultan equivalentes (en el sentido
dado por (2.1.9)) sigue que

ldllop,z < Clldllop z, (4.1.7)

cualquiera sea § € P, donde la constante C' depende tinicamente de k y de C.

Finalmente, (4.1.6) sigue de (4.1.7) mediante un cambio de variables dado por el mapeo lineal
L: K — K;, L(2,§) = (@&, bj), teniendo en cuenta que para dicha L se cumple L(Kg5) C K, (que
el Jacobiando de L sea constante garantiza la independencia respecto a a, b, a, Z)) o

Figura 4.1: Tlustracién de la notacién usada en la demostracion del Lema 4.1.1 asociada al elemento
K(a,b,a,b) chandoa=ay b=h.

Estamos ahora en condiciones de probar la extensién de (4.1.4) al cuadrildtero K.

Lema 4.1.2 Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convezo que satisface (A1). Sea T = T(a,b) y
IIu el Py-operador de interpolacion de Lagrange sobre T'. Entonces, para cualquier p > 1

\u — Hku|17p7[( S C’hﬂu\ka,K (4.1.8)
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Demostracién. Sea u € WFP(K) y Pru € P(K) definido por

/KDO‘u:/KDO‘Pku (o] < ). (4.1.9)

De la convexidad de K y (4.1.9), sigue (aplicando la desigualdad de Poincaré repetidamente)
que
lu — Prultpx < Ch¥|ulpinpix (4.1.10)

Por otro lado, la desigualdad triangular permite escribir
|u — Hku|1,p,K < |u— Pkuh,pyK + |Pru — Hku|1,p7K. (4.1.11)

Observemos que el primer término del miembro derecho de (4.1.11) ya estd acotado gracias
a (4.1.10). Para obtener la estimacién del segundo término consideramos una derivada primera
arbitraria de Pru — Ilxu, a la cual llamaremos D(Pru — Iju) € P (K), y gracias al Lema 4.1.1
y desigualdad triangular sigue que

| D(Pru — Iyu)[|op,x C||D(Pru — u)|lop.r
C|Pru — Hyulq pr
C[|Pru — ulypr + [u — Hpul1p 7]

C|Pru — ul1pr + |u — Hyulip7] -

INIAIA A

Finalmente, el lema es consecuencia de (4.1.4) y (4.1.10). O

4.2. Estimacién para |II;u — Qpulip k-

Ya adelantamos que la estimacién para |IIyu — Qruli p x en (4.0.1) es considerablemente mas
técnica que la del término |u — IIyul; 5 k. De hecho, el tratamiento de este término es comple-
tamente diferente a lo visto en la seccién previa (que como vimos tiene por objeto, presentar la
demostracién de la cota para el término |u — Hyuly p K ).

Concretamente y parafraseando lo dicho en la presentacién de este capitulo, veremos que la
estimacion de |IIyu — Qrul1p x se reduce a acotar la evaluacién de la funcién Izu — u en deter-
minado subconjunto de nodos y a la estimacion de la seminorma de las funciones base asociadas
a tales nodos. Cabe senalar que, para los elementos subparamétricos, i.e. aquellos donde & > 1;
dentro del conjunto de nodos en los cuales serd evaluada la funcién Ilyu — u se encuentran los
nodos interiores lo que requerird especial cuidado y tratamiento.

Con la intencion de presentar todos los resultados vinculados a esta cuestiéon en forma clara
y lo més consisa posible, en lo que sigue consideraremos tres secciones: la primera de ellas (muy
breve por cierto) estd destinada a justificar la afirmacién del parrafo anterior acerca de que que la
estimacion de |IIu— Qruli p k se reduce a la estimacion de la seminorma de ciertas funciones base
y a la acotacion de evaluaciones de la funcién Ilyu — v en determinados nodos; la segunda, esta
destinada a exhibir los resultados propios a la seminorma de las funciones base (las demostraciones
de estos resultados seran muy simples gracias a la coleccién de cotas que hemos obtenido en el
Capitulo 3 para la integral I,)); mientras que la tercera, estd destinada a presentar los resultados
vinculados a las evaluaciones de Il u — u. Ahora, para presentar esta tltima serie de resultados,
sera necesario el estudio previo de algunas propiedades correspondientes a triangulos cuyos vértices
son algunos de los nodos de interpolacion. Esta es la razén por la que subdividiremos esta seccién
en dos subsecciones: la primera de ellas tiene por objeto exhibir algunas propiedades de ciertas
clases de triangulos; y la segunda a dar concretamente la estimacién deseada para la evaluacién
(ITgu — u)(N) siendo N un punto perteneciente al conjunto de nodos.
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4.2.1. Descomposicién del término |II,u — Qxult p k-

Es inmediato verificar que IIyu — Qpu pertenece al espacio Q(K) de elementos finitos definido
en (2.1.5); por lo tanto

Hpu — Qru = Z aijdij (4.2.12)
4,520
para ciertas constantes a;; € R ya que {¢;;};; constituye una base de dicho espacio. Notemos

que, gracias a la propiedad de interpolacién (2.1.6), al evaluar en el nodo Nj,- obtenemos la siguiente
caracterizacion para la constante ay,

(Mru — Qru)(Niw) = Y aijdij(Nip) = ayy. (4.2.13)
4,520
Dado que Qru(N;) = u(Ny-), una expresién equivalente a (4.2.13) es
ap = (Mgu — w)(Ny-). (4.2.14)

Ahora, dado que II;u coincide con u en cada uno de los nodos laterales ubicados sobre V; V5
y ViVy (ver (2.1.8) en la Seccién 2.1 del Capitulo 2); sigue que la funcién IIyu — u se anula sobre
el conjunto de nodos {No¢, Nio bo<t<k 0, equivalentemente, a;, = 0 si { = 0 o r = 0. Teniendo en
consideracién esto, (4.2.12) puede ser escrito como sigue

Hpu — Qru = Z (Ogpu — u)(Nij) dij (4.2.15)
i,j7#0
donde ¢;; es la funcién base asociada al nodo Nj;.
Usando desigualdad triangular en (4.2.15) se tiene
My — Quulipr < Y [([Mhu — u)(Nig)l| i1 .16 (4.2.16)
1,j7#0
que es justamente la reduccion de la seminorma de la funcién Ilyu — Qru en términos de las

evaluaciones de IIzyu — u en ciertos nodos y de la seminorma de las funciones base asociadas a
dichos nodos.

Finalizamos este apartado notando que, por (4.2.16), (4.0.1) puede escribirse de la siguiente
manera

lu — Qru

Lok < —=Thulyp i + Y [([Tew — w)(Nig)|| i1, (4.2.17)
i.j70

4.2.2. Estimaciones para la seminorma de las funciones base.

Condensaremos las cotas para la seminorma de las funciones base en el siguiente lema el cual
es una consecuencia inmediata de las estimaciones obtenidas en el Capitulo 2 para la integral
I,. En el enunciado de este resultado nos referiremos por funcién base interior a una funcién
base asociada a un nodo interior (en el sentido definido en (2.1.6)); y por funcidn base lateral a
una funcién base asociada a un nodo lateral (en el sentido también definido en (2.1.6)). También
asumiremos que q es el exponente conjugado o dual de p en el sentido usual de estos términos, es
decir, si cumplen

1/p+1/q=1. (4.2.18)

Notemos que como consecuencia inmediata de (4.2.18) se tiene la siguiente expresién de ¢ en
términos de p

q=p/(p—1). (4.2.19)
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Lema 4.2.1 Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convezxo.

(a) Asumamos que 1 < p < 3 y que K satisface las condiciones [Al, D2| (equivalentemente
[A2, D2]) entonces para cualquier funcion base ¢ vale

hi/p
‘¢|1,p,K < CW’

donde q es el exponente conjugado de p (en este caso, la constante C puede comportarse
como ﬁ tal como se observo sequidamente al Lema 3.1.5).

(b) Asumamos que 1 < p < 3 y que K satisface las condiciones [Al, D2, D3] (equivalentemente

[A2, D2, D3]) entonces
pl/p

’¢’1,p,K S Cm

donde ¢ es una funcion base interior y q es el exponente conjugado de p.

(¢) Para cualquier p > 1, asumamos que K satisface las condiciones [D1, D2] entonces para
cualquier funcion base interior vale

pi/p

|¢’1,p,K < Cm

I

siendo q es el exponente conjugado de p.

(d) Para cualquier p > 1, asumamos que K satisface las condiciones [D1, D2] entonces para
cualquier funcion base lateral vale

pi/p
1,p,K < CW

[

siendo q es el exponente conjugado de p.

Demostracién. La parte (a) es una consecuencia inmediata de los Lemas 2.3.2 y 3.1.5. En efecto,
del Lema 2.3.2 sigue que

, a b
‘¢|113,p,K < Cméx {bp]_a apl} Ip;

mientras el Lema 3.1.5 establece que max {b;%l, ap%} I, < C‘”p%, con lo cual
pi/p
<(C—7——.
hre < Oz,

La demostracion del item (a) concluye entonces usando (4.2.19).
Por otro lado, de los Lemas 2.3.3 y 2.3.4 concluimos que, a fin de demostrar la validez del item
(b), es suficiente con probar las siguientes estimaciones

~ a . h
L bPL, o (afapT, <

5 (4.2.20)
En efecto, gracias al Lema 2.3.4, la expresién max{1, (b/b)?~'/2} se encuentra acotada supe-

riormente por una constante uniforme por lo que el término apb,l max{1, (b/b)?~'/2} en (2.3.10)

del Lema 2.3.3 estd superiormente acotado por C ap—b,l para alguna constante C'y dado que b < h la
estimacién deseada es valida para el término ap% méax{1, (b/b)P~1/2} por lo que restarfa obtener
la estimacién ap%\l — b/bPI, < ap% Por otro lado, dado que méx{1, (b/b)?~'/2} se encuentra
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acotada superiormente por una constante uniforme, a ~ b (gracias a (D3)) y a < h, sigue que

oo max{1, (b/b)P=1/2} < C'aph,1 con lo cual restarfa acotar la expresion z%r(a/a)PI, en (2.3.11)
del Lema 2.3.3.

Habiendo justificado la suficiencia de (4.2.20) para obtener la estimacién deseada en (b),
probaremos (4.2.20):

usando que |b—b| < |I| y el Lema 3.1.5 tenemos

b |b—blp
aP—1l  pp

1" b P h | _h
I, < = : 4.2.21
w a1 <O |1jp—1 b bp—1 ( )

<cC

b ~

De (A2) sigue que |I|/b < C'y como a ~ b (gracias a (D3)) podemos combinar estos hechos con
(4.2.21) para obtener
b ~ h
2 b/ L
s |1 —b/bPI, < Ccﬂ’*
que es la estimacién deseada para el primer término de (4.2.20). La estimacion para el término
restante es completamente similar usando que a < [I| en lugar de |b — b| < |I| y notando que (D3)
no es necesario en este caso; en efecto

P P -
a " <|l\ a < jen | SCh

h
Y (a/a)p i L o
pr—1 (a/a)’ly < ap bp=17P = 7 gp |ilp-1 T T g ar-! ar—1

(la segunda desigualdad es gracias al Lema 3.1.5 mientras que la tltima desigualdad es a causa
de (A2)).

El item (c) se deduce con argumentos completamente analogos a los usados para obtener la
estimacién del item (b) haciendo las siguientes salvedades: en lugar del Lema 3.1.5 se usa el Lema
3.3.3 y en lugar de (D3) se usa el Lema 3.3.2.

Por ultimo, el item (d) sigue directamente combinando los Lemas 2.3.2 y 3.3.3. O

4.2.3. Estimaciones para ciertas evaluaciones de la funcién Il,u — u.

Aunque no sea un hecho evidente, afirmamos que la evaluacién de II u — u en el nodo N esté
intimamente vinculado con la medida de algiin segmento que tiene como extremos a N y a otro
nodo de interpolacién que precisaremos cuando resulte oportuno, entre otras cantidades igualmente
significativas. Esta es, basicamente, la razén por la que la siguiente seccidn estd enteramente
destinada a estudiar los segmentos antes descritos.

Tridngulos contenidos en K(a,b,a, ZN)) que satisfacen la MAC.

Notemos que si IV es alguno de los nodos involucrados en la definicién de Ilgu, i.e. algunos de
los nodos N7 sobre el tridngulo T' = T'(a, b) detallados en (2.1.8) de la Seccién 2.1 del Capitulo 2;
entonces (IIyu—u)(N) = 0 por lo que no es necesaria ninguna estimacion en este caso. Asumamos
entonces que N no es ninguno de los nodos N7, i.e., asumamos N = N;jconi#0yj#0.

Estamos particularmente interesados en considerar ciertos tridngulos con la siguiente propie-
dad: N;; es uno de sus vértices y los vértices restantes pertenecen al conjunto de nodos laterales
usados en la definicién de ITu.

Habiendo aclarado cudles serédn los objetos de estudio de la presente seccién introducimos las
siguientes notaciones con la intencién de simplificar la escritura en lo que resta del apartado:

= si N;;j es un nodo ubicado sobre el segmento V3Vy (lado superiorde K),ie.i=ky1<j <k,
consideraremos el tridngulo
Ty = ANk NN 5) (4.2.22)
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= si NVj; es un nodo ubicado sobre el segmento V2V3 (lado derecho de K), ie. 1 < i < ky
7 = k, consideraremos el tridngulo

(2

Tir = A(Nip Nop NJj.—;) (4.2.23)

= si N;; es un nodo interior, i.e. 1 <4,5 < k — 1 consideraremos el tridngulo

Ti; = A(NijNg;No)- (4.2.24)

Con el afan de ilustrar la notacién asumida, presentamos la Figura 4.2 en la cual se considera
un elemento de tercer orden.

Figura 4.2: Representacion de T3o, To3 v 151 en un Qs-elemento. Izquierda: T30, centro: Ths,
derecha: To.

Observacion 4.2.1 Notemos que cuando k = 1, (4.2.22) y (4.2.23) se reducen al tridngulo Th1 =

A(VoV3Vy). Notemos también que, cualquiera sea k, los tridngulos Ty; y Ti, son semejantes al
triangulo A(VaVsVy).

Lo que resta de esta seccion esta destinado a presentar algunas propiedades basicas sobre este
tipo de tridngulos y la medida de alguno de sus lados.

Como consecuencia inmediata de las observaciones 4.2.1 y 4.1.1 tenemos el siguiente resultado
para los nodos ubicados sobre alguno de los lados de K

Lema 4.2.2 Sea K(a,b, a, I;) un cuadrildtero convero satisfaciendo las condiciones [A1, D2] (equiv.
[A2, D2]), entonces para cualquier T = Ty; (respectivamente T = Tyy,) definido en (4.2.22) (resp.
(4.2.23)) se tiene que el lado Ny; N[ (resp. Ny.NL ) es comparable al lado | = V3V y el dngulo
de T ubicado en Nio (resp. N} _.) es el dngulo o de la condicion (D2). En particular, T verifica
la MAC.

Ya hemos mencionado y evidenciado que los nodos interiores merecen especial atencién y
tratamiento; el siguiente resultado es una prueba maés de esta afirmacion

Lema 4.2.3 Sea K = K(a,b,a, 5) un cuadrildtero convezxo satisfaciendo las condiciones [D1, D2]
o [A1, D2, D3] (equivalentemente [A2, D2, D3]). Si 1 <i,j <k —1 entonces
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(a) |N1'0Nl'j| 'E a vy ‘N()jNij| fg b (en particular, |Ni0N0j| fg h)

(b) «yj se encuentra acotado lejos de 0 y de m siendo oj el dngulo entre NjoN;j y NioNoj. En
particular, para 1 < 1,5 < k—1, cualquier tridngulo T = A(N;joNojNij;) verifica la condicion
del dngulo mdzimo.

Figura 4.3: Tlustracién de la notacién usada en el Lema 4.2.3.

Demostracion.

(a) Comencemos observando que a fin de probar que la medida del segmento N;oN;; es compara-
ble a la medida del lado V1 V5, a, es suficiente con mostrar que la medida del segmento N;o Vi
es comparable a a ya que los segmentos N;oN;; ¥ N;oNj, son mutuamente proporcionales.

Mostraremos entonces que N;oN;x > a: para 0 < g =1i/k < 1 se tiene

INioNa|? = ||Fr(1,9) — Fx(0,9)]?

= ||t -9 +ag, - v)9)
a*(1 = §)% + 2aag(l — ) + §(a® + (b — b)?).

2

Ahora, como 2aag(1 —§) + 92(a> + (b — b)) > 0y |I|*> = a2 + (b — b)? sigue que
a®(1 = 9)* < [NioNi|* < a?(1 = 9)* + 2aag(1 - 9) + §°|1]? (4.2.25)

(de hecho, la dltima desigualdad es en realidad una igualdad).

Usando (A1) (o (D1), dependiendo la hipé6tesis asumida) tenemos que a@ < Cja para alguna
constante C y por lo tanto (4.2.25) implica

a®(1 = 9)* < [NipNi|* < a*(1 = 9)* + 2C1a*5(1 — §) + §°[1]>. (4.2.26)

Finalmente, gracias a la validez de (A2) (consecuencia inmediata de las hipdtesis asumidas
y del Lema 2.2.1), la medida del lado [ es comparable a la medida del lado més corto de K;
y dado que la medida del lado més corto es claramente menor o igual a la medida del lado
V1Va sigue que

M § Cza
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siendo C5 la constante involucrada en (A2). Luego, de (4.2.26) se deduce
a®(1—9)* < |NoNi|* < [(1 = 9)* +2C19(1 — §) + §°C3] @” (4.2.27)
0, equivalentemente,

a(1— ) < | NNl < [(1 = )2 +2C15(1 — §) + §2C3] . (4.2.28)

Dado que las constantes 1 — gy [(1 — §)* + 2C19(1 — 9) + §*C3] Y2 son independientes de la
geometria de K; de hecho, solo dependen de k y de las constantes involucradas en [A1l, D2]
(resp. [D1, D2]), sigue que |N;oN;x| y a son comparables.

Por otro lado, en completa analogia a lo recién probado, notemos que a fin de probar que
la medida del segmento No;N;; es comparable a la medida del lado V1Vy, b, es suficiente
con mostrar que la medida del segmento Ny;Ny; es comparable a b ya que los segmentos
No;jNij y NojNi; son mutuamente proporcionales. Con esta intencién, observemos que para
un apropiado 0 < £ < 1 se tiene

|NojNijl? = || Fr(,1) — Fr(2,0)]

- H((a—a)m b(1 — &) + bi
= (a—a)’2” +(b(1 — 1)+

2

)2.

(4.2.29)

)
bi

Ahora, como bi, (@ — a)?i% > 0 sigue inmediatamente b%(1 — )% < | No;j Nij|%. Por otro lado,
re-escribiendo el dltimo término de (4.2.29) tenemos

|Noj Nij|? = (@ — a)?i* + (#(b — b) + b)* (4.2.30)
y, usando la conocida desigualdad (s +t)? < 2(s% + t2), sigue que
| Noj Nij ? < (@ — )24 + 2 [(b b)242 + bﬂ <2 [(a —a)22% 4+ (b— b2 + bﬂ (4.2.31)
En consecuencia, tenemos hasta aqui la siguiente cadena de desigualdades

b2(1 — &) < |NojNij|* < 2 [(a —a)?2% 4 (b — b)*2% + bﬂ . (4.2.32)

Observemos que gracias a (Al) (o (D1), dependiendo la hipétesis asumida), existe una
constante C tal que a/a,b/b < C} y en consecuencia

~ 2 [/~ 2 T

(@ —a)? = a? <Z - 1) < 2a* <Z> +1] <2a*(C? +1), (4.2.33)
- 2 [/~ 2 T

(b—b)% = b? (Z - 1) < 2b* <Z> +1| <20*(C?+1) (4.2.34)

Combinando (4.2.32) con (4.2.33) y (4.2.34) sigue que

b*(1 — 2)* < [NojNis|* < 2[(a®22*(CF + 1) + b*(2(CT + 1)2* + 1)] . (4.2.35)
Eligiendo adecuadamente la constante C' podemos escribir (4.2.35) como sigue

b?(1 — 2)? < |NojNij|*> < C(a® +b). (4.2.36)
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Finalmente, la demostracién concluye usando (D3) en un caso o el Lema 3.3.2 en otro.
Notemos ademas que las constantes implicadas son independientes de la geometria de K; de
hecho, solo dependen de k y de las constantes involucradas en [Al, D2] (resp. [D1, D2]).

Habiendo probado ya |NjoNj;| ~ay | Noj Nij| ~ b, es inmediato (usando (Al) o (D1),

dependiendo la condicién asumida, junto a las Observaciones 3.1.1y 3.3.1) que | N;oNoj| ~ h.

Definimos A como la matriz cuadrada de orden 2 cuyas filas estan dadas por w; = Ny — IV;
y w2 = N;o — Np;. Dado que el valor absoluto del determinante de A coincide con el 4rea
del paralelogramo generado por w; y ws, es inmediato verificar que

| det(A)] = [Jwr|[[|wz] sina;)

0, equivalentemente,
1 (wallffwe

sin(ag;) | det(A)|

Gracias a lo probado en el item previo sabemos que el numerador puede ser acotado en
términos de ab. Por otro lado, afirmamos que

0 < ab < C|det(A)] (4.2.37)
para cierta constante que solo depende de k y de las constantes involucradas en [Al, D2]
(resp. [D1, D2]). Notemos que asumiendo la validez de esta afirmacién se concluye de inme-

diato que el angulo «;; se encuentra acotado lejos de cero y de 7 ya que el cociente 1/ sin(cv;;)
se encuentra superiormente acotado.

Mostremos entonces la validez de (4.2.37). Teniendo presente que

Ao ( (a —_aiim (b ;yb)y >

siendo x = % e y = £, un calculo directo permite obtener la siguiente expresién para el

determinante de esta matriz
G b
1+<a—1>y+<—1>x
a b

Ahora, dado que 1 < i < k — 1, todo lo que necesitamos mostrar es que el término dentro

| det(A)| = aby

del médulo m =1+ (% - 1) Y+ (% — 1) x permanece lejos de cero. Para mostrar este hecho

consideraremos dos casos: % —1>0y % —-1<0.

Si%—lZOentonces
m21+(a—1)y=1—y+ay21—y
a a

— 1 < 0 entonces

a b b @ b b
> (21 Y (R | “(1— Z(1—
m_(a )y+b <b+a )y—I—b( y)>b( Y)

donde la primer desigualdad sigue tomando x = 1 (por hipétesis tenemos que x < 1, pero
a los fines de la acotacién basta tomar este valor limite para =) mientras que la segunda
desigualdad es consecuencia de la convexidad de K (ver (2.3.5) en la Seccién 2.3.2 para mas
detalle). El argumento concluye usando el Lema 2.3.4 para garantizar que el factor 5/ b se
encuentra acotado lejos de cero (ver también la Observacién 2.3.3). O

y no resta nada que mostrar. Por otro lado, si

(SIS
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Estimacion final.

En esta tultima seccion tenemos por objeto presentar y demostrar adecuadas estimaciones para
el término |(ITyu — w)(N)|, es decir, para la evaluacién de la funcién IIxu — u en el nodo N. Esta
serie de resultados constituyen el ingrediente final para obtener la cota buscada para la expresion
pu — Qrulip,x que también serd presentada al final de este apartado.

Comenzamos entonces presentando un resultado de [20] que nos serd de suma utilidad y que,
bésicamente, acota la norma p de una funcién sobre uno de los lados de un tridngulo en términos
de la norma y seminorma p de la misma funcién sobre todo el tridngulo.

Lema 4.2.4 Sea T un tridngulo con didmetro hr y sea e alguno de los lados de T'. Para cualquier
p > 1 vale

le| 1/p
lullg, e < 274 (IT\ {”“”o,p,T +hr ‘“|1,p,T}

stendo q el exponente dual de p.

Demostracién. Ver Lema 3.2 en [20]. O

Habiendo enunciado este resultado estamos ahora en condiciones de presentar las estimaciones
deseadas; para tal fin consideraremos el tridngulo 7T;; asociado al nodo V;; tal como hemos definido
previamente en el primer apartado de esta seccion.

Lema 4.2.5 Sea K = K(a,b,a, l;) un cuadrildtero convexo satisfaciendo la condiciones [D1, D2]
o [Al, D2, D3] (equivalentemente [A2, D2, D3]). Para cualquier p > 1, denotando por q a su
exponente dual, se tiene

(a) (Nodos laterales) Asumamos quei =k y1<j<koj=kel<i<k entonces

g
hl/p

(0= ) (N < Oy = Ml o+ o = Tl |

donde T' = T;;. Mds ain, la estimacion sigue valiendo si K satisface [Al, D2].

(b) (Nodos interiores) Si 1 <i,j < k — 1 entonces

1/q

a
‘(u — Hku)(Nlj)’ < Cm [|’LL — Hku’l,p,T + hT ’U - Hku|2,p,T} )

donde T'=T;;.
Demostracion.

(a) Por una analogia inmediata en el tratamiento de los nodos ubicados sobre el lado derecho
de K respecto a los nodos ubicados sobre el superior de K escribiremos solo la demostracion
para los nodos pertenecientes al segundo conjunto, i.e. para los nodos N;; con i = k 'y
1<j<k

Llamaremos e al lado del tridngulo T' = T}; cuyos extremos son Vy = Nig y Nyj, es decir,
e := NyoNy; (ver Figura 4.4, izquierda). Dado que (u — ITyu)(Ngo) = 0, usando desigualdad
de Holder y el Lema 4.2.4, sigue que

(- Ma)(Ni) < 10~ T da

< ‘6|1/q |0 (u — Hku)“o,p,e (4.2.38)
S 21/(1 |T||61‘/p |:H8€(u - Hku)Hova* + hT \8e(u — HM},)‘LP,T .
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Figura 4.4: Izquierda: ilustracién de T};. Derecha: ilustracién de Tj;.

Notemos que |T| = ]NkONE_jj\]e] sin(ay;) (ver Figura 4.4, izquierda). Ahora, teniendo pre-
sente (D2) junto al hecho |Nk0N,£j7j| ~ |di| ~ h (gracias al Lema 4.2.2 y las Observaciones

3.1.1 y 3.3.1) sigue que
1 1

T SO
T[]~ hle]
Apelando nuevamente al Lema 4.2.2 tenemos que |e| = [NyoNy;| ~ |I| por lo que deducimos
l¢] '/
<
|T|1/p — = pl/p

que es lo requerido para obtener la estimacién del item (a). Una mirada cuidadosa sobre el
argumento esbozado permite concluir que basta solo asumir [Al, D2].

La demostracion de esta estimacion requiere el mismo tipo de ideas que las usadas en la parte
(a); no obstante, con el afdn de brindar un panorama lo mas completo posible a continuacién
exhibimos la misma.

En este caso, llamaremos e al lado del tridngulo T' = T;; cuyos extremos son los nodos Njg
y Nij, es decir, e := N;oN;; (ver Figura 4.4, derecha). Dado que (u — Ixu)(Ny) = 0 (ya que
N;p = NZ-:G), usando desigualdad de Hoélder y el Lema 4.2.4, sigue que

(u— ) (Nyg)| < / 1B (u — )| da

< el 106 (u — Tte) o . (4.2.39)
< ot ld [H(‘)e(u — ) + T [0 (u — TTyu) 1,p,T] .
Notemos que ahora |T'| = |NjoNoj||e|sin(a;;) (ver Figura 4.4, derecha). Ahora, teniendo

presente que |N;oNoj| ~ h (gracias a la parte (a) del Lema 4.2.3) y 1/sin(a;j) < C para
alguna constante (gracias a la parte (b) del Lema 4.2.3) sigue que

1 1
— < C——.
T = hle|
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Apelando nuevamente al primer item del Lema 4.2.3 tenemos que |e| = |NjN;j| ~ a por lo
que inmediatamente se tiene
1/q
ol _
|T|1/p — ~ pl/p

lo que concluye la demostracién de la parte (b). O

Habiendo obtenido las estimaciones necesarias para la seminorma de las funciones base (Lema
4.2.1) y para las evaluaciones de la funcién u — IIyu en los correspondientes nodos (Lema 4.2.5)
estamos ahora en condiciones de presentar el siguiente resultado que, bdsicamente, constituye el
dltimo insumo a fin de acotar el término [IIyu — Qruli, x tal como expresa (4.2.16) y hemos
desarrollado en la Seccién 4.2.1.

Para simplificar el enunciado del lema introducimos la siguiente referencia

(1 = Ty (N[5l i < CHF [l (4.2.40)
donde ¢;; es la funcién base asociada al nodo Nj;.

Lema 4.2.6 Sea K un cuadrildtero convexo del tipo K(a,b,a,b), k > 1 y sean 1 < i,j < k,
entonces

(a) Si1 <p <3y K satisface las condiciones [Al, D2, D3] (equivalentemente [A2, D2, D3]),
entonces (4.2.40) vale.

(b) Sip> 1y K satisface las condiciones [D1, D2], entonces (4.2.40) vale.

Demostracién. La demostracién es esencialmente una combinacion inmediata de los Lemas 4.2.1
y 4.2.5 junto a la estimacién del error de interpolacién sobre tridngulos (4.1.4), teniendo presente
que dicha estimacién vale ya que cada uno de los tridngulos T;; satisface la condicién del dngulo
méximo (gracias a los Lemas 4.2.2 y 4.2.3). O

El Lema 4.2.6 y la cota dada en (4.2.16) permite obtener en forma inmediata la estimacién del
término |IIyu — Qrulip x la cual establecemos explicitamente en uno de los dltimos resultados de
este capitulo

Lema 4.2.7 Sea K un cuadrildtero convezo del tipo K(a,b,a, 5) y k> 1 entonces

(a) Si 1l <p <3y K satisface las condiciones [Al, D2, D3] (equivalentemente [A2, D2, D3]),
entonces vale
M — Qpulrp,ic < CRFfulpsrp i (4.2.41)

(b) Sip>1vy K satisface las condiciones [D1, D2], entonces (4.2.41) wvale.

Finalmente, el Lema 4.2.7 junto al Lema 4.1.2 permite obtener la estimacion del error sobre
cuadrildteros del tipo K(a,b,a,b) para k > 1 tal como mostramos en (4.2.17). A continuacién
hacemos explicita esta estimacion en la siguiente

Proposicién 4.2.1 Sea K un cuadrildtero convexo del tipo K (a,b, a, 5) entonces

(a) Si 1 <p <3y K satisface las condiciones [Al, D2, D3] (equivalentemente [A2, D2, D3]),
entonces vale
u — Qrulipx < ChF|ulpipx (4.2.42)

(b) Sip>1 y K satisface las condiciones [D1, D2], entonces (4.2.42) wvale.
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Demostracién. Como adelantamos, la demostracién es una combinaciéon inmediata de los Lemas
4.2.7y 4.1.2 gracias a (4.2.17). ©

Para finalizar establecemos dos proposiciones analogas a la anterior para el caso k = 1 en el
cual es posible relajar las condiciones impuestas cuando p € [1,3).

Proposicion 4.2.2 Sea K un cuadrildtero convexo del tipo K(a,b,d,g) satisfaciendo las condi-
ciones [Al, D2] (equivalentemente [A2, D2]), entonces, para cualquier 1 < p < 3, vale

|u — Qrul1p.x < Chlulzp k- (4.2.43)

Demostracién. Gracias al Lema 4.2.2 podemos deducir en forma completamente andloga a lo
hecho en la parte (a) del Lema 4.2.5 la siguiente estimacién

|g|1/q

(= ) (Vy)] < €0

[|u —Iuly 7 + by fu —huly, 7 (4.2.44)

siendo T' = A(V2V3V}). La estimacién (4.2.44) junto a la parte (a) del Lema 4.2.1 y (4.2.16)
permite obtener
\Hlu — Q1u|17pyK < Ch‘u|27p7[(. (4.2.45)

Finalmente, combinando este hecho con (4.2.17) y el Lema 4.1.2 queda probado (4.2.43). O

Proposicion 4.2.3 Sea K un cuadrildtero convexo del tipo K(a,b,&,i)) satisfaciendo las condi-
ciones [D1, D2], entonces, cualquiera sea p > 1, vale

lu— Quulip e < Chlulap k- (4.2.46)

Demostraciéon. La demostracién es completamente similar a la de la Proposicién 4.2.2 solo que
se usa la parte (d) del Lema 4.2.1 en lugar de la parte (a). O
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Capitulo 5

Resultados principales.

En este capitulo presentamos los principales resultados que hemos obtenido en relacién a la
estimacién del error

lu — Qrully,y i + hlu — Qrulipx < ChF Mulpirp ke (5.0.1)

para cuadrilateros convexos generales. Exhibimos también una serie de contraejemplos a fin
de mostrar la optimalidad de nuestros resultados.

5.1. Pre-requisitos.

En esta breve seccién enunciamos y presentamos algunos resultados ampliamente conocidos
que son esenciales a fin de completar nuestra exposiciéon. Bien podriamos haber presentado este
apartado como un Apéndice, no obstante, este formato nos parece mas conveniente.

Con la intencién de introducir notaciéon comenzamos presentando las siguientes definiciones
asociadas a un dominio 2 C R"”

Pmsx :=sup{p : Q es estrellado respecto a una bola de radio p} (5.1.2)

(recordamos que Q es estrellado respecto a B si, para todo X € (), la capsula convexa de
{X} U B es un subconjunto de ),
d = diam(2), (5.1.3)

Y= d/pméx- (514)
El primer resultado que enunciamos es la conocida desigualdad de Sobolev, que queda estable-

cida como sigue

Lema 5.1.1 (Desigualdad de Sobolev) Supongamos que Q C R™ es estrellado respecto a una
bola B. Siw € W™P(Q) donde (i) 1 <p <ooym>mn/po (i) p=1ym > n, entonces u es
continua sobre € y

Hu ‘0,00,Q S C Hu”mm,ﬂ (515)

donde la constante C depende de m,d y .

Demostracién. Ver Lema 4.3.4 en [11]. O

A continuacién enunciamos dos resultados ampliamente conocidos vinculados a aproximaciones
polinomiales de funciones. Ambos resultados tienen la misma estructura, a saber,
dada una funcion u perteneciente al espacio W™P(Q) existe algin polinomio P que cumple

lu — P|r,p,ﬂ < Cd8|“|t,p79
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donde s es un entero no negativo dependiente de m y r; y t es un entero no negativo dependiente
de m.

La diferencia esencial entre los resultados que enunciaremos es que, precisando el polinomio
P considerado, las expresiones para s y t difieren considerablemente. Como veremos en breve, las
dos determinaciones de P involucradas se basan o hacen uso del polinomio de Taylor centrado
en un punto, por lo que es razonable recordar la definicién de éste e introducir la notacién que
usaremos al referirnos a él.

Definicion 5.1.1 Definimos el polinomio de Taylor de orden m de u centrado en y como

@) = 3 iDau(y)(aj g (5.1.6)

|a|<m

supuesto que u es una funcion para la cual se encuentran definidas las derivadas D*u indicadas.

Observaciéon 5.1.1 En (5.1.6) hemos usado la notacion usual para un multi-indice de n compo-

nentes; a saber, si a = (a1, 9,...,Q,) con ai,as,...,a, € Ny entonces
— i o a1 a [e%
la] = a1 +ag + -+ + ay, al = ajas - ap, Y X = (27", 252, ..., z)")
donde X = (x1,22,...,2p).

Estamos ahora en condiciones de definir el polinomio de Taylor promediado.

Definicidon 5.1.2 Supongamos que u tiene derivadas débiles de orden estrictamente menor a m
en una region 2 tal que B CC ). El correspondiente polinomio de Taylor de orden m de u
promediado sobre B estd definido como

TP™u = /BT;”(x)gb(y) dy (5.1.7)
donde B es una bola y ¢ € C°(R?) es una funcion soportada en B que verifica fRQ ¢o=1.

Aclarada la notacién y teniendo presente (5.1.7) procedemos a enunciar el siguiente resultado
de aproximacién polinomial.

Lema 5.1.2 (Bramble-Hilbert) Sea B una bola en 2 siendo @ un dominio estrellado respecto
a B tal que el radio p de B verifica p > pmax/2. Sea TP™u el polinomio de Taylor de orden m
promediado sobre B (uw € W™P(Q) con p > 1). Entonces

lu — TP™ulypao < CA™ F|ulmpo 0<k<m (5.1.8)
donde la constante C' depende de m y .

Demostracién. Ver Lema 4.3.8 en [11]. O

El segundo y ultimo resultado que queremos establecer hace uso de la siguiente aprozimacion
polinomial de Taylor promediada

1
Py = / T, (z) dy (5.1.9)
1Bl /5

donde T} es como en (5.1.6) y, en este caso, B es un subconjunto cualquiera de Q2 de medida
positiva.
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Observacion 5.1.2 Observemos que, tomando B como una bola, (5.1.9) puede escribirse

Pmu:/ Tym(x)XB(y) dy:/ T (2)$(y) dy (5.1.10)
B |B| B
donde la funcion ¢ = |X§B| verifica ng ¢ = 1. Esta escritura es similar a (5.1.7), sin embargo

¢ ¢ C3°(R?).

Finalmente, enunciamos el resultado de aproximacién polinomial vinculado al polinomio (5.1.9)
como sigue

Lema 5.1.3 Sea Q2 C R"™ un dominio convero de didmetro d el cual es estrellado respecto a B.
Dado un entero m > 0 y u € W™HLP(Q), p > 1, ewiste una constante (dependiente solo de m)

que verifica

lu— P™ul, 0 < CA™ M ulns1p (5.1.11)

7,0,

cualquiera sea 0 <r <m-+1

Demostracién. Ver Lema 2.1 en [10]. O

5.2. Estimacion del error en LP.

La estimacion del error para la norma LP
lu— Qrullgp < CR* ol pxc (5.2.12)

(cualquiera sea el orden k considerado) puede ser obtenido de la desigualdad de Sobolev y del lema
de aproximacién polinomial 5.1.3 gracias a la hip6tesis de convexidad asumida sobre el cuadrilatero
K.

Comenzamos enunciado el siguiente resultado el cual establece la estimacién deseada pero para
una subfamilia particular de elementos de referencia.

Lema 5.2.1 Sea K = K(1,1,a, 5) un cuadrildtero convezro y sean d,l; constantes positivas tales
que a,b < 1. Entonces para cualquier p > 1 wvale

|lu — Qrullop,x < Clulpy1px (5.2.13)
siendo C una constante independente de la geometria de K.

Demostracién. Consideraremos el polinomio P*u definido en (5.1.9) tomando como B a una
bola fija contenida en el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Del hecho que Qi P*u = P*u y
la desigualdad triangular sigue que

|lu — Qrullopr < |lu— PkUHo,p,K + HQk(Pku —u)

lo.p, K- (5.2.14)

Dado que k es un entero mayor o igual a 1 las condiciones requeridas en el Lema 5.1.1 son
satisfechas trivialmente por lo que

1PPu— ullosese < CIPMu — ullig g (5.2.15)

siendo C' una constante independente de la geometria de K.
Por otro lado, observemos que diam(K) ~ 1 pues 0 < a,b < 1, entonces el Lema 5.1.3 permite
escribir

Hu - PkuHOp < Clulisrpi (5.2.16)
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Hu - P’“qu+1 o SOl (5.2.17)

siendo C una constante independente de la geometria de K.

Notemos que (5.2.16) da la estimacion para el primer término del miembro derecho de (5.2.14).
Para obtener la estimacién correspondiente al segundo término del mismo miembro basta observar,
usando que el interpolador de Lagrange es C° (ver [11, Seccién 3.3]), que vale

1Qk(PFu — u)lop,x < [|Qk(PFu— w0,k < CIIPPu — ullo,0,i

y usar (5.2.15) junto a (5.2.17). O

Finalizamos esta seccién mostrando que (5.2.13) puede ser extendido a cualquier cuadrilatero
convexo.

Lema 5.2.2 Sea K un cuadrildtero convexo cualquiera de didmetro h, entonces para cualquier
p > 1 vale
lu = Quullop.x < CH fulkirp ke (5:2.18)

siendo C una constante independente de la geometria de K.

Demostracién. Elegimos dos lados adyacentes de K, a los cuales llamaremos 1 y l2, de modo
que K se encuentre enteramente contenido en el paralelogramo generado por l; y lo (notemos
que siempre es posible hacer esto y, en caso de haber més de una opcion, elegimos l; y lo arbi-
trariamente). Es inmediato verificar que este paralelogramo tiene didmetro del mismo orden que
h.

Consideramos la transformacién afin L que aplica el segmento [; en el segmento de extremos
(0,0) ¥ (1,0); y que aplica el segmento Iz en el segmento de extremos (0,0) y (0,1). Llamamos
K = L(K) (observamos que la transformacién L aqui definida también fue considerada en [21]
solo que en este trabajo la descripcién de L fue dada en términos de ciertos tridngulos -ver (9) en
21]). ~ ) ~

Notemos que K es un cuadrildtero del tipo K(1,1,a,b) para ciertas constantes @ y b. Mds
aun, es inmediato verificar que d,?) < 1 por lo que (5.2.18) vale sobre K gracias al Lema 5.2.1.
Finalmente, la formula de cambio de variables y el hecho que el Jacobiano de L sea constante,
permite obtener (5.2.18) sobre K lo que concluye la prueba. O

5.3. Teoremas principales.

En esta seccién presentamos nuestros principales resultados en cuanto al error de interpolacién
en WP para el Q-interpolador de Lagrange, el cual podemos escribir en la forma

lu = Qrullg e + hlu = Qrulyy, e < CH* Hulpgrp e (5.3.19)

En la Seccién 2.3.1, particularmente en el Lema 2.3.1, hemos visto que si dos cuadrilateros
se encuentran vinculados por una transformacion afin satisfaciendo las condiciones enunciadas en
dicho lema, entonces el error de interpolacién sobre un elemento puede ser deducido del error de
interpolacién sobre el elemento restante. Teniendo presente este hecho, a lo largo del Capitulo 3,
hemos mostrado que bajo cualquiera de las siguientes condiciones: RDP, DAC y mac; tenemos
garantizada la existencia de una transformacion afin satisfaciendo los requerimientos del Lema
2.3.1 entre nuestro elemento y algin otro del tipo K(a,b,a, 5) Ademis, el elemento K(a,b,a, 5)
implicado debe satisfacer cierto conjunto de condiciones entre (D1), (D2), (D3), (Al) y (A2).
En consecuencia, combinando estos hechos, el estudio del error (5.3.19) se reduce a obtener esta
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estimacién para los elementos K (a,b,a, l~)) cumpliendo determinadas condiciones; éste es exacta-
mente el objeto del Capitulo 4. Por lo tanto, todo lo que resta hacer para obtener resultados en
cuadrilateros generales, es vincular adecuadamente los resultados parciales que hemos obtenido
hasta aqui.

Con el afan de simplificar la presentacion de los mismos distinguiremos los casos k =1y k > 1
en los teoremas 5.3.1 y 5.3.2 respectivamente. Por tltimo, en la seccién siguiente mostramos una
serie de contraejemplos a fin de mostrar la optimalidad de nuestros resultados.

Como hemos adelantado en el parrafo anterior, nuestro primer resultado esta establecido para
elementos isoparamétricos (kK = 1). Este teorema muestra que la propiedad de descomposicién
regular, RDP, es una condicién suficiente para obtener la estimacién del error (5.3.19) no solo
cuando p = 2 (siendo éste el principal resultado obtenido en [2]) sino también cuando p pertenece
al intervalo [1,3); ademds (como muestra el Contrajemplo 5.4.1) éste rango de p es éptimo en
el sentido que no puede ser extendido a un intervalo mas grande. Por otro lado, este teorema
establece también que la constante en (5.3.19) depende de los dngulos interiores del cuadrildtero
y, concretamente, si hay garantia de tener todos los dngulos interiores acotados lejos de cero y de
7 (es decir, si se cumple la doble condicién del dngulo DAC) entonces (5.3.19) vale cualquiera
sea p (p > 1). Este es el principal resultado que hemos obtenido en el trabajo [3] y lo enunciamos
como sigue

Teorema 5.3.1 Sea K un cuadrildtero convero de didmetro h y sea k = 1.

(a) Si K satisface RDP(N,vyr), entonces (5.3.19) wvale para cualquier 1 < p < 3 con C =

(b) Si K satisface DAC (Y, ar), entonces (5.3.19) vale para cualquier p > 1 con C = C(¢m, Yur).-

Demostracién. Dado que la estimacién del error para la norma en LP ya fue demostrada en el
Lema 5.2.2 bajo la sola condicién de convexidad sobre K, resta probar la estimacion

lu — Quuly,, ¢ < Chlulzp k. (5.3.20)

Para obtener (5.3.20) en la parte (a) basta observar, gracias al Teorema 3.1.1 y a lo desarrollado
en la Seccién 2.3.1, que podemos reducir nuestro estudio al caso en que K = K (a,b,&,g) y se
verifican las condiciones [Al, D2]. Bajo estos supuestos, siempre que 1 < p < 3, (5.3.20) estd
garantizado por la Proposicion 4.2.2.

Similarmente, para obtener (5.3.20) en la parte (b) basta observar, gracias al Teorema 3.3.1
y a lo desarrollado en la Seccién 2.3.1, que podemos reducir nuestro estudio al caso en que K =
K (a,b,a,b) y se verifican las condiciones [D1, D2]. Finalmente, bajo estos supuestos, (5.3.20) vale
cualquiera sea p > 1 gracias a la Proposicién 4.2.3. O

Teniendo en consideracién el teorema previo resulta natural estudiar si la propiedad de des-
composicion regular resulta ser también condicién suficiente a fin de obtener la estimacién del
error (5.3.19) para el caso de elementos subparamétricos (k > 1). El Contrajemplo 5.4.2 muestra
que no; concretamente, en este ejemplo mostramos elementos subparamétricos que satisfacen la
RDP para los cuales no vale (5.3.19). Queda asi abierto el problema de determinar condiciones
geométricas que permitan a los elementos no ser regulares pero que permitan garantizar la estima-
ci6n (5.3.19). Nuestro estudio sobre este problema nos permite enunciar el Teorema 5.3.2, principal
resultado de [4], en el cual mostramos que (similarmente al caso de primer grado) la constante
en (5.3.19) depende de los dngulos interiores del cuadrilatero y, nuevamente, si hay garantia de
tener todos los dngulos interiores acotados lejos de cero y de 7 (es decir, si se cumple la doble
condicién del dngulo) entonces (5.3.19) vale cualquiera sea p. No obstante, este resultado puede

64



mejorarse notablemente cuando p pertenece al intervalo [1,3) ya que en este caso la constante
sélo depende del dngulo minimo; en consecuencia, si el &ngulo interior méas chico del cuadrildtero
se encuentra acotado lejos de cero (es decir, si se cumple la condicién del dngulo minimo mac)
entonces (5.3.19) vale. Mds dun, este resultado es lo mejor que puede obtenerse en los siguientes
sentidos: si la mac no se cumple, entonces (5.3.19) puede no valer (ver Contraejemplo 5.4.2), y el
rango de p considerado (1 < p < 3) es lo mds grande posible (ver Contraejemplo 5.4.3).

Teorema 5.3.2 Sea K un cuadrilatero convexo de diametro h y sea k > 2 un entero:
(a) Si K satisface mac(iy,), entonces (5.3.19) vale para cualquier 1 < p < 3 con C = C ().

(b) Si K satisface DAC (Y, ¥ar), entonces (5.3.19) vale para cualquierp > 1 con C = C(Ym, Yar)-

Demostracién. Dado que la estimacién del error para la norma en LP fue demostrada en el
Lema 5.2.2 bajo la sola condicién de convexidad sobre K, resta probar la estimacion

lu— Qruly g < ChFulegrp k- (5.3.21)

Para obtener (5.3.21) en la parte (a) basta observar, gracias al Teorema 3.4.1 y a lo desarro-
llado en la Seccién 2.3.1, que podemos reducir nuestro estudio al caso en que K = K(a,b,a, 5)
y se verifican alguno de los siguientes conjuntos de condiciones: [Al, D2, D3] o [D1, D2]. Bajo
cualquiera de estos supuestos, (5.3.21) estd garantizado por la Proposicién 4.2.1 (en efecto, bajo
las condiciones [A1l, D2, D3] usamos la parte (a) y bajo las condiciones [D1, D2] usamos la parte
(b) de la mencionada proposicién).

Similarmente, para obtener (5.3.21) en la parte (b) basta observar, gracias al Teorema 3.3.1
y a lo desarrollado en la Seccién 2.3.1, que podemos reducir nuestro estudio al caso en que K =
K(a,b,a,b) y se verifican las condiciones [D1, D2]. Bajo estos supuestos, (5.3.21) esté garantizado
por la parte (b) de la Proposicién 4.2.1 por lo que la demostracién estd completa. O

5.4. Optimalidad y otras cuestiones.

Con la intencién de realizar una exposicién lo mas prolija y ordenada posible, decidimos pre-
sentar todos los contraejemplos que justifican la optimalidad de nuestros resultados (en el sentido
que fue aclarado oportunamente y que volveremos a mencionar para una mayor claridad) juntos
en la presente seccién. Ademas, cuando sea posible, sefialaremos algunas implicancias o conse-
cuencias relevantes vinculadas a la validez de la estimacién (5.3.19) en relacién a determinadas
condiciones geométricas.

Comenzamos con el Contrajemplo 5.4.1 que tiene como objetivo mostrar que el rango de p en
la parte (a) del Teorema 5.3.1, a saber [1,3), es lo més grande posible. La condicién geométrica
asumida en este caso es la propiedad de descomposicién regular por lo que basicamente este
ejemplo trata con una familia de cuadrilateros satisfaciendo la RD P para los cuales la estimacion
(5.3.20) no vale cuando p > 3.

Contraejemplo 5.4.1 Consideramos el elemento K = K(1,1,s,s), con % < s < 1. Informal-
mente hablando, veremos que cuando s tiende a 1/2, la estimacion dada en (5.3.20) no vale si
p=>3.

Antes de mostrar esto observemos que K wverifica la RDP (2,7/2) independientemente de s.
En efecto, dividiendo a K por la diagonal di que conecta los vértices Vi = (0,0) y V3 = (s,s)
tenemos que

do| 1
2 C <9
ldi| s
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Figura 5.1: Notacién asumida sobre el cuadrilatero K(1,1,s,s) como Qj-elemento.

ya que s > 1/2 (dy denota la diagonal restante, ver Figura 5.1). Por otro lado, los tridngulos
Ty = A(ViVoVs) y To = A(ViV3Vy) en los que queda dividido K son claramente congruentes entre
st por lo que solo resta ver que Ty verifica MAC(w/2). El dngulo interior de Ty, (1, ubicado en
Vi es w/4 mientras que el dngulo interior ubicado en Vo, B2, es evidentemente mayor a 7w/4 y
menor a w/2 (gracias a que % < s < 1); en consecuencia, el dngulo restante, B3, se encuentra
superiormente acotado por w/2 pues
T

T =01+ B2+ B3> 1

Qo T
+ 7+ B 5 > s

Hecho esto, consideremos ahora la funcion u(z,y) = xy. Notemos que esta funcion no pertenece
al espacio Q1(K) ya que s < 1. En efecto, como s < 1 y teniendo en cuenta que en este caso
Fr(2,9) = ((s = 1)2g + 2, (s — 1)29 + ), sigue que

wo F(2,9) = (s — 1)[(s — 1)(29)? + 22§ + 29%) + 25 ¢ O1(K).

Por otro lado, si (5.3.20) valiera entonces

lu — Qrul1p x < Chlulap Kk (5.4.22)
Yy en consecuencia
0 _
H“LQ%UJ < Chlulap k- (5.4.23)
Oz 0.p,.K

Usando desigualdad triangular, de (5.4.23), sigue que

8Q1u
oz

(5.4.24)

ou
<Ch —
< Ctlulayx + 5

0,p,K 0,p,K

Ahora, notemos que, para todo punto (x,y) € K vale y <1 por lo que

1/p 1/p
Hau = </ yP dxdy) < </ 1 d:zdy) = \K|1/p <1 (5.4.25)
Ox 0,p,K K K

y también es inmediato verificar que

"U,‘QJLK S 1. (5426)
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Luego, (5.4.25) y (5.4.26) junto al hecho que h ~ 1 permite concluir que el miembro derecho
de (5.4.24) se encuentra uniformemente acotado por arriba, por lo tanto, el miembro izquierdo de

9
(5.4.24), || %v

stquiente paso es mostrar que en realidad esto ultimo no sucede cuando p > 3 con lo cual podemos
concluir que (5.4.22) no vale.

, también se encuentra superiormente acotado de manera uniforme. Nuestro

Teniendo en cuenta que uw(V;) =0 para i = 1,2,4, sigue que Qru = u(V3)p3 = s2¢3 siendo ¢3
la funcion base asociada a V3; por lo tanto

Wl o

ox

4.2
o (5.4.27)

0,p,K 0,p,K

Dado que, para este caso la transformacion Fi estd dada por

Fr(#,9) = (#(1+9(s — 1)), 4(1 + (s — 1))),

sigue (de la regla de la cadena o ver (2.3.9) en la demostracion del Lema 2.3.2) que

T+a(s—1)+is—1)

Luego, haciendo cambio de variables y restringiendo el dominio respectivamente, tenemos

H8¢3 = // 1—}—x3—1)+y(8—1)) - didy

1 ot 1
> / / Tdzdy
T2 Jo (T4 (s=DE+(s—1)g)P~

Integrando explicitamente en el ultimo miembro de (5.4.28) para p > 3 se tiene

QNG i XA TS
0.p.K 203 -p)(2—p)(s—1)?

s |

(5.4.28)

por lo que es inmediato verificar que — 00 cuando s — % Esto permite concluir, como

0,p,K
ya hemos explicado anteriormente, que (5.3.19) no puede valer independientemente de s cuando

p > 3.

O3

% dada

0,3,K

Consideremos ahora el caso p = 3. Tenemos entonces (de la expresion para

n (5.4.28)) que
|,

1t 1
> - _ —didy
0,3,K 8 /é /0 (I+(-Dz+(s—1)7)?

In(3s—3)+In(s) —In(2s — 1) —In (35 + 3)
(s —1)? '

(5.4.29)
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3

— 0
0,3,K

Luego, el término logaritmico In(2s — 1) es el responsable del hecho que

ox

‘ 003

cuando s — %, permitiéndonos concluir lo mismo sobre la no validez de (5.4.22).

Observacién 5.4.1 Notemos que el Contraejemplo 5.4.1 muestra también que la restriccion so-
bre el dngulo mdzimo no puede ser relajada cuando k = 1 y p > 3. En otras palabras, M AC
es condicion necesaria a fin de garantizar la validez de (5.3.20) para elementos isoparamétricos
cuando p € [3,00).

El siguiente contraejemplo tiene como objetivo principal mostrar que la condicién del angulo
minimo (mac) resulta necesaria para garantizar la estimacién del error (5.3.21) en elementos sub-
paramétricos cuando p € [1,3). En este sentido, la parte (a) de nuestro Teorema 5.3.2 es lo més
optima posible ya que establece que la mac es condicién suficiente y necesaria para garantizar el
error de interpolacion (5.3.19) cuando k > 2y 1 < p < 3. Concretamente, en el Contrajemplo 5.4.2
exhibimos una familia de cuadrildteros que no satisface la condicién del dngulo minimo (por tener
un angulo interior tendiente a cero) que, considerados como Qg elementos y para una adecuada
funcién u que también exhibimos explicitamente, el interpolador Qsu no verifica (5.3.21). Como
una consecuencia extra de este ejemplo podemos afirmar que la propiedad de descomposicién
regular (RDP) no es condicién suficiente para garantizar la estimacién (5.3.21) en elementos sub-
paramétricos cuando 1 < p < 3 tal como senalamos en la Observacién 5.4.2 ya que la familia
considerada en este ejemplo verifica la RD P con constantes uniformes.

Figura 5.2: Representacién del cuadrildtero K(1,s,s,2s) y sus nodos como un Qs-elemento.

Contraejemplo 5.4.2 A lo largo de este ejemplo asumiremos 1 < p < 3 (este requerimiento para
p lo usaremos fuertemente al evocar la parte (a) del Lema 4.2.1).

Consideremos cuadrildteros del tipo K = K(1,s,5,2s) con 0 < s < 1/2 wvistos como Qo
elementos (ver Figura 5.2). Es inmediato verificar que el dngulo ubicado en el vértice Va tiende a
cero cuando s — 0.

Sobre cada elemento K consideraremos la funcion u(z,y) = z(x — 1/2)(x — 1) (la cual, por
cierto, no pertenece al espacio Q) y dado que u(No) = 0 = u(Ny) para 0 < t < 2 resulta

Qou = u(N11)o11 + w(Ni2)d12 + u(Nag)paa + u(Na1) a1
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En consecuencia

1 0Qau _ (s—3)(s+1)0¢n s+ 10¢12 B 22 (s —2) 0ga
s—1 0y 26 Oy ts 23 Oy +(s=1/2) Oy + 22 oy )

Luego, gracias a la desigualdad triangular y para una adecuada constante C independiente de

s, se tiene
0
H 012 . (5.4.30)
0,p,K 0.p,K

H dp11
La parte (a) del Lema 4.2.1 nos permite escribir (para alguna constante C)

0o

o|I%,

H Opa2
7p7

7pK 0,p,K H

012 022 Aoy hl/P
H ¢ H ¢ ¢ < |p12lipsc + [d22l1pk + 02110 < O
0,p,K 0,p, K 0,p,K |l|
siendo q el exponente dual de p. Teniendo en cuenta que h ~ 1 y |l| ~ s sigue que
H P12 H P22 H P21 < sl (5.4.31)
0,p,K 0,p,K 0,p,K

Combinando (5.4.31) con (5.4.30) tenemos (eligiendo adecuadamente la constante C')

] el )
,pK 0,p, K

Asumamos que (5.3.21) wvale para esta familia de elementos. En este caso tendriamos

H 0Qau H 0(Qau — u)
0,p,K 8y

< |Q2u —ul1pr < ChQ’U‘?),p,K
0,p,K

y dado que h? ~ 1, |u|zp i ~ |K|'/P ~ s'/P valdria

011
dy

< Cst/r (5.4.32)
0,p, K

(para una constante C adecuada).

Por otro lado, un cdlculo directo y similar al que realizamos para la funcién ¢s en el Contra-
ejemplo 5.4.1 permite obtener la siguiente escritura

o o 2% (s D@ —9) + (1 — &) (1 — 29)]
(6;OFK>($’”: s[T+2+ (s — 1)) '

Luego,

0d11
y

? :/ 2%3P|(s = Dy —§) + (1 —&)(1 - 29)|
op K J0,1)2 sPH1+ 2+ (s — 1)gle—!

dzdg

Sea R =1[0,1/8] x [1/4,3/8] C [0,1]%. No es dificil ver que sobre R se tiene
(s—Dgz—-9)+1—-2)(1-29)>(s—1)g(z—1y) >0 (5.4.33)

que, combinado con el hecho 1 + & + (s — 1)y < 1 + &, permite deducir

o |7 27— 5 / (@ — )P
By R A

> didy. (5.4.34)
0,p, K
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Ahora, dado que la funcion §P(& — §)P se encuentra acotada inferiormente por una constante
positiva sobre R y la funcidn 2P /(1 + 2)P~! es integrable sobre este dominio sigue que

‘ 011

Ay
Finalmente, combinando (5.4.32) con (5.4.35) y tomando s — 0 se llega a una contradiccion
que provino de suponer vdlida (5.3.21). En consecuencia, la estimacion del error no puede valer
con una constante C' uniforme.

Cr (5.4.35)

0,p,K

Figura 5.3: Notacién para el cuadrilatero K (1,s, s, 2s).

Observacién 5.4.2 Cada elemento en la familia {K (1, s, s,2s)}o<s<1/2 verifica RDP(V/5,3/4).
En efecto, consideremos un elemento del tipo K(1,s,s,2s) con 0 < s < 1/2 y dividdmoslo por la
diagonal di que conecta los vértices Vo y V4. Entonces, denotando por dz a la diagonal restante,

tenemos
do|\* 582
<|d1|> 1482

y como s%/(1 + s2) < 1 sigue trivialmente que |dz|/|d1| < /5. Resta mostrar que los tridngulos
T, = A(ViWLVy) y To = A(VaV3Vy) wverifican MAC(3/4w). Para Ty podemos incluso mejorar la
afirmacion ya que verifica M AC(7/2) por ser tridngulo rectdngulo. Para mostrar que Ty verifica
MAC((3/4m) alcanza con mostrar que los dngulos ubicados en Vs y Vy estdan acotados por 3/4m ya
que el angulo restante es claramente menor que estos dos. Que el dngulo ubicado en Vy es menor
a 3/4m sigue del hecho que este dngulo es menor al dngulo interior del cuadrildtero K(1,s,s,2s)

ubicado en el mismo vértice el cual es exactamente 3/4m. Para ver que el dngulo 3 ubicado en
V3 estd acotado por 3/4m observemos que

fs=m/d+vy>3/4n = y>mu/2 (5.4.36)

stendo v el angulo comprendido entre VoVs y el segmento perpendicular a V1Vo que pasa por Vi
(ver Figura 5.3). Es fdcil ver que tan(vy) = 12 y dado que 0 < s < 1/2, tenemos tan(y) > 1/2 lo
cual estd en contradiccion con (5.4.36); en consecuencia, (5.4.36) no puede valer mostrando que
B3 < 3/4m.

Ahora, por lo visto en el Contraejemplo 5.4.2, sabemos que la constante involucrada en el
error (5.3.19) no se encuentra uniformemente acotada; en consecuencia, la RDP no es condicion
suficiente bajo la cual la estimacion del error de interpolacion en elementos subparamétricos valga.

70



Observacion 5.4.3 Recordemos que para el caso isoparamétrico (k = 1), cuando 1 < p < 3,
la constante en la estimacion del error puede ser acotada de manera uniforme usando solo las
constantes N y ¥y involucradas en la RDP(N,vp) (ver parte (a) en el Teorema 5.3.1). La
no existencia de nodos interiores en este caso es uno de los factores importantes para obtener tal
estimacion ya que, como puede apreciarse en el contraejemplo anterior, donde k = 2, el rol del nodo
interior es fundamental en la construccion de dicho ejemplo. Tal vez esta observacion lleve al lector
a pensar que remover los nodos interiores pueda ayudar a debilitar las condiciones bajo las cuales
la estimacion (5.3.21) wvalga; lamentablemente, esto no es posible. En nuestro caso particular, si
considerdsemos el elemento finito cuyos nodos coinciden con los indicados para K (1, s, s,2s) salvo
el nodo interior, el cual es intencionalmente omitido (lo que conlleva una eleccion alternativa
de las funciones nodales o base, ver [11, Seccién 3.5] para detalles) estariamos considerando el
elemento finito conocido como serendipity.

Del trabajo [5], sabemos que la precision de los elementos serendipity puede ser seriamente
deteriorada incluso para elementos requlares. La razén de este deterioro es la no inclusion del
espacio P en el espacio de interpolacion. Nuestra prueba se basa en gran medida sobre esta
propiedad (ver, por ejemplo, la derivacion de (4.2.17) en la Seccién 4.2.1 del Capitulo 4).

El dltimo contraejemplo que presentamos es para mostrar que el rango de p en la parte (a) del
Teorema 5.3.2 no puede ser extendido. Ese item del teorema afirma que la condicién del angulo
minimo es condicién suficiente para garantizar la estimacién del error cuando k > 1y 1 < p < 3;
por lo tanto, presentamos una familia de elementos subparamétricos que verifican la mac y para
la cual la estimacién (5.3.21) no vale cuando p > 3. En este sentido, el Contraejemplo 5.4.3 tiene
el mismo espiritu que el Contrajemplo 5.4.1; mas aun, los cuadrilateros considerados en ambos
ejemplos son basicamente los mismos solo que en el primer caso los tomamos como Qp-elementos
mientras que en esta ocasion los tomaremos como Qs-elementos para satisfacer el requerimiento
k> 1.

Figura 5.4: Representacién del cuadrildtero K (1,1,s,s) y sus nodos como Qs-elemento.

Contraejemplo 5.4.3 Consideremos la familia K(1,1,s,s), con % < s < 5/8. Observemos que
el dngulo mdzimo de K = K(1,1,s,s) (el cual se encuentra ubicado en el vértice V3) se aprozima
a ™ cuando s — % mientras que K wverifica trivialmente mac(w/4) para cualquier valor de s en el
rango especificado.

Consideremos ahora la funcion u(zx,y) = x(x — 1/4)(x — 3/4)(x — 3/8)(xz — 1). Dado que
u(Not) = 0 = u(Nyo) para 0 <t <2 resulta que

Qou = u(N11)p11 + u(Ni2)d12 + u(Nay ) a1 + u(Naz) pao;
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Yy en COMSECuencLa

0(Q2u) Oé11

— u(N1) Op12
o =g,

y

Opa1
Jy

022
oy

+ u(N12)

+ u(Nay)

+ u(Na2)

(5.4.37)

Es inmediato verificar que uw(N11),u(N12) y uw(No21) son expresiones polindmicas en la variable
s que tienen a 1/2 como raiz simple. Justificaremos nuestra afirmacion exhibiendo la cuenta para
u(N11), los casos restantes son similares por lo que omitirimos el cdlculo para los mismos. Dado

que Ni1 = (%, %) sigue, evaluando u,

1
u(Nyp) = 4—55(5 +1)(s—3)(s—2)(s—1/2) (5.4.38)
lo que justifica nuestra afirmacion.
Luego, para cada (i,7) € I ={(1,1),(1,2),(2,1)}, podemos escribir
U(NU) = (S - 1/2)(]1']'(8) (5439)

siendo q;; algin polinomio adecuado (de (5.4.38) sabemos que q11(s) = 755(s + 1)(s — 3)(s — 2)).
En cuanto a u(Nag) tenemos que
’u(NQQ)’ >C>0 (5.4.40)

para alguna constante C ya que % < s<5/8.
Luego, usando desigualdad triangular en (5.4.37) y gracias a (5.4.39) y (5.4.40), se tiene

0 0 0pi;
H 522 <c H Cg?“ +(s—1/2) 3 % (5.4.41)
y 07p7K y Ovva (1/7])61 y 07p7K
para alguna constante C.
Si la estimacion del error (5.3.21) valiera (recordemos que aqui p > 3) entonces
0Q2u 0Q2u —u
H @ = HQz < |Q2u — ul1px < Clulzpk,
Oy 0,p,K Oy 0.p,K
pues h ~ 1. En consecuencia
8Q2u
<C (5.4.42)
9y 0,p,K

ya que |ulz, g ~ |[K| < 1.
Por otro lado, recordemos que gracias a (3.3.35) en la Seccién 3.3.2 del Capitulo 3 tenemos

1
I, < T sim(a)—1" (5.4.43)
Dado que « es el dngulo comprendido entre VaoVy y V3Vy, es inmediato verificar que sin(a) =
Va(1/2,1/2)] _ (s=1/2)v2
VaVal 7 /524 (1—s)2
mente acotado sigue que sin(a) ~ (s —1/2).
Combinando este hecho con (5.4.43) y notando que |l| ~ 1 resulta que

(ver Figura 5.5); ahora, como \/s? + (1 — s)? se encuentra uniforme-

1
L, <Cor——. 5.4.44
P="(s—1/2)p1 ( )
Luego, la estimacion previa junto al Lema 2.3.2 permiten obtener
0 1
3 99 <C— (5.4.45)
Y lopx (s —1/2)a

(i,9)€l
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Figura 5.5: Ilustracién del hecho sin(a) ~ (s —1/2) en K(1,1,s,s).

donde q es el exponente dual de p. Finalmente, de (5.4.41) combinado con (5.4.42) y (5.4.45) sigue
que

<C (5.4.46)
0,p, K

H 022

para alguna constante C positiva.
Similarmente a cdmo lo hicimos en los ejemplos previos, un cdlculo directo muestra que

022 Lo 22[(s=1)g(@ —9) + (22 - 1)(49 — 1)]
F
(ay ° K)(”) T+ (s—1)(& +9)
y entonces, gracias a la formula de cambio de variables, se tiene
(22 -1) 2z — 1)(4y — 1)|)P
8¢22 / / 2[(s =1y —9) +A( z- )—(1y ) didy.
0.p. (L+(s—1@E+9)P

Sea T el tridngulo de vértices (3/4,3/4),(3/4,1) y (1,1). Existe entonces, una constante C
positiva para la cual vale

Do || / 1
>C —
H Y loprx  Jr A+ (s=1)E+g)r!

Integrando explicitamente cuando p > 3 se tiene

didj. (5.4.47)

H 0m|P (25— 1PP/2+ (35 — 1) 7/20 — (75— 80 /4P
9 lopx (s—=1)*2-p)B-p)
9 p
de modo que 522 — 00 cuando s — 1/2. Este hecho estd en contradiccion con (5.4.46) lo
Y 0,p,K

que nos permite concluir que la estimacion del error no vale.
Finalmente, el caso p = 3 sigue en forma completamente similar. La principal diferencia estd
en la integracion del ltimo miembro de (5.4.47) pues en este caso se tiene

Doz ||” 1
>(C——-=x1In((7s—3)/4) —In((3s —1)/2)/2 —In(2s — 1) /2] .
% 2 O (s =3/ (s /22 - mias 172
P
Sin embargo, 8522 — 00 cuando s — 1/2 gracias al término In(2s — 1) lo que nos
Y lop,x

permite arribar a la misma conclusion del caso previo.
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Observacién 5.4.4 Teniendo en cuenta el ejemplo anterior podemos concluir que lo senalado en
la Observacion 5.4.1 acerca de la necesidad de la M AC para tener la estimacion del error (5.3.21)
puede ser extendido a todos los grados cuando p > 3.
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Capitulo 6

Error anisotrépico bajo la DAC en
cuadrilateros con lados opuestos casi
paralelos.

Sobre rectdngulos la estimacién cldsica del error puede ser, en cierto sentido, mejorada por
una estimacién del tipo anisotrépica. En este tipo de estimacion, esencialmente, se mide el error
sobre los dos lados més significativos del rectangulo enfatizando tanto la medida del elemento
sobre cada una de estas direcciones como también la variacion de la funcién en cada direccién.
Una de las ventajas que tiene contar con este tipo de estimacién es que resulta posible refinar los
elementos en una direccion sin alterar el comportamiento del error en la direccién restante.

Estimaciones anisotrépicas han sido probadas no sélo para rectangulos sino también para
mapeos afines de éstos (paralelogramos) y para ciertas perturbaciones de rectdngulos en un sentido
que es necesario precisar y que lo haremos oportunamente.

En este capitulo mostraremos que es posible obtener una estimacién anisotrépica para el
interpolador de primer orden en el espacio H!, sobre aquellos cuadrildteros que verifican la doble
condicién del dngulo (DAC) y que tienen un par de lados opuestos casi paralelos. Concretamente,
veremos que si un cuadrildtero K, verificando la DAC (¢y,,%nr), se encuentra contenido en un
paralelogramo determinado por dos de sus lados vecinos I; y Il de modo que

1 dist(P,ly)
e< ——=— <
2 ~ dist(P')ly) —

para algtin € positivo siendo Py P’ los vértices de K opuestos a [1; entonces existe una constante
C' dependiente solo de ¥,,, ¥pr v € que cumple
= Qrulyic < C [[1] 195, Vull ¢ + 1121110Vl | (6.0.1)

donde 0, denota la derivada direccional en la direccién ;.

Denotando por h al didmetro de K entonces |l1], [l2] < h; luego, de (6.0.1) sigue que

’U - Qiu

v < Ch {100 Vulg i+ 100 Vulo

y en consecuencia
lu — Qul1,x < Chlulz k. (6.0.2)

Es decir, una estimacién del tipo anisotrépica (6.0.1) implica la estimacién clésica (6.0.2)
como la que hemos obtenido en el Teorema 5.3.1. Observemos que la implicacién reciproca no es

75



necesariamente valida. Para ver esto basta considerar elementos donde las medidas de I1 y lo sean
considerablemente distintas, es decir, elementos anisotrépicos (recordemos que nos referimos a un
elemento como anisotrdpico si no satisface la condicién de regularidad). En estos casos y para
ciertas aplicaciones (ver por ejemplo [6, 7, 8, 14] y las referencias alli citadas), una estimacién del
tipo (6.0.1) es preferible y deseable en contraposicién a (6.0.2). Por tltimo, senalamos que sobre
elementos regulares las estimaciones (6.0.1) y (6.0.2) esencialmente coinciden ya que |l1] ~ |l2| ¥
10 Vullg i + 19Vl ~ luls i

El esquema de demostracién para (6.0.1) es similar al que adoptamos para probar la estimacién
clasica del error; a saber, mostramos que podemos reducir el estudio a cierta clase de elementos
de referencia y probamos la validez de la estimacién sobre esta configuracién. Queda entonces en
evidencia que una de las partes centrales es hallar una caracterizaciéon adecuada de los elementos
considerados en término de los cuadrilateros de referencia. La caracterizacién que damos aqui nos
permite mostrar que los elementos de referencia que debemos contemplar o bien son regulares
o bien son perturbaciones de un rectdngulo en el mismo sentido que ya hemos mencionado. En
el primero de los casos, es decir, cuando el elemento satisfaga la condicién de regularidad; la
validez de la estimacién del error (6.0.1) es consecuencia de la validez de la estimacién (6.0.2) ya
que ambas son esencialmente la misma como afirmamos anteriormente, y (6.0.2) fue demostrada
para este tipo de elementos en [16] (ver Teorema 6.1.1). En el segundo de los casos, es decir,
cuando estemos en presencia de perturbaciones de un rectdngulo (en un sentido que precisaremos
oportunamente), mostraremos que esta clase de elementos cumplen las condiciones requeridas en
[7] bajo las cuales se demostrd, en el mismo trabajo, la validez de un resultado que nos permite
concluir (6.0.1).

Si bien la estimacién que presentamos aqui se basa, como acabamos de mencionar, fuertemente
en la validez de una estimacién sobre perturbaciones de un rectangulo creemos que nuestra version
es mas adecuada ya que estd escrita en términos de los lados del cuadrilatero propiamente dicho
v no de los lados de un rectangulo del cual el cuadrildtero es obtenido mediante una perturbacién
pero que no es explicitamente dado. Ademas, las condiciones que requerimos sobre los cuadrildte-
ros tienen una clara interpretacion geométrica y son de inmediata verificacién; mientras que las
condiciones requeridas en [7] sobre los cuadrildteros resultan mas complejas de verificar o testear
y carecen de una interpretacién geométrica inmediata y clara.

Por ultimo, los resultados mencionados previamente y desarrollados a lo largo de este capitulo
estan siendo transcritos al trabajo [19] que esperamos concluir en breve.

6.1. Antecedentes extendidos.

A fin de unificar notacién y tener presentes ciertos resultados, presentamos en esta secciéon en
forma resumida y lo més fiel posible a la versién original, algunos de los resultados publicados
en [16] y [7], que como ya adelantamos nos serdn de utilidad a fin de probar que la estimacién
anisotrépica vale bajo la DAC en cuadrildteros con un par de lados casi paralelos.

Aunque hemos usado en reiteradas oportunidades la misma notacién que la involucrada en el
siguiente teorema, recordamos brevemente que h denota el didmetro de K y p es el maximo entre
los diametros de todas las bolas contenidas en K.

Teorema 6.1.1 Asumamos que el cuadrilditero K satisface la condicion
p/h>c (6.1.3)

donde o es una constante. Entonces, eziste una constante C' = C(co) la cual depende solo de o,
tal que

lu — Qrufm x < C’h2_m|u|2,K para m =0y 1y para toda v € H*(K). (6.1.4)
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Demostracién. Ver Teorema 1 en [16]. D

En pocas palabras, el teorema previo garantiza la estimacion clasica del error de interpolacién
para elementos que satisfacen la condicién de regularidad (6.1.3).

Observacion 6.1.1 Aunque sabemos que (6.1.3) implica la RDP y que, en consecuencia, el Teo-
rema 5.3.1 garantiza la validez de (6.1.4); preferimos presentar el Teorema 6.1.1 a fin de indepen-
dizarnos del Teorema 5.3.1 y apelando a un resultado ampliamente conocido como ciertamente es
el Teorema 6.1.1.

En cuanto a la estimacién anisotrépica
o= Quulyie < €[] 194 Vel g + Vol 3, V] (6.1.5)

observemos que si ésta vale sobre el cuadrilatero K es porque las direcciones [1 y lo resultan
significativas para dicho elemento, no solo porque aparecen las medidas de tales segmentos sino
también porque éstas se encuentran intimamente vinculadas con la variacién de la funcién en las
direcciones determinadas por Iy y ls. Ahora, si en un cuadrildtero existen estas dos direcciones
particularmente diferenciadas y que sirven para describir la geometria de dicho elemento (tal vez)
resulta intuitivo pensar que ese cuadrilatero no difiere significativamente del paralelogramo deter-
minado por tales direcciones. Esta intuicion respecto a la geometria del cuadrilatero puede verse
corroborada con las condiciones usualmente pedidas a esta clase de elementos para garantizar
(6.1.5). Concretamente, y hasta donde sabemos, los elementos para los cuales (6.1.5), o estimacio-
nes anisotropicas similares, fue obtenida son rectangulos o pequefias perturbaciones de éstos. Si
bien hablar de perturbaciones de rectdngulos puede ser amplio y poco preciso, nos interesa destacar
el sentido otorgado en [7] a esta expresion. Basicamente, en el trabajo [7], un cuadrilatero K es
considerado como una perturbacién de un rectdngulo en el siguiente sentido:

existe una forma bilineal Fx que aplica el cuadrado unitario K en K la cual puede escribirse

como
4

Fie(&,9) = (a2,b9) + Y _ a (&, 9) (b<a) (6.1.6)
i=1
donde QASZ denota la funcién base asociada al nodo ‘/}u 1=1,2,3,4;y, para los vectores distorsivos

a® = ( gi),ag) ), existen constantes ag, aj, as tales que

a9 <ap, 0<a; <1, i=1,2, j=1,....4, (6.1.7)
y
1 b
5~ g a > ag > 0. (6.1.8)
Notemos que el primer término en el lado derecho de (6.1.6) (i.e. (aZ,by)) corresponde a
la transformacién que aplica K en el rectdngulo Ry, = [0,a] x [0,b]; mientras que el segundo

término (i.e. 2?21 a(i)@(i,g))) es la perturbacién de R, propiamente dicha. La interpretacion
geométrica de las condiciones (6.1.7) y (6.1.8) no es evidente ni clara; sin embargo, dos hechos
sencillos e inmediatos pueden ser sefialados al respecto: (6.1.7) establece que los vértices de Rgp
son perturbados por un factor que es del orden del lado més corto de Ry, (debido a que b < a);
mientras que (6.1.8) se encuentra relacionado tanto con la convexidad del elemento como con su
achatamiento o estrechez. Finalmente, notemos que en el caso b << a, la restriccién sobre a;
impuesta por (6.1.8) es poco significativa.

Si bien la interpretacién geométrica de las condiciones (6.1.7) y (6.1.8) no es evidente como
tampoco lo es su verificacién empirica, dichas condiciones permiten que la geometria de los ele-
mentos sea considerablemente distinta a la de un rectangulo. Para ilustrar este hecho, apelaremos
a un ejemplo dado en [7] que, esencialmente, transcribimos seguidamente.

7



Figura 6.1: Ilustracién de un elemento considerado en el Ejemplo 6.1.1.

Ejemplo 6.1.1 Consideremos la familia de cuadrildteros que son perturbaciones del rectdngulo
Ry con b << a, mediante el mapeo (6.1.6), donde los vectores distorsivos son

M =a® = ((1/2 - )b, —(1/2 — €)b) (6.1.9)

a? =aW = (—(1/2 = €)b, (1/2 — €)b) (6.1.10)

con e € (0,1/2).
Afirmamos que, fijado €, esta familia de cuadrildteros verifican las condiciones (6.1.7) y (6.1.8).
En efecto, es inmediato chequear que

; 1
la?| < (2—e>b i=12 j=1....4

por lo que (6.1.7) se cumple trivialmente con a; = 1/2 y ag = 1/2—e (también es posible considerar
a; = ag = 1/2— 6).
Por otro lado, para ver que (6.1.8) vale, observemos que si b/a < € (en este sentido decimos

que b << a) entonces

1 b b
Sl —ar=e— 21/2 > ¢/2;
5 aal as =€ a/ > €/2;

i.e. (6.1.8) se verifica con ay = €/2.

En la Figura 6.1 se ilustra un elemento perteneciente a la clase antes descrita que puede
considerarse extremo ya que (informalmente hablando) corresponde a valores de € pequenos.

Para un elemento K satisfaciendo simultdneamente (6.1.7) y (6.1.8), fue probada en [7] la
siguiente estimacion anisotrépica

0 0

81’1

lu—Qiul1xk <C |a

+o
K

(6.1.11)
0, 0,K

siendo C' una constante uniforme. Concretamente, el resultado que estamos evocando es el
Teorema 2.8, [7], que transcribimos a continuacién (preservando mayoritariamente la notacién
usada allf)
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Teorema 6.1.2 Consideremos un elemento rectangular € con lados de longitud a y b, a > b,
los cudles son paralelos a los ejes en el x1,x2-sistema coordenado. Las coordenadas de los cuatro
vértices son perturbadas por vectores a(¥) = (agi), ag))T satisfaciendo (6.1.7), (6.1.8). El elemento
resultante es denotado por e. Sea u € WP(e) N C(€) donde £ € N, 1 < £ < k+1, p € [l,00].
Fijemos m € {0;1} y q € [1,00] tal que m < £ y W "™P(e) < Li(e). Entonces la estimacion
anisotropica del error de interpolacion

| — Tyu; W™ (e)| < (measpe) /1P N~ (a,b)*| D%u; W™P(e)| (6.1.12)

|a|=€—m
vale siempre que p > 2 si £ = 1. El resultado también es vdlido param = ¢ =0, p = o0, q € [1, 00].

Observacion 6.1.2 En el Teorema 6.1.2 debe entenderse que k es el grado del polinomio Inu
siendo Ipu el interpolador de Lagrange; en nuestra notacion, Ipu = Qiu.

6.2. Reduccién a la configuracion de referencia.

Siguiendo de cerca el esquema de trabajo para obtener la estimacion clasica del error de in-
terpolacién, mostraremos que en este caso también podemos reducir nuestro estudio a elementos
del tipo K(a, b, a, I;) Es decir, suponiendo que el cuadrildtero K verifica la DAC y que es equiva-
lente al elemento K (a, b, a, b) (en el sentido dado en el Teorema 3.3.1); si mostramos que (6.1.5)

vale sobre K (a,b,a,b) veremos que una estimacién similar vale sobre K. Este es, bdsicamente, el
objetivo de la presente seccién.

Gracias al Teorema 3.3.1 tenemos, suponiendo que K verifica la DAC (Y, ¥ar), que existe un
cuadrildtero K = K(a,b,a,b) (satisfaciendo las condiciones [D1, D2]) y una transformacién afin
L : K — K determinada por la matriz B = < (1) COtl(ﬁ) ) tal que L(K) = K siendo f3 el angulo
comprendido entre los lados [ y I (recordemos que l; y l2 son dos lados adyacentes de K tales
que el paralelogramo generado por estos lados contiene enteramente a K). Mas atin, podemos
asumir que [; tiene como extremos a los vértices V3 = (0,0) y Vo = (a,0), mientras que ls tiene
como extremos a los vértices Vi y Vi = (bcot(3),b) (con b > 0).

Observacién 6.2.1 Sabemos que K = K(a,b, a, l~)) también satisface la DAC' con constantes 1,,
y 1y que dependen solo de ¥, y War. De hecho, el Lema 3.1.2 permite generalizar, en forma
inmediata, este resultado a cuadrildteros equivalentes arbitrarios. Establecemos formalmente esta
propiedad a continuacion ya que es un resultado interesante en si mismo.

Lema 6.2.1 Sean Ky y Ko dos cuadrildteros convexos arbitrarios. St K1 y Ko son equivalentes
entonces K1 wverifica la DAC si y sélo si Ko verifica la DAC.

Usaremos X = (T1,T2) para denotar la variable sobre K, i.e. L(Z1,T2) = (21, 72) siendo L la
transformacion afin descrita anteriormente, y usaremos v para denotar una funcién definida sobre
K la cual es construida a partir de una funcién v definida sobre K por v = v o L. Aclaradas estas
cuestiones estamos ahora en condiciones de mostrar que el error anisotrépico sobre K puede ser
deducido del error sobre K. En efecto, asumamos que

0 0 —_

@ - Qul, % < C1 |a

2

(6.2.13)
0,K 0,K

(es decir, asumamos que el error anisotrépico vale sobre K) siendo C7 una constante positiva.
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Dado que la matriz asociada al mapeo L es B = < é COtl(ﬁ) > y, ademas, I = V4 V2 = (a,0),
lo =V1Vy = (beot(p), b) resulta que

02 (Voo L) = [h|ovo L (6.2.14)
821?1
y
Jv
b— =1y (VvolL)=|ls|0,voL. (6.2.15)
6%2

Cambiando variables y teniendo en cuenta que det(B) =1, de (6.2.14) y (6.2.15) sigue que

a = Ll oy vllo x + ll2l [|0]lo (6.2.16)

85"1 0.K H

Finalmente, combinando (6.2.13), (6.2.16) y el Lema 2.3.1, tenemos

COW - 715‘1 K

C()Cl |: ‘ 1 VUH 0 VUH :|
0K

S 00 Vullg g + |l2| 191, Vull g

lu — Qrul1 K

IN A

i.e. vale la siguiente estimacién anisotrépica sobre K
lu—Quruf1xk <C [llll 100, Vull k + |l2] HalzquO,K] (6.2.17)

siendo C' una constante positiva que solo depende de ¥, v ¥as.

Mostrado esto, el resto del capitulo estd destinado a obtener (6.2.13).

6.3. Caracterizacion geométrica.

Por lo expuesto en la seccidon previa centraremos nuestra atencion en elementos del tipo
K(a,b,a,b) satisfaciendo las condiciones

(D1) <1 (6.3.18)

(D2) <C (6.3.19)

sin(a) —

siendo « el dngulo entre la diagonal d; de K = K (a, b, a, l~)) que conecta V5 con Vy y el segmento
l34 que tiene a V3 y a Vj como extremos (ver Figura 6.2).

Para esta clase de elementos, gracias al Lema 3.3.2, podemos suponer

a/b<C (6.3.20)

(siendo C' una constante positiva dependiente solo de ¥, y ¥ar).

A fin de ser consistentes con la notacién usada en (6.1.6) respecto a los pardmetros a y b (a
saber, b < a), aplicaremos a nuestro elemento una simetria respecto al eje y = = de modo que el
elemento K(a,b,a, B) es aplicado en el elemento K (b, a, b, a). Para simplificar nuestra exposicién
denotaremos por K (a,b,a, i)) al elemento resultante luego de aplicar este movimiento rigido. No-
temos que la condicién (6.3.18) se preserva ya que hay simetria entre los roles de a/a y 5/ b; no
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Figura 6.2: Notacién para angulos adoptada sobre K (a,b,a,b).

obstante, las condiciones (6.3.19) y (6.3.20) deben ser respectivamente re-escritas. La condicién
(6.3.19) asume la forma

1
sin(7y)

donde v es el 4ngulo entre la diagonal dy de K = K(a, b, a, 5) que conecta V5 con V} y el segmento
l23 que tiene a V5 y a V3 como extremos (ver Figura 6.2); mientras que la condicién (6.3.20) asume
la forma

(D2') <C (6.3.21)

b/a < C (6.3.22)
con C' = C(Ym, ¥ur).

De aqui en adelante, cuando un elemento general del tipo K(a, b, a, IN)) cumpla la DAC, asu-
miremos que dicho elemento satisface las condiciones [D1, D2'] y (6.3.22).

A fin de poder demostrar el principal resultado de esta seccién necesitamos lidiar con algu-
nas cuestiones técnicas previamente. El siguiente lema tiene por objeto proveer una estimacion
elemental pero util.

Lema 6.3.1 Sea K(a,b,a, l~)) un cuadrildtero convezo verificando las condiciones [D1, D2']. Existe
entonces una constante positiva a1 tal que

Mds aun, a1 puede tomarse como tan(wM — 7 /2) siendo Yy < ™ una constante que acota supe-
riormente todos los dngulos de K(a,b,a,b).

Demostracién. Como hemos senalado en la Observacién 6.2.1, dado que K(a,b,a, l;) verifica
[D1, D2'], K(a,b,a, l~)) cumple la DAC. Asumamos entonces que K (a, b, @, b) obedece DAC (Y, ).
Sea w el angulo entre log y la recta vertical que pasa por V3 (ver Figura 6.2). Gracias a (D1)
tenemos
a—a _a-—

5 < — = tan(w). (6.3.24)

Por otro lado, notemos que 7/2 + w < 3 < s siendo 3 el dngulo interior de K(a,b,&,g)
ubicado en V3. Luego, w < 1y — 7/2 y entonces tan(w) < tan(ip; — 7/2). La demostracion
concluye tomando a; = tan(ypr — 7/2) como afirmamos. O

En lo que sigue usaremos la misma notacién introducida en la demostracién del Teorema 3.3.1
para un cuadrilatero convexo general K el cual satisface la DAC. Concretamente, asumiremos
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que K se encuentra integramente contenido en el semiplano superior; mas atn, K esta entera-
mente contenido en un paralelogramo determinado por dos de sus lados (I1 y l2) los cuales son
consecutivos o vecinos tales que [; es el segmento que conecta los vertices V4 = (0,0) y Vo = (a,0),
mientras que lo es el segmento que conecta los vertices Vi y Vj = (bceot(53),b) siendo S el dngulo
interior de K ubicado en Vi y b = |lz|sin(8) (ver Figura 6.3).

Figura 6.3: Notaciéon adoptada sobre K.

Asumiremos también un requerimiento extra en la geometria del elemento el cual, esencial-
mente, ha sido introducido en [22]. Basicamente, la restriccién geométrica de este requerimiento
obliga a que el lado [; y el lado de K opuesto a [y sean casi paralelos. En la siguiente defini-
cién precisamos el sentido dado a este casi paralelismo usando la notaciéon asumida y que hemos
aclarado previamente.

Definicion 6.3.1 Sea K un cuadrildtero convexo. Diremos que K satisface la propiedad de lados
opuestos casi paralelos (almost parallel opposite sides property) con constante e > 0, o simple-
mente aposp(e), si

1 dist(Va, ly)

< @stlVs, ) g 6.3.25
2 TS stV ) = (6.3.25)

Bajo el supuesto que K cumple con la DAC hemos probado (Teorema 3.3.1 mediante y re-
escritura de condicién (6.3.19) por (6.3.21)) que K es equivalente a un cuadrildtero de referencia
K (a,b,a,b) satisfaciendo las condiciones [D1, D2']. La equivalencia entre estos elementos se rea-
1 cot(p)
0 1
sugerimos releer la demostracién del Teorema 3.3.1). Dado que V3 = L(a,b) = (a + bcot(B),b) y
Vi = (beot(B),b), es inmediato verificar el siguiente hecho (ver Figura 6.3)

liza mediante el mapeo afin L asociado a la matriz B = < ) (para mayores detalles

diSt(Vg, ll)

b
—_— = - 6.3.26
dist(Vy,l1) b ( )
Luego, si K satisface también la aposp(e) resulta que
1 b
— < -<1. 9.
gtesy <1 (6.3.27)

Al combinar el Teorema 3.3.1 con (6.3.27) obtenemos la siguiente caracterizacién para aquellos
cuadrildteros que satisfacen simultdneamente [DAC, aposp).
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Teorema 6.3.1 Sea K un cuadrildtero convero general. Si K satisface DAC (v, Yar) y aposp(e),
entonces K es equivalente a un elemento del tipo K(a,b,a,b) verificando

1 ~
(DY) afa<l, S te<bb<l. (6.3.28)

1
0 < C (6.3.29)

donde v es el dngulo interior del tridngulo A(VaV3Vy) ubicado en Vo y C' es una constante positiva
que solo depende de 1, y V.

(D))

Con lo senalado hasta aqui estamos en condiciones de probar el principal resultado de esta
seccién el cual esencialmente establece que aquellos cuadrilateros de referencia que satisfacen las
condiciones (D1’) y (D2') dadas en (6.3.28) y (6.3.29), respectivamente; o bien son regulares o
bien son perturbaciones de un rectangulo en el sentido que hemos precisado oportunamente.

Proposicién 6.3.1 Sea K (a, b, a, l~)) un cuadrildtero convezxo verificando las condiciones [D1’, D2']
entonces K(a,b,a,b) o bien es reqular o bien es la perturbacion de un rectdngulo en el sentido

dado por (6.1.7) y (6.1.8).

Demostracién. Gracias a la Observacién 6.2.1 sabemos que K (a, b, a,b) verifica DAC (¢, rr)
para ciertas constantes 1, y ¥ar. Sea a; = tan(yy — 7/2).

Si a; = 0 entonces 1y = 7/2. Por lo tanto, K(a,b, a, 5) es un rectdngulo y no hay nada que
probar.

Asumamos entonces a; > 0. Escribiendo la forma bilineal Fi : K- K=K (a,b,a, 13) en la
forma que (6.1.6) requiere, tenemos

Sin pérdida de generalidad podemos asumir b < a. En otro caso, b/a > 1 que junto a (6.3.22)
permite concluir que a y b son comparables. Ahora, como a ~ b resulta que el tridngulo A(V1V,V))
cumple con la condicién de regularidad para alguna constante o. Luego, gracias a (D1') y al hecho
que A(ViV3V}) se encuentra contenido en K (a,b,a,b), sigue que K (a,b,a,b) también verifica la
condicion de regularidad. Un argumento similar se puede usar bajo el supuesto g > ﬁ para
concluir que, en este caso, K es regular.

Asumamos b/a < 55 - < 1.De (6.3.30) es claro que el tinico vector distorsivo no necesariamente

nulo es a® = (@ — a, b b) Ademés, de (D1') sigue que

la”] _ b— 1
=— < - —€e= 3.31
. S, c=a (6.3.31)
y, gracias al Lemma 6.3.1 (ver demostracion),
o’ _a-a
s Ssa= tan(yyr — m/2). (6.3.32)

Las ecuaciones (6.3.32) y (6.3.31) muestran que (6.1.7) se satisface para la eleccién de a; y
az que hemos hecho. Afirmamos que la condicién (6.1.8) se encuentra garantizada si elegimos
ap = €/2. En efecto, de la hipétesis sobre b/a sigue que

1 b b > €
5 gl az=¢——a -
5 g™ 2 = 125
Un argumento completamente andlogo puede ser usado cuando b/a < 1 < 5% para concluir

que K verifica (6.1.7) y (6.1.8). De esta manera, hemos visto que K o bien es regular o bien es la
perturbacién de un rectdngulo dependiendo de la condicién asumida sobre b/a lo que concluye la
prueba. O
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6.4. La estimacion del error

En esta seccién obtenemos la estimacién anisotrépica del error sobre todos aquellos cuadrilate-
ros convexos generales que verifican la doble condicién del éngulo (DAC) y la propiedad de lados
opuestos casi paralelos (aposp). No obstante, como hemos mostrado en la Seccién 6.2 podemos
reducir el estudio a cierta clase de elementos pertenecientes a la configuracion de referencia. Por
esta razon, presentamos dos apartados dentro de esta seccidén; en el primero de ellos obtenemos
la estimacion anisotrépica del error sobre elementos de referencia, mientras que en la segunda,
obtenemos la estimacién anisotrépica del error en cuadrilateros arbitrarios.

6.4.1. Sobre la configuracion de referencia

La caracterizaciéon geométrica obtenida en la Proposicion 6.3.1 para todos aquellos cuadrilate-
ros de referencia que satisfacen las condiciones [D1’, D2'] nos permitird probar la estimacién
anisotrépica sobre esta clase de elementos y bajo las mismas hipdtesis. Establecemos formalmente
este resultado en el siguiente

Teorema 6.4.1 Sea K = K(a,b,a, 5) un cuadrildtero convero verificando las condiciones [D1’, D2'].
Entonces vale la estimacion anisotropica del error

9 9.

lu— Qulgix) < C D

a

+bH8Vu
) 6.%'2

] (6.4.1)
L2(K)

con C' una constante positiva que sélo depende de aquellas constantes involucradas en (D1, D2'].

L2(K

Demostracién. Bajo las condiciones [D1’, D2] resulta que K verifica DAC (¢, ¥ar) con ¢y, v
¥ constantes que dependen solo de aquellas involucradas en [D1’, D2'] (ver Observacién 6.2.1).

Sea a1 = tan(ypy — 7/2). Sia; = 0 0 a; > 0 con g < min{l, 3>}, la demostracién de
la Proposicion 6.3.1 garantiza que K es la perturbacién de un rectdangulo en el sentido dado
por (6.1.7) y (6.1.8) (remitimos a dicha demostracién para mayores detalles). Luego, (6.4.1) vale
gracias al Teorema 6.1.2.

Por otro lado, sia; >0y 2 > min{1, i}, la demostracién de la Proposicién 6.3.1 garantiza
que K verifica la condicién de regularidad (6.1.3). Luego, la estimacién anisotrépica del error se
reduce a la estimacion clésica (6.0.2) la cual vale gracias al Teorema 6.1.1 (o al Teorema 5.3.1 tal
como hemos senalado en la Observacién 6.1.1). O

6.4.2. Sobre cuadrilateros generales

En este breve apartado enunciamos formalmente nuestro principal teorema el cual, béasica-
mente, establece que la estimacion anisotrépica del error vale sobre todos aquellos cuadrilateros
convexos que cumplen la DAC y la aposp.

Teorema 6.4.2 Sea K un cuadrildtero convexo verificando la DAC (Y, pr). Asumamos que
K se encuentra contenido en el paralelogramo determinado por Iy y la siendo ly y lo dos lados
adyacentes de K de modo que aposp(€) se cumple. Entonces la siguiente estimacion anisotrdpica
del error en H' vale sobre K

lu— Qul gy < C |l |0, Vull 20y + |l2] HalQVUHp(K)] (6.4.1)

para alguna constante positiva C = C(Ym, ¥ar, €).
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Demostracién. Dado que K verifica DAC (¢, %n) v aposp(e), el Teorema 6.3.1 garantiza que
K es equivalente a un elemento de referencia K (a, b, a, l~)) que satisface las condiciones [D1’, D2'].

Por lo probado en la Seccién 6.2 y con el objetivo de obtener (6.4.1) sobre K, resulta sufi-
ciente demostrar la validez de (6.4.1) sobre K(a, b, a, B) Luego, la demostracién termina gracias
al Teorema 6.4.1. O

6.5. Comentarios finales

Si bien la demostracién de (6.4.1) se basa fuertemente en aquella obtenida en [7] (que hemos
transcrito aqui en (6.1.11) y, mas generalmente, en (6.1.12)), creemos que (6.4.1) presenta una
ventaja sobre (6.1.11). A saber, la estimacién (6.4.1) estd dada en términos de los lados del
cuadrilatero K propiamente dicho mientras que (6.1.11) esta establecida en términos de los lados
del rectdngulo a partir del cual se obtuvo K luego de aplicarle una perturbacién del tipo (6.1.6)
bajo las condiciones (6.1.7) y (6.1.8). M&s ain, pese a que dicho rectdngulo puede ser facilmente
obtenido a partir de la geometria de K, no es explicitamente dado.

Por otro lado, como hemos senalado oportunamente, las condiciones (6.1.7) y (6.1.8) no tienen
una interpretacién geométrica clara mientras que la doble condicion del dngulo (DAC) y la pro-
piedad de lados opuestos casi paralelos (aposp) si la tienen como hemos desarrollado y aclarado
oportunamente. Esta cuestion puede resultar sumamente 1til en aplicaciones practicas y testeos.

Por tltimo, sospechamos que, al menos sobre cuadrildteros anisotrépicos (es decir, sobre cua-
drildteros particularmente chatos o estrechos) las condiciones que determinan ser la perturbacién
de un rectédngulo ((6.1.7) y (6.1.8)) pueden resultar equivalentes a satisfacer tanto la doble condi-
cién del angulo como la propiedad de lados opuestos casi paralelos bajo algin minimo supuesto
extra. Hasta el momento no hemos sido capaces de probar formalmente este hecho por lo que
queda como un problema abierto y serd objeto de estudio en un trabajo futuro.
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Conclusiones

= El estudio del error de interpolacién en WP

Ju— QkuHo,pJ( + hlu — Qrulipx < Chk+1|“’k+1,p7K

sobre elementos cuadrilateros convexos generales K de orden arbitrario k para el interpolador
de Lagrange Q) se ha realizado obteniendo resultados que son (en el sentido que hemos
explicado oportunamente) éptimos y que se resumen en la siguiente tabla

1<p<3|p=3
k=1 RDP DAC
k>2 mac DAC

= Se ha mostrado que la condicién del angulo maximo es condicién necesaria para garantizar
la validez del error de interpolacién, no solo en primer orden sino también en orden superior,
sip > 3.

= Para orden superior, mostramos que la condiciéon del dangulo minimo es condicién necesaria
para garantizar la validez del error de interpolacién si 1 < p < 3.

= Hemos logrado caracterizar, sobre elementos cuadrilateros, las mas conocidas y menos restric-
tivas condiciones geométricas contempladas en la bibliografia (a nuestro entender) mas rele-
vante que garantizan la validez de la estimacién del error de interpolacion en términos de ele-
mentos equivalentes pertenecientes a una configuracién de referencia y en términos de condi-
ciones simples sobre estos elementos como resultan ser las condiciones (D1), (D2), (D3), (Al)

y (A2).

» Estudiando la estimacién clésica del error de interpolacién en el espacio W*P, k > 2, con el
enfoque descrito aqui, no hemos podido resolver las dificultades que se presentaron. Creemos
que este enfoque, ciertamente, no es conveniente para tal fin. No obstante, el estudio de dicho
error es una cuestion que ha quedado abierta para trabajo futuro.

= Obtuvimos una estimacién anisotrépica del error en H' para el interpolador de primer
orden bajo la doble condicion del dngulo y la propiedad de lados opuestos casi paralelos.
Particularmente, hemos caracterizado a los elementos que verifican estas condiciones en
términos de elementos de referencia equivalentes y de las condiciones (D1), (D2').

= Creemos que es posible obtener una comparacién clara y precisa entre los requerimientos
pedidos en [7] para que el cuadrildtero pueda considerarse como una perturbacién de un
rectangulo, y las condiciones [DAC, aposp]. No obstante, no hemos sido capaces hasta el
momento de establecer dicha comparacion en términos claros; esperamos revertir esta situa-
ci6én a futuro.
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» Queda abierta la cuestién sobre la necesidad de las condiciones [DAC, aposp| a fin de garan-
tizar la estimacién anisotrépica. Sospechamos que la aposp no resulta condicién necesaria.
M4s atin, el debilitamiento de (alguno de) estos requerimientos de modo que la estimacién
anisotropica siga valiendo es una cuestién de mayor interés y que también queda como objeto
de estudio a futuro.
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