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Resumen

En el presente trabajo se investigan los estados excitados de bariones no extranos en el
marco de la expansién en la inversa del nimero de colores (N.) de la Cromodindamica
Cudantica (QCD). En particular, se busca obtener una mejor comprensién tedrica
de la fenomenologia de los bariones excitados de manera independiente de modelos
particulares y también conectar el andlisis que se obtiene en términos de operadores
efectivos en la expansién 1/N, con una imagen dindmica que explique los valores de los
coeficientes de la expansién. También se trabaja en la direccién de extender el analisis
que usa la expansién en 1/N, al caso en el que tenemos mezcla de configuraciones de
spin-sabor.

Para alcanzar estos objetivos se estudia el espectro de masas de los bariones exci-
tados de paridad negativa realizando la conexién (matching) entre una extensa clase
de modelos de quarks no relativistas, con interacciones efectivas entre quarks tanto
dependientes como independientes del sabor, y la base de operadores de spin-sabor
que se utiliza habitualmente en la expansiéon 1/N.. Los resultados obtenidos son
expresiones analiticas para los coeficientes libres que acompanan a cada uno de los
operadores que aparecen a un cierto orden en potencias de 1/N,. Estos coeficientes se
expresan en funcion de integrales radiales que dependen de la forma y la magnitud
relativa de las interacciones tensorial, spin-spin y spin-orbita del modelo y que se
dejan sin especificar para mantener la generalidad de las expresiones. A partir de
este matching se obtienen relaciones nuevas entre las masas bariénicas y los angulos de
mezcla. Estas relaciones son independientes de los parametros y permiten discriminar
entre distintas estructuras de spin-sabor de las interacciones quark-quark. Se analiza
como esta parametrizacion general de las matrices de masa depende de los angulos de
mezcla y qué restricciones se imponen al considerar las suposiciones recién mencionadas
sobre la interaccién efectiva entre quarks. Los resultados hallados indican que, dentro
de las incertezas experimentales, los valores para los angulos de mezcla determinados
por un reciente ajuste global a las masas y a los decaimientos no excluyen ninguna de
las dos posibilidades mas extremas para la dependencia o independencia del sabor
de la interaccion entre quarks originada por el intercambio de un mesén o gluén
respectivamente.

Por otro lado, se realiza un analisis del espectro de masas de los bariones excitados
de paridad positiva utilizando la base de operadores de spin-sabor de la expansién 1/N..
Se analiza por primera vez el espectro incluyendo la mezcla de configuraciones. En el
limite de N, grande los bariones excitados sin extraneza se agrupan en representaciones
irreducibles de la simetria contraida SU(4).. Por medio del célculo explicito del
espectro de masas encontramos que esta estructura se conserva. El estudio de los
autoestados demuestra que las mezclas son mas sencillas de lo que se esperaria en un
modelo de quarks y estd de acuerdo con la simetria que se espera el limite del nimero
de colores grande.

PALABRAS CLAVES: QCD, Expansién en 1/N,, Bariones excitados.
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Studies on the mass spectrum of excited baryons using the
1/N, expansion of Quantum Chromodynamics

Abstract

In this thesis we study the non-strange excited baryons in the 1/N, expansion of
Quantum Chromodynamics, with N, the number of colors. In particular, we seek to
obtain a better theoretical understanding of baryon phenomenology, less dependent
on the particular details of models, and to connect the analysis obtained in terms of
effective operators in the 1/N. expansion with a dynamical picture that can help to
understand the numerical values of the coefficients in the 1/N. expansion. We also
aim to extend the 1/N, analysis by considering configuration mixing in the spin-flavor
space.

For this purpose, we study the mass spectrum of excited baryons with negative
parity by matching a large class of non-relativistic quark models, with both flavor
dependent and flavor independent effective quark-quark interactions, to the usual spin-
flavor operator basis of the 1/N,. expansion. We obtain analytic expressions for the
coefficients of each operator that appears in the expansion at a given order in 1/N.,.
The coefficients of the 1/N, operators can be expressed in terms of radial integrals
that depend on the shape and relative strength of the spin-spin, spin-orbit and tensor
interactions of the model, which are left unspecified. From this matching, we obtain
several new parameter-free relations between the masses and the mixing angles that
can discriminate between different spin-flavor structures of the effective quark-quark
interaction. We analyze how a general parametrization of the mass matrix depends
on the mixing angles and is constrained by the assumptions on the effective quark-
quark interaction mentioned above. We find that, within the present experimental
uncertainties, consistency with the best values of the mixing angles as determined by a
recent global fit to masses and decays does not exclude either of the two most extreme
possibilities of flavor dependent (independent) quark-quark interactions, as generated
by meson (gluon) exchange interactions.

We also perform an analysis of the mass spectrum of excited baryons with positive
parity using the spin-flavor operator basis of the 1/N,. expansion. We analize the
spectrum considering configuration mixing for the first time. In the large N, limit,
non-strange excited baryons are members of irreducible representations of a contracted
SU(4). symmetry. By calculating the mass spectrum explicitly, we find that this
structure is still conserved when configuration mixing is taken into account. The
analysis of the eigenstates shows that the mixings are simpler than what is expected
from quark models and they satisfy the structure predicted in the large N, limit.

KEYWORDS: QCD, 1/N, Expansion, Excited baryons.
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Capitulo 1

Introduccion

Todas las particulas elementales hasta hoy observadas y sus interacciones estan
contenidas en el Modelo Estandar [1]. Esta teorfa describe tres de las cuatro
interacciones fundamentales de la fisica: la fuerza fuerte, el electromagnetismo y la
fuerza débil. Dentro del Modelo Estdndar, la Cromodindmica Cuéantica (o QCD por
sus siglas en inglés) es la teorfa fundamental que describe las interacciones fuertes.
Los grados de libertad de esta teoria son los quarks y los gluones. Los quarks forman
la materia hadrénica, que puede ser clasificada en bariones y mesones, mientras los
gluones actiian como mediadores de la interaccién. Més atin, se observa que los quarks
y gluones se presentan en la naturaleza solo formando bariones o mesones, no se los
encuentra como estados libres, este fendémeno se conoce como “confinamiento”.

Si bien QCD esta bien establecida y verificada, debido a su complejidad se requieren
métodos aproximados para estudiar procesos que involucran interacciones fuertes.

Como en el caso de la Electrodindmica Cudntica (QED), se puede hacer una
expansion perturbativa de la teoria en términos de la constante de acoplamiento. Asi
como QFED, QQCD también es una teoria renormalizable por lo que la constante de
acoplamiento depende de la escala de energias, sin embargo tiene un comportamiento
muy distinto al de QED. Esta dependecia estd dada por el grafico de la figura [1.1]
Este grafico sugiere que existen dos régimenes. Por un lado, a altas energias el
acoplamiento es débil y tiende a cero cuando () — oo donde () es la escala de
energia. Es decir que en el rango de altas energias los quarks se comportan como
casi-libres. Este fenémeno se conoce como “libertad asintética”. En este régimen, la
constante de acoplamiento es pequena, por lo tanto resulta un parametro adecuado de
una expansion perturbativa y hace posible estudiar procesos de produccion e interaccién
de hadrones a altas energias. Por otro lado, a bajas energias (~ 1 GeV), la constante
de acoplamiento adquiere un valor demasiado grande que hace que no sea adecuada
como parametro de una expansién perturbativa. Entender cémo funciona QCD a bajas
energias resulta fundamental para nuestro entendimiento sobre la fisica que gobierna
la materia ordinaria del universo, ya que son energias tipicas en la espectroscopia
barionica y la fisica nuclear. Para estudiar la fenomenologia hadrénica en este régimen
se han desarrollado métodos no perturbativos.
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Figura 1.1: Valores experimentales de la constante de acoplamiento as = g¢*/4m en
funcién de la escala de energia @ [2].

Los “modelos de quarks” precedieron a la teoria de QQCD en alrededor de dos
décadas, y en cierto sentido contribuyeron a su formulacién. Estos modelos, en donde
los bariones livianos forman una representacion irreducible de los grupos orbital x
spin-sabor O(3) x SU(2Ny), donde Ny es el nimero de sabores, fueron propuestos
para describir la espectroscopia hadrénica. Las observaciones experimentales sugieren
una clasificacién de los bariones en “bandas” que pueden asociarse a N = 0,1,2,... en
analogia a los niveles de energia de una particula en un pozo de potencial tipo oscilador
armonico. Cada banda contiene multipletes de O(3) x SU(2Ny). Por ejemplo, para
N; = 3 la banda N/ = 1 contiene estados pertenecientes a un solo multiplete [70,17],
la banda N = 2 tiene cinco multipletes [56’,07], [56,27], [70,07], [70,2%] y [20, 17],
la banda N = 3 contiene 10 multipletes, etc..

En sus principios el modelo de quarks fue basicamente un esquema de clasificacion
basado en simetrias. Mas tarde, inspiré la formulacion de modelos de quarks cuya
dindmica se ve descripta por un potencial de interaccién entre quarks. Debido al
éxito de los modelos de quarks para explicar fenémenos a bajas energias (espectros
bariénicos y mesénicos, decaimientos fuertes, débiles y electromagnéticos, etc.) estos
modelos resultan herramientas muy valiosas para guiar nuestro conocimiento a la hora
de aplicar métodos més modernos (que, sin embargo, atin tienen limitaciones) basados
en la teoria fundamental de QCD. Muchos de los modelos de quarks estan asociados
a Hamiltonianos con potenciales basados en interacciones entre quarks dadas por el
intercambio de un gluén (en inglés one-gluon-exchange o OGE) o por el intercambio
de un bosén de Goldstone, piones o mesones en general (en inglés one-meson-exchange
o OME). Desde un punto de vista experimental, atin existen muchos estados faltantes
de los multipletes de spin-sabor del modelo de quarks, este es un viejo problema que
constantemente impulsa a los programas experimentales para la buisqueda de nuevas
resonancias.
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Desde hace al menos treinta anos se conocen métodos rigurosos para tratar
problemas no perturbativos en QQCD como por ejemplo, la expansion en el nimero
de colores de 't Hooft [3], la teorfa de perturbaciones quirales [4], la teoria de per-
turbaciones quirales para bariones pesados [5] o la méas reciente teoria efectiva para
divergencias colineales [6]. En todos los casos se cuenta con un esquema perturbativo
no trivial en el sentido que el pardametro de la expansiéon no es evidente como en
el caso de QCD a altas energias. Estos esquemas ponen el énfasis en factorizar las
contribuciones no perturbativas que no se pueden calcular (pero que, no obstante, son
universales), de las perturbativas que si pueden ser calculadas. La comparacién con la
fenomenologia permite fijar las contribuciones no perturbativas con un subconjunto de
procesos y realizar luego predicciones para otros procesos que comparten las mismas
contribuciones no perturbativas. Los errores en las predicciones se pueden estimar
gracias a un contaje de potencias consistente en el parametro de la expansion. Si
bien estos métodos son rigurosos, al intentar extenderlos a érdenes superiores se hace
necesario incluir informacion fisica adicional, ya que de otra manera el aumento en el
niumero de parametros de la teoria efectiva impide hacer predicciones.

Por otro lado, es importante mencionar que existen métodos para tratar QCD en
forma exacta también, esto se logra mediante su formulaciéon en un espacio-tiempo
discreto llamada “QCD en red”, también conocida como lattice QCD [7]. Los calculos
de lattice QCD estan basado en primeros principios y en los tltimos afios han mostrado
progresos significativos en la determinacién de las masas del espectro de bariones
livianos y en la identificaciéon de la paridad de espin de los estados excitados [8,9].
Los resultados obtenidos hasta la fecha parecen confirmar la imagen dada por los
viejos modelos de quarks. Sin embargo, los calculos de lattice (QCD resultan sumamente
costosos en términos de recursos computacionales, ademds presentan dificultades
tedricas, como por ejemplo, el paso del espacio-tiempo discreto al continuo, la
implementacion de la simetria quiral, etc..

Dentro de los métodos aproximados para tratar problemas no perturbativos el tinico
método que hace una expansion en un parametro independiente de la energia y, por
lo tanto valida a cualquier escala, es large N, QCD. Este método, introducido por
't Hooft en 1973 [3], consiste en hacer una generalizaciéon de QCD en la que se
estudia la fenomenologia hadrénica en el limite de N, grande (en inglés large N,)
donde N, es el numero de colores de la teoria de gauge (en QCD se tiene N. = 3).
El considerar N, grande permite obtener cantidades fisicas cuyas correcciones son de
orden 1/N., 1/N?2, etc.. En 1979 Witten aplicé, por primera vez, la teorfa de large
N, a bariones [10] y estableci6 reglas que permiten determinar el orden en 1/N, de los
diagramas de Feynman. El autor estudié la dispersién pion-nucleén en el marco de large
N, que permitié algunos anos més tarde el descubrimiento de una simetria exacta de
spin-sabor contraida SU(2Ny). que surge en el limite N, — oo |11-15]. La simetria
SU(2Ny). permite obtener una expansién sistemética en 1/N, de los operadores de
QCD asociados a observables de los bariones como la masa, la corriente axial, el
momento magnético, etc. en términos de operadores formados por productos de
los generadores de spin-sabor conocidos de SU(2Ny), entablando asi una profunda
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conexién entre QCD y el modelo de quarks [16-18|. Las predicciones de esta simetria
para las masas y los acoplamientos explican parte del éxito del modelo de quarks
[19]. Asi mismo, la ruptura de simetria de spin-sabor puede ser estudiada de manera
sistemdtica en la expansién en 1/N, usando operadores de quarks.

La expansién en 1/N. de QCD ha sido aplicada a las masas y los acoplamientos
axiales de los estados fundamentales de los bariones [16-19]. En particular, la expansién
en 1/N, del operador de masa para los bariones no excitados explica por qué las
masas experimentales se ajustan tan bien a las conocidas relaciones de Gell-Mann-
Okubo [20,21] y Coleman-Glashow [22}23]. Debido al éxito de la expansién en 1/N,
para bariones en el estado fundamental, més tarde ha sido utilizada para el estudio
de bariones excitados. En general, el estudio de estados excitados en large N, trae
varias complicaciones. El enfoque usual sugiere que la funcion de onda total del
barion excitado puede descomponerse en una funcién de onda simétrica que describe un
“nicleo” de N, — 1 quarks (que llamaremos core) y una funcién que describe al quark
excitado. Este método esta basado en una aproximacién de Hartree donde cada quark
dentro del estado de N, quarks interactiia con un potencial promedio producido por los
otros N.—1 quarks. Las masas de los bariones de la banda N = 1 que estdn asociados al
multiplete [70, 17| fueron estudiados en el marco de large N, en las referencias [24-29).
Las propiedades fuertes y electromagnéticas de estos estados, asi como las resonancias
de otros multipletes de spin-sabor, también fueron estudiados en la expansiéon 1/N, y
han desembocado en resultados interesantes (ver [30] para una resena y sus referencias).
Sin embargo, en una expansién sistematica en 1/N, toda la dindmica no perturbativa
permanece “escondida” dentro de los valores de los coeficientes de los operadores que
en un analisis fenomenolégico son ajustados a los datos experimentales. Por lo tanto,
resulta de gran interés conectar los resultados obtenidos de large N, QCD con calculos
dindamicos como los de los modelos de quarks.

Varios autores han realizado la conexién entre la expansion en 1/N, y resultados
obtenidos con modelos de quarks para la banda N' = 1 [31434]. En la referen-
cia [33] se consideré el modelo de Isgur-Karl [35,36] que consiste en una versién
particular del modelo de quarks que contiene sélo interacciones cuadrupolares y de
spin-spin independientes del sabor y se realizé la conexién (matching) a la expansién
de operadores en 1/N,. Este andlisis fue continuado en la referencia |34] conservando
Unicamente la interaccion de spin-spin pero considerando la dependencia més general
del sabor en la interaccion entre quarks y despreciando las interacciones cuadrupolar
y de spin-6rbita. En esta tesis se considera la interaccién spin-sabor entre quarks mas
general, considerando las tres componentes (spin-spin, cuadrupolar y spin-6rbita) de
la interaccion y la estructura més general de spin-sabor.

El estudio de estados de la banda N = 2 resulta mds complejo ya que contiene
estados de cinco multipletes distintos, los ya mencionados [56',07], [66,2%], [70,07],
[70,2%] y [20,17]. Los bariones pertenecientes a la representaciéon [56,27] fueron
estudiados en el marco de large N, en la referencia [37]. Mientras que los multipletes
[70,07] y [70,27] se analizaron en [38] con Ny = 2 y en mads tarde se extendié este
analisis al caso Ny = 3 en [39]. Sin embargo, en todos los trabajos sobre los estados
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de esta banda se desprecié la mezcla entre estados de distintas representaciones de
O(3) x SU(2Ny), esta mezcla se conoce como “mezcla de configuraciones”. Si bien
se cree que los efectos de la mezcla de configuraciones son chicos para N. = 3 [40]
correcciones de este tipo pueden ser importantes a la hora de distinguir estados con
niveles de energias muy proximos o con errores experimentales demasiado grandes. Por
otro lado, con los andlisis de los trabajos mencionados para estados de la banda N = 2
no se conocen los efectos que estas correcciones podrian tener, por ejemplo, sobre la
estructura de torres en el limite de N, — o0o. En esta tesis se consideran las mezclas
de configuraciones para los multipletes [56',07], [56,27], [70,07] y [70,2"] en el limite
de large N..

La presente tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo [2| se
presentarda una introduccién a large N. QCD. Se introducird la notacién de doble
linea de 't Hooft. Se mostrard cémo obtener los érdenes en 1/N. de los diagramas
de Feynman que surgen al generalizar la teoria de QQCD y se discutiran algunas
propiedades de los mesones y los bariones en este limite.

En el capitulo [3| hard una descripcion de los modelos de quarks para bariones. Se
introduciran los diagramas de Young y se mostrard como se construyen las funciones
de onda de los estados fundamentales y excitados tanto para el caso N, = 3 como
para el caso de N, arbitrario. También se introduciran los modelos de quarks del tipo
Isgur-Karl en especial para el caso de estados de paridad negativa.

En el capitulo {4] se describirda como surge la simetria contraida en el limite de
N. — o0, se discutird cémo esto permite establecer la expansién en 1/N, de los
operadores asociados a operadores bariénicos y se mostrara cémo esta simetria da lugar
a torres formadas por estados degenerados en el caso de los estados fundamentales. Se
presentardn las expansiones en 1/N, de operadores tanto para describir observables
asociados a estados bariénicos fundamentales como para estados excitados.

En el capitulo |5| se presentard un anélisis de las masas obtenidas con un modelo de
quarks general para bariones no extranos del multiplete [70,17]. También se describird
el matching del modelo de quarks general con la expansién de operadores en 1/N..

En el capitulo [6] se presentard un andlisis de las masas los estados excitados de
bariones no extranos pertenecientes a la banda N = 2 en el limite N, — oo y se
analizard el esquema de los niveles de energia que se obtiene en funcion de las simetrias
de large N..

Finalmente, en el ultimo capitulo se presentaran un resumen de la tesis y las
conclusiones generales de los trabajos realizados.
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Introduccién




Capitulo 2

Large N. QQCD

2.1 Introducciéon

En la teoria de QCD, los quarks llevan carga de color, estas cargas se indican con las
etiquetas 7 (rojo o red en inglés), g (verde o green) y b (azul o blue) y pertenecen a
la representacién fundamental del grupo SU(3). Esta carga es la que describe a las
interacciones fuertes. Ademas, los quarks se presentan en seis sabores distintos: u, d,
s, ¢, t, bsiendo u y dlos mas livianos y por lo tanto generalmente estos son los quarks
mas estables. Como se verd mas adelante, el sabor puede asociarse a una simetria
aproximada del grupo SU(3)y; si se tienen en cuenta sélo los tres quarks mas livianos
(u, dy s). El subindice fl indica que se trata de una simetria de sabor, flavor en inglés.
Ademas de los quarks, existen ocho gluones en la representacion adjunta de SU(3) que
también llevan carga de color por lo que pueden interactuar entre si, esto es lo que hace
de QCD una teoria de gauge no-abeliana. Es decir que QQCD es una teoria cuantica
de campos de gauge no-abeliana basada en el grupo de simetria SU(3) de color.

El Lagrangiano que describe la dinamica de los quarks y gluones en QQCD viene
dado por [1]

Ny
. L, L, y 1
£=%"¢ (ngj i mf> 7 — GG, (2.1)
f=1

donde existe una suma sobre los indices repetidos. El primer término describe la
dindmica de los quarks y sus interacciones con gluones y el segundo término describe la
dindmica de los gluones. Los campos q} son espinores de Dirac de cuatro componentes
con indice j = r, g, b correspondientes a los N, = 3 colores y representan a los quarks
de sabor f en la representacién fundamental de SU(3). Ademds, v* con p = 0,1,2,3
son las matrices de Dirac. Por otro lado, la derivada covariante estd definida como
Dii" = 5779, + igti? A% donde 7" estén asociadas a las matrices de Gell-Mann, A% son
los campos gludnicos con indice de color a = 1, ...,8 y g es la constante de acoplamiento
fuerte. Las matrices #/' son los generadores de SU(3) en la representacién fundamental
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y satisfacen las propiedades

ab
[t ") =afeete, {060 = 207 4 dotere . Tr(tt’) = - (2.2)

donde d®¢ = 2Tr({t®, t*}t°) y f¢ = —2iTr([t?, t*]t) son las constantes de estructura
del dlgebra del grupo SU(3). Finalmente, el tensor de campo gluénico viene dado por

G, = 0,4, — 0, A, — gf“bcAZAi . (2.3)

Las interacciones gluén-gluon del Lagrangiano de la ecuacion son las que dan
origen a la dindmica no trivial de las interacciones fuertes. En particular, dan lugar a
los fenémenos de confinamiento y libertad asintotica mencionados en la introduccién
de esta tesis.

En large N. QCD se extiende QCD a un nimero arbitrario de N, colores. Existen
algunas razones por las cuales uno podria cuestionar la utilidad de esta extension en
un principio. Por ejemplo, se podria pensar que al aumentar los N, grados de libertad
de la teoria aumenten la complejidad del problema de interacciones fuertes. Esto es
cierto en el sentido en que las interacciones para cualquier quark o gluén se vuelven
mas complicadas para N, grande si intenta resolver la teoria de manera exacta. El
interés de esta generalizaciéon de QCD con tres colores a QCD con N, colores radica en
la posibilidad de hacer un desarrollo perturbativo en la inversa del niimero de colores.
Por lo tanto, en large N, el nimero de colores es arbitrariamente grande, el limite de
interés en esta teoria es N, —> 00.

Para que la teorfa sea fenomenoldgicamente relevante, large N. QCD debe conservar
las propiedades de la naturaleza conocidas al tomar N, = 3. Para lograr esto se asumen
varias propiedades que se mencionaran mas adelante. Aqui mencionamos la primera
suposiciéon importante que consiste en considerar que en large N, también se tiene
confinamiento de color. De modo contrario tendriamos una teoria que difiere mucho
de lo observado en nuestro universo de N. = 3, seria un universo lleno de estados
bariénicos con color y quarks libres. Esta suposicion no es necesaria en principio, la
extrapolacion desde QCD con N, = 3 a N, — oo podria llevar de una fase confinante
a una no-confinante a partir de cierto valor de N. > 3. Sin embargo, no existen
razones particulares para considerar este caso y por otro lado, se perderia la relevancia
fenomenolégica del limite de large N, ya que no se tiene conocimiento empirico sobre
teorias con interacciones fuertes no-confinantes.

Entonces, large N, QCD es una teoria de gauge no-abeliana basada en el grupo de
simetria SU(N.) de color (en vez de SU(3)). El Lagrangiano de large N. QCD esta
dado por la misma ecuacién ([2.1)) pero considerando ahora, que el indice de color de los
campos de quarks pueden tomar N, valores [20]. En esta teoria, los indices j pueden
tomar N, valores mientras los indices a pueden tomar N? — 1 valores, es decir que
existen N, quarks y N2 — 1 gluones en QCD extendida a N, colores.
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2.2 Diagramas de Feynman para large N,

En la expansion en 1/N, se considera QCD con N, colores y un grupo de gauge SU(IV,)
en el limite de N, grande [10]. Al considerar procesos con N, grande apareceran
un mayor numero de diagramas de Feynman ya que, a pesar de que los colores de
los estados inicial y final de un determinado proceso estén especificados, los estados
intermedios tienen color arbitrario y aparece una suma sobre todas las posibilidades.
En large N, esto se ve reflejado en la aparicién de factores combinatorios grandes. Mas
concretamente, como ya se mencion6 en la seccién anterior, en large N, QCD existen
N2 — 1 gluones mientras que los quarks pueden tener N, colores distintos, por lo tanto
esta teoria tiene muchos méas quarks que QCD pero aun mayor es el efecto sobre la
cantidad de gluones.

Desde un punto de vista de los diagramas de Feynman de la teoria, se podria pensar
nuevamente que extender QCD a N, colores resulta en una teoria mas compleja porque
la cantidad de diagramas es mayor. Sin embargo, como se vera a continuacién, QCD
en muchos sentidos se simplifica en el limite N, — 00, ya que existe una expansion
sistemética en 1/N..

La notacién de doble linea introducida por 't Hooft 3] resulta particularmente 1til
para hallar el orden en 1/N,. de los diagramas de Feynman. En esta notacién el campo
de gauge de los gluones (A*)? en la representaciéon adjunta son reemplazados por un
campo tensorial (A“);, donde los indices i, j pertenecen a la representacion fundamental
del grupo SU(N,) de color. En términos de diagramas de Feynman, esto significa que
un gluon (A“);'. puede ser representado por una combinacién de un campo de quarks
indice superior ¢ y un campo de antiquarks con indice inferior j. Este reemplazo sugiere
que, como es usual representar a un quark con una linea con una flecha cuyo sentido
indica si se trata de un quark o un antiquark, los gluones pueden representarse con
una doble linea como se muestra en la figura 2.1 Esta es una manera muy simple y
efectiva de llevar un registro de los niimeros cuénticos de color de cualquier proceso y,
por lo tanto, de deducir el orden en 1/N. de cualquier diagrama.

H00/0/0/0/0 N

Figura 2.1: Representacién tradicional y notacion de doble linea para el gludn.

Para ejemplificar esto consideramos un diagrama de Feynman tipico, analizamos
el diagrama de polarizacién del vacio por un lazo (o loop) gluénico que se muestra en
la figura 2.2l Con la notacién de doble linea es facil notar que, a pesar de que los
nimeros cuanticos de color de los estados inicial y final estan determinados, el campo
de quarks en el loop puede tener cualquier color k, por lo tanto hay N, posibilidades
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para este numero cuantico del gluén en el estado intermedio. Esto da lugar a un
factor combinatorio de orden N, que, en principio, lleva a una contribucién infinita
en el limite de large N.. Sin embargo, también aparecen constantes de acoplamiento
en los dos vértices de interaccion y siguiendo las reglas de Feynman [41] sabemos que
cada vértice de tres gluones aporta un factor g. Para lograr que este diagrama sea
finito en el limite de V. grande se puede “reescalear” la constante de acoplamiento del
Lagrangiano de QCD para large N, para que sea del orden de 1/v/N, [10]

90

VN,

donde g, conocido como “acoplamiento de 't Hooft” se mantiene fijo en el limite
N, —> 0.

g — (2.4)

Figura 2.2: Diagramas de polarizacion del vacio debida a un loop gludnico en la notacion
tradicional y en notacién de doble linea.

Entonces, con este “reescaleo” de la constante de acoplamiento de la teoria y
teniendo en cuenta las reglas de Feynman para los vértices en términos de la constante
de acoplamiento g, el vértice quark-gluon y el vértice de tres gluones son de orden
1/v/N, mientras que el vértice de cuatro gluones es de orden 1/N.. Estos vértices
aparecen representados en la figura [2.3]

Con esta notacion de doble linea resulta facil determinar el orden en 1/N, de
cualquier diagrama. Para analizar las caracteristicas de large N, es tutil estudiar el
orden de algunos diagramas especificos. Tomaremos como ejemplo procesos con méas
de un loop que contribuyen al propagador gluénico.

Consideramos la contribucion de dos loops al propagador gluénico que se muestra en
la ﬁgura Este diagrama contiene cuatro vértices, cada uno aporta un factor 1/y/N,
y dos loops de color que aportan un factor N, cada uno, por lo tanto este diagrama es
de orden

(&)4 x N2 = N?. (2.5)

Del mismo modo es fécil ver que el diagrama de tres loops de la figura que tiene
seis vértices y tres loops de color es de orden (1/4/N.)® x N2 = 1 y el diagrama de
cuatro loops que contiene seis vértices de tres gluones y un vértice de cuatro gluones
es de orden (1//N.)5(1/N.) x N! = 1. Es decir que ninguno de estos diagramas se
anula en el limite de large N..
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o X

Figura 2.3: Vértices de interaccién quark-gluén y de tres gluones de orden 1/4/N. y
de cuatro gluones de orden 1/N. en la notacién tradicional (arriba) y en notacién de
doble linea (abajo).

@
000000 IC0000
@) = O
L0ic0S

Figura 2.5: Correccién de tres y cuatro loops al propagador gluénico.

Maés aun, cualquier diagrama de gluones plano, es decir que se puede dibujar en
un plano, resulta en una contribucién que no se anula en el limite de large N, .
Para ver esto basta notar que solo se puede agregar un gluén a un diagrama plano
cualquiera manteniéndolo plano de tres maneras que se describiran a continuacion.



20 Large N, QCD

Estas tres posibilidades se muestran a modo de ejemplo en la figura [2.6| para el caso
del diagrama de polarizacion por un loop gludnico, pero lo que sigue es vélido para
cualquier diagrama plano permitido para gluones. Se puede agregar un gluén de modo
que se agregan dos vértices adicionales de tres gluones y un loop de color, es decir
que, segun las reglas que se mostraron esqueméticamente en la figura 2.3 incluir un
gluén de esta manera contribuye en un factor (1/v/N.)? x N. = 1. Por otro lado,
se puede agregar un gluon de modo que aparece un vértice de tres gluones adicional,
pero se reemplaza un vértice de tres gluones por uno de cuatro y aparece un loop de
color adicional, por lo que contribuye en un factor (1/v/N.)(1/+/N.)~*(1/N,) x N, = 1.
Finalmente, la insercién de un gluén puede resultar en reemplazar dos vértices de tres
gluones por dos de cuatro gluones y asi aparece un [oop de color adicional, por lo que el
diagrama resulta multiplicado por un factor (1/N.)?(1/v/N.)™2 x N. = 1. Es decir que
agregar un gluén a un diagrama plano, manteniéndolo plano, no cambia la dependencia
en N, los diagramas planos sobreviven en el limite N, — oo.

Figura 2.6: Efecto al agregar un gluén a un diagrama plano, todos los diagramas son
de orden 1.

Sin embargo, no todos los diagramas sobreviven al limite de N. grande. En la
figura se muestra un tipico diagrama que se ve suprimido en el limite de N, grande.
Este diagrama no-plano tiene seis vértices de interaccién pero un solo loop de color
por lo que resulta de orden (1/4/N,)® x N.. Lo que demuestra que este diagrama est4
suprimido en el limite de N, grande por un factor 1/N2. Considerando otros procesos
de diagramas no-planos es posible demostrar que cualquier diagrama de gluones no-
plano estd suprimido por al menos un factor 1/N? mientras que todos los diagramas
planos con un numero arbitrario de gluones son de orden 1 [10].

Por 1ltimo, consideremos la contribucion de un loop fermiénico al propagador
gluénico. Este diagrama se muestra en la figura 2.8l Como los gluones son “patas”
externas del diagrama tienen sus colores fijados pero entonces el color de la linea
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Figura 2.7: Diagrama no-plano de orden 1/N?.

fermiénica interna también esta determinado, como se ve claramente en el diagrama
de doble linea. Por lo tanto, no aparece un factor combinatorio y toda dependencia
en N, proviene de los vértices de interaccion que en este caso contribuyen en un factor
(1/4/N.)? = 1/N,. Es decir que la contribucién del loop fermidénico al propagador
gludnico estd suprimida en N..

e =

Figura 2.8: Correccién de un loop fermidnico al propagador gluénico de orden 1/N..

Hasta aqui hemos considerado el propagador del gluén, que es la funcién de cor-
relaciéon de dos puntos de un campo gluénico A,. Pero también necesitaremos con-
siderar elementos de matriz de operadores invariantes de gauge como bilineales de
quarks (como por ejemplo gg o gy*q). En lo que sigue analizaremos la funcién de
correlacién de dos puntos (J(y)J(z)) de una corriente J que corresponde a un bilineal
de quarks. Esta funcién crea un mesén en el punto x y lo aniquila en el punto y.
En una teoria libre, sin gluones, existe un solo diagrama que se muestra en la figura
y es de orden N, ya que se suma sobre todos los colores posibles de los quarks
en el loop. Como ya hemos mencionado, la insercién de un gluén que mantenga al
diagrama plano, no cambiara la dependencia en N.. Por ejemplo, el diagrama de la
figura [2.10)(a) es de orden (1/y/N.)? x N2 = N, y el diagrama de la figura [2.10|b)
de orden (1/ \/_ )8 x N4 = N., ambos diagramas tienen la misma dependencia en N
que la teoria libre.

Sin embargo, para asegurar que la contribucién del diagrama a los elementos de
matriz de esta funcién de dos puntos sea dominante no es suficiente con que sea plano.
Por ejemplo, el diagrama de la figura [2.11] es un diagrama plano que al dibujarlo en
notacion de doble linea se ve que tiene solo una linea cerrada de quarks entonces es
de orden (1/4/N.)*N, = 1/N., es decir que estd suprimido en dos ordenes frente a los

diagramas de las figuras 2.9 y [2.10]
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Figura 2.9: Funcién de correlacién de dos puntos en una teoria libre. En large N. QCD
este diagrama es de orden N..

& O
®

Figura 2.10: Contribuciones a la funcién de correlacién de dos puntos en notacion
tradicional y de doble linea. Ambos diagramas, (a) y (b), son de orden N..

El diagrama de la figura [2.11| difiere de los ejemplos anteriores en el hecho que tiene
una linea gluénica por fuera del loop fermidnico. Los diagramas de las figuras 2.9y [2.10]
estan delimitados solo por lineas fermidénicas. Considerando ejemplos simples puede
verse que, para analizar la dependencia en N, de los diagramas, conviene incluir en
la definiciéon de “planaridad” la condicién de que el diagrama contenga solo lineas de
quarks en los bordes [10].

Por otro lado, los diagramas que contengan un loop fermiénico interno adquieren
un factor de supresiéon 1/N.. Esto se puede ver, por ejemplo, en el diagrama de la
figura ( que es de orden (1/4/N,)% x N3 = 1 mientras que si se reemplaza el loop
de quarks interno por un loop gluénico (ﬁgura m(b)) el diagrama resulta del mismo
orden que el de la teorfa libre ((1/v/N.)® x N = N,).

En decir que los diagramas dominantes de la funciéon de dos puntos en large N, son
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=

Figura 2.11: Diagrama de orden 1/N, que contribuye a la funcién de correlacién de dos

puntos. Este diagrama no responde a la definicion de planaridad adoptada usualmente
en large N. QCD.

(0)

Figura 2.12: Funcién de correlacién de dos puntos con un loop interno de quarks (a) y
de gluones (b).

diagramas planos (sin gluones en los bordes) con un solo loop de quarks.
Con el analisis de esta seccién podemos establecer las siguientes reglas de conteo
para large N,:

(1) Agregar lineas gludnicas, conservando la planaridad, no cambia el orden del
diagrama.

(2) Cada linea gludénica no-plana est4 suprimida por un factor 1/NZ.

(3) Loops de quarks internos estdn suprimidos por un factor 1/N..

Es decir que los diagramas dominantes en large N, son planos y contienen el menor
nimero de loops fermiénicos posible.
Considerando estas reglas se puede ver que los diagramas dominantes pueden ser
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muy complejos, pueden tener un ntimero arbitrariamente grande de gluones internos.
Los diagramas con muchas lineas gluénicas internas no se pueden evaluar en forma
cerrada. No es posible sumar sobre todos los diagramas planos lo que llevaria a pensar
que la teoria en el limite de N, — 00 no permite conocer demasiado acerca de
las caracteristicas de QCD. Sin embargo, si suponemos que QQCD sigue siendo una
teorfa confinante en el limite de large N, [10] es posible deducir varias propiedades
de los mesones y bariones en large N, como se vera en las proximas secciones. Esta
suposicion implica, que si bien no podremos calcular todos los diagramas planos, todos
los diagramas dominantes se combinan de modo que la teoria se mantiene confinante.

2.3 Mesones en large N,

En esta seccion analizaremos algunas propiedades de los mesones en large N.. Si bien
en esta tesis estudiamos propiedades de los bariones, algunos resultados utilizados en
la expansion de operadores para la masa de los bariones dependen del acoplamiento
barién-mesén. Antes de analizar este proceso describiremos algunas propiedades de los
mesones en el limite N, — oo.

Los mesones en large N, son estados ligados sin color compuestos por un quark y
un antiquark. La funcion de onda del mesén que transforma como un singlete de color

esta dada por [42]
1 -
]1>C:\/ﬁc\(ll+mmi...+ﬁn), (2.6)

N, términos

donde [, m, ..., n representan distintos nimeros cuénticos de color. La suma sobre
todos los IV, colores posibles da origen al factor /..

En lo que sigue, mostraremos que el operador J(x) correspondiente a un bilineal de
quarks, actuando sobre el vacio solo puede crear estados de un tinico mesén en el limite
N. — oo. Esto es equivalente a mostrar que las tinicas singularidades de la funcién de
correlacion de dos puntos de .J son polos correspondientes a un solo mesoén. Para esto
analizamos los diagramas de creacién y aniquilacién. Consideramos la contribucién a la
funcién de dos puntos de una bilineal de quarks del diagrama de la figura Vemos
que el estado intermedio contiene un par gq y tres gluones. En una teoria confinante
el quark y el antiquark aparecen ligados formando un mesén. Queremos ver que el
quark, el antiquark y los tres gluones del estado intermedio forman un hadrén singlete
de color y que no aparecen singletes de color formados solo por gluones (conocidos
como glueballs). Para esto miramos los indices de SU(N,..) del diagrama de la figura
[2.13] Es facil ver que para cualquier diagrama dominante el estado intermedio tendrd
la estructura

aALAL A 2.1

es decir, todos los indices aparecen contraidos formando un solo singlete de color. Esto
no sucede con los diagramas suprimidos como es el caso del diagrama no-plano de la
figura [2.11] En este tipo de diagramas aparecen estructuras del estado intermedio que
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tienen la forma

QAT ALAT (2.8)
que es un producto de dos singletes de color, gz A¥q' v AZnA;”. Un estado intermedio
con esta estructura puede interpretarse como un mesén (GyAFg!) y un estado glueball
(A{nA;”) Como los diagramas no-planos se encuentran suprimidos en large N,, solo

existen estados como el de la ecuacién (2.7) en este limite. De este anélisis podemos

e

Figura 2.13: Estado intermediario que contribuye al elemento de matriz (J.J).

extraer varias conclusiones que describimos a continuacién.
Como los estados intermedios de la funcién de dos puntos de J consisten siempre
en estados de un mesén tenemos

(J(K)T(~k)) = Y 5y ~ N, (2.9)

donde la suma incluye a todos los estados fisicos intermedios sin grados de libertad
de color, es decir que se trata de una suma sobre todos los diagramas planos que
contribuyen a esta funcién de dos puntos. El hecho de que (J(k)J(—k)) ~ N, se
discutid en la seccién 2.2 Esta dependencia en N, proviene del factor a, que es la
probabilidad de crear un mesén a partir del vacio, es decir, a,, = (0|J|n). Esto indica
que un factor /N, esté asociado a cada punto de creacién y aniquilaciéon del mesén,
por lo que se puede deducir que la constante de nto del mesén f,, es de orden

fn ~ (01 J[n) ~ /N, (2.10)

Al observar la ecuacién ([2.6) notamos que el resultado obtenido para la constante
de decaimiento del mesén era de esperar ya la suma sobre los N, colores en la funcién
de onda, que corresponden a los N, términos que aparecen por la indeterminacion del
color del loop fermidénico en los diagramas de la funcién de dos puntos, son los que dan
origen a al factor v/N.,.

Podemos obtener mas propiedades de los mesones considerando elementos de matriz
del producto de mas de dos corrientes J. Consideremos, por ejemplo, la funcion
de tres puntos (J(p)J(q)J(r)). En la figura se muestra un diagrama tipico de
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una contribucién a (J.JJ). Utilizando los mismos argumentos que usamos para las
contribuciones a (JJ) (figura se puede ver que los estados intermedios también
consisten en estados de un solo mesén. Es decir que las singularidades son polos de
un mesén. Esto es suficiente para afirmar que (J(p)J(q)J(r)) estda dado por diagramas
a nivel arbol del tipo que se muestra en la figura [10]. En la figura también se
indican las dependencias en N, de las inserciones que vimos que son de orden /N, y
como sabemos que el diagrama es de orden N, el vértice de tres mesones es de orden

1/VNe.

Figura 2.14: Estado intermediario que contribuye al elemento de matriz (JJ.J).

VN
_ N - 1//Ne JN-

Figura 2.15: Dependencia en N, del vértice de tres mesones.

Estos resultados se pueden generalizar para funciones de k puntos. Cada corriente
crea un meson y el diagrama dominante es un loop de quarks plano y es de orden N,

es decir
vértice de k mesones

loop fermiénico

A :@ (\ZV_C)M . (2.11)

k mesones

Por lo tanto, el vértice de k mesones es de orden (1/\/Nc)k72.
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Con lo discutido en esta seccién obtuvimos las siguientes propiedades para los
mesones:

(1) La constante de decaimiento del mesén f,, es de orden /N, .

(2) La masa del meson es de orden 1 por la ecuacion .

(3) La amplitud de decaimiento de un mesén a dos mesones es de orden 1/+/N,.

(4) Pasar de un vértice de k mesones a unos de k + 1 mesones agrega un factor
1/v/N, al orden del vértice (ecuacién .

(5) Como el nimero de diagramas planos que describen a las funciones de dos
puntos es infinito, el niimero de mesones intermedios es infinito.

Es decir que la amplitud de dispersion o scattering para los mesones se anula en large
N. ya que es de orden 1/N.. Los mesones en large N, son estados estables y no
interactuantes.

2.4 Bariones en large N,

Los bariones en el marco de large N, fueron estudiados por primera vez por Witten [10].
Estos estados se construyen por analogia a las observaciones para N. = 3 que establecen
que estados fermidénicos con funciones de onda de spin-sabor-orbital completamente
simétricas requieren, al menos la misma cantidad de quarks que de colores de la teoria.
Por otro lado, una vez especificado el niimero de colores N, el grupo SU(N,) requiere de
un minimo de N, colores para formar un singlete de color. Por lo tanto, los bariones en
large N. QCD estan compuestos por exactamente N, quarks de valencia completamente
antisimétricos en los indices de color. El invariante €, se usa para contraer los indices de
color de los N, quarks para formar un estado ligado singlete de color como lo requiere
el confinamiento en QCD de este modo la funciéon de onda bariénica puede escribirse
como

Ciriziging 402G g (2.12)

Es importante destacar que solo en el caso de N, impar pueden lograrse estados de
bariones fermiénicos, ya que en large N, los quarks también tienen espin 1/2. También
se podrian considerar teorias con N, par, pero estas no seran fenomenolégicamente
relevantes.

A primer orden, el barién en large N, puede ser representado por diagramas de
quarks y gluones que consisten en N, lineas de quarks de valencia y un niimero arbitrario
de gluones intercambiados por los quarks. A lo largo de esta tesis consideraremos solo
bariones ordinarios, es decir bariones compuestos por N, quarks de valencia y ningtin
antiquark de valencia. Si tenemos en cuenta las reglas de Feynman deducidas en la
seccién (resumidas en la figura vemos que la interaccién entre dos quarks es
de orden 1/N, si intercambian un solo gluén.

Como los bariones estan formados por N. quarks donde N, es grande resulta
adecuado usar una aproximacién de Hartree en la que cada quark se mueve en un
campo medio producido por los N, — 1 quarks restantes [10]. A primer orden en 1/N,
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este campo es estatico. Es decir que todos los quarks en el estado fundamental deben
satisfacer las mismas ecuaciones y tienen la misma funcién de onda. La forma de la
funcién de onda de los quarks en el barién depende de las propiedades de QCD y
son desconocidas en principio, pero esto no impide hacer un andlisis en términos de
potencias de N..

El anélisis de los bariones con el método de Hartree, fue llevado a cabo por primera
vez por Witten que, usando las reglas de conteo para large N, mencionadas en la seccion
dedujo las siguientes propiedades para los bariones en large N,:

(1) Las masas de los bariones son de orden N, .
(2) El tamano y la funcién de onda de los bariones es de orden 1.

Este método utilizando la aproximacién de Hartree sélo es capaz de describir
procesos a orden mas bajo. Es posible analizar contribuciones subdominantes que
involucran un subconjunto de quarks actuando de modo colectivo. Se conocen dos
métodos para estudiar la estructura de los bariones, el “método de relaciones de
consistencia” y el “método de operadores” que se describirdn en el capitulo [4]

2.5 El acoplamiento mesén-barion en large N,

Por tltimo, analizamos el acoplamiento meson-barién en el marco de large N, QCD.

La dependencia en N, del acoplamiento mesén-barién se puede obtener analizando
el diagrama de la figura [2.16] Segun las reglas de conteo que se introdujeron en este
capitulo, los dos vértices quark-gluén que aparecen aportan un factor (1/4/N,)? al
diagrama. La suma sobre los colores ¢’ del mesén aporta un factor V.. y la normalizacion
de la funcién de onda de la ecuacién agrega un factor 1/N.. Finalmente debemos
tener en cuenta que el acoplamiento puede darse en cualquiera de las lineas de quarks
por lo que aparece un factor N, (que es lo mismo que sumar sobre los colores que puede
tener la linea ¢). Entonces el diagrama de la figura es de orden

Es decir que el acoplamiento mesén-barién es de orden /N, .

Luego de este andlisis, podemos facilmente considerar también la amplitud de
dispersién meson-barién. Analizando el diagrama de la figura vemos que tenemos
cuatro vértices quark-gluén que contribuyen en un factor (1/4/N.)*. La suma sobre los
colores posibles de ¢ y ¢’ aportan un factor N,, ademés los mesones tiene una funcién
de onda que aporta un factor 1/1/N. cada uno. Finalmente el color de la linea del
quark ¢ puede adquirir N, colores distintos. Por lo tanto el orden del diagrama resulta

(\/LN_C)Lle (%)2 N.=1. (2.14)
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Figura 2.16: Acoplamiento mesén-barion.

(—:/ C/ E,/ C//

Figura 2.17: Dispersiéon mesén-barién.

Esta regla de conteo se puede generalizar a procesos que involucren mas mesones.
Cada mesén que se introduce reduce la amplitud de dispersién en un factor 1/y/N..
Entonces, por ejemplo, el proceso barion + mesén — barién + (n + 1) mesones es de
orden N} ™"? 42].

Las reglas de Feynman para large N, QCD que se describieron en este capitulo
y en particular, este proceso de dispersion meson-barion, dieron lugar al importante
descubrimiento de la simetria contraida de large N. que se presentara mas adelante, en
el capitulo [4]
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Capitulo 3

Modelos de quarks

3.1 Introduccion

Como se ha visto en el capitulo anterior, los bariones para large N. QCD se pueden
describir como estados ligados de N, quarks de valencia. En QQCD con N, = 3 esta
descripcion proviene del hecho que una gran cantidad de estados bariénicos observados
pueden asociarse a estados de tres quarks de valencia que interactiian mediante fuerzas
dependientes del espin. A lo largo de este capitulo consideraremos el caso de QCD con
N, = 3, con excepcién de la seccion [3.4] en la que extendemos la clasificacién de los
bariones en modelos de quarks para el caso de N, arbitrario.

Como ya mencionamos en la introduccion de esta tesis, en sus principios el mo-
delo de quarks fue basicamente un esquema de clasificacion basado en una simetria
orbital x spin-sabor de modo que los estados bariénicos se ubican en multipletes de
O(3) x SU(2Ny). Las resonancias bariénicas observadas experimentalmente pueden ser
asociadas a multipletes que resultan de estos grupos de simetria como se puede ver en
la tabla[3.1} Este esquema, luego dio lugar a modelos de quarks que intentan describir
a los bariones mediante potenciales de interaccién entre los quarks manteniendo esta
simetria de spin-sabor.

Para entender el origen de estas simetrias recordamos que los quarks se presentan en
seis sabores distintos u, d, s, ¢, b y t. Cuando se propuso el nimero cuantico de isospin,
el protén y el neutrén pasaron a poder ser descriptos como una misma particula con
distinta proyeccion. De este modo, los quarks livianos u, d y s pueden ser interpretados
como el mismo quark con distinto sabor. Esto se traduce en una simetria adicional
aproximada de SU(Ny), donde Ny es el nimero de sabores. En este capitulo solo se
consideran estados compuestos por quarks de valencia livianos. Junto con el grupo
de simetria orbital O(3) y la simetria dada por el espin mostraremos que se pueden
describir a los estados bariénicos como multipletes de O(3) x SU(2Ny). Como la masa
del quark s es apreciablemente mayor que la masa de los quarks u y d, esta simetria
estd considerablemente rota para Ny = 3. Esto rompe la degeneracion de masa adentro
de los multipletes a los que pertenecen los estados bariénicos.

Para describir a los bariones observados consideraremos estas simetrias orbital, de
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0(3) x SU@RNy) SU@E) xsu@ s | 570 T iR e
6.0- %S 127 | N(939) | A(1116) %(1193) | =(1318)
56,07 19 3/2+ | A(1232) N(1385) | 2(1533) | Q(1672)

73 3/2- | N(1520) | A(1690) S(1580)°F | =(1820)
2= | N(1535) | A(1670) %(1620)%*
13 127 | N(1650) | A(1800)  (1750)
3/2 | N(1700) 3(1670)
70,1°] 5/2- | N(1675) | A(1830)  $(1775)
210 1/2- | A(1620)
3/2- | A(1700)
21 1/2- A(1405)
3/2- A(1520)
— 73 127 | N(1440) | A(1600)  S(1660) | =(1690)7
[56", 07] 19 3/2+ | A(1600)** 5(1600)%+7
73 3/27 | N(1720) | A(1890)
5/2¢ | N(1680) | A(1820)  £(1915)
- 110 1/2+ | A(1910)
[56,27] 3/2+ | A(1920) 3(2080)**
5/27 | A(1905)
7/2+ | A(1950) %(2030)
%8 127 | N(1710) | A(1810) S(1880)F
N 8 3/2% | N(1540)*?
[70,07] 210 12+ | A(1550)
21 1/2+ | N(2100)**
N 28 5/2+ A(2100)
[70,27] 48 7/2% | N(1990)**?

Tabla 3.1: Resonancias bariénicas observadas experimentalmente asociadas representa-
ciones irreducibles de O(3) x SU(2Ny) y de SU(3) x SU(2). Los simbolos * y 7 indican
el grado de incertidumbre relacionado con la asignacion de los nimeros cuanticos y
la deteccion experimental del estado. s indica el nimero de extraneza del barién
observado. [2]

espin y de sabor y la simetria de color SU(3). Como los bariones son fermiones, sabemos
que la funciéon de onda total debe ser completamente antisimétrica con respecto al
intercambio de quarks. Ademads, estas funciones de onda deben contener informacién
sobre los numeros cudnticos del barion, es decir que debe tener grados de libertad
espaciales, de espin, de sabor y de color. La parte de color debe ser completamente
antisimétrica ya que no se observan estados con color en la naturaleza que se explica
por el confinamiento en QCD . Por lo tanto, el resto de la funcién de onda, que contiene
a las partes espacial, de sabor y de espin, debe ser completamente simétrica. Teniendo
esto en cuenta podremos clasificar los estados bariénicos.

En los modelos de quarks no-relativistas, las funciones de onda de los bariones
pueden factorizarse y escribirse como

donde Yy, X, ¢ y C son las funciones orbital, de espin, de sabor y de color respectiva-
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mente. Ya vimos que la funcién C' debe ser antisimétrica, es decir que C' es un singlete
de color. Por lo tanto, se requerira que la funcién v, x¢ sea completamente simétrica
ante permutaciones de quarks.

La combinacién de tres quarks puede dar lugar un espin total de S =1/20 5 = 3/2.
Los estados con S = 3/2 son simétricos ante intercambio de quarks y tienen cuatro
proyecciones posibles. Los estados con S = 1/2 tienen dos proyecciones con simetria
mixta. Llamaremos x” al estado simétrico ante intercambio del quark 1 y el quark
2, es decir que viene de combinar los espines de 1 y 2 de modo que su espin total
sea S1o = 0 y luego acoplarlas con la tercera particula, es decir S;o = 0 x S3 = 1/2.
Usaremos el supraindice \ para indicar la funcién de onda con simetria mixta que se
arma combinando las funciones de onda de las particulas 1 y 2 a un espin S15 = 1 que
combinado con el espin del quark 3 resulta en S12 = 1 x S5 = 1/2 acoplado de modo
que el espin total estd dado por S = 1/2. Estas funciones se pueden escribir en su
maxima proyeccién como

X = = (11) — | 111) (32)
1/2 V2 ; :

1

Xi\/2 = \/6

donde T y | indican la proyecciéon del espin de cada particula. Cada una de estas
funciones tiene una contraparte con proyeccién de espin total S, = —1/2. Cabe
destacar en esta instancia, que no es posible armar una funcién de onda completamente
antisimétrica con tres quarks. Entonces, teniendo en cuenta el espin, en total se tienen
ocho estados posibles, cuatro simétricos con S = 3/2 y dos grupos de dos estados con
simetria mixta

) + 131 =2 111) (3-3)

3 __Q
2_8—S4+2+3 . (3.4)
ym p

Ahora bien, si tenemos en cuenta el sabor, cada uno de los tres quarks puede tomar
uno de los tres sabores u, d o s. Es decir que se pueden armar 3 = 27 estados. Existen
diez combinaciones totalmente simétricas, ocho con simetria del tipo p y ocho del tipo
A, también existe una combinacion antisimétrica posible, es decir

3¥=21=_10 +_ 8 +_ 8 +_1 . (3.5)
Sym P A A

Entre estos estados, ocho corresponden a bariones sin extraneza, son los nucleones N
y las A observados y sus funciones de onda son analogas a las funciones de espin que
se describieron mas arriba.

Todas las funciones de onda de sabor de la ecuacién 3.5 estan dadas de en la tablas
donde se indica ademés el correspondiente barién observado.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, vemos que existe una simetria SU(3) s de
sabor y SU(2),, de espin asociada a los bariones observados. Estos grupos de sabor y
de espin se combinan en multipletes de SU(6) que se detallardn en la préxima seccion.
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Barién ¢°

A+t UUU

AT \/Lg (uud 4+ udu + duu)
AY \/ig (udd 4+ dud + ddu)
A~ ddd

Yt \/Lg (uus + usu + suw)
30 \/Lg (uds + dus + usd + sud + sdu + dsu)
)i 75 (sdd + dsd + dds)
_ 1

i(i ?g (uss + sus + ssu)
= 7 (dss + sds + ssd)
O~ S88

Tabla 3.2: Funciones de onda de sabor simétricas de tres quarks para el decuplete
bariénico.

Barién & Qr
P —\/Lé (udu + duu — 2uud) \/Li (udu — duuw)
n \/ié (udd + dud — 2ddu) \/Li (udd — dud)
S+ NG (ufu(;— zuu _QZUUS) — 75 (usu — suu)

0 — 7 (duas + 2aus 1 B B
) s sud — usd — dsu) 5 (usd + dsu — sdu — sud)
¥ \/Lg (dsd + sdd — 2dds) —\/iﬁ (dsd — sdd)

—= (2uds — 2dus

0 L (sud — _ Vi (
A 3 (sud = sdu + usd = dsu) +sdu — sud + usd — dsu)
=0 —\/Lg (uss + sus — 2ssu) —\% (uss — sus)
=" —\/ig (dss + sds — 2ssd) _\/Li (dss — sds)

Tabla 3.3: Funciones de onda de sabor mixta-simétricas de tres quarks para el octete
bariénico.

Barién 4
A \/Lé (sdu — sud + usd — dsu + dus — uds)

Tabla 3.4: Funciones de onda de sabor antisimétricas de tres quarks para el singlete
bariénico.

Hasta este punto no hemos considerado la simetria O(3) correspondiente a la parte
espacial de los bariones. En el marco de una formulaciéon hamiltoniana, esta simetria
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se traduce en un Hamiltoniano que describe las interacciones entre los quarks de los
bariones que debe ser invariante ante rotaciones espaciales. Las propiedades de simetria
de los bariones corresponde a las del grupo SU(6) x O(3) donde SU(6) es el grupo de
transformaciones de spin-sabor. Es decir que los bariones pertenecen al grupo de
simetria SU(6) x O(3). Se describiran los detalles sobre la construccién de la parte
espacial de las funciones de onda bariénicas en la seccién [3.3]

3.2 Funciones de onda de spin-sabor

Como menciono en la seccién anterior, si tenemos en cuenta solo los quarks livianos u,
d y s se puede considerar que los bariones transforman segin una simetria aproximada
de spin-sabor SU(2)sp x SU(3) s C SU(6).

Observando las ecuaciones y vemos que podemos combinar los cuatro
estados de espin simétricos con los diez estados de sabor simétricos para formar cuarenta
estados simétricos en el espacio de spin-sabor. El multiplete al que pertenecen estos
bariones se identifica como 410 donde el supraindice indica los (25 + 1) estados posibles
con S = 3/2. Ademds las funciones de sabor con simetria mixta se pueden combinar
con las funciones mixtas de espin con S = 1/2 para formar funciones de spin-sabor
completamente simétricas. La combinacién adecuada para lograr esto es (x?¢” +x¢").
De este modo se obtienen 2 x 8 = 16 estados simétricos. Es decir que, utilizando la
notacién recién mencionada, estos estados pertenecen a 28. En total, existen entonces

410 428 = 56 (3.6)

funciones de spin-sabor completamente simétricas. Estas funciones de onda se pueden
asociar a los bariones en el estado fundamental como se muestra en la tabla [3.1], donde
para etiquetar los distintos niveles de energfa, se utilizé la notacién [D, L¥] donde D
es la dimensién de la representacion irreducible, en este caso 56. Por otro lado, L
es el momento angular del multiplete y P es la paridad de los que se hablard mas
adelante. De la tabla también se observa que la simetria SU(6) considerada debe
estar rota, ya que sabemos que los estados que se asocian a un mismo multiplete no
tienen la misma masa experimental. Para poder completar el espectro bariénico con
esta descripcién serd necesario considerar funciones de spin-sabor con simetria mixta
o antisimétricas.
Las funciones de espin y de sabor pueden combinarse para formar veinte estados
antisimétricos
1+28=20. (3.7)

El restante de los estados permitidos tienen simetria mixta. Los 70 estados con
simetria del tipo p y otros 70 estados con simetria A que corresponden a la suma

10+ 8 +284+%1=10. (3.8)

Este analisis puede visualizarse con la ayuda de los diagramas de Young que indican
de manera muy simple la descomposicién de un producto directo. En lo que sigue
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describiremos brevemente las reglas para poder utilizar diagramas de Young que seran
particularmente utiles a la hora de extender el anélisis a bariones con N,. colores (seccién
59).

Los diagramas de Young estan formados por casillas, en nuestro caso cada casilla
representa un quark. Si el grupo de simetria considerado es un SU(N), la casilla puede
tomar valores de 1 a N. Para representar correctamente a los grupos de permutaciones
la disposicion de las casillas debe seguir las siguiente reglas:

(1) Las casillas se disponen por filas de modo que cada fila tiene una cantidad
menor o igual de casillas que la fila anterior.

(2) Al completar las casillas con las etiquetas de 1 a N para analizar la
dimensionalidad del multiplete se debe seguir dos reglas para evitar el doble
conteo de los estados: al moverse a la derecha en una fila, el nimero de la
etiqueta de la particula debe ser igual o mayor a la anterior y al moverse hacia
abajo, el nimero de la particula debe ser mayor (y no puede ser igual).

Con las reglas para los diagramas de Young, el producto 3 ® 3 por ejemplo, consiste
en ordenar dos casillas con tres etiquetas posibles de modo que

LI O =[] [a12] 4 [A13] 4 [212] 4 [213 ]+ [BI3] + [2]+ [31+ [B].  (3.9)

Esto se puede indicar en una notacién méas compacta como

3 3 6 3

Ox 0O=[O+H, (3.10)
donde arriba de cada diagrama se indica la dimensién de la representacion irreducible.
La disposicion de las casillas en los diagramas de Young indica la simetria de la
representacion irreducible. Las funciones de onda de cada grupo son simétricas ante
intercambio de particulas en la misma fila y antisimétricas ante intercambio de particulas
en la misma columna. Es decir que por ejemplo [TT1, corresponde a un multiplete

completamente simétrico ante permutaciones de quarks, @ es antisimétrico mientras

que Bj tiene simetria mixta.

Para obtener diagramas de Young correspondientes a estados de tres quarks basta
hacer el producto interno de dos particulas para luego repetir la operaciéon con la
particula restante. El caso de los bariones, como estados de quarks ligados con simetria
SU(6), corresponde al producto directo 6 ® 6 ® 6 que resulta en

6 6 6 56 o 2
Dx0x0=0D+2+[, (3.11)

donde vemos que aparecen dos representaciones con simetria mixta que corresponden
a las combinaciones mixta-simétrica y mixta-antisimétrica. Con la ayuda de estos
diagramas se ve que el 56-plete es completamente simétrico ante permutaciones de
quarks mientras que el 20-plete es completamente antisimétrico y los 70-pletes tienen
simetria mixta.
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Los diagramas de Young también permiten visualizar la descomposicion de cada
multiplete en su contenido SU(2)s, x SU(3)p

56 2 8 4 10

mo = I xH +omox oo, (3.12)
70 2 1 2 10 2 8 4 8

H = Bixgjtﬁjxljj]%—ﬂszjJrDj]xBﬁ, (3.13)
20 5 3 1

H = PxP+ooxf, (3.14)

que se corresponden con las ecuaciones (3.6)), (3.7)) y (3.8) respectivamente.
Ahora bien, si nos restringimos a los estados sin extraneza, cada multiplete contiene

bariones N (con isospin I = 1/2) o estados A (I = 3/2). Indicando el spin total .J
como subindice es facil ver que los estados con L = 0 de los multipletes simétrico,
mixto-simétrico y antisimétrico son

56 ="10+28 D Ny, Ay,
70:410+48+28+21 D) Nl/g, Ng/g, Al/g, (315)
20="1+28 O Ny,

que es consistente con los estados observados con L = 0 que se muestran en la tabla
B.1

Al considerar estados con extraneza aparecen otros bariones que completan los
multipletes. En la figura |3.1| se muestran los diagramas de peso conocidos correspon-
dientes al octete y al decuplete que conforman al multiplete [56,07] y corresponden a
los bariones en el estado fundamental. Las primeras filas corresponden a estados sin
quarks extranos y las siguientes filas contienen estados que van disminuyendo en una
unidad la extraneza.

A= A At AT

O_

Figura 3.1: Diagramas de peso bariones pertenecientes al octete (izq.) y al decuplete
(der.) de SU(3)p. El eje horizontal indica la proyeccién de isospin mientras el eje
vertical indica la extraneza.
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3.3 Funciones de onda orbitales en la base de
oscilador armodnico

Una vez obtenidas las funciones barionicas de spin-sabor, estas deben combinarse con
la parte espacial de modo de obtener la simetria adecuada. El Hamiltoniano del modelo
de quarks no-relativista se puede escribir como

H=) T+ Vy, (3.16)

i<j

donde la sumas se hacen sobre los quarks de valencia, T} representa la energia cinética
del quark ¢ mientras que Vj; es el potencial confinante promedio debido a los quarks j
actuando sobre el quark .

La forma del potencial V; que aparece en el Hamiltoniano de la ecuacion es
desconocida pero por consideraciones fenomenoldgicas usualmente se considera que es
del tipo V;; = Ceee + bryj — 2005 /315, donde r;; es la distancia entre los quarks ¢, j [43].
En la practica, los modelos de quarks no-relativistas aproximan este potencial a un
potencial de tipo armoénico Vj; ~ ’r’fj Es decir que el Hamiltoniano de estos modelos
tienen un potencial central tipo oscilador armoénico tridimensional que se puede escribir
como

Ho:%zi:pi—{—?z:rij, (3.17)

1<J

donde K es un parametro del modelo.

El modelo de quarks con un potencial arménico fue desarrollado hace més de
sesenta anos por Dalitz [44] y por Faiman [45] y permitié describir de manera exitosa
varias propiedades de la espectroscopia bariénica. Més adelante, De Rijula et al. [46]
incorporaron un potencial hiperfino dependiente del espin asociado a un intercambio
de un gluén entre dos quarks. Esta contribucién permitié describir la separacion de
masas entre el octete y el decuplete barionico. Inspirados en las interacciones de QCD,
Isgur y Karl usaron la base generada por el potencial arménico para diagonalizar
al potencial hiperfino dependiente del espin junto con una contribucién tensorial del
potencial generado por el intercambio de un gluén para obtener una mejor descripcion
de los estados excitados [36,47]. En la seccién se describird con detalle un modelo
de quarks mas general que incluye a este modelo considerado por Isgur y Karl.

El Hamiltoniano de la ecuacién describe estados con quarks de igual masa,
en el caso de bariones sin extraneza esto se reduce a despreciar las diferencia entre las
masas de los quarks u y d. Este Hamiltoniano se puede diagonalizar exactamente y el
movimiento del centro de masa se desacopla cuando Hj se expresa en términos de las
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coordenadas de Jacobi dadas por

|
B= (it +7s), (3.18)
I S
p= —\/5(7”1 — ), (3.19)
|
N = —=(F) + 7 — 27%). (3.20)

En coordenadas de Jacobi, el Hamiltoniano Hy adquiere la forma de tres osciladores
armoénicos
H—P2+3KR2+ p’z’+p§+3K2+3K>\2 (3.21)
T om " 2 om 2m 20" T2 ’ ‘
donde P = —i 0/8R, P, =—10/0py pr = —i 8/8X son los momentos conjugados. Por
lo tanto, una autofuncién de este Hamiltoniano puede escribirse como

Ur(R)U,(5)Ua(N), (3.22)

donde 1r(R), ¢,(7) v ¥x(X) son funciones de onda soluciones del oscilador arménico

-

para una particula. Las funciones ¢,(p) y ¥x()) describen el movimiento relativo de los
quarks y determinan el espectro de los bariones. La funcién de onda ¢R(§) describe
el movimiento del centro de masa. Para conservar la invariancia de translacion del
modelo, la funcién 1 se supone en el estado fundamental y todos sus estados excitados
son considerados estados espurios que no se corresponden con estados observados en
la naturaleza. Entonces, para estudiar a los estados bariénicos con este modelo no es
necesario tener en cuenta los dos primeros términos del Hamiltoniano de la ecuacién

(3.21)) sino que basta con considerar

2 >
3 3

Py Dy Py P (3.23)

m m 2 2

H, =
079 2

y las funciones de onda que describen los bariones se reducen al producto @bp(ﬁ)sz(X).
Las funciones de onda de una particula en un potencial tipo oscilador arménico se
pueden escribir como

Para cada valor de [, m puede variar entre —[ y [. Y su energia estd dados por
3
E= <N + 5) w, (3.25)

donde N=2n+1yn=0,1,....
Ahora consideramos caso de un potencial tridimensional, la energia de los auto-
estados de Hj estan determinados por un niimero cudntico N y tiene la forma

Ex=(N+ 3w, N'=Ny+ Ny = (20, +1,) + 2na+ 1), (3.26)
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donde w = /3K /m y 1, son los momentos angulares de cada oscilador mientras que
n = 0,1,2... estd asociado a la cantidad de nodos en cada funcién de onda radial. El
momento angular orbital L del estado total se obtiene acoplando [, y [ vectorialemente
de la forma

L= lp—f—l,\. (327)

Denominaremos a los autoestados de Hy con nimeros cudnticos L y N como Warr(p, ).
La paridad de la funcién de onda total estda dada por

P = (1), (3.28)

donde I; es el momento angular del quark .

Cabe destacar que en este modelo de oscilador arménico los estados con igual
N, es decir que pertenecen a la misma banda, estdn degenerados. Para romper esta
degeneracion serd necesario considerar términos hiperfinos.

Las soluciones del Hamiltoniano de la ecuacién son combinaciones de las
soluciones del oscilador arménico para cada quark. Para etiquetar estas funciones de
onda es usual utilizar la notacion espectroscépica. A continuacién se muestran algunos
ejemplos de estas funciones de un quark

0% 1/2 2
(0s) = thooo(T) = (f/%) \/%e—‘”/?, (3.29)

) = )= (ﬂ‘“s)l/?m EG,0), (3:30)
(0d) = aam() = \f (40‘) @’r?e= YN0, 6) (3.31)

(1s) = thao(F) = \[( )1/2 VT (g—a27’2) e 2 (3.32)

Al considerar las soluciones de los tres quark, para desacoplar a la contribucion del
movimiento del centro de masa (y eliminar estados espurios) serd necesario escribir las
soluciones en funciéon de coordenadas de Jacobi.

El nivel més bajo de energia, con N' = 0 corresponde al estado fundamental. Todos
los quarks estén en un estado (0s) lo que corresponde a una configuracién (0s)? donde el
supraindice indica que las funciones de onda de los tres quarks corresponden a oo (7).
La parte orbital de la funciéon de onda bariénica es totalmente simétrica y, por lo tanto,
corresponde al multiplete [56,07]. Para este multiplete, es facil concluir que los estados
del decuplete bariénico de la figura tienen espin S = 3/2 mientras que el octete
tiene S = 1/2.

El primer estado excitado, con N’ = 1, corresponde a una combinacién (0s)?(0p)
entonces tiene /¥ = 17. con esta configuracién es posible formar funciones de onda
simétricas o mixta-simétricas. Sin embargo, la combinacién simétrica corresponde al
movimiento interno de los quarks en el estado fundamental y el movimiento del centro
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de masa ocupando un estado (0Op). Esta combinacién es proporcional a la coordenada
del centro de masa y corresponde a un estado espurio. Entonces, el primer estado
excitado de paridad negativa pertenece al multiplete [70,17].

El estado con N' = 2 es més complejo ya que permite mas de una configuracién
de tres quarks, (0s)%(1s), (0s)?(0d) y (0s)(0Op)?. Estas tres configuraciones tienen la
misma energia. Algunas funciones de onda que se obtienen con estas configuraciones
corresponden a estados espurios. Se pueden lograr estados no espurios tomando combi-
naciones lineales adecuadas. Las combinaciones que corresponden a estados no espurios
se muestra en la tabla [3.5{en donde [3] y [2, 1] se indica la simetria requerida.

Multiplete de SU(6) N L P Configuracién del oscilador arménico

56 0 0 4+ [[3](0s)%)

70 11 |[21](0s)2 (0p))

56/ 20+ \/2IB(05)2(15)) — /31[3](05)(0p)?)
70 20+ \/H2109)2(15)) + |/2]21)(05) (0p)2)
56 22+ \/2IB(05)2(0d)) — /]3](05)(0p)?)
70 22 4+ \/H21)05)2(0d) + /2 |[21](05)(0p)?)
20 2 1+ |[1%])(0s)(0p)?)

Tabla 3.5: Configuraciones para el modelo de quarks con un confinamiento tipo
oscilador arménico y N, = 3 particulas.

En la figura [3.2 se muestra el esquema de los niveles de energia que se obtienen
considerando el confinamiento del tipo oscilador armoénico. Este esquema es consistente
con los valores observados para los estados de la tabla

3.3.1 Bariones excitados con L =1

En lo que sigue discutiremos con mas detalle el caso de los estados excitados sin
extraneza con L = 1 en el modelo de quarks no-relativista. Las funciones de onda que
se obtendran para estos estados seran de particular interés para realizar los célculos
que se describirdn en el capitulo 3]

Teniendo en cuenta unicamente bariones compuestos por quarks livianos u y d,
los estados con paridad negativa de menor energia pertenecen al multiplete de SU(4)
de spin-sabor con simetria mixta tiene dimensiéon 20 (en lugar de 70 en el caso de
SU(6)). Segun la tabla 3.5 la parte orbital de estos estados tiene una configuracién
[21](0s)?(0p)). La combinacién que resulta en las simetrias mixtas esta dada por

3\ 3/2
iy = % (4%) ia(ﬂ + 7y — 2) e~ iTETS/2 (3.33)

1 4&3 3/2 1 2002021 ..2
- | = _ = —« (7"1+7'2+7'3)/2 . 334
v V3 (ﬁ) 47TO[(T1 Ra)e (3:34)
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N4 56,4 23 GeV
20, 17]
) 70,2°
N=2 [70,0] ~2 GeV
156, 2]
[56/,0°]
N=1 70,17] ~ 1.5 GeV
N =0 56, 0]

Figura 3.2: Esquema de los primeros niveles del espectro bariénico. A la derecha se
indican los valores aproximados de las masas en cada nivel N ' =1,2 y 4

Estas funciones de onda son no-espurias, en el sentido en que la funciéon de onda para
el centro de masa describe un estado fundamental, ya que son proporcionales a las
coordenadas X y p. Eliminando la parte correspondiente al movimiento del centro de
masa se pueden obtener funciones \If'z;\n(ﬁ, X) que son solucién del Hamiltoniano en
coordenadas de Jacobi (ecuacion (3.23)). Entonces, los estados de N =1 con simetria
mixta que tienen L = 1 y proyeccion maxima m = 1 se pueden escribir como

o 1
TR P+ 372 OXP <—§042(PZ+)\2>> ; (3.35)
T R 2(p% 4+ 22) (3.36)
1 — +7T3/2 Xp 20[ P ) .

donde py = py + ipy,, Ar = Ay + i\, y la combinacién p? + A\? es invariante ante
permutaciones de los tres quarks.

Para asociar estas funciones de onda a estados fisicos N y A debemos analizar qué
combinaciones estan permitidas segtin los niimeros de espin e isospin de cada estado.
El espin de los quarks de la representacién irreducible mixta-simétrica con isospin
I = 1/2 puede tomar valores S = 1/2,3/2. Estos niimeros cuanticos combinados con
un momento angular de L = 1 dan lugar a los siguientes estados N: dos estados con
J = 1/2 denominados >Ny 2,*N1 2, dos estados 2N /s, *N3/5 con J = 3/2 y un estado
con J = 5/2 denominado 4N5/2. Ademas, también existen estados mixto-simétricos
con I = 3/2 que tienen J = 1/2,3/2 identificados como 2Ay /2, 2A35.

Los estados de simetria mixta de spin-isospin se deben acoplar a funciones de onda
mixta-simétricas espaciales dadas por las ecuaciones y para formar estados
completamente simétricos con los niimeros cuanticos adecuados. Las combinaciones de
las funciones de onda espaciales y de spin-isospin mixta-simétricas que describen a los
estados 2°TIN; v 25t A ; estan dadas por
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1 1 5| J
Ny Jsls) = 5 2 ( m S| Jy ) [(X&,0, = X5,91,) Wi + (X&,00, — X5,90,) W]
m,Ss
(3.37)
3
"N y; Jsls) = Z < m Sl )X?;{f (05,95, + 62, 0%,) (3.38)
mSg
1 5| J
PAy; Jsls) = f 7Y ( m &l ) (X5, U0 + X5, 00) (3.39)

m,S3

donde ¢ y x son funciones de espin e isospin ortonormales. Como se puede ver, estas
expresiones no son triviales. En el apéndice [A] se muestran las funciones de onda
explicitamente de cada uno de los siete estados del multiplete de simetria mixta con
L =1 junto con las expresiones para las funciones de espin y de sabor, x y ¢.

Atn falta una consideracién para poder asociar estas funciones de onda a estados
fisicos. Los bariones observados en la naturaleza tienen momento angular definido J
pero sabemos que el espin no es un buen nimero cuantico. Esto significa que para
L =1 algunos estados fisicos son una mezcla de estados de distinto espin (pero igual
J). Por ejemplo, los estados fisicos con J = 1/2 son una mezcla de estados con espin
S =1/2y S = 3/2. Estas mezclas pueden parametrizarse con angulos ¢. Definimos
los angulos de mezcla para los bariones de L = 1 en funciéon de estados bariénicos
observados de modo que para los estados con J = 1/2 se tiene

NJ:1/2(1535) = COS (91 2N1/2 + sin 91 4N1/2 s
Nj_1/2(1650) = —sin6 >Ny + cosby *Ny s, (3.40)

mientras que para J = 3/2 los dngulos de mezcla estan definidos por

NJ:3/2(1520) = COS (93 2N3/2 + sin 93 4N3/2 s
NJ:3/2(1700) = —sin 83 2N3/2 -+ cos 93 4N3/2 . (341)

De acuerdo con las definiciones para 6, 3 dadas por las ecuaciones - Vemos
que siempre es posible elegir los dngulos de mezcla en el rango [—7/2, / 2] redefiniendo
apropiadamente la fase de los estados fisicos. Esta eleccion es la adoptada a lo largo
de toda la tesis.

3.4 Extension a large N,
En esta seccién queremos extender el andlisis que se hizo en este capitulo al caso de

bariones con N, quarks de valencia. Como ya se vio en el capitulo 2} en large N, QCD
los bariones estan compuestos por N, quarks de valencia y cuyas funciones de onda son
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completamente antisimétricas en color. Se conserva el valor del numérico bariénico de
los quarks igual a 1/3 por lo que el niimero bariénico de los bariones es

B= =R (3.42)

3.4.1 Funciones de onda de spin-sabor para large N,

Analizaremos en primer lugar, los bariones en el estado fundamental. En este caso
la parte orbital de la funcién de onda total es simétrica ya que los N, quarks estan
en el estado fundamental (0s). Por lo tanto, la parte de spin-sabor también debe
ser simétrica ante intercambio de dos quarks. El diagrama de la representacion irre-

ducible simétrica para N, = 3 y el diagrama asociado N, arbitrario se muestran en la
figura 3.3

Ne
(T -C1]...

Figura 3.3: Diagramas de Young para la representacién irreducible del grupo de
permutaciones S3 y su generalizacién al grupo Sy, [48].

Al igual que en el caso N, = 3 (ver ecuacion (3.12))), la representacion simétrica de
SU(6) se descompone en su contenido SU(2),, x SU(3) s; y puede escribirse en términos
de los diagramas de Young como

Ne

m:@:%; ')69(5:;; ||1>

@---@<S=%;Dj---[]), (3.43)

donde las representaciones irreducibles de SU(2) se etiquetan con el correspondiente
valor de espin S. Todos los estados de esta ecuacion pertenecen al mismo multiplete
de SU(6), por lo que implica que existe una torre infinita de bariones en el estado
fundamental cuando N, — oco. En el caso de bariones sin extraneza se obtiene una

torre con
1 3 N,

2727
El nimero de estados de la torres crece con N.. En N, = 3 esta torre contiene a los
estados Nijo y Agja.

S=1= (3.44)

Para analizar el caso de bariones extranos conviene introducir el grand spin K
definido por la ecuacién
J=1+K, (3.45)

ya que se relaciona directamente con el niimero de quarks extranos n, del barién como
K = ng/2. El isospin para cada valor de K puede indicarse como [26]
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(3.47)

La ecuacion ([3.46)) corresponde a estados con espin S = 1/2 mientras que los estados
descriptos por la ecuacion tienen S = 3/2. Esto es consistente con la ecuacién
, es decir que, en el caso en que N, = 3, estas representaciones corresponden al
octete y al decuplete de SU(3); respectivamente.

Para analizar las dimensiones de las representaciones de sabor que aparecen en la
ecuacion (3.43)) es tutil usar el resultado que indica la dimensién de una representacion
irreducible de SU(3) en términos de los diagramas de Young. Esta relacion estd dada
por [49|

1
Aoy’ = 5+ D+ 1)+ +2), (3.48)

donde p, v corresponden a contar las casillas del diagrama de Young siguiendo el
esquema

. (3.49)

v

Teniendo en cuenta la dimension de cada representacion en la ecuacion que
se puede obtener gracias a la ecuacion , es facil ver que la dimension de cada
representacion irreducible de SU(3) depende de N..

Discutiremos en lo que sigue cémo construir la parte de spin-sabor para los bariones
excitados. Vimos al comienzo de esta seccion como se descompone la representacion
simétrica de SU(6) en sus componentes SU(2),,xSU(3) ;. Para poder describir estados
excitados es necesario conocer la descomposicién de la representacion irreducible mixta-
simétrica de SU(6) para N, arbitrario. Esta descomposicién resulta [50)

Ne—1

’Tfﬁﬁ:< :% .”H>+(S:;

[\CR V]

5.
72’

13 13 [ ]
—_- 2 | -2
 (s-23EB-FF) + (s- 3 3FFB-HD)
N Nc.—1
N, /—/% N, N, l D

(3.50)
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Los estados fisicos con J definido se obtienen agregando la contribuciéon del momento
angular orbital.

Las tres primeras representaciones de SU(3) s, que aparecen después de la igualdad
en la ecuacién , son iguales a los de la ecuacién para N. = 3 por lo que
corresponden al singlete, al decuplete y al octete de SU(3) respectivamente. El isospin
para cada valor de grand spin K de la primera representacion irreducible de SU(3) que
aparece del lado derecho de la igualdad en la ecuacién esta dado por

1 1
donde se puede notar que para esta representacion K # 0. Para N. = 3, esta

representacion corresponde al singlete de SU(3). Los otros términos de la ecuacién
aparecen solo en el caso en que N. > 3. Para cada multiplete mixto-simétrico
esto implica una torre infinita de estados excitados.

En la figura [3.4] se muestran los diagramas de peso de las extensiones del octete y
del decuplete bariénico de SU(3)s con N, = 3 a N, colores. Al contrario de lo que
sucede para SU(2)s,, el diagrama de peso de SU(3)s depende de N,. Por lo tanto
la identificacion de los estados en large N. con los estados de N. = 3 no es unica.
Usualmente se toman los estados de la parte superior de los diagramas de peso para
describir a los bariones de N. = 3 de extraneza pequefia [42]. La hipercarga de los
estados de la parte superior de los diagramas de peso esta dada por

Y:s—I—B:s—I—%, (3.52)
donde s es la extraneza (de orden O(1)). Esto indica que la hipercarga de un nucleén
o una A en large N, es igual a N,/3.

Ahora bien, podemos repetir el analisis de la seccion y clasificar los estados
no-extranos N y A segin su simetria (el isospin es un buen nimero cudntico también
para N, arbitrario). Al tener N, quarks de valencia que componen al barién, existen
mas estados posibles dentro de cada multiplete. Por ejemplo, los estados dentro de los
multipletes de spin-sabor que para N = 3 se mostraron en las ecuaciones en el
caso de L = 0, ahora con N, arbitrario resultan

S D) N1/2 3 Ag/g y (353)
N.>5
——
MS D Nijo, N3jo, Azja, Asja, Agja, (3.54)
Nc>5 Nc>7
Ve % \/_/\
A D Nijg, Nyja, Aiya, Dgpa, Aspa, (3.55)

donde S, MS y A corresponden a las representaciones irreducibles simétrica, mixta-
simétrica y antisimétrica de SU(6) para N, arbitrario. En la tabla se muestran
todos los estados sin extraneza con L = 0,1,2. De esta tabla se puede observar que
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Figura 3.4: Esquema de los diagramas de peso para el octete (izq.) y el decuplete
bariénico (der.) de SU(3) para el caso de N. colores. Los numeros indican la
multiplicidad de cada peso. El lado mas largo del diagrama del octete contiene %(Nc—i-l)
pesos mientras que el lado mas largo del diagrama del decuplete tiene %(Nc - 1)
pesos [51].

la representacion antisimétrica para large N. contiene muchos méas estados que en
el caso de N, = 3, mientras que para la representaciéon mixta-simétrica se agregan
muchos menos estados, mas interesante atiin es que se puede mostrar que para N, > 7
estas dos representaciones contienen exactamente los mismos estados no-extranos con

I1=1/2,3/2 [52)

Representacion L Estados
0 Nij, Az
S 1 Nija, Nijo, Ao, Agja, As)o
2 Nsjo, N5jo, Avja, Agpa, As o, Aqjo
0 Nija, N3jo, Avja, Agja, Asjo
MS o A 1 2N1/2, 2N3/2, N5/2, 2A1/2, 3A3/2, 2A5/2, A7/2
2

Nija, 2N3/2, 2N5/9, N7j2, 2019, 3039, 3059, 2075, Ng /o

Tabla 3.6: Bariones no-extranos con I = 1/2,3/2 en las representaciones simétrica
(S), mixta-simétrica (MS) y antisimétrica (A) en large N, para L = 0,1,2 [52]. La
multiplicidad de los estados se debe a los distintos valores de espin permitidos para
cada estado.

3.4.2 Funciones de onda orbitales en la base de oscilador
armonico para large N,

Una vez que se estudiaron las simetrias de las funciones de onda de spin-sabor buscamos
conocer mas acerca de la parte espacial para bariones en large N..
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Para generalizar la parte orbital de la funcién de onda de los bariones excitados
consideramos que la cantidad de quarks excitados en large N, es igual que en el caso de
N. = 3. Esto significa que el niimero de quarks en el estado fundamental es del orden
O(N,) (esta suposicién es razonable, al menos para los primeros estados excitados).

La generalizacion del estado simétrico resulta trivial ya que es tinica como se puede
ver en la figura (3.3} Pero la generalizacion de los estados mixto-simétricos no es tnica.
Debemos generalizar la representacion [2, 1] de Sz al caso de N, colores de modo de
obtener los estados que observamos en N. = 3. En la seccién anterior utilizamos
las coordenadas de Jacobi para desacoplar el centro de masa y obtener una base de
funciones para las representaciones irreducibles de S5 simétrica [3] y mixta-simétricas
[21]. Las coordenadas de Jacobi para un sistema de N, particulas son

N,
1 c
Or = T 3.56
PR N, ; J ( )
. i1
. 1—1( 1 . ,
pi = ; (7}' i ;r]) para i = 2, .., N, (3.57)
que implica que
TP AT Ty = PRt Pyt Pyt O (3.58)

Es facil ver que tomando N, = 3 se recuperan las coordenadas de las ecuaciones ,
y (8:20).

La coordenada de centro de masa pr es una funcion simétrica por construccion y
puede ser usada como base para la representacion simétrica [N.]. Las coordenadas
asociadas al movimiento interno definidas en la ecuacién forman un subespacio
invariante para la representacién irreducible mixta-simétrica [N, — 1,1] [49]. Esto
sugiere que la unica soluciéon posible para describir los estados excitados es tomar
la representacion irreducible [N, — 1, 1] del grupo Sy, ya que al tomar N, = 3 esta
representacion se reduce a [2,1]. El la figura se muestra esta generalizacién en
términos de los diagramas de Young.

Ne—1

L O

Figura 3.5: Generalizacién del diagrama de Young de la representacion irreducible
[2,1] de S5 a [N — 1, 1] del grupo de permutaciones Sy, [25].

La tabla indica que se tienen estados con uno o dos quarks excitados (o una com-
binacién de funciones) dependiendo de la configuraciéon para N, = 3. La generalizacién
a N, colores resulta en las configuraciones (0s)Y<=1(0p) para N = 1 y (0s)Ne"1(1s),
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(0s)Ne=1(0d), (0s)Ne=2(0p)? para N' = 2. Al igual que en el caso de N, = 3 debemos
encontrar la combinacion lineal que elimine al centro de masa para asi conservar la
invariancia translacional requerida. Las combinaciones adecuadas estan dadas en la

tabla B.7]

Multiplete de SU(6) N L P  Configuracién del oscilador arménico

56 0 0 + |[N](0s)Ne)

70 1 1  —  |[Ne—1,1](0s)Ne=1(0p))

56/ 2 0 + Ne=1|[N.](0s)Ne=1(1s)) \/7\[Np (0s)Ne=2(0p)2)

70 20+ /HINe = 1,1(0)Ne 1 (15)) + \/2[[Ne — 1,1](05) N 2(0p)?)
56 22+ /EENIN(05) N1 (0d) — |/ IINE(05) N2 (0p)?)

70 2 2+ JHINe = 1,109)N 1 (0d)) + /2[[Ne — 1,1)(05)Ne=2(0p)?)

Tabla 3.7: Configuraciones para el modelo de quarks con un confinamiento tipo
oscilador arménico y N, particulas [53].

3.5 Modelos del tipo Isgur-Karl

Si se considera un Hamiltoniano solo con un potencial central tipo oscilador arménico
tridimensional como el de la ecuacion todos los estados del multiplete
SU(6) s x O(3) tienen la misma masa promedio my. Para poder describir la separacion
de masas observada experimentalmente usando este tipo de modelo es necesario incluir
una contribucién hiperfina al potencial.

Se han propuesto varios modelos para describir a los estados excitados de bariones,
uno de los més exitosos en términos fenomenolégicos es el modelo de Isgur-Karl (IK)
[35,[36]. En este modelo los campos gluénicos producen un potencial confinante lineal
a distancias grandes mientras que a cortas distancias la interaccion quark-quark es
dominada por un potencial de Coulomb y un potencial dependiente del espin. (En la
ecuacion del apéndice [F] puede leerse la expresion explicita del Hamiltoniano del
modelo IK.)

El Hamiltoniano IK tiene la forma general [43]

—2

Hic =) (mi + me) +Y (UY 4+ H) (3.59)

i ¢ i<j

donde la suma se hace sobre los tres quarks de valencia y m; es la masa del
quark i. Los términos U¥ contienen la contribucién independiente del espin y es usual
aproximarlo por un potencial armonico. La interaccion hiperfina Hp,, contiene los
efectos que dan lugar a la separacién de masas. En el modelo de IK, Hy,, consiste en
dos contribuciones, una proviene de interacciones de contacto de spin-spin y la otra es
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una interaccién tensorial con una dependencia radial ~ 1/r3. Ademés este modelo no
incluye dependencias en el sabor. En lo que sigue definiremos un modelo mas general
que contiene a los modelos de IK. Noétese que el Hamiltoniano H, de tipo oscilador
armoénico de la ecuacién ([3.17) es el Hamiltoniano de la ecuacién sin interaccién
hiperfina y con UY = K77;/2.

3.5.1 Interacciones y estructura de spin-sabor para estados de
paridad negativa

Para terminar este capitulo definiremos un modelo de quarks mucho mas general que
el modelo de IK. En el caso de estados con paridad negativa podemos tomar un
Hamiltoniano tipo oscilador armoénico Hy y sumarle una interaccién de dos cuerpos
Vi; dependiente de espin y del isospin

H=Hy+» Vij=Ho+ Vit Veo + Vi, (3.60)

i<j

donde se incluyeron tres término que llevan una etiqueta de acuerdo con sus propiedades
de transformacién ante momento angular orbital ¢: ¢ = 0 corresponde a una interaccion
spin-spin Vi, la interaccion spin-érbita V, tiene ¢ = 1 y £ = 2 corresponde a la
interacciéon cuadrupolar V;. Para mantener la generalidad escribimos estos términos
en forma genérica dejando la parte radial sin especificar siguiendo las lineas de las
referencias [32] y [31]. Asi los términos del potencial hiperfino se escriben como

V=V +V, = s(ri)8i - 55, (3.61)

Vio= Voo + Vs = Sofrw[anpi)-si—(rinpj)~s]

HMwTM“

F2ATy X ) -5 = 2T X ) F| . (3.62)
3

Vi= VOV = 3 ) |3 30 55 — (555 (3.63)
i<j=1
con v, (ry) = vl(ry;) + vi(ry)riTe, donde las > = ss, 50,1 etiquetan a las funciones

radiales v%! que se mantienen indeterminadas. Los superindices 0(1) indican la ausencia
(presencia) de las interacciones dependientes del isospin 7;-7;. Tomando v} = 0 (v2 = 0)
se obtienen las interacciones independientes (dependientes) del isospin que llamaremos
OGE (OME), respectivamente, ya que este tipo de interacciones se obtienen de modelos
de interaccién que consideran el intercambio de un gluén [46] (en inglés one-gluon
exchange) o un mesén (one-meson exchange) [54L55]. Nos referiremos al modelo
de quarks general definido por las ecuaciones —3.63 como modelo de quarks
OGE+OME.
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Es interesante notar que, a pesar de haber partido de un Hamiltoniano con inter-
acciones unicamente de dos cuerpos, al remover el centro de masa, el potencial spin-
drbita desarrolla una interaccién de tres cuerpos [36], como se puede observar al escribir
la componente (ij) = (12) de V,

(Vs = 30a(V20)[(5x ) - (51 4+ 82) = -—=(Fx ) - (51— &2)| (3.64)
= (Vio—2B)12+ (Veo—3B)12 ,

donde las funciones V;, o5 de dos cuerpos y V,,_3p de tres cuerpos estan definidas por
los primero y segundo términos respectivamente.
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Capitulo 4

Simetria de spin-sabor para
bariones en large N,

4.1 Introduccion

Luego de los trabajos de 't Hooft y Witten sobre QCD con N, colores, Gervais y
Sakita [11,/12] y paralelamente Dashen y Manohar [14] descubrieron, al estudiar el
proceso de dispersion mesén-barién, que en el limite N, — oo existe una simetria
exacta de spin-sabor para los bariones. Esta simetria, llamada simetria contraida
SU(2Ny)., es una consecuencia de las condiciones de consistencia que deben satisfacerse
para que la teoria de QQCD siga siendo unitaria en el limite de large N.. En este
limite, los bariones no excitados forman una torre infinita de estados degenerados. Sin
embargo, la simetria SU(2Ny). del limite N, — oo esta rota a orden O(1/N,), lo que
permite estudiar la estructura de spin-sabor de los bariones no excitados analizando
contribuciones subdominantes. Los bariones excitados de large N, también se organizan
en torres formadas por estados pertenecientes a representaciones irreducibles de la
simetria de spin-sabor contraida [25,26}56]. Sin embargo, esta simetria no coincide
con la simetria O(3) x SU(2Ny) de los modelos de quarks (se volvera sobre esto en el

capitulo [6)).

En este capitulo se estudiard cémo surge la simetria contraida SU(2Ny). para
bariones en el limite N, — oco. Luego se presentaran los operadores que permiten
hacer una expansién en 1/N, en términos de generadores de SU(2Ny). Estos sirven
para construir operadores que describen a observables bariénicos como combinacion
lineal de operadores independientes. Este andlisis se realizara para los bariones no
excitados y luego se extenderd al caso de los bariones excitados. En particular, en la
ultima seccién se introduciran los operadores que llamaremos CCGL y se utilizaran en
los analisis de los capitulos [ y [6]
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4.2 Condiciones de consistencia para large N,

En lo que sigue consideraremos el proceso de dispersién mesén-barion. Como se muestra
en la figurafd.I] los diagramas dominantes de este proceso contienen dos vértices mesén-
barién y, como se discutié en el capitulo [2] cada uno de ellos aporta una contribucién
de orden v/N,, lo que en principio llevarfa a una contradiccién con las reglas de conteo
y ademas se violaria unitariedad para large N.. Esto indica que ocurre una cancelacion
al considerar las contribuciones a este proceso y esta tiene origen en las condiciones de
consistencia para large N..

k.
N ’ > i
~
~ ~

<

(a) (b)

Figura 4.1: Diagramas de las contribuciones dominantes para el proceso B+m — B+.

En un principio nos restringiremos al caso Ny = 2 por simplicidad, més adelante
generalizaremos los resultados al caso de Ny arbitrario. El vértice de interaccién pion-
nucleén esta dado por

O

fﬂ'

donde a es el indice de isospin y la constante de decaimiento del pién f, es de orden
O(v/N,) como se ha visto en el capitulo 2] El elemento de matriz (B|GysT%g|B) es la
corriente axial del barién y es de orden O(N,.) ya que aparecen N, lineas de quarks
en el diagrama del barion. Entonces, esta expresion es compatible con un hecho ya
mencionado, este vértice es de orden O(\/N ¢)- Esto nos permite simplificar la expresién
de la corriente axial del barién en el limite de large N.. Como la masa del barién es
de orden O(N.), mientras que la energia del pion es de orden O(1), el acoplamiento
pion-barién se reduce al acoplamiento estatico. En este caso, los elementos de matriz
pueden escribirse como

(BlgysT"q|B) , (4.1)

(Blgy'vsT%q|B) = gN(B|X"|B), (4.2)

donde g y (B|X"|B) son de orden uno.

Considerando los diagramas a orden més bajo (figura la amplitud para el

proceso de dispersién pién-barién 7%(k) + B(q) — w(k') + B(q') estd dada por [57]

L oN2g2 (1 1 .

= —ik'KT = [ XX — XX ) 4.3
A= (1 5 )
Dado que los bariones inicial y final estdn on-shell se tiene ky = k(. Por otro lado, el
producto de las matrices X en la ecuacién (4.3) involucra una suma sobre todos los
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espines e isospines posibles del estado bariénico intermedio. Como f, ~ O(v/N.) la
amplitud resultante es de orden O(N,) y esto viola unitariedad y entra en contradiccién
con la reglas de conteo de Witten como se mencioné al principio de esta seccion. Para
que esta amplitud sea finita en el limite de large N, debe producirse una cancelacion
que, en este caso, se reduce al vinculo

N [X™ X7 < 0(1). (4.4)
Como X es de orden uno, puede expandirse en términos de N, como

ia ia 1 a 1 ia

Entonces, la condicion de consistencia de QCD para large N, esta dada por
(X3, X3 = o. (4.6)

Ademds X transforma como vector en los espacios de espin y de isospin por lo que
se tienen las siguientes relaciones de conmutacion asociadas a los operadores de espin
S* y de sabor T

[S', 7" = 0,
E Sj] = qeFSE [T T = feteTe, (4.7)
[Si7 Xéa] _ ieiij(l)ca’ [Ta’ X(z)b] — ,ifach(z)’c’

donde también se incluyeron las relaciones de conmutacién conocidas del algebra
SU(2Ny). La relacién en la ecuacion junto con las relaciones de la ecuacién
(4.7) forman el algebra contraida del grupo de espin-sabor SU(2Ny).. Este algebra
puede compararse con el algebra de SU(2Ny) de los modelos de quarks, donde los
generadores S?, T y los generadores de spin-sabor G satisfacen [18§]

(S5, T = 0,

(51,57 = iedhgk, [T, T = ifetere, (4.8)
{Si7 Gja] —_ iGijkaa, [Ta, sz] — Z-fobbcCTvic7

ta ¥jb] 1 ij paberpc L ab ijk ok 3 ijk jabe ke

G, G 45fT+2Nf5€S+2€dG.

Entonces, podemos ver que existe una correspondencia entre el algebra contraida antes
mencionada y el dlgebra de SU(2N;) si se identifica a los operadores X(* con el limite
iQ

Xy = lim
Ne—o00

(4.9)
C

Asi, dividiendo [G', G?%] por N2 y tomando el limite N, — oo se obtiene la relacién
de consistencia dada por la ecuacién (4.6). Es decir que QCD tiene una simetria de
spin-sabor contraida en el limite de N, — 0o en el sector baridnico.
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Para obtener una representacion del algebra es necesario hallar los niimeros cuanticos
de los estados clasificados segun los generadores de dicho algebra. En nuestro caso
conocemos los nimeros cuanticos de los estados fisicos J, J, I, I3, sin embargo, estos
nimeros cuanticos no son suficientes para especificar completamente un estado. Una
vez obtenidos los autovalores del operador X, se observa que aparece un grupo de
generadores adicionales K [58], es decir que X induce una representacién irreducible
especificada por estados | Xy, K, k). Uno quisiera asociar estos estados a estados deter-
minados por nimeros cuénticos conocidos por lo que se proyectan los estados | Xo, K, k)
sobre estados |1, I3, J, J3, K) sin embargo el nimero cudntico K no tiene sentido fisico
en principio. Dashen, Jenkins y Manohar hallaron las representaciones irreducibles
correspondientes a la simetrfa contraida SU(2Ny). en [19] y mostraron que K tiene
las mismas propiedades que el nimero de quarks extranos dividido por 2, dado por
K = n,/2 que ya fue mencionado en la seccién [3.4] del capitulo

En el caso de los bariones no excitados, los vectores de la base de esta representacién
irreducible forman una torre infinita de estados degenerados (S, I) [30]. Estas “torres”
de estados degenerados agrupan estados de igual nimero de grand spin K. Asi, la
primera torre tiene K = 0, es decir S = I por lo que esta formada por los estados

EHNCHRCHI

Con K = 1/2 se tiene la segunda torre compuesta por

(%0) , (% 1) , (g 1) , (gz) , (gz> , (gg) (4.11)

mientras que para K = 1 se tienen los estados

EGDEDEDEDEDEDED o

y para K = 3/2 se obtienen los estados

LD E)E)EDE

Como se tiene la relacién K = ny/2, estos estados se pueden asociar facilmente a
estados fisicos. Por ejemplo, la torre de K' = 0 contiene estados sin extraneza, el estado
(S,1) = (1/2,1/2) corresponde al nucleén N y el estado (3/2,3/2) describe a las deltas
A. La torre con K = 1/2 contiene estados con extraneza ny = —1, (1/2,0), (1/2,1) y
(3/2,1) corresponden a los estados A, ¥ y ¥* respectivamente. En el caso de K = 1 se
tienen los estados = y =Z* que se corresponden con los valores (1/2,1/2) y (3/2,1/2) de
la torre. El estado (2 con extrafieza —2 corresponde a (3/2,0) de la torre de K = 3/2.
Los estados restantes en las torres son estados espurios que existen solo para N, > 3.
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4.3 Expansion de operadores

Consideremos un operador de un quark en QCD del tipo Ogep = ¢l'q, donde I' es una
matriz de Dirac o de sabor. Por ejemplo, I' = 7,75 o I' = T%y,. Este operador es
un “operador de un cuerpo” porque actua sobre una linea de quark. El elemento de
matriz de Ogep se obtiene insertando el operador en alguna de las N, lineas de quarks
como se indica con una cruz en la figura [1.29(a). Existen N, inserciones posibles en el
diagrama de un barién por lo que el elemento de matriz del operador Og¢p es de orden
(alo sumo) N.. El elemento de matriz no necesariamente es de orden N, ya que pueden
producirse cancelaciones entre las inserciones de los operadores en las distintas lineas
de quarks. Por lo discutido en el capitulo [, todos los diagramas planos que contienen
el intercambio de un gluén (figura [4.2(b)) son del mismo orden de el diagrama de la
figura (a) mientras que todos los diagramas no-planos estan suprimidos.

(b)

Figura 4.2: Diagramas de Feynman que representan la insercién de un operador de 1
cuerpo de QCD en las N, lineas de quarks de un barién. Los diagramas en (b) contienen
gluones adicionales que mantienen plano al diagrama por lo que son del mismo orden
que el diagrama en (a).

El operador de un quark en ()CD que transforma segin la simetria SU(2) x SU(Ny)
puede escribirse como una expansion en serie de operadores efectivos de n cuerpos, que
involucran n lineas de quarks. A primer orden esta expansién tiene la forma [18]

1

1—quark n n

Oben™™ =" el )Nn_lolﬁ, ) (4.14)
n,k ¢

donde la suma es sobre todos los operadores de n cuerpos O,(Cn), donde n =0,---, N,

y tienen los mismos nimeros cudnticos de espin y de sabor que Ogcp. Los c,(c") son
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coeficientes de orden 1. Las correcciones de orden 1/N, en la ecuacién pueden
ser absorbidas en los coeficientes c,(cn). La dindamica de QQCD esta parametrizada estos
coeficientes desconocidos.

Vimos que un operador de QQCD puede expandirse en potencias de 1/N,. con dos
métodos distintos. Uno estd basado en el grupo SU(2Ny). y usa los generadores de
spin-sabor X} con este método el operador de masa de un barién con Ny = 2 tiene la

forma [42]

S 1
NP | Xo,—,— |, 4.15
(%) (4.15)
donde P es un polinomio. El otro método consiste en utilizar los generadores del
algebra de spin-sabor del grupo SU(2Ny) representada términos de operadores del
modelo de quarks para large N.. En lo que sigue, usaremos este tltimo método ya que
resulta en una base de operadores mas simple a la hora de construir los operadores de
la expansion.
Un operador arbitrario O™ resultan de todas las posibles combinaciones de S?, T
y G de modo que
O(n) _ Z(Si)l(Ta)m(Gia)n—l—m’ (416)

lym

entonces la expansion del operador de (QCD de un quark de la ecuacién (4.14]) se puede
escribir como

—quar n 1 7 a\m a\n—Il—m
Open™™ = 3" eV —— (SH (T (Gt (4.17)

Es decir que la dependencia en N, del operador de un cuerpo en QCD aparece en
dos factores. El primero es la dependencia explicita que aparece en el factor #

c

de la ecuacion (4.17)). Pero también hay una dependencia implicita que proviene de
los operadores O™, Los elementos de matriz de los generadores del grupo SU(2Ny)
tienen una dependencia no trivial en N, que varia segin que estado baridénico del
multiplete de spin-sabor se esta considerando. Por ejemplo, si consideramos los estados
que pertenecen a la torre de la ecuacion ((3.44]) vemos que los primeros estados tienen
espin e isospin de orden N? pero los tltimos estados de la torres tienen espin e isospin
de O(N,.). De igual modo, todos los elementos de matriz de G de la torre son del
orden N, por lo que este operador se denomina operador coherente. Esto tltimo implica
que todos los elementos de matriz de un operador O™ son de orden < O(N?).

La expansién en 1/N, de un operador pierde el poder de predictibilidad si el factor
1/N"~! se ve completamente anulado por los factores implicitos que surgen de los
elementos de matriz de los operadores O™,

Es posible generalizar la expansién 1/N, a operadores de m cuerpos de QCD. Este
operador actia sobre m quarks dentro del bariéon por lo que su elementos de matriz
es a lo sumo de orden N;". En este caso, se puede expandir el operador de m cuerpos
de QCD en términos de operadores efectivos de n cuerpos cuyos coeficientes seran de
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orden N"~" es decir [42]

1
m—bod n n

n,k ¢

Cuando se consideran los elementos de matriz de los operadores de QCD como los
de la ecuacion se puede ver en general no todos los productos de generadores
que aparecen en la expansion son independientes. Algunos operadores de n cuerpos
se pueden expresar como combinaciones lineales de operadores de orden mas bajo.
Se deben eliminar estos operadores “redundantes” para lograr obtener operadores
efectivos de n cuerpos puros. Estos operadores redundantes pueden ser eliminados
usando relaciones entre operadores. Dashen et al. [1§] derivaron estas relaciones para
los bariones en el estado fundamental.

4.4 Relaciones entre operadores

Existen varias relaciones entre operadores conocidas para los estados fundamentales de
los bariones. Estas relaciones no se cumplen en general para todas las representaciones,
varias se derivan teniendo en cuenta la simetria del estado fundamental.

Para entender el origen de las identidades entre los operadores en la representacion
fundamental introducimos los operadores de creacién y aniquilacién ¢ y ¢%, donde
a =1,---, Ny representa los Ny sabores de quarks con espin up y a = Ny+1,--- 2Ny
son los Ny sabores de quarks con espin down. Como la parte de color de la funcién
de onda del barion es simétrica pueden omitirse los niimeros cuanticos de color de los
operadores de quark, entonces estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién
bosoénicas

lq*, q}] = 05, (4.19)

va que la parte de spin-sabor de la funcién de onda bariénica (ecuacién (3.1))) es
simétrica para los estados fundamentales. Los operadores clasificarse de acuerdo a si
son de cero cuerpos, un cuerpos, ...o de n cuerpos y pueden expresarse en términos
de estos operadores de creacion y aniquilacién.

Un operador de cero cuerpos no contiene ningin operador de creacién o aniquilacion,
el tinico operador de cero cuerpos es el operador identidad 1, es independiente de ¢, y
g%, no actua sobre ningin quark del barién.

Existen cuatro operadores de un cuerpo, el operador nimero de quarks

Nc
d'q=> qlg = N1, (4.20)
j=1
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y los tres generadores de SU(2Ny)
Ne
S =Y gl (S x1)g,
j=1
Ne
o= Y (x T, (a.2)
j=1

Nc
G o= > gl (ST xT) g
j=1

En la ecuacién (4.20]) puede verse que el operador niimero de quarks puede expresarse
en términos del operador de cero cuerpos 1. Es decir que hay solo tres operadores de
un cuerpo independientes, S¢, T y G%.

Los operadores de dos cuerpos actiian sobre dos quarks, por lo tanto involucran dos
operadores de creacién ¢ y dos de aniquilacién ¢f. Estos operadores pueden escribirse
como producto de generadores de spin-sabor para los bariones del tipo

Z (%T‘AA%) (Q}AB qu) : (4.22)

Ji3’

donde cada operador de 1 cuerpo actia independientemente sobre una linea de quark.
Este operador no es un operador puro de 2 cuerpos ya que, en el caso j' = j, los
dos operadores de 1 cuerpo actian sobre el mismo quark y, entonces, se trata de un
operador de 1 cuerpo.

El operador de 2 cuerpos puro es el operador de la ecuacién sin el operador
de un cuerpo recién mencionado, es decir

> (quiCJj> (q}T “ij> , (4.23)
J#y
y es puro ya que tiene elementos de matriz nulos entre estados de un solo quark. Como

se trata de operadores bosonicos, los operadores de creacién y aniquilacion conmutan
y la ecuacion (4.23)) puede escribirse en forma de orden normal

q'q" ST qq. (4.24)
Esto puede generalizarse a n cuerpos
¢ ... ¢"Tq...q (4.25)

donde 7 es un tensor completamente simétrico de traza nula. Este tensor debe tener
traza nula para poder obtener un operador de n cuerpos puro y simétrico ya que la
parte de spin-sabor de la funcién de onda de los bariones en el estado fundamental
es simétrica. Los operadores tensoriales antisimétricos o mixto-simétricos se anulan al
considerar los elementos de matriz.
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La ecuacion constituye la primera identidad que relaciona operadores, reduce
un operador de 1 cuerpo a uno de cero cuerpos.

En lo que sigue analizamos las identidades para los operadores de 2 cuerpos. Como
ya se menciond, los operadores de 2 cuerpos pueden escribirse como producto de dos
operadores de 1 cuerpo. Los tres operadores de 1 cuerpo independientes son los
generadores de SU(2Ny) de las ecuaciones . Pertenecen a la representacion
adjunta de SU(2Ny). El producto de dos operadores puede descomponerse en un
producto simétrico (un anticonmutador) y un producto antisimétrico (un conmutador).
El conmutador puede ser eliminado teniendo en cuenta el lgebra de SU(2Ny) dadas por
las ecuaciones . Como los generadores de SU(2Ny) pertenecen a la representacion
adjunta (adj), el anticonmutador transforma como [18]|

(adj x adj)s = 1+ adj + aa + Ss, (4.26)

donde S indica que se trata de un producto simétrico. El término aa (Ss) repre-
senta el tensor de traza nula ﬁéﬁlﬁ(zf] (’7;211 ;S)
supraindices y sus subindices.

Segun la ecuacion las identidades para los operadores de 2 cuerpos pueden ser
clasificadas en tres tipos distintos [1§]. La primera identidad reduce a los operadores
de 2 cuerpos a un singlete de SU(2Ny) esta combinacién lineal corresponde al operador
de Casimir. El segundo tipo de identidades corresponden a combinaciones lineales de
operadores de 2 cuerpos que transforman como la representacién SU(2Ny) adjunta.
Finalmente la ltima categoria contiene a las combinaciones lineales de operadores
que se anulan cuando actiian sobre una representacién completamente simétrica de
spin-sabor como lo son los bariones en el estado fundamental.

No existen otras identidades para operadores de n cuerpos con n > 2 ya que siempre
es posible obtener operadores de n cuerpos aplicando de forma recursiva las identidades
para operadores de 2 cuerpos sobre todos los pares de identidades de 1 cuerpo que
aparecen en un producto completamente simétrico de n operadores.

En la tabla se muestran los tres tipos de identidades para operadores de 2
cuerpos del grupo SU(2Ny). La representacion de spin-sabor (SU(2), SU(Ny)) de cada
identidad se indica explicitamente en la dltima columna. Esta tabla esta dividida en
tres bloques que corresponden a las tres categorias de identidades descriptas. El primer
bloque contiene la identidad de Casimir de SU(2Ny). el segundo bloque contiene tres
identidades que transforman como combinaciones lineales de operadores de 2 cuerpos en
la representacion de SU(2Ny) adjunta, a su vez esta representacion adjunta se puede
descomponer en tres representaciones (3,1), (1,adj) y (3,adj). El tercer bloque de
identidades se obtienen combinando las dos representaciones adjuntas de operadores
de 1 cuerpo a una representacién aa e igualdndola a cero (para més detalles sobre la
obtencién de estas identidades puede verse en la referencia [18]).

Usando las relaciones de la tabla para los operadores del “ntcleo” o core
simétrico de N. — 1 quarks se pueden encontrar las relaciones entre los operadores
que se construyen para los bariones excitados.

) que es antisimétrico (simétrico) en sus



62 Simetria de spin-sabor para bariones en large N,

2 {S%, S} + Ny {T°, T} + 4N; {G®,G"} = N, (N, + 2N;) (2N; — 1) (1,1)
ate {Gin, G (S Gy 4 L de (T T = (N Np) (1= 3 ) T2 | (1, ad))
(T°, G} = (N, + Ny) (1 - —) Si (3,1)
NLf {Sk, Te) 4 dabe T GH) — cidk pabe {Gia GvY — 2 (N, + Ny) (1 _ _) Gre | (3, adj)
ANy (2 — Ny) {G*, G} + 3N} {T*,T°} +4 (1 —N7) {55} =0 (1,1)
(4 — Ny)doe {G, G} + 3Ny de {T°, T} —2 (Nf - —) {5',Gi"} =0 (1, adj)
4 {G" G"*} = =3 {1, T} (aa) (1,aa)
4 {G* G*} = {1, T"}  (55) (1, 5s)
ciik {Si’jS} _ fabc {Ta’Gkb} (3, adj)
dove {4 GP) = <1 _ le) ({ S, Te} — ik pabe {Gia GivY) (3, adj)

¢k {Gie, Giv} = foeadbeh {19 GRM Y (as + 5a) (3,as + 3a)
{T°,G*} =0  (aa) (3,aa)
GGy =3 (1- %) {8} (S=2) (5,1)
a (G, Gy = (1= ) {5167 (S =2) (5, adj)
{G*,G"*} =0 (S=2aa) (5, aa)

Tabla 4.1: Identidades de operadores en SU(2Ny). La segunda columna indica las
propiedades de las identidades ante una transformacion SU(2),, x SU(Ny) s [18].




4.5 Operadores para bariones excitados 63

4.5 Operadores para bariones excitados

Analizaremos en lo que sigue la expansion en operadores para bariones excitados. Esta
representacion corresponde a estados excitados de bariones que pueden describirse como
la combinacion de un core simétrico y un quark excitado. Podemos usar operadores
analogos a los de la ecuacién que actian sobre el core o sobre el quark excitado.
Se indica con un subindice ¢ a los operadores que acttian solo sobre el core (S., T., G.)
mientras que a los operadores que actian sobre el quark excitado se nota con una letra
minuscula (s, ¢, g). Entonces, las relaciones que fueron descriptas para los estados
fundamentales (ecuacién y tabla también se cumplen para los operadores
que actian sobre el core reemplazando N, por N, — 1 ya que el core tiene un quark
menos.

Para obtener los operadores que describan a estados excitados de bariones se deben
combinan los operadores de spin-sabor que actian sobre el core S, T? y G y los
operadores del quark excitado s’, t* y ¢'® y el operador momento angular [°. La
representaciéon mixta-simétrica para los bariones tienen L = 1, por lo que las tnicas
combinaciones de I* necesarias serdn el operador identidad 1 que tiene Al = 0, I* con
Al =1y el operador tensorial

2
12 = %{li, Y — %5”’ : (4.27)
con Al = 2. Los operadores para los bariones sin extraneza deben tener las simetrias
observadas, invariancia ante inversién temporal y ante rotaciones y deben formar
singletes de isospin. Ademas, como los estados fisicos tienen solo dos quarks en el core,
es suficiente con considerar solo operadores que actian a lo sumo sobre dos quarks del
core. En la referencia [27] se consideraron las relaciones entre operadores y obtuvieron
18 operadores independientes para bariones sin extraneza que se muestran en la tabla
4.2
En la definiciéon de los operadores de la tabla se incluyd el factor 1/N!=" pero
debe tenerse en cuenta que, como ya se mencioné en la seccién [4.3, G* es un operador
coherente y que entonces el orden de los elementos de matriz de los operadores de
la lista es de 1/N2~""™ donde m corresponde a la cantidad de veces que aparece el
operador coherente en la definicién(|
Maés atn, este andlisis es vélido para valores arbitrarios de N, sin embargo, no todos
los elementos de matriz tienen la misma dependencia en N, esto implica que es posible
que haya elementos de matriz que con independientes para N. = 3 pero linealmente
dependientes para N, — 0o0. Este es el caso de (Is) y (ItG.), ambos son de orden
N? sin embargo la combinacién (Is + ﬁltGQ es de orden 1/N, lo que indica que
entre los dos operadores originales uno solo es un operador linealmente independiente
de orden N?. Pero este resultado depende de los estados que se tienen en cuenta a la

'En el caso de estados con mas de dos sabores el operador T2 también puede ser un operador
coherente.
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Operador Orden del elemento de matriz
N, 1 N,
s NLCZ(Q)QGC Niclth NCO
NLCZSC NLCSC2 NLCSSC
NLCZ(Q)SSC ~=lig*{ S, Gia} N%lch Nt
T N2l DS, G}
NLE{ZSC, sS.} Nig(lSc)(tTc) nggScTC N2

N2 l?S.S, N2l PgST. §a(1s)S?

Tabla 4.2: Operadores linealmente independientes para bariones sin extraneza y
simertria mixta de spin-sabor [27] clasificados segun el orden en N, de sus elementos
de matriz.

hora de calcular los elementos de matriz, en principio es valido solo para bariones sin
extraneza.

Con lo discutido en la seccion anterior podemos obtener una base de operadores
para analizar el espectro de los bariones no extranos de paridad positiva. La descripcion
del espectro del 70-plete sin los bariones con extraneza requiere de siete masas y dos
angulos de mezcla, entonces necesariamente 9 de los 18 operadores de la tabla son
linealmente dependientes si nos restringimos a este espacio.

Para obtener una base de operadores conveniente para este caso, es til elegir los
primeros operadores de la expansién como los operadores de orden méas bajo N, 1,
ls 'y Nicl(Q)ch que son independientes tanto para N, = 3 como para N. — 00.
Luego conviene considerar los ocho operadores cuyos elementos de matriz son orden
1/N. (ver tabla y la combinacién ls + ﬁlth. Entre estos nueve operadores
debemos seleccionar seis para obtener una base. Se puede mostrar que si consideran
todas las posibilidades, al menos uno estos operadores es linealmente dependiente para
N. — 00, esto indica que al menos una combinacién corresponde a un operador
de orden 1/N?. Se puede demostrar que la combinacién va—tlls + Niclth + NLCZSC +
~11g7*{S1, G4} tiene elementos de matriz de orden 1/N?. De este modo podemos
elcegir una base definida por los operadores O; . g de la tabla donde, por completitud,
también se presentan las expresiones de los operadores restantes. En esta tesis nos
referiremos a estos operadores como operadores CCGL. Los elementos de matriz de
cada uno de los operadores CCGL fueron calculados en la referencia [27] y se muestran
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en las tablas y del apéndice [B] donde se pueden verificar las dependencias en
N, de los elementos de matriz de las combinaciones de operadores mencionadas en esta

seccion.
(N N. 1 O1o NLclch
O, ls On NLCtTC
0, L1, Oy, w2l Pt{S., G}
0, Is+ ﬁlth O3 NLg(ZS)ScQ
O NLCZSC Oqy NLE{ZSC,SSC}
04 L2 O15 ~z (15 (1T)
O- N%Ssc Os6 N%?QSCTC
Os NLCZ(Q)SSC O17 N%zl(z)scsc
Oy = MHO,+ 05+ Slig{si,Gio} Ou = FHl®gS.T,

Tabla 4.3: Operadores CCGL . Los operadores O; ¢ forman una base para estudiar el

espectro de los bariones no extranos con L =1

Los operadores CCGL permiten obtener observables dentro del marco de una ex-
pansién en 1/N, pero también son ttiles para estudiar estados con N, = 3, como se
verd en el capitulo siguiente.
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Capitulo 5

Analisis de operadores para
bariones de paridad negativa

5.1 Introduccion

En este capitulo se describe el estudio realizado sobre los primeros estados excitados de
bariones no extrafios [59]. Para esto se analizo el espectro de masa de los bariones més
livianos con L = 1. Como ya vimos en capitulos anteriores, estos estados son los que
pertenecen al multiplete [70,17] de SU(6) sin extraneza, es decir que corresponden a
los estados de la representacién irreducible [20,17] de SU(4). A lo largo de todo el
trabajo que se describe en este capitulo, se despreciaron los términos correspondientes
a la mezcla de configuraciones. Es decir que no se tuvieron en cuenta la mezcla de los
estados de [70,17] con estados de otros multipletes. Esta suposicién se ha hecho en
andlisis de 1/N, anteriores. La mezcla de configuraciones, cuando no aparece suprimida
en 1/N,, esta gobernada por operadores de spin-6rbita [40] y existen razones para creer
que las contribuciones de estos operadores son chicas para N. = 3 [60].

Como ya se mencioné en el capitulo 3], la estructura general de las interacciones de
spin-sabor se pueden reducir a dos casos extremos, donde solo se tienen interacciones
independientes del sabor que llamamos OGE y el caso en el que las interacciones son
solo dependientes del sabor como en el caso de los modelos con interacciones OME . En
particular, en la seccién se definié un modelo de quarks general que incluye estos
dos casos. Este modelo general, que llamamos OME+OGE, es el considerado en los
calculos que se describen en este capitulo.

5.2 Parametrizacion de matrices de masa y matching
de operadores

Para analizar el espectro de masas de los bariones se considera el Hamiltoniano del
modelo OME+OGE, dado por las ecuaciones (3.60)—(3.63)). Es posible obtener las
matrices de masas mediante un calculo explicito usando una base de oscilador armoénico
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autoestados de Hy. Esto consiste en tomar los elementos de matriz de H = Hy + Vi, +
Vio + V; utilizando las funciones de onda expresadas en las ecuaciones 73.39.

A pesar de la forma no trivial de las funciones de onda (ver apéndice , se puede
ver que el calculo de los elementos de matriz del término V, es sencillo. Sin embargo,
obtener los elementos de matriz del potencial tensorial V; y el potencial correspondiente
a una interaccion spin-orbita V;, resulta mucho més complejo.

El potencial por la interaccién spin-orbita Vi, contiene una suma de operadores de
dos cuerpos y de tres cuerpos como ya se mostr6 en el capitulo 3| (ecuacion (3.64))) y
cada uno de estos dos términos tiene un producto de operadores tensoriales de rango
1 que actiian sobre la parte de espin y la parte orbital. Por otro lado, en el caso del
potencial V; se tiene el producto de operadores tensoriales de rango 2.

Los célculos de los elementos de matriz de un producto de operadores tensoriales
pueden simplificarse si se considera una relacién particular que se deriva del teorema
de Wigner-Eckart. Este teorema se puede expresar como

(ajm|Ty|a/j'm') = (ajl|T*||5' ") (Gm|j"km/q) (5.1)

1
V25 +1
donde qu son las componentes esféricas de un operador tensorial de rango k
v {aj||T*||5’a’) son los elementos de matriz reducidos independientes de la proyeccién
cuya definicion estd dada por esta misma ecuacion. De esta relacién se deduce que
(ver, por ejemplo, la referencia [61])

(' 115 I MIT (k) - U (k) v jad M) = (5.2)

-/ -/
(s S T 0 0 IO R )
"
donde la expresién entre llaves es un simbolo 6j y el punto en T'(k) - U (k) indica que
todos los fndices de los operadores tensoriales T'(k) y U(k) de rango k estén contraidos.
Para poder utilizar la relacién de la ecuacién (5.2)) es necesario expresar los po-
tenciales en términos de productos de operadores tensoriales irreducibles. Ya vimos
que el potencial V,, se expresa como una suma de productos tensoriales de rango 1
en la ecuacién (3.64)). Por otro lado, para ver que el término tensorial es un producto
de operadores tensoriales de rango 2, basta notar que la contribucién V;, dada por la
ecuacion , también puede expresarse como

3 agh L gbga o o
Vi= 3" [oulryy) (375 — )] . |2 SJ;SZS” _ 5 sav| (5.3)

3
i<j=1

De esta expresion se puede ver que ambos factores tienen la forma de un tensor
irreducible general de rango 2
VAWt + vVtwe VW
2 3

5. (5.4)
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El producto escalar de dos tensores del mismo rango puede escribirse también en
términos de las componentes esféricas como

2

Q;;.0i = > (—1)'T;(2,q)U;(2, —q) = T3;(2).Uy(2). (5.5)

q=—2

Todos los elementos de matriz reducidos de los operadores espaciales pueden escribirse
en términos de las integrales radiales de las funciones sin determinar v%!

ol

Con estas consideraciones se calcularon los elementos de matriz del Hamiltoniano
del modelo general OGE+OME en la base arménica. Los resultados obtenidos para
los elementos de matriz de cada uno de los términos del Hamiltoniano de este modelo
de quarks general aparecen resumidos en la tabla [5.1) que permite distinguir las
contribuciones de la parte OGE y OME de cada potencial. Como ya se menciond
en el capitulo [3] los estados fisicos de momento angular J son una mezcla de estados
del modelo de quarks por lo tanto aparecen elementos fuera de las diagonales que se
notan como 2N; — 4Nj.

Hy Ve Vi Vorog VO a5 Vi ap AR

2Nijo mo CRCE 2 Py 0 —4Pj, 0
“Nij myg  —S° 1 5P 0 0 5D%1

2 _ 4 0,1 0 1 0,1
2 N3 /o mo S0 st S 0 2Pl 0
IN3o mg  —S° 91 2 Py 0 0 —4 D%
2Nyjp—Ngs 0 00 2P iR (iR —f3D™
N3 mg =S S 3Py 0 0 D!
2A1/2 mo s g1 0 _QP{?B 2P3lB 0
2A3/2 mo SIO Sll 0 P??B — P3IB 0

Tabla 5.1: Elementos de matriz de las componentes spin-spin Vj,, spin-érbita de dos
cuerpos Vy,_op, de tres cuerpos Vs, _3p v elementos de matriz de la componente tensorial
V; de la interaccién. Los supraindices 0 y 1 corresponden a los casos OGE y OME
respectivamente.

Los elementos de matriz de la tabla [5.1] involucran la masa promedio de los estados
del multiplete mg y diez constantes que pueden escribirse en términos de integrales
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radiales I, I, U y Jy como

3 2 5

§Y=— 5\0‘5 (IO + 3a214> : Py =— 4—%U0 :
3 a? 8 ab 2 ab

S/O - = 10_2 2[ PO :__UO DOZ——— 0
3 a3 a® 3 ad

St =-— (51, — 2°I; Py =3—=U" D'=——J;,
8ﬁ( 2 Q 4) ) 2B ﬁ ) 10ﬁ 4
3 2 ol

n_° ]1_2 271 pL o _ = Ut
S sf( o’Li) BT 97 m

(5.6)
donde las integrales radiales dependen de las funciones indeterminadas v%! que
aparecen en el potencial hiperfino y estan dadas por

I = / P (V2p)e P dp, T = / Pl (V2p)e P dp,
0 0

. (5.7)
I = / Pl (V2p)e ™ dp, Ut = / Pl (V2p)e ™ dp.
0 0

Las integrales Iy, I, U y J, dependen de la forma particular y de la intensidad relativa
de las interacciones de spin-sabor de un determinado modelo. Estas interacciones daran
lugar a una separacién de los valores para las masas (splittings) dentro de un multiplete
de spin-sabor.

Las masas fisicas y los angulos de mezcla se obtienen diagonalizando la matriz de
masa. Recordando la definicién utilizada para los angulos de mezcla dada por las
ecuaciones y , la forma general de la matriz de masas para los estados con
J =1/2,3/2 es de la forma

B M, + M_ cos 26 M _ sin 26
M= ( M_ sin 26 M, — M_ cos 26 ) (5-:8)
con
1 1
M+ = §(M1 —+ MQ) = 5 TI'M, (59)
1 1
Mo = (M —My) = \/Z (Tr M) — Det M (5.10)

donde M; y M> son los autovalores que corresponden a las masas fisicas. Las matrices
cambio de base estan dadas por

C’:( cqs@ smé’) ’ C_lz(cgsﬁ —s1n9)' (5.11)

—sinf@ cosf sinf cos@
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Asi las matrices pueden diagonalizarse y se obtienen las masas fisicas como

CMC = (]‘gl &2 ) (5.12)

De los resultados que se obtienen para los elementos de matriz de la parte de
dos cuerpos del potencial de la interaccion spin-6rbita de los modelos OGE y OME
son proporcionales entre s, es decir V! ,» ~ V2 . También los elementos de matriz
correspondientes al potencial tensorial son proporcionales, V,! ~ V.. Esto nos permitié
escribirlos en una sola columna en la tabla [5.1] ya que solo difieren en los valores
numéricos de las integrales espaciales Pig v Py en el caso de la interaccién spin-6rbita
y de D'y D° en el caso de la interaccién tensorial.

Los resultados obtenidos con este modelo dan una informacién limitada sobre el
espectro bariénico de los estados considerados. Se pueden obtener muchos resulta-
dos interesantes si se hace una conexion de estos resultados utilizando una base de
operadores de large N.,.

Vimos en el capitulo |4 que se pueden obtener las matriz de masa para bariones
excitados con L = 1, de manera alternativa, a partir de una combinacién lineal de los
18 operadores CCGL de spin-sabor [27] que se muestran en la tabla . Vimos que
estos operadores fueron originalmente obtenidos para realizar un analisis en términos
de la expansién en 1/N, pero, como se mostrard en este capitulo, también son ttiles
a N, = 3 fijo ya que proporcionan una base sobrecompleta para la matriz de masa de
los estados bariénicos fisicos.

Para realizar la conexién (matching) entre los resultados del modelo de quarks y la
expansiéon en 1/N,, es 1til agrupar a los operadores CCGL segiin como operan sobre
la parte espacial, es decir, segtin su valor de ¢ ya que el potencial del modelo de quarks
que consideramos estd dado por una suma de Vi, Vi, v V; que sabemos que tienen
¢ = 0,1, 2 respectivamente. De este modo, el operador de masa que se obtiene en el
marco de una expansién en 1/N, se puede escribir como

18
M = ) ¢ 0i =0+ 01+ Ops. (5.13)
i=1
Segtn la definicién de los operadores dada por las ecuaciones de la tabla [4.3| cada uno
de estos términos se pueden escribir como

ngg = Z C; Oi, (514)

i=1,6,7,11,16

OZ:l = Z C; 07, s (515)

1=2,4,5,9,10,13,14,15
0422 = E C; Ol . (516)
1=3,8,12,17,18

Los coeficientes ¢; son parametros que usualmente se determinan haciendo un ajuste
a datos experimentales. Los elementos de matriz de los operadores C'CGL se mues-
tran explicitamente en el apéndice [B] Eligiendo N. = 3 se obtienen valores para las
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matrices de masa de los operadores Oy— 12 que se expresan como combinacién lineal
de coeficientes ¢;. Observamos que estos elementos de matriz responden a la estructura
general que se muestra en la tabla [5.2l Es decir que, los elementos de matriz corres-
pondientes a operadores con ¢ = 0 pueden ser parametrizados por tres parametros
Si123. En el caso de ¢ = 1 se pueden parametrizar por cuatro pardmetros P; 234 y para
¢ = 2 por dos parametros D, 5. Las relaciones entre los coeficientes ¢; y los parametros

S, P, D se presentan en las ecuaciones C.9) del apéndice

Or=o Op=1 Or=2

2N1/2 S 2P 0
4N1/2 Sy 5P, 5Dy
2N1/2—4N1/2 0 P3 —5D2
2N3/2 S1 P 0
Ny S, 2P —4D,
*N3jo — Ny 0 \/gp?, \/%DQ
4N5/2 SQ —3 P2 Dl
2A1/2 S3 —2 P 0
2Ny, S, P, 0

Tabla 5.2: Estructura general de las matrices de masa con ¢ = 0,1 y 2 expresadas en
términos de los operadores CCGL que aparecen en la expansién en 1/N..

Ahora bien, se tienen 18 operadores independientes y el 70-plete bariénico sin
extraneza requiere de siete masas y dos angulos de mezcla para describir el espectro.
Esto significa que los elementos de matriz de al menos 9 de los 18 operadores son nece-
sariamente linealmente dependientes (como ya mencionamos al final de la seccién [4.5)).
Esto implica que existen relaciones entre estos operadores C'C'GL si nos restringimos
al espacio nueve-dimensional de las masas fisicas y los angulos de mezcla. Las nueve
relaciones entre los operadores CCGL estan dadas en el apéndice |D| con las que se
observa que se pueden elegir los primeros nueve operadores O; ¢ como una base para
calcular las masas de los bariones no extrafios del multiplete [70,17].

Para relacionar los resultados del modelo de quarks con lo obtenido con la base de
operadores CCGL comparamos la tabla y la tabla Los valores obtenidos con
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cada uno de los métodos se relacionan segun

S = mo+S°+ S, (5.17)
Sy = mg—S°+ 5", (5.18)
Ss = mg+ S0+ 85", (5.19)
P, = —P)y— Plz+2P;p, (5.20)
Py, = Pjg+ Pyg, (5.21)
Py, = Ply+ P+ P+ Py, (5.22)
Py, = Py — Piy, (5.23)
D, = D+ D', (5.24)
D, = —-D'— D' (5.25)

Las ecuaciones (5.17)—(5.25]), junto con las ecuaciones que relacionan los ¢; con los
Si, Py D; (C.1)—(C.9) y las expresiones para S%!, §0t P%l vy DOl dadas por las
ecuaciones y @ , constituyen el matching analitico completo del modelo de
quarks genérico definido por las ecuaciones f a la expansion de operadores
de spin-sabor efectiva utilizada en los analisis de 1/N, para bariones excitados.

Cabe destacar que calculando los elementos de matriz utilizando O, ¢ como base
de nueve operadores independientes podemos hallar los valores de ¢, o en funcién de
las masas fisicas y de los angulos de mezcla. Las expresiones explicitas obtenidas se
presentan en el apéndice [E]

Tomando una version simple del modelo de quarks como lo es el modelo IK se pueden
chequear las expresiones halladas que se describieron en esta seccién, este andlisis se
presenta en el apéndice [F]

Tanto para el caso del modelo OGE+OME como para los casos mas particulares
que tienen interacciones solo de tipo OGE o solo de tipo OME existen restricciones
sobre estos nueve operadores que implican a relaciones entre los dngulos de mezcla y las
masas fisicas que son independientes de los parametros y se discutiran en la proxima
seccion.

5.3 Relaciones entre las masas y angulos de mezcla

A partir de los resultados de la seccion anterior se pueden obtener las relaciones entre
las masas y los angulos de mezcla en el caso general y en los casos mas particulares
que llamamos OGE y OME. Esto se presenta a continuacién.

La parametrizacion general de la matriz de masa que se mostré en la tabla
involucra nueve parametros: tres para la parte escalar, cuatros para la parte vectorial
y dos para la parte tensorial de la interaccién. Estos nueve parametros se pueden
resolver en términos de las masas fisicas y de los dngulos de mezcla, lo que permite
estudiar su dependencia con los angulos de mezcla, este andlisis se presentara en la

seccion [B.4]
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Sin embargo, para el modelo de quarks mas general OGE+OME las once constantes
que determinan todos los elementos de la matriz en la tabla [5.1] aparecen s6lo como
siete combinaciones independientes como se puede ver explicitamente de las ecuaciones
f (y también de las relaciones dadas por las ecuaciones y que
seran discutidas mas adelante). Esto implica que deben existir dos relaciones entre las
masas y los angulos independientes de los parametros.

Las relaciones obtenidas con el matching (especificamente las ecuaciones ((5.17)-
(5.25])) implican que los elementos de matriz de espin-orbita del modelo OGE+OME
satisfacen

Como los P; 4 se relacionan con los ¢; (ecuaciones (C.19)—(C.28)) que pueden expre-

sarse en funcién de las masas de los estados fisicos y los dngulos de mezcla (ver apéndice
, de esta ecuacion se desprende la primera relacion entre las masas y los angulos de
mezcla que llamaremos R1

1 3 5
R1: §(N1/2 — Ni/9)(3 cos 2601 +sin 20;) + (N3ja — Ny o) (—g cos 265 + \/;sin 293)

1 7 9
= —§(N1/2 + N{/g) + 5(N3/2 + N?/,/g) - 3N5/2 — 2015 + 2432,
(5.27)

donde Nj, N, Ay refieren a las masas fisicas E

Es interesante notar que la relacion R1 se cumple para el modelo de quarks mas
general con interacciones de dos cuerpos, fue obtenida por primera vez en [62] (ver
ecuacién (5) de esta referencia). Esta misma relacién se obtiene en una expansion de
1/N, conservando todos los operadores CCGL hasta orden 1/N,. y usando N, = 3 para
evaluar los elementos de matriz.

Por otro lado, si se expanden los elementos de matriz en un anélisis en 1/N, dejando
de lado las correcciones de orden 1/N? se obtiene la relacion R1’ dada por [60,63]

RI: (Nyjs — Nip)(13cos 26 + 4v/2sin 26;) — 4(Nyjp — N3 ) (cos 26, — 2/5sin 293)

= —3(N1/2 + N{/Q) + 12(N3/2 + Né/z) - 18N5/2 — 24A1/2 + 24A3/2 ,
(5.28)

Usando los valores experimentales para las masas de los bariones N y A que se muestran
en la tabla|5.3[se pueden graficar las relaciones R1y R1’ en el plano definido por los dos
angulos de mezcla. Las correlaciones entre los angulos dadas por R1 y R1’ se muestran
en el grafico de la figura [5.1} Es interesante notar que, a pesar de que las expresiones
analiticas R1 y R1’ parecieran muy diferentes, del grafico recién mencionado vemos

IEsta notacién para los estados fisicos se utiliza en este capitulo por simplicidad pero no es utilizada
en el resto de la tesis.
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que numéricamente la correlacién de los angulos al considerar N, = 3 es muy similar.
Esto indica que las correcciones de orden 1/N?Z son chicas.

La segunda restriccién que se desprende del matching en el caso general OGE+OME
estd dada por

Di+Dy, = 0. (5.29)

Esta ecuacién lleva a la segunda relacién entre las masas y los angulos de mezcla

5
R2: 5(Nij2 — Nyjp)(cos 20y + 2sin201) — 4(N3ja — Ny o) <2 cos 203 + \/;sin 293>

Las dos relaciones R1 y R2 aparecen graficadas como una linea llena y una linea
discontinua en el panel izquierdo de la figura donde nuevamente se usaron los
valores centrales para las masas experimentales que de la tabla [5.3] Cada relacién
da lugar a correlaciones distintas entre los dos dngulos de mezcla (0y,63). Sus in-
tersecciones dan dos soluciones posibles para los dngulos de mezcla, que llamaremos
sol-A= (0.80+0.32,0.01£0.21) y sol-B= (—0.0440.68, —0.23 +0.17) y aparecen en el
grafico como un punto y un circulo respectivamente. Los errores se obtuvieron mediante
la propagacién de errores sobre los valores experimentales de las masas indicados en
la tabla [5.3] Es interesante comparar estas soluciones con los angulos de mezcla que
resultan de hacer un ajuste global de los coeficientes de la expansién en 1/N,, en ese
caso se obtienen los angulos (0, 603) = (0.49£0.29, —0.13+0.17) [63]. Los valores para
los angulos del ajuste global se incluyeron como un punto més chico en el gréafico del
panel izquierdo de la figura [5.2]

Nijp(1535)  NJ,(1650)  Nsjp(1520) N, ,(1700)  Nsjp(1675)  App(1620)  Agj(1700)

PDG(2014) 1535410 1658 +13 151545 170050  1675+5  1630+£30 1710 =40
OGE 1533+£37  1659+43  1516+36  1717+19  1675+16  1627+39 1716 430
OME 1535426 1659423  1515+19 169317  1675+19  1637+18 1683+ 15

Tabla 5.3: Los valores experimentales que se muestran en la primera linea fueron
extraidos de la ref. [2]. El espectro de masa obtenido de los ajustes realizados con las
interacciones OGE y OME, como se describe en la seccion [5.4] se muestra en las dos
ultimas lineas. Todas las masas estan dadas en MeV.

Al considerar las incertezas sobre las masas, las curvas pasan a ser bandas como se
muestra en el grafico del panel derecho de la figura[5.2] Los gréficos de dispersion fueron
obtenidos utilizando el lenguaje FORTRAN asumiendo una distribucién gaussiana
alrededor de los valores experimentales centrales para las masas y teniendo en cuenta
las incertezas de la tabla [5.3] Los rectdngulos corresponden a las soluciones sol-A y
sol-B y a la solucién del ajuste global con sus correspondientes barras de error dados en
la tabla Al considerar los errores en la determinacion de las masas experimentales
se puede ver que aparece una tercera solucion en la region superior izquierda del gréafico
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Figura 5.1: En linea llena se muestran las correlaciones entre angulos obtenidas al
imponer la relaciéon de masas R1, ecuacién ([5.27)). La linea punteada corresponde a la
relacién R1’, ecuacién (5.28)), que difiere de R1 en correcciones de orden 1/N?.

que corresponde a sol-C & (—1.14, 1.50). Sin embargo, contrariamente a los que sucede
con las soluciones sol-A y sol-B, los valores de sol-C para los angulos de mezcla
quedan excluidos por el ajuste global de la referencia [63] que incluye informacién
sobre decaimientos bariénicos. Por lo tanto, esta solucion no se consideré en nuestros
analisis posteriores.

sol—A sol-B OGE OME
0, 0.80 £0.32 —0.04 £+ 0.68 —0.04 +0.19 0.78 £0.28
05 0.01 £0.21 —0.23+0.17 —0.29+0.17 0.11 +0.13

Tabla 5.4: Angulos de mezcla (en radianes) para las dos soluciones (sol-A y sol-B) que
se obtienen considerando el modelo con una interaccion general del tipo OGE+OME
y para modelos con interacciones del tipo OGE y OME.

Ahora bien, ya mencionamos que si consideramos modelos de quarks menos ge-
nerales surgen restricciones adicionales. Si consideramos el caso de un modelo sélo
con interacciones del tipo OGFE los parametros con supraindice 1 en las ecuaciones
f se anulan por lo tanto aparece una relacion adicional entre los elementos

de matriz dada por

P+P = 0, (5.31)
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Figura 5.2: Angulos de mezcla que cumplen con las relaciones R1 y R2, dadas por las
ecuaciones y . Panel izquierdo: Las curvas fueron obtenidas utilizando los
valores centrales de las masas experimentales e indican la relacién entre los angulos
01 y 03. La interseccién indicada con un punto corresponde a sol-A = (0.80,0.01),
mientras que el circulo indica la sol-B = (—0.04,—0.23), indicado con un circulo.
El punto mas chico entre estas dos soluciones corresponde al ajuste global de los
dngulos realizado en [63]. Panel derecho: diagrama de dispersién obtenido al incluir
los errores experimentales sobre las masas barionicas. Los rectangulos corresponden a
las soluciones sol-A, sol-B y al ajuste global (en linea discontinua) de acuerdo con la

tabla

que implica una relacién entre las masas y los dangulos de mezcla que puede escribirse
como

R3: —25(Nyjz — Nyj) cos 2601 4 16(N3ja — Ny ) cos 203

Es decir que en el caso OGE deben cumplirse simultaneamente las relaciones R1, R2
y R3. Los dngulos de mezcla que resultan de estas restricciones se muestran graficadas
en la figura [5.3| junto con su correspondiente grafico de dispersion. Se puede ver que
estas relaciones combinadas excluyen a la solucién sol-A.

Consideremos ahora el caso OME. Ademas de las ecuaciones y que
se cumplen en el caso general OGE+OME , se obtienen dos relaciones adicionales, una
para la parte escalar y otra para la parte vectorial de la interaccién dadas por

SQ - 53 - 0, (533)
Pi+P,+2P = 0. (5.34)
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Estas restricciones dan lugar a las relaciones que llamaremos R4 y R5 respectivamente
y estan dadas por

R4: — (N1jg = Njjo) cos 20y — 2(N3p — Ny ) cos 203
— —(Nijs+ N j3) = 2(Ngja + Njjp) — 6Nsjo + 401/ + 805, (5.35)

R5: — 25(N1jg — Ny jp) cos 201 + 16(N3 /2 — Ny o) cos 203

En la figura [5.4] aparecen graficadas simultaneamente las relaciones R1, R2, R4 y
R5 con el grafico de dispersién correspondiente.

Es interesante notar que la relacion R4 que se cumple para el caso OME, también
se obtiene si se considera el caso general de una interaccion OGE+OME en la que la
parte de spin-spin se puede describir como una funcién espacial delta de Dirac de cero
alcance (con esta consideracién este término coincide con el termino de la interaccién
spin-spin en el modelo IK). En este caso en el que se tiene una interaccién spin-spin de
contacto, es facil ver que la integral IJ"' se anula, lo que implica S = —S5". Esto se
traduce en la relacion Sy = S3, que corresponde a la ecuacion . Es decir que R4
debe cumplirse también para este caso mas general en el que la interaccion es del tipo
OGE+OME'. El area central de color naranja en el grafico de dispersion de la figura
[5.4] corresponde a la regién en la que R4 se cumple teniendo en cuenta los errores
experimentales. El drea en el plano de los angulos de mezcla definida por la restriccion
R4 se superpone con los rectangulos que corresponden a las soluciones sol-A y sol-B
y los valores del ajuste global la figura[5.2] todas estas soluciones son compatibles con
un modelo con una interaccién spin-spin de corto alcance independiente del sabor.

Finalmente, si definimos la precisién (en %) como

100 x |LHS — RHS|/(LHS + RHS) , (5.37)

donde LHS (RHS) corresponde a los términos a la izquierda (derecha) de la ecuacién
LHS = RHS, correspondiente a cada una de las cinco ecuaciones R1,...,R5, podemos
estimar el grado en el que se cumplen estas relaciones. Para evitar cancelaciones, las
ecuaciones LHS = RHS asociadas a las relaciones R1,...,Rb se obtienen reordenando
los términos de cada relacion de modo tal que, al evaluar las masas y los dngulos, los
valores de todos los términos dentro de LHS, RHS sean positivos. Un valor para la
precision de menos del 1% indica que la relacién se cumple para valores tipicos para
las masas y los splittings.

Las precisiones de R1,...,R5 para cada una de las soluciones para los angulos de
mezcla halladas se muestran en la tabla[5.5 Se puede ver que las relaciones R1y R2
se satisfacen para las tres soluciones obtenidas. La relacién R3, que corresponde al
caso OGE, se cumple mejor en el caso de las soluciones sol-B y sol-C, mientras que
las relaciones del caso OME (R4 y R5) se muestran mas compatibles con la sol-A. Es
interesante notar que, contrariamente a R5, la relacién R4 se satisface bien tanto para
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la sol-A como para la sol-B. Como ya mencionamos antes R4 también corresponde a
un modelo general de tipo OGE+OME con una interaccién spin-spin de corto alcance.

01, 05) Rl R2 R3(OGE) R4 (OME) R5 (OME)
sol A (0.80,0.01) 0.00 0.00  1.89 0.35 0.52
sol-B (—0.04, —0.23) 0.00 0.00 0.17 0.15 1.08
sol-C (—1.14,1.50) 0.15 0.23 0.01 2.01 1.22
Tabla 5.5: precision (en %) de las relaciones entre las masas R1,... R5.

05

15 -10 -05 00 05 10 15 15 -10 -
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Figura 5.3: Angulos de mezcla para el caso OGE dados por la relacion R3,
ecuacion ((5.32)) (linea punteada verde) y los dngulos de mezcla correspondientes a
las correlaciones R1, ecuacién ((5.27)) (en rojo) y R2, ecuacién ([5.30)) (en azul) del caso
general OGE+OME. En el panel izquierdo se usaron los valores centrales de las masas
experimentales mientras que en el grafico del panel derecho se muestran los diagramas
de dispersion obtenidos al considerar los errores experimentales dados en la tabla .

5.4 Angulos de mezcla y ajustes a los datos
experimentales

En esta seccién estudiaremos los ajustes de las matrices de masa para bariones excitados
con L =1 y los valores obtenidos para los angulos de mezcla.

Como se mostrd en la seccién [5.3, obtuvimos dos relaciones entre las masas y los
angulos de mezcla R1 y R2 para el caso de una interaccién general del tipo OGE+OMFE
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Figura 5.4: Angulos de mezcla para el caso OME dados por la relacién R4, ecuacién
(5.35)) (en naranja) y por la relacién R5, ecuacién (en verde) y los angulos de
mezcla correspondientes a las correlaciones R1, ecuacién (en rojo) R2, ecuacién
(5.30) (en azul) del caso general OGE+OME. En el panel izquierdo se usaron los
valores centrales de las masas experimentales. R4 no aparece en este grafico ya que
esta relacion no se cumple para los valores centrales. En el grafico del panel derecho se
muestran los diagramas de dispersion obtenidos al considerar los errores experimentales

dados en la tabla

dada por las ecuaciones (3.61)), (3.62)) y (3.63]). Estas relaciones provienen de las dos
restricciones dadas por las ecuaciones y dejando sélo siete parametros
libres que se pueden ajustar a las siete masas y los dos angulos de mezcla obtenidos en la
seccién anterior que llamamos sol-A y sol-B. En el caso de un modelo més restrictivo,
vimos que, ademas de las relaciones R1 y R2, aparecen condiciones adicionales que
deberan cumplirse. En el caso OGE la relacion adicional estd dada por la ecuacion
(5.31]) (que corresponde a la relaciéon R3), lo que permite hacer un ajuste de los seis
parametros libres a los valores empiricos de las siete masas bariénicas. En el caso OMFE
aparecen dos relaciones adicionales que se muestran en las ecuaciones y
(asociadas con R4 y R5), dejando sélo cinco pardmetros libres para ajustar a los datos
experimentales. Los angulos del ajuste serdan los obtenidos al diagonalizar las matrices
de masa correspondientes en ambos casos. Estimaremos los errores de los dngulos de
mezcla obtenidos por propagacion de errores teniendo en cuenta las expresiones para
las matrices de cambio de base dadas por la ecuacién .

Antes de discutir los resultados del ajuste, es conveniente redefinir los pardametros
de la parte escalar de la interacciéon como

S = Sy—ASw,  Se=S)+ASwm, S;=S+AS;. (538
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De esta manera Sy es la contribucién del operador unidad independiente del espin y
queda separada explicitamente. Esta contribucion esta asociada a la masa promedio
del multiplete, corresponde a escalas de energia mucho mayores a las diferencias de
masas y no contribuye a los splittings.

Los resultados de los ajustes de los modelos OGE+OME, OGE y OME a los
datos experimentales se presentan en la tabla [5.6] Los valores de estos pardmetros
se obtuvieron teniendo en cuenta los datos experimentales minimizando la funcién y?
que cuantifica la bondad del ajuste a los datos para un dado conjunto de pardmetros.
Para ajustarlos utilizamos el programa MINUIT [64] implementado en lenguaje de
programacién FORTRAN que minimiza el x? en forma iterativa. En la tabla se muestra
el valor de x? por grado de libertad, indicado como X3 ;. En esta tabla los niimeros en
italica corresponden a los parametros que no fueron ajustados sino que se determinaron
a partir de las relaciones que permiten expresarlos en funcion de los parametros libres
en cada caso.

So ASiy AS3 P P, Py Py D, Dy Xiu
sol-A 1606 +5 65+11 77+27 —28+9 —-5+4 —11+18 27+14 —-10+3 1w0+s 0.00
sol-B 1603+9 75+£8 81428 —-36+5 —-04+32 25+14 2712 —44+6 4+6 0.00
OGE 1607+6 74+9 80+28 0443 0.4+8 so+17 30%x14 —5+£4 s5+4 022
OME 16054 63+£12 63412 —26 + 16 —5+4 —20 + 10 15+6 —8+2 s+2 0.53

Tabla 5.6: Los ajustes obtenidos con las soluciones del modelo general sol-A y sol-B
tienen siete parametros libres. Los ajustes con los valores dados por los modelos OGE
y OME tiene seis y cinco parametros libres respectivamente. Los valores numéricos
en italica indican qué parametros no han sido ajustados sino que fueron obtenidos a
partir de las relaciones de los modelos. Todos los valores estan dados en MeV.

Considerando estas suposiciones generales sobre la forma de la interaccién quark-
quark, al realizar los ajustes se obtienen valores tipicos de 80 MeV, 30 MeV y 10 MeV
para las componentes del operador de masa con ¢ = 0, 1, 2 respectivamente y una masa
promedio de Sy ~ 1600 MeV. Las predicciones para el espectro bariénico obtenidas
con un modelo OGFE y las correspondientes a un modelo OME se muestran en la tabla
donde se puede observar que coinciden con los valores experimentales. Ambos
modelos admiten un ajuste que incluye los datos observados sin que haya una tensién
perceptible entre los parametros.

Todos los angulos de mezcla obtenidos que aparecen en la tabla se muestran
resumidos en un gréfico en la figura[s.5] donde ademés se incluyen los valores del ajuste
global de [63] ya mencionado con la etiqueta GGS, en este andlisis global se utilizd
la expansién en 1/N, y contiene datos sobre decaimientos fuertes y electromagnéticos.
Vemos que las dos soluciones generales sol-A y sol-B se pueden asociar a dos tipos de
interacciones quark-quark distintas que llamamos OGEy OME. Teniendo en cuenta los
errores experimentales, el ajuste global a los angulos de mezcla no permite distinguir
entre estas dos posibilidades.

Las dos soluciones sol-A y sol-B difieren en caracteristicas de sus interacciones
tensorial y de spin-érbita. En la figura [5.6] se muestra como la parametrizacién con
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Figura 5.5: Angulos de mezcla para las soluciones del caso general sol-A y sol-B, y
para las soluciones obtenidas con los modelos OME y OGE. Los valores graficados
se muestran también en la tabla [5.4 Se incluye también la soluciéon GGS del ajuste
global [63].

S, Py D de la matriz de masa depende de los angulos de mezcla. En los graficos de
contorno se incluyeron la curva correspondiente a R1 (curva roja), las soluciones sol-A
y sol-B como un punto un circulo respectivamente y los angulos GGS como un punto
mas chico. Los graficos de la figura [5.6] se puede ver que los parametros S, Py D son
funciones suaves de los dngulos, contrariamente a lo que sucede con los coeficientes ¢; de
la expansion de operadores en 1/N,. como se verd en la préxima seccién. En particular,
queda en evidencia que P, es independiente de los angulos de mezcla. En el panel
izquierdo de la figura se grafica la restriccién sobre Dy + Dy dada por la ecuacion
, se puede ver que se trata de una funcién que varia lentamente con los angulos.
En el panel derecho aparece graficada la relacién /D? + D2 ya que permite visualizar
la magnitud de la interaccién tensorial. Podemos ver que la solucién sol-B esta cerca
de una region con una componente tensorial chica, mientras que sol-A se aleja de esa
regién. En la figura 5.8 se muestra el grafico de v/P? + P} + P? + P} donde se puede
ver que tanto sol-A como sol-B tienen elementos de matriz correspondientes a la parte
de spin-orbita de intensidades similares.

De los ajustes que obtuvimos en la tabla se observa que ASjs &~ AS3 (es decir,
Sy & S3 y se cumple la relacién R4), lo que sugiere una interaccién de contacto en
el término independiente del sabor como ya fue discutido en la seccién . Esta
conclusion es valida independientemente de la estructura de la interaccién de spin-
sabor.

Los valores obtenidos a partir del ajuste de los parametros puede entenderse cuali-
tativamente notando que existen combinaciones de masa particulares que son indepen-
dientes de los angulos de mezcla. Discutiremos este aspecto en lo que sigue.

Por otro lado, los parametros Py y AS5 estan determinados por los splittings y por
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Figura 5.6: Elementos de matriz como funcién de los dngulos de mezcla (6, 6s).
También se muestran los dngulos de mezcla para la solucién sol-A (punto) y sol-B
(circulo). El punto més chico en el medio corresponde a la soluciéon GGS del ajuste
global . La curva en rojo corresponde a la correlacién entre los angulos dada por
R1, ecuacion ([5.27)).

el promedio ponderado por el espin de las masas de Ag/ y A;/o de modo que

Aszp — A

P, = %7 (5.39)
2A A

AS; = %) (5.40)

lo que resulta en Py ~ 27 MeV y AS3; = S35 — Sy ~ 78 MeV usando los valores
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Figura 5.7: Vinculo D; + Ds en el plano de dngulos de mezcla (izq.) y la magnitud de
la interaccién tensorial y/D? + D3 (der.). La relacién R1 y las soluciones sol-A, sol-B
y GGS aparecen como en los graficos de la figura
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Figura 5.8: Magnitud de la interaccién spin-érbita /P + P# + P# + P? en el plano
de angulos de mezcla. La relacién R1 y las soluciones sol-A, sol-B y GGS aparecen
como en los graficos de la figura [5.6]

experimentales para las masas bariénicas que se muestran en la tabla 5.3
Tomando la traza de la matriz de masa para J = 1/2 y J = 3/2 se obtiene una
relacién muy simple dada por

Nija+ Nijy = Ngjp+ Ny, (5.41)
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que es independiente de los angulos de mezcla y se satisface para los valores de masas
observados como 3193 £+ 16 MeV = 3220 + 50 MeV. Por lo tanto, es de esperar que
esta relaciéon sea valida también en el caso de los modelos a los que se le realizé el ajuste
a los datos experimentales. En términos de los parametros S, P y D esto implica que
debe cumplirse

3D, = P —D,. (5.42)

Esta restriccion se satisface de distinta manera para cada uno de los ajustes realizado.
En el caso de los ajustes sol-B y OGE, tanto P; como P, son chicos lo que resulta en
un valor chico para el parametro D;. Por otro lado, en los casos de sol-A y OME P,
es chico pero P; es grande lo que implica un valor mayor para D;.
Otra relacion empirica que se satisface bien es
20375 + Ay

Ngjo = # 5 (5.43)
ya que al considerar los valores observados resulta en 1675 + 5MeV = 1683 4+ 28MeV.
En términos de los parametros para los elementos de matriz esta relacién implica

SQ - Sg - 3P2 - D1 . (544)

Usando la relacion Sy = S5, que se cumple dentro de los errores, para todos los ajustes
realizados obtenemos una relacion aproximada dada por Dy = 3P, que explica el hecho
de que el elemento de matriz de spin-érbita P, es chico en todos los casos correla-
cionandolo con los valores tipicos hallados para los elementos de matriz tensoriales
D 5.

5.5 Relacién con la expansion en 1/N,

En esta seccién traduciremos las relaciones sobre los elementos de matriz de la seccién
anterior para obtener restricciones sobre los coeficientes ¢; y obtener una visién sobre
su significado fisico. De este modo podemos conectar la expansién en 1/N, de QCD
con los resultados de un modelo general de quarks.

Eligiendo una base de nueve operadores independientes de la expansién en 1/N.
podemos expresar los elementos de matriz 5123, P1 234, D12 en términos de los coefi-
cientes de operadores ¢; (i = 1,9). Las ecuaciones que relacionan estas dos parametriza-
ciones estan dadas explicitamente en el apéndice |C| (ecuaciones —). En
la figura se muestran los graficos de los nueve operadores c;, ¢ que muestran
sus dependencias con los angulos de mezcla. Observamos que todos los coeficientes
dependen de ambos angulos y que los coeficientes c3 y cg tienen las dependencias mas
pronunciadas y son muy sensibles a pequenios cambios en los valores de los angulos.
Esto no es lo que sucede con los parametros S, P y D que se analizaron en la seccién
anterior donde se mostré que todos los elementos de matriz son funciones suaves que
varfan lentamente con los dngulos 6; y 05 (ver figura [5.6)).



86 Analisis de operadores para bariones de paridad negativa

-5 -1.0 -05 00

-15 -10 -05 00 05 1.0 15 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5

7

-15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5 -5 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5

Figura 5.9: Coeficientes de los operadores como funcién de los angulos de mezcla
(01, 63). También se muestran los dngulos de mezcla para la solucién sol-A (punto) y
sol-B (circulo). El punto més chico en el medio corresponde a la soluciéon GGS del
ajuste global . La curva en rojo corresponde a la correlacién entre los dngulos dada

por R1, ecuacién ((5.27)).

En la tabla se presentan los valores que se obtienen para los coeficientes ¢;
correspondientes a cada uno de los casos discutidos, es decir, sol-A y sol-B y al caso de
una interaccion general del tipo OGE+OME y a los modelos mas particulares OGE y
OME. Los resultados se muestran junto con los resultados de otros dos analisis ,
que denotamos F'G y GGS respectivamente. Los valores en itdlica indican coeficientes
que no han sido ajustados sino que fueron determinados mediante restricciones que se
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discutiran a continuacion.

sol-A sol-B OGE OME FG GGS
c1 467 £ 10 458 £9 460 +9 472 +£12 463 £+ 2 497+ 5
Co —33 £ 28 —52 £ 22 —61 £ 22 —10£8 —36 £ 12 —24 £+ 20
c3 241 £ 76 85 4+ 132 116 4+ 104 200 £ 52 313 £ 69 96 4 42
Cy 132 £48 16 £ 27 0 124 + 41 65 £+ 31 38 £39
Cs 95+ 49 81 +42 88 4+ 47 62 + 29 71+18 59 4+ 37
Ce 408 + 60 460 =% 50 456 £ 51 367 £ 75 443 £ 10 283 + 36
cr —27+ 64 —12+£65 —11+£65 0 —20+ 31 4+13
cs —60 + 20 —21 + 33 —29 + 26 —50+ 13 0 247
Cy 0 0 0 0 0 0

0 0.80£0.32 —-0.04+0.68 —0.04+0.19 0.78+0.28 0.52£0.13 0.49£0.29
03 0.01+£021 -0.23+0.17 —-0.29+0.17 0.11+0.13 —-0.12+0.09 -0.13£0.17

Tabla 5.7: Ajustes para los coeficientes de la expansién en operadores (en MeV) y
angulos de mezcla (en radianes). Las tltimas dos columnas muestran los resultados
de las referencias [60,|63], respectivamente. Los nimeros en itdlica corresponden a
los parametros que no fueron ajustados sino que se determinaron a partir de las
restricciones que se imponen en cada modelo.

En lo que sigue compararemos los valores de los coeficientes ¢; obtenidos del analisis
global GGS de la referencia [63], donde, recordamos que, se realiz6 un ajuste utilizando
la expansién en 1/N, y teniendo en cuenta ademds valores experimentales sobre de-
caimientos fuertes y electromagnéticos de los bariones.

La primera relacion general, dada por la ecuacion ([5.26)), corresponde a cg = 0
y ha sido utilizada como restriccion en las referencias [60,/63] ya que corresponde a
despreciar a las contribuciones del operador Oy que es un operador de mayor orden
en la expansién en 1/N,. La segunda relacién general, ecuacién , corresponde a
c3+4cg = 0. Para el caso del ajuste GGS esta relacion se traduce en 104+50 MeV = 0
que, en principio, indica que la relacién no se cumple. Sin embargo, la relacién Dy + D,
en términos de ¢; estd dada por la ecuacion que en la base Oy g se reduce a la
relacion ¢z + 4cg = 144(Dy + Dy). El factor numérico grande en esta ecuaciéon hace
que, para el caso GGS, esta relacion dé como resultado Dy + Dy = 0.7 = 0.3 MeV lo
que indica que la relaciéon Dy 4+ Dy = 0 se viola muy poco ya que es una funcién que
varia lentamente con 6, y 05 (ver panel izquierdo de la figura .

Si restringimos la interaccién general de tipo OGE+OME a un modelo con inter-
accion de tipo OGE se debe cumplir la relacion de la ecuacién que es equivalente
a la restriccion ¢y = 0, que se satisface dentro de los errores como 38 £ 39 MeV = 0.
En el caso OME vimos que se tienen dos relaciones. La primera relacion estd dada
por la ecuacion (5.33) e implica ¢; = 0 que también se satisface ya que se traduce en
4413 MeV = 0. La segunda relacién para el caso OMFE aparece en la ecuacion ([5.34))
y se reduce a 9cy = —12¢c5 4 16¢5 que lleva a 342 + 351MeV = 1232 4+ 639 MeV con
lo que se ve que esta relacién también se cumple para los valores de los coeficientes
ajustados con el analisis global.
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Vemos que, tanto las relaciones generales, como las relaciones de los modelos par-
ticulares OGE y OMEFE son compatibles con los valores obtenidos para los coeficientes
de la expansién en 1/N. a partir del andlisis global GGS. Esto es consistente con lo que
fue observado para los angulos de mezcla, como se discutié en la seccién y aparece
resumido en la figura 5.5

Si consideramos la interaccion general OGE+OME con una interaccion de contacto
independiente del sabor para la parte de spin-spin del potencial, entonces también se
cumple S; = S3 que implica ¢; = 0. Esta condicion se satisface bien para todos
los ajustes realizados lo que sugiere que la parte independiente del sabor del término
hiperfino del potencial consiste en una interaccién de corto alcance.

Finalmente, consideramos las restricciones dadas por las relaciones empiricas antes
mencionadas definidas por ecuaciones @ y . La relacién entre las trazas de
las matrices de masa dada por la ecuacion @ implica 3c3 + 8¢ = —12¢5 + 9cy y se
satisface ya que se traduce en 760 + 322 MeV = 642 £+ 427 para los valores de GGS. La
relacién entre N5/, y las A dada por la ecuacion resulta en —3cy+ %63 = 2c5+ %Cg
que también se satisface dentro de los errores como 88 4+ 60 MeV = 119 + 74 MeV.

Todas estas correlaciones entre coeficientes de operadores no son evidentes cuando
uno realiza un ajuste al espectro de masas a ciegas. El ajuste de un modelo de quarks
general a los operadores efectivos de spin-sabor en una expansién en 1/N, revela estas
relaciones y aporta una vision sobre su significado dinamico.

5.6 Conclusiones

En este capitulo consideramos un modelo de quarks no-relativista muy general, definido
por las ecuaciones 7, que incluye interacciones quark-quark tanto depen-
dientes como independientes del sabor. Se mostré que con este modelo el espectro
de masas observado para los bariones con L = 1 sin extraneza establece fuertes
restricciones sobre los dos angulos de mezcla para los estados con J = 1/2,3/2. Estas
restricciones son independientes de la forma particular de las componentes correspon-
dientes a las partes de spin-spin, spin-6rbita y tensorial de la interaccion quark-quark
efectiva. Esto se manifiesta expresdndolas como las soluciones (sol-A y sol-B) de las
relaciones entre las masas empiricas y los angulos de mezcla que llamamos R1 y R2
(ecuaciones y ) y que son independientes de los parametros.

Al restringir la forma de las interacciones a términos exclusivamente dependientes
o exclusivamente independientes del sabor (OGE u OME), se siguen obteniendo cada
una de las dos soluciones que se tienen en el caso general OGE+OME , dentro de una
buena aproximacién. En el caso OGE se obtiene una relacién adicional R3, ecuaciéon
, que es compatible con sol-B, mientras que, en el caso OMFE se tienen dos
relaciones independientes de los pardmetros que llamamos R4 y R5 (ver ecuaciones
y y son compatibles con la solucién sol-A.

Solo la primera de las dos relaciones OGE+OME (R1) habia sido obtenida antes
en [62] en donde se considerd la interaccién mas general de dos cuerpos. La correlacién
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entre los angulos de mezcla que implica esta relacion fue discutida en el anélisis hecho
dentro del marco de la expansién en 1/N, en [56] y después en [60,/63] con la relacién
dada por R1’ (ecuacién ) despreciando los operadores de orden 1/N? asociados a
fuerzas de tres cuerpos. Esta relacién sola no es suficiente para determinar los angulos
de mezcla a partir del espectro de masas sin imponer restricciones adicionales.

En ajuste global de la referencia [63] se incluyeron restricciones adicionales de
la expansién en 1/N. y datos experimentales sobre los decaimientos que dan como
resultado los angulos de mezcla GGS que se utilizaron para comparar con las relaciones
que se obtuvieron del ajuste al modelo de quarks general OGE+OME. Teniendo en
cuenta los errores experimentales actuales no es posible excluir ninguna de las dos
soluciones generales para los angulos de mezcla, sol-A y sol-B, cada una de estas
soluciones se aproxima a las soluciones de los modelos més restrictivos OME y OGE
respectivamente. Esto se resume en el grafico de la figura [5.5]

Con el ajuste de la expansién de operadores en 1/N. al modelo de quarks
no-relativista se obtuvieron expresiones analiticas para todos los coeficientes de los
operadores en términos de las integrales de la parte radial de la interaccién, cuyas
expresiones se dejaron sin especificar, en su forma general, dadas por la ecuaciones
. La relacién explicita entre esta parametrizacion de la matriz de masa y la
base de 1/N, utilizada en [60,/63] estd dada por las ecuaciones (C.10)—(C.18) del
apéndice , estableciendo asi, junto con las ecuaciones , y @75.25,
la correspondencia analitica con una extensa clase de modelos de interaccion.

El hecho de mostrar explicitamente como un andlisis de QCD basado en la ex-
pansién en 1/N, estd relacionado con un calculo dentro de un modelo es muy ttil
para obtener una visiéon de la dindmica responsable por los valores de los coeficientes
y de los angulos de mezcla ajustados. Ademds, este analisis revela correlaciones entre
los coeficientes que de otro modo pasan inadvertidos cuando se realiza un ajuste y los
relaciona con las propiedades de la interaccion efectiva quark-quark, como fue discutido
en la seccién 5.5
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Capitulo 6

Bariones excitados de paridad
positiva en large N,

6.1 Introducciéon

En este capitulo se presenta un analisis del espectro de bariones no extranos en el
limite de N, — oo considerando la mezcla de configuraciones. Para esto, extendimos
el analisis de large N, para poder incluir mezclas de configuraciones y estudiamos los
estados de paridad positiva pertenecientes a multipletes de SU(6) x O(3) contenidos
en la banda N = 2 [65].

Vimos que, en el caso de un modelo con un potencial armdnico las bandas N = 0
y N =1 tienen estados que pertenecen a un solo multiplete de SU(6) x O(3) dados
por [56,07] y [70,17] respectivamente. El caso de la banda N' = 2 es més complejo
en el sentido en que tiene estados que pertenecen a cinco multipletes degenerados
con distintas simetrias de spin-sabor dados por [56,07], [56,27], [70,07], [70,27] y
[20,17]. En el marco de los modelos de quarks, esta degeneracién de los multipletes
se puede romper al considerar interacciones hiperfinas. En large N, QCD, en vez
de la simetria de spin-sabor SU(6) se tiene la simetria contraida SU(6)., es decir
que en un andlisis en este limite, los estados no se ordenan en multipletes de SU(6)
sino que la estructura que respetan se debe a la simetria contraida, esta estructura se
identifica con el nimero K de modo que para cada valor K =0, 1,2, ... existen infinitos
estados con spin e isospin creciente (torres). Entonces, si se consideran multipletes de
SU(6) en large N, se espera que éstos se mezclen entre si, es decir que haya mezcla de
configuraciones, siempre que pertenezcan a la misma torre de large N..

Como se mencioné en la introduccién de esta tesis, los multipletes correspondientes
a la banda N' = 2, han sido estudiados en el marco de la expansiéon en 1/N. de
QCD [37-39], sin embargo en ninguno de estos trabajos se consideré la mezcla de
configuraciones. En este capitulo analizamos el espectro de bariones de la banda
N = 2 considerando todas las mezclas entre los multipletes [56,07], [56,27], [70,07]
y [70,2%] en el marco de large N, QCD, es decir que se consideran, tanto mezcla
de estados con distinta simetria de spin-sabor, como mezclas entre multipletes con
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distinto L. En este andlisis no incluimos a estados del multiplete [20, 17] ya que su
correspondencia con los estados fisicos observados en N. = 3 atin no es clara.

6.2 Operador de masa

Como vimos en el capitulo[d], en large N, podemos construir un operador de masa para
bariones excitados haciendo una expansion en operadores, estos son los 18 operadores
de la tabla que llamamos CCGL. Cada uno de estos operadores (y sus elementos de
matriz) se pueden clasificar segin su dependencia en N,. El Hamiltoniano para estados
excitados en el limite de large N, es una combinacion lineal de los operadores CCGL
de orden mds bajo y puede escribirse como [66]

1
H:clﬂ+02€-s+03ﬁf(2) ~g-G.+ O(1/N,). (6.1)

Ahora bien, el Hamiltoniano de la ecuacién (6.1)) no permite todas las mezcla de
configuraciones ya que los elementos de matriz no-diagonales se anulan si los estados
considerados tienen distinto valor de L. Para estudiar la mezcla de configuraciones
es necesario considerar un caso mas general reemplazando el operador de momento
angular ¢ por un operador vectorial arbitrario & de modo que el Hamiltoniano resulta

1
H:él]l—l—ézf’-s—l—égﬁf@) .g-G.+ O(1/N,). (6.2)

Es importante recordar que la ecuacién es valida para cada representacion por
separado, esto implica que los coeficientes ¢; toman valores numéricos diferentes para
cada representacion. Es decir, que los valores de los coeficientes seran distintos segin
el multiplete que se considere o segin la mezcla de multipletes. Por esta razonm, los
coeficientes se notan como &7°F para los multipletes [70, L], &* para [56, L] donde
L=02y éfymL S Jonde Sym = MS, S cuando se consideren mezclas entre las
representaciones de distinta simetria. La etiqueta S (M S) corresponde a un multiplete
simétrico (mixto-simétrico).

6.3 Bariones de la banda N =2 en large N,

Vimos en el capitulo 3| que para N. = 3 existen tres representaciones de spin-sabor: un
56-plete completamente simétrico, un 70-plete mixto-simétrico y un 20-plete comple-
tamente antisimétrico. También se presenté la generalizacion de los bariones excitados
de QCD con N, quarks.

En la tabla del capitulo |3| se presentaron los estados no extranos de N. quarks
para los casos de L = 0, 1,2. Es decir que los estados de SU(6) que corresponden a la
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banda N = 2 son

So o 2N1/2, 4A3/2
MSy, D 2N1/2, 4N?,/z, 2A1/2, 4A3/2, 6A5/2
Sy 2 2N3/2, 2N5/2, 4A1/2, 4A3/2, 4A5/2, 4A7/2 (6.3)
MS; D 2N3/2,2N5/274N1/2,4N3/2,4N5/274N7/2,2A3/2,2A5/27
Y12, Ng )2, Ns 2, 072, O 2, g9, S A5 9, O A7 /9, A g o

donde los estados con [ = 1/2 y I = 3/2 se indican como ***1N; y 25T1A; respectiva-
mente y donde Sy, M Sy, Sy y MSs corresponden a los multipletes [56’, 0], [70,07],
[56,27] y [70, 2] respectivamente cuando N. = 3. Estos estados en large N, se ubican
en torres segin su nimero K, donde J =K + I. Los valores de K que corresponden
a cada multiplete pueden hallarse facﬂmente teniendo en cuenta que K=1L para las
representaciones simétricas y K=L+1 para las representaciones mixta-simétricas [25].
Entonces, los estados de la ecuacion (6.3]) aparecen en las torres

K=0: Nip, Asp, ...,

=1: Ny, N3j2, Aija, Azjo, Aspa, ..., (6.4)
=4 N3/2, N5/2, A1/27 A3/2, A5/27 A?/Q, cee

=9 N5/2> N7/27 A3/27 A5/2, A?/z, A9/2, cee

= R R

Los estados omitidos corresponden a estados con I > 3/2. Como este esquema surge
de la simetria SU(6). (y no SU(6)) los estados dentro de cada torre contienen mezcla
de distintas representaciones irreducibles de SU(6).

6.4 Matrices de masa y clasificacion en torres

Teniendo los estados de la banda N = 2, se obtuvieron las matrices de masa que
resultan del cdlculo explicito a partir del Hamiltoniano de la ecuacién (6.2). Para
calcular las masas de los estados de simétricos y mixto-simétricos de esta banda fue
necesario calcular los elementos de matriz de los 11 estados con isospin 1/2 y los 19
estados con isospin 3/2 y sus mezclas para los tres operadores que aparecen en el
Hamiltoniano. Las expresiones explicitas de cada uno de los elementos de matriz, se
presentan en las tablas del apéndice [G] donde también se muestran detalles
sobre los célculos realizados. Los elementos de matriz que se obtienen dependen de N.,.
Dado que este andlisis se realizé en el marco del limite de large N., s6lo los términos
de orden més bajo son relevantes. Al tomar el limite de N, — oo se obtienen las
matrices de masa de los estados de la banda N/ = 2. Por ejemplo, para el caso de los
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estados N3/5 se obtiene la matriz

CMSON O _CMSOMSZ CMS()MSQ
1 c 3 3
v B 6152 Nc C§2M5'2 —C§2MSZ
Najp = M2y MSa 1 M5 MS: | (6.5)
booe Mss s
2 2
cp ?Ne — ¢

que se muestra en la base {4N;\/42S°, 2Nf/22, 2Né‘7252, 4N§\/4252} donde el supraindice indica

la representacion a la cual pertenece cada estado. Los coeficientes ¢; que aparecen en
esta matriz son proporcionales a los coeficientes ¢; del Hamiltoniano y estan dados por

C;rl‘ep _ E;rl‘ep’
3

M2 _ \/7_3127253“2, (6.6)
7

MS. ~M S

63 2 — 1_6R22’203 27

donde Rly = A (2lIEl12) . B2a0 = 7o (UIEPI12) . R202 = 15 {001E@)12).

A partir de la matrices de masa se obtienen los autovectores correspondientes que se
pueden asociar a cada una de las torres K. Para la matriz de N3/, dada en la ecuacion
(6.5) los autovectores hallados son

N7 1 0 Lnus, s,

Ny | 0 1 —¥ng, Y2y, 6.7)
N3I§2:1l 1M Sy 0 \/Ti \/TE ’

N§2:2l 0 7S - 72 \/75

donde las filas indican la composicién de cada vector, por ejemplo

- M V2 MS V2 MS
|N3I§2 1> = |4N3/2 0> + 7nM50|2N3/2 2> + 777M50|4N3/2 2> . (68)
En el limite en el que no hay mezcla (nx = 0) los autovectores de la ecuacion (6.7) estan
normalizados. En el caso general se tuvo en cuenta que estas expresiones requieren

de un factor de normalizacion dado por Z = 11 —. Los parametros nx pueden

x
tener una dependencia en N, que depende de las relaciones entre los coeficientes ¢,
para cada representacion. Las expresiones de las ocho matrices correspondientes a los
estados restantes se muestran en la seccién del apéndice [G] junto con sus respectivos

autovectores.

6.5 Interpretaciéon como mezcla de dos niveles

A partir de las matrices de masa se obtuvieron los 30 autovalores correspondientes a
cada uno de los estados fisicos. Encontramos que, en el limite de large N, aparecen
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solo seis niveles de energia. Estos estados degenerados responden a la estructura de
torres de large N, que identificaremos con K = 0,1,1’,2,2',3. Hallamos dos torres
correspondientes a cada uno de los K =1y K = 2 con valores independientes entre si
para las masas. Los estados se organizan en torres de la siguiente manera

moy = lefjgo = mAg/;o 5

my = Mgz = Moy = Mpger = Mpgear = Mg

m’2 = mN31§2:2/ = mN5152:2/ = mAsz/ = mAf/;z/ = mA?Ez/ = mA;(Ez/ s (6 9)
my = mNII72:1 = mN§2:1 = mA{(/? = mA?{(El = mAg/?l ) ‘
meo = mN:ij:Q = mN51§2:2 = mA{(Ez = mAé(/gz = mAé(Ez = mAfEQ ;

ms = mN51§2:3 = mN;§2:3 = mAf/? = mAg(E:s = mAfE?’ = mA§</§3 s

donde la masas de cada nivel estan dadas por

mo = Nccfo 5

my = M — 6,

my = May — Oau , (6.10)
my = My + o1, '
Mg = Moy + 022,

mg = Nec'2 4 352 — %céWSQ ,

donde los valores de myxg' v dxgr dependen de N, y de los coeficientes ¢; de los
operadores C'C'GL en el Hamiltoniano.

El resultado obtenido de la ecuacién no es evidente. La mezcla preserva las
degeneraciones observadas en el caso sin mezclas. Como se puede ver en todas las
matrices de masa (ver seccién del apéndice y en particular, en la matriz en la
ecuacion , las expresiones de estas matrices son no-triviales. Estas se presentan
con distintas dimensiones y contienen estados de distintos K, sin embargo solo estados
de igual K se mezclan.

En el caso mas general la diagonalizacién explicita de las matrices da como resultado
los seis valores de masas distintos dados por la ecuacion donde

1 3 1
myy = 5 (C{WSO + C{WSQ) N, — A—LCQJSQ — 50:]3\452 , (6.11)
1 1 1
Moy = 5 (Cig2 + Ci%%) Ne — 103452 + 505),\452 ; (6.12)
L/ ws MS. 3 s 1 ms ? MSoMS2\ 2
o = 3 (7" — ") N + 1 | +2 (cg">0M>2)" 1 (6.13)
1 So MSs 1 MSs 1 MSs ? SoM S\ 2
o 5 (c? —"™*) N+ 12 T 50 +2 (c; ). (6.14)

Dada la complejidad de las matrices de masa, este resultado es sorprendentemente
simple. Si se observa la estructura general de los autovectores, se puede ver que solo
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ciertos subconjuntos de estados de spin-sabor se mezclan entre si en el limite de large
N., a saber, aquellos con igual K. Por lo tanto, todos nuestros resultados pueden
entenderse como mezclas de dos niveles. Para ver esto, pasamos a analizar el caso
simple de una matriz de 2 x 2.

Estudiamos el caso de una matriz de 2 x 2 simétrica definida como

( ; Z" ) , (6.15)

con autovectores y autovalores que se pueden leer del apéndice [Hl Ahora bien, si
consideramos que x es chico respecto de los valores de a y b podemos hacer una
expansion en x. Existen tres casos distintivos que deben ser considerados por separado:

(1) Sia—0b ~ O(") entonces la mezcla es débil ya que los autovectores
normalizados son (1+ O(2?), O(z)) y (O(z), 1+ O(2?)). Es decir que se
puede entender como un caso en el que se tienen perturbaciones de los
autovectores (1,0) y (0,1). Las energias en este caso adquieren correcciones
de orden O(x?). (Las expresiones explicitas tanto para los autovectores como
para los autovalores en este caso estan dados por las ecuaciones -
del apéndice H| ),

(2) Sia—b~ O(x") la mezcla es fuerte ya que los autovectores son del tipo (o, 3)
donde ', 3 ~ O(2°). En el sentido de teorfa de perturbaciones, estos estados
estan lejos de los estados con autovectores (1,0) y (0,1). Las energias en este
caso tienen correcciones de orden O(z!'). (Las expresiones de los autovectores
y los autovalores de la expansién en este caso se muestran en el apéndice [H]
ecuaciones @D - ),

(3) En el caso de a — b ~ O(x?) la mezcla también es fuerte y las energias se ven
corregidas de modo que ;o = “TJ“b + z + O(x?). Este tltimo caso no tiene
relevancia en este trabajo ya que, como se vera, esta situacion no puede ocurrir
con los valores para los elementos de matriz hallados, pero se lo menciona por
completitud.

Para analizar como afecta a los resultados la mezcla de configuraciones, comparamos
los niveles de energia hallados (ecuacién (6.10])) con los que se obtienen sin mezcla que
estan dados por

~ _ SO

mo = Ne¢i”,

my = N — %cé”SQ — 5

~ _ M Sy 1 _MSsy M Sy

5= N M Sy .
my = Ccl )

~ . 5'2

mo = Nccl )

~ MS: MS. 2 _MS:

Ty = Nccl 2+22_?32

Es decir que para K = 0,3 los valores para las masas son iguales en los dos casos. Se
puede ver que para K = 1,2, las masas de los bariones en los casos con mezcla y sin
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mezcla se relacionan entre si siguiendo

~ ~ ~ ~ 2
Mg + Mg M — M
i g = PR \/ (%) ey (6.17)

MSoM M ~ .
donde piy = —/2"0M%2 vy = —\/2¢32M52 Los valores g se relacionan con
los pardametros myii v 0k utilizados para describir las masas en el caso general

(ecuaciones (6.10) y (6.11))) segin

_ My + My

~ ~ 2
m — M
Srnr = \/ (%) Y (6.19)

Entonces, la magnitud de la diferencia myx — mgs determinara si se trata de una
mezcla débil o fuerte y el orden de las correcciones a las energias. El caso (g — mgr) ~
O(N.) corresponde a una mezcla débil mientras que (myx — mg:) ~ O(N?) corresponde
a una mezcla fuerte. Estas diferencias estdn asociadas a diferencias entre coeficientes ¢
de la expansién en operadores para cada representacién (ver ecuaciones ) Estos
dos casos corresponden, respectivamente, a (¢}’ So_ M 52) ~ O(N?) o (e" — ¢} 52) ~
O(1/N,) para K = 1y a (c¢* — /') ~ O(N?) o (/"% —¢}"2) ~ O(1/N.) para
K =2

Para ver que se obtienen resultados andlogos a los casos (1) y (2) que se describieron
para la matriz simétrica general de la ecuacién podemos hacer un cambio de base
para cada matriz. Lo mostraremos explicitamente para el caso de la matriz mas grande
que, ademas, contiene estados de todos los valores de K en lo que sigue.

La matriz de masa para los estados Az, estd dada por la expresién (G.20) del
apéndice [G] En el caso sin mezcla los autovectores estan dados por las filas de la
siguiente matriz

100 0 0 0
010 0 0 0
001 0 0 0
S=1000 3= 22 34 (6.20)
vo0 b —ff L
T T
000 —/& ¥ 5

Con esta matriz podemos hacer un cambio de base de la matriz de Az, a la base de
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autoestados sin mezcla. Se obtiene

SMa,, 57" = My 2 : (6.21)

H2 ma

en la base de autoestados de K dada por { Ag(/QO, Afm L Aé(/ZQ, A?ﬂ v A?ﬂ 4 Ag(/;’ by
donde los valores omitidos corresponden a elementos de matriz nulos. Los autoestados

en la base K estan dados por las filas de la matriz T que se puede expresar como

1
1 MM Sy

T = s . 52 . (6.22)
0
—1s, 1
1

Finalmente, la matriz S que se obtiene de S = T'S estd formada por filas de los
autovectores de la matriz en la base original y estd dada por la ecuacién (G.21). Es
decir que la composicion de los estados esta dada por

|A3/2> = ’4A§72>

oy 1 2v/2 37
ABE) = AYE) + s (mmé,ﬁiw— 4A§§§2>—1—016A§§§2>>,

‘A3{(/§2’> — |4A§/22>+7752< Ag//IQSQ \/>‘4A§//[§2 \/>|6A§/)[§2) ’ (6.23)

1 2\/’ 3V
1A52") = sl 'A5)5°) A7) — ——1"Ag5%) — —|6A§§§2>,
25
1
ANF = sty dpass - Zpaysy o 1 Teausy
_ / 7 MS> \/74 MSs L6 A 018,
|A3/2 > - = 1_0| A3/2 >_?‘ A3/2 >+E A3/2 >7

donde en el caso de mezcla débil los parametros 7 estdan dados por

—H

nMS() - Nc (CJIMSQ . Cig2) + LR}

(6.24)
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y en el caso de la mezcla fuerte estdan dados por

n 211 i
MS = = ~ ~
’ my — my + \/(m1 — ml/)Q + 4/,6%
(6.25)
2412
ns, =

+
Thg — mQ/ + \/(ﬁlg — ﬁlQ’)Q + 4[[1%

Con estos resultados se ve que en el caso de la mezcla fuerte corresponde al caso
(2) que describimos para la matriz de 2 x 2 donde los niveles de energia adquieren
correcciones de orden N? debidas a la mezcla de configuraciones. Estas tltimas
observaciones conciernen a las mezclas entre los multipletes M S y Ss, sin embargo, es
facil ver que se observan exactamente las mismas propiedades para la mezcla de M Sy
y MSy. Ademds, como se menciond antes, se puede ver que este efecto caracteristico
de este tipo de matrices se obtiene para todas las matrices consideradas.

6.6 Conclusiones

En este capitulo, se describié el calculo explicito para estados de la banda N = 2 en la
base de operadores de quarks usando el mismo operador de masa para todos los estados
definido por la ecuacion [65]. Se observé que el patrén de mezcla es mucho més
simple que el obtenido con un modelo de quarks con interacciones hiperfinas (ver por
ejemplo la referencia [47]). Esto sucede porque solo estados de igual nimero K pueden
mezclarse en el limite de large N..

Para los estados considerados, la mezcla puede describirse con tan solo dos
parametros relacionados con la mezcla de estados de las representaciones mixta-
simétricas con L = 0 y L = 2 y con la mezcla de las representaciones simétrica y
mixta-simétrica con L = 2.

El céalculo explicito del espectro obtenido con el operador de masa de large N,
a primer orden responde a la estructura de torres esperada en este limite aun con-
siderando la mezcla de configuraciones. Los estados de isospin mas bajo que conforman
las torres halladas corresponden a 11 estados con [ = 1/2y 19 de I = 3/2 que forman
grupos de estados degenerados con K = 0,1,1’,2,2',3. Las expresiones explicitas de
los elementos de matriz calculados que se muestran en el apéndice [G] muestran que
los estados espurios que aparecen cuando N. > 3 se desacoplan de los estados fisicos.
Esta es una caracteristica general de large N. QCD conocida [67]. Por otro lado,
es interesante destacar el hecho de que solo los operadores que actiian sobre el core
(operadores S., T, G.) permiten la mezcla entre estados simétricos y mixto-simétricos,
es decir que un operador de masa que contiene inicamente operadores simétricos S, T, G
no mezclaria estados de distinta simetria de spin-sabor.

Los célculo explicitos que se describieron en este capitulo constituyen verificaciones
no-triviales para el método de operadores basado en una aproximacion de Hartree que
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considera una descripcién a través de una combinacién de operadores actuando solo
sobre el core y otros actuando solo sobre el quark excitado. Finalmente, este trabajo
resulta un primer paso hacia un método que permita incluir los efectos subdominantes
de las mezclas de configuraciones en un analisis de los estados excitados en el marco
large N. QCD.



Capitulo 7

Conclusiones generales

En esta tesis se estudio el espectro bariénico no extrano en el marco de la expansién
en 1/N. de QCD. El objetivo de estos estudios fue obtener una mejor comprensién
tedrica de la fenomenologia de los bariones excitados de manera independiente de las
particularidades de un modelo. Un resultado importante de este trabajo [59] consistid
en establecer de manera explicita la conexion entre el andlisis en términos de operadores
efectivos usados habitualmente en la expansién en 1/N, y una extensa clase de modelos
de quarks. Esto proporciona una imagen dinamica que puede explicar los valores de
los coeficientes de la expansién en 1/N,.. También permite entender correlaciones entre
los coeficientes y explicar jerarquias entre ellos que no son evidentes en un analisis
que solamente usa la expansién en 1/N.. Un segundo resultado importante [65] es que
se incorporé por primera vez la mezcla de configuraciones en un calculo explicito del
espectro de bariones en el limite de large N..

Para obtener estos resultados, por un lado, se estudiaron las masas de los primeros
bariones excitados, que corresponden a estados de la banda N = 1, para un modelo
de quarks general y se analiz6 su relacion con resultados obtenidos con el método de
large N. QCD . Por otro lado, se estudié el espectro de los estados de la banda N = 2
en el limite de large N, considerando las mezclas de configuraciones.

Como se describié en la Introduccion, los primeros capitulos de esta tesis sientan las
bases tedricas de los estudios que se discutieron en el presente trabajo. En particular,
en el capitulo {4 se introdujo la simetria de spin-sabor contraida SU(2Ny). del limite
de N, — oo y se presentaron los operadores CCGL. La construccién del operador de
masas en términos de operadores C'CGL y las implicaciones de la simetria contraida
en el espectro de bariones son dos ingredientes fundamentales en la discusion realizada
en los siguientes dos capitulos.

En el capitulo [5| se presenté el analisis detallado que realizamos sobre los estados
baridnicos no extranos de la banda N = 1 utilizando la base de operadores de spin-sabor
de la expansion en 1/N, que resulta lo suficientemente general como para incorporar
los detalles de los distintos modelos para las interacciones entre quarks, en los distintos

valores numéricos que pueden tomar los coeficientes de los operadores efectivos. El
Hamiltoniano dado por las ecuaciones (3.60)—(3.63) describe un modelo de quarks no-
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relativista general que incluye interacciones quark-quark de tipo spin-spin, spin-érbita
y tensorial, tanto dependientes como independientes del sabor. En el caso particular
en el que todos los términos que son dependientes (independientes) del sabor se anulan,
las interacciones del modelo son las caracteristicas de un modelo de tipo OGE (OME)
cuyas interacciones estdn dadas por el intercambio de un gluén (mesén). Es decir
que el modelo general, que llamamos OGE+OME, permite distinguir entre los dos
casos extremos OGE y OME. Se calcularon las masas para los estados no extranos del
multiplete de O(3) x SU(6) correspondiente a [70,17] utilizando el modelo general,
sin especificar una forma determinada para la dependencia orbital de las interacciones.
A partir de estos resultados, encontramos que el espectro hallado impone relaciones
entre los dangulos de mezcla de los estados con J = 1/2,3/2. Estas relaciones son
independientes de la forma de las interacciones de spin-spin, spin-érbita y tensorial.
Esto se puede observar de las expresiones y que fueron obtenidas en el
caso mas general OGE+OME, de donde ademds, se puede ver que estas relaciones
no involucran ningun parametro del modelo. Las restricciones halladas resultan en
dos soluciones para los valores de los dangulos de mezcla, sol-A y sol-B (ver figura
. Al considerar casos mas particulares del modelo se obtienen relaciones entre las
masas y los angulos adicionales. Las restricciones halladas para los casos mas extremos
dados por los modelos OGE y OME son compatibles con las soluciones sol-A y sol—-
B. Por un lado, en el caso OGE se obtiene la relaciéon R3 de la ecuacion (5.32)) que
es compatible con la solucién sol-B (ver figura . Por otro lado, en el caso OMFE
se obtienen dos relaciones adicionales R4 y R5 (ecuaciones y ) que son
compatibles con la solucién sol-A como se puede ver en el grifico de la figura [5.4]
Solo una de estas relaciones fue obtenida con anterioridad. Esta relacién corresponde
a la primera restriccion hallada para el caso general OGE+OME que llamamos R,
y fue obtenida en [62] considerando un modelo con las interacciones més generales de
dos cuerpos. Sin embargo, esta relacion no es suficiente para determinar los dngulos
de mezcla a partir del espectro de masas sin imponer restricciones adicionales. En la
referencia [63] se considerd la relacién R1 (en la forma de la ecuacién ([5.28))) imponiendo
restricciones obtenidas a partir de un andlisis en 1/N, y de datos experimentales de
decaimientos a través de un ajuste global que resultan en los valores para los dangulos
de mezcla que llamamos GGS. Dentro de las incertezas experimentales, la solucion
GGS es compatible con las dos soluciones sol-A y sol-B, por lo que no permite excluir
ninguna de las dos posibilidades méas extremas para la dependencia o independencia del
sabor de la interaccién entre quarks (ver figura . Estos resultados independientes
de los detalles de las interacciones se conectaron con la expansién 1/N. para obtener
una perspectiva sobre la dindmica responsable por los valores de los coeficientes. Los
operadores de la expansién en 1/N, utilizados fueron construidos con operadores core-
quark excitado, que actian sobre el core (S., T., G.) y el quark excitado (s, t, g),
definidos en términos de los generadores de la simetria SU(2Ny) [24,27]. Este matching
permitiéo obtener expresiones analiticas para los coeficientes de la expansion. Estas
relaciones estan dadas en ((C.10)—(C.18)) del apéndice . De este modo, los pardmetros

del modelo de quarks general (5.6)), (5.7) v (5.17)—(5.25)), que se expresan en funcién de
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integrales radiales sin determinar, permiten obtener una relacién entre los coeficientes
y magnitudes con significado fisico. Las relaciones R1,...,5 halladas se traducen en
relaciones entre coeficientes ¢; que en un analisis de large N, donde los ¢; son ajustados
a los datos experimentales, pasan desapercibidas.

Por 1ultimo, se estudiaron los estados de los multipletes simétricos y mixto-simétricos
de SU(2Ny), cuyos estados fisicos estdn asociados a la banda N' = 2, en el marco
de large N. QCD. En el limite de N. — oo los bariones forman torres de estados
degenerados que se pueden identificar con el nimero K = 0,1,.... Las torres de
estados en large N. determinan cémo se mezclan los estados que se obtienen de los
modelos de quarks y que pertenecen a representaciones irreducibles de SU(2N¢) x O(3).
Estudios anteriores sobre la banda N' = 2, no incluyeron célculos que tengan en cuenta
mezclas entre estados de distintos multipletes SU(2Ny) x O(3). En el trabajo [65]
que se presenté en el capitulo [6] extendimos el andlisis de large N, QCD para incluir
mezclas de configuraciones por primera vez y analizar los estados de espin y sabor
mas bajos asociados a los estados fisicos correspondientes a los bariones no extranos.
El cédlculo se realizé utilizando el mismo operador de masa para todos los estados,
dado por la ecuacién (6.2) y obtenido a partir de una expansién en 1/N, a orden més
bajo usando operadores core-quark excitado. Con este operador de masa, se obtuvo
explicitamente el espectro de estos bariones. Los resultados muestran que los 11 estados
de I =1/2 y los 19 estados de I = 3/2 considerados aparecen ordenados en seis torres
con K = 0,1,1,2,2".3. Las mezclas se pueden describir con solo dos pardmetros
asociados a las mezclas de los multipletes M Sy y M .Sy y de los multipletes Sy y M.S,.
Todos los elementos de matriz hallados se muestran en el apéndice [G] de donde se puede
ver ademas, que los estados espurios se desacoplan completamente de los asociados a
estados fisicos como se espera en large N,.. El calculo explicito realizado muestra que
las mezclas son mas sencillas de lo que se esperaria en un modelo de quarks y que los
estados se mezclan segiin la simetria contraida de large N.. Estos resultados proveen
pruebas de autoconsistencia no-triviales y demuestran que los anélisis basados en la
construcciéon de operadores core-quark excitado describen correctamente la estructura
de simetria presente a bajas energias en large N. QCD . Los calculos realizados a primer
orden que se presentaron en el capitulo[0] constituyen un primer paso hacia la inclusién
sistematica de los efectos de las mezclas de configuraciones en los analisis de large N,

QCD.
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Apéndice A

Funciones de onda con L =1

En este apéndice se presentan explicitamente las funciones de onda de cada uno de los
siete estados del multiplete de spin-sabor de simetria mixta con L = 1. Estas funciones
se pueden expresar como

|N1j2,1/2)

|N3/2,3/2)

|A1/2, 1/2 >

|A3/2, 3/2 >

1
ﬁ |:\/§ (Xp_l/ngﬁﬂ - Xi1/2¢i\/2) \Iji\l + \/5 (Xp_l/ggbi\/Q + Xi1/2¢?/2> v

- (X’f/ﬂﬁ/g X1/2 1/2¢1/2> <X1/2¢1/2 + X1/2¢1/2> } )

1
2 [(Xf/gﬁbf/g - Xi\/2¢1\/2) oy + (Xf/z@ﬁi\/z + Xi\/2¢l1)/2) \1//1)1] ’

1 L 39 L 3

2 [\/7963?2 (9#1)/2‘1”) 1t @/2‘11?71) - \/>X1§2 (¢/1)/2‘I’po + ¢1/2‘1’T0>
L 32
+\/;X /1/2 (@5’17/2\1}/1)1 + ¢i\/2q’i\1>
T3 [V (- a0) [ (0 )
X372\ P1/2%¥10 1/2 10 X172 (912%11 ¢1/2 11

V2

1

3/2
X3§2 [¢f/2\11p1 + ¢i\/2\1’i\1} )

7%
3/2 1 WP N2 2( p WP A g
\/—¢3/2 3 X1/2 10+X1/2 10 3 \X1p2 1t XZ12%1) )

1

3/2
¢3§2 (XI/Z\IJH + X1/2‘I’i\1> ;

Y

)

V2
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donde las funciones espaciales estan dadas por la ecuaciones (3.35)) y (3.36)) del capitulo
Las funciones de espin estdn dadas por

Xos = 111, (A1)
o = (=14 (A2
M = = (T + D =20 110) | (A3
Wa = T+ ). (A4)

3

Las proyecciones de espin restantes pueden obtenerse aplicando los operadores de
subida y de bajada. Las funciones de isospin ¢ son analogas a las funciones de espin,
basta reemplazar T por u y | por d.



Apéndice B

Elementos de matriz de operadores
CCGL para L =1

En este apéndice se presentan los elementos de matriz de los 18 operadores CCGL
obtenidos en la referencia [27]. En la tabla se presentan los valores para los
operadores que se eligieron como base independiente de los cdlculos en el capitulo [5]
Los elementos de matriz correspondientes a los nueve operadores restantes se muestran

en la tabla [B.2l

107
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(Or) (Oa) (Os) (Oy) (Os)
N(1) (€s) ¥ ((PgG,) (ts + 325 0G.) ~-(€Se)
Ny N. — v (2N = 3) 0 + 72T gz (Ne+3)
N{/z Ne _% —ﬁ(Nchl) 0 _32&
1 Nc+3 5 Nc+3 1 Nc+3 1 Nc+3
Nijz-Nujo 0 B th T 48N, th (2N.—1) T N1 21{ TN \/X
Naja N, o (2Ne = 3) 0 —v5T +ﬁ(NC +3)
Ny N, -3 o (Ne +1) 0 — 5
1 /5(Ne+3) 5(Ne+3) 1 5(Ne+3) 1 5(Ne+3)
Né/? ‘NS/2 0 6 N. +ﬁ N. (QNU - 1) T 2(N+1) Ne +6Nc N,
NLjy N, +1 — v (Ne+1) 0 +
Al/g NC +% 0 0 _%Nc
Azjo N, -1 0 0 +a
(Os) (Or) (Os) (Oq)
(52 o (sSc) - ((®sSe) NEHO) +(Os) + 53 (0" {51, Gi})
Nyjo oz (Ve +3)  —ghr(Ne +3) 0 s (17N, — 3)
Ny +3 +aw; +oxz +352
N{/Q 'N1/2 0 0 +125}VC \ ]\2]61\23 _3%3 1ch+€3
N/ +az(Ne+3)  —gz(Ne+3) 0 +ang (17N — 3)
2 1 2 2
Né/z +VL +2Nc T 3N. +W
5(Ne+3 5(Ne+3
N";/Q ‘N3/2 0 0 _241NC ( N : _()‘Jif(? ( Ne :
Né/z +N% Jrzzlvc +611Vc - 1\}2
Aijs + - 0 +$
Ay % - 0 —3e

Tabla B.1: FElementos de matriz de los nueve operadores CCGL linealmente
independientes para N. = 3 para los estados barionicos de L = 1 sin extraneza. Las
sexta y séptima fila corresponden a elementos de matriz fuera de la diagonal.
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(O10) (On) (O12) (O13)
(T, (T (0245, G.) 2z {(£5)52)
Nijo 12N2(N +3) 4NQ(N +3) 0 6Ns(N +3)
N{/Q +6]5VC _N% 24N2 (N + 1) _315\)13
Nl/2 Nyjo +3% 1\211?3 0 +24§V3 \/%(Nﬁ 1) _3% 1253
Najo 24N2 (Ne +3) %Ng(Nc +3) 0 12N3 (Ne +3)
N§/2 +3]1VC _% 6N2 (N + 1) _ﬁ
N3/2 N3/2 +ﬁ 5(1\1[\67;L3) 0 _48%\/3 \ NC+3 (N + 1> _ﬁ 5(]\1/\313)
Né/z _zzlvc _N% 24N2 (N + 1) "’1\}2
Al/2 +611\7c +2J{L 0 +3]%/§
AS/2 - 121NC +2]1VC 0 - 31%/3
<014> <015> <016> <017> <018>
nz{{£Se, 858:}) ((£Sc)(tTe)) (95cTe) (€®)8.5.) Nz ((PgS.T)
Nyjo +ars (Ne +3) +ang (Ve +3) +ans (Ne +3) 0 0
Nijs N +av — +avz G
N{/Z 'N1/2 _6% Igczvtd _31{/3 Igczvtd 0 _6% Azlffvts _12§v3 I\QICNt5
Najo — s (Ne +3) ans (Ne +3) +ns (Ne +3) 0 0
Nz 3Nz oz e ez axz
N3/2 -Nay2 —ﬁ 5(1\1[\'{3) _ﬁ 5(13\{/?3) 0 +12}v,’% w +24}VZ w
N2 +N% Nz e onz ~on
Ay +3x7 57 —z 0 0
Aso —3;3 +szlvz —ﬁ 0 0

Tabla B.2: Misma tabla que para los

operadores Oy
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Apéndice C

Relacion entre coeficientes y la
parametrizacion

En este apéndice se presentan las expresiones analiticas que conectan los resultados
descriptos en el capitulo [5| con los estudios en la expansién en 1/N.. En el caso de
N, = 3, los coeficientes en Oy—q 12 se relacionan con los elementos de matriz dados en

la tabla como

(=0:
1 1 1
C1 — 6611 + 1—8016 == 5(251 — Sg) s (C].)
1 1
Ce + 5611 - 5016 = —351 -+ SQ + 2S3 y (CQ)
Cr —Ci1 — 2(52 — Sg) s (C?))
(=1
1 2 4 2
Coy — 6010 —|— 5613 + 5614 — 5015 = —2(2P2 + P4) s (C4)
1 2 4
Cqy — §C10 — 5014 —+ §C15 = 4(P2 — P3 -+ P4) s (C5)
1 1 11 1
G5 = 7010 — g3 — [gfu T 5l = P — P — Py +4P, (C.6)
1 ) 1
C9—6C13—6C14+§Cl5 = 3(P1+2P2—P3+P4), (C?)
(=2
1 1 4 4
Cg + 1_103 — 5018 — 5012 + 5017 = 36(D1 + DQ) s (CS)
4 4
C3 — gclg + 5017 = 24(D1 + 2D2) . (Cg)

Nétese que los términos a la derecha de la igualdad en las ecuaciones (C.7) y (C.8)
se anulan en el caso del modelo OGE+OME.

111



112 Relacién entre coeficientes y la parametrizaciéon

Los operadores O; a Og pueden ser elegidos como una base independiente para
los estados fisicos de N, = 3. Pidiendo c¢1g = -+ = ¢15 = 0 se pueden expresar los
coeficientes ¢, g en términos de la parametrizacion de las matrices de masa

o = %(251 _ 8, (C.10)
¢ = —22P+ Py) (C.11)
5 = 24(D; +2Ds) (C.12)
¢, = A(P—Py+ Py, (C.13)
¢s = Pi—DPy—Py+4P, (C.14)
C6 = —3S1+Ss+25, (C.15)
cr = 2(5 —S3), (C.16)
cs = 6(5D,+4Ds) (C.17)
co = 3(PL+2P,— P+ Py) . (C.18)

Invirtiendo las relaciones generales dadas en las ecuaciones (C.1))-(C.9) obtenemos

1 1
SO == 301 + 506 — Z_LCH s (019)
1 1 1 1
Sl = 3C1 + §C6 — 6C7 — 6011 + 1—8016 s (CQO)
2 1 1 1
SQ == 3C1 + 506 + 607 - 5011 — 1—8016 s (CQl)
2 1 1 1
Ss = 3¢+ 566 - 507 + 6611 - 1—8016 ) (C.22)
1 1 1 8 1 1 2 1
Pl = =Co— —Ci+ ~C5+ —Cg+ —Cr0 — —C13 — —C1q — — C.23
1 602 16 + 965 + 2769 + 36010 54613 27614 27015 ;o ( )
1 1 1 1 1 1 1
Py = ——cy— ~C5+ —cCo+ —Cio — —Ci13 — — — C.24
2 662 965 + 2709 + 18610 27613 27014 + 27615 ; ( )
1 1 1 1 1 2 1 1
P3 = —502 — 2104 + §C5 — ﬁCg + §610 — 2—7613 — 5—4614 — 5615 , (025)
P 1 n 2 2 1 1 4 n 1 (C.26)
= ——=Co+ —C5 — —=Cy — —=C10 — —=C13 — —=C —c .
4 6 2 9 5 97 9 36 10 97 13 97 14 27 15
1 1 1 1 1
Dl = ——c3+—cg— — —Cig — — C.27
! 367 T I T ar T T T s (C27)
5 1 1 1 1
D2 = —C3 — — — ——C12 + —C17 + —C18 . (C28)

14477 36 7 108 108 108

Resulta conveniente eliminar la contribucion del operador unidad a los elemen-
tos de matriz de la interaccién spin-spin definiendo los pardametros ASi,, ASs, ver
ecuacion ([5.38]). En funcién de los coeficientes de la expansién estos parametros estan
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dados por
1 1 1 1
AS;y = 56 + 67 T a1 T g6 (C.29)
1 1 ) 1
AS; = 666 - §C7 + ECM — 1—8016 . (0.30)
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Apéndice D

Relaciones entre operadores

En este apéndice se presentan explicitamente las relaciones entre los operadores CCGL
que se cumplen para N, arbitrario en un espacio de dimensiéon nueve definido por los
siete elementos de matriz diagonales y dos elementos fuera de la diagonal relevantes
para los estados fisicos de N, = 3. Las relaciones, clasificadas segun las propiedades de

transformacion de los operadores, estan dadas por

=0:
N.+3 1
— 0, ————0+0,+0;; = 0
INZ(N. — 1) 1 (N.— 1) 6 + U7+ 0On )
N.+3 N.+1
—_— O+ ———0+0; = 0
2N3(N, — 1) 1+2NC(NC—1) 6 1 s ’
(=1
1 N.+1 1
O O,+-05+0
O, 2+ AN, 4+4 5 + Uio
2 N.—1 N.—1
—NC202 + 4NC2 05 + 4NC Og + 013
4 3(N, +1) AN, — 1 ON, — 1
2 N.+1 N.—1 N.—1
FEOQ_TEO4_2—N§OS_ O, Og + O15
(=2
NC+1012+017 = 0,
8
——— O5 — Os+07 = 0
NN, —1) 3 N1 s + Urr )
1
— O3 +03 = 0.
N, g + Uis
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Apéndice E

Dependencia angular de los
coeficientes

En este apéndice se presentan las expresiones explicitas de los coeficientes ¢; de la
expansiéon en 1/N. en funcién de los angulos de mezcla 6,,65. Eligiendo {O,...,Oq}
como base de operadores independiente se obtienen ¢y ... ¢ en términos de los angulos
y las masas fisicas,

a= g (N1j2 — N{ ) cos 26, + 5 (Naj2 — N jy) cos 203 + 9 (N1j2 + Ny o)
2 1
+§ ( 32 + Né/Q) ) (A1/2 + 2A3/2) . (E.1)
1 , 2 , 1 )
2= g (N1/2 — N1/2) cos 201 + T (N3/2 — N3/2) cos 203 — 6 (Nl/Q + N1/2)
2 3 2
15 (N3/2 + N§/2) + 51V5/2 + 3 (A1/2 - Ag/g) . (E2)

8 2
¢ = (Nijp— Nija) (cos26; + dsin20;) — (N3 — Naya) (5 cos 20 + 4\/;5111 293)

8 6
+Nijy + Nijz — = (N3jo + Najz) + gNs/Q :

(E.3)

1 . 2 5 /2 .
a= —z (Nl/g — N{/Q) (cos 20, + 2sin 291> — (Ng/g — Né/Q) (1—5 cos 205 + g\/gsm 293>

2 3 4
(Nija + Nijo) + — (Naj2 + Nyjp) — =Nsjp — 3

+ 15 5)

(A1/2 - A3/2) )
(E.4)

=
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1 1 1. 1 1 /5 .
Cs = _Z <N1/2 — N{/Q) (5 COSZ@l + gsm%l) + (N3/2 — NZ;/Z) (g C08293 — 6\/;sm293)

5 2 3 4
Y (N1/2 + N{/2) + 15 (N3/2 + Né/z) + %Nsm ~3 (A1/2 - Ag/z) ;
(E.5)
7 , 7 , 5 )
Cg — —E (N1/2 — N1/2) COS291 — 6 (N3/2 — N3/2) COS293 — E (Nl/g + N1/2>
5 1 2
-5 (N3 + N3 o) + o Nsj2 + 3 (A1j2 +2055) , (E.6)
1 , 1 , 1 .
Cr = —6 (N1/2 — N1/2) COS 291 — § (N3/2 — N3/2) COS 293 -+ 6 (N1/2 -+ N1/2)
1 2
1 (Nt Vo) 4 Moo — 2 (Aot 200) . (BT
/ 5 : , 2
cg = — (N1/2 — Nl/Q) 7 08 201 +2sin26; ) + 2 (N3/2 — N3/2) cos 203 + = sin 203
5 , , 3
+é_l (N1j2 4+ Nijg) —2(Nsja + Nyjo) + 3 Ns/2 5
(E.8)
1 / : 1 Ly (3 5
= — (N1/2 — N1/2) <3 cos 20 + sin 291) + 3 (N3/2 — N3/2) - €08 203 — o Sin 205
1
4

7 9
+E <N3/2 + N§/2) - (N1/2 + N{/2) — —Nsjo — Ayjp + Azpn .

10
(E.9)



Apéndice F

El matching para el modelo de
Isgur-Karl

El modelo de Isgur-Karl es un modelo particular del modelo OGE considerado en
esta tesis. En este apéndice presentamos los resultados que se obtienen evaluando los
parametros del modelo general de modo de obtener el modelo de Isgur-Karl. Esto nos
permite poder verificar nuestros resultados.

El modelo de Isgur-Karl [35] esté definido por el Hamiltoniano
Hix = Ho + Huyp » (F.1)

donde Hy contiene al potencial confinante y a los términos cinéticos de los quarks. Este
Hamiltoniano es simétrico ante transformaciones de espin y de sabor. La interaccién
hiperfina Hy,y, estd dada por

8T, L 2y, 1, . o . oL
thp = AZ [?Sl . Sj(s(d) (7’@‘) + 7’_3<38Z . rij Sj . 7“1']' — S; Sj) s (FQ)
1<j v)

donde A determina la magnitud de la interaccién [] y 75 = 7; — 7; es la distancia
entre los quarks ¢, 7. El primer término es corresponde a una interaccién de contacto
spin-spin y el segundo término describe una interaccién tensorial entre dos dipolos.
Ambos términos son independientes del sabor. Este Hamiltoniano de interaccién es
una aproximacion de la interaccion dada por el intercambio de un gluén, despreciando
la interaccién spin-6rbita. Toda la espectrocopia de los bariones con L = 1 esta
determinada por una unica constante 9, definida como § = A\Q/L;W ~ 300 MeV, junto
con la masa promedio del multiplete mg ~ 1610 MeV. La matriz de masa esta dada

2as

'En la referencia [35], A estd tomado como A = 295
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por

1 -1 -1

My, = m0+15( 1 0 ) : (F.3)
1 [ ~1 o

Ms,, = mo—i‘z(; 1Yy ) (F.4)

V10 5

1

M5/2 = mg -+ 55, (F5)

1
Al/g = Ag/g =mgy + 1_15 (FG)

Los angulos de mezcla son independientes de las masas hadrénicas y estan dadas
por

V10
14 + /206

El matching a los operadores de la expansion en 1/N, realizado en la referencia [33]
resultaen ¢, = %mo—%é =462 MeV, cg = %5 =450 MeV, cg = —ch = —360 MeV, ci17 =
%5 = 270 MeV, todos los demds coeficientes se anulan. El correspondiente y? = 33
es grande ya que, debido a la ausencia de interaccién de tipo spin-érbita, el modelo de
Isgur-Karl no logra describir la separacién de masas entre Aq/5(1620) y Ag/5(1700) y la
masa obtenida para Ny,»(1535) resulta muy baja. Esto explica por qué los valores para
los dngulos (675, 01F) se encuentran fuera del rectdngulo del caso OGE en el grafico
de la figura , que ha sido obtenido a partir de un ajuste con un valor de x? mucho
maés chico.

Evaluando las integrales radiales de la ecuaciones , se obtienen los siguientes
valores para los elementos de matriz de nuestra parametrizacion

1
61 = arctan(5(v5 — 1)) =055, 6 = arctan(~ ) =011 (F.7)

1
S1 = my — 10 = 1535 MeV, (F.8)

1
SQ = Sg = Mmg + 15 = 1685 MeV, (FQ)
Pi=Py=P;=P =0, (F.10)

1

que en términos de los parametros definidos en la ecuacion ([5.38)) corresponden a
So = mpy = 1610 MeV (F.12)
1

De este modo el modelo de Isgur-Karl constituye una verificacion analitica simple
para nuestras expresiones generales.



Apéndice G

Elementos de matriz de O 53 para
bariones de la banda N = 2

En este apéndice se presentan los detalles de los calculos de los elementos de matriz de
los operadores CCGL de orden mas bajo O; 23 con un operador orbital genérico £ en
el caso de los multipletes pertenecientes a la banda N = 2 dados por [56’,07], [56,27],
[70,07] y [70,27].

Para realizar los célculos explicitos de las masas de los bariones fue necesario
calcular los elementos de matriz de los operadores CCGL O 53. Para llevar a cabo
estos cédlculos se utilizaron los elementos de matriz para los generadores de SU(6) que
actian sobre el core de N, — 1 quarks de los bariones en large N, [27]

1 /2. +1
4\ 21! +

(SL=1I;mh, o) |G| Se = I;my, 0n) =

\/N + 12— (I' = L)X(I' + 1.+ 1)?

(Scl Sé)([cl I;)
X / / )
my 1| m o a | o
(G.1)
) a _ B I. 1] 1.
<S ] ml,al |T |S Ic,m1,0q> = -[(:(]c + 1) o a ’ 5Ié1c5525c5m'1m17
1
(G.2)
i Se 1| S
<S’ — [’ ml,al ’S ’S Ic;ml,a1> = [C<Ic—|— 1) ( my i ,1 ) 5IQIC5S£SC5Q’10¢1'

(G.3)

Los operadores O, 2 3 también involucran a los operadores que acttiian sobre el quark
excitado de la funciéon de onda bariénica. Se pueden obtener los elementos de matriz de
los s,t, g en términos de los de S., T,., G. notando que el quark excitado es equivalente
a un core de un quark con espin e isospin 1/2. Por lo tanto, basta reemplazar cada
N.—1porlycadaS.=1.y S, =1, porl/2

Con la ayuda de las ecuaciones (G.1HG.3|) y la definicién para los elementos de
matriz reducidos dada por el teorema de Wigner-Eckart (ecuacién (5.1])), obtuvimos
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los siguientes expresiones para los elementos de matriz

’ / 3 1
(6 5) = Sosbumbratyy (<1255 [ BT EE T D)
I

I, 20 . Ly I. L s
X Z lszl+1){1 ? %}ZCP,?CP/W{Z ?] ls}{l f]ls}’

ly=l+1/2
(G.4)

3
(€@ (g-Go)) = 5J/J5M'M51’151/13(—1)‘]_2]+Z+S—\/5\/(25’ +1)(25 + D{1EP|0)

X{J g }Z N2 RI 1)L+ 1)

77,_772 11 I I. 1

x [ (N, +1)2 — 2 +1)24 2, . 2 S8 2y,
(Ne+1) (2)(+){ICIIC} Dy
2 2

(G.5)

donde p=S—1==%1,0y n/2=1.+1==%1/2 y los coeficientes c,, dependen de la
simetria de los estados considerados al calcular el elemento de matriz

't =1, (G.6)
R ) @)
S(N.+2(S+1))
SYM __ MS __
CO - CO+ - \/ Nc (2S + 1) ) (GS)
SYM _  MS _ (S+1) (N —25)
CO + - CO - - \/ NC (25 + 1) Y (Gg)

donde los supraindices SY M y M S corresponden a representaciones simétricas y mixta-
simétricas respectivamente

Las ecuaciones (G.4)) y (G.5|) evaluadas en £ = ¢ corresponde a las ecuaciones (A7)
y (A9) de la referenma [27].

G.1 Para N, arbitrario

En las tablas se presentan los elementos de matriz de los operadores CCGL
O; 23 con un operador orbital genérico £ en el caso de N, arbitrario para los estados
no-extranos pertenecientes a las representaciones [56’,07], [56,27], [70,07] y [70,27],
donde recordamos que

Rl = —=(2lll2).,
R%ny = = (2lle?||2), (G.10)
R2s = o (0fl¢®]]2).
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G.2 En el limite de large N,

En lo que sigue, presentamos las matrices de masa que se obtienen con el Hamiltoniano
dado por la ecuacién ([6.2)) para los estados asociados con la banda N/ = 2. Estos
elementos de matriz se obtienen tomando el limite de N, — oo para los valores de las

tablas [G. IHG .4l

Estados con [ =1/2

En el limite de large N, la matriz de masa para los estados N/, puede escribirse como

So
"N, 0 0
M5, MSoMS
My, = O N, V2cy! 2o M52 (G.11)
CJIMSQNC — 303452 — c§452

donde usé la base {QNIS/"Q, QNI%&), 4N1]‘/42SQ} para expresar esta matriz. Los autovectores

de esta matriz estan dados por

N{Z? 1 0 0
N}?E:l, = 0 1 —nus, |- (G.12)
Nl/z_l 0 M s, 1

En el caso de los estados N3/5 , la matriz de masa en el limite de large N, esta dada
por

CMSON 0 _CMS()MSQ _CMSQMSQ
1 c 3
So So M Sy So M Sa
My,,, = e MS . MS ;4652 MS (G.13)
3/2 e QNC_CQ 2 _lcz 2—(33 2 )

So M So

en la base {4N3{\/42S°, sz/QQ, 4Né‘7252, 4Né‘7252}. Los autovectores de esta matriz son
N. 322: ; 1 0 \/75771\450 e
Nap 01 s s | (G.14)
N, :%5 y —nvs, 0 \/75 \/75
N3/2_ 0 7S, _g g

En el caso de N5/, obtenemos

C.lggN _2C§QMSQ Y 14C§2MSQ
¢ 3 3
_ MS. 2 _MS V14 MS: V14 MS:
MN5/2 - Cl 2NC + §02 2 - 02 2 —I— 6 C3 2 Y <G15>

6
MS, 1,.MSs 5 MS>
¢ PN — g0y P+ 2e3
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usando la base {?N, 5/22, Né\/gs 2, 4Né\/42s 21. A esta matriz le corresponden los siguientes
autovectores

2 VT
N5/2 , 1 ?}752 T\/QSQ
K=2 _ 2 7
N5/2 = —T1s, 3 3 (G.16)
NE=3 _NT V2
5/2 0 3 3
En el caso de N7/, el elemento de matriz resulta
2
Myg=s = AMI2N, 4 252 ?Cé\/‘[SQ (G.17)
Estados con [ = 3/2
La matriz para Aj; es
ciWSONC O \/Lgcé)WSoMSz %CéWSoMSQ
CSQN icSQMSQ _LCSQMSQ
MA _ 1 c 2 V5 2
- M M M M M J
1/2 Sch 262 Sa + gcg Sa _ 3 e Sa 363 Sa
52 7 MSQ 4 MSQ
(G.18)
en la base {QA]]L%%, 4A1/2, A%fﬂ GAjl\//lgz} y sus autovectores estan dados por
2 2
AK=1 1 0 —3\/5MMs, —354/ 57,
2 3 /2 1 /2
K=2 _3 2
A1/2 _ 0 1 21\/ 57152 21/ 57152 G 19
AE=Y - 1 /2 3 /2 - (G19)
1/2 —NMS 0 —51/ % —\/z
AK=2 0 21/ 5 2\/ 5
1/2 0o — _3 /2 1./2
UES 21/ 5 2V 5
En el caso de los estados Ay, obtuvimos
SON. 0 0 0 0 0
M S MSogMS MSgMS MSgMS:
ONe 0 _\/%Cd om % cg 072 %\/Zd o2
S SoM S SoMS MS
M B C12Nc 7\% 5 2 \QF 22 2 / 22 2
A3/2 IWS N+l So 5 MSQ,L MSo ,7 MS.
2 V102 J/10°3 /353
i\/ISQN g é\/IS 3 7 é\/lSz 7 éVISQ
L 10 2
A{S MS
N 11 2 3 3
usando la base {4A3/Q, Aé%%, A3/2, Aé%sz, 4A§§§2, 6A é%s"’} Los autovectores estan
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dados por
Ko 1 0 0 0 0 0
A 1 2V2 3V7
3/2 1 _2v2 _3VT
A[(/zl O 1 O 2\/577MSO 5 77MSO 10 nMSO
3/2 1 2 1 /7
N 0 0 1 L/ VA-/ N Y/ 3
A= | = 0 —pue O 1 _2v3 _svi o [(G.21)
3/2 0 2v/5 5 10
/
AK=2 _ 1 _./2 1 /7
3/2 0 0 YRS 2 5 2\/ 5
AK—S
3/2 0 0 0 _. ]z _VT 1
10 5 5v/2
Para Aj/, obtuvimos
ci\/ISONc 0 \/gcéwsOMSQ 1 ZlcéVISOJVISQ 1 14C§/ISOA/[SQ
S 1 SoM S 1 SoMS. 6 SoMS
012Nc —g\ﬁ022 2 m022 2 _ gc22 2
_ MS MS = MS. = MS 5~ MS.
MA5/2 - ) 2Ne—3ey 7 3/Tey 2 dy/Tey' 2y/550 )
MS 1 MS 4 MS. 3 3 MS. 2 3 MS
ey PNe—gsey P=7ey C —3y/5¢ =336 7
C?{SQNC—%CS/I%—{—%C:J,)MSQ

(G.22)

usando la base {SAMS0 AN 2 AMS2 AAMS2 6 A\ M5

32 0 Bgja Bz By By }. Los autovectores de esta matriz
estan dados por

AKZl ]- O D) 577MSO 5 777MS() 5 nMS()
5/2 1 /7 1 /2 3
AKZ? 0 1 3\ 2s:  —g\/57se =15,
K=1 _ 1 /6 1 /21 V7
Bop | = | s 0 =55 V2 5| (G23)
AK:Q’
5/2 0o — 11 _1 /2 3
AK=3 752 3\ 2 615 5
5/2
0 0 1 /i _8/2 V3
3V 5 15 5
La matriz para Ay, es
So 2 S5MSH 6 SoMSs
M, = MS 2 MS 8 MS 3 /3 MS 18 /3 MS
AV 1 ZNC —+ 5C) 24 35C3 2 —51/3C2 24 351/ 2C3 2 )
MS, 1 MSs | 17 _MS,
& N, + 10C2 + 35C3
(G.24)
4AS2 4AMSy 6 AMS> ,
con base {*A7 Ta» Ay o Ag /9 } cuyos autovectores estan dados por
2 3
= 1 s\ fins
A2 2 5152 5152
K=2 _ 2 3
AR = | oms 2R (G.25)

AK:S 3 2
" 0 SR
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Finalmente el elemento de matriz del estado Ay, es

2cMS2
MpKss = AM2N, 4 (15 —37. (G.26)
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01 02 03
2N15}02 N. 0 0
MS
2N1/2 0 Nc 0 0
g N, 4R, i (N + DR
Ny = 2N{RR 0 0 0
NV 0 ) e
2NMS —INME 0 0 N (2N = 1)/ 2557 R2o,
MS
AN N, 0 0
S
2Ny, N. — - Rlap 0
QNF%SQ N, — 5 (2Ne — 3) Rl 0
NG N, —Rly, 0
4N§\;[250 _ 2N§/22 0 0 NLL NJCV:1R2072
4Né]\;[250 _ 2Né‘7252 0 0 _\/§1NC (ZNC — 1) Njcv—i_?’R20,2
4N§\;1250 _ 4Né\/4252 0 0 —I%NC(NC + 1) R202
s MS
Nyjy — 2Ny av. V(N + 3)(Ne — 1) Rl 0
2]V?:g/22 - 4]\['?/452 0 —3 ?)(NN;;I)RM»? 323\18 \V ?’(NN;:URQQ’Z
NN 0 3 %ERL, N 1/5ER,
S
2N5/22 N, N%le 0
NS N, 77 (2Ne — 3)Rly, 0
4N5]\;I252 Nc _%R122 %NC(NC + 1)R222
NN 0 /O I TR 0
MS MS N (2Ne—1) [ Nc+3
2N5/2 f - 4N5/2 © 0 _%\/g Tnglm % 16N TjRQQZ
4N;‘/4252 N, Rl — 3 (Ne + 1) R29,

Tabla G.1: Elementos de matriz para estados con I = 1/2 para N, arbitrario.
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01 02 03
MS,
2A1/2° N, 0 0
S:
4A172 N, —%Nchgg %RQQQ
AN N, 1o (16 — 2N,) Rly qonz (2NZ + 2N, — 15) R2,
GA?//IQSQ N, —%3122 _TEVC(NC + 1) R29
RO : R,
QAi\%S‘o _ 4Ai\//f~292 0 0 \/%Nc (2N, +5)4/ NE*?R20,2
2AMSo _6AMS2 0 Nlc\/g\/(Nc—i—S)(Nc—?))RQog

1/2

1/2

4AS2 4AM52

1/2

1/2

4AS2 GAMS2

172

1/2

4AMSQ _ GAMSQ

1/2

1/2

0 QLNC\/%\/(NC 5 (N, — 3)Rla

_1 /3 [/N=3

0 2 5 N, ngg
_ 3 [Ne+b

0 10 Ne ngg

—ﬁ\/%\/(]\fc +5)(Ne — 3) R22»
21

3 [/N.—3
32N \/ 5 Ne R25,

— 16?5\% (QNC — 3) 7N]C\Tt5 R222

Tabla G.2: Elementos de matriz para estados con I = 3/2y J = 1/2 para N, arbitrario.
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O O, O;

4A§72 Ne 0 0

Ay N, 0 0

A N, — Rl 0

QAE]J,V/[QS2 Ne %le 0

Ay N, — 53 (2N, — 15) Rl 0

GA%QSQ Ne —%312,2 —8—11\,6(Nc +1)R2s
AL, =AY 0 0 0
4A§72 - 4A:)?/22 0 0 %gR20,2
4A§72 — QAéV/fgz 0 0 \/ch NJCVCSRQOQ
G, = 1Ay 0 0 — A N+ BN, — 3)R2.
4A§72 - 6A§§§2 0 0 _N% i va:gRQO,z
A =AY, 0 0 — e V(N 5) (N, = 3)R2o.2
Ay =AY 0 0 — N+ 5)\/%320’2
AY A0 0 sz (2NZ + 2N, — 15) R2g»
A = A0 0 s /2N, - 3), /52 R
4A35/22 - 2A:]),V/IQS2 0 _%\/g Nﬁ—lezz 323\,6 \/g NR,—JCFE’RQZQ

4A§72 _4A?]>V;§2 0 NLC\/E\/(NC+5)(Nc—3)Rl22

S, MS /21 /N.—3
4A3/22_6A3/22 0 _% 10 N, Rl

MS MS. N
2A3/22 - 4A3/22 0 %\/g —NC?’RlQQ
MS. MS.
2A3/22 - GA3/22 0 0
TANS oM 5/ /5 R

0
3 105 /Nc—3
32N. \/ 2 w299

7 N.—3
— (2N.+5) 5= R200

e/ T BN, — 3)R2

_%NC %(QNc - 3) N&—fR222

Tabla G.3: Elementos de matriz para estados con I = 3/2y J = 3/2 para N, arbitrario.
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01 02 03
GAQ%% Nc 0 0
s
4A5;2 N, —T}VCRlzz _%RQW
QAMSZ N _lRl 0
5/2 c 3rti2z
AN N, — v (2N — 15) Rly, —gnz (2NZ + 2N, — 15) R22:
6Aé\§§2 N, —3R1y s (Ne 4 1) R29
AN~ 0 0 oy 5 R 02
5 A MS s
6A§§20 _2Aé\§22 0 0 I%M\/(NC+5)(NC —3)R20,2
GAQ%SO _4Aé\//f§2 0 0 —‘5(2]\7 -3) %RQOQ
5N¢ ¢ c ’
6AQ§§O _ GAé\//[éS’Q 0 0 —% %(NC + 1)R20,2
A, 28NS 0 -3/5 /%2R —icy/ A2
NS AN 0 e VNN 3Rl N T B (N — 3 R2

4ASQ 6AMS2 0
=

— 3 [Nespy

3 5 [Nc.—3 R222

5/2 T5/2 Jio\/ Ne 16N\ 2\ M.
A AL 0 5\ [ =3 Rl v\ £(2Ne 4 5)4 /252 R2g
2AMS: _opAMS: 0 BN B (N = 3) B2z
AN _oAMS: —3,/8\ /%R, — 1/ (2N, = 3), [ R
A%, N, Rl vz R22
AAMS: N, x- (2N, — 15) Ry, sonz (2NZ + 2N, — 15)R29
AL N, L R1a s (Ne + 1) R25
NS, —AANSE 00— BN (N = 3Rl — g\ /3N + 5)(Ne — 3)R2
1A%, —SANT 0 —\/%\/W?ngg ~ o \/W:SR222
IAMS _6AMS: -3,/3. /%5 R1, 232N, - 3), /22 R2y,
A N. Rlyy — g (Ne + 1) R2,,

Tabla G.4: Elementos de matriz para estados con I =3/2y J =5/2,7/2,9/2 para N.

arbitrario.



Apéndice H
Mezcla de dos niveles

En este apéndice presentamos las propiedades de la expansién en un parametro x de
una matriz de 2 x 2 que es particularmente 1til para analizar las matrices de masa que
se obtuvieron en el capitulo [6]

La matriz de interés esta dada por

(z ;j) (H.1)

a+b a—0b\?2 )
no= () e o
N, - a+b_ a—>b 2+ ) (H.3)
27 T 2 T '

cuyos autovectores (sin normalizar) estan dados por

a—>b a—0b\>
- 2 H.A4
e 5 \/( 5 ) +22 x|, (H.4)
a—> a—0b\>
er = (e () ) 15)

Como se menciono en la seccion de esta tesis, existen tres casos distintivos a la
hora de hacer una expansion en x de esta matriz. Dos de estos casos son los relevantes
para este trabajo:

(1) En el caso en que a — b ~ O(z") los autovalores estdn dados por

y tiene autovalores

2

a—>b

.132

a—>

A = a+ +0(2Y), (H.6)

Ay = b— + O(z%), (H.7)
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y los autovectores son

e = (1—2(::—_26)2—1—(’)@4), afb+0(x3)> ,

- (—a_b+(9(x3),1—2<a_b)

(2) En el caso en que a — b ~ O(x') los autovalores estdn dados por

M= at g (Ve= 0P - - 4) o+ 0.
Ny = b—%( (D + - (a— b))z +0?).

y los autovectores son

o
-

(a—b+ V=57 1) + 0. 1),
(a—b— (a—b)2+4>+(’)(rﬁ4), 1) .

N~ N~

(H.10)

(H.11)

(H.12)

(H.13)
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